‘“tin'niitn

i
J

AlGEJIftA


















(ON0)

'St



ALGEBRA SGPERIOR.






ALGEBRA SUPERIOR

POR

DON FERNANDO GOMEZ DE SALAZAR

XenientG Coronel, retirado.

MADRID;
ESTABLECIMIENTO TIPOGRAFICO DE R. VICENTE, CLAVEL, 4.

t868.



JIj uQHANRDE & Al
JAt6Aid'Ci [K].-CHT8SrliiA
1 9", s N '
-itviv. AVYGACY v\ 30 \AUWINY ofw* A 0 vwi
v-hifii'SNO'3 iUV mBBNQINVGT S «tV-TT
I VAMEN0Y I ASIThUIF/A - bsdyi' -
- mau M /3 3ANSA0 i-'u-TJivrysii oisy
SyOi-2"mSEl Yy y Areshh & SbRAWS , A
VoW MW- -, e s X %o i 04V VIUX AWFyX-
;.. m VO
Ve mV sb Wvio b.
NA O, m' WM
4 broi?ciiSIgaiiijuAsin J*
> N h SNy>]'&iN» 0760 i«

e A\



EXGMO. SR, D. ADELARDO LOPEZ DE AYALA

MINISTRO DE ULTRAMAR.

Dar d V. E. una muestra de la profunda sim-
patia y respeto que me inspira quien con tanta acti-
vidad é inteligencia ha coiitrihuido d la gloriosa re-
volucién que Europa asombrada observa, es lo que
me ha impulsado d dedicar d V. E. este trabajo que
desearia fuese digno de llevar su ilustre nombre'.
Reciba, pues, V. E. este pequefio ébolo que, unido
d otros de mas valor y- que no puedenmenos de ser
NnumMerosos aungue no sea sinopor gratitud hacia
los que han salvado nuestra moribunda patria, sera

un apoyo que aliente d V. E. en el espinoso camino
del poder.

€icmo. Sr.

Con la mayor consideracion B. L. M. de V. E.

FERNANDO GOMEZ DE SALAZAR.
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PROLOGO.

Ningin hombre es infalible en el planeta que ha-
bitamos: todo en él es pequefiez ; todo miseria. El
mé&s sabio comete errores de consideracién, aun en
aguello mismo que cree saber mejor, y de cuyo
concepto participan sus semejantes. Y no se diga
gue si acaso se verifica eso alguna vez no puede el
error eludir por mucho tiempo el ser descubierto
por el mismo que lo cometid, 6 por otros hombres
que posean la ciencia en la cual se haya aquel in-
troducido. No; el error se presenta con frecuencia
demasiado bien disfrazado para que sea facil cono-
cerlo, y de esta manera recibe por muchos afos, y
hasta durante muchos siglos, el culto que usurpa a
la verdad. Ninguna prueba mas patente de ello que
la presente obra. Ella demuestra del modo mas in-
dudable que todos los matematicos, por eminentes
gue hayan sido en la ciencia, han venido alimen-
tando y demostrando, como verdad inconcusa, un
principio enteramente falso, en extremo trasce



tal y dafioso, no solamente aia ciencia, sino tam-
bién y en muy alto grado & los que se dedican al
estudio de las mateméticas. Y si esto ocurre en las
llamadas ciencias exactas, en la ciencia que no da
patente de verdadera a ninguna proposicién, sin
gue se someta al mas riguroso exdmen y & la mas
minuciosa demostraciéon; si en esta, en fin, falta la
fé, ¢en qué otro ramo del saber humano podremos
tenerla? Cierto es que las ciencias adelantan, y que
principalmente en el siglo presente han recibido gran
impulso; pero esto mismo demuestra su atraso, pues
no hemos de presumir haber llegado al colmo de la
sabiduria, y que nuestros descendientes no tengan
en que ocuparse sino en aprender lo que sus abue-
los les dejaron escrito. No; los hombres de enton-
ces hallardn nuestras obras llenas de defectos que
corregirdn, como hoy dia corregimos los que nues-
tros progenitores nos legaron. Entonces dirdn co-
mo decimos hoy; ccNadie existe infalible en la tier-
ra;» y estas mismas palabras irdn repitiendo & su
vez las edades futuras. Y no se crea que porgue un
gran numero de sibios repitan a coro una misma
cosa debe esta ser admitida sin exdmen como cier-
ta. No; la autoridad de todos los sidbios del mundo no
es bastante para imponer el convencimiento de que
tal 6 cual proposicién es 6 no falsa, es 6 no impo-
sible. No; el convencimiento no se impone ni se



adquiere por fuerza de autoridad de ninguna espe-
cio. os indispensable que las razones que so den
sean tan poderosas que no haya medio de dudar-
es preciso que ninguna de ellas se resista al buen
entono. Se dice, por ejemplo, y se demuestra que
el movimiento continuo es imposible; y la princi-
pal razén que se da para demostrar esta imposibili-
dad, es la de que ningln cuerpo puede comunicar
a otro mas.fuerza de la que posee, ni aun tanta, su-
puesto que tiene que perder alguna en rozamien-
tos. Seré cierta esa imposibilidad; habréa alguna otra
causa que impida ese movimiento ; pero lo confesa-
mos ingénuamente, no nos convence la razén que
sirvo de base 4 tal demostracion. No hay mozo do

cuerda que ignhore que con una palanca puedo co-
municar & otro cuerpo, no solo su fuerza sin la me-
nor pérdida, sino multiplicarla do un modo prodi-
gioso. Y para saber esto no han necesitado que Ar-
eluiraedes dijera que con una palanca y un punto
de apoyo sacarla al sol de su centro. No; les basta
y ha bastado siempre su simple sentido comun Se
nos tendré acaso por rebeldes; pero, lo repetimos,
que una proposicion sea sostenida por' uno 6 por
un inmenso numero do sabios, no nos convence
mas que si lo fuera por otra cualquier persona, a
Nno ser que sus razones nos persuadan.

Hé aqui iiiotii'ada esta obra. Siempre nos ha pa-



recido el Algebra superior un estudio tan dificil y
penoso, que hemos compadecido de buena fé a los
gue tienen precision de emprenderlo. Esto acaso
demostrard nuestra falta de capacidad ; pero cono-
cemos aun crecido numero de jovenes que, & pe-
sar de su buen talento y aplicacién, han perdido
afios de carrera por la dificultad que han hallado en
aprender esta parte de las matematicas tal como se
ha enseflado y ensefia actualmente. Jamas, sin em-
bargo, nos ocurrié la idea de que pudiésemos evitar
este escollo, hasta que fijamos nuestra atenciéon en
el primer teorema con que déa principio. En él se
demuestra que las relaciones que con las raices tie-
nen los coeficientes de una ecuacidn no sirven para
determinar los valores de aquellas. A pesar de tal
demostracion y de la fuerza que parece le prestan
los nombres que figuran al frente de esta clase de
obras, y principalmente el de Cirodde, nos sucedio
lo que con el movimiento continuo. En tal demos-
tracion no vimos otra cosa, sino que por los me-
dios conocidos era realmente imposible resolver una
ecuacion de las que tratamos, a4 no ser aplicando el
extremadamente confuso, largo, dificil y penoso sis-
tema que explican los autores. Pero no nos conven-
cimos de (jue fuera imposible esa resoluciéon por
cualquier otro medio: es decir, se resisti6 a nues-

tra razon el creer que. para determinar los valores



de las raices de una ecuacién, no bastasen las rela-
ciones que con ellas tienen los coeficientes de sus
términos. Y no se diga que esto fué un capricho in-
justificado; porque razones poderosas nos asistian
para sublevarnos contra tal principio. En primer lu-
gar vimos que en una ecuacién, por ejemplo, de
tercer grado en que hay tres incognitas, hay tres
ecuaciones; que son, la suma de dichas incégnitas,
la de sus productos binarios y de su producto total.
En todo problema que se nos presenta con igual nu-
mero de incdgnitas que de ecuaciones, determina-
mos los valores de aquellas. (Cdmo, pues, sucede
gue las ciencias exactas son aqui impotentes para
este caso en <[ue tan ligadas se hallan las incogni-
tas con los datos conocidos? Porque si nos dan la
suma de tres numeros, diremos que sin variar aque-
lla pueden variar estos; pero si ademas de la suma
nos dan la de sus productos binarios y el producto
de dichos tres numeros, ya estos son invariables,
y por consiguiente, con esos datos debemos tener
suficiente para determinar cuales son dichos nu-
meros.

En vano quisimos persuadirnos de que cuando
han pasado los siglos sin que en ninguna nacién
hubiese hal)ido quien destruyese el citado teorema,
seria cierta dicha imposibilitlad. Y caso de (Jue no
Ip.iuera, no seria nuestro escaso talento y cortos co-



nocimientos los que habrian de resolver una cues-
tiébn que no ha resuelto ningln matematico. Vanos
fueron nuestros esfuerzos para alejar de nuestra
mente una idea que no teniamos fuerza para abar-
car. La idea se obstind en perseguirnos; y viéndo-
nos derrotados en la lucha, capitulamos con ella y
nos rendimos a discrecién. Entdnces nos entrega-
mos & ella completamente, y por algun tiempo fué
nuestra pesadilla hasta en nuestros suefios. Nada di-
remos a nuestros lectores del improbo trabajo que
hemos estado soportando por bastante tiempo sin el
menor resultado. Bastele saber que por fin lucié un
dia en que descubrimos un rayito de luz que, aun-
gue débilmente, nos permitia ver la senda por don-
de caminabamos. Dias y mas dias pasaron sin gran
provecho, hasta que poco & poco aquella luz fué to-
mando incremento, y por ultimo, nos hizo ver el
mas hermoso, facil, claro y comodo camino que
conduce al objeto deseado: & la resolucion de todas
las ecuaciones de cualquier grado que sean, sin ne-
cesitar para ello otros datos que la suma de las rai-
ces y te- de su productos binarios; es decir, el se-
gundo y tercer términos de la ecuacidon, sobrando
todos los demas, excepto el iiltimo término & que
acudimos para comprobar los valores hallados. En-
ténccs hicimos comparacion de nuestro sistema con

el que se sigue, y nos acabamos de convencer de



que efectivamente tan claro y tan facil es aquel,'co-
mo imperfecto, confuso, dificil y enredoso éste. Sin
necesidad de otra prueba bastaria la de que (con-
trayéndonos a la obra de Mr. Girodde, que sin dispu-
ta es la de mas aceptaciéon) ni un solo ejemplo hay
de ecuaciones resueltas desarrollando sus célculos.
Y si tratandose en el Algebra elemental de las ecua-
ciones de primero y segundo grado, que tan faciles
son, se ponen ejemplos minuciosamente explicados,
¢por qué no hacerlo con las de tercero y cuarto &
lo ménos, siendo tan dificiles?

Dos palabras del expresado autor, acabaran de
completar esta idea.

«Resolver algebraicamente una ecuacidon con
una sola incognita (dice Mr. Girodde) es brillar una
formula por cuyo medio puedan determinarse, en
funcion de sus coeficientes, todas las cantidades
que, sustituidas en dicha ecuacion en lugar de la in-
cégnita, hagan idénticos a los dos miembros. Hasta
el presente solo hemos podido hallar dicha férmula
para las ecuaciones de los cuatro primeros grados,
y aun las relativas & las ecuaciones del tercero y
cuarto son tan complicadas, que casi nunca se
hace uso de ellas.»

Y algo mas adelante continua.

i _Cc™MUUOTT



«Si consideramos las dos ecuaciones
£M—2cta3+&='0 y —%ax-"~b"™0

deduciremos de la primera

fr=a:d=V5-"

y por medio de esta formula resolveremos todas las
ecuaciones de segundo grado correspondientes a
todos los pares de valores que pueden asignarse &
a y k b, sin que nunca haya necesidad de repetir
los razonamientos que han conducido kla formula;
y solamente reemplazando en ella k ay b por sus
valores numéricos. Pero no sucede lo mismo res-
pecto de la segunda; porque en el estado actual del
Algebra, ignoramos la ley con arreglo & la cual
depende el valor de x de los de a i/b. Mas si damos
valores numeéricos a estos dos coeficientes, podran
hallarse por medio de los métodos que ensefiare-
mos al tratar de la resolucidon de las ecuaciones nu-
meéricas, todos los valores de X ; pero no solo seréa
necesario hacer un calculo particular para cada
raiz, sino que aun necesitaremos volver a empezar
todos los calculos cuando demos otros valores a a
y a by>

Esto dice el citado autor, y algo mas que eso pu-
diéramos afadir si fuera necesario hacer mas evi-

dente las graves dificultades y confusién de cdicu-



los que ofrece el sistema conocido hasta la fechad

La verdadera ciencia es la luz, y se mantiene de
si propia; no permite la menor sombpa en su derre-
dor, y en el centro del foco mas luminoso 'se vé a
la Verdad en su explendente solio. Desde alli, cual
astro radiante de incomparable hermosura, lanza
por dé quier raudales infinitos de bellisima é inten-
saluz, que, sin embargo, no todos pueden mirar
sin que sus ojos viertan lagrimas de dolor.

Por la inversa, donde hay confusion y oscuri-
dad, falta ciencia; donde falta ciencia y hay oscu-
ridad y confusién, alli tiene su imperio y asienta su
trono el error disfrazado con el sublime manto de
la verdad y de la sabiduria; pues s6lo asi puede re-
cibir culto, rechazando con despético afan & la luz
su encarnizado enemigo, que desde el punto en (jue
penetrara en su coérte, pulverizavia su trono y baria
huir despavorido al que lo ocupaba. En contraposi-
cién ala verdad, el error es un cuerpo opaco que*
no produce mas que sombra, confusién y descon-
cierto. En una palabra, este es hijo del Genio del
mal, al paso que aquella es hija del Omnipotente,
que todo en El es infinitamente grande, infinita-
mente bueno € infinitamente hermoso, y cuya prin-
cipal esencia es la sabiduria. Concebir la ciencia,
prescindiendo de Dios, es querer hacerse cargo de
la luz del dia, prescindiendo del sol.
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Preguntado Lapiace por el Emperador cual era
la causa de que en su magnifica obra sobre .la Me-
canica celeste no’se encontrase escrita ni una sola
Nez la palabra caDios,'» respondié que era la de no
haber tenido necesidad de tal hipoétesis.

Guando meditamos sus palabras, no vemos en él
a4 un sabio, sino & un hombre de talento que ha per-
dido. la senda de la verdad, porque sus ideas le ex-
traviaron. Pero ;jacaso es solo Laplacc quien, llevan-
do el nombre de sabio, desconoce al Padre de la sa-
biduria? (Escorio, por ventura, el nUmero de los
(jue creen O aparentan creer, y quieren persuadir
de ello 4 los demas, que nada existe creado, y que
por consiguiente tampoco existe un Creador? ;No
se ha hecho casi una moda lo que se llama despre-
ocupacioén, que consiste en que para hacer el papel
tie persona ilustrada es indispensable salirse de la
esfera del vulgo, fijue cree en la inmortalidad del al-
ma y en la existencia de Dios? Porque cqué valdria
un sabio, por mas eminente que fuese, si su ciencia
y su talento lo debiese & otro que & si propio? ¢Cual
seria, [mes, su mérito? jProfunda lastima es la sen-
sacion (juc en nosotros produce semejante aberra-
cion é ingratitud! Pero ¢qué mas? ;No ha dicho re-
cientemente una persona muy ilustrada, y se repite
por dé quicr, que la fé ha liuido y que la ciencia es
((uien la ha espulsado? Afortunadameiilc para nos-



M
oiros, no vemos en las sentencias de esos sabios
mas que palabras del hombre; y el hombre es liarlo
pequefio y limitado para que podamos admitir sus
ideas como infalibles.

Si por un momento siquiera participaramos de
ellas, no solo nos conformariamos con' nuestra ig-
norancia, sino que rogariamos al Eterno incesante-
mente que jamas nos sacase de ella. Las ciencias y
los. sabios se nos harian aborrecibles, puesto que
nos hacian el sér méas desgraciado de la creacion;
porque si todos los vivientes son mas felices que el
hombre, toda vez que este se vé obligado & trabcajar
sin descanso para cubrir sus muchas necesidades, y
(Jue ademas de las fatigas fisicas le acosan las del
espiritu y mayor numero de enfermedades que las
gue padecen ai”uellos; si la ciencia habia de destruir
nuestra esperanza de una vida mas feliz é impere-
cedera; si la ciencia nos habia de hacer conocer tan
solo que para nada mas habiamos nacido que para
padecer; si creyéramos, en iin, que el saber nos ha-
bia de hacer tan infortunados, defenderiamos cie-
gamente, y con todas nuestras fuerzas, a los parti-
darios do la ignorancia. Si la ciencia es incompati-
ble con la religion, la eleccidon no puede ni debe ser
dudosa, puesto que la religiéon debe estar muy por
encima de todo lo demés, toda vez que sin ella no
hay felicidad posible. Pero no; muy lejos de opinar



con aquellos, anhelamos la ciencia para aumentar
nuestra fé si es posible, pues para nosotros no es
dudoso que cuanto mas se penetra en el terreno de
la sabiduria, mas se comprende al Supremo Crea-
dor, y mas admirables se presentan sus obras a los
ojos del hombre. (Quién deberd tener una idea mas
sublime del Altisimo? ¢(El pobre mozo de labranza,
para quien nada existo en el universo sino los terro-
nes que pisa, y que por consiguiente juzga que
aquellos terrones constituyen toda la obra de Dios;
6 el naturalista que ve en los vegetales una vida y
una procreacion muy parecida & la suya; que en el
moho asqueroso de las paredes humedas observa y
descubre magnificos y frondosos vergeles, habita-
dos por otros seres que se alimentan de las frutas de
aquellas plantas; 6 el astronomo que admira esa bo-
veda celeste llena de infinitos soles, en los que con-
cibe y adivina otros tantos mundos habitados, in-
mensamente superiores al nuestro, y de los cuales
no percibe sino un pequefiisimo ndmero, aunque
se auxilie de los mejores instrumentos; 6 el hombre
gue, reuniendo esas y otras ciencias, vé cadavez mas
su miseria ypequefiez, puesto que cuanto mas sabe,
mayorgrandeza descubre en el Autor de lodo lo que
existe, con el cual no puede menos de compararse?
¢Quién, repelimos, formara de Dios ima idea menos

imperfecta, puesto que perfecta es iinposible?!;V
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quién de esos hombres debera abrigar mayor fé? Si
esta huye, no es verdaderamente la ciencia quien
la desalojay empuja. No; quien destruye la fe es la
ignorancia; es el vano orgullo del hombre, que no
quisiera ser deudor & nadie (por mas que sea a todo
un Dios) de lo que él cree que constituye su mérito,
y t[ue, sin embargo, disculpa sus flaquezas 6 cri-
menes diciendo, que él no se ha hecho a si propio
y que sus malas pasiones las debe & la........ Provi-
dencia.

Mas dejando aparte este asunto y volviendo al
objeto que debemos proponernos, darémos cuenta
& nuestros lectores del contenido de esta obra.

Segun queda arriba indicado, hemos resuelto el
problema tenido hasta hoy por imposible, y demos-
trado como tal en los autores matematicos, no ya
de determinar los valores de las raices, valiéndose
de todos los datos que suministran las relaciones en-
tre estas y los coeficientes de los términos de una
(icuacion, sino lo que es mas aun; el de ccDada la su-
ma de C cantidades, la de sus productos binarios y
el producto de aquellas, determinar sus valores, cu-
yo problema sirve de base a la teoria general de
ecuaciones que establecemos, después de tratar en
particular la resolucién de las ecuaciones desde el
segundo hasta el décimo grados, ambos inclusive,
poniendo abundanrtes ejemplos de todos los casoj*AAAN



u
ademas otros muchos sin resolver para ejercicio del
lector.® Y no se horrorice éste al ver ante sus ojos
una ecuacién de 9° 6 10”grado para resolverla; pues
ademads de que no se tarda en comprender perfec-
tamente esta obra més que el tiempo que se gasta
en leerla, y que la persona de ménos capacidad pue-
de aprenderla en quince diaslos procedimientos
son tan faciles y sencillos como vamos a exponer.
Una vez halladas las relaciones que guardan en-
tre si el cuadrado de la suma de las raices con la de
los productos binarios, todo el obstaculo que podia
presentarse para la resolucién de las ecuaciones de
cualquier grado, consistia en hallar las diferencias
entre las raices. Y si bien esto nos ha costado tan.
largas y penosas vigilias como encontrar aquellas
relaciones, el éxito ha sobrepujado & nuestras espe-
ranzas; pues con el auxilio de unas tablas de dife-
rencias, mas faciles de hacer de lo que & primera
vista parece, se resuelve una ecuacién de cualquier
grado que sea en cinco wiinutos, cuando por el sis-
tema conocido hasta el dia puede considerarse co-
mo punto ménos (jue imposible el resoh'cr una
ecuacion de 6" 6 7" grado. Es, pues, imponderable
el adelanto que con nuestro sistema,pueden alcan-
zar las ciencias, y en especial la astronomia, en que
con tanta frecuencia se presentan ecuaciones de
grados altos.



Hemos dicho que estas labias de diferencias son
mas faciles de liacer que lo ([uc aparece a primera
vista, pues pudiera creerse que en ellas tengan que
figurar todas las combinaciones que pueden ha-
cerse con cantidades positivas, negativas, enteras y
fraccionarias; pero muy léjos de eso. Por el sistema
gue hemos establecido no puede haber diferencias
negativas, sino necesariamente positivas; y por otra
parle, con solo las tablas de niumeros enteros se iia-
llan con toda facilidad las diferencias enteras y frac-
cionarias. Pero aun hay mas; y es que hay que eli-
minar de dichas tablas todos los niumeros que son
cuadrados perfectos, con rara excepcion, y otros
muchisimos que, sin serlo, no hay ({uc incluirlos en
ellas por razones especiales. Y por altimo, hay
otras varias circunstancias que hacen que este tra-
fiajo no sea tan grande como aparece, aun despueés
delo (jue llevamos dicho, por més que se haya modi-
ficado mucho la idea que antcs de esta explicacién
pudiera haberse concebid6 ; circunstancias que no
podemos manifestar en este prélogo. Sin embargo,
estas tablas (de las que solo damos en esta obra una
muestra que al mismo tiempo sirve para resolver
todos los ejemplos de ecuaciones que contiene) exi-
gen un gasto muy superior & nuestros excasos re-
cursos. Si nuestra Algebra superior halla protec-
cibn, como nos atrevenios & creer, procuraremos



iC
todo loposible hacer y publicar dichas tablas. Si por
el contrario, nuestra obra no encuentra aquella
acogida, sera porque no la merezca; y en este caso
aumentarémos en una unidad el nimero de las ilu-

siones perdidas.



ALGEBRA SUPERICR

El Algebra superior es la parte de las matemAti-
cas que tiene por objeto resolver las ecuaciones de
grado superior al primero.

Las ecuaciones pueden ser completas 6
incompletas.

Completas son aquellas en cuyo primer tér-
mino se halla la incognita elevada al grado que le
dd nombre; que en el segundo disminuye en una
unidad este exponente; que en el tercero ha decre-
cido dos unidades, y asi sucesivamente, hasta que
liega & desaparecer dicho expolienle, hallandose

por consiguiente sola la incognita, y el ultimo tér-
uiino es conocido.

Por ejemplo;
A" wa;* (5— ~\~gx—a=0, es una
ecuacion completa del grado m.
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8. Incompleta esaquella en quela incégnitades-
aparece sin haber ido disminuyendo su exponente
hasta hacerse igual & 0. Por ejemplo: mx>~—a”O
es una ecuacién de grado incompleta.

4. Teorema l. Toda ecuacién, cuakiuiera que
sea su grado y cualesquiera sus coeficientes, tiene
siempre a lo ménos una raiz.

Esta verdad, aunque tiene demostracién, se ad-

mite como evidente.
5. Teoremall. sitenemos la ecuacion general
del grado w

....... ATx-\-v- =0

y a es una de sus raices; el primer miembro de esta
ecuacion es divisible por el factor binomio x—a,
formado restando de la incognita dicha raiz.

En efecto, supongamos que se haya efectuado la
divisidon del primer miembro do la ecuacion por el
binomio x—a, habiendo continuado la operacion
hastallegar & un residuo independiente de X, lo cual
siempre es posible, una vez que cada residuo sera
de un grado inferior en una unidad & lo ménos res-
pecto del anterior. Designando por R este residuo

y por Qel cociente, tendrémos
....... + Tx-MVAM(e'G)QMR

gue siendo una identidad, podemos dar ix xe\ va-
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lor a, lo cual nos convierte el primer miembro en

y en el' primer sumando [X— a)Q del segundo
miembro, el factor x—a se reduce a cero; luégo
si demostramos que el cociente Q es una cantidad
finita, este sumando sera cero para x=:a. Ahora el
cociente Q podria ser infinito, teniendo un nu-
mero ilimitado de términos, 6 bien teniendo cuando
ménos uno de sus términos infinito; pero para
gue O constara de un numero infinito de térmi-
nos era necesario que sucediese lo mismo al pri-
mer miembro de la ecuacién, es decir, que m 0 sea
el grado de esta, fuese infinito, lo cual no sucede;
tampoco podrd haber en el cociente términos de
forma infinita, esto es, términos que tengan cero
por denominador, porque entrando x elevado & un
exponente en el dividendo cuando ménos igual
al del divisor, se podran efectuar las diferentes di-
visiones parciales, y no habra por lo tanto ningun
término en el cociente que tenga x—a por deno-
minador; por consiguiente, al hacer no halla-
rémos ningln denominador cero; asi es que Q es
una cantidad finita, y por consecuencia [x—a)Q
es igual & cero; ahora observemos que como el re-
siduo R es independiente de 0?, no podemos hacer
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en él 3C=a, permaneciendo con su valor tanto
antes como después de la sustitucion, y la igualdad
anterior queda reducida &

a" A + o + Tit+ v™R

pero siendo a una raiz de la ecuacion propuesta,
esta debe quedar verificada por su sustitucidon en
vez de X; luégo este residuo es igual & cero, y por
lo tanto, la division del primer miembro de la ecua-
cion por el binomio x—a es exacta.

Esto que acabamos de demostrar es siempre
cierto para las ecuaciones algebraicas racionales y
enteras, respecto de X.

6. Teorema IlIl. Toda ecuaciéon tiene siempre
el mismo numero de raices ({ue unidades contiene
el exponente de su grado.

La ecuacion general del grado m siendo una fun'
clon de x, podemos representarla por indi-
candonos el subindice m el grado de la ecuacidn.

Siendo una ecuacioén, debe tener necesa-
riamente unaraiz (num. 4); designemos por at esta
raiz; ahora cti es una cantidad que reduce & cero el
polimonio X”; por consiguiente, este sera divisi-
ble por [x—ai) (ndm. 5), y el cociente de la divi-
sion, siendo el polinomio dividendo del grado my
de primor grado el divisor, sera un polinomio del
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grado m— 1, que podemos designar por X~ i; asi
tendremos

=X"-t de donde

el primer miembro de esta identidad es igual &
cero, luego el segundo también debe serlo, y por lo
tanto podemos establecer la ecuacién

que debe tener una raiz (nim. 4) que desighamos
por «2, y por la misma razén que antes el polino-
niio X~ i debe ser divisible por x— & , y el co-
ciente sera del grado m—2, unavez que el divi-
dendo es del grado m— 1 y el divisor de primer
grado; es decir,

de donde 02)X .2

y sustituyendo este valor de X i en el de X™ ha-
llaremos

XAN {X— «i) [x—dz) X* 2

haciendo el mismo razonamiento que anterior-
mente, podremos poner la ecuacién.
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y designando por una raiz de esta ecuacion (nu-
mero 2), su primer miembro sera divisible por
ic— «3, y obtendremos un cociente del grado wi— 3;
de modo que

=In,_s de donde ~3)Im-s

y sustituyendo del mismo modo que antes este va-
lor de X~_2 en el de \hallaremos que

~3) Xni-3)

pero observemos que en la primera division liemos
descompuesto el polinomio en dos factores,
uno de ellos de primer grado, y el otro del grado
®n_:; en la segunda division descomponemos
en tres factores, dos de primer grado, y el,
otro del grado m— y & cada division ponemos
de manifiesto en el valor de un nuevo factor
de primer grado; de modo que, cuando hayamos
efectuado m—zidivisiones, tendremosd descom-
puesto en m— 1 factores, siendo m—% de primer
grado y uno de segundo, que serd el cociente de
la division m—3; asi es que la forma del polino-

mio Xm sera :
Xm=("-—-") 4-) PR 'mz ) Xz
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é igualando X: a cero, ilegarémos & la ecuacion de
segundo grado

X2=0,

que siguiendo la misma marcha, dividiriamos &
~2 por el factor binomio correspondiente a una de
sus raices &““i que seria X—cs,,, i, y obtendria-
mos un cociente de la forma Xx— ; es decir, de
primer grado respecto de X, y de este modo seria

X2 ) )
0 sea Xz2=(X--an,_i) (it—aj

y el valor de X, se trasformara en

{x— (i) (ic— «3)........ @—a,,,_2)
(1),

ahora vemos que para x="ai el factor x—ai se re-
duce a cero; y por consiguiente el segundo miem-
bro de la igualdad (1) es cero, y nos queda

lo que nos dice que cties raiz de la ecuacién pro-
puesta; lo mismo sucede para x="\i., pues en este
caso el factor es cero, y porconsecuencialo
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mismo le sucede al segundo miembro de la igual-
dad; asi es que la ecuacion queda verificada, ha-
ciendo ic—cti, X=AZ..

; luego la ecuacién tiene por lo ménos m rai-
ces, puesto que los m valores ... la sa-
tisfacen. Vamos a.probar que no existe ningun otro
valor diferente de estos que la satisfagan; es decir,
que la ecuacidon no puede tener mas que m raices.

7 Supongamos que « sea otra raiz de la ecua-
cion, diferente delas ... av-u su pri-
mer miembro seria divisible por x— de modo
que el segundo deberia serlo también; pero este es
un producto de cantidades primas, y asi no puede
ser divisible por ningun otro factor primo tal co-
mo X—a, & menos .que este no fuese igual a alguno
de los factores x— al x— &\, x— a*\..x— lo que
exige que a sea igual & una de las cantidades
au Qu .. gmy esto es absurdo una vez que he-
mos supuesto que « es diferente de estas.,

8 Corolario. Segun lo (jue precede, vemos
que el primer miembro de toda ecuacion del grado
m es igual al producto de m factores binomios de
primer grado correspondiente & sus m raices: es
decir, que

XANAXAA- + Tx+v="{x—avi)
{x—ai) (G- fts).......... —a?



siendo aj, @\ aj,.ceennn iy, i, raices de la
ecuacion.

9 Teorema IV. En toda ecuacién completa que
tenga por coeficiente de su primer término la uni-
dad, el coeficiente del segundo término, tomado con
signo contrario, es igual & la suma de las raices.

El coeficiente del tercer término es igual a la su-
ma de los productos binarios de las raices. n

El coeficiente del cuarto término, tomado con
signo contrario, es igual a la suma de los productos
de las raices, multiplicadas tres & tres, y asi sucesi-
vamente.

Y el ultimo término, tomado con su signo, 6 con
signo contrario, segun que la ecuacion sea de gra-
do par 6 de grado impar, es igual al producto de
las raices.

En efectohemos visto que el primer miembro
de una ecuaciéon del grado m es igual al producto
de m factores binomios de primer grado, corres-
pondientes a sus mraices; de manera que si desig-
namos por a, b, ¢, d, ... ¢ ™, lasm raices de la
ecuacion

podemos establecer la igualdad
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h - h + Caf ~i-. + TX-\V— (& a)
(@—b) (ee—=c) @—d)........ 0 ™M

y podemos efectuar este producto con el objeto de
tener el resultado ordenado del mismo modo que el
primer miembro multiplicando, primero todos los
primeros términos de los m binomios, lo que nos
darda un término con x elevada & la potencia m; des-
pués multiplicar sucesivamente los m— 1 primeros
términos de iii— 1 factores por el segundo término
de cada uno de los factores restantes, lo que nos
dard un término, cuyo coeficiente serd la suma al-
gebréica de todos los segundos términos de losmU -
nomios, y en el cual X entrara elevada a la poten-
cia m— |; en seguida multiplicar sucesivamente los

— 2 primeros términos de ni— 2 binomios por los
dos segundos términos de los factores restantes, y
nos dara un término que tendra por coeficiente la
suma aigebraica de los productos binarios de todos
los segundos términos de los m binomios, y en el que
X entrard elevada a la potencia m—% y de esta ma-
nera continuaremos basta llegar & multiplicar lodos
ios segundos términos de los  factores, cu}0 pio-
ducto tendrael signo méas 6 el signo ménos™ segln
que la ecuacion sea de grado par 6 de grado impai,

y la igualdad (1) se trasformaréa en
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a7 H-ab
~b -f-ac xXm——abc ®n—3-’\,....qr060d...| xUzahcd....... 1K,
—c ~\-ad —{ba z”hed....lk
—d " ~ced....lka
~zd....Ikab
mal —abl
—i oj-ak —abk
-f-6¢ —bcd
+6d
—bel
+6/ —bck
+cd
4ci
-HA
Hd
+A

y para que esta igualdad se verifique, es necesario
gue los coeficientes de las mismas potencias de x
sean iguales; esto es, que

A=—Ja+ i)+ c+ + + ¢+ A).
B~ab-hac-\-ad-h...... -Nal-\-ak~hbc-{-bd+..........

+ bl-hbk+cd-"....... -~el+ck........ + dI~dk +
-hlk.
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Cc=— [dbc~\-cthd-\-...,~{~dbl-{-dhlc-{-6¢cciH-. . . . -h
6cl + ficA4-— )

r==Fab6cci.....1azbcd........ Ikzpcd........ /AEarpci.
Ikab”....v~Nazabecd......... Ik.

y esta série de igualdades nos demuestra él
teorema.

10. EI primer principio que establecen y han
establecido hasta hoy todos los autores, es que es-
tas relaciones que existen entre las raices y los
coeficientes de los términos de la ecuacién, no
pueden servir para determinar el valor 6 valoresde
dichas raices, y de este principio hacen un teorema
demostrando la imposibilidad de hallar las raices
por medio de dichas relaciones. Para esto se han
fundado en que, a pesar de reunirse tantas ecua-
ciones como incognitas, procediendo por los me-
dios generales establecidos para despejarlas 6 eli-
minarlas, nunca se consigue hallar su valor, sino
que siempre se reproduce la ecuacion primitiva
como vamos & ver.

Sea la ecuacion de tercer grado, por ejemplo:

o— ~=0; y segun lo ya dicho, ten-
drémos (llamando a, b, ¢, alas raices).
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-(I) aic{-d== -

(2) ac-had-"~cd—n

(3) acd”p

Aqui tenemos tres ecuaciones con tres incogni-
tas; y siempre que nos hemos hallado en el caso
de ser tantas aquellas como estas, hemos’resuelto
el problema.

Empleemos aqui los mismos medios. Multipli-
quemos la (1) por ¢, y para eliminar ac entre la (1)
y la (£), restemos aquella de esta, y serg;

ac-\-ad~~cd— ac— —cd=“n—wc, 6
ad— —me (4).

Multiplicando esta porc, y restandola de la (3) para
eliminad acd, seréa:

acd— acd~"cN=p— 7ic-hmc™, 6 —N=0,

que es la misma ecuacion propuesta.

Pero esto es un error como tantos otros que han
pasado por verdades axiématicas durante muchos
siglos. Nosotros vamos a demostrar que no sélo son
suficientes los datos que nos suministran dichas
relaciones entre raices y coeficientes para resolver
las ecuaciones de cualquier grado iiue sean, sino
gue sobran todos ellos, csceptuando los del 2.% 3.°
y ultimo términos, que son la suma de las raices,
la de los productos binarios y su producto total. Y
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se concibe perfectamente. Si tenemos varias
cantidades ifo b, ¢, d, etc., délas cualessoéloconoce-
mos la suma, dirémos que sin variar esta pueden
ser muy distintos los valores de a de 6 de cy de
d, etc., por consiguiente muy distintos pueden ser
también sus productos; pero desde el momento
en que se fija la suma de dichas cantidades, la de
sus productos binarios y el producto general, ya
los valores dea, b, ¢, d, etc. estdn de lamisma ma-
nera fijados y no pueden tener més que un solo
valor cada una de dichas incégnitas; por consi-
guiente, estos datos deben bastar para determinar
sus valores, siendo supériluos 6 innecesarios todos,
los demas. Y es*de advertir que si entre los datos
necesarios contamos el producto de las raices, no
es porque lo hayamos de emplear jamas para resol-
ver las ecuaciones, sino porque ocurre el tener
gue servirnos de este dato para comprobar el valor
de las raices; pues exceptuando esas ocasiones,
siempre son suficientes la suma de las raices y la
de los productos binarios para la resolucién de to-
das las ecuaciones de cualquier grado que sean; y
estos solos datos seran los Unicos que emplearemos
para dicho objeto, empezando por las

ECUACIONES DE T. GRADO.

11. Si tenemos dos incognitas X, y, sus valores
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pueden ser iguales 6 desiguales. Si suponemos'
£C=?/, elevando al cuadrado su sumax+y, sera:

{x+ + %xy+
Y poniendo todo en valores de X, sera:
{x+vy) 2 = . @

Haciendo igual sustitucion en el producto Xy,
sera:

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremos pro-
porcion, y sera:

{x+yf
Xy X

Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por Seré:

(xA-yf |
Xy

Pasando xy al segundo miembro, tendremos:
{x~="yf lixy

Y pasando el segundo miembro al primero, nos
daré:

{X-\-yY—4a;y=0
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Luégo si del cuadrado de la suma de las raices
restamos el cuadruplo de su producto, nos resulta
cero cuando estas son iguales.

Reciproco; si el cuadrado de las raices mé-
nes el cuadruplo de Su producto es cero, las raices
son iguales, y por consiguiente, dividiendo la suma
por 2, se obtendra su valor.

EJEMPLO.

Sea la ecuacién

y tendrémos:

D
99

Restando del cuadrado de las raices el cuadruplo
de su producto, seré:

'10~—4x215=100—100=0. Luégo las desraices
son iguales, y dividiendo su suma 10 por 2, sora:
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- EJEMPLO 2 .«

10a;+25=0
x-hy~ — 10
=25
™10'—4X 25=100—i00=0
— 10 — 10
o> S 2/)=-
) 5 ¢
(13) Supongamos ahorak x é y desiguales, y

llamemos m k ladiferenciay—X; iendrémosy=a:+
+w ; y téngase presente que no ponemos el signo=h
porque designarémos por X siempre & la menor.

Practicando lo mismo que en el caso anterior,
tendrémos:

@+ yf=x"+ xy+y

Sustituyendo el valor de y por su igual x+m#~
sera:

{X+ yfr=x"+ 2a;(@+ m)+ @@+ m f—a?+ 2™
+2a:wi+ aM2a;m+mA, 6
(x+ 2/ =4a™4-4am+
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Pasando al primer miembro, serg;

Verificando igual sustitucion en el producto
Xy, sera:

XYy—X (X+71)MXN-\-xm....... (2)

Formando proporcion con las dos ecuaciones (1)
y (2), tendrémos;

{x-~yf— kx™N+kxm
Xy X" ~hxm

Dividiendo ios dos términos del segundo que-
brado pora;“+a;?w, sera:

Xy

Pasando xy ai segundo miembro, seréa:

(X-\-yf— m"™=axy

Y cambiando de miembros — y ”xy, serk:

(x-Nyf—~xy=in"
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(14). Luego si del cuadrado de las raices des-

iguales restamos el cuadruplo del producto binario,

nos dara el cuadrado de la diferencia. Restando
pues, su raiz de la suma de las raices, y dividiendo

por % tendrémos el valor deit, y sumando y divi-
diendo por 2, el dey.

ejemplo.

Sea,c® 14a:4-33=:0, y tendrémos.

xy=3S
14n—4X33=64 V~U~AS="ry~-Xx
y— , - 11 x- 5 =3

ejemplo 2."

Sea la ecuacién
3x*+ 15,66a;—110,64=0.

Dividiendo por 3 toda la ecuacion, serg;

N*h-5,22—36,88=0, y tendrémos:
N+if=~5,22 (1)
36,88 (2)
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{(—4X~P8]==J7,2484-1-4X36.88=
=174,7684

\/ 174,7684~=13,22

2 _ — ==
5,22—13,22

-9,22
2

(15) Sila ecuacion de 2.“grado es incompleta,
se reduce &

0 6EC=x\iN
RAICES mCOMENSURABLES;

(16) Llamanse raices incomensurables aquellas
gque no pueden obtenerse con exactitud, como por

ejemplo, \/”™ \/5 V7 etc., etc.

Pero asi como la aritmética nos ensefa & jhallar-
las con cuanta aproximacion se desee, asi también
podrémos lograr el mismo objeto cuando una ecua-
cion tiene raices incomensurables.

Si tenemos, pues, la ecuacién

)a:+42=0, sera&”™ »eool
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X-Ny=:

Restando del cuadrado de la suma de las raices
el cuadruplo de su producto, nos dara:

2
OV F—4X42=81 \ /r—4x42=243-168=75

Extrayendo la raiz de 75 nosda\/75 =8,66025
Ahora tenemos que reducir & cantidad racional

9 V/~3 para poder sumar con ella la raiz de 75 que

hemos sacado, y sera9 I3 =15,58845, con lo

que ya podrémos sacar los valores de a y de %, que
seran:

15,58845-1-8,6605

2/=— Nl — N 2435
15,58845—8.6605 n
NN =3,4641
17) Si el primer término de la ecuacién lle-

vase coeficiente, se hara desaparecer dividiendo
lodos los términos por dicho coeficiente, y esto
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téngase entendido para todas las ecuaciones de
cualquier grado que sean.

RAICES IMAGINARIAS.

(18) Hemos demostrado que en toda ecuacién
de 2.- grado, cuando las raices son iguales, el cua-
drado de la suma de las raices es igual al cuadru-
plo del producto de dichas raices. Y reciproca-
mente; cuando el cuadrado de la suma de la raices
es igual ai cuadruplo del producto de las mismas,
las raices son iguales. Esto supuesto, formemos
una ecuacidn en que sus raices sean imaginarias é

iguales. Sean, pues, \/—3 y \/—3 y tcnirémos
la ecuacién \/—3 Xx—3=0, en la cual
sabemos que 2 (/ —3 (coeficiente del segundo
término) es la suma de las raices, 6 sea\/—3
—3 , y que —3 es su producto, 6 sea
\/—3 x|/ —3 = —3, y tendrémos:

\/—3
3
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Resolviéndgla, sefa* . 3btrrjrsfi9 . gegfiQj
3 i]i oi,u.'i§ ieiOplIBIfO

2 1/ _3 _4x_3=4x —3—4X—3= _1o
+12=0

Luégo las raices imaginarias se hallan en el
mismo caso que las que no lo son. Pero como, se-
gun estd demostrado por todos los matematicos, las
expresiones imaginarias son consecuencia de algun
absurdo, prescindirémos complelamento de ellas,
pues seria otro absurdo ocuparse de operar con
errores como si no lo fueran, sin que reporte & la
ciencia la mas pequefia ventaja.

Ecuaciones de 2 ° grado por resoVoer
—10u4-21=0

ic—6,11a;—22,083=-0
2,11a;=_18,9689a;-h39,202534=0

(8,25 1 /7 )a;-h113,75=0
ECUACIONES DE TERCER GRADO.

(i9) Hemos dicho que toda ecuacion puede te-
Der & lo mas tantas raices como indica su grado;
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pero pueden ser todas iguales, 6 todas menos una,
0 todas menos dos, etc., hasta llegar a ser todas
desiguales. Empezaremos, pues, por el primer caso.
Luégo pasaremos al segundo, etc., etc., y acaba-
remos por el dltimo. Y adviértase que 4 4 y—4 no
las llamaremos raices iguales de signo contrario,
como muy generalmente se las Illama, sino tan des-
iguales como lo son 28 y 20, pues tanto aquellas
como estas tienen 8 por diferencia.

(20) Para que se comprenda bien nuestro siste-
ma, vamos a hacer una advertencia muy impor-
tante que deberda tenerse presente para lo sucesivo,
y es la siguiente:

Sea cualquiera el grado de laecuacion de que tra-
temos, el orden de las raices ird& de menor & ma-
yor: es decir, que si designamos a estas por X, v, Z,
invariablemente designaremos por X la menor, por
y la mediana, y por z la mayor: también y podra
ser igual & a;, lo mismo que z=Yy ; pero nunca se
verificard que y sea menor que a:, ni 2: menor que
y. Por altimo, & la diferencia y—x la designare-
mos por m: & la diferencia %—x llamaremos n; &
la diferencia u—x (suponiendo & u cuarta raiz) la
indicaremos por 'p. De suerte que si tenemos por
ejemplo las raices

sera.
X,y, u, k, etc.,
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y—ic+m z=x-hn u—x-hp k==x-j~qgf etc.

Por donde se vé que ,li>w, g™ p, ele.
De este modo, si tenemos quiere sig-
nificar que puesto que de donde

pasando ~ x al primer miembro, sale y=x-h-n, y
por consiguiente, al tener %=~x-hni, ya sabemos
que %=y: en este caso tenemos Nn=m-, puesto que
n~% Xy como %—x"m, en el ejemplo que he-
mos puesto sera m=n cuando z=y. Lo mismo de-
cimos respecto de las demas.

(21) Sean xy z tres raices iguales, esto es, que
tendremos XMy =12z.

Si elevamos al cuadrado la suma de estas tres
raices, sera:

(N +y AzY=XA-hyA-\-z8-\-2xy-i-"xz-h2yz.

Y poniendo todo en valores de X, seré:

Verificando 16 mismo con los productos bina-
rios, sera:

Xy-{-Xz+yz—Sx"... (2)
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Con las dos ecuaciones (1) vy (2) formaremos pro-

porciébn y tendremos:

Dividiendo los dos términos del segundo quebra-

do por 3x” sera:

{iv-hy+zy
Xj/-hxz-{-yz

Pasando el denominador a;y+.t~+"'i/" al segundo

miembro, sera:
(x"y-hzy==3 (xy-hivz+yz}.

Y por Gltimo, pasando el segundo miembro al

primero, sera:
(.r+i/s-2)®—3 (Xy-hxz-i~yz)=0.

(t2) Luego vemos que restando del cuadrado
de la suma de las raices, cuando son iguales, el
triplo de la de los productos binarios, nos resulta
cero; y dividiendo por 3 la suma de aquellas, ha-

Illaremos el valor de a:.



EJEMPLO 1.«

Sea la ecuacion a®— 12!a;'+48a;—-64=0, y ten-

dremos: x-hy-\-z=\"...]
12n—3x48=0.
xy-hxz-hyz="S)

(23) Luégo las raices son iguales, y tendremos
que X sera igual a 12 dividido por 3=4, Unico va-
lor que puede satisfacer la ecuacién.

EJEMPLO 2 *

Sea la ecuacioén

X'+13,980:=+65,1468:c-+-101,194696=0,

y tendremos:

13,98 (1)
Xy-\-x%+yz=""*\h;" {9

Restando del cuadrado de la (1) el triplo de la (2),
sera:

— 13,98*— 3x63,1468=195,4404— 195,4404=0
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Por consiguiente tenemos x—y=% ; y por tanto

13,98
X -4,66.

(24) Segundo caso: que la ecuacion tenga dos

raiccs iguales y una desigual, y tendremos
z~Xx+n.

Elevando al cuadrado la suma x-"-tj+z y sustitu-
yendo y por su igual cr, y en vez de z su valor i»-hw,

tendremos:
@-fFy+ zf=x"+ + (@+ wVv X"+ %x(x4-w)4-
X4-nN)™Mx™ + %0\ 4-2a'+ 28 2XNn+
0 {X-Ny+zf="x"-\-"xn-\-n",
Pasando al primer miembro, sera:

{X-\-y-\-zf— ?72®=9a;"-6a;n.... (1)

Sustituyendo en los producios binarios los valo-

res de vy, z, sera:

ay4-a24-Nz—x 4-a:(a,+n)+ x{x+n)=x"+ a™Hxn+
4-a™M-art, 6

a;y4-a;N-y2:=3a;M+2a;iN .. (2)



Con las dos ecuaciones (1) y {%) formaremos pro-
porcién, y nos dard:'

6.m
~~Xy+XxZ-\~yz

Dividiendo el segundo miembro por dx~/txn,
sera:
Xy+xz+yz

Pasando el denominador al segundo miembro,
tendremos:

(x+y+zf—7I"=3(xy~hxz"yz)
Cambiando de miembros d{xy+xz+yz) y ri? sera:
(r+ y+ 2)N~3{xyxz+yz)=7i".

(26) De modo que vemos que restando del cua-
drado de las raices el triplo de los productos bina-
rios, resulta el cuadrado de la diferencia z—X. Ypor.
consiguiente, extrayendo la raiz de ese cuadrado,
obtendremos la diferencia. Ahora bien, la suma

e las raices X, y=X, z=X+n es X+y+z=3x+
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~\-n. Restando, pues, de esta suma la diferencia w,
guedara 3x, que dividiendo por 3 nos dard el valor
de a;;el de y sabemos que es el mismo de x, y el
de 2: es x-f-n, que es lo que queriamos hallar.

(26) Como siempre designamos por X la menor
de las raices y hemos puesto el caso en que y=Xx,
preciso es también poner el en quey~z. Practican-
do lo mismo que en el caso anterior, seran las rai-
ces'a;, y==x+m, z~x+7ih y tendremos:

m)+ %x
(x+m)-h™N(X-hm}{X~¥m)==x"N"-x" +%xm~hniN+xN-»
+ 2Xm+ + %oxm+ %M+ 2xfn+ + AXfti+
6 {x+y-~zf=dx'*-{-\%xm~"~im\
Pasando 4m~ al primer miembro, sera:

e (X~{-y-\-zf— .. )

Verificando io mismo con los productos bina-

rios, sera;

Xy+xz+yz=x(X+ m)+ x{xHm)4-(o;+ m) (g-fm)=
+ .rm+ o™ 'rm+  H-2a;m-h

Reduciendo y pasando al primer miembro,

sera:
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xy-\-xz-byz— ... 2

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremaos pro-

porcién y sera:

X~[y-\-zY— 4m» 937" +12;rw
Xy+xz-hijz—nv SXN-\-"Xm

Dividiendo los dos términos del segundo quebra-

do por SX-\~"xm, tendremos.

(x+y~\-zf-Am'~
Xy-\-xz-\-yz—

Pasando el denominador al segundo miembro,
dara:

(x~"y -{-zf—4m*=3(a:y -hxz-i-yz)— 3ni"™

Cambiando de miembros —4m”™ y S(xy~\-xz~{-yz),
seré:

{X-i~y-{-zy— 3(xy‘hxz-\-yz)*=m".
Tenemos, pues, que siendo en este caso 7n==7i,

l'esulta lo mismo en ambos casos; pero como lan,
suma de las raices no es igual, pues en el
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caso que es cuando x”ij, z=x-hn, la suma es;
x-]-y-{-z— Sx-hn,

y en el presente en que y—x-~-m, z=x-\-m la suma
es x-\-y-~z—3x-\-%n, podremos equivocarnos en
los verdaderos valores de las raices si tomamos
una formula por otra y no atendemos mas que &
la dicha suma; pero si sacamos los productos de
cada sistema de valores y lo comprobamos con el
ultimo término de la ecuacion, conoceremos desde
luego los verdaderos, que seran los que lo satis-
fagan.

EJEMPLO.
Sea la ecuacion
—16ih69;c—90—0,
y tendremos

X+y-~z~\Q
xy-{-xz-\-yz=Q9

Restando del cuadrado de las raices el triplo de
los productos binarios, sera:
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16M—3X 69=256—207=49=m".
Extrayendo la raiz de 49 que es 7, tendremos la
clierencia entro dos ralees, presumiendo por lo ya

demostrado que' en esta ecuacion hay dos ralees

Iguales. Pero ¢cudles seran estas? ;seran
0i/=27?

Para el primer caso tenemos:
(1
y para el segundo:
NAy+z~dx-\-%n (2)

Probemos si la formula (1) nos da los verdade-
os valores y sera:

3ir+7t=16
de donde:
3»_16—7=9; 6is=3, |,=3, ~r=3+7, .

fomando el producto de estos valores, vemos que
A 0—90 que es el altimo término de la ecua-



60
cion propuesta, y por consiguiente estos son los
verdaderos valores, lo cual indudablemente no su-
cederd sacando los valores por la fé6rmula (*) como

vamos & verlo:

63ict14=16; 63x=16 14=2

de donde:

cuyo producto no es 90, Ultimo término de la ecua-

cion.
ejemplo 2 .-
Sea la ecuacion:
x'— 19,66a;""+28,7289 0r+760,144b=0
y tendrémos:

a,+i/+7=19,66 (1)

XYyNXzhyz™"% S,im m

Restando del cuadrado de la (1) el triplo de la (2)

sera;
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19,66*— 3X 28,7289=386,4156—86,1867-=

=300,2289; VSO0,2289=17,33=m * y tendré”

mos segun la primera formula 17,33=19,66 6
34:=19,66=17,33=2,33; 06 s = "~_— ,jl="~4 "
(e} 0
2 33
12" =— — +17,33. Si formamos el producto de

estos valoresy lo comparamos con el(ltimo término
de la ecuaciéon que es el producto de las raices, ve-
remos que no es igual. Emplearemos, pues, la otra
formula, que es 3x+2in=19,66; 6 3t+34,66=
=19,66; 6 3;,c=19,66—34,66=— 15, de donde
a,=—5,y=—5+ 17,33=12,33; ;j= —5+ 17,33=
=12,33. Elproducto de estos valoreses — 760,1445
qgue es'el Gltimo término de la ecuacién propuesta,
4 la cual por consiguiente satisfacen.
(27) Tercer caso; que la ecuacién tenga tres rai-

ces desiguales; sea Xla menor, y’\x-hm la media-
na, 2= .T+n la mayor, y sera x+y-\—z=x-h(x-{—m)

+(o:+n)=3a:+m +n y tendrémos:
(X+y +OoyE 2N+ 2ay+ /\XZ+/\yZ
Sustituyendo valores, "ra:

{BC+y-Nzf=xN-{-{x-hmf+(X-A7iy-i-~X[x+m)-*
-i-2a:(a:+w)+2(a;+m) (X~hn)=’\"\+x’\"\2xm+m’\-i-



S2
N\=XAHAXN\ATHAXA~\AXm + 277N +2m
4-2m+2mn, 6

(X+i/+2:)N~9™M+ 6x?n+ + 1?2+ %mn

Pasando al primer miembro sera;

{3o0ryNzf— [wr+nN+%mn) =X -{-Axm A %xn

....... ) u

Verificando lo mismo con los productos binarios,
sera:

Xy+Xxz+tjz="x[x*"m)-\-x[x+n)+[x+m) (a;+n)
+ XM 4-xX™M Xn+ X™M+xm+ Xn+ mn

Pasando al primer miembro ~\1mn sera:
XY+XZ-\-yZz— mn=2X"4-"Xm+ 2m 2

Formando proporcion con las ecuaciones (1) y (2)
seré:

{x+y+zf~{m~Arn~r+~mn) AXN+QXM+MXN
Xy+ XZ+ yz— 77in

Dividiendo el segundo miembro por3a;~4-2m+
2itw, sera:
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{X-\-y-]~zf— + %mn)
XY-\-Xz~\-yz—mn

Pasando el denominador al segundo miembro,
sera;

X-\=y~{-2  {DIN~\-"fiI*-\-%nn)="2[xy+xz~\-yz)—
-Zmn

Cambiando de miembros ~{m~+n~+%nn) vy
Axy-{-xz-\-yz) sera:

(X-]~y -\-zf— Mxy-hxz+yz)=mi}+7i}— mn

(28) Luego si del cuadrado de las raices resta-
mos el triplo de los productos lunarios, nos resul-
taréd el cuadrado de la diferencia y—X, méas el de
la diferencia z—x, ménos el producto de ambas di-
ferencias.

(29) Veamos si podremos conseguir con alguna
facilidad descomponer un nimero en esas partes de
que se compone dicha férmula, y hallar por consi-
guiente los valores de m y den, que es lo que es lo
gue se busca.

Llamando iVa la diferencia que resulta de restar

del cuadrado de las raices, el triplo de los produ
binarios, sera:
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—mn
Considerando & —mn como parle del cua-
drado tendrémos que si conociése-

mos las raices de este cuadrado, habriamos resuel-
to la cuestion; pero no las conocemos, y esta es la
gran dificultad con que tropezamos. Si pudiéramos
saber qué proporciéon guarda —mn con
extrayendo la raiz de N y multiplicando-
la por la razén tendriamos algo de lo que necesita-
mos, pues aun nos faltaria descomponer esa raiz
en otras dos, que serian los valores de my de n.
Pero ni aun & esc medio podemos apelar, porque la
razén no es constante, puesto que tampoco lo son
las diferencias m, n. Asi que todo lo que podemos
saber es qgue m™n™—mn es menor que el cuadra-
do & que corresponden las raices m, n, y que la di-
ferencia es Si fuéramos dando valores & my
a4 w, y sustituyéndolos en la ecuacién —
mn, no cabe duda de que llegariamos & obtener el
resultado; pero este trabajo puede ser penosisimo y
largo en demasia, por cuya razén no puede ser
aceptable. Si supiéramos 6 pudiéramos conseguir
con alguna facilidad saber, no ya las raices, sinola
suma 0 el cuadrado de esta, muy pronto conoce-
riamos también los valores de my de n, y la ecua-
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cion propuesta quedaria inmediatamente resuelta,
como vamos & demostrar.

Llamando i? & la raiz de y por consi-
guiente tendremos:

-h  4-%nn (1)

Si de esta restamos — mn™ nos daré:

Dividiendo esta por 3, sera:

Conocemos la suma wi+w— i?, y el producto mn\

luego Mn seran las raices de la ecuacion de segun-

do grado.
R —N
y tendremos:
m-\-n="R
i?'—iVv

mn~
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Practicando lo dicho (14), seré&:

R’\A—jy lIN— RN

4X NMNn—7nf

Extrayendo la raiz de ambos miembros, dara:

iN-R _
-=n—m
por lo cual:
R -\ /7~
m-
R+\/- M
=

cuyos valores sustituidos en la ecuacién

—mn de seguro la satisfacen, y conociendo los

valores de —X,n=z—a;no tendriamos mas que

sustituirlos en la férmula

pasando m +n al primer miembro y dividiendo por
3 obtendriamos el valor de x. Como sabemos que

igualmente conoceriamos estos

valores y por consiguiente la ecuacién estaba re-

suelta.
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(30) Pero todo es en la suposicién de que cono-

ciésemos 0 llegadsemos a conocer la suma mn-n 6
el cuadrado de esta suma. Muchos han sido nues-
tros esfuerzos y largas vigilias para lograr este ob-
jeto, y no lo hemos conseguido sino por el solo me-
dio que vamos & mariifeslar. Para la mejor inteli-
gencia de este sistema, creemos oportuno, y hasta
necesario, poner ejemplos practicos.

Supongamos, pues, que tratamos de resolver la
ecuacion:

x'— 13a:'~h50.r—56=0

y lendrémos:

X-\-y-hZ=\S
Xy-hxz-\~yz=S0

Practicando lo dicho (28), restarémos del cua-

drado de la primera el triplo-de la segunda, y sera:
13'- 3X50=19

que segun lo que llevamos expuesto, sera:
m'+n'—mn=19

Como & 19 le falta Smn para ser el cuadrado de
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w+w, si extraemos la raiz entera de 19, y pruden-
ciaimente la aumentamos y elevamos al cuadrado,
podra ser que acertemos con el verdadero cua-
drado; y de no ser asi lo buscaremos en uno de los
inmediatos. Haciéndolo asi, dirémos, la raiz entera
de 19 es 4; aumentdndole dos unidades y supo-
niendo que la suma 4-h2—6 sea la raiz del cua-

drado & que corresponde tendrémos:
............ )
19=m*+n®—mn )

Restando la (1) de la (2), serd;

17=3wzn

»

que dividido por 3, sera;

17
mn

17
Conocemos w+ n=6 y por consi-

guiente estas seran la sumay producto de las raices
de una ecuacién de 2.” grado, y tendrémos;
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1/
mn=—m

Restando del cuadrado de la primera el cuadru-
plo de la segunda, sera:

17
36— 4X — 66— (W
Extrayendo la raiz de ambos miembros, dara:

i/ 22,66 =4,76= m—Tn

por lo que:
6—4,76
N e =0,62
6+ 4 \ Sustituyendo estos valores
------ Y — =5,38

en la ecuacién (2), nos da:

— w?2=25,9932

Euégo el cuadrado de 6 no es el que buscamos.
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Tomaremos el de 7, y seré:

72=49c=m”~™+ + 2mn
—mn
30=3mn
10=7wn

Practicando ahora lo mismo que antes, sera:

m+W==
in?i=10

Y como estas son la suma y producto de las
raices de una ecuacién de 2.“grado, restarémos del

cuadrado de la primera el cuadruplo de la segunda,

y sera:
™—4x10=9={"w i)'
Extrayendo la raiz de ambos miembros, sera:

\/9 =3=/i—m

por lo que
7—3
o
Sustituyendo estos valores en la
7+3



ecuaciéon (2), nos da:

m -\~ mw=i9

Vemos, pues, que la satisfacen, y por consi-
guiente 2 y 5 podremos creer que son las diferen-
cias y~X, z—X, que es lo que necesitamos para sa-
car los valores dea; ij z, como vamos & hacerlo.

Tenemos a;-hi/+2=:13; y como la férmula de la
suma de las raices en el caso que nos ocupa

es X-hy~\-z~~x-\-‘m + n, y la de las raices es
y—a;+m, z=X+n, tendremos:

3a;H-m+?z=13

Sustituyendo aqui los valores hallados de m y n,
sera:

3.r+24-5=13, 63a;=13—7=6

Dividiendo ambos miembros por 3 dard, X—Z.

Sustituyendo en y=X~\~m el valor de m, sera:
i/=24-3=5
Haciendo lo propio con N enz=X-¥n, dara:

2=24-5=7
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Si sustituimos estos A'alores en la ecuacién
propuesta, verémos que ia satisfacen, y por lo
tanto ya no cabe duda que son sus verdaderas
raices. Esta circunstancia pudiera hacer creer & al-
gunos que extrayendo la raiz de N, aumentandola
prudencialmente, y elevandola al cuadrado, podra
este ser el verdadero 6 estar este tan préximo, que
con pocos tanteos se pudiera dar con él. Pero
no es asi; pues si bien en el ejemplo que hemos
puesto asi se ha verificado, ocurren infinitos casos
en que el verdadero cuadrado estd muy distante; y
para hallarle seria necesario ir probando con todos
los cuadrados desde laraiz de iV +1 hasta encon-
trarlo. Esto, tratdndose de enteros, seria una ope-
racion larguisima y enojosa; y siendo con decima-
les podia costar hasta un mes el resolver una ecua-
cion.

31. Pero hay otra cosa, y es, que asi como la
Operacién que hemos hecho nos ha dado valores
de m, n que han satisfecho & la ecuacion (2) y que
han sido las verdaderas diferencias y—x, z—X; asi

también pueden hallarse otros valores que tengan
las mismas condiciones respecto de la ecuacién (2),

y sin embargo, no sean las verdaderas diferencias
y— X, z— X, como vamos a verlo.

Supongamos que en lugar de haber tomado el
cuadrado de 7 que es el que nos ha dado los ver-
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daderos valores, hubiésemos tomado el de 8, y hu-
biéramos tenido:

—6 H + 2mra
\ —mn
45=3mw
15=mn
m+w=8
rm==\"

Restando del cuadrado de aquella el cuadruplo n
do esta, seréa:

64—4X 15=4—(W—mf 62=7i- mm
Por lo cual sera:

8—2
2

Sustituyendo estos valores en la

ecuacion (2), sera:

— ??m==19

Por donde vemos que la satisfacen y

‘ANaiuku . m



cunstancia pudiera hacernos creer que son las ver-
daderas diferencias y—X, z—X. Procederiamos & sa-

car las raices de la ecuacién propuesta, y ten-
driamos

13 O 3x+3+5=13 6 3a:=13—
-8=-5

Dividiendo por 3, nos dara: Xx=

y sacando los otros va-
lores de ij z, tendrémos:

Pero estas no son las raices de la ecuacidon , puesto
gue no la satisfacen.

(32) Vemos, pues, que la formula —mn
nos da en dos distintos cuadrados un solo valor pa-
ra n, pero dos para m. Esta circunstancia y la de
faltar @ N, 3m?z para ser igual a nos
hizo buscar otra formula que no tuviese estos in-

convenientes; y en efecto, lo hemos conseguido.

(33) Segun lo dicho (20) tenemos:

yANX, z™y, m=y—X, n=z—X:
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luégovemos que Nn>m ; por consiguiente, mas
una cantidad que llamaremos h, y sera n~*m~h.

Sustituyendo este valor en la férmula:

N~m~+n™*—mn
sera:

N + (m+ hf~m{m+ h)
Practicando las operaciones indicadas, sera:

—mh\ 6
N—m~+h”-"mh

Con esta férmula tenemos ya que N estd mucho
nias préoximo al cuadrado rr™-hli™-\-%mh que lo es-
hibaivVde pues ahora sélo le falta
mh cuando cnlénces le faltaba 3mn, Esta circuns-
lancia hace ya mucho mas facil el buscar el cua-
G6iado de m+/;. Y tanto es asi, que. en muchos ca-
sos sucede el que con solo una unidad que el cua-
drado supuesto igual 4 iY+mA esceda al verdade-
i'0, nos lo demuestra presentdndonos una raiz ima-
ginaria, lo que nos obliga & rebajar el cuadrado en
una unidad, y este es el verdadero que nos da los
"Niures de w y de h, como lo veremos en el si-
guiente ejemplo:
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Sea la ecuacién:

4-1113~—180=0

y tendrémos:

3:+MN4-2=20
a;i/+a;2;4-y2=Ill

Restando del cuadradode la primera, el triplo de
la segunda, sera;

+ 1 11==:67=m"4-A'4-mA
La raiz de ha de ser naturalmente
mayor que la raiz de 67. Esta es 8; luégo tomaré-

mos la de 10, y sera:

110 0=m”"™+ + 2m/t

67=m~+/;N-wi/i
Restando esta de aquella, daré:
33=i/i/i

y tendrémos:
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m+/.,=10

*
Restando del cuadrado de la primera el cuadru-
plo de la segunda, nos da:

10=— 4x33=- 32

Y como de esta cantidad negativa debiamos ex-
traer la raiz cuadrada, resulta ser una raiz imagina-
ria que manifiesta absurdo; es decir, que el cua-'
drado de 10 es alto, por lo que tomaremos el de 9,
y sera:

9n=81
ii=mh

y tendrémos:

9
mh— M

Restando del cuadrado de la primera el cuadru-
plo de la segunda, sera:

81—4X14=23=(AAN)*
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Extrayendo la raiz de ambos miembros, dara:

\/I5=5— —h
por lo que:
9-1-5 A~
95 Sustituyendo estos valores en la
fu =2
e ¢cuaci o6 n | a satisfacen, por lo que

7

pasarémos a sacar los valores de las ralees de la
ecuacion propuesta, cuya sumaes:

.Sabemos que n=7n-\-h; pero como m pue-
de ser © h, tenemos estos valores para m (cual-

~quierade loscuales, juntamente con n==m-hh, satis-
face a dicha ecuaciéon) que son los mismos que nos
hubiera dado la otra formula, pero en cuadrados
distintos, lo cual era un inconveniente. Para saber
cudl es el verdadero valor de m ~y—x, lomaremos
primero cualquiera de ellos, 7 por ejemplo, y jun-
tamente conelden=»H -4=74-2=9, lendrémos:



esto, vemos que -] -X8 -]-X10

180; luego estas no son sus raices,
guiente, el verdadero valordem =y~x es el repre-

69
3"+m+w=20, 6 3.t:+7-4-9=20, 6
16==4

Dividiendo por 3, serd; : —

3
4 1
i/—T+m, oy=-y+7 ... y
z=X+n, O z==-]-+ 9.............. = fo4-
n O
x-hy~\-z. =20

Para saber si estos son los verdaderos valores de

ij, z, comparemos su producto con el Gltimo tér-

mino de la ecuacién al cual debe ser igual. Hecho

sentado por y tendremos:

3a;+w+w=20, 6 3x-i-2+9=20,
03a;=20—11=9

Dividiendo por 3, sera: . . X~ 3
0i/=3-i1-2 . y 5
0 2=3+9. , 2=12

no es igual a

y por consi-
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Verificado el producto 3x5x12— 180, vemos
gue satisface al ultimo término de la ecuacién, y
por consiguiente, estas son sus verdaderas raices.

34. Hemos visto en este ejemplo dos cosas: la
primera es que en el mismo cuadrado que toma-
mos nos da la formula N=m”~+h'~*-*nih los dos va-
lores que param nos da la otra en cuadrados dis-

tintos; la segunda es que siendo la \ /67 =8, esta
formula nos ha dado raiz imaginaria con el cua-
drado de 10, obligdndonos atomar el de 9 que es el
verdadero.

Examinémos ahora en algunos cuadrados el re-
sultado que produce esta formula, y después dis-
curriremos sobre lo que hayamos observado.

Dando & m y & h los valores que puedan tener en
cada uno de los cuadrados que examinemos, y em-
pezando por el de 2, tendremos:

2’ >n™M+hNM+mh=3

Si al restar del cuadrado de lasuma m+h el tri-
plo ap su producto binario, obtenemos esta ecua-
cion, y en lugar de tomar el cuadrado verdadero
gue es el de 2 (incognito), tomamos el de 3, resul-
tara:
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6~mA
m +ft=3
m ft=6

Restando del cuadrado de la primera el cuadru-
plo de la segunda, sera:

9—4x6™ —lo; [/ — 15 raiz ima-
ginaria que nos obliga & tomar el verdadero cua-
drado de
Tampoco podriamos tomar otro mas bajo, puesto
qgne

AN EARARVAN

Si obtenemos esta ecuacién, y en lugar de tomar
el cuadrado de 3 tomamos el de 4, seré:

16=m~+/in+2m/i
Q=mk

«i+A—4
mA=9
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IN—4X 9=—20; \/—20 raiz imaginaria que
nos obliga & tomar el cuadrado de 3, que es el ver-
dadero.

Si en lugar de tomar el cuadrado de 4, hubiése-
mos tomado el de 2, tendriamos:

2®0=4=m"+/i™+2m/7/;
7=m~+4™~+m/,
—d=mh,

resultado absurdo, puesto que no pudiendo ser
jamas negativos los valores de m h, tampoco puede
serlo su producto. De suerte que tanto si tomamos
un cuadrado mayor que el verdadero, como si lo
tomamos menor, hallamos absurdo que nos impi-
de continuar y nos obliga & tomar el verdadero.

AM=2)

_ ANw/¢=12
(7¢=2j

Tomando el cuadrado de o, sera:
\*=mh

m+k= 5
?n/t=13



73

26— 4 x13=—27; I/ —27 raiz imagi-
naria que nos obliga 4 tomar el verdadero cua-
drado de 4.

Si en lugar de tomar el cuadrado de 5, tomamos
el de 3, sera:

3'=9=m~"™+ + 2iwA
— 3=mfe,

absurdo que igualmente nos obliga & tomar el ver
dadero cuadrado de 4.

5% W-4-/in+wft=21.
/i=4f

Si tomamos el cuadrado de 6, sera:
6==36=m"+/t'+2m/7/i

15=m/i

36—4X1b=—24; |/ —24imagi-
naria que nos obliga & tomar el verdadero cua-
drado de

Tomando el de 4, seré:
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— b=?)i/i,

absurdo que también nos obliga a tomar el cua-
drado de 5.

Im=%

)h=3\
Tomando el cuadrado de 6, sera:
6‘=36=in~- h + 2m/t
Jli=mh

wid-/"6
m/t=17

36—4x17=—32; \/—32 imagina-
ria que nos obliga & tomar el cuadrado de 5, que
es el verdadero.

Tomando el de 4, sera:

AN=i6=i»"+ -h%nh

— S mh,



absurdo que también nos obliga & tomar el cua-
drado de 5.

m=1
62 +
fe—5

Tomando el cuadrado de 7, sera;

[*=~fi9=7n"~hh"*"%mh

18—mfe
m+fe==7
wijfe=18

49 4x18=—23; \/—~3 imaginaria
que nos obliga a lomar el verdadero cuadrado de 6.

Si tomamos el de 5, ser§;

=m-1- e 4-2 Wi
3ll=m~ + feNi-nvi
—6=?n/i

absurdo que asimismo nos obliga @ tomar el cua-
drado de 6.

yjrdiwVie*-f-wife=28
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Tomando el cuadrado de 7, sera:

%] =mh

mh=n

49—4x21=—37; \/—37 imaginaria
gue nos obliga & lomar el verdadero cuadrado de 6.

Tomando el de 5, sera;

5W25=m~"H-a"+2méa
28=m~™+h”-1-ma
—3=m4

absurdo que también nos obliga & tomar el cuadra-
do de 6.

[N NN\
6|fh:Ig\$+V+mh |

Tomando el cuadrado de 7, tendrémos
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7T * =49 4-42 2n~4
m+/i==

49— 4 x 2" =—39; V39 imaginaria
gue nos obliga 4 tomar el verdadero cuadrado de 6.

Si tomamos el de 5, sera:

2i7=m™+/t"+m/i.
—0%-=mh

absurdo que nos obliga & lo mismo que tomando el
cuadrado de 7.

T |~ 0jmA+/ir+m/ir43

Si lomamos el cuadrado de 8, sera:

8‘64t=m~"H + %nh

43=m~"+47+2ii4

64—4X21=—20; \/—20 imaginaria
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gue nos obliga a lomar el verdadero cuadrado de 7,
Tomando el de 6, tendrémos:

6'= + ~mh
43=i/i™+ {i”™* mh
—7>=m/t

absurdo que asimismo nos obliga & tomar el cua-
drado de 7.

(»1=2 _
I m~+/iN+7»/1=39

Tomando el cuadrado de 8, nos da:

8N=64=m" Hh~—~"%nh
39=m~-1-4"H-itt/i

ni-~fi=S

64—4x15=—36; \/—36 imagina-
ria que .nos obliga & tomar el cuadrado verdadero
de 7.

Si tomamos el de 6, seréa:
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6*=36=m"+/i“+2m/i
39—
—3=m/i

absurdo que nos impone la misma obligaciéon an-
terior.

Tomando el cuadrado do s, dara:

8® =64 = -ha® 2ma
37=?wN-1-4"+w4
27=mA
m—4&=:3
ma=27
64 4X27=—44; (/7 — a4 imagina-

naque nos obliga & tomar el verdadero cuadrado
de 7.

Si tomamos el de &, seréa:

m 37=m"™+//~i-7na
—\=mh
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absurdo que asimismo nos impone ia obligacion

anterior.

fyn—

Si tomamos el cuadrado de 9, sera:

9N=81"="N" + + ~mh

m+A=9
WwA=214
81— 4x24==—15; \/~15 imagina-

ria que nos obligadtomar el cuadrado de s .

Si tomamos el de 7, sera:

TN=49=mN+ + 27na
57=m*+/i"+ma
— 12==mh

absurdo que nos obliga como el anterior & tomar el

cuadrado de s .



Si tomamos ei cuadrado de 9, sera:

on=81 4-22°N
+22/(
29~wA
W4-A=:9
WA="9

81 4X29=—35; \/— 33 imagi-

naria que nos obliga a tomar el verdadero cuadrado
des.

Tomando ei cuadrado de 7, nos da:

T==49=2"ANEAN2MA

de 8.
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Si tomamos el cuadrado de 9, sera:

9n=81 + 2wh
49=:=m"+/i™+7na
32=7?7?ia

iii,+/i=9

mh=3"

8™~ 4 X32=—47; \/—47 imagina-
ria que nos obliga & tomar el cuadrado de s.

Tomando el de 7, tendremos:

AQ=7n"-\-h"+wh
o=m/t

absurdo, puesto que para ser mh=0 es preciso
que TTi™O 6 /j=o, locual no es del presente caso,
en que siendo y™-x z>y no puede verificarse nin-
guno de dichos dos valores, y por lo tanto nos obli-

ga a tomar el cuadrado inmediato, que es el ver-
dadero.

,7n=4)
Si m'H-Zi*+m/i=48
h="~\
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Si tomamos el cuadrado de 9, seré:

w+/¢=9
mA—33

81— 4x33=—51; |/—51 imaginaria
que nos hace tomar el verdadero cuadrado de s .

Tomando el de 7, tendremos:

IN=49==m”™+ + 2ma
48==m~"+/i™+m/t

1=m/Z;
absurdo también, puesto que para que se verifiqiic
mv/i- 1 es preciso que »2~=1 h= ], cuyos valores no

pueden dar ?/i"+AN+?wA=48; y por lo tanto, nos

obliga asimismo alomar el cuadrado verdadero.

me
9q m™-hA’+mA==73.
A

Si tomamos el cuadrado de iO, sera;
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i10nM=1

nN~"mh

100—4x27——s; (/ — 8 imaginaria que
nos obliga & tomar el verdadero cuadrado de o .

Tomando el de s nos dara:

8A=64=m~ H

—9—

absurdo que nos impone la misma obligacién an-
terior.

lii— i}
Si tomamos el cuadrado de 10, nos daré:
10"=100=m"+/t"+2ma
33=m/i

m-\-h= \0
wia=33

100—4x33=—32; \/—32 ima-
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ginaria que produce el mismo efecto que lasan-
teriores.

Si lomamos el cuadrado de s, sera:
8 N~ N~ 6 4 %ih
—S=mh,

absurdo que nos hace tomar el verdadero cuadra-
do de 9.

(m=3)

/s

Si tomamos el cuadrado de 10, daré:

10'=:100=-m=+/t"+2ma
63=m’'H-/t"ma

37—wa
m-hh==i0O
m/Zi=37

100—4x37=—48; j/ —48 ima-
ginaria que nos obliga a tomar el verdadero
cuadrado de 9.

Si tomamos el de 8, tendremos:
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8/=64=m~"'+ + “nih
63=m~+/iN+m/t

absurdo que se repitié mas arriba, y cuya explica-
cién es aplicable & este caso, puesto que siendo
m =i h=1i, no puede ser 63, y por
lo tanto nos vemos obligados a tomar el verdadero
cuadrado, que es 9.

(/i=b)

Si tomamos el cuadrado de iO, serg;
10M=100=m"+/i+2w/fc
39=??7%/i

m/"=39

100— 4Xx39=—56; | / — 56, imagi-
naria que nos obliga a tomar el verdadero cuadra-
do de 9.

Si tomamos el de 8, sera:
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m +ft= s
mh=3
64—4x3=52

Aqui ya no resulla absurdo manifiesto, por lo
gue en lugar de tomar el cuadrado de 9, pudiéra-
mos tomar el de 7, y sera:

7A=49=«~M+-h%nh
Qi=7Tn™\dr+mh
—1"=mk;

aqui si tenemos ya el absurdo que nos obliga a to-
mar el verdadero cuadrado de 9.

1 7nh=91
Ti=o) w

Tomando el cuadrado de il, resulta:

11%= 121=7n"+ 2ni/i
30~7nk

vih*SO
121- 4x30=1; \/r



Aqui ya no resulta raiz imaginaria que nos obli-
gue & buscar el cuadrado de iO, por lo que en lu-
gar dé tomar este, pudiéramos lomar el de 12,y
seré:

1 1 4 4 + /r+ ™mh

NS—mh

144—4X 53=—68;

Aqui encontramos ya la raiz imaginaria, que nos
obliga & tomar el cuadrado verdadero.

Si tomamos el de 9, sera:

— i0="nh

absurdo que nos impele &4 tomar el cuadrado ver-
dadero de 1o0.

(i7i=2)
10! m~-i-a™+m/t=84.
fn==s\
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Si tomamos el cuadrado de 11, sera:

1 121

84—
37— mii

mh=31
121-4x37=-27; ima-
ginaria que nos obliga & lomar el verdadero cua-
drado, que es el de 10.
Si tomamos el de 9, resulta:
9n=81
84=m~"+/i"+wi/i

— 3=mli.

absurdo que también nos pone en la necesidad de
lomar el verdadero cuadrado de 10.

N I wV/i’+m/i=79

Tomando el cuadrado de 11, tenemos:
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79=m~+/i"+m/i
42=m/i
m-{-h=\'\
m/t=42
121'-3x4S=—47; 1/ —47 imagi-
naria que nos obliga & tomar el cuadrado verda-

dero.

Si tomamos el de 9, tendrémos:

9w 81
79=m~N+4™+w/i
A—mh

Aqui no se presenta un absurdo manifiesto, por
lo que, continuando las operaciones, y viendo que
no nos daba el resultado deseado, pudiéramos, al
cambiar de cuadrado, lomar el de s en lugar del de
9, y sera:

8N=64" m~N+an+2m/t
79~m”+/t'~l-m/i
—Ii5=ma
aqui ya se presenta el absurdo & obligarnos & tomar

el cuadrado verdadero.
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'I'Wi,:4l
y/

10

Si tomamos el cuadrado de 11, seré:

7 4- /i'+
m-\-h=ii
wi/i=43

121—4x45——59; \/—59 imagi-
naria que nos pone en el caso de tomar el cua-
drado de 10 que es el correspondiente.
Tomando el cuadrado de 9, tendrémos:

9'=-81=m"'-hfe'+2m4
76=m'+/i'+mA

Aqui no hay absurdo manifiesto que nos obligue
& tomar el cuadrado de 10, porlo que, continuando
las operaciones, y viendo que debiamos tomar otro

cuadrado maés alto 6 mas bajo, pudiéramos tomar el
de s, y sera:

8'=64=m"+4"4-%mh
76=m'4-4'4-ma
—i2=mA
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Aqui lefiemos ya el absurdo que nos impele &
tomar el verdadero cuadrado.

1o
ft=5\

Si lomamos el cuadrado de 11, sera:

11 1211

46=in/fc

m+h—ii

w/ =46
121—4x46=~—63; \/—63 imagi-
naria que nos hara tomar el verdadero cuadrado.

Si lomamos el de 9, tendremos:

9N=81 ==m™+ W+ %nh

Tampoco hay aqui absurdo manifiesto, por lo
gue continuariamos nuestras operaciones hasta ver
gue debiamos cambiar de cuadrado: y en lugar de
tomar el superior, que es el verdadero, pudiéramos
tomar el de 8, y tendrémos:
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8N=64=m"+/iN+2°W/i
75=mV/t"+m/t
—ii=mh

absurdo que nos obliga a tomar el verdadero cua-
drado.

i m==I)

I
ft=10\ d

Si lomamos el cuadrado de 12, seré:

1227M144—
1 i“rn™-~h~+mh
33=m/t
N m+/i=12!
mft=33

144—4x33=12; 1/12 =etc.

Aqui no hay absurdo manifiesto que nos obligue
a4 cambiar de cuadrado, por lo que seguiriamos
nuestras operaciones basta ver que este no era el
fiue buscdbamos; y en lugar de tomar el inmediato
inferior, que es el verdadero, pudiéramos tomar el
inmediato superior, que es el de 13, y tendrémos:



58=wft
m-hh— i3
nz/i=58

169—4x58=—63; \/—63 imagi-
naria que nos obliga & tomar el verdadero cua-
drado.

m—%
11° \rn”™-hh™+mh—i03

Si tomamos el cuadrado de 12, tendrémos:
127"=144=m"+ ™ 27nh
103=m~"+/i"N+272A
41==m/i
?2?1+A=12
wili=41
144—4x41=—20; \/—20 imagina-
ria que nos obliga & tomar el verdadero cuadrado.

Si tomamos el de 10, sera:

10M=i00=m~"4-/iN+2rt
i03=wi™N-a*+iwA-
—3=mh
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absurdo que también nos pone en la necesidad de
tomar el cuadrado verdadero.

iw=3]
un W + + mh—91
I ft=8\

Si tomamos el cuadrado de 12, sera:

1 1 44=m"+ + 2ma
97—
47=2fe

mA=47
144— 4x47=— 44; |/ — 44 imagina-
i'ia que nos pone en el caso de tomar el verdadero
cuadrado.

Si tomamos el de 10, sera:

107"=100=m"+/i"4-2w4

3=ma

«

Aqui no hay absurdo manifiesto que nos obligue
tomar el verdadero cuadrado; por lo que conti-
nuando nuestras operaciones, veriamos
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biamos cambiar de cuadrado; y en lugar de tomar
el inmediato superior pudiéramos hacerlo con el
inmediato inferior, que es el de 9, y tendrémos:

9ng1
97=m~-I-/i™+in/i
—16—m/t

absurdo que nos obliga & tomar el verdadero cua-
drado.

Si tomamos el cuadrado de 12, sera:

127=144=m "+ A+ %nh

51=wi/i
m+/i=12
?n/i=51
144—4x51=—60; \/—60 imaginaria

gue nos obliga &'tbmar el verdadero cuadrado.

Si lomamos el de 10, seré:
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10®=100=m~"+/t +2m/*
d3=m"™hh"™-hmk
l/\<:rrh

Tampoco hay aqui manifiesto absurdo; por lo que
continuariamos nuestras operaciones hasta con-
vencernos de que debiamos tomar otro cuadrado;
yen lugar de tomar el inmediato superior, que es

el verdadero, pudiéramos tomar el inmediato infe-
nor, y sera:

93=m~"N+ann-?272/t
— 12”=mh

absurdo que nos obliga & tomar el verdadero cua-
drado

Si tomamos el cuadrado de 12, ser@;
127=144=wWw +h"™+27n/i
53=ma

wzans3
144 4x53=—68; V —39 imagina
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ria que nos obliga & tomar el verdadero cuadrado.

Si tomamos el de 10, sera;:

9=mh

Aqui no hay absurdo manifiesto que nos obligue
&4 cambiar de cuadrado; seguiriamos, pues, nues-
tras operaciones hasta que el resudado nos hiciese
conocer aquella necesidad; y en lugar de lomar el
cuadrado inmediato superior; que es el verdadero,
pudiéramos tomar el inmediato inferior, que es el

de 9, y seré:

9n=81 -h%nh

resultado absurdo "ue nos obliga & tomar el verda-
dero cuadrado.

35 En los cuadrados que llevamos examina-
dos, hemos visto que la formula
responde perfectamente al objeto, puesto que con
la mayor facilidad nos conduce & tomar el cuadra-
do que nos ha de dar los valores de my h.
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36 No faltaria 'quien creyese esta prueba sufi-
ciente; pero nosotros nos vemos en la necesidad de
repetir el mismo examen en algun cuadrado mas
alto para ver el resultado. VerificAndolo asi con el
cuadrado de 82, tendrémos:

ft=80 .

Si tomamos el cuadrado de 83, sera:

837=6889=m *+
6564~m~+an+ina
325—mt
m-h/i="83
m/i="325

6889—4X325=8589; \/s589=etc.

Aqui no resulta absurdo manifiesto; por lo que
continuariamos nuestras operaciones hasta que el
resultado nos enscfiara que debiamos tomar otro
cuadrado. Y como podriamos tomar el inmediato
inferior, pudiéramos también tomar el inmediato
superior, y serg;
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84N=70S6— m"™+ /Zin+2m/t
6564 + ™M mit
492=m/i
m +fe=84
?n/i~492
7056—4x*492=5088; \/5088=etc.

Aqui sucede lo mismo que en el anterior, por lo
que aun podemos tomar un cuadrado mas alto.
Pero no solo aumentarémos una unidad al ultimo
cuadrado tomado, sino que le afiadirémos 9 unida-
des y serd el cuadrado de 93.

93"—8649=m~" 4-4”™+ %mh
6504=m”™ + mh
2085=m/t
m~bh=93
m/t==2085

8649—4x2085=309; V/309=etc.

Todavia no resulta absurdo manifiesto, por lo
gue aun podemos lomar un cuadrado mas alto.

94/7=8836="?iz'"+
6564=m "™ ¥-\-mh

ni+/i=94

8836—4x2272=—252; \/—252 imaginaria
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gue al fin nos hubiera hecho conocer que de-
biamos retroceder todos los 12 cuadrados recorri-
dos hasta hallar el de 82, que es el verdadero.

Si tomamos el cuadrado inmediato inferior & 82,
sera:

817M=6561=?n"+A'+2mfe

Vémos que si bien tomando los cuadrados supe-
liorcs nos exponiamos & tener que recorrer 12 cua-
drados , si tomamos el inmediato inferior nos obliga
&4 tomar el verdadero. Todavia, pues, podemos con-
fiar en la férmula pues todo esta

reducido & tomar el cuadrado inmediato superior
y el inferior.

(m:=25j

Si tomamos el cuadrado 83, sera:
83'=6889=m"'+a*+2m a
5299==>?i+/i‘“+ otA
1590—wift
w-hA=83
mk=\ 590
6889-4x1590=529; I/52t=etc.
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Como no resulta absurdo manifiesto, continua-
riamos nuestras operaciones, y por fin vendriamos
4 tomar el cuadrado de 84, y nos sucederia lo mis-
mo; y solo en el cuadrado de 85 hallariamos el ab-
surdo. Sin embargo, el tener que ensayar tres cua-
drados no es mucho, pues las operaciones son bien
sencillas.

37 Tomando tos cuadrados inferiores, veria-
mos que teniamos que ensayar 10 cuadrados hasta
encontrar el absurdo. Y si bien es cierto que no es
probable diese la casualidad que entre los 13 cua-
drados que median entre 1%y 85 dejasemos para el
ultimo el de 82, también lo es que no siempre se
halla el absurdo en el cuadrado inmediato superior
0 inferior del verdadero, sino que se Halla algunos
cuadrados mas alto 6 méas bajo. Mas, preguntara
cualquiera, si el cuadrado que tomamos es alto, ¢no
nos dard unos valores para my h, -que sustituidos
en la ecuacion dardn un resulta-
do mayor que A?Y si por la inversa es bajo, ¢no
serda este resultado menor que iV? Y siendo esto asi,
¢ino podra evitarse el tener que ensaj™ar sucesiva-
mente todos los cuadrados comprendidos entre los
limites superior ¢ inferior? Agestas preguntas van a
responderlos hechos.

Supongamos, por ejemplo, en el cuadrado de 100.
gue tenemos;
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Tomemos un par de cuadrados mas altos que el
de 100, y otro par mas bajos, y sea el primero de
aquellos el de 101, y tendremos:

10r=10201=m=-f-/t"+gm/t (1) '
8284=m”"+/i2+mA.....(2)

1917=ml/i
m+/i=101
ma=1917

10P_4X1917=2533"(m —/A/6 {h—mf

Extrayendo la raiz de ambos miembros, sacando
los valores de my h, y sustituyéndolos en la ecua-
cién (2), nos da:

m=+4a'-4-m'/i=8283,999996762681<8284

Vemos por este resultado, que & pesar de haber
tomado un cuadrado mayor que el correspondien-
te 4 8284—m~+/i~+m/i, no hemos podido lograr
gue superase & 8284

Probemos con un cuadrado mas alto, y para que
la diferencia sea més perceptible, pasemos del cua-
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drado de 10i, que hemos tomado, al de 103, y ten-

drémos:

10 3 ~ =1 ( 3 )
8284=m~"+/i"+mA (4)
232b==mfo

tn+/t=103

103/ —4X 2425=1309=(m —ft)' 6 {h—m f

Extrayendo la raiz de ambos miembros, sacando
los valores de m y A, y sustituyéndolos en la ecua-
cion (4), nos da;

m'+/i*+m4=8283,99999945275625<8284

Comoen el anterior cuadrado, vemos que tampo-
co hemos podido conseguir que el resultado de la
sustitucion fuese mayor que 8284.

Si, pues, con los cuadrados maés altos no hemos
podido lograrlo, claro es que ménos lo conseguiré-
mos con los inferiores. Sin embargo, vamos & ob-
servar si guardan entre si alguna regularidad, y si
podrémos sacar de ella algun partido. Tomemos los
cuadrados de 95 y 96, veamos sus resultados y des-
pués razonarémos.
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952=9025=m ~++ “mh
8284=m”" "+~ ""+WiA....... (5)

m=rnh
m -f h="%
w/e=741

95" 4x 741=6061~(?22—hf 6 (h—my

Extrayendo la raiz de ambos miembros, sacando

los valores de m y h, y sustituyéndolos en la ecua-
cion (5), nos da:

m"+/12_| _wift"8283,999980668944<8284

Tomemos ahora el cuadrado de 96 para compa-
i'arlo con el de 95, y sera:

%.-9 2 1 +"mh
8284=m"+/t"*+wiA..... (6)
932=m/i

mmH-/i=96

m/i=932

96"—4x932=5488=(?w — A)' 6 [—mf

Sacando los valores do my A, y sustituyéndolos
6n la ecuacion (6), nos da:

»I"+AVmMA=8283,999.983708324<8284
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Comparando ambos resultados, parece observar-
se que la sustitucion de las ralees sacadas con el
cuadrado de 96, es mayor que-la del 95. Tomemos,
pues, el cuadrado de 98, y comparémos su resulta-
do con los anteriores:

8284=m~"+fer+m/t

1320=m/i
m+~* 98
m/i=1320

98"—4x 1320=4484=(m—hf 6 {h—mf

Sacando losvalores de my 4, y haciendo la sus-
tituciéon, tenemos:

m=*+/i"+m4=8283,999970702096<8"84

38. Comparando este resultado con los anterio-
res, vemos que no guardan entre si ninguna regu-
laridad; pues si bien el resultado del cuadrado de 96
es mayor que el de 95, el de 98 es menor que estos
dos & pesar de haber tomado igual nimero de ci-
fras decimales en todos ellos. Tenemos, pues, que
no es posible sacar méas ventajas-que las obtenidas
por la férmula 4+m a. Digamos ahora las
razones que existen, tanto para que el resultado de
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la sustitucion no pueda ser mayor que N, cuanto
para que no ofrezcan regularidad los resultados de
las sustituciones comparados entre si.

39. Al restar de un cuadrado el cuadruplo de
nih (si aquel no es el de m+A) nos resulta un nu-
mero que no puede tener raiz exacta, puesto que
fnh no figura con su verdadero valor; y como de

dicha resta tenemos que extraer la raiz cuadrada

y sumarla con para sacar los valores de m

y h, resulta que siempre tiene que faltar la raiz del
residuo cuyo defecto sacan my h. Asi que al hacer
la sustitucién, el resultado es menor que N.

i-0. El no ofrecer regularidad en sus raagni-
tudes los resultados de dos cuadrados consecutivos,
consiste en que si al extraer la raiz del supuesto
(m \hy 4m/i tomamos en ambos casos un nd-
mero de cifras decimales, como hemos hecho en
los ejemplos propuestos, resultard que si el residuo
de la raiz’ en el cuadrado menor es mayor que el
residuo de la raiz en el cuadrado mayor, el resul-
tado de la sustituciéon de los valores de”m, h en

sera mayor en aguel que en este,
y viceversa.

Volviendo, pues, & nuestro objeto, vémos
filie la férmula es mucho més
ventajosa que la de y=/"\-n"*—mn, y que con
ella se pueden resolver las ecuaciones de tercer
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grado con sus tres raices desiguales, si bien en al-
gunos casos hay que ensayar varios cuadrados para
buscar el que nos haya de dar los verdaderos valo-
resdem=y—x, h~z—y.

42. Sin embargo, como alguna vez puede esto
ser operacion algo larga, aunque no dificil, hemos
discurrido un medio que evita completamente este
inconveniente, y que proporciona la resolucién de
las ecuaciones en general con la mayor pronti-
tud, facilidad y sencillez, y es el que vamos a ex-
poner.

FORMACION DE TABLAS.

DE LAS DIFERENCIAS ENTRE LAS RAICES DE UINA ECUACION DE

CUALQUIER GRADO.

43. Hemos demostrado (6) que una ecuacion,
cualquiera que sea su grado, tiene tantas raices
como indica el exponente de su grado; hemos es-
tablecido (20) que el orden de magnitudes de las
raices sea geadual de menor a mayor, siendo X la
menor, ?2/=6 "X, z— 0 etc., etc.; y por ul-
timo, hemos hecho nacer de x las diferencias, lla-
mando m & la diferencia y—x, n=z--Xj p==u
— X, etc., etc. De este modo ha resultado que la
suma de las raices estd representada por la suma
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de X, tomada tantas veces cuantas sean las raices de
la ecuacion, mas las diferencias y— x, %— X,
u— X etc., etc. Si, pues, hallamos un medio de co-
nocer estas diferencias, su suma, restada de la de
las raices de la ecuacidn propuesta, nos dara el va-
lor de X multiplicado por el niumero de las raices
que es el exponente del grado de aquella; y divi-
diendo dicha resta por el expresado exponente, que
sera el coeficiente de X, nos dard el valor de X, 6 sea
el de la menor de las raices. Hallado este no tene-
mos mas que sumar con él la diferencia m~y—x,
y nos dard el valor de y; sumar con x él de
y tendremos el de 2, etc., etc.

M-. Vémos, pues,.que halladas las diferencias
g, etc., etc., nada mas facil, breve y
sencillo, que resolver una ecuacién de cualquier

grado que sea.

45. Gontrayéndonos ahora alas ecuaciones de
tercer grado con raices desiguales, que es el caso
gue nos ocupa, hemos visto (**) que restando del
cuadrado de la suma de las raices el triplo de su
producto binario, nos resulta la formula —

'inn, 6 sea la suma de los cuadrados de las dife-
rencias m, n, menos elproducto de ambas diferen-
cias. Si, pues, formamos una tabla que contenga
fas diferencias 1y 1, 1y 2, 1y 3, 1y 4, 1ly
5.etc.,etc.,2y 2, 2y3,2y4, 2y5, etc., etc..
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3y3,3y4,3y5 3y6,etc.,etc.,4y4, 4y5, 4
y 4y etc., etc., representando estos numeros
los valores de m, w, y al lado ponemos el nUmero
producido por —wm, tendremos que, bus-

cando en las tablas el nUmero que nos ha resultado
de restar del cuadrado de la suma de las raices el
triplo de su producto binario, veremos al lado de
este numero los valores de m, n, 0 sea de las dife-
rencias y—X', z—X: y como todas las ecuaciones
gue tengan unas mismas diferencias nos dardn por
resultado de dicha resta el mismo namero, tenemos
que, siendo infinito el numero de las ecuaciones
gue pueden formarse con unas mismas diferencias,

cada numero de las tablas sirve para resolver infi-

nito numero do ecuaciones. Pero como hemos vis-

to (33) que Yy que esta
formula tiene ventajas grandes sobre aquella, en
lugar de poner en las tablas los valores de m, n
pondremos los de m, h, lo cual tiene la ventaja de
darnos & conocer a un, solo golpe de vista el valor
den gue sabemos (33) es n==m-\~h, y los dos valo-
res que puede tdner m, que son tanto el represen-

tado porm como por h.

46. Si tuviésemos que hacer tablas de niameros
positivos y negativos, corno también de enteros y
de decimales, desde luego podria asegurarse que la
formacion de tales tablas seria una obra magna por
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mas de un concepto; pero no es asi, como vamos a
explicar.

47. Las diferencias y— X, z—X, U—X, etc., etc.,
nunca pueden ser negativas aunque lo sean todas 6
algunas de las raices, puesto que = 6> &, 2 =

y,unN':>z,y consiguiente nada tene-
mos que hacer con los niumeros negativos. Tam-
poco tenemos que hacer tablas de nimeros deci-
males ni mixtos, puesto que la sola tabla de nume-
ros enteros sirve para las diferencias fraccionarias,,
como explicaremos en el uso de las tablas. Y por
ultimo, aun hay que descartar de estas lodos los
cuadrados perfectos que no sean el resultado de
Finalmente, para la formacién de
estas tablas no hay que tomarse el trabajo (peque-
oo en las de 3." grado, pero grande en las de
4- j 0., etc.) de ir verificando los cuadrados de m
y 4, y sumarlos con el producto mh en las de
3-" grado, de m, las de 4. etc., etc.: sino
que verificada la primera operacibn que nos da
~-~en las de 3.% y 3iY en las de 4,“, no hay mas
que afadir al anteidor el termino correspondiente
de la progresion 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, etc.,
que guardan entre si las diferencias de los cua-
dmdos de 1, 3, 4,5, 6,7, etc. Y en las de
m §cado multiplicarlas por 3 & causa de ser 3N
lo que se busca en lugar de N. Por consiguiej;;i*siDJ;

BiL: m
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nada mas facil que la formacion de estas tablas.

USO DE LAS TABLAS DE DIFERENCIAS.

48. Si N (™ es numero entero, lo buscarémos
en las tablas, y & su lado verémos los valores de m,
h, con los cuales haremos lo que se dird en la re-
solucion de las ecuaciones de 3®" grado,

49. SiiVes numero decimal, claro es que m o6
h 6 ambos son decimales. En los dos casos resulta-
ra que como iV— tendrd N doble nua-
mero de cifras decimales que m 6 h; y por consi-
guiente, si N tiene por ejemplo 8 cifras decimales,
mé h 6 ambos tendran 4 que al elevarse al cua-
drado se habran convertido en 8, que solo repre-
sentardn diezmilésimas en my 4. Si, pues, pres-
cindimos déla coma decimal y buscamos & iVen las
tablas, como si fuera nimero entero, las diferencias
de m, 4 que nos presenta estardn multiplicadas
por 10000, por lo cual las dividiremos por 10000,
poniendo la coma decimal entre la cuarta y la
quinta cifra de cada uno de dichos valores, empe-
zando por la derecha: y si alguno de ellos no tu-

(™) Recuérdese que N es el resultado de restar del cuadrado de

la suma de las raices el triplo de su producto binario (29).
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viese suficiente numero de cifras, se le agregaran
los ceros necesarios.

Ejemplo: supongamos iV=39,06603025. Estas
ocho cifras decimales provienen de que moli tie-
nen 4, 6 de que cada uno las tiene: tanto en un
caso como en otro, el cuadrado de m 6 de 4 6 la
suma de ambos ha producido aquellas 8 cifras; luo-
go si prescindimos de la coma, multiplicamos por
diez mil los valores de m y de a, y por consiguiente
debemos después dividirlos también por diez mil.
Asi, pues, vémos que en las tablas el numero
3906603025 nos d& las diferencias m=20000 y
4=50055. Dividiendo estos valores por 10000 re-
sultam=2 4=5,0055, que son las diferencias que
corresponden a 39,06603025,

Pudiera ocurrir también que al buscar a A™en las
tablas, lo hallasemos seguido de uno 6 mas ceros,
en cuyo caso debemos considerar & N como segui-
do de igual hiumero de ceros, pues consiste esto en
que, como en decimales se desprecian los ceros & la
derecha, y en enteros no, al sumarse el producto
wdcon m™H-4" han podido resultar decenas com-
pletas 6 unidades completas de orden superior, re-
sultando ceros & la derecha que se suprimen.

50. Por altimo, si iVno se halla en las tablas,
sera necesariamente un cuadrado perfecto; y en
I6bnces sera sefial cierta de que la ecuacion tieni



dos raices iguales, y se ejecutara lo dicho

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE 3 “ GRADO.

51. Explicado ya el uso de las tablas de dife-
rencias, muy poco tenemos que decir para lograr el
objeto que nos propusimos; pues la resolucion de
las ecuaciones de tercer grado (lo mismo que la de
grado superior) es una operacion sumamente corta
y sencilla.

52. Al presentarsenos una ecuacion de tercer
grado pararesolverla, restaremos del cuadrado de
la suma de las raices el triplo de su producto bina-
rio, y tendremos N, que buscaremos en las tablas.
Si no se halla alli, necesariamente N sera un cua-
drando perfecto; y teniendo presente lo dicho (25),
sacarémos en seguida el valor de las raices.

53. Si N estd en las tablas, tomarémos las dife-
rencias que nosmarque; yteniendo presente (27) que
la férmula de las sumasdelas raices esa:4-y+/~=3a;
H-w-hw y que 7i=m-\-h(33), sustituiremos en esta
formula los valores de tomando al efecto
+ h, y paramufio delosdos valoresm 6 h. Pasarémos
después al primer miembro dichos valores ,'y ten-
dremos ic-hy+ 2—m—n=3X; ydividiendo por3 nos
daré el valor de x. Hallado este, como sabemos (27)
que y—Xx-hm z=x-~n, tenemos ya tres valores de
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2;, que podran ser las verdaderas raices de la
eclacion propuesta, y podran no serlo. Para asegu-
rarnos de si lo son, verificarémos su producto, y lo
compararemos con el ultimo término de la dicha
ecuacion, al cual debe ser igual si son las verdade-
ras raices. Si este producto no fuese igual a dicho
altimo término, tomarémos el otro valor de m, que
es el de &, y juntamente con sacarémos
nuevos valores de X, Yy, z, que con seguridad serdn
las verdaderas raices, y la ecuacidon queda resuelta,
Un parde ejemplos pondran de manifiesto las ver-
dades enunciadas. Mas antes debemos hacer una ad-
vertencia, y es la siguiente:

54. Si N esta en las tablas, y al practicar lo di-
cho (53) no sacasemos las verdaderas raices, enton-
ces sera porque siendo iV un cuadrado perfecto, la
resolucion de la ecuacion serd la explicada en los
nameros (25) y (26).

EJEMPLO 1.~

Sea la ecuacion;
a'—18ajV87a:—110=0

y tendremos:

,ry-\-xz-\-yz~Sl
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Restando del cuadrado de la primera el triplo de
la segunda, sera:

18~ 3X 87=63=m*+a"H-m/i

Buscarémos en lastablas 63 y veremos que nos
dam=3, /i=6.

Tenemos (33) n=m-hh; luégo n=9. Este valor,
y cualquiera de los dos m 6 h, los sustiluirémos en
la formula

aty+2=3a;+m+w
Y como en el presente caso tenemos:
x-hy-~"z—IiS, ser&: 3ir+m+w=18:
y verificando dicha sustitucion sera:
3Ja:+6+9=18

Dejando solo en el primer miembro & 3ic, sera:

3”"=18—15=3
Y dividiendo por 3, dara x=1i. Sabemos (27) que:

y=x-hmj z=x+n



luégo sera:
y=I1+6=7, a:=IH-9—10, x-\-y-{~z=iS.

Para saber si estas son las verdaderas raices de
la ecuacién, verificarémos su producto, y sera:

1X7X10=70.

Pero el dltimo término de la ecuaciéon (tomado con
signo contrario) es 110; luégo estos valores son fal-
sos. Hemos tomado para m el valor de 6: tomaré-
mos el otro que es 3, y con seguridad nos dara aho-
ra el resultado apetecido. Tendrémos, pues,

im=3i
iw=09)
y seréa:
3a;-1-3H-9=18: 63a;=:18--12=6
Dividiendo por 3, sera.. . . X= 2
Yyz=X+m O0y—2+ 3 ..o m y= 5

Z~X+N 6Z—2+9 i,

X+HY-NZ i 18

El producto de estos valores es 110, igual al dlti-
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mo término de la ecuacidén, y por consiguiente, la
ecuacion esta resuelta.

EJEMPLO
Sea la ecuacién:
o'— 7,33a;'—38,3762.13-1-2132,593744=0
y tendrémos;

a;+?/+z=7,34a
a,y+a;2:+y2:=— 38,3762

Restando del cuadrado de la primera el triplo de
la segunda, sera:

7,33'~3X~ 38,3762=53,7289— (— 115,1286)

=53,7289+115,1286 = 168,8575=m "+/;'+m /i.

Teniendo presente lo dicho (49), suprimiremos
la coma de 168,8575, buscaremos en las tablas el
namero 1688575, y varemos que nos da w=410,
4=1045; pero teniendo aquel cuatro cifras decima-
les, claro es que mé /4, 6 ambos, tienen dos: mas
como hemos suprimido la coma, lo hemos multi-
plicado por 10000, y por consiguiente, & las dife-
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rendas mh por 100; para que estas, pues, repre-
senten sus verdaderos valores, tenemos que dividir
por loo 4410 y 1045, y sera:
m=4,10, /i=10.45.
Teniendo ahora presente lo dicho (33), tomaremos:
m=4,i0, ?7z=4,10+10,45=14,55

cuyos valores sustituirémos en

X-\~y~hz=3x-\-m-\-n (27)
y sera;

3a:+m+w=7,33 6 3.~+4,10+14,55=7,33.
Dejando solo & 3x en el primer miembro, seré:

3a:=7,33-18,65 6 3¢t= - 11,32

y dividiendo por 3, tendrémos:

11,32

Sabemos (27) que y=x+m luégo, seré:

0,98

ii.(BieUOTECAY
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11,32 32,33
Z=X+n oz 3 14,55.. Z~-

.. — 7,33

Para asegurarnos de si estas son las verdaderas
raices, verificarémos sifproducto, que compararé-
mos con el ultimo término de la ecuacién, que sa-
bemos (9) es igual al producto de las raices, tomado
con signo contrario. Haciéndolo asi, lendrémos:

11,32 0,98 .
X x|1?n=_13,283558

y como este producto no es igual a 232,593744,
vemos que no son estas las verdaderas raices. To-
marémos, pues, el otro valor de m, que es 10,45, y
con seguridad obtendremos el resultado apetecido,
y sera:

N 30+m+w=7,33 63:r+10,45+14,55=7,33
03.r=7,33—25=—17,67 dedonde. . x~—5,89

Yy=X"mMOoy~—5,89+10,45......c......... y= 4,56
2=ic+n0O 2= —5,89+ 14,55 i, z— 8,66
X-\-y+z. .-= 7,33

Si verificamos el producto de estos tres valores,

verémos que:

—5,89X4,56X8,66=232,513744
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y por consiguiente, ellos son las verdaderas ralees
de la ecuacidén propuesta, la cual queda ya con esto
resuelta.

Practicamente hemos visto la suma facilidad con
gue se resuelve una ecuacion de tercer grado con
el auxilio de las tablas, ya sean positivas 6 negati-
Nas, enteras 6 fraccionarias sus raices.

ECUACIONES INCOMPLETAS DE 3.- GRADO.

05. Hay casos en que una ecuacion de tercer
grado carece del segundo termino, cuyo coeficien-
te, como sabemos (9), es igual a la suma de las rai-
ces. Pero esto no puede hacer variar nuestro siste-

pues se resuelven estas ecuaciones de igual ma-
nera que las completas, como lo veremos en los
ejemplos siguientes:

EJEMPLO i."
Sea la ecuacion:
— 75.r— 250=0

y lendrémos:

Xij-\-xz-hyz= — 75
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Restando del cuadrado de la primera el triplo de

la segunda, sera:
0N—3X—75=0—(22I5)=2"5

cuadrado perfecto que nos indica ([ue puede haber

dos ralees iguales.
\/”"25=15=n

Empleando la formula propia de este caso (25),
que es X-i-y~\rz=3-\~n, sera:

3x+n=0 63®=—"?i 6 3®=—15 de dondex = —5
Tenemos (25) i/=», y por consiguiente. .y=—25
Asimismo tenemos z=X+n ; luego

Verificando el produelo de estos valoi’cs, vemos
gue —5X—5X10=250, que es el producto de
las ralees : luego las halladas lo son efectivamente.

Si con esta férmula no hubiésemos sacado las
verdaderas ralees, hubiésemos empleado la del na-
mero (26): y si ni con este las hubiésemos obtenido,
entonces seria prueba de que las tres raices eran
desiguales, y hubiéramos practicado lo dicho (53),
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por cuyo medio hubiera quedado definitivamente
resuelta la ecuacion.

EJEMPLO 2." *
Sea la ecuacion:
15,9309.~—20,7927=0
y tendrémos:

x~\-y-{-z=:U
iTi7-ha;2:+y2:=— 15,9309

Restado del cuadrado de la primera el triplo de
la segunda, sera:

0'—3x~15,9309=0+47,7927=47,7927=
=mN+/tN+Hiw/t.

Practicando lo dicho (49), buscaremos en las ta-
blas el nUmero 477927,y vemos que nosdam =i47
/i=606; pero como al suprimir la coma hemos
multiplicado por 100 estas diferencias, las dividire-

mos por 100, y seréa:

m=1,47(
a—6 06 valores tomamos pai™ m
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el de 6,06 y n~7,53, tendremos (53):

30;+m-I-n=0063a;+6,06+ 7,53=0 6 3a;=— 13,59

Y dividiendo por 3, nos dard. . . . Xx=—4,53
yz=x+m 60y=—4,53+6,06. . . . y=—153
z=x-hn 6 z=—4,03+7,53. . . . ;= 3.

x-hy-\-z=—3,06
Y como la suma debe ser =0, ileducimos que
no es 6,06 el valor de m, sino 1,47, y ten-

dremos:

m3a:+m+?i=0 6 3t+1,47+ 7,53=0 6 3x= —9

Y dividiendo por 3, seréd................. X="—3
y=x-hm 6y= —3+ 1,47 ..cccevvnnennn. 1,53
%X~N7i O 2="—3+ 7,53 cccciirrcrrrrrerrne. 2= 4,53

a’+y+2:0

Si verificamos el producto de estos valores, ve-
remos que satisfacen al ultimo término de la ecua-
cién, y por consiguiente, ellos son sus verdaderas
raices.

56. También ocurre que & una ecuacion de ter-
cer. grado le falta el tercer término, cuyo coefi-
ciente, como sabemos (9), es igual & la suma de los



producios binarios de las raices; pero esto no pre-
senta el menor obstaculo para su resolucién, pues
se halla esta sometida a la ley general, por cuya ra-
z6n ni en este ni en el caso anterior tenemos que
dar una nueva demostracioén, y solo nos limitare-
mos a poner el siguiente:

EJEMPLO 3;
Sea la ecuacion:
XN _9AN 108=0
y tendrémos:

x~hj-\z=Q
xy-hxz-hyz— O

Restando del cuadrado de la primera el triplo de
la segunda, sera:

9'=8i—3x0:=81

cuadrado perfecto que nos dice que puede haber
dos raices iguales. Practicando, pues, lo dicho (23
y 26;, tendrémos:

+ 63j;+9=9, 6ar=9--9=0
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Pero el producto OX0x9=0 no es igual al ul-
timo término de la ecuacidn; y por consiguiente, no
son eslas las raices. Tomaremos, pues, la otra fér-
mula (26) x-\~y-~"z—3x-\-%)i, siendo las raices X,

z=x+m, y sera;

3a;-i-2m- 9, 6 3.r+18=9, 6 3iIC=9—18=—9

Y dividiendo por 3, serd. . . . x= —3
y=Xx-\-m,0y="—3+9 ... y= 6
z=X-\-m”"N0z=—3+ 9 .cerrrrnn. s= 6

X+y+z. = 9

Verificando el producto de estos valores, y com-
parandolo con el ultimo termino déla ecuacion, ve-
mos que son las verdaderas raices, que es lo que se

buscaba.
Si con ninguna de ambas férmulas hubiésemos

obtenido las raices de la ecuacion propuesta, las
hubiéramos logrado por medio de las tablas.
57. Tamliien puede ocurrir el caso en que ten-

gamos una ecuacién que carezca de ios termi-
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nos 3." y 4% teniendo sélo el 1.y 2."; por ejem-
plo, pero esta no puede propiamente
llamarse ecuacion de tercer grado, pues segun lo
deniostrado (6), debia tener tres raices, y no es asi.

En tal caso dividiremos ambos miembros por x\
y se convertira en a—7=0, de donde x=1, Unico
valor que la satisface.

ECUACIONES POR RESOLVER.

—2\x~+\34~r—262=0
0,89.t0~39,9 191—89,735=0
N3_25727M1757N_3757M0

a:~+10,765;i:"-h7,13765.T—100,428895=0
N—W +13a:4-1014=0
H3 , +3,36%4-0,9=0
t'—17,3775a,—24,62875=0
6,18x"~+34,967264=0
Xr—147x+686=0
0N—12x'""+256=0
12,75x~+307,0625=0

ECUACIONES DE i.*“ GRADO.

58. En las ecuaciones de 4.“ grado pueden
ocurrir los casos siguientes:
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1 Que la ecuacidon tenga las cuatro raices
iguales,*en cuyo caso sera:

X=%j=z~u Xx+y+z+u~k~"Xx

2.“ Que tengan las raices dos solos valores, lo
cual puede verificarse de cualquiera de los modos
siguientes, que llamaremos subdivisiones.

(Y \” subdivisién. Las raices primera, se-
gunda y tercera son iguales, y menores que la
cuarta, en cuyo caso estaran representadas por

X, y=X, u~x-\-p
siendo la suma de ellas

Aty+ s+ U=k'X
, 2." suhdwision. Las raices primera y segunda
son iguales, como también tercera y cuarta; pero
estas, mayores que aquellas. En este caso estaran

, representadas por:

X, Yy—X z— x-i-71, U~X~h7I

(*) Recuérdese que m =y —a?, B3—s—X. p~ruU~x,yp”~n,

Véase el niumero (20,,



<29

siendo la suma de ellas
+ y+ 24-w=4:c+ 2n
3. subdivision. Las raices segunda, tercera y
cuarta son iguales y mayores que X, estando repre-
sentadas por;
N=ic+)n, u=x-hni
y la suma es:
r4-y-f2:+ w=4a:+ 3m
3. caso. Que tenga la ecuacién dos raices
Iguales, lo cual admite también las tres siguientes
subdivisiones;
N subdivismi. Las raices primera y segunda

son Iguales, y tercera y cuarta desiguales, estando
i'cpresentadas por:

X Yy=X,z~x+n, u-==0+p
y la suma de ella es:

a+ i/4-«4-W—Ax4-W+ N
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2." subdivisién. Las raices segunda y tercera
son iguales, mayores que X y menores que m. Estan
representadas por;

X, y— u=x+p

y la sumaes:

3. “subdivisién. Las raices terceray cuarta son
iguales, mayores que y, y mayor esta que X. Estan
representadas por;

X, y=X-\-m, u~x-{-n

siendo la suma:

4. “ caso. Que la ecuacién tenga sus cuatro

raices desiguales. Estan representadas por;

X, y=x+m, 2=x+?i', u—x-hp
siendo la suma:

X4-y4-2:4-w=4x-4-in+n+/]
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59. Para saber la relacion que guardan, entre si
el cuadrado de las raices y la suma de los produc-
tos binarios, procederémos de un modo analogo al
empleado en las ecuaciones de 2.“y 3." grado; y
tendrémos, que si suponemos Xx=y="z”u, sera:

{837 +y+z-\-uf=3cN-¥'if+zM+uN+%xy+ X% ~¥ xu+
-\-"yz+%ju+f%u.

Y poniendo todo en valores de X, sera:

(a-fy +

0 {Xi~y+z-~uf=iQx'~ (1). ~

Haciendo lo mismo con los productos binarios,
tendrémos:

AY-rxz+xu+yz + yu-h zu=x™Mx ~"'"~hx'N-\-x"+
N 6 xy-hxz-hxu+yz~i-yu+zu=ix' (%).

Con estas dos ecuaciones (i) y (2), formarémos
proporcion, y sera:
Xy + xz-hxu-\-yz-hyu+zu

simplificado, seré:
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D-N\-y~\-z-\-uy 8
Xy-\-xz-\-xu-\-yz-hyu+%u

de donde:
S(xy-\-xz~hxu-{-yz-{~yu-\-zu) ,
(x-\-y-hz-\-uy (xy {yz-{~y )
if-hxz-h xu H -f
(x-hy-hz-huf Sxif-hxz-hxuHyz+ yu -f zu)

60. Por consiguiente, vémos que cuando las

raices son iguales, restando del cuadrado de la su-

9
ma de las raices lo®—g— de la de los productos bi-

narios, la,resta es cero; y dividiendo por 4 la suma
de aquellas, se obtendra el valor de x.

EJEMPLO 1

Sea la ecuacién:

67'4-96"N"—256x4-206=0

y tendrémos:

X4-y+2+i;=¢16 (1)
Xy-\-xn-\-xu-{-yz~i-yu-\-zu=% (2)
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Restando del cuadrado de la primera los —8 de

la segunda, ser§;

167------ N256—256=-0

Luégo dividiendo la suma 16 por 4, nos dara el

valor de la raiz, que es 4, Unico que puede satisfa-
cerla.

EJEMPLO S**

Sea a;'+ 16a;'+96£i(;'+ 256a;4-256=0
y lendrémos:

I-j-i/+2:+ii=— 16
Xy +.T2:-f xu+y% -fyu~hzu="%

8X96
— 16 3 =256—256=0
— 16
— 16, de donde x= e=-4,

w
unico valor que satisface & la ecuacién propuesta.

61. 2.”caso: que las raices de la ecuacién ten-
gan dos valores, el cual se subdivide en 3, segln se
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ha dicho (58), siendo el primero de estos cuando
las raices son:

X, y=:=X, Z=X, cuya suma es, ix-\-p,

y tendrémos:

{x-hy  z-~uf=x"~hy-{~Z'"-\-u-\-"xy-\-""xz-"xu
4-2y2:H-%z;+22:2;=x +a: H-aM+ (X-\-p) (X-"p) +
(X-\-p) +2a;M “X{x+p) +%X
~XNNAXNNAXNA XA 42X P+ P N -{-2X° -\-2XN-h2X N ~i~Uxp
N2+ 2XPp-h2X N ~i~2xp, 6
{X-\-y-2Z'hiif=\"x"-\-Sxp+p”™ 6
(x-{-y+z-\-u)—p"~[Qx"+Sxp (1).

Los productos binarios seran:

Xy-\~xz+xu+yz -hyu + zu=x"+x"+x {X-\-p)
FXNMHX [X\P) +X [X+p) ~XN-\-XN+3M+Xp-{-XN+
/\_X/\_/\_Xp_/\x/\+xp,

0 Xy+XZ-{-Xxu~\-yz+yu-\-zvj==%3"+"xp (2).

Con las ecuaciones (i) y (2) formarémos propor-
cion, y ser&:

[x+y-~z-\-uJ-~p~ 16 X\-Sxp
xy-hxz-irXU+yz-{~yu-\-zu 6a;*-h3ap



Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por ™M\~xp, sera:

8 J
= -770
Xy -\-xz+xu+yz-\-yu-{-zu

i+, lyy f | MNxy+x%+xu+yi+~u+iu)
3

6 (x-hy-\-z-\-uY—

_’\(xyi-xz-\-xu-3\-yz-’\yu-’\zu)

Por consiguiente, vémos que restando del cua-
g

drado de las raices los de los productos bina-
rios, nos da el cuadrado de la diferencia u—x.
EJEMPLO 1/
Sea la ecuacion:
X*— 11 H- — 68a:-h40=0

y tendrémos:

X-\-y-\-z-{-u—M (2).]
Xy~"Xz~\-xu-\-yz-hyu-\-zu="-" (2).
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Restando del cuadrado de la (1) los -g- déla (2),

sera;
8X42 .
3 d21-112=9=jo™ I/ 9-=3=p
Tenemos:

~r-hy + 2 + Wi=4a;-HJO,

y también la ecuacién (1),

X\y— Z+ W =11,

Luégo 4a:+jo=11

Sustituyendo el valor de sera:

, 4.'i+3=11, 6 4a:=8, de donde a—2.

También tenemos raices, que son:

X—Y:=z, u—x-"-p.
Luégo:

an2,if/—2, 2=2, 'u=2+ 3=o0.
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EJEMPLO 2.*
Sea la ecuacioén:

a:'H-3,78a”'~19,98a;"— 113,940:— 140,67=0,

y tendremos:

a,;+2/-+-2:+w=~3,78 (1)
Xii+xz-\-xu+yz+yu+zu™~\","% (2)

Restando del cuadrado de la (1) los de la
(0]

(2) tendremos:

8
"3,78"N-——- N X-19,98=14,2884— (— 53,28)
=14,2884+53,28=67,5684=i"J"
Extrayendo la raiz, sera:
1/67,5684=8,"22=)0

\ ‘
La suma de las raices\es kx+p, luégo sera:

4t+p= —3,78
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y sustituyendo el valor de p, sera:

. 40:48,5==-3,78, 3,78—8,22=—12.
de donde
— 12
X— 3,/=—3,2=—3, U=XA~p

0 w=—3+8,22=3,22.

62. El segundo modo como puede verificarse
el tener las raices de una ecuacion de 4.”grado dos
valores, es cuando tenemos:

X, Yy=X, u="x+n, sumando 4a;+2".

' Procediendo de idéntica manera que en el caso
anterior, tendremos:

(T+ y+ Z-\-uY=X"-\-\f+ + AXy+ 2332+ 23Ji0+

+ 2y2+ %ju+ %zu=xN+ X™\-(X-\-n) (ic+ n)+ [x+n)

{X+ n)+ 2.r™+ 2a; (a:+ ii) + 2a: {X+ n)+ 2a: (a:+ W)+ oK

[X+ n)y + 2 @+ N) @+ N)=x"+ x» + %xn+  +

+ a™ 2 a:n + + 2a™+ 2£cN+ 2a?i+ 2ai™N+ 2a;?i+2,'cnN+
+2a:ii+2.r™M+2a:/i+21: M+ 4a:/i+2?2in 06
(a:+y+2+wf=16a:M"+16a:?i+4?2i™ 06

(X-hy-~z-\-uY— asiir=16a:~+16a:ft (1)
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Practicando lo mismo con los productos bina-
rios , seré:

Xy-\~xz+ xu-hyz-{-yu+ zu="x""+x {x+n)-"x
(x+n) +x {x+n) +x[x*n) + {x-\-n) (Xx-*n) =a;*+
AAEXN-\-X-hXN-\-X-{-XN-\-XA-\-XN-\-xN-hooxn-"n 6

Xy ~\-XzZ-{-xu-\-yz+i/iiH-zu=Qx™ Qxi4- o

Xy~"xz+xu~hyz+yu-]-ztfAn="Ax"™-hGxn (2)

Con las ecuaciones (1) y (2) formarémos propor-

cion, y~era:

(icd-y+ s+ uf—Ww \ X +{%XN
Xy+Xz+Xu+yu-\-yz+zu—

Dividiendo los dos términos del segundo ‘que-
brado por 2ir™-2a;?®, sera:

Xy-"xz~{-xn+ yx+ yu-hzic—#"

0 (x-hy-hz~hu f—
N + XZ-irxu+yz-\-yu+zu) g
3 N
0 [x+y-~z-\-uf—

AN AXZ+XU-N NI Z-\-ifu-\-zu) -
- | —— 3 -
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O (x-{y+z-ruy— oY NHEYXU-LyzyU2u)

1 sm
3 3 3

de donde:

4

63. De suerte que si restamos del cuadrado de

g
las raices los de los productos binarios, nos

resulta los del cuadrado de ladiferencia2— x

*U— X.

Por consiguiente, para hallar este cuadrado,
multiplicarémos por 3 el resultado de dicha resta
y dividiremos por 4 este producto, después de lo
cual solo tendrémos que hacer el sacar la raiz del
altimo resultado, y esta sera la expresada diferen-
cia z—X 6 u— X, que son iguales.

EJEMPLO 1.~

Sea la ecuacion:

600=0
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y tendrémos :

SC+y-h2:+w=28 (1)
Xy+ xz4-xu WiHyu+ 2M=276 (2) -

Restando del cuadrado de la (1) los ’ dela(2),
sera:
28*— =784—736=48
y sera:
48=-" 03x48=4w* 6 w*= =36
de donde n=6.

La suma de las raices es:

aHy+ 2+ w=4j-F

Luégo:
4 r+2xG=28 6 4.7=28—12=16 6 a:=4
Tenemos las raices

X=Yy, Z—X-I™n, u=x+n
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Por consiguiente:

y=4, A=4h6=10, w=4+6=10

EJEMPLO 2.°

Sea la ecuacioén;

a;™+3,12ai”-55,0368a;— 90,433824.t—
—1680,28363808=0

y tendrémos:
X-{-y-\-z-\-Vi="—3,12 ™)

3cy™xz+xu-{-yz-\-yu-\-zu=—55,5368 (2)

g
Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, sera:

342~ (_5575368x-~j=9,7344—
—(—148,09813)=:9,7344+148,09813=

=157,83253:

de donde:
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3X 157,83253=4«" 0 157483253

nN'=118,3744 6 w==10,88
Tenemos:
iX1+y-{-z-~u="x-h"¢n
y también la ecuacién (1)
N2/ z+ w=~ 3,12
Luégo sera:
4x+2x 10,88=— 3,12 6 4x=- 3,12— 21,76=
-24,88 6a;=— =-6,22
Las raices son:
Xfy~x, z=x+n, u”=x-hn
Luégo:

a:=-6,22, y==-6,22, z=-6,22 + 10.88==4,66,
w=4,66
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64. El tercer modo, como puede verificarse el
gue las raices de una”ecuacion de 4." grado tengan
dos valores, es cuando estas estan representa-
das por

X z=x-\-m, u===x+m
Yy su suma, por; 40;+3/n

Operando lo mismo que en el caso anterior, ten-
dremos:

\-%jz+%ju+"zu,

y sustituyendo sus valores, serg;

{X~hy-\rz-\-nf— xy -(x: m) X-\-Ni)-\- {X-}-m (X+ m)
+{X+mM) {X-\-m)-"2x{X-\-M) + 2a;(.'r+m) +2a;(a;+
4-M)+ NX-hm) (.r+ iif) 4-2 (ic+ M) (x4-m) i 2 (0:4-M)
(X-\-m) =xN-j-xM+%xrn-{-71iM+xN-}-
H-2a.Vil.4-m~4-22V2.rm 4- ¥ 2x?2H 4- 2:c~4-2.m 4-
4-2a;"M-43;?1i-i-2m. M- 20;M-4almd- 2mAM4- 2xM-4a-*m4-
4-2m”n 6

@2+ y 4-24- % — 16.0°4-2 IXM4- om® 6
(ECA-i/-1-z 4-wl —9M~"=16a;-4-24x'm (1).
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Los productos binarios seran:

Xy+00z-\-xu+yz-\-yu-* zu*x(x-hm) i-x(x-\-m)
~\-x{x-\-m)-\-{x-*ni) (x-hm) + (X-*m) (A~+71) + (ic+
+m) {x-hm)=x™-\-xm-\-x"™-\"Xm-{-x'*-\-xm -hx”™-h
HexmH \-x™-h%tm+  + @2 ~xm+ 0

XY-\-XZ-"XU-hyz-\-yU~"zu===Qx-\-9xm-\-3m" 6

Xy-\-xz-\-xu-\-yz-\-tjii~hzu— 3m~=6a;~+90;m (2).

Con las ecuaciones (i) y (2) formarémos propor-

cion, y sera:

X' {-y-\-z-\-u)™> 9 QM+ 24a:m
XYy+xz+xu+yz-\-yu+zu— 3m 6a™+ 9xm

Y dividiendo los dos términos del segundo que-
brado por 20;~+3ma;, sera:

{x-hy-~z-biif—9m* 8
xyH-xz-\-xU'j-yz-hyii~hzu— 3n 3
8(ay-bxz-\-xu+yz~yu+zv)

{x~hy-\-z-\-uy  <onm 3
(ic+"MH-i+w)N—9m~n=

%{Xy-"Xxz-\-xu+xjz+yu~\-zu)

6(-1y 11
=M — 8 —m
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65. Por consiguiente, restando del cuadrado de

g
las raiceslos —g— de los productos binarios, nos

dara el cuadrado de la diferencia, lo mismo que
nos da (61) en la primera subdivisién de este segun-
do caso; pero como las raices y la suma de aque-
lla son distintas de las raices y la suma de este, po-
driamos equivocarnos facilmente al deducir los va-
lores de las raices, sino comprobasemos su produc-
to con el allimo término de la ecuacidn propuesta,
como hicimos en idéntico caso (26), tratando de las
ecuaciones de tercer grado.

Lasraices enaquellasubdivision(6i), sonx,y="x,
Z="X, sumando4a;+jj. Yenesteson.T, y=
X-~m, s=y+w , u=x-\-m, sumando 4o0:-f-3m. Por
consiguiente, como al resolver la ecuacién ignora-
mos cuantas raices iguales tiene, y de que modo es-

tdn combinadas, claro es que si restando del cua-

9
drado de las raices los 6 de los productos bina-

3

rios, nos resulta un cuadrado perfecto, conocere-
mos que su raiz marcara la diferencia entre dos
raices; pero como en el mismo caso se hallan estas
dos subdivisiones dcl segundo caso, si tomamos la
primera formala por la segunda, 6 la segunda por
la primera, sacarémos valores falsos que satisfaran

la ecuacion de la suma de las raices, y acaso la de



u7

los productos binarios; por esto es preciso que
cuando nos resulte un cuadrado perfecto su raiz la
sustituyamos asi en la primera como en la segunda
formula de dichas subdivisiones, y con ios valores
gque saquemos para las raices formemos su produc-
to, y lo comprobaremos con el Ultimo término de
la ecuacion propuesta, al cual debe ser igual si son
los verdaderos.

Conviene tener esto muy presente para no incur-
rir en error; y para que se comprenda mas facil-

mente, pondremos el siguiente:
EJEMPLO 1®

Sea la ecuacion:

a'— 896a;-f 1024=-0

y tendréinos:

a,+y-f-2:-h";=26 (1),

XY~\-XZ-\~XU-i-yz-\-yu~\-zu="0 (2).
- 8
Restando de la ecuacion (!) los-~ de la (2),

sera:

)= 676-640==36=m ;" wi==6

BiBuoteoa
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Ahora bien, este cuadrado nos indica que laecua-
cion tiene tres raices iguales, pero no sabemos si
estas son :

X, z~Xf u—x-hp,
cuya sumaes: kx-\-p,
60 X y==x-\-my z="x-\-niyU=x+my

sumando 4a;+3m,,pues en ambos casos resulta un

cuadrado pei’fecto. Si aplicamos la primera de es-
tas dos férmulas, seré:

4x+6=46, 64a;=:26—6=20,

de donde:

x~~y Yy=5,2=5,1i=54-6-+'M,

cuya suma 26 satisface a la ecuacion (1).

Si aplicamos la segunda férmula, sera:

4g-r3x 6=26, 6 4a;=26—18=8,

de donde :

t=2,y=2+6=8,2=8, ii=8.
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cuya sumaz26 satisface también ala ecuaciéon (1)-
Veamos si sucede lo mismo formando el produc-
to de dichos valores, comprobados con el ultimo
término de la ecuacién propuesta.
El producto de los valores que da la primera de
dichas dos férmulas, es:

EX5X5X11=1375,
y los de la segunda son:
2x8X8x8=1024.

Y como el ultimo término de la ecuacién pro-
puesta es 1024, vemos que los verdaderos valores
de las raices son 2, 8, 8, 8.

EJEMPLO 2.*

Sea la ecuacién:

JN+16.,2hMN+94,3782:rV 237,125308™M+
+218,6799244=0,

y tendrémos:

icty+z+ii=—16,21 (1),
Xij-"xz-\-xu~{"yz+yi("+zu~9".31S" (2).
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. 8
Restando del cuadrado de las raices los de

los productos binarios, tendrémos:

- 16 =26 2,76 41 —20l6702

d1,0889=m":.

1/11,0889 =3,33

Ahora saquemos los valores con las dos férmulas
arriba expresadas, y sera:

1" at (y= a+ (s~ x)+ {u= x 4a; a-1?,
y sera:

16,21, 6 4a;+3,33=—16,21, 6
4.a"—16,21—3,33=—19,54, de donde
a,= —4,885, y~—4883. 2:=4,885, w=
—4,885+3,33=1,555.

El producto de estos valores no es igual ai ultimo
término de la ecuacion propuesta.

Las raicesde la segunda férmula son X, y~x-\-m,
2=a:+?n, u=x-{-m, y la suma 4a;+37?Iii.

Por consiguiente tendremos4a;+3m=—16,21,0
4a;+ 9,99=— 16,21, 6 4aa= — 16,21 — 9,99 =
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—”76,20,ded on d e 6,55 i/"~~6,55+3,33 =
= —3,22, z——3,22, u=—3,22. El producto de
estos valores es 218,6799244, que es el ultimo tér-
mino de la ecuacion prouesta,.

66. S®' caso. Que la ecuacién tenga dos
raices iguales, lo cual también puede ser de tres
modos como se dijo (58).

La primera de oslas tres subdivisiones se verifica
cuando las raices son X, y—X, z=X-\~n" to=x~\~py
la suma de todas ellas es ~-x+n-hp.

Siguiendo la misma marcha que hemos llevado
hasta aqui, tendrémos:

(r+ y+ 22+ uy=x"-hy™+ + 2. Ty+ 2xz-h2xu
~\~"yz-\-%ju-h2zu.

0 poniendo sus valores:

(X-\-y-hz -\-uf=x"" + T°+. T + 2'r2™M+nN +. T +
H 2.rp + "9+ + M (X+n) +2.i" {X-\-p) +
{X-\rn)+2x (a;+p) + 2 (x-hn) X-\P=XN\X\XN -h
+ %Xn+ N+ + AXp+ + 2 0 NN+ 4+ Yvnt XN
+ 2.rp+  +  %xn+ %N+ 2xp+ 2.0 -h X7+ ~xp+
+2:./p, 6

iIX-\-y+Z-\ruf~1Qx-Sxn-1-Sxp~"7i™-\-p™ + 2np,

0@+ y+ z-huf— ( 4-p®+ %ip) ~ \6t™+ Sxn
+ (i)
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Los productos binarios son:

XY H- XZ-hXu-" yz a- yu+ zZu—x+ X [X-\-N)-\-X
(XP)NX {XA{-N)~"X X p)-h G\en) Crepy i
doax+ XN-i-X™N+ Xp+ XN+ XN-hx™~bxj) \x*+xn +
-\-xp+np” 6

XY-"XZ+XU-hyz-N-yu+zu—"XN+'"AXn+"Xp + np

6 Xy xz -hxu-i-ijz-\yii + zu—np=0Qx~-\-3xn-h
-hdxp (%

Con las ecuaciones (1) y (2) formaremos pro-
porcion, y tendrémos:

x-N-y+z-huf— M + 2«p)
XY -\-xz-\-xu+ -hyu-hzu—np
QXM+ XU+SXj)
QX" -\-3xn+3xp

Dividiendo los dos términos del segundo que-
brado por 2a:"+,T/H-a:p, sera:

{X-\-y-hz+uf— (n*H-p~+2np) 8

XY -i-XZ+ Xu”™-yz-\-yu+ zu—np 3
(r+m/+2+ W)— (M+p~r+ 2np)=
S{xy-\-xz-\-xu-\-yz-\-yu-\-zu) 8«p

3 3"
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SNFNFL LN e

0 (., 1~1 VY 8jirytxz+xu+yz+yu+,u)

0 (x+y+z+uf _.8 ("y+xN+ai«+yz+y«+zN)
3

N
n
::n/\+p/\ P

67. Vemos, pues, que cuando la ecuacidon de
cuarto grado tiene las raices de la formula x, y=x,

z=="%-hn, u=x-\-p, restando del cuadrado de las

g
raices los -g- de los productos binarios, nos da los

. : . 2
los cuadrados de las diferencias ménos -g- del pro-

ducto de las mismas. Pero, ;cOmo harémos para
descomponer un ndmero que conste de estas tres
partes? Ya en el tercer caso de las ecuaciones de
tercer grado nos resulté una férmula muy parecida
4 la que nos ocupa, pues era —mn, yen

Y%np ;
el caso actual es, N =n"\-p" Y aln esta

-(siaUOTECA



134

lleva ventaja sobre aquella, toda vez que esta mas
proxima al cuadrado. Sin embargo, aqui dista del.
cuadrado mucho maéas que alli usando de la for-
mula Examinemos, no obstante,

si puede utilizarse.

68. Llamando iVa la diferencia que resulta de

g
restar del cuadrado de las raices los de ios pro-

ductos binarios, tendremos: V=n"-\-p®
Multiplicando por 3 los dos miembros de la ecua-
cién para quitar el denominador, sera;

3iVA=3nH-3pr—tn f (1)

Si extraemos la raiz entera de 3N, que llamaré-
raos i?, y la elevamos ai cuadrado, tendrémos:

+2np (2)

Sumando ambas ecuaciones (1) (2), sera:

3iV-i-il'=4n'-fVv

que dividirémos por 4, y sera:

3N+RA”

) ©
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Restando la (3) de ia (2), sera:

3iV+i?’ 4/ — i7*—3iV

%np==R"
onp 4 4

Dividiendo por 2, seré:

3i?*~3iV
np=- 8 (4)

Tenemos la suma y producto de dos cantidades;
luégo lo seran de las raices de una ecuacion de se-
gundo grado, y tendrémos:

n+p=R...... (5)
np==SR"~-3N(Q)
8

Restando del cuadrado de la (5) el cuadruple de
la (6), seréa:

SR~—BN 8i?7*~

ii'~4X 8 8

12iV— 4fin
8

Sacando los valores deViy p, daré:

N Y/ 42V-4DT»
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Suslituirémos estos valores en la ecuacion (1), y
si la satisfacen procederémos & sacar las raices de la
ecuacién con los valores obtenidos den, p. Sino la
satisfacen es preciso ensayar otros cuadrados.
Ahora falta examinar si esta operacién podra ser
demasiado difusa, 6si con facilidad podrémos hallar
el cuadrado que se busca.

Tomemos, por ejemplo, en el cuadrado de:

gue multiplicado por 3 para quitar el denomina-
dor, sera:

3wN-3p— L 1)
Si tomamos el cuadrado de 9, seré:

....... (2

Sumando ambas, dara:
4n®+4"MN=153

que dividido por 4, es:

nVi)~=38,25....(3)



Restando la (3) de la (2), nos da: -
2?ip=42,75
Dividiéndola por 2, resulta:

np=~\ ,375

y tendremos:

wjo=21,375

Restando del cuadrado de la primerael cuadru-
plo de la segunda, seré:

64—4x21,375=:—4,5; |/ -—4,5 ima-

ginaria que nos obliga & tomar el cuadrado ver-
dadero.

Tomando el cuadrado de 7 en vez del de 8, serg;

3nN-{-3p~— 72
WAHOIN2wWwp— 49 =T

4nwM-4190...=121
n~-\-p'~..= 30,25

“np....— 18,75
np....— 9,375

n-\-p=I
wjo=9,375

7'— 4X9,375=11,5; (/11,5 , etc., etc.



Aqui no hay absurdo manifiesto; por lo que, con-
tinuando nuestras operaciones, llegariamos a cono-
cer que no era el cuadrada de 7 el que buscaba-
mos; y en lugar de tomar el de 8 podriamos lomar
el de 6, y sera:

36

4n"N+4p~....=108

........ -= 27

%np........ = 9

np.... = 45
7:4-p==6
7Nii=4,5

36—4x4,5=18; 1/18~= =etc., etc.

Tampoco hay aqui absurdo manifiesto; por lo
gue continuariamos hasta conocer que debiamps
cambiar de cuadrado.

Asi continuariamos hasta llegar al cuadrado de
4, y tendriamos;

3?i’ -h3p®— "~np= 72
-\-p™+np.=" 16
4n“+ 47~ \...= 88

........ = 22
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absurdo que ya nos avisada que el verdadero cua-
drado que buscamos es mas alto.

Tenemos, pues, que si bien siguiendo los cua-
drados inferiores, hay que ensayar 4 cuadrados, si
tomamos un cuadrado mayor cualquiera que el
verdadero, nos presenta una raiz imaginaria: y si
en todos los casos ocurriéra lo mismo, muy facil-
mente resolveriamos la cuestion. Probemos, pues,
en cuadrado mas alto, y observemos su resultado.
Sea en el cuadrado de 100:

Multiplicando por 3 para quitar quebrados, sera:
3n N+ —2%ijj=26200

Si tomamos el cuadrado inmediato superior,

seré:
n * 10201 = 101’
.=36401
9100,25
~np........ = 1100,75
NP....... = 550,375

10201—4x580,375=7999,5; 1/7999,5, etc.
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No hay absurdo manifiesto; por lo que continua-
riamos nuestras operaciones hasta que conociése-
mos debiamos cambiar de cuadrado, y en vez de
tomar el inmediato inferior, podriamos tomar el
superior. En este nos sucederia lo mismo; y por ul-
timo, tendriamos que ensayar muchos cuatirados
antes de encontrar el absurdo, pues ni con el cua-
drado de i50 nos lo presenta todavia. Y si en lugar
de tomar oS cuadrados superiores, tomamos los in-
feriores, no lo hallamos tampoco hasta bajar al
cuadrado de 93.

69. Resulta, pues, que la formula N="riN-"p~A—

--------- ~  ofrece muy grandes inconvenientes para

la resolucion de las ecuaciones de que tratamos. Y
no pudiendo joor ahora encontrar otra férmula que
la sustituya con ventaja, lo aplazamos para cuando
tratemos del cuarto caso, que es aquel en que todas
las raices son desiguales. Dejarémos, pues, esta
subdivisién en tal estado, y pasarémos a la si-
guiente.

70. La segunda subdivision del tercer caso
es cuando las raices estan representadas por

X, ZAX+m, n=x-hp, sumando 4a;+

Ejecutando lo mismo que en los casos anterio-
res, tendrémos:
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- + + Xy + X2+
+ANU-A"AYyZ-h AU+ zu=xM-h{x~hmy-h{x-\-m f-h
AMxApf-hAx {X"m)-~%x (X m) + *x(xX"p)
+ Ax-hmy-\-'¢ (x+in) (a;+7")+2 (x+m) (x-hp)=
= XXM\ Y%xm+ m '+ XN+ xp +
+ o+ 0HAN\UXM + 2 N AXM A+ 28N Uxp + Yox N+
+ kxm + 2m~+ 2a™+ ~xm + ~xp -f %7ip + +
+2.m+2°p+2mp O
{x+y+z-\~uf=\"x"-\-\"xm + 87p+ 4m"+ji?™+
+4m/? 6
(x+y+%-~*nf— (4m ™ ++ "mp)==iQx"-n 160;M-h
+ 8Y? (1)
Los productos binarios, son;
Xy+xz-\-xu-byz-\-yu-\-zu=x[x~{-'"W.)+x(x-\-7n"-\-
~y-X{x-*p)+[x+my-\-{x-Jrm) {x-\-p) + {X-*rm\ (*-h
APIAXMEXM AXNEXM AXNEXP XM HAXM M AN+
+ XM xm+ xp+ mp+ X'+xin-hxp ~\-amp 6
Xy+Xz-\-Xu + 7jz-"7ju-~zu~6/Y* ~xm-\-3xp-h
4-m~+2mjo 6
xy-hxz-hxu-\-yz + yu + zu~(m”-"%np)=0Qx'-h
4-6.rm+3.r;? (2)
Con las ecuaciones (i) y {% formaremos propor-
cién , y lendrémos:
[X-{~y-{-z-{~uy— (4m™+ g™ 4mp)
Xy-hxz-\~xu-hyz-\-yu~zu— (m”~+%np) ~
16~ + iQxm-hSxp
AXN-NGXiN-\-3xp
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Dividiendo los dos términos, del segundo que-
brado por *x™M+/~xm-"~xp, tendrémos:
|
@-1y+ % uf—@m+ +  4my)) 8
XY-]-XZ-\-XU-1~yz-\-yU"}-%U— (m ~+2m p) 3
(X+y+s (4 m ~ + g™ kmp)=

%{xy—\—xz+x>ét+yu+yz—{—zu) 8(yn’§+2m'\ n
S(xiN-hxz-{-xU"N-yz-\-yu+zu)
{x+y~z-huf 3N -
8m™— 16mp
'’ % (xii-{~xz"xic yz~\-yu-{-zu)
{X-\-y+Z'~-uf 3-
12hiN - i'~mp smn 16mp

8fxi/+ Ta-Xxii+ yz+ yu+ zu)
XNy+%-D-vi'~— 3
{x"y+%-b-vf' "

_T 113 +P

4 4mp
7t. Pero esta formula iV=- 3 -P 3

aunque la multipliguemos por 3 para quitar el de-
nominador, resultando 3iY=4m”~+3/9™— 4iy™p, es de
una solucién muy dificil y penosa, pues los ensayos
que fuésemos haciendo para buscar un cuadrado

cuya raiz fuese la misma que la de 4m”+3;9™— 4w/?,
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no pueden hacerse sin que vayamos descomponien-
do la supuesta raiz en sus factores para buscar los
valores de my de con objeto de sustituirlos en
dicha formula, y ver si la satisfacen; operacién lar-
guisima y trabajosa.

72l.  Podriamos hallar otra formula de no tan
malas condiciones, trasformando el valor den=x-{-p
cnn=z-\-h, que es lo mismo, toda vez que n~z
mas una cantidad que llamariamos/t. Sustituyendo

este vaiLor en I@-: —a— 'rp- se converti-
ra en +
4,17 2— %mi

Multiplicando por 3, nos daré:
3iV=3w”"N+347N+27n4.

Indudablemente esta formula es mucho menos
mala que 3iV=4m~+3p~— hnp\ y también ofrece
menos trabajo que la hallada en la siibdivision an-
terior, que era 3N=3n"+3p'*—"2np, toda vez que
hallandose esta maéas distante del cuadrado que
aquella, deberiamos con la que nos ocupa, divagar
mucho menos para encontrar el cuadrado cuyas
raices son my h. A pesar de ésto, nunca dejaria”é-*™{~‘gN

L(»BuoTec.
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ser una operacién mas difusa que la que deseamos.
Y no pudiendo por ahora exponer un medio mas
ventajoso para la resolucién de las ecuaciones de
esta subdivision, lo aplazamos para cuando trate-
mos del cuarto caso, que es aquel en que las cua-
tro raiccs son desiguales.

73. La ultima subdivision del tercer caso, es
cuando las raices estan representadas por:

X, y=x-\-m, ~N=x-\-n,
y la suma de ellas es:
Ma-y 4-s+ 1i~IX-fma-

Elevando al cuadrado la suma de las raices, y
sustituyendo sus valores, tendremos:

{x-\-y-"z-h 4-2.ry 4- "™z 4- NXil
4-2y2:+ %ju-hzfi=x™-\-{X-\~mf-\-[x+ny"i- {X-\-i%f
Si-2.8'(rd-i/~N) + 2.r (.rd-n) %X (.r4-n) 4-2 [x+m)
(X-\-n) 4-2(ai+ m) (.'c4-n])H-2(.r4-22)"=.r"+a;"4-

%vn 4- "MXM 4- %vn~hn™N-"N 2a;@-
+ 2.rm 4-2.c"+ 2a;iN4-2.N4- 2151 4- 200N 4-2.m + 251224 -
4-2»m4-2a;"4-2.rm4-2.mH-2??m4-2a;~+toi -I-2w" 6

(a;4-y4-24-w)N=16a;'4'16a:n4- Sxm 4- 42"\N4-
4-4wm, 6
(a;4-y-1-"N4-Ng7— = 4- \"™Xn

i-Sxm...... (n.
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Los producios binarios son:

Xy+Xxz-\-m+yz-~yu-\-zu~x[X-{-m)-\-x(x~hn)-\-
+X[Xx+ n)+{x+ m) (x+ w)h {x*m) (dh w)h
+ X\-NYAXNA\- XN -\XA\XN -{-XN-hixn-\-X MY xm-\-
+ XN+ mn+ x*-\-xm+ xn-hmn+ + “~xnn- 6

Xy-\-x%-\-Xu + 22+ yu+ zu” 60;'+ 6.m + 3xm-h
~h™ mn-\-n™ 6

XY-\-XZ-\-Xu-\-tjz~hyu-{~zu—"mn— rC—" x~ ~*xn

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremos pro-
porcion, y iendrémos:

{x-\~y+z+xif— —W-—4mn
XY-\-XZ+XU+ y2i+ y + ZU—2m«—
\QX~""\QxN-\-Sxm

6a;"H-6.m+3a,w

Y dividiendo los dos términos del segundo que-
brado por 2.r*+2a'w+.rm, tendremos:

XA\y\-z\-uf— —4 — 8
Xy+xz-~*xuyz” yu+zu—%mn—
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O{x-1-yi-z+uf— iM—m> 4m?i=

A[xy-{-xz-\-xu-{-yz-hyu+zu) 1IQomn
i 3 3’
8{xy -hxz-\-xu-\-yz-{-yu~\-zu)
(x+y-~z-\-uf— 3 “
12mn  1Qmn ar .
— M\ - A — -TJ--—m
W~ 3
4mn
+
. 3 m

74. Aqui tenemos otra formula tan dificil de re-
solver como la anterior, pues aunque quitemos el
denominador, convirtiéndose en 3iY=3m”"N4-4?"—
—4?7?m, no podemos deducir los valores de m, n si-
no [)or medio de un trabajo muy prolijo y penoso
para ir descomponiendo en sus factores las raices
de cada cuadrado que ensayaremos, y sustituyendo
sus valores en dicha formula para ver si eran los
verdaderos. Pero afortunadamente podemos eludir
este escollo como lo hicimos en el anterior, lo cual
aplazamos para cuando tratemos del siguiente caso.

75. EIl cuarto caso de las ecuaciones de cuarto
grado es aquel en que las cuatro raices son des-
iguales. Estas entoneos se hallardn representa-
das por:

y—X+m, UNX+j>N
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siendo la suma:

Ejecutando lo mismo que se ha practicado hasta
aqui, tendrémos:

-h*~xz +2.rw
+2yz+%u+22:w.

Sustituyendo sus valores, sera:

(T+2+3+uy=x"™ (xHm f+ (CH-nN+ ([CHP)™4-
H-A X (x+ w)+ "xix+ n)+ ~x{x+ p) 4-2(.r+ m){x4-n)
4-2{x + wi) (s-h™))4-2(.ra-;ii) (M+/))=."r™4-"'rVIm+
4-mHa™M- 4-1"M- MY Nxp + | 2P0N4- 26C14-
4-"N+ o XN 27 NM-Mxp +2M-"xm+ %xn4- 2mn4-
+ 2c™~h2am4- + 2n)4- 4-~“xn4d-  4-"“np,

0 (.T;4-y+24-7;7==I1G:r4-8xw;4-80TH- 87:p+ 7»"+
4- 4-2/n/i4-%np+ 2/?p

0 (N-hy 4-z4-wWN— —p—2?n?7— 2mp — 2/
=:16t74-Sxm + Sxn 4-Sxp.

Los productos binarios son:
xy-{-Xz-\-xu-\-yz-\ryu~"zu.

Y sustituyendo sus valores: sera:



A

Xy+ Xz+xu-hyz-hyu-"-zu=x{x+ m)+ itj(@+ u) +
\-x{X-\-p)-{-(x-h7n) (a:H-n)+(a;+m) (Xx-h-p)+ {x+n)
[X-\rp)=x™+ xm -\-x"-i-Xn-\-x--{-xp-\-x-hxm + X7i+
-hmn+ + x?n+ xp+ mp+x~+ xn -i-xp-\-np

0 Xy-\-Xz-\-xu+yz+yu+zu="x"-\-Zxm +3a?M+
+ 3Xp+ mn+)ii;p+ np

0 Xy+xz+xu-[~yz+yu-{-zu—mn— mp—np~%x"
A2X)N-\-"XN-\-*Xp (2).

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formarémos pro-
porcién, y tcndrémos:

{x~{-y+z+uf—7r~— — 2mn— 2mp— %ip
Xy-\-xz~\-xu-{-yz-\-yu-hzu— mn— mp—np
le™+ SX7Tn+ Sa™+ Sxp
Ga™ 3a;m+ 3a/i+ 3ap
Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por:
AN +XIN+XN-hxp,
seré:
(aH-y 4-z-huf— mMm—ri—p*— —2mp — %p

Xy+Xxz+xu 4yz™N-yu+zu— mn— mp—np
8

6 {x+y+z-\-uf— — p™—%mi— %mp—
__ Blay+rar+aM 4 lyz+yw 4~zu)
3
%mn 8mp 8%ip

3 3
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6 BIN-y+AN+ASN+yN+yu+zU)

3
=m~-h¢,N+pA nmMn Rmp Bnp
Smn Smp Snp
0 + 8{xy+xz+xu+yz+yu+zu)
2, ._.Smn 7gp ~np

Y llamando iV 4 la diferencia que resulta restan-
g
do del cuadrado de las raices los de sus pro-
o
duelos binarios, seré:
%nn ~mp ~np
3 3 3

y multiplicado por 3, sera:
3iV=3(m W N —(2mii+2mp + ~np).

Formula que nos dice que verificando dicha resta,
nos resulta los cuadrados de las diferencias y—xX,

2
Zz—X, u— X, menos los — de sus producios bina-

rios. Para hallar, pues, los valores de las raices ne-
cesitamos, por consiguiente, averiguar los de sus
diferenciasm, n, p, lo cual conseguiriamos de igual
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manera que en todos ios casos anteriores, ensayan-
do cuadrados. Pero como podemos emplear el mis-
mo sistema que en las ecuaciones de tercer grado,
gue reune todas las ventajas de sencillez, claridad y
prontitud, nos ocuparemos desde luego de él, pres-
cindiendo de todo lo demés.

76. Este sistema & qué aludimos es la forma-
cién y uso de las tablas, de diferencias, sobre lo
cual muy poco es lo que tenemos ([ue afadir & lo
dicho en los nameros (43) y siguientes, pues asi
como alli son las diferencias my h con la formu-
la aqui son m, n,p con la férmu-
la que acabamos de sacar de N=m~"-\-7vA-p'—

— N

multiplicada por 3

para mayor facilidad, es
— %nn— 2 hi//~— %ip. Restandopues, del cuadrado

8
de la suma de las raices los de la de los pro-

ductos binarios, nos ciara-iV, .(Jue multiplicaremos
por 3, y sera 3iV, que buscaremos en las tablas, y
nos presentard & su lado las diferencias m, 7i, p. Si
por una casualidad ocurriese que al buscar & 3iV
(cIn el caso de tener decimales) en las tablas, lo
hallasemos seguido de ceros, entonces debemos
considerar & 3iV como seguido también de aquel

mismo numero de ceros; pues consiste esto en que
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como en decimales se desprecian los ceros a la de-
recha y en enteros no, puede suceder y sucede que
teniendo por, ejemplo, m, 6 n, 6p, 6M y n, 6 m, n
y p, dos cifras decimales que al elevarse al cuadrado
se convierten en cuatro, al restar el doble producto
de -nn-\-mp-\-np, se destruyan aquellas 6 alguna de
dichas cifras, y resultando ceros & la derecha se
omiten. Asi que, la division que se haga en las di-
ferencias que las tablas nos den, sera por la unidad
seguida de tantos, ceros como la mitad del nUmero
de cifras decimales sumado con el de los ceros que
en las tablas-hayamos encontrado agregados & 3iV.

Ejemplo: Si tenemos 3A"=-341,61, y buscamos
este nimero en las tablas, hallaremos el numero
3416100. Por consiguiente, con arreglo & lo dicho
dcl)cmos considerar & 3iV como con cuatro decima-
les, y por consiguiente, ,dividiremos por 100 las di-
ferencias iw—745, ii=745, p=1300, y seran
?n=7,45,7,43, p=\d las que correspondan &
341,61.

77. Si 3.V no estuviese en las tablas seré
un cuadrado perfecto, en cuyo caso la resolucion

de la ecuacion es la explicada en los numeros
o w
(61, 64 y 65), 6 sera N = -~ | cuya resolucién ex-

plican los nUmeros (62! y 63). Y & estos mismos nu-
meros (61 al 65) deberémos recurrir si estando 3/

N
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en las tablas nos diese para las raices valores falsos,
gue conocerémos comprobando su producto con el
altimo término de la ecuacion.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE 4.* GRADO.

78. Pocas palabras bastaran para llenar cumpli-
damente el objeto que nos proponemos.

Hemos visto (7S) que las raices son a;, ij=x-hm,
Z~X+Nn, M—.-c+p, y que lasuma és Xx+y-\-z~u=
—4a?+m-i-w+p. Halladas, pues, en las tablas las
diferencias m, n, p, sustituiremos sus valores en
esta férmula; y dejando en un sd6lo miembro & 4;r,
dividiremos por 4 y lcndrémos el valor de X. En
seguida sustiluirémos este y el de m en y=0;-hm, y
nos daré el de y; harémos lo mismo con ny p en
z=X"n, w=a;4-p, y quedara resuelta la ecuacion,
como lo veremos en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO i.*
Sea la ecuacion: m
+1 774~ 423a;-h270-=0
y tendrémos:

a,4-y+2:-4-W =25
X\j~\-XZ-\-Xu-\-yz+xju-\"ZU=\.I'*



Restando del cuadrado de la primera los o de

de la segunda, nos daré:

25’——==153=w’'+n’+2)'—

2nm— %Sﬂp—’\np

Y multiplicado por 3, sera:
459— — %np— "*np~3N.

Buscando en lastablas el nUmero 459, vemosque
nos marca las diferencias 2, n="5, p=14;y
como la suma de las raices es a;-hi/+~+w=25,
tendrémos:

kx+ m+ 714-p=25

Sustituyendo aqui los valores de m, n, p, dejando
sélo en el primer miembro & "X, y dividiendo por
4, sera:

4a:H-2+5+ 14=25 6 4a:=25—21=4. Xx~ i

YEX~\-TN 0 2/ =1h 2. ?2/=
Z=X-"MN 0 2=+ 5 zZ= 6
M=T-f-p 6 M=1H-14.......ccocvrirrirern. i/=15
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Estos cuatro valores satisfacen a la ecuacion pro-
puesta, que os lo que se buscaba.

EJEMPLO 2.“

Sea la ecuacion:

'+ 12,98;"+ 28,3939%1r"~-132,b15244a; —
— 379,07549792-=0

y tendrémos:

12,96
xy+ xz-fxii-\Zyz 4-yu~i-zu==2S,3939

g
Restando del cuadrado de la primera los m © - de

la segunda, seré:

_.12,96'— "’\""é‘-"::92,244543— =\

Multiplicando por 3, tenemos:
276,7336=-3m'H-3?1"4-3p'— 2mn—2m>—

Buscaremos este numero en las tablas, prescin-
diendo de la coma decimal, y vemos que nos da las
diferencias:

m-=327,?i=032,/)=1141

Recordando lo dicho (49) tendremos, que ha-
biendo cuatro cifras decimales en el numero
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276,7336, al suprimir la coma, lo hemos multipli-
cado por 10000, y por consiguiente, hemos también
multiplicado por iOO a las diferencias m, n, p, pro-
ductoras de dicho numero; luego tendrémos que
dividir por 100 & estas diferencias, y sera:

m-3,27, n=5,32,p"11,41
Tenemos:
— 12,96
luégo sera:

a:x-hm-\~n+p=— 12,96 6 40?+ 3,27 + 5,32+

+ 11,41=— 12,96 6 4x=—12,96—20=-32,96.
Dividiendo por 4, sera: - . : - Xx=-— 8,24
6 y-\— 18,24+ 3,27 = — 4,97
sNT+n 06;s=—8,24+ 5,32 2,92
u~x-\-p 6u=—8,24+11,41 3,17
irty+s+w = —12,96

Con lo cual la ecuacidon queda resuelta.

79. Cumpliendo lo que ofrecimos en los nume-
ros (69, 72y 74), vamos a tratar de las ecuaciones
gue comprende el 3." caso (66).

80. La primera subdivision de este caso es
aquella en que las raices estan representadas
(66) por:

I, y—x, z—x+n, vA=x+p
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siendo la suma;
TH-yH-z+ W=40H-W+p.
Y como tenemos (20):
Z=X+n, u=x-p.
sera:
m=y~X, N*z—Xx, p=u—x.
Si, pues, en el presente caso tenemos:
y~X, z"x-hn, u~x-hpy
serd: m=0.

Y por consiguiente, nada.hay que se oponga &
que las tablas empiecen por en lugar de em-
pezar por'm =1, con lo cual esta subdivision queda
comprendida en el caso ultimo, como se demues-
tia sustituyendo el valor de ??i=0 en la férmula:

%mi %np %\p
3 3 N N
%np
3

N=m~-hn”"-hp'

estase convierte eniY=0"+?2i"+p2~0_ 0
2 2 P

=n +p-—- ~— que es la férmula que sacamos

entdnces (66). Esto nos lo pondrad de manifiesto el

siguiente:



ar7

EJEMPLO.
Sea la ecuacion:

n 45,5129.M—510,318a;+1448,71=-0
y tendremos:
X-\-y-hz-\-u= — 12
xif+xz-\-xu-{-yz~hyu-\-zu~—45,5129

0
Restando del cuadrado de la primera los de
la segunda, sera:
8X-45,5129
—12'— 2124
8x45,5129 1
3 265,3677-~=N

Multiplicando por 3, sera: -
796,i032=3iV.

Buscando este numero en las tablas, prescin-
diendo de la coma, vémos que el numero 7961032
nos da las diferencias:

m =0, 91"1277, p=1523.

Dividiendo estos valores por 100, segun lo di- /
cho (a9 Y lendrémos:

m=0, n— 12,77,p=15,23,



gue sustituyéndolos en

da;+m+?i+p=—12,
sera:
4i7-i-0+ 12,77+15,23=—12, 6 = — 12—
—28=—40.
Y dividiendo por 4, sera: ... =—10
y=x-hm, 6 y——10+ 0 ...... 10

z=x-hn, 6 "=—10+12,77 ... N=2,77
u=xi-p, 6i,=—10+ 15,23 ...... w=5,23
[
iT+y+:s+ii=— 12
81. La segunda subdivisién del tercer caso es
cuando las raices estan representadas por (70):

X, =y=x+m, z=x-{~m, u~x~\~p,
siendo la suma:
T+ y+2:+ig=4ai+2?/i+p.

Entre esta subdivision y la piimcra, no existe
mas diferencia sino la de que en estatenemosm=w,
lo cual no complica ni la formacidon de las tablas ni
su uso. Sien laférmula x-hy-\-z-hu="ix-hm-hn-hp,

hacemos m—n, que es el caso presente, se con-
vertird en la misma suma :

X-{-y~z-\-u"k-x-"%n+p.
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Y si hacemos igual sustitucidon en la formula del
cuarto caso,

%n°?i %np 2np

sera:
%np 2mp —
3 3 m
~mp 2
NP
3 3 3
~mp A Awip
3 - 3 "P 3

que es la misma formula sacada (70).

Luego esta clase de ecuaciones pueden resolver-
se también por las tablas de diferencias del cuarto
caso, como lo veremos en el siguiente:

EJEMPLO.

Sea la ecuacion:

0;7A-H12,10;r'-f-12,2025~~~107,4825.r~ 195,075
-0 ,

y tendremos:

XNy \~z\~u=—12,10,
xy-hxz-\-xu-hyz-hyu-\-zu=i™, 0"\,
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. . 8
Restando dei cuadrado de la primera .los de
. la segunda, sera:

8x12,2025
:146,41—32,54==

=113,87=:iV.
Y multiplicando por 3, dara:

341,61=3N,

gue buscaremos en las tablas, prescindiendo de la
coma; pero no lo hallaremos, sino que verémos el
numero 3416100, lo cual nos dice que este nos da-
ra las diferencias de aquel; pero que debemos agre-
g/\r estos dos ceros a 146,61, y teniendo ya cuatro
decimales (76)™ dividiremos por 100 las diferencias
gue nos da, y son:

m =745, )i==745, ~=1300,
que quedaran después de hecha esta division en
m-=7,45, «—7,40, ~=13.

Con estos valores pasaremos & sacar los de las
raices, y tendrémos;

4T+m +n+i?=—12,10 6 4a,+7,45+ 7,40+
-1-13=-12,10 6 4r==—12,10—27,90=—40.
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Y dividiendo por 4, sera: . . . x~ —10

y—x+m 6 y——10-1-7,45 —2,55

Zz=X-\-n 6 z~—10+7,45 — 2,55

u—x+p 6 u= —10+ 13 u= 3
X+y-\-z-\-u = 12,10

Con lo cual queda resuelta la ecuacion.

82. También hemos aplazado para este lugar la
resolucién de las ecuaciones correspondientes a la
tercera subdivision (73 y 74), lo cual vamos a
cumplir.

Tenemos las raices representadas por:

X, y=x+m,z— Xx-\-n\

sumando:
a,;ty+2+?;=4£C+m+2n.
Y por consiguiente toda vez que z—u. Sus-
tituyendo p—ii en la férmula,
Y R 2mn 2mp 2/ip
iV=m~"+2r+2>'— —2 3 3
sera:
2wn 2mn
A'"=m~+aM-n”- 3 0
kmn

JY=m~"+2«N—

3

imn
rA\]/zmz/\_'__ i J—— gr}/\_ 3“ =m '+ —|'V_

Amn
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gue es la misma férmula Hallada (73).
Haciendo igual sustitucion en la suma

x+y-hz~\-u="x-hm-\-n-\-p,
tendremos:
JCHiI/+2:+ii=4a:+m+n+n=4:r+m+2rt.

Por consiguiente, también estas ecuaciones pue-
den resolverse por medio de las tablas de diferen-
cias, como verémos en el siguiente:

EJEMPLO.

Sea la ecuacioén:

18,75a:"— 123,4375a:+257,8125=0
y tendremos:

a:ty+2:+w=—38,25

Xy+xz~\-xu-\-yz-hyu+zu~~iS\1~.

g
Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, seré:

—8,25%— ANANANANANAN=1718,0625=iV.

Multiplicando por 3, sera:

3iV=354,1875,
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cuyo numero buscarémos en las tablas prescin-
diendo de la coma, y verémos que las diferen-

cias son:
m=-325,n=1075, ~=-1075,

qgue con arreglo & lo dicho (49), dividiremos por
100, y sera:

m=3,23, ii=10,75, ]j=10,75.
Sustituyendo estas diferencias en
ix-\-m-i-7i-hp~— 8,25,
sera,;

4a;+3,25+ 10,73-1-10,75=—8,25 0 4x=-~8,25
~24,75=~33.
*

Y dividiendo por 4, sera: . . x=~—38,25
y=x-\-7n, y——8,25-1-3,215 y——5
s=a”H-ii, 2=—8,20~hl0,75 2— 2,50

7i~x-hp, u=-—8,25+10,75 n~ 2,50
T+?2/+2+w=—8,25

Con lo cual queda resuelta la ecuacion.

83. De lo expuesto resulta que todas las ecua-
ciones de 4.”grado completas pueden resolverse
por medio de las tablas de diferencias con la mayor
facilidad. Pero en atencién & lo sumamente facil que
es también la resolucién de las ecuaciones com-

prendidas en el segundo caso, dejamos su resolq-
!
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cion, tal como se explica en el nimero (61), al cual
se acudira en el caso de que al presentarsenos una
ecuacion de 4® grado para ser resuelta, no hallase-
mos a 3iV en las tal)las, 6 si hallandole, no nos diese
las verdaderas diferencias, y por consiguiente, sa-
casemos falsos valores de Xaices. Para asegurarse
de que hemos obtenido las verdaderas yaices, de-
bemos siempre comprobar su producto con el alti-
mo término de la ecuacion.

ECUACIONES INCOMPLETAS DE 4.“ GRADO.

84. No siempre lasecuaciones se presentan con
lodos sus términos”™ sino que a veces les falta uno 6
mas de ellos. Esto, sin embargo, no hace variar ab-
solutamenljc nada el sistema explicado para las com-
pletas, que tiene igual aplicacion en las incomple-
tas. Porque, sea cualquiera el término que falte, no
consiste en otra cosa que en haberse nivelado y
hecho igual las cantidades-positivas y las negativas.
Empezaremos por el caso en que & la ecuacién la
falte el segundo termino, cuyo coeficiente (9), sa-
bemos que tomado con signo contrario es igual a la
suma de las raiccs. Y como las demostraciones que
tenemos dadas (59, 61, 62, 64, 66, 70, 73 y 75),
comprendan todos los casos de igualdades y des-
igualdades de las raices, no tenemos necesidad de
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una nueva demostracion para la resolucion de esta
clase de ecuaciones. Solo, pues, dirémos, que cuan-
do falta el segundo término en estas, es porque en
la suma de las raices se. nivelan los valores positi-
vos con los positivos, y resulta cero por consi-
guiente. Nos limitarémos, por lo tanto, & poner el
siguiente:

EJEMPLO 1.*

Sea la ecuacion:

ic— 172,4469ic"- 1070,54398.r— 1623,75024=0
y lendrémos:
x-hy-i-z-hU—0,
Xy-\-xz-hxu-\-ijz-\-yu-i-zu=—172,4469.

g
Restando del cuadrado de la primera los -g- de

la segunda, sera:

ON-I><”™:ijM ~=459,8584=jV

Y multiplicando por 3, tendremos:,

1379,5752=3iV.

Prescindiendo de la coma, buscaremos este nQ-
mero en las tablas, y vemos que nos da las dife-
rencias,

?n=273, «=555,"=2372.
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Con arreglo & lo dicho (49), las dividirémos por
100, y tendrémos;

n===555, p=23,72,

con las cuales pasarémos & buscar los valores de las
raices, y seré:

0 4a:H-2,73-1-5,55n-23,72=0,
6 4t= —32, de donde....... X——38
yz=x-\-ni, 6 y~ —8h-2,73 ... y——5,27

z=x-\-n, 6 2= —+8+5,55 ... 2;=—2,45
0ii==—28-1-23,72 ...... A= 15,72
x-{-y~hz+u.... 0

Comprobado el producto de estos valores con el
ultimo termino de la ecuacion, lo satisfacen, y por
consiguiente, esta se halla resuelta.

85. Otro caso de ecuaciones incompletas es
aquel en que falta el tercer término, cuyo coefi-
ciente sabemos (9) que es la suma de los productos
binarios do las raices. Pero su resolucién no varia
por eso, pues se halla dentro de la ley general esta-
blecida, por lo que nos limitarémos a poner el si-
guiente ejemplo:

Sea la ecuacion:

AN _8.TM+128.r~-256=0,

V tendrémos:
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Nty 4'2+ w=8,
Xy'txz+xu-\-yz+yu-h2W=% .
Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, es;
BFer- AN =8*=64=iV .
Y multiplicando por 3, nosdéa; 3iV=192, que
buscarémos en las tablas, y vemos que nos da:
m=8, w=8, {0=8,

y tendrémos:

4a;+ m+nH-jo=8, 0 4a;+ 8-1-8-1-8=24, 6 4a:=
=8—24=—186,
de donde dividiendo por 4 ... X~ —4
y~x-{-m, 6 y=—4-h8 ... y=

Zz="x-\-n, 6 z=—4-1-8 ... ]s=
vAX-\~p, 6 —4+8 ... u=
X-\-y-\-z-¥u ...... = 8

Cuyos valores comprobados con el dltimo térmi-
no de la ecuacion lo satisfacen, y laa halladas son

sus verdaderas raices.
86. Gomo segun hemos visto en todo lo expues-

to, nos basta para resolver una ecuacién los térmi-
nos segundo y tercero, sea 6 no igual & cero cual-
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quiera de ellos, creeriamos malgastar el tiempo en
inquirir si puede haber ecuaciones en que faltan
otro U otros términos, pues nada nos debe esto im-
portar teniendo los necesarios para su resolu-
cion. Lo que si nésdejaria inutilizados, seria el que
en una misma ecuacién faltasen los dos términos
segundo y tercero. Pero, como demostrarémos en
la teoria general, no puede esto verificarse.

ECUACIONES POR RESOLVER.

— 13,081 -h 64 ,1574ic — 139,863132a:4-
+114,33811041=0.
88a—64=0.
oM 2,2a'—18,72a:V72,576a:—69,12=0.
a*— 0,45a:'—24,3729%9a:'—6,861975a:+
+108,155775=0.
a'—0,48a:'—20,3824a:H 31,1456a:+83,9808=0
a:~~2,7536a:'—2,2464a:—0,4928=0.
an—4,44a:'+21,881296a:+48,57647712=0.

ECUACIONES DE ii.” GRADO.

87. En las ecuaciones de 5.” grado pueden
ocurrir los casos siguientes:

I.° Que la ecuacion tenga iguales sus cuatro
raices, en cuyo caso la suma de ellas, seré:

a:+?/+ 2+ w+ 4 = 5a:.
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2. Que tengan las raices dos solos valores, lo
cual puede verificarse de cualquiera de los modos
siguientes, que llamarémos subdivisiones.

1. “ subdivision. Las raices primera, segunda,
terceray cuarta son iguales y menores que la quin-
ta. Estan representadas por:

X, Y=X, u=x, k=x+q. (Véase elnim. 20.)
la suma sera:
y %
X-\-y+z-"U+k="X-\-q.

2. “ subdivision. Las raices primera, segunday
tercera son iguales y menores que la cuarta y la
quinta, que también son iguales. Estan representa-
das por:

X, y=X, z=X, u—x-"p, k=x-hpj
y la suma es:
xH-yH-s-i-w+fc— ™x-\-%p.

3. “ subdivision. Las raices primera y segunda
son iguales y menores que tercera, cuartay quinta
también iguales. Estan representadas por:

X, y=X, k=x~]rny
y la sumaes: =

x-hy-\-z-\-u-\-k=5ah- 3n.
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4. ” subdivisién. Las raices segunda, tercei*a,
cuarta y quinta son iguales, y mayores que la pri-
mera. Estan representadas por:
y=x-*niy u™x~hm, k=x-\-m,
y la sumaes;

3@ caso. Que sean tres los valores de las ral-
eeslo cual admite también las siguientes subdivi-
siones:

1.“ subdivisién. Las raices primera, segunday
tercera son iguales y menores que la cuarta, que
también es menor que la quinta. Estan representa-
das por:

X, y="X, z=x, u=X"'\-f, k=x-\-q,
y la suma es:
X-\-y-\-z~"*u-\-h="x-h'p-\-qm

5. " subdivision. Las raices primera y segunda
son iguales, menores que la tercera, que es menor
que cuarta y quinta iguales. Se representan por;

X, Y=X, 2="X"n,

y la suma es;

m3." subdivision. Las raices primera y segun-
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da son iguales, menores que 3® y 4.% iguales
también y menores que la quinta. Se represen-
tan por:

X, y=X, w=x-i-w, k=x~hq,
y la suma es:
X-\-ij-"z-N-ti-hk~"x-\-"*n-hq.

4, ®subdivisién. Las ralees segunda y tercera
son iguales, mayores que la primera y menores
gue cuarta y quinta, también iguales. Estan repre-
sentadas por:

X, y=x-\-m, Z=X~hm, U=X-\-py h=x-\-p,

siendo la suma;:

5. “ subdivisién. Las raices segunda, terceray
cuarta son iguales, mayores que la primera y me-
nores que la quinta. Estan representadas por:

X, z=x-\m~" h=x-hqj
y la suma es:
Hy+3*Hw 4 53 H e

6. “ subdivision. Las raices tercera, cuarta y
guinta son iguales, mayores que lasegunda, y ésta

mayor que la primera. Estan representadas por:



m
X, y—X-j-m, z=x-hn, u=x-hn, k=x~"n,

y la suma es:
x-hy-\-z-~u-\-k="x-\-m-{-2n.

4." caso: Que sean cuatro los valores de las rai-
ces, lo cual admite asimismo las subdivisiones si-
guientes:

1/ subdivision. Las raices primera y segunda
son iguales y menores que la tercera, menor que
la cuarta, y ésta Kk su vez menor que la quinta. Es-
tan representadas por:

X, y=Xx, u=x~\-f, k~x-"q,
y la sumaes:
X-\-y-"Z-+-u~\-k="*x-\-n~\-f-{~q.

2. “ subdivision. Las raices' segunda y tercera
son iguales, mayores que la primera, menores que
la cuarta, y ésta menor que la quinta. Se hallan re-
presentadas por..

X, y=i;c+w, u= x-]), k=x-\-q,
siendo la suma:
%

X-\-Y-\-Z-\-U-"K=""*x-\-%m-\~p-{-q.

3. " subdivision. Las raices tercera y cuarta son
iguales, menores que la quinta y mayores que la se-
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gunda, mayor también que la primera. Se hallan
representadas por:

X, %j=x-\-m, z—x-\-n, u—x-"n, kK™"x-\-g"

siendo la suma:

4. “ subdivision. Las raices cuarta y quinta son
iguales, mayores tjuc la tercera, que es mayor que
la segunda, y esta mayor que la primera. Se hallan
representadas por:

X, y=x+m, z=x-{-n, u=x-hp, k=x-\-q,
y la suma es:
x-hy-"-z-hu-hk—"x-hm+n-h”p.

5. °caso: La ecuacién tiene todas sus raices des-
iguales, hallandose estas represenlatlas por ;

X, y=x-\-m, z~x-~n, u™x-\-p, k—x-h(j,
cuya suma es:
X'j-y-\-z-{-n-\-k="x-\-m-\-n-hp-\-g-

88. Para averiguar la relacion que guardan en-
tre si el cuadrado de la suma de las raices y la de
los productos binarios, practicaremos lo mismo (Jue

hemos hecho en las ecuaciones de grados inferio-
IS
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res a esto. Si suponemos, pues, iguales las raices,
tendrémos:
Z~
ALXZAKU~-AXNALYZ~{—LyuDNLYh-\-~zt - ~zhe\-

Y poniendo el segundo miembro en valores de
Xy sera;

{x-N-yrz+ un XX\

ANBx~ (i).

Practicando lo mismo con los productos binarios,
vemos por esta lillima ecuacién que son;

Xy-\-Xz-\~xu->r xh-h yz-\-yu -Hyh-hzu  zh+ nk—
= 10x™ (4).
Formando proporcion con estas dos ecuaciones,
tendrémos;
(x™y-\-z-\-u-\-k) 251
xy-{-xz-\-xu--\-xk +yz-\-yu-\-yk -i-zi(-[-zk-\-uk  10x
Dividiendo por “X”*los dos términos del segundo
gquebrado, tendremos;
(x-hy-i-z-~u-"Jif 5
XY\EXZ AN AN TN 2
Pasando al segundo miembro el denominador del

primer quclu’ado, serg;



b(xy-\~-xz-hxu-\-xk-\-yz-~yu-hyh-\-zu-\-zk-{"Uk)

Y pasando el segundo miembro al primero, re-
sultaré:

H-s u-~hf—
h(xij'\-xz-hxu-"xh-{-y:A-\-yu-\-yk-{-zu-hzk-huh) ~

Por donde vemos que cuando las raices son
iguales, restando del cuadrado de la suma de estas

5 . .
los de la de los productos binarios, la resta es

cero. Por consiguiente, dividiendo por 5 aquella
suma, tendremos el valor de x y="z="u~k.

EJEMPLO.

Sea la ecuacion:
XA—SOX™MMOX—"] 1i0.rM-G480.i,— 7776=0,
y tendremos:

.u+y+24-if-1-/i==30,
Xy+ xz+ xu-hxk-iyz-Hyu+ yk zuHzh+ %if/= 360.

Restando del cuadrado de la suma de las raices
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ios la de los productos binarios, sera:

5x360
304- X2 0

Luego las raices son iguales, y lendr.émos que",

dividiendo su suma por 5, nos dara: =6, Uni-
0

co valor que satisface a la ecuacidon propuesta:

39. 2.“caso: Que las raices tengan dos solos
valores, lo que, segln se ha dicho, admite cuatro
subdivisiones, de las que vamos a tratar.

1 Subdivisién: Las raices primera, segunda,
torcera y cuarta son iguales y menores que la quin-
ta. Se hallan representadas por:

X,Yy=X, z=X. it"x, h=x4-q,
y la suma es:
x-~y-hz-hu-\- k="ox+ Q.

Practicando lo mismo que hemos hecho en el
primer caso, sin mas diferencia que poner en tugar
dc/esu valor x-\~q, tendremos:

{x+y~hz-hu-~hji*=x"+ 1/+ + 2ji/+

-h"™xz-h'*xu+"vk+"jz-h %gu+ %GKk-\-"zu+ 2s/v+
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(x+qf
+ 2.'CN2aN+H2a;®@+2it'((r+7) + YxXN-i-AMXAX (X-{-Q)
XX (X+Q) + (N+</)— xN-aN+ + XN-hxn
+ %xqg-i-f/+ YN 2anN- + Y™ Yoxg+2.MN -h Y-H
+ 20M+ Mxg+ SC-h %™ "ixg+ 2;C'+2a:g,
0 (X-\-y-\-z-\-u-{-kf =25.i;M-10.rg4-"" (1).

Verificando lo propio con los productos binarios,
lendrémos;

XI-H XZ4- XU+ XK-\YZ-\-yu-\- yk-\- zu-\-zK-\-uk=
— £+ Xn \X{X-\-Q) H= - XH- 0; (r4- Q) -h ra-
HX{X 4-iry 4- x(ra- QJ=YNa- XM - ena-XN4-XQ4-  4-
4- -hXQg4- 4-XMhxqa- r4-XQ,

6 4"XZa"Xua* Jv-\—~yza~yU a~-yk~\'zu 4 " zZka~ Uk
=10.-~ {-kxq (2).

Pasando en la (i) g™ al primer miembro, y for-
mando proporcidn con (1) y (2), lendrémos:

(.r4-i/4-g4-H4a-fey— d"
XY 4-XZ4-XU4-XK4-y24-ywa- ~hzua-zK-1-uk
25.i;74-10.r(/
iIOX 4-4x/

Dividiendo los dos términos del sequndé quebra-
do pov™x™-h%xq, tendremos:

@+y+2+iE4-kf—m _
Xy 4-Xz 4-Xu 4-Xk 4-yz 4-yu 4-y/cA-zu-~zk-~uk 2
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Pasando el denominador del primer quebrado al
segundo miembro, sera:

ANxy-\-xz-\-xu-hxk-"yz +

-h + vk-hzit-~zk-h vk
{x*y-\-z-\-u-~kf— (p yu+ yk-hzit-"zk-h vk)

Pasando finalmente el segundo miembro al pri-
mero, y gHlel primero al segundo, resulta:
ANXY-\-XZ-\-Xu-{-xk+yZ"\-

PRI eI SR

Lo cual nos dice que cuando la quinta raiz es

mayor que-las, restantes, siendo estas iguales, si del
5

cuadrado de la suma de todas ellas restamos los

de los productos binarios, resultara el cuadrado de
la diferencia. Si, pues, de dicha suma de las raices
restamos la raiz cuadrada de dicho cuadrado, nos
resultara el valor de 5~ que dividiremos por 5, y
tendremos el de x=y=="z=u. Y si al valor de X
agregamos el de la diferencia hallada, obtendremos
el de k, con lo cual quedara resuelta la ecuacion.

EJEMPLO.

Sea la ecuacion ;

a'— 13a;™M+64; r™— 176a;,—80=0,
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y lendrcmos:
+ i3
Xy-\-xz*xu+ Xh+ + yw+ y/it + ZK-nitfe— 64.

Restando del cuadrado de la primera los de
la segunda, nos dara:

BN— " - =9=9"

Por consiguiente, y=3.
Las raiccs son:

X=y=z=u” fe—.T+y,

y la suma:

x-hy~\-z+u-]-h=o0x=q.

Luégo tendremos:
re+ y4“2:+w+ /'=13=5T+ye

Sustituyendo aqui el valor de g, y dejando solo en
el segundo miembro & 5rc, sera:

58— 10, de donde......cccooveveieiciieiienenn, /
y como sabemos que X~yZ=U> mmm)
Y= - TP

!
Yy que K=X-\-0 Sera.....rvieieinrninnnnns e

x-hy+z+n-\-h—i3
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90. 2/ subdivisién. Las tres raices primeras
son iguales y menores que las dos Ultimas, iguales
también, estando representadas por:

X, Z=X, u™x+p,
sumando: 5.r+2j5.

Ejecutando lo mismo que hasta aqui, tendremos:
[X+y + z-\-u+Kf=x -\-yz™i~un-{- N+ 2xXy +
-N2XZ-\-¢Xu-\-"xk-h%yz-\- %yu + "yKk + 2z/v+
=  4--r™-h (y [X-i-pf -[- 2¢\
-h?™"xN-h%x{x-hp) + %t{x+p) +2.r'+ 2a;(.r+ p)+%v
{x-hp) + "% [x+p),+ 2T(x+ ™) + 2(0:+ p) (x-hp)~
Yxp+p'+.'r+21-P+2.'c'+

+ Of~+ %rp + 2xN+ 2Kp + % +
+ 2.T-+2rp + -h Ax~"™ ~xp-{-
+ 20

[Xx-hy+z-~u”™ hy=""x"N+ 2 0r/) +
Y pasando al primer miembro 4> seré:
(x-hy-hz+u+KkY — 4MN==20.-r"+20j;p (1).

Verificando lo propio con los productos binarios,
sera:

Xy + xz-h xu + xk + yzm™yu-"yk-h zu+zk-\-uk=
=AK-HXA\-X{X+ p)+ r(T-1-2)+ XN r(a+ p)+ x(xXH
~hi)}-hx[x-h p) H- X{x+ p+ (X+ p f™ X -hx -\-x"+
+ Xp AXKNXp\- XN OO+ Xp + T+ Xp + X\~xp +
+ XN-AXPHXN-MXp+P'N O



2
Xij + xz + Xii-\-xk -hyz -hyii -\-yk H zu 4-2/e+w/t;=
=iOXN-\-Sxp-bp/.

Y pisanclo  al primer miembro, sera:

XY-\-XZ-+-xu~{-xk-\- yz+yu-hyh-\-zu-{-zk+ uk—
+ i0x"+8ic/) (2).

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremos pro-
porcién, y tendremos:

(x~{-y-hz-\-ii+ 4 ~ ~ _ 251M-20xp
XY -"XZ-\-XU i- ¢c/;+yz 4-ifi;+ 1 +8A/1?
-I'yk + ZU4- zk 4- vk—

Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por 5.'c™4-4jp, seréa:

(x4-y4-24-ii4-hf—
xy-hxz-\-xu-\-xk-\-yz-{-yu 2
A\~yk-"zu-\-zk-\~-itk p*
Pasando el denominador del primer quebrado al
segundo miembro, resultara:

5(ry4-a:N4-a:ijd-

4-.r/;4-y24-yiid-
, yk-i-zu-\-zk-{-uk) s>~
(N+2/4-24-1 4~fi)'—Hpr= 2 2 -

Pasando al primer miembro el primer término
del segundo miembro, y & éste el segundo término

del primer miembro, nos dara:
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Xy ~\-xz-\-xii-h
\xk™Nyz yu
{x-bij+z-\-ky -{-yk-\-zu-{-zk Fi(K) ,
Y finalmente, verificando la resta indicada en el

segundo miembro, tendremos:

5 (Xy -\-xz+ xu-"
+ xk+ yz+ yu H

(X\Y+%-\-U-\-ky “\-yK-\-Zit-\-zk-\-uKk) S0p

Cuya formula nos* manifiesta que restando del

cuadrado de la suma de las raices los-tt de la de

los productos binarios, cuando aquellas estan repre-
sentadas por: X, y=X, z="X, v=X~\-p, A—a+p,
nos resulta ’ del cuadrado de la diferencia,
u—Xx—k—S5 Si, pues, al resultado de dicha resta
lo multiplicamos por 2 y lo dividimos por 3, ten-
dremos el cuadrado de dicha diferencia, del cual
extraeremos la raiz cuadrada y la .sustituiremos en
la suma X-\-y-\-z-\~u-hk="x-h"*p. Pasando en se-
guida 2p al otro miembro, tendremos el valor de
~X, el que dividirémos por 5, y nos dara el de
X~y=1z, y sustituyendo estey el dep enu=x+p,
lendrémos también el W=k, con lo cual queda re-
suelta la ecuacion.
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EJEMPLO.

Sea ia ecuacion:

a;'+l,06ai*— 19,1816a;'- 27,362a:" 4-93,7825.7—
— 162,00625-=0,
y tendremos: x-~y-~z”~-u-hk~— 1,D6,
ayd~a2:4-ajiid-alid-if2:4-IMA- yk-)rzu-i- zk Huh=>
— 19,1816.

Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, nos dara:

-1,06I_ - N . =1,1236_ (_ 47)954)

COR
= 1,1236 47,954 = 49,0776= — |

2X49,0776 '
de donde, p/= 32,7184.
Extrayendo la raiz de los dos miembros, sera:
7i=:5,72. La suma de las raices es: — 1,06, luégo
tendremos: 5a;-h2/;=—1,06, 6 5a;4-2x 5,72=
— 1,06, 65a-==—1,06—11,44=—12,50.

vy dividiendo por 5, tendrémos. . . x=—2,5
Y como CY=] - DR i/="—
=—2,5
También tenemos, ?i=a:4-p. . - |j 3,22
k=x-{~p, luégo seré........ccccc....... | 3,22

X-\-y-\-z \-n-]~k. . . = —1)06
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Si verificamos el producto de estos mismos valo-
res veremos que es igual al ultimo termino de la
ecuacién propuesta, tomado con signo contrario, y
por consiguiente, son las verdaderas raices.

91. 3.*subdivision. Las raices primera y se-
gunda son iguales y menores que tercera, cuarta
y quinta también iguales. Se hallan representa-
das por: .r, Z=X"n, u=x-"n,

y la sumaes: x+y-\-z+u+h="x+"n.

Practicando las mismas operaciones que hemos
hecho hasta aqui, tendremos:

{x-~"y+z~u + hj=x"+ i/+ 2™+ /chh
+%jk + ~zu H %zk+
H-2wA .

Sustituyendo los valoresy=x, z=x"71, u,=x-"
4-7N h=x-\"'U, seréa:

u+hf=x-\-x"-{- {x-"rif-+ {x + nJ-\-
+ (a+ nf+ + 2,r(0:+n) + 20:(.r+ n)-t-%x{x+ n)+
-h%v[x-hn)+ 2s('i:+ n)+ %x{X+ n)+ 2 (X + «) (X+ n)
-h2(.r+n) (r+in) + 2N+ ) (X-\-N)~XN-bX™N\exi-
+ 2xn -I- + 2Xxn+  + X"™ "X)i 4- -h
-i-2a;™M+2xa + 27N %vn+ 2N+ Yxn+ 20N+ 2 a+
+ 2a™M %xn+ 2.1+ XN+ 2.r™M+ te i -h 2a™-h %M\
+ 4a:n+2a”™-h2:cM+4:i;n-h2a”™ 6

(x™y 4~/ 2 4“30iTH4A9
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Pasando al primer miembro, seréa:
(a+y + sHwW+/e7T—% M 25 5Mh DTz

Verificando lo mismo con los productos binarios,
tendréraos:

Xy-{-xz~\-xu-\-xli'}-yz  yu -*-yk-h zu-’\-gk H-uh=
=xM+ x{x-\-n)-bx{x-*n)+ g@+ n)+ xX{xX+ w+
-h.r(a;H-2i)+ir(¢c+n) + ('r+n) (a;+«)+(a;+n) [x-\-n)
+ {X+ n) {X+ n)=x"+ X*+ xn+ + XN+ + XN+
+ 4+ XN+ X2+ Xn+ XM+ xXn + XM+ AXn +
+MXN-\-NMXA-\-%xN-\-n" 6

+ XM
Xy-\~XZ -i- Xu-\-xk+yz-"-yll+yk+ ZU+zk-{-wfe=
— 10.r™N-m12a:iM--3i™MN
Pasando al primer miembro, seré:
xy-hxz-{-xu-\-xk -\-yz + yu-h-yh+ zu+"k-\-uk
— (2).
Formando proporcion con (1) y (2), tendremos:
{x+y+2 25.r+ 30.m

ayy+.re:H-a i +.r/i4'i/2:+yi; + yk-\- \OX-h\xn
~{~zu-hzk-\-uk— 3w

Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por 5.r™+6a.%i, sera:

{X+y-\-z-\-u+A— 5
xy-hxz+xii-\-xk-\-yz-\'yu+yk-hzu-}-zk 3" 2
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Pasando el denominador del primer quebrado ai
segundo miembro, tendrémos:
N(xy-\-xz+xic-i-xk -{-yz~{-
yu-hyk-\-zit-\-zk-{-uk)
] N

5x3n”™
o]

Pasando el primer término dei segundo miembro
al primero, y — % de este al segundo, seré:

A(xy+xz-h xu + xk+ yz-\-yu-{-

[x+y~hz+u-{-ky Hyk~{-zu-\-zk+ uk)

- N
O 5
Y por Gltimo, verificando la resta indicada en el
segundo miembro, tendremos:
5 (xy-hxz-i-xu-{-xk-hijz-\-
yu~\~yk-{-zii~{~zi¢{~i(it™ i~
2
Por donde vcmos que restando del cuadrado de

+ y+27N+w+ N

. 0
la suma de las raiccs los ~ de la de los productos

binarios, cuando las raices primera y segunda son

iguales y menores que las tres restantes también
3
iguales, nos resulta los del cuadrado de la di-

ferencia entre aquellas y estas, lo mismo exacta-
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mente que en la subdivision anterior, por lo que
para hallar dicha diferencia practicaremos lo que
alli se dijo. Mas para hallar los valores de las rai-
ces, como nada hay que nos indique si la, ecuacion
pertenece & aquella 6 a esta subdivisién, debere-
mos tener presente que si al sacar dichos valores
hacemos iguales las tres primeras raices, y meno-
res que las otras dos, también iguales, y la com-
probacién que debemos hacer con el altimo térmi-
no de la ecuacién nos diese & conocer que las obte-
nidas no son las verdaderas, harémos iguales & las
dos primeras y menores que las otras tres, también
iguales, y veriflearémos igual comprobacion.

EfEMPLO.

Sea la ecuacion;
10/M2— 75a;— 1i25=0,
y tendremos:
a;4'y+:s+M+/c=9,
xy -{-xz-hxu #*xh-}-yz-\ryu yli-i-zu+zk-i-uii™® G

N
Restando del cuadrado déla primera los c}e

n. NX—6

la segunda, sera: 9 —~ ._8,1,(_15H

= 81+ i0=96=—

O~

AA
5 5 De donde, p™o

2¥9G n64,poi=

IttV~M'eUOTECX
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Si tomamos p==8, tendremos (90):

65a;4-2x8=9, 6 5a;=9—16=—7

. NE—T 0y
Dividiendo por 5, sera: 5 ,
33
u=x-"'p,ou= ~ + 8 ;
w 33
k:X+j)’ é k: I8’ h 5

Si verificamos el producto de estos cinco valores,
veremos que no es igual al ultimo término de la
ecuaciéon propuesta, tomado con signo contrario, por
locual conoceremos ([uc no siéndolas obtenidas las
verdaderas raices, debemos hacer 8 =a, y tomar
por consiguiente, la formula de la 3.“ subdivisién,

y sera:

5.ii+3n=9, 0 5a~+3x8=9, 054=9—24=— 15,
Y dividiendo por5, sera: 3;y=—3; z=rH-

+'rt, 6 s=—3+8; 2°=5; u=x™"n, 6 w=—3+8;

N=5; A)=i3/+ii, o li—~-3+ 8; fe=5.
Si verificamos el producto de estos cinco valores

y lo comprobamos con el dltimo término de la
ecuacion, verémos que hemos sacado las verdade-

ras raices, y que la ecuacién esta resuelta.

92. subdivision. Las raices segunda, ter-
cera, cuarta y quinta, son igualesy mayores (jue la
primera. Se hallan representadas por: X, y="x-\-m,
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z—Xx-{-m, u=x~hm, k—x-\-m, siendo la suma: o:+
+?/+2H-w-h H-4m.

Empleando el mismo procediendo que en todos
los casos anteriores, tendrémos;

{x H-y+z-hii+fe)™= 1"+ ;A H e+ Ty +

mhAXZ+ M xii~"Mxk-h% jz-~"% ju+"~yk-h 2zw+ 2ZA +

Sustituyendo sus valores, sera:

(x+y -\-z+u+KkfAx"~+ (gr+ mf-\(x+ mf4-(@+ m»
+ (x-hAaY-h™~x"x-fm) + %T{x4-m) + %v (x +m) -—+~%x
{xHMH2@+m f+2@;+i?2™*2@x+m f+2 @h-mM™
-h2(a;+wW)™M+3 (rH-my-=x"+ Axm +xN+
%xm H- -f Axm-hirin 2m + nrd-2xM+2.m
--2;r™M-2. CMi-|-2.'1: M2, mH-2."'r™M-2i e 2™+ 4 .m +
+222IN+ 2N -1-da;m+2i7iM+2a: M+ ton + 2mN-i-2.r' M+
H-4a:m-h 2n™4- 2172 - dazm-1-2i™M- 2a™4- dazm+ 2m'™>
6  4-y4-2+ M4A-HN=2o™M4-'40.rm4-1 6m

Y pasando 1 al primer miembro, seré:
(T+ y -+ B1-wA- /cf— 16mN=25¥4-404;ni..... .

Verificando lo mismo con los productos binarios,
nos dara:

{xy 4-xz 4-xu -{-xk-\-yz-\-yu -\-yk-\-zu-hzk-h1lk) =
~x{x +m)+ x{x 4-m) 4-a&@g4-m) 4-x{x -+ m) + (x+ m f
4-(x4-m f+ @4-w)*4-@+m f+ (XImf+ {x+m f~
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XM -h XXM X \XH-\XH<Clyi + XA-\-"Xm
+mA+o; M+ 2a:m+mAN-l1-a; M+ AXm + N H- XN\ %00\

+ XXM Axm+ + XM Axm+

6 Xy+xz+xu+xk+yzrr-iju+yh+zu-~-zk-~-uk”
—1i  + i Qxm-f-6m

Y pasando 6wi”™ al primer miembro, seréa:

xy-"xz-{-xu-hxk + yz-\-yu-hyk-\-zu+ si+ uh—
— 0.1"+16.m (2).

Formando proporcion con (1) y (2), y ten-

drémos ;
(@?+i/H-2:+M+/;y— I6m" 253+ 4QAmM
xy -hxz-{-XU+xh -hyz-\-yu-\- i + 16xm m

yk % zii H* zk -T"hk — Gii
Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por 5 x"-\-Sxm, nos dara:

(x-hy-i-z-\-u-[-k)~— 16m" 5
Xy -hxz-j-xu -{-xk -*yz-byi
+ yk-\~zu-\-zk-h uk— 6nm

Pasando el denominador del primer quebrado, al

segundo miembro, sera:

5(xy i-xz-\-xu -\-xk-hyz



21
Pasando el primer término del segundo miem-
bro al primero, y — al segundo, sera:
Xu-\- xk-'ryz +

vu~hyk-\-zii-\-zh-\-uk
(aM-y+2~+w+fe) g ~

l6mA_ 30w

Y por ultimo, verificando la resta indicada en el
segundo miembro, tendremos:
Nxy  xz-~xii-\~xk-\~yz

-{-yu”ryk-~zu-~zk-~uk
{x-\-y+u-"kf— — ~ ~ 2 : ~

Por donde vémos que restando del cuadrado de la
g

suma de las ralees los de la de los productos
binarios, cuando la primera raiz es menor que las
cuatro restantes, siendo estas iguales, nos da el cua-
drado de la diferencia entre aquella y estas, lo mis-
mo que en la primera subdivision entre la quintay
las cuatro restantes, siendo estas iguales. Por con-
siguiente, si al verificar el producto de las ralees
gue olilengamos aplicando la férmula de esta sub-
division, viésemos que no es igual al altimo térmi-
no do la ecuacion propuesta, tomado con signo con-
trario, deberémos aplicar la formula de la subdivi-

sion primera.
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EJEMPLO.

Sea la ecuacion:
30877+9604==0,
y tendrémos:
T4~y 1 2HW1~/£=24,
S0Y-\-XZ-\-Xii-\-xh~{-yz-\-yu-{~yli-\~zii-\-zh'» 182.

g
Restando del cuadrado de la primera los de
la segunda, sera:
5x182 ]
R 1— =12i=/in6 "™ dedonde,i;é6m=11.

Si tomamos 9=1 i, tenemos que sacar las raices
segun estadn representadas en la primera subdivi-
sion: y si al comprobar el producto con el ultimo
término de la ecuacidn viésemos que son falsos los
valores obtenidos, tomarémos m =il, y los sacaré-
mos segun estan representadas las raices en la pre-
sente subdivision.

Tomando, pues, g =ii, tendrémos:
05.r+11=24, 65.r=24—11==13
- 13
Y dividiendo por 5, sera: —g— ;y=x] y=
13 13 13
U=x; u-~-=

k=x-}-q; 4=
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Verificando el producto de estos valores, vemos
que no es igual al dltimo término de la ecuacion
propuesta, tomado con signo contrario, por consi-
guiente, tomaremosm =11, y sacarémos los valores
segun la sumay representacion de las raices expre-
sadas en esta subdivision, y tendrémos:

57 _1_4m=24, 6 0 bx=-24—44

= —20.

Y dividiendo por 5, sera: 4. Tenemos
o) 4+ 11, y-7; 62=— 14+
141, 2=7; u—x-hm,u=>—4-+1\ ;u=1

4-1-11,h=n, a:+y+2:-l-w4-/E=24.

Comprobados estos valores con el ultimo término
de la ecuacién, vemos que estas son sus raices, y
por consiguiente, la ecuacion esta resuelta.

93. Tercer caso. Que sean tres los valores de
las raices, lo cual, segun se ha dicho (87), admite

seis subdivisiones.

1.m subdi/uision. Las raices primera, segunda

y tercera son iguales y™menores que la cuarta,
que también es menor que la quinta. Estan repic-
sentadas por a:,y— >h
suma es

Procediendo de igual suerte que basta aqui, ten-
drémos:

(a+y + z+u+Kf=x'+if+ (" +uN+k™ +2xy+
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-hAxz-h"Axu + Axk-hAyz-~-%yu + % jk +22;w + 2sfe+

Sustituyendo valores, sera:

(x-hy-\-z+u+ky="x"*-{-x"™+x"-h{x-\-pf-\- [x+qY
+ 2.r"\H-2ic~H- Yox{x-hp) -hzx{x-hq) + x{X -\-p)
-h "x{x-\-q) +*x(x-\rp) +  (%-\-q) H- 2 {X-i-p)(&;+0Q)
XN AN+ AP -FPAHXNh X+ + TYOH-
NGNS YNOXA\Yox-h AXAN2XN{ P +207
+2a:g+2icN+ ~xp-h 27+ 2.rg+ 2Xp —+"xq +
+ 2jjg,

6 (a:H-yH-cH-w-i-/e)"=25d;"+10tf+ 10xg-h"™pgH
+//7+g\

Pasando al primer miembro, ~M-g™H-2;7g, sera:

(X-{~y-]rZ~\-u-\-kf— ()Y +H/"~+2/jg)=25"" + iOxp
-ioxq ... (.

Verificando lo propio con los productos binarios,
tendrémos:

Xy + xz + X"-u-\-xk + yz-{-yu-\-yk-\- zu-\-zk~\-uk=
=X+ XN\ {X-+p) + X{X-\-0)-{-XN-\~Xx (Ne+p) + X
(r+g) + t(Cr+/) " x{x + q)+(a;4-g)) (x+q)
\-X"-hx-\- xp -\ x-\-xq +;i;2H-ic2+ag?H-'c™H-xq + x»
~b-xp-{-x"-hx q+ X*\~xp-h xq -\-pq,

6 xy-hxz-hxu-~xk-\-yz-h-yu-\-yk-\-zu-\-zk-h uk==
=10r+ 4a))+ Lvqg pgq.
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Pasando pgq del segundo miembro al primero,

sera;
xy-hxz+xu-"xk-\-yz-\- yu +y/i+2:W + 2A+w/e—

Formando proporcién con (1) y (1, iendrémos.

+ 25ai™+10a;/>+1Q.-r9
xy -h xz+ xu + xk-hyz-h 10a;M+4.'eNMH4.ry
yu-Hjk -{-zu+zk-huk—pq
Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por ™MXN-i-"™Xp-\-"Xq, sera:
(X+ y+ 2+ Nt foy—{p™
Xy-{~xz-"xu+xh-\-yz-\-yu 2
-hyk + zu+ zk-1-uk—pq
Pasando el denominador del primer quebrado al
segundo miembro, sera:
[X-\-y-"z~\-ui- k f— + 2py)=
A[XY-\-XZ-\-XU+XK+yZz-\~-
-hyu-\-yk -i-zu + zk + uk) Spy
Mo 2 .2
Pasando al primer miembro el primer término
del segundo, y — (p™N+y™+2py) & este, sera;

5(a'y-hxz-\-xu+ xk+ yz-h
-\-yu+ yk-hzu + zk”uk)
{X-\-y-\"z+u~}-kf- ' N 2 '

==p~+(f+2pi]f-—



716
Y por altimo, yerificando la resta indicada en el
segundo miembro, tendrémos:

Nxy-{-xz-\-xu-{~xk-\-yz-jr
2 Y ii-1"Yh-\-zxi-\-zh-\-iili)
2

Por cuyo resultado vemos que cuando las raices
son de la forma x, y~Xx, z=X, u~x-~p, h=x"q,
restando del cuadrado de.la suma de las raices los

5 <,

de la de los productos binarios, nos resulta los
cuadrados de las diferencias u”™x, k—x menos la
mitad del producto de ambas. Ya en las ecuaciones
de 3.“ y 4.“ grados hemos hallado férmulas muy
parecidas & esta, y no hay duda que siguiendo el
sistema explicado entonces (29,33 , 41, 68, etc.),
lograriamos resolver la ecuacion ; pero como segun
hemos visto, puede tal método ser algo difuso en
varias ocasiones, lo cual conviene evitar, y como,
por otra parle, todas las ecuaciones que comprende
este tercer easo y con mas razon aun las del cuar-
to, han de presentar férmulas no menos embarazo-
sas, hemos determinado incluir todas estas en la re-
solucion general, lo cual es sumamente ventajoso

como se echa de ver sin necesidad de comenta-
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rios. Omitiendo, pues, ambos casos 3.“y 4.% pa-
semos desde luego al
94. 5. caso. mLasraicesson todas desiguales,
estando representadas por:

X, y—x+m, z=x-{-n, u="x-\~p, k™x-\-q, y la
suma es: x-hy+z-\-ti-\-k="*x-\-m-{-n-\-p-{-q.

Ejecutando lo mismo que en los casos anterio-
res, tendremos;

(x+y+z-\-uN-kf=x'*-hy~-hz'M + U- £+ %y +
N\~ Z\XUH~Yoxk{-%§2-\- %ju + YojK + "zk-{-
+20

Sustituyendo valores, seré:

{x+y+z-\-u+IMN=AxN+{x+mf+[x+nl+{x~-pf
+ (r+ gqY + 20:(Gr+m) + %x{x+7i) -\-""x{x-hp) + ~x
(x+ )M {x+m) (@:+n)+2(.'r+m) (x-hp)-\-i{x'-hm)
(a;+g)-4-2(a:H-n) ('r-i-p) + 2G'r-h?i) {x-hqg)-h~*x-\~p)
@chg)"x™4-  +"xm+ + ™ SiPft+n™-\-x" + %tp
+ Jr + XN HAXQ P23 M- xm -\-2X0N-[-M XN 4- 207
4-2a:p4- "AXQ-AAXA+AXTN-{-"m-h% nn-\-"x"-N
~\~"SMN\XP-\MP-\- AXA-h % -\-Axg + %amg + 2.0
+ %xn-h¢ Xp -h%ip 4-2'C4-%04 -""ixq4- 2nq X+
~h™Xp-\~"xg-"pq 6

(.r4-i/4-5:-] - W4A-AY=25:¢"~h 10*m4-10a:n4-10.r;?4-
4-10:094-M4A NP M5 A- 2mnd-272i72p 4- 2wgd-2n

~h%ig-{-"pq. -
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Pasando al primer miembro el cuadrado de
tendrémos:

-4-%nq -h 2«p -h 7ig + 2pg= 0;rmH-10.m-h
-1-\(xp-\-\0xq.......(1)

Verificando lo mismo con los productos binarios,
sera:

Xy -i-xz-"~xii-hxk + yH-yw + yk-\-zu-~zk-\-uk=
N x (x-hwt)-ha{x-hn)+ X(x-hp) -f-x {x+y)+ (r+m)
@H-n) +w) @+ji) + @+ ») {x+ y)+ ¢+
{xX-2p)+{x-\-7i) {x™-\-q)-h{x-\-p) {x-\-q)=x"\'xm-\-
H-icVa»+.'c™'r/7+a: ™+ xq \x*\-xm 4- . m-h ™+
+XNM+XmM+EXp+EmMp+XN+ Xxm+xq -bmg+x~-hxn”
\-xp-\-np + x™-p-xn-\-xg-{-nq+ x~-hxp 4- xq -hpg 6

X({-\-xz-hxu+xk-}-yz 4-yu-{-yk -i-z u z k it/e=
= 10™M-kx7n 4- 4-~xp4-Lrq + mn -h mp -i- 7ug4-
+np-~ng-\-pg.

Pasando al primer miembro 7nn+mp-\-7ng-{-7ip

-\-ng-hpq, sera:

xy-{"xz~j-xii-\~xk + yz-\-yu 4- yMA-zu--{-zk-huk
m— {inn-{-7np-i-7ng-h7ip -\~7ig+pg)=\ 00:M- 4o t +4a*?i
4-4a,pa-dayy ...... )

Formando proporcién con (1) y (2), sera:
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__ %ng-\-¢np+™ng+"pq)
XY-\-XZ7+ Ny -VixK-hyzHyu-h K -\-zu + zk + uk
— (mn-{-mp-\-mqg+ 7ip+ ng-hpq)
25:t;VIOm H -1 iOxp-"iOxq
[OIM~Azm+ ~xri'h”™xp-h ~xq

N

Dividiendo los dos términos dcl segundo quebra-
do por ANXMENX)i+%Xxp+2xq, lendrémos;
{x+y-hz-hu+ky— (m~+ 2win+

~mp+ “mqg+ “np-h**ng-I-"*pq_____
Xy -hxz-\-xU'~xk~hyz+yu-\-yk-{-zu+ zk-{-uk 2
— {mn-hmpA-mg+np-"-nq +pq)

Pasando el denominador del primer quebrado al
segundo miembro, seré:,

+ %ng+ %ip-"%nq+ ~pg)="
NMxy+ xz+ awd-xk-hy™+ yii+ yk-zu -\zk-\~uk)
9
-\-tng-\-np-i‘ng-]-pq)
M
Pasando el primer término del segundo miembro
al primero, y el segundo término del primer miem-
bro al segundo, sera:
Mxy-hxz -\-xu-h xk+ yz
4-1/ii 4-yk-\-zu-\-zk 4-\W\fe)
X-"y~\-z-{-U-i-k)N----------- “a '
h{mn-"~inp-Hng~\~
(HVIil"4-22'+ i+ 2iliw+ ¢mp\ -hnp”~nqg + pg)
4 ~h™mg+ %np-\-"“ng+'pq j n
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Y verificando la resta indicada en el. segundo
miembro, lendrémos:
5(xy+ xz+ xu+ xk+ yz2-h
~yii ‘1" yfe-\~zu
2
: N (mn-\-mp-hmq1+7ip~’\nq-j-pq)

{x-hy-\-z-\-u-b-ky

Y multiplicando por 2 para quitar el denomina-
dor, seré:

2i V— -+ "*—iinn~mp 4 -mg+ npH-
ng-hpq) (Véase la nota del nUmero- 48.)

Formula que nos dice que restando del cuadrado

5
de la suma de las raices los de la de los produc-

tos binarios, nos resulta los cuadrados de las dife-

rencias w, n, p, g, menos la mitad de la suma de
los productos binarios de las mismas.

Para sacar los valores de m, n, p, g, pudiéramos
seguir el sistema explicado (29) al tratar de las
ecuaciones de 3.” grado, cuya formula 7n"~hn—
—7m es muy parecida & esta; pero ofreciendo esc
sistema de resolucion los inconvenientes que' se
manifestaron entonces, y que con mayor razon se
ofrecian en las ecuaciones de 5.”grado, omitirémos
todo lo que no sea de verdadera utilidad, porque
tal es nuestro modo de pensar, y nos ocuparemos
desde luégo del objeto a que debeilios dirigirnos.

95. Comprendiéndose perfectamente que desde .
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el momento en que conozcamos los valores de las
diferencias —X, N—%— —X, g=k X,
conocida como noses la suma x-\-y-frZ+u-{-k, nos
lo seran igualmente los de las raices-de la ecuacion,
y demostrado suficientemente (43 y siguientes) lo
facil que es hacer unas tablas que al primer golpe de
vista nos presenten las expresadas diferencias, ya
sean estas nUmeros enteros, ya fraccionarios, ya
sean las raices positivas 6 negativas, 6 unas positi-
vas y otras negativas, claro es que este es el me-
dio més ventajoso por su facilidad, claridad y bre-
vedad que puede adoptarse para lograr el fin que
nos proponemaos.

96. Respecto 4 la formacion y uso de estas ta-
blas, poco tenemos que afadir & lo dicho en los nu-
meros (43 hasta el 50); pues asi como en las ecua-
ciones de 3®" grado solo son dos las diferencias, y
en las de 4® grado tres, en las de 5." son cuatro.

Esto parece que pudiera ofrecer algun aumento de

trabajo para formar que como sabemos esta
compuesto del duplo do la suma de los cuadrados
dem, n, g, menos la de los productos binarios;

pero segln se demostré (47), no es necesario ir
practicando estas operaciones, sino que con la mis-
ma facilidad y brevedad se hace N en las de
3." grado, que 3N en las de 4.", que 2iV en las
de 3.®, etc., etc.



222

97. Por evitar repeticiones innecesarias, recor-
damos al lector tenga presente lo dicho (76); pues
cuanto alli se dice es aplicable aqui, no variando
mas que en ser 3iV el numero de que en aquel lu-
gar se trata, y en este ser %N.

98. Si 2IV no estuviese en las tablas, 6 serd un
cuadrado perfecto, en cuyo caso la resolucion de

la ecuacion es la explicada en los nimeros (89 y
3
92), 6 sera de un cuadrado perfecto; y enton-

ces la resolucion es la que comprenden ios nime-
ros (90 y 91). Y a estos mismos numeros (89, 90,
91 y 92) habra que recurrir si estando 2iV en las ta-
blas nos diese para las raices valores falsos, que co-
noceremos comprobando su producto con el dltimo
término de la ecuacion..

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE 3. GRADO.

99. Hemos visto (88) que cuando las raices son
iguales, restando del cuadrado de la suma de las

. 5 L
raices los de la de los productos binarios, nos

resulta cero:y por consiguiente, dividiendo aque-
lla suma por 5, tendremos el valor de x="j"z=

Tenemos, pues, que cuando no es cero el re-
sultado de esta resta, es porque liay diferencia 6 di-
ferencias entre las raices. Veamos si todas las ecua-
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ciones de este grado, ya tengan una, dos, tres 6
cuatro diferencias, pueden resolverse por un mismo
método. Para que esto se verifique, es necesario
hallar una formula general que sea en todas ellas la
expresion del resultado de la resta, al cual hemos
llamado N. Examinemos, pues, si esta formula ge-
neral puede ser la que hemos hallado en el quinto
caso, que es:
(m7i+ mp+ m@f~\-np+ ng-\-pq)

ivV— n N
100. Si aplicamos esta formula al primer caso,
eque es cuando tenemos x="y=z~u=1li jcomo que

no existen diferencias entre las raices, es evidente

gue siendo 0, w=0, resultara:
(mn-hmi)~7mi‘hnp-{-ng”pgq) "

ni™y N 2

0 sea iV=0.

101. Si la aplicamos & la primera subdivision
del segundo caso, cuyas raices estdn representadas
por X, y= X, Z=X, k=x-i-q, tendremos:
m~y—x=0, n=z—x==0, p—n—x=Q,
Sustituyendo estos valores en la formula de que
tratamos, sera: -

fO+O-1-O+Ot-0+0) _ 3

gue es el mismo resultado que alli obtuvimos.

102. Si hacemos igual aplicacién en la segunda
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subdivision, cuyas raices estan representadas por
X,y =X, z="X, u—Xx-hp, h—x+p, ser&: m=y—x=0,
n~z— 0, p—u—x, q~k—x=p, cuyos valores
sustituidos en dicha formula daran:

gue también es el mismo resultado obtenido alli.

103. Si verificamos lo mismo en la tercera sub-
division, cuyas raices son X, y—X, Zz~X-r-n,
u~x +n, k~x-~n, tendremos: m ~y—
n=z—Xx, p=u—X, g=k—X. Y comoz=—=M¢fe sera:
i(,p=q. Haciendo la sustitucién dicha, sera:

2, 2 (0+0+ 0-hn"+n'+«-) 3
+ n-+ M— —-- N n N
gue también es el mismo resultado obtenido.

104. Practicando lo mismo en la cuarta subdi-
vision, cuyas raices son X, y="~x-hm, z~x-\-m,
w=a;+m,/c=x+m,tendrémosquesiendo m ~y—x*
y teniendo y=i=ii=/c, serd: ?«=?i=j?=i/.. Sustitu-
yendo estos valores en la férmula de que tratamos,
sera:

iV==m*+ -h + 9IC—

I
3

gue asimismo es el resultado obtenido entonces.
103. Practicando lo propio con la primera sub-
division del 3.*" caso, cuyas raices estan represen-



ladas por x, y=x" z=x, u=x+p, k=x+q, te-
niendo m =0, sera:

(0+0+0 +
) PMW— “ 2
gue igualmente es el resultado obtenido.

'106. Y como lo mismo resultaria en todos los
demas casos, tenemos que la formula:

(wW/n+mp+mg+np++P9)
2

A==m"™+ +

es general para todas las ecuaciones de 5.“ grado,
y por consiguiente todas ellas pueden resolverse
por medio de las tablas. Mas como las comprendi-
das en los dos primeros casos son de una resolucién
sumamente facil por el sistema explicado en los na-
meros (88 al 92) no incluiremos en las tablas las
diferencias entre sus raices, y solo lo haremos a
contar desde las del tercer caso, que empezaran por
m=»0, ?z=0, p—1,

107. Tratando, pues, ahora ya solamente de la
resolucion de las ecuaciones de 5." grado-- com-
prendidas en los casos 3.% 4.“y 5.", nada tenemos
gue decir de nuevo, pues olilcnidas por medio de
las tablas las diferencias entre las raices, no hay
mas que proceder de igual suerte que lo hemos he-
cho en las ecuaciones de 3.“y 4.“grado, por lo -

®I'L*IOTET

I Ui
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nos limitarémos & poner un ejemplo de cada uno

de dichos casos.

EJEMPLO I."
Sea la ecuacion:
- + 13720=0,
y tendremos:
a,+ty+3+w+/c——38,

Xy-\-xz-hxu-\-xh"\yz-]-] g0
\-yu-\-yk + zu + zk-"uk]

1 . ?- /\ H
Restando del cuadrado de la primera los Jde
la segunda, sera:
5X—8 .
.gs------ =>é4—?—215)=279=wv\+

(mn~"mp-hmg-\-np-\-7ig-\-pq)
v

7

Multiplicando por 2 para hacer desaparecer el de-

nominador, sera:
+2  + 2+ 20— {mil+ mp+ mg+ np + nq
+i?(i)-558-=2iV.

Buscando este numero en las tablas, nos da:
m=0, ii=0, i~=12, 7=15.

La formula general de la suma de las raices, es:
X-hy~\-%-\-u+1i="x+ w+ n+ i?+ 7. Ludgo sera:
Ax-N-m-i-n-N-pi-gN—8. Sustituyendo los valores
de m=0, ?z=0, p=12, 7=15, tendremos:
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=5a;H-0+ 0+ 12+ 15——8; 6 —8—27——35
Dividiendo por 5, sera:

y=ictm, 6 y=—7+0. .. y”n-7

z=x-\-n, 6 ;EF —7+0. . s— 7

w=iC+p,-0 U=—7+12. = 5
0 — 7+ 15. . /i=
VT+y+2:+ W+fe—. . . —38

Comprobando el producto de estos valores con el
ultimo término de la ecuacidn, resulta que las ha-
lladas son las verdaderas raices.

EJEMPLO 2."
Sea la ecuacion;

7ic— 15.rH ISh'T—130a;+600=0,
y tendrémos:
y-+2:-+'{i+-/i=7,
Xy ~\-Xz-\-xu-\-xk-\-yz+ytt+yk-\-zu-hzh-{-uh~ — 15
5
Restando del.cuadrado de la primera los de
la segunda, sera:

r-——.=49—(—37,5)=49+37,5=86,5

(mwH-w; >+ +

Y multiplicando por 2, para quitar fracciones, se-
ra; 173=21V;
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Buscando & este numero en las tablas, vemos que
nos da las diferencias ,nN=7, "3=9, qg—",y

tendrémos :

5a,+mH-n=pH-ijf=7, 6 5a:+2H -79+9=7, 6

5 N—7— de donde. » x=—4
yAX+ni, 6y=—4+2. . . y— 2
Zz=X-hn,dz=—4+7.
U=X+p™ 0 «=—4+9." . .
k—x-\-q,ak= — 4+ 9............. f—
X-\~y+  + i+ A= 7

Comijirobados estos valores con el dltimo térmi-
no de la ecuacioén, resulta que estas son sus raices.

EJEMPLO B."

Sea la ecuacion:
960:NM— 78,5809.1"M+27,221924 M+
+ 1719,6567682a:—3055,64556708=0,
tendremos:
fcty+2:+i;+/¢c=2,96
xij -\-xz-\- Xii + xKk-[-yz-{-yu+ yk~hzii+zk-{-uk=
= —78,58009.

Restando del cuadrado de la primera ios de

la segunda, sera:
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sogn. 0 X T718:9809 5 7616 (—196,45225)=
’ 2
=8,7616+ 196,45225=205,21385=92?2."+ n' +

3 7 (mn-\-mp-]-mg-{~np-\-ng+pq)
+i9Vvo9"- 1

Y multiplicado por 2, sera:
2.V=410,4277.

Buscando en las tablas este nUmero, prescindien-
do de la coma, nos da las diferencias ?n=87,
n=278, i}=\ 177, ~=1364. Y como al suprimir la
coma hemos multiplicado por 100 las diferencias,
dividiéndolas ahora por 100, sera:

m=0,87, n=2,78; 23-11,77;, g=13,64, y ten-
drémos:

537+m+w+p+(]f“ 2,96 6 5a:+0,8i+2,78 +
+ 11,77+13,64=2,96
605.r=2,96—29,06=—26,1 de donde .r=—5,22

y=x-"m 6 y=—5,22+ 0,87 y——4,35
N==0;+ N 6 "=—5,22+ 2,78
ti="x-]-p 6 ?i=—5,22+11,77 6,55

k=x-~q 6 fe=—5)22+ 13,64 k= 8,42
ir+y+2i+'~ + k—2,96

Verificada la comprobacién del producto do estos-
valores con el Gltimo término de la ecuacién, re-
sulta ser estas sus raices, y por tanto la ecuacién

esta resuelta.
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ECUACIONES INCOMPLETAS DE 5.“ GRADO.

108. Demostrado ya en las ecuaciones de gra-
dos inferiores que la resolucién de las incompletas
se efectla del mismo modo y por el mismo sistema
gue las completas. Nos limitarémos & poner el si-
guiente

EJEMPLO.

Sea la ecuacioén:
51 ,4588.t'— 129,620688g" 175.146080; +
550,260992=:-0
y tendremos:
o;H-?/+2-f ?i+ii” O
Xy-~xz+ xii H xK-i- i/z-hyu-\~yk + zu+zk-huk="
—5174588.

Restando del cuadrado de la primera los de
la segunda, sera:

5X—51,4588 )
:0_(_128,647)=128,647=iV

Multiplicando por 2, sera:

2iY=257,294.

Prescindiendo de la coma y buscando este nu-
mero en las tablas, hallamos 2572940, que nos pre-
senta las diferencias m—88, «=178, yj=622,
(~=1222. Y como el numero que hemos buscado
lo hemos hallado seguido de un cero, también de-



bemos considerar a 257,294 como seguido de un
cero (véanse los niumeros 97 y 76), yserda257,2940;
pues si reparamos en las operaciones practicadas,
veremos que al multiplicar— 51,4588 por 5, el pro-
ducto de 5 por 8 diezmilcsimas ha dado 40 milési-
mas, y por consiguiente cero diezmilcsimas que he-'
mos omitido.

Dividiendo, pues, por 100 las diferencias obte-
nidas, ser&: m=0,88, " 1,78, *=6,22, g— 12,22,
cuyos valores sustituirémos en la férmula de la
suma de las raices, y sera:

Sic+m4-ii+j)4-(jf=0 6 5x+0,88+1,78+6,22
+ 12,2:2=0

6 5x=—21,1 de donde .T=—4,22
y—x+m 6 —4.22+ 088 1/=-3,34
Zz~X-\-n 0 z=—4,22+ 1,78 2,44
M=.r+p 6 — 4,22+ 6,22 2
k=x"gq 6 4,22+ 12,22 k= 8

T+y+M+w+A'=0

ECUACIONES POR RESOLVER.

1009. Siendo, como hemos visto en todo el cur-

so de la obra, completamente inutiles é innecesa-
rias para la resolucién de las ecuaciones las sumas
de los producios ternarios, cuaternarios, etc., y ab-
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sorbiéndonos el hacer estas operaciones infructuo-
sas un tiempo que no somos gustosos en malgas-
tar, hemos determinado representar por A, B, C
D, etc. en todos ios ejemplos sucesivos los coefi-
cientes de los términos cuarto, quinto, etc., hasta
el ultimo exclusive, que, como sabemos, es el pro-
ducto de todas las raices, con el cual siempre de-
bemos comprobar los valores que obtengamos para
ellas.

XN~0\NQx*-il , 9mMx "+ AxXN+Bx—
—115,5648195=0
7,66.1.'+1,4452:r'-hA.r"™*+Rr+218,8~096=0
J—2,44a;'~28,32"+A.'r"+B.i;+261,1a=0
XN— AX*~T 3xN— AXN-\-Bx"3Q0:=0
XMISSXN—AXN+Bx+Qm~0

ECUACIONES DE 6.* GRADO.

110. Vista la marcha que hemos seguido en las
ecuaciones de los grados anteriores, paréennos su-
perfluo el repetir en las de este grado y sucesivos las
operaciones que conducen & obtener la férmula
general que para las ecuaciones de G.” grado halla-

rémos ser;
12(ail -{-xz +a:w+ XK-}-x" +
\YZ-\YU-\yiz-\- - -\-zu-"zk

) , ] +.?2a+?di+Wa+/v«)
(a;+i/+2+w+/c+a) r
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2(mw+ mp+ mg+ mr
+ «o + ng-\-nr™ f~\~
~Npr+ qr
-N—riG+ + r P qr)
Y multiplicando por 5 para quitar el denomina-
dor, sera:

+mr+np-\-ng-\-nr+:pg-"pr-\-qr).

1U. Representando por o, i/, 2:, ii, £ «, las
raices de la ecuacién, y por m, n, f, q, r, sus dife-
rencias, con la férmula general que hemos obteni-
do, sacaremos las particulares que'corresponden
ai 1.° y S.“casos, que son cuando todas tienen el
mismo valor, y cuando son dos'sus valores. En el
primerease, claro es que resulta V=0, pues todas
las diferencias son también iguales & cero. En el se-
gundo no tenemos mas que hacer todas las diferen-
cias, menos laultima, iguales & cero, y tendremos la
formula de la 1.“subdivisién, que es N =f\ Siigua-
lamos a cero las tres primeras diferencias, nos re-

sultard la formula de la 2.® subdivisidon, que es:

N Y asi sucesivamente hallarémos pa-
rala3."iVv= . V- parala 4.“ yiV=ln
para la 5.“ i

112. Tanto en el caso de que 5iY se halle en las
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labias, y con las diferencias que nos dé sagquemos
mvalores falsos (que conocerémos por la comproba-
cion que debemos hacer de su producto con el Ul-
timo término de la ecuacion), como en el de que
5iV no esté en las tablas, debemos resolver la ecua-
cion como comprendida en los casos 1™y 2.% vien-
do & cual subdivision corresponde, segin que N sea
un cuadrado perfecto, 6 sea igual & cualquiera de
las formulas dichas.

EJEMPLO 1."
Sea la ecuacién:
X'—3,5&—
y tendrémos:
X+ij+z+u-\-k-{-a =375,

Xy-\-xz-\-xu.-\-xk+Xa “*yz-\-yu-\-y kj_ _. <¢
Hyd AZUHzk+  -h TIvAUci Ffea |

12
Restando del cuadrado dela primera los de
la segunda, seré:
12x—32
3,5"- = 12,25— (-76,8)~12,25 +

+76,8-:89,05:iiV.
Y multiplicando por 5, sera: 5iY=445,25.
Buscando este numero en las tablas, prescindien-
do de la coma decimal, vemos que nos da: iii= 10,
ji=30, =60, g~S0, r=95.
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Y como segun lo dicho (49), dehemos dividir
por 10 estas diferencias, sera:
n-~3, ~—8, r=9,5, y tendrémos:
6M"-H + n+1)+s5 4-r= 3,5. Sustituyendo valo-
res, sera:

6ir+l +3+6+8+9,5=3,5, 6 6.r=3,5-27,5

=-24.
Y dividiendo por 6, sera................ X~ —4
y=X-\-m, 6 y=—4+1 ... y= —
Zz=X~"n, 6 — A4+ 1 2=—1
UAX~hp,Bti=—4+6 .., u= A2
O0/,=—4+ 8. /i=" 4
a="aj+r, O — 4+ 9,5 ., a= 5,5
X+ y+21+ i+ A+a =: 3,5

Comprobando el producto de estos valores con el

ultimo término de la ecuacion, resulta que son'las
verdaderas raices.

EJEMPLO 2.°

Sea la ecuacioén:

XN~~TTXMSN NAXMAXN\-BX'M—C X~Sm M A" =0
y tendremos:

X+y-t'2:+li+/v+ a=17,
Xy-"xz-\-xii-i~xk-{-Xa -\-yz ~yii-hyk) g
+ ya-\2Zi-\~zk+ 2X-\~uk+ Tix-+Kkx |

12
Restando del cuadrado de la primera los de
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la segunda, sera:

12X83,6
n ~88,36-=N, 5N=441,8.

Buscando este numero (prescindiendodela coma)
en las tablas, no le hallamos; y por consiguiente,
proccderémos con arreglo & lo dicho (112), y con-
vencidos de que esta ecuacion es de las compren-
didas en el segundo caso, verémos si N es un cua-
drado perfecto, paralo cual extraeremos la raiz de

jV=88,36, y vemos que \/88,36=9,4, y que es
cuadra*do perfecto, por lo que desde luego pasamos
& resolver la ecuacion, y tendremos:

6 6a;=17—9,4.

2 » 2
Y dividiendopor6,sera:ic=1,2-~; y— 1,2-7;

2 2 2 2
5=1,2-g-; w=1,2-y-; /=1 ,2-~; «=10,6-"

Comprobados estos valores con el dltimo termino
de la ecuacién, vemos que no son estas las raices,
por lo que resolveremos laecuacién segln la quinta
subdivision en que N=m”, y tendrémos:

6N+5m=17 6 6a;+5x9,4~17 6 6x=n—47
= —30.

Y dividiendo por 6, sera: x=—5; y=x-{-ni 6
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y=4,4; z=x+in 0 z=",i; u=x+m 0 w=4y4;
/i="x-i-m 6 fc=4,4; <x=ird-m 6 «=4 4.
Comprobados estos valores con el Ultimo término

de la ecuacion, vemos que estas son las verdade-
ras raiccs.

ECUACIONES POR RESOLVER.

A5 19,8#+163,35a;'—
+ 1281,467969=0
x™Mhovr— 10x*— Aa)™-hBx™N--av—m ~ 0

Ca;+900=0

ECUACIONES DE 7.“ GRADO.

113. Verificando lo mismo que en las de sesto

grado, hallarémos que la formula general es:

"1+ XZ-hXU+ xk-i-Xa.-i-X™ +y ™ +
-hlju-hl/k + ljic +~13 -hzu+zk-hza +
-i-Zj3-\- tik-hUx HWs +Aa +kj3 +ajS)
+ [+ «+ SA’

(?’m+ mp+ mg-h nir-+ ms -\
+ np-h +ii/H"irr-+ns + pq 4

=iV=m"+ n™\_ +W + iu~gqr+ gs+rs)

Sacando de esta las particulares de los casos pri- *
mero y segundo, tendremos, N=9 para aqu™™”"sipj™»

‘Uorn
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para esta, serd: N=s”™ para la 1/ subdivision;

|
=—0— paralad.N=%"parala3.”; N=2p” para

la 4."; N= parala 5% y para la 6/;

las cuales aplicaremos de un modo analogo al ex-
plicado en el numero 112.

EJEMPLO 1.”

Sea la ecuacion:

N— 16la,«+ 111,090;'— Cx--h Dx—
—317,5190457=0;
y tendrémos:

X-\-y-hZ-jr'U-\-k-ha +.3 = 16,1,
XY-\~XZ-*xu+xK + Xd-\-xp + 72;+)
-hyus\-ijk+ , +I/3 .+, zfe+ 2«7 111)9.
+23+i//i+Wa +W3 +KX +Hc.s +«))

7
Restando del cuadrado de la primera los -y de

la segunda, sera:

op. (RHLOS T o5991.259 21=0.

Por consiguiente, las raiccs son iguales, y ten-

drémos:
_ 16,1
0;+y+-;2-+W'+fc+®+'3— 79— 16,lj00;— 2,3

unico valor que satisface & la ecuacion propuesta.
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Sea la ecuacién:
X'— 5'0®— 59x/N+ + BX™-h O™-h Dx+ 1 0080="0
y tendremos:
iT+ y+"+M+fe+ ay3—5,

XY+XZ-{-XU-{*"XK-\-X"{-X, +yz-\-)
4-yWH-y/e+y«+yj3+2;WH-2/i+Sa = —59.
+  Hi/ZeH-Wa -\-W0 +fea +/ip +«” ]

7
Restando del cuadrado de la primera los de
la segunda, sera:
7X-58 ~N25 (__i37 2 y=25 +
+ 137 2 i
3 =162 3 =is.

Multiplicando por 3 para hacer desaparecer el
denominador, sera;
3N— 488, cuyo numero buscaremos en las tablas

y nos presenta las diferencias.
m=2,n=4,p—8, (y=9,i=11, s=13.
Sustituyendo estos valores en la formula general
de suma de raices, sera:
"Ax-\-m+n+p-\-g~hr-\-s=", 6 7a;+ 2+ 4+ 8+ 9
+ 11+ 13=5, 6 7a;=5—47=—42, de donde
6; y===x-hin, 6 y = —4; %=x-"n, 6 —2;
w=ic+p, 6 ti=2; k=xi-q, 6/N—3;a=.r+f, 0
«=5; i3=a;+s, 6 0=1.
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Comprobados estos valores con el ultimo término
de la ecuacion, resulta que son las verdaderas ral-
ees, y por lo tanto la ecuacidn esta resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

3;T_,29,75.i;*i-379,3125a;~"+Aa;™ 4 - + ftr
+33169,59552197265625==0..
—35,8a;l+ Ax*-{- BX*\-Cx"-\-Dx— 1056
=0.
a + 450N+ 8 1 + At + BxX™-hCx™ + Dx—
—4398046511104—0.
AN-160;«+108xM+AaMM+RrHCa;-+Ar—256—0.

ECUACIONES DE 8.* GRADO.

114, Procediendo de igual suerte que hasta
aqui, y llamando para mayor comodidad y claridad
(5 de jP J3 de fi) & la suma de los productos bina-
rios de las ralees, y [S 4aP B de D) & la de los pro-
ductos binarios de las diferencias, obtendrémos la
formula general.

. 161S de P C de jR)
(an+y+2+w+ fet+a+i3+5) —--mmm- A

, 2(SdePBaeD)
+ Mt (™ + s -Fi— Y n

de la cual sacaremos las particulares del primer

caso, que es TV—0, y las del segundo, quesoniV=P,
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para la primera subdivision; N~ para la se-
gunda; ~— para latercera; N = —ij — para
la cuarta;, N—— " para la quinta; iV—m—

para la sesta, y N~m~” para la sétima, las cuales
aplicarémos segun se’ha dicho anteriormente.

EJEMPLO 1."

Sea la ecuacion:
— 161 1127®+ AXM+ B'CH O DKM+ & 4 -
+256=0
y tendrémos:
iC+y+ 2+W+-fe+ «+ 3+ ~=16
5 deP i? de P=-112

16
Restando del cuadrado de la primera los -y - de

la segunda, sera:

16X112

Por consiguiente, las raices son iguales y ten-
dremos:

8x=16 de donde 2—a:=y=2:=w=/c=ft=-3=/"

sl
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EBVLO 2.¢

Sea la ecuacion:
+ 6a’ — 84ic" 4- BxA+ CxM+ DxA  Ex-\-
+40320--0
y tendrémos:
a:+if42+w+/e-l-a+i3+~"=—56
5dePBdeii=—84
16
Restando del cuadrado de la primera los ~
de la segunda, sera:
_6A- 16X7_84 2=36_(_192)=36+192=
=228=iV
Multiplicando por 7, sera:
7iV =1596; cuyo namero, buscado en las tablas,
nos da:
m=2, w=3, 6, =9, r=11, s=12, ;,=15.
Tenemos X-\-y+z-{~u-\-k+a-"&+"<="— 16; luégo
serd; 8x+wH-/Zi+p+i+r+5+i=—86.
Sustituyendo los valores hallados, sera: 8a:4-2+
+3+6+94-11+ 12+15=—6 6 8a,=—6—58=
— 64, de donde, dividiendo por 8, sera: x="—38;
y==05+m 6 y=—6; z=X-"n 6 2=—5; u=x-hp ¢
2; k=x-\-q 6 g=i] «=a:+?’ 6 «=3; P™x-h

+5 6 N=4; 6 "1,
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Comprobados estos valores con el ultimo térmi-
no de la ecuacion, resulta que son sus raices, y por
lo tanto, la ecuacidon estd resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

448a:®-h BxN-hCx™-h DX Ex-h
+65408=0
a®—-26 ,+298 , 2 N~ ® + + &
+ 11372,4=0

SX"—36a®+ AxM+ Bx*+ O+ DxM+ Ex-h
+50625==
a®+ 19a;M— 10a;®+ Aa:®+ BxX*-\- Cx+ DX™\-E x—
—1152000=0

ECUACIONES DE 9.” GRADO.

115. De igual suerte que en las ecuaciones de
los grados anteriores; hallarémos la férmula ge-
neral :

r 1 . J
(a+y+2:-]-ig + (+a+j3-| -S+ ff)-mmrmm
=m'+nN+p"+qg'+rr+s'+ f+ p — {SdePBieD)_

y las particulares del primer caso que es N=0;

y las del segundo que son N=/”para la 1. subdivi-
7:2 92
sion; N = -y - para lasegunda; N = para la
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5fl*

tercera; N = —~— para la cuarta; N-= -] -para
la quinta; N= — ~ para la sesta; iV= pa-
ra la sétima, para la octava, las cuales apli-

carémos segun se ha dicho anteriormente.

EJEMPLO 1.'

Sea la ecuacion:

+Fa:—267144"0,

y tendrémos:

i r-f-y-hs+'W-f-fe+tt-f'jj+S'+ir=36,
SdeBP deii=576.

Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, sera:

Por donde vemos que las raices son iguales, y
sera;

36
9t= 36, de donde x = =4, Gnico valor que

satisface a la ecuacion.
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EJEMPLO 2.*

Sea la ecuacion:
a&rll —7kx' + Aa™+ BxXM\~ X"+ Dx"H Ex”*
+Fa;+226800==0,
y tendrémos:
"+2/+M+w+/eH-«H-j3 4-M+ir=— 11,
SdePBde fi=-74. «

9
Restando del cuadrado de la primera los de
la segunda, sera:
9y_ 74 2
112 AaATo— = 121- (- 166 -] -)==121

+166-~ =287-4-=1V .
4 4

Multiplicando por 4 para hacer desaparecer el
denominador, sera: 1150=4N, cuyo numero bus-
cado en las tablas, nos da:

m=3, n=4, [?=7, ~=9,r=12,5=13, i=15,
/=16.

Sustituyendo estos valores en la formula de la
suma de las raices, que es — 11, tendrémos:

Ox4-3+4+7+9+12+13+16+16=—11, O
9a,+79=—11,

60 9x=—11~79=—290, de donde 10;

y=x+m, 6y=—7; z=a;+w, 6 Z=—06;, w=x+",
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O w==—3; 6 —1; X~X-\1, 6 a—2;
fca;+s, 6js=3; "=0G-\-t, 6 s~";7T=x-}-f, 6-7r=6.
Comprobados estos valores con el Gltimo término
de la ecuacion, vemos que son las verdaderas rai-
ces, y por lo tanto se halla resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

Cx™\- DxN-h Ex'-h
1953i75=0.
XA —SONMNSSX + AXNMBXN + O+ DXNMHEXN
+Fa;— 131072=0.
ar+ MA=3ix"N A xMNBXMA'CNAIN D XN-NEX™M FX
—3200=0.
B XNNIXN— MXN-NAXN-NBXNMHCXN + DXMEX' N
-+-F~-h51840=0.

ECUACIONES DE 10." GRADO.

116. Asimismo hallarémos la formula general,
que es:
(x-hrj-\-z-\-u-h Kk A_20(5 de P B de R)
+ aH—+ 5-Ht t 9
+ o (S de P B de D)

y las particulares del primer caso, que es N—O0, y
las del segundo, que son N=/i\ para la primera
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subdivision; N= — ~— paralasegunda;N = -/

para la tercera; N— —~ paralacuarta; N=—"
q/\

para la quinta; N== — para la sesta: N= —g-
16n™

para la sétima; N=> — g— paralaoctava;

para la novena, aplicandolas segun se tiene dicho.

EJEMPLO 1

Sea la ecuacion:

60a:'+ MOX-hAXMBX--CxN+ DN+ B
~AFX'"A~hGx~mm%=0,

y tendrémos!

*'r+y+z+wH-Ai+cc-{43+" J' M +y="60,
S dePB de 7?=1620.
20
Restando del cuadrado de la primera ios -g— de

la segunda, sera:

20x1620
60— 9 =3600—3600=0.

Por donde vemos que las raices son iguales, y
porconsiguiente, dividiendo 10a:=60por 10 sera 6,
Unico valor que satisface a la ecuacion.

AN(~"Duorer-



EJEMPLO 2.°

Sea la ecuacion:
+ ExXN RN
+ Ga;+29030400==0.
y tendrémos:
X-\-y+z-{-u-\-k+ «+;3 +5 +7T + 7= — 23,
SdeP BdeR....... =3.

Restando del cuadrado de la primera los -g - de

la segunda, sera:

20x3 _|_
23— o =:529—¢ N7 =5224-=N.

Y multiplicando por 9, por ser 9N lo que se ha'

de buscar en las tablas con objeto de evitar fraccio-
nes, sera: 9N =4701.

Buscando en las tablas este numero nos déa las
diferencias:

in=2, {i==3, /i=5, i/=8, r==10, s— 14, i=17,
/=+18, a=20.
Sustituyendo estos valores en,

to¢C+rm+n-i-p+o+rH-s+i+ /+/t=—"3» sera:
10t-+2+3+'S+8+10h-i4+17+18+20=—23,

6 10r=—23-97=—120, de donde o0:=-12;
y=X-\-m, 6y =—10; 2=a:+n, 6 2=—9; w=a:+7?,



249
Ou=—1; k—x-]-qgj Ok="—4; a—X+r 0 «=—
3— ic+ s, 60=N\',S‘=a;+|',é 5;7r—aH-/,
7=x+h, 6 7—8. =
Comprobando el producto de estos valores con el
ultimo término de la ecuacion, resulta ser sus ver-

daderas raices, y por lo tanto esta resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

+ FaN+G'ir+2655,9922791424=0
XN OXN~\-AXN+ BN O a;'+Da;'+fe'+
39366=0
a,io_23xV236a;'+A.'cV BX*-\rCxMDxMEXN-N-
FXN-\-GxN3017M=(}
a'<'_B5ir®+1320"«+ AX-{-BX* + CxN DA+ Ex?
+F;r*+(;a)+3628800=0

TEORIA GENERAL DE ECUACIONES.

117. Hemos tratado la resolucién de las ecua-
ciones desde el basta el 10." grado, ambos in-
clusive, y en todos ellos liemos visto que el cuadra-
do de la suma de las raices se halla, con la de sus
productos binarios, en una razén fija para todos los
casos que dentro del mismo grado pueden ocurrir,

y que esta razén lia sido suficiente jpafa conducir-
nos a determinar cada una de las raices de la ecua-
cion.
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Vamos ahora & ocuparnos de generalizar el-siste-
ma que hemos seguido en cada grado, formando lo
gue se llama teoria general, para lo cual pondrémos
de base la resolucion del siguiente

lis. Problema. Dadala suma de C cantida-
des, la de sus productos binarios y el producto de
aquellas, determinar el valor de cada una de dichas
cantidades.

119. Resolucion. Sean x, vy, z, u,k ... estas
cantidades incognitas, C el numero de ellas, y i) el
namero de sus productos binarios, que nos es co-
nocido puesto que conocemos C. Puede suceder 6
gue todas sean iguales 6 que no lo sean. Poniendo
primero el caso en que sean iguales, claro es que si
conociésemos esta circunstancia, no tendriamos
mas que dividir la suma por C, y obtendriamos el
valor de cada una. Mas como al proponernos tal
problema, ignoramos si dichas cantidades son igua-
les 6 desiguales, vamos a ver si podremos hallar al-
gun medio por el cual podamos conocer cada una
de estas circunstancias, y obrar en consecuen-
cia segln convenga. Veamos si el cuadrado de la
suma de dichas cantidades guarda con ia de los
productos binarios alguna razén que nos sirva de
norte en lo que debemos practicar. Supongamos,

pues:
X=>y~z—u=k=".....
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Poniendo x en lugar dey, u, h, puesto que son
iguales, sera la suma de ellas:
x-hy-\-z~{-u+k~\-.....=Cx (1)
Sus productos binarios seran:

xy-hxz-hxu-hxk-\-......-f-y2: + i/wj+) ~
y/i-H......-\-zu-{-zk-\-........ \-uk+........ )

Elevando al cuadrado la primera, seré:
{x-hy+z+u+k-\-...)"=CV (3)

Formando proporcion la (3) y la (2), tendrémos:
{x+y-\-z-\-u-hk+.....CW

xy-\-xz-hxu-\-xk-h......-\-yz-\-yu-h " D

~\~ykA.+ o zu-hzk+ ~huk........

Dividiendo los dos términos del segundo quebra-

do por a” sera:

xy-hxz~\-xii-hxk-h.....~ i)

Pasando el denominador del primer quebrado al
segundo miembro, tendrémos:

(xy~\—xz+ xu-{-xk+ .. A
N\YZA\YE-\YK-\-
ZU-\-ZK-\~ .~ \-"Uk-\-. . ./

Sj-=
Y pasando el segundo miembro al primero, nos
dara:
(xy-\-xz-\-xu +xk-{-.. A
--yz-*yu+ + ... -h1

(a:+?/-f2:+]
U\~k-\- W\ Zii-\-ZK-\p -uk-]-. e =0
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Por donde vemos que cuando son iguales X, vV,
z, u, k, ... restando del cuadrado de la suma
2-
X+y+z+u-\-h los ~ dela de los produc-
tos binarios, laresta es cero.

170. Reciprocamente. Si dada la suma de C
cantidades y la de los productos binarios, restarnos

del cuadrado de aquella los —g - de la de esta, y

la resta es cero, tendremos: X—y~z="u=="

y por consiguiente, dividiendo su suma por C ten-

drémos el valor de x—y~z=u=h=" ...
121. 2." caso. Que dichas cantidades no sean

todas iguales, podiendo serlo algunas 6 ninguna.
Llamemos g a la menor, y colocandolas por or-

den de sus magnitudes, sea:

X fchetce.,
<

y designemos por m la diferencia y—Xx, por n la
z"™X, porp lau—x, por g la k—x, etc., etc., con

lo cual tendremos z=x+n, ii=x-\-p,

h=x-hq, etc., etc., siendo la suma de todas ellas:
iBH/ + s+ w+ i+ ... + (a;+w) + @+ wt

{34+p)-\-{x-hq)-\~......=Ca;+m+w +j04-~-helc.

Elevando al cuadrado los dos miembros, sera:
(a:-hi/Z-h z-\-u™k + ... CV+2Cm+20irn+
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+ Wxp + Wxq + ... + m*+ H  -f-

+ 2mw+ Ymp+ %mqg-N.....-\%np + ~nq +

Sacando factores comunes, tendrémos:
....... Y=NISONYC(XTTE + XN-\~XP
TN/ F o N%{mn~pm~
H-......-hnp-\-ng +

Pasando al primer miembro todo el cuadrado de

+mgmH-n+p+g+... i seréa:
<X-\-y+z+U-\-K+..... (M +H2®+ N+ et
+ mg+ ... -“*np H-ng+ ... -pg-"N

+ o NNCV-+20(0oim+a;n+ag9+a;g + ... ) (D)
Sustituyendo en los productos binarios los valo-

res dey, u,k, ... tendrémos:

Xy {-Xz-\-xu-i""xk-h......-\-1jz-\-yNi-i-yk-¥-
+s/;+.....-]-uk+ ... 1 ="MX-[~m) {x-\-n)+x{x-\-p)
+r(a;-lg) + ..... +{a;+m) (.r+n)-h(3;-I-m) (x-hp)-»
H-a+ m) (iT-1-g)+...... -\-{x+n) (x-\-p){x-hn)
(r+ g+ ... -h(r-h]>) (r+ g)+ ....... AXN-\N~xm-{-xN+
AXNn + XMXp +*xVa;g + ..... -h ot+ XN + mn
42 Xxm-\-xp + mp+x~+xm-{-xq-\~mqg-\~.......
X-hXn=-"Xp-1-11p~\"XA-\-xn+ Xq +iig-{-...... + ic-\-Xp
+rg-i-j)g4-.....

Teniendo presente que hemos designado por B el
nimero de productos binarios'; que X se repite
tantas veces como es este numero, puesto que X
entra en todos los valores doy, z*u, k,
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servando también que cada uno de los productos
M, XN, Xp, XQg, ... , Se repite un mismo numero
de veces igual & C—\, tendremos, haciéndola re-
duccién de las Ultimas operaciones;
XY-\-XZ-"XU-~xk-"......-hiZ2-hyu +y k™ ... +zu
-hzk-\-......+ wit-h ....... =Dx™-h (i7— 1) [xm+xn~\-xp

Pasando al primer miembro el producto binario
de ni, n,p, q, ... , Sera;

Con esta ecuacion y con la (1) formaremos pro-
porcion y sera;
{X+y+z-\-u-"k-\-....Y— n
+2(mn-t-mpH-mg+... +np-*ng~\~.. ,-\-pg-\-,..)) -
Ni/+ Xz xk-~...-hyz+yu”~k~"...+zu+ ~
zk+...-\rnk-\-...— [mn-\~mp-\~mg-\-. ,-\-np-\-nq

C-x"-h2C(.m+ xn+ Xp-\-Xxg-".
Dx"-\-{C—1) [xm~hxn-i-xp-\-xg-".......
Llegados & este punto, nos vemos precisados a
suspender nuestras operaciones para demostrar que

N =
) — con objeto de simplificar el segun-
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(lo miembro de la tultima ecuacién, y obtener el re-
sultado que nos hemos propuesto.
Para demostrarlo formaremos el cuadro si-
guiente :
C'=1234S5S 6 789 10 etc. etc.
149 16 ~5 36 4964 81 100 etc. etc.
D=0 13 6 10 15 2128 36 45 etc. etc.
En él observamos quea medida ({ue C va au-
mentando siguiendo sus diferencias la progresiéon
123 4 5 6 7 8 9 etc.
2a2”iLri 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 etc.,
123 45 6 7 8 9 etc
Por consiguiente, vemos que tanto  como D es-
tdn sujetos 4 una ley constante. Pero en'todos
los valores de C, y D que se corresponden en
el cuadro de arriba, vemos que CP="D-hC, luego
esto mismo sucedera en todos los cuadrados de C,
respecto de D.
Tenemos, pues, la igualdad C~2D-\-C.
Pasando C al primer miembro, sera:

Multiplicando ambos miembros por C, tendré-
mos: C~C/™WD.
Dividiendo ambos miembros por CD— />, sera:
N3— (72 2 O»
CD—D CD--D
Pasando el segundo miembro al primero, sera:
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0—
CD-D
*fcuyo primer miembro procede de los quebrados
Qi 20
— 75— 7 reducidos aun comUn denominador,
D 0-1
o 20_|_
D 0—1

:0Y

luégo sera: 0.

Pasando el segundo término al segundo miem-

i 0s 20
bro, tendrémos: ~ gue es lo que nos

propusimos demostrar.
Volviendo ahora al punto en que dejamos suspen-
didas nuestras operaciones, sustituiremos en el sc-

20
gundo miembro de la dltima ecuacidn por su
igual A , Y tendremos:
{mn-hmp+maqi- ....-*np-{-ng-b )
xy-hxz+xu+xk'h..... +ys-t-yw+y/Zc+....... -\-zu
"\~zk+......+w/iH-......— {mn+mp-~-"*ng-h ...... +

N -0V + C\xm+ xn+ xp-\-xg-\-....)
“  Dx~hD (xm+xn-hxp-hxqg-{-....)

Dividiendo los dos términos del segundo quebra-
do por x-{~x7n-hxn-i-xp-hxg-h.......sera:



{x+y-\~z-\~u-\-k-\-. ,y— + 19

XY \XZ-)~X'Uj-{-xh-A-.....myz-*yu ... -i- )
-¥zu+ Zk~\-......-Muk+ . — (mn+mp+m.g-"~
...... -Anp+ng-N-Npg o)

Pasando el denominador dci primer quebrado al
segundo miembro” tendremos:
[x-~y-[~Z~MU-\-h+....__ ~
Amn-{-mp+ wq+...-\-np -Hig-h ... + +..))=

C\xy-hxz-\-xu-{-xk-{-..
~\~yz-\-yu-hyk-h--.-{~zu  C\mn-hmp-\-nig-\~ ...
_ \Zh.... -{-nk-\-........ )  ~\-np-hng-h..+pg-h..)

Cambiando de miembro el segundo término del
primero y el primero del segundo, seré:

CMXy-\-xz H xu-"xk-\-
...~\-yz-\-yii-hyk-h.. .

=M™ np + ..+ 2(mn-Hnp+ mg-~\.. -Hip~\-nq
C\MN-\-mp-\-mg-\- ...+
-\pg\..)) + +
Reduciendo Mmn-\-mp + mq -h...-hnp-h7ig-h...
+p(/+...) &la especie del quebrado que le acom-

pafa, y sustituyendo en el dltimo  por su igual
2i)+C, tendremos:
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CA(XY-\-XZ-\-xu-\~ xk-" ...
+yz-~yu-hyk + ...-{"ZU

"y [ D nn
W{mn-\-mp-hmqg-"....
-i-7ip+'ng+...-\-pg-\-...)
D
2Z)(mw + mp -~\-mg-\-... C{mn+ mp-hmqg-h... +
-\-np-\-ng-\-...-i-pg+...) np-\-ng-}~... -hpg-I-...)
m" D D

6 en fin,

=m~+ir-hi? +(f + .

C\Xxy -N-xz+xu ~""xk+ ...
-\-yz-\-yu-~yk-hzu

+ zZK-\-.....+ WAH— . .
(X-\-y-~z-h u-\-k-\-..y - - )

Cymn-“mp-~-mq + ....+

» 2 2 -
=mN-\-nN+pA+gN .. - -

121. Esta ecuacion nos dice que cuando las
cantidades X, vy, s, ié, K, ... no son iguales, restando

del cuadrado de su suma los de la de sus prO'

ductos binarios, nos resultard la suma de los cua-

drados de las diferencias m, n,i?, q, , menos los

Q

— de la suma de sus productos binarios.

122. Esta formula es aplicable también al pri-
mer caso en que hemos supuesto x="y=z=ii"

=/i=.... , pues resultando en este caso Vi=y—
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— N—z~x~0, p=~u—t=0, g—k~x=0, la
resta indicada en el primer miembro resultara igual
a cero, que es lo mismo que obtuvimos al hacer
aquella suposicién.

123. Si para mayor comodidad llamamos N
primer miembro de la Ultima ecuacion que hemos
obtenido, el cual significa reslar debguadrado de la

suma de X-\-y-\-z-\-u~\-k+... los —g—de la de sus

productos binarios, y suponemosX=y=z=U,
de donde sacamos m =0, ?i=0, p—0; la for-
iBula dicha se convertira en:

ARZ 0+0-50 e CX0O+0hr0O+0+0-i-O
D

Por donde vemos que, verificando dicha resta,
nos resulta el cuadrado de la diferencia k— 4 (supo-
niendo & k la daltima). Extrayendo, pues, la raiz de

sustilm'éndola en la sunmx-j-y-~-z-~-u-hk-h..
Cx-hg, pasando q al primer miembro, y despejando
X obtendrémos su valor, que sustituido con el de g
en k="~x"q, nos dara resuelto el problema.

124. Si suponemos ‘x=y=z, u=x-hPi k=x-\-p
(en el caso de que w, Kk, sean las ultimas), sumando
x~hy-hz=.....-\.u-\-k=Cx-h”h tendremos, m =0,
p=.,g; y sustituyendo estos valores en la

/\/\0,

formula que hemos sacado, sera:

al
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, CxO+ O+ O+ O+ O+p’
fy n

0 A-= 2jN-----n

Verificando la resta indicada, sacando el valor
de p, sustituyéndolo en la suma.rn-i/H-2: +
+fc=C¢c+/p; pasando al primer miembro, y
despejando X, tendrémos este valor, que sustitoré-
mos con el de p en u=x-\-p, i™x-~p, y habréraos
resuelto el problema.

125. Si tenemos x—Yy, z=X-{-n, u=x+n,
fc~A N jn(pudiendo haber otras cantidades antes de
X, 6 doy, 6 de 2, pero no posteriores) y sumando
X-\-y-{-...... “*z-{-u~\-k=Cx-\-3/i, tendremos m =0,
...... fi="p=q, cuyos valores, sustituidos en la for-
mula obtenida, nos daran:

N=0+ar to-hr CX0+ 0+ 0-H...+n-+w-"+ ©
=0+an- 'tv-hn

D
A
6 N=371"— D
Verificando la resta indicada, sacando el valor de
n, sustituyéndolo en lasuma.r+i/+...... -hzNu+k

~Cx-\-3n, pasando 3n al primer miembro, y des-
pejando ic, nos dara el valor de esta, el cual con el
de wsustituiremos en 2,=.c-[-ii=M=/c, y el proble-
ma estara resuelto.

126. Y asi continuariamos sacando las formulas
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particulares, correspondientes todas ellas al caso en
gue las cantidades t, y,z,u, K.....tienen dos solos
valores.

127. Si el problema de que tratamos fuese solo
para un caso dado, que no tuviese aplicacién gene-
ral, nos veriamos en la necesidad de resolverlo por
el sistema explicado en los numeros (29 al 38, 75 y
otros). Pero.como su aplicacion comprende & todas
las ecuaciones de cualquier grado que sean, las
cuales no son mas que casos particulares de él, y
como por los medios conocidos liasla el dia, el re-
solver una ecuacion que pase del tercer grado es
una cuestion qi\6, por lo dificil,.casi raya en lo im-
posible en las do I.° y 8.“etc. grados, tenemos un
medio por el cual se resuelve la ecuacién (sea del
grado que quiera), 6 con otro nombre, el problema
de (jue traiamos, con la mayor facilidad y pronti-
tud, que es el explicado en los numeros (43 al 50),
cuya repeticién omitimos por innecesaria, pero de-
biendo considerarse como reproducidos aqui.

'128. Halladas por medio de las tablas de dife-
rencias m, n, p, g, etc. las sustituiremos en la for-
mula X“f-y -|-z “HUN—k ... Ni~~p-\q
........ (véase el numero (120). Dejarémos Cx en el
segundo miembro, pasando al primero lo demas;
despejarémos X y oblendrémos este valor. Sustitui-
rémos en seguida este, y los dem, n, p, </... etc., ...

Il (biblioteca
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eny=icsa-m, z—X+n, h=x=q,elc. etc.,
y la ecuaciéon habra quedado resuella.

129. Sin embargo, debemos advertir que siem-
pre necesitamos comprobar con el Ultimo término
déla ecuacion los valores hallados, pues pueden muy
bien ser falsos, y esto, no obstante, satisfacer a los
términos segundo y tercero. Y sila ecuacién care-
ciese de dicho ultimo término, en cuyo caso ten-
dria 4 lo ménos una raiz igual & cero, comprobaré-
mos entonces aquellos valores sustituyéndolos en la
ecuacion propuesta.

130. En cuanto & las ecuaciones incompletas,
dirémos que siendo la causa de que falle cualquie-
ra de sus términos (excepto el Gltimo de que hemos
hablado), el que destruyéndose en las sumas los
valores positivos con los negativos, resulta cero, y
no el que la ecuacién tenga condiciones distintas;
no hacemos mencién por estar comprendidas en la
teoria general lo mismo que las completas.

131. Como el método cpie hemos expuesto para
la resolucién de las ecuaciones supone que siempre
existe el segundo 6 tercer término, vamos & probar
gue en una ecuacion no es posible falten estos dos
términos & la vez.

132. Primeramente vamos & demostrar que,
dada una ecuacién, siempre podemos hacer desapa-
recer uno de sus términos.
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Sea la ecuacion general:

hagamos en esta ecuacién x=y-\-k, siendo y una
nueva incégnita y kuna cantidad de la cual pode-
mos disponer para hacer que cumpla alguna condi-
cion.

Sustituyendo este valor de x en la ecuacién pro-
puesta, y ordenando el resultado, segun las poten-
cias decrecientes dey, tendremos:

m -1)

yTAmh ™3 M ae

1.2
1A 4-AI-"
+Bkr-n
=0 (D
+ (Mm— 1A/
-hTk
N u

Ahora, como la cantidad k entra en todos los tér-
minos de la ecuacion (1), escepto en el primero”™ se
ve que podemos dar & £un valor que haga que al-
guno de los coeficientes de y se reduzca & cero, y
por consiguiente, que podremos hacer desaparecer
un término cualquiera de la ecuacién no siendo el
primero.

Para conoger el valor 6 valores de k que reduz-
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can & cero uno de los coeiicientes de la ecuacién,
no tendrémos mas que igualar & cero el coeficiente
del término que se trata, y deducir de la ecuacion
asi formada el valor 6 yalores de U, que seran los
unicos que cumplan con la condicién pedida.

Si tratamos de hacer desaparecer el segundo tér-

A
mino, harémos m/iH-A=0, de donde k=- 'y

A
X=\jr de modo que, sustituyendo este valor
m

de X en la ecuaciéon propuesta’, faltard el segundo
término.

Dicho esto, veamos si es posible hacer desapare-
cer de una ecuacion el segundo y tercer término
4 la vez.

Supongamos que de una ecuaciéon completa he-
mos hecho desaparecer el segundo término, y que
tengamos por lo tanto la ecuacién:

X4 -BX™M~+ + + Tx-hU=0

tratemos de hacer desaparecer el tercer término, y
paradello hagamos x=X'‘hk, y desarrollando por la
formula del binomio de Newton, y ordenando se-
guii las potencias decrecientes de X, sera:

ic+B ™m? =0

vemos que el valor de h que haga desaparecer el
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tercer término tiene que ser diferente de cero,
en cuyo caso el término no desaparece. De
donde deducimos que el valor de k que haga des-
aparecer el tercer término, nos reproduce el segun-
do, y reciprocamente, que el valor de k que haga
desaparecer el segundo, nos reproduce el tercero.

TEORIA DE LA ELIMINACION.

DE LA ELIMINACION ENTRE DOS ECUACIONES DE CUALQUIER

GRADO CON DOS INCOGNITAS.

133. Resolver dos ecuaciones con dos incogni-
tas, es hallar todos los valores de estas incognitas,
gue satisfagan a la vez a ambas ecuaciones.

Se supone, desde luégo, que las dos ecuaciones
provienen de unamisma cuestion, y porconsiguien-
te, que quedan verificadas por unos mismos valo-
res de X, y unos mismos valores dey.

Los valores de xy aey que verifican simultanéa-
mente a las dos ecuaciones propuestas, se llaman
soluciones pares™ valores conjiigados 6 sistema de
valores.

Como en general no nos es posible resolver una
ecuacion con dos incognitas, lo que nos propone-
mos es buscar un medio, por el cual, sin necesidad
de resolver ninguna de las ecuaciones propuestas,
podamos llegar a eliminar una de las incognitas, y
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obtener de este modo una ecuacion con una sola
incognita, la cual tengapor raices todos los valores,
tanto iguales como desiguales de esta incdgnita,
con los cuales son conjugados algunos valores de la
incognita eliminada. Semejante ecuacién se llama:
ecuacion final.

134. Una vez que nos proponemos la elimina-
cion entre dos ecuaciones de cualquier grado con
dos incégnitas x é y, veamos cual es la forma gene-
ral de una ecuaciéon del grado m, con dichas dos
incégnitas. Esta ecuacidén debe tener todos los tér-
minos posibles del grado m, tanto en X, como en vy,
gue son:

hasta el térmi-
no todos ios términos delgrado m— 1, asaber:
hasta el término

todos los términos del grado m— 6 sea:
hasta el dltimo término ,
todos los de los grados m—3, m—4....4, 3, 2, 1, 0,
de modo, que ordenada esta ecuacién, segun las
potencias decrecientes de x, su forma general seré:

cor 14 -0« Xm-2~~ yz am—3-]-...-4-amjm

+6,

+ Ky H-i>s y*
-j-Cj

4cmy«-*

-h -3y

-\-Umy
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Si una ecuacion carece de alguno de estos térmi-
nos, se dice que es incompleta.

135. Podemos saber & prion el nUmero de tér-
minos de una ecuacién completa del grado con
dos incdgnitas, pues para ello basta observar que
solo contiene un término con dos con tres
con y asi sucesivamente, hasta el coeficiente
de X, elevada a cero, que constade m + 1, términos
gue son en los que solo entran las potencias dey,
desde la cero hasta la m., de modo que el namero
de todos los términos de la ecuacion, sera;

[+2+3-h4H-..... -h?it+(m-hi)
gue es la suma de los términos de una progresion
aritmética, cuya razon es la unidad, y siendo el pri-
mer término 1 y mh-i el Gltimo, su suma sabemos
que es:

(/1+(’m+l))x e (m+ 1)(m+,2)

asi que sustituyendo en esta formula en vez de w?,
el nimero que nos exprese el grado de la ecuacién,
tendrémos el numero de los términos de que
consta.

136. Al tratar de resolver dos ecuaciones con
dos incégnitas, claro estd que llcgarémos tanto mas
pronto al resultado que nos proponemos, cuanto
menor sea el grado de las ecuaciones propuestas.
De aqui el que tratemos de descomponer los prime-
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ros miembros de ambas ecuaciones en factores; 6
igualando a cero estos factores, tendriamos nuevos
sistemas de ecuaciones que serian de grado inferior
a las propuestas, y por lo tanto habriamos simplifi-
cado la cuestién. Veamos, pues, si dado caso que
pudiésemos descomponer en factores los primeros
miembros de las dos ecuaciones, los sistemas que
obtuviésemos, igualando & cero estos factores, se-
rian equivalentes al primitivo sistema.

Sea el sistema de dos ecuaciones N =0 y supon-

gamos que el primer miembro de laecuacién
sea igual al producto de dos factores Ay B, y que
del mismo modo el primer miembro de la ecuacién
iV~O sea el producto de los dos factores Cy D, de
modo que:

3f=A.B

N=~C.D
es evidente que toda solucidon de las ecuaciones pro-
puestas hace a la vez igual & cero un factor de 31y
otro de N, luégo combinando los factores de 31 su-
cesivamente con los de iV, formarémos los sistemas

A=0 A=-0 B=0 B=0
c=0 i)--0

los cuales quedan verificados por las soluciones del

primitivo sistema
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Reciprocamente, toda solucion de estos siste-

mas es también solucién del sistema pues-
to que & la vez reduce & cero un factor de M y otro

. . . J./"&
de iV, y por lo tanto, solucion del sistema Jy_

Asi que el sistema de las ecuaciones pode-

mos sustituirlo por los sistemas

A=0 A=0] 1J3=0 B=0

D=0\ C~O D=0
137. Una vez demostrada la equivalencia de

estos sistemas, vamos & tratar de la déscomposicion
en factores de los primeros miembros de las ecua-
ciones J/=0 y N =0; para ello debemos recordar
que Afy iV son dos polinomios funciones de x y de
7/, dicho esto, consideremos uno cualquiera de los
dos polinomios A/; por ejemplo: siendo este polino-
mio una funcién de x y de y, podemos ordenarlo
con relaciéon ky, y hallar el maximo comun divisor
de los coeficientes de sus diferentes términos que
serd solo funcién de X, que podemos representar
por X, y dividiendo el polinomio M por este maxi-
mo comun divisor, el cociente ser4d un polinomio
funcion de x y de y, que representandolo por A/,
sera:

g =A/i de donde A/=]A/{

L(®QUOTECa
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El polinomio J/i podemos ordenarlo con relaciéon a
las potencias de x, y hallar el maximo comun divi-
sor de los coeficientes de las diversas potencias de
X, que serd una funcién dé la sola variable y, que
designaremos por F, y dividiendo el polinomio i/i
por F, obtendrémos un cociente M\ funcién de x
y de y, asi que
M
de donde YM';
y sustituyendo este valor de Ifj en el de i/, halla-
rémos que
JIF-XFM " (=)

y tendremos descompuesto el primer miembro de
la ecuacion M =0 en tres factores, uno funcion de
X, otro funcién dey, y el otro funcién de x y de y.

De la misma manera descompondriamos el poli-
nomio N, el cual nos daria.

N===X'Y'N' (2)

y asi tendriamos descompuestos ios dos primeros
miembros do las ecuaciones propuestas en factores;
pero puede suender que X y X', siendo dos funcio-
nes de X, tengan algun factor comun, para lo cual
hallaremos el maximo comdn divisor d de estos dos
polinomios, y por la misma razén, hallaremos tam-
bién el maximo comdn divisor d' entre Fy F', y
Gltimamente, el maximo comun divisor d" entre
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M'y N'. Después, dividiendo 4 Z y X' por su maxi-
mo comun divisor d, y designando los cocientes
respectivos por Xi 'y Z/, y por h y Yi los cocien-
tes de dividir & F y F por d\ y por ky Ulos de di-
vidir & M'y N' por d", tendremos las igualdades
siguientes:

X=~dX,, Y=d'Y,, M'=d"k

X=dX,",, .FW T/, N'=~d"k

y sustituyendo estos valores en las igualdades (i)
y (2), tendremos:

M=d.d",d"X, Fi 4

N=d. d. d"X," Fx7i'
y segun lo que hemos visto, todas las soluciones del

sistema anulan & un mismo tiempo un fac

N=-0
lor de My otro de N, y reciprocamente, que las so-

luciones del sistema estan dadas por los sis-

temas formados igualando & cero sucesivamente
cada factor de M con cada ufio de los de N. Haga-
mos primeramente
daron d'=0, d"~0

la ecuacion dU=0 es funcién solamente de .r, y asi
nos da un cierto namero de valores para esta in-
cognita dejando & y arbitraria: la ecuacion c¢'=0,
siendo una funcién de y, nos-dad un niamero deter-
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minado de valores para esta variable, y nos deja &
Xarbitraria, y la ecuacion como es funcién
de icy de y, nos d4d un numero determinado de va-
lores para la incognita que queramos, dejando la
otra a nuestro arbitrio, y por lo tanlo™ de cada una
de las tres ecuaciones: ci"=0, pode-
mos deducir infinitos pares de valores de las ecua-
ciones propuestas.

También podemos obtener soluciones del siste-

ma s, _g igualando & la vez 4 cero uno de los fac-

tores restantes de M con otro de los restantes de N\
pero observemos que no podemos establecer los

sistemas o porque en el primer sis-

X,'=0 y F/=0
tema Xi y X/ son los cocientes que nos lian resul-
tado de dividir h Xy X' por su maximo comun di-
visor d, y por lo tanto, -son dos cantidades primas
entre si, no pudiendo por consiguiente quedar vc-
rificadas por un mismo valor de X, pues si hubiese
un valor aaex que las redujese & cero, cada una de
las cantidades Xiy X/, seria divisible por el factor
binomio gd—a, lo cual es absurdo; la misma razén
nos hace ver que no podemos tener a la vez Fi=0
y F/=0, de modo que las soluciones restantes

del sistema 'I\/\'/:_rfg estan dadas por los sistemas.
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X\=0 Xt=0 h=0 k=0 fc=0
£=0 /:'=0 X\=0 Y\=0 k=0

ahora bien, en lodos estos sistemas, excepto en el
menos en cada uno de ellos, una

ecuacion con una sola incégnita; por consiguiente,
para obtener las soluciones de uno de estos siste-
mas, resolveremos la ecuacion que solo contenga
una incognita, y sustituyendo sucesivamentg en la
otra ecuacién los valores deducidos de la primera,
hallaremos todos los valores de la otra incégnita, y
asi obtcndrémos las soluciones del sistema que nos
propongamos resolver.
138. De la definicion que hemos dado de ecua-

cién final, se deduce que ésta debe tener tantas rai-
ces como pares de valores admitan las ecuaciones

propuestas.
Asi, si consideramos el sistema como la
ecuacion es funcion solamente de =, y la

1”7i==0, lo es de y, podria creerse que una cual-

quiera de ellas es la ecuacion final del sistema

X =0
Fi=0 vemos que no puede ser la

ecuacion final, porque & cada raiz de esta ecuacion
corresponden tantos valores de y, como raices ten-
ga la ecuacion F'i=0; es decir, tantos como uni-
dades contenga el mayor exponente de y en esta
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ecuacion, de modo que si el mayor exponente de
esta variable es n, la ecuacion final en x del sistema

Fiz0 seria de la forma (Xi)*=0.

Del mismo modo veriamos que Fi=0 no puede

ser la ecuacién final en ij del mismo sistema

Si consideramos el sistema vemos que

/i'=0

no es la ecuacion final eny de este sistema,
una vez que & cada raiz de esta ecuacién corres-
ponden diferentes valores de it, deducidos déla ecua-
cién /— O, pero siendo cslaunafuncion de x y dey,
no sabemos a priéri el namero de valores que cor-
responden & X, puesto que al sustituir en la ecua-
cién /;'=0 los valores de y, deducidos de la ecua-
cion Fi~O, podra suceder que algunos términos
desaparezcan.

Para hallar la ecuacion final del sistema
supongamos que la ecuacién A—0 es de la iorma

ax™M\r + ix+u=0,

y descompongamos & Fi en dos factores, uno de
ellos a, que sea primo con a, y el otro «, que no
contenga mas (jue factores primos del coeficiente a,
para hacer esta descomposicion, hallarémos el ma-
xiniun comun divisor entre F. y el coeficiente a del
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primer termino de la ecuacién h'==0, gqne designa-
remos por d', y dividiendo & Kj pord’, y represen-
tando el cociente por g, lendrémos que:

Y,~qd'

despuéshallaremos el maximo comundivisor d" en-
tre el cociente q y el mismo coeficiente a, y ilama-
rémos q" al cociente de la divisién de ' por y
serk:g—q"d” ,y continuaremos hallando el maxi-
mo comun divisor entre el Ultimo cociente obtenido
y el coeficiente a, hasta llegar 4 un cociente g™ que
sea primo con a; si suponemos que hemos llegado
a este resultado en la tercera divisiéon, habremos
hallado la serie de igualdades:

Yi—q'd", g="g"d"\ gq'~q"'d"™

de modo, que sustituyendo el valorde g™ en el de q ,
y este nuevo valor de ' en e] do , tendrémos
que Yi=d'd"d”™"q"\ suponiendo, como lo hemos
dicho, que ay (' son primos entre si; de modo que
si hacemos a a=q"'" y a a=d'd’™d’\ tendremos he-
cha la descomposicién de Fi del modo que hemos
indicado, pues segun las operaciones que hemos
efectuado, el producto d'd"d'” no contiene méas que
factores primos de a, y el otro factor (/w hemos su-
puesto es primo con a. De la misma manera des-
compodriamos & a en dos factores, uno de ellos
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gue sea primo con el coeficiente 6, y el otro © solo
contenga factores primos de b; y haciendo lo mismo
con j3lo descompondriamos en dos factores Ay vy,
el uno G primo con el coeficiente ¢, y el otror, no
conteniendo mas que factores primos de c, y asi
continuariamos, si es posible, hasta el coeficiente
de la primera potencia de«; pero supongamos quey
sea primo con el coeficiente el, y las descomposi-
ciones que hemos efectuado nos daran lugar a las
igualdades siguientes:

y sustituyendo el valor de &en el de-«, y este ulii-
timo en el de Fi, tendremos: do modo
gue la ecuacion Fi—O0 la tenemos bajo la forma
a™iCly—0; y como que para que un producto sea
cero basta que lo sea uno de sus factores, resulta
que las soluciones de la ecuaciéon Fi~O estan da-
das por las ecuaciones «i=0, &i~0O, Ci=0,r=0,
gue cualquiera de ellas es mas sencilla que la ecua-
cion Fi=0.

Ahora toda raiz de la ecuacién y=0, hace a c
igual a cero, unavez que no contiene mas que fac-
tores primos de ¢, y hace al mismo tiempo ~=0,
por ser uno de sus factores; y siendo ~—~0, como no
contiene mas que factores primos de 6, también

se reduce a cero, al propio tiempo que «, puesto



gue x—hil, luego a también es cero, puesto que a
solo contiene factores primos de a, asi que toda raiz
de la ecuacion y— Ohace iguales & cero las canli-
dacfes a, b, y ¢, y porconsiguiente, la ecuacién
k'~0, 0 sea:

ax"xbx~ X-KINMNNG

gueda reducida & una ecuacion del grado (™—3),
que por consiguiente tci;dra §j—3) valores de x, lo
gue nos dice que & cada una de las raicesdelaecua-
cién y—O0 corresponden p—3 valores de a;, y por
lotanto, el factor yde la ecuacion final en tj del sis-

tema y"Ni_QJestara elevado al cxponentep—3.

De la misma manera, toda raiz de la ecuacion
Ci=r.0 hace 4 3=0, por ser 4 uno de los factores de
is, y siendo e cero, "y 6 también lo son, y & con-
secuencia de este valor cero de llega & ser cero a
y laecuacion /c—Ose reduce al grado {p—2), pues-
to que desaparecen los dos primeros términos, dan-
donos por lo tanto para cada raiz de la ecuacién
Cj=0, ])— 2, valores de x, por lo que el factor G de-
berad entrar .en la ecuacion final que nos ocupa, ele-
vado al exponente p—2.

Continuando de la misma manera que lo liemos
hecho hasta ahora, veremos que & cada raiz de la
ecuaciéon bi=0 corresponden (p~i) valores de X,



278
porque el grado de la ecuacion k'~0 quedararedu-
cido al {p—1): y que & cada raiz de la ecuacién
«1— o corresponde p valores de X, puesto que sien-
do ai primo con a, esta Ultima cantidad no sera ce-
ro aunque Ui lo sea; y por lo tanto, el grado de la
ecuacion k'="0 no sufrira alteraciéon; luégo reasu-

miendo todo lo que hemos dicho, vemos que la

Y_o
ecuacién final en y del sistema sera de la

forma:

Las ecuaciones finales en y de los sistemas

y | obtendremos eliminando la incognita

il
A 1— Uj

X entre estas ecuaciones.

139. Tratemosvaderesolver el sistema flé_:g sin

olvidar que ky k' son dos polinomios funciones de x
y de y, y que no tienen ningun factor comudn que
sea funcién solamente de x 6 doy.

Considerémos los dos polinomios k y k' ordena-
dos con relacién a las potencias de x, de manera
gue sus coeficientes serdn funciones de y, y supo-
niendo que k' no sea de un grado superior a A, di-
vidamos a k por k', y llamando Q al cociente y Ri
al residuo, y admitiendo ademaés que no haya en el
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cociente Q términos fraccionarios con relacién ay,
lendrémos:

k=k’'Q+Ri (1)

ahora, toda solucién del sistema ?(::% hace &

puesto que el primer miembro de la igual-
dad (1) se reduce & cero por hipotesis, y en el se-
gundo miembro el sumando kK'Q es cero por serlo
uno de los factores, Itiégo es preciso para que
la igualdad se verifique, que Ri sea cero, asi que

k=Q

. se encuentran en
k'=0

las soluciones del sistema

el sistema mas sencillo ; pero toda solucién

del sistema Akl:g hace 4 k igual 4 cero, porque

siendo k=0 y Ri=0, la igualdad (1) queda redu-

J_p
cida & A0, luego las soluciones del sistema *

se hallan también en las del sistema

tanto, podemos sustituir al siste

. k'=0\ .
sistema " _ gl Y como el razonamiento que aca-

bamos de hacer es general, podemos concluir di-
ciendo: que ai sistema de dos ecuaciones se le pue-
de reemplazar por el sistema formado por la de
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menor grado de ellas y por la ecuacién que obten-
gamos igualando a cero el residuo de la divisiéon de
sus primeros miembros; unavez sentado esto, di-
vidiriamos a4 k' por i?i y designando por Q' el co-
ciente y por el residuo, tendriamos que
k"=R,Q'-"R,

y segun lo que hemos dicho, el sistema de las

ecuaciones podemos sustituirlo por el siste-
ma mas sencillo R =0 y como el sistema primi-

/i=0]

. * k'=0 .
tivo es equfva}ente a} _ g Yy este asuvez

equivalente al deducimos que el sistema

NZq tenemos sustituido por el sistema

mucho mas sencillo; después dividiriamos & Ri por
Ri, luego & Ri por RNy asi sucesivamente hasta lle-
gar & obtener un residuo independiente de X, y de-
sighando esto residuo por ii,'ei Ultimo sistema de
ecuaciones equivalente al primitivo, lo obtendria-
mos igualando,a cero los dos ultimos residuos, esto

Yy nos encontramos con un sistema de

dos ecuaciones, una de las cuales es funcién de oy
de y, y la otra funcién solamente de la incégnitay,
de modo que, resolviendo esta Gltima y sustituyen-
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do sucesivamente en la ecuacion los valo-
res dey, y deducidos de la R,,=0, obtendrémos los
valores correspondientes de X.

HO. Ejemplo: sean las dos ecuaciones:

I KY%— %G ~Nyx-h3yx+ x— — %j=0i

XANUf-\-yx— 2~ =0 i (1)
ordenando sus primeros miembros con relacién &

las potencias decrecientes de X, y tomando por di-
videndo el de mayor grado:

D.” — 2y D. XN N0
+ Da+ —fy x-h"y
~XN— Yy XN -~{%f—""y)x
1™ R"
X-h 4if*— 42/n—2y
— %jx~— % fx— 4if
2" R.o X-% j

ya que liemos llegado a un residuo de menor grado
gue el divisor, tomemos por dividendo el divisor, y
por divisor el residuo:
D.“ XM +yx-\-%f—ry—xN-"Myx D! X—%
X-\-"y

"R +AYX-\~%T-%)~"x+%Yy

S.“R." o/
Una vez que hemos llegado al residuo %/ —%j
independiente de X, igualaremos & cero este resi-

®BUOTec .
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duo y el ultimo divisor y tendremos un sis-
tema de dos ecuaciones equivalente al sistema (1),
una de las cuales es funcién de icy de y, y la otra
funcién solamente de ij, este sistema sera:

8y2—4=0; ” b/ —1/=0
de la ecuacién 0 sea y{*y— '1)=0 dedu-

1
cimosy=0 é y— -y , ahora sustituyendo sucesi-

vamente estos dos valores de y en la otra ecuacién

N 1
hallarémos que para y*O es 0—0, y paray =

1 . .
es que son las soluciones del sistema pro-
puesto.
141. Al resolver el sistema de las ecuaciones
Ié’;:% supuesto que los diferentes cocientes

gue obteniamos en la investigacion del maximo co-
mun divisor de los primeros miembros de la ecua-
cion, eran funciones enteras de”, es decir, quey
no entraba en denominador alguno; pues de no ha-
cer esta restriccién no hubiéramos podido asegurar

que todas las soluciones del sistema se halla-

ban en el sistema k*=0 , porgue si la division de

k por /' nos da en el cociente términos que conten-
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A
gan y en el denominador y designamos por -g- este

cociente, siendo B funciéon de y, y por el resi-
duo, tendrémos:

h Ri (1
5 @)
ahora, si sustituimos en esta ecuacidon en vez de X
, . . k=0
y de y valores qué verifiquen el sistema , des-
de luégo el numerador de la fraccion sera ce-

ro por serlo h', poro siendo el denominador B una
funcién de y, puede muy bien suceder que el valor
de y que hemos sustituido lo reduzca a cero, y por

lo tanto la fraccion —- — se nos presentarda bajo
la forma de de modo que si el verdadero va-
lor de - fuese cero, como el primer miembro

de la ecuacién (1) también lo es /ii, tendria que
serlo del mismo modo; pero el valor de ~ pue-
de ser diferente de cero, puesto que la forma (Jue
toma de es de valor indeterminado, y en este

caso dejaria de ser cero; luégo si establecemos
la ecuacion iii:=0 no tendrémos seguridad en que
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. . k=0 , .
las soluciones del sistema 0 estan en el sistema

fc'=
k'=0 . .
R =0 ° y reciprocamente que una solucién cual-
quiera del sistema ™ puede muy bien como ya

hemos dicho anular & J5 y presentarse la fraccién

AK : : .0
N bajo la forma de indeterminacion -jy- que

hemos visto, pudiendo, por consiguiente, k dejar de
ser cero, en cuyo caso no estarian todas las solu-

. . /E= . .
ciones del sistema i2i=0 comprendidas en el sis-
tema /i==0

k'=

142. Esto nos hace ver lo muy importante que
es hacer que los cocientes sean enteros respecto de
Yy, nosotros ya sabemos eludir esta dificultad, pues-
to que al tratar de hallar el maximo comun divisor
de dos polinomios, hacemos en estos polinomios
ciertas modificaciones para que nos resulten todos
los términos de los cocientes sucesivos enteros, lo
cual no altera el maximo comun divisor; pero como
nosotros lo que tratamos de hallar es el residuo in-
dependiente de una de las incdgnitas, necesitamos
saber si estas modificaciones alteran este residuo
cual es la alteracion.

143. Supongamos, por lo tanto, que la division
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de kpor k' nos da en el cocienle términos fraccio-
narios con relacion a y, llamemos Y al factor por
el cual es necesario multiplicar- & k para que los
términos del cocienle Q sean enteros, y llamando
Ri al residuo, tendréraos que:

YK K'™-i-R, (1)

ahora, toda solucion del sistema hace &

Yk'=U segun la igualdad (1), y como un produc-
to es cero cuando lo esuno de sus factores, la ecua-
cion Y1i=0 nos da las dos ecuaciones F=0 y k=0;

asi que las soluciones del sistema ~ estdn en-

tre las soluciones de los sistemas que formamos

7

combinando a ~'=0 con cada una de las ecuacio-
nes y k=0, esto es, é reciproca-

mente, verificAndose cualquiera de estos dos siste-
mas, Ri tiene que ser cero, segun la igualdad {i),
puesto que en ambos casos su primer miembro es
cero, lo mismo que el primer sumando del segundo
miembro, y por consecuencia el otro sumando 6
sea Ri tiene por precision que serlo también. Luego

las soluciones de los sistemas estan

k'=0 "k=0

entre las soluciones del sistema jRi_-O Yy por cense-
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cuencia todas las soluciones del sistema F’?‘_:g las
. /v=—=0 y=0
tenemos entre las de los sistemas
k'=0 k'=0
gue para indicar este resultado lo escribimos bajo

la forma

k'=.0\_k"O
n —o\~ji=o ~/i=0 (2
de modo que las soluciones del sistema propuesto,
FAO
k'=0
iguales & las soluciones del sistema formado por

mas las soluciones del sistema estrafio son

una de las ecuaciones primitivas y por la ecuacion

que nos resulta igualando & cero el residuo de la

division de sus primeros mieml)ros; por consi-
guiente, resolviendo el sistema hallarémos
todas las soluciones del sistema propuesto, mas otras
soluciones pertenecientes ai sistema N

Ahora veamos codmo podemos conocer entre to-
das estas solucionés las que corresponden al siste-
ma primitivo, para lo cual vamos a tratar de sepa-
rar las soluciones estrafias.

i44, Para conseguir este resultado, hallaremos
antes de dividir 4 k' por Ri el maximo comun divi-
sor Di de los coeficientes de x en R®, y designemos
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por R\ el cociente de la division de por A , asi

tendrémos que:
R\

y las soluciones del sistema ™ _ q estaran en las

soluciones de los dos sistemas que formemos com-
binando 4 k'~0 con cada uno delos factores de Ri
igualados & cero, esto es:

/y=0 ~N/V'=0
A=0
. k'= .
vez del sistema L. _ o estos dos sistemas, que le
son equivalentes, tendrémos que
k'=0 h=0\ 7=0 /¢'=0

— k'=0\ fe'=0 A=0 (3)
y siguiendo' la misma marcha que en el maxima
comun divisor, suprimirérnos el A del residuo
después buscaremos el factor por quien es necesar
rio multiplicar & B para que el cociente de la divi-
sion de B por R\ sea de forma entera; sea este fac-
tor 7, y designando por el cociente de la divi-
sion, y por Rz el residuo seréa:

Yik'=R\Q,-bR2

y del mismo modo que antes lo hemos hecho, ve-
, Y_o
remos que las soluciones del sistema estan



588

. . /f'=0
entre las soluciones de lossistemas

AW O R\=0
y por consiguiente, que:
a'i=0 _ k'=(} h 7i=0
R\=0 ~ R\=0
k=0 R\=0 F.=0
O%8& wi=0] ©  Rr=0 R\=0

y si en la igualdad (3) sustituimos este valor de

/=0 _
R\=0 tendremos que:
R\="0 /v=0 , F=0@ Y =6 k'=0

/c'=0 AR\=0 )
ahora hallemos el maximo comun divisor de los
coeficientes de x en [i2, y sea Dj este maximo co-
mun divisor; dividamos & R* por D, y designemos
por R\ el cociente de esta division, de modo que:

i{/\:l)Z R 2

y entonces las soluciones del sistema esta-
ran dadas por las soluciones de los sistemas

v 7)2=0 es decir, que:

fi'i=0 fi'i=0 , R\==
ii2= 0 Ji'2=0 /)a=0

y sustituyendo en la expresion (4) en vez del siste-

ma N sus equivalentes, lendrémos que:
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R\=0 A=0 Y=0 Y,=0 N iiv
n.2=0 'k'=0 'k=0 T i?'i=0 ~Di=0 'D~
ahora nos hallamos en el caso de dividir k R\ por
R™ pero observemos, sin necesidad de continuar,
gue si seguimos aplicando la marcha del maximo
comun divisor, y hacemos después de cada divisién
los mismos razonamientos que hasta aqui hemos
hecho, llegarémoséa obtener un residuo ii',, indepen-
diente dea:, y el sistema formado por los dos ultimos
residuos igualados acero, estara expresado por;

R'n—.’\O u_F=0 _j_Y,ZO , For=0

IL -0 « /c=o0 +

Y ,=0 k'=0 R'=

‘AR'.=0 T F ~A=0 A -0
i72=0 ~N3—0

A—0 A=0 V A-i=0

de modo que en el calculo de las operaciones, hasta
llegar al residuo habremos suprimido'en gene-
ral los n— 1 factores A, A, A ... A -i- Luégo,
igualando & cero el producto del altimo residuo por
todos estos factores suprimidos, formarémos una
ecuacion que tendra por raices todos los valores de
y convenientes para formar soluciones del sistema
propuesto” y ademas para formar soluciones de los

sistemas extrafios :

0 Y ,=0 Y,~O\ Fs=0 F,.-,=0
0 "R\=0 R'2=0R3=0 i?',-1=0

F
kl
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semejante ecuacioén, sera:

por consiguiente, si dividimos el primer miembro
de esta ecuacién por el producto de los factores de
primer grado correspondientes & ios valores de y
que puedan servir para formar soluciones de los
sistemas estrafios, é igualamos & cero el cociente
de esta division, obtendremos una ecuacidon que

solo tendra por raices valores de y convenientes
para formar soluciones del sistema primitivo

145. De manera que lo Gnico que nos queda
gue conocen es el producto de los factores de pri-
mer grado correspondientes & los valores de y, ca-
paces de formarsoluciones estradas. Veamos, pues,
coOmo podemos determinar este producto; para ello

consideremos un sistemaestrado cualquiera

el primer miembro de la ecuacion R\ es de la

forma:

en el cual hemos suprimido el maximo comdn di-
visor de todos los coeficientes de , y por lo tanto
las cantidades a,b,c d, .. t,u, m tienen
ningun factor comdn. Supuesto esto, descompon-
gamos a Yg en dos factores M y N, de manera que
uno de ellos M solo estad formado de factores pri-
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mos comunes a los coeficientes b, ¢, d, ..... ii, y el
otro N sea primo con todos estos coeficientes, para
lo cual hallaremos el maximo comun divisor D de
los m—1i coeficientes b,c, d, ... i, en seguida el
maximo comun divisor d entre Fqy el maximo co-
mun divisor D, y dividirémos & Fq por d, y desig-
nando por q el cociente de esta division, liallaré-
mos el mé&ximo comun divisor entre este cociente
gy D, y representandolo por dividirémos 4 q
por di y llamemos q' al cociente, y hallaremos el
maximo comun divisor d*entre 'y D, y dividiré-
mos & q' por di, y llamando q" al cociente de esta
division y en seguida hallarémos el maximo comudn
divisor d*entre q' y D, y asi continuariamos hasta
llegar a obtener un cociente que sea primo con D,
y si suponemos que el cociente g™ es primo con D,
tendrémos que ~s=!~ y en la série de los célculos
que hemos efectuado, habrémos hallado las igual-
dades:
~—dq, q=dig\ g'~diq’

y sustituyendo el valor de g en el de My este en el
de F,,, tendrémos que

Y~=d.di.d2.q"
de modo que haciendo M —d.di.dzy N—q" habre-

mos hecho la descomposicidon de Fqgtal como hemos
indicado, puesto que segun las operaciones que



292
hemos efectuado el producto d.di.d™ solo contiene
factores primos comunes & los m—1 coeficientes
b, ty g" no contiene ningun factor primo
comun & estas cantidades, de manera que:

yn: m.Nn

y por lo tanto las soluciones del sistema es-

tan dadas por las soluciones de los sistemas »

N —01 : .
y como el primer miembro de la

ecuacioén if/=0 es el producto de los factores pri-

mos comunes a los coeficientes b, ¢, d, i, si
sustituimos en la ecuacién + hx™-\-cx'M N
+dX"M~N-\-.......-hi.'i?4-w=0 una cualquiera de las

ralees de la ecuacién 31~0, reducird & un namero
el polingmio R\ que no podra ser igual & cero, y

por lo tanto el sistema q es incompatible, y

si sustituimos en el mismo polinomio R\ una cual-
quiera de las ralees de la ecuacién iV=0 podra re-
ducir & cero alguno de los coeficientes de pero
no a todos puesto que N y dichos coeficientes no
tienen ningun factor comun lo que nos hace ver
gue R\ es funcién de x, asi que a cada una de las
raices de la ecuacién iV =0 corresponden diferen-
tes valores de x deducidos de la ecuacién /?'=0, v
por lo tanto propios para formar soluciones del sis-
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tema ; luego el sistema extrafio que

hemos considerado, es equivalente al sistema
R' ulodo que si dividimos el primer miem-

bro de la ecuacion Di.D-.Ds.....R.~ « por el pri-
mer miembro de la V=0 igualamos & cero el
cociente, obtendremos una ecuacién que ya ho

contendra valores de y que sirvan para formar so-

luciones del sistema estrafio F..=0l
r;= o}
Lo que hemos dicho para el sistema po-

demos decir para cada uno de los sistemas cstrafios,
y asi negaremos & tener una ecuacion que solo
tendra por raices los valores de y propios para for-
mar soluciones del sistema propuesto.

Le manera que dividiendo el ultimo residuo
R'nj el cual es independiente de X, por los factores
eslrafios que no se encuentren entre los suprimi-
dos, las raices de la ecuacion

seran los diferentes valores de y propios para for-
mar soluciones del sistema propuesto i

gue las soluciones de este sistema estdn dadas por

las soluciones de los sistemas.
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R'n-i=0 R~=0 R'o=0

-0 " D,=0 r,_i= o
y las soluciones de estos sistemas no nos presentara
dificultad, una vez que en cada uno de ellos entra
una ecuacioén con una sola incégnita, puesto que el
primer miembro de la ecuacién R'n=0 hemos su-
puesto es el residuo independiente de X, y los pri-
meros miembros de las ecuaciones Di=0, Dz="0,
D”=0 ... D«-i=0, son los diferentes factores co-
munes de los coeficientes de X, y por lo tanto fun-
ciones solamente aey.

146. Para obtener si se quiere la ecuaciéon final

del sistema ballarémos las ecuaciones fina-

les de los sistemas

R-',-i=0  k~=0 R'i=0 R'2=0 R'.-2=0
Rn =0 > D,=0 " 0,-0 * Da—0 ee=R'-i=0
y multiplicando sus primeros miembros entre si
tendremos un producto que, igualado acero, sera

la ecuacién final buscada.

EJEMPLO.

Sean las dos ecuaciones:

k=3G"™-\-3yx-\-if— 1=0

efectuemos la divisién de kpor K’
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D.* —1 D"

R.“ 3 N3+ %N
de manera que de donde deducimos
que Dx=y y dividiendo & Ri por Di tendremos que

R'i=37+4y

ahora efectuemos la divisién de 4 'por R\, para lo

cual es necesario multiplicar ak' por 3, 6 sea Fi=3.
D. 3.t2.9y2 3 p: 3x\~hly

— 3x"— ktijx X—4
I."R;  ekyx— 9/~— 3
\tyx~iltf—~
VViNyX H 16y
2.»R.« _27i/+16y-9

hemos multiplicado el segundo residuo por 3, para
hacer posible la division, y liemos llegado al resi-
duo —27i/~+16y—9j independiente de a;, de mocb
gue tenemos:

R2=— (27i/"— 167/ +9)

vemos que el factor D i que hemos suprimido en
el residuo Ri es primo con el primer término del
divisor correspondiente /7, y por lo tanto debera en-
trar en la ecuacion final elevado al cuadrado, y esta
ecuacion es por consiguiente:

-(27i/~"+16y—9y -0, 6 sea™7i/~— 16/ + .9iC N

/ WA (UOTECAH
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La resolucion de las ecuaciones propuestas que-
dareducida & la de ios dos sistemas:

—3tfF— 1=0 ~ 3ir+4y=0
147. Si el residuo R,,, que suponemos indepen-
diente de X, lo fuese también dey, es decir, que
Rn llegase & ser un numero, en este caso el sistema
propuesto seria incompatible, y el problema que

nos hubiera conducido & las ecuaciones se-

ria absurdo, puesto que no existiria ningun valor
de X ni de y que pudiese verificar & ambas ecua-
ciones.

148. Si el residuo R,, se redujese a cero por si
mismo, esto nos baria ver que los primeros miem-
bros de las dos ecuaciones tendrian un factor co-
mun que, representado por 2y por Qvy Q' los co-
cientes respectivos de dividir 4 ky K por este factor
comun 7, el sistema propuesto podriamos ponerlo
bajo la forma:

Q's™"O
y este sistema quedaria verificado con ser ~=0 0
con tener & la vez Q~Q y Q'~0, que obtendria-
mos un ndmero ilimitado de soluciones, y por lo
tanto el problema que nos ha conducido al sistema

gue consideramos, sera indeterminado.
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149. Para resolver tres ecuaciones con tres in-
cognitas, eliminaremos una de las incognitas entre
una de las ecuaciones y cada una de las otras dos,
y asi obtendremos dos ecuaciones con dos incégni-
tas X é y; suponiendo ser 2:la eliminada, que tendran
por soluciones comunes los diferentes pares de va-
lores de X 6y, que unidos a ciertos valores de 2,
puedan verificar a las ecuaciones propuestas: si su-
ponemos que X~ a 6 y=b es un sistema de valores
de las dos ecuaciones con dos incégnitas a que he-
mos llegado después de la eliminacién de ¢r, y sus-
tituimos después en vez de .o y de y estos valores a
y b Gulas ecuaciones primitivas, obtendrémos tres
polinomios, cuyo maximo comun divisor igualado
& cero nos dara los valores de z que sean conjuga-
dos con los valores de x y de y.

Este procedimiento lo podremos aplicar & cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas, y hasta m ecua-
ciones con m incognitas.

ECUACIONES IRRACIONALES.

150. Se llama ecuacién irracional aquella en la
cual la incégnita esta bajo algun radical.

El objeto que nos proponemos al tratar de estas
ecuaciones, es el de trasformarlas en otras raciona-
les, es decir, en otras equivalentes & las primeras' ;



398
y en las cuales la incdgnita no entra bajo radical al-
guno.

151. La ecuacion irracional méas sencilla que
se nos puede presentar, claro esta que es aquella
gue solo contenga un radical, en cuyo caso para
trasformarla en racional, bastara dejar en un miem-
bro el radical y pasar al otro los demas términos, y
después elevar los dos miembros de la ecuacidn
gue nos resulte & una potencia indicada por el in-
dice del radical, con lo cual habremos hecho des-
aparecer este.

Sea por ejemplo la ecuacion:

3/
[/ —2—

lo que nos dara sucesivamente, aplicando la mar-
cha que acabamos de indicar,

+ 18a:—25=0.

[52. Supongamos el caso en que la ecuacion
tenga dos radicales, y que uno de ellos sea de se-
gundo grado ; para convertir en este caso la ecua-
cién en otra racional, dejarémos en un miembro el
radical de mayor indice pasando al otro el radical
de segundo grado y los demas términos, y elevando
los dos miembros de la ecuacién resultante & una
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potencia indicada por el. indice del radical que solo
hemos dejado en uno de los miembros, hallarémos
otra nueva ecuacion que no contendra mas radica-
les que de segundo grado, y estos iguales; de modo
gue, hechas todas las reducciones, llegaremos &
una ecuacién compuesta en general de términos
gue contendran diferentes potencias de x, un tér-
mino independiente de esta letra, y otro término
compuesto del radical de segundo grado y una es-
presidn que contendra términos en X elevada & dife-
rentes potencias, y una cantidad constante; asi, si
la cantidad subradical es la forma de la
ecuacion sera:

MXA-NXA-h. .. -\-R+{AX*-hBX"-\-... + 5)

gue conteniendo solo un radical, la tratarémos como
en el primer caso para hacerla racional.
153. Seala ecuacion:

+2=0

gue aplicAndole la teoria esplicada, hallarémos su-
cesivamente:

X— 2= (1/.2+ 1— 2)*

Osea:
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| — _10(a; VvV 1if + 40(®" 1)
I/7?2+1 —80(«x=+1)+801/ {~1—32
s—2=(.i;"+42a;"+ 121)\/x=+'1-10®*— 100«’- 1 22

10@*+100®@ + ®+ 120=(®*+42*'+121)I/®’4-1
elevando al cuadrado, haciendo todas las reduccio-

nes.y cambiando los signos de la ecuacién, halla-
rémos:

‘cto_.| 5°8_"9576_.2075_23074__20000a;'-h805a;'—m
— 140a;+241=0.

154, También podemos hacer racional una
ecuacion que contenga dos radicales de tercer gra-
do: sea la ecuacién;

\/M +\yj+p=o0

en la cual 31, Ny P nos representan cantidades
cualesquiera. De esta deducimos:

AN+P=—\/m

y elevando al cubo los dos miembros, serg;
N-{-3P\y AN

y sacando 3Pp/iV factor comin de los términos
que multiplica:
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SPINJV K\/]Jv+p) +P’'+iV=—M;
ahora dejando en el primer miembro el término

que contiene el radical, y pasando al segundo todos
los demés términos, hallarémos:

(1) iV+p)=—(J/+iV-rP")

pero hemos visto que p/iV +P=— \/M” luego,
sustituyendo este valor en (1), y cambiando los sig-
nos de toda la ecuacidén, tendrémos:

SPA\YMN=M+N+P~"
y ya nos hallamos con una ecuacidn que contiene
solo un radical de tercer grado, de modo que ele-
vando los dos miembros 6 el cubo, la harémos ra-
cional.

154. Supongamos que la ecuacion, ademas de
contener un radical de tercer grado, contenga otro
radical cualquiera, y tratemos de hacerla racional.

Sea la ecuacion :

[/1li+ i/iv+ p=o0,
dejemos, como lo hemos hecho antes, el radical de
mayor indice solo en un miembro, y elevando des-
pués los dos miembros de la ecuaciéon resultante a
la potencia m, obtendrémos una nueva ecuacion,
en la cual no habrd mas radicales que de la forma

p/ZiV.y porque los'exponentes de las poten-

uon
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tencias a que tendrémos que elevar I/iV, seran,
6 un multiplo exacto de 3, 6 un multiplo de 3, mas
una unidad, 6 un multiplo de 3, méas dosunidades,
demodo que seran de la forma, 3/i,3A -1, 63n+2,y

i 1 / iV, y

y por lo tanto la ecuacién & que llegarémos sera de
la forma:

P\y¥+ Q\/]f+R =0,

gue solo contiene dos radicales de tercer grado: asi
que aplicando la marcha c[ue hemos seguido para
este caso, hallarémos:

Ply¥+R=—Q'yN"-

y elevando los dos miembros al cubo, tendrémos:
PW+3Pp~r y +3R'PINiIVHU Qw
sacando 3PR\/iV, factor comun de los términos
qué multiplica, y pasando los demas al segundo

miembro, sera:
(2)3PRANIP]yN+ r)= —(PW+O'N'+R")
y sustituyendo en esta en vez dcPI/~A"N+R su

igual — Q \ 7/ "hallamos:
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—3P(BRIV=—PNV—  N~~R~" 0 sea:
PAN\-Q\ IS RAM3PRON-0,

gue es una ecuacion racional.

155. Si la ecuaci6on contuviese tres radicales,
al ménos que estos no fuesen de segundo grado, el
procedimiento empleado hasta aqui es facil de ver
gue no nos daria resultado. En este caso, para tras-
formar la ecuacién en otra racional, lo que haré-
mos sera igualar a cada uno de los radicales que
entran en ella a una nueva incognita, lo que nos
daréd tantas ecuaciones como radicales entren en la
propuesta, después elevar los dos miembros de ca-
da una de estas ecuaciones & la potencia indicada
por el indice del radical que entre en cada una de
ellas; y sustituyendo en la ecuacion primitiva en
vez de cada radical, cada una de las letras a quien
los hemos igualado, obtendremos otra ecuacidn,
gue, unidaélas precedentes, nos daran tantas ecua-
ciones racionales més una como radicales tiene la
propuesta. Asi, si esta tiene m radicales, nos halla-
rémosconun sistema de ecuaciones con m+1
incognitas, entre las cuales podemos eliminar las
m variables introducidas, y obtendremos una ecua-
cion final racional, funcién solamente de la incég-
nita de la ecuacién propuesta, que es lo que busca-

bamos.
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156. Ejemplo. Sea la ecuacion irracional:
\/iT+I1+i/2hict1=0

hagamos &4 \/x-“"\=%j, de donde:
6 sea: Y®—x—1=0

\/%-"x=z, de donde, 6sea, —a—2=0
y sustituyendo en la ecuacidén propuesta en vez de

\/a:+1y de \/~2>txlas respectivas incégnitas y, z,
4 quienes hemos igualado los radicales, tendrémos:

© yH-27+1=0,

de modo que tendremos que deducir la ecuacién
racional que buscamos de las tres ecuaciones:

7/—a;-1=0 (i)

zn-x—"=0 (2)

yH-2+1=0 (3)
eliminando 4 y entre la (1) y la (3), obtendrémos
la ecuacion:
—ZM—52A—35—X—2= 0, 0 sea, z™MZzN'NZ-N-x-N
+2=0(4)
y después aplicando el método del maximo comun
divisor para eliminar & entre la (2) y la (4), halla-
remos la ecuacién final:

X—h¥*— 190—14=0,

gue tiene por raiccs los tres valores —1, —2vy 7.
Ahora, si sustituimos los valores — 1, —2y 7
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en la ecuacion propuesta, verémos que el pri-

mero la satisface, que el valor — 2 la satisface tam-

bién, con tal que admitamos que — 1l==—1,
segln lo convenido en las cantidades imaginarias,
y que el valor 7 no las verifica, lo cual no tiene na-
da de extrafio, una vez que cualquieroj®*gque sean
los valores de los racficales que contiene la ecua-
cién, tendrémos entre X, Yy, z, las ecuaciones (1)
(2) (3), asi que la ecuacion final, no solo nos debe
dar las raices de la propuesta, sino también los va-
lores que puedan verificar las ecuaciones deducidas
de ella.

Por lo tanto, dirémos que las soluciones de la
ecuacion;

1+V 2+ x-4-1=0,
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