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EXGMO. SR, D. ADELARDO LOPEZ DE AYALA
MINISTRO DE ULTRAMAR.

Dar d V. E. una muestra de la profunda sim­
patia y respeto que me inspira quien con tanta acti­
vidad é inteligencia ha coìitrihuido d la gloriosa re­
volución que Europa asombrada observa, es lo que 
me ha impulsado d dedicar d V. E. este trabajo que 
desearia fuese digno de llevar su ilustre nombre'. 
Reciba, pues, V. E. este pequeño óbolo que, unido 
d otros de más valor y- que no puedenmenos de ser 
numerosos aunque no sea sino por gratitud hácia 
los que han salvado nuestra moribunda patria, será 
un apoyo que aliente d V. E. en el espinoso camino 
del poder.

€icmo. Sr.

Con la mayor consideración B. L. M. de V. E.

FERNANDO GOMEZ DE SALAZAR.
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PRÓLOGO.

Ningún hombre es infalible en el planeta que ha­
bitamos: todo en él es pequeñez ; todo miseria. El 
más sabio comete errores de consideración, aun en 
aquello mismo que cree saber m ejor, y de cuyo 
concepto participan sus semejantes. Y no se diga 
que si acaso se verifica eso alguna vez no puede el 
error eludir por mucho tiempo el ser descubierto 
por el mismo que lo cometió, ó por otros hombres 
que posean la ciencia en la cual se haya aquel in­
troducido. No; el error se presenta con frecuencia 
demasiado bien disfrazado para que sea fácil cono­
cerlo, y de esta manera recibe por muchos años, y 
hasta durante muchos siglos, el culto que usurpa á 
la verdad. Ninguna prueba más patente de ello que 
la presente obra. Ella demuestra del modo más in­
dudable que todos los m atem áticos, por eminentes 
que hayan sido en la ciencia , han venido alimen­
tando y demostrando, como verdad inconcusa, un 
principio enteramente falso, en extremo trasce



tal y dañoso, no solamente á i a  cien cia , sino tam­
bién y en muy alto grado á los que se dedican al 
estudio de las matemáticas. Y  si esto ocurre en las 
llamadas ciencias exactas, en la ciencia que no dá 
patente de verdadera á ninguna proposición, sin 
que se someta al más riguroso exámen y á la más 
minuciosa demostración; si en esta, en fin, falta la 
fé, ¿en  qué otro ramo del saber humano podremos 
tenerla? Cierto es que las ciencias adelantan, y que 
principalmente en el siglo presente han recibido gran 
impulso; pero esto mismo demuestra su atraso, pues 
no hemos de presumir haber llegado al colmo de la 
sabiduría, y que nuestros descendientes no tengan 
en que ocuparse sino en aprender lo que sus abue­
los les dejaron escrito. No; los hombres de enton­
ces hallarán nuestras obras llenas de defectos que 
corregirán, como hoy dia corregimos los que nues­
tros progenitores nos legaron. Entonces dirán co­
mo decimos hoy; ccNadie existe infalible en la tier­
ra ;»  y estas mismas palabras irán repitiendo á su 
vez las edades futuras. Y no se crea que porque un 
gran número de sábios repitan á coro una misma 
cosa debe esta ser admitida sin exámen como cier­
ta. No; la autoridad de todos los sábios del mundo no 
es bastante para imponer el convencimiento de que 
tal ó cual proposición es ó no falsa , es ó no impo­
sible. No; el convencimiento no se impone ni se



adquiere por fuerza de autoridad de ninguna espe­
cio. os indispensable que las razones que so den 
sean tan poderosas que no haya medio de dudar­
es preciso que ninguna de ellas se resista al buen 
entono. Se dice, por ejem plo, y se demuestra que 

el movimiento continuo es im posible; y la princi­
pal razón que se dá para demostrar esta imposibili­
dad, es la de que ningún cuerpo puede comunicar 
a otro más.fuerza de la que posee, ni aun tanta, su­
puesto que tiene que perder alguna en rozamien­
tos. Será cierta esa imposibilidad; habrá alguna otra 
causa que impida ese movimiento ; pero lo confesa­
mos ingènuam ente, no nos convence la razón que' 
sirvo de base á tal demostración. No hay mozo do 
cuerda que ignore que con una palanca puedo co­
municar á otro cuerpo, no solo su fuerza sin la me­
nor pérdida, sino multiplicarla do un modo prodi­
gioso. Y  para saber esto no han necesitado que A r- 
•luíraedes dijera que con una palanca y un punto 
de apoyo sacarla al sol de su centro. N o; les basta 
y ha bastado siempre su simple sentido común Se 
nos tendrá acaso por rebeldes; pero, lo repetimos, 
que una proposición sea sostenida por' uno ó por 
un inmenso número do sábios, no nos convence 
mas que si lo fuera por otra cualquier persona , á 
no ser que sus razones nos persuadan.

Hé aqui iiiotii'ada esta obra. Siempre nos ha pa-



recido el Algebra superior un estudio tan difícil y 
penoso, que hemos compadecido de buena fé á los 
que tienen precisión de emprenderlo. Esto acaso 
demostrará nuestra falta de capacidad ; pero cono­
cemos au n  crecido número de jóvenes que, á pe­
sar de su buen talento y aplicación, han perdido 
años de carrera por la dificultad que han hallado en 
aprender esta parte de las matemáticas tal como se 
ha enseñado y enseña actualmente. Jamás, sin em­
bargo, nos ocurrió la idea de que pudiésemos evitar 
este escollo, hasta que fijamos nuestra atención en 
el primer teorema con que dá principio. En él se ■ 
demuestra que las relaciones que con las raíces tie­
nen los coeficientes de una ecuación no sirven para 
determinar los valores de aquellas. A pesar de tal 
demostración y de la fuerza que parece le prestan 
los nombres que figuran al frente de esta clase de 
obras, y principalmente el de Cirodde, nos sucedió 
lo que con el movimiento continuo. En tal demos­
tración no vimos otra cosa, sino que por los me­
dios conocidos era realmente imposible resolver una 
ecuación de las que tratamos, á no ser aplicando el 

extremadamente confuso, largo, difícil y penoso sis­
tema que explican los autores. Pero no nos conven­
cimos de (jue fuera imposible esa resolución por 
cualquier otro medio: es d ecir, se resistió á nues­
tra razón el creer que. para determinar los valores



de las raices de una ecuación, no bastasen las rela­
ciones que con ellas tienen los coeficientes de sus 
términos. Y no se diga que esto fué un capricho in­
justificado; porque razones poderosas nos asistian 
para sublevarnos contra tal principio. En primer lu­
gar vimos que en una ecuación, por ejemplo, de 
tercer grado en que hay tres incógnitas, hay tres 
ecuaciones; que son, la suma de dichas incógnitas, 
la de sus productos binarios y de su producto total. 
En todo problema que se nos presenta con igual nú­
mero de incógnitas que de ecuaciones, determina­
mos los valores de aquellas. ¿Cómo, pues, sucede 
que las ciencias exactas son aquí impotentes para 
este caso en <[ue tan ligadas se hallan las incógni­
tas con los datos conocidos? Porque si nos dan la 
suma de tres números, diremos que sin variar aque­
lla pueden variar estos; pero si además de la suma 
nos dan la de sus productos binarios y el producto 
de dichos tres números, ya estos son invariables, 
y por consiguiente, con esos datos debemos tener 
suficiente para determinar cuales son dichos nú­
meros.

En vano quisimos persuadirnos de que cuando 
han pasado los siglos sin que en ninguna nación 
hubiese hal)ido quien destruyese el citado teorema, 
seria cierta dicha imposibilitlad. Y caso de (|ue no 
Ip.íuera, no seria nuestro escaso talento y cortos co-



nocimientos los que habrían de resolver una cues­
tión que no ha resuelto ningún matemático. Vanos 
fueron nuestros esfuerzos para alejar de nuestra 
mente una idea que no teníamos fuerza para abar­
car. La idea se obstinó en perseguirnos; y viéndo­
nos derrotados en la lu cha, capitulamos con ella y 
nos rendimos á discreción. Entónces nos entrega­
mos á ella completamente, y por algún tiempo fué 
nuestra pesadilla hasta en nuestros sueños. Nada di­
remos á nuestros lectores del ímprobo trabajo que 
hemos estado soportando por bastante tiempo sin el 
menor resultado. Bástele saber que por fin lució un ■ 
dia en que descubrimos un rayito de luz que, aun­
que débilmente, nos permitia ver la senda por don­
de caminábamos. Dias y más dias pasaron sin gran 
provecho, hasta que poco á poco aquella luz fué to­
mando increm ento, y por último, nos hizo ver el 
más herm oso, fá c il, claro y cómodo camino que 
conduce al objeto deseado: á la resolución de todas 
las ecuaciones de cualquier grado que sean, sin ne­
cesitar para ello otros datos que la suma de las raí­
ces y te- de su productos binarios; es d ecir , el se­
gundo y tercer términos de la ecuación, sobrando 
todos los demás, excepto el iiltimo término á que 
acudimos para comprobar los valores hallados. En- 
tónccs hicimos comparación de nuestro sistema con 
el que se sigue, y nos acabamos de convencer de



que efectivamente tan claro y tan fácil es aquel,'co­
mo imperfecto, confuso, difícil y enredoso éste. Sin 
necesidad de otra prueba bastaria la de que (con- 
trayéndonos á la obra de Mr. Girodde, que sin dispu­
ta es la de más aceptación) ni un solo ejemplo hay 
de ecuaciones resueltas desarrollando sus cálculos. 
Y si tratándose en el Algebra elemental de las ecua­
ciones de primero y segundo grado, que tan fáciles 
son, se ponen ejemplos minuciosamente explicados, 
¿por qué no hacerlo con las de tercero y cuarto á 
lo ménos, siendo tan difíciles?

Dos palabras del expresado autor, acabarán de 
completar esta idea.

«Resolver algebráicamente una ecuación con 
una sola incògnita (dice Mr. Girodde) es brillar una 
fórmula por cuyo medio puedan determ inarse, en 
función de sus coeficientes, todas las cantidades 
que, sustituidas en dicha ecuación en lugar de la in­
cógnita, hagan idénticos á los dos miembros. Hasta 
el presente solo hemos podido hallar dicha fórmula 
para las ecuaciones de los cuatro primeros grados, 
y aun las relativas á  las ecuaciones del tercero y 
cuarto son tan complicadas, que casi nunca se 

hace uso de ellas.»
Y algo mas adelante continúa.

í _ C^ Í̂UUOTí;



«Si consideramos las dos ecuaciones 

£ĉ —2cta3+&='0 y  —%ax-^b^0

deduciremos de la primera

£r=a:d=V5-^

y por medio de esta fórmula resolveremos todas las 
ecuaciones de segundo grado correspondientes á 
todos los pares de valores que pueden asignarse á 
a y k b, sin que nunca haya necesidad de repetir 
los razonamientos que han conducido k la fórmula; 
y solamente reemplazando en ella k a y  b por sus 
valores numéricos. Pero no sucede lo mismo res­
pecto de la segunda; porque en el estado actual del 
Algebra, ignoramos la ley con arreglo á la cual 
depende el valor de x de los de a í/ b. Mas si damos 
valores numéricos á estos dos coeficientes, podrán 
hallarse por medio de los métodos que enseñare­
mos al tratar de la resolución de las ecuaciones nu­
méricas , todos los valores de x ; pero no solo será 
necesario hacer un cálculo particular para cada 
raiz, sino que aun necesitaremos volver á empezar 
todos los cálculos cuando demos otros valores á a 
y á b.y>

Esto dice el citado autor, y algo mas que eso pu­
diéramos añadir si fuera necesario hacer mas evi­
dente las graves dificultades y confusión de cáicu-



los que ofrece el sistema conocido hasta la fechad
La verdadera ciencia es la lu z, y se mantiene de 

si propia; no permite la menor sombpa en su derre­
dor, y en el centro del foco mas luminoso 'se vé à 
la Verdad en su explendente solio. Desde alli, cuál 
astro radiante de incomparable herm osura, lanza 
por dó quier raudales infinitos de bellísima é inten­
sa luz, que, sin embargo, no todos pueden mirar 
sin que sus ojos viertan lágrimas de dolor.

Por la inversa, donde hay confusión y oscuri­
dad, falta cien cia ; donde falta ciencia y hay oscu­
ridad y confusión, allí tiene su imperio y asienta su 
trono el error disfrazado con el sublime manto de 
la verdad y de la sabiduría; pues sólo así puede re­
cibir culto, rechazando con despótico afan á la luz 
su encarnizado enemigo, que desde el punto en (jue 
penetrára en su córte, pulverizavia su trono y baria 
huir despavorido al que lo ocupaba. En contraposi­
ción á la  verdad, el error es un cuerpo opaco que* 
no produce más que sombra, confusión y descon­
cierto. En una palabra, este es hijo del Genio del 
mal, al paso que aquella es hija del Omnipotente, 
que todo en Él es infinitamente grande, infinita­
mente bueno é infinitamente hermoso, y cuya prin­
cipal esencia es la sabiduría. Concebir la ciencia, 
prescindiendo de Dios, es querer hacerse cargo de 
la luz del dia, prescindiendo del sol.
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. Preguntado Lapíace por el Emperador cuál era 
la causa de que en su magnífica obra sobre .la Me­
cánica celeste no’ se encontrase escrita ni una sola 
N’ez la palabra caDios,'» respondió que era la de no 
haber tenido necesidad de tal hipótesis.

Guando meditamos sus palabras, no vemos en él 
á un sabio, sino á un hombre de talento que ha per­
dido. la senda de la verdad, porque sus ideas le ex­
traviaron. Pero ¿acaso es solo Laplacc quien, llevan­
do el nombre de sabio, desconoce al Padre de la sa­
biduría? ¿E sco rio , por ventura, el número de los 
(jue creen ó aparentan creer, y quieren persuadir 
de ello á los demás, que nada existe creado, y que 
por consiguiente tampoco existe un Creador? ¿No 
se ha hecho casi una moda lo que se llama despre­
ocupación, que consiste en que para hacer el papel 
tíe persona ilustrada es indispensable salirse de la 
esfera del vulgo, f¡ue cree en la inmortalidad del al­
ma y en la existencia de Dios? Porque ¿qué valdria 
un sabio, por más eminente que fuese, si su ciencia 
y su talento lo debiese á otro que á sí propio? ¿Cuál 
seria, [mes, su mérito? ¡ Profunda lástima es la sen­
sación (juc en nosotros produce semejante aberra­
ción é ingratitud! Pero ¿qué más? ¿No ha dicho re­
cientemente una persona muy ilustrada, y se repite 
por dó quicr, que la fé ha liuido y que la ciencia es 
((uien la ha espulsado? Afortunadameiilc para nos-
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oíros, no vemos en las sentencias de esos sabios 
más que palabras del hombre; y el hombre es liarlo 
pequeño y limitado para que podamos admitir sus 
ideas como infalibles.

Si por un momento siquiera participáramos de 
ellas, no solo nos conformaríamos con' nuestra ig­
norancia, sino que rogaríamos al Eterno incesante­
mente que jam ás nos sacase de ella. Las ciencias y 
los. sábios se nos harian aborrecibles, puesto que 
nos hacían el sér más desgraciado de la creación; 
porque si todos los vivientes son más felices que el 
hombre, toda vez que este se vé obligado á trabcajar 
sin descanso para cubrir sus muchas necesidades, y 
(}ue además de las fatigas físicas le acosan las del 
espíritu y mayor número de enfermedades que las 
que padecen aí^uellos; si la ciencia había de destruir 
nuestra esperanza de una vida más feliz é impere­
cedera; si la ciencia nos había de hacer conocer tan 
solo que para nada más habíamos nacido que para 
padecer; si creyéramos, en íin, que el saber nos ha- 
bia de hacer tan infortunados, defenderíamos cie­
gamente, y con todas nuestras fuerzas, á los parti­
darios do la ignorancia. Si la ciencia es incompati- , 
ble con la religión, la elección no puede ni debe ser 
dudosa, puesto que la religión debe estar muy por 
encima de todo lo dem ás, toda vez que sin ella no 
hay felicidad posible. Pero no; muy lejos de opinar



con aquellos, anhelamos la ciencia para aumentar 
nuestra fé si es posible, pues para nosotros no es 
dudoso que cuanto más se penetra en el terreno de 
la sabiduría, más se comprende al Supremo Crea­
dor, y más admirables se presentan sus obras á los 
ojos del hombre. ¿Quién deberá tener una idea más 
sublime del Altísimo? ¿El pobre mozo de labranza, 
para quien nada existo en el universo sino los terro­
nes que pisa, y que por consiguiente juzga que 
aquellos terrones constituyen toda la obra de Dios; 
ó el naturalista que ve en los vegetales una vida y 
una procreación muy parecida á la suya ; que en el 
moho asqueroso de las paredes húmedas observa y 
descubre magníficos y frondosos vergeles, habita­
dos por otros seres que se alimentan de las frutas de 
aquellas plantas; ó el astrónomo que admira esa bó­
veda celeste llena de infinitos soles, en los que con­
cibe y adivina otros tantos mundos habitados, in­
mensamente superiores al nuestro, y de los cuales 
no percibe sino un pequeñísimo núm ero, aunque 
se auxilie de los mejores instrumentos; ó el hombre 
que, reuniendo esas y otras ciencias, vé cada vez más 
su miseria ypequeñez, puesto que cuánto más sabe, 
mayor grandeza descubre en el Autor de lodo lo que 
existe, con el cual no puede menos de compararse? 
¿Quién, repelimos, formará de Dios ima idea menos 
imperfecta, puesto que perfecta es iinposible?!¿‘V



quién de esos hombres deberá abrigar mayor fé? Si 
esta huye, no es verdaderamente la ciencia quien 
la desaloja y empuja. No; quien destruye la fe es la 
ignorancia; es el vano orgullo del hombre, que no 
quisiera ser deudor á nadie (por mas que sea á todo 
un Dios) de lo que él cree que constituye su mérito, 
y t[ue, sin em bargo, disculpa sus flaquezas ó crí­
menes diciendo, que él no se ha hecho á sí propio 
y que sus malas pasiones las debe á la ........ Provi­
dencia.

Mas dejando aparte este asunto y volviendo al 
objeto que debemos proponernos, darémos cuenta 
á nuestros lectores del contenido de esta obra.

Según queda arriba indicado, hemos resuelto el 
problema tenido hasta hoy por imposible, y demos­
trado como tal en los autores matem áticos, no ya 
de determinar los valores de las raices, valiéndose 
de todos los datos que suministran las relaciones en­
tre estas y los coeficientes de los términos de una 
(icuacion, sino lo que es más aun; el de ccDada la su­
ma de C cantidades, la de sus productos binarios y 
el producto de aquellas, determinar sus valores, cu­
yo problema sirve de base á la teoría general de 
ecuaciones que establecemos, después de tratar en 
particular la resolución de las ecuaciones desde el 
segundo hasta el décimo grados, ambos inclusive, 
poniendo abundanrtes ejemplos de todos los caso j*^ ^ ^ ^

13



u
ademas otros muchos sin resolver para ejercicio del 
lector.>:) Y no se horrorice éste al ver ante sus ojos 
una ecuación de 9° ó 10” grado para resolverla; pues 
además de que no se tarda en comprender perfec­
tamente esta obra más que el tiempo que se gasta 
en leerla, y que la persona de ménos capacidad pue­
de aprenderla en quince d ia s lo s  procedimientos 
son tan fáciles y sencillos como vamos á exponer.

Una vez halladas las relaciones que guardan en­
tre si el cuadrado de la suma de las raices con la de 
los productos binarios, todo el obstáculo que podia 
presentarse para la resolución de las ecuaciones de 
cualquier grado, consistía en hallar las diferencias 
entre las raices. Y si bien esto nos ha costado tan. 
largas y penosas vigilias como encontrar aquellas 
relaciones, el éxito ha sobrepujado á nuestras espe­
ranzas; pues con el auxilio de unas tablas de dife­
rencias, más fáciles de hacer de lo que á primera 
vista parece, se resuelve una ecuación de cualquier 
grado que sea en cinco wíinutos, cuando por el sis­
tema conocido hasta el dia puede considerarse co­
mo punto ménos (jue imposible el resoh'cr una 
ecuación de 6" ó 7" grado. Es, pues, imponderable 
el adelanto que con nuestro sistema,pueden alcan­
zar las ciencias, y en especial la astronomía, en que 
con tanta frecuencia se presentan ecuaciones de
grados altos.



Hemos dicho que estas labias de diferencias son 
más fáciles de liacer que lo ([uc aparece á primera 
vista, pues pudiera creerse que en ellas tengan que 
figurar todas las combinaciones que pueden ha­
cerse con cantidades positivas, negativas, enteras y 
fraccionarias; pero muy léjos de eso. Por el sistema 
que hemos establecido no puede haber diferencias 
negativas, sino necesariamente positivas; y por otra 
parle, con solo las tablas de números enteros se iia- 
llan con toda facilidad las diferencias enteras y frac­
cionarias. Pero aun hay más; y es que hay que eli­
minar de dichas tablas todos los números que son 
cuadrados perfectos, con rara excepción, y otros 
muchísimos que, sin serlo, no hay ({uc incluirlos en 
ellas por razones especiales. Y por ú ltim o, hay 
otras varias circunstancias que hacen que este tra- 
fiajo no sea tan grande como aparece, aun después 
de Ì0  (jue llevamos dicho, por más que se haya modi­
ficado mucho la idea que ántcs de esta explicación 
pudiera haberse concebidó ; circunstancias que no 
podemos manifestar en este prólogo. Sin embargo, 
estas tablas (de las que solo damos en esta obra una 
muestra que al mismo tiempo sirve para resolver 
todos los ejemplos de ecuaciones que contiene) exi­
gen un gasto muy superior á nuestros excasos re­
cursos. Si nuestra Algebra superior halla protec­
ción, como nos atrevenios á creer, procuraremos
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todo lo posible hacer y publicar dichas tablas. Si por 
el contrario, nuestra obra no encuentra aquella 
acogida, será porque no la merezca; y en este caso 
aumentarémos en una unidad el número de las ilu­

siones perdidas.



ALGEBRA SUPERIOR.

E1 Algebra superior es la parte de las matemáti­
cas que tiene por objeto resolver las ecuaciones de 
grado superior al primero.

Las ecuaciones pueden ser completas ó 
incompletas.

Completas son aquellas en cuyo primer tér­
mino se halla la incógnita elevada al grado que le 
dá nom bre; que en el segundo disminuye en una 
unidad este exponente; que en el tercero ha decre­
cido dos unidades, y así sucesivamente, hasta que 
liega á desaparecer dicho expolíenle, hallándose
por consiguiente sola la incógnita, y el último tér- 
uiíno es conocido.

Por ejemplo;
A“ wa;“ ®—  ~\~qx— a = 0 ,  es una2

ecuación completa del grado m.
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8 . In co m p le ta  es a q u e lla  en que la incógnita des­

aparece sin haber ido disminuyendo su exponente 
hasta hacerse igual á 0. Por ejemplo: mx^— a^O  
es una ecuación de grado incompleta.

4 . Teorema I. Toda ecuación, cuakiuiera que 
sea su grado y cualesquiera sus coeficientes, tiene 

siempre á lo ménos una raíz.
Esta verdad, aunque tiene demostración, se ad­

mite como evidente.
5 . Teorema II. Si tenemos la ecuación general 

del grado w

.......-^Tx-\-v- =0

y a  es una de sus raices; el primer miembro de esta 
ecuación es divisible por el factor binomio x— a, 
formado restando de la incógnita dicha raíz.

En efecto, supongamos que se haya efectuado la 
división del primer miembro do la ecuación por el 
binomio x— a, habiendo continuado la operación 
hastallegar á un residuo independiente de x, lo cual 
siempre es posible, una vez que cada residuo será 
de un grado inferior en una unidad á lo ménos res­
pecto del anterior. Designando por R este residuo 

y por Q el cociente, tendrémos

.......+  Tx -^'V^((c-'G )Q ^ R

que siendo una identidad, podemos dar ix xe\  va-



49

lor a, lo cual nos convierte el primer miembro en

...............+  T íh - u

y en el' primer sumando [x— a)Q del segundo 
miembro, el factor x— a se reduce á cero; luégo 
si demostramos que el cociente Q es una cantidad 
finita, este sumando será cero para x=:a . Ahora el 
cociente Q podria ser infinito, teniendo un nú­
mero ilimitado de términos, ó bien teniendo cuando 
ménos uno de sus términos infinito; pero para 
que O constara de un número infinito de térmi­
nos era necesario que sucediese lo mismo al pri­
mer miembro de la ecuación, es decir, que m ó sea 
el grado de esta, fuese infinito, lo cual no sucede; 
tampoco podrá haber en el cociente términos de 
forma infinita, esto es, términos que tengan cero 
por denominador, porque entrando x  elevado á un 
exponente en el dividendo cuando ménos igual 
al del divisor, se podrán efectuar las diferentes di­
visiones parciales, y no habrá por lo tanto ningún 
término en el cociente que tenga x— a por deno­
minador; por consiguiente, al hacer no halla- 
rémos ningún denominador cero; así es que Q es 
una cantidad finita, y por consecuencia [x— a)Q 
es igual á cero; ahora observemos que como el re­
siduo R es independiente de o?, no podemos hacer



en él 3C=a, permaneciendo con su valor tanto 
antes como después de la sustitución, y la igualdad 
anterior queda reducida á

a'" A + .......+  Tít+ v ^ R
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pero siendo a una raiz de la ecuación propuesta, 
esta debe quedar verificada por su sustitución en 
vez de x; luégo este residuo es igual á cero, y por 
lo tanto, la division del primer miembro de la ecua­
ción por el binomio x — a es exacta.

Esto que acabamos de demostrar es siempre 
cierto para las ecuaciones algebraicas racionales y 
enteras, respecto de x.

6. Teorema III. Toda ecuación tiene siempre 
el mismo número de raíces ({ue unidades contiene 
el exponente de su grado.

La ecuación general del grado m siendo una fun' 
clon de x, podemos representarla por indi­
cándonos el subíndice m el grado de la ecuación.

Siendo una ecuación, debe tener necesa­
riamente una raiz (núm. 4); designemos por at esta 
raiz; ahora cti es una cantidad que reduce á cero el 
polimonio X^; por consiguiente, este será divisi­
ble por [x— ai) (núm. 5), y el cociente de la divi­
sion, siendo el polinomio dividendo del grado m y  
de primor grado el divisor, será un polinomio del
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grado m— 1, que podemos designar por X^_i; así 
tendremos

X,
X--------- d i

=X^-t de donde

el primer miembro de esta identidad es igual á 
cero, luego el segundo también debe serlo, y por lo 
tanto podemos establecer la ecuación

que debe tener una raiz (núm. 4) que designamos 
por «2 , y por la misma razón que antes el polino- 
niio X^_i debe ser divisible por x — ü2  , y el co­
ciente será del grado m— 2, una vez que el divi­
dendo es del grado m— I y el divisor de primer 
grado; es decir,

de donde 02) X ._ 2

y sustituyendo este valor de X^_i en el de X^ ha­
llaremos

X ^ ^  {x— «i) [x—dz) X^_2

haciendo el mismo razonamiento que anterior­
mente, podremos poner la ecuación.
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y designando por una raíz de esta ecuación (nú­
mero 2 ), su primer miembro será divisible por 
íc— « 3, y obtendremos un cociente del grado wi— 3; 

de modo que

=ln,_ 3  de donde ^3) Jm-s
X—

y sustituyendo del mismo modo que antes este va­

lor de X ^ _ 2  en el de \ hallaremos que

^3) Xni—3 )

pero observemos que en la primera division liemos 
descompuesto el polinomio en dos factores, 
uno de ellos de primer grado, y el otro del grado
■)n__1 ; en la segunda division descomponemos

en tres factores, dos de primer grado, y e l , 
otro del grado m— y á cada division ponemos 
de manifiesto en el valor de un nuevo factor 
de primer grado; de modo que, cuando hayamos 
efectuado m— 2 idivisiones, tendremosá descom­
puesto en m— 1 factores, siendo m— % de primer 
grado y uno de segundo, que será el cociente de 
la division m— 3; así es que la forma del polino­

mio Xm será :
Xm=(^---^l) ^3) ............ í̂ m- 2  ) X2



é igualando X2  á cero, ilegarémos á la ecuación de 
segundo grado

X2=0,

que siguiendo la misma m archa, dividiríamos á 
^ 2  por el factor binomio correspondiente á una de 
sus raíces â -̂i que seria x — cs,„_i, y obtendría­
mos un cociente de la forma x — ; es decir, de 
primer grado respecto de x ,  y de este modo seria

X 2
o sea X2= (X --a n ,_ i)  (ít— a j
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y el valor de X„, se trasformará en

{x— üi) (íc— «3) ........ (a;— a,„_2)
( 1 ) ,

ahora vemos que para x=^ai el factor x—ai se re­
duce á cero; y por consiguiente el segundo miem­
bro de la igualdad (1) es cero, y nos queda

lo que nos dice que cti es raiz de la ecuación pro­
puesta; lo mismo sucede para x= (̂í 2 , pues en este 
caso el factor es cero, y por consecuencia lo



mismo le sucede al segundo miembro de la igual­
dad; asi es que la ecuación queda verificada, ha­
ciendo íc— cti, x= a z ..........

; luego la ecuación tiene por lo ménos m raí­
ces, puesto que los m valores .......la sa­
tisfacen. Vamos á.probar que no existe ningún otro 
valor diferente de estos que la satisfagan; es decir, 
que la ecuación no puede tener más que m raíces.

7 Supongamos que « sea otra raiz de la ecua­
ción, diferente de las .......â -̂u su pri­
mer miembro seria divisible por x — de modo 
que el segundo debería serlo también; pero este es 
un producto de cantidades prim as, y así no puede 
ser divisible por ningún otro factor primo tal co­
mo X— a, á menos .que este no fúese igual á alguno 
de los factores x— aú x— â , x— a^,\...x— lo que 
exige que a sea igual á una de las cantidades 
au Oju .......Ojm, y esto es absurdo una vez que he­
mos supuesto que « es diferente de estas.,

8 Corolario. Según lo (¡ue precede, vemos 
que el primer miembro de toda ecuación del grado 
m es igual al producto de m factores binomios de 
primer grado correspondiente á sus m ra íce s : es 
decir, que

24

X^-\-Ax'^-^-\- .............+  Tx+v=^{x—avi)
{x—a-i) (.'C— fts)..........[x—â )



siendo a j, â , a ¡ , .......... íí„_i , raíces de la
ecuación.

9 Teorema IV. En toda ecuación completa que 
tenga por coeficiente de su primer término la uni­
dad, el coeficiente del segundo término, tomado con 
signo contrarío, es igual á la suma de las raíces.

El coeficiente del tercer término es igual a la su­
ma de los productos binarios de las raíces. ^

El coeficiente del cuarto término, tomado con 
signo contrario, es igual a la suma de los productos 
de las raíces, multiplicadas tres á tres, y así sucesi­
vamente.

Y el último térm ino, tomado con su signo, ó con 
signo contrario, según que la ecuación sea de gra­
do par ó de grado im par, es igual al producto de 
las raíces.

En e f e c t o h e m o s  visto que el primer miembro 
de una ecuación del grado m es igual al producto 
de m factores binomios de primer grado, corres­
pondientes á sus m ra íce s ; de manera que si desig­
namos por a, b, c , d, ...... ¿ ^ , las m raíces de la
ecuación

+  ............+  Tx-hv=r.Q

podemos establecer la igualdad
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- h - h + Caf ^ - l - ............+  Tx-\-v—  (a;  à)
(æ— b) (æ— c) (a;— d ) .......... 0  ('')

y podemos efectuar este producto con el objeto de 
tener el resultado ordenado del mismo modo que el 
primer miembro multiplicando, primero todos los 
primeros términos de los m binom ios, lo que nos 
dará un término con x  elevada á la potencia m; des­
pués multiplicar sucesivamente los m— 1 primeros 
términos de ííi— 1 factores por el segundo término 
de cada uno de los factores restantes, lo que nos 
dará un término, cuyo coeficiente será la suma al- 
gebráica de todos los segundos términos de los m U - 
nomios, y en el cual x  entrara elevada á la poten­
cia m— l ; en seguida multiplicar sucesivamente los 

— 2 primeros términos de ni— 2 binomios por los 
dos segundos términos de los factores restantes, y 
nos dará un término que tendrá por coeficiente la 
suma aigebráica de los productos binarios de todos 
los segundos términos de los m binomios, y en el que 
X entrará elevada á la potencia m— %  y de esta ma­
nera continuaremos basta llegar á multiplicar lodos 
ios segundos términos de los factores, cu }0  pio- 
ducto tendrá el signo más ó el signo ménos  ̂ según 
que la ecuación sea de grado par ó de grado impai, 

y la igualdad (1 ) se trasformará en

........ ~^Tx-{~v^
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a?“‘“ H -a 6
~ b - f-a c xm—̂ —abc
— c ~\-ad —üba
—d ■

—  í
■^al —abl
•j-ak —abk
-f-óc —bcd
+ 6 d

—bel
+ 6 / —bck

+ cd

4-cí
-HA

H-dl

+/A

®m—3- ,̂.... qr o6cd. ...l 
z^hcd....lk 
^ cd ....lka  
^zd....lkab

xúzahcd....... Ik,

y para que esta igualdad se verifique, es necesario 
que los coeficientes de las mismas potencias de x  
sean iguales; esto es, que

A = — [a +  í)+ c + +  +  ¿+ A').

B^ab-hac-\-ad-h .......-^al-\-ak~hbc-{-bd+..........
+  bl-hbk+cd-^ .......-^ c l+ ck .........+  dl^dk  +  . . . .
-hlk.
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Cc=“— [dbc~\-cthd-\-...,~{~dbl-{-dhlc-{-6ccÍH-. . . . -h 

6cÍ +  íícA’4 - — )

r= = F a 6 cc í.......lázbcd........Ikzpcd......../Æarpci.
Ikab^ .......v^ázabcd ......... Ik.

y esta série de igualdades nos demuestra él 

teorema.
10. El primer principio que establecen y han 

establecido hasta hoy todos los autores, es que es­
tas relaciones que existen entre las raíces y los 
coeficientes de los términos de la ecuación, no 
pueden servir para determinar el valor ó valores de 
dichas raices, y de este principio hacen un teorema 
demostrando la imposibilidad de hallar las raices 
por medio de dichas relaciones. Para esto se han 
fundado en que, á pesar de reunirse tantas ecua­
ciones como incógnitas, procediendo por los me­
dios generales establecidos para despejarlas ó eli­
minarlas, nunca se consigue hallar su valor, sino 
que siempre se reproduce la ecuación primitiva 

como vamos á ver.
Sea la ecuación de tercer grado, por ejemplo:
c»— ^ = 0 ;  y según lo ya dicho, ten- 

drémos (llamando a, b, c, a la s  raices).
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- (I)  a-i-c~{-d===m ,  ;
(2 ) ac-had-^cd~n
(3) acd^p
Aquí tenemos tres ecuaciones con tres incógni­

tas; y siempre que nos hemos hallado en el caso 
de ser tantas aquellas como estas, hemos’resuelto 
el problema.

Empleemos aquí los mismos medios. Multipli­
quemos la (I) por c, y para eliminar ac entre la (1) 
y la (£), restemos aquella de esta, y será;

ac-\-ad~^cd— ac— — cd=^n— w c, ó 
ad— — me  (4).

Multiplicando esta por c, y restándola de la (3) para 
eliminad acd, será:

acd— acd~^c^=p— 7ic-hmc ,̂ ó — ^ = 0 ,

que es la misma ecuación propuesta.
Pero esto es un error como tantos otros que han 

pasado por verdades axiómáticas durante muchos 
siglos. Nosotros vamos á demostrar que no sólo son 
suficientes los datos que nos suministran dichas 
relaciones entre raíces y coeficientes para resolver 
las ecuaciones de cualquier grado íiue sean, sino 
que sobran todos ellos, csceptuando los del 2.% 3.° 
y último términos, que son la suma de las raíces, 
la de los productos binarios y su producto total. Y
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se concibe perfectamente. Si tenemos varias 
cantidades ífo b, c, d, e tc ., délas cuales sólo conoce­
mos la suma, dirémos que sin variar esta pueden 
ser muy distintos los valores de a  de ó de c y de 
d, e tc ., por consiguiente muy distintos pueden ser 
también sus productos; pero desde el momento 
en que se fija la suma de dichas cantidades, la de 
sus productos binarios y el producto general, ya 
los valores d ea, b, c, d, etc. están de la misma ma­
nera fijados y no pueden tener más que un sólo 
valor cada una de dichas incógnitas; por consi­
guiente, estos datos deben bastar para determinar 
sus valores, siendo supéríluos ó innecesarios todos, 
los demás. Y es*de advertir que si entre los datos 
necesarios contamos el producto de las raices, no 
es porque lo hayamos de emplear jam ás para resol­
ver las ecuaciones, sino porque ocurre el tener 
que servirnos de este dato para comprobar el valor 
de las raices; pues exceptuando esas ocasiones, 
siempre son suficientes la suma de las raices y la 
de los productos binarios para la resolución de to­
das las ecuaciones de cualquier grado que sean; y 
estos sólos datos serán los únicos que emplearemos 
para dicho objeto, empezando por las

ECUACIONES DE T. GRADO.

11. Si tenemos dos incógnitas x, y , sus valores



pueden ser iguales ó desiguales. Si suponemos' 
£C=?/, elevando al cuadrado su suma x + y ,  será:

{x+ + %xy+

Y poniendo todo en valores de x, será:

{x + y) +■ 2!  ̂V  === .......(1)

Haciendo igual sustitución en el producto xy, 
será:

xy=x^ ......(2 )

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremos pro­
porción, y será:
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{ x + y f
xy X

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­
do por Será:

(xA -yf ,
xy

Pasando xy  al segundo miembro, tendremos: 

{x~^yf^Ii.xy

Y pasando el segundo miembro al prim ero, nos 
dará:

{x-\-yY— 4a;y= 0



Luégo si del cuadrado de la suma de las raices 
restamos el cuadruplo de su producto, nos resulta 
cero cuando estas son iguales.

Reciprocó; si el cuadrado de las raices mè­
nes el cuadruplo de Su producto es cero, las raices 
son iguales, y por consiguiente, dividiendo la suma 
por 2 ,  se obtendrá su valor.
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EJEMPLO.

Sea la ecuación

y tendrémos:

(1)

{%)

Restando del cuadrado de las raices el cuadruplo 
de su producto, será:

'10̂ — 4 x 2 1 5 = 1 0 0 — 1 0 0 = 0 . Luégo las desraíces 
son iguales, y dividiendo su suma 10 por 2, sorá:

x= S . y = 5 .
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í
- EJEMPLO 2 .“

a>

10a;+ 25= 0 

x-hy~ — 10 
.t^ = 2 5

™10'—4X 25=100—í 00=0
— 10 „ — 10 

=— 5 ?/=-2 2

(13) Supongamos ahora k x é y  desiguales, y 
llamemos m k la diferencia y— x; íen d rém osy= a:+  
+ w ; y téngase presente que no ponemos el signo=h 
porque designarémos por x  siempre á la menor.

Practicando lo mismo que en el caso anterior, 
tendrémos:

(a;+ y f= x^ + ^xy+ ŷ

Sustituyendo el valor de y  por su igual x+m^ 
será:

{x+ yf^=x^+ 2a; (a;+m)+ (a;+ m f—a?+ 2a;̂  +̂  
+2a:w i+ a:^+2a;m+m^, ó

(x+ 2/)^=4a:  ̂4- 4am +
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Pasando al primer miembro, será;

....... (1)

Verificando igual sustitución en el producto 
xy, será:

xy— x (x+7ii)^x^-\-xm....... (2)

Formando proporción con las dos ecuaciones (1) 
y (2), tendrémos;

{x-^yf— kx^+kxm
xy x^~hxm

Dividiendo ios dos términos del segundo que­
brado pora;^+a;?w, será:

xy

Pasando xy ai segundo miembro, será: 

(x-\-yf— m^^=áxy

Y cambiando de miembros — y ^xy, serk: 

(x-^yf— ^xy=in^
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(14). Luego si del cuadrado de las raíces des­
iguales restamos el cuadruplo del producto binario, 
nos dará el cuadrado de la diferencia. Restando 
pues, su raiz de la suma de las raíces, y dividiendo 
por % tendrémos el valor de ít, y sumando y divi­
diendo por 2 , el de y.

ejemplo.

Sea;c® 14a :4-33= :0 , y tendrémos.

xy=3S

14^— 4 X 3 3 = 6 4  V ~ Ü ^ S = ^ y ~ -x

y —   =  11 X ~   = 32 2

ejemplo 2 ."

Sea la ecuación

3x* + 15,66a;— 1 1 0 ,6 4 = 0 . 

Dividiendo por 3  toda la ecuación, será;

^*h-5 ,2 2 ít— 3 6 ,8 8 = 0 ,  y tendrémos: 
^ + í/ = ~ 5 ,2 2  (1)

36 ,88  (2)
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{— 4 X ^ P 8 ]= = J7 ,2 4 8 4 -Í-4 X 3 6 .8 8 =

= 1 7 4 ,7 6 8 4

\/ 1 7 4 ,7 6 8 4 ~ = 1 3 ,2 2  

— — ==42
5 ,2 2 — 13,22

2
-9,22

(15) Si la ecuación de 2 .“ grado es incompleta, 

se reduce á

ó ó £ C = ±  \ í ^

RAICES mCOMENSURABLES;

(16) Llámanse raices incomensurables aquellas 
que no pueden obtenerse con exactitud, como por

ejemplo, \ / ^  \/5 V 7  e tc ., etc.

Pero así como la aritmética nos enseña á ¡hallar­
las con cuanta aproximación se desee, así también 
podrémos lograr el mismo objeto cuando una ecua­
ción tiene raices incomensurables.

Si tenemos, pues, la ecuación

) a :+ 4 2 = 0 ,  será:^ »eool
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= t .  .;;»i x-^y=:

Restando del cuadrado de la suma de las raíces 
el cuadruplo de su producto, nos dará:

2

9 V F —4X42=81 \ / r —4x42= 243-168= 75

Extrayendo la raíz de 75 nos dá \ / 75 = 8 ,6 6 0 2 5  
Ahora tenemos que reducir á  cantidad racional

9 V/^3 para poder sumar con ella la raiz de 75  que

hemos sacado, y será 9 I/ 3  = 1 5 ,5 8 8 4 5 ,  con lo 
que ya podrémos sacar los valores de a: y de ?/, que 
serán:

15 ,58845-1-8 ,6605 
2/=— -̂------ 2— ^ 2435

1 5 ,58845— 8.6605  ^
^ ^ -------- = 3 ,4 6 4 1

(17) Si el prim er término de la ecuación lle­
vase coeficiente, se hará desaparecer dividiendo 
lodos los términos por dicho coeficiente, y esto



téngase entendido para todas las ecuaciones de 
cualquier grado que sean.

RAICES IMAGINARIAS.

38'

(18) Hemos demostrado que en toda ecuación 
de 2.- grado, cuando las raices son iguales, el cua­
drado de la suma de las raices es igual al cuadru­
plo del producto de dichas raices. Y recíproca­
mente; cuando el cuadrado de la suma de la raices 
es igual ai cuadruplo del producto de las mismas, 
las raices son iguales. Esto supuesto, formemos 
una ecuación en que sus raices sean imaginarias é

iguales. Sean, pues, \ / — 3 y \ / — 3 y tcnírém os

la ecuación \ / — 3 X x — 3 = 0 ,  en la cual

sabemos que 2  ( / — 3 ( coeficiente del segundo

término) es la suma de las raices, ó sea \ / — 3

— 3 , y que — 3 es su producto, ó sea

\ / — 3 x l / — 3 = — 3 , y tendrémos:

\ / — 3 
3



Resolviéndola, será* t -- .V . o c ia . . 3Í)frrj^5fí9 .¿^gegfjQj

___ 3 . í|í oi,u.'í§ iei0pÍJBifO

2 l / _ 3  _ 4 x _ 3 = 4 x  — 3— 4 X — 3=
+ 12=0
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Luégo las raíces imaginarias se hallan en el 
mismo caso que las que no lo son. Pero como, se­
gún está demostrado por todos los matemáticos, las 
expresiones imaginarías son consecuencia de algún 
absurdo, prescindirémos complelamento de ellas, 
pues sería otro absurdo ocuparse de operar con 
errores como si no lo fueran, sin que reporte á la 
ciencia la más pequeña ventaja.

Ecuaciones de 2 °  grado por resoVoer

— 10u;4 -2 1 = 0

íc’— 6,11a;— 2 2 ,083=-0 
2,11 a;=_l 8 ,9689a;-h39,2 0 2 5 3 4 = 0

(8 ,25  1 / 7  )a ;-h 113 ,75= 0

ECUACIONES DE TERCER GRADO.

(í 9) Hemos dicho que toda ecuación puede te- 
Der á lo más tantas raíces como indica su grado;



pero pueden ser todas iguales, ó todas menos una, 
ó todas menos dos, e tc .,  hasta llegar á ser todas 
desiguales. Empezaremos, pues, por el primer caso. 
Luégo pasaremos al segundo, e t c . , e t c . , y acaba­
remos por el último. Y  adviértase que á 4  y— 4  no 
las llamaremos raices iguales de signo contrario, 
como muy generalmente se las llama, sino tan des­
iguales como lo son 28  y 2 0 , pues tanto aquellas, 
como estas tienen 8 por diferencia.

(20) Para que se comprenda bien nuestro siste­
m a, vamos á hacer una advertencia muy impor­
tante que deberá tenerse presente para lo sucesivo, 

y es la siguiente:
Sea cualquiera el grado de la ecuación de que tra­

temos , el orden de las raices irá de menor á ma­
yor: es decir, que si designamos á estas por x, y, z, 
invariablemente designaremos por x  la menor, por 
y  la mediana, y por z la mayor : también y  podrá 
ser igual á  a;, lo mismo que z = y  ; pero nunca se 
verificará que y  sea menor que a:, ni 2: menor que 
y. Por último, á la diferencia y— x la designare­
mos por m : á la diferencia %— x  llamaremos n ; á 
la diferencia u— x  (suponiendo á  u  cuarta raiz) la 
indicaremos por 'p. De suerte que si tenemos por 

ejemplo las raices
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X, y ,  u , k , e tc .,
sera:



e

iñ
y— íc+ m  z= x -h n  u— x-hp k==x-j~qf etc.

Por donde se vé que , | í>w , q ^ p , ele.

De este modo, si tenemos quiere sig­
nificar que puesto que de donde
pasando ~ x  al primer m iem bro, sale y = x -h 7n, y 
por consiguiente, al tener %=.~x-hni, ya sabemos 
que %=y: en este caso tenemos n=m-, puesto que 
n~% X y como %— x ^ m ,  en el ejemplo que he­
mos puesto será m = n  cuando z = y .  Lo mismo de­
cimos respecto de las demás.

(21) Sean x y  z  tres raices iguales, esto es, que 
tendremos x ^ y = z .

Si elevamos al cuadrado la suma de estas tres 
raices, será:

(^ + y  -^zY=x^-hy^-\-z^-\-2xy-i-^xz-h2yz.

Y poniendo todo en valores de x, será:

Verificando ló mismo con los productos bina­
rios, será:

x y -{-x z + y z —Sx^... (2)
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C o n  l a s  d o s  e c u a c i o n e s  ( 1 )  y  ( 2 )  f o r m a r e m o s  p r o ­

p o r c i ó n  y  t e n d r e m o s :

D i v i d i e n d o  l o s  d o s  t é r m i n o s  d e l  s e g u n d o  q u e b r a ­

d o  p o r  3 x ^  s e r á :

{iv-hy+zy
= 3 .

x¡/-hxz-{-yz

P a s a n d o  e l  d e n o m i n a d o r  a ; y + . t ^ + ' i / ^  a,l s e g u n d o  

m i e m b r o ,  s e r á :

(x^y-hzy==3 (xy-hívz+yz}.

Y  p o r  ú l t i m o ,  p a s a n d o  e l  s e g u n d o  m i e m b r o  a l  

p r i m e r o ,  s e r á :

(.r+í/4 - 2:)®— 3 (xy-hxz-i~yz)=0.

( t 2 )  L u e g o  v e m o s  q u e  r e s t a n d o  d e l  c u a d r a d o  

d e  l a  s u m a  d e  l a s  r a í c e s , c u a n d o  s o n  i g u a l e s ,  e l  

t r i p l o  d e  l a  d e  l o s  p r o d u c t o s  b i n a r i o s ,  n o s  r e s u l t a  

c e r o ;  y  d i v i d i e n d o  p o r  3  l a  s u m a  d e  a q u e l l a s ,  h a ­

l l a r e m o s  e l  v a l o r  d e  a :.

J
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EJEMPLO 1 .“

Sea la ecuación a:®— 12!a;'+48a;—-6 4 = 0 , y ten­
dremos: x-hy-\-z=\^...]

12^— 3 x 4 8 = 0 .
xy-hxz-hyz=^S)

(23) Luégo las raíces son iguales, y tendremos 
que X será igual á 12 dividido por 3 = 4 ,  único va­
lor que puede satisfacer la ecuación.

EJEMPLO 2 .*

Sea la ecuación

x'+13,98o:=+65,1468:c-+-101,194696=0,

y tendremos:

13,98 (1)
xy-\-x%+yz=^^,\h;^^ {%)

Restando del cuadrado de la (1 ) el triplo de la (2), 
será:

— 13,98*— 3x63,1468=195,4404— 195,4404=0
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Por consiguiente tenemos x— y=%  ; y por tanto

X-
13,98

-4,66.

(24) Segundo caso: que la ecuación tenga dos 
raiccs iguales y una desigual, y tendremos 
z ~ x + n .

Elevando al cuadrado la suma x-^-tj+z y sustitu­
yendo y  por su igual cr, y en vez de z su valor í»-hw, 
tendremos:

(a; -f- y +  zf= x^ + + (a;+ w) V  2x''‘+ %x(x 4- w) 4- 
(x 4- n)^ x ‘̂+ + %xn-\- 4- 2a;'+ 2a; +̂ 2xn+  

ó {x-^y+zf=^x^-\-^xn-\-n^.

Pasando al primer miembro, será:

{x-\-y-\-zf— ?^®=9a;^^-6a;n.... (1)

Sustituyendo en los producios binarios los valo­
res de y, z, será:

a;y 4- a;2! 4- \jz—x̂  4- a:(a;+n)+ x {x+ n )= x^ + a;̂ H- xn+  
4-a;^4-a;rt, ó

a;y4-a;^4-y2:=3a;^+2a;í^.......(2)



Con las dos ecuaciones (1) y {%) formaremos pro­
porción, y nos dará:'

6.m
~~xy+xz-\~yz

Dividiendo el segundo miembro por dx^^txn,
sera:

--- 7Í̂
• = 3xy+ xz+ yz

Pasando el denominador al segundo miembro, 
tendremos:

( x + y + z f — 7l :̂=:3(xy ~hxz^ yz)

Cambiando de miembros d{xy+xz+yz) y ri? será: 

(.r+ y + z)^~3{xy ̂ xz+yz)=7i^ .

(2ó) De modo que vemos que restando del cua­
drado de las raíces el triplo de los productos bina­
rios, resulta el cuadrado de la diferencia z—x. Y p o r . 
consiguiente, extrayendo la raíz de ese cuadrado, 
obtendremos la diferencia. Ahora bien, la suma 

e las raíces x, y = x , z = x + n  es x + y + z = 3 x +
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~\-n. Restando, pues, de esta suma la diferencia w, 
quedará 3x, que dividiendo por 3 nos dará el valor 
de a;;,el de y sabemos que es el mismo de x, y el 
de 2: es x-f-n, que es lo que queríamos hallar.

(26) Como siempre designamos por x la menor 
de las raíces y hemos puesto el caso en que y = x ,  
preciso es también poner el en que y ~ z .  Practican­
do lo mismo que en el caso anterior, serán las raí­
ces'a;, y==x+m, z^x+7ih  y tendremos:

m )+  %x
(x+m)-h^(x-hm){x~¥m)==x'^'^-x'^+%xm~hní^+x^-^
+ 2xm+ + %xm+ %x̂ + 2xfn +  +  ^xfti+

ó {x+y-^zf=dx'^-{-\%xm~^im\

Pasando 4m^ al primer miembro, será:

• (x~{-y-\-zf— ........(I)

V e r i f i c a n d o  Í o  m i s m o  c o n  l o s  p r o d u c t o s  b i n a ­

r i o s ,  s e r á ;

xy+ xz+ yz= x(x+ m) + x{x H- m) 4- (o;+ m) (a; -f - m )=
+ .rm+ o:̂ + .'rm+ H-2a;m-h

R e d u c i e n d o  y  p a s a n d o  a l  p r i m e r  m i e m b r o ,  

s e r á :
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xy-\-xz-byz— ....... (2)

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremos pro­
porción y será:

{x~[-y-\-zY— 4m^ 937^+12;rw
xy+xz-hijz— nv Sx -̂\-^xm

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­
do por Sx^-\~^xm, tendremos.

(x+y~\-zf-^^m'^
xy-\-xz-\-yz—

Pasando el denominador al segundo miembro, 
dará:

(x~^y -{-zf— 4m“=3(a:y -hxz-i- yz)— 3ni .̂

Cambiando de miembros — 4m^ y S(xy~\-xz~{-yz), 
será:

{x-i~y-{-zy— 3(xy‘hxz-\-yz)^=m^.

Tenemos, pues, que siendo en este caso 7n==?i, 
l’esulta lo mismo en ambos casos; pero como la^, 
suma de las raices no es igual, pues en el
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caso que es cuando x^ ij, z= x -h n , la suma es; 

x-]-y-{-z— Sx-hn,
•

y en el presente en que y—x-^-m, z=x-\-m  la suma 
es x-\-y-^z—3x-\-%n, podremos equivocarnos en 
los verdaderos valores de las raíces si tomamos 
una fórmula por otra y no atendemos más que á 
la dicha suma; pero si sacamos los productos de 
cada sistema de valores y lo comprobamos con el 
último término de la ecuación, conoceremos desde 
luego los verdaderos, que serán los que lo satis­
fagan.

EJEMPLO.

Sea la ecuación

—1 6íĉh-69;c—90—0,

y tendremos

x+y-^z~\Q
xy-{-xz-\-yz=Q9

Restando del cuadrado de las raíces el triplo de 
los productos binarios, será:
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16^— 3 X  6 9 = 2 5 6 — 2 0 7 = 4 9 = m ’ .

Extrayendo la raiz de 49 que es 7, tendremos la 
c líerencia entro dos ralees, presumiendo por lo ya 
demostrado que' en esta ecuación hay dos ralees 
Iguales. Pero ¿cuáles serán estas? ¿serán
0 í/ = 2 ?  ^

Para el primer caso tenemos:

(1)

y para el segundo:

^-^y+z~dx-\-% n  (2)

Probemos si la fórmula (1) nos dá los verdade- 
^os valores y será:

3 ír+ 7 t= 1 6

de donde:

10:3 » _ 1 6 — 7 = 9 ;  ó ís = 3 , j , = 3 ,  ^ r= 3 + 7 ,

fomando el producto de estos valores, vemos que 

A 0— 90 que es el último término de la ecua-
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c i o n  p r o p u e s t a ,  y  p o r  c o n s i g u i e n t e  e s t o s  s o n  l o s  

v e r d a d e r o s  v a l o r e s ,  l o  c u a l  i n d u d a b l e m e n t e  n o  s u ­

c e d e r á  s a c a n d o  l o s  v a l o r e s  p o r  l a  f ó r m u l a  ( ^ )  c o m o  

v a m o s  á  v e r l o :

ó 3 íc+ 1 4 = 1 6 ;  ó 3x= 1 6  1 4 = 2

d e  d o n d e :

2  « ^ ^

c u y o  p r o d u c t o  n o  e s  9 0 ,  ú l t i m o  t é r m i n o  d e  l a  e c u a ­

c i ó n .

ejem plo  2 .'’,-

S e a  l a  e c u a c i ó n :

x ' — 1 9 , 6 6 a ; " ^ + 2 8 , ’7 2 8 9  o r + 7 6 0 , 1 4 4 b = 0

y tendrémos:

a ;+ í/ + ^ = 1 9 ,6 6  (1) 
x y ^ x z ^ y z ^ % S ,im  m

Restando del cuadrado de la (1 ) el triplo de la (2) 

será:
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1 9 , 6 6 * — 3 X  2 8 , 7 2 8 9 = 3 8 6 , 4 1 5 6 — 8 6 , 1 8 6 7 =

= 3 0 0 , 2 2 8 9 ;  V S O O , 2 2 8 9 = 1 7 , 3 3 = m *  y  t e n d r é ^  

m o s  s e g ú n  l a  p r i m e r a  f ó r m u l a  1 7 , 3 3 = 1 9 , 6 6  ó

3 ü : = 1 9 , 6 6 = 1 7 , 3 3 = 2 , 3 3 ;  ó s = ^ — , j / = ^ 4 ^
O o

2  3 3
■ 2 ^ = — — + 1 7 , 3 3 .  S i  f o r m a m o s  e l  p r o d u c t o  d e  

e s t o s  v a l o r e s  y  l o  c o m p a r a m o s  c o n  e l  ú l t i m o  t é r m i n o  

d e  l a  e c u a c i ó n  q u e  e s  e l  p r o d u c t o  d e  l a s  r a i c e s ,  v e ­

r e m o s  q u e  n o  e s  i g u a l .  E m p l e a r e m o s ,  p u e s ,  l a  o t r a  

f ó r m u l a ,  q u e  e s  3 x + 2 í n = 1 9 , 6 6 ;  ó  3.t + 3 4 , 6 6 =  
= 1 9 , 6 6 ;  ó  3;c= 1 9 ,6 6 — 3 4 , 6 6 = — 1 5 ,  d e  d o n d e  

a ; = — 5 ,  y = — 5  +  1 7 , 3 3 = 1 2 , 3 3 ;  ; j = — 5  +  1 7 , 3 3 =  

= 1 2 , 3 3 .  E l  p r o d u c t o  d e  e s t o s  v a l o r e s  e s  — 7 6 0 , 1 4 4 5  

q u e  e s ' e l  ú l t i m o  t é r m i n o  d e  l a  e c u a c i ó n  p r o p u e s t a ,  

á  l a  c u a l  p o r  c o n s i g u i e n t e  s a t i s f a c e n .

( 2 7 )  T e r c e r  c a s o ;  q u e  l a  e c u a c i ó n  t e n g a  t r e s  r a i ­

c e s  d e s i g u a l e s ;  s e a  x  l a  m e n o r ,  y^ x-hm  l a  m e d i a ­

n a ,  2= . T + n  l a  m a y o r ,  y  s e r á  x+y-\-z=x-h(x-{-m) 
+ ( o : + n ) = 3 a : + m + n  y  t e n d r é m o s :

(x+ y + y**+ 2 ^ + 2 a ; y + ^xz+ ŷz

S u s t i t u y e n d o  v a l o r e s ,  ^ r á :

{3C+y-^zf=^x^-{-{x-hmf+(x-^7iy-i-^x[x+m)-^ 
- í - 2 a : ( a : + w ) + 2 ( a ; + m )  (x~hn)=^'^+x^'^2xm+m^-i-
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-\~x^+^xn-\-rì?+^x^~\-̂ xm +  2 ^ ^ + 2 m
4 -2 m + 2 m n , ó

(x+i/+2: )^~9^^+ 6x?n+ + '}ì?+ %mn

Pasando al primer miembro será;

{3 o ^ y ^ z f— [w^+n^+%mn)=^^x^-{-^xm^%xn 
....... (^) ■

Verificando lo mismo con los productos binarios, 
será:

xy+xz+tjz=^x[x^m)-\-x[x+n)+[x+m) (a;+n) 
+ xm 4- x̂ + xn+ x^+xm+ xn+ mn

Pasando al primer miembro ~\-mn será:

xy+xz-\- yz— mn=2x^ 4- '̂ xm+ 2 m (2)

Formando proporción con las ecuaciones (I) y (2) 
será:

{x+y+zf~ {m ^^n^+^m n) ^x^+Qxm+^xn
xy+ xz+ yz— 77in

Dividiendo el segundo miembro p o r3a ;^ 4-2m +  
2 ítw, será:
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{x-\-y-]~zf— + %mn)
xy-\-xz~\-yz—mn

Pasando el denominador al segundo miembro,
sera:

(x-\-y~{-z)^ {7)i^~\-'fi^-\-%nn)=^2[xy+xz~\-yz)—  
-Zmn

Cambiando de miembros ~ {m ^ + n ^ + % n n )  y 
^xy-{-xz-\-yz) será:

(x-]~y -\-zf— ^{xy-hxz+yz)=mi}+7i} — ■mn

(28) Luego si del cuadrado de las raices resta­
mos el triplo de los productos lunarios, nos resul­
tará el cuadrado de la diferencia y— x , más el de 
la diferencia z— x, ménos el producto de ambas di­
ferencias.

(29) Veamos si podremos conseguir con alguna 
facilidad descomponer un número en esas partes de 
que se compone dicha fórmula, y hallar por consi­
guiente los valores de m y den, que es lo que es lo 
que se busca.

Llamando iVá la diferencia que resulta de restar 
del cuadrado de las raices, el triplo de los produ 
binarios, será:
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— mn

Considerando á — mn como parle del cua­
drado tendrómos que si conociése­
mos las raíces de este cuadrado, habríamos resuel­
to la cuestión; pero no las conocem os, y esta es la 
gran dificultad con que tropezamos. Si pudiéramos 
saber qué proporción guarda — mn con

extrayendo la raíz de N  y multiplicándo­
la por la razón tendríamos algo de lo que necesita­

m os, pues aun nos faltaría descomponer esa raíz 
en otras dos, que serian los valores de m y de n. 
Pero ni aun á esc medio podemos apelar, porque la 
razón no es constante, puesto que tampoco lo son 
las diferencias m, n. Así que todo lo que podemos 
saber es que m^^n^— mn es menor que el cuadra­
do á que corresponden las raíces m, n, y que la di­
ferencia es Si fuéramos dando valores á m y 
á w, y sustituyéndolos en la ecuación —
mn, no cabe duda de que llegaríamos á obtener el 
resultado; pero este trabajo puede ser penosísimo y 
largo en demasía, por cuya razón no puede ser 
aceptable. Si supiéramos ó pudiéramos conseguir 
con alguna facilidad saber, no ya las raíces, sinola 
suma ó el cuadrado de e s ta , muy pronto conoce­
ríamos también los valores de m y de n, y la ecua-
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cion propuesta quedaría inmediatamente resuelta, 
como vamos á demostrar.

Llamando i? á la raíz de y por consi­
guiente tendremos:

-h 4- %nn (1)

Si de esta restamos — mn̂  nos dará:

Dividiendo esta por 3 , será:

R^— N
--mn

Conocemos la suma wi+w— i?, y el producto mn\ 
luego mn serán las raíces de la ecuación de segun­
do grado.

R —N

y tendremos:

m-\-n=^R 
i? '— iV

mn~
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Practicando lo dicho (14), será:

R^— jy  líN— R^
4 X ^ ^ {n—7nf

Extrayendo la raíz de ambos miembros, dará:

iN—R̂-=n—m

por lo cual:

m--
R - \ / ^

n=
R + \ / - iN—m

cuyos valores sustituidos en la ecuación 
— mn de seguro la satisfacen, y conociendo los 

valores de — x ,n = z— a; no tendríamos mas que
sustituirlos en la fórmula y
pasando m + n  al primer miembro y dividiendo por 
3 obtendríamos el valor de x. Como sabemos que 

igualmente conoceríamos estos 
valores y por consiguiente la ecuación estaba re­
suelta.
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(30) Pero todo es en la suposición de que cono­
ciésemos ó llegásemos á conocer la suma m n-n ó 
el cuadrado de esta suma. Muchos han sido nues­
tros esfuerzos y largas vigilias para lograr este ob­
jeto, y no lo hemos conseguido sino por el solo me­
dio que vamos á maríifeslar. Para la mejor inteli­
gencia de este sistema, creemos oportuno, y hasta 
necesario, poner ejemplos prácticos.

Supongamos, pues, que tratamos de resolver la 
ecuación:

y lendrémos:

x'— 13a:'~h50.r— 5 6 = 0

X-\-y-hZ=\S
xy-hxz-\~yz=S0

Practicando lo dicho (28), restarémos del cua­
drado de la primera el triplo-de la segunda, y será:

13'— 3X50=19

que según lo que llevamos expuesto, será: 

m '+ n '— m n = 1 9

Como á 19 le falta Smn para ser el cuadrado de
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w + w , si extraemos la raíz entera de 19, y pruden- 
ciaimente la aumentamos y elevamos al cuadrado, 
podrá ser que acertemos con el verdadero cua­
drado; y de no ser así lo buscaremos en uno de los 
inmediatos. Haciéndolo así, dirémos, la raíz entera 
de 19 es 4 ; aumentándole dos unidades y supo­
niendo que la suma 4 -h 2 — 6 sea la raíz del cua­
drado á que corresponde tendrémos:

............  (1)

1 9 = m * + n ®—mn (2)

Restando la (1) de la (2), será;

17=3wzn
»

que dividido por 3 , será;

17
m n

17
Conocemos w  +  n = 6  y por consi-

guiente estas serán la suma y producto de las raíces 
de una ecuación de 2 .” grado, y tendrémos;
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m n = —7^
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Restando del cuadrado de la primera el cuadru­
plo de la segunda, será:

17
36— 4 X — 66— (w—

Extrayendo la raíz de ambos miembros, dará:

1/ 2 2 , 6 6  = 4 ,76= m— 7n

por lo que:

6— 4,76
^ ----- = 0 ,6 2

6 + 4  \ Sustituyendo estos valores
------Y — = 5 ,3 8

en la ecuación (2), nos dá:

— w?2=25,9932

Euégo el cuadrado de 6  no es el que buscamos.

-y
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Tomaremos el de 7 , y será:

72=49c=m ^+ + 2mn 
— mn

3 0 = 3 m n
10=7wn

Practicando ahora lo mismo que antes, será: 

m+w==7
ín ?i= 10

Y como estas son la suma y producto de las 
raices de una ecuación de 2 .“ grado, restarémos del 
cuadrado de la primera el cuadruplo de la segunda, 
y será:

7̂ — 4 x l 0 = 9 = { ^ w i ) '

Extrayendo la raíz de ambos miembros, será: 

\/  9 = 3 = / i— m

por lo que 

7— 3
m-

n-

2
7 + 3

Sustituyendo estos valores en la
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ecuación (2), nos dá:

m -\-n̂ — m w=í9

Vemos, pues, que la satisfacen, y por consi­
guiente 2 y 5 podremos creer que son las diferen­
cias y ~ x , z—x, que es lo que necesitamos para sa­
car los valores dea; ij z, como vamos á hacerlo.

Tenemos a;-hí/+2=:13; y como la fórmula de la 
suma de las raices en el caso que nos ocupa 
es x -h y ~ \-z~ ^ x -\-m  +  n, y la de las raices es

y— a;+ m , z = x + n ,  tendremos:

3a; H -m +?z= 13

Sustituyendo aquí los valores hallados de m y n, 
será:

3 .r + 2 4 -5 = 1 3 , ó 3a ;=13—7 = 6

Dividiendo ambos miembros por 3 dará, x —z. 
Sustituyendo en y=x~\~m  el valor de m, será:

i/ = 2 4 -3 = 5

Haciendo lo propio con n  en z = x -¥ n ,  dará: 

2 = 2 4 - 5 = 7



Si sustituimos estos A'alores en la ecuación 
propuesta, verémos que ia satisfacen, y por lo 
tanto ya no cabe duda que son sus verdaderas 
raices. Esta circunstancia pudiera hacer creer á al­
gunos que extrayendo la raíz de N, aumentándola 
prudencialmente, y elevándola al cuadrado, podrá 
este ser el verdadero ó estar este tan próximo, que 
con pocos tanteos se pudiera dar con él. Pero 
no es así; pues si bien en el ejemplo que hemos 
puesto así se ha verificado, ocurren infinitos casos 
en que el verdadero cuadrado está muy distante; y 
para hallarle seria necesario ir probando con todos 
los cuadrados desde la raíz de iV + 1  hasta encon­
trarlo. Esto, tratándose de enteros, seria una ope­
ración larguísima y enojosa; y siendo con decima­
les podia costar hasta un mes el resolver una ecua­
ción.

31 . Pero hay otra cosa, y es, que así como la 
Operación que hemos hecho nos ha dado valores 
de m, n que han satisfecho á la ecuación (2) y que 
han sido las verdaderas diferencias y— x, z— x; así 
también pueden hallarse otros valores que tengan 
las mismas condiciones respecto de la ecuación (2), 
y sin embargo, no sean las verdaderas diferencias 
y— X, z— X, como vamos á verlo.

Supongamos que en lugar de haber tomado el 
cuadrado de 7 que es el que nos ha dado los ver-

62
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daderos valores, hubiésemos tomado el de 8 , y hu­
biéramos tenido:

8̂ — 6 H- + 2mra 
\ —mn
45= 3m w  
1 5 = m n  

m + w = 8  
rm==\^

Restando del cuadrado de aquella el cuadruplo  ̂
do esta, será:

64— 4 X  1 5 = 4 — (w—m f ó 2 = 7 í - ■m

Por lo cual será:

8— 2
2

Sustituyendo estos valores en la

2

ecuación (2), será:

— ??m==19

Por donde vemos que la satisfacen y

‘  ̂  ̂ ¡aiuLu r-x:.-  ̂ '■



cunstancia pudiera hacernos creer que son las ver­
daderas diferencias y—x, z— x. Procederíamos á sa­
car las raíces de la ecuación propuesta, y ten­
dríamos

-8=-5
:13 Ó 3 x + 3 + 5 = 1 3  ó 3 a := 1 3 —

Dividiendo por 3 , nos dará: x=
5

y sacando los otros va­
lores de ij z, tendrémos:

= - ^ - h 3 = 4 -
2

g - + 5 = 6 - 3

Pero estas no son las raíces de la ecuación , puesto 

que no la satisfacen.
(32) Vemos, pues, que la fórmula — mn

nos dá en dos distintos cuadrados un solo valor pa­
ra n, pero dos para m. Esta circunstancia y la de 
faltar á N, 3m?z para ser igual á nos
hizo buscar otra fórmula que no tuviese estos in­
convenientes; y en efecto, lo hemos conseguido.

(33) Según lo dicho (20) tenemos:

y ^ x , z^ y , m = y — x, n = z — x:
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luégo vemos que n > m ; por consiguiente, más
una cantidad que llamaremos h, y será n ^ m ^ h . 

Sustituyendo este valor en la fórmula:

N~m^+n^— mn

sera:

N + (m+ h f~ m {m + h) 

Practicando las operaciones indicadas, será:

—mh\ ó
N—m^+h^-^mh

Con esta fórmula tenemos ya que N  está mucho 
niás próximo al cuadrado rr -̂hlî -\-%mh que lo es- 
hibaiVde pues ahora sólo le falta
mh cuando cnlónces le faltaba 3mn, Esta circuns- 
lancia hace ya mucho más fácil el buscar el cua- 
óiado de m+/¿. Y  tanto es así, que. en muchos ca­
sos sucede el que con solo una unidad que el cua­
drado supuesto igual á iY+m A esceda al verdade- 
i’o, nos lo demuestra presentándonos una raíz ima­
ginaria, lo que nos obliga á rebajar el cuadrado en 
una unidad, y este es el verdadero que nos dá los
'  ̂ iures de w  y de h , como lo veremos en el si­
guiente ejemplo:
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Sea la ecuación:

4-1113^— 1 8 0 = 0

y tendrém os:

3 :+ ^ 4 -z= 2 0

a;i/+a;2;4-y2=lll

Restando del cuadrado de la primera, el triplo de 

la segunda, se rá ;

+ i 11 ==:67=m"4-A'4-mA

La raíz de ha de ser naturalmente
mayor que la raíz de 67. Esta es 8 ; luégo tomaré- 

mos la de 10, y será:

1 1 0  0= m ^ + + 2m/t 
67=m^+/¿^4-wí/i

Restando esta de aquella, dará:

33=í/i/i

y tendrém os:
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m + / ¿= 10

*
Restando del cuadrado de la primera el cuadru­

plo de la segunda, nos dá:

10=— 4 x 3 3 = — 32

Y como de esta cantidad negativa debíamos ex­
traer la raíz cuadrada, resulta ser una raíz imagina­
ria que manifiesta absurdo; es d e c ir , que el cu a-' 
drado de 10 es alto, por lo que tomaremos el de 9, 
y será:

9^=81 

i i= m h

y tendrémos:

9
mh— M

Restando del cuadrado de la primera el cuadru­
plo de la segunda, será:

81— 4 X 1 4 = 2 3 = ( ^ ^ ^ ) *
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Extrayendo la raíz de ambos miembros, dará:

\ / Í 5 = 5 — — h

por lo que:

9-1-5 ^

fu
9— 5 Sustituyendo estos valores en la

=2

e c u a c i ó n l a  satisfacen, por lo que 
pasarémos á sacar los valores de las ralees de la 
ecuación propuesta, cuya suma e s :

.Sabem os que n=7n-\-h; pero como m pue­

de ser ^  h , tenemos estos valores para m (cual-

^quierade los cuales, juntam ente con n==m-hh, satis­
face á dicha ecuación) que son los mismos que nos 
hubiera dado la otra fórm ula, pero en cuadrados 
distintos, lo cual era un inconveniente. Para saber 
cuál es el verdadero valor de m ~ y — x, lomaremos 
primero cualquiera de ellos, 7 por ejem plo, y ju n ­
tamente con el de n = » H - á = 7 4 - 2 = 9 ,  lendrémos:
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3 ^ + m + w = 2 0 , ó 3 .t:+ 7 -4 -9 = 2 0 , ó 
16==4

Dividiendo por 3 , será; : —
3

4 1
í/— T + m , o y = - y + 7 ............... y

z = x + n ,  ó z==-|- +  9 ................ 2= í o 4 -
 ̂ O

x-hy~\-z. . . . = 2 0

Para saber si estos son los verdaderos valores de 
ij, z, comparemos su producto con el último tér­

mino de la ecuación al cual debe ser igual. Hecho

esto, vemos que -| -X 8  -| -X 1 0  no es igual a

180; luego estas no son sus raíces, y por consi­
guiente, el verdadero valor de m = y ~ x  es el repre­
sentado por y tendremos:

3 a ;+ w + w = 2 0 , ó 3 x - i - 2 + 9 = 2 0 ,  
Ó 3a;= 20— 1 1 = 9

Dividiendo por 3, será: . .
ó í /= 3 -i -2 ...............
0 2 = 3 + 9 .  , . . .

a j+ y + 2 . . .

x ~  3 

y =  5 
2=12
= 2 0
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Verificado el producto 3 x 5 x 1 2 — 180, vemos 
que satisface al último término de la ecuación, y 
por consiguiente, estas son sus verdaderas raices.

34 . Hemos visto en este ejemplo dos cosas: la 
primera es que en el mismo cuadrado que toma­
mos nos dá la fórmula N=m^+h'^-^nih los dos va­
lores que para m nos dá la otra en cuadrados dis­

tintos; la segunda es que siendo la \ / 67 = 8 ,  esta 
fórmula nos ha dado raíz imaginaria con el cua­
drado de 10, obligándonos á tomar el de 9 que es el 
verdadero.

Examinémos ahora en algunos cuadrados el re­
sultado que produce esta fórmula, y después dis­
curriremos sobre lo que hayamos observado.

Dando á m y á h los valores que puedan tener en 
cada uno de los cuadrados que examinemos, y em­
pezando por el de 2 , tendremos:

2’ >n^+h^+mh=3

Si al restar del cuadrado de la suma m +h  el tri­
plo áp su producto binario, obtenemos esta ecua­
ción, y en lugar de tomar el cuadrado verdadero 
que es el de 2  (incógnito), tomamos el de 3 , resul­

tará:



6~ m A
m + f t= 3
m ft= 6

Restando del cuadrado de la primera el cuadru­
plo de la segunda, será:

74

9— 4 x 6 ™ — l o ;  [/  — 15 raíz ima­
ginaria que nos obliga á tomar el verdadero cua­
drado de

Tampoco podríamos tomar otro más bajo, puesto 
qne

3̂  I ^ ^ 2  í

Si obtenemos esta ecuación, y en lugar de tomar 
el cuadrado de 3 tomamos el de 4 , será:

16=m^+/í^+2m/i

Q=m k  
« í+ A — 4 

m A = 9



4^— 4 X  9 = — 2 0 ; \ / — 20 raíz imaginaria que 
nos obliga á tomar el cuadrado de 3 , que es el ver­
dadero.

Si en lugar de tomar el cuadrado de 4 , hubiése­
mos tomado el de 2 ,  tendríamos:

2®=4=m^+/¿^+2m/¿ 
7=:m^+4^+m/¿

— d = m h ,

resultado absurdo, puesto que no pudiendo ser 
jam ás negativos los valores de m h, tampoco puede 
serlo su producto. De suerte que tanto si tomamos 
un cuadrado mayor que el verdadero, como si lo 
tomamos menor, hallamos absurdo que nos impi­
de continuar y nos obliga á tomar el verdadero.
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(m=2)
4̂  ^ A^+w/¿=12

( 7¿=2j

Tomando el cuadrado de o , será:

\^=mh 
m + k =  5 

?n/t=13



25— 4 x 1 3 = — 27; l / — 27 raíz imagi­
naria que nos obliga á tomar e l  verdadero cua­

drado de 4.
Si en lugar de tomar el cuadrado de 5 , tomamos 

el de 3 , será:
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I

L

3’= 9 = m ^ + + 2íw A 

— 3=mfe,

absurdo que igualmente nos obliga á tomar el ver 

dadero cuadrado de 4.

5“ W -4-/i^+w ft=21.
/ i= 4 f

Si tomamos el cuadrado de 6 , será: 

6= = 36= m "+ / t'+ 2m / i 

15=m /í

36— 4 X 1  b = — 2 4 ; l / — 24imagi- 
naria que nos obliga á tomar el verdadero cua­
drado de

Tomando el de 4, será:



1 -F- %nh

— b=?)i/í,

absurdo que también nos obliga á tomar el cua­
drado de 5.

:4

)m=%
)h=3\

Tomando el cuadrado de 6, será:

6“= 3 6 = ín ^ - h + 2m/t

] lí=mh 
w 4 -/ ^ 6  

m/t=17

36— 4 x 1 7 = — 32; \ / — 32 imagina­
ria que nos obliga á tomar el cuadrado de 5 , que 
es el verdadero.

Tomando el de 4 , será:

4 ^ =  i 6 = í » " + -h %nh 

— S ^m h,



absurdo que también nos obliga á tomar el cua­
drado de 5.

m = 1
6 j  ̂ +

fe— 5

Tomando el cuadrado de 7, será; "

l^=^fí9=7n^~hh'^^% m h

18— mfe 
m+fe==7 

wjfe=18

4 9  4 x 1 8 = — 23; \/— ^ 3  imaginaria 
que nos obliga a lomar el verdadero cuadrado de 6.

Si tomamos el de 5 , será;

==m  ̂-1- fê  -4- 2 w/i 
3l!=m^ +  fê -i-m/í

— 6=?n/i

absurdo que asimismo nos obliga á tomar el cua­
drado de 6.

yj^4¡w Vfe*-f-w ífe=28



Tomando el cuadrado de 7, se rá :

%] = m h

m h = n

49— 4 x 2 1 = — 37; \/— 37 imaginaria 
que nos obliga á lomar el verdadero cuadrado de 6.

Tomando el de 5 , será;

5W 25=m ^H -á^+2m á 
28=m ^+h^-l-m á 

— 3 = m 4

absurdo que también nos obliga á tomar el cuadra­
do de 6.

7(5

6 ' f ^ l W + V + m h ^ ^ l
i h = ó )

Tomando el cuadrado de 7, tendrémos
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7 * = 4 9 4- 4 2  2 ^ 4  

m+/i==7

49— 4 x 2 ^ = — 39; V— 39 imaginaria 
que nos obliga á tomar el verdadero cuadrado de 6.

Si tomamos el de 5, sera:

2i7=m^+/t^+m/í.
—%=mh

absurdo que nos obliga á. lo mismo que tomando el 
cuadrado de 7.

T  j^_0jm ^+/i^+m /i^43

Si lomamos el cuadrado de 8, será:

8“=64t= m ^  H- + %nh 
43=m ^+4^+?íi4

6 4 — 4 X 2 1 = — 20; \/— 20 imaginaria



Tomando el de 6 , tendrémos:

6’==: + ^mh
43=í/i^+ ¡î + m.h 

—7>==m/t

absurdo que asimismo nos obliga á tomar el cu a­
drado de 7.
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que nos obliga á lomar el verdadero cuadrado de 7,

(»1=2
T I m^+/i^+7»/í=39

Tomando el cuadrado de 8, nos dá:

8^=64=m^ H- h~ ~^%nh
39=m^-l-4^H-ítt/i

ni-^fi=S

64— 4 x 1 5 = — 36; \ / — 36 imagina­
ria que .nos obliga á tomar el cuadrado verdadero 
de 7.

Si tomamos el de 6, será:
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6*= 36= m ^ + / i“+2m/í
39—

— 3=m/i

absurdo que nos impone la misma obligación an­
terior.

Tomando el cuadrado do 8 , dará:

8 ® = 6 4 = -h á®+ 2 má 

37=?w^-l-á^+wá 
27=m A  

m — á = :3  

m á = 2 7

64  4 X 2 7 = — 44; ( / — 4 4  imagina-
naque nos obliga á tomar el verdadero cuadrado 
de 7.

Si tomamos el de 6 , s e rá :

■ 37=m^+//,^~i-?ná 
— \=mh
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absurdo que asimismo nos impone ia obligación 
anterior.

Í

/yn—

Si tomamos el cuadrado de 9, será:

9 ^ = 8 1 ̂ =̂ 1̂ + + ^mh

m + A = 9
?wA=2l4

81— 4 x 2 4 = = — 15; \ / ~ 1 5  imagina­
ria que nos obliga á tomar el cuadrado de 8 .

Si tomamos el de 7 , se rá :

7 ^ = 4 9 = m^ + + 2 ?ná 
57=m *+ /i^+m á 

— 1 2==mh

absurdo que nos obliga como el anterior á tomar el 
cuadrado de 8 . '
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8̂

Si tomamos eí cuadrado de 9, será:

9^=81 4-2?;?/í
+?>?,/(

29~ w A
W4-A=:9

w A =^9

81 4 X 2 9 = — 35; \ / — 3 3  imagi­
naría que nos obliga á tomar el verdadero cuadrado 
de 8 .

Tomando ei cuadrado de 7, nos dá: 

7==49=?^^^+A^+2mA

de 8.



9^=81 + 2  w h
49=:=m^+/i^+?ná 
32=??íá

ííí,+/í=9
m h=3‘̂

8  ̂— 4  X  3 2 = — 4 7 ; \ / — 47 imagina­

ria que nos obliga á tomar el cuadrado de 8 .

Tomando el de 7 , tendremos:

^Q=7n^-\-h^+wh
0 =m/t

absurdo, puesto que para ser m h=0  es preciso 
que TTî O ó / j= 0 , lo cual no es del presente caso, 
en que siendo y^-x z > y  no puede verificarse nin­
guno de dichos dos valores, y por lo tanto nos obli­
ga á tomar el cuadrado inmediato, que es el ver­
dadero.
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Si tomamos el cuadrado de 9, será :

,?n= 4)
s i  m'H-/i*+m/i=48 

h=^\



w + / ¿= 9  
mA—33

81— 4 x 3 3 = — 51; | / — 51 imaginaria 
que nos hace tomar el verdadero cuadrado de 8 .

Tomando el de 7 , tendremos:

7^=4.9==m^+ + 2 má 
48==m^+/i^+m/t 

1 =m /¿

absurdo tam bién, puesto que para que se verifiqiíc 
m/í= 1  es preciso que ? ? ^ = 1  h= ] , cuyos valores no 

pueden dar ?/i^+A^+?wA=48; y por lo tanto, nos 
obliga asimismo a lo m ar el cuadrado verdadero.
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Si tomamos el cuadrado de 9, será:

m=
9q m^-hA’ +mA==73. 

A= 8

Si tomamos el cuadrado de iO, será:



1 0 ^ = 1

n ^ m h

100— 4 x 2 7 — — 8 ; ( / — 8  imaginaria que 
nos obliga á tomar el verdadero cuadrado de 9 .

Tomando el de 8  nos dará:

8^=64=m ^ H-

— 9 —

absurdo que nos impone la misma obligación an­
terior.

84

I ii— ¡ }

Si tomamos el cuadrado de 10, nos dará:

10"= 100= m "+ / t^ + 2m á

33=m/i 
m-\-h= \ 0 

w íá=33

100— 4 x 3 3 = — 32; \ / — 32 ima-
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ginaria que produce el mismo efecto que las an­
teriores.

Si lomamos el cuadrado de 8 , será:

8 ^ ^ 6 4 %ih

— S=mh,
absurdo que nos hace tomar el verdadero cuadra­
do de 9.

(m = 3)

/i= 6

Si tomamos el cuadrado de 10, dará:

10'=:100=-m=+/t^+2má 
6 3 = m ’ H-/t^+má 
3 7 — wá 

m-hh==iO 
m /i=37

100— 4 x 3 7 = — 4 8 ; j/ — 48 ima­
ginaria que nos obliga á tomar el verdadero 
cuadrado de 9.

Si tomamos el de 8, tendremos:
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8^=64=m^' + + ^nih 
63=m^+/i^+m/t

absurdo que se repitió más arrib a , y cuya explica­
ción es aplicable á este caso, puesto que siendo 
m = i h = i ,  no puede ser 6 3 , y por
lo tanto nos vemos obligados á tomar el verdadero 

cuadrado, que es 9.

( /i=b)

Si tomamos el cuadrado de iO, será;

10^=100=m^+/i^+2w/fc 

39=???/i 

m/^=39

1 0 0 — 4 X 3 9 = — 5 6 ;  l / — 5 6  , imagi­

naria que nos obliga á tomar el verdadero cuadra­
do de 9 .

Si tomamos el de 8, será:



S^mh
m + ft= 8

m h=3
64— 4 x 3 = 5 2

Aquí ya no resulla absurdo manifiesto, por lo 
que en lugar de tomar el cuadrado de 9 ,  pudiéra­
mos tomar el de 7 , y será:

7 ^ = 4 9 = « ^ ^ + -h %nh 
Qi=7n’̂ ~\-ĥ -+-mh 

— 1 ̂ = m k ;

aquí si tenemos ya el absurdo que nos obliga á to­
mar el verdadero cuadrado de 9.

1 Oq + 7nh=91.
( /i=9)

Tomando el cuadrado de i l ,  resulta: 

11“=  12 l=?n^+ 2wí/i

30~7nk

vih^SO
121— 4 x 3 0 = 1 ; \ / r



Aquí ya no resulta raíz imaginaria que nos obli­
gue á buscar el cuadrado de iO, por lo que en lu­
gar dé tomar este, pudiéramos lomar el de 1 2 , y 
será:

1 1 4 4 + /r+ ‘̂ mh 

^S—mh

144— 4 X 5 3 = — 68;

Aquí encontramos ya la raiz imaginaría, que nos 
obliga á tomar el cuadrado verdadero.

Si tomamos el de 9, será:

— iO=^nh

absurdo que nos impele á tomar el cuadrado ver­
dadero de 1 0 .

(í/i=2 )
lO! m^-í-á^+m/t=84.

f n==8 \
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Si tomamos el cuadrado de 11, será:

1 1 2 1

8 4 —
37— m/i

m h=31

1 2 1 - 4 x 3 7 = - 2 7 ;  ima-
ginaria que nos obliga á lomar el verdadero cua­
drado, que es el de 1 0 .

Si tomamos el de 9, resulta:

9^=81
84=m^+/i^+wí/i

—  3=m/i.

absurdo que también nos pone en la necesidad de 
lomar el verdadero cuadrado de 1 0 .

0̂’ I 1 w V /í’+m/í=79

Tomando el cuadrado de 1 1 , tenemos:



79=m^+/i^+m/i 
42=m/i 

m-{-h=\ \ 
m/t=42

vo

1 2 1 ' - 3 x 4 S = — 47; 1/ — 47 imagi­
naria que nos obliga á tomar el cuadrado verda­

dero.

Si tomamos el de 9, tendrémos: 

9W 81
79=m ^+4^+w /i

^—mh

Aquí no se presenta un absurdo manifiesto, por 
lo que, continuando las operaciones, y viendo que 
no nos daba el resultado deseado, pudiéramos, al 
cambiar de cuadrado, lomar el de 8  en lugar del de 
9, y será:

8 ^ = 6 4 ” m^+á^+2m/t 
79~m^+/t'~l-m/i 

— Í5 = m á

aquí ya se presenta el absurdo á obligarnos á tomar 

el cuadrado verdadero.
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íwi,=41 
1 0 '  ,

/i— 6

Si tomamos el cuadrado de 11, será:

7 4- /i'+

m -\-h=ii
wi/í=43

121— 4 x 4 5 — — 59; \ / — 59 imagi­
naria que nos pone en el caso de tomar el cua­
drado de 1 0  que es el correspondiente.

Tomando el cuadrado de 9, tendrémos:

9 '= -8 1 = m '-h fe '+ 2 m 4
76= m '+ / i'+ m A

Aquí no hay absurdo manifiesto que nos obligue 
á tomar el cuadrado de 1 0 , por lo que, continuando 
las operaciones, y viendo que debíamos tomar otro 
cuadrado más alto ó más bajo, pudiéramos tomar el 
de 8 , y será:

8 '= 6 4 = m '+ 4 ' 4- %mh 
7 6 = m '4 -á '4 -m á  

— i 2 =m A
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Aquí leñemos ya el absurdo que nos impele á 
tomar el verdadero cuadrado.

lO ĵ
ft=5\

Si lomamos el cuadrado de 11, será:

11 12! 1

46=ín/fc
m + h — i i

w/^=46

121— 4 x 4 6 = ^ — 63; \ / — 63 imagi­
naria que nos hará tomar el verdadero cuadrado.

Si lomamos el de 9 , tendremos:

9^=81 ==m^+ W+ %nh

Tampoco hay aquí absurdo manifiesto, por lo 
que continuaríamos nuestras operaciones hasta ver 
que debíamos cambiar de cuadrado: y en lugar de 
tomar el superior, que es el verdadero, pudiéramos 
tomar el de 8 , y tendrémos:
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8^=64=m^+/i^+2?w/i 
75=m V/t^+m /t 

— i i = m h

absurdo que nos obliga á tomar el verdadero cua­
drado.

í m==l) 

ft=10\
d l l

Si lomamos el cuadrado de Í2 , será:

122^ 144—

11 i^rn^-^h^+mh 
33=m /t 

 ̂ m + / i= 12!
m ft= 33

144— 4 x 3 3 = 1 2 ;  l / l 2  = e tc .
Aquí no hay absurdo manifiesto que nos obligue 

á cambiar de cuadrado, por lo que seguiríamos 
nuestras operaciones basta ver que este no era el 
fiue buscábamos; y en lugar de tomar el inmediato 
inferior, que es el verdadero, pudiéramos tomar el 
inmediato superior, que es el de 13, y tendrémos:



5 8= w ft
m-hh— i3

nz/i=58

169— 4 x 5 8 = — 63; \ / — 63 imagi­
naria que nos obliga á tomar el verdadero cua­
drado.

n

11‘
m—%
h=3

\rn -̂hh^+mh— i03

Si tomamos el cuadrado de 12, tendrémos:
12 ^ =  144=m ^+ íî + 27nh 

103=m^+/i^+??2A 
41==m/i 

??i+A=12 
wi/i=41

144— 4 x 4 1 = — 20; \ / — 20 imagina­
ria que nos obliga á tomar el verdadero cuadrado.

Si tomamos el de 10, será:

10^ = i0 0 = m ^ 4 -/ i^ + 2 rt 
i03=wi^4-á*+íwA- 
— 3=m h
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absurdo que también nos pone en la necesidad de 
tomar el cuadrado verdadero.

íw =3|
11  ̂ W + + mh— 91

I ft=8\

Si tomamos el cuadrado de 12, será:

1 1 4 4 = m^ + + 2má 
97—
47==?w.fe

mA=47

144— 4 x 4 7 = — 44; l / — 44 imagina- 
í’ia que nos pone en el caso de tomar el verdadero 
cuadrado.

Si tomamos el de 10, será:

10^=100=m^+/i^4- 2w4 

3 = m á
«

Aquí no hay absurdo manifiesto que nos obligue 
tomar el verdadero cuadrado; por lo que conti­
nuando nuestras operaciones, veríamos



bíamos cambiar de cuadrado; y en lugar de tomar 
el inmediato superior pudiéramos hacerlo con el 
inmediato inferior, que es el de 9, y tendrémos:

9 ^ 8 1
97=m^-l-/i^+ín/í 

— 16— m/t

absurdo que nos obliga á tomar el verdadero cua­
drado.
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11
m = 4

Si tomamos el cuadrado de 12, será:

12^ = 144= m ^ + /î + %nh

51=wi/i 
m + / í= 1 2  
?n/i=51

1 4 4 — 4 x 5 1 = — 60; \ / — 60 imaginaria 

que nos obliga á'tbm ar el verdadero cuadrado.

Si lomamos el de 10, será:



10®=100=m^+/t^+2m/* 
d3=m‘̂ -hh’̂ -hmk 

'̂ <=mh

Tampoco hay aquí manifiesto absurdo; por lo que 
continuaríamos nuestras operaciones hasta con­
vencernos de que debíamos tomar otro cuadrado; 
y en  lugar de tomar el inmediato superior, que es 
el verdadero, pudiéramos tomar el inmediato infe- 
nor, y será:

93=m^+á^^-?72/t 
— 12^=mh

absurdo que nos obliga á tomar el verdadero cua­
drado

97

Si tomamos el cuadrado de 12, será;

12^=144=:w^+h^+2?n/í

5 3 = m á

wzá^53

1 4 4  4 x 5 3 = — 68; V — 39 imagina
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ria que nos obliga á tomar el verdadero cuadrado.

Si tomamos el de 10, será:

9=m h

Aquí no hay absurdo manifiesto que nos obligue 
á cambiar de cuadrado; seguiríam os, pues, nues­
tras operaciones hasta que el resudado nos hiciese 
conocer aquella necesidad; y en lugar de lomar el 
cuadrado inmediato superior; que es el verdadero, 
pudiéramos tomar el inmediato inferior, que es el 

de 9, y será:

9^=81 -h %nh

— \

resultado absurdo ''ue nos obliga á tomar el verda­
dero cuadrado.

35 En los cuadrados que llevamos examina­

dos, hemos visto que la fórmula 
responde perfectamente al objeto, puesto que con 
la mayor facilidad nos conduce á tomar el cuadra­
do que nos ha de dar los valores de m y h.



36 No faltaría 'quien creyese esta prueba sufi­
ciente; pero nosotros nos vemos en la necesidad de 
repetir el mismo examen en algún cuadrado más 
alto para ver el resultado. Verificándolo así con el 
cuadrado de 82 , tendrémos:
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f t= 8 0  .

Si tomamos el cuadrado de 83, será:

83^ = 6 8 8 9 = m * +
6564~m^+á^+íná 

325— m/t 
m-h/i=^83 

m/i=^325

6889— 4 X  3 2 5 = 8 5 8 9 ;  \ / s589= etc .

Aquí no resulta absurdo manifiesto; por lo que 
continuaríamos nuestras operaciones hasta que el 
resultado nos enscñára que debíamos tomar otro 
cuadrado. Y como podríamos tomar el inmediato 
inferior, pudiéramos también tomar el inmediato 
superior, y será;



84^ = 70S6— m^+ /i^+2m/t
6564 + /i.̂ + m/t

492=m/i 
m + fe = 8 4  

?n/í~492

7056— 4 x * 4 9 2 = 5 0 8 8 ; \ / 5088= etc .

Aquí sucede lo mismo que en el anterior, por lo 
que aun podemos tomar un cuadrado mas alto. 
Pero no solo aumentarémos una unidad al último 
cuadrado tomado, sino que le añadirémos 9 unida­
des y será el cuadrado de 93.

93^— 8649=m ^ 4-á +̂ %mh 
6 5 ú 4 = m +̂ + mh 
2085=m/t 

m~bh=93 
m/t==2085

8649— 4 x 2 0 8 5 = 3 0 9 ;  V /309=etc.

Todavía no resulta absurdo manifiesto, por lo 
que aun podemos lomar un cuadrado mas alto.

9 4^=8836=?íz'^+
6 5 6 4 = m +̂ ¥-\-mh

n i+ / i= 9 4

8836— 4 x 2 2 7 2 = — 252 ; \ / — 252  imaginaria

<00



que al fin nos hubiera hecho conocer que de­
bíamos retroceder todos los 12 cuadrados recorri­
dos hasta hallar el de 82 , que es el verdadero.

Si tomamos el cuadrado inmediato inferior á 82, 
será:

81^ = 6561= ?n^ + A '+ 2m fe

—

Vémos que si bien tomando los cuadrados supe- 
liorcs nos exponíamos á tener que recorrer 12 cua­
drados , si tomamos el inmediato inferior nos obliga 
á tomar el verdadero. Todavía, pues, podemos con­
fiar en la fórmula pues todo está
reducido á tomar el cuadrado inmediato superior 
y el inferior.

<01

(m :=25j

Si tomamos el cuadrado 8 3 , será:

83’= 6 8 8 9 = m '+ á * + 2 m á
5299==>?i^+/i“+ otA 

1590— wft 
w -h A = 83  

m k=\  590

6 8 8 9 - 4 x 1 5 9 0 = 5 2 9 ;  l / 5 2 t = e t c .
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Como no resulta absurdo m anifiesto, continua­
ríamos nuestras operaciones, y por fin vendríamos 
á tomar el cuadrado de 8 4 , y nos sucedería lo mis­
mo; y solo en el cuadrado de 85 hallaríamos el ab­
surdo. Sin embargo, el tener que ensayar tres cua­
drados no es m ucho, pues las operaciones son bien 
sencillas.

37 Tomando tos cuadrados inferiores, vería­
mos que teníamos que ensayar 10 cuadrados hasta 
encontrar el absurdo. Y si bien es cierto que no es 
probable diese la casualidad que entre los 13 cua­
drados que median entre 1% y 85 dejásemos para el 
último el de 82, también lo es que no siempre se 
halla el absurdo en el cuadrado inmediato superior 
ó inferior del verdadero, sino que se Halla algunos 
cuadrados más alto 6 más bajo. Mas, preguntará 
cualquiera, si el cuadrado que tomamos es alto, ¿no 
nos dará unos valores para m y h , -que sustituidos 
en la ecuación darán un resulta­
do mayor que /i? Y si por la inversa es bajo, ¿no 
será este resultado menor que iV? Y siendo esto así, 
¿no podrá evitarse el tener que ensaj^ar sucesiva­
mente todos los cuadrados comprendidos entre los 
límites superior ó inferior? Agestas preguntas van á 
responderlos hechos.

Supongamos, por ejemplo, en el cuadrado de 100.  

que tenemos;
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Tomemos un par de cuadrados más altos que el 
de 100,  y otro par más bajos, y sea el primero de 
aquellos el de 101,  y tendremos:

10r=1020I=:m=-f-/t^+gm/t (1) '
8284=m ^+/i2+m A ...... (2)
1917=m/i 

m + / i= 101 
m á = 1 9 1 7

1 0 P _ 4 X l9 1 7 = 2 5 3 3 ^ ( m — /i/ ó {h— m f

Extrayendo la raíz de ambos miembros, sacando 
los valores de m y h, y  sustituyéndolos en la ecua­
ción (2), nos dá:

m = +á'-4-m '/i=8283,999996762681<8284

Vemos por este resultado, que á pesar de haber 
tomado un cuadrado mayor que el correspondien­
te á 8284— m^+/i^+m/i, no hemos podido lograr 
que superase á 8284

Probemos con un cuadrado más alto, y para que 
la diferencia sea más perceptible, pasemos del cua­



drado de 10 i ,  que hemos tomado, al de 103,  y ten- 

drémos:

1 0 3 ^ = 1 ( 3 )  
8284=m ^+/i^+m A (4)

232b==mfo
tn + / t= 103

103^— 4 X  2 4 2 5 = 1 3 0 9 = (m — ft)' ó {h—m f

Extrayendo la raíz de ambos miembros, sacando 
los valores de m y A, y sustituyéndolos en la ecua­
ción (4), nos dá;

m'+/i^+m4=8283,99999945275625<8284
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Como en el anterior cuadrado, vemos que tampo­
co hemos podido conseguir que el resultado de la 
sustitución fuese mayor que 8284.

Si, pues, con los cuadrados más altos no hemos 
podido lograrlo, claro es que ménos lo conseguiré- 
mos con los inferiores. Sin embargo, vamos á ob­
servar si guardan entre sí alguna regularidad, y si 
podrémos sacar de ella algún partido. Tomemos los 
cuadrados de 95 y 96 , veamos sus resultados y des­
pués razonarémos.



9 5 ^ = 9 0 2 5 = m ^ + + ^mh
8284= m ^ + ^ ^ + w iA .......(5)

m = r n h  
m -f h=^% 
w/e=741

95  ̂ 4 x 7 4 1 = 6 0 6 Í~ (??2— h f  ó (h— my

Extrayendo la raíz de ambos miembros, sacando 
los valores de m. y h, y  sustituyéndolos en la ecua­
ción (5), nos dá:

m"+/i2_|_wft^8283,999980668944<8284

Tomemos ahora el cuadrado de 96 para compa- 
i’arlo con el de 95, y será:

103

96^ = 9 2 1 + ^mh
8284=m^+/t'*+wiA..... (6)
932=m/i

■mH-/i=96
m/i=932

96^— 4 x 9 3 2 = 5 4 8 8 = (? w — A)' ó [h— m f

Sacando los valores do m y A, y sustituyéndolos 
6n la ecuación (6), nos dá:

» i'+ A V m A = 8 2 8 3 ,9 9 9 .9 8 3 7 0 8 3 2 4 < 8 2 8 4



Comparando ambos resultados, parece observar­
se que la sustitución de las ralees sacadas con el 
cuadrado de 96, es mayor que-la del 95. Tomemos, 
pues, el cuadrado de 98, y comparémos su resulta­
do con los anteriores:

8284=m ^+fe^+m /t
1320=m /í

m + ^ “ 98
m /i=1320

98^— 4 X  1 3 2 0 = 4 4 8 4 = (m — h f  ó {h—m f

Sacando los valores de m y 4, y haciendo la sus­
titución, tenemos:

m = * + / i ^ + m 4 = 8 2 8 3 , 9 9 9 9 7 0 7 0 2 0 9 6 < 8 ^ 8 4
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38. Comparando este resultado con los anterio­
res, vemos que no guardan entre sí ninguna regu­
laridad; pues si bien el resultado del cuadrado de 96 
es mayor que el de 95, el de 98 es menor que estos 
dos á pesar de haber tomado igual número de ci­
fras decimales en todos ellos. Tenemos, pues, que 
no es posible sacar más ventajas-que las obtenidas 
por la fórmula 4^+ m á . Digamos ahora las
razones que existen, tanto para que el resultado de
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la sustitución no pueda ser mayor que N, cuanto 
para que no ofrezcan regularidad los resultados de 
las sustituciones comparados entre sí.

39. Al restar de un cuadrado el cuadruplo de 
nih (si aquel no es el de m+A) nos resulta un nú­

mero que no puede tener raíz exacta, puesto que 
fnh no figura con su verdadero valor; y como de 
dicha resta tenemos que extraer la raíz cuadrada 
y sumarla con para sacar los valores de m 
y h, resulta que siempre tiene que faltar la raíz del 
residuo cuyo defecto sacan m y h. Así que al hacer 
la sustitución, el resultado es menor que N.

í-0. El no ofrecer regularidad en sus raagni- 
tudes los resultados de dos cuadrados consecutivos, 
consiste en que si al extraer la raíz del supuesto 
(m \-hy 4m/i tomamos en ambos casos un nú­
mero de cifras decimales, como hemos hecho en 
los ejemplos propuestos, resultará que si el residuo 
de la raíz’ en el cuadrado menor es mayor que el 
residuo de la raíz en el cuadrado mayor, el resul­
tado de la sustitución de los valores de^m, h en 

será mayor en aquel que en este,
y viceversa.

Volviendo, pues, á nuestro objeto, vémos 
filie la fórmula es mucho más

ventajosa que la de ]y=̂ 7n̂ -\-n̂ — mn, y que con 
ella se pueden resolver las ecuaciones de tercer



grado con sus tres raíces desiguales, si bien en al­
gunos casos hay que ensayar varios cuadrados para 
buscar el que nos haya de dar los verdaderos valo­
res de m = y — x, h ~ z— y.

42. Sin embargo, como alguna vez puede esto 
ser operación algo larga, aunque no difícil, hemos 
discurrido un medio que evita completamente este 
inconveniente, y que proporciona la resolución de 
las ecuaciones en general con la mayor pronti­
tud, facilidad y sencillez, y es el que vamos á ex­
poner.

FORMACION DE TABLAS.

DE LAS DIFERENCIAS ENTRE LAS RAICES DE UiNA ECUACION DE 

CUALQUIER GRADO.
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43. Hemos demostrado (6) que una ecuación, 
cualquiera que sea su grado, tiene tantas raíces 
como indica el exponente de su grado; hemos es­
tablecido (20) que el orden de magnitudes de las 
raíces sea geadual de menor á mayor, siendo x  la 
menor, ?/= ó ^ x ,  z—  ó e tc ., e tc .; y por úl­
timo, hemos hecho nacer de x  las diferencias, lla­
mando m á la diferencia y— x , n = z--X j p==u 
— X, e tc ., etc. De este modo ha resultado que la 
suma de las raíces está representada por la suma
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de X, tomada tantas veces cuantas sean las raíces de 
la ecuación, más las diferencias y — x , %— x, 
u— X, e tc ., etc. Si, pues, hallamos un medio de co­
nocer estas diferencias, su suma, restada de la de 
las raices de la ecuación propuesta, nos dará el va­
lor de X multiplicado por el número de las raices 
que es el exponente del grado de aquella; y divi­
diendo dicha resta por el expresado exponente, que 
será el coeficiente de x, nos dará el valor de x, ó sea 
el de la menor de las raices. Hallado este no tene­
mos más que sumar con él la diferencia m ~ y— x, 
y nos dará el valor de y; sumar con x  él de 

y tendremos el de 2:, e tc ., etc.
M-. Vémos, pues,.que halladas las diferencias 

q, e t c . , e t c . , nada mas fácil, breve y 
sencillo, que resolver una ecuación de cualquier 
grado que sea.

45. Gontrayéndonos ahora a la s  ecuaciones de 
tercer grado con raices desiguales, que es el caso 
que nos ocupa, hemos visto ('̂ 1) que restando del 
cuadrado de la suma de las raices el triplo de su 
producto binario, nos resulta la fórmula —  

'inn, ó sea la suma de los cuadrados de las dife­
rencias m, n, menos elproducto de ambas diferen­
cias. S i, pues, formamos una tabla que contenga 
ías diferencias 1 y 1, 1 y 2 , 1 y 3, 1 y 4, 1 y 
5 . e tc., e tc . , 2 y 2 , 2 y 3 , 2 y 4, 2  y 5 , e tc ., etc..
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3 y 3 , 3 y 4, 3 y 5, 3 y 6, e tc ., e tc ., 4  y 4, 4 y 5, 4 
y 4 y etc., e tc ., representando estos números 
los valores de m, w, y al lado ponemos el número 
producido por — wm, tendremos que, bus­
cando en las tablas el número que nos ha resultado 
de restar del cuadrado de la suma de las raíces el 
triplo de su producto binario, veremos al lado de 
este número los valores de m, n, ó sea de las dife­
rencias y— x', z— x :  y como todas las ecuaciones 
que tengan unas mismas diferencias nos darán por 
resultado de dicha resta el mismo número, tenemos 
que, siendo infinito el número de las ecuaciones 
que pueden formarse con unas mismas diferencias, 
cada número de las tablas sirve para resolver infi­
nito número do ecuaciones. Pero como hemos vis­
to (33) que y que esta
fórmula tiene ventajas grandes sobre aquella, en 
lugar de poner en las tablas los valores de m, n 
pondremos los de m, h, lo cual tiene la ventaja de 
darnos á conocer á un, solo golpe de vista el valor 
d e n  que sabemos (33) es n==m-\~h, y los dos valo­
res que puede tdner m, que son tanto el represen­
tado porm  como por h.

46. Si tuviésemos que hacer tablas de números 
positivos y negativos, corno también de enteros y 
de decimales, desde luego podría asegurarse que la 
formación de tales tablas seria una obra magna por
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mas de un concepto; pero no es así, como vamos á 
explicar.

47. Las diferencias y— x, z— x, u— x, e tc ., e tc ., 
nunca pueden ser negativas aunque lo sean todas ó 
algunas de las raices, puesto que »/ =  ó >  a?, 2  =

y, u ^ ' : > z ,  y  consiguiente nada tene­
mos que hacer con los números negativos. Tam­
poco tenemos que hacer tablas de números deci­
males ni mixtos, puesto que la sola tabla de núme­
ros enteros sirve para las diferencias fraccionarias,, 
como explicaremos en el uso de las tablas. Y por 
último, aun hay que descartar de estas lodos los 
cuadrados perfectos que no sean el resultado de 

Finalm ente, para la formación de 
estas tablas no hay que tomarse el trabajo (peque- 
0 0  en las de 3 ."  grado, pero grande en las de 
4- j o. , etc.) de ir verificando los cuadrados de m 
y 4 ,  y sumarlos con el producto mh en las de 
3-" grado, de m, las de 4 .“, e tc ., e tc .: sino '
que verificada la primera operación que nos dá 
~ -^ e n  las de 3.% y 3iY en las de 4 ,“, no hay mas 
que añadir al anteiáor el termino correspondiente 
de la progresión 1, 3 , 5 , 7 , 9, 11, 13, 15, etc., 
que guardan entre si las diferencias de los cua- 
dmdos de 1, 3 , 4, 5 , 6 , 7, etc. Y en las de .

■ §cado multiplicarlas por 3 á causa de ser 3N  
lo que se busca en lugar de N. Por consiguiej;;i^^siDJ¿

BiL: :■ .
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USO DE LAS TABLAS DE DIFERENCIAS.

48. Si N  ( )̂ es número entero, lo buscarémos 
en las tablas, y á su lado verémos los valores de m, 
h, con los cuales haremos lo que se dirá en la re­
solución de las ecuaciones de 3.®‘‘ grado,

49 . Si iV es número decim al, claro es que m ó 
h ó ambos son decimales. En los dos casos resulta­

rá que como iV— t endrá N  doble nú­
mero de cifras decimales que m 6 h; y por consi­
guiente, si N tiene por ejemplo 8 cifras decimales, 
m ó h 6 ambos tendrán 4 que al elevarse al cua­
drado se habrán convertido en 8 ,  que solo repre­
sentarán diezmilésimas en m y  4. S i ,  pues, pres­
cindimos déla coma decimal y buscamos á iVen las 
tablas, como si fuera número entero, las diferencias 
de m , 4 que nos presenta estarán multiplicadas 
por 10000 , por lo cual las dividiremos por 10000, 
poniendo la coma decimal entre la cuarta y la 
quinta cifra de cada uno de dichos valores, empe­
zando por la derecha: y sí alguno de ellos no tu-

nada más fácil que la formación de estas tablas.

(^ ) R ecu é rd e se  q u e  N  e s  el resu lta d o  d e r e s ta r  d el cu ad rad o  de 

la  su m a d e la s  ra íc e s  e l tr ip lo  de su  p ro d u cto  b in a rio  (29).



viese suficiente número de cifras, se le agregarán 
los ceros necesarios.

Ejemplo: supongamos iV = 3 9 ,06603025. Estas 
ocho cifras decimales provienen de que m ò l i  tie­
nen 4, ó de que cada uno las tiene: tanto en un 
caso como en otro, el cuadrado de m ó de á ó la 
suma de ambos ha producido aquellas 8 cifras; luò­
go si prescindimos de la coma, multiplicamos por 
diez mil los valores de m y de á, y por consiguiente 
debemos después dividirlos también por diez mil. 
Así, pues, vémos que en las tablas el número 
3906603025 nos dá las diferencias m = 2 0 0 0 0  y 
4 = 5 0 0 5 5 . Dividiendo estos valores por 10000 re­
sulta m = 2  4 = 5 ,0 0 5 5 , que son las diferencias que 
corresponden á 39 ,06603025 ,

Pudiera ocurrir también que al buscar á A^en las 
tablas, lo hallásemos seguido de uno ó más ceros, 
en cuyo caso debemos considerar á N  como segui­
do de igual húmero de ceros, pues consiste esto en 
que, como en decimales se desprecian los ceros á la 
derecha, y en enteros no, al sumarse el producto 
w 4con m^H-4 ,̂ han podido resultar decenas com­
pletas ó unidades completas de orden superior, re­
sultando ceros á la derecha que se suprimen.

50. Por últim o, si iV no se halla en las tablas, 
será necesariamente un cuadrado perfecto ; y en 
lónces será señal cierta de que la ecuación tieni

413



dos raíces iguales, y se ejecutará lo dicho

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE 3 “  GRADO.

51. Explicado ya el uso de las tablas de dife­
rencias, muy poco tenemos que decir para lograr el 
objeto que nos propusimos; pues la resolución de 
las ecuaciones de tercer grado (lo mismo que la de 
grado superior) es una operación sumamente corta 

y sencilla.
52. Al presentársenos una ecuación de tercer 

grado para resolverla, restaremos del cuadrado de 
la suma de las raíces el triplo de su producto bina­
rio, y tendremos N,  que buscaremos en las tablas. 
Si no se halla a llí, necesariamente N  será un cua­
drando perfecto; y teniendo presente lo dicho (25), 
sacarémos en seguida el valor de las raíces.

53. Si N  está en las tablas, tomarémos las dife­
rencias que nos marque; y teniendo presente (27) que 
la fórmula de las sumasdelas raíces esa :4 -y + ^ = 3 a ; 
H-w-hw y que 7i=m-\-h(33) , sustituiremos en esta 
fórmula los valores de tomando al efecto
+ h, y para muño de los dos valoresm ó h. Pasarémos 

después al primer miembro dichos valores , 'y  ten­
dremos ¿c-hy + 2 — m— n = 3 x ;  y dividiendo por 3 nos 
dará el valor de x. Hallado este, como sabemos (27) 
que y—x-hm z= x-^ n , tenemos ya tres valores de



2:, que podrán ser las verdaderas raíces de la 
ecúacion propuesta, y podrán no serlo. Para asegu­
rarnos de si lo son, verificarémos su producto, y lo 
compararemos con el último término de la dicha 
ecuación, al cual debe ser igual si son las verdade­
ras raices. Si este producto no fuese igual á dicho 
último término, tomarémos el otro valor de m, que 
es el de á, y juntam ente con sacarémos
nuevos valores de x, y, z, que con seguridad serán 
las verdaderas raices, y la ecuación queda resuelta, 
ün parde ejemplos pondrán de manifiesto las ver­
dades enunciadas. Mas ántes debemos hacer una ad­
vertencia, y es la siguiente:

54. Si N  está en las tablas, y al practicar lo di­
cho (53) no sacásemos las verdaderas raices, enton­
ces será porque siendo iV un cuadrado perfecto, la 
resolución de la ecuación será la explicada en los 
números (25) y (26).

EJEMPLO 1.”

Sea la ecuación;

a:'— 18a¡V87a:—110=0

y tendremos:

1^5

,ry-\-xz-\-yz~Sl
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Restando del cuadrado de la primera el triplo de 
la segunda, será :

18̂ — 3 X 87=63=m*+á^H-m/i

Buscarémos en las tablas 63 y veremos que nos 
dá m = 3 , /i=6.

Tenemos (33) n=m -hh; luégo n = 9 .  Este valor, 
y cualquiera de los dos m ó h, los sustiluirémos en 
la fórmula

a :+ y + 2 = 3 a ;+ m + w  

Y como en el presente caso tenemos:

x-hy-^z— iS, será: 3 ír + m + w = 1 8 : 

y verificando dicha sustitución será: 

3 a :+ 6 + 9 = 1 8

Dejando solo en el primer miembro á 3íc, será: 

3 ^ = 1 8 — 1 5 = 3

Y dividiendo por 3 , dará x = i .  Sabemos (27) que: 

y=x-hm j z = x + n



luégo será:

y = l + 6 = 7 ,  a:=lH-9—10, x-\-y-{~z=iS.

Para saber si estas son las verdaderas raíces de 
la ecuación, verificarémos su producto, y será:

1 X 7 X 1 0 = 7 0 .

Pero el último término de la ecuación (tomado con 
signo contrario) es 110;  luégo estos valores son fal­
sos. Hemos tomado para m el valor de 6: tomaré- 
mos el otro que es 3 , y con seguridad nos dará aho­
ra el resultado apetecido. Tendrémos, pues,

í m = 3 i  
í w = 9)

y será:

m

3a;-!-3H -9= 18: ó 3 a ;= :1 8 -- 1 2 = 6

Dividiendo por 3, s e r á .. . . x =  2
yz=x+m  ó y— 2 + 3 .................. ■ y =  5
z ~ x + n  ó z — 2 + 9 ...................

x + y - ^ z ................ 18

El producto de estos valores es 110,  igual al últi-
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mo término de la ecuación, y por consiguiente, la 
ecuación está resuelta.

EJEMPLO

Sea la ecuación:

o:'— 7,33a;'— 3 8 ,3762.ÌJ-1-2132,593744=0 

y tendrémos;

a ;+ ?/ + z = 7 ,3 á  
a;y+a;2:+y2:=— 38,3762

Restando del cuadrado de la primera el triplo de 
la segunda, será:

7 , 3 3 ' ~ 3 X ~  3 8 , 3 7 6 2 = 5 3 , 7 2 8 9 — ( — 1 1 5 , 1 2 8 6 )  

= 5 3 , 7 2 8 9 + 1 1 5 , 1 2 8 6  =  1 6 8 , 8 5 7 5 = m ' + / ¿ ' + m / í .

Teniendo presente lo dicho (49), suprimiremos 
la coma de 1 6 8 ,8575 , buscaremos en las tablas el 
número 1688575, y varemos que nos dá w = 4 1 0 , 
á = 1 0 4 5 ; pero teniendo aquel cuatro cifras decima­
les, claro es que m ó /¿, ó am bos, tienen dos: mas 
como hemos suprimido la com a, lo hemos multi­
plicado por 10000 , y por consiguiente, á las dife-
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rendas m h por 100; para que estas, pues , repre­
senten sus verdaderos valores, tenemos que dividir 
por loo  á 410 y 1045, y será :

m=4,10, /i=10.45.

Teniendo ahora presente lo dicho (33), tomaremos:

m = 4 ,i0 ,  ? z = 4 ,1 0 + 1 0 ,4 5 = 1 4 ,5 5

cuyos valores sustituirémos en

x-\~y~hz=3x-\-m-\-n (27)

y será;

3 a :+ m + w = 7 ,3 3  ó 3 .^ + 4 ,1 0 + 1 4 ,5 5 = 7 ,3 3 .

Dejando solo á 3x en el primer m iem bro, será:

3 a := 7 ,3 3 - 1 8 ,6 5  ó 3.t= - 11,32 

y dividiendo por 3 , tendrémos:

11,32
3

Sabemos (27) que y = x + m  luégo, será:

0,98

íi.(B ieU O T E C A y



z = x + n  o z-

»20

11,32
3

1 4 ,5 5 .. z~ -
32,33

■ . —  7 ,33

Para asegurarnos de si estas son las verdaderas 
raíces, verificarémos sifproducto, que compararé- 
mos con el último término de la ecuación, que sa­
bemos (9) es igual al producto de las raíces, tomado 
con signo contrario. Haciéndolo así, lendrémos:

11 ,32  0 ,98
X x Í ? ^ = _ 1 3 , 2 8 3 5 5 8

y  como este producto no es igual á 232 ,593744 , 
vemos que no son estas las verdaderas raices. To- 
marémos, pues, el otro valor de m, que es 10 ,45 , y 
con seguridad obtendremos el resultado apetecido, 
y será:

 ̂ 3 o :+ m + w = 7 ,3 3  ó 3 :r+ 1 0 ,4 5 + 1 4 ,5 5 = 7 ,3 3
o 3 .r = 7 ,3 3 — 2 5 = — 17,67 de donde. . x ~ — 5,89
y = x ^ m ó y ~ — 5 ,8 9 + 1 0 ,4 5 .................y =  4 ,56
2 = í c + n Ó 2 = — 5,89  +  1 4 ,5 5 ...................z—  8 ,66

x-\-y+z. . - =  7 ,33

Si verificamos el producto de estos tres valores, 
verémos que:

— 5 ,8 9 X 4 ,5 6 X 8 ,6 6 = 2 3 2 ,5 1 3 7 4 4



y por consiguiente, ellos son las verdaderas ralees 
de la ecuación propuesta, la cual queda ya con esto 
resuelta.

Prácticamente hemos visto la suma facilidad con 
que se resuelve una ecuación de tercer grado con 
el auxilio de las tablas, ya sean positivas ó negati- 

'̂as, enteras ó fraccionarias sus raíces.

ECUACIONES INCOMPLETAS DE 3.- GRADO.

m

o5. Hay casos en que una ecuación de tercer 
grado carece del segundo termino, cuyo coeficien­
te, como sabemos (9), es igual á la suma de las raí­
ces. Pero esto no puede hacer variar nuestro siste- 

pues se resuelven estas ecuaciones de igual ma- 
nera que las completas, como lo veremos en los 
ejemplos siguientes:

EJEMPLO i."

Sea la ecuación:

— 75.r— 250=0

y lendrémos:

Xij-\-xz-hyz= — 75



i  2-2

Restando del cuadrado de la primera el triplo de 

la segunda, será:

0̂ — 3 X  — 7 5 = 0 — (— 22l5)=2^5

cuadrado perfecto que nos indica ([ue puede haber 

dos ralees iguales.

\ / ^ 2 5 = 1 5 = n

Empleando la fórmula propia de este caso (25), 

que es x-i-y~\rz=3-\~n, será:

3 x + n = 0  ó 3® = — ?i ó 3 ® = — 15 de donde x = — 5 
Tenemos (25) i/ = » , y por consiguiente. . y = — 5 

Asimismo tenemos z = x + n  ; luego..............

ír + y + 2 := 0

Verificando el produelo de estos valoi’cs , vemos 
que — 5 X — 5 X 1 0 = 2 5 0 ,  que es el producto de 
las ralees : luego las halladas lo son efectivamente.

Si con esta fórmula no hubiésemos sacado las 
verdaderas ralees, hubiésemos empleado la del nú­
mero (26): y si ni con este las hubiésemos obtenido, 
entonces seria prueba de que las tres raíces eran 
desiguales, y hubiéramos practicado lo dicho (53),
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por cuyo medio hubiera quedado definitivamente 
resuelta la ecuación.

EJEMPLO 2." '

Sea la ecuación:

15,9309.^—20,7927=0

y tendrémos:

x~\-y-{-z=:Ú
íTí7-ha;2:+y2:=— 15,9309

Restado del cuadrado de la primera el triplo de 
la segunda, será:

0'—3 x ~ 1 5 ,9309=0+47,7927=47,7927=
=m^+/t^+íw/t.

Practicando lo dicho (49), buscaremos en las ta­
blas el número 477927, y vemos que nosdá m = i4 7  
/ i= 606 ; pero como al suprimir la coma hemos 

multiplicado por 100 estas diferencias, las dividire­
mos por 100, y será: 
m = l,4 7 (
á— 6 06 valores tomamos pai^ m
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el de 6 ,0 6  y n ~ 7 ,5 3 ,  tendremos (53):

3 o ;+ m -l-n = 0 ó 3 a ;+ 6 ,06 +  7 ,5 3 = 0  ó 3 a ;= — 13,59 
Y dividiendo por 3 , nos darà. . . . x = — 4 ,53  
yz=x+m  ó y = — 4 ,5 3 + 6 ,0 6 .  . . . y = — 1,53 
z= x-h n  ó z = — 4 ,o 3 + 7 ,5 3 . . . . ; :=  3 .

x-hy-\-z=— 3,06

Y como la suma debe ser = 0 ,  íleducimos que 
no es 6 ,06  el valor de m , sino 1 ,4 7 , y ten­
dremos:

■ 3 a :+ m + ? i= 0  6 3.t + 1 ,4 7  +  7 ,5 3 = 0  ó 3x= — 9

Y dividiendo por 3 ,  será.................... x=^— 3
y= x-h m  6 y= — 3 +  1 ,4 7 .......................  1 ,53
%^x~h7i Ó 2 = '— 3 +  7 ,5 3 ........................  2: =  4 ,53

a’+ y + 2 = 0

Si verificamos el producto de estos valores, ve­
remos que satisfacen al último término de la ecua­
ción, y por consiguiente, ellos son sus verdaderas 
raices.

56. También ocurre que á una ecuación de ter­
cer. grado le falta el tercer término, cuyo coefi­
ciente, como sabemos (9), es igual á la suma de los



producios binarios de las raíces; pero esto no pre­
senta el menor obstáculo para su resolución, pues 
se halla esta sometida á la ley general, por cuya ra­
zón ni en este ni en el caso anterior tenemos que 
dar una nueva demostración, y sólo nos limitare­
mos á poner el siguiente:

EJEMPLO 3 ;

Sea la ecuación :

x ^ _ 9 ^ ^ _ 1 0 8 = 0

y tendrémos:

x~hj-\-z=Q
xy-hxz-hyz— O

Restando del cuadrado de la primera el triplo de 
la segunda, será:

9 '= 8 i — 3 x 0 := 8 1

cuadrado perfecto que nos dice que puede haber 
dos raíces iguales. Practicando, pues, lo dicho (23 
y 26;, tendrémos:

+  ó 3 j ; + 9 = 9 ,  ó a r = 9 - - 9 = 0



Y dividiendo por 3 , será :......................vT = 0
%j=̂ x, por consiguiente. , . . . . y = 0

............................................................................. z = 9

X +  í/H-2............................. = 9
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Pero el producto Ox 0 x 9 = 0  no es igual al úl­
timo término de la ecuación; y por consiguiente, no 
son eslas las raíces. Tomaremos, pues, la otra fór­
mula (26) x-\~y-^z—3x-\-%)i, siendo las raices x, 

z = x + m ,  y será;

3a;-i-2m— 9, ó 3.r+18=9, ó 3iC=9— 18= — 9

Y dividiendo por 3 , será. . . . x = — 3
y=x-\ -m ,óy=^ — 3 + 9 ...............  y =  6
z= x-\ -m ^ óz= — 3 + 9 ................ s =  6

x + y + z . =  9

Verificando el producto de estos valores, y com­
parándolo con el último termino déla ecuación, ve­
mos que son las verdaderas raices, que es lo que se 
buscaba.

Si con ninguna de ambas fórmulas hubiésemos 
obtenido las raices de la ecuación propuesta, las 
hubiéramos logrado por medio de las tablas.

57. Tamlíien puede ocurrir el caso en que ten­
gamos una ecuación que carezca de ios tèrm i-



nos 3." y 4.% teniendo sólo el 1 .“ y 2."; por ejem­
plo, pero esta no puede propiamente
llamarse ecuación de tercer grado, pues según lo 
deníostrado (6), debía tener tres raíces, y no es así.

En tal caso dividiremos ambos miembros por x\ 
y se convertirá en a;— 7 = 0 ,  de donde x = l ,  único 
valor que la satisface.

ECUACIONES POR RESOLVER.

— 2 \ x ~ + \  34^— 2 6 2 = 0  
0,89.t^ ~ 39 ,9  19.1;— 8 9 ,7 3 5 = 0  
^ 3 _ 2 5 ^ 2 ^ 1 7 5 ^ _ 3 7 5 ^ 0  

a:^+10,765;i:"-h7,13765.T— 1 0 0 ,4 2 8 8 9 5 = 0  
^'— W + 1 3 a :  4 -1 0 1 4 = 0  

H-3 , + 3, 3 6a; “4-0,9 = 0  
.t'— 17,3775a;— 2 4 ,6 2 8 7 5 = 0  

6 ,1 8 x ^ + 3 4 ,9 6 7 2 6 4 = 0  
x̂ — 1 4 7 x + 6 8 6 = 0  
0̂ — 12x '^ + 256= 0 
1 2 ,7 5 x ^ + 3 0 7 ,0 6 2 5 = 0

ECUACIONES DE í.“ GRADO.
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58. En las ecuaciones de 4 .“ grado pueden 
ocurrir los casos siguientes:
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1 Que la ecuación tenga las cuatro raíces 
iguales,*en cuyo caso será:

x=% j=z~u x+y+z+u~k^x

2 .“ Que tengan las raíces dos solos valores, lo 
cual puede verificarse de cualquiera de los modos 
siguientes, que llamaremos subdivisiones.

(̂ ) \ ^ subdivisión. Las raíces prim era, se­
gunda y tercera son iguales, y menores que la 
cuarta, en cuyo caso estarán representadas por

X, y = x ,  u~x-\-p 

siendo la suma de ellas

Æ H- y+ s + U=k’X

, 2." suhdwision. Las raíces primera y segunda 
son iguales, como también tercera y cuarta; pero 
estas, mayores que aquellas. En este caso estarán 

, representadas por:

X , y—X, Z— X -Ì-71 , U~X~h7l

(*)  R e c u é r d e s e  q u e  m = ÿ — a?, 73— s — x . p ^ u ~ x ,  y p ^ n ,  
V é a s e  e l  n ú m e r o  (20,.,
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siendo la suma de ellas

+ y + 2 4 -w = 4:c+ 2n

3. subdivisión. Las raíces segunda, tercera y 
cuarta son iguales y mayores que x, estando repre­
sentadas por;

^ = íc+ )n , u=x-hni

y la suma es:

.r 4-y-f-2:+ w=4a:+ 3m

3. caso. Que tenga la ecuación dos raíces 
Iguales, lo cual admite también las tres siguientes 
subdivisiones;

 ̂ subdivismi. Las raíces primera y segunda 
son Iguales, y tercera y cuarta desiguales, estando 
i’cpresentadas por:

X, y= x , z ~ x + n , u-==ú;+p 

y la suma de ella es:

a: +  í/4-« 4-W— 4x 4-W+ ^
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2." subdivisión. Las raíces segunda y tercera 
son iguales, mayores que x  y menores que m. Están 

representadas por;

X, y — u = x + p

y la suma es:

3. “ subdivisión. Las raíces tercera y cuarta son 
iguales, mayores que y, y mayor esta que x. Están 

representadas por;

X, y=x-\-m, u~ x-{-n

siendo la suma:

4 . “ caso. Que la ecuación tenga sus cuatro 

raíces desiguales. Están representadas por;

X, y= x+ m , 2=x+?í', u —x-hp  

siendo la suma:

x4-y4-2:4-w =4x-4-ín+n+/J
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59. Para saber la relación que guardan, entre sí 
el cuadrado de las raíces y la suma de los produc­
tos binarios, procederémos de un modo análogo al 
empleado en las ecuaciones de 2 .“ y 3 ."  grado; y 
tendrémos, que si suponemos x=y= ^z^u , será:

{3^+y+z-\-uf=3c^-¥'íf+z^+u^+%xy+^x%~¥^xu+
-\-^yz+%ju+f^%u.

Y poniendo todo en valores de x, será:

(a:-f y +

ó {xi~y+z-^uf=iQx'^  (1). ^

Haciendo lo mismo con los productos binarios, 
tendrémos:

^y-rxz+xu +yz  +  yu-h zu=x^+x^~^x'^~hx'^-\-x'+
-̂ x̂  ó xy-hxz-hxu+yz~i-yu+zu=ñx'^ (%).

Con estas dos ecuaciones ( í)  y (2 ) , formarémos 
proporción, y será:

xy + xz-hxu-\-yz-hyu+zu

simplificado, será:
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[x-\-y~\-z-\-uy 8
xy-\-xz-\-xu-\-yz-hyu+%u

de donde:

(x-\-y-hz-\-uy

(x-hy-hz-huf

S(xy-\-xz~hxu-{-yz-{~yu-\-zu) ,

S(xif -hxz-h xu H- yz+ yu -f zu)
=0

60. Por consiguiente, vémos que cuando las 
raices son iguales, restando del cuadrado de la su-

g
ma de las raices lo  ̂—g— de la de los productos bi­

narios, la,resta es cero; y dividiendo por 4  la suma 
de aquellas, se obtendrá el valor de x.

EJEMPLO 1

Sea la ecuación:

6^ '4-96^ '— 2 5 6 x 4 -2 o 6 = 0

y tendrémos:

x 4 -y + 2 + i¿ = ¿ 1 6  (1) 
xy-\-xn-\-xu-{-yz~i-yu-\-zu=% (2)
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Restando del cuadrado de la primera los —^  de
o

la segunda, será;

16 -̂----- ^ 2 5 6 — 256= -0

Luégo dividiendo la suma 16 por 4 ,  nos dará el 
valor de la raíz, que es 4 , único que puede satisfa­
cerla.

I

EJEMPLO S.**

Sea a;' +  16a;'+96£í;' +  256a; 4 -2 5 6 = 0  
y lendrémos:

— 16

.r-j-í/+2:+íí=— 16 
xy +.T2: -f xu+y%  -f yu~hzu=^%

8X96
3 =256— 2 5 6 = 0

— 16, de donde x=
— 16

• = - 4 ,

w
único valor que satisface á la ecuación propuesta.

61. 2 .” caso: que las raíces de la ecuación ten­
gan dos valores, el cual se subdivide en 3, según se
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ha dicho (58), siendo el primero de estos cuando 
las raíces son:

X, y=:=x, z = x ,  cuya suma es, ix-\-p,

y tendrémos:

{x-hy z-^uf=x^~hy^-{~z'^-\-u^-\-^xy-\-^xz-^^xu 
4-2y2:H-%z¿+22:2¿=x^+a:^H-a:^+ (x-\-p) (x-^p) +  

(x-\-p) +2a;M  ‘"2x {x+ p ) +%x 
~x^-\-x^-\-x^-{'X^+2xp+p'^-{-‘2x'’'  -\-2x^-h2x^ ~i~%xp 
-\~2x'̂ -h%x‘̂ +2xp-h2x^~i~2xp, ó

{x-\-y-^Z’híif=\^x^-\-Sxp+p^ ó
(x-{-y+z-\-u)—p^~[Qx^+Sxp (1).

Los productos binarios serán:

xy-\~xz+xu+yz -hyu +  zu = x^ + x^ + x {x-\-p) 
+ x ^ + x  [x~\-p) + x  [x+ p) ~x^-\-x^+3^+xp-{-x^+ 
^-x^-^-xp-^x^+xp,

ó xy+xz-{-xu~\-yz+yu-\-zvj==%3^+^xp (2).

Con las ecuaciones (i) y (2) formarémos propor­
ción, y será:

[x+y-^z-\-uJ-~p^ i6x‘̂ -\-Sxp
xy-hxz-irXU+yz-{~yu-\-zu 6a;*-h3a:p



Dividiendo los dos términos del segundo quebra­
do por x̂ -̂\~xp, será:

8 ,
=  -7^0xy -\-xz+xu+yz-\-yu-{-zu

í .+ .j  I ,  I y y  f  . ^{xy+ x% + xu + yi+ ^ u + iu )
3

ó (x-hy-\-z-\-uY—

_^(xyi-xz-\-xu-\-yz-^yu-^zu)
3 —

Por consiguiente, vémos que restando del cua-
g

drado de las raíces los de los productos bina­

rios, nos dá el cuadrado de la diferencia u— x.

EJEMPLO 1 /

Sea la ecuación:

X*—  11 H- — 68a: -h 4 0 = 0

y tendrémos:

x-\-y-\-z-{-u— M (1).|
xy~^xz~\-xu-\-yz-hyu-\-zu=^-^ (2).
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' 8
Restando del cuadrado de la (1) los - g -  déla (2),

sera:

11'
8 X 4 2

3
d 2 1 - 1 1 2 = 9 = jo ^  l /  9 - = 3 = P

Tenemos:

.-r-h y + 2 + Wi=4a;-H JO, 

y también la ecuación (1),

X-\-y— Z +  W = ll .

Luégo 4 a :+ jo = 1 1.

Sustituyendo el valor de será:

, 4 . 'í+ 3 = 1 1, ó 4 a := 8 , de donde a:—2.

También tenemos raíces, que son:

x —y:=z, u—x-^-p.

Luégo:

a ^ 2 ,¡/ — 2, 2 = 2 ,  'u = 2  +  3 = o .
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EJEMPLO 2.*’

Sea la ecuación:

a:'H-3,78a^'~19,98a;"— 113,94o:— 1 4 0 ,6 7 = 0 , 

y tendremos :

a;+2/-+-;2:+w =~3,78 (1) 
xii+xz-\ -xu+yz+yu+zu^~\^ ,^%  (2)

o
Restando del cuadrado de la (1) los de la

o
(2) tendremos:

8
"3,78^----- ^  X-19,98=14,2884— (— 53,28)

=14,2884+53,28=67,5684=í^J^

Extrayendo la raíz, será:

l / 6 7 , 5 6 8 4 = 8 ,^22=jo 

\  ‘
La suma de las raices es k x + p , luégo será:

\

4.t + p = — 3,78
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y sustituyendo el valor de p , será:

. 4 o :+ 8 ,S ^ = = -3 ,7 8 , 3 ,7 8 — 8 ,2 2 = — 12.

de donde

X —
— 12

3 , 1/ = — 3, z = — 3, u=xA~p

ó w = — 3 + 8 ,2 2 = 3 ,2 2 .

62. El segundo modo como puede verificarse 
el tener las raices de una ecuación de 4 .” grado dos 
valores, es cuando tenemos:

X, y = x ,  u = ^ x+ n , sumando 4a ;+ 2^ .

' Procediendo de idéntica manera que en el caso 
anterior, tendremos:

(.T +  y  +  Z -\-u Y = X ^  -\-\f  +  +  ̂ Xy  +  2332 +  23JÍÍ +

+ 2y 2 + %ju+ %zu=x^+ x -̂\-(x-\-n) (íc+ n) +  [x+n) 
{x+ n)+ 2.r^+ 2a; (a:+ í i) + 2a: {x+ n)+ 2a: (a:+ w)+ %x 
[x+ n) +  2  (a: +  n) (a: +  n) = x^ + x̂  +  %xn+ +

+ a:̂ + 2 a : n + + 2a:^+ 2£c^+ 2a:?i+ 2a:^+ 2a;?i+2,'c^+  

+ 2 a :íi+ 2 .r^ + 2 a :/i+ 2 l:^ + 4 a :/i+ 2 ? i^  ó 

(a :+ y + 2 + w f= 1 6 a :^ + 1 6 a :? i+ 4 ? i^  ó 

(x-hy-^z-\-uY— 4 íi^ = 1 6 a :^ + 1 6a:ft (1)
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Practicando lo mismo con los productos bina­
rios , será:

xy-\~xz+ xu-hyz-{-yu+ zu=^x'^+x {x + n )-^ x  
(x+n) + x  {x+n ) + x [ x ^ n )  +  {x-\-n) (x-^n) =a;^ +  
^'^+xn-\-x‘̂ -hxn-\-x^-{-xn-\-x^-\-xn-\-x‘̂ -h%xn-^n  ̂ ó 

xy ~\-xz-{-xu-\-yz+Í/ÍÍ H- zu=Q x‘̂ + Qxñ 4- ó 
xy~^xz+xu~hyz+yu-]-ztf^n^=^ñx‘̂ -hGxn (2)

Con las ecuaciones (1) y (2) formarémos propor­
ción, y^erá:

(íc 4- y + s + u f— W \^x^+{%xn
xy+xz+xu+yu-\-yz+zu—

Dividiendo los dos términos del segundo ‘ que­
brado por 2ír^^-2a;?^, será:

xy-^xz~{- xn+ yx+ yu -hzic—7î

ó (x-hy-hz~h u f—
^  + xz-¡rxu+yz-\-yu+zu) , 8?̂ *

3  ^

ó [x+y-^z-\-uf—  
^^^y-^xz+xu-\-\iz-\-ifu-\-zu) , „

- g---------------------- - = 4 n -------- 3 -
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Ó (x-{-y+z-^uy—

1 Sn̂

■ S(xy-\-xz-yxu-{-yz-{-yu+zu)

3 3 3

de donde:

W =-
4

63. De suerte que si restamos del cuadrado de
g

las raíces los de los productos binarios, nos

resulta los del cuadrado de la diferencia 2:— x--

•u— X.

Por consiguiente, para hallar este cuadrado, 
multiplicarémos por 3 el resultado de dicha resta 
y dividiremos por 4 este producto, después de lo 
cual solo tendrémos que hacer el sacar la raíz del 
último resultado, y esta será la expresada diferen­
cia z— X ó u— X , que son iguales.

EJEMPLO 1.”

Sea la ecuación:

6 0 0 = 0

1

i
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y tendrémos :

.'C +y-h2:+w =28 (1)
x y + xz 4- xu y% H- yu+ 2M =276 (2) -

g
Restando del cuadrado de la (1) los dela(2),

sera:

28*—  = 7 8 4 — 7 3 6 = 4 8

y será :

4 8 = - ^  ó 3 x 4 8 = 4 w *  ó w *= = 3 6

de donde n = 6 .

La suma de las raíces es:

a; H-y +  2: + w = 4  j;-F

Luégo:

4 .r + 2 x G = 2 8  ó 4 .^ = 28— 1 2 = 1 6  ó a := 4  

Tenemos las raíces

x = y ,  z —x-i^n, u = x + n
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Por consiguiente:

y = 4 ,  ;^ = 4 h- 6 = 1 0 ,  w= 4 + 6 = 1 0

EJEMPLO 2.°

Sea la ecuación;

a;^+3,12aí^-55,o368a;^— 90,433824.t—  
— 1 6 8 0 ,2 8 3 6 3 8 0 8 = 0

y tendrémos:

x-{-y-\-z-\-Vi=^— 3,1 2  1̂) 
3cy^xz+xu-{-yz-\-yu-\-zu=— 55,5368  (2)

g
Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, será:

_ 3 4 2 ^ _ ( _ 5 5 ^ 5 3 6 8 x - ~ j= 9 , 7 3 4 4 —  

— (— 14 8 ,0 9 8 1 3 )= :9 ,7 3 4 4 + 1 4 8 ,0 9 8 1 3 =

=157,83253:

de donde:
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3X 157,83253=4«’ ó 157 83253
4

^'=118,3744 ó w==10,88

Tenemos:

¡X!+y-{-z-^u=^x-h'¿n

y también la ecuación (1)

^+2/h- z+ w= ~ 3 , 1 2

Luégo será:

4 x + 2 x  10,88=— 3,12 ó 4 x = — 3,12— 21,76= 

-2 4 ,8 8  ó a; =— = - 6 , 2 2

Las raíces son:

Xf y~x, z = x + n ,  u^=x-hn

Luégo:

a := -6 ,22 , y==-6,22, z = -6 ,2 2  +  10.88==4,66, 
w=4,66
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64. El tercer modo, como puede verificarse el 

que las raíces de una^ecuacion de 4." grado tengan 
dos valores, es cuando estas están representa­

das por

X, z=x-\-m, u===x+m

y su suma, por; 4o;+3/n

Operando lo mismo que en el caso anterior, ten­

dremos:

-\-%jz+%ju+^zu,

y sustituyendo sus valores, será;

«

{x~hy-\rz-\-nf— x̂ q - (x+ m) x-\-ni)-\- {x-}-m (x+ m) 
+{x+m ) {x-\-m)-^2x{x-\-m) +  2a;(.'r+ m ) + 2 a ;(a ;+  

4- m) +  ̂ x -h m) (.r+ íif)  4 -2 (íc+ m) (.t 4 -m ) i  2  (o: 4- m) 
(x-\-m) =x^-j-x^+%xrn-{-7ii^+x^-}- 
H -2a.V í!.4 -m ^ 4-2^ V2.rm  4 - %x‘̂ -h 2x?H 4 - 2:c^ 4-2.m  4- 

4-2a;^4-4a;?íi-i-2m.^4- 2o;^4-4a!m4- 2m^4- 2x^4-4a-*m4- 

4-2m^ ó
(a?+ y  4 - 2; 4 - ?¿)̂ —  16.r^ 4 - 2 íxm 4-  9m® ó 

(£C4-í/-1-z 4-w7 —9m^=16a;-4-24x’m (1).
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Los productos binarios serán :

xy+ooz-\-xu+yz-\-yu-^ z u ^ x (x -h m ) i-x(x-\-m ) 
~\-x{x-\-m)-\-{x-^ni) (x-hm) +  (x-^m) (.^+7/1) + (íc+  
+m ) {x-hm)=x^-\-xm-\-x‘̂ -\'Xm-{-x'^-\-xm -hx^-h 
H- ‘¿xm H- -\-x -̂h %tm+ + a?̂ + ^xm+ ó 

xy-\-xz-^xu-hyz-\-yú~^zu===Qx^-\-9xm-\-3m  ̂ ó 
xy-\-xz-\-xu-\-yz-\-tjíi~hzu— 3m^=6a;^+9o;m (2).

Con las ecuaciones ( i )  y (2) formarémos propor­
ción, y será:

{X '{-y -\ -z -\ - u )  ̂ — 9 Qx̂  +  24a:m
xy+xz+xu +yz-\ -yu+ zu — 3m̂  6a;^+ 9xm

Y dividiendo los dos términos del segundo que­
brado por 2o;^+3ma;, será:

{x-hy-^z-b iif— 9m“ 8
xyH-xz-\-xU'j-yz-hyii~hzu— 3m  ̂ 3 ^

{x~hy-\-z-\-uy •9m̂
8(a’y -bxz-\-xu+yz^yu+zv) 

3

(íc+^H-í+w)^— 9m ^=

__ %{xy-^xz-\-xu+xjz+yu~\-zu)
— W

ó ( - 1 y I I

=9?n̂ — 8?n^— ?n̂
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65. Por consiguiente, restando del cuadrado de

g

las raiceslos —g— de los productos binarios, nos

dará el cuadrado de la diferencia, lo mismo que 
nos da (61) en la primera subdivisión de este segun­
do caso; pero como las raíces y la suma de aque­
lla son distintas de las raíces y la suma de este, po­
dríamos equivocarnos fácilmente al deducir los va­
lores de las raíces, sino comprobásemos su produc­
to con el úllimo término de la ecuación propuesta, 
como hicimos en idéntico caso (26), tratando de las 
ecuaciones de tercer grado.

Las raíces en aquella subdivision(6i), sonx,y=^x, 
z=^x, sum ando4a;+jj. Yenesteson.T, y =
x-^m, s = y + w ,  u=x-\-m , sumando 4o:-f-3m. Por 
consiguiente, como al resolver la ecuación ignora­
mos cuantas raíces iguales tiene, y de que modo es­
tán combinadas, claro es que si restando del cua-

g
drado de las raíces los de los productos bina-

ó
rios, nos resulta un cuadrado perfecto, conocere­
mos que su raíz marcará la diferencia entre dos 
raíces; pero como en el mismo caso se hallan estas 
dos subdivisiones dcl segundo caso , si tomamos la 
primera fórmala por la segunda, ó la segunda por 
la primera, sacarémos valores falsos que satisfarán 
la ecuación de la suma de las ra íces, y acaso la de
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los productos binarios; por esto es preciso que 
cuando nos resulte un cuadrado perfecto su raíz la 
sustituyamos asi en la primera como en la segunda 
fórmula de dichas subdivisiones, y con ios valores 
que saquemos para las raices formemos su produc­
to, y lo comprobaremos con el último término de 
la ecuación propuesta, al cual debe ser igual si son 
los verdaderos.

Conviene tener esto muy presente para no incur­
rir en error; y para que se comprenda más fácil­
mente, pondremos el siguiente:

EJEMPLO 1.®

Sea la ecuación:

a:'— 896a; - f  1024=-0

y tendréinos:

a;+y-f-2:-h^¿=26 (1), 
xy~\-xz-\~xu-i-yz-\-yu~\-zu=^iO (2).

• 8
Restando de la ecuación ( ! )  l o s - ^  de la (2 ) , 

será :

)=------= 6 7 6 - 6 4 0 = = 3 6 = m ;’ wí==6

BíB u o t e o a
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Ahora bien, este cuadrado nos indica que la ecua­

ción tiene tres raices iguales, pero no sabemos si 
estas son :

X , z ~ X f  u — x - h p ,

cuya suma es: kx-\-p,
ó Xy y==x-\-my z=^x-\-niyU=x+my

sumando 4a;+3m „pues en ambos casos resulta un 
cuadrado pei’fecto. Si aplicamos la primera de es­
tas dos fórmulas, será:

4 x + 6 = á 6 ,  ó 4a;=:26— 6 = 2 0 ,

de donde:

x ~ ^ y  y=5, 2=5, í í = 54-6- i-'M , 

cuya suma 26 satisface á la ecuación (1). 

Si aplicamos la segunda fórmula, será:

4o;-i- 3 x 6 = 2 6 ,  ó 4a ;= 26— 1 8 = 8 ,

de donde :

.t = 2, y = 2 + 6 = 8 , 2 = 8 ,  i í = 8 .



US

cuya sum a26 satisface también a la  ecuación (1)-
Veamos si sucede lo mismo formando el produc­

to de dichos valores, comprobados con el último 
término de la ecuación propuesta.

El producto de los valores que dá la primera de 
dichas dos fórmulas, e s :

5 X 5 X 5 X 1 1 = 1 3 7 5 ,

y los de la segunda son :

2 x 8 X 8 x 8 = 1 0 2 4 .

Y como el último término de la ecuación pro­
puesta es 1 024 , vemos que los verdaderos valores 
de las raices son 2 , 8 , 8 , 8.

EJEMPLO 2.*’

Sea la ecuación:

.r^+16.,2h^’̂ + 9 4 ,3 7 8 2 :rV  237 ,1 2 5 3 0 8 ^ +  
+ 2 1 8 ,6 7 9 9 2 4 4 = 0 ,

y tendrémos:

í c + y + z + í í = — 16,21 (1),
xij-^xz-\-xu~{'yz+yi('+zu~9^.31S^ (2).
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Restando del cuadrado de las raíces los 

los productos binarios, tendrémos:

8
de

- 1 6 , = 2 6 2 , 7 6 4 1  —  2o l,6 7 o 2  

d 1 ,0 8 8 9 = m ’-.

l / l  1,0889 = 3 , 33

Ahora saquemos los valores con las dos fórmulas 
arriba expresadas, y será:

1 ." a;+ (y =  a:) +  (s ~  x) +  {u = x 4a; 4- /?,
y será:

16 ,21 , ó 4 a ;+ 3 ,3 3 = — 16,21 , ó
4.a;^— 16,21— 3 ,3 3 = — 19,54 , de donde 
a:; =  — 4 ,8 8 5 , y ~ — 4 ,8 8 3 . 2 := 4 ,8 8 5  , w =  

— 4 ,8 8 5 + 3 ,3 3 = 1 ,5 5 5 .

El producto de estos valores no es igual ai último 
término de la ecuación propuesta.

Las raíces de la segunda fórmula son x, y~x-\-m, 
2=a:+?n, u=x-{-m , y la suma 4a;+3?íi.

Por consiguiente tendremos 4 a ;+ 3 m = — 1 6 ,2 1 ,ó 
4a; +  9 , 9 9 = — 16,21 , ó 4a: =  — 16,21 — 9,9 9  =
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— ^6,20, de d o n d e 6, 55,  í/ ^ ~ 6 ,5 5 + 3 ,3 3  =  
= — 3 ,22 , z— — 3 ,2 2 , u = — 3 ,2 2 . El producto de 
estos valores es 218 ,6799244 , que es el último tér­
mino de la ecuación prouesta,.

66 . S.®" caso. Que la ecuación tenga dos 
raíces iguales, lo cual también puede ser de tres 
modos como se dijo (58).

La primera de oslas tres subdivisiones se verifica 
cuando las raíces son x, y— x, z=x-\~n^ to=x~\~p  ̂y 
la suma de todas ellas es ^-x+n-hp.

Siguiendo la misma marcha que hemos llevado 
hasta aquí, tendrémos:

(.r+ y +  2: + uy=x^  -h y ̂ + + 2.Ty+ 2xz -h 2xu 
~\~^yz-\-%ju-h2zu.

0  poniendo sus valores:

(x-\-y-hz -\-uf=x'^  +.T°+.'T^ +  2.'r?^+n^ +.T^ +  
H- 2.rp +  9̂̂  +  +  ^x (x + n )  + 2 .i’ {x-\-p ) +
{x-\rn)+^x (a;+p) +  2 (x-hn) (x-\-p)=x'̂ -\-x'̂ -\-x'̂ ‘ -h 
+ %xn+ n ̂  +  +  ^xp+ + 2 . ^ ^ + + %vn+ '̂ x'̂ +  
+ 2.rp+ +  %xn+ %x̂  +  2xp+ 2.r'' -h X̂7i +  ^xp +  
+2;/p, ó

ix-\-y+z-\ruf~iQx^-^Sxn-i-Sxp~^7i^-\-p  ̂+  2np, 
ó (a; +  y +  z-h u f— ( 4-p® +  %ip) ~  \ 6.t^+ Sxn 

+  (i)
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Los productos binarios son:

xy H- xz-hxu-^ yz 4 - yu +  zu— x̂  +  x [x-\-n)-\-x 
(x-^p)-\-x {x-{-n)~^x {x p) -h (x-\-n) (.'r+ p )“ ¡r^+ 

4-a:* +  xn-i-x  ̂+  xp +  x̂  +  xn-hx^~bx¡) -\-x̂  + x n +  
-\-xp+np^ ó

xy-^xz+xu-hyz-^-yu+zu— ^x^+'^xn+^xp +  np
ó x y ^ x z  -h xu -i-íjz-\- yii +  zu— np=Qx^-\-3xn-h 

-hdxp (%

Con las ecuaciones (1) y (2) formaremos pro­
porción, y tendrémos:

(x-^-y+z-h u f— (n̂  + 2«p)
xy -\-xz-\- xu+ -h yu -h zu— np 

\Qx‘̂ +^xu+Sx¡)
Qx‘̂ -\-3xn+3xp

Dividiendo los dos términos del segundo que­
brado por 2a:^+,T/H-a:p, será:

{x-\-y-hz+uf— (n^H-p^+2np) 8 ,
xy -i- xz+ xu ̂ -yz-\- y u + zu— np 3 ’

(.r+ ■ !/+ 2: + u )̂— (n^+p^+ 2np)=  
S{xy-\-xz-\-xu-\-yz-\-yu-\-zu) 8«p

3 3"^
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3

= ^ + ^ * + 2 « ^ ------

ó ( . , ^ 1 ^ 1  ,,)̂ - 8 j:ry+ xz+ xu + yz+ yu + ,u )

ó ( x + y + z + u f  _ . 8 (^ ÿ + x ^ + a i« + ÿ z + ÿ « + z ^ )
3

==n^+p^
^np

67. Vemos, pues, que cuando la ecuación de 
cuarto grado tiene las raices de la fórmula x, y = x ,  
z==^x-hn, u=x-\-p, restando del cuadrado de las

g
raices los -g -  de los productos binarios, nos dá los

2
los cuadrados de las diferencias ménos -g -  del pro­

ducto de las mismas. Pero, ¿cómo harémos para 
descomponer un número que conste de estas tres 
partes? Ya en el tercer caso de las ecuaciones de 
tercer grado nos resultó una fórmula muy parecida 
á la que nos ocupa, pues era — mn, y en

%np
el caso actual es, N^=n̂ -\-p^ Y aún esta

-(s iaU O T E C A



lleva ventaja sobre aquella, toda vez que está más 
próxima al cuadrado. Sin embargo, aquí dista del. 
cuadrado mucho más que allí usando de la fór­
mula Examinemos, no obstante,

si puede utilizarse.
68. Llamando iV á la diferencia que resulta de

g
restar del cuadrado de las raíces los de ios pro­

134

ductos binarios, tendremos: ]V=n -̂\-p^
^np

Multiplicando por 3 los dos miembros de la ecua­
ción para quitar el denominador, será;

3iV^=:3n^H-3p^— tn f  (1)

Si extraemos la raíz entera de 3N, que llamaré- 
raos i?, y la elevamos ai cuadrado, tendrémos:

+ 2np (2)

Sumando ambas ecuaciones (1) (2), será:

3 iV - i - i J '= 4 n '- fV

que dividirémos por 4, y será: 

3N+R^
4

(3)



<5?

Restando la (3) de ia (2), será:

%np==R‘ 3iV + i?’ 4/?*— i?*— 3iV
4 4

Dividiendo por 2 , será:

3i?*~3iV
np=- 8 (4)

Tenemos la suma y producto de dos cantidades; 
luégo lo serán de las raíces de una ecuación de se­
gundo grado, y tendrémos:

n + p = R ............ (5)
np==SR^~-3N(Q)

8

Restando del cuadrado de la (5) el cuádruple de 
la (6), será:

i í ‘~ 4 X
SR̂ — BN 8 i? * ~

8 8
12iV— 4fi^ 

8

Sacando los valores de Vi y p, dará:

^ __Y/ 42V-4ÍÍ»

n=
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Suslituirémos estos valores en la ecuación (1), y 
si la satisfacen procederémos á sacar las raices de la 
ecuación con los valores obtenidos den, p. Si no la 
satisfacen es preciso ensayar otros cuadrados. 
Ahora falta examinar si esta operación podrá ser 
demasiado difusa, ó si con facilidad podrémos hallar 
el cuadrado que se busca.

Tomemos, por ejemplo, en el cuadrado de:

2 . 2  or8 - ¡  --------^ = 2 4^ 3

que multiplicado por 3 para quitar el denomina­
dor, será:

3w^-l-3p^— ....... (1)

Si tomamos el cuadrado de 9 ,  será:

.......(:2)

Sumando am bas, dará:

4n®+4^^=153

que dividido por 4 ,  es :

n V í)^ = 3 8 ,2 5 ...... (3)



Restando la (3) de la (2), nos dá: - 

2 ? ip = 42 ,75

Dividiéndola por 2 , resulta: 

n p = ^ \  ,375

y tendremos:

w jo=21,375

Restando del cuadrado de la primera el cuadru­
plo de la segunda, será:

6 4 — 4 x 2 1 ,3 7 5 = :— 4 ,5 ;  l / - —4,5 ima­
ginaria que nos obliga á tomar el cuadrado ver­
dadero.

Tomando el cuadrado de 7 en vez del de 8, será;

3n^-{-3p —̂ 72 
w^+j9^+2wp—  49 = T  

4ŵ 4-4j9^...=121 
n ^ -\ -p '^ ... .=  3 0 ,25  

‘̂ n p . . . . —  18,75 
n p . . . . —  9 ,375  

n-\-p=l 
w jo=9,375

7 ’ — 4 X 9 , 3 7 5 = 1 1 , 5 ;  ( / 1 1 , 5 ,  e t c . ,  e t c .



Aquí no hay absurdo manifiesto; por lo que, con­
tinuando nuestras operaciones, llegaríamos á cono­
cer que no era el cuadrada de 7 el que buscába­
mos; y en lugar de tomar el de 8 podríamos lomar 
el de 6 ,  y será:

36
4n ^ + 4p ^ ....= 108

........ -=  27
%np........ =  9
np.........=  4,5

7¿4-p==6
?^íí=4,5

36— 4 x 4 , 5 = 1 8 ;  l/ l8 ~ = =etc., etc.

Tampoco hay aquí absurdo manifiesto; por lo 
que continuaríamos hasta conocer que debíamps 
cambiar de cuadrado.

Así continuaríamos hasta llegar al cuadrado de 
4 ,  y tendríamos;

3?i’ -h3p®— "^np= 72 
n̂ ~\-p‘̂ +^np.=^ 16 

4n“+ 4 ^ \ . . .=  88

........ =  22
^np..........— 6
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absurdo que ya nos avisada que el verdadero cua­
drado que buscamos es mas alto.

Tenem os, pues, que si bien siguiendo los cua­
drados inferiores, hay que ensayar 4 cuadrados, si 
tomamos un cuadrado mayor cualquiera que el 
verdadero, nos presenta una raíz im aginaria: y si 
en todos los casos ocurriéra lo m ismo, muy fácil­
mente resolveríamos la cuestión. Probemos, pues, 
en cuadrado más alto , y observemos su resultado. 
Sea en el cuadrado de 100 :

Multiplicando por 3 para quitar quebrados, será: 

3 n ^ + — 2 ?ijj= 26200

Si tomamos el cuadrado inmediato superior, 
será:

n * 10201 =  101 ’
.= 3 6 4 0 1

9100 ,25
^np........ =  1100,75

np.......=  550,375

10201— 4 x 5 8 0 ,3 7 5 = 7 9 9 9 ,5 ;  l/ 7 9 9 9 ,5 ,  etc.



No hay absurdo manifiesto; por lo que continua­
ríamos nuestras operaciones hasta que conociése­
mos debíamos cambiar de cuadrado, y en vez de 
tomar el inmediato inferior, podríamos tomar el 
superior. En este nos sucedería lo mismo; y por úl­
tim o, tendríamos que ensayar muchos cuatirados 
antes de encontrar el absurdo, pues ni con el cua­
drado de i5 0  nos lo presenta todavía. Y si en lugar 
de tomar ÍoS cuadrados superiores, tomamos los in­
feriores, no lo hallamos tampoco hasta bajar al 
cuadrado de 93.

69. Resulta, pues, que la fórmula N=^ri^-^p —̂
^np

---------^  ofrece muy grandes inconvenientes para

la resolución de las ecuaciones de que tratamos. Y 
no pudiendo joor ahora encontrar otra fórmula que 
la sustituya con ventaja, lo aplazamos para cuando 
tratemos del cuarto caso, que es aquel en que todas 
las raíces son desiguales. Dejarémos, pues, esta 
subdivisión en tal estado, y pasarémos á la si­
guiente.

70. La segunda subdivisión del tercer caso
es cuando las raíces están representadas por 
X, z ^ x + m , n = x -h p ,  sumando 4a;+

Ejecutando lo mismo que en los casos anterio­
res, tendrémos:

160
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- +  +  ^xy +  X̂Z +

+ ^ ^ u -^ "^ y z-h ^ u + ^ zu = x ^ -h {x ~ h m y -h {x -\-m f-h
- ^ { x ^ p f - h ^ x  { x ^ m ) -^ % x  (x ^ m ) +  ^ x ( x ^ p )  
+  ̂ (x-hmy-\-'¿ (x+ín) (a ;+ ^ )+ 2  (x+ m ) (x -h p )=  
=  x̂ ~{̂  x‘̂ -\- %xm+ m '+  x^+ ^xp +
+  +  %x̂ -\- %xm +  2 .1;^+ ^xm +  2 ’̂̂ + %xp +  %x^+
+  kxm  +  2m ^+ 2a;  ̂+  ^xm +  ‘̂ xp  - f  %7ip +  +
+ 2 .m + 2 ^ p + 2 m p  ó

{x+y+z-\~uf= \^x^-\-\^xm  +  8^p+ 4m^+ ji?^+ 
+4m/? ó

(x+ y+ % -^  n f— ( 4 m ^ + + ^mp)==iQx^ - h  1 6o;m - h  

+  8̂ /? (1)

Los productos binarios, son; 

xy+xz-\-xu-byz-\-yu-\-zu=x[x~{-'W .)+x(x-\-7n^-\- 
~y-x{x-^p)+[x+my-\-{x-]rm) {x-\-p) +  {x-^rm\ (^-h 
-^ p ]^ x ^ + x m + x ^ + x m + x ’̂ + x p + x ^ + ‘̂ xm +m ^+
+ x^+ xm+ xp+ mp+ X'+xin -hxp ~\-mp ó 

xy+xz-\ -xu  +  7jz-^7ju-^zu~ 6 .̂ ;̂ + ^xm -\-3xp-h 
4-m^+2mjo ó

xy-hxz-hxu-\-yz +  yu  +  zu~(m^-^%np)=Qx'^-h 
4-6.rm +3.r;? (2)

Con las ecuaciones ( í)  y {%) formaremos propor­
ción , y lendrémos:

_________ [x-{~y-{-z-{~ uy— (4m^+ p"̂ + 4mp)
xy-hxz-\~xu-hyz-\-yu^zu— (m^+%np) ~

____16^^+ iQxm-hSxp
^x' -̂hGxin-\-3xp
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Dividiendo los dos términos, del segundo que­
brado por ^x^+^xm-^xp, tendrémos:

I
(a; -1- y + %+ u f —  (4m^+ + 4my)) 8

xy-]-xz-\-xu-i~yz-\-yU'}-%u— ( m ^ + 2 m p )  3

(x + y + s ( 4 m ^ + p"̂ + k m p ) =  

% {xy-\ -xz+ xxt+ yu+ yz-{-zu )  8 ( y n ^ + 2 m ^  ^
=  3 3

S(xì^-hxz-{-xU'^-yz-\-yu+zu) 
{x + y ^ z -h u f -------------------------- 3 ^ ------------------- -

8m^— 16mp
o

,, %(xii-{~xz^xic^yz~\-yu-{-zu) 
{x-\-y+Z'^-uf------- ------------------ 3 - --------------------

12hî
■p"

i'^mp 8m^ 16mp

8 fxí/+ .T2:4 - xíi+ yz+ yu+ zu) 
{x^ y+ % -b -v f'~ — -------------- 3---------------------" =

^mp
- T “ + P

7 t . Pero esta fórmula iV =-
4m̂

-P
4mp

3 3
aunque la multipliquemos por 3 para quitar el de­
nominador, resultando 3iY=4m^+3/9^— 4íy^p, es de 
una solución muy difícil y penosa, pues los ensayos 
que fuésemos haciendo para buscar un cuadrado 
cuya raíz fuese la misma que la de 4m^+3;9^— 4w/?,
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no pueden hacerse sin que vayamos descomponien­
do la supuesta raíz en sus factores para buscar los 
valores de m y de con objeto de sustituirlos en 
dicha fórmula, y ver si la satisfacen; operación lar­
guísima y trabajosa.

72l. Podríamos hallar otra fórmula de no tan 
malas condiciones, trasformando el valor de n = x-{-p  
cnn=z-\-h, que es lo mismo, toda vez que n ~ z  
mas una cantidad que llamaríamos/t. Sustituyendo

1 ATeste valor en N =  — q— 'rp - se converti­

rá en +

4 ,1^ 2— %mh

Multiplicando por 3 ,  nos dará :

3iV =3w ^+3á^+2?ná.

Indudablemente esta fórmula es mucho menos . 
mala que 3iV=4m^+3p^— hnp\ y también ofrece 
menos trabajo que la hallada en la siibdivision an­
terior, que era 3N=3n^+3p'^— 2̂np, toda vez que 
hallándose esta más distante del cuadrado que 
aquella, deberíamos con la que nos ocupa, divagar 
mucho menos para encontrar el cuadrado cuyas
raíces son m y h. A pesar de ésto , nunca dejaría^é-*™ í^‘ o¿^

•
L ( » B u o T e c .



ser una operación mas difusa que la que deseamos. 
Y no pudiendo por ahora exponer un medio más 
ventajoso para la resolución de las ecuaciones de 
esta subdivisión, lo aplazamos para cuando trate­
mos del cuarto caso , que es aquel en que las cua­
tro raiccs son desiguales.

73 . La última subdivisión del tercer caso , es 
cuando las raices están representadas por:

X, y=x-\-m, ^l=x-\-n,

y la suma de ellas e s :

."T 4 - y  4- s + ii~ ix  - f m  4 - .

Elevando al cuadrado la suma de las raices, y 
sustituyendo sus valores, tendremos:

{x-\-y-^z-h 4- 2 .ry  4- '^xz 4 -  ̂ xií

4-2y2:+ % ju-h^zfi=x^-\-{x-\~m f-\-[x+ny'i- {x-\-i%f 

-i-2.^ '(.r4-í/^) + 2 .r  ( .r4 -n )  %x (.r4 - n )  4 - 2  [ x + m )  

(x-\-n) 4 -2 ( a í+ m )  (.'c4 -n ])H -2 (.r4 -?? )^ = .r^ + a ;^ 4 - 

%vn 4 - n' -̂hx'̂  4- %vn~hn^-^ 2a;®4- 

+ 2 .rm  4 - 2.c^ +  2a;í̂  4- 2.r̂  4 - 2 .r;i 4 - 2.r^ 4 - 2 .m + 2 ;r? z 4 -  

4-2»m 4-2a;^4-2.rm 4-2.m H-2??m 4-2a;^+toi -l-2w  ̂ ó
(a ;4 -y4 -2 4 -w )^ = 1 6 a ;'4 '1 6 a :n 4 - Sxm 4 - 4?^^4- 

4-4wm, ó
( a;4- y- l -^4-^¿7— =  4-  \^xn

i - Sxm ..........  ( I) .

164



Los producios binarios son:

xy+xz-\-m+yz-^yu-\-zu~x[x-{-m)-\-x(x~hn)-\- 
+ x [ x  +  n ) + { x  +  m)  ( x  +  w) h { x ^ m )  ( o;h- w) h-  
+  {x-\-nY^x^-\- xfin -\-x^-\-xn -{-x'^-hxn-\-x‘̂ -\- xm-\- 
+ xn+ mn+ x^-\-xm+ xn -h mn+ + ^xn n- ó

xy-\-x%-\-xu  + 2/2: +  yu +  z u ^  6o;'+  6.m +  3xm-h 
~h^mn-\-n  ̂ ó

xy-\-xz-\-xu-\-tjz~hyu-{~zu —^mn— rC'— ^ x^ ^ xn  
+  3a;m .......... (2).

Í6 5

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremos pro­
porción, y iendrémos:

{x-\~y+z+xif— — W -— 4mn 
xy-\-xz+xu+ y 2:+ y + zu— 2m«—  
\Qx~- '̂\Qxn-\-Sxm

6a;^H-6.m+3a;w

Y dividiendo los dos términos del segundo que­
brado por 2.r^+2a'w+.rm, tendremos:

{x-\-y-\-z-\- u f— — 4 — 4wŵ 8
x y + x z -^ x u ^ y z ^  y u + zu— %mn—
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Ó {x-ì-yi-z+uf— irì̂ —71̂— 4m?i=

ñ[xy-{-xz-\-xu-{-yz-hyu+zu) ÌQmn

(x+y-^z-\-uf— 

— m̂ -\------ ------- 1-

ì 3 3 ’
8 {xy -hxz-\-xu-\-yz-{-yu~\-zu)

3 “
12mn ÌQmn Sn̂
^  w ~ —  -TT-- —m"

3

+
4mn

"■ 3 “

74. Aquí tenemos otra fòrmula tan difícil de re­
solver como la anterior, pues aunque quitemos el 
denominador, convirtiéndose en 3iY=3m^4-4?^^—  
— 4??m, no podemos deducir los valores de m, n si­
no [)or medio de un trabajo muy prolijo y penoso 
para ir descomponiendo en sus factores las raices 
de cada cuadrado que ensayaremos, y sustituyendo 
sus valores en dicha fòrmula para ver si eran los 
verdaderos. Pero afortunadamente podemos eludir 

este escollo como lo hicimos en el anterior, lo cual 
aplazamos para cuando tratemos del siguiente caso.

75. El cuarto caso de las ecuaciones de cuarto 
grado es aquel en que las cuatro raices son des­
iguales. Estas entóneos se hallarán representa­

das por:

y— x + m , u^x+j>^
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siendo la suma:

Ejecutando lo mismo que se ha practicado hasta 
aquí, tendrémos:

-h'^xz +2.rw

+2yz+%u+22:w.

Sustituyendo sus valores, será:

(.T+?/+ 3+ u y = x ‘̂ + (x H- m f + (íC H- n)̂ + (íC H-p)̂  4- 
H- ̂ x(x+ w)+ "^xíx+ n)+ ^x{x+ p )  4- 2 (.r+ m) {x 4- n) 

4-2{x + wi) (s-h^j)4-2(.r4-;íí) (^ + / ))= .'r^ 4 -'.'rV lm +  
4-m̂ +a:'̂ 4- 4-n̂ 4- ̂ 4̂- ‘̂ xp +|j +̂ 2.7:̂  4- 2£C»I4-
4- ̂ x^+ ‘¿ x n +2.7:̂  4- ̂ xp + 2o;̂  4- ‘̂ xm + %xn 4- 2mn 4- 
+ 2íĉ  -h 2a:m 4- + 2m;/) 4- 4- ̂ xn 4- 4- ̂ np,

ó (.T;4-y+24-7¿7==lG:r^4-8xw¿4-8OTH- 8.7:p +  7»^+ 

4- 4- 2 /n/i 4- % np+ 2/?p
ó (^-hy 4-z4-w)^— —p"̂ — 2?n?7— 2mp — 2/1̂ 3 

=: 1 6t;̂ 4- S x m + Sxn 4- Sxp.

Los productos binarios son:

xy-{-xz-\-xu-\-yz-\ryu~^zu.

Y  sustituyendo sus valores: será:
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xy+ xz+xu-hyz-hyu-^- zu = x {x+ m)+ ít¡ (a;+ u) + 
-\-x{x-\-p)-{-(x-h7n) (a:H-n)+(a;+m) (x-h-p) +  {x+n) 
[X -\rp)=x^+ xm -\-x^-i-xn-\-x--{-xp-\-x^-h xm+ X7i+ 
-h mn+ + x?n+ xp+ mp+x^+ xn -i-xp-\- np 

ó xy-\-xz-\-xu+yz+yu+zu=^x^-\-Zxm  +3a?M+ 
+ 3xp+ mn+)íí;p+ np

ó xy+xz+xu-[~yz+yu-{-zu—mn— mp—np~%x^ 
’̂ 2x)n-\-^xn-\-^xp (2).

Con las dos ecuaciones ( I ) y (2) formarémos pro­
porción, y tcndrémos:

{x ~ {-y + z + u f—7n̂ — — 2 mn— 2mp— %ip 
xy-\-xz~\-xu-{-yz-\-yu-hzu— mn— mp—np 
16a:̂ + Sx7n+ Sa:^+ Sxp 
6a:̂ + 3a;m+ 3a;/i+ 3a;p

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­
do por:

'^x'^+xin+xn-hxp,
será:

(a:H-y 4- z-hu f— m̂ —ri?— p̂ — — 2mp — %np 
x y + x z + x u  4- yz^-yu+zu— mn— mp—np

8
ó {x+ y+ z-\ -u f— — p̂ —%mi— %mp—

_ 8{a;y+a;^+a:M 4- lyz+yw 4~ zu)
3

%mn 8mp 8?ip
3 3
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ó 8í^-y+^^+^>^+y^+yu+zu)
3

ñmn ßmp ßnp=m^-h«,^+p^

Smn Smp Snp

ó +  8 {x y + x z+ x u + y z+ y u + zu )

* ^mp ^np2 ,  ,  Smn-------- ----- g

Y llamando iV á la diferencia que resulta restan-
g

do del cuadrado de las raíces los de sus pro-
o

duelos binarios, será:

%nn ^mp ^np
3 3 3

y multiplicado por 3 , será:

3iV=3(m^+w^+p )̂—(2míi+2mp + ^np).

Fórmula que nos dice que verificando dicha resta, 
nos resulta los cuadrados de las diferencias y—x,

2
z—x, u— X, menos los —̂  de sus producios bina­

rios. Para hallar, pues, los valores de las raíces ne­
cesitamos, por consiguiente, averiguar los de sus 
diferencias m, n, p, lo cual conseguiríamos de igual



1

íto
manera que en todos ios casos anteriores, ensayan­
do cuadrados. Pero como podemos emplear el mis­
mo sistema que en las ecuaciones de tercer grado, 
que reúne todas las ventajas de sencillez, claridad y 
prontitud, nos ocuparemos desde luego de él, pres­

cindiendo de todo lo demás.
76. Este sistema á qué aludimos es la forma­

ción y uso de las tablas, de diferencias, sobre lo 
cual muy poco es lo que tenemos ([ue añadir á lo 
dicho en los números (43) y siguientes, pues asi 
como allí son las diferencias m y h con la fórmu­
la aquí son m , n ,p  con la fórmu­
la que acabamos de sacar de N=m^-\-7vA-p‘'—

—   ̂ multiplicada por 3

para mayor facilidad, es
— %nn— 2 hí/>— %ip. R e stan d o p u es, del cuadrado

8
de la suma de las raíces los de la de los pro­

ductos binarios, nos ciará-iV, .([ue multiplicaremos 
por 3 ,  y será 3iV, que buscaremos en las tablas, y 
nos presentará á su lado las diferencias m, 7i, p. Si 
por una casualidad ocurriese que al buscar á 3iV 
(c!n el caso de tener decimales) en las tablas, lo 
hallásemos seguido de ceros, entonces debemos 
considerar á 3iV como seguido también de aquel 
mismo número de ceros; pues consiste esto en que
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como en decimales se desprecian los ceros á la de­
recha y en enteros no, puede suceder y sucede que 
teniendo por, ejemplo, m, ó n, 6p , óm  y n, ó m, n 
y p, dos cifras decimales que al elevarse al cuadrado 
se convierten en cu atro , al restar el doble producto 
de 7nn-\-mp-\-np, se destruyan aquellas ó alguna de 
dichas c ifras, y resultando ceros á la derecha se 
omiten. Asi q u e , la división que se haga en las di­
ferencias que las tablas nos d en , será por la unidad 
seguida de tantos, ceros como la mitad del número 
de cifras decimales sumado con el de los ceros que 
en las tablas-hayamos encontrado agregados á 3iV.

Ejemplo: Si tenemos 3A "= -341,61, y buscamos 
este número en las tablas, hallaremos el número 

3416100. Por consiguiente, con arreglo á lo dicho 
dcl)cmos considerar á 3iV como con cuatro decima­
les, y por consiguiente, , dividiremos por 100 las di­
ferencias íw— 74 5 , í í= 7 4 5 ,  p = I 3 0 0 ,  y serán 
? n = 7 , 4 5 , 7, 43,  p=\d  las que correspondan á 

341 ,61 .
77. Si 3.V no estuviese en las tablas será N  

un cuadrado perfecto, en cuyo caso la resolución 
de la ecuación es la explicada en los números

W  , .
(61, 64 y 65), ó será N = - ^ ,  cuya resolución ex­

plican los números (62! y 63). Y á estos mismos nú­
meros (61 al 65) deberémos recurrir si estando 3 ^
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en las tablas nos diese para las raíces valores falsos, 
que conocerémos comprobando su producto con el 
último término de la ecuación.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE 4.“ GRADO.

78. Pocas palabras bastarán para llenar cumpli­
damente el objeto que nos proponemos.

Hemos visto (7S) que las raíces son a;, i j= x -h m , 
z ~ x + n ,  M— .-c+p, y que la suma és x + y -\ -z ^ u =  
— 4a?+m -i-w +p. Halladas, pues, en las tablas las 
diferencias m, n, p, sustituiremos sus valores en 
esta fórmula; y dejando en un sólo miembro á 4;r, 
dividiremos por 4 y Icndrémos el valor de x . En 
seguida sustiluirémos este y el de m en y=o;-hm , y 
nos dará el de y; harémos lo mismo con n y p en 
z = x ^ n ,  w =a;4-p, y quedará resuelta la ecuación, 
como lo veremos en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO i.*

Sea la ecuación: ■

+ 1  77.t —̂ 423a; -h 270-= 0

y tendrémos:

a;4-y+2:-4-W =25
x\j~\-xz-\-xu-\-yz+xju-\'ZU=\.l'^



Restando del cuadrado de la primera los de
o

de la segunda, nos dará:

25’----- = = 153= w ’ + n ’ +2)’—

2nm— %m'p— ^np
_  3

Y multiplicado por 3 , será:

459— — %np— '^np~3N.

Buscando en las tablas el número 459, vemosque 
nos marca las diferencias 2 , n=^5, p = 1 4 ;  y 
como la suma de las raices es a ;-h í/ + ^ + w = 25 , 
tendrémos:

kx+ m+ 714 -p = 2 5

Sustituyendo aquí los valores de m, n, p, dejando 
sólo en el primer miembro á ^x, y dividiendo por 
4, será:

4a:H -2+5 +  1 4 = 2 5  ó 4 a := 2 5 — 2 1 = 4 .  x ~  i
y=x~\-7n ó ?/ = 1h-*2..................................  ?/= 3
z= x-^ n  ó 2 ;= 'I + 5 ....................................  z =  6
M=.T-f-p ó M= 1 H-1 4 ................................ í /= 1 5

x~\-y-^z-\-u.....................  = 2 5
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Estos cuatro valores satisfacen á la ecuación pro­
puesta, que os lo que se buscaba.

EJEMPLO 2 .“
/

Sea la ecuación:

.r' +  i2,96a;' +  28,3 939ir'~-l32,bl5244a; —  
— 379,07549792-=0

y tendrém os:

12,96
xy + xz - f  xii -\- yz  4- yu~i-zu==2S ,3939

g
Restando del cuadrado de la primera los ■  ̂ - de 

la segunda, será:

_ .1 2 ,9 6 '—  " ^ ^ ^ ^ - ^ = = 9 2 , 2 4 4 5 4 — =iV.
3 3

Multiplicando por 3 , tenemos: 

276,7336=-3m'H-3?i^4-3p'—2mn—2m/>—

Buscaremos este número en las tablas, prescin­
diendo de la coma decim al, y vemos que nos dá las 
diferencias:

m -= 3 2 7 ,? i= o 3 2 ,/ )= 1 1 4 1

Recordando lo dicho (49) tendremos, que ha­
biendo cuatro cifras decimales en el número



ns
2 7 6 ,7 3 3 6 , al suprimir la coma, lo hemos multipli­
cado por 10000, y por consiguiente, hemos también 
multiplicado por iOO á las diferencias m, n, p, pro­
ductoras de dicho núm ero; luego tendrémos que 
dividir por 100 á estas diferencias, y sera:

m - 3 ,2 7 ,  n = 5 ,3 2 ,p ^ 1 1 ,4 1  

Tenemos:

— 12,96

luégo será:

á:x-hm-\~n+p=— 12,96 ó 4o? +  3 ,27  +  5 ,3 2 +  
+  11,41=— 12,96 ó 4 x = — 12 ,96— 2 0 = - 3 2 , 9 6 .

Dividiendo por 4 ,  será: - . : - x = -—  8 ,2 4  
ó y-\— 18,24+  3 ,2 7  y = — 4 ,97

s ^ .T + n  ó ; s = — 8 ,2 4 +  5 ,3 2  2 ,92
u~x-\-p ó u = — 8 ,2 4 + 1 1 ,4 1  3 ,17

ír + y + s + w  = —12,96
Con lo cual la ecuación queda resuelta.

79. Cumpliendo lo que ofrecimos en los núme­
ros (69, 72 y 74), vamos á tratar de las ecuaciones 
que comprende el 3 . "  caso (66).

80. La primera subdivisión de este caso es 
aquella en que las raíces están representadas 

(66) por:

rr, y — x ,  z — x + n ,  v ^ = x + p -  -.S;
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siendo la suma;

.TH-yH-z +  W=4oH-W+p.

Y como tenemos (20):

z = x + n ,  u=x-^p .

será:

m = y ~ x , n ^ z — x , p = u —x.

Si, pues, en el presente caso tenemos: 

y ~ x , z^ x-h n , u~x-hpy

será: m = 0.

Y por consiguiente, nada. hay que se oponga á 
que las tablas empiecen por en lugar de em­
pezar por 'm = l , con lo cual esta subdivision queda 
comprendida en el caso últim o, como se demues- 
tia  sustituyendo el valor de ??i=0 en la fórmula:

N=m^-hn^-hp'
%mi %np %\p

3 3 ^  ^
%np

3
estase convierte en iY = 0^ + ?i^ + p 2~ 0__0

2 2= n  + p ------ ^—  que es la fórmula que sacamos

entónces (66). Esto nos lo pondrá de manifiesto el 
siguiente:
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EJEMPLO.

Sea la ecuación:

 ̂ 45,5129.^^— 5 1 0 ,3 1 8 a ;+ 1 44 8 ,71= -0
y tendremos:

x-\-y-hz-\-u= — 12
xif+xz-\-xu-{-yz~hyu-\-zu~— 45,5129

0
Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, será:

— 1 2 '—  

8x45,5129

8X-45,5129
-12' +

1
3

2 6 5 , 3 6 7 7 - ^ = N

Multiplicando por 3, será: -

7 9 6 ,i0 3 2 = 3 iV .

Buscando este número en las tablas, prescin­
diendo de la coma, vémos que el número 7961032 
nos dá las diferencias:

m = 0 ,  91^1277, p=1523.

Dividiendo estos valores por 100, según lo di- / 
cho (4 9 )̂  lendrémos:

m =0, n— 12,77,p=15,23,



que sustituyéndolos en

4 a ;+ m + ? i+ p = — 12,

será:

4:í;-i- 0 +  1 2 ,7 7 + 1 5 ,2 3 = — 1 2 , ó =  — 12—
— 2 8 = — 40.

Y dividiendo por 4 , será: .......a ;= — 10
y=x-hm , ó y— — 10 +  0 ....... 10
z= x-h n , ó ^ = — 1 0 + 1 2 ,7 7  .......^ = 2 ,7 7
u = x i -p ,  ó i ¿ = — 10 +  1 5 ,2 3 ...... w = 5 ,2 3
■*

íT + y +  : s + i í = — 12

81. La segunda subdivisión del tercer caso es 
cuando las raices están representadas por (70):

x ,= y = x + m , z=x-{~m, u~x~\~p,

siendo la suma:

.T +  y + 2:+ í¿= 4aí+ 2?/ i+ p .

Entre esta subdivisión y la piim cra, no existe 
más diferencia sino la de que en esta tenemos m=w, 
lo cual no complica ni la formación de las tablas ni 

su uso. Sien lafórmula x-hy-\-z-hu=^íx-hm-hn-hp, 
hacemos m—n, que es el caso presente, se con­
vertirá en la misma suma :

x-{-y^z-\-u^k-x-^%n + p .

m



m

Y si hacemos igual sustitución en la fórmula del 
cuarto caso ,

%n?i %np 2np

sera:

%np 2mp

-^P

3 3
^mp

2m*

2m^
3 3

^mp 4wî
3

3 ~  3 ' P 3

que es la misma fórmula sacada (70).

Luego esta clase de ecuaciones pueden resolver­
se también por las tablas de diferencias del cuarto 
caso, como lo veremos en el siguiente:

4wip

EJEMPLO.

Sea la ecuación:

o ;^ -H l2,10;r'-f-12,2025^^ ~107,4825.r^  195,075

- 0 ,

y tendremos:

x~\“y-\~z-\~‘u = — 1 2 ,1 0 ,
xy-hxz-\-xu-hyz-hyu-\-zu=i^,^0^^.
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8
Restando dei cuadrado de la primera .los de

. la segunda, será:

8 x 1 2 ,2 0 2 5
:146 ,41— 32,54==

= 1 1 3 ,8 7 = :iV .

Y multiplicando por 3 , dará:

3 4 1 ,6 1 = 3 N ,

que buscaremos en las tablas, prescindiendo de la 
coma; pero no lo hallaremos, sino que verémos el 
número 3416100, lo cual nos dice que este nos da­
rá las diferencias de aquel; pero que debemos agre- 
g .̂r estos dos ceros a 146 ,6 1 , y teniendo ya cuatro 
decimales (76)^ dividiremos por 100 las diferencias 
que nos dá, y son:

m = 7 4 5 , )i==745, ^ = 1 3 0 0 ,  

que quedarán después de hecha esta división en 

m -= 7,45, « — 7,4o , ^ = 1 3 .

Con estos valores pasaremos á sacar los de las 
ra íc e s , y tendrémos;

4.T+m + n + í ? = — 12,10 ó 4a,'+7,45 +  7 ,4 o +  
- l - 1 3 = - 1 2 ,1 0  ó 4.r==— 12,10— 2 7 ,9 0 = — 40.



Y dividiendo por 4, será: . . . x~ — 10
y—x + m  ó y— — 10-1-7,45 — 2,55
z=x-\ -n  ó z ~ — 1 0 + 7 ,4 5  — 2,55
u—x + p  6 u= — 10 +  13 u =  3

x+ y-\-z -\-u  = — 12,10

Con lo cual queda resuelta la ecuación.
82. También hemos aplazado para este lugar la 

resolución de las ecuaciones correspondientes á la 
tercera subdivisión (73 y 74), lo cual vamos á 

cumplir.
Tenemos las raíces representadas por:

X, y = x + m ,z — x-\-n\

sumando:
a ;+ y + 2 + ?¿= 4 £ C + m + 2 n .

Y por consiguiente toda vez que z— u. Sus­
tituyendo p — íi en la fórmula,
, ,  , , , 2mn 2mp 2/íp
iV =m ^+?r+2> '—  —2------------ 3----------

será:
2wn 2mn

181

A"=m^+aM-n^-

jY=m ^+2«^—

3

kmn

Al 2 2n^IV = m ^ + — 3------- - j -

Ámn

3

3
ímn

3“

o

= m '+ — ív—
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que es la misma fórmula Hallada (73).

Haciendo igual sustitución en la suma

x+y-hz~\-u=^x-hm-\-n-\-p,

tendremos:

. 'C + í/ + 2 :+ íí= 4 a :+ m + n + n = 4 :r+ m + 2 rt .

Por consiguiente, también estas ecuaciones pue­
den resolverse por medio de las tablas de diferen­
cias , como verémos en el siguiente:

EJEMPLO.

Sea la ecuación:

18,75a:"— 123,4 3 7 5 a :+ 2 5 7 ,8 1 2 5 = 0
y tendremos:

a :+ y + 2 :+ w = — 8 ,25  

xy+ xz~ \-xu -\-yz -h yu + zu ^~ ÍS \1 ^.

g
Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, será:

— 8,25*—  -^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ = 1 1 8 ,0 6 2 5 = iV .

Multiplicando por 3 ,  será:

3 iV = 354 ,1875 ,
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cuyo número buscarémos en las tablas prescin­
diendo de la com a, y verémos que las diferen­
cias son:

m = -3 2 5 ,n = 1 0 7 5 , ^ = -1075,

que con arreglo á lo dicho (49), dividiremos por 
100, y será:

m = 3 ,2 3 , í í= 1 0 ,7 5 ,  ] j= 1 0 ,7 5 .

Sustituyendo estas diferencias en 

íx-\-m-i-7i-hp^— 8 ,25 ,

sera;

4a ;+ 3 ,25  +  10 ,7 3 -1 -1 0 ,7 5 = — 8 ,2 5  ó 4 x = -~ 8 ,2 5
~ 2 4 , 7 5 = ~ 3 3 .

*
Y dividiendo por 4, será: . . x=^— 8,25  

y=x-\-7n, y—— 8,25-1-3,215 y— — 5 
s=a^H-íi, 2 = — 8 ,2o ~ h l0 ,75  2—  2,50  
7i~x-hp, u = — 8 ,2 5 + 1 0 ,7 5  n ~  2 ,50

.T + ? / + 2 + w = — 8,25

Con lo cual queda resuelta la ecuación.
83 . De lo expuesto resulta que todas las ecua­

ciones de 4 .” grado completas pueden resolverse 
por medio de las tablas de diferencias con la mayor 
facilidad. Pero en atención á lo sumamente fácil que 
es también la resolución de las ecuaciones com­
prendidas en el segundo caso , dejamos su resolq-

/'

■■
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m

cion, tal como se explica en el número (61), al cual 
se acudirá en el caso de que al presentársenos una 
ecuación de 4.® grado para ser resuelta, no halláse­
mos á 3iV en las tal)las, ó si hallándole, no nos diese 
las verdaderas diferencias, y por consiguiente, sa­
cásemos falsos valores de x’aices. Para asegurarse 
de que hemos obtenido las verdaderas yaices, de­
bemos siempre comprobar su producto con el últi­
mo término de la ecuación.

ECUACIONES INCOMPLETAS DE 4.“ GRADO.

84. No siempre las ecuaciones se presentan con 
lodos sus términos^ sino que á veces les falta uno ó 
más de ellos. Esto, sin embargo, no hace variar ab- 
solutamenljc nada el sistema explicado para las com­
pletas, que tiene igual aplicación en las incomple­
tas. Porque, sea cualquiera el término que falte, no 
consiste en otra cosa que en haberse nivelado y 
hecho igual las cantidades-positivas y las negativas. 
Empezaremos por el caso en que á la ecuación la 
falte el segundo term ino, cuyo coeficiente (9), sa­
bemos que tomado con signo contrario es igual á la 
suma de las raiccs. Y  como las demostraciones que 
tenemos dadas (59, 6 1 , 6 2 , 64, 66, 7 0 , 73 y 75), 
comprendan todos los casos de igualdades y des­
igualdades de las raíces, no tenemos necesidad de



una nueva demostración para la resolución de esta 
clase de ecuaciones. Solo, pues, dirémos, que cuan­
do falta el segundo término en estas, es porque en 
la suma de las raices se. nivelan los valores positi­
vos con los positivos, y resulta cero por consi­
guiente. Nos limitarémos, por lo tanto, á poner el 
siguiente:

EJEMPLO 1.“

Sea la ecuación:

íc'— 172,4469ic"— 1070,54398.r—  1623,75024=0 

y lendrémos:

x-hy-i-z-hU— 0,
xy-\-xz-hxu-\-ijz-\-yu-i-zu=— 172,4469.

g
Restando del cuadrado de la primera los - g -  de 

la segunda, será:

0 ^ - l > < ^ : i ¡ M ^ = 4 5 9 , 8 5 8 4 = j V

Y multiplicando por 3, tendremos:, 

1379 ,5752= 3iV .

Prescindiendo de la coma, buscaremos este nú­
mero en las tablas, y vemos que nos dá las dife­
rencias,

?n=273, «=555,^=2372.

185



Con arreglo á lo dicho (4 9 ), las dívidirémos por 
100 , y tendrémos;

n===5,55, p = 2 3 ,7 2 ,

con las cuales pasarémos á buscar los valores de las 
raíces, y será:

ó 4a:H-2,73-1-5,55 h- 2 3 ,7 2 = 0 ,
ó 4.t= — 32, de d o n d e.......x— — 8

yz=x-\-ni, ó y ~ — 8 h- 2 ,73  .......y — — 5,27
z=x-\-n, ó 2 = —r 8 + 5 ,5 5  ....... 2; = — 2,45

óíí==— 8-1-23,72 .......^^= 15,72

x-{-y~ h z+ u ....... 0

Comprobado el producto de estos valores con el 
último termino de la ecuación, lo satisfacen, y por 
consiguiente, esta se halla resuelta.

85. Otro caso de ecuaciones incompletas es 
aquel en que falta el tercer térm ino, cuyo coefi­
ciente sabemos (9) que es la suma de los productos 
binarios do las raíces. Pero su resolución no varía 
por eso, pues se halla dentro de la ley general esta­
blecida, por lo que nos limitarémos á poner el si­
guiente ejemplo:

Sea la ecuación:

.^ ^ _8 .T ^ + 128 .r~ 256= 0 ,

V  t e n d r é m o s :

186
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^ + y  4" 2 + w = 8 , 
xy'txz+ xu -\ -yz+yu  -h 2 W=*0 .

g
Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, es;

8*------ ^ ^ = 8 * = 6 4 = i V .

Y multiplicando por 3 ,  n o sd á ; 3ÍV = 192 , que 
buscarémos en las tablas, y vemos que nos dá:

m = 8 , w = 8 , ¡0 = 8 ,

y tendrémos:

4a; +  m + n H -jo = 8 , ó 4a;+  8-1-8-1-8= 24 , ó 4 a :=  
= 8 — 2 4 = — 16,

de donde dividiendo por 4 .......x ~ — 4
y^x-{-m , ó y = — 4 -h 8  ...... y =  4

z=^x-\-n, ó z = — 4-1-8 .......] s =  4
v^x-\~p, ó — 4 + 8  ...... u =  4

x-\-y-\-z-¥u ......  =  8

Cuyos valores comprobados con el último térmi­
no de la ecuación lo satisfacen, y laa halladas son 
sus verdaderas raices.

86. Gomo según hemos visto en todo lo expues­
to, nos basta para resolver una ecuación los térm i­
nos segundo y tercero, sea ó no igual á cero cual-



quiera de ellos, creeríamos malgastar el tiempo en 
inquirir si puede haber ecuaciones en que faltan 
otro ú otros términos, pues nada nos debe esto im­
portar teniendo los necesarios para su resolu­
ción. Lo que sí nósdejaria inutilizados, seria el que 
en una misma ecuación faltasen los dos términos 
segundo y tercero. Pero, como demostrarémos en 
la teoría general, no puede esto verificarse.

ECUACIONES POR RESOLVER.

—  13,08.1:' -h 6 4 , 1574 íc'  — 1 3 9 ,8 6 3 1 3 2 a :4 -  
+ 1 1 4 ,3 3 8 1 1 0 4 1 = 0 .

88a:— 6 4 = 0 .
o:^_2,2a:'— 18,72a :V 72,576a :— 6 9 ,1 2 = 0 .

a:*— 0,45a:'— 24,3729a:'— 6 ,861975a :+  
+ 1 0 8 ,1 5 5 7 7 5 = 0 .

a:'— 0,48a:'— 20,3824a:H  3 1 ,1 4 5 6 a :+ 8 3 ,9 8 0 8 = 0
a:^~2,7536a:'— 2,2464a:— 0 ,4 9 2 8 = 0 .
a:̂ — 4 ,4 4 a :'+ 2 1 ,8 8 1 2 9 6 a :+ 4 8 ,5 7 6 4 7 7 1 2 = 0 .

1 8 8

ECUACIONES DE íí.“ GRADO.

87. En las ecuaciones de 5 .” grado pueden 
ocurrir los casos siguientes:

l .°  Que la ecuación tenga iguales sus cuatro 
raíces, en cuyo caso la suma de ellas, será:

a :+ ?/+ 2 + w + 4 = 5a:.
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2 .“ Que tengan las raíces dos solos valores, lo 
cual puede verificarse de cualquiera de los modos 
siguientes, que llamarémos subdivisiones.

1 . “ subdivisión. Las raíces prim era, segunda, 
tercera y cuarta son iguales y menores que la quin­
ta. Están representadas por:

X, y = x , u = x , k = x + q . (Véase elnúm . 20.)

y la suma será:
%

x-\-y+z-^U+k=^X-\-q.

2 . “ subdivisión. Las raíces primera, segunda y 
tercera son iguales y menores que la cuarta y la 
quinta, que también son iguales. Están representa­
das por:

X, y = x , z = x , u—x-^p, k= x-hp j

y la suma es:

xH-y H-s-i-w+fc— ^x-\-%p.

3 . “ subdivisión. Las raíces primera y segunda 
son iguales y menores que tercera, cuarta y quinta 
también iguales. Están representadas por:

X, y = x , k=x~]rny

y la suma es: •

x-hy-\-z-\-u-\-k= 5o:h-  3n.



4 . ” subdivisión. Las raíces segunda, tercei*a, 
cuarta y quinta son iguales, y mayores que la pri­
mera. Están representadas por:

y=x-^niy u^x~hm, k=x-\-m,
y la suma es ;

3.®*̂  caso. Que sean tres los valores de las ral­
ees ̂  lo cual admite también las siguientes subdivi­
siones:

1 .“ subdivisión. Las raíces prim era, segunda y 
tercera son iguales y menores que la cuarta, que 
también es menor que la quinta. Están representa­
das por:

X, y=^x, z = x , u=X '\-f, k=x-\-q, 

y la suma es:

x-\-y-\-z~^u-\-h=^x-h'p-\-q ■

5 . " subdivisión. Las raíces primera y segunda 
son iguales, menores que la tercera, que es menor 
que cuarta y quinta iguales. Se representan por;

X, y = x , z=^x^n,

y la suma es;

■3." subdivisión. Las raíces primera y según-

»90
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da son iguales, menores que 3.® y 4.% iguales 
también y menores que la quinta. Se represen­
tan por:

X, y = x ,  w=x-i-w, k=x~hq,

y la suma e s :

x-\-ij-^z-^-ti-hk~^x-\-^n-hq.

4 . ® subdivisión. Las ralees segunda y tercera 
son iguales, mayores que la primera y menores 
que cuarta y quinta, también iguales. Están repre­
sentadas por:

X, y = x -\-m , Z=X~hm , U =X -\-p y h = x -\-p ,

siendo la suma:

5 . “ subdivisión. Las raíces segunda, tercera y 
cuarta son iguales, mayores que la primera y me­
nores que la quinta. Están representadas por:

X, z=x-\~m^ h = x -h q j

y la suma es:

."T—l—y—f—3 “H w 4 5 ¡r—1“ 3 H ̂  •

6 . “ subdivisión. Las raíces tercera, cuarta y 
quinta son iguales, mayores que la segunda, y ésta 
mayor que la primera. Están representadas por: ,



m
X, y— x-j-m , z= x-h n , u = x-h n , k=x~^n, 

y la suma es:

x-hy-\-z-^u-\-k=^x-\-m-{-2n.

4." caso: Que sean cuatro los valores de las raí­
ces, lo cual admite asimismo las subdivisiones si­
guientes:

1 /  subdivisión. Las raíces primera y segunda 
son iguales y menores que la tercera, menor que 
la cuarta, y ésta k su vez menor que la quinta. Es­
tán representadas por:

X, y = x , u=x~\-f, k~ x-^ q ,

y la suma e s :

x-\-y-^z-+-u~\-k=^x-\-n~\-f-{~q.

2 . “ subdivisión. Las raíces' segunda y tercera 
son iguales, mayores que la primera, menores que 
la cuarta, y ésta menor que la quinta. Se hallan re­
presentadas por:.

X, y = i;c+ w , u= x-^]í), k=x-\-q,

siendo la su m a:
%

x-\-y-\-z-\-u-^k=^^x-\-%m-\~p-{-q.

3 .  " subdivisión. Las raíces tercera y cuarta son 
iguales, menores que la quinta y mayores que la se-



gunda, mayor también que la primera. Se hallan 
representadas por:

X, %j=x-\-m, z— x-\-n, u—x-^n, k^x-\-q^ 

siendo la suma:

4 . “ subdivision. Las raíces cuarta y quinta son 
iguales, mayores t|uc la tercera, que es mayor que 
la segunda, y esta mayor que la primera. Se hallan 
representadas por:

X, y = x + m , z= x-{-n , u = x-h p , k=x-\-q, 

y la suma es:

x-hy-^-z-hu-hk—^x-hm+n-h^p.

5 . ° caso: La ecuación tiene todas sus raíces des­
iguales, hallándose estas represenlatlas por ;

X, y=x-\-m , z^ x-^ n , u^x-\-p, k—x-h(¡, 

cuya suma es :

X'j-y-\-z-{-n-\-k=^x-\-m-\-n-hp-\-q-

88. Para averiguar la relación que guardan en­
tre sí el cuadrado de la suma de las raíces y la de 
los productos binarios, practicaremos lo mismo (|ue 
hemos hecho en las ecuaciones de grados inferio-

ÎS
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res á esto. Si suponemos, pues, iguales las raices, 
tendrémos:

z~
~\—‘̂ xz—\—̂xu~]—̂ xh—\—̂yz~{— ̂ yu—\— ̂ yh-\-~̂ zti - f '  ẑh-\-

Y poniendo el segundo miembro en valores de 
Xy será;

{x-^-y^z +  u ^  x'̂ -h x̂ -\-

^^'6x~ (i ) .

Practicando lo mismo con los productos binarios, 
vemos por esta lillima ecuación que son;

xy-\-xz-\~xu->r xh -h  yz-\-yu -H yh-hzu zh +  nk— 
=  10x^ (á).

Formando proporción con estas dos ecuaciones, 
tendrém os;

(x ^ y -\-z -\-u -\-k ) 2 5 .1;̂
xy-{-xz-\-xu--\-xk + y z -\-y u -\-y k  -i-zi(-[-zk-\-uk 1 Ox

Dividiendo por x̂"̂  los dos términos del segundo 
quebrado, tendremos;

(x-hy-i-z-^u-^Jif’ 5
xy~\~'XZ -\~xi(/—\~xk-\~yz—\—yii—\—yk—\~'ZU~\~zk~\~'uk 2

Pasando al segundo miembro el denominador del 
primer quclu’ado, será;



Y pasando el segundo miembro al prim ero, re­

sultará:

H-s u-^hf—
h(xíj'\-xz-hxu-^xh-{-y:^-\-yu-\-yk-{-zu-hzk-huh) ^

Por donde vemos que cuando las raíces son 
iguales, restando del cuadrado de la suma de estas 

5
los de la de los productos binarios, la resta es

cero. Por consiguiente, dividiendo por 5 aquella 
suma, tendremos el valor de x^y=^z=^u~k.

b ( x y - \ ~ - x z - h x u - \ - x k - \ - y z - ^ y u - h y h - \ - z u - \ - z k - { ' U k )

EJEMPLO.

Sea la ecuación:

x̂ —SOx̂ ^mOx̂ — ]̂ tí0.rM-G480.í;— 7776=0,

y tendremos:

.u+y+24-if-l-/ í==30,
xy+ xz+ xu -h xk -1'  yz  -H yu + yk zu H- zh+ 'íí/í= 360 . 

Restando del cuadrado de la suma de las raíces
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ios la de los productos binarios, será:

5 x 3 6 0
3 0 ^ -

2 =0 .

Luego las raices son iguales , y lendr.émos que",

dividiendo su suma por 5, nos dará: = 6 ,  úni-
o

co valor que satisface á la ecuación propuesta:
39. 2 .“ caso: Que las raices tengan dos solos

valores, lo que, según se ha dicho, admite cuatro 
subdivisiones, de las que vamos á tratar.

1 Subdivisión: Las raices primera, segunda, 
torcera y cuarta son iguales y menores que la quin­
ta. Se hallan representadas por:

x ,y = x , z = x . it^x , h=x4-q,

y la suma es:

x-^y-hz-hu-\- k=^ox+ q.

Practicando lo mismo que hemos hecho en el 
primer caso, sin más diferencia que poner en tugar 
dc/esu valor x-\~q, tendremos:

{x+y^hz-hu-^h¡^= x'̂  + 1/+ +  2 j :í/+

-h^xz-h'^xu+^vk+^jz-h %ju +  %jk -\- ẑu +  2 s /v +



(x+qf
+  2.'C^+2a:^+2a;®+2it'(.r+^) +  %x^-i-^^x^+^x (x-{-q) 
%x' -̂ ‘̂̂ x (x+ q )  +  (^+</)— x^4-a;^+ +  x^-hx^
+ %xq -i- f/+ %x̂ + 2a:̂  ̂ - + %x̂ + %xq+2.^^ -h %x~ -H
+ 2o;̂  +  ^xq+ S.'Ĉ  -h %x̂ + "¿xq+ 2;C'+2a:g, 

ó (x-\-y-\-z-\-u-{-kf =25.í;M-10.rg4-^^ (1).

Verificando lo propio con los productos binarios, 
lendrémos;

XÌJ -H xz 4 - xu +  xk-\-yz-\-yu-\- yk-\- zu-\-zk-\-uk=
— +  x"̂  -\-x{x-\-q) H~ .-r'̂  -1- x"̂  H- o; (.r 4 - q) -h  .r ' 4 -

-H x{x 4 - í/) 4 - .r(.r 4- q)=̂ x̂  4- x"̂  4 - .'c'̂  4~ x̂  4 - xq 4- 4- 

4- -h  xq 4 - 4 - x’̂ -h xq 4- .'r'̂  4 - xq,

ó  4“ xz4“xu 4“  xjv-\-~yz4~yu 4~yk~\' zu 4 "zk4~ uk̂ ^̂
=10.-^“ -{-k-xq (2).

Pasando en la ( i)  q̂  al primer miembro, y for­
mando proporción con (1) y (2), lendrémos:

___________ (.r4 - i/4 -g 4 -H 4 -fe y — q"̂  __
xy 4- xz 4 - xu 4- xk 4 - y  2 4- y  w 4- ~hzu 4- zk -1- uk

25.i;^4-10.r(/

<07

iOx 4 -4 xy/

Dividiendo los dos términos del segundó quebra­
do pov^x^-h%xq, tendremos:

(a’+ y+ 2+íÉ 4- k f — q̂ __________ _
xy 4- xz 4- xu 4- xk 4- y z 4- yu 4- y/c4- zu-^zk-^uk 2
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Pasando el denominador del primer quebrado al

segundo miembro, será:

{x^y-\-z-\-u-^ k f— (p

^{xy-\-xz-\-xu-hxk-^yz +  
-h yu+ yk -h zit -^zk-h vk)

Pasando finalmente el segundo miembro al pri­
mero, y gHlel primero al segundo, resulta:

^{xy-\-xz-\-xu-{-xk+yZ'\-
. , , ,  -\-yu-hyk-hzu-i-zk-\-uk)
{x +  y+Z +U  +  }¿)̂ ---------- ^ ¿

Lo cual nos dice que cuando la quinta raíz es 
mayor que-las, restantes, siendo estas iguales, si del

5
cuadrado de la suma de todas ellas restamos los

2
de los productos binarios, resultará el cuadrado de 
la diferencia. Si, pues, de dicha suma de las raíces 
restamos la raíz cuadrada de dicho cuadrado, nos 
resultará el valor de 5^ que dividiremos por 5 , y 
tendremos el de x=y==^z=u. Y si al valor de x 
agregamos el de la diferencia hallada, obtendremos 
el de k, con lo cual quedará resuelta la ecuación.

EJEMPLO.

Sea la ecuación ;

a;'— 13a;^+64;r^— 176a;— 8 0 = 0 ,
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y lendrcmos:

+  i3
xy-\-xz^ xu+ xh+ + y  w + y / í + + zk - h  itfe— 6 4 .  

Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, nos dará:

13^— ^ -  = 9 = 9 ’

Por consiguiente, y = 3 .

Las raiccs son:

x = y = z = u ^  fe— .T+y,

y la suma:

x-hy~\-z+u-]-h=ox=q.

Luégo tendremos:

re+ y 4“ 2:+w+ /í'= 13=5.T+ y •

Sustituyendo aquí el valor de q, y dejando solo en 

el segundo miembro á 5rc, será:

5a;— 10, de donde...................................... /
y como sabemos que x ~ y ^ z= u >  ■ ■ ■ )
será......................................................................... ....

!

y que k=x-\-q será..................................... • •
x - h y +z+n-\-h—i3
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90. 2/ subdivisión. Las tres raices primeras 

son iguales y menores que las dos últim as, iguales 
también, estando representadas por:

X, z = x , u ^ x + p ,  
sumando: 5.r+2j5.

Ejecutando lo mismo que hasta aquí, tendremos:

[x + y  +  z -\ -u + k f=  x^-\-y^+z^-i~u^-{- /;̂  +  2xy +  
-^2xz-\-‘¿xu-\-^xk-h%yz-\- %yu +  ^yk +  2z/v+ 

=  4-,-r^-h (,-y [x - i -p f  -[- 2x̂ -\-
-h‘̂ x^-h%x{x-hp) +  %t{x+p) + 2 . r '+  2a ;(.r+  p)+%v 
{x -hp) +  %x [x+ p ),+  2.T (x +  ̂ ) +  2 (o:+ p) (x -hp)~  

%xp + p '+ .'r^ +  2 .1- P + 2 . ' c ' +  
+ %x"~ +  %r,p + 2x^+ 2:Kp +  %xp +
+  2.T-+ 2.rp +  -h ^x~^ ^xp-{-
+  2^  ̂ ó

[x -h y+ z-^ u ^  hy=^^x^+ 2  0.r/) +  .

Y pasando al primer miembro 4/>̂ , será:

(x-hy-hz+u+kY — 4^)^==2o.-r^+20j;p (1).

Verificando lo propio con los productos binarios, 
se rá :

xy +  xz-h xu +  xk +  yz■^yu-^^yk-h zu+zk-\-uk= 
=^x-+x^-\- x{x+ p)+ .r(.T -I-;?) +  x"̂  +  .r (a:+ p) +  x(x H- 
~h¡)}-hx [x -h p)  H- X {x +  p +  (x +  p f ^  x̂  -hx^-\- x̂  +  

+  xp -^X~-\-Xp-\- X̂ -\- X̂  +  xp +  .T^+ xp +  x -̂\~xp +  
+  x^-^xp+x^-^txp+p'^ ó



xij +  xz +  xii-\-xk -hyz -hyii -\-yk H- zu 4-2/e+w/t;= 
=iOx^-\-Sxp-bp^.

Y pi^sanclo al primer miembro, será:

xy-\-xz-+-xu~{-xk-\- yz+yu-hyh-\-zu-{-zk+ uk—
+  i0x^+8ic/) (2).

Con las dos ecuaciones (1) y (2) formaremos pro­
porción, y tendremos:

(x~{-y-hz-\- ii+ 4 ^ ^  _  25.1:̂ -í- 2 Oxp
xy -^xz-\-xu i- ¿c/;+yz 4- i/i¿ +  -1 +8.^1?

-I' yk +  Z'U 4- zk 4- vk—

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­
do por 5.'c^4-4j’p, será:

20Í

(x 4- y 4- 2 4- íí 4- h f—
xy-hxz-\-xu-\-xk-\-yz-{-yu  2 

-\~yk-^zu-\-zk-\~-itk p^

Pasando el denominador del primer quebrado al 
segundo miembro, resultará:

5(.ry4-a :^4-a :í¿4 -
4 - . r / ; 4 - y 2 4 - y i í 4 -

, yk-i-zu-\-zk-{-uk) 5/?̂
(‘̂ +2/4-24-^ 4~/í)"—ĥp'̂  =  2 2 -

Pasando al primer miembro el primer término 
del segundo miembro, y á éste el segundo término 

del primer miembro, nos dará:
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{x-bíj+z-\-ky

^xy ~\-xz-\-xii-h 
-\- xk ^  yz yu 

-{-yk-\-zu-{-zk -f- i(k)
2

Y finalmente, verificando la resta indicada en el 
segundo miembro, tendremos:

{x-\-y+%-\-u-\-ky

5 (xy -\-xz +  xu-^  
+  xk +  yz +  yu H- 
-\-yk-\-zit-\-zk-\- u k) Sp̂

Cuya fórmula nos* manifiesta que restando del

cuadrado de la suma de las raíces los - t t  de la de

los productos binarios, cuando aquellas están repre­
sentadas por: X, y = x , z=^x, v=x~\-p, A'— a’+ p , 

g
nos resulta del cuadrado de la diferencia,

u— x— k— SG. Si, pues, al resultado de dicha resta 
lo multiplicamos por 2 y lo dividimos por 3 ,  ten­
dremos el cuadrado de dicha diferencia, del cual 
extraeremos la raíz cuadrada y la .sustituiremos en 
la suma x-\-y-\-z-\~u-hk=^x-h^p. Pasando en se­
guida 2p al otro m iem bro, tendremos el valor de 
^x, el que dividirémos por 5 ,  y nos dará el de 
x ~ y = z ,  y sustituyendo este y el de p  en u = x + p ,  
lendrémos también el 'W=̂ k, con lo cual queda re­
suelta la ecuación.
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EJEMPLO.

Sea ia ecuación:

a;'+l,06aí*— 19,1816a;'— 27,362a:”' 4-93,7825.T—  

— 162,00625-=0,
y tendremos: x-^y-^z^-u-hk~— 1,D6,

a:y 4~a:2:4-a;ií'4-a:/í4-í/2:4-í/M4- yk-)rzu-i- zk H- uh=>

— 19,1816.

Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, nos dará:

-1 ,0 6 '— — ^ --------=1,1236— (— 47,954)

3p̂
=  1,1236 h-4 7 ,9 5 4  =  4 9 ,0 7 7 6 =  — | 

2 X 4 9 , 0 7 7 6  '
de donde, p^= 32 ,7184.

Extrayendo la raíz de los dos miembros, será: 
7í= :5 ,72 . La suma de las raíces es: — 1,06, luégo 
tendremos: 5a;-h2/;=— 1 ,0 6 , ó 5 a ;4 -2 x  5 ,7 2 =  
— 1,06 ,  ó5a-=:— 1,0 6 — 1 1 ,4 4 = — 12,50.

Y  dividiendo por 5, tendrémos. . . x = — 2,5

Y como será.........................í/=^—
a := — 2 ,5

También tenem os, ? í= a :4 -p . . - j 3 ,22

k=x-{~p, luégo será......................I 3 ,2 2

x-\-y-\-z \-n-]~k. . . = — 1)06
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Si verificamos el producto de estos mismos valo­

res veremos que es igual al último termino de la 
ecuación propuesta, tomado con signo contrario, y 
por consiguiente, son las verdaderas raices.

9 Í .  3 .“ subdivisión. Las raices primera y se­
gunda son iguales y menores que tercera, cuarta 
y quinta también iguales. Se hallan representa­
das por: .r, z = x ^ n ,  u = x-^ n , 
y la suma es: x + y -\ -z + u + h = ^ x + ‘̂ n.

Practicando las mismas operaciones que hemos 
hecho hasta aquí, tendremos:

{x -^ y + z ^ u  +  h j= x"  +  í/ +  ẑ  +  /ĉ -h

+% jk  +  ^zu H- %zk+
H-2w/í .

Sustituyendo los valores y = x , z= x^ 7 i, u ,= x -^  
4 - 7 ,̂ h=x-\'U, será:

u+hf=x^-\-x^-{- {x-^rif-+ {x +  nJ-\- 
+  (a:+ n f + + 2,r (o:+ n )  +  2o: (.r+ n) -t- %x{x+ n) +  
-h %v[x -h n)+ 2s(.'i:+ n)+ %x{x+ n )+ 2 (x +  «) (x+ n) 
-h 2 (.r+ n ) (.r+í^) +  2(.̂ ’ +  t̂) (x-\-n)~x^-bx‘̂ -\~ x -̂i- 
+ 2xn -I- +  2xn +  + x“̂ +  ^x)i 4- -h
-i-2a;^+2xa +  2.7:̂ - %vn +  2.r^+ %xn +  2.r^+ 2 j;a +  
+  2a;^+ %xn +  2.r^+ ^xn +  2.r^+ t e i  -h 2a^-h %v̂ -\ 
+  4a:n+2a^-h2;c^+4;i;n-h2a^ ó

(x ^ y  4~ /c)̂ ’= 2  4“ 30 iT H 4“ 9 .
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Pasando al primer miembro, será:

(a;+y + :s+w+/e7—% ^^25.'í;̂ -h30.'C/z ...... (l).

Verificando lo mismo con los productos binarios, 

tendréraos:
y

xy-{-xz~\-xu-\-xli'}- yz yu -^-yk-h zu- -̂zk H-- uh=^
= x ^  +  x {x -\-n ) -b x {x -^  n) +  ¿r (a? +  n) +  x{x +  w) +  
-h.r(a;H-?i)+ír(¿c+n) +  (.'r+n) (a ;+«)+(a;+n) [x-\-n) 
+ {x+ n) {x+ n)=x^+ x̂  +  xn +  +  xn +  + xn+
+ + xn+ X? +  xn +  x̂  +  xn +  x̂  +  ^xn +  +  x +̂
+^xn-\-n^+x^-\-%xn-\-n^ ó

xy-\~xz -i- xu-\-xk+yz-^-yll+yk+ ZU+zk-{-wfe=
— 10.r^ -̂■12a:í -̂l-3í^^

Pasando al primer m iem bro, será:

xy-hxz-{-xu-\-xk -\-yz +  yu-h- y h +  zu + ^ k -\-u k  
— (2 ).

Formando proporción con (1) y (2), tendremos: 

{ x + y + 2  2 5 .r + 30.m
a;y+.rc:H-a:¿í+.r/í:4'í/2:+yi¿ +  y k - \ ~  

~{~zu-hzk-\-uk— 3w
\0x‘̂ -h\’̂ .xn

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­

do por 5.r^+6a.’; i ,  será:

5{x+y-\-z-\-u+/v)̂ —
xy-hxz+xii-\-xk-\-yz-\'yu+yk-hzu-}-zk 3?̂  ̂ 2
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Pasando el denominador del primer quebrado ai 
segundo m iem bro, tendrémos:

5 x 3 n^

^(xy-\-xz+xic-i-xk -{-yz~{- 
yu-hyk-\-zit-\-zk-{-uk)

■ ^

9!

Pasando el primer término dei segundo miembro 
al primero, y — 9̂  ̂ de este al segundo, será:

^(xy+xz-h xu +  xk +  yz-\-yu-{- 
H- yk ~{-zu-\- zk+ uk)

[x+y~hz+u-{-ky

=  9«^ 2

Y por últim o, verificando la resta indicada en el 
segundo miembro, tendremos:

+ y +2^+w+ /í̂ '“

5 (xy -h xz -i-xu-{- xk -hijz-\- 
yu~\~yk-{-z‘ii~{~zi¿-{~'i(it̂  3?í^

2 2 
Por donde vcmos que restando del cuadrado de

la suma de las raiccs los
o
^ de la de los productos

binarios, cuando las raices primera y segunda son 
iguales y menores que las tres restantes también

3
iguales, nos resulta los del cuadrado de la di- 

ferencia entre aquellas y estas, lo mismo exacta-
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mente que en la subdivisión anterior, por lo que 
para hallar dicha diferencia practicaremos lo que 
allí se dijo. Mas para hallar los valores de las raí­
ces, como nada hay que nos indique si la, ecuación 
pertenece á aquella ó á esta subdivisión, debere­
mos tener presente que si al sacar dichos valores 
hacemos iguales las tres primeras ra ices , y meno­
res que las otras dos, también iguales, y la com­
probación que debemos hacer con el último térmi­
no de la ecuación nos diese á conocer que las obte­
nidas no son las verdaderas, harémos iguales á las 
dos primeras y menores que las otras tres, también 
iguales, y veriflearémos igual comprobación.

EfEMPLO.

Sea la ecuación;
190.̂ -2— 75a;— 1 i 2 5 = 0 ,

y tendremos :
a ;4 'y + :s+ M + / c= 9 ,

xy -{-xz-hxu -í* xh-}-yz-\ryu yli-í-zu+zk-i-uii^  G

^ 1Restando del cuadrado déla primera los de

n. ^ x — 6
la segunda, será: 9 — ~ 2

. _ 8 , 1 „ ( _ 1 5 H

=  81 +  i o = 9 6 = — ó De donde, p^ó
2 2

2x9G . -^ 6 4 ,  p ó 7Ì =

IttV^'eUOTECx
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Si tomamos p==8, tendremos (90):

ó 5 a ;4 -2 x 8 = 9 ,  ó 5 a ;= 9 — 1 6 = — 7

Dividiendo por 5 , será:

k = x + j) ,  ó k =

u=x-^'p, o u =  

■7
■8; h

^ = — 7 
5 ’

~ + 8 ;

33
5

y-

33

Si verificamos el producto de estos cinco valores, 
veremos que no es igual al último término de la 
ecuación propuesta, tomado con signo contrario, por 
locual conoceremos ([uc no siéndolas obtenidas las 
verdaderas ra íces, debemos hacer 8 = a , y tomar 
por consiguiente, la fórmula de la 3 .“ subdivisión, 
y sera:
5 . i í + 3 n = 9 ,  ó 5 a ^ + 3 x 8 = 9 ,  ó 5 ^ = 9 — 2 4 = — 1 5 .

Y dividiendo por5,  será: 3 ; y = — 3; z= .rH -
+'rt, ó s = — 3 + 8 ;  2^=5; u = x ^ n ,  ó w = — 3 + 8 ;  
^ = 5 ;  A)=i3/+íi, o li— —̂ 3 +  8; fe=5.

Si verificamos el producto de estos cinco valores 
y lo comprobamos con el último término de la 
ecuación, verémos que hemos sacado las verdade­
ras raíces, y que la ecuación esta resuelta.

9 2 .  subdivisión. Las raíces segunda, ter­
cera, cuarta y quinta, son iguales y mayores (jue la 
primera. Se hallan representadas por: x, y=^x-\-m,
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z— x-{-m, u=x~hm, k—x-\-m, siendo la suma: o:+ 
+ ?/ +2 H-w-h H-4 m.

Empleando el mismo procediendo que en todos 
los casos anteriores, tendrémos;

{x  H-y+z-híí+fe)^= .1:̂ + 2;̂ +?í'‘+/e^+2 .Ty +
■h^xz+^xíi~^ ‘̂ x k -h % jz -^ % ju + ‘̂ yk-h  2zw + 2zA’ +

Sustituyendo sus valores, será:

(x+ y  -\-z+u+kf^x"^+ (¿r+ mf -\- (x+ m f 4- (a;+ m)̂  
+  (x -h  ?«■ )“ -h ̂ x( x̂ -f m) + %T {x 4 - m) + %v (x + m) -+- %x 

{x H- m) H- 2 (a:+ m f + 2 (3;+ í??)̂ +2 (.t+ m f +2 (a: h- m)̂  
-h 2(a ;+w)^+ 3 (.rH- m y -= x ^ +  ^xm + x  ̂+
%xm H- -f ̂ xm-hiri^ 2 m + m̂ -l- 2x^+2.m
-l-2;r̂ 4-2.'CMi-|-2.'i:̂ +2;mH-2.'r̂ 4-2ií;m+ 2.r̂ + 4 .m +  
+2??i^+2fl;^-l-4a;m+2í7i^+2a:^+ to n  +  2m^-i-2.r'^+ 
H- 4a:m -h 2m̂  4- 2.t  ̂4- 4a:m -!- 2ín̂ 4- 2a:̂  4- 4a:m+ 2m’*

ó 4- y 4- 2 + M 4- 4)̂ =2 bo;̂  4-'40.rm 4-16m̂

Y pasando 1 al prim er miembro, será:

(.T+ y -1- :5 4- w 4- /cf—  16m^=2 5̂  ̂4- 40á;ni.....(1).

Verificando lo mismo con los productos binarios, 
nos d ará:

{xy 4- xz 4- x u  -{-xk-\-yz-\- yu  -\ -yk-\ -zu -hzk-h ‘U k ) =  

~ x { x  + m )+ x{x 4- m) 4- a:(a; 4- m) 4- x{x -1- m) + (x+ m f  

4- (x 4- m f + (a; 4- wí)’*4- (a;+ m f + (x -1- m f  + {x + m f ~



xm - h  x^+xm ~\-x‘‘-\-xrìi-\-x'+<cìyi +  x -̂\-̂ xm 
+m^+o;^+2a:m+m^-l-a;^+ ^xm +  m^H- x̂ -\- %xm~\- 
+ -\- x^+ ^xm+ + x’''+ ^xm+

ó xy+xz+xu+xk+yzr^-ìjU+yh+zu-^-zk-^-uk^  
— ì + i  Qxm -f- 6m̂

Y pasando 6wî  al primer miembro, será :

xy-^xz-{-xu-hxk +  yz-\-yu-hyk-\- zu +  s / ì +  uh— 
— 0.1^^+16. m (2).

Formando proporción con (1) y (2 ) , y ten- 

drémos ;

(a?+ì/H-2:+M+/;y— Ì6m^______ 25a;  ̂+  4QAm
xy -h xz -{-XU+xh -hyz-\-yu-\- i  +  16xm ■

yk *4“ zìi H“ zk -T" hk — Gììì

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­
do por 5 x -̂\-Sxm, nos dará:

(x-hy-i-z-\-u-[-k)~— 16m  ̂ 5
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xy -h xz-j-xu -{-xk -^yz-byi
+ yk-\~zu-\-zk -h uk— 6m^

Pasando el denominador del primer quebrado, al 
segundo miembro, será:

5 (xy i-xz-\- xu -\-xk-h yz
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Pasando el primer término del segundo miem­

bro al primero, y — al segundo, será:

xu-\- xk-'r yz +  
v u ~ h y k -\-z ii-\-z h -\-u k

(aM-y+2^+w+fe)---------------------- g ~

=16m ^—
30w '

Y por último, verificando la resta indicada en el 

segundo miembro, tendremos:

^[xy xz-^xii-\~xk-\~yz 
-{-yu^yk-^zu-^zk-^uk

{ x - \ - y + u-^kf— — ^ ^  2 ' ^

Por donde vémos que restando del cuadrado de la
g

suma de las ralees los de la de los productos

binarios, cuando la primera raiz es menor que las 
cuatro restantes, siendo estas iguales, nos dá el cua­
drado de la diferencia entre aquella y estas, lo mis­
mo que en la primera subdivision entre la quinta y 

las cuatro restantes, siendo estas iguales. Por con­
siguiente, si al verificar el producto de las ralees 
que olilengamos aplicando la fórmula de esta sub­
division, viésemos que no es igual al último térmi­
no do la ecuación propuesta, tomado con signo con­
trario, deberémos aplicar la fórmula de la subdivi­

sion primera.
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EJEMPLO.

Sea la ecuación:
3087^ + 9604= = 0,

y tendrém os:
.T"4~y “Í“2̂H“W“1~/£=24,

soy-\-xz-\-xii-\-xh~{-yz-\-yu-{~yli-\~zii-\-zh'  ̂ 182.
g

Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, será:
5 x 1 8 2

24^-------- 1—  = 1 2 i= / í^ ó  ?í̂ ;̂ d ed on d e,í¿óm = 11.

Si tomamos 9 = 1  í ,  tenemos que sacar las raíces 
según están representadas en la primera subdivi­
sión: y si al comprobar el producto con el último 
término de la ecuación viésemos que son falsos los 
valores obtenidos, tomarémos m = i l ,  y los sacaré- 
mos según están representadas las raíces en la pre­
sente subdivisión.

Tomando, pues, q = i i ,  tendrémos:
ó 5 . r + l l = 2 4 ,  ó 5 .r= 2 4 — 11==13 

13
Y dividiendo por 5 , será: — g— ; y = x ] y =

13 13
u = x ;  u ~ =

13

k=x-}-q; 4 =
68
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Verificando el producto de estos valores, vemos 

que no es igual al último término de la ecuación 
propuesta, tomado con signo contrario, por consi­
guiente, tomaremos m = l l , y sacarémos los valores 
según la suma y representación de las raices expre­

sadas en esta subdivisión, y tendrémos:

5^_l_4m =24, ó ó bx=-24— 44

= — 20.

Y dividiendo por 5, será: 4. Tenemos
ó 4+ 11, y -7 ; ó 2=— 4+

_l_-l 1; 2=7; u — x -h m , u=>— 4-+-1 \ ; u = l  
4 - 1 - 1 1 , h = n ,  a : + y + 2 : - l - w 4 - / E = 2 4 .

Comprobados estos valores con el ùltimo término 
de la ecuación, vemos que estas son sus raíces, y 
por consiguiente, la ecuación está resuelta.

93. Tercer caso. Que sean tres los valores de 
las raices, lo cual, según se ha dicho (87), admite 

seis subdivisiones.
1 ."  subdi/üision. Las raices primera, segunda 

y tercera son iguales ŷ  menores que la cuarta, 
que también es menor que la quinta. Están repic- 

sentadas por a:,y— > 1a 

suma es
Procediendo de igual suerte que basta aquí, ten­

drémos:
(a;+y +  z + u + K f = x ‘ + i f + ¿ ‘ +u^+k^ + 2 x y +
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- h ^ x z - h ' ^ x u  +  ^ x k - h ^ y z - ^ -  % y u  +  % j k  +22;w +  2sfe+

Sustituyendo valores, será:

(x-hy-\-z+u+ky=^x'^-{-x’̂ +x’̂ -h{x-\-pf-\- [x+qY  
+  2.r̂ H-2íĉ H- %x{x-hp) -hzx{x-hq) +  ^x{x -\-p) 
-h ‘̂ x{x-\-q) +^x(x-\rp) +  (x-\-q) H- 2 {x-i-p)(a;+ q)
= x ^  -^x'^+x^-h x̂  + ^xp -i-p  ̂H~ x"̂  -h ̂ xq +  + ‘̂ x̂  H-

~\~%x̂ --\-̂ x̂ -̂ '̂ xp-h‘̂ x -̂\-%xq-h ^x^^2x‘̂ -{'̂ xp +2o;  ̂
+2a:g+2íc^+ ^xp-h 2.t^+ 2.rg+ 2xp -+- '̂ xq +  
+  2jjg,

ó (a:H-yH-cH-w-i-/e)^=25d;^+1 0.t/í + 1 Oxq-h^^pqH- 
+ / / + g \

Pasando al primer miembro, ^̂ 4-ĝ H-2;?g, será:

(x-{~y-]rZ~\-u-\-kf— (j)̂ +f/̂ + 2/jg)=25^" + iOxp 
-iO xq .... (1).

Verificando lo propio con los productos binarios, 
tendrémos:

xy +  xz + x'-u-\-xk +  yz-{-yu-\-yk-\- zu-\-zk~\-uk=  

= x ^  + x'^-\-x{x-+p) +  x{x-\-q)-{-x^-\~x (.̂ •+p) + X 
(.r+g) +  ,t*(.r+/j) ̂ x { x  +  q )+(a;4-g)) ( x + q )  

-\-x'-hx^-\- xp -\- x^-\-xq +;í;2H-ic2+ag?H-.'ĉ H- xq  +  x  ̂

~b-xp-{-x'^-h x q + x"̂  -\~xp-h xq  -\-pq, 

ó xy-hxz-hxu-^xk-\-yz-h-yu-\-yk-\-zu-\- z k -h  uk== 
= 1 0:r̂  +  4a;/) + Lvq p q .
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Pasando pq  del segundo miembro al primero, 

será;
xy-hxz+xu-^xk-\-yz-\- yu +y/í+2:W +  2:/s +w/e—

Formando proporción con (1) y (̂ ), iendrémos. 

+  25ai -̂+10a;/>+1Q.-r9

xy -h xz +  xu +  xk-h yz -h 10a;^+4.'e^+4.ry 
yu -Hjk -{-zu+zk -h uk— p q

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­

do por ^x^-i-^xp-\-^xq, será:

(x+ y+ 2: + ¿̂+ fc)̂ — {p"̂+
xy-{~xz-^xu+xh-\-yz-\-yu 2
-hyk +  zu +  zk -1- uk— pq

Pasando el denominador del primer quebrado al 

segundo miembro, sera:
[x-\-y-^z~\-ui- k f— + 2py)=

^[xy-\-xz-\-xu+xk+yz-\~-
-hyu-\-yk -i-zu +  zk +  uk) 5py

-̂--------- 2 . 2

Pasando al primer miembro el primer término 

del segundo, y — (p^+y^+2py) á este, será;
5(a’y -hxz-\- xu+ xk+ yz -h 
-\-yu+ yk-hzu +  zk^uk) _

'  ̂ 2 '{x-\-y-\^z+u~}-kf- 

==p^+(f+2pí]f-----
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Y por último, yerificando la resta indicada en el 
segundo miembro, tendrémos:

n  
2

^{xy-{-xz-\-xu-{~xk-\-yz-¡r 
2 ■^y'íi-!^yh-\-zxí-\-zh-\-iili)

2

Por cuyo resultado vemos que cuando las raices 
son de la forma x, y ^ x , z = x , u ~ x -^ p , h = x ^ q ,  
restando del cuadrado de. la suma de las raices los 

5 < ,
de la de los productos b inarios, nos resulta los

cuadrados de las diferencias u ^ x , k— x  menos la 
mitad del producto de ambas. Ya en las ecuaciones 
de 3 .“ y 4 .“ grados hemos hallado fórmulas muy 
parecidas á esta , y no hay duda que siguiendo el 
sistema explicado entonces ( 2 9 , 3 3  , 41,  6 8 ,  etc.), 
lograríamos resolver la ecuación ; pero como según 
hemos v isto , puede tal método ser algo difuso en 
varias ocasiones, lo cual conviene evitar, y como, 
por otra parle, todas las ecuaciones que comprende 
este tercer easo y con más razón aun las del cuar­
to, han de presentar fórmulas no menos embarazo­
sas, hemos determinado incluir todas estas en la re­
solución general, lo cual es sumamente ventajoso 
como se echa de ver sin necesidad de comenta-
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rios. Omitiendo, pues, ambos casos 3 .“ y 4.% pa­
semos desde luego al

94. 5 .“ caso. ■ L asraicesson  todas desiguales,
estando representadas por:

X, y—x+ m , z=x-{-n , u=^x-\~p, k^x-\-q, y la 
suma es: x-hy+z-\-ti-\-k=^x-\-m-{-n-\-p-{-q.

Ejecutando lo mismo que en los casos anterio­
res, tendremos;

(x+y+z-\-u^-kf=x'^-hy^-hz'^ +  û -{- /ĉ +  % y +  
-\~'^xz~\-^xu-{~%xk-{-%jz-\- %ju +  %jk +  ^zk-{- 
+ 2̂í■ /̂ ,

Sustituyendo valores, será:

{ x + y + z - \ - u + l^ ^ = ^ x ^ + { x + m f+ [ x + n J + { x ^ - p f  

+ (.r +  qY +  2o:(;r+ m) +  % x{x+7i) -\-‘̂ x {x -hp) +  ̂ x 
( x + q ) ^ ^ { x + m )  (á:+n)+2(.'r+m) (x-hp)-\ -Í{x'-hm ) 

(a;+g)-4-2(a:H-n) (.'r-i-p) +  2G'r-h?i) {x -hq )-h^ x-\ ~ p)  

(.■c -h q )^ x^  4- + ‘̂ xm+ + íĉ + SíPft+n^-\-x‘̂ +  %tp 

+ jr + x^+^xq +̂ ^+23:̂ 4- ‘̂ xm -\-2x‘̂ -[-^xn 4- 2o;'̂ 4- 
4-2a:p4- '^xq-h‘̂ x^+^x7n-{-^m -h% nn-\-^x^-^

~\~'̂ xm-\-̂ xp-\-‘̂ mp-\- ^x^-h %xm -\-^xq +  %mq + 2 .t  ̂

+ %xn-h ‘¿xp -h%¡p 4- 2.'Ĉ 4- %xn 4 - "ixq 4- 2nq ^x +̂  

~h^xp-\~^xq-^^pq ó
(.r4-í/4-5:-|-w4-A’)̂ =25:ĉ -h 10*m4-10a:n4-10.r;?4- 

4-10¿cg'4-m̂ -4?î 4-p'̂ 4-5̂  4- 2mn4-2?í?p 4- 2wg4-2n^ 

~h%iq-{-^pq.
*>>
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Pasando al primer miembro el cuadrado de
tendrémos:

-4- %nq -h  2«p -h ̂ 7iq +  2pg =  0;rmH-10.m-h
-]-\(}xp-\-\0xq.......(1)

Verificando lo mismo con los productos binarios, 

será:

x y  -i-x z -^ x ii-h x k  + ŷ H- yw + yk-\ -zu -^ zk-\ -u k=  

^ x  (x-hwt)-h’aí {x -h n )+ X (x -hp) -f- x  {x+ y) +  (.'r + m) 

(a:H~n) + w) (dJ + jí) +  (a: + ?») {x +  y) + (-î* +
{x-^p)+{x-\ -7i) {x^-\-q)-h{x-\-p) {x -\ -q )= x ’̂ -\' xm-\- 

H-ícVa’»+.'ĉ +.'r/7+a:̂ + xq -\-x^-\- xm  4- .m -h ?í̂ ?̂ + 
+ x ^ + x m + x p + m p + x ^ +  x m + x q  -b m q + x ^ -h x n ^  

-\-xp-\- n p+ x^-p-xn -\-xq-{- n q+ x^-hxp 4- xq -hpq  ó
X(j -\ -xz-hxu + xk-}-yz 4- yu-{-yk - i -z u z k ít/e= 

= 10̂  ̂4- kx7n 4- 4- ̂ xp 4- L rq + mn -h mp -i- 7uq 4-
+ n p -^ n q-\ -p q .

Pasando al primer miembro 7nn+mp-\-7nq-{-7ip 

-\-nq-hpq, se rá :

xy-{^xz~j-xií-\~xk + yz-\-yu 4- y/v4- zu--{-zk-huk  

■— {ínn-{-7np-i-7nq-h7ip -\~7iq+pq)=\ 0o:^4- 4o t  +4a*?i 

4-4a;p4-4a;y ......(2)

Formando proporción con (l)  y (2), será:
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_____________ %ng-\-'¿np+‘̂ nq+ ‘̂ pq)__________ __
xy-\-xz~\ -xu-\-xk-hyz+yu-h yk -\-zu +  zk  +  u ktl/ U  —I *VW I V^/ÍV i ' If ' O

—(mn-{-mp-\-mq+ 7ip+ nq-hpq)
25¿t;V  lO.m H - 1 iOxp-^ iOxq 

^  ÍO ÍM ^ zm + ^xri'h^xp -h  ̂ xq
Dividiendo los dos términos dcl segundo quebra­

do por -^^xm+^x)i+%xp+^xq, Icndrémos;

{x+ y -h z-h u + k y— (m^+ 2win+
^mp+ ’̂ mq+ ‘̂ np-h'^nq-l-'^pq________

xy -hxz-\-xU'^xk~hyz+yu-\- yk-{-zu+ zk-{-uk 2
— {mn-hmpA-mq+np-^-nq + pq)

Pasando el denominador del primer quebrado al 

segundo miembro, s e r á :,

+ %nq+ %ip-^%nq +  ̂ pq)=^
^{xy+ xz+ aü w 4- xk-hy^+ yii+ yk-^zu -\-zk-\~ uk)

9
-\-tnq-\-np-i'nq-]-pq)

M
Pasando el primer término del segundo miembro 

al primero, y el segundo término del primer miem­

bro al segundo, será:
^{xy-hxz -\-xu-h xk+ yz 
4-1/ íí 4- yk-\-zu-\-zk 4- W fe) 

[x-^y~\-z-{-U-i-k)^----------- “"a '

h{mn- înp-Hnq~\~ 
(,HVil" 4- 2?"+ í?"+ 2ííi w+ ‘¿mp\ -hnp^nq +  pg) 

4 ~h^mq +  %np-\-^ng+'^pq j ^

l1.
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Y verificando la resta indicada en el. segundo 

miembro, lendrémos:
5 (xy+ xz+ xu+ xk+ y 2  -h 
~{—yíi “I" yfc~\~zu

{x-hy-\-z-\-u-b-ky 2
, ,  ̂ , (mn-\-mp-hmq+7ip~^nq-j-pq)

1---------------------

Y  multiplicando por 2 para quitar el denomina­
dor, será:

2i V— -1- ̂ q̂ '—iínn^mp 4 - mq+ npH- 
nq-hpq) (Véase la nota del número- 48.)

Fórmula que nos dice que restando del cuadrado
5

de la suma de las raíces los de la de los produc-

tos binarios, nos resulta los cuadrados de las dife­
rencias w, n, p, q, menos la mitad de la suma de 
los productos binarios de las mismas.

Para sacar los valores de m, n, p, q, pudiéramos 
seguir el sistema explicado (29) al tratar de las 
ecuaciones de 3 .” grado, cuya fórmula 7n̂ -hn̂ — 
— 7m es muy parecida á esta; pero ofreciendo esc 
sistema de resolución los inconvenientes que' se 
manifestaron entonces, y que con mayor razón se 
ofrecían en las ecuaciones de 5 .” grado, omitirémos 
todo lo que no sea de verdadera utilidad, porque 
tal es nuestro modo de pensar, y nos ocuparemos 
desde luégo del objeto á que debeiúos dirigirnos.

95. Comprendiéndose perfectamente que desde .



el momento en que conozcamos los valores de las 
diferencias — x, n— %— —x, q= k  x,
conocida como nos es la suma x -\ -y - f rZ + u - { -k ,  nos 

lo serán igualmente los de las raices-de la ecuación, 
y demostrado suficientemente (43 y siguientes) lo 
fácil que es hacer unas tablas que al primer golpe de 
vista nos presenten las expresadas diferencias, ya 
sean estas números enteros, ya fraccionarios, ya 
sean las raices positivas ó negativas, ó unas positi­
vas y otras negativas, claro es que este es el me­
dio más ventajoso por su facilidad, claridad y bre­
vedad que puede adoptarse para lograr el fin que 

nos proponemos.
96. Respecto á la formación y uso de estas ta­

blas, poco tenemos que añadir á lo dicho en los nú­
meros (43 hasta el 50); pues asi como en las ecua­
ciones de 3.®'' grado solo son dos las diferencias, y 
en las de 4.® grado tres, en las de 5." son cuatro. 
Esto parece que pudiera ofrecer algún aumento de 
trabajo para formar que como sabemos está 
compuesto del duplo do la suma de los cuadrados 
de m, n, q, menos la de los productos binarios; 
pero según se demostró (47), no es necesario ir 
practicando estas operaciones, sino que con la mis­
ma facilidad y brevedad se hace N  en las de 
3 ."  grado, que 3N  en las de 4.", que 2iV en las 

de 3.®, e tc ., etc.

221
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97 . Por evitar repeticiones innecesarias, recor­
damos al lector tenga presente lo dicho (76); pues 
cuanto allí se dice es aplicable aqu í, no variando 
más que en ser 3iV el número de que en aquel lu­
gar se trata , y en este ser %N.

98. Si 2IV no estuviese en las tablas, ó será un 
cuadrado perfecto, en cuyo caso la resolución de 
la ecuación es la explicada en los números (89 y

3
92), ó será de un cuadrado perfecto; y enton­

ces la resolución es la que comprenden ios núme­
ros (90 y 91). Y á estos mismos números (8 9 , 90, 
91 y 92) habrá que recurrir si estando 2iV en las ta­
blas nos diese para las raices valores falsos, que co­
noceremos comprobando su producto con el último 
término de la ecu ación ..

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE 3.“ GRADO.

9 9 . Hemos visto (88) que cuando las raices son 
iguales, restando del cuadrado de la suma de las 

5
raices los de la de los productos binarios, nos

resulta c e ro : y por consiguiente, dividiendo aque­
lla suma por 5 , tendremos el valor de x = ^ j^ z =  

Tenemos, pues, que cuando no es cero el re­
sultado de esta resta, es porque liay diferencia ó di­
ferencias entre las raices. Veamos si todas las ecua­
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ciones de este grado, ya tengan una, dos, tres ó 
cuatro diferencias, pueden resolverse por un mismo 
método. Para que esto se verifique, es necesario 
hallar una fórmula general que sea en todas ellas la 
expresión del resultado de la resta , al cual hemos 
llamado N. Examinemos, pu es, si esta fórmula ge­
neral puede ser la que hemos hallado en el quinto 

caso, que es:
(m7i+ m p + m(f~\-np+ nq -\-pq)

iV—  ̂ ^

100. Si aplicamos esta fórmula al primer caso,
• que es cuando tenemos x = ^ y = z~ u = li j como que

no existen diferencias entre las ra ices, es evidente 
que siendo 0, w = 0 , resultará:

(m n -hm i)^ 7m i'hn p-{-n q^ pq)  ̂
nî + 71̂  ----------- ------------- 2---------------------

ó sea iV = 0.
101. Si la aplicamos á la primera subdivisión

del segundo caso, cuyas raices están representadas 
por X, y =  x, z = x ,  k = x - i -q ,  tendremos:
m ~ y—x = 0 ,  n = z —x==0, p— n —x = Q , 
Sustituyendo estos valores en la fórmula de que 

tratamos, será: -
fO+O-i-O+O-t-O+O) _ 3

+ 0 ^ + 0 ^ + ------^ ^ ---------2----------------

que es el mismo resultado que allí obtuvimos.
102. Si hacemos igual aplicación en la segunda



subdivision, cuyas raices están representadas por 
X, y = x , z=^x, u— x-hp, h—x + p ,  será: m = y — x = 0 ,  
n ~ z — 0, -p— u—x, q~ k — x = p ,  cuyos valores 
sustituidos en dicha fórmula darán:

que también es el mismo resultado obtenido allí.
103. Si verificamos lo mismo en la tercera sub­

division, cuyas raices son x, y—x, z~x-r-n, 
u ~ x  +  n, k ~ x -^ n ,  tendremos: m ~ y —  
n = z —x, p = u —x, q= k — x. Y com o2:===M=fe será: 
i(,^p=q. Haciendo la sustitución dicha, será:

2 ,  2 (0 +  0 +  0 -h n "+ n '+ « -)  3n̂
+ n-+ n̂ — ----- ^ ^ ^  “ 2 ”

que también es el mismo resultado obtenido.
104. Practicando lo mismo en la cuarta subdi­

vision, cuyas raices son x, y=^x-hm , z~x-\ -m , 
w =a;+m ,/c=x+m ,tendrém osquesiendo m ~ y —x̂  
y teniendo y = í= ií= / c , será: ?«= ?i= j?= í/ .. Sustitu­
yendo estos valores en la fórmula de que tratamos, 
se rá :

2 2 4

iV==m*+ -h + 'irC' — - = m

que asimismo es el resultado obtenido entonces.
103. Practicando lo propio con la primera sub­

division del 3.*'’ caso, cuyas raices están represen-



ladas por x , y=x^ z = x ,  u = x + p ,  k = x + q ,  te­
niendo m = 0 ,  será:

(0 +  0 + 0  +

2 =p̂ -Wq̂ —  “ 2

que igualmente es el resultado obtenido.
'106. Y como lo mismo resultaria en todos los 

demás casos, tenemos que la fórmula:

(w / n + m p + m g + n p + + P 9 )  
2A’==m +̂ + q

es general para todas las ecuaciones de 5 .“ grado, 
y por consiguiente todas ellas pueden resolverse 
por medio de las tablas. Más como las comprendi­
das en los dos primeros casos son de una resolución 
sumamente fácil por el sistema explicado en los nú­
meros (88 al 92) no incluiremos en las tablas las 
diferencias entre sus raices, y solo lo haremos á 
contar desde las del tercer caso, que empezarán por 
m=»0, ?z=0, p— 1,

107. Tratando, pues, ahora ya solamente de la 
resolución de las ecuaciones de 5." grado-- com­
prendidas en los casos 3.% 4 .“ y 5.", nada tenemos 
que decir de nuevo, pues olilcnidas por medio de 
las tablas las diferencias entre las raices, no hay 
más que proceder de igual suerte que lo hemos he­
cho en las ecuaciones de 3 .“ y 4 .“ grado, por lo -

®Í¿'L*ÍOTíEí
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nos limitarémos á poner un ejemplo de cada uno 
de dichos casos.

EJEMPLO I."

Sea la ecuación:
• + 1 3 7 2 0 = 0 ,

y tendrem os:
a ;+ y + 3+ w + / c—— 8,

xy-\-xz-hxu-\-xh^yz-]-]  g0
-\-yu-\-yk +  zu +  zk-^uk]

' ■ 1  ̂ jRestando del cuadrado de la primera los de

la segunda, será:

5 X — 86

026

.gs------= 6 4 — (— 2 1 5 )= 2 7 9 = w i^ +

„ (mn~^mp-hmq-\-np-\-7iq-\-pq)
. -------------------------Y'----------------------

Multiplicando por 2  para hacer desaparecer el de­

nominador, será:
+ 2  + 2j?^+ 2(] ̂  — {mil +  mp +  mq +  np +  nq 

+ í?(í)-5 5 8 -= 2 iV .
Buscando este número en las tablas, nos dá: 

m = 0 ,  í i = 0 ,  í^ = l2 , 7 = 1 5 .
La fórmula general de la suma de las ra ice s , es: 

x-hy~\-%-\-u+1i=^x+ w +  n+ í? +  7 . Luògo será : 
^x-^-m-i-n-^-pi-q^— 8. Sustituyendo los valores 
de m = 0 , ?z= 0, p = 1 2 ,  7 = 1 5 ,  tendremos:



227

=5a;H -0 +  0 +  12 +  15— — 8; ó — 8— 2 7 —— 35
Dividiendo por 5 ,  será: . 
y = ic + m , ó y = — 7 + 0 .  .. 
z=x-\-n, ó ;:í= — 7 + 0 .  . 
w = ¿ c + p ,-ó  u = — 7 + 1 2 .

ó — 7 +  15. .

y ^ - 7  
s— 7 
u =  5
/í= 8 

— 8vT+y+2: +  W+fe— . . .
Comprobando el producto de estos valores con el 

último término de la ecuación, resulta que las ha­
lladas son las verdaderas raices.

EJEMPLO 2."

Sea la ecuación;
7ic'— 15.rH  ISh'T — 1 3 0 a ;+ 6 0 0 = 0 , 

y tendrémos:
y-+2:-+'íí+-/í=7,

xy ~\-xz-\-xu-\-xk-\-yz+ytt+yk-\-zu-hzh-{-uh^ — 15
5

Restando del .cuadrado de la primera los de 

la segunda, será:

r ----- .. = 4 9 — (— 3 7 ,5 ) = 4 9 + 3 7 ,5 = 8 6 ,5

(■mwH-w.;>+'í«  ̂+
,r ,  , , . , n p + n q + p q ) _

=iV=w^2^-n^+'^^+g --------------------2

Y multiplicando por 2 , para quitar fracciones, se­

rá; 173= 2IV ;



Buscando á este número en las tablas, vemos que 
nos dá las diferencias , n = 7 ,  ^ 3= 9, q— ^ , y 
tendrémos :

5a;+m H -n=p H -í¡f=7, ó 5 a : + 2 H - 7 9 +  9 = 7 ,  ó 
5 ,̂ — 7 — de donde.  ̂ x = — 4 

y ^ x + n i,  ó y = — 4 + 2 .  . . 
z = x -h n ,á z = — 4 + 7 .  . . . 
u = x+ p ^  ó « = — 4 + 9 .' . . . 5
k—x-\-q,ák= — 4 +  9 ............... /í—  b

x-\~y+ + 'íí+ /¡ = . . .  7

Comjirobados estos valores con el último térmi­
no de la ecuación, resulta que estas son sus raices.
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EJEMPLO B."

Sea la ecuación:

96o:^— 78,5809.1^^+27,221924.^^+ 
+  1719 ,6567682a:— 3 0 5 5 ,6 4 5 5 6 7 0 8 = 0 , 

tendremos:

íc+ y + 2 :+ í¿+ / c= 2 ,9 6
X ij -\-xz-\- xii +  xk-[-yz-{-yu+ yk~hzii+zk-{-uk=

= — 78 ,5 8 0 9 .

Restando del cuadrado de la primera ios de 

la segunda, será:
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2,96^-
5 x - 7 8 ,5 8 0 9  

2
^ 8 ,7 6 1 6 — (— 1 9 6 ,4 5 2 2 5 )=

= 8 , 7 6 1 6 +  1 9 6 ,4 5 2 2 5 = 2 0 5 ,2 1 3 8 5 = 9 ? ? ."+  n ' +
 ̂ (m n-\-m p-]-m q-{~np-\-nq+pq)

+ Í 9 V 9 " -  ^ -------------------- 1-----------------------

Y multiplicado por 2 , será:

2 .V = 4 1 0 ,4 2 7 7 .

Buscando en las tablas este número, prescindien­
do de la com a, nos dá las diferencias ?n = 87 , 
n = 2 7 8 , ¡}=\  177, ^ = 1 3 6 4 . Y  como al suprimir la 
coma hemos multiplicado por 100 las diferencias, 
dividiéndolas ahora por 100, será:

m = 0 ,8 7 ; n = 2 ,7 8 ;  2 3 -1 1 ,7 7 ; g = 1 3 ,6 4 ,  y ten- 

drémos:
537+m +w +p+(]f“ 2 ,9 6  ó 5 a :+ 0 ,8 i+ 2 ,7 8  +  

+  1 1 ,7 7 + 1 3 ,6 4 = 2 ,9 6
ó 5 .r= 2 ,9 6 — 2 9 ,0 6 = —2 6 ,1  de donde . r = — 5,22  

y= x-^ m  6 y = — 5 ,2 2 +  0 ,87  y— — 4,35
^==o;+ n ó ^ = — 5 ,2 2 +  2 ,78  
ti=^x-]-p ó ? í= — 5 ,2 2 + 1 1 ,7 7  6 ,55
k=x-^q  ó fe=— 5)22 +  13 ,64  k =  8 ,42

ír+ y + 2 í+ '^  +  k— 2,96

Verificada la comprobación del producto do estos- 
valores con el último término de la ecuación, re­
sulta ser estas sus raíces, y por tanto la ecuación 

está resuelta.
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ECUACIONES INCOMPLETAS DE 5.“ GRADO.

108. Demostrado ya en las ecuaciones de gra­
dos inferiores que la resolución de las incompletas 
se efectúa del mismo modo y por el mismo sistema 
que las completas. Nos limitarémos á poner el si­
guiente

EJEMPLO.

Sea la ecuación:
51 ,4588.t' — 129,620688o;' 1 7 5 .1 4608o; +

550,260992=:-0 
y tendremos:

o;H-?/+2: - f  ?í+ í¿” 0
xy-^xz+  xii H- xk -i- i/z-h yu-\~yk +  zu+zk-huk=^ 

— 51^4588.
5

Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, será:

5 X — 51,4588
0' :0 _ (_ l2 8 ,6 4 7 ) = 1 2 8 ,6 4 7 = iV

Multiplicando por 2 , será:
2 iY = 2 5 7 ,2 9 4 .
Prescindiendo de la coma y buscando este nú­

mero en las tablas, hallamos 2572940 , que nos pre­
senta las diferencias m— 8 8 , « = 1 7 8 ,  y j= 6 2 2 , 
(^=1222. Y como el número que hemos buscado 
lo hemos hallado seguido de un cero , también de-



bemos considerar á 257 ,2 9 4  como seguido de un 
cero (véanse los números 97 y 76), y será257 ,2940 ; 
pues si reparamos en las operaciones practicadas, 
veremos que al m ultiplicar— 51,4588 por 5, el pro­
ducto de 5 por 8 diezmilcsimas ha dado 40 milési­
mas, y por consiguiente cero diezmilcsimas que he-' 
mos omitido.

Dividiendo, pues, por 100 las diferencias obte­
nidas, será: m = 0 ,8 8 , ?í̂ 1 ,78 , ^ = 6 ,2 2 ,  g— 12,22, 
cuyos valores sustituirémos en la fórmula de la 
suma de las raices, y será:

5íc+m4-íi+j)4-(jf=0 ó 5x+0,8 8 + 1 ,7 8 + 6 ,2 2

+  12 ,2 :2 = 0
6 5 x = — 21,1 de donde 

y —x + m  ó — 4 ,2 2 +  0 ,88  
z~x-\-n  ó z = — 4 ,2 2 +  1,78 
M =.r+ p  6 — 4 ,2 2 +  6,22
k = x ^ q  ó 4 ,22  +  12,22

.T = — 4,22  
í/= -3 ,3 4  

2 ,44  
2

k =  8

.r+y+;^+w+A'=0

ECUACIONES POR RESOLVER.

109. Siendo, como hemos visto en todo el cur­
so de la obra, completamente inútiles é innecesa­
rias para la resolución de las ecuaciones las sumas 
de los producios ternarios, cuaternarios, etc., y ab-



m
sorbiéndonos el hacer estas operaciones infructuo­
sas un tiempo que no somos gustosos en malgas­
tar, hemos determinado representar por A , B, C, 
D, etc. en todos ios ejemplos sucesivos los coefi­
cientes de los términos cuarto, quinto, e tc ., hasta 
el último exclusive, que, como sabemos, es el pro­
ducto de todas las raices, con el cual siempre de­
bemos comprobar los valores que obtengamos para 
ellas.

x^~0,\Q x*-il ,9m x^+A x^+B x—  
— 1 1 5 ,5 6 4 8 1 9 5 = 0

7,66.1;'+1,4452:r'-hA.r^+Rr+218,8^096=0 
a;®—2,44a;'~28,32^^+A.'r^+B.i;+261,lá=0 
x̂ — ^x*~73x^— Ax^-\-Bx^3Q0:=0 
x^^iSSx^—A x^ + B x+ Q m ^ O

ECUACIONES DE 6.“ GRADO.

110. Vista la marcha que hemos seguido en las 
ecuaciones de los grados anteriores, paréennos su­
pèrfluo el repetir en las de este grado y sucesivos las 
operaciones que conducen á obtener la fórmula 
general que para las ecuaciones de G.” grado halla- 

rémos ser;
1 2(a'í/ -{-xz + a :w +  xk-}-x^ +  
-\-yz-\-yu-\-yiz-\- -\-zu-^zk

, v9 + .? a + ? d í+ W a + / v « )
( a ;+ i / + 2 + w + / c + a ) ---------------------------- r
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¡ I

L

-N— ríC-+ + r

2 (mw +  mp +  mq +  mr 
+  «jo +  nq-\-nr^ fq~\~

~^'pr +  qr)

Y multiplicando por 5  para quitar el denomina­
dor , se rá :

+mr+np-\-nq-\-nr +:pq -^pr -\-qr).

1 U . Representando por o:, í/, 2:, í í , /c, « , las 
raices de la ecuación, y por m, n, f ,  q, r ,  sus dife­
rencias, con la fórmula general que hemos obteni­
do, sacaremos las particulares que'corresponden 
ai l .°  y S .“ caso s, que son cuando todas tienen el 
mismo valor, y cuando son dos'sus valores. En el 
prim erease, claro es que resulta ÍV = 0 , pues todas 
las diferencias son también iguales á cero. En el se­
gundo no tenemos más que hacer todas las diferen­
cias, menos la última, iguales á cero, y tendremos la 
fórmula de la 1 .“ subdivisión, que es N = f\  Si igua­
lamos á cero las tres primeras diferencias, nos re­

sultará la fórmula de la 2.® subdivisión, que es:

iV=

ra la 3 ." iV =

Y así sucesivamente hallarémos pa-

5 ; i V - para la 4 .“, y iV=Jn

para la 5 .“ i
112. Tanto en el caso de que 5iY se halle en las



labias, y con las diferencias que nos dé saquemos 
■valores falsos (que conocerémos por la comproba­
ción que debemos hacer de su producto con el úl­
timo término de la ecuación), como en el de que 
5iV no esté en las tablas, debemos resolver la ecua­
ción como comprendida en los casos I."* y 2.% vien­
do á cual subdivision corresponde, según que N  sea 
un cuadrado perfecto, ó sea igual á cualquiera de 

las fórmulas dichas.

EJEMPLO 1."

Sea la ecuación: 

x '— 3 ,5 æ'—  

y tendrémos:

x+ij+z+u-\-k-{-a  = 3^ 5 ,

xy-\-xz-\-xu.-\-xk+Xa -^yz-\-yu-\- y k j _ _ 2 <̂
H~y<í -̂ Z'U -H zk +  -h ÍlIv̂ Ucí -f-fea j

12
Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, será :

1 2 x — 32
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3,5^- =  1 2 ,2 5 — ( - 7 6 , 8 ) ^ 1 2 , 2 5  +

+ 7 6 ,8 - :8 9 ,0 5 : i iV .
Y multiplicando por 5, será: 5 iY = 4 4 5 ,2 5 . 
Buscando este número en las tablas, prescindien­

do de la coma decimal, vemos que nos dá: ííi= 1 0, 
j i= 3 0 ,  ^ = 6 0 ,  q~S0, r = 9 5 .



Y como según lo dicho (49), dehemos dividir 
por 10 estas diferencias, será:

n ~ 3 ,  ^— 8, r = 9 ,5 ,  y tendrémos:
6^ -H + n + ] ) + 5  -j- r =  3 ,5 . Sustituyendo valo­

res, se rá :
6 ír + l  +  3 + 6 + 8 + 9 , 5 = 3 , 5 ,  ó 6 . r = 3 ,5 - 2 7 ,5

= - 2 4 .
Y dividiendo por 6, será..................  x ~  — 4
y=x-\-m, ó y = — 4 + 1 .................... y= — 3
z=x~^n, 6 — 4 + 1 .................. .... 2 := — 1
u ^ x ~ h p ,6 t i= — 4 + 6 .................... u =  ^

ó / ;= — 4 +  8 .....................  / í= ' 4
a=^aj+r, Ó — 4 +  9 ,5 .................a =  5 ,5

X +  y+2! +  'íí +  /í +  a = : 3 ,5  
Comprobando el producto de estos valores con el 

último término de la ecuación, resulta que son'las 
verdaderas raices.

EJEMPLO 2.°

Sea la ecuación:

x^~~i7x^^S^,^x^^Ax^-\-Bx'^— C x ~ S m M ^ ^ = 0  
y tendremos: ,

X + y-t'2 :+ lí+ / v+  a = 1 7 ,
xy-^xz-\-xii-i~xk-{-Xa -\-yz ~^yii-hyk) g 

+ ya. -\—zíi-\~zk+ Zx -\~uk +  'ííx -+kx j
12

Restando del cuadrado de la primera los de

235
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la segunda, será:

1 2 X 8 3 , 6
n ^ 8 8 ,3 6 -= N , 5 N = 4 4 1 ,8 .

Buscando este número (prescindiendo de la coma) 
en las tablas, no le hallam os; y por consiguiente, 
proccderémos con arreglo á lo dicho (112), y con­
vencidos de que esta ecuación es de las compren­
didas en el segundo caso , verémos si N  es un cua­
drado perfecto, para lo cual extraeremos la raíz de

jV = 8 8 ,3 6 , y vemos que \ / 8 8 ,3 6 = 9 ,4 ,  y que es 
cuadra*do perfecto, por lo que desde luego pasamos 
á resolver la ecuación, y tendremos:

ó 6a ;= 17— 9 ,4 .

2  » 2
Y d iv id ie n d o p o r6 ,s e rá :íc = l,2 -^ ; y— 1 ,2 - ^ ;

2 2 2 2 
5í = l , 2 - g - ;  w = 1 ,2 -y - ;  /í= 1  , 2 - ^ ;  « = 1 0 , 6 - ^

Comprobados estos valores con el último termino 
de la ecuación, vemos que no son estas las raices, 
por lo que resolveremos la ecuación según la quinta 
subdivisión en que N=m^, y tendrémos:

6 ’̂+ 5 m = 1 7  ó 6 a ;+ 5 x 9 ,4 ~ 1 7  ó 6 x = n — 47 

= — 30.
Y dividiendo por 6, será: x = — 5; y=x-{-ni ó
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y = 4 ,4 ;  z = x + in  ó z = ^ , í ;  u = x + m  ó w = 4 ,4 ; 
/í=^x-i-m ó fc= 4 ,4 ; <x=ir4-m ó « = 4 ,4 .

Comprobados estos valores con el último término 
de la ecuación, vemos que estas son las verdade­
ras raiccs.

ECUACIONES POR RESOLVER.

^ '5__19,8# +163,35a;'—

+  1281,467969=0
x’̂ -ho.v̂ — l0x*— Aa)^-hBx^--av— m ^ 0

C a ;+ 9 0 0 = 0

ECUACIONES DE 7.“ GRADO.

113. Verificando lo mismo que en las de sesto 
grado, hallarémos que la fórmula general es:

+  /í +  « +  jS)A’

"1(X̂  +  XZ-hXU +  xk-i-Xa.-i-X  ̂+y^ +  
-h lju -h l/k  +  ljic +^Í3 - h z u + z k - h z a  +  
-i-Zj3-\- tík-hUx H-W.s +Aa +kj3 +ajS)

( ?m +  mp +  mq -h  nir -+  ms -\ 
+ np -h  +ÍÍÍ/ H" írr -+ ns +  pq 4 

= iV = m " +  n^+ \ _  + W  +  iu ^ q r  +  q s + r s )

Sacando de esta las particulares de los casos pri- ^  
mero y segundo, tendremos, N = 9  para aqu^^^sip j^^

‘Uor^
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para esta, será: N=s^ para la 1/ subdivision;
5î'

N = — ô— p a r a l a d .N = % ^ p arala3 .“; N=2p^ para

la 4."; N= para la 5.% y para la 6/;

las cuales aplicaremos de un modo análogo al ex­
plicado en el número 112.

EJEMPLO 1.”

Sea la ecuación:
7̂—  161a;« +  111,090;'— Cx--h Dx—  

— 3 1 7 ,5 1 9 0 4 5 7 = 0 ; 
y tendrémos:

X-\-y-hZ-jr'U-\-k-ha +.3 =  16 ,1 , 
xy-\~xz-^xu+xk  +  Xcí -\-xp + 7/2; + )
-hyu-\-ijk+ +Í/3 +  z/c+ 2:« =  111,9 .]  y  IA > \ y i t i  I y  i  y t J  i  i  '» • « - i i

+23+í//í+Wa +W3 +kx  +fc.s +« )̂)
7

Restando del cuadrado de la primera los - y  de

la segunda, será:

7X111,09
16, P- :259,21-259,21=0.

Por consiguiente, las raiccs son iguales, y ten­

drémos:
16,1

o;+y+-;2-+W'+fc+®+'3— 7o)'— 16,ljOo;—  2,3

único valor que satisface á la ecuación propuesta.

¥
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Sea la ecuación:
x ’— 5,'c®— 59x^+ + Bx  ̂-h Cx̂  -h Dx + 1 0080=^0 

y tendremos:
íT +  y+^^+M+fe +  a -f̂ j3 — 5,

xy+xz-{-xu-{^xk-\-X’̂  -{-X0  +yz-\-)
4-yWH-y/e+y«+yj3+2;WH-2/í+Sa = — 59.
+  +íí/eH-Wa -\-U0 +fea +/íp +«^ ]

7
Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, será:

EJEMPLO

7 X - 5 9

+  137
2

=162

^ 2 5 _ ( _ _ i 3 7

= is.

2
) = 2 5  +

3 3
Multiplicando por 3 para hacer desaparecer el 

denominador, será;
3N— 488, cuyo número buscaremos en las tablas 

y nos presenta las diferencias.
m = 2 ,  n = 4 , p — 8, (y = 9 ,í‘= l l ,  s = 1 3 .

Sustituyendo estos valores en la fórmula general 
de suma de raices, será:

"^x-\-m+n+p-\-q~hr-\-s=^, ó 7a; +  2 +  4 + 8 + 9  
+  11 +  1 3 = 5 ,  ó 7 a ;= 5 — 4 7 = — 42, de donde 

6 ; y===x-hin, ó y = — 4; %=x-^n, ó — 2;
w = íc+ p , ó t í = 2 ;  k = x i - q ,  ó/v— 3; a = . r + f ,  ó 
« = 5 ;  i3= a;+ s, ó 0=1 .
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Comprobados estos valores con el último término 

de la ecuación, resulta que son las verdaderas ral­
ees, y por lo tanto la ecuación está resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

3 ; T _ „ 2 9 , 7 5 . i ;'* i - 3 7 9 , 3 1 2 5 a ; ^ + A a ; ^  4 - + f t r

+ 3 3 1 6 9 ,59552Í97265625= = 0 ..
— 3 5 ,8 a ;l+  Ax*-{- Bx -̂\-Cx -̂\-Dx— 1056

= 0 .
a;’ +  45o:  ̂ +  8 1 +  A.t'  +  Bx^-hCx^ +  Dx— 

— 4398046511104— 0.
^^-16o;«+108x^+A a^^+RrH Ca;-+A r— 256— 0.

ECUACIONES DE 8.“ GRADO.

114. Procediendo de igual suerte que hasta 
aqui, y llamando para mayor comodidad y claridad 
(5  de jP J3 de fi) á la suma de los productos bina­
rios de las ralees, y [S áaP  B de D) á la de los pro­
ductos binarios de las diferencias, obtendrémos la 

fórmula general.
16ÍS de P C  de jR)

(a ^ + y + 2 + w +  fe+a+i3+5) — ------------ ^ ^  —

, 2 (S  de P B á e D )
+ ^^+ (jí̂ + + s -F í — ----------- y---------- ^

de la cual sacaremos las particulares del primer 
caso, que es TV— 0, y las del segundo, quesoniV =P,
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para la primera subdivision; N~ para la se-

.  . .rgunda; ^—  para la tercera; N = —ij — para

la cuarta; N— — ^  para la quinta; iV— ■—

para la sesta, y N~m^ para la sétim a, las cuales 
aplicarémos según se’ha dicho anteriormente.

EJEMPLO 1."

Sea la ecuación:

—  1 6 .1;̂  + 1 1 2 ®̂ +  Ax  ̂+  B.'C*+ Cx̂ + Dx̂  +  &  4 - 
+ 2 5 6 = 0

y tendrém os:

íC+y +  2+W+-fe +  « +  j3 +  ̂ = 1 6
5  de P  i? de P = -1 1 2

16
Restando del cuadrado de la primera los - y -  de 

la segunda, será:

1 6 X 1 1 2
16 -̂ =0

Por consiguiente, las raices son iguales y ten­
dremos:

8 x = 1 6  de donde 2 — a:=y=2:= w =/c= ft=-3= ^
SI
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Sea la ecuación:
+  6a:’— 84íc" 4- Bx  ̂+  Cx  ̂+  Dx^

+ 4 0 3 2 0 - - 0  
y tendrémos:

a :+ i/ 42+ w + / e-l-a+ í3+ ^ = — 6 
5 d e P B d e i í = — 84

EJEMPLO 2.“

Ex-\-

16
Restando del cuadrado de la primera los  ̂

de la segunda, será:

-6 ^ -
1 6 X — 84 

7
. := 3 6 _ ( _ 1 9 2 ) = 3 6 + 1 9 2 =

= 2 2 8 = iV
Multiplicando por 7, será:
7 íV = 1596; cuyo número, buscado en las tablas, 

nos dá:
m = 2 , w = 3 , 6, ^ = 9 ,  r = l l ,  s = 1 2 ,  ¿ = 1 5 .

Tenemos x-\-y+z-{~u-\-k+a-^&+^<=^— 16; luégo 
será: 8 x + w H - / i + p + í + r + 5 + í = — 6.

Sustituyendo los valores hallados, será: 8 a :4 -2 +  
+ 3 + 6 + 9 4 - 1 1  +  1 2 + 1 5 = — 6 ó 8 a ;= — 6— 5 8 =  
— 64, de donde, dividiendo por 8 , será: x=^— 8; 
y==05+m ó y = — 6; z= x-^ n  ó 2 = — 5; u = x-h p  ó 

2 ; k=x-\-q ó q = i ]  « = a :+ ? ’ ó « = 3 ;  P^x-h  
+ s  ó ^ = 4 ; ó —̂ 7.



Comprobados estos valores con el último térmi­
no de la ecuación, resulta que son sus raices, y por 
lo tanto, la ecuación está resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

448a:®-h Bx^-hCx^-h Dx'̂ -h Ex-h
+ 6 5 4 0 8 = 0

a;®—2 6 , + 2  9 8 , 2 ^ ® + + &  
+  1 1 3 7 2 , 4 = 0

Sx’’ — 36a;® +  Ax  ̂+  Bx* +  Cx̂  +  Dx̂  +  Ex-h 
+ 50625= =0

a;®+ 19a;^— 10a;®+ Aa:®+ Bx*-\- Cx^+ Dx̂ -\- E x—  
— 1 1 5 2 0 0 0 = 0

ECUACIONES DE 9.” GRADO.

115. De igual suerte que en las ecuaciones de 
los grados anteriores; hallarémos la fórmula ge­
neral :

2 i3

r , , ,  9(SdePBdeR)
(a;+y+2:-|-'í¿ +  ¿+a+j3-|-S‘+ f f ) ------------r  — N

= m ‘ +n^+p'‘ + q ‘ + r^ + s ‘ + f + p — {SdePBieD)_

y las particulares del primer caso que es N = 0 ; 
y las del segundo que son N=/^para la 1.“ subdivi-

7¿2 9̂ 2
sion; N =  - y -  para la segunda; N =  para la
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5fl*
tercera; N =  — ^— para la cuarta; N-= -| -p a r a

la quinta; N =  — ^  para la sesta; iV =  pa­

ra la sétima; para la octava, las cuales apli- 
carémos según se ha dicho anteriormente.

EJEMPLO 1.'

Sea la ecuación:

+ F a :— 2 6 ^ 1 4 4 ^ 0 , 

y tendrémos:

¿r-f-y-hs+'W -f-fe+tt-f'jj+S'+ír=36,
S de B P  de i í= 5 7 6 .

9

Restando del cuadrado de la primera los de 

la segunda, será:

9 X 5 7 6
36'- = 0 .

Por donde vemos que las raíces son igu ales, y 

será;
36

9.t= 36, de donde x =  = 4 ,  único valor que 

satisface á la ecuación.
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Sea la ecuación:
a:® +11 — 7kx’ +  Aa:’’+ Bx -̂\~ Cx'̂  +  Dx  ̂H- Ex"̂+  

+Fa;+226800==0, 
y tendrémos:

’̂+2/+^+w+/eH-«H-j3 4 -^ + ír= — 11,
S d e P B d e  f í = - 7 4 .  •

9
Restando del cuadrado de la primera los de

la segunda, será:
9 y __74 2

_112----------- ^ ^ ^ - . - '— = . 121— (— 166 - j -)==121

+  1 6 6 - ^  = 2 8 7 - 4 - = Í V .
4 4

Multiplicando por 4 para hacer desaparecer el 
denominador, será: 1 15 0 = 4 N , cuyo número bus­
cado en las tablas, nos dá: 

m = 3 , n = 4 , / ? = 7 ,  ^ = 9 ,  r = 1 2  , 5 = 1 3 ,  í = 1 5 ,  
/ ’= 1 6 .

Sustituyendo estos valores en la fórmula de la 
suma de las raíces, que es — 1 1 ,  tendrémos: 

9 x 4 - 3 + 4 + 7 + 9 + 1 2 + 1 3 + 1 6 + 1 6 = — 1 1 ,  ó 

9 a ,+ 7 9 = — 11,
ó 9 x = — 1 1 ~ 7 9 = — 9 0 , de donde 10; 

y = x + m , ó y = — 7; z= a ;+ w , ó z = — 6; w = x + ^ ,

EJEMPLO 2.*



Ó w==— 3; ó — 1; <x.~x-\-r, ó a— 2;
f c a ; + s ,  ó js= 3 ; ^=oG-\-t, ó s~^;7T=x-}-f, ó-7r=6.

Comprobados estos valores con el último término 
de la ecuación, vemos que son las verdaderas raí­
ces, y por lo tanto se halla resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

Cx̂ -\- Dx^-h Ex' -̂h
1953i^5=0.

x̂ —SOx̂ -hSŜ x'’ + Ax^+Bx  ̂+ Cx̂  + Dx^+Ex^+ 
+ F a ;— 1 3 1 0 7 2 = 0 .

a;» +  ^x —̂ 3 íx '’^ A x^-^Bx^A'Cx^^Dx^-^Ex  ̂+  Fx 
— 3 2 0 0 = 0 .

■ x^-^^3x^— mx^-^A.x^-^Bx^+Cx^ +  Dx^^Ex'^+
-+ -F ^ -h 51840= 0 .

ECUACIONES DE 10." GRADO.
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116. Asimismo hallarémos la fórmula general, 
que es:

(x-hrj-\-z-\-u-h k A __2 0 (5  de P B de R)
+  aH— +  5 - Ht t 9 

+ 11  ̂ (S de P B de D)

y las particulares del primer caso, que es N— 0, y 
las del segundo, que son N=/i\ para la primera
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subdivisión; N =  — ^— para la segunda; N = - ^

para la tercera; N—  — ^ p a r a l a cuarta; N = —^

Sq^
para la quinta; N== —̂  para la sesta: N =  — g-

16n^
para la sétima; N=> — g—  para la octava; 

para la novena, aplicándolas según se tiene dicho.

EJEMPLO 1

Sea la ecuación:

6 0 a :'+  mOx -̂hAx^^Bx -̂i-Cx  ̂+  Dx̂  +  Ex̂
~ ^ F x '^ ~ h G x^ m m % = 0 ,

y tendrémos!

•'r+y+z+wH—/í+cc-{—j3+^ -J"  ̂+y=^60,
S de P B  de 7?= 1620 .

20
Restando del cuadrado de la primera ios -g— de

la segunda, será:

2 0 x 1 6 2 0
60^—

9
=3600— 3 6 0 0 = 0 .

Por donde vemos que las raices son iguales, y 
porconsiguiente, dividiendo 10a:=60por 10 será 6, 
único valor que satisface á la ecuación.

^ ^ (^ D u o re r -
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EJEMPLO 2 .‘

•-'tr.
V,

Sea la ecuación:
+  Ex^ -^Fx^

+  Ga;+29030400==0. 

y tendrémos:

x-\-y+z-{-u-\-k+ «+;3 + 5  +7T + 7= — 23, 
S d e P  B d e R ........ = 3 .

20
Restando del cuadrado de la primera los - g -  de

la segunda, será:

2 0 x 3
- 2 3 ' — = :5 2 9 — 6 -I- = 5 2 2  4 - = N .

9 "  3

Y multiplicando por 9 , por ser 9N lo que se ha' 
de buscar en las tablas con objeto de evitar fraccio­
nes, será: 9 N = 4 7 0 l.

Buscando en las tablas este número nos dá las 
diferencias:

ín = 2 ,  íi==3, / í= 5 , í/ = 8, r==10, s— 1 4 , í= 1 7 ,  
/•+18, á = 2 0 .

Sustituyendo estos valores en, 

1 0 ¿ c + m + n -i-p + 9 + r H - s + í  +  /’+ / t= — ^3» será: 
10.t -i- 2 + 3 + 'S + 8 + 1 0 h- í 4 + 1 7 + 1 8 + 2 0 = — 23, 

ó 1 0 ^ = — 2 3 - 9 7 = — 120, de donde o : = - 1 2 ;  
y=x-\-m, ó y = — 10; 2 = a :+ n , ó 2 = — 9; w =a:+7?,



Ó u = — 1 ; k—x-]-qj Ó k=^— 4 ; a—x + r  ó « = —  

í3— ic + s , ó 0=̂ '̂, S '= a ;+ í, ó  5 ;7 r~ a H -/,

7 = x+ h ,  ó 7— 8. •
Comprobando el producto de estos valores con el 

último término de la ecuación , resulta ser sus ver­
daderas raices, y por lo tanto está resuelta.

ECUACIONES POR RESOLVER.

+  Fa:^+G'ír+ 2 6 5 5 ,9 9 2 2 7 9 1 4 2 4 = 0
x^ ĵ^% x̂^^ l̂Ox -̂~\-Ax'  ̂+  Bx  ̂\- O a ;'+ D a ;'+ fe '+  

3 9 3 6 6 = 0
a ,io _ 2 3 x V 2 3 6 a ;'+ A .'cV  Bx^-\rCx^^Dx^^Ex^-^-' 

Fx^-\-Gx^301^=(}
a;'<'_55ir®+1320^«+ Ax -̂{-Bx  ̂+  Cx -̂  ̂D^'+ Ex  ̂

+ F ;r^ + ( ;a )+ 3 6 2 8 8 0 0 = 0

TEORIA GENERAL DE ECUACIONES.

117. Hemos tratado la resolución de las ecua­
ciones desde el basta el 10." grado, ambos in­
clusive, y en todos ellos liemos visto que el cuadra­
do de la suma de las raices se halla, con la de sus 
productos binarios, en una razón fija para todos los 
casos que dentro del mismo grado pueden ocurrir, 
y que esta razón lia sido suficiente ¡pafa conducir­
nos á determinar cada una de las raices de la ecua­
ción.
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Vamos ahora á ocuparnos de generalizar el-siste­
ma que hemos seguido en cada grado, formando lo 
que se llama teoría general, para lo cual pondrémos 
de base la resolución del siguiente 

l i s .  Problema. Dada la suma de C cantida­
des, la de sus productos binarios y el producto de 
aquellas, determinar el valor de cada una de dichas 
cantidades.

119. Resolución. Sean x, y, z, u , k .......estas
cantidades incógnitas, C el número de ellas, y i)  el 
número de sus productos binarios, que nos es co­
nocido puesto que conocemos C. Puede suceder ó 
que todas sean iguales ó que no lo sean. Poniendo 
primero el caso en que sean iguales, claro es que si 
conociésemos esta circunstancia, no tendríamos 
mas que dividir la suma por C, y obtendríamos el 
valor de cada una. Más como al proponernos tal 
problema, ignoramos si dichas cantidades son igua­
les ó desiguales, vamos á ver si podremos hallar al­
gún medio por el cual podamos conocer cada una 
de estas circunstancias, y obrar en consecuen­
cia según convenga. Veamos si el cuadrado de la 
suma de dichas cantidades guarda con ia de los 
productos binarios alguna razón que nos sirva de 
norte en lo que debemos practicar. Supongamos, 

pues:
x=>y~z— u = k = ' . . . . .

250



251

Poniendo x  en lugar de y, u, h, puesto que son 
iguales, será la suma de ellas:

x-hy-\-z~{-u+k~\-.......=C x  (1)
Sus productos binarios serán:
xy-hxz-hxu-hxk-\-......-f-y2: +  í/w¡+) ^
y/í-H.......-\-zu-{-zk-\-........-\-uk+........)
Elevando al cuadrado la prim era, será:

{x -h y+ z+ u + k -\ - .......)‘̂ = C V  (3)
Formando proporción la (3) y la (2), tendrémos:

_______ {x + y -\-z-\-u-hk+.......CW
xy-\-xz-hxu-\-xk-h...... -\-yz-\-yu-h ' Dx̂
~\~yk-̂ ......+  zu-hzk + ........~huk........
Dividiendo los dos términos del segundo quebra­

do por a:  ̂ será:
( x - \ ~ y k ~ \ ~ .......)" '

xy-hxz~\-xii-hxk-h.......~  i )

yk-h......-i-zu +  zk-\-....... -\~uh-\-........
Pasando el denominador del primer quebrado al 

segundo miembro, tendrémos:

(xy~\-xz+ xu-{-xk + .. A 
-\-yz~\-yti-\-yk-\-. . i 
zu-\-zk-\~. •.~\-'uk-\-. . ./ 

. . j - = ------------------ ---------------------

Y pasando el segundo miembro al primero, nos 
dará:

(a:+?/-f2:+|
u~\~k-\-...y\'

(xy-\-xz-\-xu +xk-{-.. A
-I- yz-^yu+ + ... -h I

zii-\-zk-\-.. .-^-uk-]-. •D
= 0
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Por donde vemos que cuando son iguales x, y, 
z, u, k, ....... restando del cuadrado de la suma

x+ y+ z+ u -\ -h los
C2-
^  de la de los produc-

tos binarios, la resta es cero.
1^0. Recíprocamente. Si dada la suma de C 

cantidades y la de los productos binarios, restarnos

del cuadrado de aquella los — g -  de la de esta, y

la resta es cero, tendremos: x—y~z=^u=é=^ .......;
y por consiguiente, dividiendo su suma por C ten-
drémos el valor de x—y ~ z = u = h = ^ .......

121. 2." caso. Que dichas cantidades no sean
todas iguales, podiendo serlo algunas ó ninguna.

Llamemos a; á la menor, y colocándolas por or­
den de sus magnitudes, sea:

X <
f c ^ e tc .,

y designemos por m la diferencia y— x, por n la 
z ^ x ,  por p  la u —x, por q la k— x, e t c . , e t c . , con 
lo cual tendremos z = x + n ,  ií=x-\-p,
h=x-hq, e tc ., e tc ., siendo la suma de todas ellas:

íB+i/ +  s +  w +  í: + . . .  +  (a;+w) +  (a: +  w)+
{3á+p)-\-{x-hq)-\~.......= C a ;+ m + w + j0 4 -^ -h e lc .

Elevando al cuadrado los dos miembros, será: 
(a:-hí/-h z-\-u^k  + .......C V + 2 C m + 2 0 ír n +



+  Wxp +  Wxq + .......+  m'* +  -H -f-........ +
+  2mw +  ‘̂ mp +  %mq-^.......-\-%np +  ^nq + ........ +

+ .......

Sacando factores comunes, tendrémos:
.......y=^ü x̂ -̂^%C(x7Ti +  xn-\~xp

+a:í/ + ........................................................ -^%{mn^pm^
H-.......-hnp-\-nq + ........H-j0^4-....... )

Pasando al primer miembro todo el cuadrado de

+ m g m H -n + p + g + .......í será:
<x-\-y+z+u-\-k+ .....(m^+n^+í?®+ q^+ • ■ • •

+  mg + .......-^np H- nq + ....... -^pq-^
+ .......))^ C V -+ 20(o ím + a;n + ag9+ a;g  + ....... ) (1)

Sustituyendo en los productos binarios los valo­

res de y, u ,k, ......... tendrémos:

xy {-xz-\-xu-i^xk-h.......-\-íjz-\-y^i-i-yk-¥-........~\-zu
+s/;+.....-j-u k + ..... ■ =^x{x-[~m)^x{x-\-n)+x{x-\-p)
+r(a;-l-g) + .....+{a;+m) (.r+n)-h(3;-l-m) (x-hp)-^
H-(a: +  m) ( íT - l-g )+ .......-\-{x+n) (x -\ -p ){x -h n )
( r + g) + ...... -h(r-h|>) ( r + g) + ........^x^-\~xm-{-x^+
^ x n  +  x^^xp +*xVa;g + .....-h o t +  xn +  mn
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-{-X
„2

»2 xm-\-xp +  mp+x^+xm-{-xq-\~mq-\~.......+

x -̂hxn-^xp-i-iip~\'X -̂\-xn+ xq +iiq-{-...... + íc -\-xp
+rg-i-j)g4-.....

Teniendo presente que hemos designado por B el 
número de productos binarios'; que x̂  se repite 
tantas veces como es este núm ero, puesto que x 
entra en todos los valores d oy, z^u, k , .......; y ob­



servando también que cada uno de los productos
■m, xn, xp, xq, ......., se repite un mismo número
de veces igual á C— \, tendremos, haciéndola re­
ducción de las últimas operaciones;

xy-\-xz-^xu-^xk-^.......-hí/2-h y u + y k ^ ....... + zu
-h zk-\-.......+  wft -h ....... =Dx^  -h (í7— I) [xm+xn~\-xp

+ ......................................................H -np + íi^ n-.......
.......

Pasando al primer miembro el producto binario
de ni, n ,p , q, ...... , será;

xy-{-xz-\-xu-\-xk~\-.......4- yz-{-yu H- yk-h___■. +zu
.......-h2f/c-h.......— (mn-h m p+m q-^ ........+np

~ '̂nq-\-.......-\~pq + ..... )=^I)x^ +  {C— 1) {xm+xn-[-
•^xp+xq + .......)

Con esta ecuación y con la (1) formaremos pro­
porción y será;

{x+y+z-\- u-^k-\-......Y— ^
+2(m n-t-m pH -m g+... +np-^nq~\~.. ,-\-pq-\-,..))  -

^í/+ xz xk-^ ... -h yz + y u ^ k ~ ^ ...  + z u + ~
zk+...-\rnk-\-...— [mn-\~mp-\~mq-\-. ,-\-np-\-nq

C-x^-h 2C (.m + xn+ xp-\-xq-^ .
Dx -̂\-{C— 1) [xm~hxn-i-xp-\-xq-^.......

2f>4

Llegados á este punto, nos vemos precisados á 
suspender nuestras operaciones para demostrar que 

0-̂  ■
j) — con objeto de simplificar el según-
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(lo miembro de la última ecuación, y obtener el re­
sultado que nos hemos propuesto.

Para demostrarlo formaremos el cuadro si­
guiente :

C ' = 1 2 3 4 S  6 7 8 9  10 etc. etc.
1 4 9 16 ^5 36 49 64 81 100 etc. etc.

D = 0  1 3 6 10 15 21 28  36 45 etc. etc.
En él observamos que á medida ({ue C vá au­

mentando siguiendo sus diferencias la progresión 
1 2 3  4  5 6 7 8 9  etc.

'?a2^ÍLrÍ 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 etc.,

1 2 3 4 5 6 7 8 9  etc.
Por consiguiente, vemos que tanto como D es­

tán sujetos á una ley constante. Pero en 'tod os 
los valores de C, y D que se corresponden en 
el cuadro de arriba, vemos que CP=^D-hC, luego 
esto mismo sucederá en todos los cuadrados de C, 
respecto de D.

Tenemos, pues, la igualdad C^~2D-\-C.
Pasando C al primer miembro, será:

Multiplicando ambos miembros por C, tendré- 
mos: C^—C^^WD.

Dividiendo ambos miembros por CD— />, será:
3̂— (72 2 Oí»

CD— D CD--D
Pasando el segundo miembro al primero, sera:



2S6
(0^—

= 0 ,C D -D
*fcuyo primer miembro procede de los quebrados

Qi 2 0
—  75— 7 reducidos au n  común denominador,

D 0 - 1

luégo será :
0̂ 20

T - 0 .D 0 — 1

Pasando el segundo término al segundo miem­
os 2 0

bro, tendrémos: ^  que es lo que nos

propusimos demostrar.
Volviendo ahora al punto en que dejamos suspen­

didas nuestras operaciones, sustituiremos en el sc-
20

gundo miembro de la última ecuación por su

0-
igual —^ , y tendremos:

{mn-hmp+mqi- ....-^np-{-nq-b ■■■•))
xy -h xz+ xu + xk 'h .......+ys-t-yw +y/c+........-\-zu
'-\~zk+.......+w/íH-.......— {mn+mp-^-^nq-h ...... +
-\-np-\-nq-^.......-hpq-\-........)

^  -0 V + C\xm+ xn+ xp-\-xg-\-....)
“  Dx' -̂h D (xm +xn-hxp-hxq-{-....)

Dividiendo los dos términos del segundo quebra­
do por x‘̂ -{~x7n-hxn-í-xp-hxq-h.......será:



{x+y-\~z-\~u-\-k-\-. ,y— +  !2;

xy -\-xz-)~x'Uj-{-xh-A-.......•{■ yz-^yu ........ -i- I)
-¥zu+ zk~\-.......-^ u k+ ....... — (mn+mp+m.q-^~
......-^ n p + n q -^ .......-^pq + ........)

Pasando el denominador dcí primer quebrado al 
segundo miembro^ tendremos:

[x-^y-[~Z^U-\-h+......._ _ _ _ ^

^[mn-{-mp+ wq+...-\-np -Hiq-h ... +  +  ...) )  =
C\xy-hxz-\-xu-{-xk-{-..
~\~yz-\-yu-hyk-h--.-{~zu C\mn-hmp-\-niq-\~ ... 

__~\-zk-h ........-{-nk-\-........) ~\-np-hnq-h..+pq-h..)

Cambiando de miembro el segundo término del 
primero y el primero del segundo, será:

C^{xy-\-xz H- xu-^xk-\- 
...~\-yz-\-yii-hyk-h.._.

==-M̂ + n̂ p + .. + 2(mn-Hnp+ mq~\-.. -Hip~\-nq

C\mn-\-mp-\-mq-\- . . .+  

-\pq\ ...) +  +

Reduciendo ^{mn-\-mp +  mq -h...-hnp-h7iq-h... 
+p(/+...) á la especie del quebrado que le acom­
paña, y sustituyendo en el último por su igual 
2i)+ C , tendremos:

:¡



..y

=m^+ír-hí? +(jf +

C^(xy-\-xz-\-xu-\~ x k - ^ . .. 
+ y z - ^  y  u - h y k  +  ...-{'ZU

zk - { - ......+  tik + .......^

“ D " "
W {m n  -\ -m p -h m q -^ ....
-i-7 ip+ 'nq+ ...-\ -pq-\ -...)

' D
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(x-\-y-^z-h u-\-k-\-. .y

2Z)(mw +  mp -~\-mq-\-... C{mn+ mp-hmq-h... +  
-\-np-\-nq-\-...-i-pq+...) np-\-nq-}~... -hpq-l-...) 

■ " D D
ó en fin,

C \xy -^-xz+xu ~'^xk+ ...
-\ - y z - \ - y u - ^ y k - h z u
+  zk-\-.......+  w/í H—. . .)_  _

Cymn-^mp-^-mq +  . . . . +
» 2 2 „ np-{-nq-\-.......~hpq-\-....)

=m^-\-n^+p^+q^+...------------ --------g ----------------

121. Esta ecuación nos dice que cuando las 
cantidades x, y, s, íé, k, ... no son iguales, restando

del cuadrado de su suma los de la de sus prO'

ductos binarios, nos resultará la suma de los cua­
drados de las diferencias m, n ,í? , q, , menos los

Q
—̂  de la suma de sus productos binarios.

122. Esta fórmula es aplicable también al pri­
mer caso en que hemos supuesto x = ^ y = z = ii^  
= / í = ......., pues resultando en este caso v i= y —



2fí0
— n—z ~ x ~ 0 ,  p=^u— .t= 0 ,  q— k ~ x = 0 ,  la 
resta indicada en el primer miembro resultará igual 
á cero, que es lo mismo que obtuvimos al hacer 
aquella suposición.

123. Si para mayor comodidad llamamos N  al 
primer miembro de la última ecuación que hemos 
obtenido, el cual significa reslar del cuadrado de la

Q2
suma de x-\-y-\-z-\-u~\-k+. ..  los —g— de la de sus 

productos binarios, y suponemos x = y = z = u ,
de donde sacamos m = 0 , ? i= 0 , p— 0; la fór- 

iBula dicha se convertirá en:

A ^ = .0+ 0-í- 0 h~?'
C X O + O h-O + O + O -i-O

D

Por donde vemos que, verificando dicha resta, 
nos resulta el cuadrado de la diferencia k— .-í: (supo­
niendo á k la última). Extrayendo, pues, la raíz de 

sustilm'óndola en la sunmx-j-y-^-z-^-u-hk-h.. 
C x-hq, pasando q al primer miembro, y despejando 
X obtendrémos su valor, que sustituido con el de q 

en k=^x^q, nos dará resuelto el problema.
124. Si suponemos ' x = y = z ,  u = x - h P i  k=x-\-p 

(en el caso de que w, k, sean las últimas), sumando
x~hy-hz= .......-\.u-\-k=Cx-h^h tendremos, m = 0 ,
^ ^ 0 ,  .......p= ,g ; y sustituyendo estos valores en la
fórmula que hemos sacado, será:
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, CxO +  O +  O +  O +  O+p’
----------------- fy------------- ^

ó A’-= 2j9̂ -------^

Verificando la resta indicada, sacando el valor
de p, sustituyéndolo en la suma.rn-i/H-2: + .......-hu
+fc=C ¿c+^p; pasando al primer miembro, y 
despejando x, tendrémos este valor, que sustitoré- 
mos con el de p en u=x-\-p, í^ x -^ p , y habréraos 
resuelto el problema.

12;5 . Si tenemos x—y, z= x-{-n , u = x + n ,  
fc^^_^,j;;(pudiendo haber otras cantidades antes de 
X, 6 doy, ó de 2;, pero no posteriores) y sumando
x-\-y-{-...... -^z-{-u~\-k=Cx-\-37i, tendremos m = 0,
...... 7i=^p=q, cuyos valores, sustituidos en la fór­
mula obtenida, nos darán:

„ „ C X 0 + 0 + 0 -H...+n-+w-‘' + 7î
N = 0 +a^-

ó N = 3?i"—

'tv-hn-—

3C/f̂

D

D
Verificando la resta indicada, sacando el valor de

n, sustituyéndolo en lasu m a.r+ í/ + ...... -h z^ u + k
^Cx-\-3n, pasando 3n al primer miembro, y des­
pejando íc, nos dará el valor de esta, el cual con el 
de w sustituiremos en 2;=.c-[-íí=M =/c, y el proble­

ma estará resuelto.
126. Y así continuaríamos sacando las fórmulas



m

particulares, correspondientes todas ellas al caso en
que las cantidades .t , y ,z ,u ,  k.......tienen dos solos
valores.

127. Si el problema de que tratamos fuese solo 
para un caso dado, que no tuviese aplicación gene­
ral, nos veríamos en la necesidad de resolverlo por 
el sistema explicado en los números (29 al 38, 75 y 
otros). Pero.como su aplicación comprende á todas 
las ecuaciones de cualquier grado que sean, las 
cuales no son más que casos particulares de él, y 
como por los medios conocidos liasla el dia, el re­
solver una ecuación que pase del tercer grado es 
una cuestión qi\6, por lo difícil,.casi raya en lo im­
posible en las do l.°  y 8 .“ etc. grados, tenemos un 
medio por el cual se resuelve la ecuación (sea del 
grado que quiera), ó con otro nombre, el problema 
de (jue traíamos, con la mayor facilidad y pronti­
tud, que es el explicado en los números (43 al 50), 
cuya repetición omitimos por innecesaria, pero de­
biendo considerarse como reproducidos aqui.

'128. Halladas por medio de las tablas de dife­
rencias m, n, p, q, etc. las sustituiremos en la fór­
mula X “f- y -|- z “H U~\~~k .......ììi~}~'ìì'~i~p~\~q
+ ........ (véase el número (120). Dejarémos Cx en el
segundo miembro, pasando al primero lo demás; 
despejarémos x  y oblendrémos este valor. Sustitui- 
rémos en seguida este, y los dem , n, p, </.... e tc., ......

L  ( biblioteca



e n y = íc 4 -m , z—x + n , h = x = q ,e lc .  e tc.,
y la ecuación habrá quedado resuella.

129. Sin embargo, debemos advertir que siem­
pre necesitamos comprobar con el último término 
déla ecuación los valores hallados, pues pueden muy 
bien ser falsos, y esto, no obstante, satisfacer á los 
términos segundo y tercero. Y si la ecuación care­
ciese de dicho último término, en cuyo caso ten­
dría á lo ménos una raíz igual á cero, comprobaré- 
mos entonces aquellos valores sustituyéndolos en la 
ecuación propuesta.

130. En cuanto á las ecuaciones incompletas, 
dirémos que siendo la causa de que falle cualquie­
ra de sus términos (excepto el último de que hemos 
hablado), el que destruyéndose en las sumas los 
valores positivos con los negativos, resulta cero, y 
no el que la ecuación tenga condiciones distintas; 
no hacemos mención por estar comprendidas en la 
teoría general lo mismo que las completas.

131. Como el método cpie hemos expuesto para 
la resolución de las ecuaciones supone que siempre 
existe el segundo ó tercer término, vamos á probar 
que en una ecuación no es posible falten estos dos 
términos á la vez.

132. Primeramente vamos á demostrar que, 
dada una ecuación, siempre podemos hacer desapa­
recer uno de sus términos.

2 6 2



Sea la ecuación general:

hagamos en esta ecuación x=y-\-k, siendo y  una 
nueva incógnita y k una cantidad de la cual pode­
mos disponer para hacer que cumpla alguna condi­
ción.

Sustituyendo este valor de x en la ecuación pro­
puesta, y ordenando el resultado, según las poten­

cias decrecientes de y, tendremos:

263

yT^mh

-1-A

m—1 m m - l )

1 .2
■k̂

+  (m— 1)A/í;

4-A/v“- '
+Bkr-^

-hTk
-^ u

= 0  ( 1)

Ahora, como la cantidad k entra en todos los tér­
minos de la ecuación (1), escepto en el primero^ se 

ve que podemos dar á /c un valor que haga que al­
guno de los coeficientes de y se reduzca á ce ro , y 
por consiguiente, que podremos hacer desaparecer 
un término cualquiera de la ecuación no siendo el 
primero.

Para conoqer el valor ó valores de k que reduz­



can á cero uno de los coeíicientes de la ecuación, 
no tendrémos más que igualar á cero el coeficiente 
del término que se tra ta , y deducir de la ecuación 
asi formada el valor ó yalores de U, que serán los 
únicos que cumplan con la condición pedida.

Si tratamos de hacer desaparecer el segundo tér-
A

y

á6i

mino, harémos m/iH-A=0, de donde k = - m
A

X=\jr m
de modo que, sustituyendo este valor

de X en la ecuación propuesta', faltará el segundo 

término.
Dicho esto, veamos si es posible hacer desapare­

cer de una ecuación el segundo y tercer término 

á la vez.
Supongamos que de una ecuación completa he­

mos hecho desaparecer el segundo término, y que 
tengamos por lo tanto la ecuación:

X”* 4 - Bx ~̂ +̂ + .......+  Tx-h U= 0

tratemos de hacer desaparecer el tercer término, y 
paradello hagamos x = X ‘hk, y desarrollando por la 
fórmula del binomio de Newton, y ordenando se­
guii las potencias decrecientes de x, será:

ÌC-+B ,m -2 . = 0

vemos que el valor de h que haga desaparecer el



tercer término tiene que ser diferente de cero, 
en cuyo caso el término no desaparece. De
donde deducimos que el valor de k que haga des­
aparecer el tercer término, nos reproduce el segun­
do, y recíprocamente, que el valor de k que haga 
desaparecer el segundo, nos reproduce el tercero.

TEORIA DE LA ELIMINACION.

2 6 5

DE LA ELIMINACION ENTRE DOS ECUACIONES DE CUALQUIER 

GRADO CON DOS INCÓGNITAS.

133. Resolver dos ecuaciones con dos incógni-
tas, es hallar todos los valores de estas incógnitas, 
que satisfagan á la vez á ambas ecuaciones.

Se supone, desde luégo, que las dos ecuaciones 
provienen de una misma cuestión, y por consiguien­
te, que quedan verificadas por unos mismos valo­
res de X, y unos mismos valores de y.

Los valores de x y  á ey  que verifican simultanéa- 
mente á las dos ecuaciones propuestas, se llaman 
soluciones pares^ valores conjiigados ó sistema de 
valores.

Como en general no nos es posible resolver una 
ecuación con dos incógnitas, lo que nos propone­
mos es buscar un medio, por el cual, sin necesidad 
de resolver ninguna de las ecuaciones propuestas, 
podamos llegar á eliminar una de las incógnitas, y



obtener de este modo una ecuación con una sola 
incógnita, la cual tenga por raices todos los valores, 
tanto iguales como desiguales de esta incógnita, 
con los cuales son conjugados algunos valores de la 
incógnita eliminada. Semejante ecuación se llama: 
ecuación final.

134. Una vez que nos proponemos la elimina­
ción entre dos ecuaciones de cualquier grado con 
dos incógnitas x é y, veamos cuál es la forma gene­
ral de una ecuación del grado m , con dichas dos 
incógnitas. Esta ecuación debe tener todos los tér­
minos posibles del grado m, tanto en x, como en y, 
que son:

hasta el térmi­
no todos ios términos del grado m— 1, ásaber:

hasta el término
todos los términos del grado m— ó sea:

hasta el último término ,
todos los de los grados m— 3, m— 4. . . .4 ,  3 , 2, 1, 0, 
de m odo, que ordenada esta ecuación, según las 
potencias decrecientes de x, su forma general será:

266

+ 6 ,
cc«»— 1 4 - 0 « X m - 2 ^ ^  y Z

+ K y H -í> s y *
- j- C j - h -3 y

ajm—3-|-......-4-a mj/m

4cmy«-*

-\-Umy

=0



Si una ecuación carece de alguno de estos térmi­
nos, se dice que es incompleta.

135. Podemos saber á prion  el número de tér­
minos de una ecuación completa del grado con 
dos incógnitas, pues para ello basta observar que 
solo contiene un término con dos con tres 
con y así sucesivam ente, hasta el coeficiente 
de X, elevada á cero, que consta de m + 1, términos 
que son en los que solo entran las potencias de y, 
desde la cero hasta la m., de modo que el número 
de todos los términos de la ecuación, sera;

l+ 2 + 3 -h 4 H -..... -h?ít+(m-hi)
que es la suma de los términos de una progresión 
aritmética, cuya razón es la unidad, y siendo el pri­
mer término 1 y m-h- i  el último, su suma sabemos 
que e s :

/, , >̂̂ +1 (m+ l) (m+ 2)
( l + ( m + l ) ) x  ^ ^

así que sustituyendo en esta fórmula en vez de w?, 
el número que nos exprese el grado de la ecuación, 
tendrémos el número de los términos de que 
consta.

136. Al tratar de resolver dos ecuaciones con 
dos incógnitas, claro está que llcgarémos tanto más 
pronto al resultado que nos proponemos, cuanto 
menor sea el grado de las ecuaciones propuestas. 
De aquí el que tratemos de descomponer los prime­
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ros miembros de ambas ecuaciones en factores; ó 
igualando á cero estos factores, tendríamos nuevos 
sistemas de ecuaciones que serian de grado inferior 
á las propuestas, y por lo tanto habríamos simplifi­
cado la cuestión. Veamos, pues, si dado caso que 
pudiésemos descomponer en factores los primeros 
miembros de las dos ecuaciones, los sistemas que 
obtuviésemos, igualando á cero estos factores, se­
rian equivalentes al primitivo sistema.
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Sea el sistema de dos ecuaciones N = 0 y supon-

gamos que el primer miembro de la ecuación 
sea igual al producto de dos factores A y  B, y que 
del mismo modo el primer miembro de la ecuación 
iV^O sea el producto de los dos factores C y D, de 
modo q u e :

3 f= A .B
N=^C.D

es evidente que toda solución de las ecuaciones pro­
puestas hace á la vez igual á cero un factor de 31 y 
otro de N, luégo combinando los factores de 31 su­
cesivamente con los de iV, formarémos los sistemas

A = 0 A=-0 B = 0 B = 0
C = 0 i ) - - 0

los cuales quedan verificados por las soluciones del 

primitivo sistema
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Recíprocam ente, toda solución de estos siste­

mas es también solución del sistema pues­

to que á la vez reduce á cero un factor de M  y otro
J/ ^ 0de iV, y por lo tanto, solución del sistema jy__Q

pode-Así que el sistema de las ecuaciones

mos sustituirlo por los sistemas
A = 0 A=0| J3 = 0 B = 0

D=0\ C^O D = 0

137. Una vez demostrada la equivalencia de 
estos sistemas, vamos á tratar de la déscomposicion 
en factores de los primeros miembros de las ecua­
ciones J / = 0  y N = 0 ; para ello debemos recordar 
que Af y iV son dos polinomios funciones de x  y de 

?/; dicho esto, consideremos uno cualquiera de los 
dos polinomios A/; por ejem plo: siendo este polino­
mio una función de x  y de y , podemos ordenarlo 
con relación ky, y hallar el máximo común divisor 
de los coeficientes de sus diferentes términos que 
será solo función de x, que podemos representar 
por X, y dividiendo el polinomio M  por este máxi­
mo común divisor, el cociente será un polinomio 
función de x  y de y ,  que representándolo por A/, 
será:

M
X

= A / i de donde A/=JA/{

L(®QUOT£Ca



El polinomio J/i podemos ordenarlo con relación á 
las potencias de x, y hallar el máximo común divi­
sor de los coeficientes de las diversas potencias de 
X, que será una función dé la sola variable y ,  que 
designaremos por F , y dividiendo el polinomio i/i 
por F , obtendrémos un cociente M\ función de x 
y de y , así que 

M
de donde YM ' ;

y sustituyendo este valor de I f j  en el de i/ , halla- 
rémos que

JIF -X F M ' (•!)

y tendremos descompuesto el primer miembro de 
la ecuación M =0  en tres factores, uno función de 
X, otro función de y, y el otro función de x  y de y.

De la misma manera descompondríamos el poli­
nomio N, el cual nos daría.

N===X'Y'N' (2)

y así tendríamos descompuestos ios dos primeros 
miembros do las ecuaciones propuestas en factores; 
pero puede suender que X  y X', siendo dos funcio­
nes de X, tengan algún factor común, para lo cual 
hallaremos el máximo común divisor d de estos dos 
polinomios, y por la misma razón, hallaremos tam­
bién el máximo común divisor d' entre F  y F ',  y 
últim am ente, el máximo común divisor d" entre

270 -



M'y N'. Después, dividiendo á Z  y X ' por su máxi­
mo común divisor d, y designando los cocientes 
respectivos por Xi y Z/, y por h  y Yi los cocien­
tes de dividir á F  y F  por d\ y por k y U los de di­
vidir á M' y N' por d", tendremos las igualdades 
siguientes:

X=^dX,, Y = d 'Y ,, M '=d"k
X = d X ,', . F W T / ,  N'=^d"k

y sustituyendo estos valores en las igualdades ( i)  
y (2), tendremos:

M = d .d ',d "X , Fi /t 
N = d. d'. d"X,' Fx7í'

y según lo que hemos visto, todas las soluciones del 

sistema
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N=-0 anulan á un mismo tiempo un fac 

lor de M y otro de N, y recíprocamente, que las so­

luciones del sistema están dadas por los sis­

temas formados igualando á cero sucesivamente 
cada factor de M  con cada uño de los de N. Haga­
mos primeramente

d^O^ d '=0, d "~ 0

la ecuación dU=0 es función solamente de .r, y así 
nos dá un cierto número de valores para esta in­
cógnita dejando á y  arbitraria: la ecuación c¿ '= 0 , 
siendo una función de y, nos-dá un número deter-
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minado de valores para esta variable, y nos deja á 
X arbitraria, y la ecuación como es función
de íc y de y, nos dá un número determinado de va­
lores para la incógnita que queram os, dejando la 
otra á nuestro arbitrio, y por lo tanlo^ de cada una 
de las tres ecuaciones: c í"= 0 , pode­
mos deducir infinitos pares de valores de las ecua­
ciones propuestas.

También podemos obtener soluciones del siste-

ma ÍV = 0 igualando á la vez á cero uno de los fac­

tores restantes de M con otro de los restantes de N\ 
pero observemos que no podemos establecer los

sistemas X ,'= 0 V  ^ ‘ = 0
y F / = o porque en el primer sis-

tema Xi y X/ son los cocientes que nos lian resul­
tado de dividir h X y  X' por su máximo común di­
visor d, y por lo tanto, -son dos cantidades primas 
entre sí, no pudiendo por consiguiente quedar vc- 

 ̂ rificadas por un mismo valor de x, pues si hubiese 
un valor a á e x  que las redujese á cero, cada una de 
las cantidades Xi y X/, seria divisible por el factor 
binomio a,’— a, lo cual es absurdo; la misma razón 
nos hace ver que no podemos tener á la vez F i= 0  
y F / = 0 , de modo que las soluciones restantes

M=r=0del sistema ÍV==0
están dadas por los sistemas.
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x\ = o Xt = 0 h = 0 k = 0 fc=0

/c'= 0 / ;'= 0 X \=0 Y\=0 k = 0
ahora bien, en lodos estos sistem as, excepto en el

menos en cada uno de ellos, una

ecuación con una sola incógnita; por consiguiente, 
para obtener las soluciones de uno de estos siste­
mas, resolveremos la ecuación que solo contenga
una incógnita, y sustituyendo sucesivamente en la

•
otra ecuación los valores deducidos de la primera, 
hallaremos todos los valores de la otra incógnita, y 
así obtcndrémos las soluciones del sistema que nos 
propongamos resolver.

138. De la definición que hemos dado de ecua­
ción final, se deduce que ésta debe tener tantas raí­
ces como pares de valores admitan las ecuaciones 
propuestas.

Así, si consideramos el sistema como la

ecuación es función solamente de .t , y la 
l ”i==0, lo es de y , podría creerse que una cual­
quiera de ellas es la ecuación final del sistema 
X  = 0
F i = 0  vemos que no puede ser la

ecuación final, porque á cada raíz de esta ecuación 
corresponden tantos valores de y, como raíces ten­
ga la ecuación F ' i = 0 ;  es decir, tantos como uni­
dades contenga el mayor exponente de y en esta
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ecuación, de modo que si el mayor exponente de 
esta variable es n, la ecuación final en x del sistema

F i = 0 seria de la forma (Xi)“= 0 .

Del mismo modo veríamos que F i = 0  no puede
X  ==0

ser la ecuación final en ij del mismo sistema

Si consideramos el sistema /í'=0 vemos que

no es la ecuación final en y de este sistema, 
una vez que á cada raíz de esta ecuación corres­
ponden diferentes valores de ít, deducidos déla ecua­
ción /¡'— O; pero siendo cslaunafuncion de x  y de y, 
no sabemos á prióri el número de valores que cor­
responden á X, puesto que al sustituir en la ecua­
ción / ;'= 0 los valores de y , deducidos de la ecua­
ción F i^ O , podrá suceder que algunos términos 

desaparezcan.

Para hallar la ecuación final del sistema 

supongamos que la ecuación /v'— 0 es de la íorma 

ax̂ -\r .......+  i x + u = 0 ,

y descompongamos á Fi en dos factores, uno de 
ellos a, que sea primo con a, y el otro «, que no 
contenga más (¡ue factores primos del coeficiente a , 
para hacer esta descomposición, hallarémos el má- 
xiniun común divisor entre F. y el coeficiente a del



prim er termino de la ecuación h'==0, qne designa­
remos por d', y dividiendo á Kj por d', y represen­
tando el cociente por q ,  lendrémos que:

. Y ,^qd '

después hallaremos el máximo común divisor d" en­
tre el cociente q y el mismo coeficiente a, y ilama- 
rémos q'' al cociente de la división de q' por y 
serk:q—q"d” ,y  continuaremos hallando el máxi­
mo común divisor entre el último cociente obtenido 
y el coeficiente a, hasta llegar á un cociente q̂  que 
sea primo con a; si suponemos que hemos llegado 
á este resultado en la tercera división, habremos 
hallado la serie de igualdades:

Yi—q'd', q=^q"d'\ q'~q'"d'^^

de modo, que sustituyendo el valorde q  ̂ en el de q , 
y este nuevo valor de q' en e] do , tendrémos 
que Yi=d'd"d^''q"\ suponiendo, como lo hemos 
dicho, que a y  q"  ̂ son primos entre sí; de modo que 
si hacemos á a = q ''  y  á a=^d'd '̂d”\ tendremos he­
cha la descomposición de Fi del modo que hemos 
indicado, pues según las operaciones que hemos 
efectuado, el producto d'd"d' ”  no contiene más que 
factores primos de a, y el otro factor (/"■' hemos su­
puesto es primo con a. De la misma manera des- 
compodríamos á a en dos factores, uno de ellos

27S
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que sea primo con el coeficiente 6 , y el otro  ̂ solo 
contenga factores primos de b; y haciendo lo mismo 
con j3 lo descompondríamos en dos factores Ci y y, 
el uno Ci primo con el coeficiente c, y el otro r, no 
conteniendo más que factores primos de c , y así 
continuaríam os, si es posible, hasta el coeficiente 
de la primera potencia de«; pero supongamos que y 
sea primo con el coeficiente el, y las descomposi­
ciones que hemos efectuado nos darán lugar á las 
igualdades siguientes:

y sustituyendo el valor de & en el de-«, y este úlii- 
timo en el de Fi, tendremos: do modo
que la ecuación F i— 0 la tenemos bajo la forma 
â hiC{y—0; y como que para que un producto sea 
cero basta que lo sea uno de sus factores, resulta 
que las soluciones de la ecuación F i^ O  están da­
das por las ecuaciones « i= 0 ,  á i^ O , C i= 0 , r = 0 ,  
que cualquiera de ellas es más sencilla que la ecua­

ción F i= 0 .
Ahora toda raíz de la ecuación y = 0 , hace á c 

igual á cero, una vez que no contiene más que fac­
tores primos de c, y hace al mismo tiempo ^ = 0 , 
por ser uno de sus factores; y siendo ^— 0, como no 
contiene más que factores primos de 6 , también 
se reduce á ce ro , al propio tiempo que « , puesto



que x— biü, luego a también es cero, puesto que a 
solo contiene factores primos de a, así que toda raíz 
de la ecuación y— O hace iguales á cero las canli- 
dacfes a, b, y c, y por consiguiente, la ecuación 
k'~0, ó sea:

dx"—\—bx̂  ...........tX-^Ki^^^Oj

queda reducida á una ecuación del grado (̂ —̂ 3), 
que por consiguiente tci;drá (jj— 3) valores de x, lo 
que nos dice que á cada una de las raíces de la ecua­
ción y— 0 corresponden p— 3 valores de a;, y por 
lo tanto, el factor y de la ecuación final en tj del sis-

tema y,^i_Q|estará elevado al cxponentep— 3.

De la misma manera, toda raíz de la ecuación 
Ci=r:0 hace á í3 = 0 , por ser Ci uno de los factores de 
ís; y siendo e cero ,  ̂ y 6 también lo son, y á con­
secuencia de este valor cero de llega á ser cero a 
y la ecuación /c'— O se reduce al grado {p— 2), pues­
to que desaparecen los dos primeros términos, dán­
donos por lo tanto para cada raíz de la ecuación 
C j= 0 , ])— 2, valores de x, por lo que el factor Ci de­
berá entrar .en la ecuación final que nos ocupa, ele­
vado al exponente p— 2.

Continuando de la misma manera que lo liemos 
hecho hasta ahora, veremos que á cada raíz de la 
ecuación bi=0  corresponden (p ~ i )  valores de x,
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porque el grado de la ecuación k '~ 0  quedará redu­
cido al {p— I): y que á cada raíz de la ecuación 
« 1— 0  corresponde p valores de x, puesto que sien­
do ai primo con a, esta última cantidad no será ce­
ro aunque üi lo sea; y por lo tanto, el grado de la 
ecuación k'=^0 no sufrirá alteración; luégo reasu­
miendo todo lo que hemos dicho, vemos que la

Y __o
ecuación final en y del sistema será de la

forma :

V _ 0
Las ecuaciones finales en y  de los sistemas 

y í!l obtendremos eliminando la incógnita
A  1— U¡

X entre estas ecuaciones.
k = 0139. Tratemos va de resolver el sistema fc '= 0 sin

olvidar que k y k' son dos polinomios funciones de x 
y de y, y que no tienen ningún factor común que 
sea función solamente de x ó doy.

Considerémos los dos polinomios k y k' ordena­
dos con relación á las potencias de x , de manera 
que sus coeficientes serán funciones de y, y supo­
niendo que k' no sea de un grado superior á A-, di­
vidamos á k por k', y llamando Q al cociente y Ri 
al residuo, y admitiendo además que no haya en el
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cociente Q términos fraccionarios con relación á y , 
lendrém os:

k = k ’ Q + R i  (1)

ahora, toda solución del sistema h = 0
/e-=0 hace á

puesto que el primer miembro de la igual­
dad (1) se reduce á cero por hipótesis, y en el se­
gundo miembro el sumando k‘ Q es cero por serlo 
uno de los factores, Itiégo es preciso para que 
la igualdad se verifique, que Ri sea ce ro , así que

k = Q  
k '= 0

k '= 0

las soluciones del sistema 

el sistema más sencillo

se encuentran en 

; pero toda solución

del sistema ^ 1 = 0 hace á k igual á ce ro , porque

siendo k^=0 y R i= 0 ,  la igualdad (1) queda redu-
j.'__p

cida á /v— 0, luego las soluciones del sistema ^

k = 0se hallan también en las del sistema k '= 0
k=^0

; por lo

tanto, podemos sustituir al s i s t e m a p o r  el

k'=0\sistema __q|. Y como el razonamiento que aca­

bamos de hacer es general, podemos concluir di­
ciendo: que ai sistema de dos ecuaciones se le pue­
de reemplazar por el sistema formado por la de



menor grado de ellas y por la ecuación que obten­
gamos igualando á cero el residuo de la división de 
sus primeros miembros ; una vez sentado esto , di­
vidiríamos á k' por i?i y designando por Q' el co­
ciente y por el residuo, tendríamos que

k^=R,Q'-^R,

y según lo que hemos dicho, el sistema de las 

ecuaciones

580

podemos sustituirlo por el siste­

ma más sencillo R ,= 0 , y como el sistema primi- 

y este á su vez/ í= 0 |  • 1 * 1 k ' = 0tivo es equivalente ai _ q

equivalente al deducimos que el sistema

^'IZq tenemos sustituido por el sistema

mucho más sencillo; después dividiríamos á Ri por 
R i, luego á Ri por R̂  y así sucesivamente hasta lle­
gar á obtener un residuo independiente de x, y de­
signando esto residuo por ií„'ei último sistema de 
ecuaciones equivalente al prim itivo, lo obtendría­
mos igualando ,á cero los dos últimos residuos, esto

y nos encontramos con un sistema de

dos ecuaciones, una de las cuales es función de o: y 
de y, y la otra función solamente de la incógnita y, 
de modo que, resolviendo esta última y sustituyen-
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do sucesivamente en la ecuación los valo­
res de y, y deducidos de la R „ = 0 , obtendrémos los 
valores correspondientes de x.

HO. Ejemplo: sean las dos ecuaciones:

3̂ + k-y'̂ x— %j ~^yx-h3yx^+ x— — %j=0i

X -̂\-%f-\-yx— 2 ^ = 0  j

ordenando sus primeros miembros con relación á 
las potencias decrecientes de x, y tomando por di­
videndo el de mayor grado:

(i)

D.” — 2y D.'
+  l)a:+ —  fy  
~x^— yx^-~{%f— ' ŷ)x

x̂ -\~yx-\-̂ ŷ ~~%j
x-h^y

1.*  ̂ R. "
X -h 4í/*— 4?/̂ —-2y
— %jx^— % fx— 4 i f

2.'* R.o x -% j
ya que liemos llegado á un residuo de menor grado 
que el divisor, tomemos por dividendo el divisor, y 
por divisor el residuo:

D.“ x^+yx-\-%f—^y—x^-^^yx D.' X—%y
x-\-^y

l . " R . ” +^yx-\~% f-% j~^x+% y  

S .“ R." — 2?/

Una vez que hemos llegado al residuo %ŷ —%j 
independiente de x, igualaremos á cero este resí-

® B U O T e c ,
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duo y el último divisor y tendremos un sis­
tema de dos ecuaciones equivalente al sistema (1), 
una de las cuales es función de íc y de y, y la otra 
función solamente de íj, este sistema será:

8y2— 4 = 0 ¡  ” 4»/*— 1/=0
de la ecuación ó sea y{^y— '1 )= 0  dedu-

1
cimos y = 0  é y— - y  , ahora sustituyendo sucesi­

vamente estos dos valores de y en la otra ecuación
 ̂ 1 

hallarémos que para y^O  es o;— 0, y para y = ^

1
es que son las soluciones del sistema pro­

puesto.
141. Al resolver el sistema de las ecuaciones 

k = 0k*=0  supuesto que los diferentes cocientes

que obteníamos en la investigación del máximo co­
mún divisor de los primeros miembros de la ecua­
ción, eran funciones enteras d e^ , es decir, que y 
no entraba en denominador alguno; pues de no ha­
cer esta restricción no hubiéramos podido asegurar

que todas las soluciones del sistema se halla­

ban en el sistema k '= 0 , porque si la división de

k por /;' nos dà en el cociente términos que conten-
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A
gan y en el denominador y designamos por -g -  este

cociente, siendo B función de y, y por el resi­
duo, tendrémos:

R i (1)h B
ahora, si sustituimos en esta ecuación en vez de x

k = 0 , des-y de y valores qué verifiquen el sistema

de luégo el numerador de la fracción será ce-

ro por serlo h', poro siendo el denominador B una 
función de y, puede muy bien suceder que el valor 
de y que hemos sustituido lo reduzca á cero, y por

lo tanto la fracción — - —  se nos presentará bajo 

la forma de de modo que si el verdadero va­

lor de - fuese cero, como el primer miembro 

de la ecuación (1) también lo es /íi, tendría que 

serlo del mismo modo; pero el valor de ^  pue­

de ser diferente de ce ro , puesto que la forma (|ue 

toma de es de valor indeterminado, y en este

caso dejaría de ser cero; luégo si establecemos 
la ecuación iíi := 0  no tendrémos seguridad en que
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las soluciones del sistema k = 0
fc '= 0 están en el sistema

k'=0
R ,= 0 , y recíprocamente que una solución cual­

quiera del sistema ^  puede muy bien como ya 

hemos dicho anular á J5 y presentarse la fracción
Ak' 0
^  bajo la forma de indeterminación - jy - que

hemos visto, pudiendo, por consiguiente, k dejar de 
ser cero, en cuyo caso no estarían todas las solu- 

/£=0ciones del sistema i? i= 0 comprendidas en el sis­

tema /í==0
k '= 0

142. Esto nos hace ver lo muy importante que 
es hacer que los cocientes sean enteros respecto de 
y, nosotros ya sabemos eludir esta dificultad, pues­
to que al tratar de hallar el máximo común divisor 
de dos polinomios, hacemos en estos polinomios 
ciertas modificaciones para que nos resulten todos 
los términos de los cocientes sucesivos enteros, lo 
cual no altera el máximo común divisor; pero como 
nosotros lo que tratamos de hallar es el residuo in­
dependiente de una de las incógnitas, necesitamos 
saber si estas modificaciones alteran este residuo 
cuál es la alteración.

143. Supongamos, por lo tanto, que la división
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de k por k' nos dá en el cocienle términos fraccio­
narios con relación á y, llamemos Y  al factor por 
el cual es necesario multiplicar- á k para que los 
términos del cocienle Q sean enteros, y llamando 
Ri al residuo, tendréraos que:

Yk^k'-i-R, (1)

ahora, toda solución del sistema hace á

Yk'=Ú según la igualdad (1), y como un produc­
to es cero cuando lo es uno de sus factores, la ecua­
ción Ylí=0  nos dá las dos ecuaciones F = 0  y k = 0 ;

i que las soluciones del sistema ^asi están en­

tre las soluciones de los sistemas que formamos 
combinando á ^ '= 0  con cada una de las ecuacio­

nes y k = 0 ,  esto es, é recíproca­

mente, verificándose cualquiera de estos dos siste­
mas, Ri tiene que ser cero, según la igualdad {í), 
puesto que en ambos casos su primer miembro es 
cero, lo mismo que el prim er sumando del segundo 
m iem bro, y por consecuencia el otro sumando ó 
sea Ri tiene por precisión que serlo también. Luego

k '= 0
/v' =  0

jR i= 0

las soluciones de los sistemas 

entre las soluciones del sistema

 ̂k = 0 están

y por cense-
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cuencia todas las soluciones del sistema A '= 0
R ,= 0 las

tenemos entre las de los sistemas /v==0
k '= 0

y = o
k ' = 0

que para indicar este resultado lo escribimos bajo 
la forma

k '= .0 \ _k ^ 0
n — o \ ~ ji= o ^ / ¡= 0 (2)

de modo que las soluciones del sistema propuesto,
F ^ Omás las soluciones del sistema estraño k '= 0 son

iguales á las soluciones del sistema formado por 
una de las ecuaciones primitivas y por la ecuación 
que nos resulta igualando á cero el residuo de la 
división de sus primeros mieml)ros; por consi­

guiente , resolviendo el sistema hallarémos

todas las soluciones del sistema propuesto, mas otras 

soluciones pertenecientes ai sistema ^ .

Ahora veamos cómo podemos conocer entre to­
das estas solucionés las que corresponden al siste­
ma primitivo, para lo cual vamos á tratar de sepa­
rar las soluciones estrañas.

i  44, Para conseguir este resultado, hallaremos 
antes de dividir á k' por Ri el máximo común divi­
sor Di de los coeficientes de x en R ,̂ y designemos
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por R\ el cociente de la division de por A , así 
tendrémos que:

R\

estarán en lasy las soluciones del sistema ^  _ q

soluciones de los dos sistemas que formemos com­
binando á k '^ 0  con cada uno de los factores de Ri 
igualados á cero, esto es:

/y= 0 ^  /v'=0
A = 0

vez del sistema k '= 0
R i= 0 estos dos sistemas, que le

son equivalentes, tendrémos que
k'=0 h=0\ 7 = 0 /c'=0

—  k'=0\ fe '= 0 A = 0 ( 3 )

y siguiendo' la misma marcha que en el máxima 
común divisor, suprimirérnos el A  del residuo 
después buscaremos el factor por quien es necesar 
rio multiplicar á B para que el cociente de la divi­
sion de B por R\ sea de forma entera; sea este fac­
tor 7, y designando por el cociente de la divi­
sion, y por R2 el residuo será :

Yik'=R\Q,-bR2

y del mismo modo que ántes lo hemos hecho, ve-
, D/ _ 0

remos que las soluciones del sistema están
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entre las soluciones de los sistemas /f'=0
ñ W O R\=0

y por consiguiente, que:

o sea:

ü 'i = 0  _

k' = 0 [

k'=(}
R \=0 -h 7 i = 0

R \=0
R \=0  
R̂  = 0

F ,= 0
R\=0ü'i-=0| ’

y si en la igualdad (3) sustituimos este valor de 

tendremos que:

A V __ A 7.' __A
(4)

/¿'=0
R \=0
R\=^0 /v=0

/c'=0
, F = 0 Y ,= 0 k '= 0

^ R \ = 0
ahora hallemos el máximo común divisor de los 
coeficientes de x en ÍÍ2, y sea Dj este máximo co­
mún divisor; dividamos á R̂  por D̂ , y designemos 
por R\ el cociente de esta división, de modo que:

¡{^= 1 )2  R 2

y entonces las soluciones del sistema

jR' ~=0
rán dadas por las soluciones de los sistemas

esta-

V

 ̂ 7)2=0 es decir, que:

fí'i=0 
iÍ2 =  0

f í ' i = 0
Jí '2 = 0

, R\==0
/ )a = 0

y sustituyendo en la expresión (4) en vez del siste- 

ma ^  sus equivalentes, lendrémos que:
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R \=0
n.2=o

A:=0
'k '=0

Y = 0
'k’= 0 + Y ,= 0 k̂ =̂ 0

~Di=0
iiV

'D,~i ? 'i= 0
ahora nos hallamos en el caso de dividir k R\ por 
R̂ ; pero observemos, sin necesidad de continuar, 
que si seguimos aplicando la marcha del máximo 
común divisor, y hacemos después de cada división 
los mismos razonamientos que hasta aquí hemos 
hecho, llegarém osá obtener un residuo ii'„ indepen­
diente dea:, y el sistema formado por los dos últimos 
residuos igualados à ce ro , estará expresado por;

+
R'n-.^O u _ F = 0 _j_ Y,=0 , F o r = 0
IL = 0 “ / c ' = 0

, Y , = 0
'^R '.=0 + ,+ k '= 0 R ’,= 0

~ A = 0 A  - 0
i?;= o '̂3—0
A —0 A = 0 V  A - i= 0

de modo que en el cálculo de las operaciones, hasta 
llegar al residuo habremos suprimido'en gene­

ral los n— 1 factores A , A ,  A ....... A - i-  Luégo,
igualando á cero el producto del último residuo por 
todos estos factores suprimidos, formarémos una 
ecuación que tendrá por raíces todos los valores de 
y  convenientes para formar soluciones del sistema 
propuesto^ y además para formar soluciones de los 
sistemas extraños :

F = 0
k '= 0

Y ,= 0  
’ R \=0

Y,^0\ F s = 0  
R '2= 0  R 3 = 0

F „ - ,= 0  
i? '„ -1= 0



semejante ecuación, será:

i ? l ,  D„ Z > 3 ........... / > „ _ ! ,  R n = 0 ,

por consiguiente, si dividimos el primer miembro 
de esta ecuación por el producto de los factores de 
primer grado correspondientes á ios valores de y 
que puedan servir para formar soluciones de los 
sistemas estraños, é igualamos á cero el cociente 
de esta división, obtendremos una ecuación que 
solo tendrá por raices valores de y convenientes

para formar soluciones del sistema primitivo

145. De manera que lo único que nos queda 
que conocen es el producto de los factores de pri­
mer grado correspondientes á los valores de y , ca­
paces de formar soluciones estradas. Veamos, pues, 
cómo podemos determinar este producto; para ello

y  = 0
consideremos un sistema estrado cualquiera

el primer miembro de la ecuación R\  es de la 

forma:
.......H-

en el cual hemos suprimido el máximo común di­
visor de todos los coeficientes de , y por lo tanto
las cantidades a , b , c, d, ....... t ,u ,  m  tienen
ningún factor común. Supuesto esto, descompon­
gamos á Yq en dos factores M  y N, de manera que 
uno de ellos M solo está formado de factores pri­
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mos comunes á los coeficientes b, c, d, . . . . .  ií, y el 
otro N  sea primo con todos estos coeficientes, para 
lo cual hallaremos el máximo común divisor D de
los m— i  coeficientes b ,c , d, ....... í, en seguida el
máximo común divisor d entre Fq y el máximo co­
mún divisor D, y dividirémos á Fq por d, y desig­
nando por q el cociente de esta división, liallaré- 
mos el máximo común divisor entre este cociente 
q y D, y  representándolo por dividirémos á q 
por di y llamemos q’ al cociente, y hallaremos el 
máximo común divisor d̂  entre q'' y D, y  dividiré­
mos á q' por di, y llamando q" al cociente de esta 
división y en seguida hallarémos el máximo común 
divisor d̂  entre q ' y D, y  asi continuaríamos hasta 
llegar á obtener un cociente que sea primo con D, 
y  si suponemos que el cociente q̂ ' es primo con D, 
tendrémos que ^3= ! ^  y en la série de los cálculos 
que hemos efectuado, habrémos hallado las igual­
dades :

Ŷ — dq, q=diq\ q'^diq'

y sustituyendo el valor de q en el de  ̂y este en el 
de F„, tendrémos que

Y^=d.di.d2.q'

de modo que haciendo M — d.di.dzy N—q" habre­
mos hecho la descomposición de Fq tal como hemos 
indicado, puesto que segun las operaciones que
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hemos efectuado el producto d.di.d^ solo contiene 
factores primos comunes á los m— 1 coeficientes 
b, t y q'’ no contiene ningún factor primo
común á estas cantidades, de manera que:

y„ = m .n

292

y por lo tanto las soluciones del sistema

tan dadas por las soluciones de los sistemas ^

N  — 01 .
y como el primer miembro de la

ecuación if/ = 0  es el producto de los factores pri­
mos comunes a los coeficientes b, c, d, í, si 
sustituimos en la ecuación +  hx^-̂ -\-cx'̂ -̂
+dx'̂ ~^-\-.......-hí.'í?4-w=0 una cualquiera de las
ralees de la ecuación 3 I~ 0 , reducirá á un número 
el polingmio R\ que no podrá ser igual á cero , y

por lo tanto el sistema q es incompatible, y

si sustituimos en el mismo polinomio R\ una cual­
quiera de las ralees de la ecuación iV = 0  podrá re­
ducir á cero alguno de los coeficientes de pero 
no á todos puesto que N  y dichos coeficientes no 
tienen ningún factor común lo que nos hace ver 
que R\ es función de x, así que á cada una de las 
raíces de la ecuación iV = 0  corresponden diferen­
tes valores de x  deducidos de la ecuación / ? '= 0 ,  v 
por lo tanto propios para formar soluciones del sis-

es-



tema N  = = 0
; luego el sistema extraño que

hemos considerado, es equivalente al sistema 

R' ulodo que si dividimos el primer miem­

bro de la ecuación Dí.D-2 .Ds:....R ¡ ^ 0  por el pri­
mer miembro de la ÍV = 0  igualamos á cero el 
cociente, obtendremos una ecuación que ya no 
contendrá valores de y que sirvan para formar so­

luciones del sistema estraño F ,.= 0l
r ; = o|-

Lo que hemos dicho para e l sistema po­

demos decir para cada uno de los sistemas cstraños, 
y así negaremos á tener una ecuación que solo 
tendrá por raíces los valores de y propios para for­
mar soluciones del sistema propuesto.

Le manera que dividiendo el último residuo 
R'nj el cual es independiente de x, por los factores 
eslraños que no se encuentren entre los suprimi­
dos, las raíces de la ecuación

D .̂D .̂D,.......

serán los diferentes valores de y propios para for­

mar soluciones del sistema propuesto j

que las soluciones de este sistema están dadas por 
las soluciones de los sistemas.
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R ^ = 0 R 'o = 0
’ D ,= 0 r ; _ i= o

R 'n - i= 0
- O

y las soluciones de estos sistemas no nos presentará 
dificultad, una vez que en cada uno de ellos entra 
una ecuación con una sola incógnita, puesto que el 
primer miembro de la ecuación R 'n = 0 hemos su­
puesto es el residuo independiente de x, y los pri­

meros miembros de las ecuaciones D i=0, Dz=^0, 
D^=0 ... D « -i= 0 , son los diferentes factores co­
munes de los coeficientes de x, y por lo tanto fun­
ciones solamente á ey .

146. Para obtener si se quiere la ecuación final 

del sistema ballarémos las ecuaciones fina­

les de los sistemas
R -'„ -i= 0 k ^ = 0 R ’i = 0 R '2 = 0 R '. - 2 = 0
R'n = 0 ’ D , = 0 ’ 0 , - 0 ’ Da— 0 • • • R '.-i= o

y multiplicando sus primeros miembros entre si 
tendremos un producto que, igualado a c e r o ,  será 

la ecuación final buscada.

EJEMPLO.

Sean las dos ecuaciones:

k=3G^-\-3yx-\-íf— 1 = 0

efectuemos la división de k por k’
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R .“ 3 ^3;+ % ^
de manera que de donde deducimos
que Dx=y  y dividiendo á Ri por Di tendremos que

R 'i= 3 ^ + 4 y

ahora efectuemos la división de 4 'por R\, para lo 
cual es necesario multiplicar ák' por 3 , ó sea F i= 3 .

D. 3.t;2_9y2_:3 
— 3x^— ktijx

D ; 3x-\~h!y
X— 4

l . " R ; • kyx— 9í/̂  —  3 
\ ty x ~ í l t f—  ̂
V- i^yx H- 1 6y

2.»R .« _ 2 7 í / + 1 6 y - 9

hemos multiplicado el segundo residuo por 3 , para 
hacer posible la división, y liemos llegado al resi­
duo — 27í/^+16y— 9 j independiente de a;, de mocb 
que tenemos:

R 2 = — (27í/^— 16í/+9)

vemos que el factor D i ^  que hemos suprimido en 
el residuo Ri es primo con el primer término del 
divisor correspondiente //, y por lo tanto deberá en­
trar en la ecuación final elevado al cuadrado, y esta 

ecuación es por consiguiente:
-(27i/ ^ + 16y— 9 y - 0 ,  ó sea^7i/^— 1 6 / + . 9 í C ^

/ ■ ^ '-(U O T E C ^
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La resolución de las ecuaciones propuestas que­
da reducida á la de ios dos sistemas:

— 3tf— 1 = 0  ^ 3 ¿ r + 4 y = 0

147. Si el residuo R„, que suponemos indepen­
diente de X, lo fuese también de y, es decir, que 
Rn llegase á ser un número, en este caso el sistema 
propuesto seria incom patible, y el problema que

nos hubiera conducido á las ecuaciones se­

ria absurdo, puesto que no existiría ningún valor 
de X ni de y que pudiese verificar á ambas ecua­
ciones.

148. Si el residuo R„ se redujese á cero por sí 
mismo, esto nos baria ver que los primeros miem­
bros de las dos ecuaciones tendrian un factor co­
mún que, representado por  ̂ y por Q y Q' los co­
cientes respectivos de dividir á k y k' por este factor 
común ^, el sistema propuesto podríamos ponerlo 
bajo la forma:

Q 's^ O

y este sistema quedaria verificado con ser ^ = 0  ó 
con tener á la vez Q~Q  y Q '^ 0  , que obtendría­
mos un número ilimitado de soluciones, y por lo 
tanto el problema que nos ha conducido al sistema 
que consideramos, será indeterminado.



149. Para resolver tres ecuaciones con tres in­
cógnitas, eliminaremos una de las incógnitas entre 
una de las ecuaciones y cada una de las otras dos, 
y así obtendremos dos ecuaciones con dos incógni­
tas X é y; suponiendo ser 2: la eliminada, que tendrán 
por soluciones comunes los diferentes pares de va­
lores de X ó y, que unidos á ciertos valores de 2:, 
puedan verificar á las ecuaciones propuestas: si su­
ponemos que x ^ a  ó y = b  es un sistema de valores 
de las dos ecuaciones con dos incógnitas á que he­
mos llegado después de la eliminación de ¿r, y sus­
tituimos después en vez de 2 0  y de y estos valores a 
y b Gu las ecuaciones prim itivas, obtendrémos tres 
polinomios, cuyo máximo común divisor igualado 
á cero nos dará los valores de z que sean conjuga­
dos con los valores de x  y de y.

Este procedimiento lo podremos aplicar á cuatro 
ecuaciones con cuatro incógnitas, y hasta m ecua­
ciones con m incógnitas.

ECUACIONES IRRACIONALES.

150. Se llama ecuación irracional aquella en la 
cual la incógnita está bajo algún radical.

El objeto que nos proponemos al tratar de estas 
ecuaciones, es el de trasformarlas en otras raciona­
les, es decir, en otras equivalentes á las primeras' ;
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y en las cuales la incógnita no entra bajo radical al­
guno.

151. La ecuación irracional más sencilla que 
se nos puede presentar, claro está que es aquella 
que solo contenga un radical, en cuyo caso para 
trasformarla en racional, bastará dejar en un miem­
bro el radical y pasar al otro los demás términos, y 
después elevar los dos miembros de la ecuación 
que nos resulte á una potencia indicada por el ín­
dice del radical, con lo cual habremos hecho des­
aparecer este.

Sea por ejemplo la ecuación:

398

3 /
[/ — 2 —

lo que nos dará sucesivamente, aplicando la mar­
cha que acabamos de indicar,

+  18a:— 2 5 = 0 .

Í52 .  Supongamos el caso en que la ecuación 
tenga dos radicales, y que uno de ellos sea de se­
gundo grado ; para convertir en este caso la ecua­
ción en otra racional, dejarémos en un miembro el 
radical de mayor índice pasando al otro el radical 
de segundo grado y los demás términos, y elevando 
los dos miembros de la ecuación resultante á una
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potencia indicada por el. índice del radical que solo 
hemos dejado en uno de los miembros, hallarémos 
otra nueva ecuación que no contendrá más radica­
les que de segundo grado, y estos iguales; de modo 
que, hechas todas las reducciones, llegaremos á 
una ecuación compuesta en general de términos 
que contendrán diferentes potencias de x , un tér­
mino independiente de esta letra, y otro término 
compuesto del radical de segundo grado y una es- 
presión que contendrá términos en x  elevada á dife­
rentes potencias, y una cantidad constante; así, si 
la cantidad subradical es la forma de la
ecuación será:

Mx '̂-hNx '̂-h. . .  -\-R+{Ax^-hBx'’-\-...  + 5 )

que conteniendo solo un radical, la tratarémos como 
en el primer caso para hacerla racional.

153. Sea la ecuación:

+ 2 = 0

que aplicándole la teoría esplicada, hallarémos su­
cesivamente:

X— 2 = ( l / . ? + l— 2)*

Ó sea:
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I — _ l O( a ; V 1 f  +  40(®"' 1)

l / ? + 1  — 80(«=+ l ) + 8 0 l / ¡ ^ l — 32

s — 2= (.i;‘ +42a;^+  121)\/x=+'l -1 0 ® *— 100«’ - 1 22

10® *+10 0®’ + ® + 1 20= (® *+ 4 2 * ’ + 1 2 1  )l/ ® ’ 4-1 
elevando al cuadrado, haciendo todas las reduccio­
nes. y cambiando los signos de la ecuación, halla- 
rémos:

;cto_.|5^8_^95^6_.2o^5_23o^4__20000a;'-h805a:'—■ 
— I 4 0 a ;+ 2 4 1 = 0 .

154. También podemos hacer racional una 
ecuación que contenga dos radicales de tercer gra­
do: sea la ecuación;

\ /  M + \ y j + p = o

en la cual 31, N  y P  nos representan cantidades 
cualesquiera. De esta deducimos:

^ N + P = — \ / m

y elevando al cubo los dos miembros, será;

N-{-3P\y  A/

y sacando 3 Pp/iV factor común de los términos 
que multiplica:
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S P l^ JV  K\/ ] v + p )  + P ’+ i V = — M; 

ahora dejando en el primer miembro el término 
que contiene el radical, y pasando al segundo todos 
los demás términos, hallarémos:

(1) i V + p ) = — ( J/ + iV -r P ' )

pero hemos visto que p / i V + P = —  \/M^ luego, 
sustituyendo este valor en (1), y cambiando los sig­
nos de toda la ecuación, tendrémos:

3P \yM N = M + N +P ^
y ya nos hallamos con una ecuación que contiene 
solo un radical de tercer grado, de modo que ele­
vando los dos miembros ó el cubo, la harémos ra­

cional.
154. Supongamos que la ecuación , además de 

contener un radical de tercer grado, contenga otro 
radical cualquiera, y tratemos de hacerla racional. 

Sea la ecuación :

[ /  l í+ i / i v + p = 0 ,

dejemos, como lo hemos hecho án tes, el radical de 
mayor índice solo en un miembro, y elevando des­
pués los dos miembros de la ecuación resultante á 
la potencia m, obtendrémos una nueva ecuación, 
en la cual no habrá más radicales que de la forma

p/iV,y porque los'exponentes de las poten-

u o ^ -
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tencias á que tendrémos que elevar l/ iV , serán, 
ó un múltiplo exacto de 3, ó un múltiplo de 3, más 
una unidad, ó un múltiplo de 3 , más dosúnidades, 
demodo que serán de la forma, 3/i, 3/h - I ,  ó 3 n + 2 , y

i ] / iV, y

y por lo tanto la ecuación á que llegarémos será de 
la form a:

P \ y ¥ +  Q \ / ] f + R = 0 ,

que solo contiene dos radicales de tercer grado: así 
que aplicando la marcha c[ue hemos seguido para 
este caso, hallarém os:

P ] y ¥ + R = — Q'yÑ'-

y elevando los dos miembros al cubo, tendrémos:

jP W +  3 P ‘^ y + 3 R 'Pl^ iV+ U Q W

sacando 3PR \/ iV , factor común de los términos 
qué multiplica, y pasando los demás al segundo 
miembro, será:

( 2 ) 3 P R ^ N Í P ] y N +  r ) = — (P W + O 'N '+ R ' )

y sustituyendo en esta en vez d c P l / ^ N + R  su 

igual — Q \ / "hallamos:
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— 3P(3RiV=— P̂ iV— N ^~R^ ò  sea: 

P^N-\- Q̂ JŜ + R ^ ^ 3 P R 0 ^ -  0,

que es una ecuación racional.
155. Si la ecuación contuviese tres radicales, 

al ménos que estos no fuesen de segundo grado, el 
procedimiento empleado hasta aquí es fácil de ver 
que no nos daría resultado. En este caso, para tras­
formar la ecuación en otra racional, lo que haré- 
mos será igualar á cada uno de los radicales que 
entran en ella á una nueva incógnita, lo que nos 
dará tantas ecuaciones como radicales entren en la 
propuesta, después elevar los dos miembros de ca­
da una de estas ecuaciones á la potencia indicada 
por el índice del radical que entre en cada una de 
ellas; y sustituyendo en la ecuación primitiva en 
vez de cada radical, cada una de las letras á quien 
los hemos igualado, obtendremos otra ecuación, 
que, unida á las precedentes, nos darán tantas ecua­
ciones racionales más una como radicales tiene la 
propuesta. Así, si esta tiene m radicales, nos halla- 
rémosconun sistema de ecuaciones con m + 1  
incógnitas, entre las cuales podemos eliminar las 
m variables introducidas, y obtendremos una ecua­
ción final racional, función solamente de la incóg­
nita de la ecuación propuesta, que es lo que buscá­
bamos.
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156. Ejemplo. Sea la ecuación irracional:

\/  í T + l + i /  2 h- íc+ 1 = 0

hagamos á \/x-^\=%j, de donde:
ó sea: y®— x— 1 = 0

\/%-^x=z, de donde, ó sea, — a:— 2 = 0
y sustituyendo en la ecuación propuesta en vez de

\ / a :+ l  y de \/'~2>+x las respectivas incógnitas y, z, 
á quienes hemos igualado los radicales, tendrémos:

‘ yH -2^ + l= 0,

de modo que tendremos que deducir la ecuación 
racional que buscamos de las tres ecuaciones:

7/— a ; - l = 0  ( i )  
z^ -x— ^ = 0  (2) 
y H -2 + l= 0  (3)

eliminando á y entre la (1) y la (3), obtendrémos 
la ecuación:
—-ẑ — 8 2 :̂ — 3s— X— 2 = 0 , ó sea , z^+Zz^+'^z-^-x-^ 
+ 2 = 0 ( 4 ) ,
y después aplicando el método del máximo común 
divisor para eliminar á entre la (2) y la (4), halla­
remos la ecuación final:

x̂ — h;x̂ —  19o:— 1 4 = 0 ,

que tiene por raiccs los tres valores — 1, — 2 y 7. 
Ahora, si sustituimos los valores — 1, — 2 y 7
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en la ecuación propuesta, verémos que el pri­

mero la satisface, que el valor — 2 la satisface tam­

bién, con tal que admitamos que — 1 ==—  1, 
según lo convenido en las cantidades imaginarias, 
y que el valor 7 no las verifica, lo cual no tiene na­
da de extraño, una vez que cualquieroj^que sean 
los valores de los racficales que contiene la ecua­
ción, tendrémos entre x, y, z, las ecuaciones (1) 
(2) (3), así que la ecuación final, no solo nos debe 
dar las raices de la propuesta, sino también los va­
lores que puedan verificar las ecuaciones deducidas 
de ella.

Por lo tanto, dirémos que las soluciones de la 
ecuación;

1 + V 2 + x -4 -1= 0 ,
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•TIO TABLAS B E  DIFERENCIAS.

N m h N m k N m

í  12 17 831 5 2 6
1 0 5 76 3 7 7 21 832 8 2 4 : 13

( 4 2 3 83 7 12 21 1063 3
653 11 18 844 2 2 8 1 0 6 9 12
651 í 10 19 84 7 l í 2 2 1 0 7 2 8

i 1 2 5 849 7 2o 1075 5
65 2 6 2 2 853 4 2 7 1 0 8 3 11
6 5 7 3 2 4 859 1 0 23 1 0 9 2 2
661 9 2 0 868 6 2 6 1 Í 9 3 7
6 69 5 23 871 1 2 9 1099 10
6 73 8 21 873 9 2 4 1101 4
6 79 j  13 1 7 87 7 3 28 4 1 1 6 6

í 2 2 5 8 83 13 21 1 17 9
6 8 4 12 18

889 í  8 2 5 - 1 1 1 9 1 3
6 8 7 7 22 ‘ 5 2 7 1123 1
68 8 4 2 4 892 12 2 2 1 1 2 9 3
691 11 19 903 f 11 2 3 1 1 3 2 42
7 0 0 10 2 0  ̂ 2 2 9 1 1 3 7 8

7 0 3 í 2 3 9 0 7 7 2 6 1141 5
I 1 2 6 912 4 2 8 1 1 4 7 41

7 0 9 .  3 2 5 91 6 10 2 4 4159 7
711 9 21 92 7 6 2 7 2
721 5 2 4 931 í ^ 2 5 1 1 6 4 10
7 2  í 8 2 2 * 1 30 1 1 6 8 4
7 2 7 13 18 93 7 3 2 9 13
7 3 2 2 2 6 93 9 13 2 2 1 1 8 3 9
7 3 3 12 10 94 8 8 2 6 6
7 3 9 7 2 3

949

961

f 12 2 3 1191 1

741 f 11
1 4

2 0
2 5

< 5  
11

2 8  
2  4 1 1 9 7

12
3

7 5 ! 10 21 96 4 2 30 1200 2 0
7 5 6 6 2 4 96 7 7 2 7 1 2 0 4 8
7 5 7 1 27 97 3 4 2 9 1 2 0 9 5

76 3 í ^
2 2 97 5 10 2 5 1213 11

i 3 2 6 988 6 28 1 2 2 7 7
77n 5 2 5 991 9 2 6 1 2 2 8 2
7 7 7 í 19 9 93 1 31 1231 10

1 8 2 3 9 97 13 2 3 1 2 3 7 4
7 8 4 12 2 0 9 99 3 30 1 2 4 9 13
7 8 7 2 2 7 1008 12 2 4 1251 9
7 9 3 1 11 21 1009 8 2 7 1 2 5 2 6

1 7 2 4 1011 5 29 1261 j 20
17 9 6 4 26 1021 11 2 5

8 0 4 10 2 2 1027 2 31 1 2 6 4 12
811 6 Í 5 1029 7 2 8 1 2 6 7 3
81 3 1 28 1036 4 3 0 1273 8
8 1 7 9 2 3 10 2 6 1279 5
81 9 3 2 7 1051 6 ■-29 1281 11
829 13 20 1053 9 2 7 1297 7

32
2i
31
2 5  
2 8
30
2 6
32

2 7
31
30
2 8
2 5
33
3 2
2 6
29
31
2 7
30
33
2 8
32 
2 6  
29
31
3 4
2 7
3 3  
20 
30 '
32
2 8
31
3 4
2 9
33
2 7
30
32 
21
35
2 8
34
31
33 
2 9
32

N

1299
1 3 0 0  
1 3 0 8  
1 3 1 7  
1321

1 3 2 3

1 3 2 4  

1 3 3 3

1339
1 3 4 4

1351

1 3 6 9
1371
1 3 7 2  
1381

1 3 8 7

1 3 8 9
1 3 9 3
1 3 9 6
1 4 0 4
1 4 0 7
1 4 1 3
1 4 1 7
1 4 2 3
1 4 2 5
1443
1 4 4 4  
1 4 4 7  
1453

1 4 5 6

1 4 5 9
1 4 6 7
1471
1 4 7 7
1483
1489
1 4 9 2
1 4 9 7
1501

1519

1521
1 6 2 4
1525

m

2 
10 
• 4 
13 

9 
21 

6
20

35
30 
3 4  
2 8
31 
21 
33 
22

1 2  2 9
1
3 
8

11
5
7  

10
2
4 

21 
13 
20

9
6 

12
1
3
8

21
20

4

6 
12 

1 
3 
8 

11 
5 

40 
7  

21 
2

36
35
3 2
3 0
3 4
33
31
36
3 5  
22
2 9  
23
32
34
30
3 7
36
3 3

l T  31
5  3 5
7  34

1 0  32
2  3 7

23
2 4  
3 6

13  3 0
9  33

3 5
31 
38
3 7
3 4
3 2
3 6
33
3 5  
2 4
38

2 0  2 5
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N m h N m h N TU h N '  TU h

1S33 j 13 31 1791 6 39
2071

( 11 39 2371 5 '4 6
1 4 3 7 1 8 0 7 1 42 1 45 2 3 7 9 10 43

1 r)i3 9 34 1 8 1 2 8 38 2 0 7 3 8 41 2 3 8 3 13 41
1Ö48 6 36 ( 21 2 8 2 0 7 7 3 44 2 3 8 9 7 45
1S52 12 32 1 8 1 3 ] 11 36 2 0 8 9 5 43 2.401 21 3 3
1561 1 39 ( 3 41 2 1 0 0 10 40 2 4 0 4 2 48
1567 3 38 1821 2 0 2 9

2 1 0 7
1 13  ' 38 2 4 1 2 1 2 42

1369 8 3 3 1 8 2 5 5 40 7 42 2 4 1 3 í 9 44
1373 11 33 1839 10 37 2 1 1 9 2 45 1 4 47
1379 5 3 7 1 8 4 3 '  7 39 2 1 2 8 4 44 2 4 1 6 2 0 36
1391 21 2 3 1 8 4 9 13 33 2131 9 41 2 4 2 8 . 6 46

1596 10 34 1 8 3 2 2 42 2 1 3 3 12 39 2 3 4 3 11 4 3
2 0 26 1861 4 41 2 1 3 7 21 32 2 4 4 9 ■ 8 43

1397 7 3 6 1 8 6 7 9 38 2 1 4 3 6 43 2451 1 49
1603 2 39 1 8 7 2 12 3 6 2 1 4 9 20 33 2 4 5 7 3 48
1609 1 3 3 2 1 8 7 6 6 40 2161 11 40 2 4 6 9 3 47
1612 4 38 1891 21 2 9 2 1 6 3 1 46 2 4 7 6 10 44
1621 9 3 3 1 8 9 3 1 43 2 1 6 4 8 42 2 4 7 9 . 1 3 42
1627 6 3 7

1897 í ^ 39 2 1 6 9 3 43 2 4 8 7 7 46
1629 12 3 3 ' 11 3 7 2181 5 44 2 4 9 3 21 36

i 1641 1 40 1 8 9 9 3 42 2191 10 41 2 5 0 3 2 49
1 1647 3 39 1 9 0 0 20 30 2 1 9 7 13 39 2 0 3 7

1648 8 3 6 1911 3 41 2 1 9 9 7 43 2 5 0 9 12 43
1651 11 34 1 9 2 4 10 3 8 ' 2 2 1 2 2 .46 3 48
1659 3 38 1929 7 40 2221 4 45 2311 9 43
1663 21 2 6 1 9 3 3 13 36

2 2 2 3
9 42 2 3 1 2 4 48

1669 2 0 2 7 1 9 3 9 2 43 21 33 2 5 2 7 6 47
1673 10 3 3 1948 4 42 2 2 2 4 12 40 2541 1 1 441 1677 7 3 7 1 9 5 3 9 39 2 0 34 2 3 4 8 8 46
1684 2 40 1 9 3 7 12 37 6 44 2351 1 50
1687 13 33 1963 6 41 2 2 3 3 11 41 2 5 3 7 3 49
1693 4 39 1971 21 30

2 2 3 7
1 4 7 2369 5 48

1701 9 3 6
1981 44 8 43 2 3 7 5 10 43

1708 12 3 4 ' 20 31 2 2 6 3 3 46 2 5 7 7 13 43

1723
6 38 1 9 8 3 11 38 2 2 7 5 5 45 2 3 8 7 21 3 7
1 41 1 9 8 4 8 40 2 2 8 4 10 42 7 47

1729 8 3 7 1 9 3 7 . 3 43 2 2 8 9 13 40 2 6 0 4
oM 30

3 40 1 9 9 9 5 42 2 2 9 3 7 44 2 0 38
1731 11 33 2011 10 39 2 3 0 7 2 47 2 6 0 8 12 44
1737 21 2 7 2 0 1 7 7 41 2311 21 3 4 2611 9 46
1741 3 3 9 2 0 1 9 13 3 7 2 3 1 6 4 46 2 6 1 3 4 49
1744 2 0 2 8 2 0 2 8 2 44 2 3 1 7  1

9 43 2 6 2 8 6 48
1756 10 36 2 0 3 7 4 43 12 41 2641 11 45
1739 7 38 2í>4l 9 40 2 3 2 5 2 0 33 2 6 4 9 8 4 7

1 1767  1 13 3 4 2 0 4 4 12 38 2331 6 43 2 6 5 3 .51
2 41 2 0 5 2 6 42 2 3 4 7 11 42 2 6 3 9 3 50

1776 4 40 2 0 3 3 21 31 2 3 5 2 8 44 2671 5 49
1783 9 3 7 2 0 6 4 2 0 3 2 2 3 5 3 48 2 6 7 6 10 46
1789 12 33 2 3 5 9 3 47 2 6 7 7 13 . 44  1



3 i¿ TABLAS DE DIFERENCIAS.

N m h N m h N m h N m h

2 6 8 3 21 38 3028 2 54 3 3 9 7 11 5 2 3 7 8 3 1 61
2 6 8 9 7 48 3031 9 50 3411 21 4 5 • 3 7 8 7 13 54
2701 2 0 39 3 0 3 7 4 53 3 4 1 2 8 54 3 7 8 9 3 60
2 7 0 7 2 51 3 0 5 2 6 52 3 4 2 3 1 5 8 3 7 9 6 10 5 6
2 7 0 9 12 45 3061 11 49 3 4 2 9 3 5 7 3801 5 59
2 7 1 3 9 47 3073 8 51 3 4 3 3 13 51 3 8 1 9 7 58
2 7 1 6 4 50 5081 1 55 3 4 3 6 2 0 46 3 8 2 9 12 55
2731 6 49 3 0 8 7 í 21 42 3 4 3 9 10 53 3 8 4 3 9 5 7
2 7 4 3 11 46 ( 3 54 3441 5 5 6 3 7 4 7 2 61
2 7 5 2 8 48 3097 13 48 3 4 5 9 7 5 5 3 8 5 6 4 60
2 7 5 7 1 52 3099 5 53 3 4 7 2 12 5 2 3871 21 49
2 7 6 3 3 51 3100 10 50 3 4 8 3 9 5 4 6 59
2 7 7 5 5 50 3109 2 0 43 3 4 8 4 2 5 8 3 8 7 3 11 5 6

2 7 7 9
1 3 45 3117 7 52 3 4 9 3 4 5 7 3 8 9 2 8 58
10 47 3133 12 49 3 5 0 8 6 5 6 3 9 0 0 2 0 5 0

2781 21 39 3139 2 5 5 3 5 1 3 11 5 3 3 9 0 7 1 62
2 7 9 3 7 49 3141 9 51 3 5 2 3 21 4 6 3 9 0 9 13 5 5
2 8 0 0 2 0 40 3 1 4 8 4 5 4 3 5 2 9 8 5 5 3913 3 61

2 8 1 2
1 2 46 3163 6 53 3541 1 5 9 3 9 1 9 10 5 7

2 52 3171 11 5 0 3 5 4 7 3 58 3 9 2 5 5 60
2 8 1 7 9 48 3184 8 5 2 3 5 4 9 1 2 0 47 3943 7 59
2821 4 51 3 1 9 3 21 43 1 13 5 2 3 9 5 2 12 5 6
2 8 3 6 6 5 0 1 5 6 3 5 5 6 1 0 5 4 3 9 6 7 9 5 8
2 8 4 7 11 47 3199 3 5 5 3 5 5 9 5 5 7 3 9 7 2 2 62
2 8 5 7 8 49 3 2 0 7 13 4 9 3 5 7 7 7 5 6 3981 4 61
2 8 6 3 1 53 3211 10 51 3 5 8 9 12 53 3991 21 50
2 8 6 9 3 52 5 5 4 3601 9 5 5 3 9 9 6 6 6 0  :

2881
21 40 5216 2 0 44 3 6 0 3 2 5 9 3 9 9 7 1t 67

5 51 3 2 2 9 7 53 3 6 1 2 4 5 8 4 0 1 7 8 5 9  :
2 8 8 3 13 46 3244 12 50 3 6 2 7 6 5 7 4021 2 0 51
2 8 8 4 1 0 48 3252 2 56 3631 11 5 4 13 5 6
2 8 9 9 7 50 3253 9 52 3 6 3 7 21 4 7 4 0 3 3 1 63
2901 2 0 41 3261 4 5 5 3 6 4 8 8 5 6 4 0 3 9 3 6 2  1
2 9 1 7 12 47 3276 6 5 4 3661 1 60 4 0 4 4 10 5 8  !
2 9 1 9 2 53 3 2 8 3 11 51 3 6 6 4 . 2 0 48 4051 5 61 i
2 9 2 3 9 49 3297 8 5 3 3 6 6 7 1 13 5 3 4 0 6 9 7 60
2 9 2 8 4 5 2 3301 21 44 1 3 59 4 0 7 7 12 5 7
2 9 4 3 6 51 3307 1 5 7 3 6 7 5 10 5 5 4 0 9 3 9 5 9
2 9 5 3 11 48 3 3 1 3 3 5 6 3 6 7 9 6 5 8 4 0 9 6 4 7 6
2 9 6 4 8 50 3319 13 5 0 3 6 9 7 7 5 7 4 0 9 9 2 63
2971 1 5 4 3 3 2 4 10 52 3 7 0 8 12 5 4 4108 4 62
2 9 7 7 3 5 3

3 3 2 5 5 5 5 3721 9 5 6 4 1 1 3 21 51
2 9 8 3 21 41 2 0 45 3 7 2 4 2 60

4 1 2 3 ( 11 58

2 9 8 9
13 47 3343 7 54 3 7 3 3 4 5 9 6 61

5 52 3357 12 51 3 7 4 8 6 5 8
4 1 4 4 I 2 0 5 2

2991 10 49
3 3 6 7 2 5 7 3751 11 5 5 8 60

3 0 0 4 2 0 42 9 53 3 7 5 3 21 4 8 4 1 5 9 1 3 5 7
3 0 0 7 7 51 3376 4 56 3 7 6 9 8 5 7 4161 1 64
3 0 2 4 1 2 48 3391 6 5 5 3781 2 0 49 4 1 6 7 3 6 3
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■ N m h N in h N m h N m h

4471 10 59 4621 21 5 3 ( 2 0 59 5 5 2 4 8 7 0
4179 5 62 4 6 2 7 2 67 5061 11 65 5 5 2 9 1 3 67
4197 7 61 1636 4 66 5 0 6 8 6 68 10 69
4204 12 58 4047 11 62 5 0 8 9 8 67 5551 1 7 4
4221 9 60 4651 6 65 5 0 9 7 13 64 5 5 5 7 3 73
4228 2 64 4656 20 5 6 5 1 1 3 1 71 5 5 6 9 5 7 2
4237 52 4 6 7 2 8 64 5 M 6 10 66 5 5 8 4 1 2 68

4 63 4 6 8 3 13 61 5 1 1 9 3 7 0
5 5 8 7 21 62

4251 1 1 59 4 6 9 3 1 68 5131 5 69 7 71
4252
4209

6
20

62
5 3 4699 " ?

63
67 5 1 4 9

, 12 
1 7

6 5
68

5611 
5 6 2 8

9
2

70
7 4

[ 4287 13 58 4711 5 66 5161 21 59 5 6 2 9 2 0 63
4291 1 65 4 7 2 9 7 6.5 5 1 7 3 9 67 5 6 3 7 4 73

1 4297 3 64 4 7 3 2 12 62 5 1 8 7 2 71 5641 11 69
4300 10 60 21 56 5 1 9 6 4 7 0 ' 5 6 5 2 6 72
4309 5 63 9 64 5 2 0 0 2 0 60 5673 8 71

I 4 3 2 7 7 62 4 7 6 4 2 68 5 2 0 3 11 66 5 6 7 7 13 68
4333 12 5 9 4 7 7 3 4 67 5211 6 69 5 7 0 0 10 70
4351 9 61 4 7 8 3 11 63 5 2 3 2 8 68 5 7 0 7 3 7 4
4359 2 6 5 4 7 8 8 6 66 5 2 3 9 13 65 5701 1 7 5

! 4363 21 5 3 4 7 8 9 2 0 57 5 2 5 7 1 72 5 7 1 9 5 7 3
4308 4 64 4 8 0 9 8 65 5 2 5 9 10 67 •12 69
4381 11 60 4 8 1 9 13 62 5 2 6 3 3 71 21 63
4383 6 63 4831 I 69 5 2 7 3 5 70 5 7 3 7 7 72
4366 2 0 5 4 4 8 3 6 10 64 5 2 9 2 12 66 5761 9 71
4404 8 62 4 8 3 7 3 68 5 2 9 3 7 69 5 7 7 6 2 0 64
4417 13 59 4 8 4 9 5 67 5 2 9 9 2 5 57 5779 2 7 5
4423 66 4 8 6 7 7 66 5 3 0 ! 21 60 5 7 8 8 4 7 4
4429 3 6 5 4 8 6 9 12 63 5 3 1 7 9 68 5791 11 70
4431 10 61 4 8 8 7 21 5 7 5 3 3 2 2 7 2 5 8 0 3 6 73
4441 5 64 4891 9

5341
2 0 61 5 S 2 4 8 7 2

4459 7 63 4 9 0 3 2 69 4 71 5 8 2 7 13 69
4464 12 60 4912 4 68 5 3 4 7 11 6 7 5851 1 0 71
4483 9 62 4921 11 64 5 3 5 6 6 7 0 5 8 5 3 1 76
4491 21 54 4 9 2 4 2 0 58 5 3 7 7 8 69 5 8 5 9 3 7 5
4492 2 66 4 9 2 7 6 6 7 5 3 8 3 13 6 6 5871 5 74
4i)iii 4 . 6 5 4 9 4 8 8 66 540.1 1 73 5881 21 Ci
4513 11 61 4 9 5 7 13 63 5 4 0 4 10 68 5 8 8 4 12 7 0
4516 6 6 4 4971 1 70 5 4 0 9 3 7 2 5 8 8 9 7 7.3
4525 20 5 5 4 9 7 5 10 65 5421 5 71 591.3 9 7 2
4537 8 63 4 9 7 7 3 69 5 4 3 7 12 6 7 5 9 2 5 2 0 6 5

i 4549 13 60 4 9 8 9 5 68 5 4 3 9 7 7 0 5 9 3 2 2 7 6
1 4557 6 7 5 0 0 7 7 67 5 4 4 3 2 l ’ 61 5941 4 7 5

4563 3 66 5 0 0 8 12 6 4 5 4 6 7 9 69 5943 1 71
4564 10 62 5 0 2 3 21 5 8 5 4 7 9 2 73 5 9 5 6 6 7 4
4575 5 65 5031 9 66 5 4 8 4 20 62 5 9 7 7 8 73
4593 7 64 6 0 4 4 2 70 5 4 8 8 4 72 5 9 7 9 13 70
4597 12 61 5 0 5 3 4 69 5493 11 68 6 0 0 4 10 7 2
4617 9 63 6 3 0 3 6 71 r.007 1



3 U TABLAS DE DIFEREN CiAS.

N

6 0 1 3
6 0 2 3
6031
6 0 3 7
6 0 4 3
6067-
6 0 7 6
6 0 8 7
6 0 9 6
6 0 9 7  
6H1
6 1 3 2
6 1 3 3  
6 1 5 9  
6 1 6 3  
6 1 6 9  
6181  
6 1 8 3  
6 1 9 2  
6 1 9 9  
6 2 2 3  
6 2 2 9  
6 2 U

6 2 5 3

6 2 6 8

6 2 8 9

6 3 1 6
6321
6 3 2 7
6 3 3 7
6 3 3 9
6 3 4 9
6 3 5 7
6381
6 3 8 4
6 4 0 3
6411
6 4 1 2  
6 4 2 7
6 4 4 7
6 4 4 8  
6 4 7 5  
6481 
6 4 8 7  
6 4 9 3  
6 4 9 9  
6 5 0 8

m h N m h N m k N m h

3 7 6 6 5 1 7 7 77 7 0 6 3 M 7 8 7 6 0 9 13 80
5 7 5 6541 1 2 0 69 7 0 6 8 4 82 7 6 1 7 8 8 3

21 05 9 7 6 7 0 7 7 12 81 7641 21 7 5
1 2 71 6 5 6 4  - 2 80 7 0 8 3 6 81 7 6 4 4 10 8 2

7 7 4 6571 11 7 5 7 0 9 9 13 77 7 6 5 7 87
9 7 3 6 5 7 3 4 79 7 1 0 4 8 80 7 6 6 3 3 86

20 6 6 6 5 8 8 6 7 8 7131 10 7 9 7 6 7 5 5 8 5 ;
2 7 7 • 6 6 0 7 13 7 4 7 1 3 7  . 21 72 7 6 9 3 7 84
4 7 6 6 6 0 9 8 77 7141 8 4 7 6 9 6 2 0 7 6  1

11 7 2 6636 10 7 6 7 1 4 7 3 83 7 7 1 7 9 8 3  1
6 7 5 6643 1 81 7 1 5 9 5 8 2 7 7 4 7

11 8 2  !
8 7 4 6 6 4 9 3 80 -7164 12 7 8 87 ,

13 71 6 6 5 4 21 69 7 1 7 7 7 81 7 7 5 0 4 8 6  j
10 7 3 6661 5 7 9 7 1 8 9 2 0 73 7771 6 8 5  !

1 7 8 6669 1 2 7 5 7201 9 8 0  > 7 7 8 3 13 81
3 7 7 6679 7 7 8 7 2 2 8 2 8 4 7 7 9 2 8 8 4  ;
5 7 6 6 7 0 0 2 0 7 0 7231 11 7 9 7 8 1 3 21 7 6  '

21 66 6703 9 7 7 7 2 3 7 4 83 7 8 1 9 10 8 3  1
12 7 2 6 7 2 7 2 81 7 2 5 2 6 82 7 8 3 3 1 88  :

7 7 5 /6733 11 76 7 2 6 7 13 7 8 7 8 3 9 3 8 7  :
9 7 4 6736 4 80 7 2 7 3 8 81 7851 5 8 0  1

20 67 6751 6 7 9 7 3 0 0 10 8 0 7 8 5 2 12 8 2  1

2 7 8 6 7 6 9 13 75 7 3 0 3 21 7 3 7 8 6 9
i 20 7 7  ^

11 7 3 6 7 7 2 8 7 8 731 1 1 8 5 1 7 8 5  1

4 7 7 6799 1 0 7 7 7 3 1 7 3 8 4 7 8 9 3 9 8 4  ;
6 7 6 6 8 0 7 1 82 4329 5 83 7 9 2 3

7 9 2 4
11 ii

13 7 2 6811 21 7 0 7 3 3 3 12 7 9
8 7 5 6 8 1 3 3 81 7 3 4 7 7 8 2 7 9 3 3 4

1 0 7 4 6 8 2 5 5 80 -7356 20 7 4 7 9 4 8 6 8 6  !-
1 7 9 6 8 3 2 12 7 6 7371 9 81 7 9 5 9 13 S2  1
3 7 8 6 8 4 3 7 79 7 3 9 9 2 8 5 j 7 9 6 9 8 8 5  ■

21 6 7 6861 20 71 7401 11 80 1 7 9 8 7 21 7 7
5 7 7 6 8 6 7 9 7 8 7 4 0 8 4 8 4 7 9 9 6 10 84

1 2 7 3 6892 2 82 7 4 2 3 . 6 83 8011 1 89
7 7 6 6 8 9 7 11 7 7 7 4 3 7 13 79 8 0 1 7 3 88
9 7 5 6901 4 81 7 4 4 4 8 82 8 0 2 9

87
20 6 8 6916 6 80 7471 21 7 4 { 12 83

2 7 9 6933 13 7 6 . 10 81 8 0 4 4 20 7 8
11 7 4 6 9 3 7 8 79 7 4 8 3 1 8 6 8 0 4 7 7 86

4 7 8 6 9 6 4 10 7 8 7 4 8 9 3 85 8071 9 8 5
6 7 7 6973 , 21 71 7501 5 8 4 8101 11 8 4

13 7 3 : 1 83 7 5 0 4 12 80 8 1 0 3 2 89
8 7 6 6979 3 82 7 5 1 9 7 83 8 1 1 2 • 4 88

10 7 5 '  6991 5 81 7 5 2 5 2 0 7 5 8 1 2 7 6 87
4 80 6 9 9 7 .1 2 7 7 7 5 4 3 9 82 8 1 3 7 13 83
3 7 9 7 0 0 9 7 80 7 5 7 2 2 86 81 48 8 86

21 68 7 0 2 4 2 0 72 7 5 7 3 11 81 8 1 6 3 21 78
5 7 8 7 0 3 3 9 79 7581 4 8 5 8 1 7 5 10 85

12 7 4 7 0 5 9 2 83 7 5 9 6 6 8 4 8191 1 90



TABLAS DE DIFERENCIAS. 345

N m
/

h N m k N m h N m k

8 1 9 7 3 89 8 7 6 4 20 82 9412
•

2 96 1 0 0 3 3 21 88
1 8208 12 8 4 8 7 7 9 7 90 9421 4 95 1 0 0 4 8 8 9 6

8209 5 88 8 8 0 3 9 89 9 4 3 6 6 94 1 0 0 7 5 10 9 5
8221 20 7 9 8 8 3 3 11 8 8 9 4 3 9 13 90 10101 2 0 89
8227 7 8 7 8 8 3 9 2 93 9451 21 85 1 1 0 0
8231 9 86 8 8 4 8 4 92 9 4 5 7 8 93 1 0 1 0 7 3 99
8281 11 8 5 8 8 6 3 6 91 9 4 8 4 . 1 0 92 1 0 1 0 8 1 2 9 4

8284 78 2 2 8 8 6 9 13 87 9 5 0 7 1 97 1 0 1 1 9 5 98
2 9 0 8 8 8 4 8 90 9513 3 96 1 0 1 3 7 7 9 7

8293 4 89 8 8 8 7 21 82 9 5 1 6 2 0 86 10161 9 9 6
8308 6 88 8911 1 0 89 9 5 1 7 12 91 10191 11 9 5
8 3 1 7 13 8 4 8931 1 94 9 5 2 5 5 95 1 0 2 0 4 2 100
8329 8 8 7 8 9 3 7 3 93 9543 7 94 1 0 2 1 3 4 9 9
8341 21 7 9 8 9 4 4 12 88 9 5 6 7 • 9 93 1 0 2 2 7 13 9 4

! 8356 10 8 6 8 9 4 9  ; 2 0 83 9 5 9 7 11 92 1 0 2 2 8 6 98
‘ 8373 1 91 5 92 9 6 0 7 2 9 7  • 10231 21 89

8379 3 90 8 9 6 7 7 91 9616 4 9 6 1 0 2 4 9 8 9 7
'I  8389 12 8 5 8991 9 9 0 9631 6 9 5 1 0 2 7 6 10 9 6
:i 8691 5 89 9021 11 89 9 6 3 3 13 91 1 0 3 0 0 2 0 9 0
¡ 8400 2 0 80 9 0 2 8 2 9 4 9643 21 86 1 0 3 0 3 1 101

■ I  8409 7 88 9 0 3 7 4 93 9 6 5 2 8 94 1 0 3 0 9 12 9 5
1 8433 9 8 7 9 0 5 2 6 92 9 6 7 9 10 93 3 10 0
: 8 4 6 3 - 11 86- 9 0 5 7 13 88 9703 1 98 10321 5 99

■¡ 8 467 2 91 9 0 7 3 21 83 9709 I 20 87 1 0 3 3 4 7 98
1 8476 4 90 ' 8 91 : 3 9 7 1 0 3 6 3 9 9 7
' 8491 6 89 9 1 0 0 10 90 9712 12 92 1 0 3 9 3 11 96

. 8499 13 8 5 9121 1 9 5 0721 5 9 6 1 0 4 1 0 4 10 0
1 8612 8 8 8  ; 9 1 2 7 3 9 4 9739 7 9 5 1 0 4 2 9 13 9 5
1 8621 21 80 9 1 3 3 12 89 9763 9 9 4 10431 21 90
¿ 8539 10 87 9 1 3 6 20 8 4 9793 11 93 6 9 9

8337 1 9 2 9 1 3 9 5 93 0 8 0 4 2 08 1 0 4 5 2 8 9 8
8563 3 91 9 1 3 7 7 92 9813 4 9 7 10479 10 97
8572 12 86 9181 9 M 0 8 2 8 6 96 10501 2 0 9!_|
8375 3 90 9211 11 90 9 8 2 9 13 9 2 1 0 5 0 7 1 10 2
9581 2 0 81 9 2 1 9 2 93 9 8 3 7 21 87 10512 12 9 6
8593 7 89 9 2 2 8 4 94 0 8 4 9 8 95 1 0 5 2 5 5 100
8 6 1 7 9 88 9 2 4 3 6 93 0876 10 94 1 0 5 4 3 7 99
8647 11 87 9 2 4 7 13 89 9901 1 99 10567 9 98
8652 2 9 2 9261 21 84 9 9 0 4 20 88 10597 11 9 7
8661 4 91 9 2 6 4 8 92 9 9 0 7 3 98 10633 21 91
8 6 7 6 f) 90 9291 10 91 9909 12 93 13 9 6

1 8683 13 8 6 9 3 1 3 1 9 6 9919 5 9 7 10636 6 10 0
8 6 9 7 8 89 9 3 1 9 3 95 9 9 3 7 7 96 1 0 6 5 7 8 99
8703 21 81 9 3 2 4 12 90 9961 9 9 5 1 0 6 8 4 1 0 98
8 7 2 4 10 88 9 3 2 5 2 0 85 9991 11 9 4 1 0 7 0 4 2 0 92
8743 1 93 9331 5 94 10003 2 99 10713 1 10 3
8749 3 92 9 3 4 9 7 93 1 0 0 1 2 4 98 10717 1 2 9 7
8757 12 87 9 3 7 3 9 92 1 0 0 2 7 j  13 93 1 0 7 4 9 7 100
8761 5 91 9 4 0 3 11 91 1 6 9 7 10773 9 9 9



3 i6 TABLAS S E  SIFEREN CIA S.

N m h N m h N m h

Ì 0 8 0 3 11 98 11251 21 9 4 1221 ( 1 no
1 0 8 3 7 21 9 2 1 1 2 5 7 13 99 12321 2 ! -  99
1 0 8 3 9 43 97 11325 20 93 1 2 4 0 0 2 0 iOO
1 0 8 6 4 8 iOO 1 1 3 4 3 1 106 1 2 4 3 3 1 I H
10891 10 99 1 1 3 4 4 12 100 12341 21 10 0  !
10909 2 0 93 11461 21 9 3 1 2 6 5 7 1 112
10921 1 10 4 1 1 4 6 9 13 100 1 2 8 8 3 1 113
1(1924 12 98 11536 2 0 9 6 131 l i 1 H 4
10981 9 100 1 1 3 3 7 1 ibi Ì3 3 4 1 1 1 13non di 99 1 1 6 7 3 21 9 6 1 3 3 7 3 1 116
1 1 0 4 3 21 93 11749 20 9 7 4 3 8 0 7 1 H 7
1 1 0 4 7 13 98 11773 1 108 1 4 0 4 3 1 1 18
1 1 1 0 0 10 1 0 0 11887 21 9 7 4 7 7 9 2 7 147 6 0 6
1 1 1 1 6 20 9 4 1 1 9 6 4 2 0 9 8 5 2 1 3 2 3 133 6 4 5
11131 1 4 05 11991 1 109 1 2 05491 2 7 4 9 35

, 11133 12 99 12103 21 98 1 6 8 8 5 7 5 410 1 0 4 5
11221 di 100 12181 2 0 99 3 9 0 6 6 0 3 0 2 5 2 0 0 0 0 6 0 0 3 5



TABLAS DE DIPEREISCIAS. 317

CUARTO GRADO.

3iV m n 3iV m n P 3iV m n P 3iV m n P

3 1 d i 7 8 4 2 4 1 6 13 66 4 1 3 16
8 1 1 2 1 2 9 42 7 d 3 13 676 1 9 16

11 i 2 2 2 0 3 i 5 9 43 5 d 7 13 680 d 13 14
12 2 2 2 211 1 d 9 44 0 1 2 13 68 3 1 2 16
19Í 1 d 3 2161 d 6 9 44 3 1 11 i r 69 6 d 12 15

2 2 3 d 3 9 451 1 10 12 699 1 10 16
20 2 3 2 2 7 1 8 8 4 5 2 1 8 13 7ü8 1 d 16
27 3 3 2 3 5 d 7 9 d d 13

7 2 8 j 1 6 17
32 2 2 4 2 3 5 2 2 do 2 5 14 1 11 16
3S 2 4 2 4 3 Í d 4 dO 47 5 d 9 13 d 14 14
30 1 d 4 3 6 6 1 5 14 7 3 ! ! 1 5 17
40 i 3 4 2 4 4 1 3 10 1 di 12 ( 1 7 17
S i l i 4 4 25 8 d 5 dO 1 6 U 73 9 1 13 l o

2 2 5 251 d 2 10 1 4 14 d 4 17
56 1 2 5 2 5 9 d 6 10 49 2 2 2 14 y40| 1 8 17

d d 5 2 6 0 d 8 9 i 3 U 74 7 2 2 17
i 3 S 2 6 4 d d 10 d 7 14 1 9 17

63 i 4 5 2 7 6 d . 7 dO 5 0 4 1 dO 13 1 3 1 7
■íe. 2 2 6 2 9  i ¡ 2 2 di 1 8 14 76 3 d 12 16
83¡ 1 5 5 1 9 9 d 2 14 1 iO 17

1 2 6 5 9 6 d 4 U 531 d 12 12 d 2 17
84 i 3 6 { -d 8 10 5 3 6 ¡ 1 9 14 78 8 1 14 15
88 1 i 6 2 9 9 1 5 di d 1 14 803¡ 1 11 1 7
91 d 4 6 ( 1 3 di 5 3 9 d di 13 1 1 17
99 3 3 7 d 2 di d 10 U 80 4 d 13 16

10 4 d 5 6 d G dd 1 5 15 81 9 1 6 18
! 107 OM 2 7 3 2 3 j d d di 5 6 4 1 6 15 8 2 0 1 7 18
1 11o i 3 7 i 7 11 56 8 d 4 15 8 2 4 1 5 18

116 d 2 7 32 8 i 9 10 d 7 15 82 7 1 8 18
120 d 4 7 3 4 4 i 8 11 2 2 15 835 1 4 18

1 123¡ d d 7 35 2 2 2 12 5 7 9 1 3 15 83 6 d 12 17
d 6 6 3 5 5 1 4 12 5 80 1 12 13 84 0 d 9 18

131 1 5 7 3 5 6 d .5 12 5 8 4 d 8 15 843 d 15 15
14 4 2 2 8 36 0 d 3 d2 d di 14 84 4 2 2 18
148 d 6 7 1 6 12 d 2 do ' 831 d 14 16
15 2 d 3 8 1 ^0 dO 6 03 d 9 15 85 2 1 3 18
1 ?in| d 4 8 1 9 dd 6 19 d 1 15 859 d 10 18

d 2 8 d 2 d2 6 2 7 d 13 13 d 13 17

1641
(

d d 8 3 7 6 d 7 12 6 2 8 d dO 15 1 2 18
1 5 8 3 8 8 1 d 12 6 3 5 1 12 14 88 4 d 11 18

171 i 7 7 3 9 5 d 8 12 6 4 3 1 6 16 9 0 4 ¡ 1 15 16
179 i 6 8 40 4 d iO 11 6 4 4 d 5 16 1 d 18
187 2 2 9

4 1 9 ¡
o 2 13 6 4 8 d 7 16 1 12 18

192 8 « 8 d 5 13 651 d 4 16 d 7 19
195 d 3 9 d 4 13 65 6 2 2 16 9 16 1 6 19
19 6 d 4 g| 420Í

{ d 9 12 6 5 9 j d
d

8
11

16
15 9 2 0 j d

i
14
8

17
19



31S TABLAS DE DIFEnE>'ClAS.

3A' m n P 3'V m n P m m n P 3/V m n P

92 3 1 5 19 1188 i 12 21 1 4 6 4 1 18 2 ! 1 7 3 9 [ 1 10 26
931 1 9 19 I 2 0 8 j 1 2 21 1475 1 8 2 4 1 8 2 6
9 3 6 1 19 1 l o 20 1476 1 9 2 4 1 7 4 8 ; 1 11 2 6
9 i 7 2 2 19 1 2 ' 9 1 13 21 1480 1 7 2 4 1 7 2 6
94 8 1 10 19 1 2 2 7 1 18 18 1483 1 10 2 4 1055 1 18 2 4 !
9 3 2 1 13 18 1235| 1 8 2 2 1491 1 6 2 4 1 7 6 3 j 1 6 2 6 ;
9 3 3 1 3 19 1 17 19 1 4 9 6 j 1 17 2 2 1 12 2 6 '
96 3 1 16 16 1 2 3 6 1 7 22 1 11 2 4 1764 1 16 2 5

97l| 1 15 17 1240 1 9 2 2 1 4 9 9 j 1 15 23 1768 1 21 22
1 11 19

1 2 i 3 [ 1 1 21 1 1 2 3 1779 1 1 25
9 80 1 2 19 i 6 2 2 1508 1 5 2 4 ( 1 5 2 6 ;
9 9 3 1 14 18 1251 1 IO' 2 2 1515 1 12 2 4 1784 1 13 2 6

1 0 0 0 1 12 19 1 2 o 6 j 1 14 21 1523 1 2 0 2 0 ( 1 2 0 2 3
1011 1 1 19 1 3 2 2 1531) 1 19 21 ( 1 14 261
1016 1 7 20 1239 1 16 2 0 1 4 2 4 1811 1 4 261

1 0 1 9 j 1 8 2 0 1268 1 i l 2 2 1540 1 13 2 4 ( 1 17 2o|
1 6 2 0 1273 1 4 2 2 2 5 4 4 1 ' 16 23 1816 1 19 2 4

( 1 9 2 0 1291 1 12 22 1352 2 2 2 4 1 8 3 6 2 2 261
1 0 2 8 , 1 16 17 1292 2 2 22 1535 1 18 2 2 1844( 1 do 2 6 .

1 5 2 0 1299 1 13 21 1560 1 3 2 4 1 3 2 6 !
1 0 3 5 1 13 19

1300) 1 18 19 1571 1 14 2 4 1851 1 2 2 2 2 '

1043) I 4 , 2 0 1 3 2 2 1593 1 17 2 4 1839 1 21 23 ;
1 10 20 1 3 1 6 1 17 20 1603 1 9 2 5 1864 1 18 2 5 '

1044 1 l o 18 132:) 1 13 2 2 1 6 0 4 ) 1 2 0 21 1 8 7 5 1 9 2 7
1 0 5 6 2 2 20 1331 1 oim* 22 1 8 2 5 1876 1 10 2 7  ■

1 0 6 i ( 1 3 20 1 3 4 8 1 16 21 1608[ 1 l o 2 4 1 8 8 0 1 8 2 7
1 11 20 1 3 5 2 1 8 2 3 J 10 2 5 / 1 2 2 6

1076 1 14 19 ( 1 7 23 1611 1 7 2 5
1883 1 l i 2 7

( 1 17 .17 1 3 5 3 1 9 2 3 4 6 1 9 1 l i 2 5 1 16 2 6  i
1 0 9 1 ’ 1 2 2 0 { 1 1 t 2 2 1620 1 19 22 ( 1 2 0 2  4 i

1 12 2 0 1 3 6 4 1 10 2 3 1624 6 2 5
1 8 9 l ( 1 7 2 7  1

1 0 9 9 1 16 18
1368| 1 6 23

1 6 3 6 j 1 1 2 4 1 12 2 7  1

1123| 1 7 21 1 1 2 2 1 12 2 5 1908 1 6 2 7  i
1 15 19 1371 1 19 19 1643 1 3 2 5 1915 1 i;t 2 7
1 8 21 ( 1 3 2 3 1651 1 16 2 4 1923 I 19 2 5  i

2 6  11124 1 43 2 0 1 3 7 9 1 18 2 0 1632 1 1 8 23 1 9 2 8 j 1 i
( 1 1 2 0 1 1 11 23 1659 1 13 2 5 1 17 2 6  i

1128 1 6 21 1 3 9 6 1 15 22 1668 1 4 2 5 193 i 1 r» 2 7  1
1131 1 9 21 1 4 0 0 j 1 12 23 1683 1 21 2 ! 1 9 4 0 j 1 14 27
1139 1 5 21 1 4 23 1688 1 14 2 5 1 2 2 2 3  t
1 1 4 4 1 10 21 1403 1 17 21 1 6 9 i j 2 2 2 5 1636 1 21 2 4 j
1 1 3 6 1 4 21 U 1 6 2 2 23 1 2 0 2 2 1960 1 4 2 7 :
1160 1 17 18

U 2 7 j 1 3 2 3 1699 i 3 2 5 1971 1 15 2 7 *

1 1 6 3 j 1 14 2 0 1 13 2 3 1700 1 17 2 4 1979 1 18 2 6  1
1 11 21 1443 i 16 2 2 1 7 1 3 1 19 23 1987 2 2. 2 7 ,

1171 2 2 21 1448 1 19 20 1723 1 15 2 3 1888 1 2 6 2 5
1176 1 16 19

1 4 6 0 [ 1 U 23
1736| 1 2 2 5 1995 1 3 2 7  i

1179 1 3 21 1 2 23 1 9 2 6 2 0 0 8 1 16 2 7 ;



TABLAS DE DIFERENCIAS. 319

3iV m

2 0 3 5 Í

2 0 3 6

2 0 1 9  i
2020 1 
2 0 2 4  i  
2 0 2 9  i

i 
i 
i 
1

2 0 4 0  i 
2 0 5 !  1 
2 0 5 2  1

2 0 5 9 Í  Ja o f t  1
2 0 8 3  1
2 0 8 4  I
2 0 9 9  1
2100 1 
4 l 0 i  1 
2 m :í i 
2 1 3 6  1 
2 1 3 9  1 
2 1 4 1  2
2 1 5 2  i
2 1 5 3  1

2 1 6 8 1
( i  
( i1 snu,

I;
2 1 8 0  1

1
2 1 9 5  1 

’ i
{ 1

2 2 1 6 ,  1
1

2 2 2 7  1 

( í 
2 2 4 3  1

2 2 4 4  1 
2 2 6 0  1

2 2 7 6 {  I

2 2 8 0  1 
2 2 8 3  1 
2 3 0 7  2

n P 3iV m n V 3iV m n P 3N m n P

10 2 8
2 3 1 5 { 1 17 2 9 2 6 4 8 d 11 32 3003 i 10 34

9 82 1 3 29 / 1 40 32
3 o n {

i 14 34
H 2 8 2 3 2 3 i 10 3 0 2651 1 * 12 32 Ì 22 32

8 28 2 3 2 4 1 11 30 ( 2 2 31 3 0 1 6 1 9 34
12 28 2 3 2 8 i 9 30 2 6 5 9 1 3 31 3 0 ( 9 2 2 33
2 2 24 2331 1 12 30 2 6 6 0 1 13 32 3 0 2 7 1 3 33
19 26

2 3 3 9 ¡ 1 20 28 2 6 6 4 1 ‘2* 30 3028 1 15 3 4 '
2 27 1 8 30 2 6 7 5 { 1 i 32 3035 1 8 3 4 :
7 28 2 3 4 4 1 13 30 1 14 32 3 0 4 4 1 2 0 3 3

17 27 2 3 5 6 ( 1 2 2 27 2691 1 19 31 3051 1 • 16 3 4 '
13 28 i 7 30 2 6 9 6 1 15 32 3 0 6 0 1 7 3 4 '

G 28 ( i 2 29 2 7 0 8 1 2 31 (• 1 17 3 4
21 2 5 2360)_

1 18 29 2 7 2 3 ¡ 1 1€ 32 3080| 1 2 3 3  ¡
14 28 2 3 6 3 1 14 30 1 6 32 3 0 9 9 i • 21 33

1 2 7 2 3 7 9 1 6 30 2 7 3 1 1 2 2 30 3 1 1 5 1 18 3 4
5 28 2 3 8 8 1 15 30 2 7 4 4 1 2 0 31 3125 1 5 3 4 '

2 0 26 2 4 0 4 1 2 Ì 2 8
275C[ 1 5 32 3 1 3 9 1 1 3 3 '

18 27 2 4 0 8 1 5 30 t 17 32 3156 1 19 3 4 '
15 28

2 4 1 1{ 1 1 29 2 7 6 3 1 4 31 3 1 6 0 1 2 2 33
4 2 8 1 19 29

2 7 9 5 ¡ i 18 32 3171 1 4 3 4
2 2 2 5 2 4 1 9 1 16 3 0 i 4 32 3 1 7 6 1 12 35
16 28 2 4 4 3 1 4 30 2 8 0 3 1 21 21

3 1 7 9 ¡ 1 11 3 5
2 2 8 2 4 5 6 1 17 30 2 8 1 9 1 11 33 1 13 3 5
3 28 2 1 6 8 1 2 0 19 2 8 2 0 1 12 33 3 I 8 8 { 1 10 35

'.9 27 2 4 7 5 1 2 2 2 Í 2 8 2  4 4 10 33 1 14 ^33
10 29 2 4 7 6 O•4 2 3 0 2 8 2 7 1 13 33 ( 1 20 3 4
21 26 2 4 8 3 1 l i 31 2 8 3 2 2 2 32 3203 1 * 1 5 35
11 29

2 4 8  4{ i 10 •31 2 8 3 5 1 9 33 (. 1 9 3 3  (
9 29 1 3 30 ( 1 3 32 3 2 1 2 2 2 34

12 29 2 4 8 8 1 12 31 2 8 4 0 1 19 32 3220 1 3 34
17 2 8 2 4 9 1 1 9 31 / 1 14 33 3 2 2 4 ¡

i 8 3 5
8 29 2 4 9 9 ¡ 1 13 3 i 2 8 5 2 1 -  8 33 1 16 35

13 6)t) 1 18 30 2 8 5 9 1 15 33 32o ] {
1 17 3 5

7 29 2 5 0 4 1 8 31 2 8 6 8 1 2 2 31 1 7 35
2 28 2 5 1 6 1 14 31 2 8 7 5 1 7 33 3256 1 21 3 4  ;

2 0 2 7 2 o 3 l { 1 2 30 2 8 8 4 1 16 33 3275 1 2 34
14 29 1 21 29

2 8 9 1¡
1 2 23 3 2 8 4 (

1 6 35
6 29 2 5 3 9 1 15 31 1 10 32 1 18 3 5

18 28 2 5 4 S { 1 19 30 2 9 0 4 1 6 33 3 3 1 5 1 2 2 3 4  i
2 2 2 6 i 6 31 2 9 1 5 1 17 33 3 3 2 3 {

1 6 3 5
15 29 2 5 6 8 1 16 31 2 9 3 9 1 5 33 1 19 35

5 29 2 5 7 9 1 5 31 2 9 4 S {
1 21 32 3 3 3 6 i 1 3 4 ,

1 2 8 2 5 8 4 1 1 ,:0 i 1 32 3363 i 12 3 6  1
9 32 2 5 9 3 1 7 31 2 9 5 2 1 18 33 33 6  4 1 13 3 6  !
4 2 9 2 6 0 0 1 2 2 29 2 9 8 0 1 4 33 1 4 3 5  ¡

16
19

29
2 8 2 6 0 3 {

1
1

2 0
17

30
31 2 9 6 5 {

1
I

12
19

34
33

3368| 1
1

H
20

3 6  1 
3 5  1

24 2 7 2 6 1 6 1 4 31 2 9 9 6 1 11 34 3371 1 14 361
2 29 2 6 4 4 1 18 31 3 0 0 0 1 13 34 3379 1 10 J i 4

U07i



320 TABLAS DE DIPERENCtAS.

3^■ m n P 3iV m il P 3 .Y m n P 3 Y m n P

8 3 8 4 1 45 36 f 47 38 4228 9 40 4 7 2 8 1 21 42
3 3 9 6 1 í) 3 6 , 9 38 4248 1 49 40 4731 2 2 41
3 4 0 3 1 46 36 3 8 1 6 22 37 4259 4 8 40 4 7 3 9 1 3 41
3411 2 35 8 38 4267 2 2 39 4730 1 7 42

( l 21 35 3 8 2 7 18 38 4 2 7 5 4 3 39 4771 1 2 2 42,
3 4 1 9 , 4 8 36 . 2 2 37 4283 4 2 0 40 4803 4 • f) 42,

i 3 3 5 3 8 3 5 3 37 4 3 2 4 4 21 40 4808 4 ' 2 41;
3 4 2 8 i 47 36 í 7 38 4 3 3 9 4 6 40 4819 4 45 43!
3 4 4 8 1 7 36 l  4 19 38 4 3 4 0 1 2 39 4820 4 U 43;
3 4 5 9 1 48 36 3 8 9 6 2 37 4371 1 2 2 40 48->4 4 46 43;

3 4 7 6 {
1 •22 3 5 6 38 4 3 7 6 4 4 4 41 4827 4 43 43,
1 2 3 5 20 38 4 4o 41 4 8 3 5 1 47 43

8483 1 6 36 21 38 1 43 41 4840 4 42 43,
3 4 9 6 1 49 36 , Ô 38 í 4 46 4 i 4852 4 48 43.
3 5 2 4 1 5 36 3 9 5 5 13 39 4388 1 12 41 4836 4 5 42

1 2 0 36 3 9 5 6 44 39 1 5 40 4859 4 44 43!
1 d 35 3 9 6 0 42 39 4 4 i 41 4 8 7 5 4 49 43

3 5 5 o 1 43 37 1 5 39 4 47 41 4883 4 4 4lj
3 5 5 6 1 42 37 3963| ^ í 37 4411 1 4 39 4 8 S i 4 40 43
3561) 1 4 4 37 3971 41 39 1 48 41 4904 1 20 43
3 5 6 3 1 4i 37 3 9 7 6 16 39 1 40 41 i 9 43

1 475 37 3 9 8 8 40 39 4443 4 4 40 4 9 1 5 [ 4 4 42'
1 4 36 17 39

44 5  i {
4 9 41 4939 l 21 43

3 5 7 6 1 10 3 7 3 9 9 5 4 38 1 49 41 4952 4 8 43
i 46 37 2 2 38 1 2 0 4i 4972 2 2 42,
1 21 36 4014 9 39 4 8 41 4 22 4:t|

3 5 9 5 1 9 37 4 0 2 0 18 39 4496* 2 2 40 4yoU^ 1 3 42
3611 1 17 37 4 0 4 0 8 39 4504 4 3 4o 4995 4 7 43'
3 6 1 6 2 3 6 4 0 4 4 2 2 38 4 7 41 4996 1 7 40
3 6 2 0 4 8 37 4051 49 39 1 21 4l 5 0 4 4 1 6 43'
3 6 2 4 1 3 36 4 0 5 2 3 38

4 5 6 8 {
1 6 41 5 0 4 8 4 45 44

3 6 4 0 1 48 37 4 0 7 5 7 39 1 2 2 4| ( 4 2 42
3 6 4 3 1 2 2 36 4 0 8 8 20 39 4571 4 2 40 3051 1 46 44.
3651 4 7 37 4 4 1 5 '  2 38 4 5 9 5 4 14 42 ( 4 14 44;
36 'iü 1 19 37 4 1 1 6 6 30 4 5 9 6 1 4 5 42 1 13 44'
3 6 8 3 4 2 3 6 4131 21 39 4600 1 43 42 1 47 44,
3 6 8 8 4 6 37 í 5 39 4603 1 4 6 42 oU75{ 4 48 44
3691 1 C 3 4 l 14 •40 4611 1 12 42 4 12 44¡
3 7 1 6 4 2 0 37 4164 43 40 4 6 1 6 1 47 42 4 11 44!
3 7 3  i 1 5 3 7 4 1 6 8 4 15 40 4 6 1 9 1 5 41 J  Ü ^ 4 49 44 !
3 7 4 8 4 1 36 4171 4 42 40 4628 4 41 42 5 0 9 9 1 5 44 ;
3 7 5 2 4 43 38 4 1 7 9 4 4 6 40 4635 4 48 42 4 40 44

3 7 S 5 ¡
4 12 38 4 1 8 0 2 2 39 4644 4 4 40 1 2 0 44
1 U 38 1 41 40 4651 1 40 42 5 1 2 8 4 4 42

3 7 6 3 4 21 37 1 4 4 38 466 ') 1 49 42 4 21 44
4 45 38 4 1 9 5 17 40 4676 4 4 41 0 1 ou^ 1 9 44
4 41 38 4 2 0 3 4 40 40 4680 4 9 42 5 1 6 0 4 4 43,
4 46 38 4 2 1 6 1 4 39 4691 4 2 0 4-2 1 8 44
1 40 38 4 2 1 9 4 48 40 4 7 4 5 1 8 42 <j i 1 2 2 4 4

11 3 7 8 0 1 i 3 7 1



TABLAS DB DIFEREN CIAS. 324

SN m N m n 3iV m  n  p 3N m n p

8 2 1 9 2 2 43 5 7 6 8 16 4 7 6283 1 5 49 6 8 3 6 j 7 5 0
5 2 2 7 3 43 ^77d \ 15 4 7 6291 1 9 49 14 51
8240 7 44 0 i 1 i  1 17 47 6296 1 4 49 6 8 4 3 21 51
6 2 8 3 15 45 18 47 6 3 0 8 20 49 6 8 5 9 1 3 51
5 2 8 4 16 45 0 /oU( U 47 6 3 1 5 13 49 6 8 6 8 2 2 51
5 2 8 8 14 45

5 7 9 5 Í
1 13 47 6331 21 49 6 8 8 8 12 51

5294]
1

17 4£ 19 47 6339 6 48 6 8 8 9 6 5 0
6 44 5 8 0 3 6 46 6 3 4 0 12 49 6 9 2 0 2 49

5299 13 4f) ( 2 '4 5 6 3 5 6 2 47 6 9 2 3 1 5 i
3 3 0 0

1
2 43 5 8 1 6 20 47 6360 1 2 2 49 6 9 6 4 10 51

8 3 0 4 18 45 ( 12 47 6371 11 49 6 9 6 8 5 5 0
8 3 1 6
5 3 2 3 1

12
19

45
45 5 8 4 3 { 11

21
47
47

6 4 0 4
6408

1
1‘

5
10

48
49 7 9 1 l j 1 c

1
51
49

5339 11 45 5 8 6 4 1 5 46 6443 1 1 47 '7 0 4 3 1 4 50
5 3 4 8 j 1

1
2 0

5
45
44 5 8 7 6 { 1

2 2
10

47
47

6451
6475

1
1

9
4

49
48

7 0 6 4
7 0 7 5

1 &
18

51
5 2

8368 1 10 45 8 8 9 9 1 45 6 5 0 0 1 8 49 7 0 7 6 1 17 5 2
8379| 1 1 43 5 9 1 5 1 9 47 6 5 3 6 1 17 50 7 0 8 0 1 19 5 2

1 21 45 5931 1 4 46 1 16 50 7 0 8 3 1 16 52
5403 1 9 45 5 9 6 0 1 8 47 6 5 3 9  j 1 18 50 7091 1 20 5 2
5411 1 4 44 5 9 9 6 2 2 46 6 5 4 4 2 2 48 7 0 9 6 1 15 5 2
5 4 1 6 1 2 2 45 6 0 0 4 1 3 46

6548|
1 19 50 7 1 0 8 1 21 5 2

5 4 4 4 1 8 45 6011 1 7 47 1 15 50 8 1 1 5 1 1 4 52
5472 2 2 44 6 0 1 9 1 16 48 6552 1 3 48 7 1 1 6 2 2 50
5 4 8 0 1 3 44 6020 1 1 7 48 6555 1 7 49 7 1 2 3 1 7 51
5491
5523

1
1

7
1 6

45
46

6 0 2 4
6 0 2 7

1
1

15
18

48
48 6 o 6 3 ¡

1
1

14
2 0

50
50

7 1 2 4
7131

1
1

3
2 2

5 0
5 2

5524 1 15 46 6 0 3 5 1 14 48 c 1 13 50 7 1 4 0 •1 13 5 2
5 3 2 8 1 1 7 46 6 0 4 0 1 19 48 6584| 1 21 50 7171 1 12 5 2
5531 i 14 46 6 0 5 2 1 13 48 6616 1 6 49 7 1 8 8 1 f) 51
5339 1 18 46 6 0 5 9 1 2 0 48

6011 { 1 12 50 7 2 0 8 •1 11 52
1 13 46 6 0 6 8 1 6 47 1 2 2 50 7211 1 2 5 03544| 1
1

6 45 6 0 7 5 1 12 48 6 6 3 5 1 2 48 7251 1 10 5 2
5 5 3 5 2 44 6083 1 2 46 6 6 4 4 1 11

5
50 7 2 5 9 1 5 51 :

5 5 5 6 1 19 46 6 0 8 4 1 21 48
6 6 8 3 Í

1 49 7 3 0 0 1 9 5 2  1
5563 1 12 46 6 1 0 4 1 11 48 1 10 50 7 3 0 4 1 1 50
5 5 7 9 1 2 0 46 6 1 1 5 1 2 2 48 6 7 2 4 1 1 48 7 3 3 6 , 1 4 51
5 5 8 8 1

1
11 46 6131 1 5 47 6728 1 9 50 7 3 5 2 i 18 53

5603 5 45 6 1 3 9 1 10 48 6 7 5 6 1 4 49 / 1 8 5 2
5608 1 21 46 6168 1 1 46 6779 1 8 50 7 3 5 5 ) 1 17 5 3
5619 1 10 46 6 1 8 0 1 9 48 6803 1 17 51 i 1 19 53
5 6 3 6 1 1 44 6200 1 4 47 1804 1 18 51 1 16 53
5 6 4 3 1 2 2 46 6 2 2 7 1 8 48 6808 1 1 6 51 7364/ 1 20 5 3
5656 1 9 46 6 2 6 7 2 2 47 6811 1 1 9 51

\
f*' ( 1 1 5 63

5 6 6 8 1 4 45 c q 't h Í 1 1 7 49 6819 1 15 51 7379| 1 21 53
5699 1 8 46 D Z  /OS

1 3 47 6824 1 2 0 51 í  A A  ( 1 14 5 3
5731 2 2 45 6276 1 16 49 6 8 2 7 2 2 49 /4Ü0| 1 2 2 53
5 7 3 9 1 3 45 1 18 49 6835 1 3 49 7411 2 2 51
5748 1 7 46 o z a U j 1 7 48 7 4 1 6 1 7 5 2



322 TABLAS DE DIFERENCIAS.

3N m P 3ÌV m n P 3N m n P m m n P

7 4 1 9 1 3 51 8091 i 6 5 4 8 7 7 6 1 10 57 9 4 4 8 i 19 6'0
7 4 2 7 1 13 53 8 0 9 9 i 11 5 5 8 8 0 4 1 5 56 9451 1 2 2 60
7 4 6 0 1 12 53 8 1 2 0 1 2 53 8 8 1 9 1 20 59 9 4 5 9 1 18 60
7 4 8 3 I 6 52 8 1 4 8 1 10 5 5 8 8 2 0 1 19 58 9 4 6 4 1 5 58
7 4 9 9 1 H 53 8 1 6 8 1 5 54 8 8 2 4 1 21 5 8 9 4 7 6 1 17 60
7 5 0 8 1 2 51 8 2 0 3 i 9 5 5 8 8 2 7 1 18 5 8 9491 1 9 59
7 5 4 4 1 10 53 8 2 1 6 1 19 56 8 8 3 S {

1 9 57 9 4 9 9 1 16 60
7 5 5 6 1 5 52 í 1 1 53 1 22 58 9 5 2 3 1 1 5 7
7 5 9 5 1 9 53 8 2 1 9 J 1 20 5 6 8 8 4 0 1 17 58 9 5 2 8 1 15 60
7 6 0 3 1 1 51 1 18 56 8 8 5 9 } 1 i 5 5 9 5 5 5 1 4 58

7 6 3 5 ¡ 1 4 52
8 2 2 S {

i 17 56 1 16 58 9 5 6 0 1 8 59
1 18 5 4 1 21 56 8 8 8 4 1 15 58 9 5 6 3 1 14 60

7 6 3 6 1 19 54 8 2 4 3 {
1 16 56 8891 1 4 56 9 6 0 4 1 13 60

7 6 4 0 1 17 54 1 2 2 56 8 9 0 0 1 8 57 9 6 3 5 1 7 59
7 6 4 3 1 2 0 54 8251 1 4 5 4 8 9 1 5 1 14 58 9 6 4 4 2 2 5 8
7 6 5 1 1 16 5 4

8 2 6 4 {
1 8 5 5 8 9 5 2 1 13 58 9651 1 12 60

7 6 5 2 1 8 53 1 15 5 6 8871 1 7 5 7 9 6 5 2 1 3 58
7 6 5 6 1 21 5 4 8291 1 1'4 56 8 9 7 6 2 2 56 9 7 0 4 1 11 60
7 6 6 8 1 15 54 8 3 2 4 1 13 56 8 9 8 4 1 3 56 9 7 1 6 1 6 59
7 6 7 5 1 2 2 5 4 8331 1 7 55 8 9 9 5 1 12 5 8 9 7 6 3 { 1 10 60
7 6 9 1 1 14 54 8 3 3 2 2 2 54 9 0 4 4 1 H 58 1 21 61
7 7 1 2 2 2 52 8 3 4 0 1 3 54 9 0 4 8 1 6 57 9 7 6 4 1 20 61
7 7 1 5 1 7 53 8 3 6 3 1 12 56 9 0 8 3 1 2 5 6 9 7 6 8 1 22 61

7 7 2 0 { 1 3 52 8 4 0 4 I 6 55 9 0 9 9 1 10 58 9771 1 19 61
1 13 5 4 8 4 0 8 1 11 56 9 1 2 8 1 2 0 59 9 7 5 5 1 2 5 8

7 7 5 5 1 12 5 4 8 4 3 5 2 54 1 5 59 - 9 7 8 4 1 18 61
7 7 8 4 1 6 53 8 4 5 9 1 10 56 9131^ 19 59 9 8 0 3 { 1 5 19
7 7 9 6 1 11 5 4 8 4 8 3 5 55 ( 1 21 59 1 17 61
7811 1 2 52 8 1 1 5 1 19 57 8 1 4 0 { 1 18 59 ncoo/ 1 9 6 0
7 8 4 3 1 10 5 4 8 5 1 6 ¡ 1 9 56 1 2 2 59 1 16 61
7 8 5 9 1 5 5 3 2 0 57 9 1 5 5 1 17 59 9 8 5 9 1 15 61
7 8 9 6 1 9 54 8 5 2 0 1 18 5 7 9 1 6 0 1 9 58 9 8 6 4 1 1 58
7 9 0 8 1 1 52 8 5 2 3 1 21 57 9 1 7 6 1 16 5 9 9 8 9 6 ( 1 4 59
7 9 2 3 1 19 5 5 8531 1 17 57 9 1 8 8 1 1 5 6 1 14 61
7 9 2 4 1 48 5 5 8 5 3 6 ¡ 1 1 54 9 2 0 3 1 i o 5 9 9 8 9 9 1 8 60
7 9 2 8 1 2 0 5 5 1 2 2 57 9 2 2 0 1 4 59 9 9 3 9 1 13 61
7 9 3 1 1 17 5 5 8 5 4 8 1 16 57 8 2 2 7 1 8 5 8 9 9 7 6 1 7 60
7 9 3 9 1 21 5 5 8 5 6 8 1 4 55 9 2 3 6 1 14 69 9 9 8 7 2 2 59
7 9 4 0 1 4 53 8571 1 15 57 9 2 7 5 1 13 59 9 9 8 8 1 12 6 l !
6 9 4 4 1 16 -5 5 8 5 7 9 1 8 56 9 3 0 0 1 7 58 . 9 9 9 5 1 3 5 9
7 9 5 5 1 8 54 8 6 0 0 1 14 57 9 3 0 7 2 2 5 7 10043 1 11 61
7 9 5 6 1 2 2 5 5 8 6 3 5 í 13 57 9 3 1 5 1 3 5 7 10059 1 6 60
7 9 6 3 1 15 55 8 6 4 8 1 7 56 9 3 2 0 1 12 59 1 0 0 8 8 1 21 621
7 9 8 8 i 14 5/5 8 6 5 1 2 2 55 9371 1 i i 59 1 0 0 9 l { 1 20 62

8 0 1 9 ¡
2 2 53 8 6 5 9 1 3 5 5 9 3 7 9 1 6 58 1 2 2 6 2 j
1 13 5 5 8 6 7 6 1 12 5 7 9 4 1 6 1 2 5 7 i o i o o { 1 2 59

8 0 2 0 1 7 5 4 8 7 2 3 { 1 6 5 6 9 4 2 8 1 10 59 1 19 62
8 0 2 7 1 3 5 3 1 11 5 7 9 4 4 3 1 2 0 6 0 1 0 1 0 4 1 10 61
8 0 5 6 1 « 5 5 8 7 5 6 1 2 5 5 9 4 4 4 1 21 60 1 0 1 1 5 1 18 62



TABLAS BE BIFEREN CIA S. 323

3N m n P 3N m n P SN m n P 3N m n P

10136 i 17 62 1 0 8 7 5 1 9 63 1 1 6 5 9 1 i 63 12452 i 13 fis
101 i 8 i 5 61 10888 15 6. 1 1 6 8 4 1 8 65 12515 1 1 2  • fis
10163 1 16 62 10923 1 61 11691 4 64 12520 1 2 2 69
10171 i 9 61 10931 14 6^ 1 1 7 0 4 13 66 f 1 7 67
10196 1 15 6 2 10952 1 8 63 1 1 7 6 3 12 66 21 69
10211 1 5Î 1 0 9 5 5 4 62 M 771 7 65 12548 20 69
10235 14 6 2 10980 i 13 64 1 1 7 9 2 2 2 64 12556 2 2 66
1 0 2 Í3 1 4 60 130351 1 7 63 11796 1 22 67 12564 3 66
10244 8 61 1 12 64 1 1 8 0 0 3 64 12571 19 69
10280 13 62 11052 2 2 62 1 1 8 0 3 1 21 67 12584 11 68

[10325 • i 61 11060 1 3 6 2 4 1 8 1 6 1 20 67 12600 18 69
10331 2 12 - 6 2 H 0 9 6 j

1 11 64 1 1 8 2 8 1 11 66 12628 6 67
10336 i 2 60 4 2 2 65 1 1 8 3 5 1 19 67 12635 17 69
10344 1 3 60 11099 1 21 65 1 1 8 6 0 1 . 18 67 12659 10 68
10388 1 11 62 11108 1 2 0 65 1 1 8 6 4 1 6 65 12676 16 69

¡10408 1 6 61 1 1 1 2 3 1 19 65 M 8 9 I 1 17 67 12683 1 2 66
10419 1 21 63 1 1 1 2 4 i 6 13 1 1 8 9 9 1 10 66 12723 1 15

5
69

10420 1 2 2 63 1 1 1 4 4 1 18 6 5 1 1 9 1 5 1 2 64 12731 1 67
10424 1 20 63 11163 1 10 6 4 1 1 9 2 8 1 16 67 12740 1 9 68
10435 1 19 63 1 1 1 7 l {

1 2 62 11963 1 5 65 12776 1 14 69
lO -iS l j 1 2 60 1 1 7 65 11971 1 15 67 12808 1 1 66

1 10 62 1 1 2 0 4 1 16 65 1 1 9 7 6 1 9 66 1 2 8 2 7 1 8 68
10452 1 18 63 1 1 2 1 9 1 5 63 1 2 0 2 0 1 H 67 12935 1 13 69
10475 1 17 63 1 1 2 3 6 1 9 1 2 0 3 6 1 i 64 12840 1 4 67
10499 1 5 61 11243 1 15 65 1 2 0 5 9 1 8 66 12891 1 2 2 70
3 0 5 0 4 1 16 63 11288|

1 1 62 1 2 0 6 8 1 4 65 12900 1 12 69
10520 1 9 62 1 14 65 1 2 0 7 5 1 13 67 12904 1 21 7 0
10539 1 15 63 11315 \ 8 64 1 2 1 3 6 1 12 67 12920 1 7 68
10564 i 1 60 11320 i 4 63 1 2 1 4 8 1 7 66 12923 1 2 0 70
10580 1 14 63 1 1 3 3 9 1 13 65 1 2 1 5 5 1 22 68 12947 2 2 67
10595 1 8 62 11396 1 12 65 1 2 1 6 4 1 21 68 12948 1 19 7 0
10596 1 4 61 1 1 4 0 0 1 7 64 12171 2 2 65 12955 1 3 67
10627 1 13 63 1 1 4 1 9 2 2 63

1 2 1 7 9 ( 1 3 65 12971 1 11 69
10676 1 7 62 11427 1 3 63 1 2 0 68 12979 1 18 70
10680 1 12 63 1 1 4 4 3 1 2 2 66 1 2 2 0 0 1 19 6S 13016 1 17 7 0
10691 2 2 61 1 1 4 4 8 1 21 66 1 2 2 0 3 1 11 67 13019 1 6 68
10699 1 3 61 11459| 1 11 65 1 2 2 2 7 1 18 68 13048 1 10 69
2 0 7 3 9 1 11 63 1 20 66 1 2 2 4 3 1 6 66 13059 1 16 7 0
10755 1 2 2 '64 11476 1 19 66 1 2 2 6 0 1 17 68 13076 1 ' 2 67
10756 1 21 64 11491 1 G 64 1 2 2 7 6 1 10. 67 13108 1 l o 70

10763Í 1 6 22 1 1 4 9 9 2 18 66 1 2 2 9 6 1 2 65 I3124 1 5 68
1 20 64 H 5 2 8 |

11540^

1 10 65 1 2 2 9 9 1 16 68 13131 1 9 69
10776^ 1 19 6 4 1 17 66 1 2 3 4 4 J 1 5 66 13163 1 14 7 0
10795 1 18 6 4 1 2 63 1 l o 68 13203 1 67
1 0 8 0 4 i 10 63 11563 1 16 66 12355 1 9 67 3220 1 8 69
10808 1 2 61 11588 1 5 64 1 2 3 9 5 1 14 68 3224 1 13 70
10820 1 17 64 11603 1 9 65 12419 i 65 3235 1 4 68
10851 1 16 64 11604 1 15 66 1-2440 1 8 67 3268 1 22 71
1 0 8 5 6 1 5 6 2 11651 1 14 66 12451 i 4 6 6 13283 1 21- 71



324 TABLAS DB DIFERENCIAS.

m n P 3A^ m n P 3iV m P

1 18 73 15000 1 3 72 1 5 9 2 4 6 7 5
2 2 70 15011 17 75 1 5 9 3 9 10 7 6
1 3 7 0 1 5 0 6 4 ¡ 1 6 73 45971 15 7 7
1 11 7 2 1 16 7 5 1 5 9 9 5 2 7 4
1 17 7 3 15083 1 10 7 4 1 6 0 3 6 9 7 6
1 6 71 15123 1 15 7 5 1 6 0 4 0 14 7 7
1 16 7 3 15131 1 2 7 2 1 6 0 4 3 5 7 5
1 1 0 7 2 1 5 1 7 6 1 9 7 4 1 6 0 7 5 1 2 2 78
1 2 7 0 15179 1 5 73 1 6 1 0 4 1 21 7 8
1 7 3 15188 1 U 75 16115 13 7 7
i 5 71 152.43 1 2 2 76 1 6 1 3 6 1 7 4
1 9 7 2 1 5 2 5 9 1 13 75

16139 ¡ 8 7 6
1 1 4 73 I 5 2 6 8 j 1 1 7 2 1 2 0 7 8
1 1 70 1 21 7 6 1 6 1 6 8 1 4 7 5
1 13 73 15275 1 8 7 4 1 6 1 8 0 19 7 8
1 8 7 2 1 5 2 9 9 1 2 0 76 1 6 1 9 6 1 12 7 7
1 2 2 7 4 15300 1 4 7 3 1 0 2 2 7 1 18 7 8
1 4 71 15536 j 1 1 2 7o 1 6 2 4 8 1 7 7 6
1 21 7 4 1 19 7 6 1 6 2 8 0 1 1 7 7 8
1 2 0 7 4 15379 1 18 76 16283 1 11 7 7
1 1 2 73 15380 1 7 74 16291 2 2 7 5
1 19 7 i I 5 4 1 9 ¡ 1 11 75 16299 1 3 7 5
1 7 72 2 2 73 1 6 3 3 9 1 16 7 8
1 18 7 4 15427 1 3 73 1 6 3 6 3 1 6
2 2 71 15428 1 17 76 1 6 3 7 6 1 10 7 7  1
1 3 71 15483 1 1 6 76 1 6 4 0 4 1 15 7 8
1 11 73 15491 1 6 74 1 6 4 3 6 1 2 7 5
1 1 7 7 4 15508 1 10 7 5 16475[ 1 9 7 7
1 6 7 2 1 5 5 4 4 1 15 76 1 14 78
1 16 7 4 15560 1 2 7 3 1 6 4 8 4 1 5 7 6
1 10 73 15603 1 9 7 5 1 6 5 0 0 1 2 2 7 9
1 2 71 1 5 6 0 8 1 5 7 4 16531 1 21 7 9
1 15 7 4 15611 1 1 4 76 1 6 5 5 2 1 13 7 8
1 9 7 3 1 5 6 5 6 1 2 2 77 1656H 1 2 0 7 9
1 5 7 2 1 3 6 8 3 1 21 7 7 1 6 5 7 9 1 1 7 o
1 1 4 7 4 15684 1 13 76 16580 1 8 7 7
1 2 2 75 15699 1 1 7 3 1 6 6 1 1 j 1 4 7 6  i
1 13 74 15704 1 8 7 5 1 19 7 9
1 1 71 15716 1 2 0 7 7 1 6 6 3 5 1 12 7 8
1 8 7 3 15731 1 4 7 4 1 6 6 6 0 1 18 7 9
1 21 7 5 15755 1 1 9 7 7 16C91 1 7 7 7
1 4 72 15763 1 42 7 6 1 6 7 1 5 1 17 7 9
1 2 0 7 5 15800 1 18 7 7 1 6 7 2 4 1 11 7 8
1 12 7 4 15811 1 7 7 5 167.36 2 2 7 6
1 19 75 15848 1 11 76 16744 1 3 7 6
1 18 lú 15851 1 1 7 7 7 1 6 7 7 6 1 16 7 9 '
2 2 72 15852 2 2 7 4 1 6 8 0 8 1 6 7 7
1 7 7 3 1 5 8 6 0 1 3 7 4 16819 1 10 7 8

‘ 1 11 7 4 15908 1 16 7 7 1 6 8 4 3 1 15 7 9  j

N

13291 1 
1 3 3 0 4  1 
1 3 3 1 5  1 
13331 1 
1 3 3 4 4  2  
1 3 3 5 2  1 

1 
1

13403  1 
13416  1 
1344.3 1 
¡134.48 1 
¡13475 1 
1 3 4 9 9  1 
1 3 5 2 3  1 
1 3 5 2 8  1 
Ü 3556  1 
1 3 6 0 4  1

1 3 3 6 4 {

1 3 6 1 9 {  j

1 3 6 3 6  1 
13651 4 
13688  1 
13691  1 
1 3 7 1 6  1 
13720 1 
1 3 7 4 7  2

' l 3 7 5 o {  J

13763  1 
1 3 7 9 6  1 
13819 1
1 3 8 4 3  1
1 3 8 4 4  1
13880  1 

'13896  1 
1 3 9 2 8  1 
13931 1
1 3 9 5 5  1 
14011 1 
14020  V 
1 4 0 2 4  1 
1 4 0 4 0  1 
140.43 1 
14059  1 
1 4 0 8 4  1 
¡14091 1 
1 4 1 1 5  1 
1 4 1 2 3  1

n p

1 2  7 0  
2 0  71

7  69
19 71 
2 68
3 68

11 7 0
1 8  71
1 7  71

6 69
10 70
1 6  71 
2 68

1 5  71
5  69 
9  70

1 4  71 
1 68
8 70

13  71
4 69  

2 2  7 2
12  71
2 0  72

7  7 0
1 9  7 2

2  69
3 69

18 72
11 71
1 7  72

6  70
16 7 2  
1 0  71

2  69
1 5  7 2

5  7 0
9 71

1 4  7 2  
1 69

1 3  7 2
8 71 

2 2  7 3
7 0  
73  
7 3  
íí>

4 
21 20
12 72 
1 9  7 3  

7  71

N

1 4 1 5 2  
1 4 1 5 6  
1 4 1 6 4  
14168 
1 4 1 9 5  
1 4 2 2 8  
1 4 2 4 4  
14251 
14291 
1 4 2 9 9  
1 4 3 3 9  
143.40 
1 4 3 6 0  
1 4 4 2 4  
1 4 4 2 7

U 4 3 5 ¡

1 4 4 S e (

1 4 4 8 3
14500
1 4 5 1 6
14536
1 4 5 5 5
14571

14579|

14600
14643
14651
14664

14708|

14755
1 4 7 5 6  
14771 
14836  
14840  
14843 
14852  
14859 
14875  
14888  
14915  
14923 
14964  
14992
14995
14996



TABLAS DE DIFERENCIAS. 325

3N m n

<6883  ̂
Í6 9 1 6  1 
<6920 1 

1 
11 6 9 3 l ¡

1 6 9 6 4  1 
1 6 9 9 5  1 
17003 1
17027  1
1 7 0 2 8  1 
17048  1 
■17060 1 
¡17080 4 
17099 1 

¡17140 1 
¡17156 1 
17471 4 

¡17187 2  
,17195 4 
17219 1 
17259  4 
1 7 2 6 8  i 
17288  4 

117336 4 
1 7 3 6 3  4 
17368  1 
17371 4 
17384 4 
1 7 4 0 3  4

4 
4

¡17480 4 
17483 1 
17491 1 
17515 4 
17534 4 
1 7 5 4 4  1 

h 7 5 9 5  4 
[ 4 7 6 0 3  4 

17624  1 
í 1 7 6 4 4  2  

4 7 6 5 2  y 
17668 4 
1 7 7 4 6  1 
17723  4 

¡ 1 7 7 3 9  4 
¡ 1 7 7 9 5  4 
[4 7 8 4 1  4 
M 7 8 1 6  4

17444(

2 
4 4 

9
5

22
21
43
20

8
1

19
4 

42
48

7
4 7
41 
2
3

4 6
6 

40 
•15
2

14 
22

9
5 

21 
1320
8
4

49 
4

42
4 8  

7
47
11
2
3

46
6 

40
15 
2

22 
4 4

7 6  
79
79
7 7
80 
80
79
80
78
7 6  
80
77
79
80
7 8  
80
79 
7 7
7 7
80
78
79
80
7 7  
80 
81
79
7 8  
81
80  
81
7 9
7 7  
81
7 8
80 
81
7 9  
81
80  
78
78 
81
7 9
80 
81 
78  
82  
81

3N m n p

4 7 8 2 8
1 7 8 4 3
17848
37891
1 7 8 9 9
17939
1 7 9 4 0  
1 7 9 4 4  
1 7 9 7 6  
17988  
1 7 9 9 5

1 8 0 5 6 ¡

1 8 0 8 3  
18107 
18115 
1 8 1 23 
1 8 1 7 9  
18184  
1 8 1 9 6

1 8 2 6 0 ¡

■18275  
18291 
18299 
1 8 3 0 8  
1 8 3 4 4  
1 8 3 6 0  
1 8 3 9 5  
4 8 4 0 4  
1 8 4 1 1 
18443  
18451 
Í8 4 5 2  
4 8515  
1 8 5 2 3  
1 8 5 4 8  
1 8 5 7 6

1 8 5 8 4 j

18648  
18651 
4 8 6 5 9  
18745 
4 8731 
18740  
18756  
18760 
1 8 7 7 9

9
5 

24 
20
13 
8

1 9  
4
4

42 
48

41 
2
3

4 6
6

4 0  
15
2

22
44 

9
21

520
43
1»
8
4
4

42 
18
47  

7
41 
2 
3

46
6

40
45 
22
2

1 4  
21

9
5

84
80
82
78
79 
81 
82
80 
82  
81 
7 9
79 
82
80 
81 
82
79  
83, 
82  
81 
83
80

4 8 8 0 3  
4 8 8 2 7  
4 8 8 5 6  
4 8 8 7 5  
1 8 8 8 4
1 8 9 1 5
1 8 9 1 6  
1 8 9 2 0  
1 8 9 8 0  
1 8 9 9 6  
1 9 0 1 9

1 9 0 5 1 ¡

1 9 0 5 9
1 9 1 2 3
1 9 1 2 4  
1 9 1 2 8  
1 9 1 7 6  
4 9 2 0 8  
19214 
1924 9  
•19235 
4 9 2 5 6  
1 9 2 6 8  
1 9 3 0 0  
4 9 3 2 3

8 3  1 9 3 5 2
1 9 3 6 3
•19384

1 9 3 9 5 ¡

19451
1 9 4 7 5
1 9 4 9 6
1 9 5 2 4
1 9 5 3 2
19540

19604
19643

19G88j

16691
1 9 7 1 6

I 9 7 3 9 j

1 9 7 7 9
1 9 7 9 6

m n P m n P

2 0 84 •19835 8 84
1 43 8c 19848 4 82
1 19 84 49859 48 8 6
1 8 82 4 9 8 7 6 42 85
1 4 8C 19880 4 83

48 84 19928 4 7 86
4 81 19960 7 8 4

42 8Î 19979 44 85
47 8 4 2 0 0 0 3 46 86

7 82 2 0 0 4 9 2 2 83
41 8c 2 0 0 2 7 3 83
16 84 2 0 0 8 4 45 86

2 2 81 2 0 0 8 8 40 85
3 81 20091 6 84
6 82 2 0 1 4 6 22 87

10 83 2 0 1 6 3 21 87
15 84 20171 1 44 86
22 85 2 0 1 8 0 1 2 83

2 81 2 0 2 0 3 1 9 8 5
44 84 2 0 2 1 6 1 2 0 87
24 8 5 2 0 2 2 8 1 5 84

9 83 2 0 2 6 4 4 • 43 86
1 5 82 2 0 2 7 5 4 49 8 7
1 . 2 0 85 20324 1 8 85

43 84 20339 4 4 83
49 85 20340 4 48 87

1 8 83 2 0 3 6 3 4 42 86
1 4 81 20371 1 4 8 4
1 48 85 20411 1 47 87
1 •4 82 20451 1 7 85
1 12 8 4 2 0 4 6 8 4 41 86
1 47 85 [20488 4 46 87
4 7 83 2 0 5 1 2 2 2 84
4 41 84 2 0 5 2 0 1 3 8 4
•1 16 8o 20571 4 5 8 7
2 2 82 2 0 5 7 9 •1 10 86
4 3 82 : '0584 1 6 8 5
4 10 84 2 0 5 9 5 4 2 2 88
4 15 8 5 2 0 6 4 4 4 21 88
1 6 83 20660 4 44 87
4 22 86 20675 4 2 84
4 14 85 20696 1 9 86
1 21 86 2069!) 4 2 0 881
1 2 82 20723 4 5 85
4 9 8 4 20755 1 13 87
•4 5 83 20760 4 19 88
1 20 86 20819 4 8 861
1 13 85 20827 1 18 88
4 19 86 2 0 8 3 6 4 84|



326 TABLAS DB DIFERENCIAS.

3N m n P BN m . n P 3iV m n P BN m

2 0 8 5 6 1 12 87 2 1 9 6 0 7 8 8 2 3 0 6 7 2 2 89 2 4 1 3 9  1
2 0 8 6 8 4 8b 21971 11 8Í 2 3 0 7 5 3 89 2 4 1 4 8  1
120900 4 7 8 8 2 1 9 7 9 16 90 2 3 0 8 0 2 2 93 2 4 1 7 9  1
2 0 9 4 8 1 7 86 2 2 0 2 7 2 2 87 2 3 0 9 6 15 92 2 4 1 8 4  1
¡20963 1 11 87 2 2 0 3 5 3 87 2 3 1 2 4 1 0 91 2 4 2 0 3  1
2 0 9 7 9
.21011

1
2

16
2

88
8 5 2 2 0 6 8 1 5

2 2
90
91 23139 . 6

21
90
93

24248
24251

1
1

2 1 0 1 9 1 3 85 2 2 0 8 8 10 89 2 3 1 9 5 14 02 2.4308 1
2 1 0 6 4 1 1 5 88 2 2 0 9 9 1 6 88 2 3 2 0 4 20 93 2 4 3 1 S 1
¡21076 1 10 87 2 2 1 2 3 1 21 91 2 3 2 4 0 2 89 2 4 3 2 3 1
,21080 1 2 2 89 2 2 1 6 3 1 1 4 90 23251 1 9 91 2 4 3 5 6 1
121083 1 6 8 6 2 2 1 8 4 1 2 0 91 2 3 2 7 5 19 93 2 4 3 6 0 1
,21131 1 21 89 2 2 1 9 6 1 2 8 7 2 3 2 8 8 1 5 90 2440^ 1
¡21155 1 14 88 22211 1 9 89 2 3 3 0 0 1 13 9 2 2 4 4 5 2 1
,21176 1 2 8o 2 2 2 4 4 1 5 88 2 3 3 5 2 1 1 8 93 24.475 1
2 1 1 8 8 1 2 0 89 22251 1 19 91 2 3 3 8 4 1 8 91 2 4 4 8 3 1
121195 1 9 87 2 2 2 6 4 1 13 90

2 3 4 1 1 ¡ 1 1 89 24491 1
2 1 2 2 4 1 5 86 2 2 3 2 4 1 18 91 1 12 92 2 4 5 1 5 1
,21251 1 18 89 2 2 3 4 0 1 8 89 2 3 4 3 5 1 7 9 3 2 4 5 8 4 1
2 1 2 5 2 1 13 88 2 2 3 6 3 1 1 8 7 2 3 4 4 3 1 4 90 2.4595 1

^21320j 1 8 87 22371 1 12 90 2 3 5 2 3 1 7 91 2 4 5 9 6 1
1 18 89 2 2 3 9 5 1 4 88 2 3 5 2 4 1 16 83 2 4 6 4 3 1

2 1 3 3 9 1 1 85 2 2 4 0 3 ! 17 91 2 3 5 2 8 1 11 9 2 2 4 6 7 2 2
2 1 3 5 5 1 12 88 2 2 4 7 5 1 f 7 89 2 3 5 9 5 2 2 2 9 4 2 4 6 8 0 1
21371 1 4 86 2 2 4 8 4 1 11 90 2 3 5 9 6 1 2 9 0 2 4 6 8 3 1
2 1 3 9 5 1 17 80 2 2 4 8 8 1 16 91 2 3 6 0 4 1 3 90 2 4 7 0 8 1
:21451 1 7 87 2 2 5 4 4 o 2 88 2 3 6 1 9 1 15 9 3 2 4 7 2 3 1
¡21464 1 11 88 225->2 1 3 88 23651 1 10 9 2 2 4 7 4 4 1
2 1 4 7 6 1 16 89 22571 1 2 2 92 2 3 6 5 6 1 21 9 4 2.4779 1
2 1 5 1 6 2 2 86 2 2 5 7 9 1 15 9 ?

2 3 6 6 8 ¡ 1 6 91 2.4788 1
,21524 1 3 86 2 2 6 0 3 1 . 10 90 1 21 72 24851 1
,21563 1 1 5 89 2 2 6 1 6 1 6 89 2 3 7 2 0 1 1 4 93 2 4 8 5 6 1
21571 1 2 2 90 2 2 6 2 8 1 21 92 2 3 7 2 3 1 2 0 9 4 1
,21579 1 1 0 88 2 2 6 7 6 1 14 91 23771 1 2 90 2 4 8 9 9 1
2 1 5 8 8 1 6 87 22691 1 2 0 9 2 2 3 7 8 0 1 9 9 2 1
2 1 6 2 4 1 21 90 2 2 7 1 5 1 2 88 2 3 7 9 6 1 19 9 4 2 4 9 3 9 1
2 1 6 5 6 1 1 4 89 2 2 7 2 8 1 9 90 2 3 8 1 9 4 5 91 2 4 9 9 5 1

21683^ 1 2 86 2 2 7 6 0 1 19 9 2 2 3 8 2 7 1 13 9 3 2 5 0 1 6 1
4 2 0 90 2 2 7 6 3 1 5 89 2 3 8 7 5 1 18 94 2 5 0 2 8 1

^21700 1 9 88 2 2 7 7 9 1 13 91 2 3 9 1 5 1 8 9 2 1
,21731 1 5 87 2 2 g 3 5 1 18 92 2 3 9 4 0 1 1 2 9 3 2 5 0 6 0 4
■21748 1 19 90 2 2 8 5 9 1 8 90 2 3 9 4 4 1 1 90 2 5 1 2 3 1
2 1 7 5 5 1 13 89 2 2 8 8 4 1 1 88 2 3 9 6 0 1 17 94 2 5 1 3 9 1
(21819 1 ' 18 90 2 2 8 8 8 i 12 91 2 3 9 7 6 1 4 91 2 5 1 4 0 1
'2 1827 1 8 88 2 2 9 1 6 j 1 4 89 24051 1 16 9 4 2 5 1 7 6 1
2 1 8 4 8 1 1 8 6 ■1 17 92 2 4 0 5 6 1 7 9 2 2 5 2 1 9 2
2 1 8 6 0 1 12 89 2 2 9 9 6 1 7 90 2 4 0 5 9 1 11 93 2 5 2 2 4 1
2 1 8 8 0 4 4 87 2 3 0 0 3 j 1 11 91 2 4 1 1 6 1 22 9 5 2 5 2 2 7 1
j2 1 8 9 6 1 17 90 1 16 9 2 24131 1 2 91 2 5 2 4 3 1

3 91
1 5  9 4
21 95
1 0  93,

6  92
2 0  95'
1 4  9 4

2  91 
9  9 3

1 9  95:
5  9 2

1 3  94!
1 8  95;

8  9 3 ‘
12 94i

1 91
1 7  9o|

4 92i
1 6  95|

7  9 3
11 94
2 2  9 6
2 02
3  92

1 5  0 5
21 96|
1 0  94

6 93
2 0  9 6
14 95;

2 02¡
9 94;

1 9  96
5  93

13 9 5
18 96'

8  94'
1 2  95'

1 92
1 7  9 6

4 93¡
16  96
11 !*5,

7  9 4
2 2  97|

2  93
1 5  96,

3  9 3
21 97i



TABLAS DE DIFERENCIAS. 327

3iV m n P 3ÍV m n P 3.V m n P

2 5 2 6 8 1 10 ’ 95 2 6 3 7 6 1 10 97 2 7 5 6 3 1 44 1 00
25291 1 6 94 2 6 4 0 3 1 6 96 27651 1 9 99
2 5 3 1 6 1 2 0 9 7 2 6 4 0 8 1 2 0 99 2 7 6 5 6 1 2 9 7
25331 1 1 4 96 2 6 4 3 5 1 14 98 2 7 6 8 4 1 13 10 0
2 5 3 9 5 1 19 97 26491 1 19 99 2 7 7 0 4 1 5 9 8
2 5 4 0 0 1 2 93 2 6 5 1 5 1 9 97 2 7 8 0 0 1 8 99
2 5 4 0 3 1 8 95 2 6 5 1 6 1 2 95 27811 1 f2 100
2 5 4 4 4 1 13 9 6 2 6 5 5 2 1 13 98 2 7 8 4 3 1 1 9 7
2 5 4 4 8 1 5 9 4 2 6 5 6 4 1 5 96 2 7 8 7 5 1 4 98
2 5 4 8 0 1 18 97 - 2 6 5 8 0 1 1 8 99 2 7 9 4 4 1 1 1 0 0
2 5 5 4 4 1 8 95 2 6 6 6 0 1 8 97 2 7 9 5 5 1 7 99
2 5 5 6 3 1 12 96

26675^
1 4 2 98 2 8 0 4 4 2 2 98

25571 1 17 9 7 /I 1 7 99 2 8 0 5 2 1 3 98
2 5 5 7 9 1 1 93 2 6 6 9 9 1 1 95 ^ 8 0 8 3 1 10 1 00
25611 1 4 94 26731 1 4 96 2 8 1 1 6 1 6 99
2 5 6 6 8 1 16 97 2 6 7 7 6 1 16 99 3822a- 1 9 10 0
2 5 6 8 8 1 11 96 2 6 8 0 4 1 11 98 2 8 2 3 5 1 2 98
25691 1 7 95 1 7 97 2 8 2 8 3 I 5
2 5 7 1 5 1 2 2 98 1 2 2 100 2 8 3 7 9 1 8 100
25771 1 1 5 97 2 6 8 8 3 1 1 5 99 2 8 4 2 4 1 1 98
2 5 7 7 2 2 2 9 4 2 6 8 8 4 1 21 106 2 8  456 1 4 99
2 5 7 8 0 1 3 9 4 2 6 8 9 6 2 2 96 2 8 5 3 6 1 7 10 0
2 5 7 8 4 1 21 98 2 6 9 0 4 1 3 96 2 8 6 2 7 2 2 9 9
2 5 8 1 9 1 4 0 96 2 6 9 3 9 1 10 98 2 8 6 3 5 1 3 99
2 5 8 4 4 1 6 95 2 6 9 6 3 1 2 0 400 2 8 6 9 9 1 6 100
2 5 8 5 9 1 2 0 9 8 2 6 9 6 8 1 6 97 2 8 8 2 0 1 2 9 9
2 5 8 8 0 1 14 97 2 6 9 9 6 1 1 4 99 2 8 8 6 8 1 5 100
2 5 9 4 0 1 1 9 98 2 7 0 4 8 1 19 lo o 29011 1 1 99
2 5 9 5 5 1 2 9 4 2 7 0 8 0 1 9 98 2 9 0 4 3 1 4 100
2 5 9 5 6 1 9 96 2 7 0 8 3 1 2 96 2 9 2 1 6 2 2 100

1 2 5 9 9 5 1 13 97 2 7 1 1 5 1 13 99 2 9 2 2 4 i 3 •100
2 6 0 0 3 1 5 95 27131 1 5 97 29411 1 2 100
2 6 0 2 7 1 18 98 2 7 1 3 9 1 18 lo o 2 9 6 0 4 1 1 1 0 0 '
2 6 0 9 9 1 8 96 972217 1 8 98 2 2 0 2 8 8 44 56 3 0 0
2 6 1 1 6 1 12 9 7 2 ¿ 2 3 6 1 1 7 100 5 9 1 4 0 8 44 4 4 44 4 4 4
2 6 1 2 0 i 17 98 2 7 2 4 0 i 12 99 9 7 0 0 5 6 477 4 77 66 6
2 6 1 3 6 1 1 94 2 7 2 6 8 1 1 96 1 6 3 7 5 0 4 20 0 7 2 4 72 4
2 6 1 6 8 1 4 9 5 2 7 3 0 0 1 4 9 7 1 9 5 5 9 0 7 0 5 3 7 80 8
2 6 2 1 9 1 16 98 2 7 3 3 9 Ì 1 6 l o o 2 7 6 7 3 3 6 3 2 7 53 2 141
2 6 2 4 3 1 11 97 27371 1 11 99 3 1 2 2 6 6 8 2 0 0 90 0  1034
2 6 2 4 8 1 7 96 2 7 3 8 0 1 7 98 3 4 1 6 1 0 0 7 4 5 7 4 5  ^300

! 2 6 2 6 0 1 22 99 2 7 4 4 8 1 1 5 lo o 3 5 4 1 8 7 5 3 2 5  1 0 7 5  1 0 7 5
2 6 3 2 4 4 1 5 98 2 7 4 6 7 2 2 97 7 9 6 1 0 3 2 0 1 2 7 7  1523

2 2 95 2 7 4 7 5 1 3 97 1 3 7 9 5 7 5 2 273 5 5 5  2 3 7 2
1 21 99 2 7 5 0 8 1 10 99

2 6 3 3 9 1 3 9 5 2 7 5 3 9 1 6 98



3 2 8 TABLAS DB DIFERENCIAS.

QUINTO GRADO

2A ' m n p <1 2N m n p ? 2.V m n p 9
— ' —

8 0 0 1 2 2 2 8 0 0 0 1 34 9 7 3 2 0 0 1 7 01 7 0 0 1 3 2 4 1 7 0 0 1 35 1 0 0 1 3 0 0 1 71
3 0 0 0 1 4 2 5 5 8 0 0 1 3 6 1 0 2 9 8 0 0 1 72
4 i 0 0 1 5 2 7 0 3 0 0 1 3 7 1 0 5 8 7 0 0 1 7 368 0 0 1 6 2 8 5 2 0 0 1 38 1 0 8 8 0 0 0 1 74
9 á 0 0 1 7 3 0 0 5 0 0 1 39 1 1 1 7 7 0 0 1 7 51.22 0 0 1 8 3 1 6 2 0 0 1 40 11478 0 0 1 Ttì

1 5 5 0 0 1 9 3 3 2 3 0 0 1 41 1 1 7 8 3 0 0 1 77
1 ló 2 7 9 9 3 4 8 8 0 0 1 42 1 2 0 9 2 0 0 1 78
1 92 0 0 1 10 3 6 5 7 0 0 1 43 1 2 4 0 5 0 0 1 79
2 3 3 0 0 1 11 3 8 3 0 0 0 1 44 1 2 7 2 2 0 0 1 80
2 7 8 0 0 1 12 4 0 0 7 0 0 1 45 1 3 0 4 3 0 0 1 81
3 2 7 0 0 1 13 4 1 8 8 0 0 1 46 1 3 3 6 8 0 0 1 82

yd 3 5 8 16 4 3 7 3 0 0 1 4 7 1 3 6 9 7 0 0 1 83
38 0 0 0 1 14 4 5 6 2 0 0 1 48 1 4 0 3 0 0 0 1 84
4d / 0 0 1 15 4755 0 0 1 49 1 4 3 6 7 0 0 1 85¡
4 98 0 0 1 16 4 9 5 2 0 0 1 50 1 4 7 0 8 0 0 1 86
5 5 8 0 0 12 1 5 5 1 5 3 0 0 1 51 1 5 0 5 3 0 0 1 87
56 3 0 0 1 17 5 3 5 8 0 0 1 5 2 1 5 4 0 2 0 0 1 88
6 3 2 0 0 1 18 5 5 6 7 0 0 1 53 1 5 7 5 5 0 0 1 89
7 0 5 0 0 1 19 5 7 8 0 0 0 1 54 1 6 1 1 2 0 0 1 9 0
7 8 2 0 0 1 20 5 9 9 7 0 0 1 55 1 6 4 7 3 0 0 1 91
86 3 0 0 1 21 6 2 1 8 0 0 1 56 1 6 8 3 8 0 0 1 92
94 0 2 4 1 0 24 6443 0 0 1 5 7 1 7 2 0 7 0 0 1 93
9 4 8 0 0 1 2 2 6672 0 0 1 58 1 7 5 8 0 0 0 1 94

1 0 3 7 0 0 1 23 6 9 0 5 0 0 1 59 . 1 7 9 5 7 0 0 1 9 5
1 1 3 0 0 0 1 2 4 7 1 4 2 0 0 1 60 1 8 3 3 8 0 0 1 9 6
1 2 2 7 0 0 1 2 5 7 3 8 3 0 0 1 61 1 8 7 2 3 0 0 1 97
1 3 2 8 0 0 1 2 6 7 6 2 8 0 0 1 62 1 9 1 1 2 0 0 1 98
1 4 3 3 0 0 1 2 7 7 8 7 7 0 0 1 63 1 9 5 0 5 0 0 J 99
1 5 4 2 0 0 1 28 8 1 3 0 0 0 1 64 1 9 9 0 2 0 0 1 100
1 6 5 5 0 0 1 2 9 8 3 8 7 0 0 - 1 65 1 1 0 1 2 5 2  6 2 2  62 2 6 22 900
1 7 7 2 0 0 1 30 8648- 0 0 1 66 1 5 3 5 0 7 2  1 0 0  100 7 0 0 844
1 8 9 3 0 0 1 31 8 9 1 3 0 0 1 67 2 5 7 2 9 4 0 88 178 6 2 2  1 2 2 2
2 0 1 8 0 0 1 32 9 1 8 2 0 0 1 68 4 1 0 4 2 7 7 8 7  2 7 8  1177 1 3 6 4
2 1 4 7 0 0 1 33 9 4 5 3 0 0 1 69



TABLAS nF. D IFFBEN CIAS. ;ji9

SESTO GRADO>

5iV m n p 9 r m 71 p 9 r m ni n p 9 r

8 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 15 4 4 4 5 0 0 0 1 30
8 0 1 1193 0 16 4628 0 4 1 31
9 0 0 1 1224 0 0 1 6 4689 0 0 1 1 31

17 0 2 1253 0 0 0 16 4748 0 0 0 4 31
2 0 0 0 2 1 3 5 2 0 1 1 7 4 9 3 7 0 1 1 3 2
21 0 0 0 2 1 3 8 5 0 0 1 7 5 0 0 0 0 0 1 32
3 6 0 1 3 141 ü 0 0 0 1 7 5061 .0 0 0 1 32

0 0 *3 1521 0 1 18 5 2 5 6 0 1 4 3 3
44 0 0 0 3 1 5 5 6 0 0 18 5321 0 0 1 1 3 3
65 0 4 1 5 8 9 0 0 0 18 5 3 8 4 0 0 0 1 33
72 0 0 4 1700 0 19 5 5 8 5 0 4 1 3 4
7 7 0 0 0 1 4 1 7 3 7 0 0 19 5 6 5 2 0 0 . 3 4

10 4 0 1 5 1 7 7 2 0 0 0 19 5 7 1 7 0 0 0 1 34
11 3 0 0 5 1889 0 2 0 6 9 2 4 0 3 5
12 0 0 0 0 5 1 9 2 8 0 0 20 5 9 9 3 0 0 3 5
15 3 0 6 1 9 6 5 0 0 0 2 0 6 0 6 0 0 0 0 35
104 0 0 6 2 0 8 8 0 1 21 6273 0 3 6
173 0 0 0 6 2 1 2 9 0 0 1* 21 6 3 4 4 0 0 3 6
21 2 0 1 7 2 1 6 8 0 0 0 21 6 4 1 3 0 0 0 36
2 2 5 0 0 7 2 2 9 7 0 1 2 2 6 6 3 2 0 3 7
23 6 0 0 0 7 2 3 4 0 0 0 2 2 6 7 0 5 0 0 3 7
281 0 1 8 2381 0 0 0 2 2 6 7 7 6 0 0 0 3 7
2 9 6 0 0 8 2 5 1 6 0 2 3 7001 0 38
30 9 0 0 0 8 2561 0 0 2 3 7 0 7 6 0 0 38
31 2 0 5 5 7 7 2 6 0 4 0 0 0 2 3 7 1 4 9 0 0 0 38
36 0 0 1 1 1 9 2 7 4 5 0 2 4 7 3 8 0 0 39
3 7 7 0 0 9 2 7 9 2 0 0 2 4 7 4 5 7 0 0 39
3 9 2 0 0 0 9 2 8 3 7 0 0 0 2 4 7 5 3 2 0 0 0 39
449 0 1 10 2 9 8 4 0 2 5 7 7 6 9 0 1 40
468 0 0 10 3 0 3 3 0 0 2 5 7 8 4 8 0 0 1 40
485 0 0 0 lo 3 0 8 0 0 0 0 2 5 7 5 2 5 0 0 0 40
6 4 8 0 1 11 3 2 3 3 0 2 6 8 1 6 8 0 1 1 41
569 0 0 1 11 3 2 8 4 0 0 2 6 8 2 4 9 0 0 1 1 41
588 0 0 0 11 3 3 3 3 0 0 0 1 2 6 8 3 2 8 0 0 0 1 41
65 7 0 1 2 3 4 9 2 0 1 1 2 7 8 5 7 7 0 1 1 1 42
68 0 0 0 1 12 3 5 4 5 0 0 2 7 8 6 6 0 0 0 1 1 42
701 0 0 0 12 3 5 9 6 0 0 0 3 7 8741 0 0 0 4 4 2  í
7 7 6 0 13 3761 0 1 1 1 2 8 8 9 9 6 0 1 1 1 4 3  1
801 0 0 1 13 3 8 1 6 0 0 1 1 2 8 9081 0 0 1 1 43  i
824 0 0 0 13 3 8 6 9 0 0 0 1 2 8 9 1 6 4 0 0 0 1 43
90 5 0 14 4040 0 1 1 1 29 9 4 2 5 0 1 1 1 44
932 0 0 1 1 4 4 0 9 7 0 0 1 1 2 9 9 5 1 2 0 0 4 1 44
95 7 0 0 0 14 4152 0 0 0 1 2 9 9 5 9 7 0 0 0 1 44

1044 0 1 5 4 3 2 9 - 0 1 1 1 30 9 8 6 4 0 4 1 1 45 i
1073 0 0 1 15 4388 0 0 1 1 3 0 9 9 5 3 0 0 1 1 45



330 TABLAS DB DIFEREN CIAS.

5iV m n p r 5AT m n p g r 5iV m n p ? r

j 0 0 4 0 0 0 0 45 1 8 8 5 7 0 1 62 3 0 1 1 6 0 0' 7 8
4 0 3 1 3 0 4 46 4 8 9 8 0 0 0 62 3 0 2 6 9 0 0 0 1 7 8
1 0 4 0 4 0 0 4 46 19101 0 0 0 62 3 0 7 4 0 0 4 7 9
4 0 4 9 3 0 0 0 46 4 9 4 7 6 0 1 63 3 0 8 9 7 0 0 7 9
4 0 7 7 2 0 47 49601 0 0 63 3 1 0 5 2 0 0 0 7 9
4 0 8 6 5 0 0 4 47 4 9 7 2 4 0 0 0 63 3 4 5 2 9 0 80
1 0 9 5 6 0 0 0 47 2 0 1 0 5 0 64 34 688 0 0 4 80
41241 0 1 48 2 0 2 3 2 0 0 64 3 4 8 4 5 0 0 0 80
4 1 3 3 6 0 0 48 2 0 3 5 7 0 0 0 64 3 2 3 2 8 0 4 81
1 1 4 2 9 0 .0 0 48 2 0 7 4 4 0 65 3 2 4 8 9 0 0 4 84
1 1 7 2 0 0 49 2 0 8 7 3 0 0 65 3 2 6 4 8 0 0 0 4 84
1 1 8 1 7 0 0 49 2 1 0 0 0 0 0 0 6 5 3 3 1 3 7 0 82
4 1 9 4 2 0 0 0 49 2 1 3 9 3 0 66 3 3 3 0 0 0 0 82
4 2 2 0 9 0 50 2 1 5 2 4 0 0 66 33464 0 0 0 8 2
4 2 3 0 8 0 0 50 24 65 3 0 0 0 66 3 3 9 5 6 0 8 3
1 2 4 0 5 0 0 0' 50 2 2 0 5 2 0 67 34124 0 0 8 3
1 2 7 0 8 0 51 2 2 1 8 5 0 0 67 3 4 2 8 4 0 0 0 1 83
1 2 8 0 9 0 0 51 2 2 3 1 6 0 0 0 6 7 3 4 7 8 5 0 8 4
4 2 9 0 8 0 0 0 54 22724 0 68 3 4 9 5 2 0 0 84
4 3 2 1 7 0 5 2 2 2 8 5 6 0 0 68 3 5 1 1 7 0 0 0 1 8 4
1 3 3 2 0 0 0 52 2 2 9 8 9 0 0 0 68 3 5 6 2 4 0 85
13424 0 0 0 52 2 3 4 0 0 0 69 3 5 7 9 3 0 0 4 8 5
1 3 7 3 6 0 53 2 3 5 3 7 0 0 69 3 5 9 6 0 0 0 0 8 5
13841 0 0 53 2 3 6 7 2 0 0 0 69 3 6 4 7 3 0 86

■ 1 3 9 4 4 0 0 0 53 2 4 0 8 9 0 70 3 6 5 6 0 3 2  4 2  7 2  82 92
1 4 2 6 5 0 5 4 2 4 2 2 8 0 0 4 70 3 6 6 4 4 0 0 4 86
4 4 3 7 2 0 0 5 4 2 4 3 6 5 0 0 0 70 3 6 8 1 3 0 0 0 86
1 4 4 7 7 0 0 0 5 4 2 4 7 8 8 0 71 3 7 3 3 2 0 1 4 87
1 4 8 0 4 0 5 5 2 4 9 2 9 0 0 74 3 7 5 0 5 0 0 8 7
1 4 9 1 3 0 0 5 5 2 5 0 6 8 0 0 0 71 3 7 6 7 6 0 0 0 4 8 7
4 5 0 2 0 0 0 0 5 5 2 5 4 9 7 0 72 38204 0 1 88
4 5 3 5 3 0 4 5 6 2 5 6 4 0 0 0 7 2 3 8 3 7 6 0 0 4 88
4 5 4 6 4 0 0 5 6 25784 0 0 0 7 2 3 8 5 4 9 0 0 0 8 8
4 5 5 7 3 0 0 0 56 2 6 2 1 6 0 7 3 3 9 0 8 0 0 4 89
4 5 9 1 2 0 5 7 26364 0 0 73 3 9 2 5 7 0 0 8 9
1 6 0 2 5 0 0 5 7 2 6 5 0 4 0 0 0 73 3 9 4 3 2 0 0 0 8 9
4 6 4 3 6 0 0 0 5 7 2 6 9 4 5 0 7 4 3 9 9 6 9 0 90
16481 0 5 8 2 7 0 9 2 0 0 7 4 404 48 0 0 90
1 6 5 9 6 0 0 58 2 7 2 3 7 0 0 0 7 4 4 0 3 2 5 0 0 0 90
4 6 7 0 9 0 0 0 58 2 7 6 8 4 0 7 5 4 0 8 6 8 0 94
4 7 0 6 0 0 59 2 7 8 3 3 0 0 7 5 4 1 0 4 9 0 0 94
4 7 1 7 7 0 0 59 2 7 9 8 0 0 0 0 7 5 4 1 2 2 8 0 0 0 91
4 7 2 9 2 0 0 0 59 2 8 4 3 3 0 4 1 76 4 1 7 7 7 0 92
1 7 6 4 9 0 60 2 8 5 8 4 0 0 7 6 4 1 9 6 0 0 0 92
1 7 7 6 8 0 0 60 2 8 7 3 3 0 0 0 7 6 42141 0 0 0 9 2
1 7 8 8 5 0 0 0 60 2 9 1 9 2 0 1 1 7 7 4 2 6 9 6 0 93
18248 0 61 2 9 3 4 5 0 0 1 1 7 7 42881 0 0 93
4 8 3 6 9 0 0 61 2 9 4 9 6 0 0 0 4 7 7 4 3 0 6 4 0 0 0 4 93
1 8 4 8 8 0 0 0 61 29961 0 1 1 1 78 4 3 6 2 5 0 4 9 4  1



TABLAS DE DIFERENCIAS. S31

5AT m  n p  q  r

4 3 8 1 2  O O 4 4 94
4 3 9 9 7  O O O 1 9 4
4 4 3 2 5  1 0  3 0  6 0  80  9 5
4 4 5 6 4  O 1 I 1 95
4 4 7 5 3  O O 1 1 9 5
4 4 9 4 0  O O O 1 95
4 5 5 1 3  O 1 1 1 96

5iV m  n P  ?

4 5 7 0 4  O O 1 1 96
4 5 8 9 3  O O O 1 96
4 6 4 7 2  O 1 1 4 9 7
4 6 6 6 5  0  0  4 1 9 7
4 6 8 5 6  O O O 1 9 7
47441 O 1 1 1 98
4 7 6 3 6  O O 1 4 98

VI n P 9

4 7 8 2 9  0  0  0  1 98
4 8 4 2 0  0  1 1 1 99
4 8 6 1 7  0  0  1 1 99
4 8 8 1 2  0 0 0 1  99
4 9 4 0 9  O 1 1 1 100
4 9 6 0 8  0  0  1 1 100
4 9 8 0 5  O O O 1 10 0



333 TABL.VS DE D IFEBEXCIA S.

SETI MO.  GRADO

3N m n P r  s 3iV m n P 9 r  s 3xV m n P 9 r s

a 1 1 1 1 1 3303 1 1 1 1 ì 34 13537 1 1 1 1 4 68

7 1 1 1 1 2 3505 1 1 i 1 1 3 5 13943 ì 4 4 1 69*;

n 1 ,1 1 3 3713 1 1 1 1 1 36 1 4 3 5 5 i 4 4 4 70,

3 3 ì 1 1 1 1 4 3927 1 1 1 1 1 37 14773 1 1 4 1 71

55 1 1 1 5 4147 1 1 1 1 38 1 5 1 9 7 4 1 4 4 4 72.

' 83 1 1 6 4373 1 1 1 1 39 1 S 627 4 4 4 1 4 73

i n 1 1 7 4605 1 1 40 1 6 0 6 3 4 4 4 4 74;

15 7 1 1 8 4843 1 i 1 1 41 1 6 5 0 5 4 1 75,

3 0 3 1 1 1 9 5 0 8 7 1 1 42 1 6 9 5 3 4 4 4 4 7 6

3 5 5 1 1 10 5 3 3 7 1 1 43 1 7 4 0 7 4 4 4 4 77,

3 1 3 1 41 5593 1 44 1 7 8 6 7 4 4 4 78|

3 7 7 1 12 5855 1 1 45 1 8 3 3 3 1 4 79]

U1 1 13 6123 4 46 1 8 8 0 5 1 80

488 2 4 8 9 H  13 6 3 9 7 1 4 1 47 1 9 2 8 3 1 1

5 33 1 1 1 14 6677 1 1 48 1 9 7 6 7 4 4 82|

G05 1 1 1 15 6963 4 49 2 0 2 5 7 1 1 83|

6 93 1 1 1 16 7 2 3 5 1 1 1 50 2 0 7 5 3 4 4 84;

7 8 7 1 1 1 17 7553 1 1 1 1 51 2 1 2 5 5 4 4 4

8 8 7 1 1 1 1 18 7 8 5 7 1 1 1 1 52 2 1 7 6 3 4 4 1 86|

99 3 1 1 1 1 1 19 8167 l 1 1 1 1 53 2 2 2 7 7 4 1 4 4 87¡

U 0 5 1 1 1 1 2 0 8483 1 1 1 1 1 5 4 2 2 7 9 7 4 1 4 4 88;

i 3 3 3 1 1 1 i 1 21 8805 4 i 1 1 1 55 2 3 3 2 3 4 4 4 4 89|

1347 1 i 1 1 1 2 2 9133 1 1 1 1 1 56 2 3 8 5 5 4 4 4 4 4 90

1 4 7 7 1 1 1 1 1 23 9 4 6 7 1 1 1 1 1 5 7 2 4 3 9 3 4 4 4 4 1 91

1613 1 1 1 1 1 2 4 9 8 0 7 1 1 1 i 1 58 2 4 9 3 7 1 4 4 4 4 92

1 1 1 1 1 2 5 10153 1 1 1 i 1 5 9 2 5 4 8 7 4 4 4 4 4 93

1903 1 1 1 1 1 2 6 10305 1 1 1 1 1 60 2 6 0 4 3 4 1 4 1 4 9 4

2 0 5 7 1 1 1 1 1 2 7 10863 1 1 1 1 1 6 ! 2 6 6 0 5 4 1 1 4 4 9 5

2 2 1 7 1 1 1 i 1 28 11227 1 1 1 1 1 62 2 7 0 8 8  40  3 0  4 0  7 0 8 0 94

2 3 8 3 1 1 1 1 i  29 11597 4 1 1 1 1 63 2 7 1 7 3 1 4 4 4 4 9 6

2 5 5 5 1 1 1 1 1 3C 11973 1 1 1 1 1 64 2 7 7 4 7 4 4 1 1 4 97

2 7 3 3 1 1 1 1 1 31 12355 1 1 1 1 1 65 2 8 3 2 7 1 4 4 4 1 98

2 9 1 7 1 1 1 1 1 32 12743 1 1 1 1 1 66 2 8 9 1 3 1 4 1 4 4 99

3 1 0 7 1 i 1 1 1 33 13137 1 1 1 1 1 67 2 9 5 0 5 i 4 i 1 4 100



TABLAS DE DirEUENCIAS. 333

OCTAVO GRADO

IN m n P 9 r s t 1N m n P ? r s t

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 8 5 6 i 1 1 1 1 i 42
16 1 1 i 1 1 1 2 1 2 4 3 9 1 1 1 1 1 1 43
39 1 1 1 1 1 1 3 13036 1 1 1 1 1 1 44
76 1 1 í 1 1 1 4 13647 1 1 1 1 1 1 45

127 1 1 1 1 1 1 5 14272 1 1 1 1 1 1 46
192 1 1 1 1 1 1 6 14911 1 1 1 1 1 1 4 7
271 1 1 1 1 1 1 7 15564 1 1 1 1 1 1 48
3 64 1 1 1 1 1 1 r 16231 1 1 1 1 1 1 49
471 1 1 1 1 1 1 9 1 6 9 1 2 1 1 1 1 1 1 5 0
592 1 1 1 1 1 1 10 1 7 6 0 7 1 1 1 1 1 1 51
7 27 1 1 1 1 1 1 11 18316 1 1 1 1 1 1 5 2
876 1 1 1 1 1 1 12 19039 1 1 1 1 1 1 53

1039 1 1 1 1 1 1 13 1 9 7 7 6 1 1 1 1 1 1 5 4
1216 1 1 1 1 i A 14 2 0 5 2 7 1 1 1 1 1 1 5 5
1407 1 1 1 1 i 1 i 5 2 1 2 9 2 1 1 i 1 1 1 5 6
1596 2 3 6 9 11 12 15 2 2 0 7 1 1 1 1 1 1 1 5 7
1612 1 1 1 1 1 1 16 2 2 8 6 4 1 1 1 1 1 1 58
1831 1 1 1 1 1 1 17 23671 1 1 1 1 1 1 59
2 0 6 4 1 1 1 1 1 1 18 2 4 4 9 2 1 1 1 1 1 1 6 0
2311 1 1 1 1 1 1 19 2 5 3 2 7 1 1 1 1 1 1 61
2572 1 1 1 1 1 1 2 0 “2 6 1 7 6 1 1 1 1 1 1 6 2
2 6 8 7 0 2 5 8 14 16 16 2 7 0 3 9 1 1 1 1 1 1 63
2 8 4 7 1 1 1 1 1 1 21 2 7 9 1 6 1 1 1 1 1 1 6 4
3136 1 1 1 1 1 1 2 2 2 8 8 0 7 1 1 1 1 1 1 6 5
3439 1 1 1 1 1 1 2 3 2 9 7 1 2 1 1 1 1 1 1 6 6
3756 1 1 1 1 1 1 2 4 30631 1 1 1 1 1 1 6 7
4087 1 1 1 1 1 1 2 5 3 1 5 6 4 1 1 1 1 1 1 68
4432 1 1 f 1 1 1 2 6 32611 1 1 1 1 1 1 69
4791 1 1 1 1 1 1 2 7 3 3 4 7 2 1 1 1 i 1 1 70
5 1 6 4 1 1 i 1 1 1 2 8 3 4 4 4 7 1 1 1 i 1 1 71
5551 1 1 1 1 1 1 2 9 3 5 4 3 6 1 1 1 \ 1 1 7 2
5952 1 1 1 1 1 1 30 3 6 4 3 9 1 1 1 1 1 1 7 3
6367 1 i 1 1 1 1 31 3 7 4 5 6 1 1 1 1 A 1 7 4
6796 1 1 1 1 1 1 32 3 8 4 8 7 1 1 i 1 1 1 7 5
7 2 3 9 1 1 1 1 1 1 33 3 9 5 3 2 1 1 1 1 1 A 7 6
7 6 9 6 1 1 1 1 1 1 3 4 40591 1 1 1 1 1 i 7 7
8167 1 1 1 1 1 1 35 4 1 6 6 4 1 1 1 1 i i 7 8
8652 1 1 1 1 1 1 36 42761 A 1 1 1 4 1 7 9
9151 1 1 1 1 1 1 3 7 4 3 8 5 2 1 1 1 1 1 1 80
9664 1 1 1 1 1 1 3 8 4 4 9 6 7 1 1 1 1 1 1 81

10191 1 1 1 1 1 1 3 9 4 6 0 9 6 1 1 1 1 1 1 8 2
10732 1 1 1 1 1 1 4 0 4 7 2 3 9 1 1 1 1 t «
11287 1 1 í 1 1 1 41 4 8 3 9 6 1 1 1 1 i i 84

A



3 3 i TABLAS DE DIFERENCIAS.

IN

4 9 5 6 7
5 0 7 5 2
51951
5 3 1 6 4
54391
5 5 6 3 2
5 6 8 8 7

P q

\ \ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
i 1

1 85  
1 86 
1 8 7  
1 88 
1 89 
1 90  
1 91

5 8 1 5 6  1 1 1 1 1 i  9 2

IN  ni n p  q

5 9 4 3 9  1 1 1 1 1 1 93
6 0 7 3 6  1 1 1 1 1 1 9 4
6 2 0 4 7
6 3 3 7 2
64711
6 6 0 6 4
67431
6 8 8 1 2

1 1 
4 1 
1 1 
1 1 
1 4 
1 1

95
96
9 7
98
9 9

1 100



TABLAS DE DIPRRENCIAS, 335

NOVENO GRADO.

4-Y m n P ? r s t f 4iV m n P g r 5 í f

4 1 1 1 1 1 4 7 4 4 3 1 1 4 4 4 4 4 44
9 i 1 1 1 1 1 1 2 7 7 9 2 1 1 4 1 1 4 4 45

2 2 i 1 1 1 1 3 8 U 9 1 1 4 1 1 4 1 46
43 1 1 1 1 1 4 4 8 5 1 4 1 4 1 4 1 4 47
72 1 1 1 1 1 4 5 8 8 8 7 4 4 4 1 1 1 1 48

109 1 1 1 4 6 9 2 6 8 4 4 4 4 4 49
15 4 1 1 1 1 4 7 9 6 5 7 4 1 1 4 4 4 4 50
2 0 7 1 1 1 1 1 1 8 1 0 0 5 4 1 1 4 4 1 54
26 8 1 1 1 1 9 1 0 4 5 9 4 1 4 4 4 4 52
3 3 7 1 1 ■ 1 4 10 1 0 8 7 2 4 4 4 4 4 4 63
414 1 1 1 ! 4 11 1 1 2 9 3 1 1 4 4 1 4 54
499 1 1 1 1 1 1 12 1 1 7 2 2 1 1 4 4 4 5 5
5 9 2 1 1 1 1 4 43 1 2 1 5 9 1 4 4 1 56
693 1 1 1 1 1 4 44 4 2 6 0 4 4 1 4 4 4 57
75 4 1 3 4 6 8 10 11 43 1 3 0 5 7 4 4 4 58
80 2 1 1 4 1 15 1 3 5 1 8 1 4 59
819 1 1 1 4 16 1 3 9 8 7 1 4 4 4 60

1(J44 1 1 1 4 17 1 4 4 6 4 1 4 4 61
1150 3 4 7 9 12 13 15 16 1 4 9 4 9 4 62
1 1 7 7 1 1 1 4 48 1 5 4 4 2 4 4 63
1318 1 1 1 4 49 1 5 9 4 3 4 64
1 4 6 7 1 1 1 1 20 1 6 4 5 2 1 4 65
1624 1 1 1 4 21 1 6 9 6 9 4 4 66
i 7 89 1 1 1 1 1 1 2 2 1 7 4 9 4 4 4 6 7
1962 i 1 1 1 1 1 23 1 8 0 2 7 1 1 68
2 1 4 3 1 1 1 1 2 4 1 8 5 6 8 4 4 69
2 3 3 2 1 1 1 1 1 1 25 1 9 1 1 7 4 4 4 70
2 5 2 9 1 1 1 1 1 4 2 6 1 9 6 7 4 1 4 71
2 7 3 4 1 1 1 1 1 2 7 2 0 2 3 9 4 4 72
2 9 4 7 1 1 1 1 1 28 2 0 8 1 2 4 4 4 1 73
3 1 6 8 1 1 1 1 1 29 3 1 3 9 3 4 4 4 4 7 4
3 3 9 7 1 1 1 1 1 4 30 2 1 9 8 2 4 4 4 4 4 7 5
3 6 3 4 1 1 1 1 1 31 2 2 5 7 9 4 4 1 4 4 7 6
3 8 7 9 1 1 1 1 32 2 3 4 8 4 1 4 4 4 4 7 7
4132 1 1 1 1 4 33 2 3 7 9 7 4 1 1 1 1 4 78
4393 1 1 1 1 4 3 4 2 4 4 1 8 1 1 4 4 4 1 79
4662 1 1 1 1 4 3 5 2 5 0 4 7 4 4 4 4 1 4 1 80
4939 1 1 1 1 36 2 5 6 8 4 1 4 4 4 4 4 4 81
5 2 2 4 1 1 1 1 3 7 2 6 3 2 9 2 1 4 4 1 4 1 82
5 5 1 7 1 1 1 1 38 2 6 9 8 2 4 1 1 1 4 4 83
5 8 1 8 1 1 1 1 39 2 7 6 4 3 1 4 4 4 1 4 4 84
6 1 2 7 1 1 1 1 40 2 8 3 1 2 1 1 1 4 4 4 4 85
6 4 4 4 1 1 1 1 41 2 8 9 8 9 1 4 4 4 1 4 4 86
6769 1 1 1 1 1 12 2 9 6 7 4 4 1 1 4 1 1 1 87
7 1 0 2 1 1 1 1 43 3 0 3 6 7 4 1 1 1 4 4 1 881



336 T a b l a s  i j e  D iPK m íN ctÁ s.

4iV m n P n r s t f 4iV m 71 P 9 r s t f

3 1 0 6 8 1 89 3 5 4 4 2 1 1 9 5
3 1 7 7 7 1 90 3 6 1 9 9 1 4 96
3 2 4 9 4 1 \ 91 3 6 9 6 4 1 1 9 7
3 3 2 1 9 1 4 92 3 7 7 3 7 4 1 98
3 3 9 5 2 1 1 93 3 8 5 1 8 4 1 99
3 4 6 9 3 1 1 9 4 3 9 3 0 7 4 100
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9iY m n P 9 r s í f h 9iV m n p 9 s t f  h

9 1 i 1 1 1 1 1 1 4 4 8 9 i 1 d 1 i 1 1 41
2 0 1 1, 1 1 2 1 5 2 2 0 d 1 d 1 i 1 1 42
41 0 0 0 0 0 0 0 d 2 1 5 9 6 9 1 1 1 1 1 1 1 1 43
49 1 i 1 1 1 1 1 3 1 6 7 3 6 1 1 d d 1 i 1 i  44
9 6 i i 1 1 1 4 17521 1 i i 1 d d 1 1 45

161 i i 1 1 1 1 1 1 5 1 8 3 2 4 1 1 d 1 d d d 1 46
2 4 4 i 1 1 1 1 1 1 6 1 9 1 4 5 1 1 d 1 1 d 1 1 47
3 4 5 i i i 1 1 7 1 9 9 8 4 d 1 1 1 1 1 1 1 48
46 4 i 1 1 i 1 1 1 8 20841 1 1 1 i 1 4 1 1 49
601 1 i 1 i d 1 9 2 1 7 1 6 1 i 1 1 1 d d 1 50

7 56 i 1 1 1 i 1 1 10 2 2 6 0 9 1 1 1 1 1 1 d 51
8 2 5 i 2 3 4 5 6 7 8 9 2 3 5 2 0 i 1 1 1 1 1 1 d 6 2
9 29 1 i 1 1 1 11 2 4 4 4 9 1 1 d d 1 1 i  .. i  53

1120 1 i 1 1 1 12 2 5 3 9 6 1 1 1 d 1 1 1 1 5 4
1 3 2 9 i 1 1 1 13 26361 1 d 1 1 i 1 1 1 55

1556 i 1 1 1 1 I 1 4 2 7 3 4 4 1 1 1 1 i 1 ' i 1 56
1801 i 1 1 1 1 1 1 15 2 8 3 4 5 i 1 1 1 1 d 1 1 57

2 0 6 4 1 1 1 1 16 2 9 3 6 4 1 1 d 1 1 d 1 1 58
2 3 4 5 1 1 1 I 17 30401 d 1 4 1 1 d 1 1 59
2 6 4 4 i 1 1 18 3 1 4 5 6 1 1 1 1 1 1 1 1 60
2961 i 1 1 1 1 19 3 2 5 2 9 1 1 1 1 d i i 1 61
3 2 9 6 i 1 1 1 1 1 1 2 0 3 3 6 2 0 1 1 d 1 d 4 1 62

3 6 4 9 i 1 1 1 d 21 3 4 7 2 9 1 1 d 1 d d 1 63

4020 1 i 1 i 1 1 1 d 2 2 3 5 8 5 6 1 1 1 d 1 1 1 1 64
4409 1 1 1 1 1 1 1 23 37001 d 1 1 1 i 1 d 6 5
4701 2 3 5 8 10 14 1 7  18 2 0 ■38164 1 1 1 1 1 1 1 1 66
4816 i i i 1 1 1 1 1 2 4 3 9 3 4 5 d d 1 d d 1 i 1 67
5241 1 i 1 1 1 1 1 1 2 5 4 0 5 4 4 1 1 d 1 1 1 1 1 68

1 1 I 1 1 1 1 d 2 6 41761 1 1 1 1 1 1 1 69

6145 4 1 4 1 1 1 1 1 27 4 2 9 9 6 1 1 i 1 1 1 d 1 7 0

6 6 2 4 1 1 1 1 1 1 1 1 28 4 4 2 4 9 1 1 1 1 1 d 1 1 71
7121 1 i l i 1 1 1 1 2 9 4 5 5 2 0 1 1 d d 1 •i d 1 7 2

7 6 3 6 1 i 1 1 1 1 1 1 3 0 4 6 8 0 9 1 l 1 d 1 1 1 1 7 3

8 1 6 9 1 1 1 1 1 1 1 1 31 4 8 1 1 6 d 1 1 d 1 i 1 1 7 4

8720 i i 1 1 1 1 1 1 .32 49441 1 1 1 1 1 1 1 d 7 5

9 2 8 9 1 1 1 1 1 1 1 1 33 5 0 7 8 4 1 1 1 1 1 d 1 1 7 6

9 8 7 6 1 1 1 1 1 1 1 1 3 4 5 2 1 4ó d 1 d 1 d d 1 1 7 7

10481 1 i 4 1 1 1 1 1 3 5 5 3 5 2 4 1 1 1 1 1 1 d 1 7 8

1 1 1 0 4 1 1 i 1 1 1 i 1 36 54921 1 1 d d i 1 d 1 7 9

1 1 7 4 5 1 1 1 1 1 1 1 1 37 5 6 3 3 6 d 1 d 1 1 1 1 1 80

1 2 4 0 4 1 1 1 1 1 1 1 1 38 5 7 7 6 9 1 d 1 1 1 1 1 d 81

13081 1 1 1 1 1 1 1 1 39 5 9 2 2 0 1 1 1 1 1 1 1 1 82

1 3 7 6 6 1 1 1 1 1 1 1 1 40 60689 1 1 1 1 1 1 1 1 83
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9iV m n V 7 r s t f A 9iV m n P 7 r 5 r Ä

6 2 1 7 6 1 1 \ .1 1 1 i 1 84 7 6 3 6 9  1 1 1 1 1 i 9 3
63681 1 1 1 1 i i 1 85 7 8 0 3 6  1 1 1 1 1 1 i 9 4
6 5 2 0 4 1 1 1 1 1 1 i 1 86 79721  1 1 1 1 1 9 5
6 6 7 4 5 1 1 \ 1 i 1 1 8 7 8 1 4 2 4  1 1 1 1 1 9 6
6 8 3 0 4 1 1 i 1 1 1 88 8 3 1 4 5  1 1 1 1 1 1 1 9 7
69881 1 1 1 1 1 1 1 89 8 4 8 8 4  1 1 1 1 1 1 98
7 1 4 7 6 1 i 1 1 1 1 1 1 90 86641  1 1 1 1 1 99
7 3 0 8 9 1 i 1 1 1 1 1 91 8 8 4 1 6 1 1 4 1 1 100
7 4 7 2 0 1 i 1 1 1 1 1 92
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