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DEFINICIONES.

1 . De las diferentes propiedades de los cuerpos solo 
considera la Geometría su extensión, ó sea el espacio limi­
tado que ocupan‘,Vy su /brw a ó figura; de modo que todo 
ciierpó será p'ára nosotros un espacio penetrable, divisible 
y figurado.

La extensión de un cuerpo tiene tres dimensiones: lon­
gitud, latitud y profundidad ó grueso. La reunión de 
estas tres dimensiones se llama c u e r po  g e o m é t r ic o .

Se llama s u p e r f ic ie  el limite de los cuerpos. La super­
ficie no tiene mas que dos dimensiones: longitud y latitud.

El limite de las superficies se llama l ín e a . La línea 
tiene una sola dimensión; longitud.

Llámase pu n to  el limite de la linea. El punto no tiene 
ninguna dimensión.

a. Del mismo modo que damos el nombre de extensión 
de un cuerpo á su magnitud, se llama también extensión 
de una superficie ó de una línea su magnitud respectiva.

De manera que hay tres especies de extensión: de los 
cuerpos, de las superficies y de las lineas. E'slqs tres cla­
ses do extensión, que por la abstracción (*)■''podemos

- - — ^ ^ ^
( ) Se llama asi una operación del enlcndimicnlo, por medio de la cual 

«onsidcramos separadas cosas que no puedan estarlo en realidad.

tílF
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considerar separadas, constituyen ìa cantidad eontinm.
G eo m etr ía  es, pues, la ciencia que trata de la exten­

sion ó de la cantidad continua.

Fig. í .  

.B

Del punto.

3, Aunque el punto matemático no tiene 
extension, le figuramos como el punto de 
la escritura común; y cuando son varios, 
para distinguirlos se señalan con letras (*). 

Así se dice; el punto A, el punto B , el punto C, etc. (Fi­
gura 1.)

De las lineas.

.c

Las lineas se dividen en r e c t a s  y c u r v a s .
Fig. 2. 4. Lítuea. HECiA. es la distancia mas cor­

ta entre dos puntos, como AB (fig. 2). 
-------------- Corolario. La distancia entre dos pun­

ios se mide por una recia.
Postulado. Por dos puntos puede pasar una recta, 

pero nada mas que una.
C oro l.l.'' Pos puntos determinan la posición de una 

recta.
Corol. 2.® Dos rectas que tienen dos puntos comunes,

coinciden en toda su longitud.
Corol. 3.” La intersección de dos rectas es un punto.

Se suele llamar linea q u ebrad a  
ó POLIGONAL la combinación de dos ó 
mas rectas, que prolongadas no for­
man tina sola recta, como ABCD (íi-

gura 3).

(■) Generalmente se emplean letras mayúsculas para señalar los puntos, 
las lincas y los cuerpos. Empleamos letras minúsculas cuando con una letra 
sola se quiero expresar una linca recta, quebrada 6 curva, y en pocos mas 
casos.



F-ig. *. Línea curva es aquella en- que no se
 ̂ _ pnede tomar una partea por pequeña qué

^  sea] rectUy como ÁB (flg. ' i
In A la combmacion de la línea recta con la curvase le 

da el nombre de linea , i V
■■ " ' Fig. 5. 5. Problema. Hallar iacómiinmé-

■ ¡ ^  c ,B  elida dedos rectas limitadas, AByMN
' "m pn  ffi}?. 5), si la tienen, y la relación que

,  ̂ existe entre ellas. »
Este problema se resuelve de una manera análoga á  la 

empleada en la determinación del máximo común divisoi 
de dos números.

,:Se coloca la línea menor MN sobre la mayor AB t o ^  
las veces que se pueda; y  como han.sido tres, se tendía no

AB=3M N-i-CB [a].

El resto CB se coloca sobre la menor MN todas las veces 
posibles; y como son dos veces resulta

•1.
MN=2CB-f-PN [b].

• A f
El nuevo resto PN se coloca sobre el anterior CB las 

véCes que se pueda; y siendo estas cuatro exactamente, se 
tiene al ün

CB =  4PN.

Ahora, sustituyendo este valor de CB en la igual­
dad [6], resulta

MN=:^2X4PN-+-PN=9PN.
■:,t n'jf • •

Sustituyendo .este valor de MN y el de CB en la igual-' 
dad [ a ] , se halla -

AB 3 X9PN-H 4 P N ^  31 PN.

h '\

■ AB=^3X9PN-h 4PN ^31PN . p l

Luego la medida común de las dos rectas dadas"es PN; 
y la relación entre ellas será • ^

AB siirN 31 
9PN “  }) •>e.-

J
\.7



Se llaman recias, y en general canliilades conmekíjL- 
KABLES las que, como las anteriores, tienen una medida 
común, é ikconmensukables las que no la tienen (*).

Observación. Se puede hallar la relación aproximada 
de dos rectas inconmensurables, procediendo como en el 
problema anterior y despreciando el último residuo, cuan­
do sea suficientemente pequeño para la aproximación que 
se desea obtener.

o . Llámase meoida ó valoti numérico de una linea, y 
en general de una cantidad cualquiera, la razón de esta 
con otra cantidad de la misma naturaleza, tomada por 
unidad.

Gorol. Para medir una recia se determina (como aca­
ba de verse) su relación exacta ó aproximada con la 
dad de medida.

T. Teorema. S i desde un punto X 
á otro C (fig. 6) se traza tma linea 
recta AC y dos ó mas quebradas ABC 
y  AOC, compuesta cada una de dos 
rectas, la linea quebrada quemas 

se separa de la recta AC, es la mayor (*’).
1‘rolongando la AO hasta que encuentre en D á la BC 

se tendrá (4)

ABh-B1)>AI),

Fig. 6.

(*) A primera visla parece que no pueden darse líneas y en general canli— 
dades inconmensurables; porque si dos recias , p. e . , no contienen un número 
exacto de metros, contendrán un número exacto de decímetros, ceniimelros ó 
milímetros, etc. No obstante , si se reflexiona un poco mas, desaparecerá el er­
ror : si se supone que un hilo, que no pueda extenderse mas ni menos.,''sn 
rompe en dos parles arbitrarias, se comprende bien io difícil que sería que ca­
da una de estas partes contuviese un número exacto do metros. de decímetros, 
centímetros ni aun de milimetros [porque existe un número infinito de unida­
des intermedias á estas) ; y por consiguiente lo dificif que también seria que 
tales parles fuesen conmensurables. (V. núin. 132.)

('■) Los teoremas, corolarios y problemas deben enunciarse omitiendo 
las lelMs que en ellos se intercalan, con el objeto de evitar la aplicación de la 
|)i'oposicion á la figura correspondiente. Así el teorema de! texto se enuncia de 
este modo : Si deide im punió á otro se traai una linea recia y dos ó mas gwe- 
feradflí, compuesta cada « na , ele.
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y agregando DC á los dos miembros

Aü h -B D - í-D O A D  
ó ABh-B G >A D h-DC

-D C,
[« ]■ ,

Por igual razón se tiene

i{ OD

y sumando AO con los dos miembros

AO-H OT)-k DC >  AO-H OC, 
ó AD-t-DC>AOH-OC [¿].

l’ero según la desigualdad [aj AB-+-BC es mayor que 
A1) - h DC: y conforme á la [6] AD-^DC es mayor que 
AO-h-OC; luego con mas razón AB-i-BC será mayor que 
A ü-f-O C , ó lo que es lo mismo la línea ABC> AOG.

De las superficies.

Las superficies se dividen en planas y ctuvAS.
8 , Se llama plano ó superficie plana aquella con la 

ciial‘nna recta, aplicada en m  sentido cualquiera, coin­
cide en todos sus puntos.

Gorol. S i una recta pasa por dos puntos de un plano, 
coincide con él en loda su extensión.

Se suele llamar superficie quebrada ó poliédrica la 
combinación de dos ó mas superficies planas , que prolon­
gadas no forman un solo plano.

S uperficie curva es aquella en que no se puede lomar 
una parte plana por pequeña que sea.

Llámase s\ ivEimc]E iMixta á la combinación de la su­
perficie plana con la curva.

Del circulo. 4

». Do todas las líneas curvas la mas sencilla, y única 
cuyas propiedades se consideran en la Geometría elomen-. 
lal, os la circunferencia de circulo.



Fig. 7.
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Se llama circunferencu á  curm plana ̂  cerrada, 

cuyos puntos distan igualmente de uno ,interior llamado
CENTRO. ..j

Círculo es la superfìcie plana comprendida por la cir­
cunferencia. iioxjn ' í

Observación. Con frecuencia se suele llamar circulo á 
la circunferencia ; pero el sentido en que se habla da á co­
nocer si se trata de la línea curva ó de la superficie que 
comprende.

Llámase radio á tqda regla que desde el 
centro va á terminar en la circunferencia, 
como OA, OB, OC, etc. (fig. ;7).- 

Corel. Los radios de un misma circtílo 
son iguales.

l o .  / t o a  CUERDA á toda linea que 
une dos puntos de la circunferencia, como

ABóCB.
Diámetro es toda cuerda que pasa por el centro, co­

mo AB.
Corel. 1.“
Corel. 2." 

iguales.
Llámase arco á una porción cualquiera de la circun­

ferencia , como AC.

El diámetro es duplo del radio.
Los diámetros de un mismo circulo son

De los teoremas recíprocos.

« 1 . Se ha dicho (Aritm., inlr.j que la reciprocidad de 
los teoremas era muy frecuente en la Geometría; mas es evi­
dente que de la verdad de un teoi-ema directo no se infiere 
la del reciproco correspondiente, porlo  tanto estos como 
a([uellos deben ser demostrados.

Hay, sin embargo, ciertos recíprocos que se demuestran 
de una manera análoga, y cuyas demostraciones pueden 
por lo tanto omitirse, deduciendo al efecto una regla ge­
neral, que será de sumo interés en lo sucesivo.
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Uoupémonps de la deduccipn de esta regla; sirviéndo­

nos para elio del siguiente ; O20MÍ : tn.in . ¡ 'tini-.'
'■A', ■ ' ' '
■ . . Ejómplo, C). -, .AV'-.. \v. ' ■ ■

j,,(. ,;:••• , - ' ■ ì;Ì '■
Teorema directo. En todo circulo trazado en un plano:
1 ;  Un punto cualquiera de la circunferencia dista del 

centro, una cantidad, igual al radio..
2. ® Un punto cualquiera interior á la circunferencia 

dista, del. centro cantidad, menor que el radio.
3. °, Un punto cualquiera exterior, á la circunferencia 

dista del centro una cantidad mayor que el radio. 1,,
La verdad.de la.prim era parte doleste teorema está 

fundada en^a definición de la circunferencia, y la de las 
otras dos es una consecuencia necesaria de la primera.

Teorema reciproco. En todo circulo trazado en un 
plano: , ' .

\ U n  punto cualquiera, que dista del centro una can­
tidad igual al radio, está.situado en la circunferencia.

2. ° Un punto cualquiera, que dista del centro una can­
tidad menor que el radio. ̂  está situado dentro de la cir­
cunferencia.

3. " Un punto cualquiera, que dista del centro una. can­
tidad mayor que el radio , está situado fuera de la circuid- 
ferencia.

Demostración. \ S i  el punto que dista del centro una 
cantidad igual al radio no estuviese en la circunferencia, 
estaria dentro ó fuera de ella: si estuviese dentro, distaria 
del centro una cantidad menor que el radio, conforme á 
la segunda parte del teorema directo, lo que es contrario 
á la hipótesis: si estuviese fuera, distaria del centro una 
cantidad mayor que el radio , según la tercera parle del 
teorema directo, lo que también es contrario á la liipóle-

{*) Este ejemplo es el mismo que emplea Vincent, y no puede elegirse otro 
mas sencillo.
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sis : luego dicho punió no puede estar dentro ni fuera de 
la circunferencia ; luego se hallará en esta.

Luego si impunto cualquiera dista del centro una can- 
lidad igual al radio está situado en la circunferencia.

Lo mismo se demuestran la segunda y tercera parle del 
teorema reciproco.

La fuerza de la precedente demostración estriba en 
que im punto, que se encuentra en un plano donde está 
trazada una circunferencia, se halla necesariamente en esta, 
dentro ó fuera, y en que cualquiera de estos supuestos 
produce úna consecuencia distinta respecto á la distancia 
al centro;

Pudiendo emplearse'ííh raciocinio análogo en la demos­
tración de los teoremas recíprocos, cuyos directos reúnan 
iguales condiciones , se infiere que

iSf. Siempre que en una proposición ó sèrie de 'própo^ 
siciones se hayan hecho todas las hipótesis posibles sobre 
un mismo sugeto, y c'tídá iuta produzca una conclusión 
distinta, las proposiciones reciprocas son cièrtàsì

División de la Geometría.

13. La Geometría se divide en plana y del espacio. 
La Geoíietuía plana trata de las figuras cuyos puntos 

están todos en un mismo plano.
Im  Geometría del espacio se ocupa de las f  yuras cuyos 

puntos no están todos en el mismo plano.
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Líneas rectas en sus' diferentes posiciones.

ARTÍCULO p r i m e r o . 
De los ángulos.

. .. V>
.'onoiíd*' H- ' •  

! /¡íü'riooT

;Fig. 8.

(14 . Se llama á n gu lo  la mayor ó menor inclinamon 
de dos rectas que concurren en un •punto.. Las líneas que le 
forman se llaman lados ̂  y  vértice el punto de concur­
rencia. .iU>i;r;;- .

ABG .( f ig i  8} es un ángulo, 
cuyos lados son AB y BC, y el 
vértice el punto B .í;'.

. , j, Un ángulo se nombra por 
tres letras, como acaba;de ver- 
se , expresando siempre en el 

medio la del vértice. También se puede nombrar, cuando 
está solo, por la letra del vértice; asi se dice el ángulo 
en B : y cuando en un mismo punto se reúnen varios vér­
tices, por una letra ó número colocados en el interior; así 
se puede decir el ángulo a , el ángulo 1 , en vez de PON 
y MOP.
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Corol. l¡n-¡áng,uh ^\o de KHÚór varié la

longitud de s'xis lados.
Los ángulos se suman, se restan, y se multiplican ó 

dividen por un número abstracto.
Asi MOP-h PON=M ON j MOP=:MON — PON; y MON 

puede ser dupto de-M 0^,-'f'''4te mitad de aquel.
Se da el nombre de b is e c t r iz  de un ángulo á la recia 

que le divide e,n dos partes iguales. OP es la bisectriz del 
ángulo MON.

1 5 .  Se llaman á n g u lo s  a d y a c en tes  los que teniendo 
un lado y el vértice común, tienen los otros dos lados en 
linca recta. íl»' : . . i ; A

Fig. 9. AOD y DOB (fig. 9) son adyacentes, lo
.„ ¡C 7» mismo que AOG y COB. , ,

/  Llámase á n g u lo  recto  á cada uno de los
/ ___  dos adyacentes é iguales que una recta for-

A o B ma con otra^ y ohlicxio al que es mayor ó 
menor que el recto. AOG y GOB son ángulos rectos, y AOD 
y DOB oblicuos.

l e .  Teorema 1.° Los ángulos rectos son iguales aun­
que no sean adyacentes,

Sean rectos los áhgules AOG y A'O'C' 
{figs. 9 y  10); vamos ú demostrar que son 
iguales. ' " ■' " niiiU'i:'

Superponiendo (*) la fig. 10 sóbrela 9, 
A' O' ~ B' de modo que A'B' coincida con AB y el pun­
to O' caiga sobre O , la recta O'G'coincidirá con OG; pues 
si O'G' tomase otra dirección cualquiera, p. e . , OD, los 
ángulos AOD y  DOB, que representan á los A'O'C' y C'O'B' 
no podrían ser iguales entre s i , siéndolo AOG y COB; lo

Fig. 10.
q’ c'

.ir I . . ' lot) (Cfi'd fd V¡:- .OlOj;
( La superposición es el medio mas comunmente cmpleadd en la Geome­

tría para demosteat la igualdad de laáÍfigú'ras‘.''Alifefeotb s'd' tfdmU« cómo 
denle, pqvque.lD e s , que da« (íg.iiras qv« sunei-pueslas'coincidan en,i(od««>f6s 
paj"ííí íon igüaiet, y  recíprocamente , ^«e dos figuras iguales se pueden su­
perponer de modo que coincidan.

También se admite que con la superposición no se altera la magnitud d$ las 
figuras.



que es contra la hipótesis. Luego los dos lados del ángulo 
A.'0'C' coinciden con los de AOC; luego dichos'ángulos 
son ¡guales.

f j ,  Líáwase ÁNGULO AGUDO el oblicuo menor que uno 
recio, y obtuso el oblicuo mayor que el recto. BOD es agu­
do y AOD obtuso {fig. 9).

i8 .  Se llaman ángulos complementarios aquellos que 
sumados forman un recto, y suplementarios los que for­
man dos rectos. •

Corol. Dos ángulos que tienen el mismo com/plmionlo 
ó complementos iguales, ó el mismo suplemento ó suple'- 
mentos iguales, son iguales.

Porque agregándoles el complemento en un caso, y  el 
suplemento en otro, dan una misma suma.

1 ». Teorema 2.® Los ángulos adyacentes rolen juntos 
dos rectos , ó son suplementarios.

Sean los ángulos adyacentes AOD y DOB (fig. 9).
Trazando por O una recta OC, que forme dos ángulos 

rectos, se observará que los dados AOD y  DOB suman tanto 
como los rectos AOC y  COB, luego valen tanto cómo estos 
dos rectos: así llamando R á un ángulo recto,

AODh-DOB =  2R.

Corol. 1 S i un ángulo es recto, su adyacente lo será 
también; y si un ángulo es oblicuo, su adyacente to es del 
mismo modo.

Corol. 2." Un ángulo cualquiera AOD rale menos que 
dos rectos.

Porque prolongando uno de sus lados AO, se tiene

AOD-h D O B = 2R; 
luego A0D <2R.

Corol. 3.® Los ángulos AOCh-COD-i-DOB , que se 
pueden formar en un punto O de una recta y á %m lado 
de esta, ralen juntos dos rectos.

Porque la suma de estos ángulos es igual á la de dos 
adyacentes cualesquiera AOD y DOB.

— 15 —



€orol.'4." 7Wo5/osfííií)'!//oí AÜli-f-BOC-4-COD-HDOA 
Fig. H. (fig* •'^0 pueden formar al rededor

de un punió O , míen juntos cuatro recios.
Porque prolongando uno de los lados AO 

do estos ángulos en el sentido AF (*), la 
suma de todos ellos equivale á la de los que 
pueden formarse en el punto O sobre la 

recta AF y debajo de la misma: pero los que pueden for­
marse en O sobre AF valen dos rectos (corol. 3.®}, y los 
que pueden formarse debajo otros dos; luego todos los que 
se pueden formar al rededor de O valen cuatro rectos.

Corol. 5.® Los ángulos formados por dos rectas que se 
cortan, valen también cuatro rectos.

Reciprocamente. S i dos. ángulos AOC ?/ COF, que tíe^ 
nen un lado OG común y el mismo vértice O, son suplemen­
tarios., serán también adyacentes, ó lo que es igual, los 
lados AO y OF están en linea recta.

La prolongación de AO formará con la OC un ángulo 
suplementario de AOC ( íeor. direc.) , luego tiene que sei‘ 
igual á COF'('18, corol.); luego la prolongación de AO es 
OF, ó AF es una linea recta i 

*o. Se llaman ángulos opuestos por el vértice aque­
llos de los que el uno está formado por las prolongaciones 
de los lados del otro.
: |7¡y ,2 AOC y DOB (fig. 12) son opuestos por

el vértice; lo mismo que AOD y  COB.
®i. Teorema 3.“ Los ángulos AOC y 

DOB opuestos por el vértice son iguales.
AOC tiene por suplemento á AOD, y DOB á AOD (18); 

luego AOC y DOB lionon el mismo suplemento AOD; lue­
go son iguales ( 18, coVol.)’.

— 10 —

(*) la s  líneas que entran en los enunciados de los teoremas y proble­
mas se trazan completas generalmente, y de rayilas las auxiliares de la ilc- 
moslracion ó resolución. Decimos generalmente, porque algunas veces se hace 
In contrario. para evitar la repetición de figuras ü pura que estas,rersuUen mas 
claras.
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ARTICULO II.

C /D

A 0 B

Corèi.

Perpendiculares y oblicuas.

»». Sfi llama l ín e a  p e r p e n d ic u l a r  la que forma cor 
pig. 13. ángulos rectos, ó uno solo (19,

corol. 1.°). OC (fig. 13) es perpendicular 
á AB, si COB es recto.

L ín e a  o blícü a  la que forma con otra dos 
ángulos desiguales ú oblicuos, ó uno solo 
[19 , corol. 1.“). OB es oblicua á AB, si 
DOB es un ángulo oblicuo.
S i  una recta CO es perpendicular á otra 

AB, esta lo sera á la primera; y si una recta DO es obli­
cua a otra AB, esta también lo será á aquella.

Coiol. 2. S i  dos rectas AB y CO se cortan perpendi­
cularmente, forman cuatro ángulos rectos.

»3. Teorema 1.® Por un punto dado, no se puede tra­
zar mas que una sola perpendicular á una recta.

Pueden ocurrir dos casos; 1.“ Que el punto dado esté 
en la recta: 2.° que esté fuera de ella.

1. Sea el punto O en la recta AB, decimos que no se 
puede levantar mas perpendicular que la OC; porque otra 
recia cualquiera OD forma con la AB los ángulos AOD y 
DOB, el primero mayor que el recto AOC, y el segundo 
menor que el recto COB; luego dichos ángulos AOD y 
DOB son desiguales, luego OD es oblicua á AB; luego por 
el punto O no se puede levantar mas que una sola perpen­
dicular.

2. ** Sea el punto B fuera de la recta AC {fig. U ) ,  de­
cimos que no se puede bajar mas perpendicular que la BO 
Doblando la parte superior de la figura, por AC, sobre la 
m íenor, el punto B vendrá á parar á B '; y como AOB es 
un ángulo recto, por hipótesis, AOB' lo será también; lue­
go BB' es una línea recta (19 , rec.). Si desde B se bajase 
otra perpendicular BD: uniendo I) con B' v doblando otra



Fig. U .  
'IB

/
A.. ,P>

\ b'

— 18 —
vez la parte superior de la figura sobre la inferior, BD 

coincidirá con B'D; luego el ángulo 
B'DO sería recto como su igual BDO; 
luego BDB' formaría una línea recta 

~  (19, rec.); luego habría dos rectas 
que tendrían dos puntos comunes B y 
B' sin coincidir, lo que es imposible 

(A, post.). Luego por B no se puede bajar mas que una 
perpendicular BO á la AC.

» 4. Teorema 2.® S i desde un punto B (fig. 14) fuera de 
una recta AC, se trazan á esta una perpendicular BO y 
tina oblicua BD, la perpendicular es menor que la oblicua.

Doblando la figura por AC, la parte superior sobre la 
inferior, el punto B caerá en B', y las rectas BO y  BD to­
marán las posiciones de O B 'y  DB'.

El ángulo AOB es recto; luego AOB' lo sera también, 
puesto que es el primero colocado en otra posición después 
de doblada la figura; luego BO y OB' forman una línea 
recta (19» rec.). Como por dos puntos B y  B' no puede pa­
sar m as que una recta (4, post.) ,  BD y DB' forman una 
línea quebrada;

luego (4) BB'<BDB';

y como BO es mitad de BB' y BD de BDB', se tendrá por fm

BO<BD.

CoroL La distancia entre un punto y una recta se m-> 
de por la perpendicular trazada desde dicho punto á la
recta.

Recíprocamente. S i una recta es la menor que se pue­
de tra L r  entre un punto y otra recta , será perpendicular
(i esta. ,

Porque si no sería oblicua, y entonces trazando una
perpendicular seria menor que ella; lo que es contra la
hipótesis.



Fig. 45.

35. Tcíorema 3.” S i  desde un punto C, fuera de una 
AB (íig. 15), se trazan á esta una perpendicular 

y diferentes oblicuas CE, GF ^ CG; 1 las oblicuas CE y 
GF, que se separan igualmente de la perpendicular, son 
iguales: 2.“ de dos oblicuas CE y CG, la que mas se se­
para de la perpendicular es la mayor.

1.° S iD E = D F , doblando la figura CDF sobre CDE, 
sirviendo de eje CD, como los án­
gulos CDF y  CDE son iguales, él 
punto F caerá sobre E; luego los ex­
tremos de la recta CF coinciden con 
los de CE; luego estas oblicuas son 
iguales.

a." Si D G >D F, doblando la parte superior CDB de la 
figura sobre la inferior, el punto C vendrá á parar á C^ y 
las rectas CD, CF y  CG quedarán representadas por GD, 
C'F y C'G; siendo recto el ángulo CDB, GDB también lo 
será (19, corol. 1."); luego CG será una línea recta 
(19, rec.), y CFC'y CGC' serán líneas quebradas (4, post.); 
luego CGG^>CFC' (7): pero CG es mitad de CGC' y CF mi­
tad también de CFG', luego

—  19 —
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CG>CF.

Si las oblicuas fuesen CG y CE, una á cada lado de la 
perpendicular, trazaríamos la CF, de modo que D F = D E , 
y se demostraría, como acaba de hacerse, que CG >  CF: mas 
CF y CE son iguales por el caso 1 luego CG>CE.

Recíprocamente. 1 S i dos oblicuas son iguales, se se~ 
paran igualmente de la perpendicular. 2.® S i dos oblicuas 
son desiguales, la mayor es la que mas se separa de la per­
pendicular (12).

Corol. Desde un punto d una recta se pueden trazar 
dos rectas iguales ̂  y de dos en dos todas las que se quie­
ra; pero no se pueden trazar tres, ni mas de tres, igua. 
les entre si. ' .

Teorema 4." 1 ." f  'n punto cualquiera C, situado
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en la perpendicular CD (fig. 10) levantada en el punto 
medio O de una recia AB, equidista de los extremos de 
esta. 2." Ün punto cualquiera E , situado fuera de la per­
pendicular, dista desigualmente de los extremos de la 
recta.

1.® Uniendo C con A y con B , las oblicuas CA y CB 
son iguales (2o); luego C equidista de A 
y de B.

2.“ Trazando las rectas EA, EB y CB se 
tendrá (4)

CE-h CB>EB;

Fig. 16.

K .

A
y como CA y CB son iguales, según la pri­
mera parle del teorema, sustituyendo la 

primera de estas líneas por la segunda, resulta

CE-k CA>EB,
6 EA>EB.

Reciprocamente. 4.'* Un punto cualquiera equidistante 
de los extremos de una recta, está en la perpendicular le­
vantada en su punto medio. 9..°..Un punto cualquiera que 
no equidista de los extremos de una recta, está fuera de la 
perpendicular levantada -en su punto medio (12).

Llámase lugar geometrico de ciertos puntos la linea 
ó figura que tiene una propiedad exclusiva á dichos pim­
íos. Asi la circunferencia es el lugar geomètrico de lodos 
los puntos, que en el mismo plano equidistan del centro.

Corol. 4.® El lugar geométrico de los puntos equidis­
tantes de los extremos de una recta es la perpendicular 
levantada en su punto medio.

Corol. 2.° S i una recta CD tiene dos puntos cualesquie­
ra C y D, equidistantes de los extremos k  y B de otra 
recta AB, le es perpendicular en su punto medio O.

Porque levantando en dicho punto medio O una perpen­
dicular, pasará por los puntos C y D (corol. ant.); luego 
coincidirá con la recta CD (4, corol. \ .°); luego será per­
pendicular á la AB en su punto medio O.
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umtúLO m.

De las líneas paralelas.

Fig. <7.

C \E

»7. Se llaman uisea.s paralelas las recias que estan­
do en un mismo plano no se encuentran por mas que se 
prolonguen.

»8. Teorema \ .° Dos rectas perpendiculares á uña 
tercera son paralelas entre sL

En efecto, si se enconlraseii en un punto cualquiera, 
desde este punto habría trazadas dos perpendiculares á 
una recta, lo que es absurdo (23).

*». Postulado. Dos rectas, una (jD perpendicular y 
oírrt EF (fig. \ 7) oblicua á una tercera 
AB, no son paralelas; y se encuen­
tran hácia donde la oblicua EF for­
ma con la AB el ángulo'EYK agudo 

Gorol. ).** Por un punto F fuera 
de una recta OI) no se ptiede trazar 
á esta mas que una paralela.

Porque trazando la AB perpendicular áCD,  y la FG 
perpendicular á AB, CI) y FG serán paralelas (28), y 
cualquiera otra recta FE será oblicua respecto de la AB (23); 
luego no será paralela a CD según el postulado. Luego por 
F no puede trazarse mas que una paralela á CD.

Corel. 2.® S i  una recta FE corla á una de dos para­
lelas (jY , prolongada sufcientemenic también cortará á 
la otra CD.

Pues de lo contrario por F habría dos paralelas, EF y 
(¡F, á una misma recta CD; lo que es imposible (coro!, anl.).

Corel. 3.° S i una recta AB es perpendicular á una de 
dos paralelas Cl), también lo será á la otra GF.

Porque si AB no fuese perpendicular á GF, le sería

A D F B

(‘j Eslc es cl célebre poslulado de Euclides. Puede verse una dcnioslracion 
de él cii \inccn l, Cours de Géométrie élémentaire, pág. 27 .
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oblicua, y esta también seria oblicua respecto de aquella; 
y por el punto F podríamos trazar una perpendicular FE 
á AB, la cual sería paralela á CD (28); luego por F se po­
drían trazar dos paralelas FG y FE á la CD, lo que es ab­
surdo (corol. 1 .‘’j.

Corol. 4.° Dos rectas AB y CD (fig. 18), paralelas á 
una tercera MN, son paralelas entre si.

Porque si AB y CD se encontrasen, des­
de el punto en que lo hiciesen habriados pa­
ralelas á MN, lo que es imposible (corol. 1 .'*).

Corol. 5.° Dos rectas AB y CD, respectivamente per­
pendiculares á dos paralelas EF y  GH, son paralelas en­

tre sí (fig. 19).
Si AB es perpendicular á EF tam- 

® bien lo será á su paralela GH (co- 
^ ^  rol. 3.“) prolongada; y como CD lo
-----® es á esta por hipótesis, AB y CD son

paralelas (28).
Corol. 6.® S i dos rectas AB y  CD no son paralelas, 

sus perpendiculares respectivas EF y GH tampoco lo serán.
Porque si EF y GH fuesen paralelas, sus perpendicu­

lares respectivas AB y CD lo serían también (coro!. 5."), 
lo que es contra la hipótesis.

30. Se llama sec a n t e  ó tr a n sv e r sa l  la recta EF que 
corta á otras dos AB y CD (fig. 20).

La secante forma con las rectas 
que corta ocho ángulos: 1 , 2 , 3 , 4, 
5 , ( i , 7 y 8 .

Itcciben el nombre de ángulos in ­
t e r n o s  los que están formados den­
tro de las rectas, como 3 , 4 , 5 y 

6 ,  y EXTERNOS los quc están fuera, tales son 1 , 2 , 7 y 8 .
Llamaremos cingulos a l t e r n o s  los que están dentro de 

las rectas, uno con cada una, y á diferente lado de la se­
cante, como 3 y 6 , 4 y 5.

Angulos c o r r e s p o n d ie n t e s  los que están uno dentro 
y otro fuera de las rectas, uno con cada una, y á un misr

Fig. 20.
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mo lado de la secante, como -1 y  5, 2 y 6 , 3 y 7, 4 y 8.
3 1 . Teorema 2.“ S i dos recias cortadas por otra for­

man con ella: i.® ángulos alternos 6 correspondientes 
iguales, ó internos de un mismo lado de la secante suple­
mentarios, dichas rectas son paralelas: 2.® si forman án­
gulos alternos ó correspondientes desiguales, ó internos 
de un mismo lado m  suplementarios, dichas rectas no son 
paralelas.

\ Alternos. Supongamos que los ángulos AGH y DHE, 
ó 3 y 6 (fig. 24) sean iguales.

Por el punto O , medio de la GH, se traza la PQ per­
pendicular á CD. Hágase girar la 
figura OHQ, en el mismo plano, al 
rededor del punto O hasta que OH 
coincida con OG: el punto H caerá 
sobre G , por ser estas rectas igua­
les por construcción: la línea OQ 
coincidirá con O P, por ser los ángu­
los POG y HOQ iguales (20);. la HQ 

coincidirá también con GP, por ser los ángulos PGO y 
QHO iguales por hipótesis; luego el ángulo OQH coincide 
con OPG: pero OQH es recto, luego OPG también lo será; 
luego AB y CD son perpendiculares á PQ , luego son para­
lelas (28).

Si lös ángulos alternos iguales fuesen 4 y H , como son 
respectivamente suplementarios de 3 y 6 , estos serían 
también iguales (18, corol.), y el paralelismo de AB y CD 
se demostrarla como acaba de verse.

Correspondientes. Si los ángulos iguales son 3 y 7, 
como 7 es igual al 6 por opuestos en el vértice, 3 y 6 se­
rán iguales; pero estos son alternos; luego las rectas son 
paralelas.

Internos de un mismo lado. Supongamos que 4 y 6 
sean suplementarios; como 3 y 4 lo son también (49),  3 
y t) serán iguales: pero estos son alternos; luego las rectas 
son paralelas.

2.*' Mf e n m dcsiffnales. Supongamos que los ángulos

— 23 —
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\()F  y DXK (ÍJg. 22) sean desiguales, vamos á demostrar 
que AB y GD no son paralelas.

Porque si lo fuesen, trazando por O una recta MN, que 
formase el ángulo MOF igual á DXE, 
MN sería paralela á CD, según la 
primera parte del teorema; luego 
por O se tendrían dos paralelas, AB 
y MN, á CD, lo que es imposible

_____ _________  (29, corol. 1.®); luego AB no es pa-
p ^  ~  ralela á CD.

De una manera análoga se de­
muestra que las rectas no son paralelas cuando los ángu­
los correspondientes son desiguales, ó cuando los internos 
do un mismo lado no son suplementarios.

Recíprocamente. 1 S i dos rectas son paralelas, cor­
tadas por otra, forman con la secante ángtdos alternos y 
correspondientes iguales, y ángulos internos de un mis­
mo lado suplementarios. 2." S i  no son paralelas, forman 
con la transversal ángulos alternos y correspondientes 
desiguales, é internos de un mismo lado no suplementa­
rios (12).

3». Teorema 3.° Las partes de paralelas comprendi­
das entre paralelas son iguales.

Pueden ocurrir dos casos: 1 que dos de las paralelas 
sean perpendiculares á las otras dos :, 2.® que les sean 
oblicuas.

1.® Sean las paralelas AB y CD, EF y GH (fig.,23).
Por el punto P , medio de EG, se 

traza ia PO perpendicular á la AB, 
la cual lo será también á la CD (29, 
corol. 3,®). Doblando la figura POBD 
por PO sobre la POAC, PB coincidi­
rá con PA por ser los ángulos BPO 

y APO rectos: por igual razón OD coincidirá con OC: el 
punto G caerá sobre E , por ser PG igual á PE por cons­
trucción ; luego la línea Gil coincidirá con EF, porque si no 
desde E habría dos perpendiculares á la CD, lo que es im-

Fig. 23.
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posible; luego la Gil coincide en todos sus puntos con la 
EF, luego son iguales.

Lo mismo se demostraria que FH es igual á EG, trazan­
do por el medio de GH una perpendicular á EF.

Corol. Los puntos de una recia equidistan de su pa­
ralela.

2.“ Sean las paralelas AB y CD, EF y Gil (fig. 2i).
Por los puntos E y G se trazan las perpendiculares EP 

y GQ á la AB, que lo serán también 
á laCD (20, corol. 3.“), é iguales en­
tre sí, según la primera parte del 
teorema.

Superponiendo la figura HGQ so­
bre FEP, de manera que GQ y EP 

coincidan, Gil caerá sobre EF, por ser los ángulos FEP y 
IIGQ iguales por complementos de AEF y AGII, también 
iguales (31, rec.): Qll caerá sobre PF por ser rectos los 
ángulos en P y en Q ; luego el punto H caerá sobre F ; lue­
go los estreñios de Gil se confunden con los de EF, luego 
estas rectas son iguales.

Para demostrar ((ue EG y FII son también iguales, se 
tiene, según la primera parle del teorema,

E G = P Q :

pero resultando Q I1= P F , por la superposición anterior, 
se tendrá también

QU-h I1 P ^ P F  -h HP, 
ó PQ =  FII;

de esta igualdad y de la primera resulta al fin

EG=-F1I.

33. Teorema 4.° I .“ Los ángulos \ y 3 , ó 3 y O (fi­
gura 2o), que tienen sus lados BA y OD, BC y O E, parale­
los g dirigidos en el mismo sentido, ó BA y OF, BC y OG 
en sentido opuesto, son iguales. 2.'̂  Los ángulos 3 y o, 
que tienen sus lados paralelos, dos BA y 01) dirigidos en



d  mismo sentido y otros dos BC y 0 6  en sentido opuesto^ 
son suplementarios.

1 Los ángulos 1 y 2 son iguales poi* correspondien­
tes; 3 y 2 lo son también por igual 
razón ; luego el ángulo 1 es igual aí 3.

Los ángulos O y \ son iguales por 
opuestos en el vértice; el 1 es igual 
al 3 por lo que se acaba de demos­
trar; luego O y 3 son iguales.

2.*’ El ángulo en ! es suplemen­
tario del 3 , por adyacentes; pero el I y el 3 son iguales, 
por lo demostrado en la primera parle del teorema; luego 
3 y 5 son suplementarios.

Corol. Los ángulos de lados paralelos son iguales ó 
suplementarios.

34. Teorema S." Los ímgulos ABC y DOE ó DOF (fi­
gura 26), que tienen sus lados BC y EF, BA y DO per­
pendiculares y son iguales ó suplementarios.

Trácense por B las rectas BG y BH, respectivamente 
paralelas á EF y DO, y se tendrá que 
los ángulos IIBA y GBC son rectos 
(29, S.“) ; luego los ángulos IIBG y 
ABC, que tienen el mismo comple­
mento ABG, son iguales (18, corol.); 
pero HBG y DOE ó DOF tienen sus 
lados paralelos, luego son iguales ó 
suplementarios (33, corol.); luego 

ABG y DOE ó DOF también lo serán.
Observación.

pecie, como ABC y DOE, y suplementarios los de especie 
distinta, como ABC y DOF.
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Fig. 26.

H

Son iguales los ángulos de la misma es-



CAPÍTULO II-

Dc la circunferencia.

ARTICULO PRIMERO.

Propiedades de la  circunferencia. ^

35. Teorema \ ° Dos circunferencias de igual radio 
son iguales.

Porque superpuestas de modo que coincidan los cen­
tros, coincidirán en todos sus puntos, pues de lo contrario 
unos puntos se separarian del centro mas que otros, lo que 
es imposible (9, corol.); luego dichas ciixunferencias son 
iguales.

Observación \ E s t e  raciocinio demuestra igualmente 
que si dos arcos de igual radio se superponen de modo que 
coincidan los centros de las circunferencias á que pertene­
cen y uno de sus extremos, coinciden en todos sus pun­
tos si son iguales, y si son desiguales el menor se ajusta 
sobre el mayor, aunque no ocupe toda su extensión; y que, 
si superpuestos de la misma manera coinciden sus extre­
mos, se ajustan en todos sus puntos, y por lo tanto son 
iguales.

Observación 2.'  ̂ El mismo raciocinio demuestra tam­
bién que dos circuios de igual radio, superpuestos de mo­
do que coincidan sus centros, coinciden en todos sus pun­
tos, y por lo tanto son también iguales.

3«. Teorema 2.® El diámetro AB divide á la circun­
ferencia en dos partes iguales, llamadas SEHiciRCUxrE-
RENCIAS.



Fig. a r .

Doblando la figura 27 por el diámetro AB, la parte 
ACB coincidirá con ADB; porque si no coin­
cidiesen , las distancias del centro á la cir­
cunferencia no serian iguales, lo que es 
absurdo {9, corol.); luego las dos partes en 
que el diámetro divide á, la circunferencia 
coinciden en todos sus puntos, luego son 
iguales.

Observación. La superposición anterior demuestra tam­
bién que el diámetro divide al circulo en dos partes igua­
les, que reciben el nombre de semicírculos.

Teorema 3.® El diámetro AB (fig. 28) es mayor 
que otra cuerda cualquiera CD.

Trazando los radios OC y OD se ten­
drá fi)

— á8 -

Fig. 28.

OC-(-OD>CD:

I pero OC y OD componen el diámetro AB 
(10, corol. 1 .“);
luego AB>CD.

38. Teorema í . ‘' Por tres puntos A , que
no están en linea recta, puede pasar una circunferencia, 
pero nada mas que una sola: ó, lo que es iyual, tres pun­
tos que no están en linea 'recta determinan la posición de 
una circunferencia.

Uniendo estos puntos por las rectas AB y BC, y levan­
tando en los puntos medios D y E de estas 
las perpendiculares DF y E l i , estas perpen­
diculares se encuentran en un punto, tal 
como O (29, corol. 6.*’).

Aliora, siendo DF el lugar geométrico 
de los puntos e(juidislantes de A y B (26, 
corol. A .”), y EH el de los puntos equi­

distantes de B y C , el punto O, donde se corlan, será 
el único que en el mismo plano equidista de A , B y C; 
luego si se hace centro en O, y con un radio OB se traza

Fig. 29.



una circunferencia, pasará por ios tres puntos A, B, C; y 
como en el mismo plano no hay otro punto equidistante de 
los tres dados, no se podrán trazar mas circunferencias 
diferentes que pasen por los mismos.

Corol. Dos circunferencias no pueden tener mas que 
dos puntos comunes.

Porque si tuviesen tres, las dos circunferencias se con­
fundirían en una sola.

39. Teorema 5. En circunferencias iguales, ó en una 
misma circunferencia: I .” arcos iguales tienen cuerdas 
iguales: S.” el mayor arco tiene la mayor cuerda.

1. ® Sean las circunferencias O y O' (íig. 30) iguales, 
é iguales también los arcos ABC 
y A'B'G'; vamos á demostrar 
([ue las cuerdas AC y A'C' lo son 
dol mismo modo.

Superponiendo la circunfe­
rencia O' sobre la O , de ma­
nera que el punto A' coincida 

con A , el punto C' caerá sobre C, por ser los arcos ABC 
y  A'B'C' ¡guales; luego los extremos de las cuerdas se con­
funden , luego estas son iguales.

Si los arcos iguales fuesen ABC y DEF, situados en la 
misma circunferencia O, en la O' tomaríamos A'B'C'=DEF; 
de donde resultarla, por lo que se acaba de demostrar, que 
1)F=A 'C ' y A C ^A 'C ', luego AC=^DF.

2. ® Se-an las circunferencias O y O' (fig. 31) iguales, y 
A'BT7>ABC; vamos á demos­
trar que AT’/>A C .

Superponiendo la circunfe- 
■i-encia O' sobre la O , de modo 
que el punto A' coincida con A, 
el punto C' caerá mas abajo de 
C en C", por ser el arco A'B'C' 

mayor que el ABC por hipótesis; luego la cuerda A'C' es­
tará representada y, será igual, según la primera parte del, 
teorema, á la AC".

— i9  —

Fig. 3
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Ahora trazando los radios OC y  OC" se tiene (4).

AXh-X C > A C , 
y OXh-XC">O C".

Sumando estas desigualdades, resulla
A X X C -1- O X X C ^ ' >  AC-K OC'', 

ó AC"h-O C > A C h-OC".
Suprimiendo en ambos miembros.los radios OC y OC''* 

se tiene
AC">AC,

y sustituyendo en vez de AC" su igual A'G', resulta por fin 

A'C'>AC.
Si los arcos MNP>ABC estuviesen situados en la mis­

ma circunferencia O , en la O' tomaríamos A'B'C'=MNP: 
de donde resultarla, por lo que acabamos de demostrar, que 
A 'C '>AC, y  por la primera parte del teorema M P=A'C '; 
luego MP> AC.

fiecíprocamente. En circunferencias iguales ó en una 
misma circunferencia: 1 cuerdas iguales subtienden ar­
cos iguales {“i'. 2." la mayor cuerda subtiende el mayor 
arco

40. Teorema 6.® En circunferencias iguales, ó en una 
misma circunferencia'. \.® cuerdas iguales equidistan del 
centro: 2.® de dos cuerdas desiguales la mayor se aprom- 
ma mas al centro que la menor.

1.® Sean las circunferencias O y O' (fig. 32) iguales, 
y  las cuerdas AB y A'B' iguales 
también; vamos á demostrar que 
equidistan del centro.

Trazando las perpendicula­
res OD y O'D' á dichas cuerdas, 
y superponiendo la segunda fi­

Fig. 32.

(*) .Toda cuerda subtiende dos arcos, uno mayor y otro menor que la se- 
piicircunferencia (cuando no es diámetro), Si , como en el teorema del testo, 
se menciona solo uno de tos arcos , se entiende siempre que se habla del menor 
que la semicircunferencia.



gura sobre la prim era, de modo que O' y O coincidan, 
y que A' y A se confundan también, B' caerá sobre B por 
ser los arcos AB y A'B' iguales (39): y la cuerda A'B' se 
confundirá con AB; luego O'D' coincide con OD, pues de 
lo contrario desde O habría dos perpendiculares á la AB, 
lo que es absurdo ( 23) ; luego OD y OD' son iguales: pe­
ro estas lineas son las que miden las distancias de las cuer­
das á los centros respectivos (24, corol.); Inego dichas 
cuerdas equidistan del centro.

Si las cuerdas iguales estuviesen en una misma circun­
ferencia como AB y MN, la demostración sería análoga á la 
empleada en igual hipótesis del teorema anterior.

2.'  ̂ Sea A'B'>AB en las circunferencias O' y O igua­
les (lig. 33).

Superponiendo la figura primera sobre la segunda, 
do modo que el centro O' coin­
cida con O y el punto A' con 
A , el punto B' caerá en B'', por 
ser el arco A'B' mayor que AB 
(39, re c .): la cuerda A 'B 'os­
lará representada por su igual 
A B ''(3 9 ), y O'D' por su igual 

OD", segun da primera parte de este teorema.
Ahora (24)

O O O D " :
pero OD >  OC ,
luego con mas razón OD> OD" , 
ó , una vez que 0 D " = 0 'D ',

0 D > 0 'D '.

— 31 —

Fig. 33.

Luego la cuerda mayor A'B' dista menos del centro que 
la menor AB.

Si las cuerdas desiguales estuviesen en una misma 
circunferencia, como AB y MN, la demostración sería 
análoga á la empleada en igual hipótesis del teorema an­
terior.

Reciprocamente, En circunferencias iguaJes ó en nna



Fig. 34.

misma circunferencia: l.® cuerdas equidistantes del cen­
tro. son iguales: 2.“ de dos ó mas cuerdas, la que mas se 
aproxima al centro es la mayor.

41 . Teorema 7.“ El diámetro AB, perpendicular á 
una cuerda CD (fig. 34), divide á la cuerda y á los orcos 
CBD ?/ CAD, que esta subtiende, en dos partes iguales.

Doblando la parle ADB de la figura sobre la ACB, sir­
viendo de eje el diámetro AB, la linea XD 
tiene que caer sobre XC, por ser rectos lo.s 
ángulos AXD y AXC : y siendo D punto de 
la circunferencia tiene que caer sobre C, 
que también es punto de la misma; luego 
XD se confunde con XC, el arco BD con 
CB y el AD con AC; luego la cuerda y los 

arcos quedan divididos en dos partes iguales.
Corel. Dos diámetros perpendiculares entre sí dividen 

la circun ferencia en cuatro partes iguales, llamadas ci a-
imANTES.

Observación. La recta AB cumple con las condiciones 
siguientes :

í Pasa por el centro del circulo.
2. “ Es perpendicular á la cuerda.
3. ® Divide á la cuerda en dos parles iguales. ' '
4. “ Divide también en dos partes iguales el arco me­

nor que la cuerda subtiende.
5. ® Divide igualmente al arco mayor en dos partes 

iguales.
Dos de estas condiciones determinan la posición de una 

recta (4 , corol. 1 y 23); luego
S i una recta cumple con dos cualesquiera de las con­

diciones precedentes, cumplirá también ron las tres res­
tantes.

-  3'2 —

í \ ‘
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ARTICI LO If.

Lineas secantes y tangentes á la circunferencia.

4». Teorema 1.“ Una recta m  ¡mede tener mas que 
dos puntos comunes con la circunferencia.

Poi-qiie si tuviese tres, trazando por ellos radios se ten­
drían bajadas desde el centro á la recta tres rectas igua­
les, lo que es absurdo (23, corol.).

4 3 . Áe llama secantj: de una circunferencia una recia 
ilimitada, que tiene dos puntos comunes con ella; y  tan­
gente una recía, también ilimitada, que tiene un solo punto 
común con la circunferencia. El punto común se llama 
punto de contacto.

44. Teorema 2." Toda línea que pasa por el extremo 
exterior de un radio: \ si es perpendicular al radio será 
tangente a la circunferencia: 2.‘» si es oblicua será se­
cante.
i J ' L  perpendicular en el extremo B del radio
OB (fig. 3o), sera tangente.

En-efecto, siendo CD perpendicular á OB, OB lo será•X /̂T*i / ___ _ 1 a r \ \  ■Fig. 35. á CB (22, corol. 1.“); luego otra recta cual­
quiera Om será oblicua á CD (23}; luego se­
ra mas larga que la perpendicular OB (24)- 
luego el punto m está fuera de la circunfe­
rencia : y como lo mismo se demuestra de 
otro punto cualquiera de la CD, resulta que 
esta no tiene mas que un punto común con

v)o c - 1 es tangente (43).
2. Si la EF es oblicua á OB, será secante de la cir­

cunferencia.
Siendo EF oblicua á OB, OB lo será á EF; luego desde O

»e puede trazar otra oblicua Ortigual con OB (23, corol i “1-
liego el punto n se liaOaen la circunferencia {i 1 , rec ' i • 
negó la recta indelinida EF tiene dos puntos comunes ¿on 

la ciicunferencia, luego será secante (43).
y
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Reciprocamento. Toda linea que pasa por el extremo 

exterior de un radio: 1.® si es tangente será perpendicu- 
lar al radio: 2.“ si es secante será oblictia (12).

Corol. Por un punto de la circunferencia no se 
puede trazar mas que una tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos ó mas, habría en el 
extremo del radio dos ó mas perpendiculares á este ; lo que 
es absurdo (23).

Corol. 2.® Dos paralelas AB y CD (íig. 36) tangentes 
á una circunferencia O , tienen sus puntos 
de contacto E í/ F en los extremos de un 
mismo diámetro EF.

Porque trazando por el punto de con­
tacto E un diámetro, este será perpendicular 
á AB, según el teorema recíproco anterior; 
luego también lo será á CD (29, corol. 3."), 

luego pasará por el punto de contacto F ; pues de lo con­
trario uniendo F con O, esta linea sería perpendicular á 
FD , según el recíproco precedente, y por consiguiente 
desde el centro habría dos perpendiculares á la CD, lo que 
es imposible; luego los puntos E y F están en los extremos 
de un mismo diámetro.

Olsermcion. Del reciproco anterior, y también del 
número 24, se infiere que; la secante dista del centro 
una magnitud menor que el radio  ̂ la tangente una 
cantidad igual al radio, y la linea exterior á la cir­
cunferencia una cantidad mayor que el radio; y reci­
procamente (12).

45. Teorema 3.° Los arcos comprendidos entre para- 
lelas son iguales.

Pueden ocurrir tres casos: 1.® que las paralelas sean 
dos secantes, ó dos cuerdas Gil y LM: 2.“ que sean una 
secante ó cuerda LM y una tangente AB ; 3." que sean dos 
tangentes AB y CD.

I.*". Si se traza el diámetro EF perpendicular á GH so 
tendrá ( 41 )

n M F = G lF ;
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pero siendo EF perpendicular á G il, lo será también á 
LM (á9,corol. 3 .”); luego .n,

MF =  LF,

restando estas dos igualdades se tiene

I IM F -M F = G L F -L F , 
ó ÍIM=.GL.

2. Trazando el diámetro EF, será perpendicular á
AIl (44-, rec.), y por consiguiente a LM (2 9 , corol. 3:“)- 
luego ’

iMHE-:LGE.
3. Por E se traza un diámetro, el cual pasará también 

por F (44 , corol. 2."); luego (36)

FM IIE^FLGE.

46 . Se dice que dos circunferencias son secantes una 
de.otra cuando tienen dos puntos comunes, y tangentes 
cuando solo tienen uno.

4'J. Teorema 4 .“ S i dos circunferencias O y O' (figu­
ra 37) tienen un punto común A fuera de la línea 0 0 ',  
que uncios centros, serán secantes.

Bájese desde A una perpendicular AB sobre 0 0 ' y 
prolongúese de modo que A'B sea 
igual á AB, uniendo lo.s puntos A y A' 
con O y O', las oblicuas OA y OA' 
son iguales (23); luego si A es pun­
to de la circunferencia O, también lo 
será A' (11 , rec. \ .“) : por igual razón
las oblicuas A O 'y  O 'A 'son iguales;

luego siendo A punto de la circunferencia O', también A' lo 
sei»á; luego las circunferencias O y O' tienen dos puntos 
comunes, luego son secantes (46).

Corol. I La linea de los centros de dos circunferen­
cias semnies es perpendicular á la cuerda común.

C o r o l El punto de contacto de dos circunferencias 
tanyen(e$ eslá en la linea de los centros.

Fig. 37.
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Porque si estuviese fuera serian secantes.

4 8 . Teorema 5.® Dos circunferencias, que están en un 
mismo plano:

\ S i  son exteriores la una á la otra, la distancia de 
los centros es mayor que la suma de los radios.

2. ® S i se tocan exteriormente, la distancia de los cen­
tros es igual á la suma de los radios.

3. ® S i se cortan, la distancia de los centros es menor 
que la suma de los radios y mayor que su diferencia.

A.° S i se tocan interiormente, la distancia de los cen­
tros es igual á la diferencia de los radios.

5 .“ S i son interiores la una á la otra, la distancia de 
los centros es menor que la diferencia de los radios.

\ L a  simple inspección de la figura 38 nos da

Fig. 38. 0 0 '-  
de donde

:OA-i-A A '-h A'0';
0 0 '> 0 A ~ f-0 'A ',

ó llamando d la distancia de los 
centros, r  y r ' los radios de 
las circunferencias O y O',

2.°

d > r- ! - r '.

El punto de contacto de estas circunferencias (fi- 
p¡g. 39. gura 39) está en la linea de los

centros (47, corol. 2.") luego

0 0 '= 0 A h-A 0 ', 
d =  r-}~r'.

3 ® Los puntos de intersección A y A' (fig. 40) están fue- 
va (ie la linea de los centros ( i7 , corol. 2.”); luego los 

puntos O , A y O' no están en linea 
recta; luego (4)

Fig. 40.

y también 
de donde

0 0 '< A 0 - h A 0': 
O A < 0 0 '-^ A O '; 
0 0 > 0 A — AO',
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ó miiii(‘n(l*i la primera y última desigualdad, 

d< V H -r', d > r — r'.

4.° El punto de contacto de estas circunferencias (fi- 
Fig. 4t. gura 41) está en la línea 0 0 ' (47, co- 

rol. 2 .“); luego

o
0 0 '= 0 A — O'A,

d=^i— r'.

5.‘' La simple inspección de la figura 42 nos da 

Fig. 4-2. OO'^OA— O'A'—A'A

sumando A'A con el segundo miembro, 
^  este crecerá, y por consiguiente

0 0 '< 0 A —O'A', 
ó d < r  — r'.

llecíprocainente. Dos circunferencias que están en un 
mismo plano:

1. ® S i la distancia de los centros es mayor que la su~ 
ma de los radios, son exteriores la una á la otra.

2. ® S i la distancia de los centros es igual d la suma 
de los radios, se tocan exteriormente.

3. ® S i la distancia de los centros es menor que la su­
ma de los radios y mayor que su diferencia, se cortan.

4. ® S i la distancia de los centros es igual á la dife­
rencia de los radios, se tocan interiormente.

5. ® S i la distancia de los centros es menor que la dife­
rencia de los radios, son interiores la una á la otra (12).

AUTÍCULO III.

Medida de los ángulos.

4». Se llama akco correspondiente á un ángtdo el ar­
co interceptado entre sus lados, y trazado desde el rérli- 
cc como centro.
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Coro!. El arco correspondiente á un ángulo recto un 

cuadrante (41, corol.).
50. Teorema 1 — 1 S i dos ángulos son iguales, sus 

arcos,.correspondientes traxados con el mismo radio son 
también iguales. S i  dos ángtdos son desiguales, el 
mayor tiene mayor arco correspondiente, estando los dos 
arcos trazados' con el mismo radw.

1 Sean los ángulos B y E (fig. 43); superponiemlo cl 
primero al segundo, de manera que 
coincidan, el punto N coincidirá con 
Q y el M con P, por ser iguales por 
hipótesis los radios BN y EQ ; luego 
el arco MN se confunde con PQ (3o, 
corol. I .”), luego son iguales.

Sean los ángulos B y E (fig. 44); superpóngase el 
primero al segundo, de modo que 
coincidan los vértices y que BC cai­
ga sobre EF, y cl otro lado BA caerá 
en la parte interior del ángulo DEF, 
en ElVP p. e., por ser este ángulo ma­
yor que el en B por hipótesis: el punto 

N caerá sobro Q por la igualdad de los radios BN y EQ; y 
m i  se ajustará con QP (35, obs. 1.'’). Ahora los arcos MN 
V M̂ Q son iguales por la primera parte del teorema; pe­
ro PQ es evidentemente mayor que -\PQ: luego también

Fig. 4i.

sera
PQ>MN.

Becíprocanieiile t.'" S i dos arcos trazados cem el 
mismo radio son iguales, sus ángulos correspóndientes 
también lo serán. 2.° S i dos arcos trazados con el mis­
mo radio son desiguales , el mayor corresponde á mayoi 
ángulo.

Corol. S i el arco AB (fig. 43), correspondiente a un 
ángulo AOB es un cuadrante, el ángulo será recto. - • 

Porque completando la circunferencia y prolongando 
30  hasta C , CAB será una semicircunferencia (36); pero
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AB os un cuadranle por hipótesis, luego 
AC será otro cuadrante; luego los ángulos 
AOB y AOC son iguales, según el teorema 
anterior. Por otra parte AOB y AOC valen 

® í  juntos dos rectos (19), luego cada uno de 
.....ellos valdrá un recto; luego AOB es un án­

gulo recto.
5 i ,  Teoremas," J)os'ángulos cualesquiera son pro­

porcionales á sus arcos correspondientes trazados con 
igual radio.

Se distinguen dos casos: 1 que los arcos sean con­
mensurables: 2." que sean inconmensurables (5).

1." Sean MN y PQ conmensurables (fig. 46) y =  
Pyj la unidad de medida común. Su­
pongamos que esta se puede colocar 
en MN tres veces y cinco en PQ, se 
tendrá

— 39 —

Fig. 4G.

A /•
» k l . P / /

.
li-'--

b C E

n.

CTF M N :PQ ::3:5 .

Trazando por los puntos de division de estos arcos y 
por los vértices lineas rectas, los ángulos ABC y BIÍF qu(>- 
darán divididos el primero en cinco ángulos y el segundo 
en 1res, lodos iguales entre si (50, rec.) ; luego

A B C:D EF::3:5;

esta proporción y la anterior tienen común la razón 3 : 5; 
luego
(Alg. 128). ABC:I)EF::MN:PQ,

ABC MN
^  d e f “ p q '

Sean MN y PQ (fig. 47) inconmensurables; suponga­
mos que el arco MN se divide en par­
tes igualesenlresi, tan pequenascomo 

P /  se quiera (lo que es posible, puesto 
/  \* r ,-  *<iue se puede suponer dividido MN en 

“Í t  dos parles iguales, cada una de estas

2.'

m">

Fig. 47.

ííi

N C E
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en otras dos y así sucesivamente), y que una de oslas par­
tes sea Mm: coloqúese esta medida sobre PQ todas ias ve­
ces que se pueda, y quedará un resto Qq, una vez que MN 
y PQ son inconmensurables: trácese luego la recta E«/.

Siendo los arcos MN y Vq conmensurables, se tendrá, 
según la primera parte del teorema,

ABC:DEy;:MN:P?,
ABC MNDEí “  Vq '

Comparando estos ([uebrados con los siguientes

ABC
DEF y PQ

so observará que los segundos (que están en columna) tie­
nen el numerador MN común, y que el denominador P7 
se puede aproximar á PQ todo lo que se quiera; porque 
qQ es menor que Mw, y esta parte puede ser mas peque­

ña que una cantidad cualquiera dada; luego ^  es el limi- 

le de —  { ) : por igual razón — , es el limite de — :

pero las cantidades variables son iguales, luego loslímiíes 
también lo serán [(*) corol.]; luego 

ABC MN 
DEF ~  PQ ’

ó ABC:I)EF::xMN:PQ.

{•) Se llama cantidad variable la que admite un número ilimitado de valo­
res distintos, y con$lanle la que no admite mas de uno.

lim ite  de una cantidad variable es otra constante, á la que la primera pue­
de aproximarse cuanto se quiera; pero sin que jamás le sea igual. El limite es 
tv^erior cuando creciendo la variable se aproxima á é l, é inferior en el caso 
contrario.

Corol. Si dos cantidades variables x y x. 'permaneciendo iguales entre s í , 
se aproximan á sus limites respectivos A y B , estos serán iguales.

En efecto se puede suponer á a; un valor que se aproxime á A todo lo que 
se quiera; luego también so puede suponer á a el mismo valor, puesto que x  y 
2 permanecen siempre iguales: luego A es también limite de z;  luego A y B 
son limites de z (la primera de estas cantidades por lo que se acaba de demos­
trar y la segunda por hipótesis): y como una misma variable z no puede aproxi­
marse al mismo tiempo á dos límites diferentes , A-cs igual ú B.
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Observación. La unidad de medida de ios ángulos es 

un ángulo, y la de los arcos otro arco; porque la unidad 
de medida lia de ser siempre de la misma naturaleza que 
la cantidad que se mide: s i, pues, tomamos por unidad de 
medida del ángulo ABC el DEQ, y por unidad de medida 
de los arcos el PQ , correspondiente á la unidad de medida

angular, la igualdad anterior ABC MN nos dice que
DBF PQ

La relación de un ángulo con su unidad de medida es 
la misma que la de su arco correspondiente con su %midad 
de medida también.

En las mismas hipótesis anteriores la igualdad prece- 

dente se convierte en - ^  =  — ,

ü ABC==:MN;
luego en igual sentido se puede decir {(ue

La medida (6) de un ángulo es su arco correspondiente.
El ángulo tomado comunmente por unidad de me­

dida es el ángulo recto, y como su arco correspondiente 
(49, corol.) es un cuadrante, el cuadrante será también 
la unidad de medida de los arcos. A fin de facilitar la de­
terminación de las relaciones de los arcos con el cuadran­
te, se divide este en 90 grados, de manera que la circun­
ferencia tiene 360 de estos: cada grado se divide en 60 
minutos, cada minuto en 60 segundos, etc.

Los grados, minutos, segundos, etc. se indican así 
para mayor concisión,

42 grados 12 minutos 37 segundos =  42° 12' 37".

Siendo la medida de un ángulo su arco correspondien­
te (übs. ant.) la misma denominación de los arcos se aplica 
á los ángulos; así se dice que un ángulo tiene, p. e ., 13“ 
48' 14", cuando su arco correspondiente es de 13° 48' 
14"; según lo cual el ángulo recto tiene 90% el agudo me­
nos de 90" y el obtuso mas de 90°.

Modernamente se ha dividido la circunferencia también 
en cuatro cuadrantes, pero cada cuadrante en 100 grados,
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cada grado eii 100 minutos, cada minuto en 100 segun-
dos, etc. Para distinguir los grados, minutos y segun­
dos , etc. de una y otra división, llamaremos sexagesimales 
á los de la división antigua, y centesimales á los de la mo­
derna {* ). Cuando no se haga diferencia, entenderemos que 
se habla de la división antigua, que es todavía la mas usa­
da , por las escasas ventajas y muchos inconvenientes que 
presenta esta variación.

5». Aunque la medida de un ángulo es su arco corres­
pondiente, conviene sin embargo muchas veces referir la 
medida de ciertos ángulos á arcos no trazados desde el vér­
tice como centro, y de esto vamos á ocuparnos al presente.

El ángulo cuyo vértice está en la circunferencia se 
llama in sc r ip t o  si está formado por dos cuerdas, y s e jii-  
iNSCRiPTO si por una tangente y una cuerda.

El ángulo cuyo vértice está dentro de la circunferen­
cia se llama in t e r io r  ; y es c en tr a l  cuando su vértice está 
en el centro, y E\cmmico en otro caso.

El ángulo cuyo vértice está fuera de una circunferen­
cia , y cuyos lados tocan ó cortan á esta, se llama e x t e r io r .

54. Teorema 3.° El ángulo inscripto tiene por medi­
da la mitad del arco comprendidopor_ sus lados.

Se:distinguen tres casos: \ .° que el centro de la cir­
cunferencia esté en uno de ios lados: 2.“ que esté com­
prendido entre ellos: 3 .“ que esté fuera del ángulo.

Sea el ángulo ABC, cuyo lado BC pasa por el centro O.
Trazando el diámetro DE paralelo á AB, el 
ángulo DOC es igual á ABC por correspon­
dientes : pero este tiene por medida el arco 
DG ; luego ABC también tendrá por medi­
da el mismo arco DC.

Ahora el arco DC es igual á BE, por

(*) Los franceses llaman clegrés á los de la primera division , y grades á los 
(le la secunda.

Es inúlil adverlir que por medio de una simple proporción se rcdiioen los 
grados. minutos, etc. de la division antigua á grados, minutos, ele. de la mo­
derna ; puesto que estas divisiones están en la razón 00 .100 6 0 :10 .



. l’ig. 40.

— 43 —
arcos'<iorrespoiuUtìntes ,-y  trazados (ion el mismo radio, 
de los ángulos iguales (2l) DOC y BOE: liE es también 
igual á AD (45); luego DC es igual á AD, luego DC es la 
mitad de AC. luego el ángulo ABC tiene por medida la 
mitad del arco AC comprendido entre sus lados.

2. “ ‘ Si el ángulo fuese ABC (fig. 49), (¡ue comprende 
el centro 0 entre sus lados, trazando el diá­
metro BD se tiene que el ángulo ABC se 
compone de ABD y DBG; pero la medida 
de ABD es la mitad de AD, y la de DBG la 
mitad de DC, segnn la primera parte del 
teorema; luego ABC tendrá por medida la 
mitad de AD mas la mitad de DC, ó sea la

ínitad de AC.
3. ” Si el ángulo fuera ABC {íig. bO), cuyos lados
Pig AB y BC están á la izquierda del centro

O, trazando el diámetro BD ;se tendría que 
ABC seria igual á ABD menos CBD ; pero ABD 
tiene por medida la mitad del arco ACD, y 
CBD la mitad de CD, según la primera par­
te del teorema; luego la medida de ABC 
será

Í a c d - ^ | c d = | ( a c d - c d ) = | - a c .

Corol. 1." f̂ os ángulos inscriptos, cuyos lados com­
prenden un mismo arco ó arcos iguales, son iguales.

Corol. 2.° Los ángulos inscriptos, cuyos lados pasan 
por los extremos de un diàmetro ó comprenden una semi­
circunferencia, son rectos (bO, corol.), los que compren­
den un arco mayor obtusos , y los que menor agudos.

55. Teorema 4.° El ángulo semi-inscripto tiene por 
medida la mitad del arco comprendido por sus lados.

También distinguiremos tres casos: 1 .“ que el cen­
tro de la circunferencia esté en la cuerda: 2.° (pie esté 
comprendido enh-e los dos lados: 3." que esté fuera de 
ellos.
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I.* Sea el ángulo ABC (fig. 51), cuyo lado BC pasa 
Fig. 51. por el centro O , este ángulo será recto 

(44, rec .); luego tendrá por medida un 
cuadrante (49 , corol. y 51, obs.), ó sea 
la mitad de la semicircunferencia BEC com­
prendida por sus lados.

2.° Si el ángulo es ABC (fig. 52), cu­
yos lados comprenden el centro O , trazando el diámetro 

BD se tendrá que ABC es igual á ABD mas 
DBC: pero la medida de ABD es la mitad 
de BED, según el primer caso del teorema, 
la de DBC es la mitad de DC (54); luego 
la de ABC será

| b e ij-h |= d c = | b ed c .

3.” Si el ápgulo fuese ABC (fig. 53), cuyos lados es- 
Fig. 53. tan á la izquierda del centro O, trazando 

el diámetro BD se tendrá que ABC es igual 
á ABD menos CBD: pero la medida de ABD 
es la mitad de BCD, según el primer caso, 
y la de CBD la mitad de CD; luego la medi­
da de ABC será

- |C I ) = | ( B C D - C D ) = | - B C .

5«. Teorema 5.“ Bl ángulo ABC (fig. 54), interior ex­
céntrico, tiene por medida la semisuma de los arcos AG y 
ED comprendidos entre sus lados y las prolongaciones de 
estos.

Trazando la recta DF, paralela á EC , se tiene que los 
ángulos ABC y ADF son iguales por corres­
pondientes ; pero ADF tiene por medida la 
mitad del arco ACF (54); luego ABC ten­
drá la misma medida.

Ahora el arco ACF es igual á AC mas 
CF ó á AC mas ED, puesto que CF y
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luego la medida de ABC será 

I ( A C h-ED ).

Sí". Teorema 6." El ángulo exterior tiene por medida 
la mitad del arco có)icavo comprendido entre sus lados, 
menos la mitad del arco convexo comprendido entre los 
mismos (,*).

Conviene también distinguir tres casos: \ .* que el án­
gulo esté formado por dos secantes: S.“ por una secante y 
una tangente: 3.° por dos tangentes.

\ S e a  el ángulo ABC (íig. 55), formado por dos se­
cantes AB y BC: trazando la cuerda EF pa­
ralela á AB, se tendrá que el ángulo ABC 

;b es igual al FEG por correspondientes: pero 
este tiene por medida la mitad del arco FC, 
luego ABC tendrá la misma medida. Por otra 
parle, el arco AF es igual al DE ( 45) y por 
consiguiente FC =  AC — AF =  AC — DE. 
Luego la medida de ABC es, por ultimo,

| ( a c - d e ) = 1 a c - 4 - d e .

Fig. 55.

2 /  Si el ángulo es ABC (fig. 56 ), formado por la se- 
Fig. 56. y  lí* tangente BC, trazando por

el punto de contacto E la recta EF, paralela 
á AB, se tendrá que el ángulo ABC es igual 
al FEC por correspondientes; mas FEC tie­
ne por medida la mitad del arco FE (55), 
luego ABC tendrá la misma medida.

El arco FE es igual á AFE menos AF, ó

(*) Una curva cualquiera se llama cdncaua respecto de un punto cuando 
sus punios intermedios son los que mas se alejan de dicho punto, y contexa 
cuando sucede lo contrario. El arco AC (fig. 55) es cóncavo respecto al punto H, 
y el DE convexo respecto al mismo punto.
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á AFE menos DE, puesto que AF y DE soiv iguales (-4o); 
luego la medida de ABC es, por último,

A F E -D E : | áF E - ^ D E .

3 . ” Siendo el ángulo ABC (üg. 57), cuyos lados son^ É ^ -rv/*T - _ /l/\
Fig. 57.

f V.1- ---- - \--C3 J- .
las tangentes AB y BC, se traza por uno de 
los puntos de contacto E la recta EF, paralela 
á AB, y se tendrá que el ángulo ABC es 
igual á FEC, por correspondientes: pero 
FEC tiene por medida la mitad del arco FE, 
luego ABC tendrá la misma medida.

El arco FE es igual á DFE menos DF ó 
á DFE menos DE , una vez queDF y DE son iguale.s (4b); 
luego la medida ABC será por fin

| ( D F É - D E ) - | l ) F E -4-DE.2
.ofuio. q .
Observación. Del corolario 2/ número o4, y de los 

teoremas de los números 56 y 57, se infiere que
Cuando los lados de un ángulo pasan por los exiremos

de un diámetro:
4 S i  el ángulo. Heno su vértice en he circunfercnáia, 

es recto: 9..° si le tiene dentro es obtuso: 3. y si le tiene
fuera, agudo. ,

Reciprocamente.^ Cuando los lados de un ángulo pasan
por. los extremos de un diámetro:

4 .“ 'S i el ángulo es recto, tiene su vértice en la cir­
cunferencia: 2 .“ si es obtuso, le tiene dentro: 3.’ y si es
ar/tido, ie tiene fuera . • ?

Corol. La circunferencia es el luyar geométrico de 
los vértices de ¡os ángulos rectos, cuyos lados pasan por 
los. extremos de un diámetro.

. ' . c.i-íiiq üii; '•
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Fíg. 58.

PROBLEMAS GRÁFICOS 

rela tivos á  los dos capítulos precedentes (*).

5 8 .  ProUcmal.'^ Dividir una recta AB en dos partes iguales 
por medio de una perpendicular.

Se hace centro en el extremo A (fig. 58), y con un radio 
mayor que la mitad de AB, se trazan dos ar­
cos, mn pq-. se hace centro en B y con el 
mismo radio se trazan dos arcos, que corta­
rán á los anteriores ( 48, rec. 3.“) en los pun­
tos C y D ; se unen estos puntos por una 
rec ta , la cual dividirá á la AB en dos partes 
iguales AO y OB.

Porque la recta CD tiene los puntos C y D equidistantes 
de los puntos A y B de la recta AB, por radios de círculos 
iguales, luego le será perpendicular en,su punto medio 
(26 , corol. 2.°); luego

A O ^O B .
Ohsermcion. Cada una de las partes AO y OB puede 

dividirse del mismo modo en otras dos, cada una de estas 
en otras dos, y así sucesivamente; de manera que una rec­
ta puede dividirse por este medio en un número de partes 
¡guales espresado por 2 , 4 , 8 , . . . . ,  y en general por una 
potencia cualquiera entera de 2.

5 » .  ProUemat.’̂  Por un punto dado trazar una perpendicular 
á una recta (**)•

Distinguiremos tres casos; 1 .“ que el punto esté fuera 
de la recta: 2 /  que se halle en esta: 3 .“ que esté en uno 
de sus extremos, sin que pueda prolongarse mas allá de 
dicho extremo.

( > Se llaman problemas grá^cot los que se resuelven con la regla y el 
compás, á diferencia de los numéricos que so resuelven por el cálculo.

(■•j Este problema se resuelve facilisimqmenle por medio de la escuadra, 
como se comprende con solo tenerla á la vista.



Fig. 60. 

O

— 48 —
1. " Sea el punto A y la veda BC (íig. 59). 
llágase centro en A /y  con un ratlio mayor que la dis­

tancia de A á BC trácese un arco, que cor­
tará á la BC en dos puntos D y E (44 , obs.): 
hágase centro en estos puntos y con el mis­
mo radio, ú otro mayor que la mitad de El), 
descríbanse otros dos arcos, que se cortarán 
en F (48, rec. 3.“), aun en la primera hipó­

tesis, una vez queT)E< AD -h AE, de donde DE <DF -t~FE: 
i\nase el punto F con A, y la recta AF será la perpendicu­
lar pedida.

Porque tiene los puntos A y F equidistantes de D y E; 
luego le es perpendicular (26 , corol. 2.°).

2. “ Si el punto fuese O, y  AB (íig. 60) la recta á que 
se ha de trazar la perpendicular, tomaria- 
mos á la derecha é izquierda de O las dis­
tancias iguales OD y OC: haciendo centro 
en C, y con un radio mayor que la mitad de 
CD, describiriamos un arco por la parte su­
perior ó inferior de la recta dada: haciendo 
centro en D, y con el mismo radio, traza­

ríamos otro arco que cortase á uno de los dos anteriores 
(48, rec. 3 .“) en el punto E ó F ; y uniendo uno de estos 
puntos con O , se tendrá la perpendicular pedida.

Porque tiene los puntos E y O , ó F y O equidistantes 
de C y D ; luego es perpendicular á la CD (26, corol. 2.") 
ó á la AB.

3. ° Sea el punto B , extremo de la AB (fig. 61), que no 
puede prolongarse en este sentido.

Se elige un punto O fuera de la recta AB, tal que la 
circunferencia descrita desde é l , con un 
radio OB, corte á la recta dada en un pun­
to cualquiera C (para lo que basta que el 
ángulo OBA sea agudo): se traza el diá­
metro CD: se une el punto D con B , y la 
recta DB será la perpendicular pedida.

Ponpie el ángulo ABD es recto ( 54 , cor. 2.“') .

Fig. 61.
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e o .  Problema :i.' En un punto C de una rocía \B  (fig. «2) for­
mar un ángulo igual á olro dado EFG {* ).

Haciendo centro on el vértice F del ángulo dado, con 
Fig. 62. un radio cualquiera se traza el arco

MN: haciendo centro en C, y con el 
mismo radio, se traza elarco indefini-

_______ ______ _ do PQ : se toma la cuerda MN y se
F « G A G  ftB aplica sobre PQ , que principiando en 
Q llegará á 0 ,  p. e.: por C y 0  se (raza la recta DC, y el 
ángulo DCB será el pedido.

Porque siendo las cuerdas MN y OQ iguales, los arcos 
MN y OQ lo serán también (39, ree. 1."); luego los án­
gulos DGli y EFG son iguales (50, ree. 1.“).

« 1 . Problema i.® Dividir un arco en dos partes iguales.
Distinguiremos dos casos; 1 que sea conocido el cen­

tro del arco: 2." que no lo sea.
1.” Si el arco es AB (fig. G3 cuyo centro está en O, 

se traza la cuerda AB y desde O se 
le baja una perpendicular (59 , I.") 
OC, y esta dividirá el arco en dos 
partes AD y BD iguales (41).

2.” Si el arco AB no tuviese el 
centro O determinado, se trazaría también su cuerda AB, 
y esta se dividiría en dos partes ¡guales por la perpendi­
cular EC (5 8 ), la cual dividiría del mismo modo el arco 
dado en dos partes AD y BD ¡guales (4 1 , obs.).

Corol. Para dividir un ángulo ABC. (fig. 64) en dos 
fír. ci. iguales, ó sea para trazar su bisec­

triz, se describe su arco correspondienteMN,
^  y se divide en dos partes iguales (61, i.")

por medio de la recta BD, la cual será la 
j. bisectriz de dicho ángulo.

Porque si los arcos MO y ON son igua-

r i r r lL  por me.üo del « m í-firntío u de la falsa esnuadra. como se comprende sin mas explicación míe
leniT a la visla estos inslrumenlos. ‘-»¡•iicacion que

í
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le s , los ángulos ABl) v DBG lo serán lanibien '(‘SO,
roe. i .“)- '

Observación. Cada uno de los táreos Mü y ON, ó cada 
ángulo ABD y DBG, puede dividirse del mismo modo en 
otras dos partes iguales, cada una de estas en otras dos y 
asi sucosivamente; de manera que un arco y un ángulo 
pueden dividirse por este medio en un número de partes 
iguales^ expresado por 2 , 4 , 8 , . . . . ,  y en general por una 
potencia cualquiera entera de 2 (*).

S 9 . Problema 5.” Por un punto A fuera de una recta BC (figu­
ra 63) trazarle una paralela.

Se hace centro en A , y con un radio mayor que la dis­
tancia de A á dicha recta, se traza un 
arcoMN, que cortará á la recía BG 
{44, obs.) en un punto cualquiera j\T: 
se hace centro en M y con el mismo 

I  radio se describe el arco AD: se toma 
sobre MN una parte ME igual con AD, 

y por los puntos A y E se traza una recta, que será la pa­
ralela pedida.

Porque los ángulos en I yeii2son iguales (50, rec. I."); 
pero estos son alternos, luego BC y AE son paralelos-(31,

®3. Problema 6.® Por un punto A fuera de una recta B,C (figu­
ra 66) trazar otra recta AF, que forme con la primera un ángulo ABC 
igual á otro ángulo dado M.

ÌI V

Fig. 65.

M

(*) Es famoso en Geometría el problema de la Irísecfíon del ángulo ó del 
arco, por no haberse hallado hasta ahora üna construcción gráfica que le re­
suelva con facilidad y exactitud. Lacroix le rçsue.lvc púr. intersecciones de ra­
mas de parábolas. (V. Traité dv Trigonométrie, pág. 260.) ,

(*') Este problema puede resolverse también trazando por A una recta que 
ebrte á la ilC, y formando los ángulos allcruos ó' correspondientes iguales, ó 
los externos de un mismo lado suplementarios; é igualmente bajando desde A 
una perpendicular á nC . y trazando por A otra perpendicular á esta última 
(31 y 28) ; pero el medio mas exacto en la práctica es el que bemos empleado.

Con la escuadra so resuelve también fácilmente; y por medio de ésta y la*^ 
regla, siempre que sobro el papel deban trazarse mtiidias rectas paralelas en­
tre sí.
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En un punto cualquiera J) da la liC se forma el ángulo 

EDC igual al dado M (60) : por A so 
traza la recia AF paralela á ED (62), 
y e l  ángulo AEG será el podido.

Porque el ángulo EDG es igual al 
. en M por construcción; pero el EDG 

I , ■ es igual al AEG (31, rec. I."); luego
lo.s ángulos AlG y M serán también iguales.

64 . Problema 7." Describir una circunferencia que pase por Ires 
puntos A, B, C (fig. 67), q„e no están en Jínea rc c ¿ .

Enanse los puntos dados por medio de dos rectas Alí y 
BG: divídanse estas en dos partes iguales 
por medio de perpendiculares (58): y ha- 
ciendo centro en el punto O donde se en - 
cuontran, y con un radio igual á OB, se 

i \  t i  traza una circunferencia, la cual pasará 
también por los otros dos puntos A y G (38), 
y será la pedida.

Coro!. Para determinar el centro de una circunferen- 
(ua o de un arco cualquiera, se toman tres puntos: se unen 
por medio de cuerdas: se dividen estas en dos partes iguales 
por perpendiculares, y donde estas se corten será el cen­
tro buscado. Las dos cuerdas pueden ti*azarse tomando 
cuatro puntos de la circunferencia ó del arco. En este caso 
las dos cuerdas no tienen un punto común.

ci
Distinguiremos dos casos: 1.° que el punto dado esté 

situado en la circunferencia: 2 .” fuera de ella; porque sí 
estuviese dentro, el problema seria eviden­
temente imposible.

1 /  Sea el punto A (íig. 68) situado en 
la circunferencia O.

Unase el j)unto O con A : (rácese la pei- 
peiidicular BC al extremo A del i-adio t)A, 
y BG será la tangente pedida (í l , |

Fig. es.
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2.° Sea el punto A (fig. GO) situado fuera de la circun­

ferencia O.
Unase el punto O con A, y sobre esta recta como diá­

metro, descríbase la circunferencia O', 
la cual cortará á la O en dos puntos [48, 
rec. 3.°) B y C : por A y por los puntos 
B y C se trazan las dos rectas indefini­
das AB y AC, cada una de las cuales 
será la tangente pedida.

Porque trazando los radios OB y OC, 
los ángulos ABO y ACO son rectos (54, corol. 2 .“); luego 
AB y AG son tangentes de la circunferencia O (44, 4 .“).

Corol. Las partes AB y AC de las tangentes, compren­
didas entre el punto k y  el de contado, son iguales: la 
recta OA que pasa por el centro y por el punto dado, di­
vide al ángulo'BkO, formado por las tangentes, y al arco 
convexo BEC, comprendido entre las mismas, en dos par­
tes iguales.

En efecto, doblando la figura por la recta AD, la se­
micircunferencia ABO coincide con la ACO, y la EBD con 
la ECD (36); y come el punto B es común á las dos semi­
circunferencias superiores, tendrá que coincidir con el C 
donde se cortan las inferiores; luego AB coincide con AC, 
el ángulo BAO con el OAC y el arco BE con el EC. Euego

AB=.AC, BA O-OA C y B E=EC .

lleciprocamente. S i una reda  DA 
tes iguales el ángulo BAC, formado por 
circunferencia, pasará por el centro 
lo contrario, trazando por O y A una r 
sectrices de un mismo ángulo BAC. lo 

Observación. El hgar geométrico 
circunferencias tangentes á los lados 
bisectriz de este.

« C . Problema 9.’’ Describir una circunferencia O, tangente á tres 
rectas AB, BC y CD (fig. 70), que forman entre sí ángulos cuales­
quiera.

divide en. dos.par­
las tangentes à una 
O de esta ; pues de 
ceta habría dos bi- 
({ue es absurdo, 
de los centros de las 
de un ángulo es la
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Ti'áceiise las biseclricies de los ángulos, las que se cor-

Fig. 70.
laránen un puntoO; porquesiendo 
cada uno de los ángulos B y C me­
nor que dos rectos (19, corol. 2 .”), 
la suma de sus mitades OBC y 

' OCB vale menos también que dos 
j rectos, y por lo tanto OB y OC no 

son paralelas (3 1 ,2 .’): hágase cen­
tro en O , y con un radio OE igual 
á las distancias de O á una de las 
rectas Cl), se describe la circun­
ferencia pedida.

Por(|ue BO es el lugar geométrico de los centros de las 
circunferencias tangentes á AB y BC (63, obs.): por igual 
razón CO es el lugar geométrico de los centros de las c ir- 
cuníerencias tangentes á BC y CD; luego el punto O, don­
de se cortan, será el centro de la circunferencia que se 
quiere trazar, y la distancia á una de las rectas dadas cl 
radio de dicha circunferencia.

Oóservaciot/. Suponiendo prolongadas indefinidamen­
te las rectas AB, BC y CD, se podrían trazar otras tres 
circunferencias, tangentes á las mismas rectas, cuyos cen­
tros serian O', O" y O'".

Problema 10.« Trazar una circunferencia tangente á otra 
en un punto, y f|ue pase por otro punto dado, interior ó exterior 
ú ella.

Distinguiremos dos casos; 1.“ que el punto dado (que 
no se halla en la circunferencia) sea exterior; 2 .“ que sea 
interior.

1.“ Sea O (íig. 71) la circunferencia dada, A el punto 
de contacto y B el exterior por don­
de ha de pasar la circunferencia que 
va á describirse.

Trácese la recta AB y el radio 
OA, prolongándole indefinidamente 
en este sentido: divídase la AB en 
dos partes iguales por una perpen-

Fig. 7 t.
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dicular, la que encontrará á la OA prolongada sulicíonle- 
mente», si e l ángulo BAO es oblicuo (29): desde el punto 
O';,- donde se cortan, con el radio O'A se describe una cir­
cunferencia, que será la pedida.- , 0\ .

Porque pasando por A pasará también por B (26, 1. y 
será tangente á la circunferencia O (48, rec. 2 .‘).

2 .“ Si el punto B (íig. 72) es interior, se ejecuta una 
construcción análoga á la precedente como se ve en la li-
gura. - .

Obsermciofí. Si el ángulo BiVÜ (figs. 71 o /2) lítese
j-ecto, el problema seria imposible.

rig. 72.

'ü j.
t. . , >n

■■■■

• -¡uq
■ci¡; I f i l l ' / l í ' »  i>

í.Üiu'i {') / i:t' ; ‘-¡
vil
iM q ‘ \ '<v. \ ''!!) ■ ii .

■i;i! >■■!'



•-JniiJ iHit :r"r;
-T ' .  . .HI i-^l> , If'l.VlJ'i ' i n i j  .i : ' • i  iC; filli- M I  »;| '»Il ^sOlHUlillK} i; : i- < ¡ ;'fM¡ O ¡"Ol-'M! '<!'CAPITULO 111.

De los polígonos.
:){} !>'i

AUriGULO 1‘RIMERO.

Definiciones preliminares.

• Se llama po l íg o n o  la pon-iou de superficie plana 
c&mpremlida por rectas, Eslas rectas, los ángulos que for­
man y sus vértices, reciben los nombres de lados ̂  ángxdos 
^ del poligono.; . , . '/
- : Llámase p e r ím e t r o  del polígono la suma ó conjunto de 
sus lados.

D ia g o n a l  es la linea que une dos vértices no contiguos 
á un mismo lado, como AE (íig. 73).

Un poligono se llama c o n v ex o  cuando no puede ser cor­
tado por una recia mas que en dos 
punios; y cóncavo  en el caso con­
trario. ABCDEF es un poligono 
convexo, y GIILMN cóncavo. .
I.. Cuando en lo sucesivo se nom­
bre un polígono en general, se 

entenderá que se habla del convexo, que es el único de 
cuyas propiedades se ocupa la Geometría elemental.

Se .llama poligono e q u il á t e r o  el que tiene todos sus 
lados iguales enírp si, y eq u iá n g u lo  el que tiene sus^án- 
gulos iguales. • • • 'v .',''

Llámase polígono r e g u l a r  el que. es equilátero .p equi­
ángulo, é ir r e g u l a r  el que no reúne eslas dos circuus-■ • . . uUK-: i' ‘lanaas.
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e». Un polígono tiene evidentemente tantos lados t-o- 

mo ángulos y como vértices; por razón, pues, del número 
de lados ó ángulos (*) se clasifican los polígonos de la ma­
nera siguiente:

El polígono que tiene 3 lados se llama Triángulo.
4 ....................Cuadrilátero.
5 .......................Pentágono.
5....................... Exágono.
7 ....................... Eptágono.
^ .......................Octógono.
9....................... Enneágono.

}p.......................Decágono.
I I ....................... Endecágono.
4 2....................... Dodecágono.
15........................... Pentedecágono.

Eos polígonos de diferente número de lados de tos pre­
cedentes no tienen nombres especiales, y se les llama po­
lígonos de 13, 20, 100, etc. lados.

AUTÍGULO II.

De los triángulos.

70 De la deíinicion de la línea recta (4) se infiere 
que (lig. 74) AC<.Vb-HKC, y tam­
bién que íV C ^ B O A lí, de donde 
A O A B —BC; luego

Un lado cualquiera de un trián­
gulo es menor que la suma de los otros 
dos y mayor que su diferencia.

7 1 . Teorema \ .° La suma de los ángulos de un Íí*í«»- 
gulo es igual á dos ángulos rectos.

Fig. 74,

{*) El cuadrilátero es el único polígono que toma el nombre dcl númeio de 
sus lados, los demás le loman del de sus ángulos.
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Sea el Iriáiigiüo ABC. Trazando por C una paralela á 
AB , se tendrá (31, rec. I .“):

BAC-t-ACE =  2R ,
ó BAC-k ACBh-B G E = 2 R  :
pero (31 , rec. 1.“) BCE =  CBA; 
luego BAC-h ACB-í-CBA =  211.

Corol. 1 U n  á n g u l o  d e  u n  t r i á n g u l o  es  s u p l e m e n t o  d e  
l a  s u m a  d e  lo s  o t r o s  d o s  ; y por consiguiente, s i  d o s  t r i á n -  
(p i lo s  t i e n e n  d o s  á n g i d o s  r e s p e c t i v a m e n t e  i g u a l e s , t a m ­
b ié n  t e n d r á n  i g u a l  e l  t e r c e r  á n g u l o  (18, corol.).

Corol. 2.“ E l  á n g u l o  BCü , f o r m a d o  p o r  u n  l a d o  BC d e  
u n  t r i á n g u l o  y  l a  p r o l o n g a c i ó n  CD d e  o t r o  l a d o ,  l l a m a d o  
á n g u l o  externo, e s  i g u a l  á  l a  s u m a  d e  lo s  d o s  i n t e r n o s  

A y B uo a d y a c e n t e s .
"Porque la suma de A y B tiene por suplemento el án­

gulo ACB (corol. ant.); pero BOI) tiene también por su­
plemento á ACB (19) ; luego (18, corol.)

B C D = A -h B.

Corol. 3 .“ S i  u n  t r i á n g u d o  t i e n e  u n  á n g u l o  r e d o  ú  ob­

t u s o ,  lo s  d e m á s  se rc in  a g u d o s .
L l c i m a s e  t r i á n g u l o  rectÁngceo e l  q u e  t i e n e  u n  á n g u l o  

r e c t o , OBTüSÁNGULO e l  q u e  t i e n e  u n  á n g u l o  o b t u s o  y  acutan­
golo el q u e  t i e n e  s u s  t r e s  á n g u l o s  a g u d o s .

En el triángulo rectángulo se  /Iuììì« hipotenusa eí l a d o  
o p u e s t o  a l  á n g u l o  r e c t o ,  ^ c a t e t o s l a d o s  q u e  f o r m a n  

d i c h o  á n g u l o  r e c t o .
Corol. 4.° l o s  d o s  á n g u l o s  a g u d o s  en  e l  t r i á n g u l o  

r e c t á n g u l o  s o n  c o m p l e m e n t a r i o s  ; y  r e c i p r o c a m e n t e , s i  d o s  
á n g u l o s  d e  u n  t r i á n g i d o  s o n  c o m p l e m e n t a r i o s , e l t r i á n ^  

g u i o  s e r á  r e c t á n g u l o .
Corol. 3 .“ S i  d e s d e  u n  p u n t o  d e  u n a  o b l i c u a  s e  b a j a  

u n a  p e r p e n d i c u l a r  s o b r e  l a  r e c t a  á  q u e  lo  e s , l a  p e r p e n d i ­

c u l a r  c a e r á  d e n t r o  d e l  á n g u l o  a g u d o .
Porque si cayese dentro del ángulo obtuso, resulta-
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ría^un Iriánguio.con un ángulo obtuso y otro féclo, lo que 
es imposible {corol. 3."). N ' <?/.

'J8. Teorema 'i." Vos triáiujulos son iguales: 1 si lie- 
nen sus ¿res ladosrespeúliimmente igiiales: 2 .“ si tienendos 
lados respecUmménte ignaUs é igual el ángulo compren­
dido: 3 /  si tienen Mil iodo igual contiguo á-dos ángulos 
respectivamente iguales. ' . 'I

1. " Sean los triángulos AliC y A'B'C/ (üg. 7o) en que
suponemos t  A C .^ A'C': Superpón­

gase el triángulo A'B'C' al 
ABC , (le modo que A'C' coin-f 
cidacon'su igual AC, y que 
el vórtice B' -caiga á diferente 
lado de la AC que el vértice 
B i én B^ p. e. -. únanse los

puntos B y B". - ■ í' •' I
1.a recta AC tiene el punto A éí[uuUstante..de B y'B", 

por ser. las rectas AB y AB" iguales por hipótesis: por. 
igual razón C equidista también de B y B''; luOgo la AC és 
perpendicular á la BB", y la divide en dos parles iguales 
O B^O IV ' (26, corol. 2.°).Doblando, pues, esta figura por 
AC, la parte inferior sobre la superior, OB" caerá sobre 
OB (23), y el punto B" coincidirá con B; luego los tres 
vértices délos triángulos ABC y AB"C coinciden; luego 
también los lados y ángulos, luego son iguales: pero este 
representa al triángulo A'B'C-; luego

ABC =  A T C . '

2 . ° Si los triángulos fuesen los mismos, y se supusiese
AB =  A'IT, A C ^A 'C ' y el ángulo BAC igual al B'A^Gf, co­
locando el triángulo A-B-C' sobre el ABC, de modo que 
A'C' coincidiese con su igual A C y  el vértice B' cayese há- 
cia la parte superior de AC como el vértice B , el ángulo- 
B'A'C' coincidirá con su igual BAC y el punto B': caerá so­
bro B, por Ser iguales también por hipótesis las rectas A'B' 
y AB; luego los tres vértices-de los triángulos coinciden,- 
liego son iguales. '
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3 " Soaii los m ism os triángulos, eu que se suilone 

ACT^AíGí,.el ángulo BAC^lí'A 'C ' y ACB;= A W :  su­
perponiendo dichos triángulos de manera qiic-A^C' coinci­
da, con su igual AC, A'G' caerá sobre AC, por ser iguales 
los ángulos liAC y B'A'C',-y B'G' caerá sobre BC por igual 
razón í'liiego el'punto B'coincidirá con B( 4 ,  corol. 3.“); 
luego los tres vértices de los triángulos se coníunden  ̂lue­
go son iguales. • '

Corol. Dos triángulos son iguales cuando tienen.un 
lado igual y dos ángulos cualesquiera respectivameníc 
iguales, con tal que estos tenganja misma colocación.en 
lüs, do^ triángulos respecto al lado’igual. .

Porque teniendo dos ángulos respectivamente, iguales; 
tienen el tercero también igual ('.71, cO,r. b--); luego,si los 
ángulos respectivamente iguales tienen la misma colocación 
respecto a! lado igual, tendrán necesariamente un lado 
igual á un lado contiguo á dos ángulos iguales.

73 . Teorema 3.“ Dos triángulos rectángulos ABC y 
A'B'C' (fig. 76) son- iguales si tienen las hipotenusas BC 
« B'C' iguales, y un cateto AB igual á olro cateto A'B'.

Superpóngase el triángulo AAVĈ  al ABC, de modo que 
el cateto A' B' coincida con su igual 
AB; el cateto A'C' caerá sobre AC, 
por la igualdad de los ángulos rec­
tos en A' y en A, y la hipotenusa 
B'C' sobre BC, pues de lo contrario 

^ B'C' y BC serian desiguales (2o, , 2 ,  
lo ([ue es contra la hipótesis; luego el punto G' caerá so­
b re  C , luego los triángulos son iguales.

Observación. En este caso de igualdad de triángulos, 
lo mismo que en los del niimero anterior, se notará ([ue 
los ángulos que coinciden son los opuestos á lados iguales, 
y que los lados que coinciden también son los opuestos 
á ángulos iguales; de manera que oí triángulos ‘iguales, 
á lados igttales se oponen ángulos iguales, y reciproca- 
¡tietile.

7 1 . I.os triángulos ])or razón de sus lados st' {lividmi



lambion en e s c a l e n o s , que tienen sm tres lados desigua­
les^ ISÓSCELES que tienen dos lados iguales, y eq u ilá ter o s  
que tienen los tres lados iguales entre sí.

Se llama b a se  de un triángulo uno cualquiera de sus 
lados; v é r t ic e  el vértice del ángulo opuesto al lado toma­
do por base, y a l tu r a  la perpendicular bajada desde el 
vértice á la base ó á su prolongación.

Si AC es Ja base del triángulo ABC (fig. 77), el punto 
B será el vértice y la perpendicular BT) la altura.

Corol. En el triángulo reclángulo si un cateto es la 
base el otro será la altura.

Observación. En el triángulo isósceles suele llamarse 
base al lado desigual.

95. Teorema i.** En todo triángulo: I « lados igua­
les se oponen ángulos iguales al mayor lado se Opone 
mayor ángulo.

■i,‘’ Sea el triángulo ABC (íig. 77) en que se supone 
AB=BC, y vamos á demostrar que 
el ángulo en A es igual al en C.

P- Bájese desde B una perpendi-
“ ciliar Bi) sobre AC. Los triángulos

rectángulos ABl) y DBC tienen el 
cateto Bl) común, y la hipotenusa 

AB igual á la  hipotenusaBC por hipótesis; luego son igua­
les (73): luego los ángulos en A y en C, opuestos al lado 
común , también lo serán (73, obs.).

2." Sea el triángulo EFG (fig. 77); si F G > F E , el án­
gulo FEG será mayor que el G.

Tomando sobre FG una parte F II= F E  se tendrá, se­
gún la primera parte del teorema, el ángulo

FEH =  FIIE:
pero (71, corol. 2.") FI1E>G; 
luego FEII>G :

el ángulo FEIl es una parte de FEG; luego con mayor razón

— 60 —

Fia. 77.

FEG>G.
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2.=
3.̂
4 /

lleciprocamenle. En iodo triángulo: 1.” á ángulos 
iguales se oponen lados iguales : al mayor ángulo se
opone el mayor lado {12).

Corel. 1.” S i un triángulo es isósceles, los (ingulos 
contiguos á la base son iguales, y reciprocamente.

Corol. 2." S i un triángulo es equilátero, será también 
equiángxúo, y reciprocamente ; luego el triángulo equiláte­
ro ó equiángulo es un polígono regular.

Corol. 3.° El mayor lado en el triángulo obtusángulo 
es el opuesto al ánguio obtuso, y en el rectángulo la hipo- 
lenusa.

Observación. La recta BD, trazada en un triángulo ABC 
isósceles, reúne las circunstancias siguientes:

Pasa por el vertice del triángulo.
Es perpendicular á la base.
Divide la base en dos partes iguales.
Es bisectriz del ángulo en el vértice.

Y como dos de estas condiciones determinan la posición de 
la recta, resulta que

S i una recta cumple con dos cualesquiera de las condi­
ciones precedentes, cumplirá también con las dos restantes. 

90. Teorema 5.” S i dos triángidos ABC y A'B'C'
[ñg.lS) tienen dos lados respectivamente iguales XM=X'W, 
B C ^B 'C ', y el ángulo B comprendido por los dos prime­
ros es mayor que el B̂  comprendido por los dos segundos, 
el lado AC opuesto al mayor cingulo es mayor que el A'C' 
opuesto al menor.

Superpóngase el triángulo Â B̂ Ĉ  al ABC, de modo que
A'B' coincida con su igual AB, 
y el lado B'C' caerá denli-o del 
ángulo ABC, puesto que este 
ángulo es mayor por hipóte­
sis que el A'B'C'.

Allora el punto C' puede 
® lomar tres posiciones distin­

tas ; 1 en C'' dentro del triángulo ; 2.''' en C/" sobre el la­
do AC: 3.® en C"" fuera del triángulo.

— Gl —

Fig 78.
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Cile en C '" 's e  te n d rú  ('T)

' pig,8. ■ AC-h C1ì >AC"-h11C'':

■..... c'

y corno CB—BC '̂ por hipóte­
sis, resulta

AG>AC" ó AG >  v e ' .  

2.^ Si el punto C' cayese
en G"se tendria (Arit. 7, 3.")

AG>AG'" ó AG>VG'.

, Si dicho punto G' cae en G"" se tiene (7) 

A O ^O C "''>A G "" y BO-h OG>BG : 

sumando estas desigualdades, resulta
AOh~OC""-h BO ^-O C>AC""-h BG , 

ó . . AC-!-BG""> AG""-h BG;

vcomoBG =  BG"" por hipótesis, resulta al fin

AC>AG'7 ó AC>A'G'.

Ueciprocainente. S i dos triángidos ABC y A'B'G' tìe- 
iié-n dos lados respectivameìiie iguales AB=A'B', BG=B'(7 
y e l'tercer lado AG es mayor que el tercer lado AT7,. el 
ángulo B , opuesto al mayor lado, es mayor que el dn.^íí- 
/•o B' o¡niesto al mg^nor.

En efecto, si B no fuese mayor que B', seria B=1V ó 
B <B' : pero si B = B ' los triángulos serian iguales (72, 2."), 
y poV'consiguiente AG=^ A'G', contra la hipótesis: si B<B', 
segitn el teorema directo, sería AG<A'G', lo que también 
es coiitl’a la hipótesis; luego necesariamente se ha de ve- 
riíicar'íiue

B>B'.
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De los cuadriláteros.

>i<3 . Los cuatlriláteros se dividen en t r a p e z o id e s , qm uo 
tienen nimjm lado paralelo á otrq, como ABCD (íig. 79): 
TRAPECIOS, que lienen dos lados paralelos y  otros dos í?o , 

Fig. 79. como EFGH: y p a r a l e -
p LOGRAMOS, que lienen sus 

lados paralelos . dos à
. „ ‘É~------ ú'É------- o ’ como MAPQ^

Sé llaman b a ses  del trapecio los lados paralelos, y 
ALTERA la'perpendicular bajada de una de las bases á la 
otra, é sea la distancia entre estas.

En el paralclógramo recibe el nombre de base uno cual­
quiera de sus lados, y úe altura la perpendicular trazada 
desde él lado opuesto á la basé á esta ó á su prolongación, 
ó sea la distancia entre la base y su lado opuesto.

98; Teorema 1 Los ányulos de un cuadrilálero ABCD 
(fig. Idym len  juntos cuatro ányulos recios.

Trazando la diagonal BD queda dividido en dos trián­
gulos, ciiyOs ángulos componen los del cuadrilátero pro­
puesto: pero los ángulos decada triángulo valen juntos 
dos rectos (71)’; luego los del cuadrilátero valdrán cuatro.

99. Teorema 2.® En todo paraleláyramo ABCD,(figu­
ra 80); \ .° los lados opuestos ÁD y BC, AB y DC son igua­
les': 2.® dos lados opuestos AI) y BC AB ;y DC son iguales 
y paralelos : 3 .“ los ángulos opuestos A .y C , B y D 
también iguales': 4.'’ las diagonales se dividen mùtua­
mente en dos parles AO y OC, BO y ÜD iguales entre si.

] A D =BC y A B=I)C  por parles de paralelas com­
prendidas entre paralelas (¡32).

2.“ AD — BC ó AB=DC por el caso anterior, y son 
paralelas por la definición del paralek)- 
gramo (77).

3.° A = C  y B— D, porque estos án­
gulos lienen sus lados paralelos y d iri- 

--------- j, gidos en spulido opuesto (33, 1

l 'ig . 80.



4.^ Los triángulos AOB y COD tienen AB =  CD, pol­
la primera parte del teorema: el ángulo en 2 igual al en 
6 , por alternos entre las paralelas AB y CD cortadas pol­
la transversal AC (31 , ree. 1.“;: el 3 igual al en 7 por Ja 
misma razón ; luego diclios triángulos son iguales (72, 3.”); 
luego (73, obs.)

A O =O C y Ü B = 0D .
lleciprocamenlo. Todo cuadrilátero ABCD será para- 

lelógramo : \ ° si los lados opuestos AB y 1)C, AD y BC son 
ifjuales : 2.“ si dos lados AD y BC ó AB y DG son iyuales y 
paralelos: 3.” si los ángulos opuestos A í/C , lì y D son igua­
les: kT silas dos diagonales se dividen mùtuamente en 
dos partes iguales A O = O C í/ B0 =  0D.

1 Trácese una de las diagonales AC, y los triángulos 
ABC y ACD tienen AC común, A B=DC y AD =  BC por 
hipótesis; luego son iguales (72, 1.'’); luego los ángulos 
2 y G son iguales (73, obs.); luego AB y CD son parale­
las (31 , 1."). La igualdad de los mismos triángulos nos da 
la de los ángulos 1 y 5 , Y esta el paralelismo de AD y BC; 
luego los cuatro lados del cuadrilátero son paralelos dos á 
dos , luego es un pavalelógramo.

2." Si AB y CD son iguales y paralelos, trazando la 
diagonal AC, los triángulos ABC y ACD 
tienen AC común, AB =  CD por hipóte­
sis, y el ángulo 2 igual al G por alternos 
entre las paralelas AB y CD, luego di­
chos triángulos son iguales (72, 2 .“); 
luego los ángulos 1 y 3 son también 

luego Al) y BC son también paralelas
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Fig. 80.

. J 3 ,  obs..........................
t." ) ; luego el cuadrilátero será un paralelógramo.

iguales
(31,

3." Si los ángu.los A — C y B =  D , 
como (78; A-4-B - h C =  4B,
se tendrá 2A n -  2B =  411 y 2A h-  21) =  4H ; 
de donde Ah-B  =  2íI y A -j-D  — 2H.

La primera de estas  ̂ últimas igualdades demuestra



(31, 1.*’) que AD y BC son paralelas, y la segunda que 
AB y CD lo son también; luego el cuadrilátero es un pa- 
ralelógramo.

4.” Siendo AO — OC y BO = ; OD, como el ángulo AOB 
es igual á COD por opuestos por el vértice, los trián­
gulos AOB y COD son iguales ( 72 , 2.°); luego los ángu­
los 2 y 6 son también iguales (73 , obs.); luego AB y CD 
son paralelas (31 , 1.").

La igualdad de los mismos triángulos nos da también la 
igualdad de los ángulos 1 y 5 , y esta el paralelismo de AD 
y BC; luego el cuadrilátero es un paralelógramo.

Corel. 1 La diagonal de un paralelógramo le divide 
en dos triángulos iguales.

Porque tienen un lado común y los otros dos respecti­
vamente iguales.

Corel. 2." Dos paralelógramos ABCD y A'B'C^D'(figu­
ra 81 ) son iguales, si tienen un ángulo igual A =  A', for­
mado por dos lados respectivamente iguales AB =  A'B' 
y A D =A 'D '.

Porque superponiendo el segundo de estos paraleló- 
gramos al prim ero, de modo que A'D' 
coincida con su igual AD, A'B' caerá 
sobre AB, por ser A =  A' por hipóte­
sis , y el punto B coincidirá con B' por 
ser también A 'B '=A B : B'C'caerá so­
bre BC por la igualdad de los ángulos 

B' y B , como suplementos de los iguales A' y A ; y el pun­
to C' coincidirá con C, una vez que B 'G '= B C , como igua­
les respectivamente, según la primera parte del teorema 
directo, con A'D' y AD iguales entre si por hipótesis; 
luego los vértices de los dos paralelógramos se confunden, 
luego son iguales.

so . Los paralelógramos se dividen en r o m b o id e s , que 
son los que tienen los lados que forman un mismo ángulo 
desiguales, y desiguales también los ángulos adyacentes á 
unmismo lado, como ABCD (fig. 82): r o m b o s ,  (/«e tienen 
iguales los lados que forman un mismo ángulo (y porcon-
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Fig. 81. 

C B*



siguienle lodos sus lados iguales entre si), y ¡os (ingulos 
adyacentes á un mismo lado desiguales, como EFGIl: 
RECTÁNGULOS que tienen los lados que forman un mismo án­
gulo desiguales, y los ángulos adyacentes á un mismo 
lado iguales (y por consiguiente lodos rectos ] como LMNP : 
CUADRADOS, quc tienen los lados que forman un ángulo 
iguales, é Agúales también los ángulos adyacentes á un 
mismo lado (y por consiguiente lodos sus lados y todos 
sus ángulos iguales entre si ) como QUST.

Corol. El cuadrado es un poligono regular.
, Teorema 4.® 1 Las diagonales del romboide son 

desiguales y oblicuas entre sí: 2." las del rombo des­
iguales y perpendiculares : 3.*̂  las del rectángulo iguales 
y oblicuas: 4."* las del cuadrado iguales y perpendicu­
lares.

1 Sea el romboide ABCD (fig. 82): los triángulos Allí)
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Fig. 82.

R r  F G
/  A . --A

/  y
______ - J

¿  a E f i .

y ADC tienen AD común, AB^^CD (70, I-“) , y el ángu­
lo comprendido BAD<ADC, luego BIXAC (70); luego 
las diagonales son desiguales.

Los triángulos BOG y 'COD tienen OC común, BO=OD 
(79 , 4.“) , y BC>CD por la definición del romboide, lufri 
go el ángulo BOG>COD (76, rec.); luego las diagonales 
son oblicuas.

2 En el rombo EFGH, los triángulos FEH y EIIG tienen 
Eli común, EF = G II  por la definición, y el ángulo E < II; 
luego EG> FU (76); luego las diagonales son desiguales.

Por la definición del rombo se tiene también E F ^ E II  
y FG =  G1T; luego EG es perpendicular á FU (20, co­
rol. 2.”).

3.® En el rectángulo LMNP resultan los triángulos MLP 
y LPN iguales, por tener dos lados respectivanurnto iguales



ó igual el ángulo comprendido: de donde LN =  MP; luego 
las diagonales son iguales.

Los triángulos MXN y NXP tienen XN común, M X=XP 
(79, y M N>XP, por la definición del rectángulo; 
luego el ángulo MXN>NXP (76, rec.); luego las diago­
nales LN y MP son oblicuas.

4.® En el cuadrado QllST resultan iguales los triángu­
los IIQT y QTS, por tener dos lados iguales é igual el án­
gulo comprendido; luego 11T=QS; luego las diagonales 
son iguales.

Por la dellnicion del cuadrado resulta también QR=QT 
y IIS = S T ; luego QS es perpendicular á RT (26, corol. 2.®).

Recíprocamente. S i las diagonales deunparalelógra- 
mo: 1.® son desiguales y oblicuas, el paralelógramo será 
romboide: 2.® si son desiguales y perpendiculares, será 
rombo: 3.® si son iguales y oblicuas, será rectángulo:
4.® si son iguales y perpendiculares será un cuadrado (1 2).

ARTÍCVr.0 111.
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Fig. 83.

De los polígonos en general.

8*. Teorema 1.® La suma de los ángulos de un polí­
gono equivale á tantas veces dos rectos, como lados tiene 
el polígono menos dos.

Sea el polígono ABCREF (fig. 83) ; si desde uno de sus 
vértices A se trazan diagonales á los demás, 
quedará el polígono dividido en tantos trián- 

p galos como lados tiene menos dos ; porque 
los triángulos externos ABC y AEF tiene ca- 

>E da uno por lados dos del polígono, y los res- 
tantes cada uno tiene un solo lado del mismo 
polígono: los ángulos délos triángulos com­
ponen los del polígono: pero los de cada 

triángulo valen dos rectos (71 ); luego los del polígono 
equivaldrán á tantas veces dos rectos como lados tiene el 
polígono menos dos.
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Ohsenacion. Llamando S. i. á la suma dé los ángulos 
(internos) del polígono, y n al número de lados ó de án­
gulos , el teorema precedente (piedará traducido en la si­
guiente fórmula
^ S, =  ( « - 2 ) ,
¿ S. ¿. =  2ííll — 4U.

Corol. Como los ángulos de un polígono regular son 
iguales entre s í, para hallar el valor de uno de estos án­
gulos, no hay mas que dividir el segundo miembro de 
cualquiera de las fórmulas anteriores por íí , número de 
ángulos ó lados. Así

Ángulo interno de polígono regular = ------— ; de donde

Ángulo de triángulo equilátero^— 3 

4
90^

108".

Ángulo de cuadrado. .
6R G t,Angulo de pentágono r e g u la r s -^-= -^11= = .

Angulo de exágono reg u la r= — = j R = .
lOR 1 0 „  .r»oO ..-

Angulo de heptágono reg u la r^  ”

120".

. , « 1 16R 8 ^Angulo de decagono regu lar=  — = y R = .
etc.

. . 144".

83. Teorema 2.“ La suma de los ángulos 1)EF h-CDG 
-4- etc. (fig. 84), formados por los lados del polígono y la 
prolongación de los mismos en igual sentido, llamados 
ángulos e x t e r n o s ,  es igual á cuatro ángulos rectos.

Cada ángulo interno AED con su ad­
yacente externo DEF valen Juntos dos rec­
tos ; luego la suma de los ángulos internos y 
externos será

S. ¿.H-S. e.= :2«R :
pero S. f.= :2«R  — 4R (82, obs.);
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luego restando estas igualdades resulta

S. e. =  2 ííR ~ (2 ííll— 'íR )= 4R .

Corol. 1 Un polígono no puede tener mas de tres án­
gulos agudos.

Porque si tuviese cuatro ó m as, la suma de los ángulos 
externos valdría mas de cuatro rectos.

Corol. 2.® Como los ángulos externos de los polígonos 
regulares son iguales por suplementos de ángulos iguales, 
se tendráAngulo externo de triángulo cquilátero= y R=120“.
Ángulo externo de cuadrado.................= . . . R  =  90“.

Ángulo externo de pentágono re g u la r= — R = 7 2 ° . 
etc.

61. Teorema 3.*̂
Fig. 85.

S i  dos polígonos ABCDEF y 
A'R'C'D'ET' (íig. 8o] tienen sus 
írtí/osAB=A 'lí', BC =B 'C ', etc., 
y sus ángidos A.— K', B = B ', etc. 
respectivamente iguales é igual­
mente dispuestos, son iguales.

Superponiendo el segundo po­
lígono sobre el primero, de modo 

que AB coincida con su igual A'B', BC caerá sobre B'G', 
por ser los ángulos en B y B' iguales, y el punto C coin­
cidirá con C , por ser también B C =B 'C '. Del mismo modo 
se demuestra que todos los vértices coinciden; luego los 
polígonos son iguales.

85. Teorema 4." S i dos polígonos ABCDEF y 
A'B'C/DT'F' se componen del mismo número de triángulos 
ABC y A'B'C', ACD y A'Cl)', e tc ., respecticamente igua­
les é igualmente dispuestos, los polígonos son iguales.

La igualdad de los triángulos ABC y A'B^C' nos da 
AB =  A'B^ BC— B'C': la de los triángulos ACD y A'C/D' 
nos da también CD—C'D'; y como lo mismo se deduce 
respecto de los demás lados, resulta que los polígonos tie-
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nen sus lados respeclivainenlo iguales é igualmente dis­
puestos.

De la igualdad de los mismos triángulos ABC y A'B'C' 
se deduce igualmente que el ángulo

BCA =  B'G^V:y también
Fig. 83. la de los triángulos ACl) y A'C'D' 

nos da del mismo modo

ángulo ACD k V W .

Sumando estas dos igualdades 
resulta

BCA-h ACD :=B'C^A'-í- A'C'D', 
ó C =  C .

Como lo mismo se demuestra de los demás ángulos, se 
deduce que estos son respectivamente iguales en los polí­
gonos dados.

Luego los polígonos propuestos tienen sus lados y án­
gulos respectivamente ¡guales é igualmente dispuestos, 
luego son iguales (84).

Recíprocamente. S i dos poUf/onos ABCDEF y 
A'B'C'D'E'F' son iguales, se pueden descomponer en el mis­
ino número de triángidos iguales é igualmente dispuestos.

Trazando desde A y A' diagonales á los otros vértices, 
resulta que los triángulos ABC y A'B'C' tienen AB =  A'B' 
y BC =  B'C' por lados de polígonos iguales, y el ángulo 
ÍÍ=:B ' por la misma razón; luego dichos triángulos son 
iguales (73, 2 .“).

La igualdad de estos triángulos nos da A C =A 'C ' y el
ángulo

ACB=A'C'B':

y como los ángulos igualmente dispuestos del polígono son 
¡guales, se tiene lanibien

C =  C';



reslando de esla igualdad la aiUerior, resiiUa

 ̂ ACD =  iW D '.
• 'd  ^

Por otra parle Gp==dC'D' por la igualdad de los polígonos.
Luego los triángulos AGI) vA'G'D' son iguales.(72, ).
Del mismo modo.se demuestra la igualdad de los .de­

más triángulos; luego el teorema recíproco es verdadero.

PROBLEMAS GRÁFICOS 

rela tivos al capitulo que precede.

HH. Problema 1.® Dados los tres lados a ,  b, c, construir un 
triángulo.

Tómese.una recta AC =  ó (fig- 86), y haciendo cen­
tro en los extremos A y C con radios 
respetivamente iguales á c y <i , se tra­
zan, dos arcos que se cortarán en B: 
uniendo este punto con A y con 0 ,  se 

A c tendrá eltriángulo ABC, que es el pedido.
Ku efecto A C = á , AB =  c y BC-=a.

Observación \ P a r a  que este problema sea posible, 
es preciso (pie los arcos se corlen, lo que sucederá siem­
pre tpie 6 *C«h- c y ó > íí— c (48, rec. 3. ) i cuyas con­
diciones se hallan incluidas en la siguiente:

Siempre <jue la mayor de las lineas dadas sea menor 
que la suma de las otras dos, el problema es posible.

Observación 2.“ Si se tratase de construir un triángu­
lo isósceles, bastaría conocer los dos lados desiguales; y 
si equilátero, su lado.

Pi-oblemat." Dados dos lados í* y t-v y el ángulo compren­
dido A, construir el triángulo.

Fórmese un ángulo DAIÍ (íig. 87) igual al dado A (60)í ̂ sobre sus lados lómense las partes. A Cy AB respectivamente iguales á ó y c;
únanse los puntos B y C, y el trián­
gulo ABC será el pedido. Porque AG==ó, A B = c  y BAC =  A.



Fig- 88.
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88 . Problema ñ.* Dado un lado y dos ángulos, construir el Iriúti- 

gulo.
Disünguiremos dos casos; I q u e  los ángulos dados 

sean adyacentes al lado conocido: 2.“ que uno sea adya­
cente y otro opuesto.

t . '’ Sea el lado 6 y A y C (fig. 88) los ángulos
adyacentes. Tómese en una 
recta cualquiera una parle 
AG =  ó.‘ fórmense en los ex­
tremos A y C de esta ángulos 
respectivamente iguales á los 
dados A y C (60), y el trián­
gulo ABC será el pedido.

2.” Si fuese el lado b' y los ángulos A' y B', de los que 
el primero es adyacente y el segundo opuesto á dicho lado 
b\ se formaría un ángulo DA'E igual al dado A': por un 
punto cualquiera M de la A'D se trazaría la recta MN que 
formase el ángulo A'MN=B': tomando A 'C '= ó , y trazando 
la B'G' paralela á MN, resultaría el triángulo A'B'C' pedido.

En efecto, en el primer caso se tiene

A C = ó , BAC=-A y ACB=C.

En el segundo A 'C '^ 6 ',  B 'A 'C '=A '. Por otra parte 
A T C  =  A'MN (31, rec. I .”); pero A'MN =  B' por cons­
trucción; luego también A 'B 'C '=B '.

Observación. Para que este problema sea posible es 
necesario que los ángulos dados valgan juntos menos que 
dos rectos; de lo contrario las rectas CA y GB en el primer 
caso, y las MN y A^C' en el segundo, serian paralelas ó se 
encontrarían á la izquierda de los vértices A ó A' (31).

8 0 . Problema 4.® Dada la liipotenusa « y un cateto b construir 
un triángulo rectángulo.

Fíg. 89. Fórmese un ángulo A (fig. 89} recto:
a sobre uno de sus lados se toma A B = ó ; ha­

ciendo centro en B , con un radio igual á la 
hipotenusa a ,  se traza un arco que cortará 
el otro lado en un punto C (75, corol. 3.",



Fig. 90. 
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y 44, obs.), y uniendo este con li el triángulo AliC será 
el pedido.

P o rq u e  e l ángu lo  en  A es r e c to , AB =  ¿ y BG==«. 

9 0 . Problema S ® Formar un triángulo igual á otro dado.

Con los tres lados del triángulo dado, con dos lados y 
el ángulo comprendido, con un lado y dos ángulos igual­
mente dispuestos, ó con la hipotenusa y un cateto (si fuese 
rectángulo) se construye un nuevo triángulo (86, 87, 88, 
89), el cual será igual al propuesto (72 ó 73).

» 1 .  Problema 6 .“ Dados dos lados a ,  & , y el ángulo compren­
dido A, construir un paralelógramo

Fórmese un ángulo EAF =  A (fig. 90); tómese A B = 6  
y AD — a: haciendo centro en B con 
el radio AD se traza un arco, y ha­
ciendo centro en D con el radio AB 
se traza otro arco, que corlará al ante­
rior (70 y 48, rec. 3.**) en un punto C: 
se une este punto con B y con D , y 

ABCD será un paralelógramo (79, rec. 1.®), que tiene las 
circunstancias pedidas.

Porque BAD =  A , AB=^ó y A D = « . 
Observación. Un rombo se construye dado el lado y un 

ángulo; un rectángulo conociendo los lados desiguales; y 
un cuadrado si se da su lado.

9 * . Problema 1° Construir un polígono igual á otro dado 
ABCDEF (fig. 8o).

Se divide este polígono dado en triángulos por medio 
de diagonales trazadas desde el vértice A; se forman los 
triángulos A'B'C, A'C'D', etc. respectivamente iguales á 
los ABC, ACD, etc., y que tengan entre sí la misma colo­
cación que estos; y el polígono A 'B 'C 'D TF, formado pol­
los lados exteriores de dichos triángulos, será el pedi­
do (85).

Otra constrnccion. Sea el polígono ABCDE (fig. 91); 
trácense por lodos sus vértices paralelas entre si: tómense

A D í

V
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sobre eslas las partes iguales AA'=BB'=Cr/==Dl)'=^EE ;

únase el punto A' con B \  B' con C', 
C 'con D', D 'con E' y F  con A^
y el polígono A'B'FD''E'E' será 
igual al (lado. '

Porque las ligaras ABA'B', 
BCB'C', etc. , son paralelógrainos 

..j;,(79, rec.^ 2.”]; luego AB—-A'B'; 
BC =  B'C', (!tc. (79, 1.“), y los ángulos ABC=ATt'C', 
BCr»=B'C'D', etc. (33, 1.“). Luego el polígono: propuesto 
y el C|ue acaba ,do formai’se tienen sus lados y ángulos 
respectivamente iguales é igualmente dispuestos; luego son 
iguales (■).

n  Tam bién podría rcsolvcrse .cste  p rob lem a tundándose en el teorem a del 
núm  84 • pero  la construcción  estaría  m as su jeta  á e rro r en la  práctica  , y 
conv iene'siem pre elegir en tre  los diferentes m ed ios, que en cada caso pueden 
em p learse , aquel en que m enos se m ultiplican los e r ro r e s ,  debidos a los m s-  
Iru inentos de que tenem os que valernos.



SUCCION SEG U N D A .

DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS PLANAS.

CAPITULO PRIMERO. 

F i g u r a s  s e m e ja n te s .

ARTICULO PRIMERO.
De las lineas proporcionales.

« 3. Teorema 1.“ S i sobre el lado AR de un íinyulo 
DAD' (fig. 92) se tomanparles iguales A R = B C = C D , g 
por los puntos de división se trazan paralelas BB', CC', 1)1) 
hasta encontrar al otro lado AD^, las partes de este 
AB', B'C', C'D', interceptadas entre las paralelas, serán 
también iguales entre si.

Trazando por los puntos B, C, las rectas BM, CN , pa­
ralelas á la AI)', los triángulos AB'B, 
BMC, CND tienen AB =  BC— CD por 
hipótesis, los ángulos BAB', CBM, 
I)CN ¡guales por correspondientes, y 
los ABB', BCM, CDN iguales también 

^  por la misma razón; luego dichos 
triángulos son iguales (72 , 3.”) , luego (73 , obs.)

AB' =  BM =  CN :
pero BM=B'C' y CN =  C'l)' por lados ojmes-
tos de paralclógramos; luego

AB' =  B'C' =  C'l)'.

JLi

_i
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04. Teorema 2.” S i vna recia DE (fig. 93) es paralela 

aun lado de un triángulo ABC, divide á los otros 
dos lados AB y BC en partes proporcionales.

Distinguiremos dos casos: 1 que las partes BD y DA 
de un lado sean conmensurables: 2.” que no lo sean.

\ Sea Bó la medida común; supongamos que se pue­
da colocar sobre BD tres veces, y cuatro 

F'g- »3- sobre DA, y se tendrá

BD: DA:: 3 : 4.

Bor los puntos de division trácense pa- 
— -\fi ralelas á DE ó á la AC, y según el teorema 

anterior la BG (piedará dividida en otras 
siete partes iguales entre s í , de las que la BE contiene tres 
y la EC cuatro; luego

BE : EC :: 3 : 4.

Esta proporción y la anterior tienen una razón común; 
luego ( Alg. 128)

B D :D A :;B E :E C .

2.® Sean BD y DA (lig. 94) inconmensurables; supon- 
p, gamos que la BD sea dividida en partes

iguales entre s í, tan pequeñas como se 
quiera, y que una de estas partes esté re­
presentada por B á: coloqúese esta medida 
sobre DA todas las veces que se pueda, y

„1........ , \c  quedará un resto A «, una vez que BD y DA
son inconmensurables: trácese, por último, 

la ac paralela á DE.
Siendo BD y Da conmensurables se tendrá, según la 

primera parte del teorema,

iP

BD : D a :: BE ; Ec



ó bifill

—  I I  —

BD _  BE 
Da Ec

comparando estos quebrados con los sigiiieules 

DA ^  EC ’

se observará que los dos primeros (que eslan en columna) 
tienen el numerador Bt) común, y que el denominador Da 
se puede aproximar á DA todo lo que se quiera; porque la 
diferencia Aa es menor que B6, y esta parte puede ser mas

pequeña que una cantidad cualquiera dada; luego ^  es

BD BEel limite de —  [51 , (*) ] :  por igual razón —  es tain-

BEbien el limite de ^ : pero las cantidades variables sontáC
iguales; luego los limites lo serán del mismo modo [51, 
(*) corol.'l, luego

DA“  EC ’
ó B D :D A ::B E ;E C .

Corol. De la proporción anterior se deduce ( Alg. 129)

BD-h DA : BD BE-f-EC : BE 
y BD-í-DA ; DA ;; BEh-EC : EC ,
ó bien B A :B D ::B C ;B E
y B A ;D Á ::B G :E C ,

esto es: todo un lado es á su parte superior ó inferior á 
la paralela, como todo el otro lado es á la parte supe- 
rior ó inferior á ia misma.

Recíprocamente. S i una recta divide á dos lados de 
un triángulo en partes proporcionales, es paralela al ter­
cer lado.

Es decir, que si se tiene (üg. 95) la proporción
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1!1) : DA :: BE 1 VX, ó lo que es igual (corol. anU)

B A :B D ::B C : BE,

la recia DE será paralela á AC.
Porque si no lo fuese, se poclria trazar por D la DF pai a- 

lela á AC, en cuyo caso, según el corolario 
precedente, se teiulria

B A ;B D ::B C ;B F .

Esta proporción y la anterior tienen los 
tres primeros términos iguales, luego

BE =  BF:

pero esto es imposible; luego la paralela á DF tiene que 
confundirse con DE, luego esta es paralela al lado AC.

05. Teorema 3." La bisectriz AD (fig. 9G) de un an- 
(fulo BAC en el triángulo ABC divide al lado opuesto 
en partes proporcionales á los lados que forman dicho
ángulo, , , , , , .

Por el jiunto C trácese la recta CP paralela a la bisec 
triz AD, prolongándola basta que corle en F a 
la BA también prolongada, y se tendrá (94)

BD ; DC BA ; AF.

Abora el ángulo en 1 es igual al 4 por cor­
respondientes, el 2 es igual al 3 por alternos: 
pero 1 y 2 son iguales por bipólesis; luego 

3 y 4 también lo serán; luego (75, rec . 1. )

AF=A C.

Sustituyendo este valor de AF en la proporción ante­
rio r, resulta al íin

BD :DC ;;B A ; AC.

Corol. Los lados de un triángulo no son proporciona­
les á sus ángulos opuestos. - i

Povqúo siCTclo » , h <los lados y A , B sus ángulo» i o»-

Fig. 96.
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pectivamente opuoslos, se tienen las cuatro cantidades !io- 
mo2Óneas dos á dos

A ..... a,
11.:... b:

y duplicando ó dividiendo por 2 una de las homogéneas A, 
su relativa a no queda duplicada ni dividida por 2 , según 
el teorema; luego dichas cantidades no son proporciona­
les (Alg. 135, obs.).

AllTÍCl LO II.
De los triángulos semejantes.

0 6 . Se llaman en general polígonos se m e j.vktes los 
que lienen sus ángulos respectivameníe iguales y stis la­
dos homólogos proporcionales,

Llámanse vértices hom ólogos los vértices de los cingur- 
los iguales; y lados homólogos los que unen vértices ho­
mólogos.

En los triángulos .semejantes los lados homólogos están 
opuestos á ángulos iguales (TO, corol. 1.); y como esta 
circunstancia es mas fácil de apreciar, de ella toman su 
denominación. Así que si en los triángulos ABC y A'B'C' 
(íig. 98} se tiene: A ^ A ',  B = B ' y C=^C'; BC y B'C' son 
homólogos, AC y A'C', AB y A'B' lo son también.

» 7 . Teorema 1 S i  en un Iriángulo ABC (fig. 97) se 
t r a z a  una linea lyS, paralela á un lado AC, el triíingulo 
parcial BDE que resulla es semejante-ai total ABC.

En efecto el ángulo en B es común á los dos triángulos, 
el BDE — A por correspondientes y BED =C  
por la misma razón; luego dichos triángu­
los lienen shs tres ángulos respectivamente 
iguales.

Por otra parte, por ser DE paralela á AC 
se tiene (94 , corol.)

BA :B D ::B C  ;‘BE ;
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y irazmulo la KF paralela á BA se tiene también 

B C :B E ;: A C :A F,

ó , puesto que AF==DE (79, I , BC : BE :: AC : DE.
Esta proporción y la primera tienen común la razón 

llG iB E , luego (Alg. 128)
BA : BD BC ; BE ;; AC : DE ;

luego el triángulo parcial y el total tienen sus lados homó­
logos proporcionales. ,  ̂ ,

Luego los triángulos ABC y DBE tienen sus ángulos 
respectivamente iguales y sus lados homólogos proporcio­
nales, luego son semejantes (96).

9 9  'Yeoremd.9..'' Dos triángulos son semejantes: st
tie7iensns lados proporcionales: 2.“ si tienen dos lados 
proporcionales é igual el ángulo comprendido: 3. í t  tie­
nen sus tres ángulos respectivamente iguales.

1.® Sean los triángulos ABC y A'B'C' (fig. 98), en que 
se supone que

AB : A 'B 'B C  : B 'C ':: AC ; A 'C '.

Tómese sobre BA una parte BD=A'B', y traMndo la 
recta DE paralela a AC, resulta (9 / )

AB ; BD BC : BE :

V esta proporción y  la de la hipótesis 
AB ; A'B' :: BC : B'C' tienen sus tres pri­
meros términos iguales, una vez que 
A'B' =  BD; luego 

BE =  B'C'.
Por el mismo núm. 97 se tiene también 

AB ; BD AC ; DE ,
ruva proporción y la de la hipótesis AB : y B ' :: AC : A'C' 
S e n ^ le l  mismo modo sus tres primeros términos iguales;

'««“SO d e  =  A'C'.
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1.liego los triángulos DBE y A'B'C' son iguales (72, 'I 

pero T)BE es seniejantp á ABC (97); luego ABC y A'B'C' 
también lo serán.

2.° Supóngase que (en los mismos triángulos) B = B ', y 

que AB ; A 'B ':: BC ; B'C.

Tomando BD =B 'A ' y trazando DE paralela á AC, como 
en el caso precedente, se tendrá (97)

AB:BD ;:BC :BE ;

esta proporción y la de la hipótesis tienen iguales sus tres 
primeros términos; luego

BE =  B'CC

luiego los triángulos DBE y A'B'C' son iguales (72, 2.“): 
pero DBE es semejante á ABC ( 97); luego ABC y A'B'C' 
también lo serán.

Supongamos (en los mismos triángulos) A.—-A', 
B = B ',  C =  G', y ejecutando igual construcción que en 
los casos anteriores, se tendrá que los triángulos DBE y 
A'B C' tienen D B =A 'B ' por construcción , y ios ángulos 
B = B ', y D = A ',  por ser A = A ' por bipótesis y  A==D 
por correspondientes.

Luego los triángulos DBE y A^B'C' son iguales (72, 
pero DBE es semejante á ABC (97); luego ABC y A'B C' 
también lo serán.

Corel. Dos triángulos que tienen dos ángulos respec- 
iivamente iguales, son semejanles (71 , corol. !.”).

o» . Teoremas." Dos triángulos rectángulos son serne- 
jantes si tienen la hipotenusa y un cateto proporcionales.

Supónganse rectángulos en A y en A' los triángulos 
ABC y A'B'C' (fig. 98), y además que

AB: A 'B '::B C :B 'C '.

Sobre BA tómese B D =B 'A ' y trácese DE paralela á AC.
Siendo ABC rectángulo en A, DBE lo será en D por ser 

A — D por correspondientes.
(1



Por otra parle (97)

esta proporción y la de la hipótesis tienen los tres prime­
ros términos iguales; luego

1ÍE:=B'C'.

Luego los triángulos T)BE y A'B'C' son iguales (73): 
pero ÜBE es semejante á ABC (97) luego ABC y A'B'G' 
también lo serán.

lOO. Teorema 4.” Dos íriúngtdos son semejantes si 
tienen sus lados respectivamente paralelos ó perpendicu­
lares.

En ambos casos los ángulos de uno de los triángulos 
serán respectivamente iguales ó suplementarios de los del 
otro (33, corol. y 34). Mas dos ángulos de uno de los 
triángulos no pueden ser suplementarios de otros dos del 
otro; porque en tal caso estos cuatro ángulos equivaldrían 
á cuatro rectos, lo que es imposible (71): luego dos ángu­
los de uno de los triángulos serán respectivamente iguales 
á dos del otro; luego los triángulos son semejantes (98, 
corol.).

Observación. Los lados homólogos en estos triángulos 
son los respectivamente paralelos ó perpendiculares.
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ARTICUI.O III.Semejanza de los polígonos en general.
lO i . Teorema 1." S i dos polígonos ABCBEF g 

A'B'GA)'E'F' (fig. 99) se componen del mismo número de 
trmngulos ABC y A^B'C', AGI) g A'G'l)', etc., semejantes 
y semejantemente dispuestos, son semejantes.

La semejanza de los triángulos ABC y A'B'G' nos da los 
ángulos

B-=B',
y BGA =  B'G'A': la de los triángulos AGI) y A'G^D' da íam-



l)ien los ánguloá ACI)-^ A'C'D'; y sumando estas dos igual­
dades resulta llCD=lÍ'íyD% 
ó bien C = C ' ;
como lo mismo se deniostraria de los demás ángulos, se 

95, infiere que los dos polígonos tie­
nen sus ángiños respectivamente 
iguales.

De la semejanza de los trián­
gulos ABC y A'B'C' resulta igual­
mente'

AC wVC' :

V de la igualdad de los triángulos ACD y A^C'D' resulta 
del mismo modo

AC: A ' C ' CD ; C D ';; AD ; A 'D ':

estas proporciones tienen común la razón AC : A'C'; luego 
(Alg. 128) Ali : A 'B ':: BC : B^C' :: CD ; CD'.

Como lo mismo se exlenderia la demostración a probar 
la proporcionalidad de los demás lados, se deduce que di­
chos polígonos tienen sus lados homólogos proporcionales.

Luego los polígonos propuestos tienen sus ángulos igua­
les y sus lados homólogos proporcionales, luego son se­
mejantes (96).

Jlocíprocamente. S i dos jwllf/onos ABCDEB y A'B'G^D'LT' 
son semejantes i se. pueden descomponer en el mismo núme­
ro de triángulos semejantes y semejanlemenle dispuestos.

Por hipótesis se tiene: A = A ', B =  B', C =  C', etc., y 
AB : A^B' :: BC : B'C' CD : C'D' etc. ; etc.

Trazando desde los vértices A y A' diagonales á los de­
más, resulta que los triángulos ABC y A'B'C' tienen B =B ' 
por hipótesis, y por igual razón

AB: A 'B ';;B C :B 'C ;

luego son semejantes (98 , S.”).
l>a semejanza de estos triángulos nos da los ángulos

B C A =:B T/A ';
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y restando esta igualdad de la de !a iiipolesis
C - - C ',

resultan los ángulos ACD =  A'C!D'.
De la semejanza de los mismos triángulos BAC y B'A'C' 

resulta igualmente BG : B 'C ':: AC : A 'G ':
mas por hipótesis BG : B 'C ':: CD : G'D';
de donde (Alg., 128) AC ; A 'G ':: CD : C'DC

Luego los triángulos ACD y A'C'D' son también seme­
jantes (98 , 2.®}.

Lo mismo se demostraría la semejanza de los demás 
triángulos; luego el teorema recíproco es verdadero.

10*. Teorema 2." Dos polígonos regulares de igual 
número de lados son!semejantes.

Estos polígonos tienen sus ángulos iguales (82, corol.). 
Por otra parte , siendo ios lados de cada uno iguales en­

tre s í , si llamamos l al lado de un polígono y /' al del otro, 
evidentemente se podrá formar esta proporción.

I : l ' :: l ; V :: etc. : etc.

Luego los polígonos son semejantes.
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ARTICULO IV.Consecuencias de la semejanza de los polígonos.
103. Teorema \ S i tres ó mas rectas OA, OB, OC, 

etc. (fig. 100) que concurren en un punto O , corlan á dos 
paralelas AE y A'E', las dividen en partes proporcionales. 

Los triángulos AOB y A'OB' son semejantes (97); luego

A B :A 'B '::O B :O B C

También son semejantes los triángulos 
B O C y B W  (97); de donde

O B :O B '::B C :B 'C ^:;O C ;Ü C C

Esta proporción y la anterior tienen co- 
^ ® * miin la razón OB:O B'; luego (Alg., 128)

AB: A 'B ';:B C :B 'C '.



— 8o —
La semejanza de ios iriángulos COI) y CO I)', DOK y 

D-OE', nos daría la proporcionalidad de las partes restan^ 
tes con las anteriores; luego el teorema es verdadero.

Coroh ■ S i  las partes de una de las paralelas son igna- 
les éntre si^ las de la otra lo serán también.

Porque siendo iguales los antecedentes ó consecuentes 
de estas, proporciones, los consecuentes ó antecedentes lo 
son igualmente.

104. Se dice que dos rectas están divididas en parles iiECÍPROCAMENTE ph o p o u cio n a le s , cuando las partes de la 
tina , ó toda la recta y una parte suya, forman los extremos 
de una proporción, y las partes de la otra, 6 toda la rec­
ta y una parte suya, forman los medios | V. Alg., 135^ (*)].

105. Teorema S i  dos cuerdas ÁB y CD (fig. lO'l) 
se cortan, quedan divididas en partes reciprocamente 
proporcionales.

Fig. loj. Uniendo A con C , y B con D, los trián­
gulos AOC y BOD tienen los ángulos A =  I) 

p y C = B  (54, corol. 1.^); luego son seme­
jantes (98, corol.; luego

Fig. i02.

A O :O I)::O C :Ü B .

10 6 . Teorema 3." S i desde un punto O (fig. 102} fue­
ra de un circulo se trazan dos secantes OA y OB, que 
terminen en la parte cóíwava de la curva, los segmentos 
externos OC y OU son reciprocamente proporcionales con 
las secantes enteras.

Uniendo A con D , y C con B, ios 
triángulos AOD y BOC tienen el án­
gulo en O común y A = B  (54, co­
rol. 1.®); luego son semejantes (98, 
corol), luego

O A :O B ::O D :O C .

i<4’y. itTeoí'cina 4.® S i  desde un punto O fuera do un 
circulo (fig. 103) se traza una tangente OA, que termine 
en el punto A de contacto, y una secante OB, que termine
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en l(i parle cóncava de la curva , (a kingente es medíaj)ro- 
porcional entre toda la secante y el segmento eceterno 00. 

Uniendo B con A , y A con C , los Iriangulos OAB y OAC 
. tl&nen el ángulo en O común} y 

Fig. 103. OAC =  B; porque el primero tiene
por medula la miiad del arco AG (55), 
y el segundo tiene también por me­
dida la mitad del mismo arco (54); 
luego los. triángulos son semejantes 
(98,.coroL)i liH'gtt

O B ;O A ::O A :O C .

IOS Teorema 5.° Dos Iriányidos semejantes ABC y 
A'B'C' (fig- '104) tienen las bases AC y. k'O' proporcionales
con las alturas BD y B'D'.

Por hipótesis se tiene
AC : A'C ::A B :A 'B ' :

los triángulos ABI) y VB'D' tienen los 
ángulos A = A ' por hipólesis, y ABB ^  
A'D'B' por rectos; luego son semejanlcs 
(98, corol.), Inego

AB : A 'B ': : B I): B'D^;

de cuyas proporciones.se dcduee (Alg. 128)
AC; A'C' :B D :B 'D '.

fOO Se llama proyección de tina linea cualquiera AB 
(íig. 105) sobre una recta J 1  la parte 

Fia- ¿Q esta, cojnprendida entre las per­
pendiculares AA' y BIV, bajadas desde 
los extremos A i/ B de la primera.

Observación. Ua proyección de la 
hipotenusa sobre un cateto, es este mis­

mo cateto. Asi en el triángulo rectángulo ABD 
proyección de la hipotenusa AB sobre el cateto AD es este
cateto.

A. IV C'

X
A



n o .  Teorema 6." S i desde d  vértice B (fig. 100) del 
fingido recto de un triángulo rectángulo se baja una per­
pendicular BD sobre la hipotenusa AC: 1.® un cateto AB 
es medio proporcional entre la hipotenusa kC y su proyec­
ción AD sobre esta hipotenusa: 2.® la perpendicular BD es 
también media proporcional entre los segmentos AD y DC 
de la hipotenusa, ó sea entre las proyecciones de los cate­
tos sobre la hipotenusa.

\ L o s  triángulos ABC y ABD tienen el ángulo A co­
mún, y ABC=ADB por rectos; lue­
go son semejantes (98, corol.), luego

AC: AB:: AB-.AD.

Del mismo modo se demuestra la 
semejanza de los triángulos ABC y
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Fig. 106.

DBC, y de ella se deduce

A C :B C ::B C :D C .,

2¿° Siendo ABC semejante con ABD, y ABC semejante 
también con DBC, según acaba de verse, los triángulos 
ABD y DBC son semejantes entre s í ; luego

AD: BD; ; BD; DC.

Corol. 1 De las proporciones del primer caso

AC: AB: : AB: AD,  
y AC ; BC:; BC: DC,

se deducen las igualdades (Alg., 12o) '•

(AB]2^{AC)X(AD),
(BC)-^=(AC)x{D C)-'n. (*)

(*) Siempre que en lo sucesivo haya que indicar una operación con e! con­
junto de letras que representa una linca, se hará como si todas ellas Tiiesen 
un solo signo. Asi por ÍAB)’ escribiremos y por (AC)X(AD) se escri­
birá AC X  AI>.



Fig. i07.

Luego í’l cmdrwlo de un cateto es i^ual producto 
de la hipotemisa por su proyección sobre este

Corol. 2.“ Formando una proporción con las dos igual­
dades del corolario anterior, se tiene

AB* : BC»:: ACxAD : ACXDC :: AJ) : DC;

luego tos cuadrados de los catetos son proporcionales á 
sus proyecciones sobre la hipotenusa.

Observación. Como el ángulo inscripto cuyos lados 
pasan por los extremos de un diámetro es recto (154, co- 
* rol. 2.'’), resulta que todo punto B (fi­

gura 107) de la circunferencia se pue­
de considerar como el vértice de un án­
gulo recto de un triángulo rectángulo 
ABC, cuyos catetos AB y BC son las 
cuerdas que de dicfio punto van á los 

extremos del diámetro, y cuya hipotenusa AC es el diá­
metro mismo; luego las proposiciones anteriores, sustitu­
yendo de la circunferencia por vértice,' cuerda por 
catetos, y diámetro por hipotenusa, se convierten en los 
teoremas siguientes:

S i desde un punto de la circunferencia se baja una 
perpendicular al diámetro, y por dicho punto y los extre­
mos del diámetro se trazan cuerdas:

1 Cada ctterda es media proporcional entre el diá­
metro y su proyección sobre este: 2." la perpendicular es 
media proporcional entre los segmentos del diámetro, ó 
sea entre tas proyecciones de las cuerdas sobre el diáme— 
metro: 3.“ el cuadrado de una cuerda es igual al produc­
to del diámetro por su proyección sobre este : 4.° los cua­
drados de las cuerdas son proporcionales á sus proyec­
ciones sobre el diámetro.
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A n

n  se eiiiiende ñor cuadrado de una linea el cuadrado de ju  valor numé­
rico referido á una unidad tongiludinal cualquiera; y por producto de dos li- 
ncasVl produelo de lus valoree numéricos. referidos ú una m,sma unidad, 
aunque arbitraria.



111 . Teorema
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En el ti'ián(/ulo rectángulo el

cuadrado de la hipotenusa es igual á la suma de los. cua­
drados de los catetos (*): 2.“ en el obtusáñgulo el cuadra­
do del lado opuesto al ángulo obtuso es igual á la suma de 
los cuadrados de los otros dos, mas el duplo del producto 
de uno de estos por la proyección del otro sobre él: 3.® en 
un triángulo cualquiera, el cuadrado del lado opuesto 
á un ángulo agudo es igual á la suma de los cuadrados 
de los otros dos, menos el duplo dehproducto de uno de es­
tos por la proyección del otro sobre él.

1. ® Segiin el corol. 1." del teorema anterior, se tiene
(fig. 108).

AB^^ACXAD,
B e^ ^ A C x D C ,

•y. sumando estas igualdades resulta

AIí ^h -B C ’ = A C  X  AD-HAC X  DG =  AG X  (A D -h DC) =  AC X  A G IA O S  
ó bien AC"^AB^-HBG^

Corol. l)e la igualdad que precede se deducen las si­
guientes :

AB2=A,C^ — BC",
AC =  l/A B’-f-BC*,
A B i^t/A C ’—BC*.

Luego el cuadrado de un cateto es 
igual al cuadrado de la hipotenusa, 

menos el cuadrado del otro cateto: la hipotenusa es igual 
á la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los 
catetos: un cateto cualquiera es igual á la raiz cuadrada 
de la diferencia entre el cuadrado de la hipotenusa y el 
cuadrado del otro cateto.

2. ® Sea el triángulo ABC (íig. 109) y AB el lado opues-

Fw. I08.'

(*) EsU primera parte del teorema, que es sin duda una de las verdades 
mas fundamentales de la Geometría . se llama teorema de PUúgoraí, del nom­
bre de! célebre filósofo que le descubrió.

Ü'
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to al ángulo obtuso: bajaiUlo la pei-pendicular BD sobre AC 
prolongada, se tendrá ón el triángulo ABl), según la  pri­
mera parte, del teorema, ■

F¡,. 109. , ' pero
p Al)":-(AC-^-CBf=-AC"-H2ACxGT)-t-Cl)^

.(Álg., 24, I.®}»" • aV '
y  ' — CT)2^(corol. arít.l

luego sustituyendo estos valores en la igual-
dad primera, resultará

Aii’-':UAn^4i\axaT)H-GD h- bg* -aD’=AG^ “BG^" '̂2ACx Í»1) y
ó bien AB  ̂=  AC^h-BC‘

Fig. n o .

2ACXC
SACxCD.

3.® ■ Sea eljí^riángulo ABC (figu­
ra MO) , y ÁB el lado opuesto á un 
ángulo agudo : bajando la perpendi­
cular Bl), en el triángulo rectángulo
ABD sa.tiene.-,^^

AB^=AD”̂^f-BD^
-DC)^= AC  ̂-  2AC XDC-t-DC^

id

pero ■ AD'^=*(AC- 
(A lg .,2 -i,o b s , 1.“) ,,
y en el triángulo DBG BD^=BC'^— DC  ̂ (corol. ant.) ;

luego, sustiluyendo lo^ valores de AD‘̂ y BB^, que acaba­
mos de terminar, en la igualdad prim era, resultará

AB^=AC; 
Ò bien ■

•24CXÜG4-DG -̂
AB2=AC^

-EG'‘—CD̂ =AĜ — 2.áGXl)G- 
• B C ^ -2 ACx BG.

-BG*,

Becíprocamente. 1 S i el cuadrado de un lado de m  
triángulo igual á la suma de los otros dos^ el ángulo 
opuesto.al primero será recto: 9. ° s i  es mayor, el ángulo 
opuesto será obtuso: 3." si es menor, agudo (12). . .

1 1 ». Teorema 8.° Los perlníelros de lós'poUgonos.se- 
mejantes son proporcionales á sus lados homólogos.

Llamando a ,b ,  c , etc. á los lados de uno de los polí­
gonos, y b', c', etc. á los del otro, se tendrá (96) 

a : a ' : : b i b ' : ‘ c:c' ::o\Q.:e\c. ;
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de donde/Alg;, 130'  ̂■

.f‘ : ’ 'v c'.H-etc. :: a \  a ' ,

óiexpresandó p o r - /^  dichos periinelros
lì'iviijnhvjin o i , - - ' ; '• ,

. . ^ '  . j i  : p ' : :  a : a .•linoillXO'IKiV 'l<ìf: ■'= f ¡

■̂■'pRÒISLEjU s éVi.AKYÒS al CAPÌTULO,.QUE PRECEDE.

ii

• ' y¡ :  it. ' / ‘
^  ̂ ■ . . -Problemas gráficos.

113 . P/’üíf/ííwn l.^'Dividir ima recta n en parj,es proporcionales 
áiOtras rectas <Iadas l>, c, á.

S^obré una recta indefinida MN (íig. M I) tómense las 
" í: ) -o  ■ ■ pavtíis 'D E = c , EG— í/: fór-

.Gíl ; T.^ mese sobre BC el triángulo eqiiiláte-
*ív/' ‘ " i’o BAG (86, obs. 2.“): sobre AB y

. /A G -tóbicsd'AB'=a y AC':^«.' Irá- 
cejise las védas BT/, AD, AE ; y B'l)",

___  i X D'E', E'G' serán las partes de a pro-
. B D E c\ porcioiiales á ó, c , d.

■i En,.efecto,'-siendo AB^^^'ACy AB'— AG', la linea B'C' 
divide á los lados del triángulo“ ABC en partes porporcio- 
nales; luego cslptíralelaABG ( 9 l ,u ‘ec.) ; luego los trián­
gulos BAG y  B'AG:' son semejantes ."(D?) : pero BAG es equi­
látero; luego B 'G '=B 'A — rt'. • !<='■
■.I La recta B'C'.eslá dividida.en partes B'D', D'Ií', E'G' 

proporcionales á BD, DE, EG (103), y por consiguiente á 
b^ c\, í l ;  luego también están determinadas las parles de su 
igUal a proporcionales á  ó , é[ , rf.

Ohsermcion. Si los puntos B' y C' cayesen en la parte 
inferior de B y C, la demostración sería la misma, tanto 
en este problema como en el siguiente.

i  I Jt. ProUema E." Dividir una recta h en un número cualquie­
ra de parles iguales, p. e . , en cinco.

Esle próblema.sé resuelve como el aníeriór, según apa­
rece en la figura 112, sin mas diferencia que la de lomar
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lii parle Bl) arbitraria, y las J)E, 
i íF , FG y GC iguales con BD. La de­
mostración también es la misma que 
la precedente , fundándose la igual­
dad de las parles en que quedadividi- 
da la recta B'C', y por consiguiente 

-f—f fi c la dada a ,  en el corol. del mim. 103. 
1*5. Problema 3.“ Hallar una cuarta proporcional á tres rectas 

a , b , c.
Fórmese un ángulo cualquiera MAN (fig. 113): sobre 

el lado AN tómese A B = a  y =  y 
sobre AM tómese también A D ^C  ‘ úna­
se el punto!) con el D, ó sean los extre­
mos de los antecedentes « y c de la pro­
porción: por C, extremo del consecuente 
ó;, trácese la rectaCX paralela á BD, y 
la AXserá lacuarta proporcional pedida. 

Porque (97) AB ; AC ;; AD : AX ,
Bien f í :ó ; : c :A X .
1 * 6 . Problema 4.® Hallar una tercera proporcional á dos rec- 

Fig. <14. tas dadas rt y i».
Se resuelve como el anterior, lo­

mando AC y AD (fig. 114) iguales á 6, 
como aparece en en la figura.

1 1 7 . Problema^ ° Hallar una media pro­
porcional entre dos rectas dadas a y  b. ,1

Sobre la recta AB (fig. 11b) igual á la mayor a de las 
dadas, trácese una semicircunferencia: 
tómese AC — ó ; levántese la perpendi-^ 
cular CD, y la cuerda AD será la media 
proporcional pedida (’)

Porque (110, obs.)
AB : A l): : -AD : AC , 

a : AD :: AD ; b.

A

l . ; » t

- ' I '  y '■q

N

O

n  Es inútil rendir que . entre los diferentes medios que pueden emplear­
se en la resolución de este problema y precedentes, hemos elegido los que nos 
parecen mas sencillos y exactos en la práctica.
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.. Se (Ucc (/tie una recta está dividida,en ííedia x
KXTUEMA RAZON; ciHiudo cstá dividida en dos ¡Kíriciitales 
(ftw-la mwjor es medid proporcional lenlre- la menor la 
linea entera. . ■ • ’ ' ; • h  , J'1Í7

l i e .  Problema 6." Dividir una recta!« en media'^y extrema 
razón. :.I) r l '/  i -!«'•. liii i)

Tómese una recta A B = o  (lig. 116)':- en elextrem é lí Ic-

yántesé iina.pérpendiéiilar B O = y "  •

desde O coil el radio OÍS'trácese una 
circunferencia: por A y O se traza 
la secante AC, y la parte AD, exterior 
de la secante, aplicada sobre AB di­
vide á ésta en E c n  media y extrema 
razón. •

En efecto AB es tangente y AC .secante de la circuníe- 
rencia O ; luego se tendrá (407) . !OI uuirj-xj ■

A C :A B :: AB ; AD;

r.Sc'i'íhixn.
n . '/ í ití

de donde (Alg.  ̂ 129)

ÀC — AB; AB 

= 2B O ^D C  y
il-i-
y como AB= 
convierte en

í '  AE:AB

ó (Alg, 127, 2,*y AB ;AE

: AB — AD ; AD :

AD =  A E , esta proporción se
t

::EB : A E , ''di 

AE ; EB.

1 * 0 . Problèma 7.® Dado un triángulo ABC ( lig. 117), construir 
sobre una recta dada A^C', considerada como lado homólogo de AC. 
otro triángulo semejante al primero.

Fórmense en los extremos de la recta A/B' los ángulos 
A'íf íA y C '.=  C, y A'B'C' será el 
triángulo pedido (98 , coroLi):'-ó

B ....:b! • fórmese A 'í^  A y tómese A'B'.igual
á una cuarta proporcional i  las rec­
tas AC, A'C  ̂y AB (11b), y.cl Iriáí^- 
guio A'B'C' será el buscado (98,.2<(J;
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ó también, hállese ima cuarta proporcional á  AC,iA'C' 

otra á'AC, A 'C y BC; icón estas cuartas propor-^ 
clónales y con la- róela (lacla A(G' íormese el triángulo 
A W  (86), el cual será el pedido (98, 1 "1

1 * 1 . Problema ^.'' Dado un poligono 1ABGDEF( fig911»)feons- 
truir sobre una recia dada A 'B ', considerada como lado homologo de 
AB, otro poligono semejante al.prim cro.;, hìmì ''-'■ì ì ì c

Divíd^e el poligono dado yn.,.triángulos por medio de 
’ ‘ 'las diagonales AC, AfìVetc. : cons-

;iin oii :i 6' trúyase sobre A 'B ', considerada
■B O : - como.ladodioinólogo de AB, un

íE ATíXSvd' tHángulo A^BX' semejante al ABG 
(120): sobre k V ,  considerada 

1’comoladó hom()logo de AC, cons- 
triiyasci otro A'CD^ semcíjanle á 

ACi)? y  asi' sucesivamerite-. K1 poligono A'B'G'D'E'F'lserá 
el pedido (101). 'OI > ' - :*> ah»-Problemas numéricos.

I * « .  Problema 1.” Dados los valores nnméríeos’d c ‘dos lados 
de im triángulo reglángulü dele^-minar el Ipr^cr lado.

Bislinguiremos tiós casos; i.'^íjné el lado desconocido
sea Ui Inpplenusa; fpie ^eá un cáíeto.Oíi. : ' uu ■

1. " Supongamos cpie un cálelo lioiie 40 inudros y  el 
otro 82: llamando (i á la hipotenusa se tendrá (111. corol.)

a = V ^  40’ '+¿'32^=i ‘̂Í/2624^^áÍ,M ... melrós^
2. '’ Supónganlos ([uc un cateto tiene 6 metros y. 4 0 la 

hipotenuf^a, llamando b al otro catetov serái(’1 IH, corol.)

i 18». Pí^Úema-i}’ Dados'loé válwes numéricos de l()s lados de
un: triángulo determinar lajespeeic de sus ángulos: '

b-’-'Seieleva at Cuadi-ado êl valor numérico dél mayor, V ŝi 
esle cuadrádo-eá igual á  la s«ma de los cuadrados dé los 
otrbs dos el tnángulo será rectángulo, si mayor obtusán- 
gulü, 'V si raenor’ac«(áiigu1o'(Hb., ree.). '' •
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Así si los lados son 3 , i , 5 , como 5^=23 y 3-h- 4-'̂ —2o, 

se Iciidrá

luego el triángulo es rectángulo (*).
Silos lados so n JO , 12, ^0., como 20® =  i00 

y 10^- h 1 2^ ̂ 2 U ;  resulta ‘ '
202>102_í_122.

luego el fríánguro es dbiUsángulo. ' ' ' ‘■’f*--’' "-r' ■
Por último, si los lados fuesen. 8 , 9 , I I ,  como 

M 2 = : 121, y 8  ̂-1-9^ ™ 14 o , se tendría

1 P < 8 2 -h 9= ;

luego el ángulo opuéátd 'ál máyOí lado sería agudo, y 
siendo los demás menores (75 , 2."), el triángulo sería 
acutángulo. : -> rujioqiioznooiio ^ uoíoqiing»!

(*) Si con una cuerda ó cadena dividida en pie$., p. e , se «{iiisiese formar 
UD tOéngulo rectángulo , bastada lomar por lados 3 , 4 , 5 divisionés, 6 6 ,8 ,  
to  , y el ángulo opuesto a\ lado’ 5 en ét primer caso y al JO én el soguhdo soda 
recto; porque 5* =  8*-i-4’ y io-~8’-t-6'. ... ,

*\'i / f 'l ia.ikAi uVa •-
í. •'T'lUVi'./. iw.'jri '-‘‘ob

ruíud <■.>*! í>vdn>'. i» ui -.íí.:- .-.-.Vn.
, •• \'1Û V>\-.

.íllJd /. V,'.,,-,'. { .j  .i.iíPriool .C91
.tá\ v’i>. -.u —\ '.r .1 : l'I !

■i‘»/ rí)| íOi| muj» r,j‘)«‘n'diMi'}if-> í¡rm : -
mÍi o  !■! -lii.-'iíi ; .íiP [) y If , /. <‘í ;ÍI
"1h;{ íí¡ |/.0 •ifiluoil;n')í] i‘iíj jf' 4<r‘ip;(í o}>.o 

.ti ifo'j 7 A no > Uulííi(«| {‘i '»-■‘•(i’i y 
IHjOif o'i'ilidi’iidjii * í'i iiIhuííjíím'I 
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Inscripción y circunscripción de polígonos.

I » 4. Se dice que una circunferencia está ciucunsciup- 
Tv « íííí polígono, ó que un polígono está inscripto en una 
circunferencia, cuando esta pasa por toáos los verítces
del polígono. , ■ ’

Dicese que una circunferencia esta inscripta en un
polígono ó que un polígono está circunscripto a  una cir­
cunferencia, cuando son tangentes á esta lodos los lados
del polígono. tn m w

1 2 3 . Teorema 1 A todo polígono regular Al5U)b
[fig. 119): \ se le p u e d e  circunscribir una circunfeicn- 
cia : 9,.° inscribir obra.

1 “ Trácese una circunferencia que pase por los ver- 
tices A , B y C (64) : desde el centro O de 
esta bájese la perpendicular OM al lado 
liC, y únase el punto O con A y con I).

Doblando el cuadrilátero MODC sobre 
el MOAB, MC caerá sobre MB, por ser 
rectos los ángulos OMC y 0MB; el̂  punto 
C coincidirá con M, una vez que MC=MB



(41):: la recta CD caerá sobre BA, por ser iguales los án­
gulos en B y en C por hipótesis; y el punto D coincidirá 
con A por ser también CD =  BA; luego los extremos de OD 
y OA coinciden, luego estas rectas son iguales; luego la 
circunferencia que pasa por A, B y C pasará también por D. 
Lo mismo se deraostraria <(ue pasa por los vértices restantes; 
luego dicha circunferencia está circunscripta al polígono.

2.“ Los lados del polígono inscripto son cuerdas igua­
les de la circunferencia circunscripta; luego equidistan del 
centro de esta (40 , 1.̂ ’); luego todas las perpendiculares 
trazadas desde O á los lados del polígono son iguales con OM 
(24 , corol.); luego la circunferencia trazada desde O con 
el radio OM pasará por los extremos de estas perpendicu­
lares ; luego todos los lados del polígono serán tangentes, 
y por lo tanto la nueva circunferencia estará inscripta en 
el polígono.

fi««. Llámase centro de un polígono regular el centro 
de la circunferencia circunscripta é inscripta: radios del 
polígono las rectas que van desde el centro á los vértices 
de sus ángulos; y apotemas las perpendiculares trazadas 
desde el centro á ios lados del polígono. Los radios suelen 
también llamarse radios oblicuos, para distinguirse de las 
apotemas, (pie se denominan radios rectos.

Corol 1 Los radios de un polígono son iguales entre 
si, y las apotemas lo son también.

Corol. 2.“ Los radios de un ¡joligono son bisectrices 
de sus ángulos.

En efecto,
(72, 1 .“i ; luego los ángulos AEO, OED son también igua­
les; luego EO es bisectriz del ángulo en E. Lo mismo se 
demuestra de los demás.

Corol. S."* Los ángulos en el centro AGE, EOD, etc., 
son iguales.

Por la igualdad de los mismos triángulos AGE, EOD, etc.
Observación 1 Para determinar el centro O de un po. 

lígono, se trazan las bisectrices AO y EO de dos de sus án­
gulos cualesquiera consecutivos A y E, ó las perpendicu-
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los triángulos AGE, EOD son iguales
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lares en los pantos medios de dos lados consecdtivos. 
■Observación 2¡.^ Los ángulos en encentro O'-dé un po­

lígono regula!’- valen juntos 4R ( 19, corol y  son igita^ 
les entre si (corol. ant.); luego el valor del ángulo en el 
ceiitro de un poligono regular estará representado por la 
fórmula "

u f- i'ili-Jilr;
De donde

A‘>»1 / O •  ̂i> !. I ^Ánguloen eí centro (le trián g > q u ila t,= = -|“ =

R =  90".Id. de cuadrado.............................

Id. de pentagono regular. -, . . ... . = " g " — ?
4R __ 4 R __ pA®

Id. de exágono id. . .  ̂ . . . ■ • • r= “6“ — y " —. •

. . . = . ^  =  y R  =  S1°,i2..,;,Id. de lieptágono id.

__ __ _____ OfiO
Id. de decágono i d . . . . . , . , , . , . " .  ♦ lo ~  P" *

Fig .  <ao.,.

l[87 Teorema 2.” Todo poUgoììo : 1.“ sí es tnsí^ripto 
y equilátero es regular: 2;'’ si es circunscripto y equián^ 
guio es también regular,
■ 1 " Sea el polígono ABCDEF (fig. 120). Los ángulos

ABC, BCD, etc., del polí­
gono son inscriptos y coin- 
prenden entre sus lados ár- 

1̂ ' eos iguales (que en este 
' 2 ■ 

caso cada uno es — de la

■’ circunferencia), luego son 
iguales (54, corol. 1.’®);

luego el polígono es regular.
2." Sea el polígono A'B'C'D'E'F. Trazando por el cen-
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tro O' de la circunrerencia inscripta y por los vértices del 
polígono las líneas O'A', O'B' y O'C', dividirán los án­
gulos A', B', C' del polígono en dos partes iguales (6^, 
corol.); luego los ángulos O'A'B', O'B^V, Ü'B'C', 0 '0 'li ' 
son iguales-; luego los triángulos A'B'O^ y B'C'O', que tie­
nen el lado B'O' común y dos ángulos respectivamente 
iguales é igualmente dispuestos, son iguales (T2, corol )• 
luego A 'B '= B 'C .

Del mismo modo se demostraria que B'C' =  C'D', 
C'D'^.D^E', e tc .; luego el polígono dado es también equi­
látero; luego es regular,

1* 8. Teorema 3." Los perímetros de los polígonos re­
gulares ABCD..., A'B'C'D'... (üg. 120), de igual número 
de lados, son proporcionales á sus radios OA , O'A' y á 
sus apotemas OM, O'M'.

Los polígonos propuestos son semejantes (102); luego 
se tendrá (112)

AB: A 'ií'.

Los ángulos A, B, C.., y. A', B', C'... de los.polígonos 
regulares de igual númcim fie lados son todos iguales en­
tre si (82, eo ro l.); luego sus mitades también lo serán; 
luego los triángulos AOB y A'O'B' tienen los ángulos
A B O = A W  y B A O = ^ B W p o rs e rA O y B O , A '(y y  
B'O'bisectrices de los ángulos de los polígonos (J20, co­
rol. ^ ;“), luego son semejantes (98 , corol,);. luego se 
tendrá (108)

AB : A'B' :: AO ; A'O' MO : M'ü'.

Esta proporción y la anterior tienen una razón común; 
luego (Alg, 128)

p : ; / ; :A 0 :A ^ Ü A ;M 0 :M '0 ',  

ó , llamando ?•, r' los radios, y a , a' la.s apotemas.

p  : ; /  :: r  : r ' :: u  : a '.
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PROBLEMAS

relativos al capitulo precedente.

1 » » . Problema 1 Inscribir en una circunferencia un poligono 
regular de cualquiera número de lados, p. e., ti.

Divídase la circunferencia en 5 partes iguales (•), 
r.B ,2«. A B ,B C , etc. (íig. 121,

1.“ y 2.'"); trácense las 
cuerdas correspondien­
tes á estos arcos, y el 
polígono ABODE será el 
pedido.

Los arcos AB, BC,... 
son iguales ; luego las 
cuerdas también lo serán 

( 39, 1.“) ; luego el poligono es equilátero é inscripto, lue­
go es regular (127 , 1.°].

tS O  Problema'i^ Dado un polígono regular inscripto; 1;“ cir­
cunscribir á la misma circunferencia otro del mismo numero de la- 

bailar el valor del lado de este ultimo en valores del lado
del primero y del radio.

1 “ Sea el polígono dado ABCDF; por los puntos 
M N P  etc. medios de los arcos subtendidos por sus 
lados ViK 121, 1.“), ó por los vértices A, B, C, etc. 
del p o l¿ n o  (fig. 121, 2.“) trácense tangentes, y el po-- 
lígono A'B'C'D'E', formado en una u otra figura, seia el

 ̂ Porque en uno y otro caso los ángulos A', B', C , etc., 
del nuevo poligono tienen por medida mitades de arcos

.los maneras puede hacerse esla división: 1.  ̂ por tanteo, 2 .* caU
2 IX íis fin a1 í'Antro dê  Dolícono Que IraU de formarse (126, obs. 2. )*

euiando el ángu ««o t» .  construyendo con el semicírculo un ángulo
que en este caso sena 51 , . ¡ interceptan sus lados, será la



iguales;, luego son iguales; luego el poligono A'B'G'D'E' es 
equiángulo y está oircunscripto ; luego es regular (127,2.°), 
teniendo además evidentemente igual número de lados que 
el propuesto.

Observación \ .* En el caso de ser los lados paralelos, 
como en la figura 1 / ,  la recta A'O divide el arco convexo 
MAN en dos partes iguales (65, corol.); luego pasa por el 
punto A, medio de este arco ; luego

Los vértices correspondientes, como k! k ,  y el centro 
están en linea recta.

2." Los triángulos A'E'O y AEO son semejantes (97); 
luego. (108)

A 'F  : AE MO ; n o  ,

ó llamando l el lado dei polígono dado y r  el radio del 
círculo
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dé^donde

A'E' ■.l-.:r\ 110 ;

r u .

En el triángulo rectángulo AIIO se tiene (111, corol.)

IIO =  i/AÜ’— \ /  r’~ \ /  =

V / ^ ' = | v / 4 f W  [2].

Sustituyendo este valor de llO en la ecuación [1 ] resulta

- r l  ^ r l  . 2W
f lí / I ______ ________A'E ó A 'F

i / ír ' — l'

Observación 9,." Traducida la fórmula [2] al lenguaje 
común, nos dice que: la apotema de un polígono regidar es 
igual á la mitad de la raiz cuadrada del cuadruplo del ra­
dio cuadrado menos el cuadrado del lado.



Fig. 422.

131. l&obk)ñú 3.® Dado un polígono' .\BCDE (íigi 12-2) regular é 
iiisci‘iptó‘. 1." inscribir otro (le duplo número de lados: 2.® hallar el va­
lor del lado de este último eu valores tlel lado del primero y del. radio..

1 Divídanse los arcos AB, DC, e tc ., subtendidos pol­
los lados del polígono dado, en dos partes 
¡guales (C1) ; trácense lás cuerdas de estos 
nuevos arcos, y el polígono AMBNC..... 
formado por’ ollas, será el pedido.

Porque es regular (127,1 .*’) y y eviden- 
temenlc de duplo número de lados que el 
propiiéslc. •

2.“ Trácense los radios AÓ, MO y BO: 
MO pasa por el punto medio del arco, AMB; luego será 
perpendicular á la cuerda AB y la dividirá en dos parles 
iguales ( i r ,  obsi); luego el triángulo BHO es rectángulo 
en n ; luego el ángulo BOM es agudo (71, corol. 3.“); luego 
en el triángulo BOM se tendrá (I M , 3.”)

BM"* - -  BO  ̂-H MO  ̂— 2MO xH O  ~  2BO^ — 2MO X H P , 

ó llamando r el radio,

—  iü 2  —

pero se tiene (130, 2.°) 

110 =
• í » 11

1 ir' — l- ;

luego sustituyendo este valor de IIO en la ecuación ante­
rio r, resulta

7 = 2 r ’—rv/4r’—i’= r ( 2 r - v /  ár'—p, i 

de donde BM = \ / r ( 2 r —;/4 r ’—]■)

433. Problema i  ° Dada úna circlinréi'enclii : l.® inscribir en 
ella un cuadrado : 2.® hallar el lado do este en Valores del radio.

í Se trazan dos diámetros AC y BD (tig. 123) perpen-
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diciilares eiUre s i, los que dividirán 1.a circunferencia 

en cxialro partes iguales {Al, coi-oLi);. se 
unen los extremos de es.tos arcos por medio: 
de cuerdas, y el polígono ABCD que .estas 

; forman, será el cuadrado pedido'(129).
}c 2.° El triángulo ABO, rectángulo en O, 

nos da (1 1 1 ,1 .“}
AB'̂  ̂  A O ^  BO" =  2AO^ ;
AB ^  ]/,'2AO’— A O ,
AB =  r | / 2 .  o

l)e esta última ecuación se deduce
t"  ' -:‘:J ^  ' ''■

•,{) 'I-.-- ‘í*' j.

de donde
ó llamando r el radio, 

Observación 1

•==t/2 ' -,do< OÜ» 
'iínr/

Luego la razón del lado del cuadrado inscripto enMná 
aircunfereMia al radio es inconmensurable.

Couio el lado AB os á su y.ez la diagonal de un cnadrít- 
do.AElíO, cuyo lado es el radio, se infiere también quei 
el lado de un cuadrado y su diagonal son inconmen&u-. 
rableSi

Observación 2.“ Si en la ecuación anterior se supone 
r=r;.s i fesulla 'bflr.

-

Luego construyendo iiii cuadrado cuyo lado_sea launi^ 
dad , su diagonal repri^enla exactamente ú  Itiego la 
Geomelria proporciona medios para determinar el valor 
exacto de cantidades irracionales ( ') .  .

1 3 3 . ProUem’a^^ Dada mía circunferencia, inscribir en ellá 
Uji exágono regular.

Supongamos .el problema resuelto:, ,y -q^e AB,(fig. ISA)

(•) Es'.a cxaclitud es puramcnlc ideal ; porque los medios que s,c empican 
para resolver gráficamente los problemas no dan sino rcsuliados mas 6 menos
íiproxtmados 5 la cxacliUid, que jamás se consigue de esU manera: • •



sea el lado del exágono inscripto. Trazando los radios AO 
y BO, el ángulo AOB =  60® (126, obs. 2."); luego los 
ángulos A y B del mismo triángulo ABO valdrán ! 20" (71, 
corol. 1 Mas siendo AO±=BO, los ángulos eu A y en B 
serán iguales; luego cada uno de ellos valdrá 60"; luego 

el triángulo ABO es equiángulo, luego se­
rá equilátero (7o, corol. 2.°); luego

AB =  AO;

luego el lado del exágono es igual ul ra­
dio de la circunferencia circunscripta.

Luego para inscribir en una cirqunfe- 
rencia el exágono regular, se coloca el ra­

dio sobre la curva seis veces: se unen los extremos de 
cada arco, y el polígono ABGD......  será el exágono pe­
dido.

Corol. Uniendo de dos en dos, dejando uno interme­
dio , por medio de redas , BD, DF, FB, los vértices del 
exágono regular, se tendrá el triángulo efjuiláíero BDF 
inscripto.

Observación 1 Si se quisiere hallar también el lado 
del triángulo equilátero inscripto en valores del radio, tra­
zando el diámetro AD, el triángulo AFD rectángulo en F 
(54, corol. 2.°) nos daria (111, corol.)

—  ] 04 —

DF = t/AD’—AF’ = t/(lVÜ)’—Alí‘= Aü’—A0’= /  3AO’:=A0t/3,
Ó llamando r el radio, =

De esta ecuación se pueden sacar consecuencias análo­
gas á las deducidas en las observaciones 1 y 2.® del nú­
mero anterior.

Observación 2.“ La recta BF tiene los puntos B y F 
equidistantes de A y O ; luego es perpendicular á la AO en 
su punto medio G (26, corol. 2."); luego AG =  GO: mas GO 
es la apotema del triángulo equilátero inscripto; luego/« 
apotema del triángulo equilátero inscripto es igual á la 
mitad del radio.
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f a i .  Problema 6.® Dada una circunferencia, inscribir en ella 

un decàgono regular.

Supongamos que AB (fig. 125} sea el lado del decá­
gono inscripto. Trazando los radios AO y BO, el ángulo 
W h — W  (12G, obs. 2.“): luego los ángulos en A y B 

p. valdrán U 4 ” (71, corol. 1.“).. Mas como
’’ A O = B O , los ángulos en A y B del mismo 

triángulo ABO serán iguales, luego cada 
uno de ellos valdrá 72®.

Trácese la bisectriz del ángulo en A , y 
sus mitades QAB y QAO valdrán 36®. 
Luego el triángulo OAQ tiene los ángulos 

AO Q=Q AO; luego (75, ree. 1.®).

AQ =  OQ.

El triángulo ABQ es también isósceles ; porque siendo 
OAB=:36®, y B=:72®, será AQB=72® (71, corol. 1.®); 
luego

A Q =A B .

Esta igualdad de lados y la anterior nos dan 

AB =  OQ.

Siendo AQ bisectriz del ángulo en A , se tendrá (95}

pero
luego

AO:AB::OQ:QB: 
A 0 = 0 B  y AB =  OQ; 

' ’'^ O B :O Q ::O Q :Q B ;
' OB tAB:: AB:QB.

Luego el lado del decàgono regular inscripto es igual 
á la parte mayor del radio y dividido en inedia y extrema 

(118).
Luego para inscribir en una circun-ferencia el decágo­

no regular se coloca la parle mayor del radio, dividido en 
media y extrema razón (119), sobre la curva diez veces.



una á continuación de oti*a: se unen los extremos de-cada 
arco, y  el polígono ABCl).... será el decágono pedido ('*■)'.'

CúróL'.A:'^' Uniendo de dos en dos, dejando uno inter­
medio', los Téttioes D , F, H, M ,.;... , se iondrá inscripto 
el peñtágono regular DFHM,.;.. ' - -f- ií ’ */

€ o r o l .% ."  . Para inscribir el pentedeéágono regularse 
toma laidiférencla entre.el arco;sul>léndido por el lado del 
exágono ye) delidecágono está diferencia se coloca quin­
ce veces, una á continuación de btra^^ sobre la circunfe- 
renciav la cual quedará dividida en qiiaiice partes iguales: 
se trazan las cuerdas correspondientes á-estos ¡arcos, y  el 
polígono que forman sérá el pentedecágonó regular.

En efecto, el lado del exágono subtiende un afeo —  de

— 106 —

cii'cunfcrencia: el dcl decágono — de id .: la diferencia en­

tre estos arcos es - ' ; ' . ' . ‘j l l /  i:í
,/ , ; -d , .'íit: • ÍIAO

1 1 10 6 4 1 , . .

luego este arco, colocado ([uince veces sobre la circunfe­
rencia, la divide en.quince partos iguales', cuyas cueVdas 
formarán el pentcdecágonoregular (127, l.°).

135 . Observación yeneral. Síysaben inscribir geométri­
camente, entre otros polígonos regulares, los siguientes: el 
ín ‘ún//íf/o.(133v'-COi’ob), el cuadrado (132}^ el pentágono 
(134, corol. l.°) q\ pented^cágoflo , corol. 2.®). Mas 
como inscripto un poligono'regulár.^e circunscribe otro del 
mismo número de lados (130 , 1 .y se inscribe otro dé 
luiniero de lados duplo (t3 Í,. 'l-"J , resulta que se pueden 
inscrib ir y circunscribir geomefricámeiUe los polígonos re-

■ 'i.r.- ' ‘ ‘ ' ' '' ‘

[*) Bsia construcción, si bien exacta en teoría, es bastante errónea,en la 
práetica ; porque el error qu% néccsariaiheñle se óoiaetc en'Ta Óivisioñ dei radio 
cp ujeUía y fixirctna ra io n , se .multiplica'por 40 'al haoejr apljc»ci6n,4^ ;cUa, 
Ks preferible «n este caso , y cp tos que de él dependen, dividir la ctrcpníé- 
lettcra'jSor tanteo éD tas partes ignaics que 60 difece.- > im i''" !!/ -' fUh'.MU
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guiares, cuyo número de lados expresan los diferentes léi- 
minos de las siguientes progresiones:

3 :  6 : 1 2 :  24 : ...............: 3 X2 . ”
4 : 8 :16
5 : 1 0 : 2 0 :  40 f.-. .

15 :  30 : 60  :,120 ^ 5 x 2 . “ ' ;  -  ^
, ,¡.i ' ■'

13®. Problema 7.“ Dado el Jado <i (fig...l2.6)fíle jUn,p9lig0D0 re­
gular cual(iuiera,.p. e., de un octógono, conslmir‘¿Vpolígono. .

En una circunferencia:, cuiyo radio sea una líneaxual- 
quieraOB,, inscríbase ua octógono. ABCD..¿íJc .sobre uno 

. de sus lados AB rtómese AM¿==:fl;<por 
M trácese una paralela MB' al, radio 
OA, basta que'.eorte en B'; al OB', 
prolongado si es necesario:, con un 

!\gi radio igual a lÜB' trácese una nueva 
circunferencia: prolongúense Jos iIUt 
dios OA, OC, Ql), etei, sisenOcesW 

, ta, hasta que encuentren la .nueva 
. circunferencia en los puntos C', 

D',' etc.: únanse estos puntos por medio de- cuerdas ,, y el
polígono A'B'C'D'..... será el pedido. -  !

Porque siendo OA== OB y OA'=:OB', se .tiene,-nib
OA:OA'::ÜB:OB';

luego Alt es paralela á A'B' (94,.roe.); y como ^IB' es tam­
bién paralela á AA', por construcción, la figura AA'B'M 
es un paralelógramo; luego (79, I.”):.-

A'B'=AM=.a. . '• .-i'ij !. -'uun'O?'- .ul'< • ■
Siendo los ángulos en O iguales entre sí, los arcos A'B',

B'C', C'I)'...... que miden estos ángulos, serán también
iguales; luego A'B'C'D'..... es un octógono regular^f'eiuyo
lado es igual á la recta dada a .
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ARTICULO U.
Razón de la circunferencia al diàmetro.

1 8 1 .  Teorema 1.” Dos circunferencias cualesquiera 
son proporcionales á sus radios y á sus diámetros.

Inscribiendo en una circunferencia un polígono regu­
lar cualquiera, después otro de duplo número de lados, 
luego otro, y así sucesivamente: los radios de estos polí­
gonos permanecen siempre iguales á los de la circunferen­
cia: las apotemas se van aproximando al radio , porque los 
lados del poligono son cada vez menores (3 9 ,2 .“) ; y los pe­
rímetros de los polígonos se van confundiendo con la cir­
cunferencia, á medida que el número de lados se duplica; 
de manera que á las pocas inscripciones ya la vista no dis­
tingue la curva del último polígono inscripto. Como las 
inscripciones se pueden aun suponer continuadas cuanto 
se quiera, se infiere que

Todo circulo se puede considerar como un poUgo- 
no regular de infinito número de lados, cuyo perimetro es 
la circunferencia, y cuyos radios y apotemas son iguales.

Luego, siendo c, c' dos circunferencias, r ,  r' sus ra­
dios, y rf, rf' los diámetros, se tendrá (128) ,

c ; c' :: r  ; r ' :: 2r ; 2 /  , 
ó c : c' :: r : r' :: d : d ' .

Corel. I.° La razón de la circunferencia al diámetro 
es una cantidad constante._

En efecto, alternando la proporción

so tiene 

ó

c : c' :: d : d'‘, 
c :d  :: c ':d ' y 

c _c'

i ' , : yh
■ ir. í
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CoroL 2." Llamando -jt (* (••)) la razón de la circunferen­

cia al diámetro, se tendrá

o —ir

r i s .  Í27.

En cualquiera de estas dos ecuaciones entran tres can­
tidades indeterminadas, y por consiguiente conocidas dos 
de ellas se puede hallar el valor de la otra. Asi

c= n d  6 C =
r , c(l =  — o r  — — •T 2^

Teorema 2.® Toda linea convexa (“ ) cerrada, 
comprendida dentro de.otra cualquiera, es menor que esta. 

Sea ABCDA (fig. 127) la línea convexa. Si esta no es 
menor que todas las que la compren­
den, habrá de ellas una menor que to­
das las demás, que será mas corla que 
ABCDA ó igual con ella. Supongamos 
que la línea que comprende á la ABCDA 
con estas circunstancias sea AEFGU: 

trácese entre estas dos lineas una recta cualquiera Mi\, que 
no corte á la ABCDA, y se tendrá (4)

MN<MFGN,

y agregando á los dos miembros la línea MEAIIN resulta 

AEMNIIA<AEFGUA :

mas por hipótesis AEFGItA es la linea menor de las 
que comprenden á la ABCDA; luego esta hipótesis es ab­
surda; luego todas las líneas que comprenden á la con­
vexa son mayores que ella , ó ABCDA es la menor de todas.

(*) Este signo es la p griega, que se pronuncia pt.
(••) Cuando se da este nombre á una curva, sin relación á otra linea ni 

punto, se signiTica con él que la curva no puede ser cortada por una recta mas 
que en dos puntos. Asi la circtinferencta es una curva convexa.
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Corül. 1 " La circunferencia es mayor que el perime- 

Iro de un polígono cualquiera inscñplOy y menor que el de 
otro cualquiera circunscripto.

Coi'ol. 2.’' Los perímetros de los polígonos regulares 
inscriptos, van creciendo á medida que el número de sus 
lados se duplica, y los de los circunscriptos van dismi­
nuyendo en igual casó.

Observación.. :De éstos corolarios se infiere también 
n ] q u e

La circunferencia es el hmite superior de los polígonos 
regulares inscriptos , y el inferior de los circunscriptos.

PROBLEMAS relativos al capitulo que precede.

f  3 » .  Problema 1 /  Hallar la razón numérica de la circunferen­
cia al diámetro, ó sea el valor de v .

Siendo constante, ó igual para todas las circunferen­
cias lá cantidad <¡ue vamos á determinar (137, corol. 4.“); 
si se calcula él valor de una circunferencia en el supuesto 
que el diámetro es 1, se tendrá la razón pedida; puesto que 
la razón de una cantidad con la unidad , es la cantidad 
misma.

‘̂ 'Inscribiendo en una circunferencia, cuyo diámetro 
, un exágono regular , el lado de este polígono val­

drá 4- (133) ; y el perímetro

es

2
^ X 6  =  3.

El lado del exágono circunscripto será también (130, 2."}

L -  1 1  1  I

v/^x(D-(D’ v/|

y el perímetro

= ^  =  = 0 ,o 7 7 „

0,377X0=^3,40...........
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Allora la circunferencia és-niayor que el perimetro del 

poligono insci;ipt0,y  menor que el líejl circunscripto (138, 
corol. '1 ."j';1uegó el valor numérico cié là circunferencia 
será 3 y  tina fracción decimal menor, que 0,4.6. 'V;

Si del mismo modo’calculamos el perimetro del poligo­
no inscripto de 12 lados (13.1, 2."}^ y .el de igual nùmero 
de lados circunscripto : el primero de estos valores será 
mayor que 3 -y e l segundo menor que 3,46.». (138, co­
rol. 2.®), luego la circuiiíerpncia estará representada por 3 
y la parte decimal que tengan comuft tós perlmètros ^cĵ e 
acaban de determinarse.

Continuando de la misma manera el cálculo de’los'pe- 
rimetros dé los polígonos inscriptas y cmcunscriptos de 24, 
48, 96, etc ., lados,-los valores de estos perímetros se 
irán aproximando mas y  mas, y eljvaloríde la oircunfe- 
rencia se podrá hallar tan,aproximado como se quiera (*). 

Asi se halló ' 14159....
Observación, La razón déla circunferencia al diámetro22

hallada por Arquimedes es y  ;

por Pedro Meció

por otros procedimientos menos elemenlalés qüe el que 
hemos empleado

7t =  3,141o926o35...... (Hasta 155 cifras decimales).

l i o .  Problema 2." Si un radío tiene 6 metros, ¿cuál será la 
lonffitud de la circunferencia?

113 ^

Mi . -  ̂  ̂ -
(*) Claro se ve que por este procedimienU) no es posible llegar á .unyalor 

exacto que represente la razón de la circunferencia al diámetro. Mas aun , por 
cualquiera otro de los inventados ó por inventar se hallaría un resultado análogo; 
porque la razón de la circunferencia al diámetro, y aun el cuadrado de esta 
razón, es una cantidad inconmensurable. (V. Legendre, Geom., nota 4.*)

(•’) Este número so puedo obtener escribiendo las tres primeras cifras im­
pares cada una dos veces , y separando por medio el grupo qüe forman ; de 
este modo

.• if .:- : '  113 I S5S :
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se tendrá (137, corol. 2.“)

X  3,14139 X 6 =  37,69908 metros.

Reciprocamente. Si una circunferencia tiene 31C varas 
de longitud ¿cuál será su radio?

El radio será (137, corol. 2.")

í- =  — 1= ,-^ ^ ^ --=  82,12 varas.2»! 6,28318 ’
1 4 t .  Problema 3.“ Si un arco tiene 20* y el radio es 10 metros 

¿cuál será la longitud del arco?

La de la circunferencia es (137, corol. 2.")
c =  2 X 3,14139 X 10 =  62,8318 metros,

y la del arco sé halla por la siguiente proporción

360“ : 20” :: 62,8318: x;
20x 62,8318

de donde x = - 360
= 3 ,4 9 0 6  metros.

1418. Problema i.°  Conocido el radio de un arco, hallar el nú­
mero de grados que debe tener para que su longitud sea igual á la 
de una circunferencia de radio también dado.

Llamando r el radio del arco y a: el número de grados, 
la longitud del arco será

2 n r  X X  .

360 '

la de la circunferencia cuyo radio es r' será también

2'n-r';

y como estas dos expresiones representan, por hipótesis, 
cantidades iguales, resulta

2 ■» r  X a; 
360 ~

:2vrr'.;

de donde (Alg. 41] a;=3C 0X  ^
Asi el número de grados de un arco cuyo radio son 24
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varas, é igual en longitud á una cireimferencla, cuyo 
radio sean 10 varas, será

50".t i

1 4 3 . Problema S.° Hallar gráficamente la longitud aproximada 
de una circunferencia (*)..

Trácese la cuerda AB (fig. 128) igual al radio, y el 
diámetro CD perpendicular á esta 
cuerda: se traza por D la tangente 
ME, y el radio OA, prolongándole 
hasta encontrarla en M : desde este 
punto hácia la derecha se loman tres 
radios; se une el extremo E del úl­
timo con el C del diámetro, y la rec­

ta CE será la longitud de la semicircunferencia con menos 
1

Fig. Í28.

M D

error que del radio.10000 ...Oí
En efecto: en el triángulo CDE , rectángulo en D, se 

tiene (111, corol.)

CE — K CD‘4-DE’=  1/CÜ’4-(ME -  MD

ME’—2MExMD +MD’

Ó, poniendo en vez de CD su valor 2 r , y en lugar de ME 
el suyo 3 r ,

C E = /4 í*  + 9 r‘—6rxiMD +MD’—t/ l .V —6rxMD-f-MD’ [1 ]•

(*) También ha sido imposible basta ahora la resolución exacta tie este 
problema. No se crea sin embargo demostrada esta imposibilidad, porque el 
diámetro y la circunferencia sean inconmensurables [139', (*) ); puesto que el 
lado del cuadrado y su diagonal también lo son (132, obs. I .^ j, y es evidente 
con lodo , que dada una de estas lineas, se construye la otra con exactitud geo­
métrica.

8
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Para hallar el valor de MD, de los triángulos seineian- 

les OAH y OMD se deduce

MD: AU :; OD: Oïl;

de donde MD =
AHxOD

on
Ó, s u s t i t u y e n d o p o r  AIT, r por OD, y — P̂ *'

O H (1 3 0 ,2 .'‘] ,
1

MD=
2■rxr h '2 )V /3 1

5 - - - r - = T * ' ' ^ -
2 K *' ' 2

Sustituyendo este valor de MD en la ecuación [ I ] , resulta 

C E = \ /  13r’- 6 r y - in / r + 4 = < '‘'>i3 =  V ^  r’(î3-I-2V/:3 =

6 por último
í’V/13,66... — 3,46... —  r  v/10,20.... 7 

C E =ï'X 3 ,14153;

y como (137, corol. 2,“) C =  2 r x 3 ,14139, la linea CE 
representa el valor de la semicircunferencia con menos 
error de 0,0001 del radio.



CAPITULO III.

De ias áreas ele las figuras planas.

AimCULO I’IUMERO.

Determinación de las áreas de las figuras planas.

144 . Se llaman figuras e q u iv a l e n t e s  las que tienen 
igual extension superficial, pero distinta forma; de ma­
nera que superpuestas no coinciden en iodos sus punios.

145 . Teorema Dos paralelógramos (fig. 129) AC 
y EG (*), que tienen las bases AD y Eli iguales é igual 
altura (77), sow equivalentes.

Superpóngase el paralelógramo EG al AC, de modo 
que EH coincida con su igual AD ; y 
como las alturas son iguales, los lados 
BC y FG formarán la línea recta B(i' 
(32, corol.).

Los triángulos ABF' y CDG' tienen 
los ángulos BAF' — CD G ',(33, 1.°), 
además A B ^C D y A F '=D G '(7 í), 1.’). 

luego son iguales (72, 2.'’).
Si del trapecio ABG'D se resta el triángulo ABF  ̂queda

Fig. <29.

t*) Eslos paralelógramos los nombramos, para mayor concision , por las 
letras colocadas en los extremos de una diagonal: del mismo modo se expresa­
rá en lo sucesivo lodo cuadrilátero, siempre que esto no dé lugar á equivoca­
ciones.
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ol naralelógramo quo représenla-al EG; si del
mismo trapecio se resta el triángulo DCG' queda el para-* 
lelógramo AC; luego los paralclógramos AC y EG son

Teorema S.” Todo triánfjulo ABC (fig. 130) es la 
mitad de un paralelógramo de igual base y

Si por los vértices B y C se trazan las rectas BD y CU 
respectivamente paralelas á AC y AB, la Fig. <30. figura ABCb es un paralelógramo, que tiene 

s p la misma base AC que el triángulo, y tam- 
/  bien la misma altura (32, corol.), pero los 

triángulos ABC y BCD, son iguales (79, cck 
rol. 1."); luego ABC es la mitad del paraleló- 
gramo Al), que tiene la misma base y altura. 

Corel. Dos triángidos de igual base y altura son 
equivalentes.

Borque son mitades de paralclógramos cípiivalenles
( U 5 ) .

449. Se llama arfa de una figura la medida de su 
extensión superfieial (C).

En la determinación de las áreas (ornaremos siempre 
por unidad un cuadrado cuyo lado sea la unidad de Ion-

1 4 8 .  Teorema Las áreas de dos recUingulos AC 
y EG (fig. 131), de iguales bases AP y E íl, son propor­
cionales á sus alturas AB y EF.

Pislinguiremos dos casos: 1." que las alturas sean 
conmensurables: 2." que sean incon­
mensurables.

1 .° Supongamos que la medida co­
man se pueda colocar 3 veces sobre 
AB , y 4- sobre EF, y se tendrá

Fig. <31.

AB: E F :: 3: 4.
Por los puntos de division trácense 

paralelas á las bases, y los rectángulos 
AC y EF quedarán divididos el primero en 3 rectángulos

D F. H
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parciales, y el segundo en 4 , lodos iguales entre sí (79, 
corol. ; luego

A C : E G : i  Alí -.EF.

2 /  Sean AB y EF (fig. 132) inconmensurables. Su­
pongamos que la AB se divida en parles 

*■'5 '3^- iguales tan pequeñas como se quiera, y 
que una de estas partes sea Aa: colo­
qúese ésta parte sobre EF todas las veces 
que se pueda, y quedará un resto F/', 
una vez que AB y EF son inconmensu- 

A~ B É H rabies; trácese luego la fg  paralela á 
EIT.

Siendo las rectas AB y E/“ conmensurables, se tendrá 
(1.“ parte del teorema)

AC; E ^ ::  AB; E /,

Eí/ — E r
Comparando estos quebrados con los siguientes:

AC ^
ÉG EF ’

se observará que los segundos (que están en columna) 
tienen el numerador AB común, y que el denomina­
dor E/" se puede aproximar á EF todo lo que se quie­
ra ; porque F/" es menor que Au, y esta parte pue­
de ser mas pequeña que una cantidad dada cualquiera;

luego ^  es el límite de —  [51, (')]: por igual razón —  es

ACel límite de pero las cantidades variables son iguales;
E¡7

luego los límites también lo serán [ o l , (') corol.j, luego

Aíl — —
EG F.F ’

o AC; E(i AB: EP.
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Observación. Como en todo reelángulo se pueden tomar 

las bases por alturas, y las alturas por bases, resulta que
Las iireas de dos rectángidos de iguales alturas, son 

proporcionales « sus bases.
s-i». Teorema 4.“ Las áreas de dos rectángulos son- 

proporcionales á los produoíos de sus bases por sus al­
turas.

Llámese
R , b, íí, el área, base y altura de un rectángulo,
IV, b', el área, base y altura de otro rectángulo.
R", á, el á rea , base y altura de un tercer rectán­

gulo , ([lie como se t e , tiene igual base que el primero é 
igual altura que el segundo. K1 primero y tercer rectán­
gulo tienen bases iguales, luego (148).

ll: R'^:: a:
El segundo y tercer rectángulo tienen iguales alturas, 

luego (148, obs.)
i r :  IV:: b: //.

Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y 
suprimiendo el factor R", común á los dos términos de la 
primei-a razón compuesta, resulta

R:R' : ;  a X b : ( i ' x b ' .

Corol. 1." Esta proporción se escribe también así
U a X b
TV "■

Sí suponemos (¡ue R' es la unidad de medida del rec­
tángulo U, el primer quebrado representa el área de este 
rectángulo (6); mas en tal caso 6' =  « '=  1 (14” ); luego en 
dicha hipótesis se tiene

R =  rt X b.
Luego el área de un rectángulo es igual al producto 

de su base por su altura.
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De motlü que si un rectángulo tuviese por base 41 me­

tros y por altura 2^ id .; llamando K su área, se tendida

li,=:41 X 22 — 902 metros citad.

Corel. 2.'  ̂ El área de un cuadrado es igual á la se­
gunda potencia de su lado.

Porque el cuadrado es un rectángulo en que la base y 
altura son iguales.

Asi el área de un cuadrado, cuyo lado son C varas 
y 2 p ies, llamando C á dicha á re a , y reduciendo el 
complejo á incomplejo (*) resulta

C =  20'^=400 pies cuad.

150 . Teorema 5." El área de un paralelógramo es 
igual al produelo de su base por su altura.

Porque el paralelógramo es equivalente á un rectángu­
lo de igual base y altura {145); el área del rectángulo es 
igual al producto de su base por su altura (149, corol. 1.“); 
luego la del paralelógramo será igual también al producto 
de la base por la altura.

Asi, para hallar el área del paralelógramo AG (lig. 133), 
se mide su base AD, que supongamos tiene 
seis metros: se traza su altura BE, que tam­
bién se mide, y supóngase que tiene 8 me­
tros; y llamando P al área buscada, se tendrá

P = 6 X 8 =  48 metros cuad.

1 5 1 . Teorema tí.“ El área de un triángulo es igual á 
la mitad del producto de su base por su altura.

Porque el triángulo es la mitad de un paralelógramo 
de igual base v altura (140); el área del paralelógramo es

(*) Eslo es preferible á la inulUplieaciou por el método ordinario, y aun 
por e l de \as  parle»  a lícuotas (V. A riv ., 105 , 107 y I lOi-



igual al producto de su base por su altura {ItiO); luego la 
del triángulo será igual á la mitad del producto de la base 
por la altura.

De modo que para hallar el área del triángulo ABC (fi­
gura 134-), se mide su base AC: se 
traza la altura BD, que se mide tam­
bién , y suponiendo que la primera 
de estas líneas tenga 10 varas y  la 
segunda 7 , llamando T el área bus­
cada, será

— 120 —

Fig. 134.

T =  35 varas cuad.

Corol. Las áreas de dos triángulos son proporcionales 
á los producios de las bases por las alturas: si las bases 
son iguales, serán proporcionales á las alturas; y sidas 
alturas son iguales, serán proporcionales á las bases.

•15«. Teorema 7.” El área de un trapecio ABCD (fi­
gura 135) es igual .al producto de su altura por la semi­
suma de las bases.

Trazando la diagonal BD, el trapecio queda dividido 
en dos triángulos, cuyas bases pueden ser 
las AD y BC del trapecio, y cuyas alturas 
son en tal caso BB' =  DD', que es la misma 
del trapecio.

Bl área de ABl) es ~  AD x  BB',

la de BDC es

luego la del trapecio será

2

YBfíxDlV;

I  A D x B B '-H |B C x D iy = I!B 'x |(A D - -BC).

Asi el área del trapecio anterior, en el supuesto do que 
B B '= 10 pulgadas, A D ^-13 y  BC =  5 , seria

l O x — (13H-o) — 10X9 =  90 pulgadas cuad.

Observación. Si se prolonga la base AD del trape-
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cío AlìCD (fig. 136) una parte D E = B C , y se une B con E, 
el triángulo ABE es equivalente al trapecio; porque tiene la 

misma altura que este, y su base es la 
Fig. U6. guma de las dos bases del mismo. Luego 

B G' el área del trapecio es también

BB^X-^AE [i;
A B' D J5

Los triángulos BCIN ylNDE, que tie­
nen B C =I)E  por hipótesis, y los ángulos BCN=NDE y 
NBC=DEN, por alternos entre paralelas, son iguales 
(7 2 ,3 .“); luego B N = N E , y también QS=1ND.

Trazando por N la recta NM paralela áAE, se tendrá {97}

B N : B E : ; B M : B A : ; M N : A E ;

pero B N ^ ^ B E ; luego B M = ~ B A  y M N = —AE.

Sustituyendo este valor de y A E  en la fórmula [ I ] ,  el

área del trapecio será

bb^x m n .

Luego el área del trapecio es también ir/tial al produc­
to de su altura por una linea trazada por los punios me­
dios de los lados no paralelos, ó sea por una paralela á 
las bases y equidistante de estas.

jñ » .  Teorema 8.” El área de un polígono regular 
ABCDE (íig. 137) es igual á la mitad del prodticio de 
la apotema por el perímetro.

Trazando los radios AO, BO, CO, etc. del polígono, es­
te queda dividido en tantos triángulos AOB, 
BOC, etc. iguales entre sí (72, 1.°) como 
lados tiene: el área de uno de los triángulos

AOB es |-MOxAB{'151); luego la del po­

lígono será ~MO XABXÓ MOXoAB, z
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6 llamando P el área del polígono, a la apotema y p el 
perímetro,

Asi, para hallar el área de un exágono regular, cuyo 
lado tiene 4 metros, será

p — 6X 4  =  24 metros,

y (130, obs. 2 /)  4 x 1 6 — 1 6  =  3,46 metros;

de donde P.:==;4-X3,46X24 =  41,52metroscuad.

154. Llámase sectoh poligonal la parle ABCO del po­
lígono comprendida por dos radios y dos ó mas lados.

La parte ABC de perímetro correspondiente á un sec- 
toi\ se llama base de este.

Corol. El área de un sector poligonal es igual á la 
mitad del producto de su apotema por la base.

1 5 5 . Teorema 9.** El área del círculo es igual á ¡a 
mitad del producto del radio por la circunferencia.

Porque el círculo se puede considerar como un po­
lígono regular de infinito número de lados, cuyo períme­
tro es la circunferencia, y cuya apotema es el radio (137); 
luego llamando c la circunferencia, r el radio y C el 
área del círculo, se tendrá

C = - r c .

Corol. Sustituyendo cu esta fórmula en vez de c su 
valor 2^?' (137, corol. 2.") se tendrá

C = y î -x 2wï- =  7t/-%

ó C =7rr^.

Luego el área del circulo es igual al producto de la 
razón de la circunferencia al diámetro por el cuadrado 
del radio.
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Así oi área de un círculo, cuvo radio son 10 varas,
sera

C = 3 , H ! o 0 x  i02 =  314,159 varas cuad.

l a e .  Llámase secto r  de circulo taparte  ABCO (figu­
ra 138) de este, comprendida entre dos ra­
dios OA, OC y un arco ABC.

Corel. El área de un sector de circulo 
es igual á la mitad del producto de su ra­
dio por el arco.

Porque se puede considerar latnbien 
como un sector poligonal, correspondiente 
á un polígono regular de infinito número

de lados.
15«. Se llama s eg m e n t o  de círculo la parte de este 

comprendida entre una cuerda y su arco, ó entre dos 
cuerdas paralelas y los arcos que estas interceptan.

La cuerda ó cuerdas que le forman se llaman base ó 
bases del segmento.

ABC y ADC son segmentos de una base AG: ACNM es 
un segmento de dos bases AC y MN.

Carol. El área de un segmento ABC de una base, y 
menor que el semicírculo, es igual á la del sector AOCB 
menos la del triángulo AOC: la de un segmento ADC de 
una base también, pero mayor que el semicírculoj es 
igual á la del sectoi' ADCÜ mas la del triángulo AOC; y la 
del segmento ACNM de dos bases es igual á la diferencia 
de las áreas de los segmentos MBA y ABC de una base.

« 5 8 . Se llaman circunferencias c o n cén trica s  las que 
tienen el mismo centro.

Llámase 6  a n il lo  la s u p e r f  cié comprendida en­
tre dos circunferencias concéntricas de diferente radio.

Corel. El área de una corona es igual á la del circu­
lo de mayor radio menos la del circulo de radio menor,

159 . Para determinar el área de una figura plana 
cualquiera, no comprendida en lo que procede de este ar­
tículo, se divide exacta ó aproximadamente en otras, cu-



Fig. <39.
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yas áreas se saben hallar; se suman 
estas, y la suma será exacta ó aproxi- 
madamente el área pedida.

Asi para hallar el área de la figura
__ _______  ABCDE (íig. 139) se puede dividir en
* el triángulo M, el rectángulo N, el tra­
pecio P y el semicírculo Q : y las áreas de M N P -h Q 
forman el área total pedida.

Si la figura no fuese rectilínea ni compuesta de arcos 
de circulo, como AliCD {fig. 140), se 
dividiría en otras que supondríamos 
rectilíneas, p. e . , el trapecio M, los 
triángulos P, 11, N y el rectángulo Q; 
y la suma de las áreas de estas sería 
aproximadamente el área de la figu­
ra propuesta.

Fig.  <40.

D

AUTÍCULO II.

Comparación de las áreas de las figuras planas.

f« o . Teorema 1 Las áreas de dos triángulos seme­
jantes son projyorcionales a los cuadrados de sus lados, 
homólogos.

Siendo semejantes los triángulos ABC y A'B'C', cuyas 
alturas son BD y B'B' (fig- 141), se tendrá (108)

Fig. in .  B 1):B 'I)'::A C : A'C';
B B* esta proporción y la que es por otra •  

parte evidente

AC ; A ^ C ' A €  : A'C', 

multiplicadas ordenadamente y par­
tiendo por 2 los dos primeros términos, dan

A a Cx BB ; 4  A 'C 'x B 'D 'A C " ; A'C'".A 2á
Los términos de la primera razón representan las áreas
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de los triángulos dados 1151), y la razón segunda es igual 
á AlV̂  y á BG'^: B'C" (Alg., 127, 4.“); luego

ABC ; A^B'C':; A B ': A'B'^:: AC^: A'C'^:: BC"": B'C^

Ü61. Teorema 2.° Las áreas de dos polígonos serne- 
jantes cualesquiera A.]ÁC^.... y A'B'G'I)'—  (fig. 142) son 
proporcionales á los cuadrados de sus lados homólogos.

Estos polígonos se pueden descomponer en igual número 
de triángulos ABC y A'BÍC', ACD y A'C'D', e tc ., semejan­

tes y semejantemenle dispuestos 
(101, rec.);luego se tendrá(160):

ABC: A W :;B C ':B 'e S  
ACD : A 'C 'D 'CD ^: C'D'^

Estas proporciones tienen las 
últimas razones iguales (96, y A lg., 127^ 4.“)

ABC : A'B'C':: ACD ; A'C'D':: etc. ; etc. :: BC^ B'C'^; 

de donde (Alg., 130)

ABC-I-ACD-K e tc . : A'B'C'h-A 'C 'D '-i-etc. :: BC^; B'G'^ 

ó llamando P y P' las áreas de los polígonos, 

P :P ': :B C '':B 'e ^

Corol. Las áreas de los polígonos regulares de un mis­
mo número de lados son proporcionales á los cuadrados de 
sus radios y apotemas.

Estos polígonos son semejantes (102); luego sus áreas 
serán proporcionales á los cuadrados de los lados: y como 
los lados son proporcionales á los radios j É apotemas, los 
cuadrados de los lados serán proporcio iií^Já los cuadra­
dos de los radios y de las apotemas (A ^l, 127, 4.®); y 
por consiguiente las áreas serán también proporcionales á 
los cuadrados de los radios y de las apotemas.

Asi P : P a^ : a'
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IG«. Teorem as.” Las áreas de los circuios son pro­

porcionales á los cuadrados de los radios y de los di(i- 
metros.

Las fórmulas de las áreas de dos círculos son [ \ oo, 
corol.) :

C — 'Trr̂  y C '= 7 rr '’* ; 
de donde C : C '::
y  como los cuadrados de los radios son proporcionales á
los cuadrados de los diámetros, resulla

G : C ':: ;; : d'^ .
16 3 . Teorema 4.” S i sobre ¡a hipotenusa a y los ca­

tetos h y  c de un triányulo rectángulo se construyen po­
lígonos semejantes A , B , C; el área del polígono cons­
truido sobre la hipotenusa es igual á la suma de las áreas 
de los polígonos construidos sobre los catetos.

En efecto, se tiene (16-1)

pero =  (IM  , 1 .°); luego (Alg. 130, corol.)

A==B-+-C.

Corol. 1 L'l cuadrado construido sobre la hipotenusa
es igual á la suma de los cuadrados construidos sobre los
catetos.

Porque estos tres cuadrados son polígonos semejan­
tes ( 1 0 2 . , ■ ,

Corol. 2.“ ¿>Í con radios respectivamente iguales a la 
hipotenusa y catetos de un triángulo rectángulo se trazan 
circunferencias, y en ellas se inscriben ó circunscriben 
polígonos regulares de igual número de lados, el área del 
polígono formado en la primera es igual « la suma de las 
áreas de los oí/os dos.

Este corolario y el siguiente se demuestran como el
teorema. ,

Corol. 3.” £ l área del circulo trazado con un radio o 
diámetro igual á la hipotenusa es igual á la suma de las
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áreas de los trazados con el radio ó diàmetro respectiva­
mente iguales á los catetos.

f  G4. Teorema 5.® Las áreas de dos triángulos ABC 
y DBF (fig. ] A3), que tienen un ángulo B común, son pro­
porcionales á los productos ABxBC y BDxBF de los la­
dos que en cada triángulo forman dicho ángulo.

Trazando la DC y tomando por bases de los triángulos 
ABC y DBG los lados AB y DB, eslos 
triángulos tienen la misma altura; lue­
go (151, corol.)

ABC: DBG:: AB: DB .

Si se toman por bases de los triángu­
los DBG y DBF los lados BG y BF, también eslos trián­
gulos tienen la misma altura; luego

DBG : DBF :: BC ; BF .
Multiplicando ordenadamente estas proporciones y su­

primiendo al mismo tiempo el factor común DBG, resulta
ABC : DBF :: ABxBC : DBxBF .

PROBLEMAS

relativos al capitulo que precede.
f  Gd. Problema 1.® Trasformar un poligono ABCD... (fig. HA) en 

otro equivalente y que tenga un lado menos.
Unase B con D : por C trácese CM paralela á BD : pro- 

lónguese el lado ED hasta encontrar en 
c „ M á la CM., y el polígono ABMEF será 

pedido.
í ■ /d En efecto, los triángulos BGD y 

/  BMD, que tienen la misma base BD y
\ --------- J sus vórtices G y M equidistantes de

esta base (32, corol.) son equivalen­
tes ( l i e ,  corol. ). Luego si al polígono ABDEF se le agrega 
el triángulo BGD, y después el BMD, los polígonos resul­
tantes ABGDEF y ABMEF son equivalentes; y este tiene 
evidentemente un lado menos que el primero.
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Corol. Todo poligono se puede trasformar gràfca- 
mente en un triàngxdo equivalente.

Porque si tiene, p. e., 10 lados se trasforma en otro 
equivalente que tenga 9 , luego en otro que tenga 8 ,  y  asi 
sucesivamente.

IG 6 . ProVletna 2.“ Cuadrar un, triángulo > ó sea trasformarle
en cuadrado equivalente.

Hállese una media proporcional entre la altura y la 
mitad de la base, ó entre la base y la mitad de la altura 
(HG) : sobre esta media proporcional se construye un cua­
drado, el cual será el pedido.

En efecto, de la proporción
í  ,a:x-.:(C : —b b : x  :: x

se deduce

Corol. Todo poligono puede c u a d r a r s e  gráficamente.
Porque se puede trasformar en triángulo equivalente 

(IGo, corol.); y  luego en cuadrado, según el problema.
Observación 1.“ Los polígonos para la determinación 

de cuya área hay fórmula detenninada,. pueden cuadrarse 
sin necesidad de trasformarlos antes en triángulos equiva­
lentes , hallando una media proporcional entre los dos fac­
tores que forman dicha área , xj constrxnjendo un cuadrado
sobre dicha media proporcional.

Asi para cuadrar el paralelógramo se halla la media 
proporcional entre la base y la altura; para cuadrar el 
trapecio, se determina la media proporcional entre la al­
tura y la semisuma de las bases, etc.

Observación 2.“ También es fácil calcular el lado del 
cuadrado equivalente á una figura cualquiera, hallando su 
área y extrayendo la rai/. cuadrada del número que resulte.

Así el lado del cuadrado equivalente á una figura cuya 
área son 1800 varas cuadradas, es

--=42,42... varas.



— !29 —
f 6 ? .  Problema S.® Cuadrar él círculo aproximailamenle.

Hállese una media proporcional enire el radio y la 
semiGÍrciiní'erencia, y  este será aproximadamente el lado 
del cuadrado equivalente al circulo; ó determínese el área 
del círculo, extráigase la raiz cuadrada del número que la 
represente, y esta raiz será con aproximación el lado del 
cuadrado equivalente.

Observación. Por este último procedimiento es imposi­
ble hallar con exactituíí el lado del cuadrado equivalente 
al círculo; porque entrando por factor del área la razón 
de Ja circunferencia al diámetro, y siendo esta cantidad 
inconmensurable [139, ( ') ]  el resultado no puede ser 
exacto, aunque sí tan aproximado como se quiera. Tam­
poco puedo resolverse el problema por el primer medio 
con exactitud ; puesto ([ue hasta ahora no ha podido recti­
ficarse exactamente la circunferencia [ U 3 ,  ( ’)].

De manera que la cuadratura del circulo, el problema 
mas famoso de la Geometria, ha sido hasta el presente irre­
soluble, y probablemente no se llegará nunca á resolver 
con exactitud (*).

f  G8. Problema í.°  Dado un poligono Peonstruir otro P' semejan­
te al primero, y cuyas áreas esten en una razón dada ,p . e ., de 3 á 4.

En una recta AC (fig. 145) tómese AD =  3 partes cua­
lesquiera, pero iguales entre si, y á 
continuación DC =  4 partes iguaios 
á las anteriores : sobre AC como diá­
metro trácese una semicircunferen­
cia: en el punto D del diámetro le­
vántese la perpendicular DB, y trá­
cense las rectas BA y BC, indefini­

das, por la parle inferior del diámetro: tómese sobre BA

F¡2. H 3 .

(*) Si bien la resolución exacta de esle problema seria nu descubrimienlo 
inlercsanlc bajo el punto de vista cienlífico, no lo seria tanto, mejor dicho, 
tracria muy poca utilidad, con relación á sus aplicaciones prácticas; piicsln 
cinc la aproximación puede llevarse tan adelante como en cualquier caso sea 
de desear.

<)
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una parte BA' igual á uno de los lados del poligono dado P; 
y trazando la recta A'G' paralela al diàmetro, construirse 
sobre BC', considerada como lado homologo del lado BA 
del poligono P , otro poligono P' semejante al dado (121); 
y el polígono formado de esta manera será el pedido.

En efecto, se tiene (161)
P : F  : ; BA'"* ; BC'^ .

Los triángulos BAC y BA'C' son semejantes (97); luego

BA' ;BC' :;B A :B C  , 
ó (A lg .1 2 7 ,4 .“) BA '^:BG'^::BA^:BC^: 
pero (110, obs.).) BA  ̂ ;BG2 : ; 3 ; 4  ;

luego de esta proporción y la anterior, que tienen una ra­
zón común, se deduce

BA'« : B G ' « 3 ; 4 .

Esta proporción y la primera tienen también una razón 
igual; luego por último

P : P' :: 3 : 4 .
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S E C C IO N  PH llXEERA.

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

J‘U1‘L1M1NARES.

Del plano.

lO ». Teorema I." Por tres ¡nuüos A , R, C(ng. Lio), 
que no eslen en linea recia, puede pasar un plano, pero 
nada mas que uno solo; ó lo que es igual, tres puntos que 
no están en linea recta determinan la posición de un plano.

Por los pantos A , B , G trácense rectas: por una de 
estas AB, llágase pasar un plano PQ (*), 
el cual puede evidentemente girar sir­
viéndole de eje AB hasta llegar al punto 

'C ;  luego el plano PQ pasa por los tres 
puntos'dados.

Otro plano cualquiera PQ', que pa­
sase por los mismos puntos A , B , C , coincidiría con el PQ.

Porque las tres rectas AB, BC y AC estarían en los 
dos planos (8 , corol.); luego por un punto cualquiera D, 
situado en el plano PQ', se podría trazar una recta DE que

Fig. 146. 

A_F^B

-■I i>'\\

(*} El plano se representa comunmente por un paralelógranto que debe 
suponerse ilimiiado , y se nombra por las letras de una de sns diagonales, co­
mo ya se ha visto ( H 5 y siguientes ). Con mas propiedad se representaría por 
un círculo; pero oslo ni se acostumbra ni sería mas còmodo.



cortare dos recias AB y BC de las tres que unen los pun­
ios (lados. Ahora la recta DK, que tiene los puntos E y F 
en el plano PQ, coincidirá con él en toda su extensión {8, 
corol.); luego el punto D de esta recta se hallará también 
en el plano PQ, luego diclio punto es común á los dos pla­
nos; luego estos tienen todos sus puntos comunes, luego 
coinciden,

Corol. 1 Un ángulo ó dos rectas que se cortan deler- 
minan la posición de un plano.

Porque el punto común de las dos rectas y otro en cada 
una de ellas forman un sistema de tres puntos que no es- 
tan en línea recta; hallándose las dos rectas en el plano de 
dichos puntos (8, corol.).' .

Corol. 2.“ Dos paralelas determinan la posición del 
plano en que están situadas.

Porque tomando un punto en una de las paralelas y 
dos en la otra, se tiene un sistema de tres puntos que no 
están en linea recta.

Corol. 3." J.a intersección de dos planos es una linea 
recta.

Porque si en esta intersección se pudiesen tomar tres 
puntos no en línea recta, los dos planos formarían uno 
solo; contra la hipótesis. . •;

— 132 —

Rectas perpendiculares y  oblicuas á^un plano.
Se llama pié de una lifiea que encuentra ó atra­

viesa á un plano, el punto común á la recta y al plano.
Se dice que una recta es perpendicular k un plano , ó 

que este lo es á aquella, cuando la linea es perpendicular 
á todas las rectas que pueden pasar por su pié en el mismo 
plano; y QBÚcvk cuando le encuentra sin serles perpen- 
dicular.

*7 1 . Teorema 1 S i una recta AO (fig. 147) es per­
pendicular á otras dos BO y C O ,pie pasan por su pié O, 
en un plano PQ, lo será también á otra recta cualquiera 
1)0, que pasa por este punió O en el mismo plano.



Tómese (sobre AG y su prolongación) A 0 = A '0 ;  tráce­
se por un punto cualquiera D de la DO una 
recta BC, que corte á las rectas indefinidas 
BO y CO : únanse los puntos A y A' con 
los B , C y D.

Como los puntos A , B y A' están en un 
mismo plano (169), y además BO es per­
pendicular á AA' en su punto medio O , re­
sulta (25 , 1.") AB =  A'B: por igual razón 

A C =  A'C ; luego los triángulos ABC y A'BC tienen sus tres 
lados respectivamente iguales, luego*son iguales. Doblando 
A'BC sobre el ABC, por la recta,BC, la linea A'D coin­
cide con la AD, luego son igualas recta DO tie­
ne los puntos D y O equidistantes de A y A ', luego es 
perpendicular á la AA' (26, coro!. 2.”); y por consiguien­
te AA' lo será á DO (22, corol. 1.").

Corol. l.°  S i mía recta es perpendicular á dos que 
pasan por su pié en un plano , es perpendicular al plano.

Corol. 2.° El htf/ar geométrico de los puntos equidis­
tantes de los extremos k y  k! de una recta , es el plano PQ 
perpendicular en el punto medio O de dicha recia.

Reciprocamente. S i dos rectas BO y  CO fig. 148) son 
perpendiculares ^ ^ j f^ r c e r a  AO en un punto dado O, otra 
recta c u a lq u ie r ^ ^ , perpendicular á la misma AO y en el 
mismo punto , esE^SÍTlPd plano BOC de las dos primeras. 

Porque suporfama^í^ue, siendo PQ el plano de las 
BO y CO, la DO se encuentre fuera de él : 
hágase pasar por AO y DO otro plano, el 
cual cortará al PQ en otra recta D'O distinta 
de DO, y se tendrá: D'O perpendicular á 
AO (corol. an t.) , y DO perpendicular tam­
bién á la AO por hipótesis; luego en el 
puntoO dela AOy en el plano AOD se tienen 

dos perpendiculares á esta recta, lo que os absurdo (23).
Corol. El lugar geométrico de las perpendiculares tra­

zadas en un punto de una recta, es el plano perpendicular 
ú la recia en el mismo punto.

— 1 :ì :ì —
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Fig. <30.

t í  8. Teorema 2.'* Por un imnto dudo, no se puede ira- 
zar á un plano mas de unapérpendicxdar.

Pueden ocurrir dos casos: I.*’ que el punto esté en el 
plano: 2." que esté fuera de él.

1.“ Sea el punto dado O (íig. H 9 ) , situado en el pla­
no PO , v supongamos que se puedan levan­
tar lâ s dos rectas OA y OB perpendicula­
res á dicho plano. Haciendo pasar por OA 
y OB otro plano, su intersección con el 
PQ sera una recta Gü (169, corol. 3.”)í 
ñi^go el punto O do la recta €D se 

.fénduialiv^lfis perpendiculares á esta recta
70 ), lo

Sea el puTilf» dado O (íig- 160), situado íuera del 
plano PQ, y supongamos que se puedan 
bajar las perpendiculares AO y BO á este 
plano. Haciendo pasar por AO y BO otro 
plano, su intersección con el PQ será una 
recta AB (169, corol. S.”); luego desde el 
punto O se tendrían bajadas sobre la AB dos 
perpendiculares (170), lo que es imposi­
ble (23).

i í S .  Teorema 3." Por w« ^ , 
trazar á tina recta mas que ttn

Se distinguen también dos eesíl-.^í*- 
en la recta: 2." que esté fuera

I S u p o n g a m o s  que por el puíito O (fig.
en la recta AB, se puedan trazar dos planos 
PQ y PQ' perpendiculares á esta recta. Ha­
ciendo pasar por AO un tercer plano que 
corte á los otros dos, sus intersecciones con 
los dos primeros serán las rectas OC y Oí) 
(169, corol. 3.'’); luego la recta AO seria 
perpendicular á las OC y 0 0 , que pasan por 

su pié en dichos planos (170); luego en el punto O de la 
recta AB, y en un mismo plano, se tendrian dos perpendi­
culares á dicha recta, lo que es absurdo (23).

_ , 1 3 i —

o, no se puede 
idicutar. 

el punto esté

situado

Fig. 15i,
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Si tleáde el punió Ü (fig. 15'2), situado fuera.de la 
recta AB, suponemos trazados los dos 
planos OP y OQ perpendicular-es á 
esta recta, haciendo pasar por O y 
por dicha recta AB un tercer plano, 
las intersecciones de este con los pri­
meros serían las recias OG y OD (169, 
corol. 3.°); y como AB es perpendi­

cular á los dos planos.OP y OQ, lo sería también á las 
rectas OC y OD que pasan por los puntos C y D en estos 
planos (170); luego desde el punto O ^ m ^ d e  la recta AB, 
y en un mismo plano, se te n d r^ ^ ^ ^ ^ fc e n d ic u la re s  a 
dicha recta lo que es

174. Teorema 4.° ««
ü/fl«oPQ (fig. 163), se trazan a e sm n a  perpendicular 
OA y una oUicua OB, la perpendicular es menor que la 
oblicua.

Uniendo B con A el triángulo OAB es rectángulo en 
A (170); luego OA<OB (7 5 , corol. 3 .“).

Corol. La distancia entre un punto 
y un plano se mide por la perpendicular 
hozada desde dicho punto al plano. 

[ciproi^fiente. Si una recta es la 
ue^puede trazar entre un pan­

no, será perpendicular á este

Porque si l í o W ^ ^ l i c u a ,  y entonces trazando una 
perpendicular seria menor que ella, lo que es contra la 
hipótesis.

175 . Teorema o.° S i desde un punto O , fuera de 
un plano ¥Q, se trazan á este una perpendicular OA y 
diferentes oblicuas OB, OC, OD: I." Las oblicuas OB y
OC, que se s e p a r a n  igualmente de la perpendicular ,  son
iguales: 2.“ de dos oblicuas OC y OD, la OD que mas se 
separa de la perpendicular es la mayor.

1.“ Uniendo A con B y con C, los triángulos AOB y 
AOC tienen el lado AO común, AB — AC por hipótesis, y
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los ángulos BAO y CAO iguales por recios; luego estos

Fis. ir>3.
triángulos son iguales 7 2 , 2."), lue­
go Olí =  OC.

2." Uniendo A con D, como AD > AC 
por hipótesis, se podrá tomar sobre AD 
una parte AE =  AC, en cuyo caso 
OC— OE, según la primera parte del 
teorema; pero OD>OE (2o, 2 .”); lue­
go OD >  OC.

Uecíprocamenlc. St desde un punto fuera de un plano
rpendicular y diferentes oblicuas: 

separan igualmente de la per- 
mayor es la que mas se

se trazan á est 
I las oblicua 
pcndicxdar: 2
separa de la p^ ____

Corol. 1.® E tl^^a r  Jeométrico de los pies l í ,  C, E, 
de las oblicuas iguales OB, OC, OE, etc., bajadas desde 
un mismo punto O sobre un plano PQ, es una circunferen­
cia BCE , cuyo cendro es el pié A la perpendicular AO, 
y cuyo radio es la distancia de este pié ttide las oblicuas.

Corol. 2.° El lugar geométrico de los ^ n to s  equidis­
tantes de una circunferencia'^t^Vj, es la perpendicular XO 
levantada en el plano PQ de dicha circunferencia y en su 
centro A. ^

tu » . Teorema 0.° S i  154} de la
perpendicular AO á un plano perpendi­
cular OD él otra recta BC s i tu a m ^ ^ ^ ^ K h o p la n o , y se 
une el punto I) donde estas r e c lc ^ ^ m w n tr a n  con otro 
cualquiera A de la perpendicular al plano, la recta Al), 
que une estos dos puntos, es perpendicular á la linea BC 
situada en dicho plano.

Tómese DB =  1)C, y únanse los puntos B y C con O y 
Fifj. ir.í. con A. Las oblicuas OB y OC son igua- 
Ak les (25, I."); luego las oblicuas AB y
/]K ACal piano PQlo son también {'175,1

luego el triángulo ABC es isósceles; lue­
go la línea AD es perpendicular á la 
base BC de este triángulo (75, obsi).
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O b s e r v a c i ó n .  La recta BC es periíondicular al plano 

AOD (171 , corol. l .“).
f 7 7 .  L l á m a s e  proyeccíon d e  u n  p u n t o  s o b r e  u n  p l a n o  

el p i é  d e  la  p e r p e n d i c u l a r  b a j a d a  d e s d e  d i c h o  p u n t o  (d  

p l a n o .
PROYECCION REUNA RECTA AB (fig. J5o) sobrc un plano 

es oirá recta líC, que une las proyecciones de los extre­
mos de la primera.

t i s .  Teorema 7.” lil ányulo ABC, que forma una rec­
ta AB con su proyección BC sobre un plano PQ , es menor 
que el ABl) qtto la misma recta fo r m ^ m g ^ a  cualquiera 
BD , trazada por su pié en e l m i s m ^ ^ ^ ^

Tómese BD =Ü C, y tendrán
el l a c l o ü l W i r a ^ ^ ^ i ^ . poi’ ser AC 
perpendicular a ipu^w PQ (177) y AD 
oblicua al mismo (172); luego el ángu­
lo ABC <ABD (7 5 ,2 .“)

C o ^ .  El ányulé que una recta 
I ^^orm a con un plano, tiene por medida 
% el que la misma recta forma con su 

proyección sobre dicho plano.

De 1 en el espacio.

las AB y CO (fig. 156), per- 
%ioVQ, son paralelas. 
llares á la recta BD que une

190. Teon 
pendiculares a 

AB y CD son
sus pies. ,

Por otra parte, trazando la EF perpendicular a Bl) 
en el plano PQ y uniendo A con D , esta 
recta AD es perpendicular á la EF (176): 
BD y CD lo son también, la primera por 
construcción y la segunda por hipótesis; 
luego las tres rectas BD, AD y CD están en 
un mismo plano (171, rec.): y  como la AB 
se halla también en él (8, coroL), las rectas 
AB y CD están en un mismo plano, y son

FiS. »56.
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perpendiculares á una tercera; luego son paralelas (28).
ISO. Teorema 2.° Por un punto A (íig. 4 37), dado 

en el espacio , no se puede trazar « una recta CD mas que 
una paralela AB.

En efecto, si se pudiese trazar otra AE, como las rec­
tas AB y AE estarían en el plano que pasa 
por los puntos A, C y D (27), las tres 
rectas se hallarian en este plano (169); 
luego por un punto fuera de una recta y 
en un mismo plano se tendrian dos parale- 

ue es absurdo (29, corol. 1 .'*). 
s ,u n a  AB (fig. 158) perpendi-^ 

licúa á un plano PQ, no

i ;í 8 —

Fig. 157.

------- íí
---------- D

las á dicha re 
Corol.

\
“r
/

- - - - - - - - Y

\

Fig. 158.

^rque si lo fuesen, levantando en D la 
DE perpendicular al mismo plano PQ , sería 
paralela también á AB (179); luego por D 
habría dos rectas D.C y DE paralelas á AB, 
lo que es imposible.

Corol. 2.® S i  un plano PQ es perpendi­
cular á una de dos paralelas AB, también lo será á la 
otra DE.

lectodeDE, esta 
las rectas AB y 
ra la hipótesis, 

ciarse de otro 
Tjdano cualquiera.

Porque si el plano PQ f ^ e  oblí
recta lo serla respecto de érr ei 
DE no serian paralelas (corol,

O b s e r v a c i ó n .  Este corol 
modo: S i  u n a  r e c t a  es  n e r m u d i t 
o t r a  r e c i a  p a r a l e l a  c o n  e l l a  s e r á  p e r p e n d i c u l a r  a l  m i s m o  

p l a n o .
Corol. 3.° P o s  r e c i a s  AB y CD (fig. 159), p a r a l e l a s  á  

u n a  t e r c e r a  , s o n  p a r a l e l a s  e n t r e  s i .
Porque trazando un plano PQ perpen­

dicular á AB, lo será también á su paralela 
MN (corol. anterior), y siéndolo á MN lo 
será á su paralela CD; luego AB y CD son 
perpendiculares al plano PQ , luego son pa­
ralelas (179).

Fig. 159. 

A M C
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«81 . Teorema 3,“ S i  d o s  á u ffid o s  liAC y B'A'C' 
(íig. '160), s i tu a d o s  en  d i fe r e n te s  p la n o s ,  t ie n e n  s u s  la d o s  
p a ra le lo s  y  d i r ig id o s  en e l  m i s m o  s e n t id o , so n  ig u a le s .  

Tómese A B = A 'B ', AC=¿'A'G% y trácense las rectas 
AA ', BB ', GC', BC y B'C^ El cuadrilátero 
ABA'B' tiene AB igual y  ^paralela á A'B', 
luego es un paralelógramo (79 , rec. 2."); 
luego AA' es igual y paralela con BB ': por 
igual razón CC' es igual y paralela á AA'; 
luego BB' y-CG' son iguales y paralelas en­
tre si; luego BCB'C' oS^í^aralelógram o,

— 139 —

Fig. 460-

luego BG =: =  B'C'; luego fos lij.ángulos A ^ ^ y  A'B'G' son 
(72, luego loí? a lió los BAG X'^'A'G' lo soniguales

también. ’
De las rectas paralelas á un plano.

i s a .  -S e  d ic e  que u n a  r e c ta  es  paralela a ltí pla no , 
o q u e  el p la n o  es p a r a le lo  a l a  r e c ta ,  c u a n d o  m  se  en c u en ­
t r a n  p o r  m a s  qtie u n o  y  o tr a  se  p r o lo n g u e n .

i s s .  Teorema I.® S i  u n a  r e c ta  AB (fig. 161) es p a ­
r a le la  á  o tr a  Cl), sH u a d a  en u n  p la n o  PQ, es p a r a le la  a l

AB está e u ^ i l a n o  ABCD (27^; luego no puede 
^ ) l a n o  PQ sino en algún punto 

Fig. iGt. dP líp esto es contra la hipótesis,
fn^cTMttsKüco puede encontrar á dicho pla- 
n o n u < ^ ^ ‘' es paralela.

' 4 /  *84. Teorema 2.“ S i  p o r  u n a  r e c ta  AB,
p a r a le la  ó  p la n o  PQ, se  t r a z a  o tro  p ía -  
7¡o que  c o r le  a l  p r i m e r o , la  in te r s e c c ió n  CD 

d e  es to s  p la n o s  es p a r a le la  á  la  r e c ía  d a d a .
En efecto AB y CD están en un mismo plano ABCD: 

además AB no puede encontrar á CD, porque si la encon­
trase , encontraria también al plano PQ en que esta se halla 
situada, lo que es contra la hipótesis; luego AB y CD son 
paralelas (27).

Gorol. I S i  u n a  r e c ia  AB es p a r a le la  a  un  p la n o  1Q,
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y  p o r  u n  p u n to  C d e  e s te  se  t r a z a  o tr a  rec ­
ta  CD p a r a le la  á  la  p r i m e r a , d ic h a  r e c ta  
CD e s ta r á  to d a  e lla  en  e l m is m o  p la n o .

Porque si CD no tuviese mas que el pun­
to G en el plano PQ , trazando por Alí y CD 
otro plano, cortaría al PQ en una recta CE 
paralela con AB (según el teorema); luego 

por C habría dos paralelas CD y CE á la AB, lo que es 
imposible (29, corol. 1.“).

Corol. 2.“ S i  m a  r e c ta  AB (fig. 162) es p a r a le la  á

Fig. 161.

/ A
/  C'-rr-
/  _ " e / o

Fig. 163. u - d p s  p la n o s  PQ y  PH, que se  c o r ta n  , s e r á
p a r a le la  á  l a  in te r s e c c ió n  CP d e  es to s  
planos^^^ - •

. Porque trazando por un punto cual­
quiera C de la intersección CP una pa­
ralela á la AB, debe hallarse al mismo 
tiempo en los dos planos (corol. ante­

rior); luego coincide con dicha intersección CP, luego AB 
y CP son paralelas.

c
Q

B

« ^



CAPITULO PRIMERO.

Planos en sus diferentes posiciones.

ARTICULO PRIMERO.

Ángulos diedros.

Fig. <63.

i  S 5 .  S e  lla m a  ángulo diedro ó s im p le m e n te  diedro, 
la  m a y o r  ó m e n o r  in c l in a c ió n  d e  d o s  p la n o s  que  se  c o r ta n .  
E s to s  p la n o s  se  l la m a n  caras, y  arista su in te r s e c c ió n .

QAPK (fig. 163*) es un ángulo diedro, cuyas caras 
son PQ'y.PU, y cuya arista es AP.

.¡¡j^hgulo diedro se nombra, como aca­
ba de verse, por cuatro letras, expresando 
siempre en el medio las dos de la arista. 
También se puede nombrar, cuando está 
solo por las letras de la arista ; así se dice 
el diedro AP.

Corel. Un d ie d r o  no c a r ia  d e  v a lo r  a u n q u e  v a r íe  la  
m a g n i tu d  d e  s u s  c a r a s .

18 « . S e  l la m a n  diedros adyacentes lo s que  te n ie n d o  
u n a  c a v a  y  la  a r i s ta  co m ú n   ̂ t ie n e n  la s  o tr a s  d o s  c o r a s  
fo r m a n d o  u n  p la n o .

ABCD y I)CBE (fig. 164) son adyacentes.

Q



Fig. i 6 i

I 8 Í .  Lìamase diedro recto cada uìw de los dos ad­
yacentes è iguales que un- plano forma con 
otro, y oblicuo al que es mayor ó menor 
que uno recto.

188. Teorema \ Los ángulos diedros 
rectos son iguales, aunque no sean adya­
centes.

Se demuestra como su análogo de la Geo­
metría plana (véase núm. 10).

18». Z/rtwaíí? ÁNGUiO DIEDRO AGUDO o b U cu o  D ienor  
q u e  u n o  r e c t o ,  y obtuso el o b l i c u o  m a y o r  q u e  e l  r e c t o .

lo o .  Se llaman diedros complementarios aquellos que 
sumados forman uno recto, y  suplementarios ¡os que for­
man dos.

Corol. D o s  á n g u l o s  q u e  i i c n e n  e l  m i s m o  c o m p l e m e n t o  
ó c o m p l e m e n t o s  i g u a l e s , ó el m i s m o  s u p l e m e n t o  ó s u p l e ­

m e n t o s  i g u a l e s , s o n  i g u a l e s .
Porque agregándoles el complemento en un caso y el 

suplemento en otro , dan una misma suma.
f o i .  Tao\'(iVíid.1.° Los diedros adyacentes valen jun­

tos dos rectos, ó son suplementarios.
Se demuestra como su análogo de la geometría pla­

na; y del mismo modo se deducen los corolarios siguien­
tes, y se demuestra el recíproco correspondiente (V. m i- 
mero 19).

Corol. 1.“ S i un diedro es recto^ni adyacente lo será 
iambien ; y si un diedro es oblicuo, su adyacente lo es del 
mismo modo.

Corol. 2.® Vn diedro cualquiera vale menos que dos 
rectos.

Corol. 3.° Los diedros, que se pueden formar en una 
recta situada en un plano y á un lado de este, valen juntos 
dos rectos.

Corol. 4.” Todos los diedros, que se pueden formar 
al rededor de una recta, valen juntos cuatro rectos.

Corol. ü.” Los ángulos formados por dos ¡danos , que 
se corlan, valen también cuatro rectos.

—  U 2  —
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Recíprocamente. S i dos diedros que tienen una cara 

común y la misma arista son suplementarios, serán tam­
bién adyacentes^ ó lo que es igual, las otras dos caras [or­
inan un solo plano.

19*. Teorema 3.^ Los diedros opuestos por la arista 
son iguales.

Porque tienen el mismo suplemento.
193. Se llama ángulo rectilíneo correspondiente á 

un diedro el formado por dos perpendiculares á la aris­
ta , en un mismo punto de esta y una en cada cara.

Si las rectas MO y ON (fig. 165) son perpendiculares 
á BC, el ángulo MON es el rectilíneo correspondiente al 
diedro ABCD, y én igual hipótesis ECD lo será también,

Corol. Los ángulos rectilíneos MON, ECD, etc., cor­
respondientes á un mismo diedro BC, son iguales.

Porque tienen sus lados paralelos (28) y dirigidos en 
el mismo sentido, luego son iguales (181).

194 . Teorema i."  1 S i dos diedros son iguales, sus 
rectilineos correspondientes lo son también: 2.® si dos die­
dros son desiguales, el mayor tiene mayor rectilíneo cor­
respondiente.

1. " Sean los diedros BC y B'C  ̂ (fig. 165); superpo­
niendo el primero al segando, de manera que coincidan

la arista BC con 
B'C^ el punto O 
con O' y la cara 
BD con la B'D'; la 
otra cara AC coin­
cidirá con A.'C, 
por la igualdad de 

los diedros: la linea ON coincidirá con O'N', porque si no 
habría dos perpendiculares en el punto O' de la arista B'C' 
en el plano B'D', lo que es imposible (23); por igual ra­
zón OM coincide con O'M'; luego los ángulos rectilíneos 
MON y M'O'N' son iguales.

2. ” " Sean los diedros BC y B'C' (fig. 106): superpónga­
se el primero al segundo, de manera que la arista BC

Fig. 16.5.
B’A 1 ^M .............h ' M ó’’C

----
Ĵd'



Fig. 166.
coincida con B'C', cl 
punto 0  con 0 ' y la 
cara BD con B'D': la 
cara AC caerá deniro 
del diedro B'G', una 
vez que este es ma­
yor que el BC, y es­

tará representada por A '̂C' : ON coincidirá con O'A', y OM 
quedará representada por O'M''. Las tres recta.s O'N', 
y  O'M' son perpendiculares, por hipótesis, á la aris­
ta B'C' en el punto O'; luego estarán en un mismo plano 
(471,  ree .); luego evidentemente el ángulo reclilineo 
M '0 'N '> ] \L W  ó M'0'N'>M0N.

llecíprocamente. 1 Si los ángulos rectilíneos corres­
pondientes á dos diedros son iguales, los diedros también 
lo serán: 2." si los ángulos rectilíneos correspondientes 
á dos diedros son desiguales, al mayor corresponde ma­
yor diedro (4 2).

Corel. El ángulo rectilíneo correspondiente á un die­
dro recto es también recto.

Porque si ABCI) (fig. 4 67} es recto, su adyacente DBCE 
también lo será -(190^ corol. I.°); luego 
los rectilíneos correspondientes MON y 
NOP son iguales, según el teorema direc- 

c to; luego son rectos (4 5).
llecíprocamente. Él ángulo diedro, 

cuyo reclilineo correspondiente es recto, 
será también recto.

l’orque si MON es recto, NOP también lo será (49, co­
rol. \ .“); luego los diedros ABCD y BBCE son iguales, se­
gún el teorema recíproco, luego son rectos (187).

IOS. Teorema 5.“ Dos diedros ABCI) y FCHL (figu­
ra 468) son proporcionales á sus rectilíneos correspon­
dientes ECD y MHL.

Distinguiremos dos casos; 1," que los ángulos rectilí­
neos sean conmensurables; 2.® que no lo sean.

I ,"  Sea el ángulo  ECP — MílQ lít un idad  de  med id a

— U i  —
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común de los reclilí-' 
neos ECD y MUE: 
supongamos que el 

I, primero de estos con­
tenga 5 veces dicha 
unidad y el segundo 
4 ; y se tendrá

ECD: MI I L : : 5 : 4 .

Trazando por la arista BC y por las divisiones CP, etc. 
del rectilíneo ECD planos, el diedro ABCD quedará divi­
dido en 5 , todos iguales entre sí (194, rec. 1 de igual 
manera el diedro FGHL puede dividirse en 4 iguales entre 
sí, é iguales á los anteriores; luego

ABCD;FGI I L; :5 : 4 ;
de donde (Alg., 128) ABCD : FGIIL ECD: MUL.

2.° Si los ángulos ECD y MIIL fue§en inconmensura­
bles, este caso se demostrarla como su análogo (51, 2.®).

Odservacíoif. La proporción anterior se escribe tam­
bién así

ABCD ECD 
FGHL MHl/

Si suponemos que FGIIL es la unidad de medida del 
diedro ABCD, y que MIIL, correspondiente al diedro uni­
dad de medida, es también la unidad de medida de los 
ángulos rectilíneos, la igualdad anterior nos dice que:

La razón de un diedro con su. imidad de medida es la 
misma que la de su arco correspondiente con su unidad de 
medida también.

En las mismas hipótesis, la igualdad precedente se con­
vierte en

ABCD ECD ABCI)=-ECD;

10
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luego en igual sentido se puede decir que

La medida [Q] de un diedro es su rectilíneo corres- 
pomiienle; pudiendo en consecuencia expresarse el valor 
de los diedros, como el de los rectilineos (52), en grados, 
minutos, segundos, etc.

ARTÍCULO II.

De los planos perpendiculares y oblicuos entre si.

■ 96. Se llama pla n o  p e r p e n d ic u l a r  el que forma con 
otro dos diedros rectos, ó uno solo ( i 91,  corol. 1."), y 
PLANO OBLÍcuo cl quc fomia con otro dos diedros obli­
cuos, ó uno solo.

Corol. 1." S i un plano es perpendicular á otro, este 
lo será al primero; y si un plano es oblicuo á otro, este lo 
será á aquel.

Corol. 2.“ S i  dos planos se cortan perpendicularmente 
forman ctiatro diedros rectos.

■»’J. Teorema 1.“ S i una recta NO (fig. 169) es .per­
pendicular rt un plano AE, todo plano DC que pase por 
ella es perpendicular al primero.

Trazando en el plano ÁE la recta MO, perpendicular á 
la intersección BC de los dos planos AE y 
DC, el ángulo MON es recto (170); pero 
este ángulo es el rectilíneo correspondiente 
al diedro ABCD; luego este diedro es tam­
bién recto; luego el plano DC es perpendi­
cular al AE (196).

"  “ Corol. 1 Por un punto cualquiera N tí
O , ó por una recta NO perpendicular á un plano AE, se 
pueden trazar infinitos planos perpendiculares al pri­
mero.

Corol. 2.° S i en un punto O de la intersección BC de 
dos planos AE y DC, perpendiculares entre s i , se levanta 
una perpendicular á xtno de ellos AE, esta perpendicular 
coinci dirá con el otro plano.

Fig. Í69.

N
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Fig. 170.

Porque si no coincidiese con eí plano DC, como MON, 
correspoiulicnfe al diedro recto ABCD, es también recio 
(194, coro!.), habria dos perpendiculares al plano AE en 
un mismo punto O , lo que es absurdo (173).

Coro] 3.® La intersección MO {fig. 170) de dos planos 
AB y CD, perpendiculares á un tercero 
PQ, es perpendicular á este tercer plano.

Porque si en el punto O, común á los 
tres planos, se levanta una perpendicu­
lar al PQ, esta perpendicular se hallará 
en los dos planos AB y CD (corol. ant.); 
luego coincide con la intersección OM 

^ de estos, luego esta recta es perpen­
dicular á PQ.

t o s .  Teorema 2.° Por una recta no perpendicular á 
un plano, no se puede trazar mas que otro perpendicular 
al primero.

Pueden ocurrir dos casos: 1 que la recta dada esté en 
el plano dado: 2.° que esté fuera de él.

Sea la recta AB en el plano PQ (fig. 171); si por 
ella se pudiesen levantar los dos planos CB 
y DA, perpendiculares á PQ, los ángulos 
diedros GABQ y DABQ serian iguales (188); 
lo que es absurdo.

2.® Si la recta dada estuviese situada 
fuera del plano, sería paralela á este ú obli­
cua; y si en cualquiera de estos dos casos 

se pudiesen trazar por ella dos planos perpendiculares al 
primero, la intersección común de dichos planos, ó sea la 
recta dada, sería perpendicular al plano dado (197, 3,"); 
lo que es contra la hipótesis.

i9 9 .  Teorema 3.® S i desde un punto O (fig. 172) in­
terior á un diedro ABCD, se trazan dos perpendiculares 
OE y OF, una á cada cara , ei ányulo EOF formado por 
las perpendiculares es suplemento del diedro.

En efecto, si por las perpendiculares OE y OF se ha­
ce pasar un plano, será perpendicular á los otros dos AC

—  i 47 —

Fig. 171.
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yBD 197); luego la intersección BC ile estos dos planos 
será perpendicular al plano OEGF (197, 
corol. 3.") ; luego BC será perpendicular 
á las rectas EG y GF, que pasan por su 
pié en este plano (170) ; luego el ángulo 
EGF es el rectilíneo correspondiente al 
diedro ABCI).

Ahora el cuadrilátero plano OEGF, 
tiene los ángulos en E y en F rectos, lue­

go el ángulo en O y el EGF son suplementarios; luego el 
ángulo en O y el diedro ABCT) taml)ien lo serán.

— 148 —

AUTICULO m.

Planos paralelos.

*oo. Se llaman planos pahalelos aquellos que no se 
encuentran por mas que se prolonguen.

* o i .  Teorema 1 Dos planos perpendiculares ü una 
misma recta son paralelos.

Porque si se encontrasen en un punto cualquiera, des­
de este punto liabria dos planos perpendiculares á una 
misma recta, lo que es imposible (173).

Teorema 2.° Las intersecciones AB y CD (figu­
ra 173) de planos paralelos PQ y RS 
con un tercer plano TU , son líneas pa­
ralelas.

En efecto, AB y CD están en el pla­
no TU; y no pueden encontrarse, por­
que si lo hiciesen se encontrarian tam­
bién los planos PQ y RS en que están 
situadas, lo que es contra la hipótesis; 
luego son paralelas (27).

Coro!. S i dos ángulos BAC y B'A '̂C' 
(fig. 174)j situados en diferentes planos, tienen sus lados 
paralelos, los planos que determinan son también para­
lelos.
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Vig. 475.

Porque trazando por A' un plano paralelo al BAC, su 
intersección con el AA'B'B será paralela 
con AB; luego tiene que coincidir con A'B' 
(29, corol. I.'"): por igual razón la inter­
sección de diclio ]>lano con el AA'C'G tiene 
(jue coincidir con A'C^; luego el plano tra­
zado por A', paralelamente al BAC, coinci­
de con el B'A'C'; luego estos son paralelos. 

Teorema 3.® Porun}mnio 175) no se pue­
de trazar á un plano PQ mas que otro RS paralelo.

En efecto, si se pudiesen trazar dos RS y RT, cortan­
do estos tres planos por otro A1)EC, las 
intersecciones AB y AC serían parale­
las con DE (202); lo que es absurdo 
(29, coroL 1.").

Corol. 1 Dos planos PQ y RT, uno 
perpendicular y otro oblicuo duna rec­
ta AD, no son paralelos.

Porque si lo fuesen, trazando por A 
otro RS perpendicular á la recta AI>, seria paralelo con 
PQ (201); luego por A habría dos planos RT y RS parale­
los á PQ , lo que es imposible según el teorema.

Corol. 2.” S i una recta AD es perpendicular á un pla­
no PQ , también lo será á su paralelo RS.

Pues si fuese oblicua á RS, este plano lainbien lo sería 
á dicha recta AD; en cuyo caso los planos no serian para­
lelos (corol. ant.), contra la hipótesis.

Corol. 3." Dos planos PQ y RS (íig. 176), parale­
los con un le^rcero TU, son paralelos en­
tre si.

Porcpie trazando una perpendicular AB 
al plano Vi} , lo será á su; paralelo TU (co- 
rol. ant.): siéndolo á esto lo será también á 
su paralelo RS; luego PQ y RS son perpen­
diculares á una misma recta AB, luego son 
paralelos (201).

*04. Dos planos PQ y RS (iig. 177), cortados por un
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tercero TU, forman ocho ángulos diedros, que toman los 
nombres de internos^ externos^ alternos '^correspondien­
tes, como los rectilíneos formados por una secante que 
corta á dos paralelas ('30).

205. Teorema 4.° S i dos planos cortados por otro, de 
manera que las intersecciones sean paralelas, forman con 
él: \ °ángulos diedros alternos ó correspondientes iguales, 
ó internos de un mismo lado suplementarios, dichos planos 
son paralelos : 2.® si forman diedros alternos ó corres­
pondientes desiguales, o internos de un mismo lado no 
suplementarios, dichos planos no son paralelos.

1.“ Alternos. Supongamos que los diedros PABC y 
ACDS sean iguales, siendo además AB y CD paralelas.

Trácese un plano perpendicular á la  in­
tersección AB, el cual lo será igual­
mente á la CD {180, corol. 2.®); y sea 
para mayor sencillez PEFR este plano, 
que también contiene á la Gü.

Como AB y CD son perpendiculares 
al plano PEFR que acaba de trazarse, 
los ángulos rectilíneos PBD y BDF son 
los correspondientes á dichos diedros: 
pero estos son iguales; luego PBD=BDF 

(194); luego las rectas PE y RF son paralelas (31 , I .“), y 
como AB y CD lo son por hipótesis, PBA ó sea PQ es pa­
ralelo al CDF, ó sea al RS (202, corol.).

Las demás partes del teorema se <lemuestran de un 
modo análogo, como en el núm. 31.

Recíprocamenle. S i dos planos son paralelos, cor­
tados por otro forman con él diedros alternos y corres­
pondientes iguales, y diedros internos de un mismo lado 
suplementarios. 2.® S i no son paralelos, forman con el 
transversal diedros alternos y correspondientes desigua­
les, é internos de un mismo lado no suplementarios (12).

Observación. El teorema directo no será cierto si las 
intersecciones de los planos con el transversal no son pa­
ralelas, como fácilmente se comprende observando que si
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dos planos que se cortan son perpendiculares á un terce­
ro, forman con este los ocho ángulos diedros rectos y por 
consiguiente iguales ; resultando consiguientemente los al­
ternos y correspondientes iguales y los internos de un 
mismo lado suplementarios , sin que los planos sean para­
lelos. En el reciproco dichas intersecciones son siempre 
paralelas (198), y este por lo tanto es cierto en todo caso, 
ó sea sin mas hipótesis que las hechas en el análogo de la 
Geometría plana.

*0 6. Teorema 5.“ Las parles AC y BD (fig. 177) de 
paralelas, comprendidas enlre planos PQ y RSparalelos, 
son iguales.

Trazando un plano que pase por dichas paralelas, las 
comunes secciones AB y CD de este plano con los paralelos 
son líneas paralelas (202);  luego la figura AB1)C es un 
paralelógramo, luego AC=BD.

Corol. Los puntos de un plano equidistan de su pa­
ralelo.

Porque las perpendiculares trazadas desde un plano á 
su paralelo son paralelas (179), luego son iguales.

807- Teorema 6.“ Dos rectas CE y C'E' (fig. 178) 
comprendidas entre dos planos PQ y TU paralelos, corta­
das por un tercer plano RS, paralelo á los primeros, que­
dan divididas en partes proporcionales.

Trácese la recta C'G paralela á CE, y por E''C'G há­
gase pasar un plano.

DT y E'G serán paralelas (202); 
luego se tendrá (91)

C T : F G : : C ' D ' : 0 ^ E ' :

pero C'P =  CD y EG — DE por partes 
de paralelas comprendidas entre pla­
nos paralelos; luego

CI):DE::C'D^ :D 'E ' .

Fig. 178.
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ARTICULO IV.

Be los ángulos poliedros.

Fig. i79.

a 08. Se llama ángulo poliedro la figura formada por 
tres ó mas ángulos rectilíneos no situados en un mismo 
plano y que tienen dos á dos un lado común, y ctiyos vérti­
ces se remien en un mismo punto.

Los ángulos rectilíneos se llaman caras, los lados de 
estos ó sea las intersecciones de las caras reciben el nom­
bre de aristas, y el de vértice el punto donde se reúnen 
los vértices de los ángulos rectilíneos.

OABC (fig. 179} es un ángulo poliedro: AOB, BOC 
y COA sus caras; OA, OB y OC las aris­
tas, y O el vértice.

Un ángulo poliedro se nombra, como 
acaba de verse, por la letra del vértice 
seguida de una colocada en cada arista. 
También se puede nombrar, si está solo, 
por la letra del vértice : así para ex­
presar el anterior bastará decir el án­
gulo poliedro O.

Corol. Un ¿ingulo poliedro no varía de valor aunque 
varie la longitud de sus aristas.

Se da el nombre de ángulo poliedro convexo al que no 
puede ser cortado por una recta mas que en dos puntos.

Un todo lo que sigue supondremos convexos los ángu­
los poliedros.

Llámase ángulo triedro ó simplemente triedro, el án­
gulo poliedro formado por tres caras.

so » . Se dice que dos triedros son suplementarios 
cuando los ángulos rectilíneos del uno son respectivamente 
suplementarios de los diedros del otro.

8 to .  Teorema 1." Dado ten ángulo triedro O, se pue­
de formar otro suplementario.

De.sde un punto O' inferior del triedro dado trácense



las poi'j)eiuliculares O^A', O'B' y O'C' á las caras AOB, 
BOC y COA del mismo triedro, y el formado en O' por es­
tas perpendiculares será el pedido.

En efecto, el ángulo rectilíneo A^O'C', formado por las 
perpendiculares O'A' y O'C' á las caras AOB y AOC, es 
suplemento del diedro OA (199) ; por igual razón los rec­
tilíneos A'O'B' y B'O'C' son suplementos de los diedros 
OB y OC; luego los ángulos rectilíneos del triedro O' son 
suplementarios de los diedros del triedro O.

Siendo O'A' perpendicular á la cara AOB, y O'C' á la 
AOC, el plano A'O'C' es perpendicular á estas descaras 
(197); luego la intersección AO de estas será perpendicu­
lar á dicho plano A'O'C' (197, coroL 3."); por igual ra­
zón OB es perpendicular al plano A'O'B', y  OC al B'O'C'; 
luego el diedro O'A' es suplemento del ángulo rectilíneo 
AOB, O'B' del rectilíneo BOC, y O'C' del AOC ; luego los 
ángulos rectilíneos del triedro Ò son suplementos de los 
diedros del triedro O'.

Luego los triedros O y O' son suplementarios (209). 
sa*-  Teorema 2.° En todo ángulo triedro, mi ángu­

lo rectilíneo: l.*̂  es menor que la suma de los otros dos:
2.° es mayor que su diferencia.

1.“ Sea el triedro O (fig. 180), y supongamos que el 
ángulo rectilíneo AOC es mayor que cual­
quiera de los otros dos AOB y BOC.

Fórmese el ángulo DOC=^BOC, y trá­
cese por 1) la recta AG : tómese OB =  01), 
y únase B con A y con C.

I)e esta construcción resulta que 
los triángulos DOC y BOC son iguales 
(72,  2 .“), luego DC =  BC; AC ó sea 
A1) - í-1)C <A B -h BC (70);  luego, res­

tando de esta desigualdad la igualdad anterior, se tiene
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Fig .  <80.

AD<AB.

Aliora los triángulos AOD y AOB tienen AO común, 
UI)-^()B por construcción y AIXA B: luego el ángulo



Fig. 481.

AOD<AOB (76, ree.)? luego sumando con esta desigual­
dad los ángulos iguales por construcción DOC y BOC, re­
sulta

AODh-BOC<AOB-i-BOC ó AOC<AOB-h BOC.
a.** Esta parte del teorema es una consecuencia necesa­

ria de la primera.
* 18. Teorema 3.° La suma de los ángulos rectilineos 

AOB, BOC, etc., que forman un ángulo poliedro O (figu­
ra 181 ) es menor que cuatro recios.

Córtense todas las aristas del ángulo poliedro O por un 
plano ABCl), y desde un punto 0 ^  inte­
rior de este polígono, trácense las lineas 
O'A, O^B, etc. á los vértices de todos 
sus ángulos.

La suma de los ángulos de los trián­
gulos laterales AOB, BOC, etc. es igual 
á la de los ángulos de igual número de 
triángulos AO'B, BO'C, etc. etc., for­
mados en el polígono (7! ).

Ahora en el triedro BAOC se. tiene ABC<ABO-f-OBC 
(211,  1 / ) ,  ü A B 0'-t-0 'B C <A B 0-H 0B C ; y como lo 
mismo se verifica en los triedros cuyos vértices están en 
los puntos C, D y A, resulta que en los triángulos cuyo 
vértice está en O, los ángulos en las bases son mayores 
que los ángulos, también en las bases, de los triángulos 
cuyo vértice está en O' ; luego por compensación la suma 
de los ángulos en O es menor que la de los ángulos en O': 
pero estos valen cuatro rectos (20,  corol. 4.°); luego los 
en O , ó sean los rectilíneos del ángulo poliedro, valen 
menos de cuatro rectos.

813 . Teorema 4.® La suma de los ángulos diedros de 
un triedro cualqttiera es mayor que dos rectos y y menor 
que seis.

En efecto, los ángulos diedros de un triedro, sumados 
con los rectilíneos de su suplementario, valen seis rectos; 
pero los rectilíneos del suplementario valen mas de cero
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Fig. 183.
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evidenlemeiUe, y menos de cuatro rectos (112); luego los 
diedros del primitivo valen menos de seis rectos y mas de dos.

Teorema 5.® mi yulos triedros son iguales:
1.® si tienen sus tres caras ó ángulos rectilíneos respecti­
vamente iguales: 2.® si tienen dos caras iguales é igual 
el diedro comprendido : 3.° si tienen una cara igual con­
tigua á dos diedros respectivamente iguales : 4.° si tienen 
sus tres ángulos diedros respectivamente iguales ; con tal 
que en todos estos casos los elementos esten dispuestos del 
mismo modo.

I S e a n  los triedros O y O' (fig. 182), en que se supo­
ne A0B =  A '0 'B ', BOC =  
B'O'C' y A O C - -A W .

Tómense las aristas OA, 
OB, OC, O'A', O'B' y Ô G' 
iguales, y trácense los trián­
gulos ABC y A'B'C' *• bájense 

"N. las perpendiculares OP y OT' 
\  sobre los planos de estos trián­

gulos, y  únanse los puntos P
y P' con A y A'.

En los triángulos AOB y A'O'B' se tiene A O =O B  =  
0 'A '= :0 'B ' y el ángulo A 0B =A '0'1V ; luego estos trián­
gulos son iguales (72, 2.®), luego AB =A^B' :  por igual 
razón BG =  B'C% y AC =  A'G'; luego los triángulos ABC 
y A'B'C/ son iguales (72, 1.”).

Los puntos P y P ', pies de las perpendiculares OP 
y O 'P ', son los centros de las circunferencias circunscrip­
tas á dichos triángulos (175, corol. 1.°); luego los radios AP 
y A'P'son iguales; luego los triángulos rectángulos AOP 
y A'O'P' son iguales, luego 0 P = 0 'P '.

Superpóngase el triedro O al O', de modo que el trián­
gulo ABC coincida con su igual A^B'G': el punto P coincide 
con F  y PO con P'O' (172); luego la arista OA coincidirá 
con 0 'k \  OB con O'B' y OC con O'C'; luego los triedros 
coinciden, luego son iguales.

2.® Supongamos que en los triedros O y O' se tengan
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los diedros A0 =  A '0 ', v los reclilineos AOB — A'0'li' 
yA()C =  A W .

Superpóngase el triedro O al O ', de modo que la cara
AOG coincida con su igual 
A'O'C', y que la arista Olí 
caiga al mismo lado de la cara 
común que la O 'B ': la cara 
AOB caerá sobre A'O'B' por 

Tv-' ser los diedros OA y O'A' igua- 
\  les, y la arista OB coincidirá 

con O'B'por la igualdad de los 
ángulos rectilíneos AOB y A'O'B'; luego los triedros coin­
ciden ; luego son iguales.

3. ® Este caso se demuestra de una manera análoga al 
precedente.

4. ® Si los triedros O y O' tienen sus diedros res­
pectivamente iguales, formando los triedros suplementarios 
respectivos, estos tendrán sus ángulos rectilíneos respec­
tivamente iguales; luego son iguales, según el primer caso; 
luego los ángulos rectilíneos de los triedros O y O' son igua­
les; luego estos triedros también lo serán (primer caso^.

Ohsermdon. Cuando dos triedros tienen los elementos 
que se indican en cada caso respectivamente iguales, y 
dispuestos de diferente modo, todas sus partes son iguales 
respectivamente; pero la coincidencia no puede verificarse.

Los triedros que reúnen estas circunstancias, se llaman 
simétricos.

Si las aristas de un triedro OABC (íig. 183) se pro­
longan al otro lado del vértice, resulta el 
triedro OA'B'C' simétrico del primero.

En efecto, los ángulos rectilíneos AOB 
y A'OB' son iguales por opuestos por el 
vértice, lo mismo que los AOC y A'OO, 
BOG y B W ;  los diedros OA y OA' son 
iguales también (192), y los OB y OB', OC 
y OC' lo son de igual modo. Por otra parte, 
estos dos triedros no pueden, en general,

Fig .  <83.
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superponerse de modo que coincidan, como ji simple vista 
se percibe. , ......  .: '

• ' '  PROBLEMAS

relativos á lo que precede de la Geometría del espacio.

»B4*. Problema 1.“ Por un punto dado trazar una perpendicular 
á un plano. . • .

Pueden ocurrir dos casos : I q u e  el punto dado esté 
fuera del plano ; 2 °  que esté en el mismo 
plano.

1.“ Sea el punto dado O (íig. 184), 
situado fuera del plano PQ {*).

Bájense desde O sobre el plano tres 
rectas iguales OB, OC y OE: trácese una 
circunferencia que pase por sus pies 
B , G y E (64) : únase el centro A de esta 

circunferencia con el punto dado O , y  la recta AO será la 
perpendicular pedida.

Porque la perpendicular levantada en A pasa por O 
( l7 o , corol. 2.°); luego esta recta es la perpendicular
pedida.

Fig. 185.
2.’’ Sea el punto 1) (fig. 185} situado en 

el plano PQ.
Desde un punto cualquiera A , fuera de 

este plano, bájese una perpendicular AB 
al mismo (caso ant.): por D trácese una 
paralela DC á esta perpendicular, y la rec­
ta DE será la perpendicular pedida (180, 
corol. 2." obs.).

[*) En la resolución de csle problema no se hace mérito de las lineas OD, 
E D . etc. de la ñgura del margen ; lo cual depende de que la misma llgura ha 
sido empleada en ia demostración de proposiciones en que era necesaria la 
consideración de las lineas ahora omitidas.

Una cosa anàloga sucede, por igual razón, con las U-cs figuras siguientes y 
con otras mas de que se liará uso en lo sucesivo.
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7 7 B

3 1 5 . Problema 2.“ Por un punto dado A {fig. 186), fue­
ra de un plano PQ, trazar una paralela á eslo 
plano.

Trácese en el plano PQ una recta cual­
quiera CD, y por A una paralela AB á la 
CD; la recta AB será la pedida (183).

3 1 6 . Problema 3.° Por un punto A' (flg. 187), situado fuera de 
un plano BAC, trazar otro plano paralelo al dado.

Por A' trácense dos rectas A'B' y A'C respectivamente 
paralelas á otras dos AB y AG, situadas en el plano dado 
BAC, y el plano determinado por B'A'C' será el pedido 
(202, coro).).
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CAPITULO II.

De las superficies de revolución.

*17. Llámanse s u p e r f ic ie s  d e  rev o lu ció n  las engen­
dradas por el movimiento de una línea, llamada g e n e r a ­
t r i z ,  al rededor de una recta /¡ja, que recibe el nombre 
de EJE.

Kntre las infinitas superíicies de revolución, que pueden 
concebirse, tres son las que ahora nos interesa conocer: 
la cónica, la cilindrica y la esférica.

ARTÍCULO PRIMERO.

De la superficie cónica.

* 18. Se llama s u p e r f ic ie  cónica  la engendrada por una 
recta que gira al rededor de otra con la cual concurre en 
un punto; ó también la originada por una recta sujeta á 
pasar por un punto fijo, llamado v é r t ic e ,  y á recorrer 
una curva plana cualquiera qtte toma el nombre de d i­
r e c t r iz  í ' ) .

( * ) Si la gencralriz se supone prolongada al otro lad» del vértice , trazará 
otra superHcie cónica que con la primera forman la superficie cónica to tal, de 
la que cada una de las parciales es una hoja. Acliialmenle no consideramos mas 
que una dé estas bojas.



•Fig. »88.
En este último caso llamamos eje ¿i la recta que ¡msa 

por el vértice y por el centro de la directris^ si le tiene.
OABCD (fig. 188) es una superficie cónica, cuyo vér­

tice es O ; OA, OB, OC ú OI), prolongada 
cuanto se quiera por la parte inferior, es la 
generatriz en sus diferentes posiciones, ó 
las generatrices, cuando se consideran dos 
ó mas; la curva ABCD es la directriz, y OP 
el eje.

La superficie cònica es recta si el eje es 
perpendicular al plano de la directriz, co­
mo la figura 188 ; y oblícua cuando el eje es 
oblicuo á dicho plano, como la figura 189.

Llámase superficie cónica circular aquella cuya di­
rectriz es una circunferencia.

819 . Recibe el nombre de cono el espacio comprendido 
por una superfd e  cònica OABCD, y un plano ABCD que 
corta todas las generatrices.

VÉRTICE del cono es el vértice O de la superficie còni­
ca: BASE el plano ABCD que limita la superfide cónica: 
LADOS la parte OA, OB, etc., de las generatrices, inter­
ceptadas entre el vértice y la base, y eje es la recta OP 
que une el vértice con el centro de la base, si le tiene.

El cono es recto si el eje es perpendicular á la base, 
como la figura 188, y oblícüo enei caso contrario {fig. 189).

Se llama altura del cono la perpendictilar bajada 
desde el vértice al plano de la base.

Cono circular es aquel cuya base es un circulo. ^
Corel. 1 Ru el cono recto la altura coincide con el eje.
Corel. 2.® Los lados del cono recto y circular son igua­

les (175, 1.“).
Observación. El cono recto y circular se puede supo­

ner también engendrado por la revolución de un triángulo 
rectángulo APO al rededor de uno de sus catetos OP.

8*0. Teorema. S i la superfde curva de un cono 
circular (fig. 189), se corta por un plano A'B^C'D  ̂ pa­
ralelo á la base ABCD, /n sección es una circunferencia.
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Fig. 189.

Kn efecto, liacicndo pasar planos j)or los latios OA, 
Olí, OC, etc., y  por el eje OP, las in­
tersecciones AP y A 'P ', BP y B^F, etc., 

,0 de estos planos con los paralelos ABCD 
y A^B'C'l)' serán paralelas (202); luego 
los triángulos OPA y O FA ', OPB y 
OP'B^ etc., son semejantes (97); Inego

AP : A 'F  :: OP : OF 
y B P :B 'F  : ;O P :O F ;

—  IO i —

D
de donde A P :A T ': :B P :B T ': ;e tc .  tete . :

poro AP =  BP=etc., por radios de un mismo círculo;
Inego

A'Fr=rB'F =  etc. ;
luego la curva A'B'C'D' es una circuní'erencia.

Llámase tronco ó trozo de cono la parte 
ABCDA'B'C'D^ do cono, comprendida entre la base de este 
y tm plano que le corta paralelamente à dicha base; y 
cono DEFICIENTE lü parle del cono total, que queda al otro 
lado del plano secante.

Los planos ABCD y A'B^C'D', que limitan el tronco ó 
trozo de cono, se llaman bases; y altura la distancia en­
tre las bases.

Problema 1." Dado un tronco ó trozo de cono circular y 
recto AG' (fig. 190), hallar la altura 01* del cono total, y la OP' del 
cono deficiente.

Complétese el cono OPAC, y la semejanza de los irián- 
Fig.̂ 90. pillos OPA y OP'A', nos dará

A  AP: A r : : O P : O F ;
de donde (Alg. 129)

AP— A 'F ;A P  ::OP — O F :O P  
y A P — A'P' : A 'F  : ; OP— OF : OP',

ó llamando r, r' los radios de las bases
n
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mayor y menor, y a la allura PP'del tronco ó trozo,í . _ , . ' ; r ; ; r t : O P  V r — r ' : j ' : O P  ;
y por consiguienteO P = r ^  V OP^

r —r r— r'

Observación. De la misma manera se hallaiúa que el 
lado del cono total y del cono deficiente, son

A A ' X  r '
OA: AA'X r

f  — r'
V O A '=- r—f

Fig. t 9 l .

S 8 3 . Problema 2." Desarrollar sobre im plano una superficie 
cónica.

Distinguiremos dos casos: 1.“ que el cono á que esta 
superficie pertenece sea recto y circular: 2.° que no reú­
na estas circunstancias.

1 Sea el cono recto y circular OPAC (fig. 191). To­
mando el lado OC del cono por radio, trácese un arco CC" 

de igual longitud que la circunfe^ 
rencia de la fiase (142) : únase O 
con ü ',  y el sector OCG" será la su­
perficie cónica desarrollada.

En efecto, haciendo rodar el 
cono en el plano que pasa por OC, 
los demás lados van coincidiendo 
con dicho plano, y como todos son 
de igual longitud (219, corol. 2.“), 
sus extremos se confunden sucesi­
vamente con los puntos del arco 
CC" ; y por consiguiente la circun­
ferencia CBAl) con el mismo arco, 
hasta que el punto C se ajuste con 

C"; luego la superficie cónica desarrollada es igual al sec­
tor OCCC

Observación 1 .* La superficie curva del cono deficien­
te recto y circular OP'A'C', desarrollada tamfiien sofireun

1



plano, es evklenlemenle el seclor OC'C'"; y por consi­
guiente la del tronco ó trozo AG' es el trapecio circular 
CC'C'"C".

Sea OABCD un cono cualquiera (íig. 192). Divida-
se la directriz CBAl) en

F’g 192. X t. I .partes bastante peque­
ñas para que se puedan 
tomar como rectas, sin 
error sensible : cons­
truyanse los triángu­
los OCB", OB"A", etc. 
respectivamente ¡guales 
á los OCB, OBA, etc-, 
considerados como rec­
tilíneos; y el polígono

OCB"......  C" será aproximadamente la superficie cónica
desarrollada sobre un plano.

Observación 2.® La superficie curva de un tronco de 
cono cualquiera se puede desarrollar por un procedimien­
to análogo al empleado en este caso ; advirtiendo solo que 
la división de dicha superficie debe ser ahora en trapecios, 
como se advertirá en la figura.
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AUTICCLO 11.

De la superficie cilindrica.

Llámase superficie cilìndrica la engendrada por 
el movimiento de tma recta que gira al rededor de otro, 
à la cual es siempre paralela; ó también la originada por 
una recta, que permaneciendo constantemente paralela á 
si misma, recorra una curva plana cualquiera llamada
DUIEGTRIZ.

En este último caso llamamos eje  la recta, que siendo 
paralela á la generatriz, pasa por el centro de la directriz, 
si le tiene.



Fig. 193.
iBL

ÍT

í

u

—  Ì C4 —
ABCDA'B'C'D^ {fig. 193) es una superfìcie cilindrica: 

AA', BB', CC' ó T)D', considerada como in­
definida, es la generatriz en sus diferentes 

c’ posiciones, ó las geueralrices, cuando se 
consideran dos ó mas: la curva ABCD la di­
rectriz, y 0 0 ' el eje.

La superficie cilimlrica es rkcta, si el 
eje ó la generatriz es perpendicular al 
piano de la directriz, como la fig. 193; 
y OBLICUA cuando la generatriz ó el eje es 

oblicuo á dicho plano, como la fig. 194.
Llámase superficie cilindrica ciucular aquella cuya 

directriz es una circunferencia.
*85. Recibe el nombre de cilindro el espacio compren­

dido por una superficie cilindrica y dos planos paralelos 
ABCD y A'B'C'D' que cortan las generatrices.

Bases del cilindro son los planos ABCD y A'B'C'D' que 
limitan la superficie curva: lados las partes KM, BB', etc., 
de las generatrices interceptadas por las bases; y eje  
la recta 0 0 ' que une los centros de las bases, si le 
tienen.

El cilindro es recto si el eje es perpendicular á las 
bases, como la fig. 193; y oblicuo en el caso contrario, 
como la fig. 194.

Se llama altura del cilindro la distancia entre las 
bases. Cilindro circular es aquel cuyas bases son dos 
circuios.

Corol. 1." En el cilindro recto la altura es igual 
al eje.

Corol. 2.° Los lados del cilindro son iguales (206).
Observación. K1 cilindro recio y circular se puede 

también suponer engendrado por la revolución de un rec­
tángulo AOO'A' al rededor de uno de sus lados 0 0 '.

*8«. Teorema. S i la superficie curva de un cilindro 
circular [í\^. 194) se corta por un plano .A"B"C"D", para­
lelo à una de sus bases .4BCD , la sección os una circunfe­
rencia igual á esta base.



Fig. 194.

llacLtílulo pasar planos por los lados AA^ BB', etc ., y 
por el eje 0 0 ',  las intersecciones de es­
tos planos con la base y la sección son 
las recias AO y A "0", BO y B"0", etc. 
paralelas (202): y como el eje 0 0 ' lo 
es á los lados, las figuras AOO"A"„ 
BOO"B", e tc ., son paralelógramos; luego 
AO ^  A "0", BO =  B "0 " , e tc .: pero 
A O = 'B O = etc . por radios de un mismo 
circulo, luego

— 105 —

A " 0 " = B " 0 " = e tc .;

luego la sección A"B"C"D" es una circunferencia igual á 
la de la basé ABCD.

Corel. Las bases del cilindro circular son iguales ( ') .

Pro&lemfl. , Desarrollar sobre un piano una superlicie cilindrica.

Distinguiremos dos casos: \ ° que el cilindro á que es­
ta superficie pertenece sea recto: 2.° que sea oblicuo.

I Sea el cilindüg^recto AG' (fig. 195). Constrúyase so­
bre el lado CC' un rectán- 
guio CC"C"'C', cuya ba­
se CC" sea la curva ABCD 
rectificada, y el rectán­
gulo construido será la su­
perficie cilindrica'^desar-* 

'c” rollada.
Se demuestra como en

el núm. 223, 1.°
2.“ Sea el cilindro oblicuo AC’  ̂ (fig. 196). Divídanse 

los perímetros de las bases, partiendo de un mismo lado,

A- f *
■V

(*) E sla  propiedad es com ún ó iodos los c ilin d ro s , como íácllm enle se com ­
p ren d e ; por cuya razón omitim os la dem ostración , (juc por o tra p a rle  tam poco 
es de este lugar.
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en parles respeclivameiUe iguales CJ)=C'D', DA =D 'A ',

etc., y suficientemente pc- 
queñas para que se pue­
dan tomar como rectas sin 
error sensible : constru­
yanse los paralelógramos

etc., respectivamente igua­
les á los DCG'D', DD'AA', 
etc. considerados como 
planos, y el polígono

CD"..............................C' será aproximadamente la siiper-
licie cilindrica desarrollada sobre un plano.

Observación. El rectángulo CC"C'"C', cuya altura es 
el lado del cilindro, y cuya base debe ser igual evidente­
mente á la longitud NN' de la sección MN perpendicular 
al lado, es equivalente al polígono que representa la su­
perficie cilindrica desarrollada; porque lo que á cada pa- 
ralelógramo le falta por su parle superior para llenar di­
cho rectángulo, le sobra por la inferior, como á la simple 
vista se percibe y sería fácil demostrar.

A"

ARTICULO in.

De la superficie esférica.

Se llama superficie esférica la engendrada por 
la revolución de una semicircunferencia ABC (fig. 197) 
al rededor de su diámetro AC.

Recibe el nombre de esfera el espacio comprendido por 
una superficie esférica.

Observación. Con frecuencia se suele llamar esfera 
la superficie esférica; pero el sentido en que se habla, de­
nota si se trata del cuerpo geométrico ó de su superficie.

Llámase centro el punto O, centro de la semicircunfe­
rencia generatriz; radio toda recta OA que desde el cen- 
Iro va á terminar en la superficie esférica, y diámetro la
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recia ([iie pasando por el centro termina por sus dos ex­
tremos en la superíicie esférica.

Corol. 1 Los radios de una misma esfera son iguales.
Porque son radios de la semicircunferencia generatriz 

en alguna de sns posiciones.
Corol. 2 .“ Los diámetros de una misma esfera son 

iguales.
Poríjue cada uno se compone de dos radios.
Se llama e je  de la esfera el diámetro de la semicir­

cunferencia generatriz.
Se llaman polos de la esfera los extremos A yO  del eje.

388. Teorema \.° La intersecion de un plano EG 
con la superficie esférica O , es una circxmferenma 
EFGII.

Trazando el radio OC perpendicular á dicho plano, y 
los OE, OF, OG, O lí, e tc ., las 
rectas EP, FP, GP, etc. que unen el 
pié de la perpendicular al plano 
con los diferentes puntos de la cur­
va , son iguales (i 7o , rec. I . “); 
luego la curva EFGII es una cir­
cunferencia.

Llámase polo  de una circunfe­
rencia EFGII, trazada en la su- 
fcie esférica, cada tino de lospun~ 

los de esta que equidistan de dicha circunferencia.
Corol. Xos exlrenios A y C del diámetro AG perpen­

dicular al plano de una circunferencia EFGII en su centro 
P, son polos de dicha circunferencia, y son los tínicos que 
puede tener (17o, corol. 2.°).

8 8 0 .  Teorema 2.® S i haciendo centro en un punto L 
(fl'^ 197) de la superficie esférica, con un radio ciialpde- 
ra CE, se traza una curva EFGII, esta curva será una 
circunferencia.

Trácese el radio OC de la esfera, y otros mas OE, OT, 
OG, etc ., á diferentes puntos de la sección: los triángu­
los OEC, OFC, o n C , ele., que tienen O E ^ O F -0 ( i= e tc .,

— 107 —
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por radios de la esfera, EC-=FC =  G C ^ e íc ., por hipó­
tesis, y el lado OC común, son iguales (72, 1."); luego si 
desde los vértices E, F , G, etc ., se ba.jan perpendiculares 
sobre el lado comim OC, se encontrarán evidentemente en 
un mismo punto P; luego estarán en un mismo plano 
(171, rec.): y como además EP =  F P = G P  =  etc., la cur­
va EFGH será una circunferencia.

Ohsermcion. El punto C, que ha servido de centro 
para trazar una circunferencia, es uno de sus polos.

230. Teorema 3 .” En una misma esfera, 1 los planos 
de circunferencias iguales equidistan del centro: 2." los pla­
nos de dos circunferencias desiffucdes, el correspondiente 
á la maijor se aproxima mas al centro que el de la menor.

1. ’ Sean las circunferencias, cuyos centros son P y P' 
iguales (fig. 197\ Haciendo pasar 
por el centro O de la esfera y por 
Jos P y P' un plano, las intersec­
ciones de este con los planos do las 
circunferencias serán los diámetros 
EG y F/G' de las mismas; luego EG

/o’ y E'G' son cuerdas, iguales por 
hipótesis, de la circunferencia ori­
ginada por el plano que pasa por 
O, P y P ;̂ luego equidistan del cen­

tro O (ÍO, 1."]; luego O P ^ O P ': pero OP y O F miden 
también la distancia del centro de la esfera á los planos 
de dichas circunferencias (174, corol.); luego estos planos 
equidistan del centim de la esfera.

2. " Sea la circunferencia P mayor que P'. Repitiendo 
la construcción anterior se hallará del mismo modo OP<ÜP' 
(40, 2.'’); luego el plano de la circunferencia P se aproxi­
ma mas al centro que el de la circunferencia P'.

Recíprocamente. En una misma esfera, 1.® las cir­
cunferencias cuyos planos equidistan del centro son igua­
les: 2.° de dos circunferencias cuyos planos no equidistan 
del centro, la correspondiente al plano quemas se aproxi­
ma al centro es la mayor (12;.
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(Jui'ül. \ .° La mayor circunferencia de la esfera es 

aquella cuyo plano pasa por el centro.
Por esta razón se llama circunferencia máxima y las 

demás menores ; la circunferencia cuyo diámetro es BI) 
es máxima, y las que tienen por diámetros EG y E'G' son 
menores.

Corol. 2.® Las circunferencias máximas de una mis­
ma esfera son iyuales.

Corol. 3.® Bus puntos de la superficie esférica, que 
no sean extremos de un mismo diámetro, determinan una 
circunferencia máxima.

Porque estos dos puntos y el centro de la esfera, for­
man un sistema de tres puntos, no en linea recta, que de­
terminan la posición del plano de dicha circunferencia (169).

Corol. 4-.“ Las circunferencias máximas se dividen 
mùtuamente en dos parles iyuales.

Ponine la intersección de sus planos es un diámetro.
Corol. o.® Una circunferencia máxima BD divide á la 

superficie esférica en dos parles iyuales.
Por(jue colocando la parte superior BCl) sobre la infe- 

rioi* BA13, de modo que la circunferencia permanezca co­
mún , y que el punto C caiga hacia A, estas dos partes coin­
ciden en todos sus puntos; porque de lo contrario estos 
puntos no equidistarian del centro O.

Observación. Esta superposición prueba también que 
un círculo máximo divide á la esfera en dos partes igua­
les, que se llaman hemisferios.

»31 . Recibe el nombre de á n gu lo  e s f é r ic o ,  la mayor 
ó menor inclinación de dos arcos de cir­
cunferencia máxima BC y EC (fig. 198), 
llamados lados, que se reúnen en un mismo 
punto C, llamado vértice.MEDIDA DE UN ANGULO ESFERICO CS el áii-
yulo rectilíneo FCG, formado por dos tan- 
yenles FC y GC, una á cada arco, en el vér­
tice del ányulo.

¡.a medida de un ányulo esférico, es medidaCorol.
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tanthien del diedro formado por los planos que determi­
nan sus lados.

Porqno siendo FC tangente al arco BG en el punto C, 
es perpendicular a! radio ÜC (44., rec. 1.”): 
por igual razón GG es perpendicular al mis-

F------i-adiQ y en el mismo punto: y como estas
i rectas están en los planos de los arcos, el 
! ángulo rectilíneo FGG es el rectilíneo cor- 

’ - respondiente al diedro BGOF (193); luego 
también será su medida (105, obs.).* 3 8 .  Llámase t riá n g u lo  esférico  la porción de su- 

perfde  esférica comprendida por tres arcos de circunfe­
rencia máxima: BGE (lig. 198) es un triángulo esférico.

Observación. Si los vértices B , G, E del triángulo es­
férico BGE, se unen con el centro O de la esfera por medio 
de radios, estos forman un ángulo triedi'o O , cuyos ángu­
los diedros OB, OG y OE tienen la misma medida (pie los 
ángulos esféricos CBE, BGE y BEG (231 , corol.), y cuyos 
ángulos rectilíneos BOG, BOE y GOE tienen por medida los 
lados BG, BE y GE del mismo triángulo; luego las propie­
dades de los triángulos esféricos se deducen de las de los 
ángulos triedros; luego i-eemplazando los nombres de caras 
y ángulos diedros por los de lados y ungidos, se tendrá:

• 1 En todo triángulo esférico un lado cualquiera es 
menor que la suma de los otros dos y mayor que su dife­
rencia (211).

2. ” Lü suma de los lados de xin triangulo esférico es 
mayor que una circunferencia máxima (212).

3. " La suma de los ángulos de un triángulo esférico, 
es mayor que dos rectos y menor que seis (213).

4. " Dos triángulos esféricos son iguales si tienen: 
1.” sus tres lados respectivamente iguales, dos lados 
iguales é igual el ángulo comprendido, 3." un lado igual 
contiguo á dos ángulos respectivamente iguales,
tres ángulos respectivamente iguales; con (al que en todos 
estos casos los elementos eslen dispuestos del mtsmo 
modo (214).
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*3 3 . Teorema 4.“ El arco AB (iig. Í99) de circun­
ferencia màxima, que une dos pun­
tos A y B una superficie esférica, 
es menor que otra curva cualquiera 
ACB, trazada sohre la misma su­
perficie, y que une dichos puntos.

En efecto, uniendo A conC , y C 
con B por arcos de circunferencia 

máxima, se tiene (232^, obs. I.®)

AB<ACh-CB.

Tomando entre A y C y entre C y B los puntos inter­
medios 1) y E , y trazando ios arcos de circunferencia má­
xima Al), PC , CE y EB, se tendrá también

AC < AP -h PC y CB< CE n- EB ; 

de donde AC-f-CB<AD-f-DG-+-CE-t-EB.

Si se continúa tomando puntos intermedios, se seguirá 
formando líneas poligonales esféricas, de las que cada «na 
tiene mas puntos comunes con la curva, y  es mayor que 
la anterior; luego la curva es el limite superior de dichas 
líneas poligonales [51, [ ')]; y como AB es menor que la 
mas corta de estas, con mayor razón será menor que la 
curva propuesta ACB.

»34. Se llama plano t a n g en te  à la superficie esfé­
rica el que no tiene con esta mas que un punto común ; y SECANTE el que tiene con la misma mas de un punto común, 
esto es, una circunferencia (228).

El punto común á la superficie esférica y al plano 
tangente, recibe el nombre de punto de contacto.

* 33. Teorema 5." Todo plano- queqmsa por el extre­
mo exterior de un radio de la superfd e  esférica: 1.® si 
es peipendicular al radio, será tangente á esta superficie: 
2." si es oblicuo será secante.

I .” Si el plano PQ (fig. 200), es perpendicular al ra- 
<lio OA en el cvtremo A , el radio también lo será al plano;
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kuígo uniendo

Fig 200.

el punto O con otro cualquiera M dol 
mismo plano, la recta OM será oblicua á este {172), 
luego será mayor que OA (174); luego el punto M estará 
fuera de la siiperlicic esférica; luego el plano PQ no tiene 
común con esta superficie mas que el punto A, luego le 
es tangente.

2.“ Si el plano RS (íig. 200) es oblicuo al radio OB 
en el extremo B, el radio también lo 
será al plano ; luego bajando desde O 
sobre éste oblicuas iguales con OB, 
los piés de estas se hallarán á la vez 
en la superficie esférica y en el pla­
no: y como el lugar geométrico de 
los pies de estas oblicuas sobre el 
plano es una circunferencia (175, 
corol. 1.°), el plano y la superficie 
esférica tienen una circunferencia 

común; luego el plano es secante de la superficie esférica.
Recíprocamente. Todo plano que pasa por el extremo 

exterior de un radio de la superficie esférica : \ s i  es 
tangente á esta superficie, será perpendicular al radio: 
2.® si es secante, será oblicuo (12).

Corol. Por un punto de la superficie esférica no se 
puede trazar mas que un plano tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos ó mas, habría en el 
extremo de un radio dos ó mas planos perpendiculares á 
este, lo que es absurdo (173).

»ao . Teorema C.” Cuatro puntos A , B , C y D (fig. 201 ) 
que no están en un mismo plano y determinan la posición 
de una superficie esférica.

Tres cualesquiera de estos puntos A , B, C, estarán en 
un mismo plano (169), y A , C, D 
estarán también en otro, pero dife­
rente del primero; puesto que por 
hipótesis los cuatro no están en uno 
mismo. Supongamos que E y G sean 
los centros do las circunferencias



eircunscriplas á los triángulos ABC y ACD: desde estos pun­
ios lí y G bájense perpendiculares sobre la AC, común sec­
ción de los planos, y estas perpendiculares se encontrarán 
en un punto L (41); luego la recta AC será perpendicular 
al plano ELG (171, corol.); luego los planos ABC y ACl) 
son perpendiculares al ELG (197), y este lo será á los dos 
primeros. Levantando ahora en el punto E la perpendicu­
lar EF al plano ABC, esta perpendicular se hallará en el 
plano ELG (497, corqi. 2.°): por igual razón la GH, per­
pendicular al plano ACD, se hallará también en el ELG; 
luego las rectas EF y GH están en un mismo plano ELG. 
Por otra parte EF y Gil no son paralelas; porque si lo 
fuesen, la EL perpendicular á una de ellas E F , lo sería á 
á la otra Gil; luego por L habría dos perpendiculares EL 
(prolongada) y LG á Gil: lo que es imposible (23). Luego 
EF y Gil se encuentran en un punto O.

Ahora, siendo EF el lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de A , B y C (475 , corol. 2.*'), y Gil el 
de los puntos equidistantes de A , D y C, el punto O don­
de se corlan será el único equidistante de A, B, C y D; 
luego estos puntos (si no están en un mismo plano) deter­
minan la posición de la esfera.

Corol. 1 La intersección de dos superficies esféricas 
tiene todos sus puntos en un mismo plano.

Porque de lo contrario se podrían tomar tres puntos 
de los comunes en un plano, y uno en otro plano dis­
tinto; y las dos superficies esféricas se confundirian en 
una sola, contra la hipótesis.

Corol. 2.® Im  intersección de dos superficies esféri­
cas es una circunferencia.

Porque esta intersección tiene lodos sus puntos en un 
mismo plano (corol. anterior); luego es la intersección 
de un plano con cada una de las superficies esféricas; lue­
go es una circunferencia (228).

Observación. Con suma facilidad se pueden demostrar, 
relativamente á la intersección y contacto de dos superfi­
cies esféricas, teoremas análogos á los demostrados acerca
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d é la  intersección v contacto de dos circunferencias (47 
y 48).

* 3 ? .  Problema. Bada una esfera O (fig. 202), determinar su 
radio.

Tómense dos puntos A y B sobre la superficie esférica:
haciendo centro en es­
tos puntos y tomando 
un radio cualquiera, 
trácense dos arcos <[ue 
se corten en D y 1)': 
con un radio diferente 
trácense otros dos ar­
cos , que se corten en 
otro punto D": con las 

distancias DD', D'D" y I)t)" construyase aparte, en un 
plano, el triángulo DD'D'': circunscríbasele una circunfe- 
renG¡a¡'(64), y el radio 0 1 ) ' de esta será igual al radio de 
la esfera.

En efecto, uniendo los puntos D , B', D" con el medio C 
de la recta AB, las rectas CD, Cl)', CD" son perpendicu­
lares á la AB en el punto C (2G, corol. 2.°); luego están 
en el plano perpendicular á la AB en su punto medio ('171, 
rec. corol.); luego el centro O de la esfera estará en el 
mismo plano (-171, corol. 2.°); luego la circunferencia que 
pasa por los puntos D, D ', D" es máxima; y como esta es 
igual á la circunscripta al triángulo DD'D", el radio O'D' 
dt; la última es igual al radio de la esfera.

—  174 —



CAPITULO in.

I>c los poliedros.

DEFINICÍONES PRELIMINARES.

* 3 8 . Se iiama poliedro  el espacio terminado por 
pianos.

Estos planos, limitados por sus mutuas intersecciones, 
los ángulos diedros .ó poliedros que forman las aristas y 
los vértices de estos, reciben los nombres de coras, ángu­
los , aristas y vértices del poliedro.l)iAGONAL es toda'linea que une dos vértices  ̂que no 
están en una misma cara.

Un poliedro se llama co n vexo  cuando su superficie 
no puede ser atravesada por una recta mas que en dos 
puntos.

Los poliedros de que nos ocuparemos en lo sucesivo 
serán convexos ; si no se advierte lo contrario.

*39. Llámase po lied r o  r e g u la r  aquel cuyas caras 
son polígonos regulares é iguales, y cuyos ángulos po~ 
liedros son también iguales ; é ir r e g u l a r  el que no reúne 
estas condiciones.

Por razón del número de caras que pueden tener los 
poliedros se clasifican del modo siguiente :

El poliedro que tiene i- caras se llama Tetraedro.
5 ......................... Pentaedro.
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El poliedro quo tiene 6 caras se llama Exaedro.

7  .........................ìleptaedro.
8  .........................Octaedro.

1 2 ............................Dodecaedro.
2 0 ......................... Icosaedro.

Los poliedros de diferente nùmero de caras que los 
precedentes no tienen nombres especiales, y se les llama 
poliedros de 9 . . . ,  13..., 100, etc., caras.

ARTÍCULO PIUMKRO.

Fig. 203.

De las pirám ides.

9iO. Se da el nombre de pir á m id e  á un poliedro (pie 
tiene una cara poligonal cualquiera, y las demás son 
Iriánfpilos cuyos vertices se reúnen en un mismo punto.

La cara poligonal se llama base, vértice el vértice co­
mún á las caras triangulares, y altura la 
perpendicular bajada desde el vértice al 
plano de la base.

OAliCDE {íig. 203) es una pirámide, 
cuya base es el polígono ABODE, el punto 
O el vértice y la recta OP la altura.

»41. Se llama pirámide r e g u la r  aque­
lla cuya base es un poUyono regular y cuya 
altura cae en el centro del poligono de la 
base: é ir r e g u la r  la (pie no reúne estas

condiciones.
Corel. 1.  ̂ Las aristas laterales de tina pirámide re­

gular son iguales (17o, l.̂ *).
Corol. 2.® Las caras laterales son triángulos iguales 

é isósceles.
IJámase apotem a  en una piràmide regular la altura 

de cualquiera de sus triángulos laterales.
Observación. Las pirámides regulares no son siempre 

poliedros regulares, tales como se han definido en el m i-

1) \



mero 239: una sola pirámide puede ser poliedro ro tu­
lar {V. 250).

Por razón del número de lados del polígono de 
la base, las pirámides se dividen en triangulares, cua- 
drangulares, pentagonales, etc., según dicho polígono sea 
triángulo, cuadrilátero, pentágono, etc.

Observación. La pirámide triangular es un tetraedro, 
y es además el poliedro mas sencillo ó de menor número 
de caras; porque es imposible cerrar espacio con menos 
de cuatro planos.

«43. Teorema i.°  Dos tetraedros son iguales si tie­
nen: \ t r e s  caras respectivamente iguales: 2.° dos caras 
respectivamente iguales é igual el diedro comprendido;
3.“ una cara igual contigua á dos diedros respectivamente 
iguales; con tal que en lodos estos casos los elementos 
esten dispuestos del mismo modo._

\ S e a n  los tetraedros OAliC y O'A'B'G' (íig. 204), y 
supongamos que los triángulos A 0B =A '0 'B ', BOC—B'CyC' 
y A O C = = A W .

De la igualdad de estos triángulos se deduce la de los 
ángulos rectilíneos, que forman los 
triedros en O y en O '; luego estos 
triedros son iguales (214, I .“); lue­
go superpuestos coinciden, y al veri- 
íicarlo, coinciden también las caras 
ABC y A'B'C'; luego los tetraedros 
son iguales.

2.** Supongamos i[uc los mismos 
tetraedros tengan los diedros A 0 = A '0 ' y los triángulos A O B = A O T ', A O C = A m '.

Superponiendo estos tetraedros de modo ([ue la cara 
AOB coincida con su igual A'01V, la cara AOC caerá 
sobre A'O'C', por .ser iguales los diedros AO y A 'ü ': y 
conio estas caras son también iguales, la arista OC coinci­
de con O 'C ', la OB con O'B', e tc .; luego los dos tetraedros 
coinciden en todos sus puntos, luego son iguales.

3." Se demuestra de una mancraanálogaá las anteriores.
n
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»44 Teorema 2. ’̂ S i uua jñrámide OABCDE (fig. 205) 

, ,  cortada por un plano X 'W CW \paraleìo à la base: 
1." el poligono de la sección es semejante al de la base: 
2 ® las áreas de estos polígonos son proporcionales a los 
cuadrados de sus distancias OP jj OV' al vèrtice de la

rectas AB y A'B ', BC y B'C ', CD y C'D ', etc., 
son paralelas (202): por igual razón 
si se trazan las diagonales AC y AD 
en el polígono de la base, y por ellas 
y la arista OA se hace pasar planos, 
AC y A'C', AD y A'D' serán también 
paralelas; luego los triángulos ABC 
y A'B'C' tienen sus ángulos respecti­
vamente iguales (181), luego son se­
mejantes : y como lo mismo sucede 
con los triángulos ACD y A^C'D', etc., 
resulta que los polígonos ABCDE y 

A'B'C'D'E' son también semejantes ( 101 ).
2.“ De la semejanza de los polígonos ABCDE y 

A'B'C'D'E' se deduce (161)

ABCDE : A'B'C'D'E' AB  ̂ : A'B"  ̂ .

Siendo AB y A'B' paralelas, los triángulos AOB y A'OB' 
son semejantes, luego

AB : A'B' : : BO : B'O ;

por igual razón, haciendo pasar un plano por la arista BO 
y la altura PO, se tendrá

BO ; B'O :: PO : P'O .

De esta proporción y la anterior se deduce 

AB ; A'B ; iP 0 : P '0  ,
A A B 2 ;A 'B '^ ::P 0 ':F 0 2 :
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pero esta última pi-oporcion y ]a primera tienen una razón 
eoinun ; lue^o

ABCDE : A'B'C'D'E' PO' : P O'.

Corol. 1 S i dos pirámides OABCD y SEFG (fig. 20t>) 
de igual altura, se cortan por planos A'B'C'D' y E'F'G' 
equidistantes de los vértices, las áreas de las secciones 
son proporcionales á las de las bases.

Porque, según el teorema, se tiene

Fig, 206 ABCD : A'B'C'D' :: PO' : F O '
y EFG : E 'FG ' : ; QS' : Q'S' :

mas por hipótesis PO =S O  y 
p '0  =  Q'S; luego estas propor­
ciones tienen igual la última ra­
zón , luego

ABCD : A^BX^D' EFG : F F G '

Corol. 2.° S i ,  en las mismas 
hipótesis, /as bases son equivalentes, las secciones también 
lo serán.

Porque en tal caso los antecedentes de la proporción 
anterior son iguales; luego también lo serán los conse­
cuentes ( Alg. 124).9 4 5 . Llámase thonco ó trozo de pirámide la parte 
AC' de una pirámide, comprendida entre la base de esta 
y el plano que la corta paralelamente á dicha base; y p i­
rámide DEFICIENTE la parte de pirámide que queda al otro 
lado del plano secante.

Los planos ABCD ATi'C'D' que limitan el tronco ó trozo, 
se llaman bases del mismo, y altura la distancia entre las 
bases.

Problema. Dado un tronco ó trozo de pirámide AC' (fig. 206} ha­
llar la altura OP de la pirámide total y la ÜP' de la pirámide de­
ficiente.

Supongamos completa la pirámide OABCD, y la
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semejanza de los triángulos AÜB y A'O'B' nos dara 

Fie. .06. AB:A 'B' : :A 0 :A '0 ;

o s

r. i

la de los triángulos AOP y A'OP' 
da también

A 0 : A '0 : : 0 P : 0 P ';

de cuyas proporciones se deduce

\ 1 ^

y

AB : A'B' OP : OP̂  ;

de donde (Alg. 129)

AB — A'B^ AB ::O P — OP' :OP 
AB — A'B' : A'B' : : OP — OP' ; O P',

ó , llamando I y í' los lados paralelos de la base y de la 
sección y « la altura del tronco ó trozo,

/ — r : / : : a ; O P  y / — í ' - J ' : O P ';

V por consiguiente

OP =  í ^ .  Y 01-l—V l~ l'

A n T Ícu L O  n .
De los prism as.

8 4 6 . S g da el nombre de pr ism a  á un poliedro que 
tiene dos caras iguales y paralelas, y las demás son para- 
lelóqramos.

Las caras iguales y paralelas se llaman bases, y attue­
rà la distancia entre estas.

El poliedro AB' (fig. 207) es un prisma cuyas bases 
son los polígonos ABCDE y A'B'C'D'E', y cuya altura es la
recta CC'. . , ,

Corol. 1." />«5 aristas de tm prisma son paralelas
:180, corol. 3.") é iguales (200).

Corol. 2." Para construir un prisma se traza una de
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sus bases ÀììCDK; en los vértices A, B , C, etc. se levan­
tan las aristas laterales AA', BB', CC', etc. 
iguales y paralelas, y se unen los extremos 
de estas aristas consecutivas, por rectas 

d: A'B', B'C', a w ,  etc.
Porque las caras laterales BA', BC', 

CD', e tc ., son paralelógramos (79, ree. 2.®); 
luego AB es igual y paralela á A'B', BC á 
B'C^ CD á C'D', etc.; luego los ángulos 
ABC=A'B'C', BCD=B'C'D', etc. (181); 
luego los polígonos ABCDE y A'B'C'D'E' son 

también iguales (84).*41. Se llama prism .í  recto  aquel cuyas aristas son 
perpendiculares á las bases, y o blíclo  aquel en que son 
oblicuas.

Prisma r e g il a r  es aquel cuyas bases son poliyonos re­
gulares y que además es recto.

Corol. En el prisma recto la altura es igual á cual­
quiera de sus aristas, y las caras laterales son rectán- 
qidos ; en el prisma regular los rectángulos laterales son 
iguales entre si.

Observación. Los prismas regulares no son siempre 
poliedros regulares como se han definido (239): el cubo es 
el único prisma regular, que es al mismo tiempo poliedro 
regular (V. 236).*48. Teorema 1 S i un prisma .\D' se corta por un 
plano A'^B''C"D"E", paralelo á las bases, la sección es im 
poligono igual á una cualquiera de estas ABCDE.

Las rectas AB y A'IV ', BC y IL'C'', CD y C'^D'  ̂ etc., 
son paralelas (202); luego los ángulos ABC y A"B^'C", 
BCD y B"C"1)', etc., son iguales (181).

Por otra parte, siendo AA" y BB", BB" y CC", etc. pa­
ralelas, los cuadriláteros AB", BC", CD", e tc ., son paralo- 
lógramos; luego A B =A "B", BC =  B"C", etc. Luego los 
polígonos ABCDE y A'B'C'D'E' tienen sus ángulos y lados 
respectivamente iguales; luego son ¡guales (84).*40. Teorema 2.“ Dos prismas AD' y MO' (fî -

—  181 —
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son iguales, si tienen un ángulo triedro A y M , formado 
por tres caras respectivamente iguales, ABCDE—MNPQR, 
AB'=MN' y AE' =  MR' é igualmente dispuestas.

Siendo iguales respectivamente y estando dispuestos 
del mismo modo los polígonos, que forman los triedros en

A y en M, estos serán iguales 
(214, 1.'*); luego superpo­
niendo el prisma AD' al MQ', 
de manera que la cara ABCDE 
coincida con su igual MNPQR,

Fig. 208.

la cara AB' caerá sobre la 
MN', y como estas caras son 
iguales, la recta A'B' coincidi­
rá con M'N^: por igual razón 

A'E' coincidirá con M'R'; luego la base A'B'C'D'E'coin­
cide con su igual M'NT'Q'R'; luego los vértices de los dos 
prismas coinciden, luego estos son evidentemente iguales.

Corol. Dos prismas rectos de igual base y altura son 
iguales.

850. Por razón del número de lados de las bases, los 
prismas se dividen en triangulares, cuadr angular es, pen­
tagonales , etc., según dichas bases sean triángulos, cua­
driláteros, pentágonos, etc.

Llámase pa r a lele píped o  el prisma cuyas bases son pa- 
ralelógramos.

85f l .  Teorema S.” En todo paralelepípedo AC' (figu­
ra 209) las caras laterales y opuestas AB' y DC"', AD' y 
BC', son también iguales y paralelas.

La recia AA'es igual y paralela áDD' (246, corol. 1
y por hipótesis AB es igual y paralela con 
DC; luego la cara AB' es igual y paralela á 
DC'(79, corol. 2.®, y 202, corol.). Por igual 
razón la cara AD' es igual y paralela á BC'.

Corol. En un paralelepípedo se pueden 
tomar por bases dos caras opuestas cuales­
quiera.

858. Se llama paralelepípedo rectángulo aquel que

Fig. 209.

w
A' / i /

i

t ... -

B'

4
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lióte por bases dos paraleUgramos rectángulos, y además
es recto. ,

Corol. la s  caras de un paralelepípedo rectángulo son 
paralelógramos rectángulos, y sus ángulos diedros son
recios. 1 , ' j

» 5 3 . Se da el nombre de cubo á Un paralelepípedo
rectángulo, cuyas aristas son todas iguales.

Corol. El cuho es un exaedro regular.
Porque sus caras son evidentemente seis cuadrados 

iguales, y sus ángulos poliedros, formados por tres ángu­
los de cuadrado, son también iguales(214, 1."),

artículo II.

De los poliedros en general.

»54 . Teorema 1 S i dos poliedros OPABCD y 
O'P'A'B'C'D' (fig. 210) tienen sus caras ABCD y A'B'G^D', 
ABOP y A'B'O'P', etc., y sus ángulos diedros AB y A'B', 
OB y O'B', etc., respectivamente iguales é igualmente dis­
puestos, son iguales.

Superpóngase el primer poliedro al segundo, de modo
que la cara ABCD coincida 
con su igual A'B'C'D'; la cara 
ABOP caerá sobre A'B'O'P", 
por ser los diedros AB y A^B' 
iguales, y la arista OP coin­
cidirá con la O'P', por la 
igualdad de estas caras; luego 

los vértices de estos poliedros coinciden, luego los polie­
dros son iguales.

Del mismo modo se demostraría cualquiera que fuese 
el número de caras de los poliedros.

»55. Teorema 2.® S i dos poliedros OPABCD y 
O'P'A'B'C'D' se componen del mismo número de tetraedros 
OABD y O'A'B'D', OAPD y O'A'P'D', OBCD y O'B'C'D' res-
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ppcfií'amcule iguales é igualmente dispuestos, los polie­

dros son iguales.
La igualdad de los tetrae­

dros OABD y O 'A W n o s  da 
los diedros

AB=A'B'.

De los mismos teti-aedros 
resulta la igualdad de los diedros OADB y O'A'D'B': y 
como los tetraedros OAPD y O'A'P'D' son también iguales, 
ios diedros OADP y O'A'D'F lo serán de la misma manera; 
luego los diedros

OADB-i-OADP =  0'A'D1V-k O'A'D'P' ,

ó los diedros totales
AI) =  A'D'.

Lo mismo se demuestra en igualdad de los diedros rós­
tanles.

La igualdad de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da 
la igualdad de sus caras homologas

APDr=A'P'D'.

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los 
triángulos AOP y A'O'P': y como los tetraedros OABD y 
O^VB'D' son también iguales, los triángulos ABO y A'B'Ó' 
lo serán del mismo modo; luego

A 0P-H A 0B =A ^0T '-f~A '0 'B ', 
ó las caras totales (8í3) ABOP =  A'B'O'P'.

Lo mismo se demuestra la igualdad de las caras res- 
lanles.

Luego los poliedros propuestos tienen sus caras y án­
gulos diedros respectivamente iguales y ordenados del mis­
mo modo; luego son iguales (254).

Recíprocamente. S i dos poliedros son iguales, se pue­
den descomponer en el mismo número de tetraedros res- 
pecücnmerte iguídes é igualmente disptieslos.

I



Haciendo pasar un plano por los puntos ü .  A, I), y 
otro por los O, B, D, y ejecutando igual operación en el 
segundo poliedro, aquel quedará dividido en los tetraedros

OAPD, OABD, OBCD, 
y este en los O'k'P'i)', O'A'B'D', O'BVW.

Ahora, los tetraedros OAPD y O'A'P'D' tienen el die­
dro AP— AT', por ser diedros colocados del mismo modo 
en los poliedros iguales : la cara APD—A'P^D' también por 
hipótesis, y la 0 A P := 0 'A T ' (85, rec.); luego los tetrae­
dros son iguales (243, 2.®).

Como del mismo modo se demuestra la igualdad de los 
tetraedros restantes, el teorema reciproco es cierto.

» 50. Kl número de poliedros regidares no puede pa­
sar de cinco.

En efecto, el número de poliedros regulares no puede 
exceder al de ángulos poliedros que puedan formarse con 
ángulos de polígonos regulares iguales (239); luego si de­
mostramos que el número de estos ángulos poliedros es 
cinco, se tendrá demostrado que el de los poliedros regu­
lares no puede exceder á este número.

Esto supuesto, y recordando que para formar ángulo 
poliedro se necesitan á lo menos tres ángulos rectilíneos, 
cuya suma no puede llegar a cuatro rectos (212) o sea 360“, 
se tendrá q u e :

Valiendo el ángulo de triángulo equilátero 60“ (82, co- 
ro l.) , con 3 , 4 y o de estos ángulos se podrán formar án­
gulos poliedros, porque

60X3<360 ,  60X4<3C0 y GOX5<360;
mas con 6 ya no puede formarse, porque 

60X6 =-360.
Valiendo el ángulo de cuadrado 90“, con tres de estos 

ángulos se podrá formar un ángulo poliedro, porque 
90X3<3G0;

pero con 4 de estos ángulos ya no puede formarse, porque 
90X4 — 360.

Valiendo «d ángulo de pentágono regular 108“, con 3
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tie eslos ángulos se puede formar un ángulo poliedro, 
porque

108X3<360;
mas con 4 ya no puede formarse, porque 

!08X 4> 360 .
Valiendo el ángulo del exágono 120*’, con 3 de estos 

ángulos no puede formarse ya ángulo poliedro, porque 
120X3=^360.

Con mayor razón no pueden formarse ángulos polie­
dros con ángulos de polígonos regulares de mayor número 
de lados.

Luego con ángulos de polígonos regulares é iguales, 
solo pueden formarse 5 ángulos poliedros, 3 con los án­
gulos de triángulo equilátero, 1 con los del cuadrado y 1 
con los del pentágono; luego el número de poliedros re­
gulares no puede pasar de 5.

Ohsermcion. Deberíamos ahora demostrar la posibili- 
lidad de la formación de los b poliedros regulares; pero 
la demostración no es de este lugar. Nos limitaremos á in­
dicar que efectivamente existen estos 5 poliedros regula­
res, y son

El tetraedro^ terminado por 4 triángulos equiláte­
ros (fig. 211, 1).

El exaedro^ terminado por 6 cuadrados (fig. 211 , 2).
El octaedro^ terminado por 8 triángulos equiláteros 

(lig. 2 1 1 ,3 ).
El dodecaedro, terminado por 12 pentágonos regula­

res (fig. 211 ,4 ).
El icosaedro, terminado por 20 triángulos equiláte­

ros (fig. 211 , 5).

Fig. 2 H . , '



SECCION SEGU NDA .

DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

CAPITULO PRIMERO.

ílc los poliedros semejanles, inscriptos y circunscriptos.

PRELIMINARES.

S s ’j .  //«?)?«« roiJEDROS SEMEJANTES los (¡uc tienen 
sus ángulos diedros respectivamente iguales^ y sus caras 
homologas semejantes.

Llámanse a r ist a s  h o m o lo g a s  las aristas de los diedros 
iguales; y caras h om ólogas las formadas por aristas ho­
mologas.

Si en los poliedros OPABCD y O'FA'B'C^D' (fig. 212),
suponemos iguales los diedros, 
A B = A 'B \ B 0= = B '0 ', etc., 
cuyas aristas tienen las mis­
mas letras, las aristas AB y 
A 'B', AP y A 'F , e tc ., son ho­
mólogas ; y las caras ABOP y 
A^B'O'F, APD y Á 'F D ', etc., 
formadas por dichas aristas,

son las caras homólogas,
Corol. Los poliedros semejantes tienen proporciona­

les las aristas homólogas.

Fig. 212.



— 188 —
Porque la semejanza de las caras ABOP y A'B'O'P' 

nos (la
Alí: A'B^: BO i B'O':; OP: O T  :: AP; A'P',

y la de los triángulos APD y A'P'D' da también

AP: A r  AD: A'D':: PD: P'D',

cuyas series de razones iguales se enlazan por la razón 
común AP: A 'P ', y se enlazarían igualmente con otras 
deducidas de la comparación de las caras liomólogas res­
tantes. ARTÍCriO FRIMKRO.

De los tetraedros semejantes.

»58. Teorema !.“ S i un tetraedro OABC (íig. 213) 
se corta por un plano A'B'C' paralelo a una de sus caras, 
el tetraedro OS'WQ/ parcial que resulta, es semejante al 
total.

Los diedros OB y OB' son uno mismo, y por lo tanto 
iguales. Otro tanto sucede con los diedros 
laterales restantes. Los diedros OBAC y 
OB'AX' son también iguales (203, rec. 1 
y como lo mismo se demostraría respecto de 
los demás diedros de las bases, resulta que 
los tetraedros propuestos tienen sus ángu­
los diedros respectivamente iguales.

Los triángulos ABC y A'B'C' son seme­
jantes (244, 1.“); OAB es también semejan­
te con OA'B' (97), y como los demás trián­

gulos laterales se hallan en igual caso, los tetraedros tie­
nen sus caras homologas respectivamente semejantes.

Luego dichos tetraedros son semejantes.
»59. Teorema 2.“ Dos tetraedros son semejantes: i . “ 

si tienen tres caras respectivamente semejantes: 2.° si 
tienen dos caras respectivamente semejantes é igual el 
diedro comprendido: 3." si tienen una cara semejante

Fig. 213.



Fig 214.

contigua á tres diedros respectivamente iguales; con tal 
que en todos estos casos los elementos estén semejantemen­
te dispuestos.

1 Sean los tetraedros OABG y O'A'B'C' (fig. 21i), 
en que se suponen semejantes los 
triángulos OAB y O^A^B', OAC y 
O'A'C', OBCy O T C .

Tómese sobre la arista OB una 
parte 0B'' =  0 'B ', y por el punto B'' 
trácese el plano ¿"A^'C", paralelo ;i 
BAC.

Los tetraedros OABC y OA"B''C" 
serán semejantes [2ó8). Be la seme­
janza de estos tetraedros se deduce la 

de lascaras homólogasOAByOA"B", OBC y O B "C ',etc.: 
mas por hipótesis OAB y O'A'C', OBC y O'B'G'', etc., son 
también semejantes; luego los triángulos OA^'B" y O'A'B', 
OB"G" y O'B'G', e tc ., tienen sus ángulos respectivamente 
iguales; luego los triángulos OA^'B'' y O'A'B', OB'^G" y 
O'B'G', que tienen OB"=^0'B ' por construcción y los án­
gulos contiguos iguales, son iguales (72, 3."), luego los 
triángulos OA"G" y O'A'G' también lo serán (72 , 2.®); 
luego los tetraedros OA"B"C" y O'A'B'C' son iguales 
(243, 1.“): pero el primero es semejante con OABG, luego 
el segundo también lo será.

2.“ y 3.® Estos casos se demuestran de una manera 
análoga, fundándose en el 2." y 3.“ del núin. 243.
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ARTICULO H.

De los poliedros semejantes en general.

2G0 . Teorema I.” S i una pirámide se corta por un 
plano paralelo á ¡a base, la pircimide deficiente es seme­
jante á la total.

La demostración de esto teorema es igual á la del teo­
rema del náin. 2oS, que es un caso particular del pre­
sente.



1

4 90
Corol. Las bases de dos pirámides semejantes son 

proporcionales á los cuadrados de sus alturas (244, 2.°).
261 . Teorema 2.° S i dos poliedros OPABCD y 

0'P'A'B''C''D‘' (fig. 21o), están compuestos del mismo núme­
ro de tetraedros OABD y O'A'B'D', OAPD y O^AT'D^ 
OBCD y O'B'C'D' respectivamente semejantes y semejan­
temente dispuestos, son semejantes.

La semejanza de los tetraedros OABD y O'A'B'D', nos
da los diedros-

AB =  A'B'.
De los mismos tetraedros 

resulta la igualdad de los die­
dros OADB y O^A'D'B'; y 
como los tetraedros OAPD y 

O'AT'D' son también semejantes, los diedros OADP y 
O'A'D'P' serán de la misma manera iguales; luego los 
diedros

OADB -K OADP =  O'A'D'iP -t- O 'A 'DT', 

ó los diedros totales AD == A'D'.

Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros res­
tantes.

La semejanza de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos 
da la semejanza de sus caras homologas

APD y AT'D'.
De los mismos tetraedros resulta la semejanza de los 

triángulos AOP y A'O'P': y como los tetraedros OABD y 
O'A'B'D' son también semejantes, los triángulos ABO y 
A'B'O' lo serán del mismo modo; luego los polígonos

ABOP y A'B'O'P'

son semejantes (401).
Lo mismo se demuestra la semejanza de las demás caras. 
Luego los poliedros propuestos tienen sus ángulos die-



(iros respeclivamente iguales y sus caras liomólogas seme­
jantes ; luego son semejantes (257).

Recíprocamente. S i dos poliedros son semejantes, se 
pueden descomponer en el mismo número de tetraedros 
respectivamente semejantes y semejantemente dispuestos.

Haciendo pasar un plano por los puntos O , A, D, y 
otro por los O , B , D , y ejecutando igual operación en 
el segundo poliedro, aquel quedará dividido en los te­
traedros

OAPD, OABD, OBCD, 
y este en los O'A W , O'A'B'D', O'B'C'D^.

Ahora los tetraedros O API) y O'AP'D' tienen los die­
dros AP =  A 'P', por ser diedros colocados del mismo modo 
en los poliedros semejantes; el triángulo APD es semejan­
te al A'P^D', también por hipótesis, y el OAP al O^AT' 
(101, ree.); luego los tetraedros son semejantes.

Como del mismo modo se demostraria la semejanza de 
los tetraedros restantes, el teorema reciproco es evidente.
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ARTICULO m .

Poliedros inscriptos y circunscriptos en los cuerpos de 
revolución.

Se dice que una pirámide está in sc r ip t a  en un 
conOy ó un cono c ir c u n sc r ipto  á unapirámidCy cuando 
ambos cuerpos tienen el mismo vértice y la base de la pi­
rámide está inscripta en la del cono.

2G3. Inscribiendo en un cono una pirámide cualquie­
ra , después otra de duplo número de caras laterales, luego 
otra, y así sucesivamente, las aristas de la pirámide per­
manecen iguales á los lados del cono : el número de aristas 
que coincide con la superficie cónica se duplica; y por lo 
tanto la superficie lateral de la pirámide se va confundien­
do con la superficie cónica, y la base de aquella con la de

4s-'V/



esta, de manera que á las pocas inscripciones ya la vista 
no puede distinguir un cuerpo del otro. Como las inscrip­
ciones se pueden aun suponer continuadas cuanto se quie­
ra , se infiere que

Todo cono se puede considerar como una pirámide de 
infinito número de caras.

Observación. El cono recto y circular se debe consi­
derar, en tal caso, como una pirámide regular de infinito 
número de caras, cuyas apotemas y aristas son iguales y 
están representadas por los lados.

2 6 4 . Se dice que un prisma está in sc r ip t o  en un ci­
lindro , ó un cilindro c ir c u n sc r ipto  á un prism a , cuando 
las bases del prisma están inscriptas en las del cilindro.

26 5. Si en un cilindro se inscribe un prisma cual­
quiera, después otro de duplo número de caras laterales, 
luego o tro , y asi sucesivamente, el número de aristas que 
coincide con la .superficie cilindrica se va duplicando á 
medida que el número de caras laterales se duplica; y por 
lo tanto la superficie lateral del prisma se va confundiendo 
con la del cilindro, y las bases de aquel con las de este, 
de manera que á las pocas inscripciones ya no es fácil 
distinguir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se 
pueden aun suponer continuadas cuanto se quiera, se in­
fiere que

Todo cilindro se puede considerar como un prisma de 
infinito número de caras.

266. Se dice que un poliedro está in sc r ip t o  en una 
esfera, ó una esfera ciu cun .s g r ip t a  á un poliedro, cuando 
todos los vértices del poliedro están en la superficie es­
férica.

Dicese que un poliedro está c ir c u n sc r ipto  á una esfe­
ra, ó una esfera in sc r ip t a  en un poliedro, cuando todas 
las caras del poliedro son tangentes á la superficie es­
férica.

2 6 ’í. Teorema. A todo poliedro regular: I .” se le 
puede inscribir una esfera: 2.'  ̂circunscribir otra.

Supongamos que ABC y CBD (fig. 210) sean dos caras
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Fig. 340.

P <-.

adyacentes del poliedro dado; levan­
tando en los centros P y Q de los 
polígonos, que forman dichas caras, 
perpendiculares á las mismas, estas 
perpendiculares se encontrarán en 
el punto O, centro de la esfera que 
pasa por dichos puntos A , B, C, D 
(23C). Si en el centro U de la cara 
EDF, contigua á una de las anterio­
res CBD, se levanta otra perpendi­
cular, esta encontrará, por igual ra­

zón i á la 0 0  en un punto cualquiera O'.
Ahora este punto 0 ' debe ser el mismo punto O don­

de se encuentran las PO y QO. En efecto, trácense desde 
P y Q perpendiculares sobre la arista BC, común á las dos 
primeras caras, cuyas perpendiculares concurrirán en el 
punto M (41); y desde Q y R sobre la DE, las cuales con­
curren en N, por la misma razón: dóblese el cuadrilátero 
plano (236) OPMQ sobre el de igual clase O'QNR, sirvien­
do de eje OQ, y QM caerá sobre QN por ser los ángulos 
OQM y OQN rectos (170), y el punto M coincidirá con N, 
porque QM==QN por apotemas de un mismo polígono: 
MP caerá sobre IS'R, por ser iguales los ángidos P3fO y 
QNR, como medidas de los diedro.s BC y DE, iguales por 
hipótesis; y el punto P coincidirá con R por ser PM =NB, 
como apotemas de polígonos ¡guales: PO caerá sobre RO' 
por ser rectos los ángulos OPM y Ü'RN (170); luego el pun­
to O' coincide con O , y OP =  OR. Como lo mismo se dcmos- 
traria respecto de la perpendicular levantada en el centro de 
otra cara cualquiera, resulta que todas las perpendiculares 
levantadas en los centros de los polígonos, se encuentran en 
un mismo punto O y son iguales; luego todas las caras 
equidistan de este punto O ; luego si desde él como centi-o 
y con el radio 01‘ se traza una esfera, todas las caras del 
poliedro son pei-pendiciilares á los extremos de los radios 
(IP» OQ, OR, etc., de esta esfera, luego son tangentes 

I.”); luego la esfera queda inscripta eii el poliedro.
i:i
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Siendo OP perpendicular al polígono AllG en 
>su centro P , se tendrá ( ') OA— ÜB — O C ^etc . (17o, 
I»®.);: por igual razón OB — 0C =  01) =  etc. de donde 

O A =O B  =  O G = O D = etc.; y como 
lo mismo se demostraria de todas las 
rectas que desde O van á los vértices 
del poliedro, resulta que estos equi­
distan de O; luego si desde O como 
centro y con un radio OA se supone 
trazada una esfera, esta pasará por 
todos los vértices del poliedro, y 
por lo tanto estará circunscripta á 
éste.

Llámase de un po­
liedro regular el centro de las esferas, inscripta y cir­
cunscripta al mismo poliedro: ra dio s  del poliedro las 
recias que van desde d  centro á los vértices de sus án- 
gulos ; y a po te m a s  tas perpendictdares trazadas desde H 
centro éi las caras del poliedro.

Corol. \ L o s  radios de un poliedro son iguales entre 
s i, y las apotemas lo son también.

Corol 2.” Todo poliedro regular se puede descomponer 
en tantas pirámides regulares como caras tiene, cuyas 
bases son las caras del poliedro y cuyos vértices se remiéi
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en el centro. (*)

(*) Estas lincas no «sian trazadas en til figura ; porque Io$ pótitós e itlé -  
mos las expresan con claridad, y si .se hubiesen trazado, la figura rcac^tíaria 
confusa.



CAPÍTULO II,

De las áreas de los cuerpos geométricos.

ARTICULO PRIMERO.

Determinación de las áreas de los poliedros.

•El área de la superíicie de un poliedro ciiaUjuiera 
G8 evidenlerneme igual á la suma de las áreas de los po_ 
ligónos que forman siis diferentes y  como se sa­
ben determinar las áreas de las figuras planas [*), solo 
nos ocuparemos al presente de las áreas de las superficies 
laterales del prisma, de la pirámide regular y de su tron­
co, que pueden determinarse de una manerá mas sencilla, 
como aparece de los siguientes teoremas.

Teorema 1 El área de la su}>erfwié laiéral de 
una pirámide regular OABCDE’ (fi­
gura 217), ee igual á la mitad del 
producto de la apotema OM por el 
perímetro de la base.

io s  triángulos laterales AOli, 
BOC, etc., son iguales c isósceles 
{2i I c o r o l .  2.“): el área de cada uno

deesloslriánguloses | mOx AB(IoI); 
luego la de los cinco será

j M O x A B x i j  =  y M Ó x o A I !  ,

í*} V. Geometría plana, sección II, capitulo 111 , ari. i . ‘
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ó llamando a la apotema y p el perímetro de la base,

1
Ar. de sup. lat. de piram. reg—

Ejemplo. Hallar el área de la superficie lateral de la 
pirámide OABC..., suponiendo que la apotema tiene 3,12 
metros y el lado de la base 1,03 metros: ^>=1,03X1?—o ,15, 
rt — 3,12 ; luego el área buscada será

5,15X 3,12 =  10,0680 metros cuadrados.

» 50. Teorema 2." El área de la super(icie lateral de 
tin tronco AD' de pirámide repdar, es iyual al producto 
de s« apotema la semisuma de los perímetros de
iQ>$ hcisos

Los trapecios laterales ABA'B', BCB'C', e tc ., son 
evidentemente iguales: el área del primero de estos es

MM'X-(AB-(-A'BÓ (152); luego la de ios cinco será 

MM' X T  (AB A'B') X 3 = MM' x  | -  (3AB -t- 8A'B') ,
A

ú , llamando p  y p' los perímetros de sus bases y n la 
apotema,

Ar. lat. de tronco de pir. veg. =  «X -^[p~^P  ) •

» 5 1 . Teorema 3.** El área de la superficie lateral de 
un prisma AI)' (lig. 218] cualquiera, es 
igual al producto de la arista KA' por el 
perímetro de una sección A"B"C per-

'* pjendictdar á dicha arista.
Siendo la sección perpendicular á la 

arista AA', lo será á todas (180, corol. 2."); 
luego estas lo serán á la sección, y por lo 

D tanto, cada una de ellas á los lados A"B",
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pié en el mismo .plano (170); luego el área de los parale- 
lógramos laterales será (150)

ATÍA'B  ̂=  AA'XiV'B'', B C B 'C '^B B 'xB  etc. ;
luego el área de la superficie lateral del prisma, como las 
aristas son iguales (240, corol. 1.®), será

AA'(A"B''h-B"C''h-G"D"h-D''E"-h E"A") , 
ó llamando a la arista y ^  el perimetro de dicha sección, 

Ar. lat. de pris. =  .
Corol. El àrea de la superficie lateral de un prisma 

recto es igual al producto de su arista por el perímetro 
de la base.

Porque en este prisma la base es una sección perpen­
dicular á la arista.

ARTÍCliLO II.

Areas de los cuerpos de revolución.

»>3». Teorema 1 El área de la superficie curva de 
un cono recto y circular, es igual á la mitad del pro­
ducto del lado por la circunferencia de la base.

El cono recto y circular se puede considerar como 
una pirámide regular de infinito número de caras, cuyas 
apotemas y aristas son iguales, y están representadas pol­
los lados (263, obs.): el área de la superficie lateral de la 
pirámide regular es igual á la mitad del producto de la 
apotema por el perímetro de la base (269); luego el área 
de la superficie curva del cono será también la mitad del 
producto del lado por la circunferencia de la base.

Siendo, pues, OPAB (íig. 119) un cono recto y circu­
lar , se tendrá

Ar. de sup. cur. de OPAB—-^0A x 2jtPA— ttPAx OA 11 1,

ó llamando r el radio de la base y l el lado,

Ar. de sup. n ir. de cono rec. y m . — mrl \ ¿ |.
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Obsermcíon l S i  por el punto A ', medio del lado AO, 

se traza niia sección paralela á la base cuyo 
diáinelro sea A'B', de la semejanza de los 
triángiiíps OAP y OA'P', resulta

OA' ;OA ;:F A ' : PA :

pero

luego

O A ^ ^ j O A  ;

F A ' . - |P A , ó P A = 2P 'A ',

cuyo valor sustituido en la fórmula [1 ], nos da

Ar. de sup. cur. de O P A B ^S ttP'A 'x OA.

Luego el área de la superficie cttrva de un cono recio 
y circidar, es igual también al producto del lado por la 
circunferencia de una sección hecha por el punto medio 
del lado y paralela á la base.

Observación 2.® ¡̂  Si por el punto k ',  medio del lado, se 
trazan la A'C perpendicular á este, los triángulos AOP y 
A'P'C serán semejantes {'100); luego • .

A O :A 'C ::O P : A r  ; ' '' .
de donde A O x A 'P '^ A 'C x O P  ,

cuyo valor sustituido en la fórmula de la obs. ánt., da

Á l\ de sdp. cur. de OPAS =  SttA^Cx OP.

Luego él área de la superficie curva de un cono recto 
y circxdai\ es también igual al producto del eje por la civ~ 
cunferencia cuyo radio es la perpendicular levantada en 
el punto medio del lado, é interceptada entre este punto 
y eti.eje.: >! .

8 Í3 . Para determinar el área de la siipeificie curva de 
un cono cualquiera, se desarrolla dicha superficie sobre un 
plano (223, 2 .°), y luego se halla el área de la figura 
plana resultante (159).

s t  *. Teorema 2." El área de la superficie curva de un 
IroncQ-de cono recto y circular, es igual alproduclode su
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lado por la semisuma de las circunferencias de lasbasesl 

Consideráiulosü el cono recio y circular como una pi­
rámide de inlinito número de caras (263, obs.), el tronco 
de cono recto y circular se puede considerar también 
como el tronco de una pirámide regular, cuyo número de 
caras es infinito: el área de la superficie de la pirámide 
truncada es igual al producto de la apotema por la semi­
suma de los perímetros de las bases (270); luego la de! 
tronco de cono recto y'circular será también igual al pro^ 
duelo de su lado por la semisuma de las circunferencias 
de las bases.

Siendo, pues, AB' (fig. 220) un tronco de cono recto y 
circular, se tendrá

Ar, de su[). cu r. de x
PA+P'Ar

Observación 1 .* Si por el punto , medio de AA', se 
traza una sección paralela á las bases cuyo 
diámetro es en el trapecio APA'F,
resulta (152, obs4

PA-kP'A' - .r iv

cuyo valor sustituido en la fórmula prece­
dente, da

Ar; de sup. cur. de AB' =  2wP''A"xAA'.

Luefjo el área de la superficie curva de un tronco de 
cono recto y circular, también es igual al producto de su 
lado por la circun ferencia de u na sección hecha por el 
punto medio del lado y paralela á la base.

Observación 2.“ Si por los puntos A' y A" se trazan 
las perpendiculares A'D y A"C á la base y al lado AA', 
los triángulos AA'l) y A"P"C serán semejantes (100); luego

DA': P"A" AA': CA'
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de donde, y i'iipueslo que DA' — P P ',

P"A "xA A '=-C A "xPP ' ,

cuyo valoz* susliliiido en la fórmula de la precedente ob­
servación, da

Ar. de sup. cür. de AIÍ' =  2'rA"C XPP' .

Luego el área de la superficie curva de un tronco de 
cono recto y circular, es igual también al producto de su 
eje por una circunferencia, cuyo radio es la perpendicular 
levantada en el punto medio del lado é interceptada entre 
este punto y el eje.

Para determinar el área de la superficie curva 
de un tronco de cono cualquiera, se desarrolla dicha super­
ficie sobre un plano (223, obs, 2 .“), y luego se halla el 
área de la figura resultante (159).

S ío . Teorema 3.” El área de la superficie curva de 
un cilindro cualquiera, es igual al producto del lado por 
el perimetro de una sección perpendicular á dicho lado.

A todo cilindro se le puede considerar como un prisma 
de infinito número de caras (265); el área de la superficie 
lateral del prisma es igual al producto de la arista por el 
perimetro de la sección perpendicular á la misma arista 
(271); luego la del cilindro será igual al producto del lado 
por el perímetro de la sección perpendicular á este lado (*).

Corol. El iirea de la superficie curva del cilindro rec­
to y circular es igual al producto de la circunferencia de 
la base por el lado.

Porque en este cilindro la base es una sección perpen­
dicular al lado.

Llamando r el radio de la base y / el lado, se tiene 

Ar. de sup. cur. de cil. ree. y cir. =  2n-W.

(*) Como no sabemos  rcclificar mas curvas que  la c ircunferencia,  en el 
presente  caso puede arrollarse  un  hiio perpendicular á los lados del cilindro, 
y la medida üc su cxlcnsion nos dará  la longitud del perimetro de la sección 
pedida.
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Ejemplo. ¿Cuál es el área de la superficie curva de un 

cilindro recto y circular, cuyo radio de la base es 6 me­
tros y el lado 10?

La circunferencia de la base es c ^ 2 7 r r = 3 7 ,69908, y 
por consiguiente el área buscada, será

37,69908 X 10== 376,9908 metros cuadrados,

*99. Teorema 4.° El área de la superficie descrila 
por la base ABCD (fig. 221) de un sectorpo- 
líf/onal A^CDO ,que gira al rededor de uno 
de sus diámetros AM, es igual al producto 
de una circunferenciacuyo radio es la 
apotema OP, por la proyección AB' de la 
base sobre el eje.

El lado AB describe la superficie curva 
de un cono recto y circular, cuyo eje es 
AB': CB la de un tronco de cono recto y 
circular, cuyo eje es B'C': y CB la de un 

cilindro, que tiene por eje C 'B '; luego

Ar. de sup. dése, por AB =  2^ÜPxAB' (272, obs. 2 /)
Ar. de sup. dése, por BC =  2nOQxB'C/ (274, obs. 2.“)
Ar. de sup. des. por CB =  27tBB 'x CB (276, corol.)i

Sumando estas igualdades, advirtiendo queCB=:C'B' 
y que BB' =  OP 
resulta

V 0 P = 0 Q  =  01l (126, eorol. 1.°

Ar. de snp. dése, por ABCD — 2ttOPx AB'.

*9S. Se llama zona esférica la parte de superficie 
de la esfera, descrita por un arco cualquiera de la semi­
circunferencia generatriz déla superficie esférica.

Las circunferencias descritas por los extremos del 
arco generador de la zona se llaman b a se s  de esta; y a l ­tura  la proyección de dicho arco sobre el eje.

Si uno de los extremos del arco generador coincide 
con el eje, la zona tiene una base sola.
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La zona de una sola baso se llama también casquete 

esférico.'
La superficie descrita por el arco BCD 

es una zona; sus bases son las circunferen­
cias que tienen por radios las rectas B'B y- 
D'D, y B'D' es su altura. Si el arco genera­
dor fuese ABC, la única base seria la cir­
cunferencia, cuyo radio es CC', y AG' la 
altura.

* 9». Teorema 5.° El área de una zo­
na. esférica es igual al producto de su al­

tura por una circunferencia nuixima.
Gonsidcranílo el arco generador como la base de un 

sector poligonal de infinito número de lados, el área de la 
superficie descrita por esta base será igual (277) al pro­
ducto de su proyección sobre el diámetro, ó sea á la altu­
ra de la zona, por la circunferencia cuyo radio es la apo­
tema de dicho sector, ó sea por una circunferencia máxima.

Llamando, pues, % el área de la zona^ « su altura y¡r 
el radio de la esfera, se tendrá

.i/ .ll.'l — ̂ Txrd.
Cord. El área de la esfera es igual al producto del 

dUimelro por una circunferencia máxima.
■j Porque

Ar. de zona dése, por are. A D = 2 írrx A l) ',
Ar. de zona dése, por are. DM=27TrxIVM;

luego

Ar. do sup. dése, por ADM=2'7t/- (AD'h-D'M)— XAM, 

ó llamando d el diámetro y E la superficie esférica,

Ar. de E — 2ttíy/ ,

ó sustituyendo en vez de í/su  valor ,

Ar. de E =  .

Observación. Siendo 'nr^ el área de un circulo máxi-
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mo, re:yuUa ([ue ei àfeu de la superficie esférica cs ciui- 
drupla de la del círculo máximo.

Ejempio. SíiponiCiido. que la tierra sea esférica, y  que 
su radio se a .f  142 leguas,; ¿cuál será el área desìi su^ 
períicie?

A r. de sup. T . 4 X 3,14159.. I.. X M 42"==-16 388 608
leguas cuadradas próximamente.

- A t. ARTÍCULO III.

Comparación de las áreas de los cuerpos geométricos semejantes.

280íi‘’. Teorema 1.® Las áreas de las superficies de los 
poliedros semejantes son proporcionales á los cuadrados 
de SUS-aristas homologas, •,

Sean OPABCT) y OT'A'B'C'D' (fig. 222) los poliedros
semejantes, y  se lendrá-(161)c A B O P tA 'B W :: AB': A T " BOC : B W  :: O C  : O'G'2

Estas proporciones tienen 
las últimas razones iguales 

{237, co r., y Alg., 127, 4."); luego

ABOP : A W r  ::BOC : W O V  e tc .: e tc .:: A B ': A 'B '';

de donde (Alg. 130)

ABOP-^BOG-í-elc.: A'B'OT»'H-B'ü'G'-HOtc. :: A B ': A'B''’

ó llamando A y A' las áreas de las superíicies de estos 
poliedros,

A : A ^ : A B ': A'B^'. *

*81. Vos-conos rectos y circulares son semejanles, 
cuando los Iriángulos generadores lo son también.

38«. Teorema 2.“ Las áreas de las superficies curvas



— 204 —
(le dos conos semejantes son proporcionales á los cuadra­
dos de sus radios.

Uamando r , r' los radios y los lados do estos dos 
conos, las áreas de sus superficies curvas serán (272)

'nrl y 'nr'l'i;
de donde ■?rrí: Trr'l' :: r l : r7 ',

y sustituyendo en la razón compuesta r l : r'l' en vez de la 
razón componente 1:1' s\x igual por hipótesis r  : r' (Alg., 
i2 3 , coro!.), resulta

^ r l : r r r ' l ' : : r ^ : r ' \

Observación. De una manera análoga se definen los 
cilindros semejantes, y se demuestra también que las áreas 
de sus superficies curvas son proporcionales á los cuadra­
dos de sus radios.

1883. Teorema 3.° Las áreas de dos superficies esfé­
ricas son proporcionales á los cuadrados desús radios.

■\Llamando r  y r' los radios de estas superficies esféri­
cas, sus áreas respectivas serán (279, cor.)

de donde
4irr^ y 47rr'^;

:: : r'K



CAPÍTULO III.

De los volúmenes de los cuerpos geométricos.

ARTÍCULO PRIMERO.Equivalencia de los poliedros.
I9 S 1 . Se dice que dos cuerpos geométricos son eq u iv a ­

l e n t e s  cuando tieiien igual extension^ pero distinta for­
ma; de manera que superpuestos no coinciden en todos 
sus puntos.

*8S. Teorema f Dos paralelepípedos, que llenen una 
misma base é igual altura, son equivalentes.

Pueden ocurrir dos casos: 1 que las bases superiores 
oslen entre unas mismas paralelas; 'i," que no lo cslcn.

I S e a n  los paralelepípedos AĈ  y AC" (fig. 223), cu- 
vas bases superiores están entre las paralelas A'D" y 

Los prismas triangulares AA'A'^BBH" y DD'D"CC'C" 
tienen las caras BA' =  CD' (251); 
A'B'IV'A" =  por compo­
nerse de la parte común I)'C'B"A"y 
de los paralelógramos A^C' y 
iguales entre s i , por serlo cada uno 
de ellos con la base común AC:;y el 
triángulo A A 'V =1)D 'D " (72, 1."); 

luego los prismas triangulares tienen un ángulo triedro 
(A y A") formado por tres caras respectivamente iguales é 
igualmente dispuestas, luego son iguales (249).

Si del poliedro total se resta el primero de dichos pris-
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mas, queda el paralelepípedo AC"; SI se resla el segundo
queda el paralelepípedo AC'; luego estos paralelepípedos 
son equivalentes.

2.“ Sean los dos paralelepípedos AC' y AC" (fig. 224).
Como estos paralelepípedos 
tienen (por hipótesis) igual 
altura, sus bases superiores 
estarán en un mismo. plano 
paralelo á la base común; lue­
go si se prolongan las caras 
BA' y CD' del primero, y las 
Al)" y BC" del segundo, sus 

un tercer paralelepípedo AC"'

Fia. 225.

intersecciones formarán 
(2150), que será equi^'alcnlo á cadauno de los dados AC' y 
AC", según la primera parle del teorema; luego estos son 
equivalentes entre sí.

»86. Todo paralelepípedo se puede convertir en otra 
rectangular equivalente, de la misma allura y base' equi­
valente á la del primero.

Sea el paralelepípedo AL (fig. 225) oblicuo, y su base 
ABGÍ) un paralelógraráo oblicuángu­
lo; levantando en los vértices A , B, 
C y D de la base las aristas AA', BB', 
etc. perpendiculares á dicha base é 
iguales á la altura del paralelepípedo 
dado, se formará el paralelepípedo rec­
to A(7 e(]uivalente al propuesto (28o).

Kn los extremos de los lados AÍ) 
y A 'D 'de las bases del paralelepípe­

do AC', levántense las perpendiculares AM, DN y A'M', D'i\', 
trácense las rectas MM' y NN' ; y ([uedará formado un ter­
cer paralelepípedo AN' rectangular^ de igual altura que 
AL, y cuya base AMAD es equivalente á la  ABCD del mismo.

Ahora puede suponerse que los paralelepípedos AC' y 
AN' tienen por base la cara común AA'D'D y por altura la 
perpendicular AM; luego tienen la misma base y altura, 
luego son equivalente.« (285) : pero AC' es cquivalenie á AL,

J



luego AN' taml)ien lo será. Luego el paralelepí])etlo AL se 
puede convertir en otro AN' equivalente, rectangular, 
de igual altura y base equivalente.

»89. Teorema 3.“ Todo prisma triangular es ¡a mi­
tad de un paralelepípedo de igual altura y dupla base.

Distinguiremos dos casos: \ q u e  el prisma triangular 
sea recto; 2.° que sea oblicuo.

1 Sea el prisma triangular ABGA'B'C' (fig. 226] recto.
Complétese el paralelepípedo BD'. Los 

prismas triangulares AliCA'B'C' y ACDA'C'D' 
son rectos, tienen iguales las.bases ABC y 
ACD (79, corol. 1.°) é igual altura; luego 
son iguales (249, corol.) ; luego cada uno de 
ellos es la mitad del paralelepípedo BD'; 
luego el prisma triangular ABCA'B'C' es la 
mitad del paralelepípedo BD'de igual altura

y dupla base.
2." Sea el prisma triangular oblicuo ABCA'B'C' (figu­

ra 227).
Complétese el paralelepípedo BD', y trácese el plano 

-M'Ñ'P'Q' perpendicular á sus aristas: pro­
longúense estas hacia la pai-te inferior de 
modo que M 'M = N 'N = P 'P = = Q 'Q = A A ': 
únanse los extremos de las aristas con­
tiguas á la misma cara, y se tendrá el pa­
ralelepípedo recto ^INPQM'N'P'Q' (240, 
corol. 2.°): trácense las diagonales MP y 
M'P', y resultarán los dos prismas trian­
gulares rectos

MNPM'N'P' y MPQM'P'Q',

de los que cada uno es la mitad del paralelepl])edo recto 
1.“ parle del teor.), y por consiguiente son iguales entre sí.

Superponiendo el poliedro JIN'PABC al M'N'P'A'B'C' de 
modo que la base MNP coincida con su igual M'N'P', la 
arista MA caerá sobre M'A' (172); y como estas aristas son 
iguales, porque restando do AA' y MM', iguales por cons-
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Fig. 227.
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Fig. 227.

Imccion, la parte AM'común, quedan los residiiosMA=M'A', 
el vértice A coincide con A',: lo mismo se 
demuestra que B coincide con B' y C con C'; 
luego dichos poliedros son iguales. Luego 
agregando á cada uno de estos poliedros 
la parte ABCM'A'P', los prismas triangii- 

ft' lares ABCA'B'C' y MNPM'A'P' son equi­
valentes: del mismo modo se demuestra 
que ACDA'C'D' y MPQM'P'Q' son equiva­
lentes; pero los prismas triangulares rectos 
MAPM'N'P' y MPQM'P'Q' son iguales en-
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Fig. 228.

tro S Í, luego los oblicuos ABCA'B'C' y 
ACDA'C'D' son equivalentes; luego uno de ellos ABCA'B'C' 
será equivalentea la mitad del paralelepípedo ABCDA'B'C'D' 
de igual altura y dupla base (146].

Corol. Los prismas triangulares de igual altura y 
bases equivalentes son equivalentes.

*88. Teorema 4-.° J)os tetraedros OABC y SPQR {fi­
gura 228), de igual altura y bases equivalentes, son equi­
valentes.

Supongamos, para mayor sencillez, colocadas las ba­
ses de los tetraedros en un mismo plano, y dividida su al­

tura común MN en un número 
cualquiera de partes iguale.s. 
Si por los puntos de division 
se trazan planos paralelos á la.s 
bases, los tetraedros quedarán 
divididos en trozos de igual 
altura, y cuyas bases A'B'C' y 
P'O 'llson equivalentes por hi­
pótesis, A"B"C" y P"Q"B", 
etc., lo son también (244, co­
rol. 2.’’). Construyendo en ca­
da trozo un prisma triangular 

(tomando por base la superior del trozo), los 1 y í , 2 y 2, 
etc., son equivalentes (287, corol.); luego la suma de los 
prismas inscriptos en unodelos tetraedros es igual á la de lo.s



inscriptos en el otro. Dividiemio la altura en duplo, cuá- 
(Iniplo, etc. número de partes, y ejecutando iguales cons­
trucciones, la suma de los prismas inscriptos en el pri­
mer tetraedro permanecerá igual á la de igual número de 
los inscriptos en el segundo : y como por otra parte la ex­
tensión de los prismas inscriptos se aproxima indefinida­
mente á la de los tetraedros OABC v SPQR , estos serán 
equivalentes [51, (') corol.J.

SS9. Llámase prtSma truncado  la parte de un prisma 
comprendida entre una de sus bases y un plano que le 
corta oblicuamente á. esta.

Teoremas." Todo prisma triangular truncado 
ABCPQR (íig. 229) es equivalente á tres tetraedros PARC, 
QABC y IlABC, que tienen por base una base ABC del pris­
ma, y cuyos vértices son los vértices P, Q , B de la otra 
base del mismo.

Haciendo pasar un plano por el vértice P y por la
Fig 2 ‘>9 arista BC, y otro por el mismo punto P v 

por Ja diagonal BU de la cara BQRC, que- 
R da el prisma truncado dividido en los te­

traedros

PARC, PBCR y PBQR.

KJ primero de estos tetraedros cumple 
con las condiciones del teorema.

El segundo PBCR y el ABRG tienen ia 
base connin BBC, y sus vértices en los pun­

tos 1 y A equidistantes de esta base; luego son equivalen- 
tes(288): pero el ABRG, lomando por vértice R , es el 
RABC; luego el segundo tetraedro cumple también con las 
condiciones del teorema.

El tercer tetraedro PBQR es equivalente al ABQC, por­
que tienen iguales alturas, y las bases BQC y BOR son 
equivalentes (146, cor.); pero el ABQC, tomando por 
vertice el punto Q, es QABC; luego el tercer tetraedro 
cumple del mismo modo las condiciones del teorema

Eiiegoel prisma truncado ABCPQR es oquivalenleá los
li
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U-es ictraearos PABC, IIABC y QABG, ([ue lienen la misma 
base ABC que cl prisma y cuyos vértices se hallan en los 
vértices? , Q , R, cíela otrabase.

Corol. Todo tetraedro es la tercera parle de xm p ru ­
ína de ifjxial base y allxfra.

Porcine el teorema anterior es cierto, cualquiera que sea 
la posición de las bases, y en el prisma los tres letraeclros 
á que ecmivale, tienen la misma base cpie el y a misma 
altura, puesto que todos los puntos de una de las base^ 
equidistan de su paralela (206, corol.) ; luego los tres te­
traedros son eciuivalentes (288); luego cada uno de ellos 
es la tercera parte de un prisma de igual base y

801. Teorema 6.“ Todo teiraedro truncado ABUUR 
ífig. 230) es equivalente á tres tetraedros PABC, CPQR 
V OBDC, qxie tienen la misma altura que el tronco y cuyas 
bales son la base mayor del inismo tronco, la menor y la
W C , xnedia proporcional entre ellas.

Haciendo pasaran  plano por el vertice P y por la 
arista BC, y otro por el mismo punici P y 
por la diagonal QC de la cara BQRC, se 
tiene el tronco de tetraedro dividido en los 
tres tetraedros
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PARC, PQBC y PQBC.

El primero de estos tetraedros^ y el 
segundo, cpie se puede expresar por Cl’QR, 
cumplen con las condiciones del teorema.

Trazando la PD paralela á QB, y uniendo 1) con €  y 
con Q, el tercer tetraedro PQBC y el QBDC tienen común 
la base QBC y los vértices P y 1) en la recta Pl) paralela 
á esta cara (183); luego tienen igual base y altura, luego
son eciuivalentes. _

Solo, pues, resta demostrar que el triangulo BJ)G es 
una media proporcional entre la base mayor ABC y la 
menor PQB.

Al efecto, trácese la recta DE paralela a AC, y el trian­
gulo BED es igual al VQW (72, 3."). Eos triángulos BDC y

Fíg. 230.
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ÌÌDE, cuyas bases BC y BE están en linea recta y cuyos 
vértices están en el punto D , tienen la misma altura, lue­
go son proporcionales á sus bases (151 , corol.); Inego

BD C:BD E::BC:BE :

por igual razón los triángulos BGD y BCA nos dan

ABC : BDC :: BA : Bí> :

pero (97) BO : BE ::BA : Bl) ;

luego las dos primeras proporciones tienen una razón 
igual; luego (Alg. 128).

ABC : BDC BDC : BDE :

y como B J)E ~  PQli, resulta al íin

ABC:BDC;:BDC:PQI¡.

ARTÍCULO II.

Determinación de los volúmenes de los poliedros.

* 9* . Se ¡lama volumen de un cuerpo la medida de su 
extensión.

En la determinación de los volúmenes tomaremos 
siempre por luúdad un cubo cuya arista sea la unidad de 
longitud.

*93 . 1 eorema 1 Dos paralelepípedos rectángulos A'G 
yM T  (íig. 231), de iguales bases ABCD^MNPO, son 
proporcionales à sus alturas \A '  y MMC

.Distinguiremos dos casos : I q u e  las alturas sean con­
mensurables: 2." qne no lo sean.
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Supongamos íiue la común medida de las altuvas 

se pueda colocar 2 veces sobre 
AA' y 3 sobre MM', y se 
tendrá

Fig. 234. 

M
A ' /If

-pt
...••fe--

A

7
j

y'N
i

A A ': MM':: 2 : 3.

Si por los puntos de divi­
sión se trazan planos paralelos 
á las bases, los paralelepípe­

dos propuestos quedarán divididos el primero en 2 parale­
lepípedos parciales, y el segundo en 3 , todos iguales entre 
si (249, corol.); luego

A'C: MT 2 : 3 ;

de cuyas proporciones se deduce
A'C ; MT :: A A ': M jr.

2.“ Este caso se demuestra como, su análogo del núme­
ro 148.

Observación. Las aristas AA', AB y AD, que forman 
un ángulo triedro A de un paralelepípedo rectángulo A'C, 
son sus tres dimensiones; y como por otra parte el pro­
ducto AB X AD representa la cara ABCD á que pertenecen 
las dimensiones ó factores AB y AD (149, corol. 1.°), re­
sulta que el teorema anterior pjiede también expresarse de 
este modo.

Dos paralelepípedos rectángulos, que tienen dos dimen­
siones iguales , proporcionales á la tercera dimensión.

Corol. Dos paralelepípedos rectángulos, que tienen 
igual altura, son proporcionales á sus bases ( ) ,  ó dos 
paralelepípedos rectángulos, que tienen una dimensión 
igual, son proporcionales al producto de las otras dos.

( 4 ) Eslo  e s , á las á reas de las superficies de sus bases. O tro  lau to  debe en­
tenderse siem pre que una base ó sección se haya de com par.ir con o tra , ó im il-  
liplicarse por la longitud de una linea.



Porque llamando
P , a , h , c  el volíimen y las tres dimensiones ele uno 

de los paralelepípedos.
P ', a ,h ' , c' d\ volumen y las tres dimensiones del otro, 

y P", a , 6, c' el volúmen y las tres dimensiones de un 
tercer paralelepípedo, que, como se ve, tenga dos dimen­
siones iguales á otras dos del primero, y dos iguales tam­
bién á otras dos del segundo, se tendrá

P : P" :: c : c' 

y P'^: P^:; 6 : b';
de donde, multiplicando estas dos proporciones y supri­
miendo el íactor P '', común á los dos términos de la pri­
mera razón, resulta

P : P ' ;; 6XC ; 6'Xc'.
Teorema 2.® Dos paralelepípedos rectángulos 

cualesquiera son proporcionales á los producios de sus 
bases por sus alturas, ó á los productos de sus tres dimen­
siones.

Llámese, de una manera análoga al corol. anterior,
P , a ,  á , c el volúmen y las tres dimensiones de uno 

de los paralelepípedos,
P^ a', h \ c' el volúmen y las tres dimensiones del otro 

y P", a ',  c el volúmen y las tres dimensiones de un 
iercor paralelepípedo, que tenga, como se ve , dos dimen­
siones iguales á otras dos del prim ero, y una igual á otra 
del segundo, y se tendrá (291, obs.)
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P : P ' a : a

y también (293, corol.) P ' ' : F  h x c - . b ' x c ' ;

de donde P : F  :: a X b X c - . a ' x b '  X c ' .

Corol. \ Esta proporción se puede también escribir 
de este modo

p ax bx c  
P' (C X l>' X <•'



1

Si suponemos que P' es la unidad de medida del para­
lelepípedo P, el primer quebrado representa el voliimen 
de este paralelepípedo (6): mas en tal caso =  =  c '=  
(290); luego en dicha hipótesis se tiene
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t t XhXc .

Luego el voltlmen de un paralelepípedo rectángulo es 
igual al producto de su base por su allura, ó al producto 
de sus tres dimensiones.

Así el volumen de un paralelepípedo rectángulo, cuyas 
diinonsiones son 4,6 metros, 3,24 id. y 6 id . , será

p =  4 ,0 x 3 ,2 4 x 6  =  89,424 metros cúbicos.

Corel 2.’’ JU volúmen de un cubo es igual á la tercera 
potencia de su arista.

Porque el cubo es un paralelepípedo rectángulo, cuyas 
aristas son todas iguales (2o3).

*05 . Teorema 3.® El volúmen de un paralelepípedo 
cualquiera es igual al producto de su base por su altura.

Todo paralelepípedo se puede convertir en otro equiva­
lente rectangular de igual altura y base equivalente (286) : el 
volúmen de este es igual al producto de su base por su altu­
ra (294, corol. 1 .**), luego el de un paralelepípedo cualquie­
ra , será también igual al producto de la base por la altura.

20« . Teorema 4.“ El volúmen de unprisma triangu­
lar es igual al producto de su, base por su altura.

Todo prisma triangular es la mitad de un paralelepípe­
do de igual altura y dupla base (287) : el volúmen del para­
lelepípedo es igual al producto de su base por su altura; 
luego el del prisma será también igual al producto de su 
base por su altura.

Corol. \ E l  volúmen de un prisma cualquiera es 
igual al producto de su base por su altura.

Porque trazando diagonales desde dos vértices liomólo- 
gos de las bases á todos los demás, y haciendo pasar por 
ellas planos, el prisma quedará dividido en tantos trian­
gulares, de igual altura, como triángulos se hayan for-



mado en una de las bases: el volúmen de cada prisma 
triangular se halla multiplicando la base por la altura; 
luego el del prisma total será igual á su altura, que es la 
altura común délos triangulares, por su base, que osla 
suma de las bases de los triangulares.

Corel. 2 .“ Dos prismas de igual altura y bases equi­
valentes son equivalentes.

»»-í. Teorema o.° El volúmen de un tetraedro es igual 
al tercio del producto de su base por su altura.

Todo tetraedro es la tercera parte de un prisma de 
igual base y altura (290, corol.): el volúmen deí prisma es 
igual al producto de su base por su altura (296, corol. 1. ); 
luego el del tetraedro será igual al tercio del producto de 
su base por altura. '

Corol. 1 El volúmen de una pirámide cualquiera es 
igual al tercio del producto de su base por su altura.

Se deduce como el corol. \ d e l  núm. anterior.
Corol. 2.° Dos pirámides de igual altura y bases equi­

valentes, son equivalentes.
29S. El volúmen de un prisma triangular truncado, 

es igual al lerdo del producto de una de sus bases por la 
suma de las tres perpendiculares bajadas sobre ella desdo 
los vértices de la otra.

Llamando B una de las bases, y a, a', a" las perpen­
diculares bajadas sobre ella desde los vértices de la otra, 
los volúmenes de los tetraedros á que el prisma equivale 
(290), serán (297)

— M6  —

•Bxa'

eiiya suma, que es evidentemente el volúmen del prisma 
truncado, será

■a'

Corol. 1." El volúmen de un prisma triangular trun­
cado >1 recio eo)i relación á una de las bases, es igual al
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lercio del proihiclo de esta base por la suma de las tres 
aristas.

Porque en este caso las tres aristas son las alturas res­
pectivas de los tetraedros, en que se considera descom­
puesto.

Corel. 2.® El volumen de xm prisma triangular trun­
cado cualquiera, es también igual al tercio del producto de 
una sección perpendicidar á las aristas por la suma de estas.

Porque la sección le divide en dos rectos, de los que 
esta es la base común, y la suma de las 6 aristas compo­
ne las 3 del prisma dado.

»99. El voliimen de un tetraedro truncado es igual 
al tercio del producto de su altura por la suma de las 
bases mayor, menor y una media proporcional entre 
ellas {291 y 297).

Corel. 1.® El volúmen de un tronco de pirámide cual­
quiera AC' (fig. 232) es igual al tercio del producto de su 
altura por la suma de las bases mayor, menor y una me­
dia proporcional entre ellas.

Porque completando la pirámide OABCI), y constru­
yendo otra triangular SEFG, de 
igual altura y base equivalen­
te á la prim era, estas dos pirá­
mides serán equivalentes (297, 
corol. 2.®).

Si se corta la pirámide trian­
gular por un plano paralelo á la 
base, y que diste del vértice S tan­
to como la base menor A'B'C'D' 
del tronco AC' dista de O , la sec­

ción E'F'G' es equivalente á A'B'G'D' (244,  corol. 2.®); 
luego las pirámides deficientes son también equivalentes 
(297, corol. 2.®].

Luego los troncos AC' y EG', diferencias entre las pi­
rámides totales y las respectivas deficientes, son equiva­
lentes también.

Fig. 233.

El volumen do EG' os igual al producto do su altura



por la siHiia de las bases mayor, menor y media propor­
cional entre ellas; luego el de AC'será del mismo modo 
igual al producto de su altura, que es la misma que la del 
tronco de tetraedro, por la suma de sus bases, equivalen­
tes á la del mismo, y una media proporcional entre ellas, 
igual evidentemente á la media proporcional entre las del 
tronco de tetraedro.

Corol. 2.° Dos troncos de pirámide, de iffual altura y 
bases equivalentes, soirequivalentes.

Ejemplo. ¿Qué volumen tiene un tronco de pirámide, 
cuya base mayor son 10,20 metros cuadrados, la menor 
0,50 id. id. y la altura A, I metros?

La media proporcional entre las bases será (Álge­
b ra , 12C, 2.")

~  á l7  —

m =  i / 10̂ 20 X 6,30 == 8,14 metros ciiadiados ;

y por consiguiente el volumen de tronco es 

V =  ^ X  A,1 x ( 'l0 ,20 -í-6 ,50 -í-8 ,U )= 33 ,9A 8  met. cúb.

aoo. El volumen de los cinco poliedros regulares se 
halla: el del tetraedro regular como el de un tetraedro cual­
quiera (297) : el del cubo, como se ha dicho (294, corol. 2.®) : 
el del octaedro suponiéndole descompuesto en dos pirámi­
des , cuya base común es un cuadrado que tiene por lado 
una arista, y cuya altura es la mitad de la distancia entre 
dos vórtices opuestos: el del dodecaedro considerándole 
formado de 12 pirámides pentagonales, que tienen por base 
una cara del poliedro, y por altura la apotema (268, co­
rol. 2.“), ó sea la mitad de la distancia entre dos caras 
opuestas: y el del icosaedro suponiéndole descompuesto 
en 20 pirámides regulares é iguales, de una manera aná­
loga á la anterior.



AUTÍCULO III.Determinación de los volúmenes de los cuerpos de revolución.
3 0 1. Teorema 1.® El wlúwen de un cilindro cual­

quiera es iqual al produelo de su base por su altura (2G5 
Y 29Ü, corol. 1.°).

Observación. Si el cilindro fuese circular, llamando r 
el radio y a la altura, la fórmula de su volúmen sería

C =  7rr2a.

Ejemplo. I Cuál es el volúmen de un cilindro circular, 
cuyo radio es 30 centímetros y 52 su altura?
C=:3,1Í159X30®X52 =  '14703 centim. cúb. pimimam.

308. Teorema El volúmen de un cono cualquiera 
es igual al tercio de producto de su base por su altura 
(263 y 29T, corol. 1.").

Observación. Si el cono es circular, llamando r el ra­
dio y fl la altura, la fórmula de su volúmen es

C = j7 rr^a .
303. Teorema 3.** El volúmen de un tronco ó trozo de 

cono es igual al tercio del producto de su altura por la 
suma de ¡as bases mayor, menor y una media proporcio­
nal entre ellas.

Todo cono truncado se puede considerar como una 
pirámide truncada de infinito número de caras; luego su 
volúmen será igual al tercio del producto, etc. (299,  co- 
rol. 1.").

Observación. Si el tronco de cono fuese circular, lla­
mando r ,  r' los radios y a su altura, la fórmula de su vo­
lúmen seria

' p— Xf l — ) Xo,

—  2 18 —
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304. Teorema 4.® El volúmen de la esfera es igual al 
lerdo del producto de su área por el radío.

En efecto, la superíjcie de la esfera se puede con­
siderar como una superficie poliédrica de infinito núme­
ro de caras ; si suponemos unidos los vértices de estas ca­
ras con el centro de la esfera, esta quedará dividida en 
un número infinito de pirámides, cuya altura es el radio 
de la misma esfera; el volúmen de cada pirámide es el 
tercio del producto de su base por su altura; luego el de la 
esfera será igual al tercio del producto de su área, que es 
la suma de las bases infinitamente pequeñas de las pirámi­
des, por el radio, altura común de estas.

Observación. Llamando r el radio de la esfera, la fór­
mula de su volúmen será

E ~  y  X 47rí'̂

Ejemplo. ¿Cuál es el volúmen de la tierra, suponién­
dola esférica y de un radio de 1142 leguas ?

238 396 733 leg. cúb. próximam.3

805. Llámase sector esférico la parte de esfera en­
gendrada por un sector cualquiera del semicircido genera­
dor de la misma esfera.

Corol. El volúmen de un sector esférico es igual al 
tercio del producto del á,rca de la zona, correspondiente 
al sector, por el radio.30G. Se llama segmento esférico la parle de esfera 

comprendida por una zona y el plano o 
planos que determinan la base ó bases 
de esta.

El plano ó planos que le forman, se 
llaman base á bases del segmento.

Corol. El volúmen de un segmento 
PABCl) (fig. 233) do una base y menor 
que la semiesfera, es igual al volúmen 
del sector OAPC menos el del cono
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OABCDtc/ del segmento QABCD, de 
tina base también y mayor que la semi- 
esfera, es igual al del sector OAQC 
mas el del cono OABCD ; y el del seg­
mento ABCDEFGII de dos bases, es 
igual á la diferencia de los segmentos 
PEFGII y PABCD de una base.

309. Para determinar el volúmen 
de cuerpos, no comprendidos en lo que 

precede de este artículo y del anterior, se dividen exacta 
ó aproximadamente en otros cuyos volúmenes se saben 
hallar : se suman estos volúmenes, y la suma será exacta ó 
aproximadamente el volumen pedido.

ARTICULO IV.Comparación de los volúmenes de los cuerpos semejantes.
308. Teorema 1.“ Los colúmenes de dos tetraedros

semejantes son proporcionales 
á los cubos de sus aristas ho­
mologas.

Sean los tetraedros OABG 
yO'A'B'C' (íig. 234); sus vo- 
lúmenes serán (297)

y  X ABC X OP

y j X A T C X O r  ;

de donde

Y  x m x O P : J  X A ' B ' C ' X O T  AIICXOP: m ' X O ' P '  .
y sustituyendo en la razón compuesta ABCXOP : A'B'G'XO'P' 
en vez de la razón componente ABC : A'B^C' su igual (100) 
o p a ; 0 'F 2, se tiene (Alg. 123, corol.).

Y  X ABGXOI': |x A 'I ! 'C 'x 0 'P ':: 01» : O 'l«  ;
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y como OP : O 'P ':: OA : O'A', y por consiguienfo 
opí : O 'V '^ O A ': O'A^', resulta (Alg., 128)

VXABCXOP : 4 -X A T C 'x O 'F :: O A ': O'A''.
3 i»

309. Teorema 2.“ Los volúme)WS de dos poliedros se­
mejantes OPAIiCD y O'P'A'B'C'D' (fig. 23o) son propor­
cionales ú los cubos de sus aristas homólogas.

Estos poliedros se pueden dividir en igual número de
tetraedros semejantes y seme­
jantemente dispuestos (261, 
rec.)OABDvO'A'B'D',OAPl) 
y O'A'P'D', etc.; luego (308)

0A B D :0'A 'B 'D '::A B '; A'B'' 
OAPD:O'A'P'D':: A D ': A'D''

Estas proporciones tienen las últimas razones iguales 
(2o7, corol., y Alg. , 127, 4.®); luego

OABD : O'á'B'D' :: OAPD : O'a'P'D' :: etc. : etc. AB^: A'B'^

de donde (Alg., 130)

OABD-t-OAPDetc. ; 0VB'D^-+-0'A'P'D'-t-etc. AB^: A'B'', 

ó llamando V y V' los volúmenes de estos poliedros,

V : V' AB' : A'B''.

310. Teorema 3.° Los volúmenes de dos conos seme­
jantes (281) son proporcionales á los cubos de sus radios.

Llamando r, r' sus radios, y « , «' sus alturas, los vo­
lúmenes de estos conos serán (302)

y jTvr^^a'-,

\'rrr ‘̂a : ;; r^a : r '^a ',O d(le donde

y sustituyendo en la razón compuesta en vez de
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la razón coniponenle a : a ' su igual por liipótesis r : r', re­
sulta (Alg., 123)

Observación. De una manera análoga se demuestra que 
los volúmenes de dos cilindros semejantes son proporcio­
nales á los cubos de sus radios.

311.  Teorema 4." Los volúmenes de dos esferas son 
proporcionales á los cubos de sus radios.

Llamando r y r' sus radios, los volúmenes de estas es­
feras serán (304, obs.)

■nV y

de donde irr'  ̂ :: r'* :»i OProblemas numéricos.
3 1 » .  l.°  ¿Cuál será el radio de una esfera, cuyo volumen es 

1000 metros cúbicos?

La fórmula del voliimen de la esfera es {304 obs.(

(le donde

y por consiguiente en el presenie caso

3xf000 .= 6 ,2 0 3 5  metros.
4 x 3 ,U lo 9 .

2." ¿Cuánto pesa un tubo de hierro fundido, de 3 metros de largo 
y 5 centímetros de grueso, teniendo el radio mayor 40 centímetros, 
y pesando un centimetro cúbico del mismo hierro 7,207 gramos?

El volumen del tubo es (301)
3,14-159(40^ — 352) X 300 =  353428,875 centim. cub.,



y eì peso será
3ü3í28,875x7,207=2347161,902 g ram .= 2 3 n 4 6 2  küogr.

3.“ Hallar la arista x  de un cubo de duplo voiúmcn que otro 
cuya arista es a.

Los voliunenes de estos cubos serán (294, corol. 2.”) 

y ;

luego según las condiciones del problema,
íT®=2a® ;

de donde a t / 2 .
Ohsermcion. Las aristas de estos cubos son inconmen­

surables (*).
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(*) Ya s6 ve que el problema de la dupítcticiow del cubo no puede resolver­
se exactamente por el cálculo. Tampoco se ha hallado hasta ahora una cons­
trucción gráfica elemental que le resuelva con CJj,aclitud. Lacro«® le resuelve 
por la intersección de ramas de parábolas (V. Trailé de Trigonomélrie , pági­
na 239).
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TKItiOMOMETRU BECTILl^EA.

CAPITULO PUIMERO.

De las lineas trigonométricas.

PUELIMINARES.

1 .  Las construcciones gráficas, empleadas en la reso­
lución délos problemas geométricos, no son tan exactas 
como en muchos casos sería de desear ; porque la exacti­
tud está siempre limitada por la imperfección de los ins­
trumentos, y también por la mayor ó menor destreza del 
que ha de manejarlos.

Por esta razón, aunque ya hemos visto cómo en Geo­
metria se resuelve un triángulo rectilíneo, esto es , cómo 
se hallan tres de sus seis elementos, conocidos otros tres 
que le determinan {*), volveremos ahora á insistir en la 
resolución del mismo problema general (que es del mayor 
Ínteres), empleando en vez de las construcciones gráficas 
el cálculo, el cual permite obtener los elementos incógni­
tos con toda la aproximación que en cada caso puede ser 
necesaria. Tal es el objeto de la Trigonometria rectilínea.

(*) V. Geometría, ni'imeros 80 , 87. 88 y 80.
fi>



Es, pues, /rt TaiGONOjiÉTRÍA. REcmÍNEA la cieucia que 
enseña á resolver los triángulos rectiiineos por medio del
cálculo.  ̂ -

Este resultado se conseguirla por medio de una simple 
proporción, si.los ángulos de los triángulos fuesep propor­
cionales con sus lados opuestos; perp no sucediendo:asi 
(Geom. , 9o, corol.]; fué necesario inventar un sistema de 
rectas, que al mismo tiempo que determinan los arcos, y 
por consiguiente los ángulos que estos arcos miden, son 
proporcionales á los lados de los triángulos á que dichos 
ángulos pertenecen. De este sistema de lineas, llamadas 
lineas trigonométricas, nos vamos á ocupar al presente.

—  á26 —

ARTÍCULO PRIMERO.Valor absoluto de las lineas trigonométricas.

Fig . 1 .“

5í .  Llámase sen o  de un'’ arco la perpendicular bajada 
desde uno de sus extremos al radio ó diámetro, que pasa 
por el otro extremo.

El seno del arco AM (fig. I.*) es 
MP, el de AB es BO, el de ABJÉ es 
MT', el de la semicircunferencia 
ABA  ̂ es cero, el del arco ABA'M" 

^ es M 'T', etc.
Corol. 1 El seno de un arco 

cero es cero, el de un cuadrante el 
. radio , el de la semicircunferencia 

^ también es cero, etc.
Corol. 2.“ El seno de. un arco AJI es la mitad de.la 

cuerda MM"' del arco duplo.

. 7 \ \ a  ' P

P' \ p '
^ —

lí' \

¡>or(iiicPM=-i-MM"' y MAM"' =  2AM (Geom., 41).
A

Observación. El menor valor absoluto del seno es cero, 
y el mayor el radio.

3. Se llama t an gen te  trigonométrica de un arco la

á



El menor valor absoluto de la tangente

parte de la tangente geométrica, levantada en uno de sus 
extremos è interceptada entre el punto de contacto y  la 
prolongación del radio ó diàmetro, que pasa por el otro 
extremo.

La tangente del arco AM es AT, la del arco AB infini­
ta , la de ABJF es AT', la de la semicircunferencia ABA' 
cero , la del arco ABA'M" es AT', etc.

Corol. 1.® La tangente del arco cero es cero, la del 
cuadrante infinita, la de la semicircunferencia también 
cero.

Observación.
es cero, y  el mayor el infinito.

Corol. 2.° La tangente del arco de 45® es igual al 
radio.

. Porque si el arco AM es de 45®, el ángulo AOT, que 
mide, será de 45“; luego el ángulo ATO también será de 
45® (Geom., 71, corol. 4.®); luego AT =  AO (Geom., 75 
re e ., cord . 1.®).

4. Llamaremos arcos complementarios aquellos qtie su­
mados algebráicamente forman un cuadrante, y  suplemen­
tarios los que forman dos.

El complemento del arco AM es MB, el de AB es ce­
ro , el de ABM' es —BM', el de ABA' es —BA', el de 
ABA'M" es —BA'M", etc. El suplemento de AM es MBA', el 
de la semicircunferencia cero, el de ABA'M" es —A'M", etc.

Observación. Loycomplementos de los arcos que nacen 
en A y se cuentan 4 n  el sentido AM, tienen su origen 
en B, y los suplementarios de iguales condiciones, en A'.

5. Se llama coseno (*) de un arco el seno dé su arco 
complementario.

■ El coseno del arco AM es MQ, el de AB es cero, el 
deABM 'esM 'Q , el de la semicircunferencia es el radio 
A 'O, el de ABA'M" es M"Q', etc.
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(*) La palabra coseno está formada de complementi signxis, esto e s , seno del 
complemenlo. De igual modo cotangente se forma de complementi tangens, 
tangente del complemento.



O b s e r v a c i ó n .  Como QM==OP, M 'Q -O F , 
ele. , por lados opuestos de paraleiógramos, resulta que

E l  c o s e n o  d e  u n  a r c o  es  t a p a r t e  d e l  r a d i o  i n t e r c e p ­

t a d a  e n t r e  e l  p i e  d e l  s e n o  y  e l  c e n t r o .
6. L l á m a s e  cotangente d e  u n  a r c o  l a  t a n g e n t e  d e  s u  

a r c o  c o m p l e m e n t a r i o .
La cotangente del areo AM es BC, la de AMB es cero, 

la de ABM' es BC/:, la de la semicircunferencia es infinita, 
la de ABA'M'' es BC, etc.

Pe lo expuesto en este número y precedentes, se de­
duce que

1 A todo arco se refieren cuatro líneas trigonométri­
cas, dos, p r o p i a s ,  que son el seno y la tangente, y dos 
del arco complementario, llamadas por esta razón c o l i n e a s ,  

que son el coseno y la cotangente (’).
2.° I m s  l i n e a s  propias d e  u n  a r c o  s o n  la s  c o l i n e a s  d e l  

c o m p l e m e n t o ,  y  l a s  c o H n e a s  d e  u n  a r c o  s o n  l a s  l i n e a s  p r o ­
p i a s  d e l  c o m p l e m e n t a r i o .  Así llamando el arco a;, como 
su complemento es OO"*— ¡r (4), se tiene

sena; =  eos(90"--a?), tga; =  cot(90" — a;) (’') ,  
cosa; =  sen (90" — a;), cota; - -  tg (90" — a;).

3.” Cuando un arco crece desde cero hasta el cuadran­
te, crecen sus líneas propias y menguan sus colíneas; lo 
contrario sucede cuando el arco crece desde el cuadrante 
hasta la semicircunferencia.

—  ¿28 —

ARTÍCULO 11.

Valorss relativos de las lineas trigonométricas.

Se ha visU) (Alg.' 11 ), que si las cantidades que 
tienen nn modo de ser determinado, se consideran como 
p o s i t i v a s , las que tienen un modo de ser contrario á ellas

(■•) Se suelen considerar oirás cuairo mas, que son el tenoverto, la secante,
el cosenoverso y la cosíconí«. .

(” ) Los nombres seno, taogenle , coseno y colangentc se escriben .ibrc-
viadamente de osle modo: sen, Ig, eos, col.



son nec/ativas. Haciendo, pues, aplicación do esto al 
caso pi’esenle, y considerando como positivos los arcos 
que tienen su origen en A y se prolongan en el sentido 
AMlí..., y como positivas también las líneas trigonomé­
tricas del arco positivo AM, menor que el cuadrante, re­
sulta que

1 Los arcos que tienen su origen en A y se prolon­
gan en el sentido AM'í'B'.... son negativos.

2.° Los senos y las tangentes que como M "T ,l\rT ' 
y AT% se encuentran en la parte inferior del diámetro AA' 
son negativos; y también lo serán los cosenos y cotangen­
tes que, comoBC' y O P ', se hallan á la izquierda del 
diámetro BB'.

Corel. Las lineas trigonométricas de los arcos com­
prendidos en el primer cuadrante son positivas: las do 
los que terminan en el 2." son negativas, excepto el seno: 
de las correspondientes éi arcos que terminan en el 
cuadrante son negativas el seno y el coseno, y positivas 
la tangente y cotangente : las de los que terminan en el 
í  son negativas, excepto el coseno.

8. Teorema l.° Las lineas trigonométricas de im 
arco negativo — AM''' son iguales en valor absoluto á las 
de otro positivo -f-AM, de la misma longitud que el p ri­
mero ; pero tienen signo contrario , exceptuando el coseno 
que es en todo igual para los dos arcos.

Lósasenos MP y M"T son igua­
les en longitud (2, corol. 2.'’) ; pero 
positivo'el primero y negativo el 
segundo (7 ,2 .°)

Los triángulos AOT yAOT' fie- 
nen^AO común, los ángulos en A 
rectos, y los AOT =  AOT', porque 
tienen por medidas los arcos AM y 
AM"'l, iguales en valor absoluto por 

hipótesis; luego dichos triángulos son iguales, luego las 
tangentes AT y AT' también lo serán en longitud; mas la 
t)riinera es positiva y la segunda negativa (7, 2.°).

—  220 —



— 230 —
El coseno OP es común á los dos arcos y positivo para 

ambos.
Los triángulos BOC y BOC tienen OB común, los án­

gulos en B rectos : y como AM es igual en longitud á AM"' 
y este lo es con AAP, los arcos AM y A'M' son iguales 
en longitud ; luego sus complementos BM y BM' también lo 
serán , luego los ángulos BOC= BOC'. Luego dichos trián­
gulos son iguales, luego las cotangentes BG y BG' son de 
igual longitud ; mas la primera es positiva y la segunda 
negativa (7, 2.").

Llamando x  un arco cualquiera, este teorema se ex­
presa algebráicamente asi

sen (— x) —
tg [—

eos (— x) - -  
cot (— x] =

— sen X ,
— tg®, 
-f-cosa?,
— cota?.

o . Teorema 2.° Las lineas trigonométricas de dos 
arcos AM y ABA'M", qxíe tienen un extremo A común y 
los otros dos M y M" en un mismo diámetro , son iguales; 
pero el seno y coseno llevan signo contrario en los dos 
arcos.

AT es la tangente de estos dos arcos y BC la cotangente. 
La igualdad de los triángulos OPM y OP'M" nos da PM =  
P'M" y OP =  OP': pero PM es de signo contrario á P'M" 
V OP á OP' (7, 2.") ; luego el teorema es cierto para dichos
arcos.

sí los arcos fuesen ABM' y ABA'B'M'", la tangente AT' 
y la cotangente BC' serian comunes á los dos, y la igual­
dad de los triángulos OP'JI' y OPM'" nos darla los senos 
y cosenos respectivamente iguales, y de signo contrario.

Lo mismo se verifica en otros dos arcos cualesquieia 
de iguales condiciones ; aunque uno sea positivo y otro n^^ 
galivo como ABM' y AM'", ó los dos negativos como AM'" 
y AB'A'M'.

Llamando x  un arco cualquiera, el otro arco sera

J
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. a;, y este teorema se expresa algebráicameiile asi

sen
tg(1 80‘’-h ¿c) =  c o s ( 1 8 Ó ” h - í i ; ) = .  

cot (1 80 -̂h—a f) "

— sena?, 
-H tga;, 
— cosa;, 
-4-cota;.

Corol. Las lineas trigonométricas de dos arcos suple­
mentarios son iguales en valor ab­
soluto, pero de signo contrario; 
escepio el seno ̂  que es igual en todo 
para los dos arcos.

Porque mudando el signo á la a; 
en las fórmulas anteriores, y tenien­
do presente que cuando el arcó cam­
bia de signo todas sus lineas trigo­
nométricas varian de signo también,

excepto el coseno (8), resulta

-t- sen X ,
— fga:,
— cosa?,
— cota;.

. ■ • sen (180'’ — x).-.
tg ('180"-a;): 

eos(180" — x) : 
cot. (180" — a;)'

t o .  Teorema 3." Las lineas trigonométricas de dos 
arcos que se diferencian en una , dos, tres , etc. , circun­
ferencias, son iguales.

Haciendo que estos arcos tengan un mismo origen, coin­
cidirán sus extremos, y  porlo tanto tienen evidentemente 
iguales lineas trigonométricas. .

Corol. Una linea trigononiétrica dada, corresponde á 
infinitos arcos distintos.

1.1 . Problema. Reducir un arco x á otro contenido en el primer 
cuadrante, y cuyas líneas trigonométricas sean rospeclivameiite 
iguales en valor absoluto á las del arco dado.

Réstense del arco x  todas las circunferencias que con­
tenga, y el resloa;' tendrá iguales lineas trigonométricas 
que X (10). Si x' fuese mayor que una semicircunferencia.
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réstese esta de é l , y el resto x!' tendrá sus líneas trigono­
métricas de igual valor absoluto que ¿k' (9), y por con­
siguiente que X. Si x" fuese mayor que un cuadrante, 
tómese su suplemento (180°— a /') , y las líneas trigono­
métricas de este serán iguales en valor absoluto á las de x" 
(9, corol.), á las de a:' y á las del arco primitivo x.

Observación. El signo de cada línea trigonométrica del 
arco dado, se deduce fácilmente de los principios expues­
tos en los cuatro números precedentes.

Ejemplos. sen3568'’ =  sen(9x360°-t-328°):=
sen 328° =  —sen (328° — 180°) = — sen 148° =

— sen [\80° — 148°) =  — sen 32°.

2.° tg(— 3833°) =  _  tg (— 360” X 10 — 233) =  
tg (— 233°) =  Ig (— 233“ H-180°) =  tg (— 53°) =  — Ig 53°.

ARTICULO II I.

Relación entre las lineas trigonométricas de un mismo arco.

Fig.18 . Sea el arco AM, menor que un cuadrante, sus 
líneas trigonométricas serán : MP el 
seno, OP el coseno, AT la tangente, 
y BC la cotangente.

El triángulo rectángulo OMP nos 
da (Geom. 111, 1.°)

VW  PQ2 =  OM̂

Ó llamando x  este arco y r  cl 
radio, 

sentir-f-cos^ic =  r^.
De la semejanza de OPM y OAT, resulta 

OP : MP OA ; A l ,  
cosic: sena; :: r :  Iga;; 

sen a? y rde donde- tgai: cosa;
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Los triángulos OPM y OBG, también son semejantes, 

porque además de tener los ángulos en P y en B rectos, 
tienen MOP =  OCB por alternos entre paralelas; luego

O P :M P ::B C : OB,

de donde

cosa; : sena; :: cota; : r ; 

cosícx rcot X =?=
sena;

Observación. Haciendo ^=<1 en las fórmulas anteriores, 
se convierten respectivamente en

sen^a;

tga;

cos^a; =  'l [1 ], 
sen.
cosa;

cota;== cosa;
sena;

[3].

Fig. 2.*

Reciprocamente, si se quisiese restablecer el radio en 
alguna fórmula trigonométrica, 
de donde hubiese desaparecido 
por haberle hecho igual á la uni­
dad, se observará que describien­
do desde el vértice A (fig. 2.®) de 
un ángulo dos arcos BC y B^C', 
y  trazando sus senos correspon­

dientes BP y B T ', la semejanza de los triángulos ABP y 
AB'P' nos da

P C P ' C'

de donde

BP: A B ::W :A B ';
BP _  B'P^
A B "" AB'*

Suponiendo ahora los radios AB =  l , A B '= r ,  y lla­
mando X el número de grados de los arcos BC y B'C' y z 
la longitud del seno BP, se tendrá

sena;



sen r
luego en vez de s ó sea sen ¿r, se deberá sustituir ^

y como otro tanto puede demostrarse de las demás lineas 
trigonométricas, resulta que

Para restablecer el radio en uña fórmula trigonomé­
trica, se sustituye en vez de cada linea, la misma parti­
da por el radio.

Así, restableciendo el radio en la fórmula [ l .j ,  se 
tendría
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/ sena; / cosa: .

, sen’a: eos’ X ...
r’ r* :V ;

y por último . sen^a:-HCOs^ x  =  r ,

que es la fórmula de donde la [1] provino.
l a .  Las fórmulas obtenidas en el número anterior, en 

el supuesto de que el arco es menor que un cuadrante, 
son generales y ciertas por lo tanto para otro arco cual­
quiera.

Tomemos una de dichas fórmulas, p. e., la [2 ] , y va­
mos á demostrar -que cualquiera que sea el arco x: \ los 
dos miembros de esta relación tienen igual valor absoluto; 
2.° que también tienen el mismo signo.

1 lleduclendo el arco x  á otro x' contenido en el pri­
mer cuadrante(11), se tiene para x '[ \^ )

tg x' = sen xf
eos X’

y como las lineas Irigonométricas de x  ̂ tienen respectiva-
I s<?na;

mente igual valor absoluto que las de g:, tga: y

son iguales en valor absoluto.
2.° SeníT y cosa;.tienen el mismo signo en el \ cua­

drante, contrario en el 2.", el mismo en el 3.% y contrarioS 6 t t  CO
en el (7 , corol.); luego el miembro es positivo



en el 1.“' cuadrante, negativo en el 2.®, positivo en el 3.*' 
y negativo en el 4.°: pero esto es lo que sucede á tgíc
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{7, corol.j; luego
sena: 
eos X

y tga? tienen el misino signo,

luego tga? =
sen X
eos X

cualquiera que sea el valor del arco x.
Lo mismo se demuestra la generalidad de las demás 

fórmulas.
14 . Por medio de las tres ecuaciones

sen X . eos x
sen2.^-f-cos'^íT=p 1, tg x= '-^^-—. y cota?;eos X 'sen X

que ligan entre si las cuatro lineas trigonométricas, cono­
cida una do estas se pueden determinar las restantes (Ál­
gebra, 63).

Suponiendo conocido sen x , se tendrá.--------------  ' s e n a :  . ' V^l-sen’a?eos a7 =  l/ i-s e n ’a: , tg a;==-— =  Y c o la ;= —, V 4 —sen*íc
Multiplicando la fórmula [2] por la [3], también se tiene

tgíc cota?:

de donde ’S * = o o u

sen.£c eos x
eos X sen x

l

AIITÍCCLO IV.

Relación entre las lineas trigonométricas de dos arcos y las de la 
suma ó diferencia de los mismos.

f  5. Problema. Dados los senos y cosenos de dos arcos a y  b, de­
terminar el coseno de la diferencia de dichos arcos.

Supongamos en primer lugar que los arcos a y b sean
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positivos y menores que el cuadran­
te, p. e . , a =  M: Yb =  M) (fig. 3.“). 
Trácense desde C y D las perpendi­
culares CP y DQ sobre el diámetro AA', 
la DE paralela á este y la cuerda CD.

El triángulo rectángulo CDE nos 
da (Geom, 111, 1.“)

CD®-=CE^H-ED2 :

pero evidentemente se tiene
C D = cuerda(a— b), C E =sen<i— sen¿> y  E D =cos& — c o s a ;

luego sustituyendo estos valores en la ecuación anterior, 
resulta

cuerd^ {a— ¿) =  (sen a — sen b f  ■ 
sen^a—2sena senÍ-f-sen^i-i-cos^A-

- (eos b — eos a)^ =  
•2cosa cos6 -hcos® a.

ó como se n ^ -f-c o s^ a = 1  y sen^6-}-cos2 6 = 'l  (12,obs.), 

cucrda2(«— 6) =  2 — 2(sena senán-coso  cosò) [A].

Ahora supongamos que los arcos a y ò sean de una mag­
nitud y signo cualquiera, dándoles un origen común A, 
cualquiera que sea la posición de los pantos G y D en que 
caen los oíros extremos, se puede repetir la construcción 
anterior y siempre quedará formado el triángulo CDE.

Para demostrar por consiguiente la generalidad de la 
fórmula [A ], basta probar que en todo caso se verifica

1 . “ C D = cuerda(«  — Ò) ,
2. ° CE =  ± ( s e n a  — señó),
3 . ® ED=:d=(cosó — cosa).

1 El arco a se compone del menor arco positivo AC, 
que va desde A á G aumentado de cierto número de cir­
cunferencias positivas ó negativas: de igual manera el arco 
b es igual al menor arco positivo AD mas ó menos cierto 
número de circunferencias; luego la diferencia a — òde 
estos dos arcos es el arco D C =A C — AD mas ó menos cier-
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(o número de circunferencias. Si se toma el punto A como 
origen de este arco, será necesario hacerle dar cierto 
mimero de vueltas en uno ú otro sentido, tomar después 
un arco A II=C D  en el sentido AUDCB...., y H será el 
extremo del arco a — h ; luego la cuerda AH de este arco 
será igual á la del arco CD.

2. '* Si los puntos C y 1) están á un mismo lado del diá­
metro AA', es evidente que CE==±=(sen a — sen h], toman­
do el signo -+- cuando esten en la parte superior y el 
cuando en la inferior;' si están á lado diferente del diáme­
tro, CE es una suma CP-í-D Q , pero entonces uno de ellos 
es positivo y otro negativo ; luego también en este caso se 
verifica que CE==i=(sen a— sen6).

3. “ Del mismo modo se demuestra que la igualdad 
ED =  =±=(cos á — cosrt), evidente cuando los puntos G y 1) 
están á un mismo lado del diámetro lilV, se verifica del 
mismo modo cuando se hallan á diferente lado de dicho 
diámetro.

Luego la ecuación [A] es cierta para cualesquiera valo­
res de los arcos a y A

Suponiendo, pues, ft— o, dicha ecuación se convierte 
en {2, corol. 1.” y 5)

Cuerd^a — 2 — 2cos«,

y cambiando en esta ecuación a en a — h, resulta 

Cuerd^(fl— á) =  2 — 2 eos (a — h) ;

de esta última ecuación y de la [A ], que tienen común el 
primer miembro, se deduce

2 _ 2 c o s ( a  — 2( seno senú-HCOsacosó),

ó despejando cos(a— ú),
eos (« — ¿ )= c o s a  cosÚH-sena senú [1] , 

cuya ecuación resuelve el problema propuesto ( ).

( ’) Esta elegante demostración está tomada de la Trigonomelria de 
MM. HotícheH Laconr, que á su vei la han tomado de Mr. Sorruí.



Coral,
se ii(a— 6)=senacos¿*  — cosasene  [2] .

Porque cambiando b en a — b en la fòrmula [ I ] , y sus­
tituyendo después en vez de cos(a — b) el valor que da 
la misma fórmula, y en vez de cos^a el suyo I — seiV̂ a ('14), 
resulta ¡

co s6 = co sa  eos [a— 6 )-H sen a  se n (a — ó ) =  , 
cosá(cosa cosÓH-sena senó )-H sena  sen(« — 6) =  
cos^« cosò H-eos a sena senó-H sena sen(a — 6) — 

cosóíl — sen'^a)-f-cosa sena sen ÓH-sena sen (a— b);
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de donde 

sen {a— b)-- eos 6 sen’ a — cosa sen a señó =senrt COS&—COSA seni».

Coral. 2."

eos (a -)-ó )  =  cos a eos Ò — sen a sen ò [ 3 ] ,  
sen (a -H  ò) =  sen a eos ÒH-cosa sen Ò [4 ] .

Porque cambiando el signo al arco b en las fórmulas 
r n  y [2] > y teniendo presente que sen b cambia también 
de signo (8), resultan las del corolario- .

Observación. Por medio de las cuatro fórmulas prece­
dentes fácilmente se hallarían otras análogas para tg ( a=t= b) 
y col(a=í=ó).

i c .  Haciendo a = b  en las fórmulas [3] y [4] del nú­
mero anterior, se tiene

cos2a =  cos®a — sen'^a , 
sen2a =  2 sen a cosa ;

y suponiendo en estas 2 a = A ,  de donde resulta

1 1eos A=i=cos2yA — sen®yA [1] ,1 1sen A =  2sen-^A eos—A [2] .
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Tanibioii se lìoiie (12, obs.)

1 =cos2-^AH-sen24-A^ » *2 2

(le cuya ecuación y de la de la [\.\ se deduce (Alg., 5 0 ,1 .®)

c o s ^ y A  =  - ^ ------ y  s c n ^ y A = ------

de donde 2cos® =  “ '“ COsA [3]
I

y 2 se n ^ Y A = 'l — cosA [4].

f j ,  ba suma de las fórmulas [4] y [2] del número 15 
nos da

.'3ÍCT
sen(fl-(-è)-}-sen((/— ó) =  2sen a cosò , 

y la diferencia

sen (a H - ò) — sen [a — ò) =  2 eos a sen b : 

dividiendo ordenadamente estas igualdades y observando 

que
sen X
eos X =  tg íc(12 , obs.)» resulta

sen ( íH -íi)-I-sen ( fl— b) 2 se n aco sl»  sena  ̂ sen b  tga
sen(fl +  &) — sen (ft—b) ■2cosasen&  cosa '  cosZ» lg& ’

suponiendo en esta ecuación o - i-ó  =  A y « — ó==B,1 1
dedondea= Y (-^~ ^® ) Y se tiene al fin

sen A-f-sen B tg^(A+B)

sen A— senB tgj(A — B)

1 1ó senA-hsenBjsenA—senB ::tg-(A -i-B ):tgr(A —B) [1].



CAPITULO II.

De las tablas trigonométricas.

ARTICULO PRIMERO.

Determinación de seni' en valores del radio.

18. Teorema l.° Todo arco positivo y menor que xm 
cuadrante es mayor que su seno y menor que su tangente. 

Sea el arco AB (íig. 4.“). Trácense los radios OA y OB, 
el seno AP y la tangente AT : dóblese la fi­
gura AOT hácia la parte superior, sirvien­
do de eje OT; y en la figura total resultante 
AOA'T se tendrá (Geom., 4 y 138),

Fig. *.*

A’

0¿ A AA'<ABA^<ATA',

ó partiendo por 2 y llamando x  el arco AB, 

sena? <  tga?.

19. Teorema 2.® La diferencia entre un arco del pri­
mer cuadrante y su seno, es menor que la cuarta parte del 
cubo del arco.

Sea X el arco menor que el cuadrante, y se tendrá (18) 

. 1  1 ' ,,r. X, \ sen ¿a:  ̂ 1

(le donde
1 1  1

son — a?eos — a?,A Z M
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y imilliplicaiido esta desigualdad por ¿cos—x ,  resulta 

ásen -^x  cos ~ x:> x  cos^ —a; :

2sen j x  eos -^3; = sen a? (16), 1
c o s 2 - a ;= :1 - s e n 2 - :c  (U );

mas

y

luego sen a;> a; ( l — sen^

Sustituyendo en vez de sen ^ x  el arco ~ x , que es
* M

mayor que el seno (18), el sustraendo del segundo miem­
bro aumenta; luego el resto, ó sea el segundo miembro, 
disminuye; luego con mayor razón se tiene

sen a:> a;(l — ó sen a; — y¿r^
\

u X — 7- a!'’<seni

y sumando con los dos miembros de esta última desigual­
dad y  a^ — sena!, resulta al fin

1
X— sena!< —â ^

4
»0. Problema. Calcular el valor del seno de un minuto, supo­

niendo el radio igual á la unidad.

La longitud de la circunferencia, que tiene 1 por ra­
dio, es (Geom., t37, corol. 2.°)

1
C =  2’t;

de donde —  ú 180" — ít;

luego la longitud del arco de 1' será 

arco (le 1' — 3.14139.
180'’X 60 11)800 0,000 290 882 080 6... 

16
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La longitud de este arco es, pues, menor que 0,0003; 

Juego si se supone
sen 1' =  arco \ ' ,

el error cometido es menor (19) que

Y  (o, 0003)  ̂< 0,000 000 000 007;

y como este error solo afecta la cifra decimal del orden duo­
décimo. resulta que el valor del seno con once cifras deci­
males es

sen l' =  0,00029088208.

ARTÍCULO II.Formación de las tablas.
* t .  Las tablas trigonométricas naturales contienen al 

lado de cada arco desde 0 hasta 90°, contados de minuto 
en minuto ó de 10 en 10 segundos, los valores de las lí­
neas trigonométricas correspondientes. No es necesario 
que se extiendan á mayor número de grados, porque ya 
se ha dicho (11) que todo arco puede reducirse á otro con­
tenido en el primer cuadrante, y cuyas lineas trigonomé­
tricas sean respectivamente iguales en valor absoluto á las 
del arco primitivo; pudiendo también en cada caso deter­
minarse el signo correspondiente ( I I ,  obs.):

Así sen 145°=== sen 35°, tg 98° =  — Ig 82°, etc.

Debe advertirse igualmente que basta calcular las líneas 
trigonométricas de los arcos comprendidos desde 0 á 45° 
inclusive; pues las líneas propias y colineas de los ar­
cos mayores que 45° (y menores que 90°) son las colineas y 
lineas jrrojnas de sus arcos complementarios, necesaria­
mente menores que 45° (6, 2.°).

Así sen 60? =í= eos 30°, cos72°=scn 18°, etc.



— 243 —
Supondremos que en las tablas, de cuya formación se 

trata, los arcos crecen de minuto en minuto; de manera 
que según lo expuesto, el problema que nos proponemos 
resolver se reduce á la determinación de las líneas trigo­
nométricas de los arcos de \ \  2', 3 ',b tc ., hasta 45“.

Veamos cómo esto puede conseguirse.
Conociendo el valor de sen I' {201, el de eos 1' se 

determina por la fórmula (14) •

eos —sen’â ,

haciendo en ella x — i',  y sustituyendo en vez de séii 1' 
el valor hallado para este.

Los valores de los senos y cósenos de 2', 3 ,̂ 4 ', ......
45“, se pueden calcular por medio de las fórmulas Í15 
corol. 2 .“)

sen (a ^ -ó )= s e n u  cosò 
cos(a-H¿) =  cos« cosó-

-cosa señó, 
•sen« señó,

haciendo en ellas r  y ó : = r ,  2^ 3', 5 ',.... 44“ 50'.
Los valores de las tangentes y cotangentes pueden Jia- 

llarse también por las fórmulas (12, obs.)

[gx. setiácC 0 S £ C y col X cosx
sen®

sustituyendo en vez de sena? y cosa; los valores de ios 
senos y cosenos de 1', 2', 3 ',......45“, calculados de ante­
mano.

»3. Del modo que acabamos de exponer se pueden
concebir formadas las tablas trigonométricas naturales [ ¡; 
mas ejecutándose los cálculos por medio de logaritmos con

{ ) El metodo expuesto sirve soto para qiH: se vea la posibilidad de la cons­
trucción de las tablas, á fin de que los principiantes no se arredren al manejar 
unos libros cuya formación es para ellos un misterio. Por lo demás exisloj» 
otros métodos mucho mas expeditos, cuya exposición no es de este lugar.
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mucha mayor facilidad que por los métodos ordinarios, 
estas tablas”han sido transformadas en otras, donde al lado 
de cada arco se hallan los logaritmos de sus respectivas 
lineas trigonométricas. A las nuevas tablas se las conoce 
con el nombre de tablas trigonométricas arti^ciales ó 
simplemente de tablas trigonométricas, porque son las 
linicas de que en la práctica se hace uso.

Al ejecutar la trasformacion de que se acaba de ha­
cer mérito, como los senos y cosenos son menores que el 
radio, sucediendo otro tanto con las tangentes de los arcos 
comprendidos entre 0“ y 45° y las cotangentes de los 
comprendidos entre 45° y 90°, los logaritmos de todas es­
tas lineas trigonométricas deberian resultar negativos, en 
la suposición de que el radio sea igual á la unidad (Alg., 
156,3 .°).

A fin de evitar este pequeño inconveniente, se supuso 
el radio igual á diez mil millones^ esto es, con
cuya hipótesis todas las lineas trigonométricas de que pue­
da hacerse aplicación tienen logaritmos positivos, y por 
otra parte en nada se complican los cálculos ; pues basta 
restablecer en las fórmalas trigonométricas halladas, su­
poniendo r =  1, el nuevo valor de este 10‘'’, cuyo logarit­
mo es 10 (Alg., 162, 1.“ y 2 .“).

AllTÍCULO III.

Uso de las tablas trigonométricas.

« 4. Las tablas do los logaritmos de los números van 
acompañadas casi siempre délas trigonométricas: siendo de 
aquellas las mas conocidas entre nosotros, como ya se in­
dicó en otro lugar, las españolas de Vázquez Queipo y 
Calvet, y las francesas de Callet y Lalandc, otro tanto su­
cede con las trigonométricas.

Las de Vázquez Queipo y Lalande contienen los loga­
ritmos de las lineas trigonométricas de los diferentes arcos 
del cuadrante, contados de minuto en minuto, con G ci-



iras decimales las primeras y con 5 las segundas {*). En las 
de Callet y Calvel los arcos aumentan de 10 en 10 segundos, 
y las lineas trigonométricas van expresadas con 7 cifras 
decimales de aproximación.

Por medio de cualquiera de ellas se resuelve el pro­
blema general: «Dado un arco ó ángulo, hallar los logarit­
mos de las líneas trigonométricas del mismo» y su recípro­
co. Al efecto van precedidas de su respectiva explicación, 
que sería inútil repetir aquí.

Ya hemos dicho la preferencia que para nosotros me­
recían las de Vázquez Queipo, por cuya razón á ellas nos 
referiremos en los problemas que hayamos de resolver en 
lo sucesivo.
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(*) Las de Lalande lenian solo cinco cifras decimales ; pero fueron extendi­
das por Harte hasta siete.
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De la resolución de triángulos.

•in
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Fig. 5.'

AUTICLLÓ PRIMERO.

Teoremas relativos á la resolución de triángulos rectángulos.

»5. Teorema i En todo triángulo rectángulo el ra­
dio es al seno de uno de los ángulos agudos, como la hi­
potenusa es al cateto opuesto á dicho ángulo.

Sea el triángulo ABC (fig. 5.®): con un radio cualquiera 
descríbase el arco DE correspondien­
te al ángulo en A: trácese el seno 
^P , y de la semejanza de los trián­
gulos AEP y ABC se deduce

A E :E P  ;; AB:BC.

Sustituyendo en lugar de estas 
líneas sus valores, y expresando para mayor sencillez por 
a el lado BC opuesto á A , por b el opuesto á B y por c el 
que se opone á C (como liaremos siempre en lo sucesivo), 
resulta

r : sen A :: c \ a.

Corol. Suponiendo r =  l , un cateto es igual á la hi­
potenusa multiplicada por el seno del ángulo opuesto.

Porque en dicha hipótesis la proporción anterior da
íí =  cxsenA. ^

«V- %
1

íj-A
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so . Teorema 2.*" En todo triángulo rectángulo el ra­

dio es al coseno de uú ángulo agudo ̂  como la hipotenusa 
es al cateto contiguo á dicho ángulo.-

La semejanza de los mismos triángulos AEP yABC nos da

A E ;A P ;;A B : AC,
ó r : eos A.:: c : b. .;j

Corol. Suponiendo r =  1 , un cateto es igual á la hi­
potenusa multiplicada por el coseno del ángulo contiguo.

Porque en esta hipótesis
ó =  ¿XcosA.

S í .  Teorema 3." En todo triángulo rectángulo el ra­
dio es á la  tangente de un ángulo agudo, como el cateto 
contiguo á dicho ángulo es al cateto opuesto.

Trazando la.tangen te trigonométrica DT (en la misma 
figura), la semejanza de los triángulos ADT y ACB nos da 

A D ;D T::A G ;B G , 
ó'. V :. r ; l g A : y ó :« ,AllTICLLO II.

Resolución de los triángulos rectángulos.

S8. Como siempre es conocido el ángulo recto en un 
triángulo rectángulo  ̂basta que se conozcan dos lados óbu 
lado y un ángulo agudo para resolveííé ó sea para deter­
minar los tres elementos restantes '(Geom.y 87, 88.y 89). 
La combinación binaria de los pinco elementos indetermi­
nados, sujetos ,á las indicadas condiciones, da lugar á los 
cuatro problemas particulares distintos, que aparecen á 
continuación, donde el ángulo recto es C (fig. 6 .“).

/,
Fig. 6. DATOS,. INCÓGNITAS.4 .” .Ci a i A , B ,  b.2 .“ a, b. A ,B ,c .3 .“ c, X, B, a , h.A.;" 0 ,  A , B, c, h.
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* » .  Problema 1.“ Dada la lilpoietiusa c y el cátelo a, delcrmi- 

iiar ios ángulos agudos A , B y el otro cateto b.
El ángulo A se determina por medio de la propor­

ción (25)

r  : sen A :: c : fl;

de donde (Alg., 174,

L. senA -=L. r - i -L .  a-i~C^L.c.

Las tablas darán el valor de este ángulo.
Para hallar el ángulo B se tiene (Geom., 70, 4 .“}

B =  90 — A.

El cateto b se calcula por la proporción (26) 

r  : eos A : : c : ó ;
de donde Log. 6 = 1 .  eos Ah - L .  ch-C„L. r.

Observación. También se puede calcular el ángulo B por 
la proporción (26), r  : cosB : c : a ;  y después el cateto b 
directamente por medio de la ecuación (Geom,, 111, corol.)

— a) (c—a);

\c— a)].de donde L. 6 = —[L. (c

30 . Problema 2.® Dados los catetos a y b, hallar los ángulos 
agudos A , B y la hipotenusa c.

El ángulo A se determina por la proporción (27)

r : tgA ::b : a;
de donde L. tg A = L . /-h -L . a -i-C ^l.b .

El B se halla por la igualdad B =  90“— A.
Por último, la hipotenusa c, conocido el ángulo A , se 

determina por la proporción (25)

r : sen A. c : a;
de donde L. c = L ,  r - i -L . L. senA.

Observación. También puede hallarse directamente la
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hipotenusa c por medio de la ecuación (Geoni., 111, co­
ro!.) pero esta fórmula tiene el inconvenien­
te de no estar preparada para el cálculo logaritmico (Alg., 
174, 5.“ ej.).

31 . Problema íi.° Dada la hipotenusa c y el ángulo agudo 
determinar el otro B y los catetos ay b.

Para hallar B se tiene 8=90 '^ — A.
El cateto rt se calcula por la proporción ,(2íj) 

r : senA :: c: a ;  de donde L. rt-.= L .senA -i-L . cn -C ó  L. r.
De igual manera se halla b por medio de la propor­

ción (2t)) r : eos A :: c ; b.
Observación. Hallando uno de los catetos, el otro se 

puede determinar por la fòrmula (Geom. 111, corol.) 
b =  \ /  c' — a'-

3«. Problema í.°  Dado un cateto « y el ángulo agudo A deter­
minar el otro ángulo agudo B , la hipotenusa C y el cateto restante b.

B =  90" — A.
La hipotenusa C se halla por la proporción 

r  ; sen A ::c: a; y  el cateto b por la otra r : tg A :: ó : a.
Observación. Después que se haya determinado el lado 

c ó ó se puede hallar el otro por medio de la ecuación

33 . Observaciones generales. \ .* Los problemas re­
sueltos son siempre determinados y posibles, con tal que en 
el 1." la hipotenusa sea mayor que el cateto conocido, y 
en los dos últimos el ángulo dado sea agudo.

2.* Los valores hallados para las incógnitas se pueden 
comprobar calculando alguno de ellos por el medio indi­
cado en la observación respectiva, y comparando este re­
sultado con el hallado anteriormente.

Ejemplo.

34. Sabiendo que en un triángulo rectángulo en C

c = 3 0 0  y f l ^  240, 

hallar los ángulos A , B y el cateto h.
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Las fórmulas que deben emplearse son (29) 

L. senA— L. í '-f -L . an -C o  L. c,
B =  90" — A ,

L. ó =  L. eos A H- L. c -H L. r.

. 10,
L. sen A =  j_l»3802ii 

3,522879

{ 9,778152
L. 6 = b ’™ 2 1  

10,
9,903090

A=53“ T48" ,  B= 36' 52' 12",

89“ 59' 60" 
53 7 48

2,255273

í»=180.

Comprobación. 

b "  i/300’ — 240’ =  180.

Fig. 7.*

AimcuLO III.

Teoremas relativos á la resolución de triángulos oblicuángulos.

3 5 . Teorèma 1 FA cuadrado de un lado de un tr ia n -  
guio es igual á la suma de los cuadrados de los otros dos., 
menos el duplo del producto de estos por el coseno del án­
gulo comprendido.

Distinguiremos dos casos : 1 que el lado, que ha de 
formar el primet* miembro de la igual­
dad del teorema, esté opuesto á un 
ángulo agudo: 2.* que esté opuesto á 
un ángulo obtuso.

1 Sea el lado AB (fig. 7.“) opues^ 
to al ángulo agudo C en el triángulo 

ABC: bájesela perpendicular BD y se tendrá (Geome­
tría I n  , 3.“)

AB2 =  BC^-f-AC' — 2ACx DC : 
pero (20, corol.) DC“ BC xcosC ; 
luego AB" =  B C '-k AC  ̂— 2A C x liC x co s C.
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Sea Alí (fig. 8.") opuesto al ángulo obtuso ACB: 

bajando la perpendicular BD, se tendrá de 
igual modo (Geom. IM , 2.®}

AB' =  BC'h-AC^h-2AC X CD:
pero CD =B G xcosB C D , y como por otra 
parte güsBCD =  — cosACB {9, coroL),

CD — BC Xeos ACB— — BC X cosC; 
luego ' AB^— BG^h-AG^— 2ACxBGxcos C.

Luego en todo caso se verifica que
— 2 a 6 x c o sC ,

de igual modo se demostrarla que
¿)2 = |j3  — 2 « c X eos B ,

XcosA.

Observación. Estas tres ecuaciones contienen los ele­
mentos necesarios para la resolución general de los 
triángulos rectilíneos.

3G. Teorema 2.® En todo triángulo los senos de los 
ángulos son proporcionales á los lados opuestos.

Bajando la perpendicular BD (fig. 9.“j sobre la base, se 
tiene (2o^.cofol.J ,

B D = A B x se n A  y BD =  BG XsenC;
•• •'¡ifi!

luego AB X sen A =B C  X sen C,
ó ; .¡I : ;j;;; - c X scn A ==« X scnG ; i!;
de donde (Alg. 127}

sen A : a  :: sen C : c.
Bajando la perpendicular desde G sobre AB, del mismo 

modo se deduciria que
sen A : a :: sen B : 6, 

de cuya proporción y de la anterior 
resulta

senA : a j : sonB: b :: senG: c.

Fig. 9.*
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31. Teorema 3.° La snma de dos lados de un trián­

gulo es à su diferencia, como la tangente de la semisuma 
de los ángulos optiestos á dichos lados, es à ia  tangente 
de la semidiferencia de los mismos ángulos.

Por el teorema anterior se tiene

sen A : a : : sen B : 6 ; 

de donde (Alg. 129, corei. 4.“)
sen A -f-senB  : senA — senB ::o -j-6  : a— h:

pero (17)

senA -(-senB :senA  — senB:: tg -i(A H -B ):lgY (^— ®) * 

— 6 : ; tg4-( A B] : tg4-(A.— B).luego a-

ARTICULO IV.

Resolución de los triángulos oblicuángulos.

38. Si en un triángulo cualquiera se conocen 3 de 
los 6 elementos que le constituyen, con tal que entre los 
datos se halle un lado, el triángulo puede resolverse, ó lo 
que es igual, se pueden determinar los 3 elementos res­
tantes (Geom. 8tí, 87, 88).

La combinación ternaria de los seis elementos, sujetos 
á dicha condición, da lugar á los cuatro problemas particu­
lares distintos, que aparecen á continuación :

Fig. ÍO.* DATOS. INCOONITAS.

1.® a, b, c. A, B, C.
h ,c ,  k . B , C, a.

3." a . A, B, C , b, c.
— 1-------- 4.“ a , c, k . B , C, b.

3 » .  Problema l.® Dados los tres lados, <?, Íj, c de uii triángulo, 
(lolcrmitiar los tres ángulos A, B, C.
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De la formula (35) 26eXcosA, se clo-

(luce
i»’+c*—a'

cosA =

Del mismo modo cosB — 

y cosC =

Uc ■ 
a'+c*—l>' 

2flc

Zab

l'I]- 

[2 | , 

[3].

Para hallar ahora cualquiera de los ángulos, el A por 
ejemplo, se restablece el radío en la fórmula [1 ] ,  y resulta

y lomando los logaritmos

L. cosA =  L. (6^ - h c  ̂— a^jH-L-r-f-CoíSóc) (*).

Es evidente que de una manera análoga se pueden de­
terminar los ángulos B y C.

Observación. Lasfórmulas precedentes no sehallan bien 
preparadas para el cálculo logarítmico, porque, ya se ve 
que para tomar el logaritmo de , es necesario
ejecutar de antemano tres elevaciones al cuadrado y la su­
ma y resta indicadas. Por esta razón se las suele trasfor­
mar en otras, mas cómodas en la práctica, del modo si­
guiente:

Restando la ecuación [ t ] de la igualdad 1 =  1, se halla

a* n c — b'—c'+a' a'—{b—cT 
I - c o s A = l ------- ------------------------------=  n c '  =

[a+b—c) {(i+c—b)
Uc ;A lg .,2 4 .,3 0 ,

y llamando 2/? la suma de los tres lados, se tiene 
r tH -6 -i-c  =  2;;, de donde a n -ó  — c = 2 j? — 2c,

(*) Es preferible casi siempre bailar por el método ordinario el producto 
abe á sumar los logaritmos de sus factores , ele.
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y a -f- c — ¿* =  2/? — 2¿», cuyos valores suslituiílos en la 
ecuación prim era, teniendo al mismo tiempo presente que
I — eos A ^  2 sen^ ~  A {16), resulta

o .c n ^ - A =  ^{P—b)lP — c}.
2 Uc he ’

de donde sen—A =  (P— )̂ r^-j

y de una manera análoga

sen L jk — \ /  iP—a) (P — c) LB.L

sen | c  =  l / ( Z = f M  |;c] {•).

Restableciendo el radio en cualquiera de estas fórmulas, 
por ejemplo en la 1.% resulta

s e „ Í A  =  V / ' i ^ ^ > X . ^

y tomando los logaritmos

t .  se iiY A = -^[L .C p— &)+L. (i» -c )+ 2 L .r+ C „  L. b+Co h. c] .

40 .  Problema 2.® Dados dos lados & , c y el ángulo comprendido 
A , determinar los otros dos ángulos B , C y el tercer lado a.

La suma de los ángulos B y C es
B-f-;C=^180‘’— A ,

y por consiguiente -^(B-h C) =  — -—  :

también tenemos (37]

í c  : i  _  c : : tg 1(B -H  C) ; tg i  (B — C) ;

(*) De los dos valores de eslos radicales, solo el positivo salisrace las con­

diciones del problema ; porque siendo un ángulo cualquiera A^tSO®, — A ̂ 90®; 
luego todas sus líneas trigonométricas son positiv.as (7 , corol.).
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(le donde

L. tg i(B -C )= L .tg |(B -H C )-H L . (ò -o )+ C „L .(ò -f-c ),2 "■ 2 

por medio de cuya igualdad se determina el valor de

y (b - c) ,

y como el dey(B h-C) es también conocido, se tendrá
(Alg., 50, I.,®), suponiendo que B esté opuesto al mayor 
lado,

B = 4 ( B ^ - C ) - t - ^ ( B - C )  y  C = - 1 ( B h - C ) - Í ( B - C ) .

El lado a se halla por medio de la proporción (36) 

senB : & sen A : a.

4 1 . Problema 3.® Dado un lado a y dos ángulos cualesquiera A 
y B, determinar el tercer ángulo C y los otros dos lados b y c.

El ángulo C se halla por medio de la ecuación

C = 180 '’ — (A -k B),

y los lados 6 y c por las proporciones (36) 

sen A : a  :: sen B : 6
y sen A : a :: sen C : c .

4 3 .  Problema i."  Dados dos lados a  y c y el ángulo A, opuesto á 
uno de ellos, determinar los otros ángulos B y C y el tercer lado b.

El ángulo C se halla por medio de la proporción (36) 

senA : a :: sen G : o , 

el ángulo B se determina por la igualdad 

li =  i80”— (A -i-C ) ,
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y el lado h también por medio de la pi’oporcion (30) 

sen A : rt senB : 6 .

Fig. < l.‘

Observación. Como el seno corresponde siempre <á dos 
arcos menores que la semicircunferencia, uno contenido en 
el cuadrante y otro suplementario del primero (9, corol.), 
cuando un ángulo se determina por medio de su seno, 
puede ocurrir la duda de si el ángulo buscado es el agudo 
que dan las tablas ó debe ser su suplemento obtuso.

Esta duda, que no ocurre en la resolución de los trián­
gulos rectángulos, porque los ángulos incógnitos son siem­
pre agudos, ni en los tres primeros problemas de los 
oblicuángulos, como aparece de un ligero examen de cada 
uno de ellos, puede tener lugar en el presente caso.

En efecto, sea ABC (lig. 11 .*) el triángulo á que se re­
fiere el problema último: bajando 
desde B la perpendicular BD sobre 
AC, tomandoDC'=DC y uniendo C' 
con B, los dos triángulos ABC y ABĈ  
contienen los mismos dalos A , c y 
a — BC'; y como los ángulos BC'G y 
BCC' son iguales, BC'A tiene por su­

plemento el ángulo C; luego senC corresponde también al 
ángulo BC'A. Si se toma para C el ángulo que dan las ta­
blas, resulta ó =  AC y B— ABG; si se toma para C el su­
plemento del ángulo que dan .las tablas, resulta ¿>=AC' 
y B =  ABG'.

La doble solución, que acaba de hallarse, no tiene lugar 
sino cuando el lado opuesto al ángulo dado sea menor 
que el otro lado conocido, esto es cuando « < c ;  porque 
en cuahiuier otra hipótesis el ángulo C es agudo, y pol­
lo tanto el que dan las tablas es el único que satisface las 
condiciones del problema.

48. Observaciones generales. — 1.“ Los tres primeros 
problemas de que acabamos de ocuparnos, son posibles 
siempre que en el I.° el mayor lado sea menor (|ue la suma
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de los otros dos; y en el 3.° los dos ángulos conocidos 
valgan menos que 180*. El 4.° problema es evidentemente 
imposible ó absurdo cuando A no es agudo y a < c :  lo será 
además si «< B D , esto es, cuando el lado opuesto al ángu­
lo conocido es menor que la perpendicular bajada desde 
el vértice común á los lados a y c conocidos, sobre el tercer 
lado. Esta última condición no siempre se conoce á simple 
vista; pero lo absurdo del problema se manifiesta en el 
cálculo al determinar el ángulo C, bailando para él un 
seno mayor que el radio (como se verá ej. 3.*), cuyo resul­
tado significa lo mismo que las raíces imaginarias en las 
ecuaciones de 2.' grado ó el valor infìnilo en las de 1 

2.“ Los valores hallados para las incógnitas en los an­
teriores problemas se pueden comprobar, en el 1 .* sumando 
los tres ángulos y viendo si la suma compone 180*; en el 
2.* hallando directamente los dos ángulos incógnitos, y 
observando si sumados con el 3.* dan también 180% y en 
el 3.° y 4.° calculando uno de los ángulos por la fórmula 
del 1 ."  caso, y comparando el resultado con la bipótesis 
¿con otro resultado bailado anteriormente.

Ejémplos.

44. 1 Dados los tres lados de un triángulo

r t ^ 8 5 ,  6:-^70, c =  45,

bailar los tres ángulos A, B y C.
Las fórmulas que pueden emplearse son (39, obs.)

L .s e n Í A = i[ L .( í? — Í»] +  L .(p — c)-í-2L .r +  C„L./í-H C^L.cJ 

L .s e n Í B = j[ L .{ p — fl) +  L.(/?— c) +  2L .r +  CoL.<H-C„L.cj 

L.seniC=xetc.

Abora a -t-ó -f-c — 200; de donde;?= 10 0 , ; ;— « = 1 5 , 

p  — 6¿=30 y p — c = o 5 .
]7



luego

l.aeU ’̂ A

l ,  sen-^B

T M 20,
2 2 ] 2,070581

y , l  51902

1.477121
1.740363

12^,
I y , 154902 
, ¥,346787 
19,719173

9,859586 =  1. sen (46°, 21'53")

1.176091
1.740363

20,
2,070581 

T ,346787 
19,333822

9 ,666911= 1 . sen(27% 40'22")

1.176091
1.477121
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18,878695
9,439347 =  1. sen (1 o°, 57' 45'';

A =  92" 43'46"
]{=  55" 20' 44"
C =  31" 55'30"

A -^B -+ -C  =  178"118'120"=180".
2." Dados dos lados de un triángulo y el ángulo opues­

to á uno de ellos
fl =  1085, c = 1 0 9 8 , A =  46‘’ 12 '42", 

hallar los otros dos ángulos B, C y el tercer lado b .

Las fórmulas que deben emplearse , son (36) 
sen A : a :: senC : c ,

11 =  180"— (A-f-C) ,
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sen A  : a :: se iiB  : b.
E ste ejem plo tien e  dos soluciones (4 2 ,  o b s.). 

Primera solución.

L.senC«:
3,040602
9,858393

85
'1,964570

L.b=
3,033430
9,999343

3
'10,141322

'9,863630^L.sen(46»53'57") 3,176298 =  L. 1300,7.
B= ISO“—(93" 8' 39") ̂  86“ 51' 21"

C ^ 4 6 "5 o ' 5 r '
B =  86‘’ 5 r2 1 "
¿ = .1 5 0 0 ,7 1 4

Segunda solución.

180" — (46" 55' 57") =133" 4' 3"
B =  180" — (179" 16' 45") =  0° 43' 15"

L .6=<

3,035430 
3,414137) 
4,685504>

10,141522
1,270653 =  1.18,91 

¿ =  18,91

Comprobación de la solución 1.’ (43, 2.®

2,532937 
2,871490

» 1 * )20,L .sen—A = <
2 1 ^,823702

4,959398
19,187527
9,593763 =  L .sen(23",6 '2 l'



Luego A l= 4 6 “1 2 '4 r .
De una manera análoga se comprueba la 2 .‘ solución.

3.® Dados dos lados de un triángulo y el ángulo opues­
to á uno de ellos

([ =  511, c = 8 6 9 , A = 6 6 ‘̂ 10M2"

hallar los ángulos lí ,^C y el tercer lado b.
En este ejemplo [se emplean las mismas fórmulas que 

en el anterior.
( 2,939020 
j 9,961290
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L. sen C =

\ j i

11 
289883

10,190204 

Luego este problema es absurdo (43, 1 - ]
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