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DEFINICIONES.
1. De las diferentes propiedades de los cuerpos solo

considera la Geometria su extension, 6 sea el espacio limi-
tado que ocupan;VWy su /brwa 6 figura; de modo que todo
ciierpd sera p'ara nosotros un espacio penetrable, divisible
y figurado.

La extensién de un cuerpo tiene tres dimensiones: lon-
gitud, latitud y profundidad 6 grueso. La reunion de
estas tres dimensiones se llama cuerpo geométrico.

Se llama superticie €l limite de los cuerpos. La super-
ficie no tiene mas que dos dimensiones: longitud y latitud.

El limite de las superficies se llama 1inea. La linea
tiene una sola dimensién; longitud.

Llamase punto €l limite de la linea. El punto no tiene
ninguna dimensién.

a. Del mismo modo que damos el nombre de extensidn
de un cuerpo & su magnitud, se llama también extensién
de una superficie 6 de una linea su magnitud respectiva.

De manera que hay tres especies de extensidn: de los
cuerpos, de las superficies y de las lineas. E'slgs tres cla-
ses do extensién, que por la abstraccién (*)m"podemos

~ ~ n~

() Se llama asi una operacion del enlcndimicnlo, por medio de la cual
«onsidcramos separadas cosas que no puedan estarlo en realidad.

tilF



_ 6
considerar separadas, constituyen ia cantidad eontinm.

Geometria €S, pUeS, la ciencia que trata de la exten-
sion ¢ de la cantidad continua.

Del punto.

Fig. i. 3,
B extension, le figuramos como el punto de
la escritura comun; y cuando son varios,

para distinguirlos se sefialan con letras (*).

Asi se dice; el punto A, el punto B, el punto C, etc. (Fi-
gura 1.)

De las lineas.

Las lineas se dividen en rectas Y curvas.
Fig. 2 4. Liwea HEGA es la distancia mas cor-
ta entre dos puntos, como AB (fig. 2).
Corolario. La distancia entre dos pun-
ios se mide por una recia.
Postulado. Por dos puntos puede pasar una recta,
pero nada mas que una. ) L
Corol.l." Pos puntos determinan la posicion de una
recta. )
Corol. 2® Dos rectas que tienen dos puntos comunes,
coinciden en toda su longitud.
Corol. 3.” La interseccion de dos rectas es un punto.
Se suele llamar linea quebrada
0 poLicoNAL la combinacion de dos 6
mas rectas, que prolongadas no for-
man tina sola recta, como ABCD (ii-
gura 3).

(m) Generalmente se emplean letras mayusculas para sefialar los puntos,
las lincas y los cuerpos. Empleamos letras minGsculas cuando con una letra

sola se quiero expresar una linca recta, quebrada 6 curva, y en pocos mas
€asos.

Aunque el punto matematico n



Fig *. Linea curva es aquella et+ que no se
_ pnede tomar una partea por pequefia qué

A sea] rectUy como AB (flg. ' i
In A la combmacion de la linea recta con la curvase le

da el nombre de linea LIV
- Fig. 5. 5. Problema. Hallar iacomiinmé-
c,B elida dedos rectas limitadas, AByMN

' 'm  pn fi}2. 5), si latienen, y la relacion que
, A existe entre ellas. »

Este problema se resuelve de una manera analoga a la
empleada en la determinacién del maximo comuin divisoi
de dos nimeros.

,:Se coloca la linea menor MN sobre la mayor AB to »
las veces que se pueda; y como han.sido tres, se tendia no

AB=3MN-i-CB [a].

El resto CB se coloca sobre la menor MN todas las veces
posibles; y como son dos veces resulta

MN=2CB-f-PN  [b].

A
El nuevo resto PN se coloca sobre el anterior CB las
véCes que se pueda; y siendo estas cuatro exactamente, se
tiene al in
CB= 4PN.

Ahora, sustituyendo este valor de CB en la igual-
dad [6], resulta
MN=:"2X4PN-+-PN=9PN.

mtn'jf .

Sustituyendo .este valor de MN y el de CB en la igual-'

dad [a], se halla -
mAB ="3 X9PN-H 4P N*331FNI.

Luego la medida comun de las dos rectas dadas"es PN;

y la relacion entre ellas seré o« N
AB siirN 31
9PN “ ) -

\.7
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Se llaman recias, y en general canliilades conmekijL -
KABLES las que, como las anteriores, tienen una medida
comln, é ikconmensukables las que no la tienen (*).

Observacién. Se puede hallar la relaciéon aproximada
de dos rectas inconmensurables, procediendo como en el
problema anterior y despreciando el altimo residuo, cuan-
do sea suficientemente pequefio para la aproximacion que
se desea obtener.

0. Llamase meoida 6 valoti numérico de una linea, y
en general de una cantidad cualquiera, la razén de esta
con otra cantidad de la misma naturaleza, tomada por
unidad.

Gorol. Para medir una recia se determina (como aca-
ba de verse) su relacion exacta 6 aproximada con la
dad de medida.

Fig. 6. T. Teorema. Si desde un punto X
a otro C (fig. 6) se traza tma linea
recta AC y dos 6 mas quebradas ABC
y AOC, compuesta cada una de dos
rectas, la linea quebrada quemas
se separa de la recta AC, es la mayor (**).

Trolongando la AO hasta que encuentre en D & la BC

se tendra (4)

ABh-B1)>Al),

(*) A primera visla parece que no pueden darse lineas y en general canli—
dades inconmensurables; porque si dos recias, p. €., no contienen un nimero
exacto de metros, contendrdn un nimero exacto de decimetros, ceniimelros 6
milimetros, etc. No obstante , si se reflexiona un poco mas, desaparecera el er-
ror : si se supone que un hilo, que no pueda extenderse mas ni menos.,"sn
rompe en dos parles arbitrarias, se comprende bien io dificil que seria que ca-
da una de estas partes contuviese un nimero exacto do metros. de decimetros,
centimetros ni aun de milimetros [porque existe un ndmero infinito de unida-
des intermedias & estas) ; y por consiguiente lo dificif que también seria que
tales parles fuesen conmensurables. (V. ndin. 132.)

(m) Los teoremas, corolarios y problemas deben enunciarse omitiendo
las lelMs que en ellos se intercalan, con el objeto de evitar la aplicacion de la
|)i'oposicion & la figura correspondiente. Asi el teorema de! texto se enuncia de
este modo : Si deide im puni6é & otro se traai una linea reciay dos 6 mas gwe-
feradfli, compuesta cada «na, ele.
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y agregando DC a los dos miembros

Auh-BD-i-DOAD -DC,
) ABh-BG>ADh-DC  [(a,

Por igual razon se tiene
; oD
K
y sumando AO con los dos miembros

AO-H OT)-k DC> AO-HOC,
6 AD-t-DC>AOH-0OC [¢].

I’ero segln la desigualdad [aj AB-+-BC es mayor que
AD-hDC: y conforme a la [6] AD-"DC es mayor que
AO-h-0OC; luego con mas razén AB-i-BC serd mayor que
AU-f-OC, 6 lo que es lo mismo la linea ABC> AOG.

De las superficies.

Las superficies se dividen en planas y ctuvAS.

8, Se llama plano 6 superficie plana aquella con la
ciial'nna recta, aplicada en m sentido cualquiera, coin-
cide en todos sus puntos.

Gorol. Si una recta pasa por dos puntos de un plano,
coincide con él en loda su extension.

Se suele llamar superficie quebrada O poliédrica la
combinacion de dos 6 mas superficies planas , que prolon-
gadas no forman un solo plano.

Superficie curva €S aquella en que no se puede lomar
una parte plana por pequefia que sea.

Llamase s\ivEIMC]E Mxta & la combinacién de la su-
perficie plana con la curva.

Del circulo. 4
». Do todas las lineas curvas la mas sencilla, y Unica

cuyas propiedades se consideran en la Geometria elomen-.
lal, os la circunferencia de circulo.
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Se llama circunferencu & curm plana” cerrada,
cuyos puntos distan igualmente de uno ,interior Ilamado
CENTRO. A
Circulo s la superficie plana comprendida por la cir-
cunferencia. iioxjn i

Observacidn. Con frecuencia se suele llamar circulo &
la circunferencia ; pero el sentido en que se habla da & co-
nocer si se trata de la linea curva 60 de la superficie que
comprende.

Llamase radio & tqda regla que desde el

Fig. 7. centro va & terminar en la circunferencia,

como OA, OB, OC, etc. (fig. ;7)-
Corel. Los radios de un misma circtilo
son iguales.
lo. /toa AQUERDA 4 toda linea que
une dos puntos de la circunferencia, como
ABOCB.

Diametro €S toda cuerda que pasa por el centro, co-
mo AB.

Corel. 1.« EI didmetro es duplo del radio.

Corel. 2. Los diametros de un mismo circulo Sson
iguales.

Llamase arco & una porcion cualquiera de la circun-
ferencia, como AC.

De los teoremas reciprocos.

«1. Se hadicho (Aritm., inlr.j que la reciprocidad de
los teoremas era muy frecuente en la Geometria; mas es evi-
dente que de la verdad de un teoi-ema directo no se infiere
la del reciproco correspondiente, porlo tanto estos como
a([uellos deben ser demostrados.

Hay, sin embargo, ciertos reciprocos que se demuestran
de una manera anéloga, y cuyas demostraciones pueden
por lo tanto omitirse, deduciendo al efecto una regla ge-
neral, que serd de sumo interés en lo sucesivo.
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Uoupémonps de la deduccipn de esta regla; sirviéndo-
nos para elio del siguiente ; QOM : tn.in . j 'tini-."
ERL
m . _Ejomplo,C). -, AV-.\.' mum
W(o e - ' LN ]
Teorema directo. En todo circulo trazado en unplano:
1 ; Unpunto cualquiera de la circunferencia dista del
centro, una cantidad, igual al radio..
2. ® Unpunto cualquiera interior & la circunferencia
dista, del. centro cantidad, menor que el radio.
3. ° Unpunto cualquiera exterior, & la circunferencia
dista del centro una cantidad mayor que el radio. 1,
La verdad.de la.primera parte doleste teorema esta
fundada en”a definicion de la circunferencia, y la de las
otras dos es una consecuencia necesaria de la primera.

Teorema reciproco. En todo circulo trazado en un
plano: '

\'U n punto cualquiera, que dista del centro una can-
tidad igual al radio, esta.situado en la circunferencia.

2. ° Unpunto cualquiera, que dista del centro una can-
tidad menor que el radio. ” esta situado dentro de la cir-
cunferencia.

3. " Unpunto cualquiera, que dista del centro una. can-
tidad mayor que el radio, esté situado fuera de la circuid-
ferencia.

Demostracion. \'S i el punto que dista del centro una
cantidad igual al radio no estuviese en la circunferencia,
estaria dentro 6 fuera de ella: si estuviese dentro, distaria
del centro una cantidad menor que el radio, conforme &
la segunda parte del teorema directo, lo que es contrario
& la hipotesis: si estuviese fuera, distaria del centro una
cantidad mayor que el radio, segin la tercera parle del
teorema directo, lo que también es contrario & la liipole-

{9 Este ejemplo es el mismo que emplea Vincent, y no puede elegirse otro
mas sencillo.
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sis : luego dicho punio no puede estar dentro ni fuera de
la circunferencia ; luego se hallara en esta.

Luego si impunto cualquiera dista del centro una can-
lidad igual al radio esta situado en la circunferencia.

Lo mismo se demuestran la segunday tercera parle del
teorema reciproco.

La fuerza de la precedente demostracion estriba en
que im punto, que se encuentra en un plano donde esta
trazada una circunferencia, sehalla necesariamente en esta,
dentro 6 fuera, y en que cualquiera de estos supuestos
produce Gna consecuencia distinta respecto 4 la distancia
al centro;

Pudiendo emplearse'iih raciocinio analogo en la demos-
tracion de los teoremas reciprocos, cuyos directos retinan
iguales condiciones, se infiere que

iSf. Siempre que en unaproposicidn 6 série de 'propo”
siciones se hayan hecho todas las hipétesis posibles sobre
un mismo sugeto, y c'tida iuta produzca una conclusion
distinta, las proposiciones reciprocas son ciértasi

Division de la Geometria.

13. La Geometria se divide en plana y del espacio.
La Geoiietuia plana trata de las figuras cuyos puntos
estan todos en un mismo plano.
Im Geometria del espacio Se ocupa de las f yuras cuyos
puntos no estan todos en el mismo plano.
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SECCION PRIMEBA.

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS PLANAS.

CAPITULO PRIMERO.
B
Lineas rectas en sus' diferentes posiciones.

ARTICULO primero. .”\-}i ‘ '
lonoiid* H-' e
De los &ngulos. ! /iiU'riooT

(14. Se llama anguto la mayor é menor inclinamon
de dos rectas que concurren enun epunto.. Las lineas que le
forman se llaman lados” y vértice el punto de concur-
rencia. AU>ir- .

;Fig. 8. ABG .(figi 8} es un angulo,
cuyos lados son AB y BC, y el

vértice el punto B.i;.
.,J, Un angulo se nombra por
tres letras, como acaba;de ver-
se, expresando siempre en el
medio la del vértice. También se puede nombrar, cuando
esta solo, por la letra del vértice; asi se dice el angulo
en B:y cuando en un mismo punto se redinen varios vér-
tices, por una letra 6 numero colocados en el interior; asi

se puede decir el angulo a, el angulo 1, en vez de PON
y MOP.
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Corol.  ljn-jang,uh Mo de KHXr varié la
longitud de sxis lados.

Los angulos se suman, se restan, y se multiplican 6
dividen por un ndmero abstracto.

Asi MOP-hPON=MONj MOP=:MON — PON; y MON
puede ser dupto de-MO0*,-'f"'4te mitad de aquel.

Se da el nombre de visectriz de un angulo & la recia
que le divide gndos partes iguales. OP es la bisectriz del
angulo MON.

15. Se llaman angulos adyacentes 105 que teniendo
un lado y el vértice comun, tienen los otros dos lados en

linca recta. i : LA
Fig. 9. AOD y DOB (fig. 9) son adyacentes, lo
.»iC7» mismo que AOG y COB. '
/ Lldmase angulo recto & cada uno de los
/ ___ dos adyacentes é iguales que una recta for-

A o B ma con otra® y ohlicxio al que es mayor 6
menor que el recto. AOG y GOB son angulos rectos, y AOD
y DOB oblicuos.

le. Teorema 1.° Los angulos rectos son iguales aun-
que no sean adyacentes,

Fig. 10. Sean rectos los ahgules AOG y A'O'C'
q’ ¢ {figs. 9y 10); vamos U demostrar que son
iguales. '" N " vy

Superponiendo (*) la fig. 10 s6brela 9,
A O ~B de modo que A'B' coincida con ABY el pun-
to O' caiga sobre O, la recta O'G'coincidira con OG; pues
si O'G' tomase otra direccién cualquiera, p. e., OD, los
angulos AOD y DOB, que representan 4 los A'O'C'y C'O'B'
no podrian ser iguales entre si, siéndolo AOG y COB; lo

Jir | "ot gnf i'd fd V jG
(" La superposicion es el medio mas com ente cmpleadd en Ia eome-
tria para demosteat la igualdad de laaifigu'ras:"Alifefeoto s'd' tidmU« como
denle, pgvque. ID es, que da« (ig.iiras qv« sunei-pueslas‘coincidan en,i(od««>f6s
perponer de modo que coincidan.
f También se admite que con la superposicion no se altera la magnitud d$ las
iguras.
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que es contra la hipotesis. Luego los dos lados del angulo
A.'0'C' coinciden con los de AOC; luego dichos'angulos
son jguales.

fj, Liawase ANGLLO AGUDO el oblicuo menor que uno
recio, y obtuso €l oblicuo mayor que el recto. BOD es agu-
do y AOD obtuso {fig. 9).

i8. Se llaman angulos complementarios aquellos que
sumados forman un recto, y suplementarios los que for-
man dos rectos. ¢

Corol. Dos angulos que tienen el mismo com/plmionlo
6 complementos iguales, 6 el mismo suplemento 6 suple'-
mentos iguales, son iguales.

Porque agregéandoles el complemento en un caso, y el
suplemento en otro, dan una misma suma.

1». Teorema 2® Los angulos adyacentes rolen juntos
dos rectos , 6 son suplementarios.

Sean los angulos adyacentes AOD y DOB (fig. 9).

Trazando por O una recta OC, que forme dos angulos
rectos, se observara que los dados AOD y DOB suman tanto
como los rectos AOC y COB, luego valen tanto como estos
dos rectos: asi llamando R & un angulo recto,

AODK-DOB = 2R.

Corol. 1  Si un &ngulo es recto, su adyacente lo sera

también; y si un angulo es oblicuo, su adyacente to es del
mismo modo.

Corol. 2." Un angulo cualquiera AOD rale menos que
dos rectos.

Porque prolongando uno de sus lados AO, se tiene

AOD-hDOB=2R;
luego AOD<2R.

Corol. 3® Los angulos AOCh-COD-irDOB, que se
pueden formar en un punto O de una recta y & %nlado
de esta, ralenjuntos dos rectos.

Porque la suma de estos angulos es igual & la de dos
adyacentes cualesquiera AOD y DOB.
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€orol.'4." 7Wo5/osfiiii)'l//oi AUIi-f-BOC-4-COD-HDOA
Fig. H. (figx «"0 pueden formar al rededor
de un punié O, mien juntos cuatro recios.
Porque prolongando uno de los lados AO
do estos angulos en el sentido AF (*), la
suma de todos ellos equivale & la de los que
pueden formarse en el punto O sobre la
recta AF y debajo de la misma: pero los que pueden for-
marse en O sobre AF valen dos rectos (corol. 3.®%}, y los
que pueden formarse debajo otros dos; luego todos los que

se pueden formar al rededor de O valen cuatro rectos.
Corol. 5® Los angulos formados por dos rectas que se

cortan, valen también cuatro rectos.

Reciprocamente. Si dos. &ngulos AOC 7 COF, que tie®
nen un lado OG comun y el mismo vértice O, son suplemen-
tarios., seran también adyacentes, 6 lo que es igual, los
lados AO y OF estan en linea recta.

La prolongacion de AO formara con la OC un angulo
suplementario de AOC (ieor. direc.), luego tiene que sei’
igual & COF'('18, corol.); luego la prolongacion de AO es
OF, 6 AF es una linea rectai

*0. Se llaman angulos opuestos por el vértice aque-
llos de los que el uno esta formado por las prolongaciones
de los lados del otro.

|7y ,2 AOC y DOB (fig. 12) son opuestos por

el vértice; lo mismo que AOD y COB.
®i. Teorema 3.“ Los angulos AOC y
DOB opuestos por el vértice son iguales.

AQC tiene por suplemento & AOD, y DOB & AOD (18);
luego AOC y DOB lionon el mismo suplemento AOD; lue-
go son iguales (18, coVol.)

(*) las lineas que entran en los enunciados de los teoremas y proble-
mas se trazan completas generalmente, y de rayilas las auxiliares de la ilc-
moslracion 6 resolucidn. Decimos generalmente, porque algunas veces se hace
In contrario. para evitar la repeticiéon de figuras U pura que estas,rersuUen mas
claras.
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ARTICULO II.
Perpendiculares y oblicuas.

»».  Sfi llama 1inea perpendicutar la que forma cor
pig. 13. angulos rectos, 6 uno solo (19,
c /o corol. 1.°). OC (fig. 13) es perpendicular
4 AB, si COB es recto.
Linea oblicua la que forma con otra dos
angulos desiguales U oblicuos, é uno solo
A 0 B [19, corol. 1.“). OB es oblicua & AB, si
N DOB es un angulo oblicuo.

Corei. Si una recta CO es perpendicular & otra
AB, esta lo sera & laprimera; y si una recta DO es obli-
cua a otra AB, esta también lo sera & aquella.

Coiol. 2. Si dos rectas ABy CO se cortan perpendi-
cularmente, forman cuatro angulos rectos.

»3. Teorema 1® Por unpunto dado, no se puede tra-
zar mas que una sola perpendicular & una recta.

Pueden ocurrir dos casos; 1.“Que el punto dado esté
en la recta: 2.° que esté fuera de ella.

1. Seael punto O en la recta AB, decimos que no se
puede levantar mas perpendicular que la OC; porque otra
recia cualquiera OD forma con la AB los angulos AOD y
DOB, el primero mayor que el recto AOC, y el segundo
menor que el recto COB; luego dichos angulos AOD vy
DOB son desiguales, luego OD es oblicua & AB; luego por
el punto O no se puede levantar mas que una sola perpen-
dicular.

2. * Seael punto B fuera de la recta AC {fig. U ), de-
cimos que no se puede bajar mas perpendicular que la BO
Doblando la parte superior de la figura, por AC, sobre la
mienor, el punto B vendra & parar 4 B'; y como AOB es
un angulo recto, por hip6tesis, AOB' lo sera también; lue-
go BB' es una linea recta (19, rec.). Si desde B se bajase
otra perpendicular BD: uniendo 1) con B' v doblando otra
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vez la parte superior de la figura sobre la inferior, BD

Fig. U. coincidira con B'D; luego el angulo

'IB B'DO seria recto como su igual BDO;

/ luego BDB' formaria una linea recta

A. P> ~ (19, rec.); luego habria dos rectas
que tendrian dos puntos comunes By

\ b' B' sin coincidir, lo que es imposible

(A, post.). Luego por B no se puede bajar mas que una
perpendicular BO & la AC.

»4. Teorema 2® Si desde unpunto B (fig. 14) fuera de
una recta AC, se trazan 4 esta una perpendicular BO y
tina oblicua BD, la perpendicular es menor que la oblicua.

Doblando la figura por AC, la parte superior sobre la
inferior, el punto B caerd en B', y las rectas BO y BD to-
maran las posiciones de OB'y DB'.

El angulo AOB es recto; luego AOB' lo sera también,
puesto que es el primero colocado en otra posicion después
de doblada la figura; luego BO y OB' forman una linea
recta (19» rec.). Como por dos puntos By B'no puede pa-
sar mas que una recta (4, post.), BD y DB' forman una
linea quebrada;

luego (4) BB'<BDB’;
y como BO es mitad de BB' y BD de BDB', se tendra por fm
BO<BD.

CoroL La distancia entre un punto y una recta se m>
de por la perpendicular trazada desde dicho punto & la
recta. .

Reciprocamente. Si una recta es la menor que se pue-
de traLr entre un punto y otra recta, sera perpendicular
(i esta. ) ) )

Porque si no seria oblicua, y entonces trazando una
perpendicular seria menor que ella; lo que es contra la
hipétesis.



— 19 —
35. Tciorema 3.” Si desde un punto C, fuera de una
AB (iig. 15), se trazan & esta unaperpendicular
y diferentes oblicuas CE, GF~ CG; 1 las oblicuas CEy
GF, que se separan igualmente de la perpendicular, son
iguales: 2.“ de dos oblicuas CE y CG, la que mas se se-
para de la perpendicular es la mayor.

1° SiDE=DF, doblando la figura CDF sobre CDE,

Fig. 45. sirviendo de eje CD, como los an-
gulos CDF y CDE son iguales, él
D\r\G B punto F caeré sobre E; luego los ex-
tremos de la recta CF coinciden con
los de CE; luego estas oblicuas son

iguales.

a." Si DG>DF, doblando la parte superior CDB de la
figura sobre la inferior, el punto Cvendra & parar a C*y
las rectas CD, CFy CG quedaran representadas por GD,
C'Fy C'G; siendo recto el a&ngulo CDB, GDB también lo
serd (19, corol. 1."); luego CG serd una linea recta
(19, rec.), y CFC'y CGC'seran lineas quebradas (4, post.);
luego CGG">CFC' (7): pero CG es mitad de CGC'y CF mi-
tad también de CFG', luego

CG>CF.

Si las oblicuas fuesen CG y CE, una a cada lado de la
perpendicular, trazariamos la CF, de modo que DF=DE,
y se demostraria, como acaba de hacerse, que CG> CF: mas
CF y CE son iguales por el caso 1  luego CG>CE.

Reciprocamente. 1 Si dos oblicuas son iguales, se se~
paran igualmente de la perpendicular. 2®Si dos oblicuas
son desiguales, la mayor es la que mas se separa de la per-
pendicular (12).

Corol. Desde un punto duna recta se pueden trazar
dos rectas iguales”y de dos en dos todas las que se quie-
ra; pero no se pueden trazar tres, ni mas de tres, igua.
les entre si. '

Teorema 4." 1." f'n punto cualquiera C, situado
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en la perpendicular CD (fig. 10) levantada en el punto
medio O de una recia AB, equidista de los extremos de
esta. 2." Unpunto cualquiera E, situado fuera de la per-
pendicular, dista desigualmente de los extremos de la
recta.
1® Uniendo Ccon Ay con B, las oblicuas CA y CB

Fig. 16 son iguales (20); luego C equidista de A
T y de B.
2." Trazando las rectas EA, EB y CB se
K. tendra (4)
A CE-nCB>EB,;

y como CA 'y CB son iguales, segin la pri-
mera parle del teorema, sustituyendo la
primera de estas lineas por la segunda, resulta

CE-«kCA>EB,
6 EA>EB.

Reciprocamente. 4™ Unpunto cualquiera equidistante
de los extremos de una recta, esta en la perpendicular le-
vantada en su punto medio. 9.°.Un punto cualquiera que
no equidista de los extremos de una recta, esta fuera de la
perpendicular levantada -en su punto medio (12).

LlIdamase 1ugar geometrico de ciertos puntos la linea
6 figura que tiene una propiedad exclusiva & dichos pim-
ios. Asi la circunferencia es el lugar geometrico de lodos
los puntos, que en el mismo plano equidistan del centro.

Corol. 4® EI lugar geométrico de los puntos equidis-
tantes de los extremos de una recta es laperpendicular
levantada en su punto medio.

Corol. 2.° Si una recta CD tiene dos puntos cualesquie-
ra C y D, equidistantes de los extremos k y B de otra
recta AB, le es perpendicular en supunto medio O.

Porque levantando en dicho punto medio O una perpen-
dicular, pasara por los puntos C y D (corol. ant.); luego
coincidira con la recta CD (4, corol. \.°); luego sera per-
pendicular & la AB en su punto medio O.
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umtaLO m.
De las lineas paralelas.

»7. Se llaman uiseas paralelas las recias que estan-
do en un mismo plano no se encuentran por mas que se
prolonguen.

»8. Teorema \.° Dos rectas perpendiculares & ufia
tercera son paralelas entre sL

En efecto, si se enconlraseii en un punto cualquiera,
desde este punto habria trazadas dos perpendiculares &
una recta, lo que es absurdo (23).

*». Postulado. Dos rectas, una (D perpendicular y

oirrt EF (fig. \ 7) oblicua & una tercera
AB, no son paralelas; y se encuen-
tran hécia donde la oblicua EF for-
ma con la AB el angulo'EYK agudo
Gorol. )* Por un punto F fuera
r p deuna recta Ol) no se ptiede trazar
a esta mas que una paralela.

Porque trazando la AB perpendicular aCD, y la FG
perpendicular & AB, CI) y FG seran paralelas (28), y
cualquiera otra recta FE seré oblicua respecto de la AB (23);
luego no sera paralela a CD segln el postulado. Luego por
F no puede trazarse mas que una paralela & CD.

Corel. 2® Si una recta FE corla & una de dos para-
lelas (jY, prolongada sufcientemenic también cortard a
la otra CD.

Pues de lo contrario por F habria dos paralelas, EF y
(jF, duna misma recta CD; lo que es imposible (coro!, anl.).

Corel. 3.° Si una recta AB es perpendicular & una de
dos paralelas Cl), también lo serd & la otra GF.

Porque si AB no fuese perpendicular & GF, le seria

Fig. <7.
C \E

A D

(‘] Eslc es cl célebre poslulado de Euclides. Puede verse una dcnioslracion
de él cii \inccnl, Cours de Géométrie élémentaire, pag. 27.



oblicua, y esta también seria oblicua respecto de aquella;
y por el punto F podriamos trazar una perpendicular FE
a4 AB, la cual seria paralela a CD (28); luego por F se po-
drian trazar dos paralelas FG y FE a la CD, lo que es ab-
surdo (corol. 1.%j.
Corol. 4.° Dos rectas ABy CD (fig. 18), paralelas a
Fig. 16. una tercera MN, son paralelas entre si.
Porque si AB y CD se encontrasen, des-
de el punto en que lo hiciesen habriados pa-
ralelas & MN, lo que es imposible (corol. 1.%).
Corol. 5.° Dos rectas ABy CD, respectivamente per-
pendiculares a dos paralelas EF y GH, son paralelas en-
tre si (fig. 19).

M

Fig. 19. Si AB es perpendicular 4 EF tam-

A ® bien lo serd & su paralela GH (co-

. Ao~ rol. 3.9 prolongada; y como CD lo

- .F ----- ® es & esta por hipotesis, AB y CD son

paralelas (28).
Corol. 6® Si dos rectas AB y CD no son paralelas,
sus perpendiculares respectivas EF y GH tampoco lo seran.

Porque si EF y GH fuesen paralelas, sus perpendicu-
lares respectivas AB 'y CD lo serian también (coro!. 5."),
lo que es contra la hipétesis.

30. Se llama secante 6 transversal la recta EF que
corta & otras dos AB y CD (fig. 20).

La secante forma con las rectas
que corta ocho angulos: 1, 2, 3, 4,
5,(i,7y8.

Itcciben el nombre de &ngulos in-
ternos l0S que estan formados den-
tro de las rectas, como 3, 4, 5y
6, Yy EXTERNOS los quc estan fuera, talesson 1, 2,7y 8.

Llamaremos cingulos ai1ternos los que estan dentro de
las rectas, uno con cada una, y a diferente lado de la se-
cante, como 3y 6, 4y 5.

ANngulos correspondientes los que estan uno dentro
y otro fuera de las rectas, uno con cada una, y & un misr

Fig. 20.



mo lado de la secante, como 1y 5, 2y 6,3y 7,4y 8.

31. Teorema 2.“ Si dos recias cortadas por otra for-
man con ella: i.® angulos alternos 6 correspondientes
iguales, g internos de un mismo lado de la secante suple-
mentarios, dichas rectas son paralelas: 2® si forman an-
gulos alternos 6 correspondientes desiguales, 0 internos
de un mismo lado m suplementarios, dichas rectas no son
paralelas.

\ Alternos. Supongamos que los angulos AGH y DHE,
6 3y 6 (fig. 24) sean iguales.

Por el punto O, medio de la GH, se traza la PQ per-

pendicular & CD. Hagase girar la

£/ figura OHQ, en el mismo plano, al
G2 rededor del punto O hasta que OH
coincida con OG: el punto H caera

sobre G, por ser estas rectas igua-

les por construccién: la linea OQ

ye coincidira con OP, por ser los angu-

4* y

los POG y HOQ iguales (20);. la HQ
coincidird también con GP, por ser los angulos PGO y
QHO iguales por hipétesis; luego el angulo OQH coincide
con OPG: pero OQH es recto, luego OPG también lo sera;
luego AB y CD son perpendiculares a PQ, luego son para-
lelas (28).

Si 16s &ngulos alternos iguales fuesen 4 y H, como son
respectivamente suplementarios de 3 y 6, estos serian
también iguales (18, corol.), y el paralelismo de AB y CD
se demostrarla como acaba de verse.

Correspondientes.  Si los angulos iguales son 3 y 7,
como 7 es igual al 6 por opuestos en el vértice, 3y 6 se-
ran iguales; pero estos son alternos; luego las rectas son
paralelas.

Internos de un mismo lado. Supongamos que 4 y 6
sean suplementarios; como 3y 4 lo son también (49), 3
y t) serdn iguales: pero estos son alternos; luego las rectas
son paralelas.

2* Mfenm dcsiffnales. Supongamos que los angulos

FiR. 9t,



\()F y DXK (iJg. 22) sean desiguales, vamos & demostrar
que ABy GD no son paralelas.

Porque si lo fuesen, trazando por O una recta MN, que
formase el angulo MOF igual & DXE,
MN seria paralela & CD, segun la
primera parte del teorema; luego
por O se tendrian dos paralelas, AB
y MN, & CD, lo que es imposible
(29, corol. 1.®); luego AB no es pa-
p * ~ ralela & CD.

De una manera anéloga se de-
muestra que las rectas no son paralelas cuando los angu-
los correspondientes son desiguales, 6 cuando los internos
do un mismo lado no son suplementarios.

Reciprocamente. 1 Si dos rectas sonparalelas, cor-
tadas por otra, forman con la secante angtdos alternos y
correspondientes iguales, y &ngulos internos de un mis-
mo lado suplementarios. 2." Si no son paralelas, forman
con la transversal angulos alternos y correspondientes
desiguales, é internos de un mismo lado no suplementa-
rios (12).

3». Teorema 3.° Las partes de paralelas comprendi-
das entre paralelas son iguales.

Pueden ocurrir dos casos: 1 que dos de las paralelas
sean perpendiculares & las otras dos: 2® que les sean
oblicuas.

1® Sean las paralelas AB y CD, EF y GH (fig.,23).
Por el punto P, mediode EG, se

Fig. 22.

EF'g'st' G traza ia PO perpendicular & la AB,
la cual lo ser4 también & la CD (29,
corol. 3®). Doblando la figura POBD

o0 E por PO sobre la POAC, PB coincidi-

ra con PA por ser los angulos BPO
y APO rectos: por igual razon OD coincidira con OC: el
punto G caerd sobre E, por ser PG igual & PE por cons-
truccion ; luego la linea Gil coincidira con EF, porque si no
desde E habria dos perpendiculares & la CD, lo que es im-
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posible; luego la Gil coincide en todos sus puntos con la
EF, luego son iguales.
Lo mismo se demostraria que FH es igual 4 EG, trazan-
do por el medio de GH una perpendicular & EF.
Corol. Lospuntos de una recia equidistan de su pa-
ralela.
2. Sean las paralelas AB y CD, EF y Gil (fig. 2i).
Por los puntos E y G se trazan las perpendiculares EP
y GQ a la AB, que lo seran también

Fig. 21 a41aCD (20, corol. 3.%), é iguales en-

JE—I—' tre si, segin la primera parte del
teorema.

F P HQ Superponiendo la figura HGQ so-

bre FEP, de manera que GQ y EP
coincidan, Gil caeréd sobre EF, por ser los &ngulos FEP y
I1GQ iguales por complementos de AEF y AGII, también
iguales (31, rec.): QIl caerd sobre PF por ser rectos los
angulos en Py en Q; luego el punto H caera sobre F; lue-
go los estrefiios de Gil se confunden con los de EF, luego
estas rectas son iguales.
Para demostrar ((ue EG y FIl son también iguales, se
tiene, segln la primera parle del teorema,

EG=PQ:

pero resultando Q11=PF, por la superposicion anterior,
se tendra también

QU-hI1PAPF -h HP,
0 PQ= FII;
de esta igualdad y de la primera resulta al fin
EG=-F1l.

33. Teorema 4.° 1.“Los angulos \ 'y 3, 6 3y O (fi-
gura 20), que tienen sus lados BA 'y OD, BCy OE, parale-
los g dirigidos en el mismo sentido, 6 BAy OF, BCy OG
en sentido opuesto, son iguales. 2" Los angulos 3 y o,
que tienen sus lados paralelos, dos BA y 01) dirigidos en
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d mismo sentido y otros dos BC y 06 en sentido opuesto®
son suplementarios.

1 Los angulos 1y 2 son iguales poi* correspondien-

tes; 3 y 2 lo son también por igual
razén ; luego el &ngulo 1 es igual ai 3.

Los angulos Oy \ son iguales por
opuestos en el vértice; el 1 es igual
al 3 por lo que se acaba de demos-
trar; luego O y 3 son iguales.

2* El angulo en ! es suplemen-
tario del 3, por adyacentes; pero el Iy el 3 son iguales,
por lo demostrado en la primera parle del teorema; luego
3y 5 son suplementarios.

Corol. Los angulos de lados paralelos son iguales ¢
suplementarios.

34. Teorema S." Los imgulos ABC y DOE ¢ DOF (fi-
gura 26), que tienen sus lados BC y EF, BA y DO per-
pendiculares y son iguales 0 suplementarios.

Tracense por B las rectas BG y BH, respectivamente
Fig. 26. paralelas 4 EF y DO, y se tendré que
los angulos IIBA y GBC son rectos
(29, S.*); luego los angulos IIBG y
H ABC, que tienen el mismo comple-
mento ABG, son iguales (18, corol.);
pero HBG y DOE 6 DOF tienen sus
lados paralelos, luego son iguales 6
suplementarios (33, corol.); luego
ABG y DOE 6 DOF también lo seran.

Observacion.  Son iguales los angulos de la misma es-
pecie, como ABC y DOE, y suplementarios los de especie
distinta, como ABC y DOF.



CAPITULO 1I-

Dc la circunferencia.

ARTICULO PRIMERQ.

Propiedades de la circunferencia. n

35. Teorema \ ° Dos circunferencias de igual radio
son iguales.

Porque superpuestas de modo que coincidan los cen-
tros, coincidiran en todos sus puntos, pues de lo contrario
unos puntos se separarian del centro mas que otros, lo que
es imposible (9, corol.); luego dichas ciixunferencias son
iguales.

Observacion \ E s t e raciocinio demuestra igualmente
que si dos arcos de igual radio se superponen de modo que
coincidan los centros de las circunferencias & que pertene-
cen y uno de sus extremos, coinciden en todos sus pun-
tos si son iguales, y si son desiguales el menor se ajusta
sobre el mayor, aunque no ocupe toda su extensién;y que,
si superpuestos de la misma manera coinciden sus extre-
mos, se ajustan en todos sus puntos, y por lo tanto son
iguales.

Observacion 2"*  El mismo raciocinio demuestra tam-
bién que dos circuios de igual radio, superpuestos de mo-
do que coincidan sus centros, coinciden en todos sus pun-
tos, y por lo tanto son también iguales.

3«. Teorema 2® EI didmetro AB divide & la circun-

ferencia en dos partes iguales, llamadas SEHiciRCUxrE-
RENCIAS.
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Doblando la figura 27 por el diametro AB, la parte
ACB coincidira con ADB; porque si no coin-
cidiesen, las distancias del centro & la cir-
cunferencia no serian iguales, lo que es
absurdo {9, corol.); luego las dos partes en
que el didametro divide 4, la circunferencia
coinciden en todos sus puntos, luego son
iguales.

Observacion. Lasuperposicion anterior demuestra tam-
bién que el diametro divide al circulo en dos partes igua-
les, que reciben el nombre de semicirculos.

Teorema 3® EI didmetro AB (fig. 28) es mayor
que otra cuerda cualquiera CD.
Trazando los radios OCy OD se ten-

Fig. ar.

Fig. 28. dra fi)
OC-(-OD>CD:
I pero OC y OD componen el didmetro AB
(10, corol. 1.%);
luego AB>CD.
38. Teorema i." Por trespuntos A, que

no estan en linea recta, puede pasar una circunferencia,
pero nada mas que una sola: 6, lo que es iyual, tres pun-
tos que no estan en linea 'recta determinan la posicion de
una circunferencia.

Uniendo estos puntos por las rectas ABy BC, y levan-
tando en los puntos medios D y E de estas
las perpendiculares DF y E li, estas perpen-
diculares se encuentran en un punto, tal
como O (29, corol. 6.7).

Aliora, siendo DF el lugar geométrico
de los puntos e(juidislantes de A y B (26,
corol. A), y EH el de los puntos equi-
distantes de B y C, el punto O, donde se corlan, serd
el tnico que en el mismo plano equidista de A, By C;
luego si se hace centro en O, y con un radio OB se traza

Fig. 29.
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una circunferencia, pasara por iostres puntos A, B, C; y
como en el mismo plano no hay otro punto equidistante de
los tres dados, no se podran trazar mas circunferencias
diferentes que pasen por los mismos.
Corol. Dos circunferencias no pueden tener mas que
dos puntos comunes.

Porque si tuviesen tres, las dos circunferencias se con-
fundirian en una sola.

39. Teorema 5. En circunferencias iguales, 6en una
misma circunferencia: 1.” arcos iguales tienen cuerdas
iguales: S.” el mayor arco tiene la mayor cuerda.

1. ® Sean las circunferencias O y O' (iig. 30) iguales,

é iguales también los arcos ABC
y A'B'G'; vamos & demostrar
([ue las cuerdas ACy A'C' lo son
dol mismo modo.
Superponiendo la circunfe-
rencia O' sobre la O, de ma-

nera que el punto A' coincida
con A, el punto C' caera sobre C, por ser los arcos ABC

y A'B'C' jguales; luego los extremos de las cuerdas se con-
funden, luego estas son iguales.

Si los arcos iguales fuesen ABC y DEF, situados en la
misma circunferencia O, en la O' tomariamos A'B'C'=DEF;
de donde resultarla, por lo que se acaba de demostrar, que
1)F=A'C'y ACMA'C', luego AC="DF.

2. ® Se-an las circunferencias Oy O' (fig. 31) iguales, y
Fig. 3 A'BT7>ABC; vamos & demos-
trar que AT/>AC.
Superponiendo la circunfe-
mi-encia O' sobre la O, de modo
que el punto A’ coincida con A,
el punto C'caera mas abajo de
Cen C", por ser el arco A'B'C'
mayor que el ABC por hipdtesis; luego la cuerda A'C' es-

tard representada y, sera igual, segun la primera parte del,
teorema, & la AC".
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Ahora trazando los radios OCy OC" se tiene (4).
AXh-XC>AC,
y OXh-XC">0C".
Sumando estas desigualdades, resulla
AXXC-:OXXC"'>AC-KOC",
0 AC"h-OC>ACh-OC".

Suprimiendo en ambos miembros.los radios OC y OC"*

se tiene
AC">AC,

y sustituyendo en vez de AC" su igual A'G', resulta por fin
A'C'>AC.

Si los arcos MNP>ABC estuviesen situados en la mis-
ma circunferencia O, en la O' tomariamos A'B'C'=MNP:
de donde resultarla, por lo que acabamos de demostrar, que
A'C'>AC, y por la primera parte del teorema MP=A'C’;
luego MP> AC.

fieciprocamente. En circunferencias iguales 6 en una
misma circunferencia: 1 cuerdas iguales subtienden ar-

cosiguales {f'. 2." la mayor cuerda subtiende el mayor
arco

40. Teorema 6® En circunferencias iguales, 6 en una

misma circunferencia'. \.® cuerdas iguales equidistan del
centro: 2®de dos cuerdas desiguales la mayor se aprom-
ma mas al centro que la menor.

1® Sean las circunferencias Oy O' (fig. 32) iguales,
Fig. 32. y las cuerdas ABy A'B'iguales
también; vamos & demostrar que

equidistan del centro.
Trazando las perpendicula-
res OD y O'D' a dichas cuerdas,
y superponiendo la segunda fi-

(*) .Toda cuerda subtiende dos arcos, uno mayor y otro menor que la se-
piicircunferencia (cuando no es diametro), Si, como en el teorema del testo,
se menciona solo uno de tos arcos , se entiende siempre que se habla del menor
que la semicircunferencia.
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gura sobre la primera, de modo que O' y O coincidan,
y que A' y A se confundan también, B' caera sobre B por
ser los arcos AB y A'B' iguales (39): y la cuerda A'B' se
confundird con AB; luego O'D' coincide con OD, pues de
lo contrario desde O habria dos perpendiculares & la AB,
lo que es absurdo (23); luego OD y OD"' son iguales: pe-
ro estas lineas son las que miden las distancias de las cuer-
das & los centros respectivos (24, corol.); Inego dichas
cuerdas equidistan del centro.

Si las cuerdas iguales estuviesen en una misma circun-
ferencia como AB y MN, la demostracion seria analoga & la
empleada en igual hipétesis del teorema anterior.

2" Sea A'B'>AB en las circunferencias O' y O igua-
les (lig. 33).
Superponiendo la figura primera sobre la segunda,
Fig. 33, do modo que el centro O' coin-
cida con O y el punto A' con
A, el punto B' caera en B", por
ser el arco A'B' mayor que AB
(39, rec.): la cuerda A'B'os-
lard representada por su igual
AB"(39), y O'D' por su igual
OD", segunda primera parte de este teorema.
Ahora (24)

O0OOD™:
pero ODb> OC,
luego con mas razén  OD> OD",
0, una vez que 0D"=0'D",

0D>0'D".

Luego la cuerda mayor A'B' dista menos del centro que
la menor AB.

Si las cuerdas desiguales estuviesen en una misma
circunferencia, como AB y MN, la demostracién seria
analoga a la empleada en igual hipotesis del teorema an-
terior.

Reciprocamente, En circunferencias iguales 6 en nna
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misma circunferencia: I.® cuerdas equidistantes del cen-
tro. son iguales: 2.“ de dos 6 mas cuerdas, la que mas se
aproxima al centro es la mayor.

41. Teorema 7.“ EIl diametro AB, perpendicular a
una cuerda CD (fig. 34), divide & la cuerday & los orcos
CBD 7 CAD, que esta subtiende, en dos partes iguales.

Doblando la parle ADB de la figura sobre la ACB, sir-
viendo de eje el didmetro AB, la linea XD
tiene que caer sobre XC, por ser rectos los
angulos AXD y AXC: y siendo D punto de
la circunferencia tiene que caer sobre C,
que también es punto de la misma; luego
XD se confunde con XC, el arco BD con
CBy el AD con AC; luego la cuerda y los
arcos quedan divididos en dos partes iguales.

Corel. Dos diametros perpendiculares entre si dividen
la circunferencia en cuatro partes iguales, llamadas cia-
imANTES.

Observacién. La recta AB cumple con las condiciones
siguientes :

i Pasa por el centro del circulo.

2. “ Esperpendicular & la cuerda.

3. ® Divide a la cuerda en dos parles iguales.

4, “ Divide también en dos partes iguales el arco me-
nor que la cuerda subtiende.

5. ® Divide igualmente al arco mayor en dos partes
iguales.

Dos de estas condiciones determinan la posicion de una
recta (4, corol. 1 y 23); luego

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las con-
diciones precedentes, cumplird también ron las tres res-
tantes.

Fig. 34.



ARTICI LO If.
Lineas secantes y tangentes & la circunferencia.

4%». Teorema 1.“ Una recta m jmede tener mas que
dos puntos comunes con la circunferencia.

Poi-giie si tuviese tres, trazando por ellos radios se ten-
drian bajadas desde el centro & la recta tres rectas igua-
les, lo que es absurdo (23, corol.).

43. Ae llama secantj: de una circunferencia una recia
ilimitada, que tiene dos puntos comunes con ella; y tan-
gente UNa recia, también ilimitada, que tiene un solopunto
comdn con la circunferencia. El punto comin se llama
punto de contacto.

44, Teorema 2." Toda linea que pasa por el extremo
exterior de un radio: \ si esperpendicular al radio sera
tangente a la circunferencia: 2.%si es oblicua serd se-
cante.

iJ'L. perpendicular en el extremo B del radio
OB (fig. 30), sera tangente.

En-efecto, 3{2@@0/ CD perpendicular 4 OB, OB lo sera

Fig. 35. 4 CB (22, corol. 1.%; luego otra recta cual-

quiera Omsera oblicua & CD (23}; luego se-

ra mas larga que la perpendicular OB (24)-

luego el punto m estd fuera de la circunfe-

rencia: y como lo mismo se demuestra de

otro punto cualquiera de la CD, resulta que

esta no tiene mas que un punto comdn con

V)0 es tangente (43).

C.1 . . .
2. Sila EF es oblicua 4 OB, serd secanfe de la cir-
cunferencia.

Siendo EF oblicua 4 OB, OB lo sera & EF; luego desde O

»e puede trazar otra oblicua Ortigual con OB (23, corol i “I-
liego el punto nse liaOaen la circunferencia {il,rec'i e
nego la recta indelinida EF tiene dos puntos comunes ¢on
la ciicunferencia, luego serd secante (43).

y
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Reciprocamento. Toda linea que pasapor el extremo
exterior de un radio: 1®si es tangente serd perpendicu-
lar al radio: 2.“si es secante serd oblictia (12).

Corol. Por un punto de la circunferencia no se
puede trazar mas que una tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el
extremo del radio dos 6 mas perpendiculares & este ; lo que
es absurdo (23).

Corol. 2® Dos paralelas AB y CD (iig. 36) tangentes

& una circunferencia O, tienen sus puntos
de contacto E i F en los extremos de un
At mismo didmetro EF.

" Porque trazando por el punto de con-
( L ) tacto E un didmetro, este seré perpendicular

4 AB, segun el teorema reciproco anterior;

luego también lo sera & CD (29, corol. 3."),
luego pasara por el punto de contacto F; pues de lo con-
trario uniendo F con O, esta linea seria perpendicular &
FD, segun el reciproco precedente, y por consiguiente
desde el centro habria dos perpendiculares ala CD, lo que
es imposible; luego los puntos E y F estadn en los extremaos
de un mismo diametro.

Olsermcion. Del reciproco anterior, y también del
nimero 24, se infiere que; la secante dista del centro
una magnitud menor que el radio” la tangente una
cantidad igual al radio, y la linea exterior a la cir-
cunferencia una cantidad mayor que el radio; y reci-
procamente (12).

45, Teorema 3.° Los arcos comprendidos entre para-
lelas son iguales.

Pueden ocurrir tres casos: 1® que las paralelas sean
dos secantes, ¢ dos cuerdas Gil y LM: 2. que sean una
secante 6 cuerda LMy una tangente AB; 3." que sean dos
tangentes AB y CD.

I*". Si se traza el diametro EF perpendicular & GH so
tendrd (41)

Fig. 3S.

nMF=GIF;



— So-
pero siendo EF perpendicular & Gil, lo sera también &
LM (&9,corol. 3.”); luego .n,

MF= LF,
restando estas dos igualdades se tiene

IIMF-MF=GLF-LF,
6 IIM=.GL.

2. Trazando el didmetro EF, serd perpendicular &
All (44-, rec.), y por consiguiente a LM (29, corol. 3:“)}
luego ’

iIMHE-:LGE.

3. PorE se traza un didmetro, el cual pasara también
por F (44, corol. 2."); luego (36)

FMIIEAFLGE.

46. Se dice que dos circunferencias son secantes una
de.otra cuando tienen dos puntos comunes, y tangentes
cuando solo tienen uno.

4'). Teorema 4.“Si dos circunferencias Oy O' (figu-
ra 37) tienen un punto comudn A fuera de la linea 00",
que uncios centros, seran secantes.

Béjese desde A una perpendicular AB sobre 00' y
prolonglese de modo que A'B sea
igual & AB, uniendo los puntos Ay A'
con O y O, las oblicuas OA y OA’
son iguales (23); luego si A es pun-
to de la circunferencia O, también lo
serd A' (11, rec. \."): por igual razon
) las oblicuas AQO'y O 'A'son iguales;
luego siendo A punto de la circunferencia O', también A'lo
sei»d; luego las circunferencias O y Q' tienen dos puntos
comunes, luego son secantes (46).

Corol. | La linea de los centros de dos circunferen-
cias semnies es perpendicular & la cuerda comun.

C o r o | Elpunto de contacto de dos circunferencias
tanyen(e$ eslé en la linea de los centros.

Fig. 37.
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Porque si estuviese fuera serian secantes.

48. Teorema 5® Dos circunferencias, que estan enun
mismo plano:

\'S i son exteriores la una & la otra, la distancia de
los centros es mayor que la suma de los radios.

2. ® Si se tocan exteriormente, la distancia de los cen-
tros es igual a la suma de los radios.

3. ® Si se cortan, la distancia de los centros es menor
que la suma de los radios y mayor que su diferencia.

A° Si se tocan interiormente, la distancia de los cen-
tros es igual & la diferencia de los radios.

5.“ Si son interiores la una a la otra, la distancia de
los centros es menor que la diferencia de los radios.

\'L a simple inspeccidn de la figura 38 nos da

Fig. 38 00'- :OA-FAA'-h A0
o de donde 00'>0A~f-0'A’,

6 llamando d la distancia de los
centros, r y r' los radios de
las circunferencias Oy O',

d>r-1-r'.

2o El punto de contacto de estas circunferencias (fi-
pig- 32 gura 39) estd en la linea de los
centros (47, corol. 2.") luego

00'=0A h-A0",
d= r-}~r.

3 ® Los puntos de interseccion Ay A' (fig. 40) estan fue-
va (ie la linea de los centros (i7, corol. 2.”); luego los
Fig. 40 puntos O, A y O' no estan en linea

o recta; luego (4)

00'<A0-hA0"
y también OA<00'-*A0’;
de donde 00>0A —AOQ/,



O miiii(‘n(*i la primera y Ultima desigualdad,

d<VH-r, d>r—r".

4.° El punto de contacto de estas circunferencias (fi-
Fig. 4t. gura 41) estd en la linea 00" (47, co-
rol. 2.%); luego

00'=0A —O0'A,
0 d="i—r'.

5. La simple inspeccion de la figura 42 nos da
Hg 42 OO0O'"0A—O'A—AA

sumando A'A con el segundo miembro,
N este crecerd, y por consiguiente
00'<0A—OA,
0 d<r—r"
lleciprocainente. Dos circunferencias que estan en un
mismo plano:
1. ® Si la distancia de los centros es mayor que la su~
ma de los radios, son exteriores la una a la otra.
2. ® Si la distancia de los centros es igual d la suma
de los radios, se tocan exteriormente.
3. ® Si la distancia de los centros es menor que la su-
ma de los radios y mayor que su diferencia, se cortan.
4, ® Si la distancia de los centros es igual & la dife-
rencia de los radios, se tocan interiormente.
5. ® Si la distancia de los centros es menor que la dife-
rencia de los radios, son interiores la una & la otra (12).

AUTICULO Il
Medida de los angulos.

4». Se llama akco correspondiente & Un angtdo el ar-

co interceptado entre sus lados, y trazado desde el rérli-
cC como centro.



Coro!. EI arco correspondiente & un angulorecto  un
cuadrante (41, corol.).

50. Teorema 1 —1 Si dos angulos soniguales, sus
arcos,.correspondientes traxados con el mismo radio son
también iguales. Si dos angtdos son desiguales, el
mayor tiene mayor arco correspondiente, estando los dos
arcos trazados' con el mismo radw.

1 Sean los angulos By E (fig. 43); superponiemlo cl
primero al segundo, de manera que
coincidan, el punto N coincidira con
Q y el Mcon P, por ser iguales por
hipétesis los radios BN y EQ; luego
el arco MN se confunde con PQ (3o,
corol. 1.”), luego son iguales.

Sean los angulos B y E (fig. 44); superpongase el
primero al segundo, de modo que
coincidan los vértices y que BC cai-
ga sobre EF, y cl otro lado BA caera
en la parte interior del angulo DEF,
en BWPp. e., por ser este angulo ma-
yor que el en B por hipotesis: el punto
N caerd sobro Q por la igualdad de los radios BNy EQ; y
mi se ajustard con QP (35, obs. 1."”). Ahora los arcos MN
V M\Q son iguales por la primera parte del teorema; pe-
ro PQ es evidentemente mayor que -\PQ: luego también
sera

Fig. 4i.

PQ>MN.

Beciprocanieiile  t™ Si dos arcos trazados cem el
mismo radio son iguales, sus angulos correspondientes
también lo serédn. 2.° Si dos arcos trazados con el mis-
mo radio son desiguales, el mayor corresponde & mayoi
angulo.

Corol. Si el arco AB (fig. 43), correspondiente a un
angulo AOB es un cuadrante, el angulo sera recto. -

Porque completando la circunferencia y prolongando
30 hasta C, CAB sera una semicircunferencia (36); pero
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AB o0s un cuadranle por hipotesis, luego

rig. 43. AC seré otro cuadrante; luego los &ngulos

AOB y AOC son iguales, segin el teorema

anterior. Por otra parte AOB y AOC valen

® | juntos dos rectos (19), luego cada uno de
..... ellos valdra un recto; luego AOB es un an-

gulo recto.
5i, Teoremas," J)os'dngulos cualesquiera son pro-
porcionales & sus arcos correspondientes trazados con
igual radio.
Se distinguen dos casos: 1 que los arcos sean con-
mensurables: 2." que sean inconmensurables (5).
1" Sean MNy PQ conmensurables (fig. 46) y =
Pyj la unidad de medida comun. Su-

Fig. 4G.
pongamos que esta se puede colocar
A A en MN tres veces y cinco en PQ, se
>kl PlI tendra
li-—
b CE CITF MN:PQ::3:5.

Trazando por los puntos de division de estos arcos y
por los vértices lineas rectas, los angulos ABC y BIIF qu(>
daran divididos el primero en cinco angulos y el segundo
en Ires, lodos iguales entre si (50, rec.) ; luego

ABC:DEF::3:5;

esta proporcién y la anterior tienen comun la razén 3:5;
luego

(Alg. 128). ABC:1)EF::MN:PQ,
ABC MN
A def" pq’

2." Sean MNYy PQ (fig. 47) inconmensurables; suponga-

Fig. 47 mos que el arco MN se divide en par-
tes igualesenlresi, tan pequenascomo
m">fj; P/ se quiera (lo que es posible, puesto

[ \*r,- *<iue se puede suponer dividido MN en
N c E “lt dos parles iguales, cada una de estas
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en otras dos y asi sucesivamente), y que una de oslas par-

tes sea Mm: coloquese esta medida sobre PQ todas ias ve-

ces que se pueda, y quedard un resto Qqg, una vez que MN

y PQ son inconmensurables: tracese luego la recta E«.
Siendo los arcos MN y Vg conmensurables, se tendra,

segun la primera parte del teorema,

ABC:DEy;:MN:P?,
ABC MN
DEi“ Vg’

Comparando estos ([uebrados con los siguientes

ABC
DEF Y pQ

so observaréa que los segundos (que estdn en columna) tie-
nen el numerador MN comdun, y que el denominador P7
se puede aproximar & PQ todo lo que se quiera; porque
gQ es menor que Mw, y esta parte puede ser mas peque-

fia que una cantidad cualquiera dada; luego ~ es el limi-

lede — {): por igual razon — ,es el limite de —

pero las cantidades variables son iguales, luego loslimiies
también lo serdn [(*) corol.]; luego

ABC MN

DEF~ PQ’
ABC:I)EF::xMN:PQ.

o

{*) Se llama cantidad variable la que admite un ndmero ilimitado de valo-
res distintos, y con$lanle la que no admite mas de uno.
limite de una cantidad variable es otra constante, & la que la primera pue-
de aproximarse cuanto se quiera; pero sin que jamas le sea igual. El limite es
tverior cuando creciendo la variable se aproxima & él, é inferior en el caso
contrario.
Corol.  Si dos cantidades variables x y x. 'permaneciendo iguales entre s,
se aproximan & sus limites respectivos A y B, estos seran iguales.
En efecto se puede suponer & a; un valor que se aproxime & A todo lo que
se quiera; luego también so puede suponer & a el mismo valor, puesto que x y
2 permanecen siempre iguales: luego A es también limite de z; luego Ay B
son limites de z (la primera de estas cantidades por lo que se acaba de demos-
trar y la segunda por hipétesis): y como una misma variable z no puede aproxi-
marse al mismo tiempo & dos limites diferentes , A-cs igual G B.
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Observacion. La unidad de medida de ios angulos es
un angulo, y la de los arcos otro arco; porque la unidad
de medida lia de ser siempre de la misma naturaleza que
la cantidad que se mide: si, pues, tomamos por unidad de
medida del &ngulo ABC el DEQ, y por unidad de medida
de los arcos el PQ, correspondiente & la unidad de medida

angular, la igualdad anterior ABC N
guiar, fa 19 DBF  PQ

La relacién de un angulo con su unidad de medida es
la misma que la de su arco correspondiente con su %midad
de medida también.

En las mismas hipétesis anteriores la igualdad prece-

nos dice que

dente se convierte en - * = — |

] ABC==:MN;
luego en igual sentido se puede decir {(ue

La medida (6) de un angulo es su arco correspondiente.

El &ngulo tomado comunmente por unidad de me-

dida es el angulo recto, y como su arco correspondiente
(49, corol.) es un cuadrante, el cuadrante serd también
la unidad de medida de los arcos. A fin de facilitar la de-
terminacién de las relaciones de los arcos con el cuadran-
te, se divide este en 90 grados, de manera que la circun-
ferencia tiene 360 de estos: cada grado se divide en 60
minutos, cada minuto en 60 segundos, etc.

Los grados, minutos, segundos, etc. se indican asi
para mayor concision,

42 grados 12 minutos 37 segundos= 42° 12' 37".

Siendo la medida de un angulo su arco correspondien-
te (Ubs. ant.) la misma denominacion de los arcos se aplica
a los angulos; asi se dice que un angulo tiene, p. e., 13“
48' 14", cuando su arco correspondiente es de 13° 48’
14"; segun lo cual el &ngulo recto tiene 90% el agudo me-
nos de 90" y el obtuso mas de 90°.

Modernamente se ha dividido la circunferencia también
en cuatro cuadrantes, pero cada cuadrante en 100 grados,
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cada grado eii 100 minutos, cada minuto en 100 segun-
dos, etc. Para distinguir los grados, minutos y segun-
dos, etc. de una y otra division, llamaremos sexagesimales
a los de la division antigua, y centesimales & los de la mo-
derna {*). Cuando no se haga diferencia, entenderemos que
se habla de la divisién antigua, que es todavia la mas usa-
da, por las escasas ventajas y muchos inconvenientes que
presenta esta variacion.

5». Aunque la medida de un angulo es su arco corres-
pondiente, conviene sin embargo muchas veces referir la
medida de ciertos angulos & arcos no trazados desde el vér-
tice como centro, y de esto vamos & ocuparnos al presente.

El angulo cuyo vértice estd en la circunferencia se
llama inscripto Si estd formado por dos cuerdas, y sejii-
iNSCRIPTO si por una tangente y una cuerda.

El angulo cuyo vértice esta dentro de la circunferen-
cia se llama interior ; ¥ €5 centra1 cuando su veértice esta
en el centro, y E\cmmico en otro caso.

El angulo cuyo vértice esta fuera de una circunferen-
cia, y cuyos lados tocan 6 cortan 4 esta, se llama exterior.

54. Teorema 3.° El angulo inscripto tiene por medi-
da la mitad del arco comprendidopor_ sus lados.

Se:distinguen tres casos: \ .° que el centro de la cir-
cunferencia esté en uno de ios lados: 2. que esté com-
prendido entre ellos: 3.“ que esté fuera del angulo.

Sea el angulo ABC, cuyo lado BC pasa por el centro O.
Trazando el diametro DE paralelo & AB, el
angulo DOC es igual a ABC por correspon-
dientes : pero este tiene por medida el arco
DG; luego ABC también tendra por medi-
da el mismo arco DC.

Ahora el arco DC es igual & BE, por

(* Los franceses llaman clegrés & los de la primera division , y grades & los
(le la secunda.

Es indlil adverlir que por medio de una simple proporcion se rcdiioen los
grados. minutos, etc. de la division antigua & grados, minutos, ele. de la mo-
derna ; puesto que estas divisiones estan en la razén 00.100 6 0:10.
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arcos'<iorrespoiuUtintes ,-y trazados (ion el mismo radio,
de los angulos iguales (21) DOC y BOE: liE es también
igual & AD (45); luego DC es igual a AD, luego DC es la
mitad de AC. luego el angulo ABC tiene por medida la
mitad del arco AC comprendido entre sus lados.

2. “ *Si el angulo fuese ABC (fig. 49), (jue comprende
el centro O entre sus lados, trazando el dia-
metro BD se tiene que el &ngulo ABC se
compone de ABD y DBG; pero la medida
de ABD es la mitad de AD, y la de DBG la
mitad de DC, segnn la primera parte del
teorema; luego ABC tendrd por medida la
mitad de AD mas la mitad de DC, 6 sea la
initad de AC.

3. ” Si el angulo fuera ABC {iig. bO), cuyos lados

Pig AB y BC estdan & la izquierda del centro

O, trazando el didmetro BD ;se tendria que
ABC seria igual & ABD menos CBD ; pero ABD
tiene por medida la mitad del arco ACD, y
CBD la mitad de CD, segun la primera par-
te del teorema; luego la medida de ABC
seré

. I’ig. 40.

[ acd-” |cd= |(acd- cd)=]|-ac.

Corol. 1" f*os angulos inscriptos, cuyos lados com-
prenden un mismo arco ¢ arcos iguales, son iguales.
Corol. 2.° Los angulos inscriptos, cuyos lados pasan
por los extremos de un diametro 6 comprenden una semi-
circunferencia, son rectos (bO, corol.), los que compren-
den un arco mayor obtusos , y los que menor agudos.
55. Teorema 4.° EIl angulo semi-inscripto tiene por
medida la mitad del arco comprendido por sus lados.
También distinguiremos tres casos: 1.“ que el cen-
tro de la circunferencia esté en la cuerda: 2.° (pie esté

comprendido enh-e los dos lados: 3." que esté fuera de
ellos.
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Sea el angulo ABC (fig. 51), cuyo lado BC pasa
Fig. 5L por el centro O, este angulo sera recto
(44, rec.); luego tendra por medida un
cuadrante (49, corol. y 51, obs.), 0 sea
la mitad de la semicircunferencia BEC com-
prendida por sus lados.
2.° Si el angulo es ABC (fig. 52), cu-
yos lados comprenden el centro O, trazando el didmetro
BD se tendra que ABC es igual & ABD mas
DBC: pero la medida de ABD es la mitad
de BED, segln el primer caso del teorema,
la de DBC es la mitad de DC (54); luego
la de ABC sera

I *

Fig. 52.

| beij-h|=dc= | bedc.

3.” Si el &pgulo fuese ABC (fig. 53), cuyos lados es-
Fg 53 tan & la izquierda del centro O, trazando
el diametro BD se tendra que ABC es igual
& ABD menos CBD: pero la medida de ABD
es la mitad de BCD, segun el primer caso,
y la de CBD la mitad de CD; luego la medi-

da de ABC sera

-lcH=|(BCD-CD)=|-BC.

5«. Teorema 5.“ Bl angulo ABC (fig. 54), interior ex-
céntrico, tiene por medida la semisuma de los arcos AGy
ED comprendidos entre sus lados y las prolongaciones de
estos.

Trazando la recta DF, paralela & EC, se tiene que los
angulos ABC y ADF son iguales por corres-
pondientes ; pero ADF tiene por medida la
mitad del arco ACF (54); luego ABC ten-
dré la misma medida.

Ahora el arco ACF es igual & AC mas
CF 6 & AC mas ED, puesto que CF y
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Ki) son iguales 145" luego la medida de ABC sera

I(A C h-ED).

Si".  Teorema 6." EIl angulo exterior tiene por medida
la mitad del arco co)icavo comprendido entre sus lados,
menos la mitad del arco convexo comprendido entre los
mismos (;*).

Conviene también distinguir tres casos: \ .* que el an-
gulo esté formado por dos secantes: S.“por una secante y
una tangente: 3.° por dos tangentes.

\' S e a el &gulo ABC (iig. 55), formado por dos se-

cantes AB y BC: trazando la cuerda EF pa-

ralela & AB, se tendrd que el &ngulo ABC
;b es igual al FEG por correspondientes: pero
este tiene por medida la mitad del arco FC,
luego ABC tendra la misma medida. Por otra
parle, el arco AF es igual al DE (45)y por
consiguiente FC= AC— AF= AC—DE.
Luego la medida de ABC es, por ultimo,

Fig. 55.

| ( ac- de)=1ac-4-de.

2/ Siel angulo es ABC (fig. 56), formado por la se-
Fig. 56. y I* tangente BC, trazando por
el punto de contacto E la recta EF, paralela
a4 AB, se tendra que el angulo ABC es igual
al FEC por correspondientes; mas FEC tie-
ne por medida la mitad del arco FE (55),
luego ABC tendra la misma medida.
El arco FE esigual & AFE menos AF, 0

(*) Una curva cualquiera se llama cdncaua respecto de un punto cuando
sus punios intermedios son los que mas se alejan de dicho punto, y contexa
cuando sucede lo contrario. El arco AC (fig. 55) es concavo respecto al punto H,
y el DE convexo respecto al mismo punto.
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& AFE menos DE, puesto que AF y DE soiv iguales (-40);
luego la medida de ABC es, por ultimo,

AFE-DE :|aFE-"DE.
3.” Siendg ¢l dngulo (g, ,07), cuyos lados san
las tangentes AB y , Se traza por uno

Fig. 57. los puntos de contacto E la recta EF, paralela

& AB, y se tendra que el angulo ABC es
igual & FEC, por correspondientes: pero
FEC tiene por medida la mitad del arco FE,
luego ABC tendra la misma medida.
El arco FE es igual 4 DFE menos DF ¢
& DFE menos DE, una vez queDF y DE son iguale.s (4b);
luego la medida ABC sera por fin

(DFE-DE)-|I)FE -4DE.

.ofuio.
Observacion. Del corolario 2/ nimero 04, y de los

teoremas de los nimeros 56 y 57, se infiere que
Cuando los lados de un angulo pasan por los exiremos
de un diametro: o ) .

4 Si el angulo. Heno su vértice en he circunfercnaia,
es recto: 9.°si le tiene dentro es obtuso: 3. y si le tiene
fuera, agudo.

Recnprocamente A Cuando los lados de un angulo pasan
por. los extremos de un diametro:

4.“ 'Si el angulo es recto, tiene su vértice en la cir-
cunferencia: 2.“si es obtuso, le tiene dentro: 3.” y si es
arf/tido, ie tiene fuera e 7

Corol. La circunferencia es el luyar geometrlco de
los vértices de jos angulos rectos, cuyos lados pasan por

los. extremos de un didmetro.
', ci-fiiq Gii; '
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PROBLEMAS GRAFICOS

relativos & los dos capitulos precedentes (*).

58. ProUcmal.'”” Dividir unarecta AB en dos partes iguales
por medio de una perpendicular.

Se hace centro en el extremo A (fig. 58), y con un radio

Fig. 58. mayor que la mitad de AB, se trazan dos ar-
cos, mn pg-. se hace centro en By con el
mismo radio se trazan dos arcos, que corta-
ran & los anteriores (48, rec. 3.“) en los pun-
tos Cy D; se unen estos puntos por una
recta, la cual dividira & la AB en dos partes
iguales AO y OB.

Porque la recta CD tiene los puntos Cy D equidistantes
de los puntos A 'y B de la recta AB, por radios de circulos
iguales, luego le serd perpendicular en,su punto medio
(26, corol. 2.°); luego

AO"OB.

Ohsermcion. Cada una de las partes AO y OB puede
dividirse del mismo modo en otras dos, cada una de estas
en otras dos, y asi sucesivamente; de manera que una rec-
ta puede dividirse por este medio en un nimero de partes
jguales espresado por 2, 4, 8,...., y en general por una
potencia cualquiera entera de 2.

5». ProUemat.”Por un punto dado trazar una perpendicular
& una recta (**)e

Distinguiremos tres casos; 1.“que el punto esté fuera
de la recta: 2/ que se halle en esta: 3.“ que esté en uno

de sus extremos, sin que pueda prolongarse mas alld de
dicho extremo.

( > Se llaman problemas gra”cot los que se resuelven con la regla y el
compas, a diferencia de los numéricos que so resuelven por el célculo.

(mej Este problema se resuelve facilisimgmenle por medio de la escuadra,
como se comprende con solo tenerla & la vista.
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1. " Seael punto Ay la veda BC (iig. 59).
llagase centro en A/y con un ratlio mayor que la dis-
tancia de A a BC tracese un arco, que cor-
tard 4laBCen dos puntos D y E (44, obs.):
hagase centro en estos puntos y con el mis-
mo radio, U otro mayor que la mitad de EI),
describanse otros dos arcos, que se cortaran
en F (48, rec. 3.”), aun en la primera hipé-
tesis, una vez queT)E< AD -h AE, de donde DE <DF -t~FE:
i\nase el punto F con A, y la recta AF serd la perpendicu-
lar pedida.
Porque tiene los puntos Ay F equidistantes de D y E;
luego le es perpendicular (26, corol. 2.°).

2. “ Siel punto fuese O, y AB (iig. 60) la recta & que
se ha de trazar la perpendicular, tomaria-
mos a la derecha é izquierda de O las dis-
tancias iguales OD y OC: haciendo centro

0 en C, y con un radio mayor que la mitad de

CD, describiriamos un arco por la parte su-

perior 6 inferior de la recta dada: haciendo

centro en D, y con el mismo radio, traza-

riamos otro arco que cortase a uno de los dos anteriores

(48, rec. 3.“Yen el punto E 6 F; y uniendo uno de estos
puntos con O, se tendréa la perpendicular pedida.

Porque tiene los puntos Ey O, 6 Fy O equidistantes

de Cy D; luego es perpendicular & la CD (26, corol. 2.")

64 la AB.

3. ° Seael punto B, extremo de la AB (fig. 61), que no
puede prolongarse en este sentido.

Se elige un punto O fuera de la recta AB, tal que la
Fi circunferencia descrita desde é1, con un
g. 61.

radio OB, corte a larecta dada en un pun-
to cualquiera C (para lo que basta que el
angulo OBA sea agudo): se traza el dia-
metro CD: se une el punto Dcon B, y la

recta DB serd la perpendicular pedida.

Fig. 60.

Ponpie el &ngulo ABD es recto (54, cor. 2.%).
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eo. Problema:i." En un punto C de una rocia \B (fig. «2) for-
mar un angulo igual & olro dado EFG {*).

Haciendo centro on el vértice F del angulo dado, con

Fg 62 un radio cualquiera se traza el arco

MN: haciendo centro en C, y con el

mismo radio, se traza elarco indefini-

do PQ: se toma la cuerda MN y se

F «GAG fiB aplica sobre PQ, que principiando en

Q llegara a0, p. e.: por Cy 0 se (raza la recta DC, vy el
angulo DCB sera el pedido.

Porque siendo las cuerdas MN y OQ iguales, los arcos
MN y OQ lo seran también (39, ree. 1."); luego los an-
gulos DGIi y EFG son iguales (50, ree. 1.%).

« 1. Problema i.® Dividir un arco en dos partes iguales.

Distinguiremos dos casos; 1 que sea conocido el cen-
tro del arco: 2." que no lo sea.

1.” Siel arco es AB (fig. G cyyo centro esta en O,
se traza la cuerda AB y desde O se
le baja una perpendicular (59, L")
OC, y esta dividirad el arco en dos
partes AD y BD iguales (41).

2.” Si el arco AB no tuviese el
centro O determinado, se trazaria también su cuerda AB,
y esta se dividiria en dos partes jguales por la perpendi-
cular EC (58), la cual dividiria del mismo modo el arco
dado en dos partes AD y BD jguales (41, obs.).

Corol. Para dividir un angulo ABC. (fig. 64) en dos
fir. Ci. iguales, 6 sea para trazar su bisec-
triz, se describe suarco correspondienteMN,
Ay se divide en dos partes iguales (61, i.")
por medio de la recta BD, la cual sera la

j. bisectriz de dicho angulo.
Porque si los arcos MO y ON son igua-

0 0 del -
hrn{lo u de la falsa esnuadra. como se comprende sin Pias expllllcamon mie

leniT a la visla estos inslrumenlos. -»jeiicacion que
i
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les, los angulos ABI) v DBG lo seran lanibien '(‘SO,
roe. i.“)- '

Observacion.  Cada uno de los tareos M y ON, 6 cada
angulo ABD y DBG, puede dividirse del mismo modo en
otras dos partes iguales, cada una de estas en otras dos y
asi sucosivamente; de manera que un arco y un angulo
pueden dividirse por este medio en un ndmero de partes
iguales™ expresado por 2, 4, 8,...., y en general por una
potencia cualquiera entera de 2 (*).

S9. Problema 5.” Por un punto A fuerade una recta BC (figu-
ra 63) trazarle una paralela.

Se hace centro en A, y con un radio mayor que la dis-
tancia de A & dicharecta, se traza un
arcoMN, que cortara & la recia BG
{44, obs.) en un punto cualquiera j\T:
se hace centro en My con el mismo
v M | radio se describe el arco AD: se toma
sobre MNuna parte ME igual con AD,
y por los puntos Ay E se traza una recta, que sera la pa-
ralela pedida.
Porque loséngulos en | yeii2son iguales (50, rec. 1.");
pero estos son alternos, luego BC y AE son paralelos-(31,

Fig. 65.

®3. Problema 6® Por un punto A fuera de una recta BC (figu-
ra 66) trazar otra recta AF, que forme con la primera un angulo ABC
igual & otro angulo dado M.

(*) Es famoso en Geometria el problema de la Irisecfion del angulo 6 del
arco, por no haberse hallado hasta ahora (ina construccion grafica que le re-
suelva con facilidad y exactitud. Lacroix le r¢sue.lve plr. intersecciones de ra-
mas de paradbolas. (V. Traité dv Trigonométrie, pag. 260.) ,

(*") Este problema puede resolverse también trazando por A una recta que
ebrte &4 la ilC, y formando los angulos allcruos ¢ correspondientes iguales, 6
los externos de un mismo lado suplementarios; é igualmente bajando desde A
una perpendicular anC. y trazando por A otra perpendicular & esta Ultima
(31 y 28); pero el medio mas exacto en la practica es el que bemos empleado.

Con la escuadra so resuelve también facilmente; y por medio de ésta y la*"
regla, siempre que sobro el papel deban trazarse mtiidias rectas paralelas en-
tre si.



En un punto cualquiera J) da la liC se forma el angulo
EDC igual al dado M (60): por A so
traza la recia AF paralela & ED (62),
y el d&ngulo AEG seré el podido.
Porque el angulo EDG es igual al
.en M por construccién; pero el EDG
I | es igual al AEG (31, rec. 1."); luego
los angulos AIG y M seran también iguales.

64. Problema 7." Describir una circunferencia que pase por Ires
puntos A, B, C (fig. 67), g,,e no estan en Jinea rccy.

Enanse los puntos dados por medio de dos rectas Ali y
BG: dividanse estas en dos partes iguales
por medio de perpendiculares (58): y ha-
ciendo centro en el punto O donde se en-
cuontran, y con un radio igual & OB, se
i\ ti traza una circunferencia, la cual pasara
también por los otros dos puntos Ay G (38),

y serd la pedida.

Coro!. Para determinar el centro de una circunferen-
(ua o de un arco cualquiera, se toman tres puntos: se unen
por medio de cuerdas: se dividen estas en dos partes iguales
por perpendiculares, y donde estas se corten sera el cen-
tro buscado. Las dos cuerdas pueden ti*azarse tomando
cuatro puntos de la circunferencia 6 del arco. En este caso
las dos cuerdas no tienen un punto comun.

iig. 07.

d

Distinguiremos dos casos: 1.° que el punto dado esté
situado en la circunferencia: 2.”fuera de ella; porque si
estuviese dentro, el problema seria eviden-
temente imposible.

1/ Seael punto A (iig. 68) situado en
la circunferencia O.

Unase el jjunto O con A: (racese la pei-
peiidicular BC al extremo A del i-adio t)A,
y BG sera la tangente pedida (il , |

Fig. es.
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2.° Seael punto A (fig. Q) situado fuera de la circun-
ferencia O.

Unase el punto O con A, y sobre esta recta como dia-
metro, describase la circunferencia O',
la cual cortara a la O en dos puntos [48,
rec. 3.°) By C: por Ay por los puntos
By Cse trazan las dos rectas indefini-
das AB y AC, cada una de las cuales
sera la tangente pedida.

Porque trazando los radios OBy OC,
los angulos ABO y ACO son rectos (54, corol. 2.*); luego
AB y AG son tangentes de la circunferencia O (44, 4.%).

Corol. Laspartes ABy AC de las tangentes, compren-
didas entre el punto ky el de contado, son iguales: la
recta OA que pasa por el centro y por elpunto dado, di-
vide al angulo'BkO, formado por las tangentes, y al arco
convexo BEC, comprendido entre las mismas, en dos par-
tes iguales.

En efecto, doblando la figura por la recta AD, la se-
micircunferencia ABO coincide con la ACO, y la EBD con
la ECD (36); y come el punto B es comun a las dos semi-
circunferencias superiores, tendra que coincidir con el C
donde se cortan las inferiores; luego AB coincide con AC,
el &ngulo BAO con el OAC y el arco BE con el EC. Euego

AB=.AC, BAO-OAC y BE=EC.

lleciprocamente. Si una reda DA divide en. dos.par-
tes iguales el angulo BAC, formado por las tangentes a una
circunferencia, pasara por el centro O de esta; pues de
lo contrario, trazando por O y A una rceta habria dos bi-
sectrices de un mismo angulo BAC. lo ({ue es absurdo,

Observacion. El hgar geométrico de los centros de las
circunferencias tangentes & los lados de un angulo es la
bisectriz de este.

Fig. Co.

«C. Problema9.” Describir una circunferencia O, tangente & tres
rectas AB, BCy CD (fig. 70), que forman entre si angulos cuales-
quiera.
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Ti'aceiise las biseclricies de los angulos, las que se cor-
lardnen un puntoO; porquesiendo
cada uno de los angulos By Cme-

nor que dos rectos (19, corol. 2.7),

la suma de sus mitades OBC y
' OCB vale menos también que dos
j rectos, y por lo tanto OB y OC no

son paralelas (31,2."): hagase cen-

tro en O, y con un radio OE igual

& las distancias de O a una de las

rectas Cl), se describe la circun-

ferencia pedida.

Por(Jue BO es el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias tangentes & AB y BC (63, obs.): por igual
razén CO es el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunierencias tangentes 4 BC y CD; luego el punto O, don-
de se cortan, serd el centro de la circunferencia que se
quiere trazar, y la distancia a una de las rectas dadas cl
radio de dicha circunferencia.

Odservaciot/. Suponiendo prolongadas indefinidamen-
te las rectas AB, BC y CD, se podrian trazar otras tres
circunferencias, tangentes 4 las mismas rectas, cuyos cen-
tros serian O', 0"y O™.

Problema 10.« Trazar una circunferencia tangente & otra
%nellljg punto, y flue pase por otro punto dado, interior 6 exterior

Distinguiremos dos casos; 1.“que el punto dado (que
no se halla en la circunferencia) sea exterior; 2.“ que sea
interior.

1.“ Sea O (iig. 71) la circunferencia dada, A el punto
de contacto y B el exterior por don-
de ha de pasar la circunferencia que
va a describirse.

Tracese la recta AB y el radio
OA, prolongéandole indefinidamente
en este sentido: dividase la AB en
dos partes iguales por una perpen-

Fig. 70.

Fig. 7t.
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dicular, la que encontrard & la OA prolongada sulicionle-
mente», si el angulo BAO es oblicuo (29): desde el punto
0;,- donde se cortan, con el radio O'A se describe una cir-
cunferencia, que serd la pedida.- , o\ .

Porque pasando por A pasara también porB (26, 1. vy
sera tangente & la circunferencia O (48, rec. 2.°).

2. Siel punto B (iig. 72) es interior, se ejecuta una
construccion analoga a la precedente como se ve en la li-

ura, . - .
Obsermciofi. Si el angulo BiVU (figs. 71 o /2) litese
j-ecto, el problema seria imposible.

rig. 72
'Uj.
J . )
|
* -iug
uCij; il /1 i>
iOui ) / ity
vil

iM g\ '\ s
miil Sw
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CAPITULO 111

De los poligonos. U

AUriGULO IRIMERO.

Definiciones preliminares.

* Se llama porigono la pon-iou de superficie plana
c&mpremlida por rectas, Eslas rectas, los a&ngulos que for-
man y sus vértices, reciben los nombres de lados *angxdos
A del poligono.; . , '/

: LId&mase perimetro del poligono la suma ¢ conjunto de
sus lados.

Diagonal €S la linea que une dos vértices no contiguos
a un mismo lado, como AE (iig. 73).

Un poligono se llama convexo cuando no puede ser cor-
tado por una recia mas que en dos
punios; y cencavo €n el caso con-
trario. ABCDEF es un poligono
convexo, y GIILMN céncavo.

l. Cuando en lo sucesivo se nom-

bre un poligono en general, se
entendera que se habla del convexo, que es el Unico de
cuyas propiedades se ocupa la Geometria elemental.

Se .llama poligono equitatero €l que tiene todos sus
lados iguales enirp si, y equianguio €l que tiene sus™an-
gulos iguales. . LICERVAR

Llamase poligono regurar €l que. es equllatero p equi-

augulo ¢ |rregulaujg] que no reune eslas dos clrcuus—
lanaas.



e». Un poligono tiene evidentemente tantos lados t-o-
mo angulos y como vértices; por razén, pues, del numero
de lados 6 angulos (*) se clasifican los poligonos de la ma-
nera siguiente:

El poligono que tiene 3 lados se llama_ Triangulo.

4 e Cuadrilatero.
LT Pentagono.
TR Exagono.
T e Eptagono.
LA Octdgono.
L= T Enneagono.
3 P Decagono.
[ O Endecégono.
i Dodecagono.
AL Pentedecagono.

Eos poligonos de diferente nimero de lados de tos pre-
cedentes no tienen nombres especiales, y se les llama po-
ligonos de 13, 20, 100, etc. lados.

AUTIGULO 1.
De los triangulos.

70 De la deiinicion de la linea recta (4) se infiere
que (lig. 74) AC<.Vb-HKC, y tam-
Fig. 74, bién que iVC~BOAIi, de donde
A O AB—BC; luego

Un lado cualquiera de un trian-
gulo es menor que la suma de los otros

dos y mayor que su diferencia.
71. Teorema \.° La suma de los &ngulos de un [#«»-

gulo es igual & dos angulos rectos.

{ El cuadrilatero es el Unico poligono que toma el nombre dcl nimeio de
sus lados, los demas le loman del de sus angulos.
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Sea el Iridiigiio ABC. Trazando por C una paralela &
AB, se tendra (31, rec. 1.):

BAC-t-ACE= 2R,

o] BAC-k ACBh-BGE=2R :
pero (31, rec. 1. BCE= CBA,;
luego BAC-h ACB-i-CBA = 211.
Corol. 1 Un angulo de un triangulo es suplemento de

la suma de los otros dos ; Yy pOr consiguiente, si dos trian-
(pilos tienen dos angidos respectivamente iguales, tam-
bién tendran igual el tercer angulo (18, corol.).

Corol. 2. El angulo BCl, formado por un lado BCde
un triangulo y laprolongacién CD de otro lado, Ilamado
angulo externo, es igual & la suma de los dos internos
Ay B uo adyacentes.

"Porque la suma de Ay B tiene por suplemento el &n-
gulo ACB (corol. ant.); pero BOI) tiene también por su-
plemento & ACB (19) ; luego (18, corol.)

BCD=A-hB.

Corol. 3.“ si un triangudo tiene un angulo redo G ob-
tuso, los demas sercin agudqs.

Licimase tridngulo rectAngceo el que tiene un angulo
recto, OBTUSANGULO el que tiene un angulo obtuso y acutan-
golo el que tiene sus tres dngulos agudos.

En el tridngulo rectangulo se /luiii« hipotenusa i lado
opuesto al angulo recto, " cateto slados que forman
dicho &ngulo recto.

Corol. 4.° los dos angulos agudos en el triangulo
rectangulo son complementarios; y reciprocamente, si dos
angulos de un tridngido son complementarios, el trian”
guio seré rectangulo.

Corol. 3. si desde un punto de una oblicua se baja
una perpendicular sobre la recta 4 que loes,la perpendi-
cular caera dentro del angulo agudo.

Porque si cayese dentro del angulo obtuso, resulta-
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ria”un Iridnguio.con un angulo obtuso y otro féclo, lo que
es imposible {corol. 3."). N ' <.
'J8.  Teorema 'i." Vos tridiujulos son iguales: 1 si lie-
nen sus ¢res ladosrespelliimmente igiiales: 2.“si tienendos
lados respecUmménte ignaUs é igual el angulo compren-
dido: 3/ si tienen Mil iodo igual contiguo a-dos angulos
respectivamente iguales. . 'l
1. " Sean los tridngulos AliC y A'B'C/ (ig. 70) en que
suponemos t AC.NA'C": Superpon-
gase el triangulo A'B'C' al
ABC, (le modo que A'C' coin-f
cidacon'su igual AC, y que
el vértice B'-caiga & diferente
lado de la AC que el vértice
Bi én B" p. e.-Unanse los
puntos By B". - i<l
larecta AC tiene el punto A éi[uuUstante..de B y'B",
por ser. las rectas AB y AB" iguales por hipétesis: por.
igual razon C equidista también de By B"; luOgo la AC és
perpendicular a la BB", y la divide en dos parles iguales
OB"OIV' (26, corol. 2.°).Doblando, pues, esta figura por
AC, la parte inferior sobre la superior, OB" caera sobre
OB (23), y el punto B" coincidird con B; luego los tres
vértices délos triangulos ABC y AB"C coinciden; luego
también los lados y angulos, luego son iguales: pero este
representa al tridngulo A'B'C-; luego

ABC= ATC. '

2. ° Si los triangulos fuesen los mismos, y se supusiese
AB= A'IT, ACMA'C'y el angulo BAC igual al BAGf, co-
locando el tridngulo A-B-C' sobre el ABC, de modo que
A'C' coincidiese con su igual A Cy el vértice B' cayese ha-
cia la parte superior de AC como el vértice B, el angulo-
B'A'C' coincidira con su igual BAC y el punto B" caera so-
bro B, por Ser iguales también por hipotesis las rectas A'B'
y AB; luego los tres vértices-de los tridngulos coinciden,-
liego son iguales. '
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3" Soaii losmismos tridngulos, eu que se suilone
ACT?AIGI,.el angulo BAC/II'A'C' y ACB;=A W : su-
perponiendo dichos tridngulos de manera giic-AC' coinci-
da, con su igual AC, A'G' caera sobre AC, por ser iguales
los angulos liIAC y B'A'C',-y B'G' caera sobre BC por igual
razén i'liiego el'punto B'coincidird con B(4, corol. 3.9);
luego los tres vértices de los triangulos se coniunden ~lue-
go son iguales. o '

Corol. Dos triangulos son iguales cuando tienen.un
lado igual y dos angulos cualesquiera respectivamenic
iguales, con tal que estos tenganja misma colocacidn.en
lus, do” triangulos respecto al lado’igual. .

Porque teniendo dos angulos respectivamente, iguales;
tienen el tercero también igual (.71, cOr. b--); luego,si los
angulos respectivamente iguales tienen la misma colocacion
respecto al lado igual, tendran necesariamente un lado
igual & un lado contiguo & dos &dngulos iguales.

73. Teorema 3.“ Dos triangulos rectangulos ABC y
A'B'C' (fig. 76) son- iguales si tienen las hipotenusas BC
« B'C' iguales, y un cateto AB igual & olro cateto A'B'".

Superpéngase el tridngulo AAVC" al ABC, de modo que

el cateto A'B' coincida con su igual

AB; el cateto A'C' caerd sobre AC,

por la igualdad de los angulos rec-

tos en A'y en A, vy la hipotenusa

B'C' sobre BC, pues de lo contrario

N B'C'y BCserian desiguales (20, ,2 ,

lo ([ue es contra la hipotesis; luego el punto G caerd so-
bre C, luego los tridngulos son iguales.

Observacion. En este caso de igualdad de triangulos,
lo mismo que en los del niimero anterior, se notara ([ue
los angulos que coinciden son los opuestos a lados iguales,
y que los lados que coinciden también son los opuestos
& angulos iguales; de manera que oi triangulos iguales,
& lados igttales se oponen angulos iguales, y reciproca-
jtietile.

71. los triangulos ])or razén de sus lados st' {lividmi



lambion en escatenos, que tienen sm tres lados desigua-
les™ 1s6sceLes que tienen dos lados iguales, Yy equitateros
que tienen los tres lados iguales entre si.

Se llama base de un triangulo uno cualquiera de sus
lados; vertice €l vértice del angulo opuesto al lado toma-
do por base, y airtura la perpendicular bajada desde el
vértice & la base ¢ & su prolongacién.

Si AC es Ja base del triangulo ABC (fig. 77), el punto
B sera el vértice y la perpendicular BT) la altura.

Corol. En el tridngulo reclangulo si un cateto es la
base el otro sera la altura.

Observacion. En el triangulo isosceles suele llamarse
base al lado desigual.

95. Teorema i** En todo tridngulo: 1 « lados igua-
les se oponen &ngulos iguales al mayor lado se Opone
mayor angulo.

m,° Seael triangulo ABC (iig. 77) en que se supone
Fia 77 AB=BC, y vamos & demostrar que

el &ngulo en A es igual al en C.
P Bajese desde B una perpendi-

ciliar Bi) sobre AC. Los tridngulos
rectdngulos ABI) y DBC tienen el
cateto Bl) coman, y la hipotenusa
AB igual ala hipotenusaBC por hipétesis; luego son igua-
les (73): luego los angulos en Ay en C, opuestos al lado
comun , también lo serdn (73, obs.).

2." Seael triangulo EFG (fig. 77); si FG>FE, el an-
gulo FEG sera mayor que el G.

Tomando sobre FG una parte FII=FE se tendra, se-

gun la primera parte del teorema, el angulo

FEH= FIIE:
pero (71, corol. 2.") FILE>G;
luego FEII>G:

el angulo FEII es una parte de FEG; luego con mayor razon

FEG>G.
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lleciprocamenle. En iodo triangulo: 1.” a angulos
iguales se oponen lados iguales: al mayor angulo se
opone el mayor lado {12).

Corel. 1.” Si un tridngulo es isdsceles, los (ingulos
contiguos a la base son iguales, y reciprocamente.

Corol. 2." Si un triangulo es equilatero, sera también
equiangxuo, y reciprocamente ; luego el triangulo equilate-
ro ¢ equiangulo es un poligono regular.

Corol. 3.° EI mayor lado en el triangulo obtusangulo
es el opuesto al &nguio obtuso, y en el rectangulo la hipo-
lenusa.

Observacion. Larecta BD, trazada en un triangulo ABC
isésceles, retne las circunstancias siguientes:

1/ Pasapor el vertice del triangulo.

2= Es perpendicular a la base.

3~ Divide la base en dos partes iguales.

4/ Es bisectriz del angulo en el vértice.

Y como dos de estas condiciones determinan la posicion de
la recta, resulta que

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condi-
cionesprecedentes, cumplira también con las dos restantes.

90. Teorema 5.” Si dos tridngidos ABC y A'B'C'
[fig.IS) tienen dos lados respectivamente iguales XM=X'W,
BC”B'C', y el angulo B comprendido por los dos prime-
ros es mayor que el B* comprendido por los dos segundos,
el lado AC opuesto al mayor cingulo es mayor que el A'C'
opuesto al menor.

Superpongase el tridngulo A'BC*al ABC, de modo que
A'B' coincida con su igual AB,
y el lado B'C' caera denli-o del
angulo ABC, puesto que este
angulo es mayor por hipéte-
sis que el A'B'C'.

Allora el punto C' puede
® lomar tres posiciones distin-
tas; 1 en C" dentro del tridngulo ; 2." en C/" sobre el la-
do AC: 3®en C"" fuera del tridngulo.

Fig 78.
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Cile en C"'se tendru ('T)

' pig,8. m AC-h i >AC"-h 11C"
y corno CB—BC™ por hipote-
sis, resulta
AG>AC" 6 AG>ve'.
m..C 2 Siel punto C' cayese

en G"se tendria (Arit. 7, 3.")
AG>AG" 6 AG>VG.
, Si dicho punto G' cae en G"" se tiene (7)
AOMOC"'>AG"" y BO-nh0OG>BG :

sumando estas desigualdades, resulta

AOh~OC""-hBO”"-OC>AC""-h BG,
0 - AC-1-BG""> AG""-h BG;

vcomoBG = BG™ por hipo6tesis, resulta al fin
AC>AG'7 06 AC>A'G.

Ueciprocainente. Si dos tridngidos ABC y A'B'G' tie-
iiéndos lados respectivameiiie iguales AB=A'B', BG=B'(7
y el'tercer lado AG es mayor que el tercer lado AT7,. el
angulo B, opuesto al mayor lado, es mayor que el dn.Aii-
0 B' ojniesto al mgnor.

En efecto, si B no fuese mayor que B', seria B=1V ¢
B<B': pero siB=B" los tridngulos serian iguales (72, 2."),
y poV'consiguiente AG="A'G', contra la hipotesis: si B<B',
segitn el teorema directo, seria AG<A'G', lo que también
es coiitl’a la hipotesis; luego necesariamente se ha de ve-
rificar'iiue

B>B"
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Y. ditri'n) *inTifvLrit it
De los cuadrilateros.

3s. Los cuatlrilateros se dividen en trapezoides, M UO
tienen nimjm lado paralelo & otrg, como ABCD (iig. 79):
TRAPECIOS, que lienen dos lados paralelos y otros dos i%,

Fig. 79 como EFGH: y parate-
p LOGRAMOS, que lienen sus
lados paralelos .dos a
E~em 0'E-—m— 0 > como MAPQ®

Sé llaman vases del trapecio los lados paralelos y
ALTERA la'perpendicular bajada de una de las bases & la
otra, é sea la distancia entre estas.

En el paralclégramo recibe el nombre de base uno cual-
quiera de sus lados, y Ue altura la perpendicular trazada
desde €l lado opuesto & la basé 4 esta ¢ & su prolongacién,
0 sea la distancia entre la base y su lado opuesto.

98; Teorema 1 Los anyulos de un cuadrilalero ABCD
(fig. Idymlen juntos cuatro anyulos recios.

Trazando la diagonal BD queda dividido en dos trian-
gulos, ciiyOs angulos componen los del cuadrilatero pro-
puesto: pero los angulos decada triangulo valen juntos
dos rectos (71)” luego los del cuadrilatero valdran cuatro.

99. Teorema 2® En todo paralelayramo ABCD,(figu-
ra 80); \ .° los lados opuestos AD y BC, ABy DC son igua-
les': 2®dos lados opuestos Al) y BC AB ;yDC son iguales
y paralelos : 3.“ los &ngulos opuestos A yC, By D
también iguales': 4.” las diagonales se dividen mutua-
mente en dos parles AO y OC, BO y UD iguales entre si.

1 AD=BC y AB=I)C por parles de paralelas com-
prendidas entre paralelas (j32).

2. AD—BC 6 AB=DC por el caso anterior, y son
paralelas por la definicion del paralek)-
gramo (77).

3.° A=C y B—D, porque estos an-
gulos lienen sus lados paralelos y diri-
--------- Js gidos en spulido opuesto (33, 1

I'ig. 80.



— 64 —

4~ Los triangulos AOB y COD tienen AB= CD, pol-
la primera parte del teorema: el angulo en 2 igual al en
6, por alternos entre las paralelas AB y CD cortadas pol-
la transversal AC (31, ree. 1.%: el 3 igual al en 7 porJa
misma razon ; luego diclios triangulos son iguales (72, 3.™);
luego (73, obs.)

AO=0C y UB=0D.

lleciprocamenlo. Todo cuadrilatero ABCD sera para-
lelégramo: \ °si los lados opuestos AB y 1)C, AD y BC son
ifjuales : 2. si dos lados AD y BC 6 AB'y DG son iyuales y
paralelos: 3.”si los angulos opuestos A VC, liy D son igua-
les: kT silas dos diagonales se dividen mutuamente en
dos partes iguales AO=0Ci/ BO= 0D.

1  Tréacese una de las diagonales AC, y los tridngulos
ABC y ACD tienen AC comun, AB=DC y AD= BC por
hipétesis; luego son iguales (72, 1.”); luego los angulos
2 y Gson iguales (73, obs.); luego AB y CD son parale-
las (31, 1."). La igualdad de los mismos triangulos nos da
la de los angulos 1y 5, Y estael paralelismo de ADy BC;
luego los cuatro lados del cuadrilatero son paralelos dos &
dos, luego es un pavalelégramo.

2" Si ABy CD son iguales y paralelos, trazando la

diagonal AC, los triangulos ABCy ACD

Fig. 80. tienen AC comin, AB= CD por hipéte-

sis, y el angulo 2 igual al Gpor alternos

entre las paralelas AB y CD, luego di-

chos tridngulos son iguales (72, 2.“);

luego los angulos 1y 3 son también

iguales J3, obs.....luega. Al).y BC son también paralelas

(31 t."); luego el cuadrilatero sera un paralelégramo.
3." Silos angulos A—Cy B= D,

como (78; A-4-B-h C= 4B,
se tendra 2An-2B= 41y 2Ah- 21)= 4H;
de donde Ah-B = 2il y A-}D —2H.

La primera de estas® Ultimas igualdades demuestra
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(31, 1*) que AD y BC son paralelas, y la segunda que
AB y CD lo son también; luego el cuadrilatero es un pa-
ralelégramo.

4.” Siendo AO—OC y BO=; OD, como el &ngulo AOB
es igual & COD por opuestos por el vértice, los trian-
gulos AOB y COD son iguales (72, 2.°); luego los angu-
los 2 y 6 son también iguales (73, obs.); luego ABy CD
son paralelas (31, 1.").

La igualdad de los mismos tridngulos nos da también la
igualdad de los angulos 1y 5, y esta el paralelismo de AD
y BC; luego el cuadrilatero es un paralelégramo.

Corel. 1 La diagonal de un paralelégramo le divide
en dos tridngulos iguales.

Porque tienen un lado comin y los otros dos respecti-
vamente iguales.

Corel. 2." Dos paralelogramos ABCD y A'B'C*D'(figu-
ra 81 ) son iguales, si tienen un angulo igual A= A', for-
mado por dos lados respectivamente iguales AB= A'B'
y AD=A'D".

Porque superponiendo el segundo de estos paralel6-
gramos al primero, de modo que A'D'
coincida con su igual AD, A'B' caera

c B sobre AB, por ser A= A' por hipdte-
sis, y el punto B coincidira con B' por
ser también A'B'=AB: B'C'caerd so-
bre BC por la igualdad de los angulos

B'y B, como suplementos de los iguales A'y A; y el pun-
to C' coincidird con C, una vez que B'G'=BC, como igua-
les respectivamente, segin la primera parte del teorema
directo, con A'D' y AD iguales entre si por hipotesis;
luego los vértices de los dos paralelégramos se confunden,
luego son iguales.

so. Los paralelégramos se dividen en romboides, que
son los que tienen los lados que forman un mismo angulo
desiguales, y desiguales también los &ngulos adyacentes a
unmismo lado, como ABCD (fig. 82): rombos, (/«e tienen
iguales los lados que forman un mismo angulo (y porcon-

Fig. 81.



siguienle lodos sus lados iguales entre si), y jos (ingulos
adyacentes a un mismo lado desiguales, como EFGII:
RECTANGULOS que tienen los lados que forman un mismo an-
gulo desiguales, y los angulos adyacentes & un mismo
lado iguales (y por consiguiente lodos rectos ] como LMNP:
CUADRADOS, quc tienen los lados que forman un &ngulo
iguales, é Aguales también los angulos adyacentes a un
mismo lado (y por consiguiente lodos sus lados y todos
sus angulos iguales entre si) como QUST.
Corol. EI cuadrado es un poligono regular.

, Teoremad4® 1 Las diagonales del romboide son
desiguales y oblicuas entre si: 2." las del rombo des-
iguales y perpendiculares : 3** las del rectangulo iguales
y oblicuas: 4™ las del cuadrado iguales y perpendicu-
lares.

1 Sea el romboide ABCD (fig. 82): los tridngulos Alli)

Fig. 82.
R r F G
/ A. --A
/ y
. 3 E fi.
y ADC tienen AD comin, ABMCD (70, I-*), y el angu-
lo comprendido BAD<ADC, luego BIXAC (70); luego
las diagonales son desiguales.

Los triangulos BOG Yy 'COD tienen OC comln, BO=0D
(79, 4.%), y BC>CD por la definicion del romboide, lufri
go el angulo BOG>COD (76, rec.); luego las diagonales
son oblicuas.

2  EnelromboEFGH, lostriangulos FEH y EIIG tienen
Eli comln, EF =G Il por la definicién, y el angulo E<II;
luego EG> FU (76); luego las diagonales son desiguales.

Por la definicién del rombo se tiene también EF~EII
y FG= GIT,; luego EG es perpendicular a FU (20, co-
rol. 2.7).

3® ’)En el rectangulo LMNP resultan los triangulos MLP
y LPN iguales, por tener dos lados respectivanurnto iguales
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6 igual el &ngulo comprendido: de donde LN= MP; luego
las diagonales son iguales.

Los triangulos MXN y NXP tienen XN comdn, M X=XP
(79, y MN>XP, por la definicion del rectangulo;
luego el angulo MXN>NXP (76, rec.); luego las diago-
nales LNy MP son oblicuas.

4® En el cuadrado QIIST resultan iguales los tridngu-
los IQT y QTS, por tener dos lados iguales é igual el an-
gulo comprendido; luego 11T=QS; luego las diagonales
son iguales.

Por la dellnicion del cuadrado resulta también QR=QT
y 11S=ST; luego QS es perpendicular & RT (26, corol. 2.®).

Reciprocamente. Si las diagonales deunparalelégra-
mo: 1®son desiguales y oblicuas, el paralelégramo sera
romboide: 2® si son desiguales y perpendiculares, sera
rombo: 3® si son iguales y oblicuas, sera rectangulo:
4®si son iguales y perpendiculares sera un cuadrado (12).

ARTICVr.0 111
De los poligonos en general.

8*. Teorema 1® La suma de los &ngulos de un poli-
gono equivale & tantas veces dos rectos, como lados tiene
el poligono menos dos.

Sea el poligono ABCREF (fig. 83) ; si desde uno de sus
vértices A se trazan diagonales & los demas,
quedara el poligono dividido en tantos trian-

p galos como lados tiene menos dos ; porque

los tridngulos externos ABCy AEF tiene ca-

>E da uno por lados dos del poligono, y los res-

tantes cada uno tiene un solo lado del mismo

poligono: los angulos délos triangulos com-

ponen los del poligono: pero los de cada

triangulo valen dos rectos (71 ); luego los del poligono

equivaldran & tantas veces dos rectos como lados tiene el
poligono menos dos.

Fig. 83.
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Ohsenacion. Llamando S. i. 4 la suma dé los angulos
(internos) del poligono, y n al nimero de lados 0 de an-
gulos, el teorema precedente (piedara traducido en la si-
guiente formula

S, = («-2),
¢ S. ¢.= 2iill—A4U.

Corol. Como los angulos de un poligono regular son
iguales entre si, para hallar el valor de uno de estos an-
gulos, no hay mas que dividir el segundo miembro de
cualquiera de las formulas anteriores por ii, nimero de
angulos 06 lados. Asi

Angulo interno de poligono regular= ------— ; de donde
Angulo de triangulo equilateror— 3

Angulo de cuadrado. . 4 90"
Angulo de pentagono regulars—GB:J‘?f::. 108".
Angulo de exagono regular=— = jR =. 120",

B IOR 10, .»00..-
Angulo de heptagono regular® ”
N
Angulo de decagono regu]Iar= 16R_ y8R =, .. la4n

etc.

83. Teorema 2.“ La suma de los angulos 1)EF h-CDG
-4 etc. (fig. 84), formados por los lados del poligono y la
prolongacion de los mismos en igual sentido, llamados
angulos externos, €s igual a cuatro angulos rectos.

Cada angulo interno AED con su ad-
yacente externo DEF valen Juntos dos rec-
tos ; luego la suma de los angulos internos y
externos seré

S. ¢.H-S. e.=:2«R:
pero S. f.=:2«R — 4R (82, obs.);
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luego restando estas igualdades resulta

S. e.= 2iiR~(2iill—'iIR)=4R.

Corol. 1 Unpoligono no puede tener mas de tres an-
gulos agudos.
Porque si tuviese cuatro 6 mas, la suma de los dngulos
externos valdria mas de cuatro rectos.
Corol. 2® Como los angulos externos de los poligonos
regulares son iguales por suplementos de angulos iguales,
se tendra

Angulo externo de triangulo cquilatero=y R=120"
Angulo externo de cuadrado =...R = 90"

Angulo externo de pentagono regular=—R=72°.
etc.

61. Teorema 3* Si dos poligonos ABCDEF y
A'R'C'D'ET' (iig. 80] tienen sus
irti/losAB=A'li", BC=B'C', etc.,
y sus angidos A—K', B=B ", etc.
respectivamente iguales € igual-
mente dispuestos, son iguales.

Superponiendo el segundo po-
ligono sobre el primero, de modo
que AB coincida con su igual A'B', BC caera sobre B'G',
por ser los angulos en B y B' iguales, y el punto C coin-
cidird con C, por ser también BC=B'C'. Del mismo modo
se demuestra que todos los vértices coinciden; luego los
poligonos son iguales.

85. Teorema 4." Si dos poligonos ABCDEF y
A'B'C/DT'F' se componen del mismo nimero de tridngulos
ABCy AB'C', ACD y A'CI)', etc., respecticamente igua-
les é igualmente dispuestos, los poligonos son iguales.

La igualdad de los tridngulos ABC y AB~C' nos da
AB= A'B” BC—B'C" la de los triangulos ACD y A'C/D'
nos da también CD—C'D'; y como lo mismo se deduce
respecto de los demas lados, resulta que los poligonos tie-

Fig. 85.
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nen sus lados respeclivainenlo iguales é igualmente dis-
puestos.
De la igualdad de los mismos triangulos ABCy A'B'C'
se deduce igualmente que el angulo

y también BCA= B'GMV:

Fig. 83. la de los triangulos ACI) y A'C'D'
nos da del mismo modo

angulo ACD kVW.

Sumando estas dos igualdades
resulta

BCA-h ACD:=B'C"A'-i-A'C'D/,
6 C= C.

Como lo mismo se demuestra de los demas &ngulos, se
deduce que estos son respectivamente iguales en los poli-
gonos dados.

Luego los poligonos propuestos tienen sus lados y an-
gulos respectivamente jguales é igualmente dispuestos,
luego son iguales (84).

Reciprocamente. Si dos poUf/onos ABCDEF y
A'B'C'D'E'F' son iguales, sepueden descomponer en el mis-
ino nimero de tridngidos iguales é igualmente dispuestos.

Trazando desde A y A' diagonales a los otros vértices,
resulta que los tridngulos ABC y A'B'C' tienen AB= A'B'
y BC= B'C' por lados de poligonos iguales, y el angulo
[i=:B' por la misma razéon; luego dichos triangulos son
iguales (73, 2.%).

La igualdad de estos tridngulos nos da AC=A'C'y el
angulo

ACB=A'C'B"

y como los angulos igualmente dispuestos del poligono son
iguales, se tiene lanibien
C= Cj



reslando de esla igualdad la aiUerior, resiiUa

,d’\ ACD= iWD" R
Por otra parle Gp==dC'D' por la igualdad de los poligonos.
Luego los triangulos AGI) VA'G'D' son iguales.(72, ).
Del mismo modo.se demuestra la igualdad de los .de-

mas triangulos; luego el teorema reciproco es verdadero.

PROBLEMAS GRAFICOS

relativos al capitulo que precede.

HH. Problema 1® Dados los tres lados a, b, ¢, construir un
triangulo.

Tomese.una recta AC= ¢ (fig- 86), y haciendo cen-
tro en los extremos A y C con radios
respetivamente igualesa cy 4, se tra-
zan, dos arcos que se cortardn en B:
uniendo este punto con Ay con 0, se

A ¢ tendraeltriAngulo ABC, que esel pedido.

Ku efecto AC=4, AB=c¢ y BC-=a.

Observacion \ P ar a que este problema sea posible,
es preciso (pie los arcos se corlen, lo que sucedera siem-
pre tpie 6*C«h-c y 6>ii—c (48, rec. 3. )i cuyas con-
diciones se hallan incluidas en la siguiente:

Siempre <jwe la mayor de las lineas dadas sea menor
que la suma de las otras dos, el problema es posible.

Observacion 2.“ Si se tratase de construir un triangu-
lo isOsceles, bastaria conocer los dos lados desiguales; y
si equilatero, su lado.

Pi-oblemat." Dados dos lados iy tvy el angulo compren-
dido A, construir el triangulo.

Formese un angulo DAII (||F 87) igual al dado A (60)|
sobre sus lados lomense las

y AB respectivamente iguales a0y c,

Unanse los puntos By C, y el trian-

gulo ABC sera el pedido. Porque
AG==6, AB=c y BAC= A
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88. Problema fi* Dado un lado y dos angulos, construir el Iritti-
gulo.

Dislinguiremos dos casos; | que los angulos dados
sean adyacentes al lado conocido: 2.“ que uno sea adya-
cente y otro opuesto.

t.”” Sea el lado 6 y A y C (fig. 88) los angulos

A adyacentes. TOmese en una

¢ & recta cualquiera una parle

AG= 0.* formense en los ex-

tremos A 'y C de esta angulos

respectivamente iguales & los

dados Ay C (60), y el trian-
gulo ABC seré el pedido.

2.” Si fuese el lado b'y los angulos A' y B', de los que
el primero es adyacente y el segundo opuesto & dicho lado
b\ se formaria un angulo DA'E igual al dado A': por un
punto cualquiera M de la A'D se trazaria la recta MN que
formase el &ngulo A'MN=B": tomando A'C'=0, y trazando
la B'G' paralela @ MN, resultaria el tridngulo A'B'C' pedido.

En efecto, en el primer caso se tiene

AC=6, BAC=-A y ACB=C.

En el segundo A'C'~6', B'A'C'=A". Por otra parte
ATC = AMN (31, rec. 1.”); pero AMN= B' por cons-
truccion; luego también A'B'C'=B".

Observacién. Para que este problema sea posible es
necesario que los angulos dados valgan juntos menos que
dos rectos; de lo contrario las rectas CAy GBen el primer
caso, y las MN y A"C en el segundo, serian paralelas ¢ se
encontrarian & la izquierda de los vértices A 6 A’ (31).

80. Problema 4® Dada la liipotenusa « y un cateto b construir
un triangulo rectangulo.

Fig. 89 Férmese un angulo A (fig. 89} recto:

a sobre uno de sus lados se toma AB=0; ha-
ciendo centro en B, con un radio igual 4 la
hipotenusa a, se traza un arco que cortara
el otro lado en un punto C (75, corol. 3.",



y 44, obs.), y uniendo este con li el tridngulo AliC sera
el pedido.
Porque el anguloen A esrecto, AB= ¢ y BG==«,

90. Problemas ®Formar un triangulo igual & otro dado.

Con los tres lados del triangulo dado, con dos lados y
el angulo comprendido, con un lado y dos angulos igual-
mente dispuestos, 6 con la hipotenusa y un cateto (si fuese
rectangulo) se construye un nuevo triangulo (86, 87, 88,
89), el cual sera igual al propuesto (72 6 73).

»1. Problema 6. Dados dos lados a, & Yy el angulo compren-
dido A, construir un paralelégramo

Férmese un angulo EAF= A (fig. 90); tomese AB=6

y AD—a: haciendo centro en B con

Fig. 90. el radio AD se traza un arco, y ha-

_. [E ciendo centro en D con el radio AB

se traza otro arco, que corlard al ante-

A D i rior (70y 48, rec. 3*) en un punto C:

se une este punto con By con D, vy

ABCD sera un paralelégramo (79, rec. 1.®), que tiene las

circunstancias pedidas.
Porque BAD= A, AB=" y AD=«.

Observacién.  Un rombo se construye dado el lado y un

angulo; un rectangulo conociendo los lados desiguales; y
un cuadrado si se da su lado.

9*. Problema 1° Construir un poligono igual & otro dado
ABCDEF (fig. 80).

Se divide este poligono dado en triangulos por medio
de diagonales trazadas desde el vértice A; se forman los
triangulos A'B'C, A'C'D', etc. respectivamente iguales &
los ABC, ACD, etc., y que tengan entre si la misma colo-
cacion que estos; y el poligono A'B'C'DTF, formado pol-
los lados exteriores de dichos triangulos, serd el pedi-
do (85).

Otra constrnccion. Sea el poligono ABCDE (fig. 91);
trdcense por lodos sus vértices paralelas entre si: tomense
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sobre eslas las partes iguales AA'=BB'=Cr/==DI)'="EE ;
Gnase el punto A'con B\ B'con C/,
C'con D', D'con E'y F con A"
y el poligono A'B'FD"E'E' sera
igual al (lado. '
Porque las ligaras ABA'B',
BCB'C', etc., son paraleldgrainos
(79, rec™ 2.7; luego AB—A'B';
BC= B'C, ('tc. (79, 1.9, y los &ngulos ABC=ATt'C',
BCr»=B'C'D’, etc. (33, 1.“). Luego el poligono: propuesto
y el Clue acaba ,do formai’se tienen sus lados y angulos
respectivamente iguales é igualmente dispuestos; luego son
iguales (m).

n También podria rcsolvcrse.cste problema tundandose en el teorema del
ndm 84 ¢ pero la construccién estaria mas sujeta & error en la practica, y
conviene'siempre elegir entre los diferentes medios, que en cada caso pueden
emplearse, aquel en que menos se multiplican los errores, debidos a los ms-
Iruinentos de que tenemos que valernos.



SUCCION SEGUNDA.

DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS PLANAS.

CAPITULO PRIMERO.

Figuras semejantes.

ARTICULO PRIMERO.
De las lineas proporcionales.

«3. Teorema 1.“ Si sobre el lado AR de un finyulo
DAD' (fig. 92) se tomanparles iguales AR=BC=CD, g
por los puntos de divisién se trazan paralelas BB', CC', 1)1)
hasta encontrar al otro lado AD”, las partes de este
AB', B'C', C'D', interceptadas entre las paralelas, seran
también iguales entre si.

Trazando por los puntos B, C, las rectas BM, CN, pa-

ralelas & la Al)', los tridngulos AB'B,

BMC, CND tienen AB= BC—CD por

JL  hipotesis, los angulos BAB', CBM,

I)CN jguales por correspondientes, y

i los ABB', BCM, CDN iguales también

A por la misma razon; luego dichos
triangulos son iguales (72, 3.”), luego (73, obs.)

AB'= BM= CN:
pero BM=B'C' y CN= C'l) por lados ojmes-
tos de paralclégramos; luego

AB'= BC'= C'l).
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04. Teorema 2.” Si vna recia DE (fig. 93) es paralela
aun lado de un tridngulo ABC, divide a los otros
dos lados AB y BC en partes proporcionales.

Distinguiremos dos casos: 1 que las partes BD y DA
de un lado sean conmensurables: 2.” que no lo sean.

\ Sea B06 la medida com(n; supongamos que se pue-

da colocar sobre BD tres veces, y cuatro
Fg »3 sobre DA, y se tendra

BD: DA: 3: 4.
Bor los puntos de division tracense pa-
— i ralelas 4DE 6 &la AC, y segun el teorema
anterior la BG (piedard dividida en otras

siete partes iguales entre si, de las que la BE contiene tres
y la EC cuatro; luego

BE :EC :: 3: 4.

Esta proporcion y la anterior tienen una razén comun;
luego (Alg. 128)

BD:DA:;BE:EC.

2® Sean BD y DA (lig. 94) inconmensurables; supon-

P, gamos que la BD sea dividida en partes
iguales entre si, tan pequefias como se
ip quiera, y que una de estas partes esté re-

presentada por Ba: cologlese esta medida
sobre DA todas las veces que se pueda, y
R ,\c quedaré un resto A«, una vez que BD y DA
son inconmensurables: tracese, por Gltimo,
la ac paralela & DE.
Siendo BD y Da conmensurables se tendra, segun la
primera parte del teorema,

BD :Da:: BE ; Ec



S BD BE
o hifill Da Ec

comparando estos quebrados con los sigiiieules

DA ~ EC’

se observara que los dos primeros (que eslan en columna)
tienen el numerador Bt) comun, y que el denominador Da
se puede aproximar & DA todo lo que se quiera; porque la
diferencia Aa es menor que B6, y esta parte puede ser mas

pequefia que una cantidad cualquiera dada; luego » es
el limite de BD [51, (®]: por igual razén B es tain-

bien el limite de J‘;E: pero las cantidades variables son

iguales; luego los limites lo serdn del mismo modo [51,
(*) corol.'l, luego

DA* EC’
6 BD:DA::BE;EC.
Corol. De la proporcion anterior se deduce (Alg. 129)
BD-hDA :BD BE-f-EC :BE

y BD-i-DA ; DA ;; BEh-EC : EC,
0 bien BA:BD::BC;BE
y BA;DA::BG:EC,

esto es: todo un lado es & su parte superior ¢ inferior a
laparalela, como todo el otro lado es & la parte supe-
rior ¢ inferior 4 ia misma.

Reciprocamente. Si una recta divide & dos lados de
un triangulo en partes proporcionales, es paralela al ter-
cer lado.

Es decir, que si se tiene (Ug. 95) la proporcién
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1) : DA :: BE1VX, 6 lo que es igual (corol. anU)
BA:BD::BC: BE,

la recia DE serd paralela & AC.
Porque si no lo fuese, se poclria trazar por D la DF pai a-
lela & AC, en cuyo caso, segun el corolario
precedente, se teiulria

BA;BD::BC;BF.

Esta proporcién y la anterior tienen los
tres primeros términos iguales, luego

BE= BF:

pero esto es imposible; luego la paralela & DF tiene que
confundirse con DE, luego esta es paralela al lado AC.
05. Teorema 3." La bisectriz AD (fig. 9G) de un an-

(fulo BAC en el triAngulo ABC divide al lado opuesto

en partes proporcionales a los lados que forman dicho

angulo, C e e

Por el jiunto C tracese la recta CP paralela a la bisec
triz AD, prolongandola basta que corle en F a

Fg % 1a BA también prolongada, y se tendréa (94)

BD;DC BA; AF.

Abora el angulo en 1 es igual al 4 por cor-
respondientes, el 2 es igual al 3 por alternos:
pero 1y 2 son iguales por bipdlesis; luego

3y 4 también lo seran; luego (75, rec. 1. )

AF=AC.
Sustituyendo este valor de AF en la proporcién ante-
rior, resulta al fin
BD :DC ;;BA; AC.
Corol. Los lados de un tridngulo no son proporciona-

les & sus angulos opuestos. -0
Povquo siCTclo », h <os lados y A, B sus angulo» io»-
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pectivamente opuoslos, se tienen las cuatro cantidades lio-
mo20neas dos & dos

11.... b:
y duplicando 6 dividiendo por 2 una de las homogéneas A,
su relativa a no queda duplicada ni dividida por 2, segln
el teorema; luego dichas cantidades no son proporciona-
les (Alg. 135, obs.).

AIITICI LO 11,
De los triangulos semejantes.

oe6. Se llaman en general poligonos semejvktes l0S
que lienen sus angulos respectivamenie iguales y stis la-
dos homologos proporcionales,

Llamanse vértices homslogos l0s vértices de los cingur-
los iguales; y lados nhométogos l0s que unen vértices ho-
mologos.

En los tridngulos .semejantes los lados homologos estan
opuestos & angulos iguales (TO, corol. 1.); y como esta
circunstancia es mas facil de apreciar, de ella toman su
denominacién. Asi que si en los triangulos ABC y A'B'C'
(iig. 98} se tiene: AMA', B=B'y C="C'; BC y B'C' son
homologos, ACy A'C', AB y A'B' lo son también.

»7. Teorema 1 Sienun Iriangulo ABC (fig. 97) se
traza UNa linea lyS, paralela & un lado AC, el triiingulo
parcial BDE que resulla es semejante-ai total ABC.

En efecto el angulo en B es comun & los dos triangulos,
el BDE — A por correspondientes y BED=C
por la misma razon; luego dichos triangu-
los lienen shs tres angulos respectivamente
iguales.

Por otra parte, por ser DE paralela & AC
se tiene (94, corol.)

BA :BD::BC ;'BE ;



y irazmulo la KF paralela & BA se tiene también
BC:BE;: AC:AF,

0, puesto que AF==DE (79, | ,BC:BE: AC:DE.
Esta proporcion y la primera tienen comun la razén
IIGIBE, luego (Alg. 128)

BA:BD BC;BE;; AC:DE ;

luego el triangulo parcial y el total tienen sus lados homé-
logos proporcionales. A

Luego los triangulos ABC y DBE tienen sus angulos
respectivamente iguales y sus lados homoélogos proporcio-
nales, luego son semejantes (96).

99  'Yeoremd.9.." Dos triangulos son semejantes: st
tieziensns lados proporcionales: 2.“si tienen dos lados
proporcionales é igual el &ngulo comprendido: 3. it tie-
nen sus tres angulos respectivamente iguales.

1® Sean los triangulos ABCy A'B'C' (fig. 98), en que
se supone que

AB:A'B'BC :B'C':: AC;A'C".

Toémese sobre BA una parte BD=A'B', y traMndo la
recta DE paralela a AC, resulta (9/)

AB;BD BC:BE:

V esta proporcion y la de la hipotesis
AB ; AB' :: BC : B'C' tienen sus tres pri-
meros términos iguales, una vez que

A'B'= BD; luego

BE= B'C.
Por el mismo nim. 97 se tiene también
AB;BD AC;DE,

ruva proporcion y la de la hipétesis AB:y B ':: AC: AC'
Sen”lel mismo modo sus tres primeros términos iguales;

'««'S0 de= A'C.
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Lliego los triangulos DBE y A'B'C' son iguales (72, 'l
pero T)BE es seniejantp & ABC (97); luego ABCy AB'C'
también lo seran.

2.° Supongase que (en los mismos triangulos) B=B', y

que AB ; A'B": BC; B'C.

Tomando BD=B'A' y trazando DE paralela & AC, como
en el caso precedente, se tendra (97)

AB:BD ;:BC :BE ;

esta proporcidn y la de la hipotesis tienen iguales sus tres
primeros términos; luego

BE= B'CC

luiego los triangulos DBE y A'B'C' son iguales (72, 2.°):
pero DBE es semejante a ABC (97); luego ABCy A'B'C'
también lo seran.

Supongamos (en los mismos triangulos) A—A',
B=B', C= G', y ejecutando igual construccién que en
los casos anteriores, se tendra que los triangulos DBE y
A'B C' tienen DB=A'B"' por construccion, y ios angulos
B=B',y D=A", por ser A=A" por bipétesis y A==D
por correspondientes.

Luego los triangulos DBE y A”B'C' son iguales (72,
pero DBE es semejante & ABC (97); luego ABC y A'B C'
también lo seran.
Corel.  Dos tridngulos que tienen dos angulos respec-
iilvamente iguales, son semejanles (71 , corol. 1.”).
o». Teoremas." Dos triangulos rectangulos son serne-
jantes si tienen la hipotenusa y un cateto proporcionales.
Supoénganse rectangulos en A 'y en A' los triangulos
ABCy A'B'C' (fig. 98), y ademas que

AB: A'B'::BC:B'C".
Sobre BA tomese BD=B'A" y tracese DE paralela & AC.

Siendo ABC rectangulo en A, DBE lo ser& en D por ser
A — D por correspondientes.

@
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Por otra parle (97)

esta proporcion y la de la hipotesis tienen los tres prime-
ros términos iguales; luego
1liE:=B'C".

Luego los triangulos T)BE y A'B'C' son iguales (73):
pero UBE es semejante & ABC (97) luego ABCy AB'G'
también lo seran.

I00. Teorema 4.” Dos iriingtdos son semejantes si
tienen sus lados respectivamente paralelos 6 perpendicu-
lares.

En ambos casos los angulos de uno de los tridangulos
seran respectivamente iguales 6 suplementarios de los del
otro (33, corol. y 34). Mas dos angulos de uno de los
triangulos no pueden ser suplementarios de otros dos del
otro; porque en tal caso estos cuatro angulos equivaldrian
& cuatro rectos, lo que es imposible (71): luego dos angu-
los de uno de los triangulos seran respectivamente iguales
& dos del otro; luego los tridngulos son semejantes (98,
corol.).

Observacion.  Los lados homdlogos en estos triangulos
son los respectivamente paralelos 6 perpendiculares.

ARTICULO 11

Semejanza de los poligonos en general.

I0i. Teorema 1" Si dos poligonos ABCBEF g
A'B'GA)E'F' (fig. 99) se componen del mismo nimero de
trmngulos ABC y A"B'C', AGI) g A'G'l)", etc., semejantes
y semejantemente dispuestos, son semejantes.

La semejanza de los tridngulos ABC y A'B'G' nos da los
angulos

B-=B',
y BGA= B'G'A": la de los triangulos AGI) y AG"D' da iam-
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lien los angulod ACI)-* A'C'D"; y sumando estas dos igual-
dades resulta ICD=Ii'iyD%

0 bien c=C';
como lo mismo se deniostraria de los demds dngulos, se
% infiere que los dos poligonos tie-
nen sus angifios respectivamente

iguales.

De la semejanza de los trian-
gulos ABC y A'B'C' resulta igual-
mente'

ACwVC' :

V de la igualdad de los triangulos ACD y A*CD' resulta
del mismo modo
AC: A'C'CD;CD';; AD;A'D"

estas proporciones tienen comin la razén AC : A'C'; luego
(Alg. 128) Ali: A'B: BC:BC :: CD;CD".

Como lo mismo se exlenderia la demostracion a probar
la proporcionalidad de los demés lados, se deduce que di-
chos poligonos tienen sus lados homdélogos proporcionales.

Luego los poligonos propuestos tienen sus dngulos igua-
les y sus lados homologos proporcionales, luego son se-
mejantes (96).

Jlociprocamente. Sidosjwllf/onos ABCDEBY A'B'G"D'LT'
son semejantes i se. pueden descomponer en el mismo ndme-
ro de tridngulos semejantes y semejanlemenle dispuestos.

Por hipoétesis se tiene: A=A', B= B, C= C', etc., ¥
AB: AB ::BC:BC CD:CD' etc. ;etc.

Trazando desde los vértices Ay A' diagonales & los de-
mas, resulta que los triAngulos ABCy A'B'C' tienen B=B'
por hipotesis, y por igual razon

AB: A'B';;BC:B'C;
luego son semejantes (98, S.”).
I>a semejanza de estos tridngulos nos da los angulos

BCA=:BT/A";

rr
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y restando esta igualdad de la de !a iiipolesis
c--C/,
resultan los angulos ACD= A'C!D".
De la semejanza de los mismos triangulos BAC y B'A'C'
resulta igualmente BG:B'C':: AC: A'G"
mas por hipotesis BG:B'C':: CD:G'D"
de donde (Alg., 128) AC; A'G": CD: CDC
Luego los triangulos ACD y A'C'D' son también seme-
jantes (98, 2®}.
Lo mismo se demostraria la semejanza de los demés
triangulos; luego el teorema reciproco es verdadero.
10*. Teorema 2." Dos poligonos regulares de igual
numero de lados son!semejantes.
Estos poligonos tienen sus angulos iguales (82, corol.).
Por otra parte, siendo ios lados de cada uno iguales en-
tre si, si llamamos I al lado de un poligono y /" al del otro,
evidentemente se podra formar esta proporcion.

11" 1; Vi ete. : etc.

Luego los poligonos son semejantes.

ARTICULO V.
Consecuencias de la semejanza de los poligonos.

103. Teorema \ Si tres 6 mas rectas OA, OB, OC,
etc. (fig. 100) que concurren en un punto O, corlan & dos
paralelas AEy A'E', las dividen en partes proporcionales.

Los triangulos AOB y A'OB' son semejantes (97); luego

AB:A'B'::0B:0OBC
También son semejantes los triangulos
BOCyBW (97); de donde
OB:0OB':BC:B'C~:;;0c:UcCC
Esta proporcion y la anterior tienen co-

N ® *  miin la raz6n OB:OB'; luego (Alg., 128)
AB: A'B';:BC:B'C".
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La semejanza de ios iriangulos COIl) y COl)', DOK y
D-OE', nos daria la proporcionalidad de las partes restan®
tes con las anteriores; luego el teoremaes verdadero.

Coroh m Si las partes de una de las paralelas son igna-
les éntre si” las de la otra lo seran también.

Porque siendo iguales los antecedentes 0 consecuentes
de estas, proporciones, los consecuentes ¢ antecedentes lo
son igualmente.

104. Se dice que dos rectas estan divididas en parles
IIECIPROCAMENTE phopoucionales, cuando las partes de la
tina, 6 toda larecta y unaparte suya, forman los extremos
de una proporcién, y las partes de la otra, 6 toda la rec-
ta'y unaparte suya, forman los medios | V. Alg., 135" (*)].

105. Teorema  Si dos cuerdas ABy CD (fig. 10'l)
se cortan, quedan divididas en partes reciprocamente
proporcionales.

Fig. loj. Uniendo A con C, y B con D, los tridn-

gulos AOC y BOD tienen los angulos A= 1)
pyC=B (54, corol. 1.n); luego son seme-
jantes (98, corol.; luego
A0O:01)::0C:UB.

106. Teorema 3." Si desde un punto O (fig. 102} fue-
ra de un circulo se trazan dos secantes OA y OB, que
terminen en la parte céiwava de la curva, los segmentos
externos OC y OU son reciprocamente proporcionales con
las secantes enteras.

Uniendo A con D, y C con B, ios
triangulos AOD y BOC tienen el an-
gulo en O comin y A=B (54, co-
rol. 1.®); luego son semejantes (98,
corol), luego

OA:OB::OD:OC.

i<4y. itTeoi'cina 4® Si desde un punto O fuera do un
circulo (fig. 103) se traza una tangente OA, que termine
en el punto A de contacto, y una secante OB, que termine

Fig. i02.



80 —

en I(i parle concava de la curva , (a kingente es mediaj)ro-
porcional entre toda la secante y el segmento eceterno 00.
Uniendo B con A, y A con C, los Iriangulos OAB y OAC
. tl&nen el angulo en O comln} y
Fig. 103. OAC= B; porque el primero tiene
por medula la miiad del arco AG (55),
y el segundo tiene también por me-
dida la mitad del mismo arco (54);
luego los.triangulos son semejantes

(98,.coroL)i liHgtt

OB;0OA::0OA:OC.

I0OS Teorema 5.° Dos Iridnyidos semejantes ABC y
A'B'C' (fig- '104) tienen las bases AC y. k'O’ proporcionales
con las alturas BDy B'D'.

Por hipétesis se tiene

AC: AC :AB:A'B':

los tridngulos ABI) y VB'D' tienen los

A e angulos A=A" por hipdlesis, y ABB"
A'D'B' por rectos; luego son semejanlcs
(98, corol.), Inego

AB:A'B'::BI): BD";
de cuyas proporciones.se dcduee (Alg. 128)
AC; AC' :BD:B'D".

fOO Se llama proyeccion de tina linea cualquiera AB
(iig. 105) sobre una recta J1 la parte

Ha- ¢Qesta, cojnprendida entre las per-

pendiculares AA'y BIV, bajadas desde

los extremos A i/ B de la primera.

X Observacion. Ua proyeccion de la
A hipotenusa sobre un cateto, es este mis-

mo cateto. Asi en el tridngulo rectdngulo ABD

proyeccion de la hipotenusa AB sobre el cateto AD es este

cateto.
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no. Teorema 6." Si desde d vértice B (fig. 100) del
fingido recto de un tridngulo rectangulo se baja una per-
pendicular BD sobre la hipotenusa AC: 1®un cateto AB
es medio proporcional entre la hipotenusa kC y su proyec-
cién AD sobre esta hipotenusa: 2®la perpendicular BD es
también media proporcional entre los segmentos AD y DC
de la hipotenusa, 6 sea entre las proyecciones de los cate-
tos sobre la hipotenusa.

\' L o s tridngulos ABC y ABD tienen el angulo A co-
mun, y ABC=ADB por rectos; lue-
go son semejantes (98, corol.), luego

AC: AB:: AB-.AD.

Fig. 106.

Del mismo modo se demuestra la

semejanza de los tridngulos ABC vy
DBC, y de ella se deduce

AC:BC::BC:DC.,

2;° Siendo ABC semejante con ABD, y ABC semejante
también con DBC, segun acaba de verse, los triangulos
ABD y DBC son semejantes entre si; luego

AD:BD;;BD;DC.

Corol. 1  De las proporciones del primer caso

AC:AB::AB:AD,

y AC ; BC:; BC: DC,
se deducen las igualdades (Alg., 120) o
(AB]2"{AC)X(AD),

(BC)-*=(AC)x{DC)-"n.f

(*) Siempre que en lo sucesivo haya que indicar una operacion con e! con-
junto de letras que representa una linca, se hard como si todas ellas Tiiesen
un solo signo. Asi por IAB)’ escribiremos y por (AC)X(AD) se escri-
bira ACX Al>.
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Luego Il cmdrwlo de un cateto es i“ual  producto
de la hipotemisa por su proyeccion sobre este
Corol. 2. Formando una proporcion con las dos igual-
dades del corolario anterior, se tiene

AB* : BCx»:: ACXAD : ACXDC :: A)) : DC;

luego tos cuadrados de los catetos son proporcionales a
sus proyecciones sobre la hipotenusa.

Observacién.  Como el angulo inscripto cuyos lados
pasan por los extremos de un diametro es recto (154, co-
rol. 2."), resulta que todo punto B (fi-
gura 107) de la circunferencia se pue-
de considerar como el vértice de un éan-
gulo recto de un tridngulo rectangulo
ABC, cuyos catetos AB y BC son las
An cuerdas que de dicfio punto van & los
extremos del diametro, y cuya hipotenusa AC es el dia-
metro mismo; luego las proposiciones anteriores, sustitu-
yendo de la circunferencia por vértice,' cuerda por
catetos, y diametro por hipotenusa, se convierten en los
teoremas siguientes:

Si desde un punto de la circunferencia se baja una
perpendicular al diametro, y por dicho punto y los extre-
mos del didmetro se trazan cuerdas:

1  Cada ctterda es media proporcional entre el dia-
metro y su proyeccion sobre este: 2." la perpendicular es
media proporcional entre los segmentos del didmetro, 6
sea entre tas proyecciones de las cuerdas sobre el diame—
metro: 3.“ el cuadrado de una cuerda es igual al produc-
to del didmetro por su proyeccién sobre este : 4.° los cua-
drados de las cuerdas son proporcionales & sus proyec-
ciones sobre el diametro.

Fig. i0

n  Se eiiiiende fior cuadrado de una linea el cuadrado de ju valor numé-
rico referido & una unidad tongiludinal cualquiera; y por producto de dos li-
ncasVI produelo de lus valoree numéricos. referidos G una m,sma unidad,
aunque arbitraria.
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111. Teorema En el ti'idn(/ulo rectéangulo el
cuadrado de la hipotenusa es igual & la suma de los. cua-
drados de los catetos (*): 2.“ en el obtusafigulo el cuadra-
do del lado opuesto al angulo obtuso es igual & la suma de
los cuadrados de los otros dos, mas el duplo del producto
de uno de estos por la proyeccidn del otro sobre él: 3® en
un triangulo cualquiera, el cuadrado del lado opuesto
& un angulo agudo es igual & la suma de los cuadrados
de los otros dos, menos el duplo dehproducto de uno de es-
tos por la proyeccion del otro sobre él.

1. ® Segiin el corol. 1." del teorema anterior, se tiene
(fig. 108).

AB~MACXAD,
Be"ACxDC,

s.sumando estas igualdades resulta

Ali*h-BC'=AC X AD-HAC X DG= AGX (AD-h DC)= ACX AGIAOS
0 bien AC"*"AB"-HBG”

Corol. I)e la igualdad que precede se deducen las si-
guientes :
F 108" AB2=A,C"—BC",
AC= |/AB’--BC*,

ABi*t/AC —BCx

Luego el cuadrado de un cateto es

igual al cuadrado de la hipotenusa,

menos el cuadrado del otro cateto: la hipotenusa es igual

4 la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los

catetos: un cateto cualquiera es igual & la raiz cuadrada

de la diferencia entre el cuadrado de la hipotenusa y el
cuadrado del otro cateto.

2. ® Seael triangulo ABC (iig. 109) y AB el lado opues-

(*) EsU primera parte del teorema, que es sin duda una de las verdades
mas fundamentales de la Geometria . se llama teorema de PUUgorai, del nom-
bre de! célebre filésofo que le descubrié.

0
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to al angulo obtuso: bajaiUlo la pei-pendicular BD sobre AC
prolongada, se tendrd on el tridngulo ABI), segln la pri-
mera parte, del teorema, |

Fi,. 109, ero

, p
p Al":-(AC-A-CBf=-AC"-H2ACXGT)-t-C)»
(Alg., 24, 1®p" = aV to
y — CT)2%(corol. arit.l
luego sustituyendo estos valores en la igual-
dad primera, resultara

Aii-:UAnMi\axaT)H-GD h-bg* -aD’=AG* “ GNN2ACKG) y
0 bien AB = ACM-BC* SACXCD.

3® mSea elji*riangulo ABC (figu-

Fig. no. ra MO), y AB el lado opuesto & un
angulo agudo : bajando la perpendi-

cular BI), en el triangulo rectangulo

ABD sa.tiene.-,M

AB"=AD™f-BD*
pero mAD=*(AC--DC)"= AC*- 2ACXDC-t-DC*
(Alg.,2-i,0bs, 1.9,,
y en el triangulo DBG BD”=BC'—DC» (corol. ant.) ;

id

luego, sustiluyendo lo” valores de AD™y BB”, que acaba-
mos de terminar, en la igualdad primera, resultara

ABMAC:  24CXUGA-DGN -EG—CD'=AGM—24GX)G- -BGY,
Obien m AB2=AC~ *BC"-2ACx BG.

Beciprocamente. 1 Si el cuadrado de un lado dem
triangulo  igual & la suma de los otros dos" el angulo
opuesto.al primero sera recto: 9 ° sies mayor, el angulo
opuesto serd obtuso: 3." si es menor, agudo (12). .

11». Teorema 8.° Los perlnielros de 16s'poUgonos.se-
mejantes son proporcionales & sus lados homélogos.

Llamando a,b, c, etc. & los lados de uno de los poli-
gonos, y b', ¢', etc. & los del otro, se tendra (96)
a:a'::bib':“c:c'::0\Q.:e\c.;
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de donde/Alg;, 130" m
£ ’

v c'.H-etc. :: a\ a',
Oiexpresandd por-/~  dichos periinelros
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I

mupROISLEjU s éVi.AKYOS al CAPITULO,.QUE PRECEDE.

o'y it ! ‘ -
AA Yi -t ..-Pr/oblemas graficos.

113. P/iffin I.A'Dividir ima recta n en parj,es proporcionales
4iOtras rectas <ladss I> c, &.

S"obré una recta indefinida MN (iig. M1) tomense las

":)-0 mm pavtiis 'DE=c, EG—il: for-
Gil ; T.~ mese sobre BC el tridngulo eqiiilate-
*iv/' ‘" o BAG (86, obs. 2.“): sobre ABYy

. /A G -tébicsd'AB'=a y AC""«." Ira-
cejise las védas BT/, AD, AE; y B'l)",
i i X D'E', E'G' seran las partes de a pro-

.B D E c\ porcioiiales & 6, ¢, d.

s En,.efecto,-siendo ABMNACy AB'—AG!, la linea B'C'
divide & los lados del triAngulo“ABC en partes porporcio-
nales; luego cslptiralelaABG (91,u ec.) ; luego los tridn-
gulos BAG y BAG:' son semejantes ."(D?) : pero BAG es equi-
latero; luego B'G'=B'A—1t. <knm

ml La recta B'C'.esld dividida.en partes B'D', D'li', E'G'
proporcionales a BD, DE, EG (103), y por consiguiente &
b~ ¢\, il; luego también estdn determinadas las parles de su
igUal a proporcionales 4 ¢, {4, rf.

Ohsermcion. Si los puntos B' y C' cayesen en la parte
inferior de By C, la demostracion seria la misma, tanto
en este problema como en el siguiente.

i 1Jt. ProUema E" Dividir una recta h en un nimero cualquie-
ra de parles iguales, p. e., en cinco.

Esle problema.sé resuelve como el anierior, segun apa-
rece en la figura 112, sin mas diferencia que la de lomar
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lii parle Bl) arbitraria, y las J)E,
iiF, FG y GC iguales con BD. Lade-
mostracion también es la misma que
la precedente , fundandose la igual-
dad de las parles en que quedadividi-
da la recta B'C', y por consiguiente
-f—f fic ladadaa, enel corol. del mim. 103.
1*5. Problema 3.“ Hallar una cuarta proporcional & tres rectas
a, b,c.

Férmese un angulo cualquiera MAN (fig. 113): sobre
el lado AN tomese AB=a y =y
sobre AM tomese también AD~C * Una-
se el punto!) con el D, 6 sean los extre-
mos de los antecedentes « y ¢ de la pro-
porcion: por C, extremo del consecuente
0;, tracese la rectaCX paralela 4 BD, y
la AXsera lacuarta proporcional pedida.

Porque (97) AB; AC;; AD: AX ,

Bien fi:0;:c:AX.

1*6. Problema 4® Hallar una tercera proporcional 4 dos rec-
Fig. <14. tas dadas ty i»
Lot Se resuelve como el anterior, lo-

Sy m mando ACy AD (fig. 114) iguales & 6,
como aparece en en la figura.
117. Problema” ° Hallar una media pro-
A porcional entre dos rectas dadas ay b. 1
Sobre la recta AB (fig. 11b) igual & la mayor a de las
dadas, trdcese una semicircunferencia:
tomese AC— 06 ; levantese la perpendi-~
cular CD, y la cuerda AD sera la media
proporcional pedida (’)
Porque (110, obs.)
AB : Al)::-AD: AC,
o a:AD: AD;h.
n Es indtil rendir que . entre los diferentes medios que pueden emplear-

se en la resolucion de este problema y precedentes, hemos elegido los que nos
parecen mas sencillos y exactos en la practica.
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Se (Ucc (ftie una recta esta dividida,en iiedia x
KXTUBVA RAZON; ciHiudo csta dividida en dos jKiriciitales
(ftw-la mwjor es medid proporcional lenlre- la menor la

linea entera. . [ o’ ' teh | J'1i7
lie. Problema 6." Dividir una rectal« en mediaty extrema
razon. ol -Ie, liii i)

Tomese una recta AB=o (lig. 116):-en elextremé Ii Ic-

yantesé iina.pérpendiéiilarB O =y "

r.Sc'i‘fhixn. desde O coil el radio OiS'tracese una
n.'/i circunferencia: por A'y O se traza
t la secante AC, y la parte AD, exterior

de la secante, aplicada sobre AB di-
vide &4 ésta en Ecn media y extrema

razon.
En efecto AB es tangente y AC .secante de la circunie-
rencia O; luego se tendra (407) . 101 wuirj-xj =

AC:AB:: AB; AD;
de donde (Alg”™ 129)
iLi AC—AB: AB : AB—AD; AD :

y como AB==2BO~DC y AD= AE, esta proporcion se
convierte en t
i' AE:AB ::EB: AE, "di

6 (Alg, 127, 2*y AB:AE AE;EB.

1*0. Probléma7® Dado un triangulo ABC (lig. 117), construir
sobre una recta dada A"C', considerada como lado homélogo de AC.
otro triangulo semejante al primero.

Férmense en los extremos de la recta A/B' los angulos
A'ifiAy C'.=C, y AB'C' serael
triangulo pedido (98, coroLi):'-6

B bl » formese A'i* Ay tomese A'B'.igual
& una cuarta proporcional i las rec-
tas AC, ACMy AB (11b), y.cl Iriai~-
guio A'B'C' seré el buscado (98,.2<(J;
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6 también, héallese ima cuarta proporcional & AC,iA'C'
otra &'AC, A'C y BC; icon estas cuartas propor-"
clénales y con la- réela (lacla A(G' iormese el triangulo
A W (86), el cual sera el pedido (98, 1 "1
1*1. Problema”" Dado un poligono 1ABGDEF(fig911»)feons-
truir sobre una recia dada A'B', considerada como lado homologo de
AB, otro poligono semejante al.primcro.;, himi "-'miiic
Divid”~e el poligono dado yn.,.triangulos por medio de
** 'las diagonales AC, AfiVetc. : cons-
;iin oii :i 6' triyase sobre A'B', considerada
B0 .- como.ladodioin6logo de AB, un
[EATIiIXSvd" tHéangulo A*BX' semejante al ABG
(120): sobre kV, considerada
Tcomoladd hom()logo de AC, cons-
trityasci otro A'CD” semcijanle &
ACi)? y asi' sucesivamerite-. KL poligono A'B'G'D'E'F'lsera
el pedido (101). ‘0l >' - *> ah»-

Problemas numéricos.

I*«. Problema 1.” Dados los valores nnmérieos’dc ‘dos lados
de im tridngulo reglangulii dele®-minar el Ipr~icr lado.

Bislinguiremos tiés casos; i."*ijné el lado desconocido
sea U Inpplenusa; fpie ~ea un céieto.Oii. uw m

1 " Supongamos cpie un cdalelo lioiie 40 inudros y el
otro 82: llamando (i & la hipotenusa se tendra (111. corol.)

a=V" 40 +;'32/=iM/26 24741, M. ... melros®

2. " Supbnganlos (Juc un cateto tiene 6 metros y. 40 la
hipotenuf”a, llamando b al otro catetov serai(’L1H, corol.)

i 18». Pi*Uema-i}’ Dados'loé valwes numéricos de I()s lados de
un: triangulo determinar lajespeeic de sus angulos:'

b-’-'Seieleva at Cuadi-ado el valor numérico dél mayor, Vsi
esle cuadrado-ea igual & la s«ma de los cuadrados dé los
otrbs dos el tnangulo sera rectangulo, si mayor obtusan-
guld, 'V si raenor’ac«(aiigulo'(Hb., ree.). "
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Asi si los lados son 3, i , 5, como 5°=23 y 3-h- 4220,
se Iciidrd

luego el triangulo es rectangulo (*).
Silos lados sonJO, 12, 0., como 20®= i00
y 10n-h 12272 U ; resulta * '
202>102_i 122.

luego el fridnguro es dbiUsangulo. ' "9~ 'Y m
Por altimo, si los lados fuesen. 8, 9, 11, como
M2=: 121,y 8-1-9"™ 140, se tendria

1P<82-h9=;

luego el angulo opuéatd 'al mayOi lado seria agudo, Yy
siendo los demas menores (75, 2."), el tridngulo seria
acutangulo. . >rujiogiioznooiio " uoiogiing»!

(*) Si con una cuerda 6 cadena dividida en pie$., p. e , se «{iisiese formar
UD tOéngulo rectangulo , bastada lomar por lados 3, 4, 5 divisionés, 6 6,8,
to, y el angulo opuesto a\ lado’5 en ét primer caso y al JO én el soguhdo soda
recto; porque 5+= 8*-i-4’ y 10-~8-t-6'. .

Al 7 flia.ikAi u\a .
i TIuvinL iwigri '-tb
ruiud =t >d. » ui i ~~\Wh
, 1M A
AHJd/. Vo { . .LiiPriool .C91
ta\ viz-u o1
>/ ri)| Qi muj» 1,j )< n'diMitf-> firm -
mi o W -li-iii o AP Dy IfF, /L <i;ll

"lhf{ iij |1.0 -eifiluoil;n))i] iiij jf* 4<“ip;(i of»0
i ifo') 7 A no >Uuliii(«]| {i '»ae(iiy
IHjOIf o'i'iliditidjii *{'i iilhuiijiim'l
I foj Ut -id)< u';;; ™*. >SIAQI.
mliiMj i} :[[lRO / Ji/.0 -0
81/ -di/. vnpX'IV «Ui .1/ I/l iVIiiM=- < 1
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CAPITULO.,,ii?"™ i

Pdligonfis rognkuTs jnscriplos y circunscriiilos,”)' raion k la

circunieredcia al didmelro, o
AH -

/ : iji-i m ,1).ARTICtLO PRIMERO. I) oi'Hii

Lil-.., c1):ilinfl . m ) L .
Inscripcion Yy circunscripcion de poligonos.

I»4. Se dice que una circunferencia esta ciucunsciup-
Tv « fiii poligono, ¢ que un poligono esta inscripto €n una
circunferencia, cuando esta pasa por todos los veritces
del poligono. , [ ’

icese que una circunferencia esta inscripta €n un
poligono 6 que un poligono esta circunscripto a una cir-
cunferencia, cuando son tangentes a esta lodos los lados
del poligono. i} thmw

123. Teorema 1 A todo poligono regular AI5U)b
[fig. 119): \ se lepuede circunscribir una circunfeicn-
cia: 9,° inscribir obra.

1“ Tracese una circunferencia que pase por los ver-
tices A, By C (64) : desde el centro O de
esta bajese la perpendicular OM al lado
liC, y Unase el punto O con Ay con I).

Doblando el cuadrilatero MODC sobre
el MOAB, MC caerd sobre MB, por ser
rectos los &ngulos OMC y OMB; el* punto
C coincidira con M, una vez que MC=MB
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(41):: la recta CD caera sobre BA, por ser iguales los an-
gulos en B y en C por hip6tesis; y el punto D coincidira
con A por ser también CD= BA; luego los extremos de OD
y OA coinciden, luego estas rectas son iguales; luego la
circunferencia que pasa por A, By C pasara también por D.
Lo mismo se deraostraria <(ue pasa por los vértices restantes;
luego dicha circunferencia esta circunscripta al poligono.

2.“ Los lados del poligono inscripto son cuerdas igua-
les de la circunferencia circunscripta; luego equidistan del
centro de esta (40, 17); luego todas las perpendiculares
trazadas desde O 4 los lados del poligono son iguales con OM
(24, corol.); luego la circunferencia trazada desde O con
el radio OM pasara por los extremos de estas perpendicu-
lares ; luego todos los lados del poligono serdn tangentes,
y por lo tanto la nueva circunferencia estard inscripta en
el poligono.

fick. Llamase centro de un poligono regular el centro
de la circunferencia circunscripta é inscripta: radios del
poligono las rectas que van desde el centro & los vértices
de sus &ngulos; y apotemas las perpendiculares trazadas
desde el centro & ios lados del poligono. Los radios suelen
también llamarse radios oblicuos, para distinguirse de las
apotemas, (pie se denominan radios rectos.

Corol 1  Los radios de un poligono son iguales entre
si, y las apotemas lo son también.

Corol. 2.“ Los radios de un jjoligono son bisectrices
de sus angulos.

En efecto, los triangulos AGE, EOD son iguales
(72, 1.“i; luego los angulos AEO, OED son también igua-
les; luego EO es bisectriz del angulo en E. Lo mismo se
demuestra de los demaés.

Corol. S"™ Los angulos en el centro AGE, EOD, etc.,
son iguales.

Por la igualdad de los mismos triAngulos AGE, EOD, etc.

Observacién 1 Para determinar el centro O de un po.
ligono, se trazan las bisectrices AOy EO de dos de sus &n-
gulos cualesquiera consecutivos Ay E, 6 las perpendicu-



lares en los pantos medios de dos lados consecdtivos.
mObservacién 2i.~ Los angulos en encentro O'-dé un po-
ligono regula!-valen juntos 4R (19, corol y son igita®
les entre si (corol. ant.); luego el valor del angulo en el
ceiitro de un poligono regular estard representado por la
formula "

-Jilr; u f- i'ili
De donde
Anguloene|centro(letr|ang>qu)ﬂl/aO==-|“: Nt AR
Id. de cuadrado.........ccoevverrirennn. R= 90"
Id. de pentagono regular. - . . . .="g"— ?
Id. de exdgonoid. . . ~. . . me -r—“G‘—;B— pﬁ®.
Id. de lieptagono id. - - -= " = YR=S1%i2.;,
Id. de decédgono id..... verrere . & o= 7T 910*

I[87 Teorema 2.” Todo poUgoiio: 1.“ si es tnsi*ripto

y equilatero es regular: 2;” si es circunscripto y equian”®

guio es también regular,

m 1" Sea el poligono ABCDEF (fig. 120). Los angulos
ABC, BCD, etc., del poli-
gono son inscriptos y coin-
prenden entre sus lados ar-

1"' eos iguales (que en este

Fig. <ao0.,.

2m
caso cada uno es — de la

W circunferencia), luego son
iguales (54, corol. 1.®)

luego el poligono es regular.
2." Sea el poligono A'B'C'D'E'F. Trazando por el cen-
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tro O' de la circunrerencia inscripta y por los vértices del
poligono las lineas O'A', O'B'y O'C', dividiran los an-
gulos A', B, C' del poligono en dos partes iguales (6",
corol.); luego los angulos O'A'B', O'B~V, U'B'C', 0'0'li"
son iguales-; luego los tridngulos A'B'O*y B'C'O’, que tie-
nen el lado B'O' comdn y dos angulos respectivamente
iguales é igualmente dispuestos, son iguales (T2, corol )
luego A'B'=B'C.

Del mismo modo se demostraria que B'C'= CD/,
C'D'~.D"E', etc.; luego el poligono dado es también equi-
latero; luego es regular,

1*8. Teorema 3." Los perimetros de los poligonos re-
gulares ABCD...,, A'B'C'D"... (lig. 120), de igual nimero
de lados, sonproporcionales & sus radios OA, O'A'y &
sus apotemas OM, O'M".

Los poligonos propuestos son semejantes (102); luego
se tendrd (112)

AB: A'il".

Los &ngulos A, B, C.., y. A", B', C"... de los.poligonos
regulares de igual niamcim fie lados son todos iguales en-
tre si (82, eorol.); luego sus mitades también lo seran;
luego los tridngulos AOB y A'O'B' tienen los angulos
ABO=AW y BAO="BWporserAOyBO, A'(yy
B'O'bisectrices de los dngulos de los poligonos (J20, co-
rol. ~;*), luego son semejantes (98, corol,);. luego se
tendra (108)

AB :A'B' :: AO ; A'0" MO :M'U".

Esta proporcién y la anterior tienen unarazén comun;
luego (Alg, 128)

p:;/;:A0:ANUA;MO:M'0",

6, llamando ?, r' los radios, y a, a' las apotemas.

p o/ irirtiucal.
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PROBLEMAS
relativos al capitulo precedente.

1»». Problema 1l Inscribiren una circunferencia un poligono
regular de cualquiera ndmero de lados, p. e., ti.
Dividase la circunferencia en 5 partes iguales (),
rB ,2« AB,BC, etc. (iig. 121,
1.y 2."); tracense las
cuerdas correspondien-
tes & estos arcos, y el
poligono ABODE sera el
pedido.

Los arcos AB, BC,...
son iguales; luego las
cuerdas también lo seran

(39, 1.”); luego el poligono es equilatero é inscripto, lue-
go es regular (127, 1.°].

tSO Problema'i* Dado un poligono regular inscripto; 1;* cir-
cunscribir & la misma circunferencia otro del mismo numero de la-

bailar el valor del lado deeste ultimo en valores del lado
del primero y del radio.

1“ Sea el poligono dado ABCDF; por los puntos
M N P etc. medios de los arcos subtendidos por sus
lados ViK 121, 1.“), 6 por los vértices A, B, C, etc.
del pol¢no (fig. 121, 2.“) tracense tangentes, y el po--
ligono A'B'C'D'E', formado en una u otra figura, seia el
A Porque en unoy otro caso los angulos A', B', C, etc.,
del nuevo poligono tienen por medida mitades de arcos

.los maneras puede hacerse esla division: 1" por tanteo, 2.* caU
2 IX fisfinal '

ntro de” Dolicono Que IraU de formarse (126, 'obs. 2. )
euiando el &ngu ««O t».

construyendo con el semicirculo un angulo
que en este caso sena 51 , . interceptan sus lados, sera la
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iguales;, luego son iguales; luego el poligono A'B'G'D'E' es
equiangulo y esta oircunscripto ; luego es regular (127,2.°),
teniendo ademas evidentemente igual nimero de lados que
el propuesto.

Observacion \ * En el caso de ser los lados paralelos,
como en la figura 1/, la recta A'O divide el arco convexo
MAN en dos partes iguales (65, corol.); luego pasa por el
punto A, medio de este arco ; luego

Los vértices correspondientes, como k! k, y el centro
estén en linea recta.

2." Los tridngulos A'E'O y AEO son semejantes (97);
luego. (108)

A'F:AE MO;no ,

6 llamando | el lado dei poligono dado y r el radio del
circulo

A'E'm.I-.:r\ 110 ;
dé"donde ru.

En el tridngulo rectangulo AIIO se tiene (111, corol.)
0= i/AU— \/r~ o\ =
vV [N= v 4 fW [2].
Sustituyendo este valor de 11O en la ecuacién [1] resulta

A'IE/ | -rl Ard (') A'F Z/V
i/ir —I

Observacion 9," Traducida la férmula [2] al lenguaje
comun, nos dice que: la apotema de un poligono regidar es
igual & la mitad de la raiz cuadrada del cuadruplo del ra-
dio cuadrado menos el cuadrado del lado.



— 2 —

131. 1&obk)fl 3® Dado un poligono' \BCDE (iigi 12-2) regular é
iiisci‘ipt6: 1." inscribir otro (le duplo nimero de lados: 2®hallar el va-
lor del lado de este Ultimo eu valores tlel lado del primeroy del. radio..

1  Dividanse los arcos AB, DC, etc., subtendidos pol-
los lados del poligono dado, en dos partes
iguales (C1); trdcense las cuerdas de estos
nuevos arcos, y el poligono AMBNC.....
formado por’ollas, sera el pedido.

Porque es regular (127,1 *)yy eviden-
temenlc de duplo nimero de lados que el
propiiéslc. .

2. Tracense los radios AO, MO y BO:
MO pasa por el punto medio del arco, AMB; luego sera
perpendicular & la cuerda AB vy la dividira en dos parles
iguales (ir, obsi); luego el triAngulo BHO es rectangulo
en n ; luego el angulo BOM es agudo (71, corol. 3.“); luego
en el triangulo BOM se tendra (IM, 3.”)

BM*-- BO*-H MO*— 2MOXHO ~ 2BO* —2MO X HP,

Fig. 422.

6 llamando r el radio,

pero se tiene (130, 2.°) . -

1

110= ir—I-;

luego sustituyendo este valor de 110 en la ecuacion ante-
rior, resulta

T=2r—v/dr—’=r(2r-v/ar—p,i
de donde BM=\/r(2r—/4r—]m

433. Problemai ° Dada tna circlinréi'enclii : L.® inscribir en
ella un cuadrado : 2® hallar el lado do este en Valores del radio.

i Se trazan dos diametros AC y BD (tig. 123) perpen-
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diciilares eiUre si, los que dividiran la circunferencia
en cxialro partes iguales {Al, coi-oLi);. se
unen los extremos de es.tos arcos por medio:
de cuerdas, y el poligono ABCD que .estas
; forman, seré el cuadrado pedido'(129).
¥} 2.° El tridngulo ABO, rectangulo en O,
nosda (111,1.“}

ABM A O A BO"= 2A0"
de donde AB" 1/2A0'—A O ,
6 llamando r el radio, AB= r|/2. 0

Observacion 1 I)e esta Gltima ecuacién se deduce

ot " Y'm .
.1{) I-.-- ‘I’* J o::t/2 ! -,d0< ak

"iinr/

Luego la razén del lado del cuadrado inscripto enMné
aircunfereMia al radio es inconmensurable.

Couio el lado AB os & su y.ez la diagonal de un cnadrit-
do.AEIiO, cuyo lado es el radio, se infiere también quei
el lado de un cuadrado y su diagonal son inconmen&u-.
rableSi

Observacion 2.“ Si en la ecuacién anterior se supone
r=r;.s i fesulla "bflr.

Luego construyendo iiii cuadrado cuyo lado_sea launi®
dad, su diagonal repri“enla exactamente U Itiego la
Geomelria proporciona medios para determinar el valor
exacto de cantidades irracionales ().

133. ProUema”™” Dada mia circunferencia, inscribir en ella
Uji exagono regular.

Supongamos .el problema resuelto:, .y -g*e AB,(fig. ISA)

(¢ Es'a cxaclitud es puramcnlc ideal ; porque los medios que sc empican

para resolver graficamente los problemas no dan sino rcsuliados mas 6 menos
liproxtmados 5 la cxacliUid, que jamas se consigue de esU manera: ..



sea el lado del exagono inscripto. Trazando los radios AO

y BO, el angulo AOB= (126, obs. 2."); luego los

angulos A y B del mismo tridngulo ABO valdran 120" (71,

corol. 1 IMas siendo AO+=BO, los angulos eu Ayen B

seran iguales; luego cada uno de ellos valdra 60"; luego
el triangulo ABO es equiangulo, luego se-
ra equilatero (70, corol. 2.°); luego

AB= AO;

luego el lado del exagono es igual ul ra-
dio de la circunferencia circunscripta.
Luego para inscribir en una cirqunfe-
rencia el exagono regular, se coloca el ra-
dio sobre la curva seis veces: se unen los extremos de
cada arco, y el poligono ABGD...... sera el exagono pe-
dido.

Corol.  Uniendo de dos en dos, dejando uno interme-
dio, por medio de redas , BD, DF, FB, los vértices del
exagono regular, se tendra el triangulo efjuildiero BDF
inscripto.

Observacién 1 Si se quisiere hallar también el lado
del tridngulo equilatero inscripto en valores del radio, tra-
zando el diametro AD, el tridngulo AFD rectangulo en F
(54, corol. 2.°) nos daria (111, corol.)

DF=t/AD—AF = t/(IVU)—Ali'=  Ai'—A0’=/ 3A0":=A0t/3,
Ollamando r el radio, =

De esta ecuacién se pueden sacar consecuencias anélo-
gas & las deducidas en las observaciones 1 y 2® del nu-
mero anterior.

Observacion 2.“ La recta BF tiene los puntos By F
equidistantes de A 'y O; luego es perpendicular a la AO en
su punto medio G (26, corol. 2."); luego AG= GO: mas GO
es la apotema del tridngulo equildtero inscripto; luego/«
apotema del triangulo equilatero inscripto es igual a la
mitad del radio.
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fai. Problema 6® Dada una circunferencia, inscribir en ella
un decagono regular.

Supongamos que AB (fig. 125} sea el lado del deca-
gono inscripto. Trazando los radios AO y BO, el angulo
W h—W (12G, obs. 2.“): luego los angulos en Ay B

p. valdran U4” (71, corol. 1.%).. Mas como

”  AO=BO, los a&ngulos en A y B del mismo
triangulo ABO seran iguales, luego cada
uno de ellos valdra 72®.

Tracese la bisectriz del angulo en A,y
sus mitades QAB y QAO valdran 36®.
Luego el tridngulo OAQ tiene los angulos
AOQ=QAO; luego (75, ree. L®).

AQ= 0Q.

El triAngulo ABQ es también isosceles ; porque siendo
OAB=:36®, y B=:72®, serd AQB=72® (71, corol. 1®),
luego

AQ=AB.

Esta igualdad de lados y la anterior nos dan
AB= 0OQ.

Siendo AQ bisectriz del angulo en A, se tendra (95}
AO:AB::0Q:QB:
pero AO0=0B y AB= 0Q;
luego ""AOB:0Q::0Q:QB;
' OBtAB:: AB:QB.

Luego el lado del decagono regular inscripto es igual

4 laparte mayor del radio y dividido en inedia y extrema
(118).

Luego para inscribir en una circun-ferencia el decago-

no regular se coloca la parle mayor del radio, dividido en

media y extrema razén (119), sobre la curva diez veces.
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una & continuacion de oti*a: se unen los extremos de-cada

arco, y el poligono ABCI).... sera el decagono pedido (W
caréL".A:'»  Uniendo de dos en dos, dejando unointer-

medio’, los Téttioes D, F, H, M,.;..., seiondrd inscripto
el pefitagono regular DFHM,.;.. ' - £ 0
€orol.% ." .Parainscribir el pentedeéagono regularse

toma laidiférencla entre.el arco;sul>léndido por el lado del
exagono ye) delidecagono  esté diferencia se coloca quin-
ce veces, una & continuacion de btra™ sobre la circunfe-
renciav la cual quedaréa dividida en qiiaiice partes iguales:
se trazan las cuerdas correspondientes a-estos jarcos, y el
poligono que forman séra el pentedecagoné regular.

En efecto, el lado del exagono subtiende un afeo — de

cii‘cunfcrencia: el dcl decagono — de id.: la diferencia en-
tre estos arcos es -y g Hi
1 1 10 6 4/ 1 -d' , it « 1IAO

luego este arco, colocado ([uince veces sobre la circunfe-
rencia, la divide en.quince partos iguales', cuyas cueVdas
formaran el pentcdecagonoregular (127, 1.°).

135. Observacion yeneral. Siysaben inscribir geométri-
camente, entre otros poligonos regulares, los siguientes: el
in ‘4n/fiflo.(133v-COi'ob), el cuadrado (132}* el pentagono
(134, corol. 1.°) q\ pented~cagoflo , corol. 2.®). Mas
como inscripto un poligono'regular.”e circunscribe otro del
mismo numero de lados (130, 1 .y se inscribe otro dé

luiniero de lados duplo (t31,.'-"J, resulta que se pueden
inscribir y circunscribir geomefricameiUe los poligonos re-
'i'r._ 1 13 [ (B ] [

[) Bsia construccion, si bien exacta en teoria, es bastante errénea,en la
praetica ; porque el error qu¥% néccsariaihefile se 6oiaetc en'Ta Qivisiofi dei radio
cp u16U|ayfIX|rctna raion, se .multiplica'por 40 'al haoejr apljc»cién,4” ;cUa,
Ks preferible «n este caso, y cp tos que de él dependen, dividir la ctrcpnié-
lettcra'jSor tanteo éD tas partes ignaics que 60 difece.- > imi""!!/ -' fuh.MU
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guiares, cuyo numero de lados expresan los diferentes Iéi-
minos de las siguientes progresiones:

3: 6:12: 24:......... 3X2.”

4: 8:16

5:10:20: 40 f-. .
15: 30 60 :,120 ABx2.% - A

13®. Problema 7 “ Dado el Jado 4 (fig...12.6)file jUn,poligoD> re-
gular cual(iuiera,.p. e., de un octégono, conslmir*;Vpoligono.

En una circunferencia:, cuiyo radio sea una lineaxual-

quieraOB,, inscribase ua octdégono. ABCD..;iJc.sobre uno

.de sus lados AB rtdmese AVy=Afl;<por

M tracese una paralela MB' al, radio

OA, basta que'.eorte en B al OB',

prolongado si es necesario:, con un

Ny radio igual alUB' tracese una nueva

circunferencia: prolonguense Jos ilUt

dios OA, OC, Ql), etei, sisenOcesW

, ta, hasta que encuentren la .nueva

circunferencia en los puntos C,

D', etc.: Unanse estos puntos por medio de- cuerdas,, y el
poligono A'B'C'D'..... seré el pedido. - !

Porque siendo OA==0OB y OA'=:0B’, se tiene,-nib

OA:0A":UB:OB";

luego Alt es paralela & A'B' (94,.roe.); y como ~B' es tam-
bién paralela & AA', por construccion, la figura AABM
es un paralelégramo; Iuego (79, 1.7):.-
-IIJ M Aun'o?- < om

Siendo los angulosen O iguales entre si, los arcos A'B',
BC, Cl)...... que miden estos angulos, seran también
iguales; luego A'B'C'D'..... es un octdgono regular*feiuyo
lado es igual & la recta dada a.
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ARTICULO U.

Razon de la circunferencia al diametro.

181. Teorema 1.” Dos circunferencias cualesquiera
son proporcionales & sus radios y & sus diametros.

Inscribiendo en una circunferencia un poligono regu-
lar cualquiera, después otro de duplo nimero de lados,
luego otro, y asi sucesivamente: los radios de estos poli-
gonos permanecen siempre iguales & los de la circunferen-
cia: las apotemas se van aproximando al radio, porque los
lados del poligono son cada vez menores (39,2.%); vy los pe-
rimetros de los poligonos se van confundiendo con la cir-
cunferencia, a medida que el nimero de lados se duplica;
de manera que & las pocas inscripciones ya la vista no dis-
tingue la curva del altimo poligono inscripto. Como las
inscripciones se pueden aun suponer continuadas cuanto
se quiera, se infiere que

Todo circulo se puede considerar como un poUgo-
no regular de infinito nimero de lados, cuyo perimetro es
la circunferencia, y cuyos radios y apotemas son iguales.

Luego, siendo ¢, c' dos circunferencias, r, r' sus ra-
dios, y rf, rf' los diametros, se tendra (128)
trrtn2r; 2/
srortadd'.

o
(@]
O—

Corel. 1.° La razdn de la circunferencia al diametro
es una cantidad constante.

En efecto, alternando la proporcion

c:c:d:d" i ryh
so tiene c:d zchd'y m i

; c_¢C
0
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CoroL 2." Llamando jt (*} la razon de la circunferen-
cia al diametro, se tendra

0o . —
ir
En cualquiera de estas dos ecuaciones entran tres can-
tidades indeterminadas, y por consiguiente conocidas dos
de ellas se puede hallar el valor de la otra. Asi

c=nd 6 C=
- _C.
(= T 0 =%

Teorema 2® Toda linea convexa (“) cerrada,
comprendida dentro de.otra cualquiera, es menor que esta.
Sea ABCDA (fig. 127) la linea convexa. Si esta no es
menor que todas las que la compren-
den, habra de ellas una menor que to-
das las demés, que serd mas corla que
ABCDA 6 igual con ella. Supongamos
que la linea que comprende & la ABCDA
con estas circunstancias sea AEFGU:
tracese entre estas dos lineas una recta cualquiera Mi\, que
no corte 4 la ABCDA, y se tendré (4)

MN<MFGN,

ris. 127.

y agregando & los dos miembros la linea MEAIIN resulta
AEMNIIA<AEFGUA :

mas por hipotesis AEFGItA es la linea menor de las
que comprenden a la ABCDA; luego esta hipotesis es ab-
surda; luego todas las lineas que comprenden & la con-
vexa son mayores que ella, 6 ABCDA es la menor de todas.

(*) Este signo es la p griega, que se pronuncia pt.

(=) Cuando se da este nombre & una curva, sin relaciéon & otra linea ni
punto, se signiTica con él que la curva no puede ser cortada por una recta mas
que en dos puntos. Asi la circtinferencta es una curva convexa.
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Cortll. 1" La circunferencia es mayor que el perime-
Iro de un poligono cualquiera inscfiplOy ymenor que el de
otro cualquiera circunscripto.

Coi'ol. 2.” Los perimetros de los poligonos regulares
inscriptos, van creciendo a medida que el nimero de sus
lados se duplica, y los de los circunscriptos van dismi-
nuyendo en igual casé.

Observacion.. :De éstos corolarios se infiere también

njque
La circunferencia es el hmite superior de lospoligonos
regulares inscriptos, y el inferior de los circunscriptos.

PROBLEMAS relativos al capitulo que precede.

f 3». Problema 1/ Hallar la razén numérica de la circunferen-
cia al diametro, 6 sea el valor de v.

Siendo constante, 0 igual para todas las circunferen-
cias la cantidad <jue vamos & determinar (137, corol. 4.%);
si se calcula él valor de una circunferencia en el supuesto
que el diametro es 1, se tendra la razon pedida; puesto que
la razén de una cantidad con la unidad, es la cantidad

misma.

“N'Inscribiendo en una circunferencia, cuyo diametro
es , un exagono regular, el lado de este poligono val-
dra 4& (133) ; y el perimetro

X6 = 3.
El lado del exagono circunscripto sera también (130, 2.}

L-1 1 1 |

v/"™x(D-(D’ v/|
=N = =0,077,

y el perimetro 0,377X0="3,40...........



J— m J—

Allora la circunferencia és-niayor que el perimetro del
poligono insci;iptO,y menor que el ligjl circunscripto (138,
corol. '1."j";1uegéd el valor numérico cié la circunferencia
serd 3y tina fraccion decimal menor, que 0,4.6. YA

Si del mismo modo’ calculamos el perimetro del poligo-
no inscripto de 12 lados (13.1, 2"}y .el de igual numero
de lados circunscripto : el primero de estos valores sera
mayor que 3-yel segundo menor que 3,46.». (138, co-
rol. 2.®), luego la circuiiierpncia estara representada por 3
y la parte decimal que tengan comuft t6s perlmetros “cj"e
acaban de determinarse.

Continuando de la misma manera el calculo de’los'pe-
rimetros dé los poligonos inscriptas y cmcunscriptos de 24,
48, 96, etc., lados,-los valores de estos perimetros se
iran aproximando mas y mas, y eljvaloride la oircunfe-
rencia se podra hallar tan,aproximado como se quiera (*).

Asi se hallé ' 14159....

Observacién, Larazén déla circunferencia al diametro

22
hallada por Arquimedeses y ;

por Pedro Mecio 113 A

por otros procedimientos menos elemenlalés qiie el que
hemos empleado

A= 3,1410926035...... (Hasta 155 cifras decimales).

lio. Problema 2." Si un radio tiene 6 metros, ¢cual sera la
lonffitud de la circunferencia?

M ., - AN N

(*) Claro se ve que por este procedimienU) no es posible llegar & .unyalor
exacto que represente la razén de la circunferencia al diametro. Mas aun , por
cualquiera otro de los inventados 6 por inventar se hallaria un resultado analogo;
porque la razén de la circunferencia al didmetro, y aun el cuadrado de esta
razén, es una cantidad inconmensurable. (V. Legendre, Geom., nota 4.*)

(*) Este numero so puedo obtener escribiendo las tres primeras cifras im-
pares cada una dos veces , y separando por medio el grupo qle forman ; de
este modo

oif-n 113 1 858
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se tendra (137, corol. 2.")

x 3,14139 X 6= 37,69908 metros.

Reciprocamente.  Si una circunferencia tiene 31C varas
de longitud ¢;cual sera su radio?
El radio sera (137, corol. 2.")

o= — NNN__=
i 2)!1=,6’28318 82,12 varas.

14+t. Problema 3. Si un arco tiene 20* y el radio es 10 metros
;cudl seré la longitud del arco?
La de la circunferencia es (137, corol. 2.")

c= 2 X 3,14139 X 10= 62,8318 metros,

y la del arco sé halla por la siguiente proporcién
360“: 20”:: 62,8318: X;

20x 62,8318

) 360

1418. Problemai.° Conocido el radio de un arco, hallar el na-

mero de grados que debe tener para que su longitud sea igual 4 la
de una circunferencia de radio también dado.

Llamando r el radio del arco y a el nimero de grados,
la longitud del arco sera

de donde X= =3,4906 metros.

2nr X X .
360

la de la circunferencia cuyo radio es r' sera también
2'n-r";
y como estas dos expresiones representan, por hipétesis,

cantidades iguales, resulta
2mr Xa

360 ~
de donde (Alg. 41] a;=3C0X 7

2vrr';

Asi el namero de grados de un arco cuyo radio son 24
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varas, € igual en longitud & una cireimferencla, cuyo
radio sean 10 varas, sera

ti 50"

143. Problema S.° Hallar graficamente la longitud aproximada
de una circunferencia (¥.

Tracese la cuerda AB (fig. 128) igual al radio, y el
diametro CD perpendicular & esta
cuerda: se traza por D la tangente
ME, y el radio OA, prolongandole
hasta encontrarla en M: desde este
punto hécia la derecha se loman tres
M D radios; se une el extremo E del Gl-

timo con el Cdel diametro, y la rec-
ta CE serd la longitud de la semicircunferencia con menos

Fig. i28.

1 .
error que 10000 del radio. o

En efecto: en el tridngulo CDE, rectangulo en D, se
tiene (111, corol.)

CE — K(D4-DE’= 1CU4-(ME- MD
ME'—2MEXMD +MD’

O, poniendo en vez de CD su valor 2r, y en lugar de ME
el suyo 3r,

CE=/4i* +9r*—6rxiMD +MD’—t/1.V —6rxMD-f-MD’ [1]e

(*) También ha sido imposible basta ahora la resolucion exacta tie este
problema. No se crea sin embargo demostrada esta imposibilidad, porque el
didmetro y la circunferencia sean inconmensurables [139', (*) ); puesto que el
lado del cuadrado y su diagonal también lo son (132, obs. I.”2], y es evidente
con lodo, que dada una de estas lineas, se construye la otra con exactitud geo-
métrica.

8
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Para hallar el valor de MD, de los tridngulos seineian-
les OAH y OMD se deduce

MD: AU:; OD: Oil;

VD = AHXOD
de donde = o
O, sustituyendopor AIT, r por OD, y — pw
OH(130,2.'9,
erxr rQ ' W/3 1
MD= 5 acop-=T *"A.
2K* ' 2

Sustituyendo este valor de MD en la ecuacion [1], resulta
CE=\/13r-6ry-in/r+4=<"">i3= V" r’(13-1-2V/3 =

i’V/13,66...—3,46...— r v/10,20.... 7
6 por altimo
CE=1'X3,14153;
y como (137, corol. 2,“) C= 2rx3,14139, la linea CE

representa el valor de la semicircunferencia con menos
error de 0,0001 del radio.



CAPITULO III.

De ias areas ele las figuras planas.

AIimCULO I'lUMERO.

Determinacion de las areas de las figuras planas.

144. Se llaman figuras equivatentes las que tienen
igual extension superficial, pero distinta forma; de ma-
nera que superpuestas no coinciden en iodos sus punios.

145. Teorema Dos paralelégramos (fig. 129) AC
y EG (*), que tienen las bases AD y Eli iguales é igual
altura (77), sow equivalentes.

Superpongase el paralelogramo EG al AC, de modo
que EH coincida con su igual AD; y
como las alturas son iguales, los lados
BC y FG formaran la linea recta B(i'
(32, corol.).

Los triangulos ABF' y CDG' tienen
los angulos BAF'— CDG',(33, 1.°),
ademas ABA"CDy AF'=DG'(7i), 1.”).
luego son iguales (72, 2.”).

Si del trapecio ABG'D se resta el triangulo ABF" queda

Fig. <29.

t*) Eslos paralelégramos los nombramos, para mayor concision , por las
letras colocadas en los extremos de una diagonal: del mismo modo se expresa-
ra en lo sucesivo lodo cuadrilatero, siempre que esto no dé lugar & equivoca-
ciones.
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ol naralel6gramo quo représenla-al EG; si del
mismo trapecio se resta el triAngulo DCG' queda el para-*
lelégramo AC; luego los paralclogramos AC y EG son

Teorema S.” Todo trianfjulo ABC (fig. 130) es la
mitad de un paralelégramo de igual base y
Si por los vértices By C se trazan las rectas BDy CU
respectivamente paralelas & AC y AB, la
Fig. 0. figura ABCb es un paralelégramo, que tiene
S p la misma base AC que el triangulo, y tam-
[ bien la misma altura (32, corol.), pero los
tridngulos ABC y BCD, son iguales (79, cck
rol. 1."); luego ABC es la mitad del paralelo-
gramo Al), que tiene la misma base y altura.
Corel. Dos tridngidos de igual base y altura son
equivalentes.
Borque son mitades de paralclégramos cipiivalenles
Uus).
( 4119. Se llama arfa de una figura la medida de su
extension superfieial (C).
En la determinacion de las areas (ornaremos siempre
por unidad un cuadrado cuyo lado sea la unidad de lon-

148. Teorema Las areas de dos recUingulos AC
y EG (fig. 131), de iguales bases AP y Eil, son propor-
cionales & sus alturas AB y EF.
Pislinguiremos dos casos: 1." que las alturas sean
conmensurables: 2." que sean incon-
Fig. <31. mensurables.
1.° Supongamos que la medida co-
man se pueda colocar 3 veces sobre
AB ,y 4sobre EF, y se tendré

AB: EF:: 3: 4
b E H Por los puntos de division tracense

paralelas & las bases, y los rectangulos
AC y EF quedaran divididos el primero en 3 rectangulos
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parciales, y el segundo en 4, lodos iguales entre si (79,
corol. ; luego
AC:EG:i Ali-.EF.

2/ Sean AB y EF (fig. 132) inconmensurables. Su-

pongamos que la AB se divida en parles

wH '3 iguales tan pequefias como se quiera, y

que una de estas partes sea Aa: colo-

quese ésta parte sobre EF todas las veces

que se pueda, y quedara un resto F/'

una vez que AB y EF son inconmensu-

A~ B E H rabies; tracese luego la fg paralela &
EIT.

Siendo las rectas AB y E/“conmensurables, se tendra
(1.“ parte del teorema)

AC; E~:: AB; E/,

Eil — Er

Comparando estos quebrados con los siguientes:
AC A
EG EF’

se observard que los segundos (que estan en columna)
tienen el numerador AB comun, y que el denomina-
dor E/* se puede aproximar & EF todo lo que se quie-
ra; porque F/" es menor que Au, y esta parte pue-
de ser mas pequefia que una cantidad dada cualquiera;

luego M es el limite de — [51, ()]: por igual razon — es
el limite de ';C? pero las cantidades variables son iguales;
luego los limites también lo seran [ol, (') corol.j, luego

Ail — —
EG FF’

0 AC; E(i AB: EP.
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Observacion. Como en todo reelangulo se pueden tomar
las bases por alturas, y las alturas por bases, resulta que

Las iireas de dos rectangidos de iguales alturas, son
proporcionales « sus bases.

s-i». Teorema 4.“ Las areas de dos rectangulos son
proporcionales & los produoios de sus bases por sus al-
turas.

Lldmese

R, b, ii, el area, base y altura de un rectangulo,
v, b’ el area, base y altura de otro rectangulo.
R", &, el area, base y altura de un tercer rectan-

gulo, ([lie como se te, tiene igual base que el primero é
igual altura que el segundo. KL primero y tercer rectan-
gulo tienen bases iguales, luego (148).
I: R~ a:
El segundo y tercer rectangulo tienen iguales alturas,
luego (148, obs.)
ir: IV b: /L.
Multiplicando ordenadamente estas proporciones, Yy

suprimiendo el factor R", comun a los dos términos de la
primei-a razon compuesta, resulta

R:R':; aXb:(i'xb".

Corol. 1." Esta proporcion se escribe también asi
U axb
vV'm
Si suponemos (jue R' es la unidad de medida del rec-

tangulo U, el primer quebrado representa el area de este
rectangulo (6); mas en tal caso 6'= «'= 1(14”); luego en
dicha hipotesis se tiene

R= rt Xh.

Luego el area de un rectangulo es igual al producto
de su base por su altura.
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De motli que si un rectangulo tuviese por base 41 me-
tros y por altura 2” id.; llamando K su area, se tendida

li,=:41 X 22 —902 metros citad.

Corel. 2 EI &rea de un cuadrado es igual a la se-
gunda potencia de su lado.
Porque el cuadrado es un rectangulo en que la base y
altura son iguales.
Asi el area de un cuadrado, cuyo lado son C varas
y 2 pies, llamando C & dicha area, y reduciendo el
complejo a incomplejo (*) resulta

C= 20'~=400 pies cuad.

150. Teorema 5." EIl &rea de un paralelégramo es
igual al produelo de su base por su altura.

Porque el paralelégramo es equivalente & un rectangu-
lo de igual base y altura {145); el &area del rectdngulo es
igual al producto de su base por su altura (149, corol. 1.%);
luego la del paralelégramo sera igual también al producto
de la base por la altura.

Asi, para hallar el area del paralelégramo AG (lig. 133),
se mide su base AD, que supongamos tiene
seis metros: se traza su altura BE, que tam-
bién se mide, y supdngase que tiene 8 me-
tros; y llamando P al area buscada, se tendra

P =6 X 8 = 48 metros cuad.

151. Teorema ti.“ EI area de un tridngulo esigual &
la mitad del producto de su base por su altura.

Porque el triangulo es la mitad de un paralelégramo

de igual base v altura (140); el area del paralelégramo es

(*) Eslo es preferible & la inulUplieaciou por el método ordinario, y aun
por el de\as parle» alicuotas (V. Ariv., 105, 107 y I 10i-
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igual al producto de su base por su altura {ltiO); luego la
del tridngulo sera igual & la mitad del producto de la base
por la altura.

De modo que para hallar el area del tridngulo ABC (fi-
gura 134-), se mide su base AC: se
traza la altura BD, que se mide tam-
bién, y suponiendo que la primera
de estas lineas tenga 10 varas y la
segunda 7, llamando T el &rea bus-
cada, seréd

Fig. 134.

T= 35 varas cuad.

Corol. Las areas de dos triangulos son proporcionales
& los producios de las bases por las alturas: si las bases
son iguales, seran proporcionales & las alturas; y sidas
alturas son iguales, seran proporcionales a las bases.

45«. Teorema 7.” El &rea de un trapecio ABCD (fi-
gura 135) es igual .al producto de su altura por la semi-
suma de las bases.

Trazando la diagonal BD, el trapecio queda dividido
en dos tridngulos, cuyas bases pueden ser
las AD y BC del trapecio, y cuyas alturas
son en tal caso BB'= DD’ que es la misma
del trapecio.

Bl area de ABI) es % AD x BB',

la de BDC es YBfixDIV;
luego la del trapecio sera
| ADxBB'-H|BCxDiy=I!'B'x|(AD- -BC).

Asi el area del trapecio anterior, en el supuesto do que
B B'=10 pulgadas, AD”*-13 y BC= 5, seria

10 x—(13H-0) —10X9 = 90 pulgadas cuad.
Observacion. Si se prolonga la base AD del trape-
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cio AIICD (fig. 136) una parte DE=BC, y se une B con E,
el triangulo ABE es equivalente al trapecio; porque tiene la
misma altura que este, y su base es la

Fig. U6. guma de las dos bases del mismo. Luego
B G el area del trapecio es también
BBA"X-"AE [i;
AB' D

Los tridngulos BAN yINDE, que tie-

nen BC=1)E por hipotesis, y los angulos BCN=NDE y

NBC=DEN, por alternos entre paralelas, son iguales
(72,3."); luego BN=NE, y también QS=1ND.

Trazando por N la recta NM paralela 4AE, se tendra {97}

BN:BE:;BM:BA:;MN:AE;
pero BN*"BE; luegoBM=~BA y MN=—AE.

Sustituyendo este valor de yAE en la formula [I], el
area del trapecio sera
bb™~mn.

Luego el area del trapecio es también ir/tial al produc-
to de su altura por una linea trazada por los punios me-
dios de los lados no paralelos, 0 sea por una paralela a
las bases y equidistante de estas.

jii». Teorema 8.” El area de un poligono regular
ABCDE (iig. 137) es igual & la mitad del prodticio de
la apotema por el perimetro.

Trazando los radios AO, BO, CO, etc. del poligono, es-

te queda dividido en tantos tridngulos AOB,
BOC, etc. iguales entre si (72, 1.°) como
lados tiene: el &rea de uno de los tridngulos

AOB es |-MOxAB{'151); luego la del po-

ligono sera ~MO XABXO MOXO0AB,
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6 llamando P el area del poligono, a la apotema y p el
perimetro,

Asi, para hallar el area de un exagono regular, cuyo
lado tiene 4 metros, seréd

p—6X4 = 24 metros,
y (130, obs. 2/) 4X16— 16 = 3,46 metros;

de donde P.:==;4-X3,46X24 = 41,52metroscuad.

154. Llamase sectoh poligonal la parle ABCO del po-
ligono comprendida por dos radios y dos 6 mas lados.
La parte ABC de perimetro correspondiente & un sec-
toi\ se llama base de este.
Corol. EI é&rea de un sector poligonal es igual a la
mitad del producto de su apotema por la base.
155 Teorema 9** EIl area del circulo es igual & ja
mitad del producto del radio por la circunferencia.
Porque el circulo se puede considerar como un po-
ligono regular de infinito nimero de lados, cuyo perime-
tro es la circunferencia, y cuya apotema es el radio (137);
luego llamando c la circunferencia, r el radio y C el
area del circulo, se tendré

=-rc.

Corol. Sustituyendo cu esta formula en vez de ¢ su
valor 27?' (137, corol. 2.") se tendré

C =y i-x 2wi-= %
0 C=7rrn.

Luego el area del circulo es igual al producto de la
razén de la circunferencia al diametro por el cuadrado
del radio.
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Asi oi area de un circulo, cuvo radio son 10 varas,
sera

C=3,H!0o0x i02 = 314,159 varas cuad.

lae. Llamase sector de circulo taparte ABCO (figu-
ra 138) de este, comprendida entre dos ra-
dios OA, OC y un arco ABC.

Corel. EI &rea de un sector de circulo
es igual & la mitad del producto de su ra-
dio por el arco.

Porque se puede considerar latnbien
como un sector poligonal, correspondiente
& un poligono regular de infinito nimero
de lados.

15«. Se llama segmento de circulo la parte de este
comprendida entre una cuerda y su arco, 6 entre dos
cuerdas paralelas y los arcos que estas interceptan.

Lacuerda 6 cuerdas que le forman se Ilaman base 6
bases del segmento.

ABC y ADC son segmentos de una base AG: ACNM es
un segmento de dos bases AC y MN.

Carol. El area de un segmento ABC de una base, y
menor que el semicirculo, es igual & la del sector AOCB
menos la del triangulo AOC: la de un segmento ADC de
una base también, pero mayor que el semicirculoj es
igual & la del sectoi' ADCU mas la del triangulo AOC; y la
del segmento ACNM de dos bases es igual & la diferencia
de las &reas de los segmentos MBA y ABC de una base.

«58. Se llaman circunferencias conceéntricas las que
tienen el mismo centro.

Llamase 6 anitto lasuperf cié comprendida en-
tre dos circunferencias concéntricas de diferente radio.

Corel. EI area de una corona es igual a la del circu-
lo de mayor radio menos la del circulo de radio menor,

159. Para determinar el &rea de una figura plana
cualquiera, no comprendida en lo que procede de este ar-
ticulo, se divide exacta 6 aproximadamente en otras, cu-
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yas areas se saben hallar; se suman

Fig. <39. estas, y la suma serd exacta 6 aproxi-
h ¢ madamente el area pedida.
) Asi para hallar el area de la figura
/mi NiP

/m ABCDE (iig. 139) se puede dividir en
* el tridngulo M, el rectangulo N, el tra-
pecio P y el semicirculo Q:y las &reasdeM N P-hQ
forman el area total pedida.

Si la figura no fuese rectilinea ni compuesta de arcos
de circulo, como AliCD {fig. 140), se
dividiria en otras que supondriamos
rectilineas, p. e., el trapecio M, los
triangulos P, 11, Ny el rectangulo Q;
y la suma de las areas de estas seria
aproximadamente el area de la figu-
ra propuesta.

Fig. <40.

AUTICULO I
Comparacion de las areas de las figuras planas.

fco. Teorema 1 Las areas de dos tridngulos seme-
jantes son projyorcionales a los cuadrados de sus lados,
homélogos.
Siendo semejantes los triAngulos ABC y A'B'C', cuyas
alturas son BD y B'B' (fig- 141), se tendra (108)
Fg. in. B1):B'l)::AC: A'CY
B esta proporcion y la que es por otra

parte evidente
AC; ANC'A€ 1 AC,
multiplicadas ordenadamente y par-
tiendo por 2 los dos primeros términos, dan

aCxBB;4 A'C'xXB'D'AC"; A'C".
A %

Los términos de la primera razon representan las areas
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de los triangulos dados 1151), y la razon segunda es igual

a AV y & BG”™B'C" (Alg., 127, 4.%); luego

ABC ; A*B'C:; AB":A'B'*:: ACM A'C'™: BC™ B'CA
U61. Teorema 2.° Las areas de dos poligonos serne-
jantes cualesquiera A.JACM.... y A'B'G'l))— (fig. 142) son
proporcionales & los cuadrados de sus lados homdlogos.
Estos poligonos se pueden descomponer en igual nimero
de triangulos ABC y A'BIC', ACD y A'C'D', etc., semejan-
tes y semejantemenle dispuestos
(101, rec.);luego se tendra(160):

ABC: AW :;;BC":B'eS

ACD:A'C'D'CD”: CD”

Estas proporciones tienen las
Gltimas razones iguales (96, y Alg., 127 4.

ABC: A'B'C:: ACD ; A'C'D": etc. ; etc. :: BCN B'C;
de donde (Alg., 130)
ABC-I-ACD-Ketc.: AB'C'h-A'C'D'-i-etc. :: BC*; B'G"
0 llamando P y P' las areas de los poligonos,
P:P::BC'":B'e”

Corol. Las areas de los poligonos regulares de un mis-
mo numero de lados son proporcionales a los cuadrados de
sus radios y apotemas.

Estos poligonos son semejantes (102); luego sus areas
seran proporcionales & los cuadrados de los lados: y como
los lados son proporcionales & los radios j E apotemas, los
cuadrados de los lados seran proporcioiii~J4 los cuadra-
dos de los radios y de las apotemas (A", 127, 4.®); y
por consiguiente las areas seran también proporcionales &
los cuadrados de los radios y de las apotemas.

Asi P:P an: a
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IG«. Teoremas.” Las areas de los circuios sonpro-
porcionales & los cuadrados de los radios y de los di(i-
metros.

Las férmulas de las areas de dos circulos son [\oo,

corol.):
) C—Tm y C'=7rr'%*;

de donde Cc:C':

y como los cuadrados de los radios son proporcionales &
los cuadrados de los diametros, resulla

G:C": ¢ KA
163. Teorema 4.” Si sobre ja hipotenusa ay los ca-
tetos hy ¢ de un trianyulo rectangulo se construyen po-
ligonos semejantes A, B, C; el area del poligono cons-
truido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las areas
de los poligonos construidos sobre los catetos.
En efecto, se tiene (16-1)

pero = (IM , 1.°); luego (Alg. 130, corol.)
A==B-+-C.

Corol. 1 L'l cuadrado construido sobre la hipotenusa
es igual a la suma de los cuadrados construidos sobre los

catetos. ) )
Porque estos tres cuadrados son poligonos semejan-

tesC rol. 2.‘1 S co% radioszrespecti'vamente iE]uares ala
hipotenusa y catetos de un triangulo rectangulo se trazan
circunferencias, y en ellas se inscriben 6 circunscriben
poligonos regulares de igual nimero de lados, el area del
poligono formado en laprimera es igual « la suma de las
areas de los oi/os dos.
Este corolario y el siguiente se demuestran como el
teorema. :
Corol. 3.” £1 é&rea del circulo trazado con un radio o
diametro igual & la hipotenusa es igual & la suma de las
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areas de los trazados con el radio 6 diametro respectiva-
mente iguales & los catetos.
f G4. Teorema 5® Las areas de dos tridngulos ABC
y DBF (fig. ]JA3), que tienen un angulo B comun, son pro-
porcionales a los productos ABxBC y BDxBF de los la-
dos que en cada triangulo forman dicho angulo.

Trazando la DC y tomando por bases de los triangulos
ABC y DBG los lados AB y DB, eslos
tridngulos tienen la misma altura; lue-
go (151, corol.)

ABC: DBG:: AB: DB .

Si se toman por bases de los triangu-
los DBG y DBF los lados BG y BF, también eslos trian-
gulos tienen la misma altura; luego

DBG : DBF :: BC ; BF .

Multiplicando ordenadamente estas proporcionesy su-
primiendo al mismo tiempo el factor comin DBG, resulta

ABC : DBF :: ABxBC : DBxBF .

PROBLEMAS
relativos al capitulo que precede.

f Gd. Problema 1® Trasformar un poligono ABCD... (fig. HA) en
otro equivalente y que tenga un lado menos.

Unase Bcon D: por C trdcese CM paralela a BD: pro-
I6nguese el lado ED hasta encontrar en

c » MalaCM,y el poligono ABMEF sera
pedido.

i m /d En efecto, los tridngulos BGD y

/ BMD, que tienen la misma base BD y

\' J sus vortices Gy M equidistantes de

esta base (32, corol.) son equivalen-
tes (lie, corol.). Luego si al poligono ABDEF se le agrega
el triangulo BGD, y después el BMD, los poligonos resul-
tantes ABGDEF y ABMEF son equivalentes; y este tiene
evidentemente un lado menos que el primero.
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Corol. Todo poligono se puede trasformar grafca-
mente en un triangxdo equivalente.

Porque si tiene, p. e., 10 lados se trasforma en otro
equivalente que tenga 9, luego en otro que tenga 8, y asi
sucesivamente.

IG6. ProVletna 2.« Cuadrar un, triangulo > 6 sea trasformarle
en cuadrado equivalente.

Hallese una media proporcional entre la altura y la
mitad de la base, 0 entre la base y la mitad de la altura
(HG) : sobre esta media proporcional se construye un cua-
drado, el cual sera el pedido.

En efecto, de la proporcion

a:x-.:(C - h b:x i x
se deduce

Corol. Todo poligono puede cuadrarse graficamente.
Porque se puede trasformar en triangulo equivalente
(IGo, corol.); y luego en cuadrado, segin el problema.
Observacion 1.“ Los poligonos para la determinacion
de cuya area hay férmula detenninada,. pueden cuadrarse
sin necesidad de trasformarlos antes en tridangulos equiva-
lentes, hallando una media proporcional entre los dos fac-
tores que forman dicha &rea , § constrxnjendo un cuadrado
sobre dicha media proporcional.

Asi para cuadrar el paralelogramo se halla la media
proporcional entre la base y la altura; para cuadrar el
trapecio, se determina la media proporcional entre la al-
tura y la semisuma de las bases, etc.

Observacion 2.“ También es facil calcular el lado del
cuadrado equivalente & una figura cualquiera, hallando su
areay extrayendo la rai/. cuadrada del nimero que resulte.

Asi el lado del cuadrado equivalente & una figura cuya
area son 1800 varas cuadradas, es

--=42,42... varas.
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f6?. Problema S® Cuadrar él circulo aproximailamenle.

Hallese una media proporcional enire el radio y la
semiGlrciini'erencia, y este sera aproximadamente el lado
del cuadrado equivalente al circulo; 6 determinese el area
del circulo, extraigase la raiz cuadrada del nimero que la
represente, y esta raiz serd con aproximacion el lado del
cuadrado equivalente.

Observacién. Por este Gltimo procedimiento es imposi-
ble hallar con exactituii el lado del cuadrado equivalente
al circulo; porque entrando por factor del &rea la razon
de Ja circunferencia al didmetro, y siendo esta cantidad
inconmensurable [139, (')] el resultado no puede ser
exacto, aunque si tan aproximado como se quiera. Tam-
poco puedo resolverse el problema por el primer medio
con exactitud ; puesto ([ue hasta ahora no ha podido recti-
ficarse exactamente la circunferencia [U 3, (7)].

De manera que la cuadratura del circulo, el problema
mas famoso de la Geometria, ha sido hasta el presente irre-
soluble, y probablemente no se llegara nunca & resolver
con exactitud (*).

f G8. Problemai.® Dado un poligono Peonstruir otro P' semejan-
te al primero, y cuyas areas esten en una razén dada,p.e., de 34 4.

En una recta AC (fig. 145) tomese AD= 3 partes cua-
lesquiera, pero iguales entre si, y &
continuacion DC= 4 partes iguaios
& las anteriores : sobre AC como dia-
metro tracese una semicircunferen-
cia: en el punto D del diametro le-
vantese la perpendicular DB, y tra-
cense las rectas BA 'y BC, indefini-
das, por la parle inferior del didmetro: tomese sobre BA

Fi2. H3.

(*) Si bien la resolucion exacta de esle problema seria nu descubrimienlo
inlercsanlc bajo el punto de vista cienlifico, no lo seria tanto, mejor dicho,
tracria muy poca utilidad, con relacién & sus aplicaciones précticas; piicsin
gincd la aproximacién puede llevarse tan adelante como en cualquier caso sea

e desear.
9
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una parte BA' igual & uno de los lados del poligono dado P;
y trazando la recta A'G' paralela al diametro, construirse
sobre BC', considerada como lado homologo del lado BA
del poligono P, otro poligono P' semejante al dado (121);
y el poligono formado de esta manera sera el pedido.
En efecto, se tiene (161)

P:F :; BA™ ;BC" .
Los triangulos BAC y BA'C' son semejantes (97); luego
BA';BC' ;;BA:BC ,
6(Alg.127,4.) BA'BG'"::BANBC/:
pero (110, obs.) BA" ;BG2 :;3;4 ;

luego de esta proporcion y la anterior, que tienen una ra-
z6n comun, se deduce

BA«:BG'«3:4.

Esta proporcion y la primera tienen también una razon
igual; luego por ultimo
P:P 3:4.
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SECCION PHIIXEERA.

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

JULLIMINARES.

Del plano.

10». Teorema I." Por tres jnutios A, R, C(ng. Lio),
que no eslen en linea recia, puede pasar un plano, pero
nada mas que uno solo; ¢ lo que es igual, tres puntos que
no estan en linea recta determinan laposicion de unplano.

Por los pantos A, B, G tracense rectas: por una de
estas AB, llagase pasar un plano PQ (¥),
el cual puede evidentemente girar sir-
viéndole de eje AB hasta llegar al punto

2 >\ 'C; luego el plano PQ pasa por los tres
puntos'dados.

Otro plano cualquiera PQ', que pa-

sase por los mismos puntos A, B, C, coincidiria con el PQ.

Porque las tres rectas AB, BC y AC estarian en los

dos planos (8, corol.); luego por un punto cualquiera D,

situado en el plano PQ', se podria trazar una recta DE que

Fig. 146.
A _F B

(*} El plano se representa comunmente por un paraleldgranto que debe
suponerse ilimiiado , y se nombra por las letras de una de sns diagonales, co-
mo ya se ha visto (H5 y siguientes ). Con mas propiedad se representaria por
un circulo; pero oslo ni se acostumbra ni seria mas comodo.
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cortare dos recias AB y BC de las tres que unen los pun-
ios (lados. Ahora la recta DK, que tiene los puntos Ey F
en el plano PQ, coincidira con él en toda su extension {8,
corol.); luego el punto D de esta recta se hallard también
en el plano PQ, luego diclio punto es comun & los dos pla-
nos; luego estos tienen todos sus puntos comunes, luego
coinciden,

Corol. 1 Un angulo 6 dos rectas que se cortan deler-
minan la posicion de un plano.

Porque el punto comin de las dos rectas y otro en cada
una de ellas forman un sistema de tres puntos que no es-
tan en linea recta; hallandose las dos rectas en el plano de
dichos puntos (8, corol.).' .

Corol. 2. Dos paralelas determinan la posicién del
plano en que estan situadas.

Porque tomando un punto en una de las paralelas y
dos en la otra, se tiene un sistema de tres puntos que no
estdn en linea recta.

Corol. 3." J.ainterseccion de dos planos es una linea
recta.

Porque si en esta interseccion se pudiesen tomar tres
puntos no en linea recta, los dos planos formarian uno
solo; contra la hipétesis. ..

Rectas perpendiculares y oblicuas 4 un plano.

Se llama pi¢ de una lifiea que encuentra 6 atra-
viesa & unplano, el punto comin & la rectay al plano.
Se dice gque una recta es perpendicular K un plano, 0
que este lo es & aquella, cuando la linea es perpendicular
a todas las rectas que pueden pasar por su pié en el mismo
plano; y QBUcvk cuando le encuentra sin serles perpen-
dicular.

*71. Teorema 1 Si una recta AO (fig. 147) es per-
pendicular a otras dos BO y CO,pie pasan por su pié O,
en unplano PQ, lo sera también a otra recta cualquiera
1)0, que pasa por estepunid O en el mismo plano.
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Témese (sobre AG y su prolongacién) A0=A"'0; trace-
se por un punto cualquiera D de la DO una
recta BC, que corte & las rectas indefinidas
BO y CO: Unanse los puntos Ay A'con
losB, Cy D.

Como los puntos A, By A' estdn en un
mismo plano (169), y ademas BO es per-
pendicular & AA' en su punto medio O, re-
sulta (25, 1.") AB= A'B: por igual razén

AC= AC; luego los triangulos ABC y A'BC tienen sus tres
lados respectivamente iguales, luego*son iguales. Doblando
A'BC sobre el ABC, por la recta,BC, la linea A'D coin-
cide con la AD, luego son igualas recta DO tie-
ne los puntos D y O equidistantes de Ay A', luego es
perpendicular & la AA' (26, coro!. 2.”); y por consiguien-
te AA' lo serd 4 DO (22, corol. 1.").

Corol. I.° Si mia recta es perpendicular a dos que
pasan por su pié en un plano, es perpendicular al plano.

Corol. 2.° EI htf/far geométrico de los puntos equidis-
tantes de los extremos ky k! de una recta, es el plano PQ
perpendicular en el punto medio O de dicha recia.

Reciprocamente. Si dos rectas BO y CO fig. 148) son
perpendiculares ~**jf*rcera AO enunpunto dado O, otra
recta cualquier™”, perpendicular a lamisma AOy en el
mismo punto, esEASITIPd plano BOC de las dos primeras.

Porque suporfama”i®ue, siendo PQ el plano de las
BO y CO, la DO se encuentre fuera de él:
hagase pasar por AO y DO otro plano, el
cual cortara al PQ en otra recta D'O distinta
de DO, y se tendrda: D'O perpendicular &
AQ (corol. ant.), y DO perpendicular tam-
bién & la AO por hipoétesis; luego en el
puntoOdela AOy enelplano AOD se tienen

dos perpendiculares & esta recta, lo que os absurdo (23).

Corol. El lugar geométrico de lasperpendiculares tra-
zadas en un punto de una recta, es el plano perpendicular
U la recia en el mismo punto.
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ti 8. Teorema 2™ Por unimnto dudo, no sepuede ira-
zar a un plano mas de unapérpendicxdar.
Pueden ocurrir dos casos: |I* que el punto esté en el
plano: 2." que esté fuera de él.
1.“ Sea el punto dado O (iig. H9), situado en el pla-
no PO, v supongamos que se puedan levan-
Fia. 140. tar la's dos rectas OA y OB perpendicula-
" K res & dicho plano. Haciendo pasar por OA
/ y OB otro plano, su interseccién con el
ne J PQ sera una recta Gu (169, corol. 3.”)i
fiirgo el punto O do la recta €D se
fénduialiv/Ifis perpendiculares & esta recta
70), lo
Sea el puTilf» dado O (iig- 160), situado fuera del
plano PQ, y supongamos que se puedan

Fig. <30. bajar las perpendiculares AO y BO 4 este
plano. Haciendo pasar por AO y BO otro
plano, su interseccion con el PQ serd una
recta AB (169, corol. S.”); luego desde el
punto O se tendrian bajadas sobre la AB dos
perpendiculares (170), lo que es imposi-
ble (23).

iiS. Teorema3." Por w« A, 0, no se puede

trazar & tina recta mas que ttn idicutar.

Se distinguen también dos eesfl-.Ai*- el punto esté

en la recta: 2." que esté fuera .

ISupongamos que por el puiito O (fig. situado

_ _ en la recta AB, se puedan trazar dos planos
Fig. 15i,

PQy PQ' perpendiculares a esta recta. Ha-
ciendo pasar por AO un tercer plano que
corte & los otros dos, sus intersecciones con
los dos primeros seran las rectas OC y Oi)
(169, corol. 3.”); luego la recta AO seria
perpendicular alas OC y 00, que pasan por
su pié en dichos planos (170); luego en el punto O de la
recta AB, y en un mismo plano, se tendrian dos perpendi-
culares & dicha recta, lo que es absurdo (23).
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Si tleade el punié U (fig. 15'2), situado fuera.de la
recta AB, suponemos trazados los dos
planos OP y OQ perpendicular-es &
esta recta, haciendo pasar por O y
por dicha recta AB un tercer plano,
las intersecciones de este con los pri-
meros serian las recias OGy OD (169,
corol. 3.°); y como AB es perpendi-
cular a los dos planos.OP y OQ, lo seria también & las
rectas OC y OD que pasan por los puntos Cy D en estos
planos (170); luego desde el punto O “m ~de la recta AB,
y en un mismo plano, se tendr*~"~*~fcendiculares a
dicha recta lo que es
174. Teorema 4.° ««
U/fl«oPQ (fig. 163), se trazan a esmna perpendicular
OA y una oUicua OB, la perpendicular es menor que la
oblicua.
Uniendo B con A el triangulo OAB es rectdngulo en
A (170); luego OA<OB (75, corol. 3.“).
Corol. La distancia entre un punto
y un plano se mide por la perpendicular
hozada desde dicho punto al plano.
[ciproi~fiente. Si una recta es la
ue”puede trazar entre un pan-
no, sera perpendicular a este

Fig. 452.

Porque si lioW ~~licua, y entonces trazando una
perpendicular seria menor que ella, lo que es contra la
hipotesis.

175. Teorema 0.° Si desde un punto O, fuera de
un plano ¥Q, se trazan & este una perpendicular OA y
diferentes oblicuas OB, OC, OD: I." Las oblicuas OB y
OC, que se ..,.... igualmente de la perpendicular. son
iguales: 2.“ de dos oblicuas OC y OD, la OD que mas se
separa de la perpendicular es la mayor.

1.“ Uniendo Acon By con C, los triangulos AOB y
AQC tienen el lado AO comun, AB— AC por hipdtesis, y
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los angulos BAO y CAO iguales por recios; luego estos
triangulos son iguales 72, 2."), lue-

Fis ™% g0 0li= OC.

2. Uniendo A con D, como AD> AC
por hipotesis, se podrd tomar sobre AD
una parte AE= AC, en cuyo caso
OC—OE, segin la primera parte del
teorema; pero OD>0OE (20, 2.”); lue-
go OD> OC.

Ueciprocamenlc. St desde un punto fuera de un plano
se trazan & est rpendicular y diferentes oblicuas:
| las oblicua separan igualmente de laper-
pcndicxdar: 2 mayor es la que mas se

separa de lap”

Corol. 1® EtI*ar Jeométrico de los pies If, C, E,
de las oblicuas iguales OB, OC, OE, etc., bajadas desde
un mismo punto O sobre unplano PQ, es una circunferen-
cia BCE, cuyo cendro es el pié A la perpendicular AO,
y cuyo radio es la distancia de este pié ttide las oblicuas.

Corol. 2.° EI lugar geométrico de los*ntos equidis-
tantes de una circunferencia t"Vj, es laperpendicular XO
levantada en el plano PQ de dicha circunferencia y en su

centro A. A
tu». Teorema 0.° Si 154} de la
perpendicular AO a un plano perpendi-

cular OD dotra recta BCsituam**"*"Khoplano, y se
une el punto 1) donde estas reclc**mwntran con otro
cualquiera A de la perpendicular al plano, la recta Al),
que une estos dos puntos, es perpendicular & la linea BC
situada en dicho plano.

Toémese DB= 1)C, y Unanse los puntos By C con Oy

A, ir.d. con A. Las oblicuas OB y OC son igua-
Ak les (25, 1."); luego las oblicuas AB y
K ACal piano PQlo son también {'175,1

luego el triangulo ABC es isésceles; lue-
go la linea AD es perpendicular & la
base BC de este triangulo (75, obsi).
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Observacion. La recta BC es periiondicular al plano
AOD (171, corol. 1.%).

f77. Llamase proyeccion de un punto sobre un plano
el pié de la perpendicular bajada desde dicho punto (d
plano.

PROYECCION REUNA RECTA AB (fig. J50) sobrc un plano
es oira recta IiC, que une las proyecciones de los extre-
mos de la primera.

tis. Teorema 7.” lil &nyulo ABC, que forma una rec-
ta AB con su proyeccion BC sobre unplano PQ, es menor
que el ABI) gtto la misma recta form ~m g”a cualquiera
BD, trazada por supié enelmism AAAA
Tomese BD=UC, y tendréan
ellacloGIW ira~”~~in. poi’ser AC
perpendicular aipu”w PQ (177) y AD
oblicua al mismo (172); luego el &ngu-
lo ABC<ABD (75,2.%)
Co”. EI anyulé que una recta
I Morma con unplano, tiene por medida
% el que la misma recta forma con su
proyeccién sobre dicho plano.

De 1 en el espacio.
190. Teon las AB y CO (fig. 156), per-
pendiculares a %ioVQ, son paralelas.
AB y CD son llares & la recta BD que une

sus pies. ,

Por otra parte, trazando la EF perpendicular a BI)

en el plano PQ y uniendo A con D, esta

Fis. »56. recta AD es perpendicular & la EF (176):
BDy CD lo son también, la primera por

N construccion y la segunda por hipdtesis;
luego las tres rectas BD, AD y CD estan en

un mismo plano (171, rec.): y como la AB

i- YA ose halla también en él (8, corolL), las rectas
_ AB y CD estdn en un mismo plano, y son
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perpendiculares & una tercera; luego son paralelas (28).
ISO. Teorema 2.° Por un punto A (iig. 437), dado
en el espacio , no se puede trazar « una recta CD mas que
una paralela AB.
En efecto, si se pudiese trazar otra AE, como las rec-
tas AB y AE estarian en el plano que pasa

Fig. 157. por los puntos A, C y D (27), las tres
_______ i rectas se hallarian en este plano (169);
__________ N luego por un punto fuera de una rectay

en un mismo plano se tendrian dos parale-
las & dicha re ue es absurdo (29, corol. 1.%).

Corol. s,una AB (fig. 158) perpendi-"

licha & un plano PQ, no

Fig. 158.

Arque si lo fuesen, levantando en D la
\ DE perpendicular al mismo plano PQ, seria
paralela también & AB (179); luego por D
habria dos rectas DC y DE paralelas & AB,
/ lo que es imposible.
Corol. 2® Si unplano PQ es perpendi-
cular a una de dos paralelas AB, también lo serd a la
otra DE.

Porque si el plano PQ f~ e obli lectodeDE, esta
recta lo serla respecto de érr ei las rectas AB y
DE no serian paralelas (corol, ra la hipdtesis,

Observacion. Este corol ciarse de otro
modo: Si una recta esnermudit Tjdano CuanUiera-
otra recia paralela con ella sera perpendicular al mismo
plano.

Corol. 3.° Pos recias AB y CD (fig. 159), paralelas &
una tercera , son paralelas entre si.

Fig. 159. Porque trazando un plano PQ perpen-

AMC dicular 4 AB, lo serd también & su paralela

MN (corol. anterior), y siéndolo & MN lo
sera a su paralela CD; luego AB y CD son

M perpendiculares al plano PQ, luego son pa-
' ralelas (179).
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«81. Teorema 3,“ Si dos auffidos lIAC y B'A'C
(fig. '160), situados en diferentes planos, tienen sus lados
paralelos y dirigidos en el mismo sentido, son iguales.

Témese AB=A'B', AC=;'A'G% Yy tracense las rectas
AA', BB', GC', BCy B'C" EIl cuadrilatero
ABA'B' tiene AB igual y “paralela & A'B',
luego es un paralelogramo (79, rec. 2.");
luego AA' es igual y paralela con BB': por
igual razén CC' es igual y paralela & AA';
luego BB' y-CG' son iguales y paralelas en-
tre si; luego BCB'C' oS”i*aralelégramo,
luego BG= B'C’; luego fos lij.angulos A*"y A'B'G' son
iguales (72, luego loi? aliolos BAG X"MA'G' lo son
también. ’

Fig. 460-

De las rectas paralelas & un plano.

isa. -Se dice que una recta es paralela a Iti plano,
oque el plano es paralelo ala recta, cuando m se encuen-
tran por mas gtie uno y otra se prolonguen.

iss. Teorema L®Si una recta AB (fig. 161) es pa-
ralela & otra Cl), sHuada en un plano PQ, eSparalela al

AB estaeu”™ilano ABCD (27*; luego no puede

"Ylano PQ sino en algin punto

Fg IG. dP lip esto es contra la hipétesis,

fn"cTMttsKiico puede encontrar & dicho pla-
nonu<””*“es paralela.

4/ *84. Teorema 2.“Sipor una recta AB,
paralela ¢ plano PQ, se traza otro pia-
7jo que corle alprimero, la interseccion CD

de estos planos es paralela & la recia dada.

En efecto AB y CD estdn en un mismo plano ABCD:
ademas AB no puede encontrar a CD, porque si la encon-
trase, encontraria también al plano PQ en que esta se halla
situada, lo que es contra la hipétesis; luego AB y CD son
paralelas (27).

Gorol. 1 Si una recia ABes paralela a un plano 1Q,



y por un punto Cde este se traza otra rec-

Fig. 161 ta CDparalela 4 la primera, dicha recta
CD estara toda ella en el mismo plano.

/ A Porque si CD notuviese mas que el pun-

| cur- to Gen el plano PQ, trazando por Ali y CD

"el o otro plano, cortaria al PQ en una recta CE

paralela con AB (segun el teorema); luego

por C habria dos paralelas CDy CE & la AB, lo que es
imposible (29, corol. 1.%).

Corol. 2.* si ma recta AB (fig. 162) es paralela &

u-dps planos PQy PH, que se cortan , sera

Fig. 163.
paralela 4 la interseccion CP de estos

¢ planos"™ - e
Q . Porque trazando por un punto cual-

quiera C de la interseccién CP una pa-

B ralela & la AB, debe hallarse al mismo

tiempo en los dos planos (corol. ante-

rior); luego coincide con dicha interseccion CP, luego AB
y CP son paralelas.

«



CAPITULO PRIMERO.

Planos en sus diferentes posiciones.

ARTICULO PRIMERO.

Angulos diedros.

i S5. Se llama angulo diedro 6 simplemente diedro,
la mayor 6 menor inclinaciéon de dos planos que se cortan.
Estos planos se llaman caras, y arista su interseccién.

QAPK (fig. 163*) es un angulo diedro, cuyas caras
son PQ'y.PU, y cuya arista es AP.

Fig. <63. .iij*hgulo diedro se nombra, como aca-
ba de verse, por cuatro letras, expresando
Q siempre en el medio las dos de la arista.

También se puede nombrar, cuando esta
solo por las letras de la arista ; asi se dice
el diedro AP.
Corel. Un diedro no caria de valor aunque varie la
magnitud de sus caras.
18«. Se llaman diedros adyacentes los que teniendo
una cava y la arista comun ” tienen las otras dos coras
formando un plano.

ABCD y I)CBE (fig. 164) son adyacentes.
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I81. Liamase diedro recto cada uiw de los dos ad-
yacentes & iguales que un- plano forma con
otro, y oblicuo al que es mayor ¢ menor
gue uno recto.

188. Teorema \ Los angulos diedros
rectos son iguales, aunque no sean adya-
centes.

Se demuestra como su analogo de la Geo-
metria plana (véase nim. 10).

18». Z/rtwaii? ANGUIO DEDRO AGUDO obUcuo Dienor
que uno recto, Yy obtuso el oblicuo mayor que el recto.

loo. Se llaman diedros complementarios aquellos que
sumados forman uno recto, y suplementarios jos que for-
man dos.

Corol. Dos angulos que iicnen el mismo complemento
écomplementos iguales, Oel mismo suplemento 0 suple-

Fig. i6i

mentos iguales, son iguales.

Porque agregandoles el complemento en un caso vy el
suplemento en otro, dan una misma suma.

foi. TaoV(iViid.1.° Los diedros adyacentes valen jun-
tos dos rectos, 6 son suplementarios.

Se demuestra como su analogo de la geometria pla-
na; y del mismo modo se deducen los corolarios siguien-
tes, y se demuestra el reciproco correspondiente (V. mi-
mero 19).

Corol. 1.“ Si un diedro es recto”ni adyacente lo sera
iambien ; y si un diedro es oblicuo, su adyacente lo es del
mismo modo.

Corol. 2® Vn diedro cualquiera vale menos que dos
rectos.

Corol. 3.° Los diedros, que se pueden formar en una
recta situada en unplano y & un lado de este, valen juntos
dos rectos.

Corol. 4.” Todos los diedros, que se pueden formar
al rededor de una recta, valen juntos cuatro rectos.

Corol. 0.” Los angulos formados por dos jdanos , que
se corlan, valen también cuatro rectos.



— 143 —

Reciprocamente. Si dos diedros que tienen una cara
comin y la misma arista son suplementarios, seran tam-
bién adyacentes” 6 lo que es igual, las otras dos caras [or-
inan un solo plano.

19*. Teorema 3. Los diedros opuestos por la arista
son iguales.

Porque tienen el mismo suplemento.

193. Se llama angulo rectilineo correspondiente &
un diedro el formado por dos perpendiculares & la aris-
ta, en un mismopunto de esta y una en cada cara.

Si las rectas MO y ON (fig. 165) son perpendiculares
4 BC, el angulo MON es el rectilineo correspondiente al
diedro ABCD, y én igual hipotesis ECD lo sera también,

Corol. Los &ngulos rectilineos MON, ECD, etc., cor-
respondientes a un mismo diedro BC, son iguales.

Porque tienen sus lados paralelos (28) y dirigidos en
el mismo sentido, luego son iguales (181).

194. Teorema i." 1 Si dos diedros soniguales, sus
rectilineos correspondientes lo son también: 2®si dos die-
dros son desiguales, el mayor tiene mayor rectilineo cor-
respondiente.

1. " Sean los diedros BC y BC* (fig. 165); superpo-
niendo el primero al segando, de manera que coincidan

la arista BC con

Fig. 165. B'C” el punto O

B con O'y la cara

1 A __~ BDconlaBD; la

............. h M 6 _otra cara AC coin-
c Jd cidird con A.'C,

por la igualdad de
los diedros: la linea ON coincidira con O'N’, porque si no
habria dos perpendiculares en el punto O' de la arista B'C'
en el plano B'D', lo que es imposible (23); por igual ra-
z6n OM coincide con O'M'; luego los angulos rectilineos
MON y M'O'N' son iguales.

2. "" Sean los diedros BC y B'C' (fig. 106): superponga-

se el primero al segundo, de manera que la arista BC
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coincida con B'C/, cl
Fig. 166. punto 0 con 0' y la
cara BD con B'D": la
cara AC caera deniro
del diedro B'G', una
vez que este es ma-
yor que el BC, y es-
tara representada por ANC': ON coincidira con O'A', y OM
quedara representada por O'M". Las tres recta.s O'N’,
y O'M' son perpendiculares, por hipotesis, & la aris-
taB'C' en el punto O'; luego estaran en un mismo plano
(471, ree.); luego evidentemente el angulo reclilineo
M'O'N'>]\LW 6 M'0O'N'>MON.

lleciprocamente. 1 Si los angulos rectilineos corres-
pondientes a dos diedros son iguales, los diedros también
lo seran: 2." si los angulos rectilineos correspondientes
& dos diedros son desiguales, al mayor corresponde ma-
yor diedro (42).

Corel. EI angulo rectilineo correspondiente a un die-
dro recto es también recto.

Porque si ABCI) (fig. 467} es recto, su adyacente DBCE
también lo serd -(190" corol. 1.°); luego
los rectilineos correspondientes MON vy
NOP son iguales, segln el teorema direc-

¢ to; luego son rectos (45).
lleciprocamente. EIl angulo diedro,
cuyo reclilineo correspondiente es recto,
serd también recto.

I'orque si MON es recto, NOP también lo ser& (49, co-
rol. \.“); luego los diedros ABCD y BBCE son iguales, se-
gun el teorema reciproco, luego son rectos (187).

I0S. Teorema 5.“ Dos diedros ABCI) y FCHL (figu-
ra 468) son proporcionales & sus rectilineos correspon-
dientes ECD y MHL.

Distinguiremos dos casos; 1," que los angulos rectili-
neos sean conmensurables; 2® que no lo sean.

[, Sea el angulo ECP — MilQ lit unidad de medida
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comun de los reclili-'

g ed neos ECD y MUE:

supongamos que el
C ) F H I, primero de estos con-
V\ K \\' tenga 5 veces dicha

unidad y el segundo
4;y se tendra

ECD:MIIL::5:4.

Trazando por la arista BC y por las divisiones CP, etc.
del rectilineo ECD planos, el diedro ABCD quedara divi-
dido en 5, todos iguales entre si (194, rec. 1 de igual
manera el diedro FGHL puede dividirse en 4 iguales entre
si, é iguales & los anteriores; luego

ABCD;FGIIL;:5:4;
de donde (Alg., 128) ABCD : FGIIL ECD: MUL.

2.° Si los angulos ECD y MIIL fueS8en inconmensura-
bles, este caso se demostrarla como su anélogo (51, 2.®).
Odservacioif. La proporcién anterior se escribe tam-
bién asi
ABCD ECD
FGHL  MHI/

Si suponemos que FGIIL es la unidad de medida del
diedro ABCD, y que MIIL, correspondiente al diedro uni-
dad de medida, es también la unidad de medida de los
angulos rectilineos, la igualdad anterior nos dice que:

La razon de un diedro con su. imidad de medida es la
misma que la de su arco correspondiente con su unidad de
medida también.

En las mismas hipétesis, la igualdad precedente se con-
vierte en

ABCD  ECD ABCI)=-ECD;
10
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luego en igual sentido se puede decir que
La medida [@ de un diedro es su rectilineo corres-
pomiienle; pudiendo en consecuencia expresarse el valor
de los diedros, como el de los rectilineos (52), en grados,
minutos, segundos, etc.

ARTICULO 1.

De los planos perpendiculares y oblicuos entre si.

1 96. Se llama prano perpendicutar €l que forma con
otro dos diedros rectos, 6 uno solo (i91, corol. 1."), y
PLANO OBLicuo €l quc fomia con otro dos diedros obli-
cuos, 6 uno solo.

Corol. 1." Si unplano es perpendicular & otro, este
lo serd al primero; y si unplano es oblicuo & otro, este lo
sera & aquel.

Corol. 2. Si dos planos se cortan perpendicularmente
forman ctiatro diedros rectos.

m»J. Teorema 1.“ Si una recta NO (fig. 169) es.per-
pendicular rt un plano AE, todo plano DC que pase por
ella es perpendicular al primero.

Trazando en el plano AE la recta MO, perpendicular &
o la interseccion BC de los dos planos AE y
Fig. 169. DC, el angulo MON es recto (170); pero

N este angulo es el rectilineo correspondiente
9 1 ¢ aldiedro ABCD; luego este diedro es tam-

A— ii;_y  Dbién recto; luego el plano DC es perpendi-

[« cular al AE (196).

"o Corol. 1 Por unpunto cualquiera N ti
O, 6por una recta NO perpendicular & un plano AE, se
pueden trazar infinitos planos perpendiculares al pri-
mero.

Corol. 2.° Si enunpunto O de la interseccion BC de
dos planos AE y DC, perpendiculares entre si, se levanta
una perpendicular & xtno de ellos AE, esta perpendicular
coinci dira con el otro plano.
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Porque si no coincidiese con ei plano DC, como MON,
correspoiulicnfe al diedro recto ABCD, es también recio
(194, coro!.), habria dos perpendiculares al plano AE en
un mismo punto O, lo que es absurdo (173).

Coro] 3® La interseccién MO {fig. 170) de dos planos
AB y CD, perpendiculares & un tercero
PQ, esperpendicular & este tercer plano.

Porque si en el punto O, comun & los
tres planos, se levanta una perpendicu-
lar al PQ, esta perpendicular se hallara
en los dos planos ABy CD (corol. ant.);
luego coincide con la interseccion OM

n de estos, luego esta recta es perpen-
dicular a PQ.

tos. Teorema 2.° Por una recta no perpendicular &
unplano, no se puede trazar mas que otro perpendicular
al primero.

Pueden ocurrir dos casos: 1 que la recta dada esté en
el plano dado: 2.° que esté fuera de él.

Sea la recta AB en el plano PQ (fig. 171); si por

i ella se pudiesen levantar los dos planos CB

g. 171. . , g

D y DA, perpendiculares & PQ, los angulos
diedros GABQ y DABQ serian iguales (188);
\ lo que es absurdo.
2® Si la recta dada estuviese situada
fuera del plano, seria paralela & este 0 obli-
cua; y si en cualquiera de estos dos casos
se pudiesen trazar por ella dos planos perpendiculares al
primero, la interseccién comun de dichos planos, 6 sea la
recta dada, seria perpendicular al plano dado (197, 3,);
lo que es contra la hipotesis.

i99. Teorema 3® Si desde un punto O (fig. 172) in-
terior a un diedro ABCD, se trazan dos perpendiculares
OE y OF, una & cada cara, ei anyulo EOF formado por
las perpendiculares es suplemento del diedro.

En efecto, si por las perpendiculares OE y OF se ha-
ce pasar un plano, sera perpendicular & los otros dos AC

Fig. 170.
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yBD 197); luego la interseccion BC ile estos dos planos
sera perpendicular al plano OEGF (197,
corol. 3.") ; luego BC sera perpendicular
a las rectas EGy GF, que pasan por su
pié en este plano (170) ; luego el angulo
EGF es el rectilineo correspondiente al
diedro ABCI).

Ahora el cuadrilatero plano OEGF,

tiene los angulos en E y en F rectos, lue-

go el &ngulo en O y el EGF son suplementarios; luego el

angulo en O y el diedro ABCT) taml)ien lo serén.

AUNIAULO m.

Planos paralelos.

*00. Se llaman planos pahalelos aquellos que no se
encuentran por mas que se prolonguen.

*0i. Teorema 1 Dos planos perpendiculares i una
misma recta son paralelos.

Porque si se encontrasen en un punto cualquiera, des-
de este punto liabria dos planos perpendiculares a una
misma recta, lo que es imposible (173).

Teorema 2.° Las intersecciones AB y CD (figu-
ra 173) de planos paralelos PQ y RS
con un tercer plano TU, son lineas pa-
ralelas.

En efecto, AB y CD estan en el pla-
no TU; y no pueden encontrarse, por-
que si lo hiciesen se encontrarian tam-
bién los planos PQ y RS en que estan
situadas, lo que es contra la hipdtesis;
luego son paralelas (27).

Coro!. Si dos angulos BACy BANC
(fig. 174)j situados en diferentes planos, tienen sus lados
paralelos, los planos que determinan son también para-
lelos.
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Porque trazando por A' un plano paralelo al BAC, su
interseccion con el AA'B'B sera paralela
con AB; luego tiene que coincidir con A'B'
(29, corol. L.'"™): por igual razén la inter-
seccion de diclio ]J>lano con el AA'C'G tiene
(jue coincidir con A'C%; luego el plano tra-
zado por A', paralelamente al BAC, coinci-
de con el B'A'C'; luego estos son paralelos.

«03. Teorema 3® Porun}mnio 175) no se pue-
de trazar a unplano PQ mas que otro RS paralelo.

En efecto, si se pudiesen trazar dos RS y RT, cortan-
do estos tres planos por otro A1)EC, las
intersecciones ABy AC serian parale-
las con DE (202); lo que es absurdo
(29, coroL 1.").

Corol. 1 Dos planos PQ y RT, uno
perpendicular y otro oblicuo duna rec-
ta AD, no son paralelos.

Porque si lo fuesen, trazando por A
otro RS perpendicular & la recta Al>, seria paralelo con
PQ (201); luego por A habria dos planos RT y RS parale-
losa PQ, lo que es imposible segln el teorema.

Corol. 2.” Si una recta AD es perpendicular & un pla-
no PQ, también lo sera & su paralelo RS.

Pues si fuese oblicua & RS, este plano lainbien lo seria
& dicha recta AD; en cuyo caso los planos no serian para-
lelos (corol. ant.), contra la hipotesis.

Corol. 3." Dos planos PQ y RS (iig. 176), parale-

_ los con un le*rcero TU, son paralelos en-

19 tresi

Porcpie trazando una perpendicular AB

al plano Vi}, lo serd a su; paralelo TU (co-

\V rol. ant.): siéndolo & esto lo serd también &

su paralelo RS; luego PQ y RS son perpen-

w diculares a una misma recta AB, luego son
paralelos (201).

*04. Dos planos PQ y RS (iig. 177), cortados por un

Vig. 475.
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tercero TU, forman ocho &angulos diedros, que toman los
nombres de internos” externos® alternos "“correspondien-
tes, como los rectilineos formados por una secante que
corta & dos paralelas ('30).

205. Teorema4.° Si dosplanos cortados por otro, de
manera que las intersecciones sean paralelas, forman con
él: \ °angulos diedros alternos ¢ correspondientes iguales,
6 internos de un mismo lado suplementarios, dichos planos
son paralelos : 2® si forman diedros alternos 6 corres-
pondientes desiguales, o internos de un mismo lado no
suplementarios, dichos planos no son paralelos.

1.“ Alternos. Supongamos que los diedros PABC y
ACDS sean iguales, siendo ademas AB y CD paralelas.

Tréacese un plano perpendicular ala in-
terseccién AB, el cual lo serd igual-
mente & la CD {180, corol. 2®); y sea
para mayor sencillez PEFR este plano,
que también contiene & la Gu.

Como AB y CD son perpendiculares
al plano PEFR que acaba de trazarse,
los angulos rectilineos PBD y BDF son
los correspondientes & dichos diedros:
pero estos son iguales; luego PBD=BDF

(194); luego las rectas PE y RF son paralelas (31, 1.), y
como AB y CD lo son por hipétesis, PBA 6 sea PQ es pa-
ralelo al CDF, 0 sea al RS (202, corol.).

Las demas partes del teorema se <lemuestran de un
modo analogo, como en el nam. 31.

Reciprocamenle. Si dos planos son paralelos, cor-
tados por otro forman con él diedros alternosy corres-
pondientes iguales, y diedros internos de un mismo lado
suplementarios. 2® Si no son paralelos, forman con el
transversal diedros alternos y correspondientes desigua-
les, é internos de un mismo lado no suplementarios (12).

Observacién. El teorema directo no sera cierto si las
intersecciones de los planos con el transversal no son pa-
ralelas, como facilmente se comprende observando que si
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dos planos que se cortan son perpendiculares & un terce-
ro, forman con este los ocho &ngulos diedros rectos y por
consiguiente iguales ; resultando consiguientemente los al-
ternos y correspondientes iguales y los internos de un
mismo lado suplementarios, sin que los planos sean para-
lelos. En el reciproco dichas intersecciones son siempre
paralelas (198), y este por lo tanto es cierto en todo caso,
6 sea sin mas hipotesis que las hechas en el anélogo de la
Geometria plana.

*06. Teorema 5.“ Las parles AC y BD (fig. 177) de
paralelas, comprendidas enlre planos PQ y RSparalelos,
son iguales.

Trazando un plano que pase por dichas paralelas, las
comunes secciones AB y CD de este plano con los paralelos
son lineas paralelas (202); luego la figura ABL)C es un
paralelogramo, luego AC=BD.

Corol. Los puntos de un plano equidistan de su pa-
ralelo.

Porque las perpendiculares trazadas desde un plano a
su paralelo son paralelas (179), luego son iguales.

807- Teorema 6.“ Dos rectas CE y CE' (fig. 178)
comprendidas entre dos planos PQ y TU paralelos, corta-
das por un tercer plano RS, paralelo & losprimeros, que-
dan divididas en partes proporcionales.

Tracese la recta C'G paralela & CE, y por E'C'G ha-

gase pasar un plano.

Fig. 178. DT y E'G seran paralelas (202);
A luego se tendra (91)
/ CT:FG::C'D":0"E":
n /!¥ pero C'P= CD y EG — DE por partes
R » / de paralelas comprendidas entre pla-

nos paralelos; luego
/EN--1
B Cl):DE::C'D" :D'E" .
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ARTICULO V.

Be los angulos poliedros.

a08. Se llama angulo poliedro la figura formada por
tres 6 mas angulos rectilineos no situados en un mismo
planoy que tienen dos a dos un lado comun, y ctiyos vérti-
Ces Se remien en un mismo punto.

Los angulos rectilineos se llaman caras, los lados de
estos 6 sea las intersecciones de las caras reciben el nom-
bre de aristas, y el de vértice el punto donde se relinen
los vértices de los angulos rectilineos.

OABC (fig. 179} es un angulo poliedro: AOB, BOC
y COA sus caras; OA, OBy OC las aris-
tas, y O el vértice.

Un angulo poliedro se nombra, como
acaba de verse, por la letra del vértice
seguida de una colocada en cada arista.
También se puede nombrar, si esta solo,
por la letra del vértice : asi para ex-
presar el anterior bastard decir el an-
gulo poliedro O.

Corol.  Un ¢ingulo poliedro no varia de valor aunque
varie la longitud de sus aristas.

Se da el nombre de angulo poliedro convexo al que no
puede ser cortado por una recta mas que en dos puntos.

Un todo lo que sigue supondremos convexos los &ngu-
los poliedros.

LIamase angulo triedro 6 simplemente triedro, el &n-
gulo poliedro formado por tres caras.

so». Se dice que dos triedros son suplementarios
cuando los &ngulos rectilineos del uno son respectivamente
suplementarios de los diedros del otro.

8to. Teorema 1." Dado ten angulo triedro O, se pue-
de formar otro suplementario.

De.sde un punto O' inferior del triedro dado tracense

Fig. i79.
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las poi'j)eiuliculares OMA', O'B' y O'C' & las caras AOB,
BOC y COA del mismo triedro, y el formado en O' por es-
tas perpendiculares sera el pedido.

En efecto, el angulo rectilineo A*O'C', formado por las
perpendiculares O'A' y O'C' & las caras AOB y AQOC, es
suplemento del diedro OA (199) ; por igual razén los rec-
tilineos A'O'B' y B'O'C' son suplementos de los diedros
OBy OC; luego los angulos rectilineos del triedro O' son
suplementarios de los diedros del triedro O.

Siendo O'A' perpendicular & la cara AOB,y O'C'é4 la
AOC, el plano A'O'C' es perpendicular & estas descaras
(197); luego la interseccidn AO de estas serd perpendicu-
lar & dicho plano A'O'C' (197, coroL 3."); por igual ra-
z6n OB es perpendicular al plano A'O'B', y OC al B'O'C};
luego el diedro O'A' es suplemento del angulo rectilineo
AOB, O'B' del rectilineo BOC,y O'C' del AOC; luego los
angulos rectilineos del triedro O son suplementos de los
diedros del triedro O'.

Luego los triedros O y O' son suplementarios (209).

sa*- Teorema 2.° En todo angulo triedro, mi angu-
lo rectilineo: 1 es menor que la suma de los otros dos:
2.° es mayor que su diferencia.

1.“ Sea el triedro O (fig. 180), y supongamos que el
angulo rectilineo AOC es mayor que cual-
quiera de los otros dos AOB y BOC.

Férmese el &ngulo DOC="BOC, y tra-
cese por 1) larecta AG: tdmese OB= 01),
y Unase B con Ay con C.

l)e esta construccién resulta que
los tridngulos DOC y BOC son iguales
(72, 2."), luego DC= BC; AC ¢ sea
Al)-i-1)C<AB-nBC (70); luego, res-
tando de esta desigualdad la igualdad anterior, se tiene

AD<AB.

Aliora los tridngulos AOD y AOB tienen AO comn,
Ul)-~*()B por construccion y AIXAB: luego el angulo

Fig. <80.
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AOD<AOB (76, ree.)? luego sumando con esta desigual-
dad los angulos iguales por construccion DOC y BOC, re-
sulta

AODh-BOC<AOB-+BOC 6 AOC<AOB-hBOC.

a** Esta parte del teorema es una consecuencia necesa-
ria de la primera.

*18. Teorema 3.° La suma de los angulos rectilineos
AOB, BOC, etc., que forman un angulo poliedro O (figu-
ra 181) es menor que cuatro recios.

Cortense todas las aristas del angulo poliedro O por un
plano ABCI), y desde un punto 0~ inte-
rior de este poligono, tracense las lineas
O'A, O"B, etc. & los vértices de todos
sus angulos.

La suma de los angulos de los trian-
gulos laterales AOB, BOC, etc. es igual
& la de los angulos de igual namero de
triangulos AO'B, BO'C, etc. etc., for-
mados en el poligono (7!).

Ahora en el triedro BAOC se. tiene ABC<ABO-f-OBC
(211, 1/), 4 ABO0'-t-0'BC<ABO0-HOBC; y como lo
mismo se verifica en los triedros cuyos vértices estan en
los puntos C, Dy A, resulta que en los triangulos cuyo
vértice estd en O, los angulos en las bases son mayores
que los angulos, también en las bases, de los tridngulos
cuyo vértice estd en O'; luego por compensacion la suma
de los angulos en O es menor que la de los angulos en O";
pero estos valen cuatro rectos (20, corol. 4.°); luego los
en O, 06 sean los rectilineos del angulo poliedro, valen
menos de cuatro rectos.

813. Teorema 4®La suma de los angulos diedros de
un triedro cualgttiera es mayor que dos rectosy y menor
que seis.

En efecto, los angulos diedros de un triedro, sumados
con los rectilineos de su suplementario, valen seis rectos;
pero los rectilineos del suplementario valen mas de cero

Fig. 481.
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evidenlemeiUe, y menos de cuatro rectos (112); luego los
diedros del primitivo valen menos de seis rectos y mas de dos.

Teorema 5® miyulos triedros son iguales:
1®si tienen sus tres caras 0 angulos rectilineos respecti-
vamente iguales: 2®si tienen dos caras iguales ¢ igual
el diedro comprendido: 3.° si tienen una cara igual con-
tigua & dos diedros respectivamente iguales : 4.° si tienen
sus tres angulos diedros respectivamente iguales ; con tal
que en todos estos casos los elementos esten dispuestos del
mismo modo.

I Sean lostriedros Oy O' (fig. 182), en que se supo-

ne AOB= A'0'B', BOC=

Fig. 183. B'O'C'Yy AOC--AW.

Tomense las aristas OA,
OB, OC, O'A', OB'y OG

iguales, y tracense los tridn-

gulos ABC y A'B'C' % bajense

‘N las perpendiculares OPy OT'

\ sobre losplanos de estos tridn-

gulos, y Unanse los puntos P

y P'con Ay A'.

En los triangulos AOB y A'O'B' se tiene AO=0B =
0'A'=:0'B'y el angulo AOB=A"0'1V; luego estos trian-
gulos son iguales (72, 2.®), luego AB=A"B": por igual
razén BG= B'C% y AC= A'G’; luego los triangulos ABC
y A'B'C/ son iguales (72, 1.”).

Los puntos P y P', pies de las perpendiculares OP
y O'P', son los centros de las circunferencias circunscrip-
tas & dichos triangulos (175, corol. 1.°); luego losradios AP
y A'P'son iguales; luego los tridngulos rectangulos AOP
y A'O'P' son iguales, luego OP=0'P".

Superpongase el triedro O al O', de modo que el trian-
gulo ABC coincida con su igual A*B'G" el punto P coincide
con F y PO con P'O' (172); luego la arista OA coincidira
con 0'k\ OB con O'B'y OC con O'C'; luego los triedros
coinciden, luego son iguales.

2® Supongamos que en los triedros O y O' se tengan



— loG—
los diedros A0 = A'0', v los reclilineos AOB— A'0'li’
yA()C= AW .
Superpéngase el triedro O al O ', de modo que la cara
AOG coincida con su igual
A'QO'C', y que la arista Oli
caiga al mismo lado de la cara
comun que la O'B": la cara
AOB caera sobre A'O'B' por
T+ ser los diedros OAy O'A'igua-
\ les, y la arista OB coincidira
con O'B'por la igualdad de los
angulos rectilineos AOB y A'O'B'; luego los triedros coin-
ciden ; luego son iguales.

3. ® Este caso se demuestra de una manera analoga al
precedente.

4, ® Si los triedros O y O' tienen sus diedros res-
pectivamente iguales, formando los triedros suplementarios
respectivos, estos tendran sus angulos rectilineos respec-
tivamente iguales; luego son iguales, segin el primer caso;
luego los &ngulos rectilineos de los triedros Oy O' son igua-
les; luego estos triedros también lo serdn (primer caso”.

Ohsermdon. Cuando dos triedros tienen los elementos
que se indican en cada caso respectivamente iguales, y
dispuestos de diferente modo, todas sus partes son iguales
respectivamente; pero la coincidencia no puede verificarse.

Los triedros que retnen estas circunstancias, se llaman
simétricos.

Si las aristas de un triedro OABC (iig. 183) se pro-
longan al otro lado del vértice, resulta el
triedro OA'B'C' simétrico del primero.

En efecto, los angulos rectilineos AOB
y A'OB' son iguales por opuestos por el
vértice, lo mismo que los AOC y A'OO,
BOG yB W ; los diedros OA y OA' son
iguales también (192), y los OB y OB', OC
y OC' lo son de igual modo. Por otra parte,
estos dos triedros no pueden, en general,

Fig. <83.



— 157 —

superponerse de modo que coincidan, como ji simple vista
se percibe. , .. S

. PROBLEMAS
relativos & lo que precede de la Geometria del espacio.

»B4*. Problema 1. Por un punto dado trazar una perpendicular
4 un plano. . . .
Pueden ocurrir dos casos: | g ue el punto dado esté
fuera del plano ; 2° que esté en el mismo
plano.

1.“ Sea el punto dado O (iig. 184),
situado fuera del plano PQ {*).

Bajense desde O sobre el plano tres
rectas iguales OB, OCy OE: tracese una
circunferencia que pase por sus pies
B, Gy E (64): unase el centro A de esta

circunferencia con el punto dado O, y la recta AO serd la
perpendicular pedida.

Porque la perpendicular levantada en A pasa por O
(170, corol. 2.°); luego esta recta es la perpendicular
pedida.

2. Seael punto 1) (fig. 185} situado en
el plano PQ.

Desde un punto cualquiera A, fuera de
este plano, béajese una perpendicular AB
al mismo (caso ant.): por D tracese una
paralela DC & esta perpendicular, y la rec-
ta DE serd la perpendicular pedida (180,
corol. 2." obs.).

Fig. 185.

[* En la resolucién de csle problema no se hace mérito de las lineas OD,
ED. etc. de la figura del margen ; lo cual depende de que la misma llgura ha
sido empleada en ia demostracién de proposiciones en que era necesaria la
consideracion de las lineas ahora omitidas.

Una cosa analoga sucede, por igual razén, con las U-cs figuras siguientes y
con otras mas de que se liara uso en lo sucesivo.
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315. Problema 2.“ Por un punto dado A {fig. 186), fue-
ra de un plano PQ, trazar una paralela & eslo
g Plano.
Trécese en el plano PQ una recta cual-
quiera CD, y por A una paralela AB & la
I /g CD; larecta AB seré la pedida (183).
316. Problema 3.° Por un punto A' (flg. 187), situado fuera de
un plano BAC, trazar otro plano paralelo al dado.

Por A' tracense dos rectas A'B'y A'C respectivamente
paralelas & otras dos AB y AG, situadas en el plano dado
BAC, y el plano determinado por B'A'C' serd el pedido
(202, coro).).

FiB. 186.
7 7

' Fig. 187.
,i10 .11



CAPITULO L.

De las superficies de revolucion.

*17. Llamanse superficies de revolucién las engen-
dradas por el movimiento de una linea, llamada genera-
triz, al rededor de una recta /jja, que recibe el nombre
de EJE.

Kntre las infinitas superiicies de revolucidn, que pueden
concebirse, tres son las que ahora nos interesa conocer:
la conica, la cilindrica y la esférica.

ARTICULO PRIMERO.
De la superficie conica.

*18. Se llamasuperticie conica la engendradapor una
recta que gira al rededor de otra con la cual concurre en
un punto; 6 también la originada por una recta sujeta &
pasar por un punto fijo, llamado vertice, ¥ & recorrer
una curva plana cualquiera gtte toma el nombre de ai-

rectriz {').

(*) Sila gencralriz se supone prolongada al otro lad» del vértice , trazara
otra superHcie conica que con la primera forman la superficie cénica total, de
la que cada una de las parciales es una hoja. Acliialmenle no consideramos mas
que una dé estas bojas.
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En este Gltimo caso llamamos eje § la recta que jmsa
por el vértice y por el centro de la directris® si le tiene.

OABCD (fig. 188) es una superficie cOnica, cuyo vér-
tice es O; OA, OB, OC 0 Ol), prolongada
cuanto se quiera por la parte inferior, es la
generatriz en sus diferentes posiciones, 0
las generatrices, cuando se consideran dos
6 mas; la curva ABCD es la directriz, y OP
el eje.

La superficie conica es recta Si €l eje es
perpendicular al plano de la directriz, co-
mo la figura 188; y oblicua cuando el eje es
oblicuo & dicho plano, como la figura 189.

Llamase superficie conica circular aquella cuya di-
rectriz es una circunferencia.

819. Recibe el nombre de cono el espacio comprendido
por una superfde conica OABCD, y un plano ABCD que
corta todas las generatrices.

VERTICE del cono es el vértice O de la superficie coni-
ca: BAE el plano ABCD que limita la superfide conica:
LADCS la parte OA, OB, etc., de las generatrices, inter-
ceptadas entre el vértice y la base, y eje es la recta OP
que une el vértice con el centro de la base, si le tiene.

El cono es recto si €l eje es perpendicular a la base,
como la figura 188, y obliciio enei caso contrario {fig. 189).

Se llama altura del cono la perpendictilar bajada
desde el vértice al plano de la base.

Cono circular €S aquel cuya base es un circulo. *
Corel. 1 Ru el cono recto la altura coincide con el eje.
Corel. 2® Los lados del cono recto y circular son igua-

les (175, 1.%). _

Observacion. EIl cono recto y circular se puede supo-
ner también engendrado por la revolucion de un tridngulo
rectangulo APO al rededor de uno de sus catetos OP.

8*0. Teorema. Si la superfde curva de un cono
circular (fig. 189), se corta por un plano AB"CD" pa-
ralelo a la base ABCD, /n seccion es una circunferencia.

*Fig. »88.
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Kn efecto, liacicndo pasar planos j)or los latios OA,
Fig. 189. oli, OF:, etc., y por el eje OP, las in-
tersecciones AP y A'P', BP y B”F, etc.,
,0 de estos planos con los paralelos ABCD
y AMB'C'l)' seran paralelas (202); luego
los tridngulos OPA y OFA', OPB vy
OP'B” etc., son semejantes (97); Inego
AP :A'F :: OP : OF
y BP:B'F :;OP:OF;
D
de donde AP:AT'::BP:BT'";etc. tete. :

poro AP= BP=etc., por radios de un mismo circulo;
Inego

A'Fr=rB'F = etc. ;
luego la curva A'B'C'D' es una circuni'erencia.

Llamase tronco 6 trozo de cono la parte
ABCDA'B'C'D” do cono, comprendida entre la base de este
y tm plano que le corta paralelamente & dicha base; y
cono CEHAENTE Ii parle del cono total, que queda al otro
lado del plano secante.

Los planos ABCD y A'BAC'D', que limitan el tronco 6

trozo de cono, se llaman bases; y altura la distancia en-
tre las bases.

Problema 1." Dado un tronco 6 trozo de cono circular y
recto AG (fig. 190), hallar la altura 01* del cono total, y la OP' del
cono deficiente.

Complétese el cono OPAC, y la semejanza de los irian-
Fig"90. pillos OPA y OP'A’, nos dara

A AP: Ar::OP:OF;
de donde (Alg. 129)

AP—A'F;AP :OP—OF:OP
y AP—AP':A'F :;;OP—OF : OP/,

0 llamando r, r' los radios de las bases
n
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mayor y menor, y a la allura PP'del tronco 6 trozo,

i. ,.';r;;rt:0OP V. r—r':j ' :0P;

y por consiguiente

—r AN A
OP=r~ v ooPr L

Observacion. De la misma manera se hallaitia que el
lado del cono total y del cono deficiente, son
AAX T AA'X 1

OA: . vV OA=- 7

S83. Problema 2." Desarrollar sobre im plano una superficie
conica.

Distinguiremos dos casos: 1.“ que el cono a que esta
superficie pertenece sea recto y circular: 2.° que no rel-
na estas circunstancias.

1  Sea el cono recto y circular OPAC (fig. 191). To-
mando el lado OC del cono por radio, trdcese un arco CC"
de igual longitud que la circunfe”
rencia de la fiase (142): Gnase O
con U', y el sector OCG" seré la su-
perficie conica desarrollada.

En efecto, haciendo rodar el
cono en el plano que pasa por OC,
los deméas lados van coincidiendo
con dicho plano, y como todos son
de igual longitud (219, corol. 2.%),
sus extremos se confunden sucesi-
vamente con los puntos del arco
CC"; y por consiguiente la circun-
ferencia CBAI) con el mismo arco,
hasta que el punto C se ajuste con
C"; luego la superficie conica desarrollada es igual al sec-
tor OCCC

Observacion 1* La superficie curva del cono deficien-
te recto y circular OP'A'C', desarrollada tamfiien sofireun

Fig. t91.
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plano, es evklenlemenle el seclor OC'C™; y por consi-
guiente la del tronco 6 trozo AG' es el trapecio circular
ccemen

Sea OABCD un cono cualquiera (iig. 192). Divida-
se la directriz CBAI) en
partées Bastante peque-
fias para que se puedan
tomar como rectas, sin
error sensible : cons-
truyanse los triangu-
los OCB", OB"A", etc.
respectivamente jguales
4 los OCB, OBA, etc-,
considerados como rec-
tilineos; y el poligono
OCB"...... C" serd aproximadamente la superficie conica
desarrollada sobre un plano.

Observacion 2® La superficie curva de un tronco de
cono cualquiera se puede desarrollar por un procedimien-
to analogo al empleado en este caso; advirtiendo solo que
la divisién de dicha superficie debe ser ahora en trapecios,
como se advertira en la figura.

Fg 192

AUTICCLO 11

De la superficie cilindrica.

LIamase superficie cilindrica la engendrada por
el movimiento de tma recta que gira al rededor de otro,
a la cual es siempre paralela; ¢ también la originada por
una recta, que permaneciendo constantemente paralela a
si misma, recorra una curva plana cualquiera llamada
DUIEGTRIZ

En este Gltimo caso llamamos eje la recta, que siendo
paralela & la generatriz, pasa por el centro de ladirectriz,
si le tiene.
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ABCDAB'CD" {fig. 193) es una superficie cilindrica:
Fig. 198. AA.', _BB', CC' 6 T)D, co_nsiderada como in-
ey definida, es la generatriz en sus diferentes
¢’ posiciones, 6 las geueralrices, cuando se
IT  consideran dos 6 mas: la curva ABCD la di-
) rectriz, y 00" el gje.

! La superficie cilimlrica es rkcta, si el
eje 0 la generatriz es perpendicular al
u piano de la directriz, como la fig. 193;
y OBLICUA cuando la generatriz ¢ el eje es

oblicuo & dicho plano, como la fig. 194.

Lldmase superficie cilindrica ciucutar aquella cuya
directriz es una circunferencia.

*85. Recibe el nombre de citindro el espacio compren-
dido por una superficie cilindrica y dos planos paralelos
ABCD y A'B'C'D' que cortan las generatrices.

Bases del cilindro son los planos ABCD y A'B'C'D' que
limitan la superficie curva: 1ados las partes KM, BB', etc.,
de las generatrices interceptadas por las bases; y eje
la recta 00' que une los centros de las bases, si le
tienen.

El cilindro es recto si el eje esperpendicular & las
bases, como la fig. 193; y oblicuo €en el caso contrario,
como la fig. 194.

Se llama aitura del cilindro la distancia entre las
bases. Cilindro circutar es aquel cuyas bases son dos
circuios.

Corol. 1" En el cilindro recto la altura es igual
al eje.

Corol. 2.° Los lados del cilindro son iguales (206).

Observacion. Kl cilindro recio y circular se puede
también suponer engendrado por la revolucién de un rec-
tangulo AOO'A' al rededor de uno de sus lados 00",

*8«. Teorema. Si la superficie curva de un cilindro
circular [i\*. 194) se cortapor un plano .A"B"C"D", para-
lelo a una de sus bases .4BCD, la seccién os una circunfe-
rencia igual & esta base.
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llacLtilulo pasar planos por los lados AA" BB, etc., y

Fig. 194.

por el eje 00", las intersecciones de es-
tos planos con la base y la seccion son
las recias AOy A"0", BOy B"0", etc.
paralelas (202): y como el eje 00" lo
es & los lados, las figuras AOOQ"A",
BOO"B", etc., son paralelégramos; luego
AON A"0", BO= B"0", etc.: pero
AO="BO=etc. por radios de un mismo
circulo, luego

A"0"=B"0"=etc.;

luego la seccién A"B"C"D" es una circunferencia igual a
la de la basé ABCD.
Corel. Las bases del cilindro circular son iguales ().

Pro&lemfl. ,Desarrollar sobre un piano una superlicie cilindrica.

Distinguiremos dos casos: \ ° que el cilindro & que es-
ta superficie pertenece sea recto: 2.° que sea oblicuo.
| Sea el cilindlig”recto AG' (fig. 195). Constrlyase so-

A- ¥
[ \V]

el num. 223, 1°

bre el lado CC' un rectan-
guio CC"C"C', cuya ba-
se CC" sea la curva ABCD
rectificada, y el rectan-
gulo construido sera la su-
perficie cilindrica~desar-*
'c” rollada.
Se demuestra como en

2.* Sea el cilindro oblicuo AC”(fig. 196). Dividanse
los perimetros de las bases, partiendo de un mismo lado,

(*) Esla propiedad es comudn 6 iodos los cilindros, como facllmenle se com-
prende; por cuya razén omitimos la demostraciéon , (juc por otra parle tampoco

es de este lugar.
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en parles respeclivameiUe iguales CJ)=C'D', DA=D'A’,
etc., y suficientemente pc-
quefias para que se pue-

dan tomar como rectas sin

error sensible : constru-

_A iN’ yanse los paralelégramos
etc., respectivamente igua-

'c' les & los DCG'D', DD'AA!,

A etc. considerados como
planos, y el poligono

CD". o C' sera aproximadamente la siiper-

licie cilindrica desarrollada sobre un plano.

Observacion. El rectangulo CC"C™C', cuya altura es
el lado del cilindro, y cuya base debe ser igual evidente-
mente & la longitud NN' de la seccion MN perpendicular
al lado, es equivalente al poligono que representa la su-
perficie cilindrica desarrollada; porque lo que & cada pa-
ralelégramo le falta por su parle superior para llenar di-
cho rectangulo, le sobra por la inferior, como & la simple
vista se percibe y seria facil demostrar.

ARTICULO in.
De la superficie esférica.

Se llama superficie esférica la engendrada por
la revolucion de una semicircunferencia ABC (fig. 197)
al rededor de su didmetro AC.
Recibe el nombre de esfera el espacio comprendido por
una superficie esférica.

Observacion. Con frecuencia se suele llamar esfera
la superficie esférica; pero el sentido en que se habla, de-
nota si se trata del cuerpo geométrico 0 de su superficie.

Llamase centro el punto O, centro de la semicircunfe-
rencia generatriz; radio toda recta OA que desde el cen-
Iro va & terminar en la superficie esférica, y diametro la
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recia ([iie pasando por el centro termina por sus dos ex-
tremos en la superiicie esférica.

Corol. 1  Los radios de una misma esfera son iguales.

Porque son radios de la semicircunferencia generatriz
en alguna de sns posiciones.

Corol. 2.“ Los didmetros de una misma esfera son
iguales.

Porijue cada uno se compone de dos radios.

Se llama eje de la esfera el diametro de la semicir-
cunferencia generatriz.

Se llaman potos de la esfera los extremos AyO del eje.

388. Teorema \.° La intersecion de un plano EG
con la superficie esférica O, es una circxmferenma
EFGII.

Trazando el radio OC perpendicular & dicho plano, y
los OE, OF, OG, Oli, etc., las
rectas EP, FP, GP, etc. que unen el
pié de la perpendicular al plano
con los diferentes puntos de la cur-
va, son iguales (i70, rec. 1.);
luego la curva EFGII es una cir-
cunferencia.

Lldmase poto de una circunfe-
rencia EFGII, trazada en la su-
fcie esférica, cada tino de lospun~
los de esta que equidistan de dicha circunferencia.

Corol.  Xos exlrenios A y C del diametro AG perpen-
dicular al plano de una circunferencia EFGII en su centro
P, son polos de dicha circunferencia, y son los tinicos que
puede tener (170, corol. 2.°).

880. Teorema 2® Si haciendo centro en un punto L
(f"* 197) de la superficie esférica, con un radio ciialpde-
ra CE, se traza una curva EFGII, esta curva serd una
circunferencia.

Trécese el radio OC de la esfera, y otros mas OE, OT,
OG, etc., a diferentes puntos de la seccion: los triangu-
los OEC, OFC, onC, ele., que tienen OE~O F-0(i=etc.,

Fig. 497.
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por radios de la esfera, EC-=FC= G C”eic., por hip6-
tesis, y el lado OC comun, son iguales (72, 1."); luego si
desde los vértices E, F, G, etc., se bajan perpendiculares
sobre el lado comim OC, se encontraran evidentemente en
un mismo punto P; luego estaran en un mismo plano
(171, rec.): y como ademas EP= FP=GP = etc., la cur-
va EFGH serd una circunferencia.

Ohsermcion. El punto C, que ha servido de centro
para trazar una circunferencia, es uno de sus polos.

230. Teorema 3.”En una misma esfera, 1 losplanos
de circunferencias iguales equidistan del centro: 2." lospla-
nos de dos circunferencias desiffucdes, el correspondiente
& la maijor se aproxima mas al centro que el de la menor.

1.’ Sean las circunferencias, cuyos centros son Py P'

iguales (fig. 197\ Haciendo pasar

por el centro O de la esfera y por

Jos Py P' un plano, las intersec-

ciones de este con los planos do las

circunferencias seran los diametros

EG y F/G' de las mismas; luego EG

/o’ y E'G' son cuerdas, iguales por

hipétesis, de la circunferencia ori-

ginada por el plano que pasa por

i O, Py P% luego equidistan del cen-

tro O (10, 1."]; luego OP~OP'": pero OP y OF miden

también la distancia del centro de la esfera & los planos

de dichas circunferencias (174, corol.); luego estos planos
equidistan del centim de la esfera.

2. " Sea la circunferencia P mayor que P'. Repitiendo
la construccion anterior se hallara del mismo modo OP<UP'
(40, 2.”); luego el plano de la circunferencia P se aproxi-
ma mas al centro que el de la circunferencia P'.

Reciprocamente. En una misma esfera, 1® las cir-
cunferencias cuyos planos equidistan del centro son igua-
les: 2.° de dos circunferencias cuyos planos no equidistan
del centro, la correspondiente al plano quemas se aproxi-
ma al centro es la mayor (12;.
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(Jui'tl. \.° La mayor circunferencia de la esfera es
aquella cuyo plano pasa por el centro.

Por esta razén se llama circunferencia maxima y las
demas menores; la circunferencia cuyo diametro es Bl)
es maxima, y las que tienen por didmetros EG y E'G' son
menores.

Corol. 2® Las circunferencias maximas de una mis-
ma esfera son iyuales.

Corol. 3® Bus puntos de la superficie esférica, que
no sean extremos de un mismo didmetro, determinan una
circunferencia maxima.

Porque estos dos puntos y el centro de la esfera, for-
man un sistema de tres puntos, no en linearecta, que de-
terminan la posicion del plano de dicha circunferencia (169).

Corol. 4 Las circunferencias maximas se dividen
mutuamente en dos parles iyuales.

Ponine la interseccién de sus planos es un diametro.

Corol. o® Una circunferencia maxima BD divide & la
superficie esférica en dos parles iyuales.

Por(jue colocando la parte superior BCI) sobre la infe-
rioi* BA13, de modo que la circunferencia permanezca co-
muan, y que el punto C caiga hacia A, estas dos partes coin-
ciden en todos sus puntos; porque de lo contrario estos
puntos no equidistarian del centro O.

Observacién. Esta superposicién prueba también que
un circulo maximo divide & la esfera en dos partes igua-
les, que se llaman hemisferios.

»31. Recibe el nombre de angulo esférico, la mayor

6 menor inclinacién de dos arcos de cir-
cunferencia maxima BC y EC (fig. 198),
llamados lados, que se relinen en un mismo
punto C, llamado vértice.

MEDIDA DE UN ANGULO ESFERICO CS el &ii-
yulo rectilineo FCG, formado por dos tan-
yenles FC y GC, una & cada arco, en el vér-
tice del anyulo.

Corol. j.a medida de un anyulo esférico, es medida
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tanthien del diedro formado por los planos que determi-
nan sus lados.
Porgno siendo FC tangente al arco BG en el punto C,
es perpendicular a! radio UC (44., rec. 1.”):
por igual razén GG es perpendicular al mis-

F------i-adiQ y en el mismo punto: y como estas

i rectas estan en los planos de los arcos, el

I &ngulo rectilineo FGG es el rectilineo cor-

> - respondiente al diedro BGOF (193); luego
también serd su medida (105, obs.).

*38. Llamase triangulo esférico la porcion de su-
perfde esférica comprendida por tres arcos de circunfe-
rencia maxima: BGE (lig. 198) es un tridngulo esférico.

Observacion. Si los vértices B, G, E del triangulo es-
férico BGE, se unen con el centro Ode la esfera por medio
de radios, estos forman un angulo triedi'o O, cuyos angu-
los diedros OB, OGy OE tienen la misma medida (pie los
angulos esféricos CBE, BGE y BEG (231 , corol.), y cuyos
angulos rectilineos BOG, BOE y GOE tienen por medida los
lados BG, BE y GE del mismo triangulo; luego las propie-
dades de los triangulos esféricos se deducen de las de los
angulos triedros; luego i-eemplazando los nombres de caras
y angulos diedros por los de lados y ungidos, se tendréa:

« 1 En todo triangulo esférico un lado cualquiera es
menor que la suma de los otros dos y mayor que su dife-
rencia (211).

2. " LUsuma de los lados de xin triangulo esférico es
mayor que una circunferencia maxima (212).
3. " Lasuma de los &ngulos de un triangulo esférico,

es mayor que dos rectos y menor que seis (213).

4." Dos triangulos esféricos son iguales si tienen:
1.” sus tres lados respectivamente iguales, dos lados
iguales é igual el angulo comprendido, 3." un lado igual
contiguo & dos angulos respectivamente iguales,
tres angulos respectivamente iguales; con (al que en todos
estos casos los elementos eslen dispuestos del mtsmo
modo (214).



*33. Teorema 4.“ El arco AB (iig. 199) de circun-
ferencia maxima, que une dos pun-
Fig. <99. tos Ay B una superficie esférica,
es menor que otra curva cualquiera
ACB, trazada sohre la misma su-

perficie, y que une dichos puntos.
En efecto, uniendo AconC, y C
con B por arcos de circunferencia

maxima, se tiene (232", obs. 1.®)

AB<ACh-CB.

Tomando entre Ay Cy entre C y B los puntos inter-
medios 1) y E, y trazando ios arcos de circunferencia ma-
xima Al), PC, CE y EB, se tendra también

AC<AP-hPC y CB<CEn-EB;
de donde AC-f-CB<AD-f-DG-+-CE-t-EB.

Si se continda tomando puntos intermedios, se seguira
formando lineas poligonales esféricas, de las que cada «na
tiene mas puntos comunes con la curva, y es mayor que
la anterior; luego la curva es el limite superior de dichas
lineas poligonales [51, [)]; y como AB es menor que la
mas corta de estas, con mayor razén sera menor que la
curva propuesta ACB.

»34. Se llamaplano tangente a la superficie esfé-
rica el que no tiene con esta mas que un punto comdn; y
SECANTE el que tiene con la misma mas de un punto comun,
esto es, una circunferencia (228).

El punto comin & la superficie esférica y al plano
tangente, recibe el nombre de punto de contacto.

*33. Teorema 5." Todo plano- quegmsa por el extre-
mo exterior de un radio de la superfde esférica: 1®si
es peipendicular al radio, sera tangente & esta superficie:
2." si es oblicuo sera secante.

1.7 Si el plano PQ (fig. 200), es perpendicular al ra-
<lio OA en el cvtremo A, el radio también lo sera al plano;
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kuigo uniendo el punto O con otro cualquiera M dol
mismo plano, la recta OM serd oblicua & este {172),
luego serd mayor que OA (174); luego el punto M estara
fuera de la siiperlicic esférica; luego el plano PQ no tiene
comuln con esta superficie mas que el punto A, luego le
es tangente.

2. Si el plano RS (iig. 200) es oblicuo al radio OB
en el extremo B, el radio también lo
sera al plano ; luego bajando desde O
sobre éste oblicuas iguales con OB,
los piés de estas se hallaran & la vez
en la superficie esférica y en el pla-
no: y como el lugar geométrico de
los pies de estas oblicuas sobre el
plano es una circunferencia (175,
corol. 1.°), el plano y la superficie
esférica tienen una circunferencia
comun; luego el plano es secante de la superficie esférica.

Reciprocamente. Todo plano que pasa por el extremo
exterior de un radio de la superficie esférica: \'s i es
tangente & esta superficie, sera perpendicular al radio:
2®si es secante, serd oblicuo (12).

Corol. Por un punto de la superficie esférica no se
puede trazar mas que un plano tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el
extremo de un radio dos 6 mas planos perpendiculares a
este, lo que es absurdo (173).

»a0. Teorema C.” Cuatropuntos A, B,Cy D(fig. 201)
que no estan en un mismo plano y determinan la posicién
de una superficie esférica.

Tres cualesquiera de estos puntos A, B, C, estaran en

un mismo plano (169), y A, C, D
estaran también en otro, pero dife-
rente del primero; puesto que por
hipétesis los cuatro no estan en uno
mismo. Supongamos que E y G sean
los centros do las circunferencias

Fig 200.
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eircunscriplas & los triangulos ABC y ACD: desde estos pun-
ios li y G bajense perpendiculares sobre la AC, comdn sec-
cion de los planos, y estas perpendiculares se encontrarén
en un punto L (41); luego la recta AC serd perpendicular
al plano ELG (171, corol.); luego los planos ABCy ACI)
son perpendiculares al ELG (197), y este lo sera & los dos
primeros. Levantando ahora en el punto E la perpendicu-
lar EF al plano ABC, esta perpendicular se hallara en el
plano ELG (497, corqi. 2.°): por igual razén la GH, per-
pendicular al plano ACD, se hallard también en el ELG;
luego las rectas EF y GH estdn en un mismo plano ELG.
Por otra parte EF y Gil no son paralelas; porque si lo
fuesen, la EL perpendicular & una de ellas EF, lo seria &
a la otra Gil; luego por L habria dos perpendiculares EL
(prolongada) y LG & Gil: lo que es imposible (23). Luego
EF y Gil se encuentran en un punto O.

Ahora, siendo EF el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de A, By C (475, corol. 2.*), y Gil el
de los puntos equidistantes de A, Dy C, el punto O don-
de se corlan sera el Unico equidistante de A, B, C y D;
luego estos puntos (si no estan en un mismo plano) deter-
minan la posicion de la esfera.

Corol. 1  La interseccion de dos superficies esféricas
tiene todos sus puntos en un mismo plano.

Porque de lo contrario se podrian tomar tres puntos
de los comunes en un plano, y uno en otro plano dis-
tinto; y las dos superficies esféricas se confundirian en
una sola, contra la hipétesis.

Corol. 2® Im interseccion de dos superficies esféri-
cas es una circunferencia.

Porque esta interseccidn tiene lodos sus puntos en un
mismo plano (corol. anterior); luego es la interseccion
de un plano con cada una de las superficies esféricas; lue-
go es una circunferencia (228).

Observacién. Con suma facilidad se pueden demostrar,
relativamente & la interseccion y contacto de dos superfi-
cies esféricas, teoremas analogos & los demostrados acerca
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déla interseccion v contacto de dos circunferencias (47
y 48).
*372. Problema. Bada una esfera O (fig. 202), determinar su
radio.

Témense dos puntos A y B sobre la superficie esférica:
haciendo centro en es-
tos puntos y tomando
un radio cualquiera,
tracense dos arcos <[ue
se corten en D y 1)%
con un radio diferente
trdcense otros dos ar-
COS, que se corten en
otro punto D": con las
distancias DD', D'D" y I)t)" construyase aparte, en un
plano, el tridngulo DD'D": circunscribasele una circunfe-
renGija;'(64), y el radio 01)' de esta sera igual al radio de
la esfera.

En efecto, uniendo los puntos D, B', D" con el medio C
de la recta AB, las rectas CD, CI)', CD" son perpendicu-
lares & la AB en el punto C (2G, corol. 2.°); luego estan
en el plano perpendicular & la AB en su punto medio (171,
rec. corol.); luego el centro O de la esfera estara en el
mismo plano (-171, corol. 2.°); luego la circunferencia que
pasa por los puntos D, D', D" es maxima; y como esta es
igual & la circunscripta al triAngulo DD'D", el radio O'D'
dt; la ultima es igual al radio de la esfera.

Fig. 202.



CAPITULO in.

I> los poliedros.

DEFINICIONES PRELIMINARES.

*38. Se ilama poliedro el espacio terminado por
pianos.

Estos planos, limitados por sus mutuas intersecciones,
los angulos diedros .0 poliedros que forman las aristas y
los vértices de estos, reciben los nombres de coras, angu-
los, aristas y vértices del poliedro.

I)iAGONAL es toda'linea que une dos vértices “que no
estan en una misma cara.

Un poliedro se llama convexo cuando su superficie
no puede ser atravesada por una recta mas que en dos
puntos.

Los poliedros de que nos ocuparemos en lo sucesivo
serdn convexos ; si no se advierte lo contrario.

*39. Llamase potiedro regutar aquel cuyas caras
son poligonos regulares é iguales, y cuyos angulos po~
liedros son también iguales; € irregutar €l que no retne
estas condiciones.

Por razén del nimero de caras que pueden tener los
poliedros se clasifican del modo siguiente :

El poliedro que tiene i- caras se llama Tetraedro.
Y Pentaedro.
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El poliedro quo tiene 6 caras se llama Exaedro.

T e ileptaedro.

8 e Octaedro.
12 i Dodecaedro.
20 e, Icosaedro.

Los poliedros de diferente numero de caras que los
precedentes no tienen nombres especiales, y se les Ilama
poliedros de 9..., 13..., 100, etc., caras.

ARTICULO PIUMKRO.
De las piramides.

9i0. Se da el nombre de piramide & un poliedro (pie
tiene una cara poligonal cualquiera, y las deméas son
Irianfpilos cuyos vertices se rednen en un mismo punto.

La cara poligonal se llama base, vértice el vértice co-
muan & las caras triangulares, y altura la
perpendicular bajada desde el vértice al
plano de la base.

OAIICDE {iig. 203) es una pirdmide,
cuya base es el poligono ABODE, el punto
O el vértice y la recta OP la altura.

»41. Se llamapiramide regular aque-
lla cuya base es un poUyono regular y cuya
altura cae en el centro del poligono de la
base: € irregutar la (pie no redne estas

Fig. 203.

by

condiciones.

Corel. 1~ Las aristas laterales de tina pirdmide re-
gular son iguales (170, 1.

Corol. 2® Las caras laterales son triangulos iguales
é isosceles.

IJdmase apotema €n una piramide regular la altura
de cualquiera de sus triangulos laterales.

Observacién. Las piramides regulares no son siempre
poliedros regulares, tales como se han definido en el mi-
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mero 239: una sola pirdmide puede ser poliedro rotu-
lar {V. 250).

Por razon del niamero de lados del poligono de
la base, las piramides se dividen en triangulares, cua-
drangulares, pentagonales, etc., segun dicho poligono sea
triangulo, cuadrilatero, pentagono, etc.

Observacion. La piramide triangular es un tetraedro,
y es ademas el poliedro mas sencillo 6 de menor nldmero
de caras; porque es imposible cerrar espacio con menos
de cuatro planos.

«43. Teorema i.° Dos tetraedros son iguales si tie-
nen: \tres caras respectivamente iguales: 2.° dos caras
respectivamente iguales é igual el diedro comprendido;
3.“una cara igual contigua a dos diedros respectivamente
iguales; con tal que en lodos estos casos los elementos
esten dispuestos del mismo modo._

\' S e an los tetraedros OAIIC y O'A'B'G' (iig. 204), y
supongamos que los tridngulos AOB=A'0'B', BOC—B'CyC
y AOC==AW.

De la igualdad de estos triangulos se deduce la de los
angulos rectilineos, que forman los
triedros en O y en O'; luego estos
triedros son iguales (214, 1.%); lue-
go superpuestos coinciden, y al veri-
ficarlo, coinciden también las caras
ABC y A'B'C'; luego los tetraedros
son iguales.

2*  Supongamos i[uc los mismos
tetraedros tengan los diedros A0O=A"'0" y los tridngulos
AOB=AOT', AOC=Am".

Superponiendo estos tetraedros de modo ([ue la cara
AOB coincida con su igual A'01V, la cara AOC caera
sobre A'O'C', por .ser iguales los diedros AO y A'l"y
conio estas caras son también iguales, la arista OC coinci-
de con O'C’', la OB con O'B', etc.; luego los dos tetraedros
coinciden en todos sus puntos, luego son iguales.

3." Sedemuestra de una mancraanalogaé las anteriores.
n

Iig, 204.
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»44  Teorema2~N'Si uuajiiramide OABCDE (fig. 205)
,, cortada por un plano X'WCW\paraleio a la base:
1." el poligono de la seccion es semejante al de la base:
2 ®las areas de estos poligonos son proporcionales a los
cuadrados de sus distancias OP jj OV' al vertice de la

rectas ABy A'B', BCy B'C', CDy C'D’, etc.,
son paralelas (202): por igual razon
Fig. 205. si se trazan las diagonales AC y AD
en el poligono de la base, y por ellas
y la arista OA se hace pasar planos,
ACy A'C', ADy A'D' seran también
paralelas; luego los triangulos ABC
y A'B'C' tienen sus angulos respecti-
vamente iguales (181), luego son se-
mejantes : y como lo mismo sucede
con los triangulos ACDy A™C'D), etc.,
resulta que los poligonos ABCDE y
A'B'C'D'E' son también semejantes (101).
2. De la semejanza de los poligonos ABCDE vy
A'B'C'D'E' se deduce (161)

ABCDE : AB'C'D'E'’ AB":AB"™.

Siendo AB y A'B' paralelas, los tridngulos AOBy A'OB'
son semejantes, luego

AB:AB' ::BO :BO ;

por igual razén, haciendo pasar un plano por la arista BO
y la altura PO, se tendra
BO ;B'O :: PO : PO .
De esta proporcion y la anterior se deduce
AB; AB ;iP0O:P'0 ,
A AB2;A'B'"::P0":F02:
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pero esta Gltima pi-oporcion y ]a primera tienen una razén
eoinun ; lue™o

ABCDE : AB'CD'E' PO':PO"

Corol. 1 Si dospiramides OABCD y SEFG (fig. 20t>)
de igual altura, se cortan por planos A'B'C'D'y E'F'G'
equidistantes de los vértices, las areas de las secciones
son proporcionales & las de las bases.

Porque, segun el teorema, se tiene
Fig, 206 ABCD : AB'C'D':: PO': FO'
y EFG:E'FG':;QS':Q'S':
mas por hipétesis PO=SO vy
p'0= Q'S; luego estas propor-
ciones tienen igual la dltima ra-
z6n, luego

ABCD : A'\BX"D' EFG:FFG'

Corol. 2.° Si, en las mismas
hipétesis, /as bases son equivalentes, las secciones también
lo seran.

Porque en tal caso los antecedentes de la proporcion
anterior son iguales; luego también lo seran los conse-
cuentes (Alg. 124).

945. LIAmase thonco 6 trozo de piramide la parte
AC' de una piramide, comprendida entre la base de esta
y elplano que la corta paralelamente & dicha base; y pi-
ramide DEFICIENTE la parte de pirdmide que queda al otro
lado del plano secante.

Los planos ABCD ATI'C'D' que limitan el tronco 6 trozo,
se llaman bases del mismo, y altura la distancia entre las
bases.

Problema. Dado un tronco 6 trozo de piramide AC' (fig. 206} ha-

llar la altura OP de la pirdmide total y la UP' de la piramide de-
ficiente.

Supongamos completa la piramide OABCD, y la
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semejanza de los triangulos AUB y A'O'B' nos dara

Fie. .06. AB:AB' ::A0:A'0;
o la de los triangulos AOP y A'OP'
da también

AO:A'0::0P:0P"
_ de cuyas proporciones se deduce
" AB:AB' OP:OP\:
de donde (Alg. 129)
AB—A'B" AB ::OP — OP' :OP
y AB—AB' : AB' :: OP—OP' ; OP',

0, llamando | y i' los lados paralelos de la base y de la
seccion y « la altura del tronco 6 trozo,

[—r:/::a;0P vy [—i'-J"':0P},
V por consiguiente

OP={~, Y 01- |

AnTicuLO n.
De los prismas.

ga6. Sg da el nombre de prisma & un poliedro que
tiene dos caras iguales y paralelas, y las deméas son para-
lelégramos.

Las caras iguales y paralelas se llaman bases, y attue-
ra la distancia entre estas.

El poliedro AB' (fig. 207) es un prisma cuyas bases
son los poligonos ABCDE y A'B'C'D'E', y cuya altura es la
recta CC'. ) . -

Corol. 1." />& aristas de tm prisma son paralelas
:180, corol. 3.") é iguales (200).
Corol. 2. Para construir un prisma se traza una de
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sus bases AIICDK; en los vértices A, B, C, etc. se levan-
tan las aristas laterales AA', BB', CC, etc.
iguales y paralelas, y se unen los extremos
de estas aristas consecutivas, por rectas
d: A'B', B'C', aw, etc.

Fig. 207.

A joe ¥ Porque las caras laterales BA', BC,
B CD/, etc., son paralelégramos (79, ree. 2®);
\ - . e .
A1 £ luego AB es igual y paralela @ A'B', BC &
we B'CM CD a CD', etc.; luego los angulos

\ . ABC=A'B'C', BCD=B'C'D", etc. (181);

luego los poligonos ABCDE y A'B'C'D'E' son
también iguales (84).

*41. Se llama prismi recto aquel cuyas aristas son
perpendiculares & las bases, y oblicio aquel en que son
oblicuas.

Prisma regitar €s aquel cuyas bases son poliyonos re-
gulares y que ademas es recto.

Corol. En elprisma recto la altura es igual & cual-
quiera de sus aristas, y las caras laterales son rectan-
gidos ; en el prisma regular los rectdngulos laterales son
iguales entre si.

Observacion. Los prismas regulares no son siempre
poliedros regulares como se han definido (239): el cubo es
el anico prisma regular, que es al mismo tiempo poliedro
regular (V. 236).

*48. Teorema 1 Si unprisma .\D' se corta por un
plano A”B"C"D"E", paralelo & las bases, la seccion es im
poligono igual & una cualquiera de estas ABCDE.

Las rectas AB y A'lV', BC y IL'C", CDy C"D” etc.,
son paralelas (202); luego los angulos ABC y A"B~NC",
BCD y B"C"1)', etc., son iguales (181).

Por otra parte, siendo AA" y BB", BB" y CC", etc. pa-
ralelas, los cuadriladteros AB", BC", CD", etc., son paralo-
légramos; luego AB=A"B", BC= B"C", etc. Luego los
poligonos ABCDE y A'B'C'D'E' tienen sus angulos y lados
respectivamente iguales; luego son jguales (84).

*40. Teorema 2.“ Dos prismas AD'y MO (fi™
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son iguales, si tienen un angulo triedro A y M, formado
por tres caras respectivamente iguales, ABCDE—MNPQR,
AB'=MN'y AE'= MR' é igualmente dispuestas.

Siendo iguales respectivamente y estando dispuestos
del mismo modo los poligonos, que forman los triedros en
Ay en M, estos seradn iguales
(214, 1.%); luego superpo-
niendo el prisma AD' al MQ',
de manera que la cara ABCDE
coincida con su igual MNPQR,
la cara AB' caera sobre la
MN', y como estas caras son
iguales, la recta A'B' coincidi-
rd con M'N”: por igual razén
A'E' coincidira con M'R"; luego la base A'B'C'D'E'coin-
cide con su igual M'NT'Q'R"; luego los vértices de los dos
prismas coinciden, luego estos son evidentemente iguales.

Corol. Dos prismas rectos de igual base y altura son
iguales.

850. Por razon del nimero de lados de las bases, los
prismas se dividen en triangulares, cuadrangulares, pen-
tagonales , etc., segun dichas bases sean triangulos, cua-
drilateros, pentagonos, etc.

Llamase paralelepipedo €l prisma cuyas bases son pa-
ralelégramos.

851 Teorema S.” En todo paralelepipedo AC' (figu-
ra 209) las caras laterales y opuestas AB' y DC", AD'y
BC', son también iguales y paralelas.

La recia AA'es igual y paralela aDD' (246, corol. 1

Fig. 209. y por hip6tesis AB es igual y paralela con

W DC; luego la cara AB' es igual y paralela &
DC'(79, corol. 2®,y 202, corol.). Por igual
razén la cara AD' es igual y paralela a BC'

Corol. En un paralelepipedo se pueden
tomar por bases dos caras opuestas cuales-
quiera.

858. Se llama paralelepipedo rectangulo aquel que

Fig. 208.

o /
AT B

4
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liote por bases dos paraleUgramos rectangulos, y ademas
es recto. i ,

Corol. las caras de un paralelepipedo rectangulo son
paralelégramos rectangulos, y sus angulos diedros son
recios. L

»53. Se da el nombre de cubo aUn paralelepl'peéo
rectangulo, cuyas aristas son todas iguales.

Corol.  EIl cuho es un exaedro regular.

Porque sus caras son evidentemente seis cuadrados
iguales, y sus angulos poliedros, formados por tres angu-
los de cuadrado, son también iguales(214, 1."),

articulo |l.
De los poliedros en general.

»54. Teorema 1 Si dos poliedros OPABCD Yy
O'P'A'B'C'D' (fig. 210) tienen sus caras ABCD y A'B'G"D',
ABOP y A'B'O'P', etc., y sus angulos diedros AB y A'B',
OBy O'B', etc., respectivamente iguales é igualmente dis-
puestos, son iguales.

Superpongase el primer poliedro al segundo, de modo
que la cara ABCD coincida
con su igual A'B'C'D"; la cara
ABOP caera sobre A'B'O'P",
por ser los diedros AB y A"B
iguales, y la arista OP coin-
cidird con la O'P', por la
igualdad de estas caras; luego

los vértices de estos poliedros coinciden, luego los polie-
dros son iguales.

Del mismo modo se demostraria cualquiera que fuese

el nimero de caras de los poliedros.

»55.  Teorema 2® Si dos poliedros OPABCD y

O'P'A'B'C'D' se componen del mismo nimero de tetraedros
OABD y O'A'B'D', OAPD y O'A'P'D', OBCD y O'B'C'D' res-
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ppcfii'amcule iguales é igualmente dispuestos, los polie-
dros son iguales.
La igualdad de los tetrae-

dros OABD yO'AW nos da
los diedros

AB=A'B".
De los mismos teti-aedros
resulta la igualdad de los diedros OADB y O'A'D'B" y
como los tetraedros OAPD y O'A'P'D' son también iguales,

ios diedros OADP y O'A'D'F lo seran de la misma manera;
luego los diedros

OADB-i-OADP= 0'A'D1V-k O'AD'P',
0 los diedros totales
Al)= AD'
Lo mismo se demuestra en igualdad de los diedros rds-
tanles.

La igualdad de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da
la igualdad de sus caras homologas

APDr=AP'D".

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los
triangulos AOP y A'O'P": y como los tetraedros OABD y
O"NVB'D' son también iguales, los triangulos ABO y A'B'O!
lo serdn del mismo modo; luego

AOP-HAOB=A"0T'-f~A'0'B',
0 las caras totales (8i3) ABOP= A'B'O'P".

Lo mismo se demuestra la igualdad de las caras res-
lanles.

Luego los poliedros propuestos tienen sus caras y an-
gulos diedros respectivamente iguales y ordenados del mis-
mo modo; luego son iguales (254).

Reciprocamente. Si dos poliedros son iguales, se pue-
den descomponer en el mismo nimero de tetraedros res-
peclicnmerte iguides é igualmente disptieslos.
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Haciendo pasar un plano por los puntos . A, I), y
otro por los O, B, D, y ejecutando igual operacion en el
segundo poliedro, aquel quedara dividido en los tetraedros

OAPD, OABD, OBCD,
y este en los O'k'P'i)', O'A'B'D', O'BVW.

Ahora, los tetraedros OAPD y O'A'P'D' tienen el die-
dro AP—AT!', por ser diedros colocados del mismo modo
en los poliedros iguales: la cara APD—A'PAD' también por
hipotesis, y la 0AP:=0'AT" (85, rec.); luego los tetrae-
dros son iguales (243, 2.®).

Como del mismo modo se demuestra la igualdad de los
tetraedros restantes, el teorema reciproco es cierto.

»50. Kl ndmero de poliedros regidares no puede pa-
sar de cinco.

En efecto, el nimero de poliedros regulares no puede
exceder al de angulos poliedros que puedan formarse con
angulos de poligonos regulares iguales (239); luego si de-
mostramos que el nimero de estos angulos poliedros es
cinco, se tendra demostrado que el de los poliedros regu-
lares no puede exceder & este nimero.

Esto supuesto, y recordando que para formar angulo
poliedro se necesitan & lo menos tres angulos rectilineos,
cuya suma no puede llegar a cuatro rectos (212) o sea 360“,
se tendra que:

Valiendo el angulo de triangulo equilatero 60“ (82, co-
rol.), con 3, 4y o de estos angulos se podran formar an-
gulos poliedros, porque

60X3<360, 60X4<3C0O0 y GOX5<360;
mas con 6 ya no puede formarse, porque
60X6 =-360.
Valiendo el angulo de cuadrado 90, con tres de estos
angulos se podra formar un angulo poliedro, porque
90X3<3GO;
pero con 4 de estos d&ngulos ya no puede formarse, porque
90X4 —360.
Valiendo «d &ngulo de pentagono regular 108“ con 3
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tie eslos angulos se puede formar un angulo poliedro,
porque
108X3<360;
mas con 4 ya no puede formarse, porque
108X 4>360.

Valiendo el angulo del exagono 120*’, con 3 de estos
angulos no puede formarse ya angulo poliedro, porque

120X3="360.

Con mayor razén no pueden formarse angulos polie-
dros con angulos de poligonos regulares de mayor nimero
de lados.

Luego con angulos de poligonos regulares é iguales,
solo pueden formarse 5 angulos poliedros, 3 con los &n-
gulos de triangulo equilatero, 1 con los del cuadrado y 1
con los del pentdgono; luego el nimero de poliedros re-
gulares no puede pasar de 5.

Ohsermcion. Deberiamos ahora demostrar la posibili-
lidad de la formacién de los b poliedros regulares; pero
la demostracion no es de este lugar. Nos limitaremos a in-
dicar que efectivamente existen estos 5 poliedros regula-
res, y son

El tetraedro™ terminado por 4 triangulos equilate-
ros (fig. 211, 1).

El exaedro™ terminado por 6 cuadrados (fig. 211 , 2).

El octaedro® terminado por 8 tridngulos equilateros
(lig. 211,3).

El dodecaedro, terminado por 12 pentdgonos regula-
res (fig. 211,4).

El icosaedro, terminado por 20 tridngulos equilate-
ros (fig. 211 , 5).

Fig. 2H.



SECCION SEGUNDA.

DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

CAPITULO PRIMERO.

flc los poliedros semejanles, inscriptos y circunscriptos.

PRELIMINARES.

Ssj. //<?)?« roiJEDROS SEMEJANTES los (juc tienen
sus angulos diedros respectivamente iguales™ y sus caras
homologas semejantes.

LlIdmanse aristas homologas las aristas de los diedros
iguales; Y caras homélogas las formadas por aristas ho-
mologas.

Si en los poliedros OPABCD y O'FA'B'C”D' (fig. 212),
suponemos iguales los diedros,
AB=A'B\ B0==B'0", etc.,
cuyas aristas tienen las mis-
mas letras, las aristas AB y
A'B', APy A'F, etc., son ho-
mologas ; y las caras ABOP y
A"B'O'F, APD yA'FD", etc.,
formadas por dichas aristas,

Fig. 212.

son las caras homologas,
Corol. Los poliedros semejantes tienen proporciona-
les las aristas homoélogas.
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Porque la semejanza de las caras ABOP y A'B'O'P'
nos (la

Ali: A'B®: BOi B'O"; OP: OT :: AP; A'P',
y la de los triangulos APD y A'P'D' da también
AP: Ar AD: A'D": PD: PD/,
cuyas series de razones iguales se enlazan por la razén
comin AP: A'P', y se enlazarian igualmente con otras

deducidas de la comparacion de las caras liomologas res-
tantes.

ARTICriO FRIMKRO.
De los tetraedros semejantes.

»58. Teorema !.“ Si un tetraedro OABC (iig. 213)
se cortapor unplano A'B'C' paralelo a una de sus caras,
el tetraedro OS'WQ/ parcial que resulta, es semejante al
total.

Los diedros OB y OB' son uno mismo, y por lo tanto
iguales. Otro tanto sucede con los diedros
laterales restantes. Los diedros OBAC vy
OB'AX' son también iguales (203, rec. 1
y como lo mismo se demostraria respecto de
los demas diedros de las bases, resulta que
los tetraedros propuestos tienen sus angu-
los diedros respectivamente iguales.

Los triangulos ABC y A'B'C' son seme-
jantes (244, 1.%); OAB es también semejan-
te con OA'B' (97), y como los demads tridn-
gulos laterales se hallan en igual caso, los tetraedros tie-
nen sus caras homologas respectivamente semejantes.

Luego dichos tetraedros son semejantes.

»59. Teorema 2.“ Dos tetraedros son semejantes: i.*
si tienen tres caras respectivamente semejantes: 2.° si
tienen dos caras respectivamente semejantes é igual el
diedro comprendido: 3." si tienen una cara semejante

Fig. 213.
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contigua a tres diedros respectivamente iguales; con tal
que en todos estos casos los elementos estén semejantemen-
te dispuestos.
1  Sean los tetraedros OABG y O'AB'C' (fig. 21i),
en que se suponen semejantes los
Fig 214. triangulos OAB y O"A™B, OAC y
O'A'C', OBCy OTC.

Tomese sobre la arista OB una
parte 0B"= 0'B', y por el punto B"
tracese el plano ¢"AN'C", paralelo ;i
BAC.

Los tetraedros OABC y OA"B"C"
seran semejantes [268). Be la seme-
janza de estos tetraedros se deduce la

de lascaras homo6logasOABYyOA"B", OBC y OB"C'etc.:
mas por hipdtesis OAB y O'A'C', OBC y O'B'G", etc., son
también semejantes; luego los triangulos OAMB" y O'A'B',
OB"G" y O'B'G', etc., tienen sus angulos respectivamente
iguales; luego los triangulos OANMB" y O'A'B', OB"G"y
O'B'G', que tienen OB"="0'B' por construccién y los an-
gulos contiguos iguales, son iguales (72, 3."), luego los
triangulos OA"G" y O'A'G' también lo seran (72, 2.®);
luego los tetraedros OA"B"C" y O'A'B'C' son iguales
(243, 1.%): pero el primero es semejante con OABG, luego
el segundo también lo sera.

2.y 3® Estos casos se demuestran de una manera
analoga, fundandose en el 2." y 3.“ del nlin. 243.

ARTICULO H.
De los poliedros semejantes en general.

2G0. Teorema I.” Si una piramide se corta por un
plano paralelo & ja base, la pircimide deficiente es seme-
jante & la total.

La demostracion de esto teorema es igual & la del teo-
rema del ndin. 20S, que es un caso particular del pre-
sente.
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Corol. Las bases de dos pirdmides semejantes son
proporcionales & los cuadrados de sus alturas (244, 2.°).
261. Teorema 2.° Si dos poliedros OPABCD vy
0'P'A'B"C"D* (fig. 210), estan compuestos del mismo nime-
ro de tetraedros OABD y O'A'B'D', OAPD y O"ATD"
OBCD y O'B'C'D' respectivamente semejantes y semejan-

temente dispuestos, son semejantes.
La semejanza de los tetraedros OABD y O'A'B'D’, nos

da los diedros-

AB= AB.

De los mismos tetraedros

resulta la igualdad de los die-

dros OADB y O"A'D'B; y

como los tetraedros OAPD y

O'AT'D' son también semejantes, los diedros OADP y

O'A'D'P' seran de la misma manera iguales; luego los
diedros

OADB-K OADP= O'AD'iP -t- O'A'DT/',
0 los diedros totales  AD =AD"

Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros res-
tantes.
La semejanza de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos

da la semejanza de sus caras homologas
APD y ATD.

De los mismos tetraedros resulta la semejanza de los
triangulos AOP y A'O'P': y como los tetraedros OABD y
O'A'B'D' son también semejantes, los tridngulos ABO y
A'B'O' lo serdn del mismo modo; luego los poligonos

ABOP y AB'O'P'
son semejantes (401).

Lo mismo se demuestra la semejanza de las demas caras.
Luego los poliedros propuestos tienen sus angulos die-
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(iros respeclivamente iguales y sus caras liomologas seme-
jantes ; luego son semejantes (257).

Reciprocamente. Si dos poliedros son semejantes, se
pueden descomponer en el mismo ndmero de tetraedros
respectivamente semejantes y semejantemente dispuestos.

Haciendo pasar un plano por los puntos O, A, D, y
otro por los O, B, D, y ejecutando igual operacién en
el segundo poliedro, aquel quedard dividido en los te-
traedros

OAPD, OABD, OBCD,
y esteenlos O'AW , O'A'B'D', O'B'C'DN

Ahora los tetraedros OAPI) y O'AP'D' tienen los die-
dros AP = A'P', por ser diedros colocados del mismo modo
en los poliedros semejantes; el triangulo APD es semejan-
te al APAD', también por hipotesis, y el OAP al O"AT'
(101, ree.); luego los tetraedros son semejantes.

Como del mismo modo se demostraria la semejanza de
los tetraedros restantes, el teorema reciproco es evidente.

ARTICULO m.

Poliedros inscriptos y circunscriptos en los cuerpos de
revolucién.

Se dice que una piramide estd inscripta €N un
conOy 6 un CoNo circunscripto & UnapiramidCy cuando
ambos cuerpos tienen el mismo vértice y la base de la pi-
ramide esta inscripta en la del cono.

2G3. Inscribiendo en un cono una piramide cualquie-
ra, después otra de duplo nimero de caras laterales, luego
otra, y asi sucesivamente, las aristas de la piramide per-
manecen iguales & los lados del cono : el nimero de aristas
gue coincide con la superficie conica se duplica; y por lo
tanto la superficie lateral de la piramide se va confundien-
do con la superficie cénica, y la base de aquella con la de
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esta, de manera que & las pocas inscripciones ya la vista
no puede distinguir un cuerpo del otro. Como las inscrip-
ciones se pueden aun suponer continuadas cuanto se quie-
ra, se infiere que

Todo cono se puede considerar como una piramide de
infinito nimero de caras.

Observacion. EIl cono recto y circular se debe consi-
derar, en tal caso, como una pirdmide regular de infinito
nimero de caras, cuyas apotemas y aristas son iguales y
estan representadas por los lados.

264. Se dice que un prisma estd inscripto €n un Cci-
lindro, 6 un cilindro circunscripto & Un prisma, cuando
las bases del prisma estan inscriptas en las del cilindro.

265. Si en un cilindro se inscribe un prisma cual-
quiera, después otro de duplo nimero de caras laterales,
luego otro, y asi sucesivamente, el niUmero de aristas que
coincide con la .superficie cilindrica se va duplicando &
medida que el nimero de caras laterales se duplica; y por
lo tanto la superficie lateral del prisma se va confundiendo
con la del cilindro, y las bases de aquel con las de este,
de manera que a las pocas inscripciones ya no es facil
distinguir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se
pueden aun suponer continuadas cuanto se quiera, se in-
fiere que

Todo cilindro sepuede considerar como un prisma de
infinito nimero de caras.

266. Se dice que un poliedro estd inscripto €n una
esfera, 6 una esfera ciucunsgripta @ un poliedro, cuando
todos los vértices del poliedro estan en la superficie es-
férica.

Dicese que un poliedro esti circunscripto & Una esfe-
ra, 6 una esfera inscripta €n un poliedro, cuando todas
las caras del poliedro son tangentes & la superficie es-
férica.

261. Teorema. A todo poliedro regular: 1.” se le
puede inscribir una esfera: 2.~ circunscribir otra.

Supongamos que ABC y CBD (fig. 210) sean dos caras
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adyacentes del poliedro dado; levan-
tando en los centros Py Q de los
poligonos, que forman dichas caras,
perpendiculares a las mismas, estas
perpendiculares se encontrardn en
el punto O, centro de la esfera que
pasa por dichos puntos A, B, C, D
(23C). Si en el centro U de la cara
EDF, contigua & una de las anterio-
res CBD, se levanta otra perpendi-
cular, esta encontrard, por igual ra-
z6ni & 1a00 en un punto cualquiera O".

Ahora este punto 0' debe ser el mismo punto O don-
de se encuentran las POy QO. En efecto, tracense desde
Py Q perpendiculares sobre la arista BC, comun & las dos
primeras caras, cuyas perpendiculares concurriran en el
punto M (41); y desde Qy R sobre la DE, las cuales con-
curren en N, por la misma razén: doblese el cuadrilatero
plano (236) OPMQ sobre el de igual clase O'QNR, sirvien-
do de eje OQ, y QM caera sobre QN por ser los angulos
OQM y OQN rectos (170), y el punto Mcoincidira con N,
porque QM==QN por apotemas de un mismo poligono:
MP caera sobre ISR, por ser iguales los angidos P3fO y
QNR, como medidas de los diedro.s BC y DE, iguales por
hipétesis; y el punto P coincidird con R por ser PM=NB,
como apotemas de poligonos jguales: PO caerd sobre RO
por ser rectos los angulos OPM y U'RN (170); luego el pun-
to O' coincide con O, y OP = OR. Como lo mismo se dcmos-
traria respecto de la perpendicular levantada en el centro de
otra cara cualquiera, resulta que todas las perpendiculares
levantadas en los centros de los poligonos, se encuentran en
un mismo punto O y son iguales; luego todas las caras
equidistan de este punto O ; luego si desde él como centi-o
y con el radio 01°se traza una esfera, todas las caras del
poliedro son pei-pendiciilares & los extremos de los radios
(IP» OQ, OR, etc., de esta esfera, luego son tangentes

1.”); luego la esfera queda inscripta eii el poliedro.
i

Fig. 340.



— 194 —

.y2 Siendo OP perpendicular al poligono AIIG en
> centro P, se tendrd () OA—UB—OC"etc. (170,
b®);: por igual razon OB—0C = 01)= etc. de donde
OA=0B = OG=0D=etc.; y como
Fig. 2t6. lo mismo se demostraria de todas las
rectas que desde O van 4 los vértices
del poliedro, resulta que estos equi-
distan de O; luego si desde O como
centro y con un radio OA se supone
trazada una esfera, esta pasara por
todos los vértices del poliedro, y
por lo tanto estard circunscripta &

éste.

Llamase de unpo-
liedro regular el centro de las esferas, inscripta y cir-
cunscripta al mismo poliedro: radios del poliedro las
recias que van desde d centro a los vértices de sus an-
gulos; y apotemas tas perpendictdares trazadas desde H
centro é las caras del poliedro.

Corol. \ L 0 s radios de un poliedro son iguales entre
si, y las apotemas lo son también.

Corol 2.” Todo poliedro regular se puede descomponer
en tantas pirdmides regulares como caras tiene, cuyas
bases son las caras del poliedro y cuyos vértices se remigi
en el centro.f

(*) Estas lincas no «sian trazadas en til figura ; porque lo$ potitos eitlé-
mos las expresan con claridad, y si .se hubiesen trazado, la figura rcac"tiaria
confusa.



CAPITULO 11,

De las areas de los cuerpos geomeétricos.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de las areas de los poliedros.

H area de la superiicie de un poliedro ciiaUjuiera
(B evidenlerneme igual & la suma de las areas de los po_
ligénos que forman siis diferentes y cOomo se sa-
ben determinar las areas de las figuras planas [*), solo
nos ocuparemos al presente de las areas de las superficies
laterales del prisma, de la pirdmide regular y de su tron-
co, que pueden determinarse de una manerd mas sencilla,
como aparece de los siguientes teoremas.

Teorema 1 EI area de la su}>erfwié laiéral de
una piramide regular OABCDE’ (fi-
gura 217), ee igual & la mitad del
producto de la apotema OM por el
perimetro de la base.

ios tridngulos laterales AOIi,
BOC, etc., son iguales ¢ isosceles
{2ilcorol. 2.%: el area de cada uno

deesloslrianguloses | mOx AB(lol);
luego la de los cinco serd

jMOXABXxij= yMOxoAl!

*} V. Geometria plana, seccién Il, capitulo 111, ari. i.*
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0 llamando a la apotema y p el perimetro de la base,

1
Ar. de sup. lat. de piram. reg—

Ejemplo. Hallar el area de la superficie lateral de la
piramide OABC..., suponiendo que la apotema tiene 3,12
metros y el lado de labase 1,03 metros: ~>=1,03X1?—o0,15,
n—3,12 ; luego el area buscada sera

5,15X3,12 = 10,0680 metros cuadrados.

»50. Teorema 2." EIl area de la super(icie lateral de
tin tronco AD' de pirdmide repdar, esiyual alproducto
de s« apotema la semisuma de los perimetros de
iQ$ hcisos

Los trapecios laterales ABA'B', BCB'C', etc., son
evidentemente iguales: el area del primero de estos es

MM'X-(AB-(-A'BO (152); luego la de ios cinco sera

MMX T (AB  A'B) X3= MMx |- (3AB-t-8A'B),

a, llamando p y p' los perimetros de sus bases y n la
apotema,

Ar. lat. de tronco de pir. veg. = «X -*[p~"P )
»51. Teorema 3** El area de la superficie lateral de

un prisma Al)" (lig. 218] cualquiera, es
igual al producto de la arista KA' por el

perimetro de una seccién A"B"C per-
a3 *pjendictdar & dicha arista.
A . ’_)| Si L, . .
jc; iendo la seccion perpendicular a la
By i/ arista AA’, lo sera 4 todas (180, corol. 2.");
A F luego estas lo seran & la seccion, y por lo
B\ -me 7D tanto, cada una de ellas & los lados A"B",

A ]



— 107 —
pié en el mismo .plano (170); luego el area de los parale-
I6gramos laterales sera (150)

ATIAB*= AA'XiV'B", BCB'C'"BB'xB etc. ;
luego el area de la superficie lateral del prisma, como las
aristas son iguales (240, corol. 1.®), sera

AAI(AIIBIIhBlICllh_GllDllh_DllEll_h EIIAII) ,
6 llamando a la arista y * el perimetro de dicha seccion,
Ar. lat. de pris. =

Corol. El area de la superficie lateral de un prisma
recto es igual al producto de su arista por el perimetro
de la base.

Porque en este prisma la base es una seccidn perpen-
dicular & la arista.

ARTICILO 11.
Areas de los cuerpos de revolucidn.

»3». Teorema 1 EIl area de la superficie curva de
un cono recto y circular, es igual & la mitad del pro-
ducto del lado por la circunferencia de la base.

El cono recto y circular se puede considerar como
una piramide regular de infinito nimero de caras, cuyas
apotemas y aristas son iguales, y estdn representadas pol-
los lados (263, obs.): el &rea de la superficie lateral de la
pirdmide regular es igual & la mitad del producto de la
apotema por el perimetro de la base (269); luego el area
de la superficie curva del cono serd también la mitad del
producto del lado por la circunferencia de la base.

Siendo, pues, OPAB (iig. 119) un cono recto y circu-
lar , se tendra

Ar. de sup. cur. de OPAB—"0A x 2jiPA—uPAx OA 111

6 llamando r el radio de la base y | el lado,
Ar. de sup. nir. de conorec. y m. —mrl \;]|.



— 198 —

Obsermcion I S i por el punto A, medio del lado AO,
se traza niia seccidn paralela & la base cuyo
didinelro sea A'B', de la semejanza de los
tridngiiips OAP y OA'P', resulta

OA';:OA ;:FA' :PA :

pero OA~NOA ;

’

luego FA'.-|[PA, 0 PA=2P'A’

cuyo valor sustituido en la férmula [1], nos da

Ar. de sup. cur. de OPAB"SuP'A'x OA.

Luego el area de la superficie cttrva de un cono recio
y circidar, es igual también al producto del lado por la
circunferencia de una seccion hecha por el punto medio
del lado y paralela & la base.

Observacion 2®"Si por el punto k', medio del lado, se
trazan la A'C perpendicular a este, los tridngulos AOP vy

A'P'C seran semejantes {'100); luego .
AO:A'C::OP: AT ; o
de donde AOXA'P'"A'CxOP

cuyo valor sustituido en la formula de la obs. ant., da
A\ de sdp. cur. de OPAS = SuA"Cx OP.

Luego él area de la superficie curva de un cono recto
y circxdai\ es también igual al producto del eje por la civ~
cunferencia cuyo radio es la perpendicular levantada en
el punto medio del lado, é interceptada entre este punto
y etieje.: S
813. Para determinar el area de la siipeificie curva de
un cono cualquiera, se desarrolla dicha superficie sobre un
plano (223, 2.°), y luego se halla el area de la figura
plana resultante (159).
st*. Teorema 2." EIl area de la superficie curva de un
IroncQ-de cono recto y circular, es igual alproduclode su
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lado por la semisuma de las circunferencias de lasbasesl

Consideraiulosu el cono recio y circular como una pi-
ramide de inlinito nimero de caras (263, obs.), el tronco
de cono recto y circular se puede considerar también
como el tronco de una pirdmide regular, cuyo niamero de
caras es infinito: el area de la superficie de la piramide
truncada es igual al producto de la apotema por la semi-
suma de los perimetros de las bases (270); luego la de!
tronco de cono recto y'circular sera también igual al pro”®
duelo de su lado por la semisuma de las circunferencias
de las bases.

Siendo, pues, AB' (fig. 220) un tronco de cono recto y
circular, se tendra

PA+P'Ar
Ar, de suf). cur. de X

Observacion 1* Siporel punto , medio de AA', se
traza una seccion paralela & las bases cuyo
diametro es en el trapecio APA'F,
resulta (152, obs4

PA-kP'A .
-.ry

cuyo valor sustituido en la férmula prece-
dente, da
Ar; de sup. cur. de AB'= 2wP"A"XAA".

Luefjo el &rea de la superficie curva de un tronco de
cono recto y circular, también es igual al producto de su
lado por la circunferencia de una seccién hecha por el
punto medio del lado y paralela & la base.

Observacion 2.“ Si por los puntos A' y A" se trazan
las perpendiculares AD y A"C a la base y al lado AA'
los triangulos AA'l) y A"P"C serdn semejantes (100); luego

DA P"'A" AA"CA
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de donde, y i'iipueslo que DA'—PP",

P"A"XAA'=-CA"XPP",

cuyo valoz* susliliiido en la férmula de la precedente ob-
servacion, da

Ar. de sup. ciir. de All'= 2TA"C XPP' .

Luego el &rea de la superficie curva de un tronco de
cono recto y circular, es igual también al producto de su
eje por una circunferencia, cuyo radio es laperpendicular
levantada en el punto medio del lado é interceptada entre
este punto y el eje.

Para determinar el area de la superficie curva
de un tronco de cono cualquiera, se desarrolla dicha super-
ficie sobre un plano (223, obs, 2.“), y luego se halla el
area de la figura resultante (159).

Sio. Teorema 3.” El &rea de la superficie curva de
un cilindro cualquiera, es igual al producto del lado por
el perimetro de una seccion perpendicular a dicho lado.

A todo cilindro se le puede considerar como un prisma
de infinito nimero de caras (265); el area de la superficie
lateral del prisma es igual al producto de la arista por el
perimetro de la seccidn perpendicular & la misma arista
(271); luego la del cilindro seré igual al producto del lado
por el perimetro de la seccién perpendicular & este lado (*).

Corol. El iirea de la superficie curva del cilindro rec-
toy circular es igual al producto de la circunferencia de
la base por el lado.

Porque en este cilindro la base es una seccién perpen-
dicular al lado.

Llamando r el radio de la base y / el lado, se tiene

Ar. de sup. cur. de cil. ree. y cir.= 2n-W.

(*) Como no sabemos rcclificar mas curvas que la circunferencia, en el
presente caso puede arrollarse un hiio perpendicular & los lados del cilindro,

Y la medida tic su cxlcnsion nos dard la longitud del perimetro de la seccion
pedida.



Ejemplo. ;Cual es el area de la superficie curva de un
cilindro recto y circular, cuyo radio de la base es 6 me-
tros y el lado 10?

La circunferencia de la base esc”27rr=37,69908, y
por consiguiente el area buscada, sera

37,69908 X 10==376,9908 metros cuadrados,

*99., Teorema 4.° EI &rea de la superficie descrila
por la base ABCD (fig. 221) de un sectorpo-
lif/onal A*CDO ,que gira al rededor de uno
de sus diametros AM, es igual al producto
de una circunferenciacuyo radio es la
apotema OP, por la proyeccion AB' de la
base sobre el eje.

El lado AB describe la superficie curva
de un cono recto y circular, cuyo eje es
AB': CBla de un tronco de cono recto y
circular, cuyo eje es B'C: y CB la de un
cilindro, que tiene por eje C'B"; luego

\is. 22».

Ar. de sup. dése, por AB= 2"UPxAB' (272, obs. 2/)
Ar. de sup. dése, por BC= 2nOQxB'C/ (274, obs. 2.%)
Ar. de sup. des. por CB= 2rBB'x CB (276, corol.)i

Sumando estas igualdades, advirtiendo queCB=:C'B'
y que BB'= OP VOP=0Q = 01l (126, eorol. 1.°
resulta

Ar. de snp. dése, por ABCD — 2uOPx AB'.

*9S. Se llama zona esférica la parte de superficie
de la esfera, descrita por un arco cualquiera de la semi-
circunferencia generatriz déla superficie esférica.

Las circunferencias descritas por los extremos del
arco generador de la zona se llaman bases de esta; y al-
tura la proyeccion de dicho arco sobre el gje.

Si uno de los extremos del arco generador coincide
con el eje, la zona tiene una base sola.



— M —_—
La zona de una sola baso se Ilama también casquete
esférico.'

Figt 221. La superficie descrita por el arco BCD
€S una zona; sus bases son las circunferen-

I cias que tienen por radios _Ias rectas BB y-
D'D, y B'D' es su altura. Siel arco genera-

S dor fuese ABC, la Unica base seria la cir-
cunferencia, cuyo radio es CC', y AG' la
altura.

*O». Teorema 5.° El &rea de una zo-
na. esférica es igual al producto de su al-
tura por una circunferencia nuixima.

Gonsidcranilo el arco generador como la base de un
sector poligonal de infinito namero de lados, el area de la
superficie descrita por esta base serd igual (277) al pro-
ducto de su proyeccion sobre el diametro, 6 sea & la altu-
ra de la zona, por la circunferencia cuyo radio es la apo-
tema de dicho sector, 6 sea por una circunferencia maxima.

Llamando, pues, %el area de la zona” « su altura yjr
el radio de la esfera, se tendré

| — ~Txrd.

Cord. EI area de la esfera es igual al producto del
dUimelro por una circunferencia maxima.
N Porque
Ar. de zona dése, por are. AD=2irrxAl)’,
Ar. de zona dése, por are. DM=27TrxIVM;

il

luego
Ar. do sup. dése, por ADM=2'7¢- (AD'h-D'M)— XAM,
6 llamando d el diametro y E la superficie esférica,

Ar. de E— 2uiy/,
0 sustituyendo en vez de i/su valor

Ar. de E=

Observaciéon. Siendo 'nr* el area de un circulo maxi-
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mo, rexyuUa ([ue ei afeu de la superficie esférica cs ciui-
drupla de la del circulo maximo.

Ejempio. SiiponiCiido. que la tierra sea esférica, y que
su radio sea.f142 leguas,; ¢cudl sera el area desii su”
periicie?

Ar.desup. T. 4X3,14159..1.. X M 42"==-16 388 608
leguas cuadradas proximamente.

-At ARTICULO 1II.
Comparacion de las areas de los cuerpos geométricos semejantes.

280ii’. Teorema 1® Las areas de las superficies de los
poliedros semejantes son proporcionales & los cuadrados

de SUS-aristas homologas, -,
Sean OPABCT) y OT'A'B'C'D' (fig. 222) los poliedros
semejantes, y se lendra-(161)

c ABOPtA'BW: AB': AT"
BOC:BW :0OC:0G2

Estas proporciones tienen
las Ultimas razones iguales
{237, cor., y Alg., 127, 4."); luego

ABOP:A W r :BOC:WOV etc.:etc.:: AB"A'B";
de donde (Alg. 130)
ABOP-"BOG-i-elc.: AB'OT»H-B'U'G'-HOtc. :: AB':A'B"’

0 llamando A y A' las areas de las superiicies de estos
poliedros,

A:AN AB': ABM*

*81. Vos-conos rectos y circulares son semejanles,
cuando los Iriangulos generadores lo son también.
38«. Teorema 2.“ Las areas de las superficies curvas
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(le dos conos semejantes son proporcionales & los cuadra-
dos de sus radios.

Uamando r, r' los radios y los lados do estos dos
conos, las areas de sus superficies curvas seran (272)

nrl y 'nrlf;

de donde w2l Tl or o7,

y sustituyendo en la razén compuesta rl: r'l' en vez de la
razén componente 1:1' s\x igual por hipétesis r : r' (Alg.,
i23, corol.), resulta

Arlirrer'lor o'\

Observacion. De una manera analoga se definen los
cilindros semejantes, y se demuestra también que las areas
de sus superficies curvas son proporcionales & los cuadra-
dos de sus radios.

1883. Teorema 3.° Las areas de dos superficies esfé-
ricas son proporcionales & los cuadrados desus radios.

mLlamando r y r' los radios de estas superficies esféri-
cas, sus areas respectivas seran (279, cor.)

4irr™ y 47,
de donde o irkK



CAPITULO 111

De los volumenes de los cuerpos geomeétricos.

ARTICULO PRIMERO.

Equivalencia de los poliedros.

ps1. Se dice que dos cuerpos geométricos son equiva-
1entes CuUando tieiien igual extension”™ pero distinta for-
ma; de manera que superpuestos no coinciden en todos
Sus puntos.
*8S. Teorema f Dos paralelepipedos, que llenen una
misma base é igual altura, son equivalentes.
Pueden ocurrir dos casos: 1 que las bases superiores
oslen entre unas mismas paralelas; 'i," que no lo cslcn.
I Sean los paralelepipedos AC*y AC" (fig. 223), cu-
vas bases superiores estan entre las paralelas A'D" y
Los prismas triangulares AA'A”BBH" y DD'D"CC'C"
tienen las caras BA'= CD' (251);
AB'IV'A" = por compo-
nerse de la parte comdn 1)'C'B"A"y
de los paraleldgramos AC'y
iguales entre si, por serlo cada uno
de ellos con la base comin AC:;y el
tridngulo AA'V=1)D'D" (72, 1.");
luego los prismas triangulares tienen un &ngulo triedro
(Ay A") formado por tres caras respectivamente iguales é
igualmente dispuestas, luego son iguales (249).
Si del poliedro total se resta el primero de dichos pris-
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mas, queda el paralelepipedo AC"; SI se resla el segundo
queda el paralelepipedo AC'; luego estos paralelepipedos
son equivalentes.

2.“ Sean los dos paralelepipedos AC'y AC" (fig. 224).
Como estos paralelepipedos
tienen (por hipétesis) igual
altura, sus bases superiores
estaran en un mismo.plano
paralelo & la base comun; lue-
go si se prolongan las caras
BA'y CD' del primero, y las
Al)"y BC" del segundo, sus

intersecciones formaran un tercer paralelepipedo AC™
(2150), que sera equi™alcnlo & cadauno de los dados AC'y
AC", segun la primera parle del teorema; luego estos son
equivalentes entre si.

»86. Todo paralelepipedo se puede convertir en otra
rectangular equivalente, de la misma allura y base' equi-
valente a la del primero.

Sea el paralelepipedo AL (fig. 225) oblicuo, y su base
ABGI) un paraleldgrarao oblicuangu-
lo; levantando en los vértices A, B,
Cy D de la base las aristas AA", BB/,
etc. perpendiculares & dicha base €
iguales & la altura del paralelepipedo
dado, se formara el paralelepipedo rec-
to A(7 e(Juivalente al propuesto (280).

Kn los extremos de los lados Al)
y A'D'de las bases del paralelepipe-
do AC', levantense las perpendiculares AM, DNy A'M', D'i\',
tracense las rectas MM'y NN'; y ([uedara formado un ter-
cer paralelepipedo AN' rectangular® de igual altura que
AL, y cuya base AMAD es equivalente ala ABCD del mismo.

Ahora puede suponerse que los paralelepipedos AC' y
AN' tienen por base la cara comin AA'D'D y por altura la
perpendicular AM; luego tienen la misma base y altura,
luego son equivalente.« (285) : pero AC' es cquivalenie 4 AL,

Fia. 225.
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luego AN' taml)ien lo serd. Luego el paralelepi])etlo AL se
puede convertir en otro AN' equivalente, rectangular,
de igual altura y base equivalente.
»89. Teorema 3.“ Todo prisma triangular es ja mi-
tad de un paralelepipedo de igual altura y dupla base.

Distinguiremos dos casos: \ g u e el prisma triangular

sea recto; 2.° que sea oblicuo.
1  Seael prisma triangular ABGA'B'C' (fig. 226] recto.
Complétese el paralelepipedo BD'. Los
prismas triangulares AliCA'B'C'y ACDA'C'D'
son rectos, tienen iguales las.bases ABCy
ACD (79, corol. 1.°) é igual altura; luego
son iguales (249, corol.) ; luego cada uno de
ellos es la mitad del paralelepipedo BD';
luego el prisma triangular ABCA'B'C' es la
mitad del paralelepipedo BD'de igual altura
y dupla base.
2." Seael prisma triangular oblicuo ABCA'B'C' (figu-
ra 227).

Complétese el paralelepipedo BD', y tracese el plano
-MN'P'Q' perpendicular & sus aristas: pro-
longlense estas hacia la pai-te inferior de
modo que M'M=N'N=P'P==Q'Q=AA"
Gnanse los extremos de las aristas con-
\Vj tiguas & la misma cara, y se tendra el pa-

tt ralelepipedo recto A"INPQM'N'P'Q" (240,
corol. 2.°): trécense las diagonales MP vy

Fig. 227.

LA p"l’l\_l M'P', y resultaran los dos prismas trian-
. ! gulares rectos
M MNPM'N'P" 'y MPQM'P'Q’,

de los que cada uno es la mitad del paralelepl])edo recto
1.“ parle del teor.), y por consiguiente son iguales entre si.
Superponiendo el poliedro JINPABC al M'N'P'A'B'C' de
modo que la base MNP coincida con su igual M'N'P', la
arista MA caera sobre M'A' (172); y como estas aristas son
iguales, porque restando do AA' y MM, iguales por cons-
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Imccion, laparte AM'comdn, quedan los residiiosMA=M'A',
el vértice A coincide con A';; lo mismo se
demuestra que B coincide conB'y C con C';
luego dichos poliedros son iguales. Luego
agregando a cada uno de estos poliedros
________ ¢ la parte ABCM'A'P', los prismas triangii-
ft' lares ABCA'B'C' y MNPM'AP' son equi-
valentes: del mismo modo se demuestra

Fig. 227.

A .. >p que ACDACD' y MPQMPQ son equiva-
7 lentes; pero los prismas triangulares rectos
M B MAPM'N'P' y MPQM'P'Q' son iguales en-

tro si, luego los oblicuos ABCABC' y
ACDA'C'D' son equivalentes; luego uno de ellos ABCA'B'C'
serd equivalentea lamitad del paralelepipedo ABCDA'B'C'D'
de igual altura y dupla base (146].

Corol. Los prismas triangulares de igual altura y
bases equivalentes son equivalentes.

*88. Teorema 4-° J)os tetraedros OABC y SPQR {fi-
gura 228), de igual altura y bases equivalentes, son equi-
valentes.

Supongamos, para mayor sencillez, colocadas las ba-
ses de los tetraedros en un mismo plano, y dividida su al-
tura comdn MN en un ndmero
cualquiera de partes iguale.s.
Si por los puntos de division
se trazan planos paralelos & las
bases, los tetraedros quedaran
divididos en trozos de igual
altura, y cuyas bases AB'C'y
P'O'llson equivalentes por hi-
potesis, A"B"C" y P"Q"B",
etc., lo son también (244, co-
rol. 2.”). Construyendo en ca-
da trozo un prisma triangular
(tomando por base la superior del trozo), los 1y i, 2y 2,
etc., son equivalentes (287, corol.); luego la suma de los
prismas inscriptos en unodelos tetraedros esigual & lade los

Fig. 228.
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inscriptos en el otro. Dividiemio la altura en duplo, cua-
(Iniplo, etc. nimero de partes, y ejecutando iguales cons-
trucciones, la suma de los prismas inscriptos en el pri-
mer tetraedro permanecera igual & la de igual nimero de
los inscriptos en el segundo : y como por otra parte la ex-
tension de los prismas inscriptos se aproxima indefinida-
mente & la de los tetraedros OABC v SPQR, estos seran
equivalentes [51, () corol.J.

SS9. Lldmase prtSma truncado la parte de un prisma
comprendida entre una de sus bases y un plano que le
corta oblicuamente & esta.

Teoremas." Todo prisma triangular truncado
ABCPQR (iig. 229) es equivalente a tres tetraedros PARC,
QABC Yy IIABC, que tienen por base una base ABC del pris-
ma, y cuyos vértices son los vértices P, Q, B de la otra
base del mismo.

Haciendo pasar un plano por el vértice P y por la

Hg 29 arista BC, y otro por el mismo punto P v

por Ja diagonal BU de la cara BQRC, que-

R da el prisma truncado dividido en los te-
traedros

PARC, PBCR y PBQR.

KJ primero de estos tetraedros cumple
con las condiciones del teorema.
El segundo PBCR y el ABRG tienen ia
base connin BBC, y sus vértices en los pun-
tos 1 y A equidistantes de esta base; luego son equivalen-
tes(288): pero el ABRG, lomando por vértice R, es el
RABC; luego el segundo tetraedro cumple también con las
condiciones del teorema.

El tercer tetraedro PBQR es equivalente al ABQC, por-
que tienen iguales alturas, y las bases BQC y BOR son
equivalentes (146, cor.); pero el ABQC, tomando por
vertice el punto Q, es QABC; luego el tercer tetraedro
cumple del mismo modo las condiciones del teorema

Eiiegoel prisma truncado ABCPQR es oquivalenlea los
li
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U-es ictraearos PABC, IIABC y QABG, ([ue lienen la misma
base ABC que cl prisma y cuyos vértices se hallan en los
vértices?, Q, R, ciela otrabase.

Corol. Todo tetraedro es la tercera parle de xm pru-
ina de ifjxial base y allxfra.

Porcine el teorema anterior es cierto, cualquiera que sea
la posicién de las bases, y en el prisma los tres letraeclros
4 que ecmivale, tienen la misma base cpie el y a misma
altura, puesto que todos los puntos de una de las base”
equidistan de su paralela (206, corol.) ; luego los tres te-
traedros son eciuivalentes (288); luego cada uno de ellos
es la tercera parte de un prisma de igual base y

801. Teorema 6.“ Todo teiraedro truncado ABUUR
ifig. 230) es equivalente a tres tetraedros PABC, CPQR
V OBDC, qxie tienen la misma altura que el tronco y cuyas
bales son la base mayor del inismo tronco, la menor y la
W C, xnedia proporcional entre ellas.

Haciendo pasaran plano por el vertice P y por la

arista BC, y otro por el mismo punici P y
por la diagonal QC de la cara BQRC, se
tiene el tronco de tetraedro dividido en los
tres tetraedros

PARC, PQBC y PQBC.

El primero de estos tetraedros™y el
segundo, cpiese puede expresar por CI'QR,
cumplen con las condiciones del teorema.

Trazando la PD paralela 4 QB, y uniendo 1) con € y
con Q, el tercer tetraedro PQBC y el QBDC tienen comun
la base QBC y los vértices P y 1) en la recta Pl) paralela
& esta cara (183); luego tienen igual base y altura, luego
son eciuivalentes. _

Solo, pues, resta demostrar que el triangulo BJ)G es
una media proporcional entre la base mayor ABC y la
menor PQB.

Al efecto, tracese la recta DE paralela a AC, y el trian-
gulo BED es igual al VQW (72, 3."). Eos tridngulos BDC y

Fig. 230.
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1IDE, cuyas bases BC y BE estan en linea recta y cuyos
vértices estan en el punto D, tienen la misma altura, lue-
go son proporcionales & sus bases (151 , corol.); Inego

BDC:BDE::BC:BE :

por igual razén los triangulos BGD y BCA nos dan
ABC : BDC :: BA : Bi>:

pero (97) BO: BE ::BA :Bl) ;

luego las dos primeras proporciones tienen una razon
igual; luego (Alg. 128).

ABC : BDC BDC : BDE:
y como BJ)E~ PQIi, resulta al iin

ABC:BDC;:BDC:PQlI;j.

ARTIOULO I

Determinacion de los volimenes de los poliedros.

*9*, Se jlama volumen de un cuerpo la medida de su
extension.

En la determinacion de los volimenes tomaremos
siempre por luddad un cubo cuya arista sea la unidad de
longitud.

*93. 1leoremal Dosparalelepipedos rectangulos A'G
yMT (iig. 231), de iguales bases ABCD*MNPO, son
proporcionales a sus alturas \A' y MMC

.Distinguiremos dos casos: 1 que las alturas sean con-
mensurables: 2." gne no lo sean.
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Supongamos fiue la comin medida de las altuvas
se pueda colocar 2 veces sobre

Fig. 234. AA' y 3 sobre MM, y se
M. 7 tendra
allg . AA':MM": 2: 3.
t N Si por los puntos de divi-
A"'"fe" P iy sion se trazan planos paralelos

a las bases, los paralelepipe-
dos propuestos quedaran divididos el primero en 2 parale-
lepipedos parciales, y el segundo en 3, todos iguales entre
si (249, corol.); luego

A'C: MT 2:3,;
de cuyas proporciones se deduce
AC; MT :: AA": Mjr.

2. Este caso se demuestra como, su analogo del nime-
ro 148.

Observacién. Las aristas AA', AB y AD, que forman
un angulo triedro A de un paralelepipedo rectdngulo A'C,
son sus tres dimensiones; y como por otra parte el pro-
ducto AB X AD representa la cara ABCD & que pertenecen
las dimensiones 0 factores AB y AD (149, corol. 1.°), re-
sulta que el teorema anterior pjiede también expresarse de
este modo.

Dos paralelepipedos rectangulos, que tienen dos dimen-
siones iguales , proporcionales & la tercera dimensién.

Corol. Dos paralelepipedos rectangulos, que tienen
igual altura, son proporcionales & sus bases (), ¢ dos
paralelepipedos rectangulos, que tienen una dimension
igual, son proporcionales al producto de las otras dos.

(4) Eslo es, & las areas de las superficies de sus bases. Otro lauto debe en-
tenderse siempre que una base 6 seccién se haya de compar.ir con otra, 6 imil-
liplicarse por la longitud de una linea.
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Porque llamando
P, a,h,c el voliimen y las tres dimensiones ele uno
de los paralelepipedos.
P', a,h', ¢' d\ volumeny las tres dimensiones del otro,
y P", a, 6, c' elvolimen y las tres dimensiones de un
tercer paralelepipedo, que, como se ve, tenga dos dimen-
siones iguales & otras dos del primero, y dos iguales tam-
bién & otras dos del segundo, se tendra
P:P":c:c
y P'Ar P/ 6: b
de donde, multiplicando estas dos proporciones y supri-
miendo el factor P", comin & los dos términos de la pri-
mera razon, resulta
P:P';; 6XC;6'Xc'".

Teorema 2® Dos paralelepipedos rectangulos
cualesquiera son proporcionales & los producios de sus
bases por sus alturas, 6 & losproductos de sus tres dimen-
siones.

Llamese, de una manera analoga al corol. anterior,

P, a, &, c el volumen y las tres dimensiones de uno
de los paralelepipedos,

P~ a', h\ c' el volimen y las tres dimensiones del otro
y P" a' c el volimen vy las tres dimensiones de un
iercor paralelepipedo, que tenga, como se ve, dos dimen-

siones iguales & otras dos del primero, y una igual & otra
del segundo, y se tendrd (291, obs.)

P:P" a:a
y también (293, corol.) P'":F  hxc-.b'xc";
de donde P:F :axbXc-.a'xb' Xc'.

Corol. \ Esta proporcion se puede también escribir
de este modo
p axbxc
PP CXBX<
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Si suponemos que P' es la unidad de medida del para-
lelepipedo P, el primer quebrado representa el voliimen
de este paralelepipedo (6): masental caso = = c¢'=
(290); luego en dicha hipétesis se tiene

ttXhXc.

Luego el voltimen de un paralelepipedo rectangulo es
igual al producto de su base por su allura, 6 al producto
de sus tres dimensiones.

Asi el volumen de un paralelepipedo rectangulo, cuyas
diinonsiones son 4,6 metros, 3,24 id. y 6 id., sera

p= 4,0x3,24x6 = 89,424 metros cubicos.

Corel 2.” JU volumen de un cubo es igual & la tercera
potencia de su arista.

Porque el cubo es un paralelepipedo rectdngulo, cuyas
aristas son todas iguales (203).

*05. Teorema 3® EIl volimen de un paralelepipedo
cualquiera es igual al producto de su base por su altura.

Todo paralelepipedo se puede convertir en otro equiva-
lente rectangular de igual alturay base equivalente (286) : el
volimen de este es igual al producto de su base por su altu-
ra (294, corol. 1.*9, luego el de un paralelepipedo cualquie-
ra, sera también igual al producto de la base por la altura.

20«. Teorema 4.“ EI volimen de unprisma triangu-
lar es igual alproducto de su, base por su altura.

Todo prisma triangular es la mitad de un paralelepipe-
do de igual alturay dupla base (287) : el volimen del para-
lelepipedo es igual al producto de su base por su altura;
luego el del prisma ser4 también igual al producto de su
base por su altura.

Corol. \ E | volimen de un prisma cualquiera es
igual al producto de su base por su altura.

Porque trazando diagonales desde dos vértices liomolo-
gos de las bases & todos los demas, y haciendo pasar por
ellas planos, el prisma quedara dividido en tantos trian-
gulares, de igual altura, como triangulos se hayan for-
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mado en una de las bases: el voliumen de cada prisma
triangular se halla multiplicando la base por la altura;
luego el del prisma total sera igual & su altura, que es la
altura comin délos triangulares, por su base, que osla
suma de las bases de los triangulares.

Corel. 2.* Dosprismas de igual altura y bases equi-
valentes son equivalentes.

»»-i.  Teorema 0.° El volimen de un tetraedro es igual
al tercio del producto de su base por su altura.

Todo tetraedro es la tercera parte de un prisma de
igual base y altura (290, corol.): el volimen dei prisma es
igual al producto de su base por su altura (296, corol. 1. );
luego el del tetraedro sera igual al tercio del producto de
su base por altura. '

Corol. 1  EI volumen de una pirdmide cualquiera es
igual al tercio del producto de su basepor su altura.

Se deduce como el corol. \del ndm. anterior.

Corol. 2.° Dos piramides de igual altura y bases equi-
valentes, son equivalentes.

29S. EI volumen de unprisma triangular truncado,
es igual al lerdo del producto de una de sus bases por la
suma de las tres perpendiculares bajadas sobre ella desdo
los vértices de la otra.

Llamando B una de las bases, y a, a', a" las perpen-
diculares bajadas sobre ella desde los vértices de la otra,
los volimenes de los tetraedros & que el prisma equivale
(290), seréan (297)

*Bxa'

eiiya suma, que es evidentemente el volimen del prisma
truncado, serd

R

Corol. 1." EI volimen de un prisma triangular trun-
cado » recio eo)i relacion & una de las bases, es igual al



lercio del proihiclo de esta basepor la suma de las tres
aristas.

Porque en este caso las tres aristas son las alturas res-
pectivas de los tetraedros, en que se considera descom-
puesto.

Corel. 2® EI volumen de xm prisma triangular trun-
cado cualquiera, es también igual al tercio del producto de
una seccionperpendicidar & las aristaspor la suma de estas.

Porque la seccion le divide en dos rectos, de los que
esta es la base comdn, y la suma de las 6 aristas compo-
ne las 3 del prisma dado.

»99. EI voliimen de un tetraedro truncado es igual
al tercio del producto de su altura por la suma de las
bases mayor, menor y una media proporcional entre
ellas {291 y 297).

Corel. 1® EI volimen de un tronco de pirdmide cual-
quiera AC' (fig. 232) es igual al tercio del producto de su
altura por la suma de las bases mayor, menor y una me-
dia proporcional entre ellas.

Porque completando la pirdmide OABCI), y constru-
yendo otra triangular SEFG, de
igual altura y base equivalen-
te & la primera, estas dos pira-
mides serdn equivalentes (297,
corol. 2®).

Si se corta la piramide trian-
gular por un plano paralelo & la
base, y que diste del vértice S tan-
to como la base menor A'B'C'D'
del tronco AC' dista de O, la sec-
cién E'F'G' es equivalente & A'B'G'D' (244, corol. 2®);
luego las pirdmides deficientes son también equivalentes
(297, corol. 2.@).

Luego los troncos AC'y EG', diferencias entre las pi-
ramides totales y las respectivas deficientes, son equiva-
lentes también.

El volumen do EG' os igual al producto do su altura

Fig. 233.
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por la siHiia de las bases mayor, menor y media propor-
cional entre ellas; luego el de AC'sera del mismo modo
igual al producto de su altura, que es la misma que la del
tronco de tetraedro, por la suma de sus bases, equivalen-
tes a la del mismo, y una media proporcional entre ellas,
igual evidentemente & la media proporcional entre las del
tronco de tetraedro.

Corol. 2.° Dos troncos de piramide, de iffual altura y
bases equivalentes, soirequivalentes.

Ejemplo. ;Qué volumen tiene un tronco de pirdmide,
cuya base mayor son 10,20 metros cuadrados, la menor
0,50 id. id. y la altura A | metros?

La media proporcional entre las bases sera (Alge-
bra, 12C, 2.")

m= i/ 100X 6,30 == 8,14 metros ciiadiados ;
y por consiguiente el volumen de tronco es
V= X A1x('10,20-i-6,50-i-8,U)=33,9A8 met. clb.

aoo. EI volumen de los cinco poliedros regulares se
halla: el del tetraedro regular como el de un tetraedro cual-
quiera (297) : el del cubo, como se ha dicho (294, corol. 2®) :
el del octaedro suponiéndole descompuesto en dos pirdami-
des, cuya base comdn es un cuadrado que tiene por lado
una arista, y cuya altura es la mitad de la distancia entre
dos vortices opuestos: el del dodecaedro considerandole
formado de 12 piramides pentagonales, que tienen por base
una cara del poliedro, y por altura la apotema (268, co-
rol. 2.%), 6 sea la mitad de la distancia entre dos caras
opuestas: y el del icosaedro suponiéndole descompuesto
en 20 pirdamides regulares é iguales, de una manera ana-
loga & la anterior.
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AUTICULO 1.
Determinacion de los volimenes de los cuerpos de revolucion.

301. Teorema 1® El wldwen de un cilindro cual-
quiera es iqual al produelo de su base por su altura (2G5
Y 29U, corol. 1.°).

Observacion. Si el cilindro fuese circular, llamando r

el radio y a la altura, la férmula de su volimen seria
C= Trr2a.

Ejemplo. 1 Cuél es el volimen de un cilindro circular,
cuyo radio es 30 centimetros y 52 su altura?

C=:3,11159X30®X52 = '14703 centim. cib. pimimam.

308. Teorema El volimen de un cono cualquiera
es igual al tercio de producto de su base por su altura
(263 y 29T, corol. 1.").

Observacion.  Si el cono es circular, Ilamando r el ra-
dio y fl la altura, la férmula de su volimen es

C=j7rria.

303. Teorema 3™ El voliumen de un tronco 6 trozo de
cono es igual al tercio del producto de su altura por la
suma de jas bases mayor, menor y una media proporcio-
nal entre ellas.

Todo cono truncado se puede considerar como una
pirdmide truncada de infinito namero de caras; luego su
volumen sera igual al tercio del producto, etc. (299, co-
rol. 1.").

Observacion. Si el tronco de cono fuese circular, lla-
mando r, r' los radios y a su altura, la férmula de su vo-
limen seria

p— Xl— )Xo,

wTefr % rr)
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304. Teorema 4® EI volumen de la esfera es igual al
lerdo del producto de su area por el radio.

En efecto, la superijcie de la esfera se puede con-
siderar como una superficie poliédrica de infinito ndme-
ro de caras ; si suponemos unidos los vértices de estas ca-
ras con el centro de la esfera, esta quedara dividida en
un numero infinito de pirdmides, cuya altura es el radio
de la misma esfera; el volimen de cada pirdmide es el
tercio del producto de su base por su altura; luego el de la
esfera sera igual al tercio del producto de su area, que es
la suma de las bases infinitamente pequefias de las pirami-
des, por el radio, altura comln de estas.

Observacién. Llamando r el radio de la esfera, la for-
mula de su volumen seré

E~ y X 47"

Ejemplo. ¢Cual es el volimen de la tierra, suponién-
dola esférica y de un radio de 1142 leguas?

3 238 396 733 leg. clb. proximam.

805. Ll&mase sector esférico la parte de esfera en-
gendradapor un sector cualquiera del semicircido genera-
dor de la misma esfera.

Corol. EI volimen de un sector esférico es igual al
tercio del producto del &rca de la zona, correspondiente
al sector, por el radio.

30G. Se llama segmento esférico la parle de esfera

comprendida por una zona y el plano o
planos que determinan la base 6 bases
de esta.
El plano 6planos que le forman, se
llaman base & bases del segmento.
Corol. EI volimen de un segmento
PABCI) (fig. 233) do una base y menor
que la semiesfera, es igual al volimen
del sector OAPC menos el del cono



OABCDtc/ del segmento QABCD, de
tina base también y mayor que la semi-
esfera, es igual al del sector OAQC
mas el del cono OABCD ;y el del seg-
mento ABCDEFGII de dos bases, es
igual & la diferencia de los segmentos
PEFGII y PABCD de una base.

309. Para determinar el volimen
de cuerpos, no comprendidos en lo que

precede de este articulo y del anterior, se dividen exacta
0 aproximadamente en otros cuyos volimenes se saben
hallar : se suman estos volimenes, y la suma sera exacta 6
aproximadamente el volumen pedido.

ARTICULO V.

Comparacion de los volimenes de los cuerpos semejantes.

308. Teorema 1.“ Los colimenes de dos tetraedros

de donde

semejantes son proporcionales
& los cubos de sus aristas ho-
mologas.

Sean los tetraedros OABG
yO'A'B'C' (iig. 234); sus vo-
limenes seran (297)

y X ABC X OP

y JjXATCXOr ;

Y xmx0P:J3 XA'B'C'XOT AIICXOP: m'XO'P" .

y sustituyendo en la razén compuesta ABCXOP : AB'G'XO'P'
en vez de la raz6n componente ABC : AB"C' su igual (100)
opa; O'F 2, se tiene (Alg. 123, corol.).

Y XABGXOI' [xXA'I'C'X0'P": 01» : O'l« ;
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y como OP:0O'P':: OA:O'A', y por consiguienfo
opi : O'V'"OA": O'AN, resulta (Alg., 128)

\3/XABCXOP :i-XATC'x OF :: OA"O'A".

309. Teorema 2.“ Los volime)Ws de dos poliedros se-
mejantes OPAIICD y O'P'A'B'C'D' (fig. 230) son propor-
cionales 0 los cubos de sus aristas homologas.

Estos poliedros se pueden dividir en igual nimero de
tetraedros semejantes y seme-
jantemente dispuestos (261,
rec.JOABDVO'A'B'D',0API)
y O'A'P'D', etc.; luego (308)
0ABD:0'A'B'D"::AB'; A'B"
OAPD:O'AP'D:: AD": A'D"

Estas proporciones tienen las Gltimas razones iguales
(207, corol., y Alg., 127, 4.®); luego
QABD: Oa'BD' :: OAFD: Oa'PD' :: etc. : etc. ABM A'B"
de donde (Alg., 130)
OABD-t-OAPDetc. ; OVB'DM-+-0'A'P'D'-t-etc. AB™ A'B",
0 llamando V y V' los volimenes de estos poliedros,
V:V' AB':AB"

310. Teorema 3.° Los volumenes de dos conos seme-

jantes (281) son proporcionales & los cubos de sus radios.

Llamando r, r' sus radios, y «, «' sus alturas, los vo-
[imenes de estos conos serdn (302)

y jTvria'-,

y sustituyendo en la razon compuesta en vez de
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la razon coniponenle a: a' su igual por liipotesis r : r', re-
sulta (Alg., 123)

Observacién. De una manera analoga se demuestra que
los volimenes de dos cilindros semejantes son proporcio-
nales & los cubos de sus radios.

311. Teorema 4." Los volimenes de dos esferas son
proporcionales & los cubos de sus radios.

Llamando r y r' sus radios, los volimenes de estas es-
feras seran (304, obs.)

w oy

de donde .’ Oirr"‘ S el

Problemas numéricos.

31». L.° (Cudl serd el radio de una esfera, cuyo volumen es
1000 metros clbicos?

La férmula del voliimen de la esfera es {304 obs.(

(le donde

y por consiguiente en el presenie caso

3xf000

.=6,2035 metros.
4x3,Ul09.

2." ¢Cuénto pesa un tubo de hierro fundido, de 3 metros de largo
y 5 centimetros de grueso, teniendo el radio mayor 40 centimetros,
y pesando un centimetro cibico del mismo hierro 7,207 gramos?

El volumen del tubo es (301)
3,14-159(40" — 352) X 300= 353428,875 centim. cub.,
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y el peso sera
30i3i28,875x7,207=2347161,902 gram.=23n462 kiiogr.

3.“ Hallar la arista X de un cubo de duplo voiimcn que otro
cuya arista es a

Los voliunenes de estos cubos seran (294, corol. 2.”)

y ;
luego seguln las condiciones del problema,
iT®=2a® ;
de donde at/2.

Ohsermcion. Las aristas de estos cubos son inconmen-
surables (*).

(*) Yas6 ve que el problema de la dupitcticiow del cubo no puede resolver-
se exactamente por el calculo. Tampoco se ha hallado hasta ahora una cons-
truccion gréfica elemental que le resuelva con Cljaclitud. Lacro«® le resuelve
por la interseccion de ramas de paradbolas (V. Trailé de Trigonomélrie , pégi-
na 239).
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TKItIOMOMETRU BECTILIMEA.

CAPITULO PUIMERO.

De las lineas trigonométricas.

PUELIMINARES.

1. Las construcciones graficas, empleadas en la reso-
lucion délos problemas geométricos, no son tan exactas
como en muchos casos seria de desear ; porque la exacti-
tud estd siempre limitada por la imperfeccidn de los ins-
trumentos, y también por la mayor 6 menor destreza del
que ha de manejarlos.

Por esta razén, aunque ya hemos visto como en Geo-
metria se resuelve un triangulo rectilineo, esto es, cdmo
se hallan tres de sus seis elementos, conocidos otros tres
que le determinan {*), volveremos ahora & insistir en la
resolucion del mismo problema general (que es del mayor
interes), empleando en vez de las construcciones gréficas
el célculo, el cual permite obtener los elementos incogni-
tos con toda la aproximacién que en cada caso puede ser
necesaria. Tal es el objeto de la Trigonometria rectilinea.

(*) V. Geometria, ni'imeros 80, 87. 83 y 80.
fi>
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Es, pues, /it TiIGONGIETRIA REcmINEA la cieucia que
ensefia & resolver los tridngulos rectiiineos por medio del
calculo. A -

Este resultado se conseguirla por medio de una simple
proporcidn, si.los angulos de los triangulos fuesep propor-
cionales con sus lados opuestos; perp no sucediendo:asi
(Geom., 90, corol.]; fué necesario inventar un sistema de
rectas, que al mismo tiempo que determinan los arcos, y
por consiguiente los angulos que estos arcos miden, son
proporcionales a los lados de los triangulos & que dichos
angulos pertenecen. De este sistema de lineas, llamadas
lineas trigonométricas, nos vamos & ocupar al presente.

ARTICULO PRIMERO.

Valor absoluto de las lineas trigonométricas.

5. Llamase seno de un"arco la perpendicular bajada
desde uno de sus extremos al radio 6 didmetro, que pasa
por el otro extremo.

El seno del arco AM (fig. 1.*) es
MP, el de AB es BO, el de ABJE es
MT', el de la semicircunferencia
N ABA" es cero, el del arco ABA'M"
P\ p' N esMT, etc.

Corol. 1 El seno de un arco
i\ cero es cero, el de un cuadrante el
. radio, el de la semicircunferencia

también es cero, etc.

Corol. 2. EI seno de. un arco AJl es la mitad de.la
cuerda MM™ del arco duplo.

Fig. 1.

i>0r(iiiCPM:-iAMM"' y MAM"= 2AM (Geom., 41).

Observaciéon. El menor valor absoluto del seno es cero,
y el mayor el radio. ) _
3. Se llama tangente trigonométrica de un arco la



— 227 —
parte de la tangente geométrica, levantada en uno de sus
extremos e interceptada entre el punto de contacto y la
prolongacion del radio 6 diametro, que pasa por el otro
extremo.

La tangente del arco AM es AT, la del arco AB infini-
ta, la de ABJF es AT', la de la semicircunferencia ABA'
cero, la del arco ABA'M" es AT, etc.

Corol. 1® La tangente del arco cero es cero, la del
cuadrante infinita, la de la semicircunferencia también
cero.

Observacion.  El menor valor absoluto de la tangente
es cero, y el mayor el infinito.

Corol. 2.° La tangente del arco de 45® es igual al
radio.

Porque si el arco AM es de 45®, el angulo AOT, que
mide, serd de 45“; luego el angulo ATO también serd de
45® (Geom., 71, corol. 4®); luego AT= AO (Geom., 75
ree., cord. 1®).

4. Llamaremos arcos complementarios aquellos gtie su-
mados algebrdicamente forman un cuadrante, y suplemen-
tarios l0s que forman dos.

El complemento del arco AM es MB, el de AB es ce-
ro, el de ABM' es —BM', el de ABA' es —BA', el de
ABA'M" es —BA'M", etc. El suplemento de AM es MBA!, el
de la semicircunferencia cero, el de ABA'M"es —A'M", etc.

Observacion. Loycomplementos de los arcos que nacen
en Ay se cuentan 4n el sentido AM, tienen su origen
en B, y los suplementarios de iguales condiciones, en A'.

5. Se llama coseno (* de un arco el seno dé su arco
complementario.

m El coseno del arco AM es MQ, el de AB es cero, el
deABM'esM'Q, el de la semicircunferencia es el radio
A'O, el de ABA'M" es M"Q', etc.

(*) La palabra coseno estad formada de complementi signxis, esto es, seno del
complemenlo. De igual modo cotangente se forma de complementi tangens,
tangente del complemento.
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Observacion. Como QM==0P, M'Q-OF,
ele., por lados opuestos de paraleibgramos, resulta que

El coseno de un arco es taparte del
tada entre el pie del seno y el centro.

6. Lldamase cotangente de un arco la tangente de su
arco complementario.

La cotangente del areo AM es BC, la de AMB es cero,
la de ABM' es BC/:, la de la semicircunferencia es infinita,
la de ABA'M" es BC, etc.

Pe lo expuesto en este nUmero y precedentes, se de-
duce que

1 A todo arco se refieren cuatro lineas trigonométri-
cas, dos, propias, que son el seno y la tangente, y dos
del arco complementario, llamadas por esta razén colineas,

que son el coseno y la cotangente ().
2.°

radio intercep-

Ims lineas propias de un arco son las colineas del
complemento, y las coHneas de un arco son las lineas pro-

pias del complementario. Asi llamando el arco a;, como
su complemento es QD*— jr (4), se tiene
sena; = eo0s(90"--a?), tga;= cot(90"—a) ("),
cosa; = sen (90" — a;), cota; -- tg (90" — &;).
3.” Cuando un arco crece desde cero hasta el cuadran-
te, crecen sus lineas propias y menguan sus colineas; lo

contrario sucede cuando el arco crece desde el cuadrante
hasta la semicircunferencia.

ARTICULO 11.

Valorss relativos de las lineas trigonométricas.

Se havisU) (Alg.' 11), que si las cantidades que
tienen nn modo de ser determinado, se consideran como

positivas, las que tienen un modo de ser contrario & ellas

™) Se suelen considerar oiras cuairo mas, que son el tenoverto, la secante,
el (q,oienoverso y la cosiconi«,

Los nombres seno, taogenle, coseno y colangentc se escriben .ibrc-
viadamente de osle modo: sen, Ig, eos, col.
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son nec/ativas. Haciendo, pues, aplicacion do esto al
caso piesenle, y considerando como positivos los arcos
que tienen su origen en A y se prolongan en el sentido
AMIi..., y como positivas también las lineas trigonomé-
tricas del arco positivo AM, menor que el cuadrante, re-
sulta que

1 Los arcos que tienen su origen en Ay se prolon-
gan en el sentido AM'{'B".... son negativos.

2.° Los senos y las tangentes que como M"T ,I\rT'
y AT% se encuentran en la parte inferior del didmetro AA'
son negativos; y también lo serdn los cosenos y cotangen-
tes que, comoBC' yOP', se hallan & la izquierda del
diametro BB'.

Corel. Las lineas trigonométricas de los arcos com-
prendidos en el primer cuadrante son positivas: las do
los que terminan en el 2." son negativas, excepto el seno:
de las correspondientes & arcos que terminan en el
cuadrante son negativas el senoy el coseno, y positivas
la tangente y cotangente: las de los que terminan en el
i son negativas, excepto el coseno.

8. Teorema |.° Las lineas trigonométricas de im
arco negativo — AM™ son iguales en valor absoluto & las
de otro positivo -f-AM, de la misma longitud que el pri-
mero ; pero tienen signo contrario , exceptuando el coseno
que es en todo igual para los dos arcos.

Ldsasenos MP y M"T son igua-
les en longitud (2, corol. 2."”); pero
positivo'el primero y negativo el
segundo (7,2.°)

Los triangulos AOT yAOT' fie-
nen*AO comun, los angulos en A
rectos, y los AOT= AOT', porque
tienen por medidas los arcos AM y
AM™I, iguales en valor absoluto por

hipotesis; luego dichos triangulos son iguales, luego las
tangentes AT y AT' también lo serdn en longitud; mas la
t)riinera es positiva y la segunda negativa (7, 2.°).
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El coseno OP es comun a los dos arcos y positivo para
ambos.

Los triangulos BOC y BOC tienen OB comdn, los an-
gulos en B rectos : y como AM es igual en longitud a4 AM™
y este lo es con AAP, los arcos AM y A'M' son iguales
en longitud ; luego sus complementos BMy BM' también lo
seran, luego los angulos BOC= BOC'. Luego dichos trian-
gulos son iguales, luego las cotangentes BG y BG' son de
igual longitud ; mas la primera es positiva y la segunda
negativa (7, 2.").

Llamando x un arco cualquiera, este teorema se ex-
presa algebraicamente asi

sen (—x) — —sen X,
€0s (— X) -- -f-cosa?,
cot (—x] = — cota?.

0. Teorema 2.° Las lineas trigonométricas de dos
arcos AM y ABA'M", gxie tienen un extremo A comin y
los otros dos My M" en un mismo didmetro , son iguales;
pero el seno y coseno llevan signo contrario en los dos
arcos.

AT es la tangente de estos dos arcos y BC la cotangente.
La igualdad de los triangulos OPM y OP'M" nos da PM=
P'M"y OP= OP": pero PM es de signo contrario & P'M"
v OP & OP' (7, 2.") ; luego el teorema es cierto para dichos
arcos.

si los arcos fuesen ABM' y ABA'B'M™, la tangente AT
y la cotangente BC' serian comunes & los dos, y la igual-
dad de los triangulos OP'JI' y OPM™ nos darla los senos
y cosenos respectivamente iguales, y de signo contrario.

Lo mismo se verifica en otros dos arcos cualesquieia
de iguales condiciones ; aunque uno sea positivo y otro n™
galivo como ABM'y AM™, 6 los dos negativos como AM™
y AB'AM.

Llamando x un arco cualquiera, el otro arco sera
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ISO™ .a;, Y este teorema se expresa algebraicameiile asi

sen —sena?,
tg(180°-h &)= -Htga;,
cos(180" h - ii;)=. — CO0sa,;,

cot (180Mh—af)" -4-cota;.

Corol. Las lineas trigonométricas de dos arcos suple-
mentarios son iguales en valor ab-
soluto, pero de signo contrario;
escepio el seno”que es igual en todo
para los dos arcos.

Porque mudando el signo a la g
en las formulas anteriores, y tenien-
do presente que cuando el arc6 cam-
bia de signo todas sus lineas trigo-
nométricas varian de signo también,

excepto el coseno (8), resulta

m . sen(180"—X).-. -t-senX,

tg('180"-a;): —fga;,
eos(180"—x) : —cosa?,
cot. (180" —a;)' — cota;.

to. Teorema 3." Las lineas trigonométricas de dos
arcos que se diferencian en una, dos, tres, etc., circun-
ferencias, son iguales.

Haciendo que estos arcos tengan un mismo origen, coin-
cidirdn sus extremos, y porlo tanto tienen evidentemente
iguales lineas trigonométricas. .

Corol. Una linea trigononiétrica dada, corresponde a
infinitos arcos distintos.

1.1. Problema. Reducir un arco X & otro contenido en el primer
cuadrante, y cuyas lineas trigonométricas sean rospeclivameiite
iguales en valor absoluto & las del arco dado.

Réstense del arco x todas las circunferencias que con-
tenga, y el resloa;' tendra iguales lineas trigonométricas
que X (10). Si x' fuese mayor que una semicircunferencia.
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réstese esta de é1, y el resto x!" tendré sus lineas trigono-
métricas de igual valor absoluto que & (9), y por con-
siguiente que X. Si x" fuese mayor que un cuadrante,
tomese su suplemento (180°—a/"), y las lineas trigono-
meétricas de este seran iguales en valor absoluto & las de x"
(9, corol.), & las de a' y & las del arco primitivo x.

Observacion. El signo de cada linea trigonométrica del
arco dado, se deduce facilmente de los principios expues-
tos en los cuatro numeros precedentes.

Ejemplos. sen3568""= sen(9x360°-t-328°):=
sen 328° = —sen (328° —180°) = —sen 148° =
— sen [\80° — 148°) = —sen32°.
2.° tg(—3833°)= _ tg(—360” X 10 — 233)=
tg(—233°)= Ig(— 233“H-180°) = tg(— 53°)= — Ig53°.
ARTICULO Il1.

Relacion entre las lineas trigonométricas de un mismo arco.

18. Sea el arco AM, menor que un cuadrante, sus
lineas trigonométricas seran : MP el
seno, OP el coseno, AT la tangente,
y BC la cotangente.

El triangulo rectangulo OMP nos
da (Geom. 111, 1.°)

VW  PQ2= OM®
O llamando x este arco y r cl
radio,
sentir-f-cos™ic = ™
De la semejanza de OPM y OAT, resulta
OP:MP OA ;Al,
cosic: sena; :: r: lga;;
sen&yr
€0sg;

Fig.

de donde- tgai:
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Los triangulos OPM y OBG, también son semejantes,
porque ademas de tener los &ngulos en P y en B rectos,
tienen MOP = OCB por alternos entre paralelas; luego

OP:MP::BC: OB,
cosa; : sena; :: cota; : r;

o= cosicxX r
sena;

de donde cot X

Observacion. Haciendo ~=<1 en las férmulas anteriores,
se convierten respectivamente en

sena;  cos™a; = 1 [1],
e SN
98, 0Sa;
cota;== cosa [3].
sena,

Reciprocamente, si se quisiese restablecer el radio en
alguna férmula trigonométrica,

Flg. 2% de donde hubiese desaparecido
por haberle hecho igual & la uni-
dad, se observaraquedescribien-
do desde el vértice A (fig. 2®) de

Pc P C un angulo dos arcos BC y B"C,

y trazando sus senos correspon-
dientes BP y BT', la semejanza de los triangulos ABP y
AB'P' nos da

BP: AB::W :AB";

BP_ BP"
de donde AB"" AB*
Suponiendo ahora los radios AB= |, AB'=r, y lla-

mando X el nimero de grados de los arcos BCy B'C'y z
la longitud del seno BP, se tendré

sena,
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) ) . .osenr
luego en vez de s 0 sea senr, se deberd sustituir

y como otro tanto puede demostrarse de las demas lineas
trigonométricas, resulta que

Para restablecer el radio en ufia formula trigonomé-
trica, se sustituye en vez de cada linea, la misma parti-
da por el radio.

Asi, restableciendo el radio en la formula [l.j, se
tendria

| sena; / cosa;
sen’a eos’ X...
! 'V,
r’ r*
y por dltimo . sena:-HCOs*x = r

que es la formula de donde la [1] provino.

la. Las formulas obtenidas en el nimero anterior, en
el supuesto de que el arco es menor que un cuadrante,
son generales y ciertas por lo tanto para otro arco cual-
quiera.

Tomemos una de dichas formulas, p. e., la [2], y va-
mos a demostrar -que cualquiera que sea el arco x: \ los
dos miembros de esta relacion tienen igual valor absoluto;
2.° que también tienen el mismo signo.

1 lleduclendo el arco x & otro x' contenido en el pri-
mer cuadrante(11), se tiene para x'[\")
gx' = N xf
99X = easx

y como las lineas Irigonométricas de x* tienen respectiva-

|
mente igual valor absoluto que las de g:, tga: y

son iguales en valor absoluto.
2.° SeniT y cosa;.tienen el mismo signo enel\ cua-
drante, contrario en el 2.", el mismo en el 3.% y contrario

i S6tt @ .
en el (7, corol.); luego el miembro es positivo
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en el 1. cuadrante, negativo en el 2®, positivo en el 3*
y negativo en el 4.°: pero esto es lo que sucede a tgic

{7, corol.j; luego y tga? tienen el misino signo,

€0s X
sen X

?=
luego 9372 aos X

cualquiera que sea el valor del arco x.

Lo mismo se demuestra la generalidad de las demas
formulas.

14. Por medio de las tres ecuaciones

sen2.A-f-cosNT=p 1, tgx= ._%9{]5 y cota?; €os X
' ' eos X 1 orsen X

que ligan entre si las cuatro lineas trigonométricas, cono-
cida una do estas se pueden determinar las restantes (Al-
gebra, 63).

Suponiendo conocido sen X , se tendra

mmmmmmmmeees 'sena: . " VAl-sen'@
eosa= |/i-sen’a , tga;j==— = Ycola,=—
, V 4 —sentic

Multiplicando la férmula [2] por la [3], también se tiene
sen.fc €0s X

eos X sen x

|
'S*=oo0u

tgic cota?:

de donde

AITICCLO IV.

Relacion entre las lineas trigonométricas de dos arcos y las de la
suma 0 diferencia de los mismos.

f5. Problema. Dados los senos y cosenos de dos arcos ay b, de-
terminar el coseno de la diferencia de dichos arcos.

Supongamos en primer lugar que los arcos a y b sean
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) positivos y menores que el cuadran-
Fig. 3.1 te, p. e.,a= M: Yb= M) (fig. 3.).
Tracense desde Cy D las perpendi-
culares CPy DQ sobre el diametro AA',
la DE paralela & este y la cuerda CD.
El tridngulo rectangulo CDE nos
da (Geom, 111, 1.9

CD®-=CE"H-ED?2 :

pero evidentemente se tiene
CD=cuerda(a—b), CE=sen<i—sen;> y ED=c0s&—cosa;

luego sustituyendo estos valores en la ecuacion anterior,
resulta

cuerd® {a—¢)= (sena—senbf m- (eos b— eos a)* =
sena—2sena senl-f-sen”i-i-cos"A- +2cosa cosb-hcos@a.

6 como sen”-f-cos®a=1 y sen™6-}-cos26="1 (12,0bs.),
cucrda2(«—6) = 2—2(sena sendn-coso coso) [A].

Ahora supongamos que los arcos a 'y 0 sean de una mag-
nitud y signo cualquiera, dandoles un origen comin A,
cualquiera que sea la posicion de los pantos Gy D en que
caen los oiros extremos, se puede repetir la construccidn
anterior y siempre quedard formado el triangulo CDE.

Para demostrar por consiguiente la generalidad de la
férmula [A], basta probar que en todo caso se verifica

1. “ CD=cuerda(«—0),
2. ° CE= x(sena—sefid),
3. ® ED=:d=(cos6 — cosa).

1  Elarco a se compone del menor arco positivo AC,
que va desde A & G aumentado de cierto nimero de cir-
cunferencias positivas 6 negativas: de igual manera el arco
b es igual al menor arco positivo AD mas 6 menos cierto
nimero de circunferencias; luego la diferencia a—aode
estos dos arcos es el arco DC=AC— AD mas 6 menos cier-
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(o nimero de circunferencias. Si se toma el punto A como
origen de este arco, serd necesario hacerle dar cierto
mimero de vueltas en uno U otro sentido, tomar después
un arco AII=CD en el sentido AUDCB...., y H sera el
extremo del arco a— h; luego la cuerda AH de este arco
sera igual & la del arco CD.

2. ™ Silospuntos Cy 1) estdn & un mismo lado del dia-
metro AA', es evidente que CE==x=(sen a — sen h], toman-
do el signo -+ cuando esten en la parte superiory el
cuando en la inferior;' si estdn & lado diferente del diame-
tro, CE es una suma CP-i-DQ, pero entonces uno de ellos
es positivo y otro negativo ; luego también en este caso se
verifica que CE==i=(sen a—sen6).

3. “ Del mismo modo se demuestra que la igualdad
ED= =t=(cos a— cosrt), evidente cuando los puntos Gy 1)
estdn & un mismo lado del diametro lilV, se verifica del
mismo modo cuando se hallan & diferente lado de dicho
diametro.

Luego la ecuacidn [A] es cierta para cualesquiera valo-
res de los arcos a y A

Suponiendo, pues, ft—o, dicha ecuacién se convierte
en {2, corol. 1.”y 5)

Cuerd®a—2— 2co0s«,
y cambiando en esta ecuacion a en a—h, resulta
Cuerd™(fl—4)= 2—2eos(a—h) ;

de esta Gltima ecuacién y de la [A], que tienen comdn el
primer miembro, se deduce

2 _2cos(a— 2(seno sent-HCOsacos0),
6 despejando cos(a— U),
eos («—¢)=cosa cosUH-sena sent [1],

cuya ecuacion resuelve el problema propuesto ().

(’) Esta elegante demostracion estd tomada de la Trigonomelria de
MM. HoticheH Laconr, que & su vei la han tomado de Mr. Sorrui.
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Coral,

seii(a—6)=senacos;* —cosasene [2] .

Porque cambiando ben a—ben la formula [1], y sus-
tituyendo después en vez de cos(a—b) el valor que da
la misma férmula, y en vez de cos”a el suyo | — seiV"a ('14),
resulta

cos6=cosa eos [a—6)-Hsena sen(a— él)z ,
cosé(cosa cosOH-sena send)-Hsena sen(« —6)=
cos”« cos0 H-eosa sena sen6-Hsena sen(a—6) —

cosoil —sen'~a)-f-cosa sena sen OH-sena sen(a— b);

de donde

sen {a_ b)— €0s 6 sen’a— cosa sen a sefio =senrt CCS&—CCSA\SEﬂi».

Coral. 2."

eos (a-)-6) = cos a eos Q—sen aseno [3],
sen (a-H 0)= sen aeos OH-cosa sen O [4].

Porque cambiando el signo al arco b en las férmulas
rn y [2] >y teniendo presente que sen b cambia también
de signo (8), resultan las del corolario-

Observacion. Por medio de las cuatro formulas prece-
dentes facilmente se hallarian otras analogas para tg (a=t="h)
y col(a=i=0).

ic. Haciendo a=b en las formulas [3] y [4] del ni-
mero anterior, se tiene

cos2a = cos®a— sena ,
sen2a= 2sena cosa ;

y suponiendo en estas 2a=A, de donde resulta
. 1 1
eos A=i=cos2ZyA — sen®yA [1],

sen A= Zsen—]’\A eosiA [2] .
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Tanibioii se lioiie (12, obs.)

120032—§AH-sen24-ﬁ’\ » *

(le cuya ecuacion y de la de la [\.\ se deduce (Alg., 50,1 .®

COSAYA= - N e y scnyA=-—-

de donde 2cos® = “"™COsA [3]
|

y 2senY A='l —cosA [4].

fj, basuma de las férmulas [4] y [2] del nGmero 15
nos da

sen(fl-(-é)-'l}?l-cszgn((/— 0)= 2sen a coso ,
y la diferencia

sen (aH-0)—sen[a—0)= 2eosa senb:
dividiendo ordenadamente estas igualdades y observando

X
ens - tgic(12, obs.)» resulta

QUE eos X =

sen (iH-ii)-I-sen (fl—b)  2senacosl» sena ~ senb tga
sen(fl + &—sen (ft—Db) wm2cosasen& cosa ' ows2»  Ig&’

suponiendo en esta ecuacion 0-i-0= Ay «—0==B,

1 1
dedondea=Y (-"~"®) Y se tiene al fin

sen A-f-sen B tg"(A+B)
sen A—senB tgj(A—B)

0 senA—hsenBjsenA—senB::tg—l(A—i—B):tgr](A—B) [1].



CAPITULO II.

De las tablas trigonométricas.

ARTIOULO PRIVERO

Determinacion de seni' en valores del radio.

18. Teorema |.° Todo arco positivo y menor que xm
cuadrante es mayor gue su Seno y menor que su tangente.
Sea el arco AB (iig. 4.“). Tracense los radios OA y OB,
. el seno AP y la tangente AT : ddblese la fi-
Flg. * % L. . - -
gura AOT hacia la parte superior, sirvien-
A do de eje OT; y en la figura total resultante
AOA'T se tendra (Geom., 4y 138),
0 A AA'<ABAN<ATA',
6 partiendo por 2 y llamando x el arco AB,
sena? < tga?.

19. Teorema 2® La diferencia entre un arco delpri-

mer cuadrante y su seno, es menor que la cuartaparte del
cubo del arco.

Sea X el arco menor que el cuadrante, y se tendra (18)

.1 1 ar X\ senga M1

11 1
(le donde son 7a?eosT/|a?,
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y imilliplicaiido esta desigualdad por ¢cos—x, resulta

asen -"X cos ~X:>X cos" —@; :

mas 2sen j X eos -"3 = sen & (16),
1

y cos2-a;=:1-sen2-:c (U);

luego sen a;> & (| —sen”

Sustituyendo en vez de sen” x el arco ~Mx, que es

mayor que el seno (18), el sustraendo del segundo miem-
bro aumenta; luego el resto, 6 sea el segundo miembro,
disminuye; luego con mayor razén se tiene

sen a:>a;(l — 6 sen  g—y¢irt
\ U
u X— 7Ia’<sen

y sumando con los dos miembros de esta Gltima desigual-

dad y a*—senal!, resulta al fin
1
X—sena!<7a""

»0. Problema. Calcular el valor del seno de un minuto, supo-
niendo el radio igual & la unidad.

La longitud de la circunferencia, que tiene 1 por ra-
dio, es (Geom., t37, corol. 2.°)

C= 2x;
de donde ! — a 180" —it;

luego la longitud del arco de 1' serd

3.141309.

180" X60 11)800 0,000 290 882 080 6...

16

arco (le 1' —
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La longitud de este arco es, pues, menor que 0,0003;
Juego si se supone

sen 1'= arco \',

el error cometido es menor (19) que
Y (o, 0OOO3)" < 0,000 000000007

y como este error solo afecta la cifra decimal del orden duo-
décimo. resulta que el valor del seno con once cifras deci-

males es
sen I'= 0,00029088208.

ARTICULO 1I.
Formacién de las tablas.

*t. Las tablas trigonométricas naturales contienen al
lado de cada arco desde 0 hasta 90°, contados de minuto
en minuto 6 de 10 en 10 segundos, los valores de las li-
neas trigonométricas correspondientes. No es necesario
que se extiendan @ mayor namero de grados, porque ya
se ha dicho (11) que todo arco puede reducirse & otro con-
tenido en el primer cuadrante, y cuyas lineas trigonomé-
tricas sean respectivamente iguales en valor absoluto & las
del arco primitivo; pudiendo también en cada caso deter-
minarse el signo correspondiente (11, obs.):

Asi sen 145°=—=sen 35°, tg98°= —Ig 82°, etc.

Debe advertirse igualmente que basta calcular las lineas
trigonométricas de los arcos comprendidos desde 0 & 45°
inclusive; pues las lineas propias y colineas de los ar-
cos mayores que 45° (y menores que 90°) son las colineas y
lineas jrrojnas de sus arcos complementarios, necesaria-
mente menores que 45° (6, 2.°).

Asi sen 60? 5=eo0s30°, cos72°=scn 18° etc.
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Supondremos que en las tablas, de cuya formacién se
trata, los arcos crecen de minuto en minuto; de manera
que segun lo expuesto, el problema que nos proponemos
resolver se reduce & la determinacion de las lineas trigo-
nométricas de los arcos de \\ 2', 3',btc., hasta 45“.

Veamos cOmo esto puede conseguirse.

Conociendo el valor de sen I' {201, el de eos1' se

determina por la formula (14) .
€0s —sen’ &\
haciendo en ella x— i', y sustituyendo en vez de séii 1'

el valor hallado para este.

Los valores de los senos y coésenos de 2', 3® 4',......
45“ se pueden calcular por medio de las féormulas 115
corol. 2.%)

sen (a”-6)=senu cosO -cosa sefid,
cos(a-H¢) = cos« cosé- esen« sefio,

haciendo en ellas ry 0:=r, 203, 5',.... 44“50".
Los valores de las tangentes y cotangentes pueden Jia-
llarse también por las formulas (12, obs.)

setiac X
[ox. y colX O
COSEC sen®
sustituyendo en vez de sena? y cosa; los valores de ios
senos y cosenos de 1', 2', 3',......45%, calculados de ante-
mano.

»3. Del modo que acabamos de exponer se pueden
concebir formadas las tablas trigonométricas naturales [ j;
mas ejecutandose los calculos por medio de logaritmos con

{) EI metodo expuesto sirve soto para qiH: se vea la posibilidad de la cons-
truccién de las tablas, & fin de que los principiantes no se arredren al manejar
unos libros cuya formacién es para ellos un misterio. Por lo demas exisloj»
otros métodos mucho mas expeditos, cuya exposicion no es de este lugar.
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mucha mayor facilidad que por los métodos ordinarios,
estas tablas”han sido transformadas en otras, donde al lado
de cada arco se hallan los logaritmos de sus respectivas
lineas trigonomeétricas. A las nuevas tablas se las conoce
con el nombre de tablas trigonométricas arti“ciales 0
simplemente de tablas trigonométricas, porque son las
linicas de que en la préactica se hace uso.

Al ejecutar la trasformacion de que se acaba de ha-
cer mérito, como los senos y cosenos son menores que el
radio, sucediendo otro tanto con las tangentes de los arcos
comprendidos entre 0“ y 45° y las cotangentes de los
comprendidos entre 45° y 90°, los logaritmos de todas es-
tas lineas trigonométricas deberian resultar negativos, en
la suposiciéon de que el radio sea igual & la unidad (Alg.,
156,3.°).

A fin de evitar este pequefio inconveniente, se supuso
el radio igual & diez mil millones® esto es, con
cuya hipétesis todas las lineas trigonométricas de que pue-
da hacerse aplicacion tienen logaritmos positivos, y por
otra parte en nada se complican los célculos ; pues basta
restablecer en las férmalas trigonométricas halladas, su-
poniendo r= 1, el nuevo valor de este 10*", cuyo logarit-
mo es 10 (Alg., 162, 1.y 2.9.

AlITICULO 111,
Uso de las tablas trigonométricas.

«4, Las tablas do los logaritmos de los ndmeros van
acompafiadas casi siempre délas trigonométricas: siendo de
aquellas las mas conocidas entre nosotros, como ya se in-
dic6 en otro lugar, las espafiolas de Vazquez Queipo y
Calvet, y las francesas de Callet y Lalandc, otro tanto su-
cede con las trigonométricas.

Las de Vazquez Queipo y Lalande contienen los loga-
ritmos de las lineas trigonométricas de los diferentes arcos
del cuadrante, contados de minuto en minuto, con Geci-
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iras decimales las primeras y con 5 las segundas {*). En las
de Callety Calvel los arcos aumentan de 10 en 10 segundos,
y las lineas trigonométricas van expresadas con 7 cifras
decimales de aproximacion.

Por medio de cualquiera de ellas se resuelve el pro-
blema general: «Dado un arco 6 angulo, hallar los logarit-
mos de las lineas trigonométricas del mismo» y su recipro-
co. Al efecto van precedidas de su respectiva explicacion,
que seria inatil repetir aqui.

Ya hemos dicho la preferencia que para nosotros me-
recian las de Vazquez Queipo, por cuya razén & ellas nos
referiremos en los problemas que hayamos de resolver en
lo sucesivo.

(*) Lasde Lalande lenian solo cinco cifras decimales ; pero fueron extendi-
das por Harte hasta siete.
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AUTICLLO PRIMERO.

Teoremas relativos & la resolucion de tridngulos rectangulos.

»5. Teoremai En todo tridngulo rectangulo el ra-
dio es al seno de uno de los angulos agudos, como la hi-
potenusa es al cateto opuesto a dicho angulo.

Sea el triangulo ABC (fig. 5.®): con un radio cualquiera
describase el arco DE correspondien-
te al angulo en A: tracese el seno
AP,y de la semejanza de los trian-
gulos AEP y ABC se deduce

AE:EP ;; AB:BC.

Sustituyendo en lugar de estas
lineas sus valores, y expresando para mayor sencillez por
a el lado BC opuesto 4 A, por b el opuesto 4 B y por c el
que se opone & C (como liaremos siempre en lo sucesivo),
resulta

Fig. 5.

r :senA:cla

Corol. Suponiendo r= |, un cateto es igual & la hi-
potenusa multiplicada por el seno del angulo opuesto.
Porque en dicha hipétesis la proporcién anterior da
ii= cxsenA. N

- %

ij-A
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so. Teorema 2*' En todo triangulo rectangulo el ra-
dio es al coseno de ul angulo agudo” como la hipotenusa
es al cateto contiguo a dicho angulo.-
Lasemejanza de los mismos tridngulos AEP yABC nos da

AE;AP ;;AB: AC,
) r:eosA:c:h. |
Corol. Suponiendo r= 1, un cateto es igual & la hi-

potenusa multiplicada por el coseno del angulo contiguo.
Porque en esta hipotesis

0= (XCOSA.

Si. Teorema 3." En todo triangulo rectangulo el ra-
dio es 4la tangente de un angulo agudo, como el cateto
contiguo & dicho angulo es al cateto opuesto.

Trazando la.tangente trigonométrica DT (en la misma
figura), la semejanza de los triangulos ADT y ACB nos da
AD;DT::AG;BG,

4. V. r;lgA:yod:«,

AIITICLLO 1I.

Resolucién de los triangulos rectangulos.

S8. Como siempre es conocido el angulo recto en un
triangulo rectangulo ~ basta que se conozcan dos lados 6bu
lado y un angulo agudo para resolveiié 6 sea para deter-
minar los tres elementos restantes '(Geom.y 87, 88.y 89).
La combinacién binaria de los pinco elementos indetermi-
nados, sujetos ,a las indicadas condiciones, da lugar a los
cuatro problemas particulares distintos, que aparecen a
continuacioén, donde el angulo recto es C (fig. 6.).

/, Fig. 6. DATCS, INCOGNITAS,
4 Ciai A/B, b
2« a, b A.B.c
3¢ X, B, a, h
A 0, A, B, C,h
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*» . Problema 1.“ Dada la lilpoietiusa ¢ y el catelo a, delcrmi-
iiar ios angulos agudos A, By el otro cateto b.

_El &ngulo A se determina por medio de la propor-
cién (25)

r:senA:c:fl
de donde (Alg., 174,
L. senA-=L. r-i-L. a-i~C”L.c.
Las tablas daran el valor de este angulo.
Para hallar el angulo B se tiene (Geom., 70, 4.}
B= 90—A.
El cateto b se calcula por la proporcién (26)
r:eosA::c:0;
de donde Log.6=1. eos Ah-L. ch-C,L.r.

Observacion. También se puede calcular el &ngulo Bpor
la proporcion (26), r :cosB :c:a; y después el cateto b
directamente por medio de la ecuacion (Geom,, 111, corol.)
— a) (c—a);
de donde L.6=—[L. (c \c—a)].
30. Problema 2® Dados los catetos @y b, hallar los angulos
agudos A, By la hipotenusa C.
El 4ngulo A se determina por la proporcion (27)
r:tgA ::b :a;
de donde L.tgA=L./h-L.a-i-C"l.b.
El B se halla por la igualdad B= 90“— A.

Por ultimo, la hipotenusa c, conocido el angulo A, se
determina por la proporcién (25)

r:senA c:a;
de donde L.c=L, r-i-L. L. senA.

Observacién. También puede hallarse directamente la
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hipotenusa ¢ por medio de la ecuacion (Geoni., 111, co-
rol.) pero esta formula tiene el inconvenien-
te de no estar preparada para el célculo logaritmico (Alg.,
174, 5. ej.).
31. Problemaii.° Dada la hipotenusa ¢ y el angulo agudo
determinar el otro By los catetos ay h.
Para hallar B se tiene 8=90'"* —A.
El cateto rt se calcula por la proporcion ,(2ij)
r:senA: c: a; de donde L. rt-=L.senA-i-L.cn-Cd L.r.
De igual manera se halla b por medio de la propor-
cién (21) r:eosA:c;h
Observacién. Hallando uno de los catetos, el otro se
puede determinar por la formula (Geom. 111, corol.)
b= \/c—a-
3«. Problemai.® Dado un cateto «y el 4ngulo agudo A deter-
minar el otro angulo agudo B, la hipotenusa C y el cateto restante b.

B= 90" — A.
La hipotenusa C se halla por la proporcién
r;senA::c: a; vy elcateto bporlaotra r:tgA:6:a.
Observacion. Después que se haya determinado el lado
€ 0 6 se puede hallar el otro por medio de la ecuacion

33. Observaciones generales. \.* Los problemas re-
sueltos son siempre determinados y posibles, con tal que en
el 1." la hipotenusa sea mayor que el cateto conocido, y
en los dos ultimos el angulo dado sea agudo.

2.* Los valores hallados para las incdgnitas se pueden
comprobar calculando alguno de ellos por el medio indi-
cado en la observacion respectiva, y comparando este re-
sultado con el hallado anteriormente.

Ejemplo.
34. Sabiendo que en un tridngulo rectdngulo en C
c=300 vy flI~ 240,

hallar los angulos A, By el cateto h.
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Las férmulas que deben emplearse son (29)
L. senA—L. i'-f-L. an-Co L. c,
B= 90" —A,
L.6= L.eosAH-L.c-H L.r.

.10, { 9778152
L. sen A = j_I»3802ii L.6 =b ™21
3522879 10,
990300  89' 59' 60" 2255273
53 7 48
A=53“ T48", B= 36' 52 12", i»=180.

Comprobacion.
b " /300" —240 = 180.
AimcuLO 111

Teoremas relativos & la resolucion de triangulos oblicuangulos.

35. Teoréema 1 FA cuadrado de un lado de un trian-
guio es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos.,
menos el duplo del producto de estos por el coseno del an-
gulo comprendido.

Distinguiremos dos casos: 1 que el lado, que ha de
formar el primet* miembro de la igual-
dad del teorema, esté opuesto a un
angulo agudo: 2.* que esté opuesto &
un angulo obtuso.

1 Sea el lado AB (fig. 7.“) opues®
to al angulo agudo C en el triangulo
ABC: bajesela perpendicular BD y se tendr4d (Geome-
tria In , 3.9

AB2= BC/-f-AC'— 2ACx DC :
pero (20, corol) DC* BCxcosC;
luego AB"= BC'-k ACP—2ACxliCxcos C.

Hg 7*
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Sea Ali (fig. 8.") opuesto al angulo obtuso ACB:
bajando la perpendicular BD, se tendra de
igual modo (Geom. IM, 2@}
AB'= BC'h-AC"h-2AC X CD:

pero CD=BGxcosBCD, y como por otra
parte gusBCD= — cosACB {9, corolL),

CD—BC Xeos ACB— —BC X cosC;

luego ' AB*~—BG*h-AG*—2ACxBGxcos C.
Luego en todo caso se verifica que

Fig. 8»

—2a6xcosC,

de igual modo se demostrarla que
>2=1j3 —2«cXeosB,
XCcosA.

Observacion. Estas tres ecuaciones contienen los ele-
mentos necesarios para la resolucion general de los
triangulos rectilineos.

3G. Teorema 2® En todo tridngulo los senos de los
angulos son proporcionales & los lados opuestos.

Bajando la perpendicular BD (fig. 9.%j sobre la base, se
tiene (20”.cofol.J ,

BD=ABxsenA y BD= BGXsenC;

luego AB X senA=BC XsenC,
O .l - cXscnA==« XscnG; il:
de donde (Alg. 127}

senA:a:senC:c.

Bajando la perpendicular desde Gsobre AB, del mismo
modo se deduciria que

senA:a:senB:6,

de cuya proporcion y de la anterior
resulta

senA:aj:sonB:b: senG:c.

= oifi!

Fig. 9*
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31. Teorema 3.° La snma de dos lados de un trian-
gulo es a su diferencia, como la tangente de la semisuma
de los angulos optiestos a dichos lados, es aia tangente
de la semidiferencia de los mismos angulos.

Por el teorema anterior se tiene

senA:a:.senB:6;
de donde (Alg. 129, corei. 4.%)
sen A-f-senB :senA—senB::0-j-6 :a—h:
pero (17)
senA-(-senB:senA —senB:: tg-i(AH-B):lgY (*—®) *

luego a —6:;t94-(A B]: tg4-(A—B).

ARTICULO V.

Resolucién de los triangulos oblicuangulos.

38. Sien un tridngulo cualquiera se conocen 3 de
los 6 elementos que le constituyen, con tal que entre los
datos se halle un lado, el tridngulo puede resolverse, 6 lo
que es igual, se pueden determinar los 3 elementos res-
tantes (Geom. 8ti, 87, 88).

La combinacion ternaria de los seis elementos, sujetos
adicha condicidn, da lugar a los cuatro problemas particu-
lares distintos, que aparecen & continuacién :

Fig |’0~k DAICS INCOONTAS
1® a, b, ¢ A, B, C

h,c, k B, C, a

3" a. A, B, C, b c

— Lo 4. a,c k. B, C, b

3». Problema I.® Dados los tres lados, <, j, ¢ de uii triangulo,
(lolcrmitiar los tres angulos A, B, C.
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De la formula (35) 26eXcosA, se clo-
(luce ]
p+cr*—a
COSA = Uc m I']-
. a'+c*—p
Del mismo modo cosB — e [2],
y cosC = 73 [3].

Para hallar ahora cualquiera de los &ngulos, el A por
ejemplo, se restablece el radio en la formula [1], y resulta

y lomando los logaritmos
L. cosA= L. (6*-hc”—a’jH-L-r-f-CoiSoc) (¥.

Es evidente que de una manera analoga se pueden de-
terminar los &ngulos By C.

Observacién. Lasférmulas precedentes no sehallan bien
preparadas para el calculo logaritmico, porque, ya se ve
que para tomar el logaritmo de , €S necesario
ejecutar de antemano tres elevaciones al cuadrado y la su-
ma y resta indicadas. Por esta razén se las suele trasfor-
mar en otras, mas cémodas en la practica, del modo si-
guiente:

Restando la ecuacidn [t] de la igualdad 1= 1, se halla
& nc—b'—c'+a" a'—{b—cT
I-cosA =1 = nc' =
[a+b—q) {(i+c—b
Uc
y llamando 2/? la suma de los tres lados, se tiene

rtH-6-i-c = 2;;, de donde an-6 —c=2j?—2c,

;Alg.,24.,30,

(*) Es preferible casi siempre bailar por el método ordinario el producto
abe & sumar los logaritmos de sus factores , ele.
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y a-f-c—¢@&= 2/?7— 2», cuyos valores suslituiilos en la
ecuacién primera, teniendo al mismo tiempo presente que

I —eos A 2sen™~ A {16), resulta

o.cn™-A= NP—Db)IP—c}.
2 Uc he ’

de donde sen—A= P—Y ™
y de una manera analoga

senk k—\/ P—3P—9

senjc =1/ (Z=fM licl {9
Restableciendo el radio en cualquiera de estas formulas,
por ejemplo en la 1% resulta
se,fA=V ['irAs> XA
y tomando los logaritmos
t. seiiYA=-7[L.Cp—&)+L. (i»-c)+2L.r+C, L. b+Co h.c].

40. Problema 2® Dados dos lados . ¢y el angulo comprendido
A, determinar los otros dos angulos B, Cy el tercer lado a

La suma de los angulos By C es
B-f-;C="180"—A,

y por consiguiente -*(B-hC)= — -—

también tenemos (37]
ic :i_c:tgl(B-HO);tgi (B—C);

(*) De los dos valores de eslos radicales, solo el positivo salisrace las con-
diciones del problema ; porque siendo un angulo cualquiera AMSO®, —A"90®;

luego todas sus lineas trigonométricas son positiv.as (7, corol.).
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(le donde

L. tg%B-C)zL..LgKI%-HC)-H L. (0-0)+C,L.(0-f-c),
por medio de cuya igualdad se determina el valor de
y (b_ C)v

y como el dey(Bh-C) es también conocido, se tendra

(Alg., 50, 1.,®), suponiendo que B esté opuesto al mayor
lado,

B=4(B"-C)-t-A(B-C) y C=-1(Bh-C)-1(B-C).

El lado a se halla por medio de la proporcion (36)
senB : & sen A:a.

41. Problema 3® Dado un lado ay dos angulos cualesquiera A
y B, determinar el tercer angulo C y los otros dos lados by C.

El angulo C se halla por medio de la ecuacion
C=180"— (A-k B),
y los lados 6y ¢ por las proporciones (36)

sen A:a:senB:6
y sen A:a:senC:c.

43. Problemai." Dados dos lados a y ¢ y el angulo A, opuesto &
uno de ellos, determinar los otros 4ngulos By Cy el tercer lado b.

El angulo C se halla por medio de la proporcién (36)
senA:a:senG:o ,
el angulo B se determina por la igualdad

li= i80"—(A-i-C),
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y el lado h también por medio de la pi'oporcion (30)

senA:nt senB :6.

Observacion. Como el seno corresponde siempre < dos
arcos menores que la semicircunferencia, uno contenido en
el cuadrante y otro suplementario del primero (9, corol.),
cuando un angulo se determina por medio de su seno,
puede ocurrir la duda de si el angulo buscado es el agudo
que dan las tablas 6 debe ser su suplemento obtuso.

Esta duda, que no ocurre en la resolucion de los trian-
gulos rectangulos, porque los angulos incégnitos son siem-
pre agudos, ni en los tres primeros problemas de los
oblicuangulos, como aparece de un ligero examen de cada
uno de ellos, puede tener lugar en el presente caso.

En efecto, sea ABC (lig. 11.*) el tridngulo & que se re-
fiere el problema Ualtimo: bajando
desde B la perpendicular BD sobre
AC, tomandoDC'=DC vy uniendo C'
con B, los dos triangulos ABC y ABC*
contienen los mismos dalos A, c vy
a—BC'; y como los angulos BC'G vy
BCC' son iguales, BC'A tiene por su-
plemento el angulo C; luego senC corresponde también al
angulo BC'A. Si se toma para Cel &ngulo que dan las ta-
blas, resulta 6= AC y B— ABG; si se toma para C el su-
plemento del &ngulo que dan .las tablas, resulta ;>=AC'
y B= ABG.

La doble solucion, que acaba de hallarse, no tiene lugar
sino cuando el lado opuesto al &ngulo dado sea menor
que el otro lado conocido, esto es cuando «<c; porque
en cuahiuier otra hipdtesis el angulo C es agudo, y pol-
lo tanto el que dan las tablas es el Unico que satisface las
condiciones del problema.

48. Observaciones generales.— 1.“ Los tres primeros
problemas de que acabamos de ocuparnos, son posibles
siempre que en el 1.° el mayor lado sea menor (Jue la suma

Fig. <I.*
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de los otros dos; y en el 3.° los dos angulos conocidos
valgan menos que 180*. El 4.° problema es evidentemente
imposible 6 absurdo cuando A no es agudoy a<c: lo sera
ademas si «<BD, esto es, cuando el lado opuesto al &ngu-
lo conocido es menor que la perpendicular bajada desde
el vértice comun & los lados a y ¢ conocidos, sobre el tercer
lado. Esta ultima condicion no siempre se conoce & simple
vista; pero lo absurdo del problema se manifiesta en el
calculo al determinar el angulo C, bailando para él un
seno mayor que el radio (como se vera ej. 3.*), cuyo resul-
tado significa lo mismo que las raices imaginarias en las
ecuaciones de 2.' grado 6 el valor infinilo en las de 1

2.“ Los valores hallados para las incognitas en los an-
teriores problemas se pueden comprobar, en el 1.*sumando
los tres angulos y viendo si la suma compone 180*; en el
2.* hallando directamente los dos angulos incognitos, y
observando si sumados con el 3.* dan también 180% y en
el 3.° y 4.° calculando uno de los angulos por la férmula
del 1." caso, y comparando el resultado con la bipdtesis
¢con otro resultado bailado anteriormente.

Ejémplos.
44, 1 Dados los tres lados de un triangulo
rtr85, 6:-770, c= 45,

bailar los tres angulos A, By C.
Las formulas que pueden emplearse son (39, obs.)

L.senfA=i[L.(i?— b]+ L.(p—c)-i-2L.r + C,L.Jji-H C~L.cJ
L.seniB=j[L.{p—fl)+ L.(/2—c)+ 2L.r+ CoL.<H-C,L.cj
L.seniC=xetc.

Abora a-t-6-f-c—200; de donde;?=100,;;—«=15,

p—6(=30 y p—c=05.
17
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luego
1.477121
1.740363
127,
l'y,154902
, ¥,346787
19,719173
9,859586 = 1. sen (46°,21'53")
1.176091

1.740363
20,

2,070581

T 346787

19,333822

9,666911=1. sen(27% 40'22")
1.176091

1.477121
T M20,

2 2] 2,070581
y,1 51902
18,878695
9,439347 = 1.sen (L0° 57" 45"

l.aeU™A

|, sen-"B

A= 92"43'46"
{= 55"20' 44"
C= 31"55'30"

A-"B-+-C = 178"118'120"=180".
2." Dados dos lados de un tridngulo y el angulo opues-
to & uno de ellos
fl= 1085, ¢=1098, A= 46°12'42",
hallar los otros dos &ngulos B, Cy el tercer ladob.
Las formulas que deben emplearse , son (36)
senA:a:senC:c,
n= 180"—(A-f-C) ,
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sen A :a:: seiiB : b
Este ejemplo tiene dos soluciones (42, obs.).

Primera solucién.

3,040602 3,033430

9,858393 _9,999343

L.senC«: 85 L.b= 3
'1,964570 '10,141322

'9,863630"L.sen(46»53'57")  3,176298 = L. 1300,7.
B=1S0"—(93"8'39")" 86“51' 21"
Cn46"50'5r’
B= 86°5r21"
¢=.1500,714

Segunda solucién.

180" — (46" 55'57") =133" 4' 3"
B= 180"—(179"16'45")= 0°43'15"

3,035430
3,414137)
L.6=< 4,685504>

10,141522
1,270653 = 1.18,91

¢= 18,91
Comprobacion de la solucion 1.7 (43, 2®

2,532937
2,871490

P sentA=920,
11,823702
4959398

19,187527
9,593763= L.sen(23",6'2I'
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Luego Al=46“12"4r.
De una manera andloga se comprueba la 2. solucidn.
3® Dados dos lados de un triangulo y el angulo opues-
to & uno de ellos

(= 511, <c=869, A=66"10M2"
hallar los angulos Ii AC y el tercer lado b.
En este ejemplo [se emplean las mismas formulas que
en el anterior.
( 2,939020
j 9,961290

L.sen C = 11

Vi 289883
JZI.0,190204

Luego este problema es absurdo (43, 1-]
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