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tiem' jju-ton's 2'y 0, os divi-<or de (M Inego”es imposible obte-
ner dos residuos iguales sin bailar antes un cociente exacto;
por consigiiiente 999... es multiplo de B. L
226 T'ORIMA  iSid denominador ce v.nafraccidn irredv-
cible ec primo con 10, lafraccion decimal equivalente es perio-
dica para. .

Sea la fraccion - A ¥ R el residuo de dividir A por B.

Afadiendo un cero al residuo R y dividiendo por B se ob-
tiene la cifra de las décimas; si enel curso de la operacion se
repite el residuo R, afiadiéndole un cero y dividiendo por B se
reproduciran dicha cifra y las siguientes en el mismo 6rden. y
la fraccion seréd periddica pura.

La Operacion de convertir -jj- en decimal, se reduce & divi-

dir A seguido de un numero indefinido de ceros por”; por tan-
to los dividendos totales pueden representarse por A . in«’,
donde m valdra .sucesivamente 1, 2, 3, 4 etc. )

Para que un dividendo total A . 10 reproduzca el residuo
ALdado por el numerador yl, basta que la diferencia . 10" —A
sea divisible por B [77].

Pero A.10 —A= (10 —1;

y siendo 10" —1 un numero escrito sélo con mieve.s, llegard &
ser multiplo de B [Lema],(?{. con mayor razon, la diferencia
A ;10" —1) serd también divisible por B; luego el residuo R
se repetira'y la fraccion Ozoerlodlca sera pura.

Escolios. 1" Cuando se llega a un dividendo A . 10™ que
reproduce el residuo R, concluye.el primer periodo; y como
cada cero afiadido al numerador A origina una cifra decimal,
el periodo tendré m cifras: pero R s repite cuando B es divi-
sor de la diferencia A 110%—1), 6 sea de 10’»— 1, puesto que
B es primo con A, y no puede repetirse antes [78]; luego si ob-
servamos que 10— 1es un ndmero escrito con m nueves, de-
duciremos que . i . )

El numero decifras delpermio es igual al menor numero de
nmves necesario paraformar un maltiplo del denominad.or.

2" Llamando Cal cociente entero de 0 seaala parte

entera de la decimal periddica pura, y G' al cociente entero de

A - 10"por  estoes, ala parte entera seguida del primer
periodo tendremos.
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AX 10»= B x C mm
A
restando estas igualdades ordenadamente resulta
A[10"-1} = ~(6"—6). [1
Si A termina en cero, el primer miembro es divisible por 10,
?/el segundo tambien tendra que serlo; pero 10 es primo con B,
uego sera divisor de C*— C. Ahora bien, para que esta diferen-
cia sea divisible por 10 es necesario que termine en cero, 6 lo
que es lo mismo, (iue la ultima cifra de la parte entera sea
igual & la dltima del periodo. o )
Luego si_el numerador termma en cero, la iUtima cifra en-
tera y la, ltima del periodo son iguales, t
Por el contrario, si A no teriilina en_cero, como 10 —1no
contiene el factor 2 ni el 5, el primer niicmbro de la igualdad
[1] no termina en cero, por consiguiente tampoco el segundo
'germlmara en dicha cifra, y las dltimas de C v O seran des-
iguales.
Luego si el numerador no termina en cero, la ultima cifra,
enteray la Gltima del periodo serén desiguales.

EskmpLoOs.

1+ Seala fraccién y -.

.. El denominador no contiene el factor 2 ni el 5: luego la frac-
cion decimal equivalente sera periédica pura.

El menor multiplo del denominador, formado s6lo con nue-
we'». es 99; luego el periodo tendra dos cifra.s.

Efectivamente -y =0,4r)45....

2." Sea el quebrado

La fraccion decimal equivalente es periddica pura.

El menor multiplo del denominador, formado sélo con nue-
ves, es 999: luego el periodo tendra tres cifras.

Ademas, terminando el numerador en cero, la ultima cifra
entera y la ultima del periodo seran iguales.

1 Hemos creido oportuno deducir esta conclusion, porque muchos
autores afirman en absoluto que las cifras de que se trata sicuipre son
dosiprunles.
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Efectivamente 6 = 18.518513....

227.  Tkorhma S¢ el denominador de una fraccion irredii®
able contiene elfactor % elfactor 5 ¢ ambon, y ademan vai factor
primo distinto de2y 5. la fraccion decimal eqnhalente es perid
dica mixta; y taparte no periddica tiene tantas cifras como uni-
dades tenga el mayor de los exponentes de'lly 5.

Sea la fraccion irreducible y Rupongamos que

-5= 2753.3.
Querenios demostrar:  que la fraccion decimal equivalente
ﬁsagerlodlca mixta; 2.” que la parte no periddica tiene tres ci-

1. " Lafraccion equivalente & es periodica [223]; si fuese
periodica pura tendriainos la igualdad
il 00 —\)=B [0—0), [226, escolio 2."].

Ahora bien, siendo B factor del segundo miembrg, lo es
tambien del primero; pero B es primo con A, luego divide a
10*—1; lo que es imposible, porque 10" —Iles un numero es-
((:jgt% con nueves, y por tanto no contiene los factores 2 v

Juiego la fraccion decimall es periddica mia(ta. ;

. Supongamos que la parte no periddica tenga m cifras v
n gl periodo. pong 9 P P 9

Dividiendo /1 . 10_ por B, el cociente Csera la parte entera
seguida de la no periddica; y dividiendo A . 10«<* . 10” por B.
el cociente C sera la parte entera seguida de la no periddica v
del periodo. Los residuos de estas divisiones son iguales, por-
que_son los que originan la primera cifra del perioao.

Tenemos, pues,

A .10, 10" = A +
N10»! =B ,0 a-R.
Kestando ordenadamente estas igualdades resulta
A . 10« (10"~ )= ~6)"— O).

Allora bien: 53 es factor de B, luego divide al primer miem-
bro. y siendo primo con Ay con 10” —1 divide a 10«; por
con.figuiente m vale 3 por lo menos. Si w fuese mayor que 3,
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por ejeni})lo 4. (il primer miembro seria divisible por 10*,_ Ille-
so taeibieii lo seria el seg-undo: y corno A & lo mas puecie ser
divisible por 1()3, C —U'loseria’por 10 ¢ terminaria en cero, lo
~ue es imposib e;dporque enti.mtes la Viltima cifra de O seria
igual & la ultima de 0. es decir, la ultima cifra de la parte no
periodica seria ig'ual & la ultima del periodo, y éste empezaria
una cifra antes, quedando la parte no periddica con una cifra
menos que \asm supuestas; lueffo m no es mayor que 3.

dic:fgg (;ionilgmente el numero ae cifras de la'parte no perié-

Ejemplo. Sea el quebrado

Kldenominador esigual 2. . 3; luego la fraccion equi-
va}clente es periodica mixta, y la parte no periddica tendréd tres
eifras.

Plfectivamenie 100 =0.102000...

Il.—'itiivftrwioii de las feneciotiei» deeiiunlex en ordinaria«
e<|iiivalenle«.

228. En In resolucion de este problema debemos considerar
tres casos: 1.” que la fraccion decimal tenga un ndmero limita-
do de cifra«: 2" que sea periodica pura:y 3" que sea perio-
dica mixta.

229. Primhrcaso, Si la fraccion decimal es 0.237. multi-
plicandola v partiéndola por 1000, tendremos

liiei” pY%raconve)'tir mia. fraccion (lecinili 'exacta en fraccion
ordinaria, sepone por numerador la fraccion decimal, prescin-
diendo de la coma, 3/ por denominador la unjdad seqvMa de tantos
ce'os como cifras decimales tiene la fraccion. _

.20, Skguxdocaso. En el nimero 226, escolio 2.“. hemos
visto que

A Cj:

de esta igualdad se deduce [193]

1 Preterimos esta demostracion & otrasmas s,encillasmforque ofrece
Ift ventaia de simplificar notablemente la del nimero
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1 c"-
B 10x—1"
pero C es la parte entera seguida del primer mn-iodo, CVk
parte entera, y m el numero de cilras del periodo: luego
Para hallar lafraccion aeneratriz de tma decimai, periodica
pura, secorre la coma a la aereclia del primer periodo; del nu-
mero que queda a la izquierda se resta taparte entera, si la hay:
y se parte la deferencia por un numero compuesto de tantos nue-
ves como cifras tiene ei periodo.

Ejemplos.

27358—27 .

999
47

1  Seala fraccion 27,358358... La generatriz es

2.” Sea la fraccion 0,4747....... La generatriz es

. 231.  Tercer caso. En el nimero 227 hemos obtenido la
igualdad
A .10 {10>—1) —B[C — .
Como el primer miembro puede considerarse Cfmio el pro-
ducto de A por 10 UQ*—1;, sera [193
A "C—0
B 10»>(10*—L
Pero es evidente que el denominador se compone de n nue-
ves seguidos de  ceros, luego ) ) o
_Para hallar la generatriz de unafraccion decimal qyeriodica
'mixta se corre la coma & la derecha del primer periodo; del nu-
mero que queda d Laizquierda se resta la parle entera seguida
de la o periddica, prescindiendo de la coma; y se parte la dife-
rencia por un numero formado con tantos nueves como cifras

tenga el periodo, y tantos ceros como cifras ienga (a parte no
periodica.

Ejemplo.
534267—514

1®Sea la fraccion 5,34267267... La generatriz es 99900

2.” Hca la fraccion 0,62828----- generatriz 0;;—
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EJERCICIOS.

f® los tefiimos de un quebrado se reti un mismo numero
173 OpIO é S S |O ot e Ps_»PI'u » iTM_

or'e.
3‘/) se pavte la diferencia {,or el rteiomiLdoi Dem XcioS ™

nr. ¢Cudl es el nGmero que sumado con es igual & 1y?

IV. ¢guti ndmero debe afadirse & SO- jiara hallar -3?.»

V. Hallarlos ~ debo.
Vi. Hallarlos -g de jJ-

VII. Hallar los de:i
0 /

VIH. Hallar un ndmero cuyos valgan ;5.

IV. Hallar un nimero cuyos -5 -valgan—7 .

V. Hallar un nimero ciivos 2I val?nn 7 S m

- 63
XI.  Siendo la suma de cuatro nameros, uno de estos -g Y
los demds igaale.s entro si. hallar todos los sumandos.
XIl. Hallar cuatro nimeros, sabiendo que el primero es - dela

suma do todos, el segundo los pl tercero -L. ~ que el ultimo
0s h. ’ 8 ."
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XIIl.  Hallar un nimero que aumentado en sus -~aea igual 4252.

XIV. Hallar un nimero que disminuido ensus -j())/sea iguala 85.

XV. Hallar un ndmero que aumentado en sus disminuido en
LS ’B\/L sea igual & 110.

XVI. Hallar un numero ({ue aumentado en susdisminuido

3

en sus -j- sea igual a4 72.
. S 8
XVII. Hallar un ndmero tal que disminuidos sus en sus

y sus sea igual & 702.

XVIII.  Hallar el cociente de dos niimeros con un error menor que
media unidad ile un orden dado.

XIX. Si dos fracciones irreducibles tienen denominadores primos
con diez é iguales, »d nimero de cifras do los periodos es el mismo.
Demostracion.

XX. Si el denominador de una fraccién irreducible es primo con
10. la diferencia entre la parte.entera seguida del primer periodo y la
]arto entera, es un multiplo dol numerador. Demostracion.

Obsérvese que si la fraccion propuesta es propia, la parte entera de
la decimal equivalente es coro; luego

Si el denominador de una fraccion irreducible y menor que ia uni*
fiad es primo con 10, el periodo sera un multiplo “'del numerador.

XXI. Si la fraccion irreducible menor que la unidad”- origina un

JievioJo P. la fraccién 1 originara un periodo F Demostracion.
XXII. Corolario. Para liallar el periodo de una decimal periddica

|
pura yy >so puede hallar el periotlo de y multiplicarle por .1.

XXIIl. Toda fraccion ordinaria irreducible ,de la forma
4
2", B\

es igual al cociente de otra fraccién ordinaria irreducible do la forma
A- dividida por la unidad seguida de tantos ceros como unidades
tiene el mayor 'le los exponentos de 2 y 5. Demostracion.
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XXIV. Voi-olnvi'j. J.a parto uo pM-iddica de la I'iMcdoii dcidiniil
1

equivalente a ' tiene w eifras, suponiendo « >./<; y id

numero de cifras del periodo es ifraal al menor nimero de nuevos ne-
cesario para formar un multiplo de Ii.

XXV. Este corolario v el escolio 1* del nmero 226, pueden com-
prenderse en el siguiente enunciado:

En toda fraccion decimal periddica, el namero de cifras del perio-
does igual al menor nimero de nueves necesario para formar un mul-
tiplo del cociontc quc resulta suprimiendo en el denominador d« la
fraccion generatriz los factores 2'y 5 que pueda contener.

XXVI. En toda fraccién periodica mixta, la diferencia entre la
parte entera seguicla.do la no periédica y del periodo, y la parte entera
seguida de la_no periddica, es un maltiplo del numerador de la frac-
cion generatriz. Demostracion.

XXyil. Si dos fracciones ordinarias irreducibles, qiic tienen dife-
rente denoininadoi\ equivalen & otras decimales periddicas puras 6 mix-
tas, la suma 6 diferencia de ollas equivaldrd también & una decimal
periodica pura o mixta respectivamente. Demostracion.



UBRO TERCERO.
NUMEROS INCONMENSURABLES,

(JAPITULO PIil. MKKU.
RROPIEDADES DE.LOS NUMEROS INCONMENSURABLES.

232. Sabemos %no si_una cantidad A no tiene medida co-
muan con la unidad i?, es imposible expresar aquella por un
ndmero entero ¢ fraccionario; pero que dividiendo la unidad en
un namero creciente de partes, se obtienen nimeros conmen-
surables que expresan aproximadamente la cantidad A. pudien-
do ser el error tan pequefio como se quiera. }

Sea p una de las partes; suponiéndola contenida m voces en
A quedando un residuo, y n veces exactamente en 7i, seréa

™= n).
A es mayor que m partes de B y menor que /a-f- 1 parte,',

esto es,
A> Mp y A< [m-hl, p.

Si tomamos en vez de”i una de las cantidades y;i;; 6 [m-hLp”
el error en menos 0 en mas sera menor que p, y puede hacerse

tan é)_equeﬁo como se quiera. )
iendo upy [u Y,p conmensurables cou la unidad B.

sus expresiones numeéricas son

mp m
i) wp
0 simplilicuiidi

m Wl

liUrelacidnse lialla cujiirtreiidida tnlre @i".'ijm-bviKlot;,
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cuya difereijcm — lleg-arii & .ser tan pequefia como se quiera Si

baceraos a n suficientemente i"Tande; luego )

Todo nmiero -hlcoqnqu&Jrflbla esté coMprendido entre dos
comnensurablefi, cuya difeTenciapuede  menor que cualquier
cantidad aslgnable, por pequefia que sea esta. o

De nqui se desprende que  puede expresar.se aproxiniada-

., m 1
mente por un numero conmensuvablo - 0 ""ﬁ/\_ siendo el
error tan_pequefio como se quiera.

233.  Si una cantidad experifenhta frasfonnacione.s. sujetas
4 una_ley determinada, que cambian su valor, se llama variallr:
y si tiene un valor fijo <€ llama constante.

Cuando lus valares sucesivos, screc’eiite.s 6 decrecientes, de
la variable se aproximaii cada vez mas a una con.staiite, de modo
que la diferencia, sin llegar U anularse, ])iieda ser t.in pequefia
coam se quiera, dicha constante se llama Ivniile de la variable.

Si la variable tiene un limite, los valores sucesivos de aquella
Son expre.siones cada vez mas aproximada.s del limite.

La fraccion y del niiinero anterior es un ejemplo de

cantidades variabfes.
Sabemos, en efteto, que dividiendo la unidad en un nimero

creciente de partes, —.ﬁadquiere valores cada vez mayores v
mns proximosdpndiendo ser la diferencia tan pequefia
como se quiera; luego el numero incanniensurable es el

limite superior de la cantidad variable

Otro ejemplo do cantidades variable.'«, son las fracciones
per.ddicas.A.<i, In fraccion 0.353535... recibe valore.s crecien-
tes,. a medida que aumenta el numero de cifras decimales: un
alor Célal%mera de esta traccmék difiere do la generatriz en
%1@?183 @ 0RA unidad decimal det dltimo 6rden; fuego au-
mentando suficientemente el nimero de cifras, la diferencia

sera tan pequeiia como gqueramos: por consiguiente es el
limito de 0.353535..,
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. Ob«er\ede que los limites pueden ser conmensurables ¢
inconmensurables.

234. Lema. iSi una caniidad tarialle tiene dos limites, estos
son iguales.

Sea a \ina variable con dos limites Ay B, que supondremos
superiores.

Si estos limites son desiguales, la variable podré aproxi-
marse cuanto se quiera al menor de ellos,«7? por ejemplo, pero
no al mayor A. En efecto, dicha variable es siempre menor que
B [233], por lo tanto le falta para valer A una cantidad mayor
guela diferencia entre A y B, lo que es contrario & la definicion

e limite; luego A = B.

liazonarfamos de un modo andalogo, si los limites do la
variable fuesen inferiores.

- Adeniés. es evidente que una variable no puede aproximarse
ala vez & dos limites uno superior y otro inferior.

235. Teoriimvde los u'mitiis. 1S, los calores sucesivos de
dos cantidades variables son siempre respectivamente igv,ales. los
limites también son iguales.

Sean ay b dos variables constantemente iguales, y A, B sus
respectivos liinite.s.

Siendo 1t Iy b constantemente iguales, pueden considerarse
como una sola variable con dos liulite.s Ay B: luego, segun el
lema anterior, A = B.

236. Teoremy. &Y limite de una suma de rautidades varia--
bles, es la suma de los limited! dx dichas variables.

Sean a, b, ¢ tres cantidades variables, que tienen 4 A, B, C
respectivamente por limites superiores.

Si estos limites son nimeros incomneiisuvables, represente-

entre cy c. y las diferencias comiiensurables a8’ —a, " —hy
c'—c pueden ser menores que cualquiera cantidad asignable,
por pequefia que sea [232].
s evidente que la suma .4 -f-6' estard comprendida

entrea b cya+V c.

Llamemos i?, dJ, dJk las diferencias mencionadas, y sera

a = a-tf IA= b-t- di® c=cH
Sumando ordenadamente estas igualdades, tendremos
-Ab' -he' = a-\~b A-cA-d-\~d'-h d".
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0 Z-h -hC (i~hz=hQ-j- (d~hd -i-d"]
de donde [(c, N ¢)— [d+ h+ ¢) = d~hd! 4-d".
Pudiendo ser d, d', d" tan pequefias como queramos, la suma
d-\-d' 4 d" estara en el mismo caso; luego las sumas aj4-h'4-c'
y «-f-, H-c se diferencian_en una cantidad menor que cual-
quiera asignable, por consiguiente cada afiade ellas se dife-
rencia de A4- BA~ G, con mayor razon, en tan poco como se
quiera: luego el limite &4-04-¢ A B 4 C.
Si los limites de a, by c fuesen conmensurables, llamando
d, d'y d" & lo que falta & cada una de las variables, considera-
da en un momento cualquiera de su crecimiento, para llegar al
limite respectivo, tendremos
AN d4-d, B Db4-d. C=c4d?
de donde facilmente se deduce
{A4-B  C—{a*hd-cjrd-4d’" d",

como la suma -~ uede ser tan pegquefia como que-
¥amos, resuma P Peq f
Umit; de [d-\~b4-c) — A-{~B4 G
237. Teorema. EI limite de Id diferencid entre dos canti-

d%%eizstanabus, es la diferencia entre los limites de dichas va-

Sean ayb dos variables; Ay B <us limites.
Sean ademas
a—b=c¢c y A—B—C
De estas igualdades se deduce
a=b~"c y A~BaC
_ Laprimera«= ¢ H-c se verifica siempre, esto es, las va-
riables ayb4~c son constantemente iguales, luego sus limites

lo_son también [23%] El limite de aes A, el &db -hces B 4-li-
mite de c [236]; fuego

A—B limite de c,
pero A~ Ba C
luego Um. dec~ C.
Lo que debiamos demostrar.
. Escolio. Si ¢ fuese constante, se veriticaria también la

Igualdad
(t-=-b 4~c;
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el limite de aes A, el de -hces evidentemente * ¢ jyeqo
A-c,
y como A —B a-0,
resulta c=C

Por consiguiente el teorema es, cierto en este caso, iDuesto
%Je el ||13|t de ¢, cuando esta cantidad es constante, es la mis-
acantidad c. =
238. Teorema. EI limite de un producto de varias cantida-
des var/.ables, es el producto de los limites de dichas variables
Consideremos, en primer lugar, dos variables ay h cuyos’li-
mites superiores sean los nimeros inconmensurables 4 vj*-v
noYlsh y A variables que tengan 4 A 'y B por limites infe-

Tendremos _
@=fi 9 h'= b-hd.
aiendo i/g d/ nt]meri)ds 8onmensFrables: multiplicando ordena-
amente estas Ig-naldades, resulta
ab= Pfd[b-hd)= abA- ad -j- dnh f- dd..
de donde
</ —akt~ ad' -h db H-dd".

_ Pudiendo sciyj v d' tan pequefias como queramos, los tér-
minos m , dby dd, lo seran también, y lo mismo sucedera & la
suma; luego los productos™ y a'b', ‘que evidentemente com-
prenden a | pueden diferenciarse en una cantidad menor
que cualquiera a.signable; por consiguiente ab se aproximara
con niayor razon a ,4.” todo cuanto queramos.

Si los limites Ay B fuesen numeros conmensurables re-
presentando por y la cantidad conmensurable que falta a
cada variable a 'y b, con.siderada en un momento cualquiera de
su crecimiento, para llegar al limite respectivo, tendriamos

A — aA~d, B = h-\~d\
de donde se deduce facilmente

1 Este resultado ¢ = ¢7in.licrr que si la diferencm entre dos cantida-
des tavLoMes es una cantidad constante, la diferencia entre los limites dr
tas ecanaoles es laual & dicka constante.

Puey considerarse este teorema como «na generalizacion <lel de
(Blimites, pues cuando 0= 0, sera U= 0. esto es. cuando las V.ria-
ules s"an iguale.s lo s.«ran también sus limites.
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AB — (h= ad'-hdb-\-dd".
Lo que demuestra el teorema cuando los factores son dos.
Si las variables son a, h. cy sus limites A, B, C, el limite de
ah sera AB\ luego el de abxc serAAB xC b ABC.
Hariamos el mismo racionamiento si las variables fuesen
cuatro, cinco etc. o ) )
239.  Teorema. M linvite del cociente de dos cantidades va-
riables, es el cociente de los limites de dichas variables.
Sean a, b las variables y A, B sus limites.
Sean ademas
A
B - C
de estas igualdades .se deduce
a=be, A="BC.
Laprimeraa~bc  verifica siempre, esto es, las variables
ay ¢csonsiempre iguales, luego también lo son sus limites.
EldeaesA, el de bca>>B x limite de c [238]; luego
A= B x limite dec.
y como A —BC,
resulta tim. dec=-C.
Lo cual debiamos demostrar.
_Escolio. Si cfuese constante, la igualdad a= bc se veri-
ficaria también; el limite de aes A, el de he es evidentemente
Be; luego

A= Be.
y COmMo A= BC.
resulta N= pr

lu'~go el teorema es cierto en este' caso. )

2 _ En vistade los cuatro teorema.s Gltimos llamaremos
snma. diferencia, producto y cociente de nimeros inconmensu-
rables, al limite de la suma, diferencia, producto y cociente de

,. 1 Este resultado indica que sxel cociente de.dos vnrialxles es consianle,
€l cociexite de los limites de las variables es if/ua;, & dicha constante.
Puede considerarse este teorema como una generalizacion del de los

fiimiteg, pues si = 1 esto es, si = 5 serd ld~
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lod numéros coninensumbles que tienen por limites los incon-
mensurables propuestos. _ _

2il.  Tiiorkmv. Sietnpre que tcnfjamos una igualdad eu cu-
yofl miembros entren sumas, ‘diferencius, productos 6 cocientes

de nvnietos connieusurables nariable” y la igualdad sea, cierta
para tnilos los valores sucesivos de estos, podrémos sustituir cada
variude por su limite respectivo, sin que la |?ualdad se altere.

bm electo: siendo constantemente ig'uales'Tos dos miembros
sus limites lo son también. Al tomar estos, las sumas, diferen-
cias, protiicto.s o cocientos que encierre cada miemliro. ten-
aran por Inmtes otras .sumas, diferencias, productos 6 cocientes
Alos teimings de cada una de esta.s operaciones seran sustitui-

LiieMo la Unica variacion que experimenta la iii*ualdad. es
el cambio de las variable.s por Sus respectivos limite. A

K.IMMI'.US.
~1" Sia ¢ nison cantidades variables y nl b\ o, m! sus
limites respectivos, tendremos siempre la igualdad
\a-\~-b gm= amH hm -f- cw.
el limito del primer mlembrgn:evswl!fégsy %@f guate.s Rero
‘a'-i-b'-hc’)m':
y el dcl segundo
ami-f~-ym'-hcml
0 ~ -I- H-Cm'.
sus liniiu>s" " iiivntidades variables, y al, b', ¢' d',
Tendremos siempre
ahcd — he(ul\
pero el limite de ahed ¢*a'h'c'd’, v el 4e es h'd a'd-
a'y c'd'=yda'd".
) iji'nal método, es facil evidenciar que todos los
iemem.as cud articulo VIdAi)rlme?ca_pltqu del

(mmo anteunr para numeros'con mensurables, em igua’mente
oertos para los nimeros inconniensnrahles.



28

i:\pitulo segundo:

RAIZ CUADRADA-

I,—Rtiiz eiia(lr;t«la «lii los néiiiepos eiilorns.

242.  Hemos diclio [70] que cuadrado do un nimero os el
producto de multiplicar diclio nimero por si mismo.
Asi, el cuadrado de Kes 8. Hu (4 R
'Raiz: cuadrada tp U nUmero e<otro numero cuyo cu-adrado
eaigual al primero.
L sl, la raiz cuadrada de 64 es 8, porque 8- —64.
» Para expresar la raiz cuadrada de un nimero se emplea el
ayno radical . que se lee raiz cuadrada de.

La raiz cuadrada de 36 se expresa por V 36.
Los cuadrados de los nuinero.s
1 2, 3 4 0, 0, 7, B 10,
son respectivamente
1 4 9 16 20, 3. 49, 64 81, 100
Reciprocamente, las raices cuadradas de los numeros de la
seffunda linea, son los corrrespoiidientes en la primera.
243.  Ks evidente que cuanto mayor es un numero, mayor
es su cuadrado; por consiguiente cuanto mayor sea un numero,
Wraiz cuadrada.mayor

7

or.

Siendo 101a raiz cugdrada do 100, la de un numero menor

que loo serd menor que 10; por lo tanto, entre los nimeros me-

nores que 100 solo hay nueve cuya raiz sea un nimero entero,

y se concibe que entré los mayorés exi.sten muchos cuya raiz no

es un namero entero.

Teoruma. la raiz cuadrada de un numero entero no es oiro

entero, tampoco sera un numerofraccionario.

Si la raiz fuese el nimero fraccionario '|*,quesupondremos
. . . a
reducido & su mas simple expresion, el cuadrado seria igual

al numero dado: porosiendo i una fraccion irreducible, ayé
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sull primui elitre si; Inug-u a” y h” también lo Sun [117], y

serd_una fraccion irreducible [144]; por consipmiente no puede
ser ij*ual al niunero propuesto.

Siendo iinposible expresar estas raices J)or un ndmero en-
tero 6 fraccionario, son inconmensurables con la unidad & que
so reiiere el nimero, y no pueden bailarse exactamente.

/44, Raiz cuadrada untera e un nimero es la raiz exacta
defmayor cuadrado entero contenido en dicho nimero.

KL exceso liel nimero dado .sobre el mavor cuadrado entero
contenido en el, se llama residuo.

La raiz enterade 87 es i), porque el mayor cuadrado entero
(éolntegido en 87 es 81, cuya raiz exacta es’9; el residuo es 87 —

_ De las definiciones dadas se deduce: 1® Todo nimero es
igual al cuadrado de su raiz cuadrada exacta. 2.” Todo numero
es igual al cuadrado de su raiz cuadrada entera, mas el residuo.

A La diferencia entre laraiz enterade  ndmeroy
la exacta, es menor que una unidad. )

Si el nimero es 7U, por ejemplo, estard, comprendido entre
dos cuadrados entero.s consimiitiros G4y 81. lueg-0 su raiz estara
comprendida entre las raices 8y 9 de dichos cuadrados: estas
raices se diferencian en una unidad; por consigmiente \/75 di-
fiere_de cualquiera de ellas en menos de una unidad.

245, En la extraccion de la raiz cuadrada entera de un nd-
mero entero, distinguiremos dos casos: 1." que el nimero sea
menor que 100; 2." que sea mayor.

246. P rimer CASO_ Si el numero es menor que 100, se ha-
llara facilmente su raiz entera examinando los cuadrados de los
diez_primeros nimeros

Fistos cuadrados deben saberse de memoria.

_ 247. Teorema. EI cuadrado déla suma de dos nimeros es
igual al cuadrado del primero, mas eIduFIo del producto del pri-
mero™ por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

Sea a el primer numero y hel segundd; la suma de los dos
serda h.y sucuadrado {a-h

Tenemos
a-h  =la-hb}(@a-hb= a.a-ha.bd~b.d b .b=
a”~- ah -\~ab-\-h"*
Osea [a>r-p = ar

Lo que demuestra el teorema.



130
248. CoRiLASIio.  Todo nimero mayor que 10es igual & sus
decenas mas sus unidades; luego

E | cuadrado de un nimero mayor que 10 consta de tres par-
tes 6sumandos: 1.“cuadrado de ldd decenas; 2.“duplo del produc-
to de las decenas por las unidades; 3." cuadrado de las unidades.

Si el ndmero es 67 se descomponeen 60 7,y su cuadrado
serd 602+ 2 .60 .7 + 72,

249. Segundo caso. Propongdmonos ya extraer la raiz cua-
drada de un numero mayor que 100, y principiemos por uno
que solo tenga tres 6 cuatro cifras, 7849 por ejemplo.

Como este numero es mayor que 100, su raiz es mayor que
10, y siendo todo numero igual al cuadrado de su raiz entera
mas el residuo, 7849 se compone del cuadrado délas decenas de
dicha raiz, del duplo de las decenas por las unidades, del cua-
drado de las unidades,(}/ del résiduo, si lo hay.

El cuadrado de las decenas es un nimero justo de centenas,
pues debe terminar en dos ceros, las que estaran comprendidas
en las 78 centenas del nimero dado; luego la raiz entera de 78
no sera menor que la cifra_de las decenas déla raiz. Tampoco
puede ser mayor, porque si son a las decenas de la raiz, ésta es
cuando mas igual ait decenas mas nueve unidades; y si la raiz
entera de 78 centenas fuese a decenas mas una decena, tendria-
mos que la raiz de 780D .seria mayor que la de 7849, lo que es
imposible [243]; luego

Extrayendo la raiz cuadrada entera de las centenas de un
numero., se obtienen las decenas de su raiz.

La raiz entera de 78 es 8.

Restando de 7849 el cuadrado de 8 decenas, 0 sea 64 cente-
nas, la diferencia 1449 se compone del duplo de 8 decénas mul-
tiplicado por las unidades de la raiz, del cuadrado de éstasy
del residuo. )

El duplo del producto de las decenas por las unidades es un
nimero exacto de decenas, pues terminard en un cero,
debiendo estar contenido en 1440, lo estaré en las 144 decenas
del resto; luego dividiendo 144 por el duplo de las decenas, el
cociente no sera menor que la cifra de las unidades de la raiz;
pero podra ser mayor. ) .

Nada se opone, en efecto, a que el cuadrado de las unidades,
mas el residuo, compongan un numero de decenas igual 0
mayor que el duplo de las decenas de la raiz; y cuando esto su-
ceda, el cociente serd mayor que la cifra de las unidades.

Dividiendo 144 por 16, duplo de las decenas de la raiz. el
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cociente es », y como esta cifra puede ser mayor que la de las
unidades, es riecesario comprobarla. )

Para esto, elevaremos la raiz hallada 89 al cuadrado, y si
obtenemos un numero igual 6 menor que 7849, la raiz hallada
sera la verdadera; y restando su cuadrado_del nimero pro-
puesto, obtendremos el residuo de la operacion.

Pero habiendo restado ya de 7849 el cuadrado _de las dece-
nas, loque ha dado 1449 se obtendra mas facilmente el re-
siduo restando de 1449 el duplo de decena3for unidades vy el
cuadrado de éstas, esto es, 2.80.9 -f-9-'= 1521

Siendo este nimero mayor que 1449, el cuadrado de 89 es
ma”mr que 7849; luego la cifra 9 es mayor que la verdadera.

plsr%énu éndola en una unidad, y comprobando la cifra 8,
sera 2 .80.8 h- 8= 1344, nimero menor que 1449; luego 8 es

la cifra, de las unidades, y 1449 — 1344 = 105 el residuo de la
operacion.

Obsérvese que

2 .80.8+ 82=[2.80+ 8) X 8,
y que terminando 2.80 en un cero, la suma 2 . 80 -h 8 se for-
mara escribiendo las unidades 4 la derecha del duplo de las de-
cenas: si multiplicamos el numero 168, que resulta, por las

unidades, tendremos el duplo de decenas por unidades mas el
cuadrado de éstas.

La disposicion préactica de la operacién es como sigue.

7849
6400

1449 168
1344

105

Supongamos, ahora,_que el nimero tenga cincoodseis cifras,
y sea por gjemplo 256517 g

326517 571
2500

765 107
7409.

1617 14
114 1

476

entera de 3260 centenas esigual &las decena.s de la raiz.
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OoiiH) 34C5 tiene cuatro cifras, sabemos extraer su raiz cua-
~ - )

dra _?egt%tr? g’d%lll%gﬁngb dadoel cuadradq’o de 57 ﬁecenas, }a 5.
fereiicia sera el duplo de 57 decenas por las unidades de la raiz,
mas el cuadrado de éstas, mas el resiuuo; por coiisip-uiente, di-
vidiendo las decenas de dicha diferencia por el diiplo de 57, el
cociente sera la cifra de las unidades, 6 una cifra nigor.

Pero al extraer la raiz de 3205, heino.s restado de este nu-
mero el cuadrado de 57, obteniéndola diferencia 16; y como el
cuadrado de 57 decenas se forma ag-re”-ando dos ceros a la de-
recha del cuadrado de 57, resulta que para obtener la diferencia
entre 326517y el cuadrado de 57 decenas, basta colocar & la de-
recha del resto 16 las dos Gltimas cifras del nimero propuesto,
estotsals\}i |!enl 0 ?551_57'161 decenas del résto por 114, 'digrio 'dé las
decenas de la ruiz, obtenemos 1para ciira de las unidades, y
comprobandola por el método del ejemplo anterior, vemos que
es Iﬁvenla era. . . . g .

aciendo extensivo este razonamiento a un numero de 8 ci-

fras, después a uno de diez etc., veriamos que el procedimiento
de ios ejemplos anteriores puede aplicarse a cualquier nimero.
_ Para hallar la primera cifra de la raiz hemos dividido el
numero dado en grupos de dos cifras, empezando por la dere-
cha, v extraido la raiz entera del ])riitier.grupo de la izquierda;
las cifras restantes se lian obtenido por medio de divisiones. Se
forma e' pi imer dividendo restando del primer grupo el cuadrado
de la primera cifra de la raiz, considerada como unidades sim-
ples. colocando & la derecha del resto el grupo siguiente, y se-
arando con un punto las decenas del nimero que se forma.
os dividendos restantes se han obtenido colocando & la dere-
cha del resto anterior el grupo correspondiente, y separando

una.cifra. . . . -
a'I'Codas las consideraciones anteriores conducen a la siguicn-

extraer la raiz cuadrada entera de wa entero mayor
tnic 100, se divide el nv'mro en grupos de dos cifras, empezando
por la derecha: se extrae la raiz entera del primer grupo de ja
|zq|werd_a que podra tener unasola cifra, loque da laprimera
dJla raiz. El cuadradode esta cifra se resta del primer grupo,
y a la derecha del resto se coloca el ser/undo: se separan las uni-
dades del numero que seforma, y se dividen las demias por el
duplo lie I'dprimera cifra de laraiz, lo que da otra cifra, que
dele aduiprooarse: para esto, se escribe la cifra que se comprueba
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a la dei'c.cha del da-plo de la mi:” hallada, // el minierd (/ae reHiiUa
se multiplica por dicha ci-fin; si d producto puede restarse del
dioidemo seguido de la cifra separada, la que se comprueba es la
segunda de la raiz, g se colocapor lauto a la derecha de la pri-
mera;pero si la suslracclou es imposible, se disminuye la cifra
comprobada cu una_unidad, ;/ la nueoa cifra se sonele” d identica
comprobacion, continuando asi hasta que la sustraccion sea po-
sible-, una vez efectuada, se coloca & la derecha del resto el tercer
grupo, se ditiaen las decenas del numero que seforma por el
duplo de la raiz hallada, y se comprueba d cociente como el an-
terior, continuando del miSmo modo hasta emplear el Gltimo gru-
po. RI tltimo resto es el residuo dela operacion. )

Sinlgun dividendo es menor que cldivisor respectivo, sepoup
un cero en laraiz, se baja el grupo siguiente, y se continua la
operacion por el metodo_ordinario. ]

Obsérvese que la raiz tiene tantas cifras como grupos resul-
tan en el nimero. ) )

. Tijoriim\. La diferencia entre los cuadrados de dos nu-
me_ré)sdenteros consecutivos, es igual (d duplo del menor mas una
unidad.

Si a es el menor de los numeros, ii-H 1 serd su consecutivo.

El cuadrado de it-h 1 es

‘a-\-a'"Mla~r 1
y el cuadrado de a es a-\ luego la diferencia entre estos cua-
drados es2i3IH- 1, esto es, el duplo del menor mas uno.
251. Corolario. El residuo de la raiz cuadrada de un nn-
mero. es menor que el duplo de dicha raiz mas una unidad.

Siaes la raiz entera de un namero, erd éste mayor que a*
y menor que 1}¢, la diferencia entre estos cuadrados es
¢a'l- 1 luego el exceso del numero dado sobre a, esto es el
residuo, e”*menor que 2it H- 1

liO cual debiamos demostrar.

Segun esto, cuando un residuo sea mayor que el duplo de
la raiz hallada, ésta sera menor que la verdadera, y debera
aumenfarse la Gltima cifra en una unidad., . .

En la practica, al hallar una cifra de la .raiz por medio de
la division, se toma con frecuencia para dicha cifra un miniero
menor que el cociente, & lin de disminuir el nimero_de compro-
baciones. Esta precaucion, conveniente en In mayi.r parte de
los casos, es causa, algunas veces, de que la cifra elegida por
tanteo sea menor que Ta verdadera, lo que e conoce facilmente
com}>arando el residuo con el duplo de la raiz.
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252. Sabemos ya extraer lara’Zcuadrada de un nimero en-
tero, con un error menor que una unidad; pero esta aproxima-
cion es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo que va-
mos 4ocuparnos en extraer la raiz de un numero entero, con
un error tan pequefio como se quiera. o

Debemos, ;I:)_ara esto, demostrar antes el siguiente

Teorema. L(iraiz cmdrada de mi producto de variosfacto-

res, es igual al producto de las raices cuadradlas de losfactores.
Sea el producto ahc.

Queremos demostrar que
Vahc = \ «. V"b. c.

_ Enefecto: \/ii. \*b. Ve serd la raiz del producto abe,
siempre que elevandola al cuadrado resulte ahc; pero

{Va. Vb. Ve f =[Va. Vh. Ve ixiVa. Vb. Ve }=

Va.Vb-Ve .Va.Vb .Ve —Va.Va.'v'h.Vh.Vc.Vc =abc.
Luego el teorema enunciado es cierto.
253. Pkoblema. Evtraer laraiz cuadrada del entero  coa

1

un error menor que —.

Segun el teorema anterior, tenemos

Vn.-V=VW*Vn¢ =Vn.n:
partiendo por n los dos miembro.s de e.staigualdad, sera
vinrA” —
n VN.

La raiz cuadrada de N. n” est4d comprendida entre dos en-
teros consecutivos my m mal luego su cociente por n lo es-
A N -

m-h - .
tara entre - Y Y como la diferencia entre estas frac-

ciones es - la primera de ellas Flseré la raiz cuadrada de

N, con un error menor que—£.
Este error sera tan pequefio como queramos, puesto que

siendo n suficientemente grande, la fraccion - sera menor que
cualquiera cantidad asignable.
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Observando que la fraccién — se obtiene partiendo por n la

raiz entera de iV. podremos enunciar la regla siguiente:
Para hallar laraiz cmdrada de na entero, coa un error me-
nor que una unidadfraccionaria dada, se multiplica el entero por
el cuadrado del denominador de la unidadfraccionaria, se extrae
la raiz entera del producto y se divide por dicho denominador.
Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada de 236 con un error me-

nor quei .
Multiplicando 236 por 132 resulta 39884; la raiz entera de
este numero es 199; luego la raiz pedida es

254. *Jla unidad fraccionaria dada es decimal, por ejem-
plo 0.001, se obtendra el cuadrado del denominador 1000 con
solo duplicar el namero de ceros; el producto del nimero dado
por este cuadrado se obtiene afiadiendo los ceros & la derecha
del nimero, v finalmente la division por el denominador se efec-
tla colocando la coma en el lugar correspondiente; luego

Para hallar laraiz cuadrada de un numero, con un error
menor que una unidad decimal, se anade a la derecha del numero
dos veces tantos ceros como tiene el denominador de la unidad de-
cimal, se extrae la raiz cuadrada entera del numero que o'esuUa,
y Of laderecha de dicha raiz se separan ¢mias cifras decimales
como ceros lenga el denominador ele la unidad dada.

Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada del nimero 345 con un
error menor que 0.01. i

Colocaremos cuatro ceros & la derecha del numero, y extra-
yendo la raiz entera de 3450000, obtendremos 1857; luego la
raiz buscada es 18,57.

Il.—ltaiz «iiadrada de los niumeros lraecionarlos.

255. Teorema. Laraizcuadrada de unquebrado, es igual &
la raiz del numerador partidapor la raiz del denominac”or.
Sea el quebrado Cuyos términos son enteros.
Vamos & demostrar que

41T \/r
\' h-ft
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Kn efecto: los tériuinos del sequndo miembro serim ndmeros
conmensurables 6 inconmensurables, seg-un que a y b sean
cuadrados 6 no lo sean; pero en todos los casos tenemos [2-U)

NG _\va A AV Va A
AT ~'ViAV A ve T '

Luego es la raiz cuadrada de o
\"b A

250. TnoKKMA  Para qut la raiz de m quebrado irredaci-
bh sea un nimero conmensurable, .se necesita y basta que los dos
términos del quebrado sean cuadrados.

Sea el quebrado irreducible-".

Su raiz cuadrada no es un _numero entero, porque el cua-
drado (lo un nimero entero seria otro entero y no podria ser

igual li la fraccion irreducible
Para que dicha raiz sea un quebrado -",que siempre pue-
de hacerse irreducible, cs necesario que el cuadrado de  sea

igual & o V como el cuadrado on & también irreducible, es
necesario que se verifiquen las igualdades

esto es. queay b.sean cuadrados. . )
La condicion enunciada es también suficiente, pues si el

. . \25 5
quebrado es —%?r> su raiz cuadralia es K
~ 257. Tborkma. Siel numerador de un quebrado noescua”®
irado, y eldenominador lo es. partiendo la raiz entera delnu-
merador por la exacta del denoininadnr, . obtiene la raiz dcl

((Jjuebrado con un error menor que la unidad disidida por la rai:
el denominador.

Sea el quebrado
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Su raiz cnadrmia es numerador estA

compremlida entre 8y 9, luego la del quebrado lo estam entre

?. V.1- Dor tanto — serala raiz del quebrado propuesto, con
7 7TW 7

1
un error menor que -Ir-

Siempre se puede conseguir que el denominador una
fraccion siia cuadrado, ninltiplicando lo» dos 1.
cho denominador. Kxtrayendo la raiz cuadrada del quebr.
que resulta, se obtiene la del propuesto, con un error menor
que la unidad partida por el denominador de este.

Si tenemos, por ejemplo, el quebrado , multiplicando

7. 15
por 15sus dos términos, resulta el tjnebradn equivalente .

La raiz entera 10del numerador partida por la exacta 15 del
dcnomiimaor <a para miz da con m, error menor

1
que -pr e
em  Propongamonos extraer la raiz cuadrada de una frac-

~*"ElHbiftudo estiis fracciones en forma de quebrado ordi-
narig, imeden aplicarse & ellas las reglas anteriores. )

Si la fraccion th-ne un nimero i>ar de cifras <lccnnakj>. su
denominador es cuadrado; y si el numero de cifras decimales es
impar, se hara par afiadiendo un cero a la derecha.

Sea el nimero decimal 3,7543. At

Déandole forma de quebrado ordinario es

La raiz entera 193 ;el muaerador partida por 100, da 1,93
para raiz del nimero dado, cou un error menor quo >

Si el nimero dado es-5.23.). amuhendo un eeio a
«era 52350; v la raiz se obtendra como en el ejemplo

Asi direinos: la raiz entera de 52350 es 228, luego la del nu-
merq dado es 2.28.

De lo expuesto se deduce gne . . QHIr-

P/rrrr rorrar fa rah rmdra™f dernti'K. ficn.la
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(UiiiL cero afiu derecha,, si ei numero de cifras decioiales es im-
par, seprescinde de lacoma, seiiaila la raiz entera del numero
entero que resulta, y se separa en la raiz una cifra decimai por
cada dos de las que tiene el numero. El error que se comete es
menor que una unidad del ultimo orden decimal de la raiz.

Agregando ceros d la parte decimal de un nimero dado,
puede tener éste cuantas cifras se desee, y como cada dos de
ellas originan una en la vaiz, la aproximacion podra ser tan
grande como queramos.

En la practica se afiaden los ceros & los residuos, sin poner-
los antes & la derecha del nimero.

Ejemglo. Hallar la raiz cuadrada de 8,5 con un error menor
ue 0,001.

q . L .
_Para consequir esta aproximacion, necesitamos llegar en la
raiz a la cifra de las milésimas. o
La operacién se di.spone del modo .siguiente.

85 O 2915

150 40
90.0 581
9190.0 5825

2 7715

La raiz es 2,915.
259, Laraiz de un quebrado ordinario i)uede obtenerse con-
virtiéndole préviamente en decimal, y hallando la raiz de éste.
_Si la decimal equivalente fuese périddica, se toinariaii dos
cifras decimales porcada una de las quehubiesede tener la raiz.

Ejemplo. Hallar laraiz de §0N un error menor que 0.001.
Convirtiendo la fraccion dada en decimal, se obtiene

j = L333.

Puesto que se pide a])roximacion hasta milésimas, la raiz
debera tener tres cifras decimales, v el nimero el doble, 6 sean
seis.

1933333 1144

3.3 21
1233 2 25
Jos33 234

10 17
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IMr Gltimo, la raiz cuadrada de un nimero mixto se obtiene
reduciéndole a quebrado y extrayendo la raiz de éste.
: Pkobu™\. Hillxr una mecUa proporcioml entre dos
nameros a y b. o . o ]
Sabemos que la inedia factorial entre izy ies una cantidad

X tal que

a X
X i
de esta if>ualdad fraccionaria se deduce
X = ab,
y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, sera
X= ah;

liiei™o para haHar nm mediafactorial ¢ proporcional entre dos
nameros, se extrae la raiz cuadrada del producto de dichos nu-

meros. - :
Ej)em lo. Hallar la inedia factorial entre 120y 30.
2eiTun la repla anterior

X = \/120.30 = \ 850m 6 J=ni.
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CAPITrLO TKRCHUO.
RAIZ CUBICA.

g._ Htii/, ci'iMca (ic los nGiueros enteros.

_ . Sabemos [70] que cubo de mi nimero es el producto de
murtiplicar dicho nimero por si mismo dos veces.
Asi, el cubodedesd . 4.40604
R.\iz QBICA de xm numero es otro numero cuyo culo es iguai
al 'primero. .
Asl. laraiz clibica de 04 es 4; porque 4="=04.
Ihlrat expresar la raiz cubica de un nimero, se emplea el

sigiio v que se lee cubica de.

raiz clbica de 27 se expresa por V27. o

El niumero 3 que acompana al radical, se Ilama ‘indice.

JiC6 cubos de los nimeros

1 2, 3 4 0. 7, 8 10,
son respectivamente

1, 8 27 04 125 210, 343 512, 729, 1000.

Reciprocamente, las raices cubicas de los numeros de la se-
gunda linea, son los correspondientes en la primera.

262. Es evidente que cuanto mayor es un ndmero, mayor
es su cubo: por consiguiente, cuanto xnayor sea Xin NUmero,
max/or sera su x'aiz cubica.

Siendo 10 la raiz cibica de 1000,1a de un ndmero menor
gue 1000 ser4 menor %?)8 10; por consiguiente, entre los nu-
meros menores que 1000 solo hay nueve cuya raiz cubica sea
exactamente un ndmero entero, y se concibe que entre los
mayores existen muchos cuya raiz no es un nimero entero.

Teorema. Si laraiz cubica de xin numero entexo no es otro
exitexo, tampoco serd un numero fraccionario.

Si la raiz fuese el nimero fraccionario  que supondremos

reducido & su mas .himple expresion, el cubo.sem igual
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al nimero dado; pero hiendo  una fraccion irreducible® «y ¢

son primos entre si: luego y  también lo son [117],y d

serd una fraccion irreducible [144]; por consiguiente no puede
ser igual al nUmero propuesto. ) )

Siendo imposible exxn-esar estas raices por un _numero en-
tero 6 fraccionario, son inconmensurahlefi con la unidad G que se
refiere el nimero dado, y no cPueden hallarse exactamente.

263. Raiz cubica untura de un nimero es la raiz exacta lid
mayor cabo entero contenido en el nimero. )

El exceso del numero dado sobre el mayor cubo contenido
en él, se llama_residuo.

La raiz cubica entera de 284 es 6, porque el mayor cubo en-
tero contenido en 284 es 216, cuya raiz exacta os 6.

El residuo es 284 —216 = 68.
~Ue las lefinicione.s dadas se deduce: 1." Todo numero es
iyual al cubo de su raiz cubica exacta. 2.“ Todo nimero es igual
al cubo de su ra.iz clbica entera, mas el residuo.

Ti-ouiima. La diferencAa entre la raiz cubica entera de unnd-
meroy la exacta, es menor que una %inidad, ]

Siel nimero es 80, por ejemplo, estara comprendido entre
(s cubos_enteros consecutivos 64 dy 125; luego su raiz estara
comprendida entre las raices 4 y 5 de dichos cubos: estas raices

e diferencian en una unidad, por tanto /SO difiere de cual-
quiera de ellas en menos de una_unidad.

261. En la extraccion de la raiz cVibica entera de un numero
entero, distingnireraos dos casos: 1" que el nimero sea menor

que 1000: 2." gue sea mag_/or que 1000.
265, PUIVKHCASO  Si el nimero dado es menor que 1000. <
liallara IVicilmente su raiz entera, examinando los cubo -de 10>

diez primeros nimeros que deben saberse de memoria.

266. 'Thoruma. EI cubo de la suma de dos nimeros es lyunl
al cubo del primero, mas el triplo del cuadrado del prh/vré por
el seijando. mas el triplo delg™rimeropor el enmadrado dd segun-
do, mas el cubo del segundo.

Sea a el primer nimero y bel segundo; la suma de los dos
serd a4- b, y su cubo {a-hb)” . ]

Ahora bien, {a-\-bd"= {a~j-¢j (it-HI) [a-hbj =
Vcomo [217] Ma-\-n'd*— a~-\-'lab-\~b"",
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seni' («4.¢)S=((i"-14-2ii¢"-re") (¢i-re):

efectuando esta multiplicacién indicada, tendremos
@i+ ¢)3=£2.1 i§i" i+ 2«i«-h2rtd.5+

y por ultimo 3 (3] 323 37
Lo que demuestra_el teorema. e - .
267. CouoL.vRio. Todo nimero mayor que 10 es igual a sus
decenas mas sus unidades; luego ]
El cido de itn nimero ruaijor que 10 consta de cuatro paites.
1 *cubo de las deceno./; 2." triplo del cuadrado de las decenas por
las unidades: 3®triplo de las decenas por el cuadrado de las uni-
dades: ~ ciéo délas unidades. . U
Si el numero es 47, se descomponeen407; y su cubo

sera
408-"3.40*-". 7+ 3.40.7-':H-73. .

>68 Segundo caso. Propongamonos ya extraerla raiz cu-
bica de un nimero mayor que 1000, Y principiemos por uno
que tenga cuatro, cinco 0 seis cifras,forejempi,o 804215.

Como este_numero es mayor que 1000, su raiz es niayor que
10* y componiéndose todo ndmero del cubo de su raiz éntera y
dei residuo, el propuesto constara del cubo de las decenas de la
raiz del triplo del cuadrado de las decenas por las nmdades
del triplo de las decenas por el cuadrado de las unidades, de
cubo de las unidades, y del residuo, si lo hubiese.

El cubo de las decenas es un nimero justo de millares, pues
debe terminar en tres ceros, los que estaran comprendidos en
los 304 millares del numero dado; luego la raiz entera de 304
no sera menor que la cifrade las decenas de.la raiz. Tampoco
puede ser mayor, porque si son alas decenas de la raiz, ésta es
cuando mas igual & a decenas mas nueve unidade.s; y si la raiz
entera (le millares fuese «decenas mas una decena, ten-
driamos que laraiz de 304000 seria mayor que la de 304215, lo
que es imposible [262]; luego , , ] ,

Extrayendo la raiz entera de los millares de un numero, se
obtienen tas decenas de la raiz.

,a raiz entera de 304 es G , ,

Eestando del numero propuesto el cubo de 6 decenas, 0 sea
216 millares, la diferencia 88215 se compone del triplo del cua-
drado de ias dcfcnas por las unidades, del triplo de las decenas
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Pgsri lIJ(g:uadrado de las unidades, del cubo de las unidades y del

El* cuadrado de las decenas de la raiz es un ndmero exacto
de centenas; lueg'o el triplo de este cuadrado multiplicado por
las unidades, es un nimero exacto de centenas, que debiendo
estar contenidas en 88215, lo estaran en las 882 centenas de este
resto; lueg-o dividiendo 882 por el triplo del cuadrado de la cifra
6, el couentedwo sera menor que la cifrade las unidades de la
raiz; pero podra ser mayor.

Nada se opone, en efecto, & que el triplo de las decenas por
el cuadrado de las unidades, el cubo de éstas y el residuo, com-
pongan Un numero de centenas ig-ual 6 ma&/or que el triplo del
cuadrado de las decenas de la raiz, y cuando esto suceda, el co-
ciente sera mayor que la cifra de las unidades.

_Dividiendo 882 por 3.6'= 103, el cociente es 8, y como esta
cifra puede ser mayor que la de las unidades, es necesario com-
probarla.

Para esto elevaremos la raiz hallada 68 al cubo: si obtene-
mos un nimero i”ual 6 menor que el propuesto, la raiz hallada
sera la verdadera; y restando su cubo del nimero propuesto,
obtendremos el residuo de la operacion.

Pero habiendo restado ya de 304215 el cubo de las decenas,
lo que ha dado 88215. se obtendra mas facilmente el residuo res-
tando de 88215 el triplo del cuadrado de las decenas por las
unidades, el triplo de las decenas por el cuadrado de las unida-
des y el cubo de las unidades, 0 sea

3.602.8 H-3.60.82- t - —98432.

~_Como este nimero es mayor que 88215, el cubo de 68 excede
& 3W215; lueg-o la cifra 8 es mayor quo la verdadera.
Comprobéemos la cifra 7.

3.602. 7-4-3.60.72 -h 73= 84763 < 88215;
IuePdo 7 es la cifra de las unidades, y 88215 —84763= 3452 el
residuo.

La suma 3.602.7-4-3.60. 72-f-7", puede obtenerse por
un procedimiento bastante breve.
En_efecto: separando el factor 7, comin 0 todos los suman-
dos, dicha suma adquiere la forma
i3.60'2-t-3.60.74-7TMxXT: fl]

de los sumandos contenidos eu et paréntesis, conocemo.s el pri-



. 00”; eu cuanto ala .u”™a delo. otro, do., puede e;erj-
birse de este modo; 0.160+ 'VjXT. m -
, 1 A.5 aa-uT bastaevidentemente innl-;
, debe aruulir.e, colocar a
itfSclul deISel 7, de modo que
:}.60-n7= 187.
MulipUcandoe.tentoe™ pcu¢ .

ao la expresion J,\Utiplicando ja suma 12100 por
nocido de3.w N A expresion [1].

« 0 sto o “:prdctica de la operacion es como mgue-,
964.?13 mur
216 0 00

88 2.15
84763

3 45

comprobacion de la cifra .. Comprobacion de la crfra 7.

1309
108
12109
7
84763
|ré§m%me0'«0642379§1/\ IR TR I T TIT) 13
064237981 &G
012.0 00
52237 192
39368
12869981 20172
12191976

678005
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Comprobacion de la cifra 2. Comprobacién de la cifra

242 2462
484 1479”
192 20172
19684 2031996

0 6
39368 12191976

*un hemos demostrado anteriormente, la raiz cubica en-
tera (le 564237 millares es igual & las decenas de la raiz.

Como 564237 tiene seis cifras, sabemos extraer su raiz en-
tera. que es 82. | .

Restando del numero dado el cubo de 82decenas, la (liie-
rencia sera el triplo del cuadrado de 82 decenas por las unida-
des (le la raiz, mas el triplo de 82decenas por. el cuadrado (le
las unidades, mas el cubo de éstas, mas el residuo; por consi-
gmente diviiliendo las centenas de dicha diferencia por el triplo

el cuadrado de 82, el cociente sera la cifra de las unidades 6
una_mayor. . .

Al extraer la raiz_de 564237 millares, hemos restado de este
namero el cubo de 82. obteniendo la diferencia 12869; P/ como
el cubo (ie 82 decenas se forma agregando tres ceros a la dere-
cha del cubo de 82, resulta que para obtener la diferencia entre
el nimero dado Y el cubo de 82 decenas, basta colocar & la de-
recha del resto 12869 las tres Gltimas cifras del nimero pro-
puesto, esto es 981 .

Dividiendo las 128699 centenas del resto por 20172, triplo
del cuadrado de 82, obtenemos 6 para cifra de las unidades; y
comprobandola por el metodo expuesto en el ejemplo anterior,
veremos que es la verdaiiera. ] o

Haciendo extensivo este razonamiento & mimeros de mas de
nueve cifras, veriamos que el procedimiento de los ejemplos an-
teriores ﬁuede aplicarse a cualquier ndmero. S

Para hallar la primera cifra de la raiz. hemos dividido el nu-
mero dado en grupos de tres cifras, empezando por la derécriia,
y extraido la raiz del primer g_rupo de la izquierda. Las mfras
restantes se obtienen por medio de divisiones: el primer divi-
dendo se forma restando del primer grupo el cubo de la prime-
ra cifra de la raiz, colocando aia derecha del resto el grupo si-
guiente, y separando_con un punto las centenas del numero
que se forma; los dividendos siguientes seI f(?btlenen también
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colocando & la derecha del resto anterior el grupo correspon-
diente, y separanilo las centenas del numero que resulta.

Las consideraciones anteriores justifican la siguiente regla:

Para extraer la raiz cubica entera de un ndmero mayor que
1000, se divide el ntUnero en grupos de tres cifras, empezando
por la derecha: se extrae la raiz clbica del primer grupo de La
1zquierda, quepodra tener una ¢ dos cifras, lo que da laprime-
ra de la raiz: el cubodeesta cif a seresta del*primer grupo, y a
la derecha del resto se colocael se%undo: del numero que seforma,
se separan dos cifras de ja derecha, y dioidiendo lo que queda a
laizquierdapor el triplo del cuadrado de laprimera cifra de la
raiz, se obtiene otra que debe comProbarse: para esto, se escribe a
la derecha del triplo de la raiz hallada la cifra gue se comprueba,
el nimero que se forma se multiplica poi\esta cifra, se anade a.
producto ci ¢ripio del cuadrado de la raiz hallada, consideiado
cono centenas, y se multiplica la suma por la afra que se com-
prueba- si el resuUado puede o'estarse del dividendo, seguido de
las dos cifras separadas, la que se comprueba cf la segunda de la
raiz, y se colocara por tanto a la dei'ccha de la primera, pao si
la sustraccion es imposible, se disminuye la cifra cgmprobadijt
en una unidad, y la nueva cifra se comprueba del mismo modo
que la primera, continuando asi hasla que la sustraccion sea po-
sible-. una vez efeciuada, se coloca & la derecha del reslo el ter-
cer grupo, se separan dos cifras de la derecha, se divide lo que

ueda a la |zq\U|erda por el triplo del cuadrado de la raiz halla

a ysecANANT. ] contintando/del mismo modo hasta
emplear el dltimo grupo. EI altimo resto sera el residuo de la
operacion. o o )

Ei alquilo de los dividendos es menor que el divisor respecti-
vo. sepondra en la raiz un cero, y bajando el grupo siguiente, se
continuard la operacion de la manera ordnna-ria.

Obsérvese que- la raiz tiene tantas cifras como grupos ha-
yan resultado al dividir el nimero.

269 Tfoukma.. La diferencia entre los cubos de dos enteros
consecutivos, es -igual al triplo del cuadrado del menor, mas ci
triplo del mienor, mas yna unidad. .

Si «es el menor de los numeros, «-h 1sera el otro.

El cubo (le «-h 1es

lji= 3«+ 1,

y el cubo de «es«”™lluego la diferencia entre estos cubos os
4-3" 4 lo cual debiamos demostrar.
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2IJ. CuiluLAHiG.  El residuo de la raiz cubica de tin icji-
mero, es menor gne el triplo del cuadrado de su raiz entera, mas
el triplo de estaraiz, mas una unidad.

Si <Ci la raiz enterade un numero, sera este mayor que

y meno_rti e (ii4 - ; la diferencia entre estos cubos es

i 1,9uego el exceso del nimero dado sobre a*, esto
es el residuo, es menor que ¢ah-\- 3«h 1 ]

Segun esto, cuando un residuo sea mayor que el triplo del
cuadrado de la raiz bailada, mas el triplo de la misma, esta sera
menor que la verdadera, y deberd aumentarse la ultima cifra
011 una unidad. . ) .

lin la practica, al hallar una cifra de la miz por medio de
la division, so toma con frecuencia un nimero menor que elco-
cienle, & iin de disminuir el nimero do comprobaciones. Esta
precaucion es conveniente, pero origina algunas veces cifras
irenores que lasverdaderas, lo que se conoce comparando el
residuo con el triplo del cuadrado de la raiz mas el triiilo de la
misma.

271. Sabemos ya extraer la raiz cubica de un nimero ente-
ro, CON un error menor que una unidad; pero esta aproxima-
cion es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo que
vamos a ocuparnos cii extraer la raiz de un entero, con un error
tan ,pequelio como se quiera.

Aceste fin demostraremos el siguiente

Tkokema. La raiz cilbica de un producto de mrios/adores,
es igual al producto de las raices ctbicas de losfactores.

Queremos demostrar que

a___ a__ :_a__
\fahe = Va. Vb . \/c.

En efecto: el segundo miembro de esta igualdad sera la raiz
CcUbica de abe, si e*e™andole al cubo resulta abe. Pero el cubo
del segundo miembro contendra las raices cubicas de a, hy c
repetida cada una tre.s veces por factor, ¢ sea elevada al cubo; y
como el cubo de laraiz cubica de una cantidad es igual, segun
la_definicion, a dicha cantidad, resulta que el cubo del segundo
miembro se compondra de los factores a, b, ¢, 0 sera abe.

Lo que demuestra el teorema.

272. Peoklema. Extraer la raiz cubica del entero N con un

1
error menor que -
Por el teorema anterior, tenemos
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i3 =\fN.n;
partiendo los dos miembros de esta igualdad por n, sera

. VN.
Viv =
n
Laraiz clbicade N .  estd comprendida entre dos nu-
meros enteros consecutivos my m-hl; luego su cociente por

- 2 .
, lo estara entre rn y _'ll_ﬁhl_ ;y como’la Elferenma entre es-

tas fracciones es 0 la primera - serd la raiz clbicade /V, con

1
un error menor que —

Este error sera tan pequefio como queramos, puesto que
dando & u un valor suficientemente grande, la fraccion —
sera menor que cualquiera cantidad asignable.

Observando que la fraccion — se obtiene partiendo porn la

raiz entera de iV. . podremos enunciar la siguiente regla:
Para hallar la raiz clbica de un entero, con wi error menor
gue una unidadfraccionaria dada, ee m-uUiplica el ent'/ro por el
cvho del denominador de la unidad fraccionaria, se extrae la
raizcubicaentera del produelo y sediiid/i por dicho denominador.
Ejemplo. Extraer la raiz cubica de 24 con un error menor

que
Multiplicando 24 por el cubo de 9, resulta 17496; la raiz cu-
bica entera de este nimero es 20; luego es la raiz cubica de

24 con un error menor que

273. Si la unidad fraccionaria dada es decimal, por ejemplo
0,001, se obtiene el cubo de su denominador con solo triplicar el
numero de ceros; el producto del nimero dado por este cubo,
se halla afiadiendo los ceros & la derecha, %/ finalmente, para
efectuar la division por el denominador, bastard colocar la
coma en el lugar correspondiente: luego
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Ptira haliar la raiz cuhica dewi mmero con un error menor
que una unidad decimal dada, se afiaden a la derecha del numero
tres veces tantos ceros_como_ tiene el denominador de la unidad
decimal, se extraelaraiz cubica entera delproducto, y se separan
endicha raiz tantas cifras decimales como ceros tenga el denomi-
nador de la unidad decimal.

Ejemplo. Hallar la raiz cibica de 32 con un error menor
que 0.01.

Colocaremos seis ceros & la derecha de 32; la raiz cubica en-
tera de 32000000 es 317; luego 3.17 es la raiz buscada.

Il.—R»iz ctbica de los nimero!« fraccionarlos.
274.  Teorema. Laraiz ciihicade un quebrado es igual d la
raiz cubica del numerador partida por la del denominador.
Sea el quebrado \ , cuyos términos son nimeros enteros.
VVamos & demostrar que

\ e s
Vi
En efecto: los términos del segundo miembro seran nu-

meros conmensurables 6 inconmensurables, segin que ag b
sean cubos 6 no lo sean; pero en todos los casos tenemos [241]

luego g  eslaraiz cibica de

. 275. Teorema. Para que la raiz cubica de un auebrado
irrpdudhle sea un numero conmensurable, se necesitay basta que
los dos términos del quebrado sean cubos.

Sea el quebrado irreducible
Su laiz clbica no puede ser ub nimere estero, porque el
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cubo de éste seria también un nimem entero ignial a io que
es imposible. ,
Para que dicha raizsea un quebrado y , que siempre piie-

- - - 3 ((‘.‘
de suponerse irreducible, es necesario que el cubo-p-sea

iguaWi y como dicho cubo es también un quebrado irre-
ducible, es necesario que se veriftquen las igualdades

esto es, que sean cubos. A
. 43 . . AA
Si el quebrado es su raiz cubica e.s-rp— = lue-
\"\729

20 la condicion es también suficiente. .

270. Teorema. Siel mmerador de ungiceOradonoescuoo,
y el denominadoT lo es®partiendo la raiz enlcra del minicrado’)
mr la exacta del denor/iinador, se obtiene la raiz del quebrado,

con un error menor que la vanidaddioididi por la raiz cubica del
denominador.

Sea el quebracAJIo

Su raiz ciibica es pero la raiz cubica de 80 e.sta coin-
nrendida entre 4 y 5: luego la del quebrado lo e.stard entre
K . '
_ 'V _:luegosera _ con un error menor que

°
Siempre puede conseguirse qlu_e el denominaglor c_}e una
fraccion sea cubo, pues basta multiplicar los dos términos de
la fraccion por el cuadrado del denominador. Kxtraypdo la
raiz cubica del quebrado que resulta, se obtiene la del pro-
puesto conun error menor que la unidad dividida por su de
nomiuador.

Sea el quebrado cuj'O denominador no es cubo.
Multiplicando sus dos términos por 7*, resulta el quebrado



151
"n
equivalente 3 . La raiz ctibica entera del nuraerador es 5,

y 7 la exacta del denominador; luego — es la raiz cubica de

"% Ccon un error menor que

277. Propongamonos extraer la raiz cdbica de lui nimero
decimal.

Escribiendo e.stos nimeros en forma de quebrados ordinarios,
podemos aplicar & ellos las reglas anteriores. Si la parte deci-
mal liene un ndmero de cifras maltiplo de 3, el denominador
es cubo; vy si el nimero de cifras decimales no es maltiplo de 3,
se afiade uno 6 dos ceros.

Sea el nimero decimal 0,3.54279.

Convertido en quebrado ordinario es ~gagoog~* La raiz del

denominador es 100 exactamente; luego por medio de la regla
del ndmero anterior, obtendremos la raiz con un error menor
que una centésima. Como la raiz entera del numerador es 70,
la raiz buscada sera 0,70.

Si el numero decimal es 3,4562, auadiendo dos ceros a la
parte decimal seré 3,456200, y ‘‘iguiendo como en el caso an-
terior hallaremos 1,53 con un'error menor que 0,01.

De lo expuesto se deduce que

Para extraer laraiz cubica de uti nimero decimalise afiade
uno 0 dos ceros d sii derecha, si el nimero de cifras decimals no
es multiplo de 3; seprescinde de la comay se extrae la raiz en-
tera det numero que resulta; separando después una cifra deci-
mal por cada tres de las que tiene el nimero, se obtiene_la rai:
cubica de éste, conun error menor que %raunidad decimal dd
ultimo érden hallado en la rai-:.

Agregando ceros & la parte decimal de un ndmero dado, se
consigue que tenga cuantas cifras se olwera; y como cada tres
de ellas dan unaen la raiz. sepodra llevar la aproximacion ni
grado que se desee.

En la practica no se agregan los ceros al numero: basta
afiadir & los residuos tres ceros. 1)or cada cifra decimal que deba
tr: "I la raiz.

IJemplo. Hallar la raiz cibica de 056 con un error menor
que 0,001.
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Necesitarnos Uegai* en la vaiz a la cifra de las roilésiinai”.
La Operacion se dispone del modo siguiente:

0,560 0,824
512
480.00 192
393 68
86 320.00 20172
81 082 24
523776

La rajz es.0,824.

278 Laraiz de un quebrado ordinario puede obtenerse tam-
bién convirtiéndole previamente en decimal, y hallando la raiz

de éste. . . o .
§| Fa decimal equivalente es periddica, se toman tres cilras
decimales por cada una de los que deba tener la raiz.

B/emplo. Hallar la raiz cubica de con un error menor
que 0,01.
Tenemos _/_ = 0,6363.... Tomaremos seis cifras decima-
11
les, y seréd

0,636.363 0.86
512
124 363 192
1240%
307 i

Por dltimo, la raiz clbica de un nimero mixto se obtiene
reduciendo el mixto & quebrado, y extrayendo la raiz de éste.
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EJERCICIOS.

I. Sialos térmiaos de una fraccion, propia o impropia, se afiaden
cantidades iguales y enteras, cuyo valor aumenta, el limite de los va-
lore» sucesivos de la fraccion es la unidad. Demostracion.

Il. Lasuma de una cantidid con nensurable con la unidad y otra
inconmensurable, es inconmensurable con la misma unidad. Demos-
tra}ﬂ ‘La diferencia entre una cantulad conmensurable con la uni-
dad Votraiuconmensurable, es también inconmensurable con la uni-
dad." Demostracion.

IV. Lasuma de dos cantidades inconmensurables, puede ser con-
mensurable. Demostracion.

V. Ladiferencia entre dos cantidades inconmensurables, puede
ser conmensurable. Demostracion.

VI. il producto de un nimero inconmensurable por otro conmen-
surable, es inconmensurable, Demostracion.

VIL El cociente de un nimero inconmensurable p ir otro conmen-
surable, es inconmensurable. Demostracion.

VIII. El cociente de un nimero conmensurable por otro inconmen-
surab’e, es inconmensurable. Demostracion.

IX. El producto de «los nameros inconmensurables, puede ser
conmensurable. Demostracion.

X. Bllcociente do dos nimeros inconmensurables, puedo ser con-
mensurable. Demostracion.

XI. Averiguar cuantos ciiadrado.s enteros contienen los diez, mil
primeros numeros.

XII. Hallar la diferencia entre los cuadrados do dos niUmeros que
difteron en media unidad. ) . . » B .

X111l Regla para conocer, U la simple inspeccion del resiiluo, si el
error cometido al tomar la rniz entera de un nimero en lugar de la
exacta, es mayor 6 menor que media unidad. ) ) )

XI1V. Un niimero entero que lermina on 2. -L 7 it no tiene raiz
cuadrada exacta. Demostracion.

XV. Un numero primo uo tiene raiz cuadrada exacta. Demostra-
cign N

XVI. Si un ndmero compuesto tiono alguno de sus tactores pu-
mos con exponento impar, no puede tener rniz cuadrada axaota. De-
mostracion.

XVII. Todo entero terminado en un ndmero impar de ceros, tiene
raiz cuadrada inconmensurable. Demostracion.

XVni. Si un nomero termina en 5, y la cifra do hus decenas no
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es 2. la raiz cuadrada de dicho nimero no puede ser exacta. Demos-

El cuadrado de uu namero impar, es un multiplo de 8, mas

sfrn S & impar~disminuido en una unidad no es

"NSWAXI'cuadracio'deM M un ndmero, que no p

neeS?t7que aumentado ¢ disminuido en una unidad, resulte un mul-

%ara que an quebrado cualquiera tenga raiz cuadrada exac-
ta einecLario™y~ttAite que el pl;oducto de sus dos términos sea
un cuadrado. Demostracion.

XXII  Averiguar cuédntos cubos enteros contienen los numeros

“ xxiSM HaUa™ entre’los cubos de dos nimerosquo dj-
fiprfitu_en inedia unidad. . . . ..

XXTV Re”Ma para conocer si el error cometido al tomar la Taiz
cubica eltera°de un namero en lugar de la exacta, es mayor o menor

aifiano de los exponentes de los factores primos de un

nimero no es multiplo de 8, laraiz cubica de dicho numero es m-
f*nnmpnsurable. .Demostracion. . . {j

XXVI Laraiz cubica de un entero terminado en up numero de
ceros no multiplo de 3, es inconmensurable. Demaostracion.

XXVII  El mibo do un nimero imp'ir es un multiplo de 8, aumen-
tado 6 disminuido en una 6 cinco imida<lcs. Demostracion.

Cfitolario. Todo numero impar <jue aumentado o disminuido en
lina 6 cinco unidades no seamultiplo de 8, no tiene r iz cubica exacta.

XXVIIl  Para (lue un quebrado cualquiera tonga raiz cubica exac-
ta, es necesario y suficiente que el producto do sus dos términos sea
un cubo. Demostracién.



APLICACIONES
DE LA ARITMETICA.

CAPITULO PRIMERO.
SISTEMAS DE MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS.

0.—<’05i«i5doraciosM‘s ¢;cosiornleK a lotloM los slsf«mnH.

271). Ha.sta ahora liemos considerado el nimero como la re-
lacidn abstracta entre una cantidad y su unidad; pero en las
a])licaciones deberemo.s ver en él adeinas la exi)_resuﬁn de una
magnitud concreta ?/ determinada. lo que obliga a tener en
cuenta la especie de la cantidad y la magnitud de la unidad.

Esta se elige arbitrariamente; pero una vez adoptada es in-
variable, y si a,experlenua% la razon aconsejan sustituirla
Juer otra mayor 6_menor, debera determinarse con la posible
exactitud la relacion entre la unidad antigua y la nueva.

La cantidad que trata de medir*e y la unidad adoptada son
necesariamente de la misiiui especie; por consiguiente, debien-
do representar los nimeros longitudes, areas, volimenes, pe-
sos. capacidades etc., necesitamosuna unidad J)ara cada especie
mencionada. Por esto, todos los sistemas de pesas y medidas
tienen unidades longitudinales, superficiales, cubicas, de peso,
de capacidad etc. ) ] )

Dentro do cada especie se consideran cantidades muy pe-
quefias, y otras cxce.sivamente grandes; todas pueden medirse
con una misma unidad: pero se comprende que la expresion da
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las primeras sera una fraccién muy pequefia, y la de las seg-un-
das. un numero de muchas cifras. Para operar, en lo posible,
con numeros de expresion breve y facil manejo, se consideran
en cada especie multiplos y submdaltiplos de una unidad, Ila-
mada principal, formando asi nuevas unidades, cuyas relacio-
nes entre si'y con la principal son conocidas, de [as cuales se
elige, en cada caso concreto, la mas proporcionada & la mag-
nitud de las cantidades que debemos expresar.

_Al conjunto de las medidas, pesas y monedas usuales_de un
pais 0 region cualquiera, y relaciones de la unidad Jgrlnmpal
con sus maltiplos y divisores, se llama sistema de medidas, pe-
sasg/ monedas de aquel pais 6 region.

280. Las totalidades de objetos iguales en un concepto cual-
quiera se expresan también por nimeros, tomando por unidad
uno de los abjetos 6 un grupo cualquiera de ellos.

Asi, un monton de li ros,J)or eJemplo, se determina nume-
ricamente tomando por unidad im libro, ¢ una docena de
ellos etc.; las casas de una poblacion, tomando por unidad una
casa; los soldados de un batallon, tomando por unidad el sol-
dado, la compaifiia etc.

11.—~"iistcma métrico decimal.

281. El sistema legal de pesas y medidas en Espafia es el
métrico decimal: sus unidades principales son las siguientes:

Unidad de longitud y fundamental del sistema. EL ME-
TRO, diezmillonésima parte del cuadranle de meridiano terrestre
que pasapor Paris. .

Unidad de superfi ie. EL AREA, cuadrado de diez metros
de lado. )

Unidad CUBICA 0 DE volumen. EL METRO CUBICO, culo
cv,ya arista tiene de largo un metro.

Unidad de capacidad para aridos y liquidos. EL LITRO, ca-
pacidad de un culo cuya arista esla décima parte del metro.

Unidad de peso. EL GRAMO, peso en el vacio, a la temvera-
tura de cuatro grados centigrados, de un volimen de agua aesti-
ladaigual al de un cubo, cuya arista sea la centésimaparte del
metro.

£1 metro, &rea, metro cubico, gramo y litro se expresaran
abreviadamente por las iniciales m, a, Ay .
282. Los multiplos de cada unidad principal siguen la ley
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decimal, y se enuncian anteponiendo al nombre de aquella una
de las palabras, de origen griego,

Dtca, liecto, Kilo, Mina,
que significan respectivamente ) ) ]
lez. ciento, mil, diez mil,

y expresaremos por la”breviaturas”

Los submdaltiplos 6 divisores siguen la misma ley, y se
enuncian anteponiendo al nombre de la unidad principal "una
de las palabras, de origen latino, ]

~ deci, e ) centi, “nih,
que significan respectivamente L
décimaparte,  centésima parte. ~ milésima parte,
y representaremos por AN

Ejemplos.

Nombre. Valov. Expresién abreviada.
Miriametro. 10000 MEtroS....coeeeeveeecreeereene
Kidgraino. 1000 gramosS.......cceeveveveieiereneennne NO-
Hectolitro.. ion [roS...iiiiiee,
Decametro. 10 MELroS.....ocvvvveveeecce
Decilitro. . O ] (TS
Centiarea. . 0,01 Area....cccceeeeeeiiirreeeeeneinns dz
Miligramo. 0,001 gramo.......cccevveevrervernanns '~g

283. Unidades de longitud.
Miridmetro = 10V"= 10000«
Kilémetro = 10%«= Q30D
Hectometro — IO®«= 100

Decametro = 10”7 = 10
Metro = 10%«= 1
Decimetro = 10"= (0218
Centimetro = = 0,01
Milimetro = 0,001

_ El miridmetro y kilometro se emplean en la
distancias itinerarias: el bectometroy decametro en los
nos destinados & la agrimltura: el metro y decimetro .~ co
mercio y usos comunes de la vida; el centimetro y milimetro
en las artes y en las investigaciones cientificas.

284. UnIDADES DE SUPERKICIE (i CUADRADAS.

Son cuadrados gno tienen por lados las unidades lineales.



158
. ]
Miriametro cuadrado = 100"\ = 10000000
2
Kildmetro cuadrado = 100W” = 1000000

Hectdémctro cuadrado = 100"2"’%: 10000
Decametro cuadrado = 100™* = 100
Metro cuadrado = OO':’\"*2 = 1
Decimetro cuadrado = 1 0 09= 0,01
Centimetro cuadrado = 100« = 0,0001
Milimetro cuadrado = 0,000001

El miriametro y kilometro cuadrados sirveu i)ara medir la
extension superficial de las naciones y provincias; el hectonn'-
tro, decAmetro v metro cuadrados se usan cspecialineuti? J)ara
medirla superficie de los campos destinados  ul cultivo, reci-
biendo en tal caso los nombres de heclarec., areii y ccnliéreci.

Tendremos, pues,

jjectarea = 100”= 10000
rea = 10*% = 100
Centidrea = 1

El decimetro, centimetro y mlliinetro cuadrados se ompleaii
en las artes y ciencias.

285. Unidades de volumen o cubicas.
Son cubos que tienen por aristas las unidades lineales.

Miridmetro cubico = 1000""’«3 = 1000000000000

Kildmetro clubico = ICI:OW«3 = 1000000000
Hectdémetro clbico = 1000’\:’§ = 1000000
Decametro cubico = 1000™ = 1000

Metro clbico = 1000~ = 1
Decimetro cibico = 1000™ = 0,001
Centimetro cubico = 1000« = 0,000001
Milimetro cuibico = 0.000000001

Las unidades superiores al metro cubico se usan pocas ve-
ces; el metro cubico se emplea en la medicion de grandes volu-



159
menes, y cuando sirve para el arqueo de los buques se llama
jonelada de arqueo. L. o
Unidades de capacidad, para aridos y liquidos.
10000"

Miridlitro = 10 =

Kilolitro =10"""= 1000
llectolitro = 10M= 100
Decalitro = 10 lo
Litro = o 1
Decilitro = 10/ 0.1
Centilitro = 10« 0.01

_ . Mililitro. 0,001 )
T4 miridlitro y_Kkilolitro son poco usados: el litro es la uni-
dad usual en la vida ordinaria; las deinas se emplean todas,
eligiendo la mas proporcionada a Ins cantidades de aridos 0 li-
quido.s que deban medirse.
287. Unidades de peso. o
Miriagramo = 10000

JAilogramo = 10N = 1000
Hectogramo=10-"""= 100
Decagramo = 10/ = 10
Tramo = 10 = 1
ecigramo = O™ = 0.1
Centigramo = 10«i' = 0,01
Miligramo, = 0.001

J,a unidad usual és el kildgramo; el miridgramo se usa poco;
las demas se emplean todas. )

Para la determinacion de peso.s muy grandes, liay dos nue-
vos maltiplos, que son; . . )

Tonelada = 10 quintales métricos = 1000
(¢uintal métrico = 100
288, Sistema monetario. B

Jal unidad monetaria cu Kspaiia es actualmente la peseta,
que se divide en cien céntimos.

Se acunan_monedas de oro, plata y bronce: las de oro y pla-
ta contienen iina parte de otro metal, generalmente el cobre, de
modo que formen nna aleacién 6 lig'a homogénea en todas sus
parte.s; y se llama lej/ la relacién entre el peso de metal fino que
contiene una moneda y el peso total de la misma.

Para expresar, de ina manera uniforme, la ley de las mone-
das, se considera dividido su gieso total en mil partes iguales,
Ilamadas milésimas', el nimero de milésimas de metal fino que
contiene la moneda, es la expresion de su Ie¥. ) B

En las monoduc de oroy cu las xdezas de jilata de cinco jie-



160

setas, mandadas acunar por Decreto de 19 de Octubre ile 1868,
la ley es de QU milésimas; lo que significa que las 900 milési-
mas de su peso son de metal fino, y fas 100 restantes de liga.

La fabricacion de la moneda nd puede ser tan perfecta, que
no haya que tolerar alg’un exce.so ¢ falta en su pesoy ley, esta
tolerancia tiene un limite, que determinan las leyes, y se llama
'nevwiso. - .

E I cUadro siguiente contiene las monedas mandadas acunar
por el citado Decreto, y sus principales circunstancias.

SISTEMA MONETARIO.

FET&O-

DIAME-
EXACTO. JjpERMIGO EXACTA. PERMISO TUO.

Gramos. !'MUésim. Milésim. Milimct,
lie oro. !
De 100 pesetas.  32,25806 35
De 50 » 16:i2903 28 .
De 20 » 6,45161 900 2 21
De 10 3,22580 19
De 5 v 1.61290 17
lie plata.
De 5 pesetas. 25 y 3 j w0 i 2 37
De 2 » 10 ) K 1 o 27
De 1 » N N 835 i 23
De 0,50 » 150 71 , ~ 18
De 0.20 » 1 * 10 16
Ve bronce.
De 0,10 pesetas. 10 o 990 cobre 10 0
De 0,05 » 5 40 estaiii 5 25
De 0,02 » 2 15 10 zinc 20
De 0,01 » 1 15

I No han llegado & acufiarse.
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289. Unidades de longitud.

da la‘c?udatde -reMvo
Sus multiplos y divisores soii;
wQOdiIQ, . . LERIL —%—A varas = 20000 piés.
................. Esiadal = 4 ,
(Vvara = 3piés.
Pdrd usos com7i?tesJn, , “ Pwlffadas.
IPul»-ada=:12 lineas.
ILinoa =12 puntos,
. iiii lamarina las unidlzlides de longitud son-
equamarina= 3 millas. R - ;
: Z Bi'cy.a = opies.
P;/Iaﬂae = lﬁo g%bzlgg_' Codo de ribera = 2pies 9 lineas.
290. Unidades de superficie 6 cuadradas.
ffeoymjct. m cuan = 400000000 pies aladrados.
K&K, 0ip“i Atirada 2 H1

.Estadal cuadrado = 16 varas cuadradas
cYdeen 4 0S'rtilLs!"™ celemines de tierra, y

291. Unidades de voluaaien 6 cubicas

vSAlticr Piis cdbicos
Pié cubico, . 179%rtifll U
Pulgada cubica i

/"di-a el arqueo de los laques y gmudes volimenes.
rib.- = 70,180 piés cub.
42,646

» »

TondA N
11
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292. Unidades de capacidad.

El modelo 6 patron d? estas unidades es la metUafanega del
archivo de la ciudad de Avila, para los aridos: y la cAiitava de
Toledo, para los liquidos.

Para aridos. Para liquidos.
Caliiz = 12fanegas. Moyo = 16 cantaras.
Fanega = 12 celemines. Cantara = 8 azumbres.
Ceiemin = 4cuartillos. Azumbre = 4 cuartillos.

) ) Cuartillo = 4 copas.
Las medidas para el aceite son: la arroba de aceite, que tie-
ne 25 libras; y la libra, cuatro panillas 6 cuarterones.
293. Unidades de peso. ] .
El modelo 6 patron esel marco del archivo del Consejo de
Castilla.

Para usos comunes. Para metales finos y piedras
preciosas.
uintal 4 arrobas.

g\rroba 25 libras. Marco = 8 onzas.

Libra 16 onzas. ; Onza = 8ochavas,

Onza 16 adarmes. J Ochava = 6 tomines.

Adarme 3 tomines. Tornili = 3 quilates.

Tomin 12 granos. Quilate = 4 granos,

Para la farmacia.

Libra — 12 onzas. ! Dracma = 3escrupulos,

Onza = 8dracmas. i Escripulo = 24 granos.

294. Unidades de tiempo. i

Siglo = loo anos. | Dia = 24 horas.

Ano = 12 meses. Hora = 60 minutos.

Mes = 3063ldias. ; Minuto = 60 segundos.

295. Monedas.

De oro. De plata.

Onza = 3200  Peso fuerte ¢ duro = 20 rd.
Media onza = 160 » Medioduro 6escudo = 10 »
Centen = 100 » Peseta =4 »
Ochentin = 80 » Mediapeseta =2 »
Escudo de oro = 40 » jRealdewvellon = = 34
Escudito = 20 » jPesetacolumnaria = 5mdir.
Escudito de premio =: 2IH » Media pe.seta id = 2K»

Real coluranario IH"
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De cobre.
Medio real = 050 reales. Cuarto = 4 maravedi.ses.
Cuartilo = 025 » Ochavo =2 »
Dos cuartos = 8 maravedises. Maravedi, imag'inaria.

IV .-E quivalonoiaK aproxiaiadas ciilrc las iiiancdas y pesas

U.N'IDADES DE LONGITUD.

Lcijuas Varas Pies Pulpadas Lineas
f kilometro.».  sjimetros. & clccimctros. & cenlimetros & milimetros.

1 55727 0.8359 2,7864 2,3220 1.9350
2 11,1454 1,6718 55727 4.6439 3,8699
3 16,7181 2,5077 83591 6.9659 5,8049
4 22,2908 3,3436 111454 9,2878 7,7399
5 27,8635 41795 139318 11,6098 9.6748
C 334362 50154 16,7181 13.9318 11,6008
7 39,0089 5.8513 19.5045 16,2537 13,5448
8 44,5816 6,6872 22,2909 18,5757 15,4797
9 50,1543 75231 25,0772  20.8977 17.4147

Kilémetros Metros Deeimetros  Centimeti'os

6 leifuas. U varas. 6 piés, Apulpadas. Alineas.

0,1794 1,1963 0.3.589 0.4307 0,5168
0.3589 2,3926 0,7178 0,8613 1,0336
0,5383 3,5889 1.0767 1.2920 1,5504
0.7178 4,7852 14.356 1,7227 2,0672
0.8972 5,9815 1.7945 2,1534 2,5840
1,0767 7.1778 2,1.534 2,5840 3,1008
12561 8.3742 2,5122 3.0147 3,6176
14.3%6 9.5705 , 28711 34454 41344
16150  10.7668 3,2300 3,8760 4,6512

OCONPYPRWN
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UNIDADES DE SUPERFICIE.

WAy pgs A
I i hiloveas. ! cuadrados. I drados. I ciiadrados.
'n,0550 0.6440 0,6987 7,7637 5,3915

62.1100 1,2879 13975  15.5275 : 10,7830

03,1650 1,9319 2,0962  23.2912 . 16,1745

124.2199 2,5758 27949 31,0550 i 21..5660
155,2740 3.2198 3,4937  38.8187 : 26.9575
186.3299 3,8637 41924  46.5825 ' 32,3489

217,3849 4.5077 4:8912 54,3462 m 37,7404
248,4309 5.1516 55899  62.1100 43,1319
5.7956 6,2886  69'.8737 48,5234

1 Kigmairos rpnlimclros
llci'lijrpas cuadrados fi juil-
lgiias QBB i ruiipges. gndas cuadradas.

1 : 0.0322 1,5529 1,4312 0,1288 0.1855
2 | 0,0644 3.1058 1 2,8623 0.2576 0,3710
3 ; 0.0966 46587 | 4,2935 0,3864 0.5564
4 i 0.1288 6.2116 ! 15,7246 0.51.52 0,7419
5 . 011610 7,7645 i 7,1558 0.6440 0,9274
6 1 01932 93174 ! 8,5869 0.7728 1,1129

i 02254 10,8703 i 10.0181 0.9016 | 1.2983
g | 02576 12,4232 | 11,4492 1,0304 | 11,4838
9 1 02898  13.9761 12.8804 11592 | 1,6693

TNIDADES DE CAPACIDAD, PARA .\RIDO0S, Y DE VOf.UMEN,

Caliifips Fanegas Cidcmincs Varas ciiliicas  :Pids ciiticos 4 de-
U kilAlUros i liocialilros. AdccAlilrns 4 tupiros rihicos.'cioiPlros niliicoa

0.6660 0.55.50 0.4625 0..5841 21,6325
1,3320 1.1100 0.9250 1.1682 43,2650
1.9980 1.66.50 1.3875 1.7.522 64,8975
2,6640 2.2200 1.8.500 2.3363 86.5301
3,3301 2.7751 2.3125 2:9201 108,1626
3,9961 3.3301 2.71.50 3.5045 129.7951
4.6621 3.8851 °* 3.2376 4.0886  151,4276
53281 1 4.4401 3,7001 46727 173.0601
5,9941 49951 1 4.1026 5,2568  194.6926

OCO~N® DWN R
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Kileli(ras
rAhircs.

1.5015
3,0030
4.5044
ti.0059
7.5074

9.0088
10.5103

12.0118 :

13,5133
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Hridiirs Uyt

i & l'uncgRii. & fflcinini's.

i 18018 2,1621
1 3,fi035 4.3243
I .5.4053 6.4864

7,2071 8,6485

9,0088 10,8106
1 10,8106 12.9727
1 12,6124 15.1349
14,4142 17.2970
1 16,2159 19,4591

gplrn nurnos @r\le}ros Libi-

1.7121
3,4242
5,1363
*6,8484
8..5G05
10,2726
11,9847
13,6968
15,4089

0.0462
0,0925
0.1387
0,1849
0.2311
0.2774
0,3236
0,3698
0,4160

t NIDAUES DE CAPACIDAD PARA LIQUIDOS.

Céntaras

& 'lccfilitros.

1.6133
3.2266
4.8399
7,4.532
8,0665
9.6798
11,2931
12,9064
14.5197

Deréltfros

4 cantaras.

0,6198
1.2397
1.8595
2,4794
3,0992
3.7191
4,3389
4,9.588
5,5786

Cuartillos Arrobas de aceito
lilitros. 4 docalitros.
0..5042 1,2.563
1,0083 2,5126
1.5125 3.7689
2,0166 5.02.52
2,5208 6.2815
3,0249 7,.5378
3..5291 8,7941
4.0333 10,0504
4,5374 11.3067
Litros Decalitros &
acuartillos.  arrobas de aceite. & libras de aceito.
1.9835 0.7960
3,9670 1.5920
5,9505 2.3880
7.9341 3,1840
9,9176 3,9799
11,9011 4,7759
13,884(5 5,5719
15.8681 6,3679
17.8516 7.1639

Libras do aceite
& litros.

0.5025
1,0050
1,5076
2,0101
2,5126
3.0151
3.5176
4,0202
4,5227

Litros

1.9900
3.9799
5,9699
7.9599
9,9499
11,9398
13,9298
15,0198
17,9097
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UXUIADKS DK I'KSO.,

a%'ﬁoas- £ KIS, akild)Sos. 4 &% v s,
0.4601 11.5023 0.4601 28.7558 | 11,7972

" 0M9202 23,0046 0,9202 57,5116 3,5945

' 13803 34,5070 1,3803 86,2674 5.3917

P 1,8404 46,0093 1,8404 1150232 7:1890

23005 575116 2,3005 11437791 8

i 2i7606 69,0139 27608 !1725340  10.7

i 3.2207 80.5163 3.2207 5-201.2907 12,5807

' 3,6807 92,0186 3,6807 1230.0465 14.3779

1 41408 103.5209 41408 12.58.8023 KU752

: Quintales . 2 st

métricos 21os Kigramos  KICHAS  oage  Simes
21735 00869 21735 00348 05564
2350 01739 43469  0069% 11128
65004 O268 65204 01043 L6692
8.6939 03478 86939 01391 22256

' 108674 04347 108674 01739 27820
130408 05216 130408 02087 33384
152143 06086 , 152143 02435 38348
173878 06955 ! 17.3878 02782 44513
195613 07825 : 195613 03130 50077

UNIDADES MONETA1UAS.

Hoalos Pesélas I “aravcediscs Céntimos

liosctas. 4 reales. ! & céntimos. maravedises.
0,25 4 0,7353 1,36
0,50 8 1,4706 2,72
0,75 12 2,2059 4,08
1 16 2,9412 5,44
1,25 20 3,6763 6.80
1,50 24 44118 8,16
175 28 5.1471 9.52
2 32 53824 10,88
220 36 6.6176 12,24
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200. Ja&>tablas anteriores ge usan cuuju se vera en Los si-
guientes

Ejemplos.
1. Reducir 53 varas 4 metros.

Varas. Metros.
50 "41770"
3 2,5077

) 3 44,3027
Segun las tablas, 5 varas = 4,1795 metro.s: luego B0 varas
= 41,795 metros, ademas 3 varas = 2,5077 metros: sumando
estas igualdades se obtiene
53 varas = 44.3027 metros.

00 Reducir 475 hectolitros 4 fanegas.

Hectolitros. Fanegas.
400 = "m7I
70 = 126,124
9,0088
415 = 855,847
3." Reducir 206 metros & varas.
I\/bt[Q?. Varas.
20 = 239.26
6 = . 71778
26 _ . 2464378
4* Reducir 27 maravedises & céntimos de peseta.
Maravedises. Céntimos.
20 14.706
7 5,1471
27 19,8531

Medidos, [>esn» y monedas mas iisiiaies do algunas
naeioiics cxlraiijeras.

297. El sistema métrico decimal, que hemos expuesto, rige
en Francia, Italia y Bélgica. ) »

Por ley de 24 dé Noviembre de 1871, .50 adopté también en
el Imperio de Alemania, conservando la mayor parte de los
nombres antiguos, y modificando la milla, que esigual a 7,5
kildmetros.
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208, medidas Y pesas de IN6GLATERKA.
UNIDADES DE LONGITUD.
PHncmal Yarda (Yard) 3 piés (Feet).
fiSria. ..... Milla ‘(Miej] = 1760 yardas.
UNIDAD DE SUPEKI'TCIE.
Acre = 4840 yardas cuadradas.'
UNIDADES DE C.M’ACIUAD.

Para ¢ir/uidos----- Gallon imperial = 4 quarts = 8pints.

Para aridos.......... Bushel A gallones.
UNIDADES DE PESO.
. Libra av0|r dn puis = 16 onzas.
I"ara %sos comines.,. Quintal = 112 libras.
= 12 onzas.

Parael oro,'plato, etc. Libra ¢roy
299, MEDIDAS Y PESAS .ANTIGUAS DE FRESIA.
UNIDADES DE LONGITUD.
Pié¢ (Fuss) del Rhiu = 12 pulgadas (Zolle).
Ruthe , = 12 pies.

Premslsae Meile) = 2000 Ruthen.

UNIDAD AGUARIA.

Morgen = 180 Ruthen cuadrados.
UNIDADES DE CAPACIDAD.
= 60 Gessel.

Paro liaHdos. ... Anker = 30 Quart
Para Hides.......... Scheffel = 4 Vierte! = 10 Meten.
De peso. (Antes de 1." de .Julio de 1858).

Libra Emeid) = 32 Loth.
Quintal (Centner) = 110 libras.

De peso. (Desde 1" de Julio de 1858).
500 gramos (sistema metrico).

Jtinerarial\A\¢ A

Libra = 30 Loth =
Quintal = | = 100 libra
Libra antigua = 0935422020I|bra nueva.
00 MONEDAS PRINTIPAI.ES.
= 100 céntimos = 38>rea es.

Franciay Bélgica.. Franco =

|ng|%1ter ''''''''''''''''''''''''''''' Libra esterlina éSovereign) -

20 chelines fShuImgcn —
eniques (Pnicej - 4,47

Chelin (Shilli = g .
\lemania. Thaer = 30 Silbergro.schen = 1428 »
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V1,__I<j(Jitivalciieia™ aproximudax ciili’i* las iiieilldas y pesas

do albinias naciones.

ESPANA. (SifUenia (le (Jasiilla',.

SISTEMA DE CASTILLA. INGLATERRA.
V ara e 0.9142 yardas.
PIrS P
longmid.. 1 (Itineraria;. 24028 millas.
(Vara cuadrada. . . OH3r)7 ya_lrdas"\.
"r-. IPi(5cuadrado. . . . 0,8357 pii'S".
“ntrmte]l Fanega:Agraria, . 1,5913 acres.

i). \Varacubica.. 0.7041 ygrdas‘i.
Miiiimcii,." Piécubicu 0,7041 piés™l.
iCantara Liquidos, 3.5508 gallons.

Capacitali * Cuartillo ... 0.8877 pints.
i Fauftga'aridos'.. . 1,5209 tmsliel.
. (Libra. 1,0143 lib. avoir.
e eiONINtAl.cioirereiin, (),9050 quintales.

SLSTEMA METRICO.

SISTEMA METRICO. INGLATERRA.

1,0930 vanlas.

Lonpiiml.. D ecimetro ... 10,3281 pies.
10,0214 millas.
.. .. [Metro cuadrado. 11,1900 yardas2.
Si>*fu-c. JHNCtarea . ' 2,4711 acres.
, 1Metro cubico. . . _11,30_80 y._arda}s:<.
1Decimetro edliico. | 0.0:i53 pies'i.
Defialitro(liquidos® 2,2010 gallons.

c*p*ciiiat’ L itro > 1,7008 pint§.
1Hcctolitro (aridos) 2.7520 busliels.
jKilogramo. . . 2,2040 lib. avoir,

iQuintal métrico. i 1.9684 (juintales.

PUUSIA.

2.0634 piés.

0.8878 »

0,7398 millas.

7,0935 pics 2.

0,7882 »

2,5221 morgon.
.18,8925 piés:i.
00,0997 »

14,0890 quart.

0,8800 oesse.l.

1,0090 sclieffel.
m(0,9837 libras antigs.

0.8942 <iuint. *

I'BUSIA.

i 3,1802 piés.
13,82484 pulgadas.

, 0.1328 millas.
'10,1.)19 piés2.
13,9102 morgen.
m32.3459 piesdn
ir>5.8937 pulgadas” .
. 8,7331 quart,

‘ 1,7407 oessel.
11.8195 sclieifcl.

12,1381 libras antigs.
11,9437quints. antig*.
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INGLATERRA.
INGLATEURA. SISTEMA METRICO. 'SISTEMA DE CASTILLA.
~AYardii 0.)U4 metros, 1,09:19 vai'as.
1.OUgilurl. ) IMIi... 10479 deciiuctro.s.  1,0939 pie's
( Milla itine L0d9| kilometros,  0,2888 leguas,

i Y'arda cuadnuln. metros”. 1.1966 varas 2.
sipirficit. Pié cuadrado.. . 9.2900 decimetros 2. 1.1966 pie’s2.
Aero jagraria). . 70,1047 liectaroas. 0. fa6egds,

Yardaistbica.. . 0764") metros-". 1,:1089 varasy .
voliimei)-1 - pig » '28,31."yi decimetros  1:K)HD pie's™.
Gallon {|I(IUIdUS) I 431> litros. 0,2816 cantaras,
Capacirfld. Pint 1 n, 5679 1,1264 cuartillos,
Bushel (arldos) '36,3477 U,6i)49 fanegas,
i Libra avoir.. . . O4)A6 kilogramo.s. 0 9859 libras.
Pea.....J Libra troy........... 03712 » 8113 »
( Quintal............ 50,8029 » 1 1042 Mwuintale®

PliG SIA. (jyistema antigno.)

SISTEMA METRICO. *SISTEMA DE C.VSTIILLA.
\VZ- 1 - W 0,6669 metros. 0.7979 varas.
ngilild. Pi0.ciiiiiceene 0,3i:i9 1,1264 uie's.
Milla jitineraria) . 7 51325 kilometros.  1,3.517 leguas.
superfleif Pie' cuadrado.. . . g,a decimetros 2, 1,2688 pies2,
MOrgen.........c.c...... 5:1 hectéreas, 0,3965 fanegas.
volitnen. ~ Pi€ cUbico.............. 30 9158 decimetros3 14291 pies3
Anker (liquidos).. 34,1509 litros 2,1292 céntaras.
cnpAcidsd. 1 Quart » 1,1450 » 2,2712 cuartillos.
Scheffel (aridos). 54 0615  » 0,9903 fanegas.

Pfin Libra antigua. 0,4677 kilogramos ~ 1,0166 libras.
) Quintal » . 51,4482  » 1,1182 quintales.
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(CAPITULO SEGUNDO.
NUMEROS COMPLEJOS.

I,—Itodiicoioii (le iiihiiei’O« eoiiiplejoK i iiicomplejoft
y vloe-ver««.

102 I'na cantidad cualquiera se puede expresar por nu-
meros diferentes, refiriéndola sucesivamente & unidades de su
especie variables en magnitud; y se comprende que los nime-
ros aumentaran si la unidad disminnve, y al contrario.

Es evidente que el nimero sera dos, tres, cuatro veces ma-
yor, cuando la unidad se reduzca & su mitad, tercera 0 cuarta
parte; y aquél quedara reducido & su mitad, tercera 0 cuarta
parte, cuando la unidad sea el duplo, triplo 0 cuadruplo de la
primitiva: liiejio o . r

Regla 1" Para_conoerliruii nimero de especie dadaen otro
efjuivalente de especie menor, se rmltiplica el primero por el nd-
niero de veces que su anidad contiene a la de especie menor.

KjiifrplUs.
1" Convertir 12 pesetas en reales. o
liU peseta contiene 4 veces al real; lueg'o iniiltiplicando 12
por 4, %Id)roducto serd el numero de reales equivalente a 12 pe-
setas:

12 pesetas = 12.4 = 4Sreales.

(Convertir 0 de libra en onzas.
Como una libra tiene 10 onzas sera
. de libra = . X16=— = 10onzas.

2" Convertir 7 duros en maravedises. )
Valiendo un duro 20reales, Yy un real 24 maravedises, es cla-
ro que un duro tiene 20.24 = (B maravedises; lueg'O

7 duros= 7.680 = 4700 maravedises.
Regla 2." Para convertir un, nimero de especie dada en otro

equivalente de especie mayor, se divide el primero por el numero
ac veces gue su unidad esta contenida, en la de especie mayor.
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Ejemplos.

1. * Conyertir 27 piés en varas. .

El pié esta contenido 3 veces en la vara; lueg'o dividiendo 27
por 3, el cociente sera el nimero de varas equivalente a 27
piés; asi

L 2T
27 pies = = 9varas.

2. " Convertir 15reales en duros. .
Como el real esta contenido en el duro 20 veces, sera

—_ N —
15reales 20 44d e duro.
3. " Convertir 180 pulgadas en varas. o

Como la pulgada esta contenida 12 veces en el piéy éste
3 veces en lavara, es claro que la pulgada esta contenidaen la
vara 12.3 = 36 veces; luego
. 180 pulgadas = 43(’)‘ = 5varas.

303. Numero incomplejo €S el que se refiere a una sola uni-
dad. por ejemplo 12 arrobas.
~ Numero complejo €s la reunion de mrios incomplejos refe-
ridos & unidades diferentes de la misma naturaleza; por ejemplo
7 arrobas 13 libras y 10 onzas. ) ] ]

Para convertir un numero complejo en incomplejo de la me-
nor especie, se reducen las fimidades superiores del complejo a la
especie inferior inmediata y seafiaden las unidades de ésta es-
pecie contenidas en el nimero dado; el nimero que resulta se re-
duce a la especie inferior siguiente® y se afladen las unidades de
esta Gltima; y asi sucesivamente, hasta llegar a la ultima de las
especies.

Ejemplos.
1" Convertir el namero complejo 24 durosy 12reales en in-
complejo de reales.
Disposicidn préctica.

24 duros.

AL

480 reales.
12

492 reales.
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2® Convertir el nimero complejo 12 arrobas, 9 librasy 6
onzas en incomplejo de onzas.

12 arrobas.
25

A

300 libras.
9
39\9 libras.
18.n
309
4944 onza.'l.
0
4950 onzas.

_Para convertir un nwnero co7npleJo en incomplejo de cual-
quiera de cus especies, se convierte éi numero dado en incom-
plejo de su especie inferior, el resultado se divide por el nu-
mero de veces que la unidad inferior esté contenida en la de la
especie d que debe referirse el nimero.

Ejemplo. Convertir el complejo 14 (lias. 15horas, 43 minu-
tos y 50 seg*undos en incomplejo de horas.

Reducido el nimero dado & segundos da 1266230 segundos;,
para reducir este & horas, debemos dividirle por 60.60 = 3600,
y obtendremos

1266230 126623
3600 360

304. Para convertir un incomplejo de especie inferior Ci com-
plejo, se reduce el nimero dado a la especie superior inmediata;
el Cociente entero se reduce d la esBeue superior siguiente; y se
contintia del mismo modo hasta obtener un cociente de la especie
superior del coinplejo, 6 un cociente cero. 1 ultimo cociente y los
residuos de las divisiones componen el nimero complejo equiva-
lente al mcompleg_o dado, siendo cada residmo de la especie del
dividendo respectivo.

Inyras.
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Ejemplo. Convertir el nimero incomplejo 4950 onzas en
complejo.

Disposicion practv'd.

4950 16
150 3091libras 25
6onzas 99 12 arrobas

9libras Oarrobas 3 quintales.

Luego, 4950 onzas= 3 quintales, 0 arroba, 9 libras, 6 onzas.

Para convertir un quebrado incomplejo de especie superior
en numero comple/o, se divided numerador por el denominador,
n el cociente entero sera el nimero de especie superior del com-
ileio nue se busca. Se reduce el residuo a la especie menorinme-
diataf 1el resultado se divide por el denominador del quebrado

propuesto, continuando de este modo hasta llegar a la especie in-
ferior.

Ejemplos.
1* Convertir el incomplejo de arroba en complejo.

Disposicion practica.

11 arrobas i4

3 i 2arrobas 18 libras 12 onzas.
20

75 libras
35
3
i
48 onzas
48
0

Luego. — de arroba = 2 arrobas, 18 libras, 12 onzas.

N

2" Convertir en complejo el incomplejo cahiz.
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cahices

2 cahices, 6fanegas, 10 celemines, 1 ciiart.

fanegas
celemines

cuartillos

—|
AN R8s B

305. En el sistema métrico se ha visto que una unidad cual-
quiera contiene 10 veces & la inmediata inferior, exceptuandose
las superficiales que decrecen de 100 en 100, y las cubicas, que
decrecen de 1000 en 1000; luego la reduccion de un namero
metrico incomplejo a especie menor 6 mayor, se efectuara siem-
pre raaltiplicando 6 dividiendo dicho nimero por la unidad se-
guida de ceros, para lo que basta correr la coma & derecha 0
izquierda cierto numero de lugares.

E jemplos.

1. ° Convertir 345, 28 metros en centimetros.

| egEg claro que basta multiplicar por 100 el nimero dado-
u

3A5»", 28 = 34528«'».

2. ® Convertir 34,52658 metros cuadrados en centimetros
cuadrados.

Como las unidades de superficie decrecen do 100 en 100, de-
bemos multiplicar por 100.100 = 10000, y sera

34»S 52658 = 345265««, 8.
3.  ® Convertir 0,345792 kilémetros cibicos en hectémetros
cubicos.
3457902 — 345V, 702,
4. " Convertir 35 hectdgramos en gramo.«.
35 = 3500.
5. ® Convertir 38357, 2 litro.s en kildlitros.



Como se quiere reducir a unklades superiores, debemos M-
.6 ¢ “» e ro dado por 1000, y serd
3835772 = "38"S30/;.

o Convertir 357,52 metros cuadrados en hectareas.
3B7"S52= 0 , 035752

79 Convertir 74«90fi deoimetros culbicos en decametros cu-
bieos.

o5+ 0, Vs

« iMxnvprtir el nimero métrico complejo
((J 13 .

B bectd-
Segun la reglji da 80 decalitros; pero

ris decalitros en litros, etc., iuej.u
Io'g ctecail .VA: 80305

59 48 G = 5H480G*

7ot =81000007-'»".
1>0. el contrari® uuu"m”m

convertido en comi ¢ Ppg™o, dos a dos, sies la e\ _

3-iuod A N 2 2
L)L M = 45ii"~7GNN .29"'.{
47008230»-'=««"* B«»'e230»",

Il.—Idicioai.

,07. P-aciuevan—
es necesario que se” de

"d:\Im isrS5toa que lossumandes, Use consideraba,«
el mismo concepto que estos.
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La suma de nameros incomplejos se efectia como la de na-
meros abstractos. ] )

Para, sumar varios numeros _complejos, se suman separada-
mente las unidades de cada especie de los sumandos, empezando
por las inferiores. Las sumas que no componen una unidad de la
especie superior inmediata d la suya, se escriben tal como se ob-
tienen; y de las que componen una 6 mas unidades superiores,
solo se escribe el residuo, reservando aquellas para afiadirlas a
la suma parcial siguiente.

Ejemplos.

1 8 horas 54 minutos 13 segundos
6 » 48 » 10 »
12 » 39 » 20 »
28 » 21 » 43 »
2. 15 libras 13 onzas 9 adarmes 2tomines
19 » 12 » 2 »i  »
24 » 15 » 1 »
60 8 13 0

Bll—Snsiraccion.

308. El minuendo y el sustraendo deben ser de igual natu-
raleza, 6 considerarse bajo un concepto comdn; y la diferencia
es de la misma naturaleza que los nimeros danos.

Si estos son incomplejos, la sustraccion se efectlia como la
de nimeros abstractos. )

Para restar dos numeros complejos se restan separadamente
las unidades de cada especie, empezando por las inferiores; si al-
gun sustraendo parcial es mayor que el minuendo respectivo,
se aflade d éste una unidad de la especie superior inmediata, y a
fin de que el resto no se altere, se afiade también una unidad” al
sustraendo parcial siguiente.

Ejemplos.

1" 10 varas 2 piés 8 pulgadas
3 » 1 » o0 »

LT » 1 » 3 »
9 dias 13 horas 15 minutos 13 segundos
4 » 7 » 34 » 15 »
40 58 »
12
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Eu este ejemplo, el primer sustraendo parcial 15 es mayor
gue el minuendo respectivo 13; para efectuar la resta se afiade
al minuendo 1 minuto, que vale 60 segundos, y se obtiene el
nuevo minuendo 73; restando 15 de 73, hallamos 58 segundos.
Aumentando el sustraendo siguiente en 1 unidad se convierte
en 35, que'tampoco se puede restar de 15; pero afiadiendo & este
nimero una hora, que vale 60 minutos, se convierte en 75 mi-
nutos, y restando 35, se hallan 40 para resto. Por ultimo, afa-
diendo "una unidad al sustraendo siguiente, se convierte en 8
horas, que restadas de 13 dan 5.

3! 8 duros .
4 _» _ 13 reales 20 maravedises

3V 6 » 14 »

Como no hay maravedises en el minuendo, se toma un real,
que vale 34 maravedises, y restando 20, se halla 14 para la di-
ferencia. Afiadiendo una unidad al sustraendo parcial siguien-
te se convierto en 14, que no tiene minuendo de que restarse;
pero se toma un duro, que vale 20 reales, y iestando 14 se halla
6. Por dltimo, se afiade una unidad al sustraendo siguiente, y
restando 5 de 8, se obtiene 3 duros para la diferencia.

IV .—.liilliplicncioii.

309. La Operacion de multiplicar tiene por objeto, dados dos
nameros hallar un tercero, que sea respecto de uno de_los da-
dos, lo (1u_e el otro es respecto de la unidad; por consiguiente
en la multiplicacion se consideran cuatro cantidades, que se
comparan dos a dos: el producto con el multiplicando, y el mul-
tiplicador con la unidad; y la definicién exige que los"resulta-
dos de estas comparaciones sean iguales.

Para que dos cantidades sean comparables entre .si, es ne-
cesario que sean de igual naturaleza; luego el 'producto es de
igual naturaleza que el multiplicando, y el multiplicador de
igual naturaleza que la nnidact.

Para efectuar la comparacion del multiplicador con la uni-
dad, es necesario reducirle a la especie de ésta, y como aquel
expresa la relacion cuantitativa, y por tanto abstracta, del pro-
ductoal multiplicando, resulta que el multiplicador dehe redu-
cirse d la especie de la unidad, y considerarse después como un
ndmero abstracto.
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M ohjeio préactico de la 'tmliiplicacion de mapnitudes concre-'
tases fleneralmente hallar elvalor de varias unidades, 6 de una
fraccién de unidad, cuando se co7ioce el valor de ésta.

. El'valor conocido de la unidad se tomara siempre para mul-
tiplicando; el nimero de unidades 0 la fraccion de unidad cuyo
valor se busca sera el multiplicador. o

Si losfactores son |)tpomf)lejos el inuHiplicador es de la
especie de la_unidad, cuyo valor es el miUtiplicando, la operacion
seefecttia co7no la de nimeros abstractos. Si el miUiiplicador es
de otra especie, se 7'edace ante todo & la especie de la unidad.

Ejemplos.

1. “ Un metro de lela caesta 54 reales, icmnto costaran 2"
metros!

54 reales, valor de la unidad, es el multiplicando, y 23 el
multiplicador; luego el valor de 23 metros es

54.23 = 1242 reales.

2. 7 En una hora recorre un mévil 3427 varas, ¢qué dis-

tancia recorreraen 5 de hora!

El multiplicando es 3427 el camino recor-
rido es
3427 -- X -i-= 2056 4 varas.
3. " Una méquima eleva un cuerpo & 3,7 metros de altura en

1minuto, ;aque altura elevara el mismo cuerpo en 0,13 de hordl
El multiplicador 0,13 de hora, reducido & minutos, da
0,13x 60= 7,8 minutos: luego la altura buscada sera

3,7 X7,8 =28,86 metros.

4. Unpiécvbicodeayua d4gradospesa4 7 ,0 1 8 “cuan-
topesaran 400 pulgadas cubicas de agua en iguales condicionesi
El mulﬂg(l;cador 400 pulgadas cubicas, reducido & piés ci-

bicoSjda 1750 108 piés cubicos; luego el peso buscado
serd

47,018 X %8 = 10,884 libras.
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i alg\mo de losfactores 6 ambos son complejos™ se reduce el
rmdtipUcando a incomplejo de una especie cualquiera, y el mul-
tiplicador a la especie de iaunidadciiyovalor es el multiplicando.
Ejkmplos.
1” Una fanega de trigo cuesta 42 reales y 25 marat>edises,

icumto costaran 28 ' cafiicesi

- L . 1453
El multiplicando reducido & reales se convierte en

34
reales, y el multiplicador convertido en fanegas vale 681 fa-

negas; luego el valor buscado es

o X42’\ =N o reales = 14551 reales 12]2 maraved.

2, " Valiendouna libra 3duros® 14 realesy 18 maravedises,
icuanto valdran 11 librasy 12 onzas1 _—

El multiplicando, convertido en reales, es igual a —
reales; y el multiplicador, reducido a libras, equivale a
= Z— libras; luego el valor buscado es

16
%?7 X *A—Zr _269?2 reales = 870 reales %4 21 maravedises.
3 " Un decimetro cubico de agua pesa un kilop'amo, “cuanto

pesaran 3 metros cubicos y 28 decimetros clbicos™ )
Reducido el multiplicador & decimetros cubicos, se convierte

en 3028**; luego el producto sera

1 X 3028= 3028

8i el multiplicando es complejo y el multiplicador, después
de reducido & ¢aespecie do la unidad, es un numero entero, se
efectliala operacion multiplicando cada incomplejo del primar
factor fior el segundo, y extrayendo de cada producto parcial las
‘unidades superiores que contenga, para afnadirlas al siguiente.

Ejemplos.

I.° EI cafio deunafuente arroja en un minuto ncum-hres.
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3cmrtillos y 2 coyas de agua, icmuto arrojaréd en — dehora;i

* 60 N,
Reducido el multiplicador & minutos, resu}ta o mi-

nutos. 5 azumbres 3 cuartillos5-2 copas
15 10 »
29 1 2 »

2" Costando ima libra 2 daros, 15 reales y 20 maravedises,

, , 3
cuanto costaran ~ dearrabal
DY 3 .
-6 de arroba= — O—---= 15libras.

2 duros 15 reales /\20 maravedises

4V’ » ~137'» 28 »

Meétodo de las partes alicuotas.

310. ProDong'amonos resolverla cuestion siguiente:
Una libra cuesta 8 duros, 16 reales y 24 maravedises, j/Aianio

costaran 15 libras, 13omasy 6 adarmest ... . j- |- S:'
mqut|p||ca(?br se compone, en primer liigai, be |o WBPas

cuyo valor se obtiene multiplicando pdr 15 el precio de -
bra. Ademas contiene 13 onza.s, que se descomponen en 8 onzas

6i libra, 4onzas 6 libray 1onzaé de libra; los valo-

res'de estas partes alicuotas de libra se calcularaii facilmente
dividiendo el valor de una por 2. el de 8 onzas poi™ *
cuatro onzas por 4. Por ultimo, los 6 adarmes” del ~ 1

dor se descomponenen 4y 2adarmes,0s e ay d e onza,

que se calcularan por medio de divisiones muy
A Sumando los valores parciales, es evidente gne se obtenara

el de 15 libras, 13 onzas y 6 adarmes.
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Di<ipofiicion préactica.
Valor de una libra.... 8 duros 16 reales 24 maravedises.
15 libras 13 onzas 6 adarmes.

Valor de 15 libras.... 120 duros 240 reales 360 maravedises

Valor de 8 onzas.... 4 8 » 12 »
Valor de 4 onzas.... 2 » 4 6
Valor de 1lonza.... » » 11 » 15 »
Valorde 4adarmes » » 2 » 25,875 »
Valorde 2adarmes » » 1 » 129375 »
10 » 18 10,3125 »
v, —>IMiloil,

311. La division tiene por objeto, segiin sabemos, descom-
p%ner un producto en dos factores, siendo uno de estos cono-
cido.

El P_roducto es de igual naturaleza que el multiplicando, y
el multiplicador se considera como abstracto, después de redu-
cido &la especie de la unidad: y como cualquiera de estos fac-
tores puede ser divisor, es clai'o que debemos considerar dos
casos; 1" que el dividendo y divisor sean do la Jiiisnia natura-
leza; 2®que sean de distinta naturaleza.

312. PrimerCAQ_ Siel dividendo%/ divisor son de la mis-
ma naturaleza, el cociente se debe consfderar como abstracto, y
la cuestion propuesta indicard su naturaleza.

~ Para dividir dos nimeros de igual naturaleza se reducen el
dividendo y divisor & una mismd especie, y se dividen los nd-
meros queresultan.

Ejemplos.
1. . ° En un minuto arroja el cano de una fuente 8 litros de
agua ipuantos minutos e-npleard cu arrojar idlirosi

Es claro que la cantidad que se busca sera igual al ndmero
de veces que 70 contiene & 8, esto es

0 . .
minutos = 8 minutos 45 segundos.

2. ® Unavara de tela cuesta 25 reales, ¢cuéntas varas podran
comprarse con 60 durosi
Tenemos que dividir 60 duro.i por 25 reales, para lo que es
necesario que el dividendo y divisor .sean de la misma especie,
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60 duros, reducidos & reales, dan 1200reales; luego el co-
ciente que buscamos sera

50" = 48 varas.

3.” Unafamilia consume enun mes 4 libras tj * mizas de
café, ~cuanto tiempo tardara en consumir 1 arroba, 8 libras y 6

1 N
ONZBernos dividir 1 arroba, 8 libras, 6 onzas por 4 1if:1)ras, fll
onzas, reduciendo antes los nimeros a incomplejos. El divi-
dendo reducido & onzas vale 534 onzas, y el divisor GB: luego el
numero buscado es

S neses= 7 meses 25 dfas,

L]
313,  Segundo caso. Si el dividendo y divisor soh dé “dis-

tinta naturaleza, el cociente es de igual naturaleza que el divi-
dendo, v el divisor debe considerarse conio nimero abstracto.

Idi objeto préctico de este caso es generalmente hallar el valor
de la unidad, citando se conoce el de varias unidades de la misma
especie 6 el de imafraccion de unidad.

Para dividir dos numeros de distinta naturaleza, se 'feduce
el divisor a la especie de la unidad cuyo vdlor se busca, y el di-
videndo, si es complejo, a incomplejo ‘de cualquiera de sus espe-
cies, y se efectua la division.

Ejemplos.

1. “ 76 hVogramos han costado 627 reales, ¢cuanto vale elhi-

N FAprecio del kilogramo es el cociente de 627 reales por 76,
627
esto es, = 8,25 reales.

2. ® 23arrobas han costado 920 reales, ¢cuanto vale una librali

~E1 dividendo os 920 reales, y el divisor debe reducirse a ia
especie de la unidad cuyo valor se pide, en este caso a libras, 1o
que da 23.25 = 575; luego el valor de una libra es

20 _
- 1.60 reales.

3.® Con 20 libras y 12 onzas de hilo se tejen 175 varassipies
y 10pulgadas de tela, ¢cuanta de la misma clase se obtendra con

“”d]-?rﬁ‘?e?d‘é%é'é"1'75 varas, 2 pi5s 'y 10 pulgadas, re!iuci.dgo a
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uxia cualquiera de euti especies, la vara por ejemplo, se convier-

te en ~gg— varas, Yy el divisor, reducido precisamente & arro-

332
m00“  ai'roba; luego el nimero buscado sera

6334 332 )
—36— “ ~400~ ~ varas préximamente.

_ Teducido eldivisov a la, especia cuyo pvecio se dusca, fesul-
ta mi mmeo'o entero, se dividen sucesivamentepor el divisor los
nameros incomplejos que constituyen el dividendo, empezando
por las unidades supeonores, y agregando cada residuo, reducido
a la especie inferior inmediata, al dividendo parcial siguiente.

Ejemplo.

12 arrobasy 13libras cugstan 180 duros, 14 reales v 30 mara-
vedises, icuanto cuesta una librai
_ El divisor, reducido a libras, da 313. Dejaremos, pues, el
Hl\ilaenéio en su torma compleja, y dispondremos la operacion
el modo sigulente:

180 duros 14 rs. 30 marav. j 313

1
36({94) 10duros 11 rs. 1 8 raaraved.

3614 reales
484

171
T3t

'684

513

5814
30

5844 maravedises
2714
210
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capitulo TLIiUKIiU.
PROBLEMAS USUALES DE ARITMETICA.
B—=aiili(la(icK j»ro|»oi*oloiiales.

314.  El cociente 6 razon de dos cantidades de igual natura-
leza es un numero abstracto [31~» *jrese obtiene refiriendo las
cantidades & la misma unidad'y dn idiendo los nimeros “uo re-
sultan. Diremos, pue.s ) ) 7

Kazox 6 uelaoion Oe dos cantidades de igual naturaleza, es
la relacién abstracta de los nimeros que se oblietien reduciendo
dichas cantidades ala misma unidad. o )

Asi. paraliallar la relacion de 23 varas 1piey 4 varas2 pies,
reduciremes las dos cantidades & la misma especie, el pie por
ejemplo, y dividiendo los nimeros 70 ])iés y 14pi6s que resul-
tan. el cociente abstracto 6 es la razon buscada, e.sto es,

23 varas 1pi¢ __ 70 pies 0
*i varas 2 pies 1i piés 14
Si redujéramos & varas, seria
70
-varas
23varas 1pié 3 70.3 5
4 varas 2 piés ?}4 varas 14.3

315.  Cuando dos cantidades de igual naturaleza estan liga-
das, por las condiciones de una cu’stion, a otras dos entre siae
irfuad naturaleza, de tal modo que la relacion de las primeras sea
igual (lia de las ultimas, se dice ({ue arjuellas sonmovoRCio-

4 éstas V reciprocamente. ]

En alg:imas cuestiones la iiroporcionaUdad = |
otras corresponde su demostracion a ciencias distinta
Aritmética; v también ocurren casos en que, no
tidades rigurosamente proporcionales, se tratan por co
€ |esr|n%)0ref%euréar§é consideran cantidades Pi’jporcionales."UZU"\
quiera que sea la cuestion propuesta, cada uno de los

ue forman una razon corresponde de algun modo a .

?ple forman la otra: si el cmunciado do Ia cuestion manincsta
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que los numeradores de las razones son nimeros correspondien-
tes y los denoiiiiuudores también, se dice que las cantidades de
cada especie son direciamenie proporcionales a las de la otra, 0
que estan en razon directa; pero si al numerador de la primera
razon corresponde el denonunador de la segunda, y al denomi-
nador de aquella el numerador de ésta, las cantidades son in-
versamente proporcionales, 6 est/m en razon inversa.

310. En todos los casos debera ordenarse la proporcion de
modo que si la primera razon es mayor que la unidad, lo sea
también la segunda, y al contrario; por consiguiente:

el 'numerador de la primera razén es mayor @ menor que
su denominador., el numerador de la segundafo'accion dele ser
respectivamente mayor 6 menor pie el denominador de la misma.
. 317. Paraque las propiedades.demostradas en la teoria de
igualdades fraccionarias puedan aplicarse a toda proporcion en-
tre cantidades concretas, es necesario: \.° reducir a la mmisma
especie los términos de cada fraccion; 2.“ considerar como abs-
tractos los mtjneros que resulten 1314].

li.—Ito”la <lc IrcN.

. 318. Todo })i'oblema en que entran nno 6 mas pares de can-
tidades conocidas, siendo las de cada par homogeneas entre si
y proporcionales a las de otro par de cantidades también homo-
géneas, pero una de ellas desconocida, se llama reglado tres.

Si en el problema entra solamente un par de_ cantidades
conocidas y proporcionales & las de otro par de cantidades, una
de ellas desconocida, la regla de tres se Ilama simple. Si entran
dos 6 mas pares de cantidades conocidas, la regla de tres se
Ilama compuesta.

liliGLA OKtres SIMPLE

. 319. pROBLBMA 1" a metros de ida han costado b reales.
JiOuénto costaran a' metros de la misma clase de telal
Sea @el valor de los a' metro.’.

Metros. Reales.
a
a X

En esta cuestion, a metrosy a' metros forman un par de
cantidades conocidas y homogéneas; b reales y x reales forman
otro par de cantidades tambien homogéneas, pero una de ellas
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X desconocidii. Ademas, es evidente que si a metros se multi-
plica por un nimero cualquiera m, la cantidad correspondiente
oreales resultara multiplicada por el mismo nimero; luego am
Ejneéros costaran hm reales. Si consideramos las cuatro canti-
ades

VEtros. Reales.
a -
am hm
tendremos
a
im Im

pues ambas fracciones simplificadas dan ‘rTIT Puesto que m os

un ndmero cualquiera, liaremos wi= — ; y en este supuesto la
cantidad Vim reales, que representa en general el valor de am
metros, representard allora el valor de a X «— metros, 6 sea
el de al\ uias como este valor se represenja por x, serd hm—x.

Haciendo en la igualdad fljam= «x “ = hm= a;, ten-
dremos A

a =1 —_—

2 N dedunda =i X T

Observando que los numeradores de la igualdad fraccionaria
son numeros correspondientes, podremos decir; o

Siempre gne ‘muiUpUcan.dn ima de in' cantidades por wi nii-
mero deba resultar multiplicada sa correspondiente, ¢ss_cantida-
des son_directamente proporcionales; y para hallarJa incopndta
se multiplica el nimero de su especie por unafraccion, que tiene
por numerador la cantidad correspondiente a la incognita y por
denominador la correspondiente d su homogénea, )

Problema 2.“ aobreros hacen una obra én b dias. }En cuantos

dios haran a' obreros otra ignall

Sean x los dias que emplearau los &' obreros.

Obreros. Dias.

J.a naturaleza de esta cuo.stion manifiesta con evidencia que
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si a obreros se mqltiplicaé)_or un numero cualquiera w, la can-
tidad correspondiente b dias resultara dividida por el mismo
numero; luego am obreros emplearan en hacer la obra h: m
dias. Considerando las cantidades

Obreros. Dias.

¢ .
anh . h:m.
Vemos que
h:m
am [1].

pues simplificando estas friiccioncs dan los valores iguales —

y 1: iw Puestoque «tes un nimero cualquiera, sea = Pl

este supuesto la cantidad b : m que representa en general el
nimero de dias correspondiente & am obreros, representara

ahora el nimero de dia.s {pie emplearan en hacerla obra

0 sea a' obreros: mas como este nimero de dias se representa
por X, serd b : m = x. Haciendo en la igualdad [1] am —a'x

a =a',b \m = x, tendremos

— de donde x—ﬂx.F.

Observando que al numerador a de la primera fraccion cor-
responde, en el enunciado del problema, el denominador b de
la s”unda, diremos; _

~emnre que multiplicando una de las cantidades por un nu-
mero deoa resultar dividida sa correspondiente_por el mismo
numero, las cantidades son inversamente proporcionales; y para
hallar la mcé?nlta se multiplica el nimero ae su especiepor una
fraccidn, que fiene por numerador la cantidad correspondiente a

la homogénea de la incognita y por denominador la correspon-
diente a esta.

Ejemplos.

1®- 15 litros de mercurio a cerogrados pesan 204 kiloaramos.
IOitanio pesaran 34,25 litros demercurio en iguales conaicionfsi
Dispuestas las cantidades como sigue
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Ll,g"os- Kutigramos.
“ 2
3425 .

: : . L B
diremos: si el numero de litros se duplica, el de kil6e-ramos se
duplicara también; luego la proporcionalidad es directa 'y

X= 204 X — ——465,8 kilbgramos.

Si queremos escribir la proporcion tomaremos para nume-
radores las cantidades correspondientes 15y 204, y .serd

15 204

00 - . A25 a . R .
2. 2500 hombres tienxn viveres para 60 dios. iCaantos dias
mr”~an los mismos viveres a 3000 hombresl
Dispuestas las cantidades como sigue

Hombres. Dias.
ll60ll
3000 X

diremos: si el numero de hombres se duplica, el de dias quedara
dividido por 2; luego la proporcionalidad es inversa y

0-A?* escribir la_proporcion tomaremos la cantidad
;0UU para numerador del primer quebrado, y su correspondiente
& para denominador del segundo, y sera

2500 X

“3000 ~1i(r*

R kGLA I)K tuks compi ksta.

320. pROBLBVA  Q obreros, Ir_aba{'ando h horas al dia, _coii-
cmym en ¢ dios pia obra, cuya dificultad esta representaba Jor

. ijll cuaiiios dios cajichiiran a' gbreros, trabajando]:)' horas al
dia,"una obra cuyadificultad sea d’/

Llamemos &a los dias que emplearan en hacer la sequnda
Cbralo§«_ obreros,y dispongamos las cantidades en la forma
siguiente:

Obrero.s. Horas. Dins Diftcullad.
a b C ~~~1--
d . h . <
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Suponiendo iguales las horas de trabajo y la dificultad, la
cuestion se reduce d esta otra: , , ] .
a obreros hacen una obraen c¢ <has\ a' obreros, jfm cuantos

(Iia&é hara

i‘li . NN mog

a regla de tres es simple, y da para valor de la Incog-
. a

Ditae X —r.

Suponiendo ahora igual la diflcnltad solamente, se presenta
esta otra cuestion:

si a' obreros, trabajandob horas, hacen una obraen e x

dias; trabajando 1) lioras, “en cuantos dias la concluirani®
También esta regla de tres es simple, y la incégnita es
a”™hb
CX-LX-Tk-
Por ualtimo, suponiendo desigual la dificultad” diremos:
si a' obreros, trabajando \d horas, emplean a x X dias en

hacer una obra cuya dificultad es d, “cuanto tiempo invertiran
si la dificultad es d?
Esta regla de tres sixnple resuelve el problema propuesto, y
el valor de la incogita es 1 ;
A dv

a
P=C- XX -y X -y-.

Si tenemos Presente que el numero de dias es inversamente
proporcional al de obreros y al de horas, y directamente pro-
porcional a-la dificultad, podremos decir:

~ En unareyla detres compuesta, la cantidad incdgnita se ob-
tiene wmliiplicamdo su homogéneapor las razones que se forman
dividiendo las cantidades de cada par. Cuando un par es directa-
mente proporcional al de la incdgnita, se pone por nv/merador la
cantidad correspondiente & éstay la otrapor denominador; y al
contrario si los mencionadospares son inversamente proporcio-
nales.

Ejemplos.

1.” 1500 obreros han abierto un canal de 70 kilometros de
largo IH metros de ancho g/ 4 metros de hondo, en 520 dias.
iCuanto tiempo emplearan 580 obreros en abrir otro canal de 50
ilometros de largo, 20 metros de ancho y 3,80 de profundidadi
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Obreros. Largo. Ancho. Hondo. Dias.
1500 70 18 4 520
580 50 20 3.80

El primer par es inversamente proporcional al de la incée--
y los tres restantes lo son directainentci lueg'o
- . 1500 5 ~ 20 3,80

#=50X "5y A J0 A A = 1014 dfas.

2" Uncano, que arroja en 6 mmuios litros de anua, ha
llenado un estar*ue de 14 metros de largo,4de anchoy 1,50 de

hondo, en 93 — horas. Otro cafio e arroja en “minutos 120

litros de agita, fin cuanto tiempo llenara un estanque de 12 me-
tros de largo, 5 anchoy 0,80 de hondos

_ Litros. Largo. Ancho. Hondo. Horas.

o W s i w
Los litros son inversamente proporcionales & las horas* los
demas pares estan en razon directa, luego

w ny 080 1
*=*“7Xj Xw x 4 24X -JT"~= 33-horas.

Método de reduccién K 1\ unidad.

321 Para resolver por este método una regla de tres simule
se llalla la cantidad correspondiente & una unidad de la esnccie
delpar conocido, y despues la correspondiente & un numero de

i? . indicadopor la pregunta del jorohle-
ma.RI resu'tado sera la incgnita gelpmlsm(?. g K

Cuando la re?la de tres'e.s coinpuepta, se descompone en
anas reglas de fres simples, segun se lia visto en el numero
j20, resolviendo cada una por la anterior regla.

' Ejemplos.
m o]s@gq &1/:/ ||%F]abs2eﬁg%%l}an aG kllogramos. (’L:A cuantos hllo’gr\%l:
Libras. Kilogramos.

%8 .F
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Si 13 libras equivalen G Ukuidégramus, 1 libra equivaldra &

kilégramos, y 52 libras U
—% X 52 = 24 kilégramos.
2 C%una wlocidad de 40 kilémetros por hora, recorre un

tren su trapecio en 18 horas. i.Kn cuanto tiempo recorrera igual
trayecto si la velocidad es de 24 kilémetros.

Kilémetros. Horas.
40 T 18
24 . e,

Si con la velocidad 40 recorre el tren su trayecto en 18 ho-
ras, con la velocidad 11lo recorrera en 18X 40 horas, y con la
velocidad 24 en

18X40
24
3  ® Cadaimiuiade un manuscrito tiene 26 lineas de 44 letras

cadauna, y ocupa 240 paginas. y.Cuantas paginas de impresion
ocupara téniendo cada pagind'it>0 lineas de " ~ tetras.-

= 30 horas.

Lineas. Letras. Péginas.
“ 26~ 4 7
3B 47 . X

Suponiendo igual el nimero de letras do cada linea, dire
mos- fti teniendd cada pagina 26 lineas ocupa el manuscrito
240 naftinas, teniendo ‘una linea og:éjpzarla el manuscrito

240 X 26, y teniendo 33 ocuparia------------ paginas.
Tomando ahora en cuenta el nUmero de Ietr%%féje c%da linea,
diremos: si siendo las letras 44 se ocupan ke pagi-

] ] _ 240X26X44
nas, teniendo una letra cada linea se ocuparian 3
paginas, y teniendo 47, sera
240X26X44 _ .
= 33X47 = 177 paginas.

_Escolio, has oneracionesnecesarias para calculfir la incég-
nita por este método, son las mi.smas que exige el anterior.
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I1l1.—Intere.«.

322.  Se llamaintkriis de uti capital la ganancia obtenida
rr)]% aeégrestamo 0 empleo del mismo, durante un tiemno deter-

,, Para calcular los intereses de un modo uniforme, se_con-
tiene en que 100 unidades de dinero produzcan al dueiio del
capital una cierta cantidad al cabo de un ano: y el numero abs-
tracto que expresa esta cantidad se Ilama tanto por ciento

, Sicada 100 pesetas producen en un ano 7 pesetas de g-anan-
cia. se dice que el capital produce el 7 por ciento, que se ex-
presa por la abreviatura Tj".

El interés puede ser simple y compuesto.

Es simple cuando se perciben los intereses cada seis me-
ses, c?da aijo, en general, por periodos iguales de tiempo, sin
que el capital varfe.

El interés es compuesto cuando los intereses que produce un
capital en.un periodo de tiempo, se acumulan al capital, for-
mando asi uno nuevo, que aumenta al fin de cada periodo

Vamos & ocuparnos tan solo del interés simple.

RS evidente que los intereses de dos_capitales en el mismo
tiempo, son directamente proporcionales & los capitales.

Se admite como cierto que los intereses de un capital en tiem-
pos diferentes, son directamente proporcionales a los tiempos
. Problema. Bailar el interes de un capital C durante un
tiempo t al tanto por ciento r. o

ste problema puede enunciarse diciendo;

. EIl capital _ produce en 1 afio r unidades. iCuénto produ-
cira el capital Qen %anosi

Ea cuestion, enunciada asi, es una regla de tres compuesta.
.. Llamemos i_al interés del capital C, y dispongamos las can-
tidades como sigue:

C'pital. Tiempo. Interés.
UG i r
C t . i

. Segun se ha dicho, el interés est en razén directa del ca-
pital y del tiempo, luego

1 100



194
Los términos de la razényI deben ser de la misma especie
[314]; por consiguiente si el tiempo se expresa eii  meses,, dicha

razon se convierte en y siendiasen 7~ . Los respecti-
vos valores de i seréan
C.r.t C.T.t
1200 ~ 36000 m

donde vemos que el nimero 100 que entra en el primer valor
de debera sustituirse por 1200, si el tiempo se expresa en me-
ses; y por 36000, si se expresa en dias.

De la expresioni = * \100 se deduce facilmente:

100.1i 100 100 . i
C.t' ! c.r ' . r.t

_ Por consiguiente, siempre que tres délas cantidades C, r, i.
i sean conocidas, podra hallarse la cuarta.

E.IEMPLOS.

1° Hallar el interés de 120000 pe.'icias en mi afio al 8
¢7vale 120003, r vales, ivale i, luego
120000 . 8
100

2 ° Hallar elinterés de 4500 UAircs en 4 mesis al 7p'\.
C'vale 4500, r vale 7, t vale 4, y 100 se debe sustituir por
1200. luego

= 9600 pesetas.

= 105 duros'.
1200

3." 80000 reahs han producido en 270 dias un interes de 3000
reales. j*Cudl ha sido el tantn por ciento!

C vale 80000, i vale 3000, i vale 270, y 100 debe sustituirse
Ror 36000, luego 36000.3000 _

= >
80000 . 270

5in el comercio se considera generalmente ol afio do 360 dias.
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4." f.Cudnlo liewpo hQestado impue-tn un capital de 100000
reales (iue al ha producido 2400 rcadcsi-
i vale 2400. C vale 100000. r vale 8, luego

"= looodcTTF= 10

0.° i(iué capital deberd imponerse al 7 para recibir cada
6 meses 12000 reatesl o

i vale 12000, r vale 7, vivale 0. y 100 debe sustituirse por
1200, luego

C= meme Mmoo = 3428u7 reales.

fl%o . —Illosciiento.

323.  Se llama 1etra de camiuo un documento mercantil, por
el que una persona manda & otra pagar cierta cantidad a la orden
de una tercera persona. ) B} ]

En la letra se expresasi el pago debe hacersei | §ii
plazo, esto es, en el acto de pre.sentarla 6 pasado un tiempo, in-
dicado en la misma letra, que se cuenta desde el dia siguiente &
la presentacion de ésta 0 & su fecha. .

Pagaré es tambien un documento mercantil por el que una
persona se obliga apagar a la 6rden de otra una cantidaa, en de-
terminada fecha. _

Si el tenedor de un pagaré 6 de una letra & plazo la J)i*esenta
al cobro el dia del vencimiento, recibe toda la cantidad que
expresa la letra: pero si desea hacerla efectiva antes del venci-
miento, recibird_una cantidad menor/en atencion al anticipo
gue se le hace. Tienen, pues, las letras & I]I)Iazo los pagares

os valores: el que expresa el documento, [lamado mlor nomi-
nal; y el que se le da coiivencioimlmentc antes del vencimiento,
llamado valor act a’. Es claro que el valor actual aumenta a
medida que se acerca el vencimiento, yes igual al nominal
cuando espira el plazo. La diferencia enfre los valores nominal
y actual se llama d”icu")it<). ) )
Hay dos clases de descuento, Ilamados comercial 3/ o'acional.
_ El primero es proporcional al valor nominal de id letra 'y al
tiempo quefalta para su vencimiento. Es, pues,el interés dei va-
lor nominal en dicho tiempo.
El segwndo es proporcional al valor actual de la letray al



196
tiempo. Es, pues, el interés de la cantidad que realmente antici -
pa el que torna la letra. )

Estos intereses se calculan por im tanto por 100, llamado
tanto por ciento de descuento. ) ]

324. Probiem\. Descontar comercialmenie una letra de N
reales, que vence alfin del tiempoX, siendo r el tanto por de
descuento. | ] . . .

El interés de iV reales en el tiempo i, al tanto por ciento

Tses N igo't [322], y este interés es el descuento.

El valor actual de la letra sera
N .r.i r.t
N- 100 00"

En la préctica, I0) se sustituye por 1200, si el tiempo se ex-
presa en meses; y por 36000, si el tiempo se expresa en dias.
Ejemi’to. Descontar comercialmenie una letra de 40000 pe-
setas, quevence & los 70 dias, al op°\" de desoriento.
iIVvale 40000, r vale 5, ¢vale 70,y 100 se reemplaza por
36600; lueg-o el descuento sera

----- o0 388,88 pesetas.
El valor actual es
40000 —388,88 = 39611,12 pesetas.

325. Problema, De.scontar racionalmente una letra
reales, que vence al fin del tiempo t, siendo r el tantopor 100 de
descuento. (

. . . m.r .
El interés del cnpital 100 en el tiempo f e s -----— r:

luego 100 reales, al cabo del tiempo tvalen 100  rt; y el valor
actual de la letra, querepresentaremospor .",al cabo del mismo
tiempo se convierte en el nominal enemos, pues, las canti-
dades siguientes, que son directamente proporcionales.

Valor actual. _Valor al veneimento.

10 . ‘r . . 100 rt
A . . A

Luego la incdgnita

A= 100X N

100-f-r¢
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Si el tiempo se expresa en meses, el interés de 100 unidades

en ¢/meses sera 1,: y la cantidad 100-f-r; debera sustituirse

en el valor de A por 100-i- L , lo que dard

1 — 1 iV N
S1=100X 1200 X 1200-1 H

~ Del misino modo, es facil ver que si el tiempo se expresa eu
dias, sera

L= 36000X— 5 ~ -

JiUego si el tiempo se expresa en dias 0 en meses, se susti-
tuye en el primer valor de A cada nimero 100 por 36000 6 1200.
Ejemplo. Descontar racionalmente una letra de 40000 pese-
tas, que vence dlos 70 dias, al 5 p"\* de desciienlo.
iV vale 40000, r vale 5, t vale 70, y en lugar de 100 pondre-
mos 36000, luego

N = 36000 X 4soo00TsT”o =

Y .—Re$;la de coiiipafiia.

326. La REAA CE GOVPANA Uencpor objeto repartir entre
varios socios la fjanancia 6 péerdida que ha tenido la sociedad.
Tres casos pueden ocurrir en la resolucion de este problema.
1. * Que los capitales de los socios sean diferentes y estén el
mismo tiempo en la sociedad. ) ]
. ® Que los capitales sean |?uales y los tiempos diferentes.
3. ® Que los capitales y los tiempos sean diferentes.
~ La resolucion de estos casos se funda en los principios
siguientes: . o . .
1~ ® Lasganancias o pérdidas dedos capitales diferentes en
un mismo tiempo, sonproporcionales a los capitales. )
. ® Lasganancias opérdidas de un capital en tiemposdife-
rentes, sonproporcionales dios tiempos. . .
3. ® Las aanancias ¢ perdidas de dos capitales diferentes en
tiemms diferentes, sonproporcionales & los producios de los ca-
pitales por los tiempos respectivos.
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El primer principio es evidente; el segundo se admite coii-
vencionalmente como cierto; el tercero es consecuencia de los
otros dos.
En efecto, llamemos Cy C" & los capitales, /y t' dios tiem-
pos, xy x' ‘Alas glanancias 6 pérdidas; y dispoiig’amos estas can-
tidades en la forma siguiente:

Capitales. Tiempos. Ganancias 6 perdidas.
C~T ~r~t T
C t'

Siendo las glanancias 6 pérdidas directamente proporciona-
les 4los capitales y dlos tiempos, tendremos

A= XN X . dedonde = -g;— .

327, Los principios anteriores manifiestan que todos los ca-
sos déla regla de cumpanitt estdn comprendidos en la cuestion
general siguiente. )

Problema. Dividir n)inv.fiiefodado N partes proporcio-
nales & varios numeros dados a, b, c.

Seana,y, z las partes en que se quiere djvidir el nimero
Segun él enunciado del problema, los nimeros x, y, " de-
ben satisfacer d las dos condiciones:
_N _N e L ')/ _
x-ty-"z=1, u b
De la segunda se deduce [200]
X X X-7yMvmo Yy Xy oz _
a''a h ¢ h*a b c c

pero, en virtud de la primera condicion, gsx y z=mA:
luego

v b AL = £
a' a-"h-\-c ab +c ¢
De estas igualdades se deduce flOlJ
N
— A = 'Xh.z = X c
X= b K BYT 4

Liiego. para duidir iin nimero espartes proporcionales d
otros dados™ se divide el nimero por la sama de eslos™ yele.O”
dente se mnUiplica sucesivamente por cada mio de ellos. _
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Ejemplos.

iy Z%.? capitn.le-1iro.!f socios son* (Ivrantecl mismo tiempo®
70000. // 50000 reales respectivamente; la ganancia es de
2AQM)reaks.'lOudl esJapartedecadauno'l

Dividiendo 24000 en paites proporcionales & los capitales,
resulta

Ganancia d<i 24000 X 70000= 10500 reales.
1." socio.70000 40000 51)000
24000 _
. X 40000 = fioDD
Idem del 2. 70000 4(1000- 50000 >
24000

Idemdel\M w8 <3515 146000 1 B00C X 50000= 7500 »

2." Tres socios ponen capitales iguales, e’ primeropor — me-

ses, el segundo por 10 y el tercero por 9; sufren unapérdida de
reales. f,CiMulo pierde cada nnoi

Dividiendo 15000 en partes proporcionales & los tiempos, se

obtiene
. L 1.5000 _
Pérdida del 1." socio. 14 oy g < 1= 5500 reales.
o . 15000 _
Pérdida del 2,°......... JIH-10- 9 X 10= 5000 »
g " 15000 _
Pérdida del 3."......... 11-£-10H9 X 9= 4500 »
3® Tres socio” forman compniiia; el primero pone 8000 rea”
les por 7 meses, el'segando realeo por 4 me’es, y el tercero

100000 reales por 9 ineses; laganancia es de 28900 reales. *Cuan-
to corresponde d cada unol
Hav que dividir el nidmero 28900 en gartes proporcionales
& los productos 8000.7, 50000.4, 100000.9 de los capitales
por los tiempos.
Asi se obtiene

Parte del{ 28900 - X 8000.7= 1400rs.
1 9080007 -h50 1004+ 100000.9
28000 _
X 50000.4= 5000
ld.deVIT g4 7-n50000.4 H- I00000 9 ?
1d.den. 28900 X 100000.9= 22500 »

8000.7 -f>50000.4 1h 100000. )
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VI.—lienla de aligacién.

328. La REGLADIi AUGACION tiene dos objetos ‘principales-.

1.® Hallar elprecio de una 'mezcla, contfciendo las cantidades
mezcladas y sus respectivos precios-, )

2. ® Hallar las*cantidades que deben mezclarse, conociendo sus
precios respectivosy el preciode lamezcla. =~ =

El primer problema se llama regla de aligacion directa, y
el segundo, regla de aligacion inversa.

32U. Las reg?las de aligacion directa se resuelven hallando
los valores de Tas cantidades 'mezcladas y sumandolos, con lo
que se obtiene el valor de la mezcla. Para hallar el precio de
la misma, 0 sea el valor de la unidad, se divide el valor de la
mezcla por la suma de las cantidades mezcladas.

Ejemplos.
1® Se 'mezclan 27 kilogramos de café de 18 reales el hilogra-
mo, con 10kilogramos de 23 reales y 17 de 20, icuat es el precio
de la mezclad

27 kilogramos a 18reales valen 486 reales
10 » 23 » » 230 »

17 » 20 » » 340 »
54 kilogramos de mezcla valen 1056 reales;
luego el precio de la mezcla es

105 _ 10 -j- reales.

_2." Se ligan 36 kilogramos de plata cuya ley es de 950 rnilé-
sim,as, con 20 cuya ley es de 835 milésimas, con 10 cuya ley es de
720 r|n|Ie5|masy con I3 deplatapura. iCual es la ley de la alea-
cion'

36 kilégramos de 050 milésimas contienen 34200 milésimas

20 835 » 16700 »
10 720 » 7200 »
13 de plata pura 13000 »
79 kilégramos de liga contienen. ............ 71100 milésimas;
luego la ley de la aleacion es
71100

= 900 milésimas.
70
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330. La resolucion de los problemas de aligacion inversa se
funda en el teorema siguiente:

Si se mezclan cantidades de dos especies, dichas cantidades
eskin en razén inversade la'i diferencias de sus precios al precio
de la mezcla.

Sean g é y las cantidades que deben mezclarse, p'S p' sus
precios respectivos, y m el precio de la mezcla. Supongamos

que . .
_ Es evidente que el precio de la mezcla debe estar compren-
dido entre los precios délas especies mezcladas, de modo que
N

p=> mo}’ m=>p' . - .

Cada unidad de clase superior, cuyo valor es p, vendida al
precio m de la mezcla, causa una perdida —w, por consi-
guiente Qunidades de dicha clase causaran una pérdida de
X [p—m).

Cada unidad de clase inferior, cuyo valor es  vendida al
precio m de la mezcla, produce nna ganancia m —p\ luego y
unidades de dicha clase producirdn una ganancia dey [m—p').

_ Pero al hacer la mezcla de las especies’ no se quiere perder
ni ganar, luego la pérdida que originan las x unidades cie cla-
se superior debe ser igual a la ganancia que producen las y
unidades de clase inferior, esto es,

x[p—m) —y [rn—p),
de donde so deduce fl03]
X m*—p
7 p—m

igualdad que demuestra el teorema. .
Para verificarse esta igualdad es necesario solamente que
la razén de los valores asignados & @éy, seaigual & la razén

~p— " lo que tendra lugar haciendo x—m—p',y=p —
y como los términos de un quebrado —se pueden multiplicar

0_dividir por un nimero cualquiera, sin que se altere su rela-
cion, se deduce que multiplicando ¢ dividiendo los nimeros
m—p' y p —W por un mismo ndmero se obtendran cuantas so-
luciones se quieran.

Ejeiciplo. Se quiere mezclar vino de 50 reales el decdliiro con
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xiino de 68 reales” para tender la mezcla & 62 reales. “Cuantos
decalitros de cada especie e mezclaran®

Precio de la mexplii. ['recios de las especies. Cajtidades.

62 ' 00 . ...~ 6
] 68 . .. . 2

Restando 50 del precio de la mezcla se obtienen los decali-
tros de la clase superior, que son 12; y restando 62 de 68, los de
la dase inferior, gne son 6. ] )

Multiplicando los nimeros 6 y 12 por un mismo namero,
obtendremos otras solpcionc.s. Asi, pueden mezclarse 12 decéli-
tros de la clase superior y 6 de la inferior, 6 24 de la primera y
12 de la segunda etc.

Si las especies que deben mezclarse son mas de dos. se re-
duce el problema al que acabamos de resolver considerando
las especies dos & dos, en un orden cualquiera, si bien cuidando
de que sus precios comprendan al d” la mezcla, hasta haberlas
considerado todas.

Ejemplos.
1" Se mezclan narias clames de trigo de _ pesetas, 28,75
pesetas, 20 pesetas y 26,25 pesetas H kecidtifro. ffiucmtos h-ectoli-

tros de cada clase se tomaran para vender la mezclaa 25,50 pese-
tas el hecldlilroi

Precio de la mezcla. Precios de las especies. Cantidades.
2%
) 2
25,50 20 075
26.25

5,50
2® Se ligaplata de 720 milésimas, de 850, de 950, de 600y
plata pura. “Cuanta debera tomarse de cada especie para obtener
plata de 900 milésimas™

Lev de la liga. Leyes do,\ﬂas especies. Cantidades.
80 . . . . 100
900 90 . ... 180 -H 300
600 ... . 50
IC00 . .

.. 50
Considerando las leyes 950 y 720. que comprenden la ley de
I%(I)lc?a, resultan los numeros Sy 180; considerando otras dos
1000y 850, por e Gn%%o, se obtienen 10y 50;6)0r Gltimo, con-
siderando otras do.s 950 y 600, hemos hallado 50y 300.
331. Sien laigualdad rraccionnriu
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X __ m—p
y h—m’
8ue dapai-ax (y infinidad de valores, damos ajr6a uii valor
eterminado, la otra incog-nita tendra también un solo valor.
Lo mismo sucedera cuando el valor dea?-f-yédeiP —y sea
determinado.
En efecto:
1" -iCiianias libran da café de 12 real"n deberan'mezclarse coa
24 libras de 7 reales, para vender la mezcla & 9 reales?

Sabemos que en este caso X- 2 pero y vale 24, luego

_ 2 2X24 _ .
55 = 3(X—3(— = kb libras.

00 iCmnto trlyodereales fanega se mezclara con trigo
de 47 reales, para obtener 270fanegas y venderlas 443 reales!-

X A-V 4-hb5

Tenemos —= 4-- de donde
pero X+ y '='2/0, lueg'o ﬂ; 2 ,
278'4- = 120 faiieg-as.
4+ b
Del mismo modo. y y
270 0
pero X-Hy = 270, luego —y- =
210X 5
de donde i = 150fanegas.
3." quiere mezclar vino de 76 reales decalitro con otra cla-

se de vino de Greales, debiendo exceder la cantidad de la clase
primera ala otra en 20 decaUtros. ¢Cnaiitos decalitros de cada
clase debemos mezclar,para venderla mezcla a72  reales?-
lef X _ 12, X—y_ 12—4
efiemos v —j, Mego-—-y~ = 1

pero X —y = 20, niego 20._ 8
. &= 30 decdlitros,
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w—y 12 —4

Del mismo modo,
y 4
20 8
ero X — y="20, luego -
p y u g V (13 4 7

y = 10decalitros.

332.  *%llaman canlidade.® equivalentes las cantidades que
reducidas a la misma unidad son iguales.

Tales son 20 varas y 00 pies; U duros y 25 peseta.s.

La propiedad de ser equivalentes dos cantidades se expresa
or medio del signo |qual a colocado entre ellas; por ejemplo
metros = 6 varas, y la expresion recibe el nombre de equi-

valencia.

Teorema. Losgn'oductos ordenados de varias equivalenciasy
tales que el primer miembro de cada una sea de la especie del se-
gundo miembro de la anterioryson equivalentes, sienao el primer
Q[ir%%ucto de laprimera de todas las especies y el segundo ck la ul-

Sean las equivalencias

avaras = hmetros,
cmetros = dyardas.
m yardas = /piés del Rhin.

Queremos demostrar que
a'XC'Xe varas = i x ¢ X [/ piés del Rhin.
Multiplicando la primera equivalencia por cy la segunda
por h, considerados como nlmeros abstractos, resulta
i5Xc varas =, X ¢ metros,
uX i metros =h'Xd yardas.
De estas dos se deduce evidentemente esta otra
axc varas = b xd yardas.
Multiplicando ésta por cy latercera de las propuestas por
el producto bxd, resultan

axcxe varas = b xdxe yardas, )
bxdxe yardas=.bxd x/pi1és del Rhin.

De donde
(X cX evaras= ¢ x X [/ piés del Rhin.
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~3. Laregid conjunta tiene por objeto reducir una magni-
tud concreta a otra eqlulvalente de diferente especie, por medio
de equivalencias que li“an la primera con la segunda.

1 ara resolver los problemas de regla conjunta, se escriben
vanas equivalencias de modo que el primer miembro de cada
una sea de la especie del segundo de la anterior, y el .segundo
miembro de la ultima de la misma e.specie que el primero de la
primera. Multiplicando después ordenadamente las equivalen-
cias, se deducira facilmente el valor de la incognita.

Ejemplos.

1. * Reducir 180 raras 4 yardas, saliendo que Cl raras eani-
ralen a 51 metros, 43 metros a" 137 mris det Rhin, 34 pie” del
Kfilli a-)pies ingleses, y que la yarda tiene trespies ingleses.

Llamemos x al nimero de yardas equivalente & 180 varas,
y escribamo.s las equivalencia$ siguientes:

Xyardas = 180varas
Ol “varas = 51 metros
43 metros .= 137 piés del Rliin
34 piés del Rhin = 35 piés ingleses
3 piésingleses = lyarda

MultiplicAndolas ordenadamente resulta
iP.61.43.34.3 yardas= 180 .51.137 .35 . lyardas

luego X— 1B0.51. 137351 164,53 yardas.

2. Reducir 020 libras esterlinas a reales, suponiendo que 3
horas esterlinas se cambian por 20 thalers, 4 tkalers por 15
francos y ofrancos por 10 reales.

Llamemos x al numero de reales equivalente & 520 libras es-
terlinas, y escribamos las equivalencias siguientes:

Xreales = 520 libras esterlinas,
3libras = 20 tlialer.s,
4 tlialors = 15 francos,

5francos = 19reales.
Multiplicandolas ordenadamente resulta
®.3.4.5 reales= 520.20 . 15 . 19 reales,
de donde

520 m20 . 15 . 19
X= 34 5 —520.5 . 19= 49400 reales.



206

KJIKIICICIOS.

. Convertir 7 duros, 12 reales, 16 maravedises en incomplejo do la
es?ecie inferior. ) )

I. Convertir 30 lieettreas, 2S Greas, 35 metros cuadrados en in-
complejo de la especie inferior.

I1l. "Convertir 12 arrobas, 22 libras, 10 onzas en incomplejo de li-
bras y en incomplejo de arrobas.

IV, Convertir 28 kilogramos, 3 decagramo.s, 7 deci>?ramos en in-
complejo de kilogramos, do liectograiuos, de deedgramos y de gramos.

V. Convertir 5728 maravodisos en complejo.

V1. Convertir 4570008 milimetros en complejo.

VII. Convertir 10 do cantara en complejo.

VIII. Convertirdokilometro en complejo.

IX. Reducir 15 arrobas, 20 libras G kilogramos.

X. Reducir 45 docalitros, 0 litros 4 cantaras.

XI.  Reducir 25 fanegas y 100 varas cuadrada.s & hectareas.
XIl. Reducir 50,4528 hectareas a fanegas.

XI1l. Convertir3lpiéscubicos en decimetros cubicos.
XIV. Convertir 78 metros cubicos en varas cubicas.

XV. Unobrero teje en un dia 20 varas,_2 pies, 9 pulgadas de tela, y
otro teje en ol mismo tiempo 29 varas, 1 pié. 0 pulgadas. ¢Cuanta tela
téjenlos dos juntos? ¢(Kn cuanto excede el trabajo del segundo obrero
al del primero? . . , .

XVI." Kn'un dia vende un fabricante cuatro partidas de genero: la
primera dc28 arrobas, 15 libras, 12 onzas; lasegunda de 14 arrobas, 10
fibrasy 10 onzas; la tercera, de 20 arrobas, 8 o izas; y la cuarta de 40
arrobas, 23 libras; pero su fabrica produce en el mismo (lia 00 arrobas,
19 libras, 0 onzas. .;Kn cuanto luilirdA aumentado 6 disminuido la
existencia en sus almacenes?

XVII. Una persona presta & otra 037 duro.s, y convienen en que la
primera recibird anualmente en recompensa 1 real y 20 maravedises
por duro. ;Cuanto debe recibir al iin del afio?

XVill, Una libra cuesta 8 reales, ¢cuanto costaran 7arrobas, 20
libras y 12 onzas? n

XIX. Un comerciante compra 207 arrobas a 3 duros lo rciles la
arroba, v las vende & 4 duros 9 reales, ¢(lué gahancia ha obtenido?

XX. *Un comerciante compra tres partidas de género a 4 duros, 8
reales, 17 maravedises la arroba. La primera partida es de 15 arrobas,
20 libras, 10 onzas; la segunda de 19 arrobas. 16 libras, 15 onzas; y la
tercera de 13 arrobas, 12 libras, 7 onzas, ¢cudnto cuestan las tres par-
tidas?
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XXL Un comerciante eumpra 37 arrobas, 15 libras, 8 onzas & 12
duros, 15reales y 17 maravedises la arroba; y las vendo & 15 duros 10
reales. ;Que' ganancia obtiene?

XXII. 2 varas, 1piéy 5 pulgailas de unabarrade liierro pesan una
arroba. ;Cuanto pesaran 21 varas, 8 pulgadas de la misma barra?
_XXIII. Un movil recorre en un minuto 70varas, i) pulgadas. ¢Qué
tiempo empleara en recorrer 500 varas?

XMYV. 20 arrobas 17 libras de género han costado 930 reales, 25
maravedises. ¢Cual es el precio de’la arrob.a?

XXV. Una matiuina de vagor extrae de una rainavcn 3 horasy 35
rﬁling}tos, 728 quintale.s de carbén de pieiira. ;Qué cantidad e.xtrac yor
ora’

XXVI. Un comerciante vende 79 arrobasy 20 libras por 300 duros,
15 realesy 27 maravedises,,y olitiono una ganancia de 89 duros 18
reales y 25 maravedises. ¢A qué i)recio compro la arrol)a? ’

XXVII. Un comerciante compra tres fardos de género: el primero

pesa 200 libras, el segundo 1 vece.s menos que el primero,y ol

tercero los - de la diferencia entre los primeros; vende todo el

énero en 4150 reales, y obtiene_una ganancia de 830 reale,s. ¢Cuanto
e costo cada libra, y azl[ue precio lavendiii?

XXVIII.  Kn un molino hay uiiapiedr.ade cuarzo, quo pesa 75arro-
bas. ¢Cuanto pesara otra igual de basalto, siiponimido que los pesos de
(los trozos iguales de basalt.) v de cuarzo estén r.’;)re.sentados por los
numeros 13y 15? |

XXIX. Un saldén permanece iluminado cada noche durante 8horas
por 17 haces que cuestan al mes 272 reales. ¢Cuanto costara cada mes
iluminar con 12 luces iguales otro salon que t-stara abierto 7 horas’

XXX. 40 obreros, trabajando 9 lloras al dia, Jiacon una obra do 270
metros cu 70 dias; 35 obreros, trab i,jando 8 horas los M primeros dias
y 12 los (lias rc.stantcs ¢cuanto tardJarén en liaccr 492 metros? ’

XXXI.  Una maquina (d(?va.St}OkiIé i-uuos de p('so en35ininuto.s &
una altura de 20 metros. ¢.\ (Juc altura 8Icvaril en")9 minutos un peso
de 320 kilo%ramos, squni-mdo m & la altura (® 9 metros se aumen-
ta el peso liasta 490 kilogramos?

10X)(_)g)ll. ¢Qué capital produce c.n 270 dias 12000 reales de interés al
Pei;’

XXX, Um. persona presta 80000 rcale.s al 0 y recibe entro
capital é intereses 8200 ) roalc.s. ¢(Cuanto tiempo estuvo prestado el
capital?

XXXIV. Una persona pri‘'sfca a otra cierta cantidad ;il 7 p" de
interés anual, y recilm al cabodo 10 meses 1270UOrnale.s por el capital
y los intereses. (Qué capital pi-est6?

XXXV. Una persona presta dos capitales al misuio tanto por cien-

I Dofidoeatu problema hasta olXI.Vlltieni'n txidos sobmion entorii.
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to: el primer capital es de 130000reales y lo n
sequndo, de 50000 por 170 dias. ¢Cual dobe ser el ACH
qLFe I%s intereses I%UHIJOS de ?osf’ dos capitales importen 92/0 leales,
XXXVI Ua comerciante emplea 50000 reales en un negocio, y
o-anael 23 u™!. del capital. ;,Cudl es la ganancia? I
XXXVII. Una partida de genero.s adeuda por derechos de intro-
duccion 2575 reales al 25 p"l,, de su valor. ¢.Ciuil es™este valor.
XXXVIIL.  Un comisionista quo ha vendido goneros por valor de

35000 reales, recibe 3150 reales por su comision. ¢Uual es el tanto por
ciento de comision?

XXXIX. Descontar comereialmente un pagaré de 90000 reales que
vence & los 160 dias, al 7 g"lo’ , m i-

XL.” Por una letra de 5)000 reales, que vence & los 90 dias, se re-
ciben 49000 reales. ¢Cual es el tanto por ciento de descuento.

XLI. Dividir el nimero 4580 en partes proporcionales & los nu-

" AxS?’IUvidVVIinamero 2900 en partes proporcionales & los nai-
4 2
meros ly
XLIIL. Dividir 76114 reales entre tres personas, de modo que la
segunda reciba el 6 por o mas quo la primera, y la tercerael 8 p |o

mas. Que la_segunda.
le%. DIVRdIr 61 nimero 74000 en tres partos tales que la razon

de la primera y segunda sea y la de la segunda y tercera

XLV. ¢Cuéanto trigo de 36 reales fanega debe mezclarse con otra
especie de 46 reales para obtener 200 fanegasy venderlas a 42 reales.
LVL Una mezcla do trigo contiene i hectolitros, i vale 9.)22
reales; las especies mezcladas han sido dos, de a> reales v 9J reales el
hectélitro. jCiiantoshectélibros de cada especie contiene la mezcla?
XLVII. 'Una aleacion de plata pesa 40 I-“*?ramos, y su lev es de
900 milésimas: para obtenerla se haligado plata do 800y de 960 milési-
mas. ¢Cuantos kilégraino.s de cada especie han entrado en la aleacion?
XLVni. Un objeto do oro ligado con plata, tiotie 640 centimetros
cubicos de volaraen. y pesa 10 kilogramos. Cada centimetro cubico de
oro puro pesa 10,2(5 gramos, y cada centimetro mibico de plata 10.47
gramos. ¢Cuantos kilugratnos de oro y cuantos do plata contiene el

lieducir 420 varas prusianas a varas de Castilla, suponiendo

que 48 varas prusianas equivalen 432 metros, y quo 5 metros equiva-
len &6 varas castellanas, . . , . . .

Reducir 380 pies cubicos ingleses a varas cubicas de Castilla,

suponiendo que 59 pies cubicos ingleses equivalen & 54 pies cubicos

prusianos, que 841 pies cubicos prusianos'equivalen & 26 metros cu-

ticos y que 7 metros clbicos equivalen & 12 varas ctibicas de Castilla.



AL GEBRA.

INTRODUCCION.

1. Algebra es lacienciade las leyes (jenerales de la cantidad.

2. La Aritmética considera las determinaciones particulares
de la cantidad 0 sea la cantidad i-epresentadji por nimeros:
Pero este medio de representacion es impropio para descubrir
eyes generales. _ _ o

Tanto es asi, que en los teoremas de Aritmética, si bien re-
presentabamos con frecuencia las cantidades por nimeras, pres*
cindiamos de los valores particulares de estos y solamente
atendiamos & los caracteres generales; por manera que en rea-
lidad se consideraba el nimero como un simbolo general re-
presentativo de todos los nimeros de su especie. )

Aun procediendo asi, no tenian las leyes descubiertas el
CTadl de generalidad de que eran susceptibles: si las cantida-
des estaban representadas por numeros enteros, .solo & esto.s
eran aplicables los razonamientos, y por tanto la ley quedaba
demostrada tan solo para los mismos, siendo nece-sario dar
nFevaé demostraciones, d habia de hacerse extensiva a toda
clase de numeros.
~ Kn la resolucion de problemas, la representacion de la can-
tidad por medio del nimero presenta otro inconveniente; si las
operaciones se efectlan & medida que se van presentando, el
resultado final, 6 sea la solucion, es un nimero que conviene
al problema particular propuesto, pero que no expresa la ley
de su formacion, esto es, la série de operaciones que deben
efectuar.se con los datos, en todos los problemas de igual na-
turaleza, para determinar la incognita; y si dichas operaciones
se dejan indicadas, sera imposible distinguir aquellos datos
g%%égngan igual A-alory los nimeros que originen las reduc-

14
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3. Como medio de generalizacién, se representan en Al-
gebra las cantidades i>or las letras del alfabeto. Por consiguien-
te, una letra cualquiera designara en lo sucesivo una cantidad
en general, y solo cuando alguna cantidad deba tener circuns-
tancias particulares, se limitara la significacion de su signo
atribuyéndole estas circunstancias. ] o

Asli, por ejemplo, ft, h, c representan tres cantidades 6 nu-
meros, que podran ser enteros, fraccionarios 6 inconmensura-
bles; pero si la cuestion propuesta lo exige, a podra representar
exclusivamente un ndmero entero, un ndmero par. un ndmero
comprendido entre ciertos limites etc., con solo suponer_que
existen tales circunstancias, y tener en cuenta esta hipétesis en
el curso del razonamiento. ) .

4. Para aclarar estas consideraciones, presentaremos dos
ejemplos. ) . )

1" Teorem\  Lamina de doe cantidades TmcUipUcada por
su diferencia, es igual a la diferencia entre los cuadrados de di-
chas cantidades. )

Sean 10y 6 estas cantidades.

Tenemos (10~-6) (10—QOG= 16.4= o4

102 —62= 100—36= 64;
luegO (10H-6) (10—6}= 102—62.

_ Este razonamiento se apoya solamente en los valores de los
ndmeros propuestas; luego hemos comprobado un hecho parti-
cular, pero no se ha demostrado la ley general enunciada.

Si, prescindiendo ahora de los valores numéricos de 10y 6,
atendemos solo & las E)r_op_ledades coinune.s & todos los nimeéros
enteros, diremos: multiplicar 10-1-6 por 10—6 equivale a re-
petir el multiplicando por sumando 10—6 veces; pero si se re-

ite 10 veces y después 6 veces, restando los resultados, la di-
erencia contendra al multiplicando 10—6 veces, y serd el i)ro-
ducto buscado; asi pues

(10-J-6) (10—6)= (10-h 6) 10— (I0-hO) 6.
Debemos efectuar ahora dos multiplicaciones: la primera
(10-1 6) 10 se reduce evidentemente a repetir cada sumando
10 veces; y la segunda (10H- 6) 6 & repetirlos 6 veces; luego

a04-6] (10—6)= 10.10 6.10—10.6 —6 .6,
n " (10-h6)(10 — @ = 102~f-6.10— 10.G — 62;
pero 6.10—10.6 = 0
luego (104-6) (10- 6}= 102- 62.
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Este razonamiento se apoya en una propiedad comdn & to-
dos los nameros enteros, que ‘es la siguiente: el producto de un
numero_por otro entero es una suma de tantos nVimeros iguales
al multiplicando, como unidades tiene el multiplicador; por
consiguiente es aplicable & todos los nimeros enteros: pero no
a los fraccionarios ni a los inconmensurables.

Si queremos extender la ley dtoda clase de numeros 'y que
tenga el grado de generalidad de que es susceptible, represen-
taremos la.s cantidades por letras, y apoyaremos el razonamien-

to en propiedades demostradas anteriormente y comunes & toda
clase de numeros.

Probemos, pues, en general que
(ii-H (t— (®
Considerando k a—h como un ndmero, sera
[a—h) =a”a —h.-*h '"a—
0 [a+ b)[a—h) = [a—h a-"[a—h) k;

efectuando las multiplicaciones indicadas en el segundo miem-
bro, resulta

6 = —i2
. Ahora queda demostrada la ley con toda la generalidad po-
sible, segun al principio la habiamos enunciado.
2." Problema. Bailar dos cantidades, conociendo la sumay
la diferencia de las mismas._ )
Sea 64 la sumay 12 la diferencia. )
Si representamos por x la menor de las cantidades, la ma-

yor seraa?-i-12, y la suma de las dos 4-12 6 2a?-i-12;
pero esta suma es igual, segun el enunciado, & 64; luego
2a;,-h 12= 64.
Restando 12 de los dos miembros resulta
%x— 52,
de donde #= 26.
Siendo 26 la menor de las cantidades, la mayor sera
26-h 12= 38.

Los nimeros pedidos son, pues, 26 y 38; pero estos nimeros
no expresan la ley con arreglo & la Cual estan formados; por
lo que tendremos necesidad de repetirlos razonamientos ante-
riores, cuando los datos del problema sean diferentes.
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Representemos, ahora, por ?la suma dada y pord la dife-
rencia, y sea ®la cantidad menor.
La mayor serad-h d, y la suma de ambasa?a?-h o
-h d; como esta suma debe ser igual & s, tendremos:

2x-\-d—s.
Restando d de los dos miembros sera
2x = s —df
s—d
de donde = —2—"°

Afadiendo a este valor la diferencia d tendremos la canti-
dad mayor, que sera
g— s—d-i-"d s d

2 2

Las cantidades menor y mayor, que hemos hallado, pueden
escribirse en la forma

S d

Estas expresiones Ilamadasformulas, son las leyes de for-
macion de las incognitas del problema, 0 sea la representacion
de las operaciones que debemos efectuar con lo.s datos para de-
terminar las incognita?: ] . .

Siendo las formulas reglas, escritas en lenguaje algebraico,
Fara resolver los problemas generales, pueden ‘traducirse al
enguaje vulgar. Las que acabamos de obtener se traducen del
modo siguiente: ) ) )

Dadas la sumay la diferencia de dos cantidades, la mayor
es i(ual d lamitad de lasuma mas la mitad de la diferencia”y
la menor d la mitad de la suma menos la, mitad de la diferencia.

Por medio de la formula se resuelven todas las cuestiones
Bartlculams comprendidas en el problema general propuesto.

ara esto se sustituye cada letra por el valor particular
del dato que representa, y se efectGan las operaciones indi-

C‘jidaso'r ejemplo, si la suma de las cantidades es 04 y }a Ciilleren-
cia 12, sustituiremos en las formulas s por 04y d por 12,y ob-
tendremos

04

i, A_26,
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5. Los siganos de la adicion de la sustraccion son en Al-
xrebra los mismos gque en Aritmética. )

La multiplicacion se expresa también por el signo X o_por
un punto. Sin embargo, si los factores son letras, se_escriben
unas & continuacion de otras sin interponer ningun signo.

Asi, el producto de las cantidades a, i, cse expresara por
«X X CcO«.¢.C, Yy mas comunmente por aic.

Las sumas y diferencias indicadas, que. entren como tacto-
res, se escribiran dentro de un paréntesis; por ejemplo, si los
factores son i?-h¢-hc, ™~ -h/y el producto se escribe

{a-h”-hc) [d—e-hf) m.

'La division se expresa por el signo : que era])leAbamos en
Aritmética. Si el dividendo, el divisor 6 ambos son sumas 6 di-
ferencias indicadas, se escribiran también dentro de un paren-
tesis; asi el cociente de ii—¢ -h ¢ por w se escribe

(ii—i-hc) : i
eldea 5porm—n seescribe
(«H-1) : [m—n).

Por ultimo, las potencias y raices se expresan como en Arit-

meté(a}indo nna cantidad se repite varias veces por sumando,
se simplifica la escritura anteponiendo a la cantidad un numero
que exprese las veces que esta repetida por sumaudo. Lste nu-
mero se llama coeficiente: asi
@i se representa por 2it
por 7>eh

El coeficiente de Xaes 2; el de 3«*hes 3.

No debe confundirse el coeficiente con el exponente; aquel
exprésalas veces que una cantidad se repite por sumando; este
las veces que una cantidad se repite por factor. La expresion

3" equivale & - h mientras que a*esigual a a. a. a:
si avale b, serd
3Z= 5-ho-+5— lo,
—h .5 .5= 125

Una cantidad sin coeficiente expreso, tiene siempre impli-
cifamente el coeficiente %no.

En efecto; a*b=\><a’"t? = la”™h. .

Una cantidad sin exponente, puede considerarse con el ex-
ponente Mino: asi
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6. Expresion al&briica 6 cantidad literal €S el conjiméo
de vanas letras separadas por los signos de las operaciones.

Se llama_asi por ser la expresién, en lenguaje algebraico,
de una cantidad cualquiera. ) -

. son expresiones algebraicas, que significan
respectivamente
a.a.h-"a .a .h, a-\-a-\-b.b-hb.b-"b.h.

Por estos ejemplos se comprendera que los signos algebrai-

802| abrevian considerablemente la representacion de las canti-
ades.

7.. Cantidad racional €s toda expresion algebraica que no

contiene ningudn signo radical.

Tales son a—h, a"b-h~-é~.

Cantidad irracional Oradical €S toda expresién algebraica
gue contiene algun signo radical.

Por ejemplo a+ 3"

Cantidad entera €S toda expresion que no contiene ningun
radical ni d,enoniinador. . ) )

8. Una expresion algebraica no ligada & ninguna otra por
el signo de la adicion ni por el de la sustraccion,”se Ilamado-
noniio, 6 expresion de un término; asi Zab™ es un monomio.

La cantidad literal compuesta de varios monomios ligados
entre si por los signos de la suma 6 de la resta, se llamapoli-
nomio.

—(/ J e es un polinomio, compuesto de les

términos 5a”, — i/ ¢ab, H------------ .

Si el polinomio consta de dos términos, se llama binomio, si
de tres trinomio etc. ) )

9. Valor numérico de una expresion algebraica es el numero
que se obtiene su&iitugendu las letras por valores particulares,
y efectuando las operaciones indicadas.

Sea la expresion toaV"c. . )
Si suponemos « = 4, b= 2, c¢= 1, el valor numérico sera
. 5.4 .20 1= 640.
Sea el polinomio 'jgah—ado*—b». )
Si suponemos «= 2, ;= 1, los términos valen respectiva-
mente 16, 2, 1; luego el valor del polinomio es
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16—2—1= 13
Si suponemos a= 4, ;= 2, el polinomio vale
256 —32—32= 192

E| -oalor nu"nérico de wh polinomio no vaTia alterando el &I’
den de sus términos, siempre que conserven estos sus Si¢frns.

Es claro que

a-i-O0—e-d = /—c-{-a—d,
puesto que, sea cualquiera el drden eu que se efectlen las
oloerauones, siempre ay 6, olug son sumandos, produciran en
el resultado un aumento igual & sus respectivos valores, y cy d,
que son sust.raendos, una disminucion.

10. 1% llama grado de U7t monomio editero el Plumero de fac-
tores litei'ales_que lo comporten.

El monomio lab'*c — laaaabbhc es de octavo grado.

Es evidente que el grado de un monomio se obtiene sumaiido
los exponentes de sus letras. .

Se llama grado de Uiipolinomio, con respecto a una de sus
letras, al mayor de los exponientes de ésta en el giolinomio.

El polinomio

a™n —oa "N —a*
es de cuarto grado, con respecto & la letra x, y de sexto, con
respecto & la letra a. A ] o

Un polinomio se llama homogéneo cuando iodos sus térmi-
nos son del misino ?_rado._ ) ]

Grado de uii polinomio homogéneo es el grado de cualquiera
de sus términos. . ] )

El dltimo polinomio es homogéneo y de sexto grado.

11. Al descomponer un polinomio

a-\-b —c-\~d—e
en sus diferentes términos, cada uno de estos va precedido del
signo que le ligaba al anterior; los términos del polinomio
mesto son, pues, &, -\-b, —c, -+d, —e. L
njos que estan precedidos del signo mas se llaman tériniuos
dilivos 6 positivos, y los precedidos del signo menos se llaman
slistractivos .0 negativos. . .

Los primeros tienden & producir en el valor numerico del
polinomio un aumento igual & su valor, y los segundos una
disminucion.

Si el primer término no estd precedido de nigun signo, se
entiende que es aditivo 6 que lleva el signo mas.



LIBRO PRIMERO.
CALCULO algebraico.

CAPITULO PRIMERO.

OPERACIONES CON LAS CANTIDADES LITERALES ENTERAS.

12.  Las definiciones de adicion, sustraccion, multiplicacion
y division dadas en Aritmética, son completamente generales;
por lo que las adoptamos en Algebra sin modificarlas.
~ Como en esta ciencia se representan las cantidades por me-
dio de expresiones literales, en cuya formacion es frecuente
que no haya analogia, ocurre muchas veces que las operacio-
nes no pueden efectuarse, y nos limitamos a indicarlas j)or
medio de los signos respectivos; pero otras veces se efectlan
realmente, obteniendo resultados que no permiten descubrir
cudles hayan sido los datos. ) o
13. [laman tiirminos skmejaxtes 10S monomios coinpties-
tos de las mismas letras con iguales exponenles. _
Los términos 6a"x. —3a'x y a'x son semejantes.
Propongdmonos reducir & uno solo, los términos semejantes
de un polinomio. o . . .
Si X"y oax" son términos de un polinomio, es eviden-
te ({ue pueden reducirse & "a' x- . .
0s términos yAManrxM también es claro que
equivalen & —Sa""x"., o ] ] ]
Luego, para reducir dos términos semejantes de signos igua-
les, se suman los coeficientes, y al resultado se antepone el signo
de Us términos.
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tieaii ahora los téraiiiios 'dd™h"' y — "; Us evidente que
9 « —T7«NG6~= "2d"N/*.
Sean —12r@"otros dos términos; os clavo que
—gjiin — ,
y como 8fi5"'—8if; "= (j

los térmiuos propuestos se reducen a —4ii¢-'; pero el coeficieii-
te 4 se hubiera obtenido restando 8 de 12; luego

Para reducir da’} términos sempjantefl de sipios contrarios,
se restan los coeficientes, y al resnliado se antepone el signo del
mai/or.

Vamos & reducir los términos semejantes del polinomio

—>5fig">H-7iii"H- H- e
- Como el drden de los términos no influye en el valor del po-
linomio, podemos reunir los términos semejantes, y sera
Yeh~+ a’b™-h Qa'h=— oab™-h Ta™;

reduciendo ahora el primer término con el segundo, y el resul-
tado con el tercero, se obtiene para valor de los tros primeros
términos 9ii">i-i; reduciendo igualmente los otros dos, resulta

g2<z;" : luego el polinomio queda reducido &

En la practica no se altera el 6rden de los térmiuos del poli-
nomio: lo mas breve es recorrer con la vista todos los términos
y reducir mentalmente los semejantes, & medida que se van iire-
sentando, sin escribir mas que el resultado Anal.

Asi, en el polinomio
Offa/?>~6ax'"~\- oax"*— ,
diremos; 9aa;" + r>«a;"= Uax~ ,Uax~ — =Sax~;
—6Bax'— dax** = ~10ax”:
luego el polinomio reducido es
te" —\Qax™.
Dehmismo modo se encuentra

-h bax': .
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Il.—Adicion.

14. Supongamos que se quieran sumar las cantidades 2z h
y ;esevidente que la sumaes
2ii4-5-h
Sean las cantidades 33,3 y : la suma sera
SisN=
Si los sumandos son los polinomios
— 2a-hc—d y &a—nhc,
observaremos que sumar los dos primeros es aiiadira ¢i—i el
resultado de efectuar las operaciones indicadas en 2«H-c—a,
si llamamos & este resultado, la suma de los dos primeros po-
linomios sera
n— 6 ~I9g
poniendo en vez de el polinomio 2ie-i- c—d, dicha suma se
convierte en
2iZ4-c —d-hd —
y alterando el 6rdeu, en
ii— ¢ 4" 2iE4~ c~~d.
Por el mismo razonamiento se demostraria que la suma
de —d con el tercer sumando 4t —5¢c es

ii — b4a*2ii4" c—d 4= 4ii —5c,
que es la suma de los tres polinomios propuestos.

Observando la composicion de esta suma, se deduce la re-
gla siguiente:

PdTd swnidT ‘Ddvios polinomios se escTihen los sumandoos unos
d continudcion de otTos, consevvdndo d cada tétrnino el signo xes-
peclvoo.

En la préctica se efectla la reduccion de términos semejan-
tes, silos nay, la que se facilita colocando los sumandos unos
debajo de otros.

Ejemplo. Sean lossumandos\za~b”-\- 6J1b~\-lab',
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Disposicidn practica.
9n5i4 iJid¢_ abr—~dhn
Ig"5¢4  Td<b+ BiEB—A4{iN, L

I11.—SuKImrcioii.

15. Bis evidente que la diferencia de las cantidades 3«y 25

i las cantidades son 7ii5ey 3ffsc, la diferencia sera
labe — Zahe — Adx.
Supongamos que se trate de restar los polinomios
5, —2y+ 3, y  2Mm—Ty.
La diferencia sera un polinomio que sumado con el sus-
traendo produzca el minuendo; este polinomio €S

Sa—2/[+ —2%+ Ty.
En efecto: afiadiendo el sustraendo 2a,*—7y, se obtiene
55 —2y-h —2kS+ 7y + 2a«—7y,
que reduciendo se convierte en el minuendo; luego

Para restar dos polinomios se escribe el minmndo y d con-
iinmeion el saslraenclo, cambiando el signo de cada uno de stts

b EnZ li:aE practica se efectda la reduccion de términos semeiau-
tes, silos hay, lo que se facilita colocando el sustraendo debajo

de rgmg %Restar los polinomios 7  — 7", — pr.90 S/r

35— 55,
Disposicién practica.
(65—
ZaiP—

16. Conviene en muchos casos considerar un polinomio como

la diferencia de otros d
ara conseguir este objeto se forma el sustraendo con \a
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rios términos del polinomio, teniendo cuidado de cambiar el
signo de cada uno. Asi

—2¢4-3c2_ 2A5—7i4-5c= 5« — 4-3¢2 — (2ii4- 7i —5c)
a-\-h —c+ d—(—b-\-c—y).

En efecto: si efectuamos las sustracciones indicadas en los
segundos miembros, obtendremos los primeros.

IY .—UluKiplicacion.

17. Tratemos de hallar el.producto de dos potencias de una
misma cantidad. , . .
) & ) El factor  és un producto de = factores
iguales & &, esto es, aaa; y el factor a' ds también im producto

e chico factores iguales a a, 6 sea aaaaa; luego el producto
contiene al factor a tres veces mas cinco veces, 0 sean
oc/iC veces; por consiguiente

Podemos, pues, enynciar la siguiente regla abreviada:

Para‘mulﬁpﬁcar Hos potenmags d% una %lsma cantu?ad, se
suman los eioponentes.

Multiplicacién de dos monomios.

18.  Sean los monomios 8&N5 ‘¢ a/ o

El producto W”b~cx'*a”bd de dos productos indicados
%, . "\.c%/ .a.b.d, igual .aKbrc .a™r.b.d
[Aritm. 65, 179, 241]; como podemos alterar el ordeu de los fac-
tores sin que el producto varie [Aritm. 67,181, 241], seré

jd= %" .bMb.c.d,
6 Natb'Acxoab d = 4S)aVed.

Para multiplicar dos monomios, se multiplican los coel3cien--
tes y se escriben & la derecha del producto todas las letras comu-
nes al muUiplicdndo y multiplicador, poniendo a cada letra un
expoliente igual d la suma de los exponentes que afectand la mis-
ma en los dosfactores. En cuantod las letras que entran enun
solofactor., se escriben en el producto con el exponente que cada
wia tiene.

Aplicando esta regla tendremos:

dah™x? x1*abAcrx~Ma-"b XA
~a~bcd x  atpx - Walycdx
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Escolio. Esevidente que el producto de dos monomios es
otro monomio cwe contiene por si solo tantos factores literales
como el multiplicando y multiplicador.

Multiplicacion de un polinomio por un monomio.

19.  Supongamos en primer |Uﬂal‘ que todos los términos del
multiplicando_sean aditivos, y hallemos el producto &ed-ha-hc
por el monomio w. oo

Hemos demostrado en Aritmetica [41, 173, 241] que

(@a~h”~hcf M—iim-h am-h cm.

_Consideremos ahora un polinomio que contenga términos
aditivos y sustractivos, por ejemplo d—¢>hc—d. ]

Este polinomio puede escribirse en la forma (a-hc) —(i-hd)
[16], y por consiguiente ser considerado como una diferencia
indicada, siendo (ZH-c el minuendo y (IH-i/el sustraendo. El
producto de esta diferencia indicada por un monomio  sera

[a-hym — -Hd] m — [mn-h cm) — [hm+ dm)
0 amH cm—hm—dm~ am — hm-+-cm —dm;
luego {a—h-\-c—d]m~ am—hma4-cm— dm.

Observando los resultados obtenidos en los dos casos que
hemos estudiado, se descubre la siguiente regla: o

Para multijilicar un polinomio por un monomio, se multipli-
can sucesivamente los términos del polinomio por el monomio,
poniendo d cada producto parcial el mismo signo que tiene el tér-
mino respectivo del mititipHcando. o )

Escolio. Como suponemos que el multiplicando 110 contie-
ne términos semejantes, Pues si hubiera algunos los reduciri-i-
mos ante todo, es evidente que el producto tampoco los conten-
dra; luego el _producto de uu polinoniio por un monomio, e€s
otrodpollnomlo de igual nimero de términos que el multipli-
cando.

Multiplicacién de dos polinomios.

20.. Supongamos que los términos del multiplicando y del
multiplicador sean todos aditivos, 6 unos aditivos y otros ‘sus-
tractivos; y tratemos de hallar el producto do

({?—¢ 4- ¢) [m—+n—p).

Si suponemos efectuadas las operaciones del multiplicando,
y representamos por R el resultado, el producto propuesto sera
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R [m-\-n—p)— + R:
pero, segun el caso anterior,
—p) R — 'jliiR-\-tiR  pR
6 R(m-hn—p) — Rm~i-Rri— Rp.
Poniendo ahora en lugar de el polinomio a— se

obtiene
(a-6-i-c) {m+n—p) = ((l~¢4-c} m-h [a—b6-hc] n— («—i+c) p.

Este resultado indica que para multiplicar dos polinomios
deben hallarse sucesivamente los productos del multiplicando
por cada téermino del multiplicador, y poner & cada uno de estos
productos parciales el signo que afecta al termino respectivo
del multiplicador; por manera que los productos parciales del
multiplicando por los términos aditivos my %entraran en el
producto total como sumandos, y los productos por los términos
sustractivos, tales como p, entraran cmno sustraendos. Pero
seffun la regla de la sustraccion de polinomios, restar el pro
ducto parcid {a-b-~c)p equivale a sumarle después de ha-
ber cambiado i0s signos de todos sus términos; luego

Para miiltiplicar dos polinomios, se efectian” sucesivamente
h's multiplicaciones del multiplicandopor cada termino del mul-
tiplicador. Uniendo cuidado de cambiar los signos a todos los
merminos de los productos parcialesguc procedan de multiplicar
por un término negativo del multiplicador. Surnando después los
polinomios obtenidos, se halla el producto total. ~

Ejemplo. Multiplicar el polinomio Za™b— iob™~"ob-" por
NN\ — b ~o

En la practica se dispone la operacion del modo siguiente.

lab™ -h

A 30«2i0

5i

18«4 (3 _ 30n3(4”™  aphfy™llab™— hin.

21. Se desprende, de las reglas dadas para multiplicar un
polinomio por un monomio @ por otro polinomio, que el pro-
ducto de un término del multiplicando por otro del multiplica-
dor tiene el signo del primero de estos términos, cuando el
segundo es positivo, y el signo contrario, cuando el segundo
es negativo.
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Asi, en el ejemplo anterior, el producto del -termino positi-
VO por el positivo espositivo; el producto del tér-
mino negativo— por el positivo es negativo; el
producto del término positivo jior el negativo —
gativo; y finalmente, el producto del término negativo — lah**
por el négativo —  es positivo.

Este resultado suele expresarse abreviadamente diciendo?

-h multiplicado por -hda-"-
— multiplicado por h- da —
-"multiplicado por —da —
— multiplicado por —da

i obser\éando gue mas por mas da mas, v menos por menos
da mas. se dice:

signos iguales dan producto positivo'.

g.como Menos por mas da menos, y mas por menos da menos, se
ice también:

signos contrarios dan producto negativo.
, En la practica nos serviremos de estas reglas parahallar los
signos ge los terminos de un producto. _
¢2. A fin de facilitar la reduccion de términos semejantes,
es muy Util ordenar los términos del multiplicando y del mul-
tiplicador por las potencias crecientes 6 decrecientes de una le-
tra, que en tal concepto se llama letra ordenatriz 0 principal
El polinomio — . ordenado
por las potencias crecientes de h, sera
™G_ T,
_ Si laletra ordenatriz entra con el mismo exponente en va-
rios términos, se escriben estos unos debajo de otros, prescin-
diendo de. djcha letra, la que se_coloca de.spues una sola vez a
la derecha del primer término interponiendo una raya vertical
bi queremos ordenar el polinomio —Cc—
e - g 0 r_las potencias decrecientes dea, se
escribira en la siguiente forma:
a“-hy>
on H ¢ —C
Las cantidades colocadas a la izquierda de la raya veriical
s consideran cog1g coeficientes de la letra ordenatriz: el coefi-
ciente de 1i™es ¢,
Vamos & multiplicar los polinomios
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Ordenaremos los factores con relacién alas potencias decre-
cientes de iP, y sera

Multiplicando. .
Multiplicador. ®2-t- X
—2j — a™b
Producto por a* -l-2a8 x~hoar x°
a? - —
-2a0 ~Nal -~"a-"b
2 TR Tenibe
Producto por 2 ¢ ~Aa~b
Jant hoiizgf 2T
¢3H-3iZ° X
—2a%h —%>h —la"b
Producto — a”b" -\-(oa"b/’\\
total. ~h2ab'”r — aH”
+ a’

2™ Tfouema. Si dospolinomiosy su producto estan orde-
nadosmr las potencias de una misma’letra, el F_rlmer termino
del Tirtduclo reducido es el resultado de muUiplicar el primer
término del multiplicando por el prim.ero del multiplicador, y el
mimo término del producto es el resultado de multiphcar los ul-

*'"fecfo“ la prposiSes evidente antes de reducir los
términos semejantes; ahora bien, suponiendo ordenados los po-
linomios fior las potencias decrecientes de una letra, los jni-
rueros términos de los factores contendran Ja letra ordenatriz
con mayor exponente que los demas, luego antes de reducir los
término” semejantes, d primer término del producto contiene
la letra ordenatriz con un exponente mayor que los demas tér-
minos por consiguiente ninguno de estos puede reducirse con
el primero ni anteponérsele. De una manera analoga podria

' mos razonar sobre el Gltimo término; luego el primer término j

-el Ultimo no esperimentan ninguna alteracidén al reducir los
térS s semejantes, lo que demuestra que la preposicién
enunciada es también cierta después de efectuar dicha re-
duccién.



225

J-scoLio. De aqlui se desprende que el producto de dos gnli
noimos consta por lo menos de dos tirmino™ S o 7¢ ?frolucio
de dospohnomioii es otro polinomio. A proaucto
Fon A P"™duclo de dos polinomios homoaeneos

t?deu Ifj S A P<-
I"nil"™ afecto; antes de efectuarla reduccion de términos seme-
jantes, un t"rmino cualquiera del producto es el producto de
_n término del rnultiplmando por otro del multiplicador, y con-
tiene por si solo tantos factores literales como Ios dos terminos
. . ndmero de factores de los términos es el
mihmoen cada polinomio, luego tambien lo sera en el polino-
mio producto. Ademas, la reduccion de términoTsemStel
solo altera los coeficiente.s, por manera que el producto des-
gu<|s de reducido segaura_SJendo homogeneo y del mismo ora
0 que antes de la” réduccion.
siguientes expresiones, de frecuente uso en las Ma-

multiplicar
_ IANNQ'A_\ ! o
E&ﬂ?fzz BB 2
a-h¢){a—6)=
Y lenguas vmlgar es la siguiente:
A M cuadrado de la suna, de dos canlidades’es ioual & la
< mas el duplo Llproducto

Bicuadrado de la diferencia de dos cantidades es ioiialn Jn

d‘

WS ¢ o~ i} its :iS 1z S & c MIsE r
A «—OQivlniioil.

23 Se llama cociente de dos cantidades literales la
dSprd"iwfendo!” multiplicada por el divisor pro

Kn_este caso la divisién se llama también exacla o comnle/n
y se dice que el dividendo es dhisiide por el divdfor

i ero 3 no existe ninguna cantidad algebraica entera_ nn"
my tl%hcada or el divisor reProduzca el dividendo, la divismn
se llama nexacta 0 incompleta
1))
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27. Tratemos de hallar el cociente de dos potencias de ima
misma cantidad.

ea .

El dividendo ¢i”es el producto del divisor /z*por el cociente,
y como contiene ocho veces al factor ajadlo contiene tres
veces, el cociente lo contendra cinco veces; ademas el cociente
no puede contener ningun factor distinto de a, pues si con-
tuviese un factor I entraria este factor en el producto del co-
ciente por el divisor, esto es, en el dividendo; luego el cociente
consta de cinco factores iguales & a, y es por consiguien-

Podemos, pues, enunciar la siguiente regla abreviada.
Para diviair dos potencias de una misma cantidad” se restan
los exponentos.

Divisiéon DE dos monomios.

28. Sean los monomios Yy %a"lc. )

_El cociente es también monomio, "puesto que un polino-
mio multinlicado ?or el divisor, daria para dividendo otro
polinomio [19, Escolio]. Recordando la regla dada para mul-
tiplicar dos monomios, veremos que el coeficiente del cociente
debe ser un ndmero que multiplicado por 8 dé 40, luego
es 40 : 8= 5 el exponente de izdebe ser tal que sumado con
5 dé "8 luego es 8—5= 3; del mismo modo el exponente de
b en el cociente es 7—6= 1l eldei,4—1= 3,y el factor
d que no entra en el divisor debe entrar en el cociente, luego

Paradinidir dos monomios, se dividen los coeficientes, y se
escriben & la derecha del cociente las letras cortmnes al dividendo
y divisor con exponentes igioales a la diferencia de los exponientes®
que tienen las mismas en Tos monomios propuestos. "En cuanto &
tas letras que solo entran en el dividendo, se escriben en el co-
ciente con sus mismos exponentes.

Aplicando esta regla se obtiene

6aN>ch= 57 bd,
frahc = b6a~b"c/d.
En el segundo ejemplo se presenta el factor ~como ex-
presion del cociente de ¢, ~*,y debiendo ser el exponente un
ndmero entero, la expresion ¢ carece de sentido.

Sin embargo, observando que b”: b™= 1 podremos admitir
en el calculo la expresion ;«como representando Xaunidad, vy
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obtendremos de este modo maynr generalidad en las reglas, y
la ventaja de conservar, si asi conviene, en las expresiones al-
gebréicas aquellas letras gue la division hace desaparecer.

La regla del numero 27 supone que el exponente de una le-
tra en el dividendo es mayor que el de la misma en el divisor;
pero convendremos en hacer dicha regla extensiva al caso en
que estos exponentes son iguales, y admitiremos que

—a'
ycomoa”: = 1 resultaa””\. .

Admitiremos, pues, convencionalipente que toda cantidad,
con exponente cero es im simbolo que representa la unidad.

29. Segun laregla anterior, para que el cociente de_dos mo-
nomios sea exacto se necesita y basta: 1.°que el coeficiente
del dividendo sea divisible por él del divisor, 2®que todas las
letras del divisor entren en el dividendo con exponentes igua-
les 6 mayores. o )

Si no se verifican estas dos condiciones, el cociente no pue-
de ser entero, y se expresa en forma de fraccion, la que se sim-

plifica suprimiendo los factores comunes al dividendo y di-
visor.

Ejemplos.
3 e 5
' e - AON an™c
2. 20ab’c  : 32a"0"c 323"

Divisiéon de un polinomio por un monomio.

30. Para dividir un polinomio por un monomio, se dividen
sucesivamente todos los terminos del polinomio por el monomio,
poniendo a cada cociente parcial el mismo signo que tiene el tér-
mino respectivo del dividendo.

Sea.a—¢ -h c el polinomio y m el monomio.
Decimos que

{a—b~hc) :m=a: m—h:m-hc : m.
En efecto: si multiplicamos el polinomio
a:m—b:m-\-c:m
por el divisor m, para lo cual basta multiplicar cada termino
del polinomio por m [19]. y observarnos mie [a\m)m=-a;

fh\m]mz.b_ etc., el producto sera el dividendo a—b~>rc;
uego el cociente buscado es
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a\m~h\ c\m.

__Se deduce de la regia anterior que la division de un polino-
lilio por un monomio Sera exacta, si todos los términos del po-
linomio son divisibles por el monomio. En el caso contrario, se
escribirdn en forma fraccionaria las divisiones inexactas.

Ejemplos.
1« {Zi a->0N— = a™h
2% e w—2\an\-1"a*X")\ Oarx = ha———gcs-

Division de dos polinomios.

31. _ Es conveniente recordar que el dividendo es el producto
de multiplicar el divisor por el cociente. Si suponemos ordena-
dos el dividendo y el divisor por las potencias decrecientes de
unaletra, y que el cociente se halla ordenado del mismo modo,
el primer termino del dividendo es el resultado_de multiplicar
tlezlgrlmer término del divisor por el primer término del cociente

; luego
]D_ivi lendo el primer término del dividendo por el primer
término del divisor” se obtendra el primer término del cociente.

Pero el dividendo es la suma de los productos parciales que
resultan de multiplicar el divisor por cada uno de los términos
del cociente; si de esta suma restamos el E)rirr_ler producto par-
cial, esto es, el producto del divisor por el primer término del
cociente, el resto sera la suma de los demés productos parciales,
os decir, la suma de los productos del divisor por el segundo,
lorcero, cuarto, etc. términos del cociente; por consiguiente el
primer término del resto reducido sera el producto de multi-
plicar el primer término del divisor por el segundo término del
cociente [23]: luego ) ) )

Dividiendo el primer término del resto por elprimer término
deldivisor-, se obtendra el segundo término del cociente. )

Si del dividendo, disminuido en el primer producto parcial,
restamos el sequndo de estos productos, que se obtendra multi-
plicando el divisor por el segundo termino del cociente, el nue-
vo resto contendra los demas productos parciales, esto es, sera
el producto del divisor por el_polinomio que forman el tercero,
cuarto etc. términos del cociente; luego ]

Dividiendo el primer término del segundo resto por el primer
término del divisor, se obtendré el tercer término del cociente.

Si continuando de este modo llegamos & un residuo cero,
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la division habra terminado y sera exacta; puesto que del divi-
dendo se habran restado los productos del divisor por cadauno
de los términos del cociente, v coma el residuo es cero, el di-
videndo es igual al producto ael divisor por la suma de dichos
términos, que constituiran el cociente_exacto. Pero si en vgji
de cero encontramos un residuo cuyo primer término contenga
la letra ordenatriz con un exponente menor que el que afecta a
dicha letra en el primer término del divisor, daremos por ter-
minada la operacion; porque el término siguiente del_cocienle
no podra ser entero, y por consiguiente ladivision sera inexacta.
n la division inexacta el ultimo resto se llama residuo, y

el cociente es incompleto 6 entero; para que sea exacto es nece-
siag_o anadii-re la expresion del cociente de dividir el residuo por
el divisor.

Nos falta averiguar los signos que deben tener los diferen-
tes términos del cociente. ) N

Sabemos [21] que el producto de dos monomios es positivo,
cuando los monomios tienen el mismo signo; y negativo, si tie-
nen signos contrarios; luego reciprocamente, si el producto
de dos monomios es positivo, tendran el mismo signo, y si
dicho producto es negativo, tendran signos contrarios; por
consiguiente
si ol dividendo es positivo y el divisor positivo, el cociente es positivo,
si el dividendo es positivo y el divi.sor negativo, el cociente es negativo,
si el dividendo es negativo y el divisor positivo, el cociente es negativo,
si el dividendo es negativo y el divisor negativo, el cociente espositivo,

Este resultado puede expresarse abreviadamente diciendo

-+dividido por  da-\-
-i- dividido por —da —
—dividido por {~da —
—dividido por — da-\-
~ Y.observando que mas dividido por mas da mas, y menos
dividido por menos da mas, se dice; .
sipnos iguales dan cocienle posilivo;
y como menos dividido por mas da menos, y mas dividido por
menos da menos, se dice también: )
§|gt;_nos contrarios dan cociente negativo.
En la practica, para hallar el signo de cada término del co-
ciente, nos serviremos de estas reglas, que como puede obser-
varse, son las mismas dadas en la multiplicacion.
Los razonamientos hechos en este nimero, conducen a la
regla siguiente:
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Pam dividir dospolinomios, se ordenan por las potencias de
una misma letra, y dividiendo el primer término del dividendo
por elprimerodel’divisor se obtiene el primero del cociente. Se
multiplica el término ‘hallado por el divisor, y el producto se
resta’del dividendo: dividiendo des%u_és el primer termino del
resto por el primero del divisor, se obtiene el segundo término del
cociente. Se multiplica este término por el divisor, y el producto
se resta del primer resto: dividiendo después el primer término
del resto por el primero del divisor, se obtiene el tercer término
del cociente. Se continuadel mismo modo hasta obtener un residuo
Cero, en cuyo caso la operacion esta concluida, 6 uno cuyo primer
término no sea divisible por el primero del divisor: en’ este caso
se aHade al cociente entero unatraccion, que exprese el cociente
del residuopor el divisor. o .

32, Es muy util, para la completa inteligencia del razona-

miento anterior, comparar las siguientes operaciones.

Multiplicacién.
Multiplicando......... — a”™
Multiplicador......... H- a“H* — a*h”

1. ®producto parcial. Q" —2a™" b*h 4"
2.® id. P id..!O

i i a’b”+2a’b~
3.°  id. id... -'‘la”b”*-h ab'>—2a~b"
Producto total........ a™Mph
Division.
nivicercke 6£jn"i4_ a m -i-2aM~—2a'b Zar—a b2V H N e
"Za=hMa>=—aW’ cochnt
resl .,
2°.pro<lc.) iog6— a4 {-2aH"
Eok Nty
"o, — aNh—2a
AT e )

VVemos que el dividendo es el producto total, y el divisor y
cociente son los factores; los productos del divisor por los tér-
minos 1.", 2®y 3." del cociente, son respectivamente 10s produc-
tos parciales 1., 2,“y 3® el dividendo es la suma délos tres
productos parciales, el primer resto esla suma de dos, y el se-
gundo resto es igual al tercer producto parcial; por ultimo, co-
mo restando del dividendo los tres productos parciales del divi-
sor por el cociente, el restoha sido cero, esclaro que el polinomio
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2a''>b"~

. A .
es%c OCIEI}’Jatﬁae?(eas%%()r' del dividendo 6 de un restd el p%oductoI el
divisor por un término del cociente, se cambian los signos del
producto & medida que se va obteniendo, y se hace después la
reduccion de términos semejantes, )
_El primer término del ‘'mencionado producto es .siempre
igual al primer término del dividendo ¢ resto respectivo, y lo
anula al efectuarse la reduccion; por lo que se suprime ¢ tacha
desde luego, y se multiplica el término del cociente por los del
divisor & partir del segundo de estos.

La operacion se dispone como en los ejemplos siguientes;
1 ¢3_4«4 4 19ii3 -|-2282y
— (S a’b —rab—
m-I5ii Tp"M3(ig e

4- —48i?5*

2." Dividir el polinomio —18Rb»*

N ° i o * i
por(%réeﬁemos el dividendo por las pofencias decrecientes de
<y tendremos
4(Tip3 _ + 22i?5a;5 — 3tz™a;6 4 - 2ii5 _
28" N—4«2?i-h X*
— B®a™

~2a™M"N XN
Conteniendo 2a”x0]a letra ordenatriz con un exponente me-

nor que el de la mismaletra en 2a" >el cociente de estos mo-
nomios no puede ser entero, y suspendemos por tanto la ope

rficjon .

e parte entera del cociente es 20"x"—"a.x"-\-x-", y para
completarlo falta afiadir el cociente indicado del residuo
2™Ma6 (Hpor el divisor, asi el cociente completo sera

20/ xN-\-x"
2«2is3-to«+ ®+ -2 --5" -
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3A. Si la letra ordenatriz entra en varios términos con el
mismo exponente, se ordena el polinomio en la forma explicada
en el nimero 22, y se considera el conjunto de los términos (Jue
contienen una misma potencia de una’letra, como un solo ter-
mino, cuyo coeficiente es el polinomio situado & la izquierda de
la raya vertical. Para efectuar la division del primer término del
dividendo 6 de un resto por el primero del divisor, se dividen
separadamente los coeficientes, y después las potencias de la
letra principal.

Ejemplo.
STy s T —a
“5%%6 +§E —263X

-h —2A10

-h |51-: 3023
—2ij2¢, +26
-had-i 3
iPi— «
-h -h2(1"3
H-2i72:3
—2:6
0
*Divisiones parciales.

1 —4i2 d3—2A5
H- 4i2 ((3'1‘2(5

0
2/ —2a3{3—2t2 i a3—5
\-2a°H «2 _2p
—21?3:3
—4:'i

0

3. De la reg'la dada para dividir dos polinomios y del prin-
cipio demostrado en el nimero 23, se deduce lo siguiente:
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La dloisioib de des polinuiiiioa no cs exacta, si et prinicr iév-
mino del dividendo no es divisible por cl primero” del divisor, y
el ultimo término de agiiel por el ultimo de éste: ¢ si se presenta
algwn resto, cuyo primer término no sea divisible por elprimero
L]
(tc%& Teorema. Si sedivide elpolinomio
~h Kx+ L,
ordenado por las potencias decrecientes de X, por el binomio
X—a, residuo de la division sera el polinomio que resulta
sustituyendo x por a en el dividendo, esto es,
Bt -MKa-"-L.
En efecto: supongamos que se efectla la division del polino-
mio propuesto pora? —«: el primer término del cociente es
A _ multiplicando este término por el divisor,
resulta yla?"* aAx"*-", y restando este producto del dividen-
do, el término” yaK»ise ‘anula, y resulta para primer término

del resto _
SxAn-\ -)_ aA) X
donde vemos gne el exponeiite de x lia disminuido en una

Continuando la division, el exponente de x disminuira en
una unidad por lo menos & cada resto; luego llegaremos & ob-

tener un resto independiente de X, que sera el re.siduo de la

Op(Ezilcién.
" EI cociente ef)terp. que representaremos por Q, sera un po-
linomio en x,y el residuo B podré ser cero, si la division es exac-
ta: pero en cualquier caso tendremos:

-h -f- j-ewer -hL=[x —a) Q-hJi,
siendo el primer miembro de esta igualdad el re.sultado de las
operaciones indicadas cu el segundo. A

Si damos a x un valor jiarticular cualquiera, es evidente que
los dos miembros de esta “igualdad adquieren valores iguales;
supongamos, jlues. @= «. Jll primer miembro se conMerte en

jifirn | -f- A« ‘HLI
el factor #—« del segundo raienibro, se reduce iia—a= 0; el
factor O adquiere un” valor particular cualquiera, que multi-
plicado por cero da cero, y B no se altera, porgue no contiene la
letra x; tendremos, pues, .
yl«" +~Ba"M-h QL"~t-.... L alL —B.
Igualdad que demuéstrala proposicién enunciada.
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37. Corolarios. 1® o AX»M-BXi-i + Cx«’-2
“I-.... h-K x + L sereduce acero poniendo” en lugar (f«x, dicho
poUnomio es divisihlepor x — a.
En efecto; el residuo de dividir
...-h K X-+L por X— a es .

-f-J5Ti?H-Z; si este residuo es cero como suponemos, el polino-
mio es divisible por X— a.

2® Reciproco del anterior. el polinomio Ax"
4- 4 -...-1-Kx H- L esdivisible por x — a, dicho polino-
mio se reduce a ceroponiendo a en lugar de x.
En efecto: el residuo es /irti’« 4- 4- (T«i-24- ... 4- Alt
4- Y este residuo es cero por hipo6tesis.

3-* za diferencia éntrelas potencias de igual grado de dos
canhdades, es divisible por la diferencia de estas cantidades.
Vamos & demostrar que — a«‘ es divisible por & a.
Sien X""— a”hacemos X=a, se convierte en a"” — a« = 0;
luego iTw— a«» es divisible por X —a
Dividamos ahora estas cantidades.

X—a
i35j2«-l X 4-ax»siga- dX  a- .

AEl primer término del cociente es a’«: X, Y se obtiene dis-
minuyendo el exjionente de X en una unidad. Como el dividen-
do no tiene mas término en X que el primeroy éste desaparece
en la primera sustraccién, el primer término de cada resto sera
el producto, cambiado el signo, del segundo término del divisor
por el ultimo hallado en el cociente; al dividirel primer término
del resto por X, disminuye el exponente de estaletra en una
unidad; luego dado un termino del cociente se obtiene el siguien-
te multiplicando aquel por hy dividiendo por X, 6 lo mie es lo

mism o,_(?umentando el exponente den y disminuyendo el de x en
una unidad.

Ejemplo.
xN—at
xea = aM- 4-a™a- g 4-apx4- d
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capitulo SKGUNDO.
CANTIDADES NEGATIVAS.

38. En los polinomios considerados liasta ahora, el coeficien-
te y las letras de cada monomio tienen un valor absoluto, inde-
pendiente de los sig-nos mas y menos; solamente el término va
precedido de uno de estos siganos, los Que indican, no un modo
de ser del mismo, sino el concepto bajo el cual entra en lacora-
posicion del polinomio, esto es, el sigho vi@" puesto delante
de un término, indica.,, como en Aritmética, Que dicho término
debe sumarse, y el sig"no WBICS Que debe ser restado.

Asi, las expresiones
d-\-h y a—h
expresan la primera Que el valor numérico de fi debe sumarse
con el de h. y la segunda, Que del valor de a debe restarse el de
1) por manera Que cada una de estas operaciones tiene su modo
particular de ser indicada. Sin embargo, se comprende que
seria muy ventajoso reducirlas expresiones que nos ocupan a
una sola, lo que puede conseguir.se mediante ciertos convenios.

1" Cada letra puede ir precedida del signo mas o del signo
menos esto es, en las cantidades podemos considerar el mlor
absoluto, como se hahecho en Aritmética, y ademas el signo, lo
que es propio del AI_%ebra. ) o . a{ 7.,

2 Las operaciones con cantidades "aisladas precedidas def
sigilomas 0 del menos, se efecluao'an como si dichas cantidades
fuesen términaos de un polinomio. B

En virtud de estos convenios, la expresion
a™b
representa igualmente la suma y la diferencia de los valores
absolutos <Sayb; puesto que si es una cantidad positiva,
la expresion serd
aH-(‘HH) a~\~b,
y si i es negativa, la expresién se convierte en
a-\-{—b=a b
“upong'aino.s, ahora, que i?H-1i se eleva al cuadrado, y sera
= . [1]
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Ksta formula encierra también, en virtud de los convenios
anteriores, la siguiente
[d— 2= fj2—<gh+ (2.
En efecto: suponiendo en [1] que 0 es negativa, sera
(tiH- (—5))2= tis2H-2i?. —p-f- (—(B)2  [pr. convenio]
0 {a—o)r=a- — convenio]

39.  Los mencionados convenios no deben ser admitidos, sin
asegurarnos antes de que los resultados & que pueden conducir-
nos son siempre exactos.

A este fin, demostraremos algunas proposiciones.

1. * Si en _un polinomio entero se sustituye una letra a por
—a, y las operaciones indicadas que resultan se efectian del
modo dicho en el 2.° conrenio, el nuevo polinomio solo se dife-
rencia del propuesto en los signos de los términos que contienen

potencia impar de dicha letra.
Considerando las expresiones

a“~a .a.a.. y | =—a.~a.~ a.,
vemos que cada dos factores dan producto positivo, tanto en a™*
comoen {—  [21; luego sim es par, las dos potencias seran
positivas; pero si m es impar, multiplicando todos los factores
menos el ultimo los productos seran positivos, X como el alti-
mo factor es positivo en a” y negativo en {—¢Y"\ la primera de
estas potencias sera positiva y la  segunda negativa. )

Segun esto, los términos "que contengan una potencia par
de &, no varian por el cainbio de signo de esta letra; y los que
contengan una_P_otenua impar, cambian de .signo; puesto que
un término positivo AZ"5 se convierte en 2 , — @< 5= —2a"|
y uno negativo —2«3;, se convierteen —2 . — =

Ademas, es evidente que los”términos independientes de a
no sufren alteracion; luego el teorema enunciado es cierto.

2. ® Sisesuman 0 restan varios polinomios, y se repite des-
pués la misma operacion con los (%ue se obtengan sustituyendo
una letra apor —aen los propuestos, el segundo resultado pue-
de deducirse del primero haciendo en éste ta misma sustitucion

_En efecto: sustituyendo una letra a por —aen los polino-
mios propuestos, y efectuando las operaciones indicadas que se
presenten, del modo dicho en el 2.° convenio, resultaran otros
polinomios que se diferenciaran de los dados en los signos de
Jos términos que contengan potencia imparde a [Prop. |.@).
Sumando 6 restando los polinomios propuestos y aespues los
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trasformados, sin hacer las reducciones, los resultados cons-
taran de los mismos términos; en cuanto a los sig-nos, sabemos
gue al sumar no vanan,(}/ queal restar cambian los del sustraen-

0; pero como esto sucede en las dos sustracciones que comna-
ramos, los términos iguales que tuvieran en los sustraendos el
mismo signo 0 signos contrarios, tendran también en los restos
signos lguales 6 contrarios. Luego los resultados de las dos adi-
cjones 0 sustracciones,. solo se diferencian en los signos de los
terminos con potencia impar de a.

Al hacer la reduccion de términos semejantes, los que con-
tienen una misma potencia impar de a se pueden reducir su-
mandolos positivos separadamente de los negativos; si m es el
coeficiente de la primera sumaynelae la segunda, deré
el coeficiente de los términos reducidos, suponiendo
pero los terminos positivos_ que en uno de los resultados han
(iiLaom, son negativos en ci otro; y los negatlvos del primero
que han dado n, son positivos en el segundo; por consiguiente
~{m —n) es en este el coeficiente de los términos reducidos
que evidrateraente se diferencia &em — n tan solo en el signo’
Un cuanto & los términos que no contienen potencia impar dé
a, esevidente que despues de la reduccion seran iguales en
amk\)}) sumas 0 diferencias, tanto en valor como en signo

~Vemos, pues, que el resultado de sumar 0 restar los polino-
mios trasformados, solamente se diferencia del de sumar é res-
tar Iosd)ropuestos en los signos de los términos con potencia

impar * lyego aquel reSultado e obtenerse sustituyen-
Ao R éstera Ista ﬁqpor—a. iBrop.pf.ef -usutu”Lii

) 'imltiphcan dos polinomios, y se repile después la
misma operacion con los que se obtengan Sustituyendo una letra

H(ﬂ i%r}n/c\:l 0 haciendo en ésteefaseﬁq}érﬂﬁg BB%?H&E".&HF’ de deducirse

~ Ln efecto: en la multiplicacion de dos polinomios, cada tér-
mino del producto, considerado antes de la reduccion, se forma
multiplicando dos monomios, uno del multiplicando y otro del
multiplicador: por consiguiente los dos productos que nos pro-
ponemos comparar constaran de los mismos términos.
®immemos los signos de estos productos parciales en los
tres casos que pueden presentar.se: 1" que ninguno de los mo-
nomio.s contenga potencia impar de a\ 2." que lino la contenga

y el otrong; I que los dos la contengan.
N caso, los monomios del producto propuesto y
Ir.« estos en el otro producto, tienen respectivamente

0s mismos signos: luego despues de multiplicados entre si,
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darén términos iguales en valor y en signo, y la potencia de a.

En ~'segundo caso, el monomio sin potencia impar de d en-
tra en el multiplicando 6 en el multiplicador de las dos opera-
ciones con el mismo signo, y el monomio con potencia impar
de dicha letra, entra en el ofro factor, pero con el SIPO mas ‘w
una de las operaciones y el mc'nos en la otra; luego los resulta-
dos de multiplicar estos monomios tendran signos contrarios, y
la By)tenfia deaes imgar. . .

on el tercer caso, [0s monomios de la segunda operacion tie-
nen signos contrarios dlosde los monomios iguales de la pri
mera: si en ésta son los dos positivos, en la segunda seran ios
dos negativos, y los productos tendran ambos el mismo signo,
aue serd el mas, si en la primera e® Rosmvo, uno délos mono-
mios y el otro negativo, en la seguhda seran respectivampte
negativo y positivo, y por tanto los productos tendran también
el mismo signo, que serd el menos. En cuanto & la potencia de
a es par en los dosLPr?duclos._ . , :

“Vemos, pues, que los terminos iguales de los productosten-
drén_ el mismo signo, si son independientes de la lei;a i O ia
contienen con exponente par, y signos contrarios, si dicho ex

onente es impar; ademas sabemos que_despues de la reduccion
ucedéralo mismo ‘;Prop. 2.]; luego elresultado de nmltiplicar
los polinomios trasformados, solamente se diferencia del de
multiplicar los propuestos en los signos de los términos con po-
tencia impar de a; por lo tanto, aquel resultado podraobte
nerse sustituyendo en este la_letra ¢ por—ii [Prop. .

4® Siseaviden dospolinomios, y se recite despues la mis-
ma opevacion con los que se oMengan susiiticyendo upor —a en
los propuestos, el nuevo cociente puede deducirse del primero
hacienag en_éste la misma sustitucion. ]

La division de un monomio por otro da lugar a los mismos
casos gue la multiplicacign, y las consecugncias son las mis-
mas Por otra parte, la division de dos polinomios se reduce a
tres clases de operaciones, que son: dividir un monomio por
otro multiplicar un término del cociente por el divisor, restar
el producto del dividendo 6 de un resto anterior; y como los
resultados de estas operaciones parciales solo se diferenciaran
en los signos de los términos con potencia impar de la letra 2,
es evidente que lo mismo tendra lugar en los cocientes y en los
residuos, si los hay. de las divisiones que consideramos: por
consiguiente el cociente de los polinomios trasformados puede
deducirse poniendo —a en lugar de a en el de los propuestos.
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40. De las proposiciones que acabamos_de demao.strar, se de-
duce la siguiente importante consecuencia:

Se puede cambiar el signo de 'una letra en, los datosy en el
resultado de una operacion 6 de una série cualquiera de ellas,
siempre qe_convengamos en efectuar las operaciones indicadas
con monomios aislados, qyrecedidos del signo mas 6 del menos,
como si dichos monomiosfuesen términos de un polinomio.

41. Es evidente que después de cambiar en los datos y en el
resultado el signo deuna letra a, puede cambiarse el de otra
b, después el de c, etc. Las expresiones finales que originen
estos cambios sucesivos de signo, seran las mismas que obten-
driamos haciéndolos todos simultaneamente; luego la conse-
cuencia enunciada en el nimero anterioB, es igualmente cierta
cuando se cambian los signos de dos 6 mas letras.

42.  Acabamos de demostrar que los convenios del nimero
38, dan lugar siempre a resultados exactos; por tanto podemos
admitirlos desde ahora. El Algebra alcanzara asi un alto grado
de generalidad, puesto_que cuando se haya efectuado una opera-
don 0 unasérie cualquiera de ellas con vari‘as expresiones alge-
braicas, si se presentan las mismas operaciones con otras ex"
presiones que so'o se diferencien de las primeras en los signos
de una O mas letras, no sera necesario repetir los calculos,
PARA CRTKNER EL. NLEVO RESLLTADQ bastaudo Cambiar en el pri-
mero los sig7ios de dichas letras.

43. ) cantidad positiva ii toda expresion
precedida del signo mas, y el de cantidad negativa & toda ex-
presion precedida del sigho menos. )

Estavs expresiones precedidas del signo mas 6 del menos,
carecen de sentido cuando estan aisladas: las introducimos en
el calculo como medio Unico y necesario de dar al Algebra una
gran generalidad; pero solo después de haber demostrado que
su_admisién y las reglas a que ha de sujetarse el célculo de las
mismas, originan siempre resultados exactos. -

44. Envirtud de los convenios que acabamos de admitir,
las palabras sumar y restar no envuelven en Algebra las ideas
de aumento y disminucion, piuliendo por el contrario ser la su-
ma menor que im sumando, y la diferencia mayoi que el mi-
nuendo; puesto que la suma a-h (—h) es en realidadla diferen-
cia a—h, y la diferencia a— () equivale a la suma a-\-b.

__Por esto se Ilama suma 0 diferencia algebraica & la suma 6
diferencia en_que entran cantidades negativas, y suma ¢ dife-
rencia aritmetica & aquellas en que solo se consideran los
lores absolutos de las cantidades.
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CAPITULO TERCKPU.
FRACCIONES ALGEBRAICAS.

45. Fraccion algkbr.uca 6 litrrvt. €5 el cociente indicado de
dos expresiones algelrciicns.
Por ejemplo
a 3« 4-5°

' 2+ Nin’

El dividendo y divisor reciben como en Aritmética los nom-
bres de numerador y denominador, sin embargo, no debe atri-
buirse 4 estos nombres la misma significacion.

Los términos de la fraccién algebraica no representan mas
Que el dividendo y divisor de una division indicada, y segun
los valores numeéricos de las letras que entran en ellos, podran
ser numeros enteros, fraccionarios 0 inconmensurables, mien-
tras eme la significacion dada en Aritmética al numerador
denominador supone esencialmente que estos términos son nu-
meros enteros. LA

46 De los teoremas demostrados en el numero 142 de la
Aritmética y generalizados después, se dedqce:

1 ° Multiplicando ¢ dividiendo el numerador jioruna canti-
dad cxialquiem, U ~ccion feda multiplicada 6 dividida por
dicha cantidad.

2" Multiplicando 6 dividiendo el denominador por una can-
tidad cualquiera, lafraccion gxieda dividida 6 multiplicada por
dicha cantidad.

3 " Multiplicando 6 dividiendo el numerador y el denomina-
dor por una cantidad cualquiera, lafraccidn no varia.

47. Si los términos de unafracion algelfdica tienen facto-
res comunes, se obtendrd otrafraccion equivalente a lapropuesta
y de términos mas sencillos, dividiendo los dos términos por el
producto de susfactores comunes.

Asi la fraccion , — Se convierte en — o;2----, cON
S accio ORgAD-'C e co e 2,3 C0
solo dividir los dos términos por 12/72 j 2
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La fracciou [x—_a]/\ cuyos términos son divisibles por

X—iz sereduce &
-h ax -
X—a

48. ~ Para reducir rariasfracciotm al"ehraicas a %ncomdn
denominador, se multiplican los dos términos de cada fraccion
por el producto de los denominadores de las demas.

P's evidente, en efecto, que las fracciones que se obtengan
por esta regla son iguale.s & las propuestas, y tienen denomi-
nadores iguales.

. a ¢ m

ASI. 1 7 1 7 r! n

se convierten respectivamente en
adn cbn mbd
bdn > dhn’ nbd

49.  El empleo del minimo comun maltiplo, cuando los de-
‘nominadores tienen factores comunes, ofrece en Algebra venta-
jas analogas a las expuestas en Aritmética; pero el problema
de hallar el minimo comin multiplo de varios polinomios es
bastante complicado para .ser expuesto en un curso elemental.

Por consiguiente, haremos uso del minimo comun mdaltiplo
tan solo cuando los denominadore.s de las fracciones dadas sean
monomios.

Llamaremos minimo comin multiplo de varios monomios a
otro monomio divisible Dorios primeros y compuesto del me-
nor numero posible de factores.

. Es evidente, segln esta definicion, que para_hallar el mi-
nimo comun multiplo de varios monomios, » escriben & la dere-
cha del minimo coman multiplo de sus coejicienies todas las le-
tras de los monomios, sin repetir ninguna’, afectadas de los ma-
yores exponenles que tengan en dichos monomios.

. En cuanto a la regla para efectuar la reduccion de varias
fracciones a un comun_denoninador, por medio del minimo co-
mun multiplo, es la misma dada en Aritmética.

Ejemplo. Sean las fracciones

iya h le
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El rainimo maltiplo comdn es 24«5¢3c*2?, que dividido por
los denominadores da respectivamente m .
8i25;, "b"cMx, 2ac/X.
_Multiplicando estos cocientes por los numeradores, y par-
tiendo los productos por el minimo comun mdaltiplo, se obtiene
406, Sb*c/™x Ua”~c™x
2UMb'"M~c™x'  2Aa™obMe™' uaF bH A
50. Para samar 0 restarfracciones algebraicas de igual de-
nominaaor, se suman Orestan Jos numeradores, y el resultado se

parte por el denominador comun.
Vamos & demostrar que

a >3 c a-+-b—c
m m mm m

En efecto; llamando p, q,r h los valores de las fracciones
dadas, tendremos
a b e
m "~ m m "
de donde
a=mp, b=mg, c=mr;

gldti[[]aando las dos primeras igualdades y restando la tercera re-
a-hb -~c= m [pfE—r);

hey . afb—c
p-hg —r m

N

de donde

m m m m

Si las fracciones Uenen denominadores diferentes, se redu-
cen a un comun denominador, y se aplica la reala anterior )
51.  Para multiplicar entre si dos 6masfracciones algebrai-
cas, se divide el producto de los numeradores por el de los deno-
minadores.
Vamos a demostrar que

a m __ acm
br" d”" n~ Tdi* )
En efecto, llamando”, "4 los valores, de las fracciones
dadas, tendremos



243
C in
d "on
de donde
(L~hp, c—dg, m= nr;
multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta

7

acm= 5pdognr 6 acm= édnxpqr,
de donde ped Pq

acm
PA™  han

a c m _ acm
T2r-]JX n~ bdn
52. Paradimdir unafraccion, algebraica por otra, se multi-
plica el numerador de laprimera por el denominador de la se-
gunda, y el numerador de ésta por el denominador de aquella, y

se divide el primer producto ptor el segundo.
VVamos & demostrar que

« . C ad
b'd be'

En efgcto: be X 4" Ted - p™

luego F €8 el cociente.

Para dividir una cantidad entera por otra fraccionaria, se
multiplica la primera por el denominador de la segunda, y se
parte el gyroducto por el numerador.

ANbooac
c b '

X-1=-N =«

m )

En efecto,

C
Lo que demuestra la regla.

o una expresion mixta dfraccion algebraica,
se multiplica lo, parle entera por el denominador de lafraccion,
y se.artadc 6 resta el numerador de la_ misma, gioniendo al re-
Sultado por denominador el de lafraccion.

Enefecto «+ 1 = “ + 1. =
c G C c
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Lo mismo, a aé: ac—h
. QX1 expresiones mixtas_se efectuaii conrir®

tiendo, dichas expresiones enfracciones equivalentes, ij opei'ando
después con estas.

6". Las propiedades de las fracciones ig'uales se han demos-
trado en Aritmética [188y siguientes] en el supuesto de ser
conmensurables los términos de las fracciones; pero si se ob-
serva que todos los razonamientos hechos con aquel objeto se
apoyan en las propiedades generales de los quebrados, y en
transformaciones iguales efectuadas con cantidades iguales, y
que las propiedades demostradas en Aritmética para fraccio-
nes de términos conmensurables acaban de hacerse extensivas
a toda clase de fracciones, podremos decir; las propiedades de
lasfracciones iguales demostradas en Aritmetica para nimeros
conmensurables, so7i igualmente ciertas cuando los nimeros son
mggnmensurables 6 unos conmensurablesy oiros inconmensura-
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EJERCICIOS.

I. Dadas dos cantidades ay h, expresar algebraicamente una ter-
cera cantidad igual a cinco veces la cmrta potencia de a, monos nueve
veces el cuadrado de 5. ] )

Il. Dadas las cantidades xiy, expresar una tercera cantidad que
exceda en veinte unidades al triplo del cubo de x, disminuido en la
gumta parte del cuadrado dey.

I11. Hallar el valor numérico de

b“4‘ 3d5" — b I
siendoa= 2, i = 3.
V. Miiltnpiecarlos pélinemios —an42 *2aMr-l- a®, a’x"
anx —3a*,

V. ¢Cuantos términos contiene el producto de dos polinomios, an-
tes de efectuar la reduccion?

V1. Dividir los polinomios Ca'fx/ -\-2a" xN-NMan x —Zav
a™N-i-anx —3a*.

VII. Averiguar si el polinomio ax*—ia”x"'N-\-"a' x"~A:a*x es di-
visible por X—a, sin efectuar la division.

—ab-x*
VIII. Simplificar la fraccion babx"-l Safb XA
aB—axr—trx-f~a-’
IX. Simplificar la fraccion e

X. Efectuar la siguiente operacion indicada
a b a
a-—b a*—g2 a- b’
obteniendo el resultado mas sencillo.
XI. Efectuar la trasformacion siguiente:

Va——X—a—-\-Ifx—} \ X aj
(a —X a—x\/2 2"\ [a—x)’
V r a )\ X a '’



LIBRO SKGUNDO.
ECUACIONES Y PROBLEMAS DE PRIMER GRADO.

CAPITULO PRIMERO.

NOCIONES PRELIMINARES.
I.—DeQiiicioiicM.

. 55. Ecuacion €S Una igualdad en que entran, una 6 mas can-
tidades incognitas.

Por medio de las ecuacione.s se expresan en Algebra las re-
laciones que ligan las cantidades conocidas de un problema con
las desconocidas. A este fin se representan los datos por sus
valores numéricos O,PQV las primeras letras del alfabeto, y las
incognitas por las dltimas.

56. La ecuacion se distingue de la igualdad en que ésta
relaciona generalmente cantidades conocidas; sin embargo,
puede también ocurrir que una igualdad encierre incognitas, y
en este caso se distinguira de la ecuacion cu que uno de los
miembros es el resultado de operaciones indicadas en el otro, ¢
bien los dos miembros son operaciones indicadas que dan igual
resultado.

. Asi, [o—a)ni= mx—am ,[a"x_¥"— [a-"x){g,-\rri) son
igualdadés, aun cuando x sea incognita.

57. Las ecuaciones pueden ser numeéricas 0 literales. Una
ecuacion es numeérica cuando los datos estan representados por
nameros, v literal si se representan por letras. .

La ecuacion 3x -m2;/= 14, es numerica.

La ecuacion ax -#mog = c, es literal.

58. Tambien se distinguen las ecuaciones por su grado.

Grado de una ecuacién con una incognita es el mayor de los
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exponentes de la incognita, con tal que ésta uo entre eu mngua

es de tercer grado

Grado ae nna ecuacion con dos 6 mas mayor

59 1ZImAD esuna igualdad emdente por s* mema.
Por ejemi)lo '

1—d d -f-e——d j 4“H5 4 5.

_ReSQayl‘ar una BEQUACION C(?\J . "o

lai cantidades cjue puestas en lugar de la mcogniia, convierten

U ecuacion en jdentidad. .. .. ripia ecua-
&a%% una de (ﬁclhas cantidades se llama solucion aDe a ecua

" Relsolver una e uatltic')n con dos Incaz-
todos Tos sistemas de valores que puestos en lugas de las meog
nitas, convierten la ecuacion en ideniiam. pf.nnpion

661ad@sistema de,valor(fs es una , . Ift]/ eS 0o no
! na écuacion se ITama absurda 6 impostole cuanao no

es, por el contrario, la que tiene un
namero ilimitado de soluciones.

Il.—Cambios <jnc pueden sufrir la» eciiacioue*.

61. Dos ecuaciones son equivalentes cimilo tienen lasmis-

masssolléciones. ] v no+o-nti-
e demuestra la equivalencia_de dos

zando que toda solucion de la pfiluera es solucion de la se

®*6f ddisniinugen los dosm i”
Iros de una ecuacion 'en una misma cantidad, la ecuacion gue re

sulla es equivalente d la propuesta. . napirm
epresen anoPo por i IOy péj ﬁos dos miembros de la ggua%lon
propuesta, la ecuacion

si aumentamos los dos miembros en la cantidad 6, tendremos

una nueva ecuacion . ~_ r ,n
a c=b -"o.
Toda solucion de » sustituida en lugar de las incdg-
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Ditas de esta ecuacion, da para A y Ji valores idénticos; y
es evidente %Je si A y B son idénticos, lo seran también
A-hCyB-hC. _ _ _

Lue%o toda solucién de la ecuacion primera, es solucion de
la segunda.
_Reciprocamente, toda solucion de A-hO=B-hO, sus-
tituida en vez de las incognitas de esta ecuacion, da para
A-hCy B~hC valores identicos, y como los valores de C en
los dos” Miembros son identicos, 10s de * y ~ lo son también.

Ilme 0 toda solucién de la ecuacion segunda, lo es también
de la pgrlmera.

Del mismo modo demostrariamos que las ecuaciones A ~ B
y A— 0= B~C son equivalentes. _
63. COROLAEW0i® Uh término de una ecuacion puede pasar

del miem rﬁ en %Le se encuentra al otro, con solo cambiar el
signo de dicho termino.

Sea la ecuacion

ax — d=cx~{-b.

Si queremos pasar el término —¢ al segundo miembro au-

meg}gremos los dos miembros de la ecuacion en la cantidad d,

ys
ax—d-\-d = cx-*h-\-d
0 ax= cx+ b-{-d. .
Si ahora el término ex quiere pasarse al primer miembro
restaremos ex de los dos miembros de la ecuacion, y seréa A
ax — ex= ex-hb-\-d — ex
ax~cx = b~\-d.
Trasposicion €S Una operacion que tiene por objeto reunir en
un miembro todos los términps que contienen alqunaincoantia, v
en el otro los términos conocidos.
. Para efectuar la trasPosici()_n se re(inen en un mienibro los
términos que contienen a %una incognUay en el otro los cono-
}%o%,o%erlgbland;Oel signo d cada término que pasa deun miem-
.64, Corolario 2," Se puede cambiar los signos & todos los
términos de una ecuacion. _ _
Basta, en efecto, pasar cadatérmino del miembro en que se
encuentra al otro.
Asi la ecuacion
. ax~d~ ex-i-b
se convierte cu
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_eXx—¢= —dx-i-d 6 —dx-\-d~—ex b

65. Tkuriim\. Si se muMipliom/) dividen los dos miembros
deiind ecudcioiipov m'< nilsni'i chiSuHd conocid't, 1d ecuacion
que resulta es eg-nivalente dia propuesta. . y

Representando par .'i y 7/los dos miembros de Ift ecuacion
propuesta, la ecuacion es
A"MB:

si nniltiplicainos los dos miembros cantidad conocida m,
tendremos iina nueva ecuacion

Am — Bm.

Toda solucion de A —  sustituida on vez de las incog-ni-
tas de esta ecuacion, da para A y B valores idénticos; y es evi-
dente que U B son idénticos, Am” Bm\<o seran también.

Luego toda solucion de la ecuacion primera es solucion de

~"echirocamente, toda solucion de Am — Bm. sustituida en
vez de las incognitas, da para Amy Bm valores idénticos, y
como el factor m es independiente de las incognitas, la sustitu-
cion indicada no altera esta cantidad; ILiego ara%be AmyBm
sean idéenticos, es necesario que y  lo'sean también.

Por consiguiente, toda solucion do la ecuacion segunda, lo

es también dé la primera. i . Now
Del mismo modo demostrariamos que las ecuaciones A —Js

Y = — son equivalentes.

66. Si la cantidad m es cero 6 contiene alguna incégnita, la
io.sicion demostrada no es cierta. .
in efecto; si multiplicamos por cero los miembros de la
clacion A — B, resulta

liXx 0= 7;X 0.

Ks evidente que cualquier valor 6 si."tema de valores que
asignemos 4 las incégniias, daran para A y B valores cuales-
quiera. que multiplicados por coro, haran idénticos los miem-
bros de .dx O= yf X 0: luep'O esta ecuacion tiene las solacio
nes de A — B, ademas otras en_ndmero infinito.

Si multiplicamos por una cantidad gne contenga alguna in-
cognita. por ejemplo x — d, la ecuacion se trasfonna en

A (x—a)= B [x" a).
gue tiene todas las soluciones de - - B. y ademas la solucién
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fordosreX if elfactor™-., hace idénticos

£ s S = -
P uitar los d nominadores (?e una_ecuacioti oofmnlflr"T
ca ca ate mino por pro ucto dno ir< se multipli-

que se consigue multiplicando el
ilproducAlosdeiom ~A~
enteros por el producto de todos los d elT JStei

PR LRIGP Acalggofinador. y los PlrmiS i iadfdr e

Ejemplos.
1® Sea la ecuacion
_5;9 _ _26?|- 2/\: 3 P,

Para quitar sus denominadores debemos multiplicar por 42
cada término; perouna fraccio6npor ejemplo, se multi-

03 - 283+ 84= m~21p.
2® Sea la ecuacion
a n 0

127 6«

ronimcTal S 1o T IS ot;“eiS“Sir?2eful?2r™
3«3a,—6£7; 3ard-36«2;2¢_A(yi2 a:+2¢ 3.
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0-VPITULO SEGUNDO.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA.

68, PdTa, resolver um ecmcion de 'primer grado con una
incofjniia, se quitan denominadores, se efectian las operaciones
indicadas, se nace la trasposicion, reuniendo en el primer 'miem-
bro los terminos desconocidos, se reducen los términos semejan
tes, se saca la incognita porfactor comun, si entra en dos 0 mas
términos, ii se deﬁ)eja la incognita, para lo cual se divide
gando miembrp de la ecuacion por todo lo que multiplica a la
incognita en el primero. . , *
dvertiremos que, con frecuencia, algunas de estas opera
clones lio son necesarias.

E jemplos.
1® Sea laecuacién
52 « P 72 , 4
LERL] 24 N 5*
Quitando denominadores, resulta
50a; —360 + 4= 352 H- 96.
Haciendo la trasposicion, tendremos
502+ 42—352= 96 H 360.
De donde, reduciendo,

2= 456,
y despejando
W b= Q)
19
Comprobacion.
5.24 _ .24 , 10-3+1 =7

A
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2." Resolver la ecuacion
6 ix X
- X-\-2 = -t
s 5
Siguiendo la regla dada, obtendremos sucesivamente:
Q7r- 27H 150 = 20x — 3x,
90X — 7R27I—20x 4- 3x= — 150,
~2x~—1%0
Los dos miembros de la Gltima ecuacion son negativos. Este
resultado proviene de haber pasado al primer miembro loi tér-
minos que contienen la incognita y al segundolos conocidos.
Podria evitarse trasponiendo al segundo miembro los términos

en Xy los_conocidos al primero; pero es mas breve cambiar los
signos [64], con lo que se obtiene

227=1.50, ar= .i"N = T75.

Comprobacion.
6.75 . 475 7
5 %% nps w 90—75-f2=20—3 17=17.
3. Resolver la ecuacién
bx a _ ZX 2
2[a~b) T «(«?—¢2) ’

ZF) «minimo. comUn. multiplo de los denominadores es
6do"8a"—€'k); hauenHOIos esaparecer, resulta

3ab* (a4- x—2ab(a®—b"} = ISb" X —m (a—§é);
trasponiendo sera
3a0™N(a-{-b)x — ISe"x = 2a-"b{a*—e") — 1AZ
de donde
{3a"53-h3ao0i~ISh-")x=:{a — €) {2a3b-h2a"b"~12a);
7= [a—5) {2a”"b~h2a"b"— 12a)
- 3i22:37_3%:4. ~[Sh2 ’
_ 2af{a—b{a"b-hab”"6)
3<52(ii2 4 -2i2— 6)

y por altimo e 3Peece
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CA.PITULO TERCERO.

PROBLEMASQUE PUEDEN SER RESUELTOS
POR MEDIO DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA.

69. La resolucion de_un problema algebraico consta de dos
partes principales. La primera consiste en ,exgresar con los
S|?nqs del Algebra, por medio de una ecuacion 6 de varias, las
relaciones que, segun el enunciado, ligan los datos y las incog-
nitas; a lo que se llama »oiier o ecuacion. La se-
gunda consiste en resolver la ecuacion ¢ ecuaciones obtenidas.

Los valores de las incognitas que verifiquen las ecuaciones,
satisfaran en general & todas las condiciones del enunciado, y
serdn, por tanto, las soluciones del problema; puesto que las
%:Iuackl)one_s son el mismo enunciado escrito en la lengua del

gebra.l o . .

_Laprimera parte no esta sujeta a reglas fijas, pero se faci-
lita teniendo en cuenta las observaciones que vamos & exponer,
primero para_los Problemas que tienen una sola incognita y
despues para [aquellos que teniendo varias pueden resolverse

-z

por una sola ecuacion con una lncégnlta.

1—Prolilema» con una incogniln.

70.  Para poner en ecuacion estos problemas, son necesarias
las siguientes operaciones; ]

1. ~ * Representar la incognitapor una letra, generalmente de
las Gltimas del alfabeto. ) ] ]

® Investigar las relaciones que ligan los datos con la in-

cognita.

gEI enunciado del problema contiene una relacion de igual-
dad entre dos expresiones, monomios 6 polinomios, ?_ue resul-
tan de la combinacion de datos é incognita por medfio de las
operaciones aritméticas, y que son los miembros de la ecuacion.

1 Puede suceder, sin embargo, que el enunciado contenga alguna
condicién no expresable algebraicamente, y que, a consecuencia do

esto, I7a4solucién de la ccu.aoion no convenga al problema. V™ase nu-
mero 74.
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_ Dicha relacion de igualdad se encuentra siempre expli-
cita 6 implicitamente en el enunciado. La série de operaciones
indicadas gque han de constituir los miembros de la ecuacion,
se hallara también en el enunciado, sera una consecuericia ae
él, 6 deEenderé de algln principio demostrado en otra ciencia.
3® Escribir la ecuacion, .

Bepresentada ya la incognita por una letra del alfabeto, y
analizada la condicion & que debe satisfacer el valor buscado,
se indican las dos séries de operacionati que efectuadas con los
datos y la incognita, si ésta fuese conocida, darian resultados
idénticos, lo que origina la ecuacion del problema.

P roblemas.

1 Bailar %numero tal que la suma desu tercioy su cuarta
mparle exceda a su mitad en 3 unidades. .
Sea X el nimero buscado: la suma de su tercio y su cuarta

parte sera o H A y el exceso de esta suma sobre su mi-

tad i debe ser 3, luego
X Xt =3

Resolviendo esta ecuacion, resulta x =36.
Comprobacion.
36 36 % o AQ Q

2. Uh padre tiene 54 afiosy su hijo 10. i,Ouénfos afios han
de trascurrir hasta que la edad del padre sea triple de la del

Sea X el nimero desconocido de anos. Dentro de x afios, el
padre tendra 54-t-2?afios, y el hijo 10+ a; debiendo ser la
edad del primero tres veces ‘mayor que la del segundo, ten-

dremos: .
_ 54+ a= 3(10+ K
Resolviendo esta ecuacion, se encuentra x — 12

Comprobacion.
54+ 12= 3(10+ 12) 6 66= 66.
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54 v su Ujo 10. iQuantos a%wos han
trasmrndo desde que la edad del padre fue 12 veces la-delUjo”
Xanos el padre tenia 54— aiios,

\%
HI%’/BF que la del segundo, tendremos primero 12 veces
54 —3F=12 {10 —iu).
Resolviendo la ecuacion, hallamos 5= 6.
Comprobacion.
54—6= 12(10—6) 06 48= 48.
hm'av estanque, el primero en

ngeerPgl fnT irﬁ@'t,i\ér%po, “en cuantas hora/s\3§e ﬁgﬁﬁllgeei%ﬁéﬂaugg
problema eimie . ig-ualdad en este
Lonp”pnniS primer cafo en J horas,

S Jdo*nallinl!n . QJel iiiismo tiempo

por°|O R capacidad total del estanque, que representaremos
Ahora bien, si el primer cano llena por si solo el estanque

en 35 horas, en whoras llenara una parte representada por ~

Igualmente, las parggs qu&llenan los otros dos canos estaran

representadas por 45 ~ g3 luego

— i» X 1
3B 45 "&@ -
Resolviendo esta ecuacion resulta x 15,

Comprobacion.
Ue O g " B= 1 6 1= 1

citﬁ\' 3 en4 hora% y dos orifl-
sh Jlotilh AMA 24 hora<q y el segundo en 8;

horas, se llenara

sentando polrul

la . . repr
p c dad del estanque, el calio arroja en EA) %oras un volu-



iTien de agua expresado por y los orifieios vacian partes

expresadas por Y | luego la ecuacion del problema es

w X .
4 -~ 770
Resolvicndola resulta = \2
(‘n:ii,roh ia'j'Ai.
U i? U 1 1=:
i - I24 - 8 ] ]

ig,—B*{>ol>]otiias c«»ii varias iiico”iiilas.

71.  Cuando son varias las incognitas de un problema, exis-
ten diferentes relaciones de igualdad, que dan lugar a otras
tantas ecuaciones. Sin embargo, con frecuencia sucede que
una de las incégnitas se halla enlazada con las demas me-
diante relaciones tan sencillas, que conocida aquella se dedu-
cen inmediatamente é.stas. En tal caso el problema puede re-
solverse con ventaja empleando una sola ecuacion.

Para obtenerla se observaran las siguientes reglas:

1. *“ Distinguir los dalos de las incognitas. o

__En muchos casos el enunciado indica claramente esta distin-
cion, pero otras veces existen condiciones que, examinadas
atentamente, disminuyen el nimero aparente de incognitas.

2. ® Investigar las relaciones que ligan, los datos con las in-

Cﬁq%)gxameii atento del enunciado hara distinguir, en gene-
ral, tantas relaciones de igualdad como incognitas. Una de
estas relaciones servird para obtener la ecuacion con una in-
cognita del problema, y las demas para determinar las mcéq—
nitas restantes. Se elégird para incdgnita de la ecuacion la
que, suponiéndola conocida, condneiria mas facilmente al co-
nocimiento de los demas, y se representara por una letra.
3. * Escribir la ecuacion. o

Representada la incognita principal por una letra, se ex-

presara cada una de l™incégnitas que delian entrar en uno U
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otro miembro de la ecuacion, por la série de operaciones indi-
cadas que determinaria su valor, si la incognita princinal
fuese conocida. 0 r I’

Por Gltimo, se obtendra la ecuacion del problema indicando
con los datos y las incégnitas, representadas en la forma ex-
puesta, las dos séries de operaciones que, en virtud de la rela-
cion elegida al efecto, darian resultados idénticos, si los valo-
res de las incégnitas fuesen conocidos.

P roblemas.

6. Distribuir 5324 'pesetas entre dos personas, de modo que
laparte de la segunda sea e- triplo de la parte de la primera.
Las incognitas de este problema estdn ligadas entre si y
con los datos por dos relaciones: .M a suma de las dos partes
es lgual a 0324; 2.“ la parte segunda es triple de la primera.
feea@esta parte; la segunda estarad representada por 3a? y
en virtud de la iirimera relacién, sera

XH- 3 = 5324,
de donde &= 1331.
La segunda parte es 3 X 1331 = 3993.

Comprobacion.

1331 + 3993 = 5324.

7. " Dividir el nimero 420 en tres partes, tales que lapri-
. 9:5, ue la tercera
sea mitad de la suma de las otras dos. ya

in« problema las incégnitas con

es mitad de la suma de las otras dos. UItIma\’( rte

Esta relacion manifiesta que la parte tercera es — de 420,

6 sea 140, lo que reduce & dos las incdgnitas.
tnrA primera parle, la segunda lo es-
m ., sea 280 - a? y en virtud de la se-
gunda relaciéon, tendremos
@ _ 280 —3
9 fi A
de dondei5= 180.

La segunda parte serda 280 — 180 = 100.
17
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8. Unj)adre dispuso ensu testamento que, del capital que
aejaoa, recibiese el hijo mayor 1000 duros, y la sexta parte del
o 2000 duros, y la sexta parte del resto; el tercero
A10durosy la sexta parte del resto, y asi sucesivamente. He-
dias Laspartes, se mo que todas eran iguales. “Cuanto impor-
taba Ie%therencia total, cuanto la parte de cada hjjo, y cuantos

Es claro que si conociésemos la herencia total, se obtendria
tacilmente la parte del primer hijo, y por consiguiente las de-
mas; dividiendo después dicha herencia por una de las partes,

el cociente sena el ndmero_de hijgs. )
Tor{aremos, ues, por incognita la herencia total, y la re-
presentaremos or X

duros Para el primer hiéo, el resto es
X— 1000, y la parte que corresponde a aquel sera

1000+ - A 6/\ : 65ea-|’|\/&+"
ol S%eﬁjrtljagjae h@gt% Sdel primer hijo, y ademéas 2000 duros para

X 50006‘h X o000 6sea 590—617000
luego la parte del segundo hijo es
2000 X000 e, 55000 45D
36 S, -'M

Pero, segun el enunciado del problema, las partes del pri-
mer hijo y del segundo son iguales, luego tenemos la ecuacion

* 5000-i-x _ 55000 5P
6 ~ 30 n
Resolviéndola se encuentra = 25000 duros.

La parte del primer hijo sera 5000 3 25000 = 5000 duros,
25000
5000
Comprabacion.

5000 + 25000 55000 4- 125000
6 %6

y el nimero de hijos 5,

6 5000 = 5000.
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lara comprobar las partes de los hijos, diremos:

al primero corresponden.................... 5000 duros.
al segundo 2000 + 6 =50 »
al tercero.. 3000 25000: 13000 _ 5000 »
al cuarto... 4000 25000; 19000 = 5000 »
al quinto.. 5000 + = 5000 »

*li*—ProMciiiaK goncr.'ilcK.

72. 1. La edadde un padrees”™ afios y La de su hijo b.
ituantos afios han ’Wetrascurrlr liara que La edad del padre sea
m peces mayor que la del hijoi

Si llamamos x & este niUmero de afos, la ecuacion sera

Resolviéndola, tendremos

x = A==hm_
m- 1
Caso particular.  Si hacemos z= 54, ¢= 10, w= 3, la for-

mula anterior resuelve el problema 2. “deI hamero  70.
En efecto, <= —12.

2® La edad de un padre es a afios y la de su hijo b.
iLuantos afios han trascurrido desde que la edad del padre fué
m veces mayor que la del hijoi

Si llamamos x & este nimero de afos, la ecuacion sera
) a—x = m[h—x):
Resolviéndola, tendremos

w= bm—a
m—\
particular. = Si hacemosa—54, ;= 10, m= 12, la for-

mula anterior resuelve el problema 3. del ndmero 70.
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10 12-54
Enefecto, x . 6
12— 1
pioeckn Ueiiar un esgmirfice, esprimerd en n
.o mmlou tres
FAAd W)

X T0 i n
Sea @ el nimero de horas. La ecuacion del problema es

C . X_
%4--6_1.

Resolviéndola, tendremos
ahc
, ah-Jr-ac —+he '
Caso particulav. Si hacemos ii=:35, (*= 45 c=_f23 la ffii»
muia anterior resuelve el problema  del namero 70! ’

En efecto, x = —--—---35.40.03
30.40H-35.63 + 45.63
~ “sianfue en a horas, y dos ori-
o el prlmerlo enb hg[)_ras, y el segundo en c
. jos se abren al migmo tiempo que el cano, ien
ciMulas horas se Ilfénar% e estanque"§‘ PO q

Sea X este nimero de horas. La ecuacion del problema es
X X X

a h o= 1L
Resolviéndola, tendremos
ahc
he~ac —ah '

Caso particular. Si hacemos = 4. 5= 24, c=_3 la for-
mula anterior resuelve el problema 5.“ del nimero 70!

En efecto, P= 4.24.8 — 1
24 .8—4.8 —4.24 — 7

85]3[)51, recibiese el hijo mayor a duros y la r{u&rig-p%%ibaell e

lo; el segundo 2a durosy la n ¢«naparte del resto; el tercero 3a

las partes seri6 que todas eran iguales, jfiuanto importaba la
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herencia total, cuanto la parte de cada hijo, y cuantos eran estost
bea X la herencia total. La parte del primer hijo sera

X—a

Lediiciend( de ia herencia total la parte del primer hijo, y
ademas la cantidad 2a para el segundo, el resto €s

nx —x-\-a —37%

N N _ I
a— = —2 6bien
luego la parte del segundo hijo es
22 nx-x-\-a —"ian
n_
Pero, seg’un el enunciado del problema, las partes del pri-
mer lujo y del segundo son iguales, luego tenemos la ecuficion

X—a oo+ x-ha —2an
n
Hestando a de los dos miembros se convierte en
__ g M™x=x-ha —3an
n ! jie
Quitando denominadores resulta

. nx —an- an™-hlix — x-i-a - 3an,
trasponiendo
nx~nx-hx = an'2~han-ha~3an,

a

reduciendo
X = a?i-~2ai;~+a, U x= a(n'¢~2n-h 1)
—2?2:H-1= (ii— 121

J7=rt(ii—1)2.
LaX Eagte del hijo mayor se obtendra sustituyendo, en
a-h , la incognita X por/z  —1)2; sera, pues,
A—2an-h a N
" an : an — afn—1)
Las demas partes .son también iguales t ain — 1), segun el
enuncic‘ago dﬁéi Brobefema. g % ) 8

Por Gltimo, el nimero de hijos es
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a(n 1 n 1
a[n- 1; n~ L

Casp partmtUr. Si hacemos a= 1000, n — 6, las formulas
obtenidas resuelven el problema 8.° del nimero 71

En efecto, = 1000_{6—%%0: 25000 duros.

La ppte de cada hijo es 1000 (6~ 1 = 5000 duros

El numero de hijos 6—1= 5.

CAPITULO CUARTO.

DISCUSION DE LAS ECUACIONES Y PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON
UNA INCOGNITA.— INTERPRETACION DE LAS SOLUCIONES NEGATIVAS.
GENERALIZACION DE LAS FORMULAS POR MEDIO DE LAS
CANTIDADES NEGATIVAS.

I.—DiNOusion de las «ciiaoionoii y itrolilcmaii de primer grado
con lina fiicognila.

73. Toda ecuacion de primer grado, después de quitar de-
nominadores, efectuar las operaciones indicadas, hacer la tras-
posicion y la reduccion, adquiere la forma general

Ax~B,

donde yi es el resultado de reducir los coeficientes de & & un
solo numero, y 5 el de reducir los términos conocidos.

bi después de efectuar la trasposicion, los términos en
los conocidos son aditivos, la reduccion de todos ellos no ofrece
ninguna dificultad; pero comunmente unos son aditivos y otros
sustractivos, ya en ambos miembros, ya en uno solo de ellos;
representando por a la suma de los coeficientes positivos y por
bla de los negativos, el coeficiente de x serd

a—Db;

pero al asi%nar valores particulares kay b, pueden ocurrir tres
casos: a'>N, aC”h, a—h. -

Sii?> (i, la diferencia a—es positiva.

Si . <; ¢, lasustraccion a—¢no puede efectuarse.

Si 7= ¢, la diferencia — es cero.

En el segundo caso, suponiendo que los valores ay hson 8
y 13, la diferencia es
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8—13= 8§—8—5,

8—13= —5, cantidad neg'ativa.

Luego A puede ser una cantidad positiva, negativa 6 nula,
éigualmente  por consiguiente la ecuacion A x"B puede
adquirir una de estas formas

Ax= B, Ax=—B, —A . x—B, —A ,x = —B.
Ax=0,  Oxx=B, O0X»=0.
donde Ay B son nimeros absolutos.
Los respectivos valores de x son

y reduciendo

B —B B —B
A _ - =
X , X AN Sy X Y
0 _ 0
o X% oo
_ D
Los valores A X TR se reducen al primero, pues cam-
biand© los_signos en la ecuacion — A . x = — B, se convierte
en Ax = B.

Si efectuamos la division de cantidades monomias negati-
mas, por la regla de los signos demostrada exclusivamente para

la divisién de polinomios, las expresiones x = " X = l,\A
se reducen 4 una sola: x -m— B

Por consiguiente, los valores que debemos examinar son
B B o b o

B

74. Solucién positiva, X =

Esta solucion verifica siempre la ecuacion del problema, pues
S en Axz=: B damos & @ su valor, resulta

A~ =B, 6 B=B;

sabemos %ue la ecuacion Ax =zB¥\o. Rroguesta tienen igua-
es soluciones.

Puede ocurrir, Ain embargo, que siendo A solucion de la
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ecuacion, no lo sea del problema. Esto solo sucedera cuando
la solucion del problema deba estar sujeta‘a condiciones no ex-
presables algebraicamente.

Sea, por ejemplo, el siguiente problema. .
. Preguntado  padre sobre el numero de sus hijos, respon-
did: el nimero de hembras es triple del de varones, y si a éste se
?@ﬁ{jﬁ la mitad de a<juel, la suma es igual & 8, jCuantos hijos

Llamando x al numero de hijos varones, el de hembras es
3? y la ecuacion del problema sera

K-

de donde ic= 3 — , valor que verifica la ecuacién, pero no es

solucion (iel problema, puesto que la naturaleza de éste exige
que x sea un nimero entero. Como las condiciones numéricas

del enunciado tan solo las satisface el numero 3 se deduce
evidentemente que el problema es imposible.

75. SOLUCION CERO, #=

A

Si en la ecuacion Ax = B, se reduce & cero el segundo
miembro, y A adquiere un valor diferente de cero, la ecuacion
se convierte en “a? = 0, y es evidente que el Unico valor de x
que la convierte en identidad es #= 0.

76. SOLUCION INFINITO, x =

. 0

Si/l es cero y B adquiere un valor diferente de cero, la
ecuacion Ja? = J?se convierte en Q X »= .5, y el valor de g
debe ser tal, que multiplicado por 0 dé B; pero‘como todo Iiii-
mero multiplicado _Bor cero da cero, la ecuacion es absurda y
el problema imposible. ,

Propongamonos interpretar la significacion de un quebra-
do, cuyo denominador es cero, sin que lo sea el numerador.

Sien el quebradoy permanece constante el numerador y

disminuye el denominador, la fraccion aumenta: si el denomi-
nador se hace 10, 100, 1000 veces .menor, la fraccion adquiere
valores 10, 100, 1000 veces mayores que el primitivo; se con-
cibe, pues, que haciendo el denominador ¢ suficientemente pe-
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uefo, llegara la fraccion a tener un valor tan grande como
ueramos, y que si el denominador disminuye hasta cero,_la
fraccion adquiere un valor mayor que cualquiéra cantidad asig«
nable, 0 infinito.

Lafraccion ~ es, pues, un simbolo que representa el infinito.
OSEste valor infinito se expresa por el signo x : asi escribire-

77. SOLUCIOX INDETERMINADA.. x

|
Si en la ecuacion Ax = B, Ay B se convierten en cero,
sera0X @= 0.y es evidente que cualquier valor de x multi-
plicado por cero, da cero; luego la incognita tiene infinidad de

valores, y la fraccion —es simbolo de ihdeferminacion.

Sin embargo, una fraccion puede adquirir la forma ~, y te-
ner un valor determinado. Sea en efecto la fraccion
— b
afa—b
Si los valores numéricos de ii y ¢ son iguales, se convierte
'q 1pero si antes de hacer dicha hipétesis, observamos que

los dos términos son_ divisibles por «—1, y suprimimos este
tactor comun, la fraccion se convierte en
a,-hb
a
y suponiendo a— b, adquiere el valor determinado

El valor  es debido, en este caso, al factor comin a —i

8ue, convirtiéndose en cero por la hipotesis it= anula los
0s términos del quebrado.

Luego, para hallar el verdadero valor de una fraccion que,
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en virtud de cierta hipdtesis, se presenta bajo laforma , es

necesario examinar si ‘existe en los dos términos algunfactor
comun, que se convierta en cero por dicha hipotesis, y suprimir-
Io, Sl hecha la hipdtesis en la fraccion que resulta, se obtiene

también , volveremos & examinar si existe algun otro factor

comdn, que se suprimira iguatnicnte, Continuando de este modo,
se tiegara a obtener un valor determinado, 6 una fraccion irre-

ducible, en cuyo caso, si todavia toma laforma  sera inde-
terminado su valor. 5
Ejemplo. Sea la fraccion
ar — %a'""b-\- a”

Haciendo = ¢ se convierte en  pero suprimiendo el fac-

tor a—b, comun & sus dos términos [37], se reduce &
ar—ab
ab—p
Haciendo en ésta «= ({ se convierte también en pero

suprimiendo el factor comin a—b, resulta b

Por ultimo, haciendo en ésta a= b, se convierte en —= 1,
gu”es el verdadero valor de la fraccién dada, en la hipdtesis

78.. El problﬁma siguiente gresenta ejemplos de las diversas
soluciones que hemos ‘examinado,

Eos moviles parten en el mismo insianle de los puntos \ y
a, quedistan entre si ametros, y recorren la linea AB, ambos
en ladireccion de izquierda d derecha; las velocidades respecti-
vas son Vy V inetros por minuto. ;A qué distancia del punto A
se encontraran®

A B E---mmm-
Es.claro que los moviles se encuentran en un punto E si-
tuado a la derecha de B. Lian.ando &4 la distancia AE del
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punto A al de encuentro E, el primer movil recorrer esta dis-
tancia mientras el seg*undo recorre BE, que puede represen-
tarse por cc~a.

Puesto que el primer movil recorre en un minuto v metros,

L0 ,
para recorrer X metros empleara — minutos; y el segundo mo-
vil, que recorre v' metros por minuto, empleard en recorrer la
distancia x — 2 un nimero de minutos representado por

Pero los moviles parten en el mismo instante de Ay B respec-
tivamente, Iuequ los tiempos que emplean en llegar al punto
de encuentro E son iguales. o
La ecuacién del problema es por consiguiente
X—a

de la que se deduce

Xa,
X V—x'

Discutamos_ahora esta formula, esto es, examinemos los va-
lor™ que adquiere la incognita, en virtud de ciertas hipotesis
hechas sobre los valores de*los datos, y si aquellos valores estan
de acuerdo con las circunstancias de la cuestion.

Supongamos v 1> V', N )
En esta hipotesis, el valor de &@es positivo; el denominador r

f es menor que v, la fraccion— -— 'es mayor que la
unidad, y el valor de x
va

v—v T aX vy
sera mayor que a. A
Lo que nos dice que los moviles se encuentran a la derecha
del punto B. Este resultado esta de acuerdo con las condicio-
ues de la cuestion, pues es evidente que siendo la velocidad *
del movil que parte de A mayor que la del otro, la distancia
que los separa disminuird & cada momento, y se encontraran
luas”alla del punto R
Por otra parte, si  disminuye, los términos de la fraccién .

- disminuyen al mismo tiempo; para saber en qué sen-
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XenSeSoB* 1> » ««s dos términos y

D

Ahoi-a se ve que si disminuye > la fraccion — aumenta la

diferencia 1—~ disminuye,por tanto el valor de x aumen-
te- La formula nianifiesta, seg-un esto, que el punto de encuen-
HReeBU £ qhé Bedliiaghie disuiinuye 1a velaeidad gej pri-

hi suponemos a= 0, el valor de 2?sera

V—ij'
lo que nos dice que el encuentro de los moviles se verifica
departida, como sucede efectivamente; por coii-
esScL difpigSa’®
iSupong«moi v=
El valor de x se presenta en este caso bajo la forma @V

Este valor manifiesta que la eguacion es absurda, por cons*i-
guiente el problema lo es tambien.
Ay en efecto: la ecuacion, en la hipdétesis i. se convier-

\Y, A ,

. t fracciones de igual denominador y numera-
dores diferentes, no pueden serigniales. En cuanto”al n S -
ir 4 BSedkina gl v os FEVIRS QM-S &
|guzfl velocidad, nunca'se 05 ftratan: minan ¢on

La expresion ~  ha sido admitida anteriormente [76] como

ei*nfln‘ito™ 1M consiguiente diremos que el valor de ii
cigiS ta, 5%] nn f’® se encuentran a una distan-
G, J " del punto A, 6que no se encuentran.
ferademas de ser «= V', suponemos ii= 0, el valor de x es
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Jr y como la fraccion Vﬂ o t'Leneuningj‘mtfé S0TEAMIN &

* (13
Bado 1,48 v }ols rlﬂc }OvtliaC »Ya, la cuestion,

locidad, Iuego elencue”SrSvepifieSnS
punto A. IS ecuacion M p™ DbT [“SeM6 MU re

y queda satisfecha por todos los valores que se asigne &

«-m™ erpr«ael», d. .a» expres,.«.,
presentan eomo solnclooen.

&l’imayor que la del hijdl » atTlieioAdr i'N-
Este problema, resuelto ya [72], nos ha dado la ecuacion

y la férmula a+ le="m(l + x),

eate”cTo"pScuhi7stV AP'i=*ola formula 4

x= 40—16m3 40 —48 —38
4,

N m m

T~ '? ¢ rs '‘'sjs £ s zr
. 40-f-a"=:8 [164-4
ecnn m 404 - A= 48-f-3(Ti

itv o rt'eelVim:Ane *
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Si suponemos que pueda ir precedida del signo mas 6 del

menos, la ecuacion
40 f-X= 3 (IG+ 1?),

se trasforma, cambiando el signo de X, en
40—iP= 3 (16—a);
sustituyendo x por 4, .se obtiene la indentidad
36= 36,
lo. que manifiesta que el valor negativo —4 es solucion, pres-
cindiendo del signo, de la ecuacion que se obtiene cambiando en
la propuesta el signo de x. o

Ahora bien, si dicha ecuacion corresponde & algin problema
anélogo al propuesto, 4 seré la solucién del mismo.

Para averiguarlo, observemos que el primer miembro 40 —x
representa la edad del padre hace x aiios, y el sequndo 3 (16— )
es el triplo de la del hijo hace también x anos; luego para_que
el problema sea posible, es necesario Codificar su enunciado
en el sentido de que  época en que se verificaronlas condi-
ciones del mismo es pasada, ¥ NO futura COMO Se hahia su-
puesto. )

Por manera que el problema seré; 3 o

La edad del padre es 40 anos, y la desu hijo \0. fjjuantos
afos han trascurrido desde que la edad del padre fué tres veces
mayor que la del hijoi o

Ocupemonos otra vez del problema de los movilea [78].

Segun hemos visto, la ecuacion de este problema es

X_ X—a
V~ v
y la formula
va
X— v_yv

Si suponemos v <i W\, el denominador de la formula es nega-
tivo, y.como el numerador es positivo, el valor de x serd nega-
tivo. Como la ecuacion es la t-paduccion exacta del enunciado,
concluiremos que el problema es imposible, en el caso que con-
sidérainos. ' | | |

A B E
Se ve, en efecto, que si la velocidad del mévil A es menor
que la del B, no-es nosible el encuentro marchando en la direc-
cion AB, como expresamente exige el enunciado.



solucion

obtenida. prescindieSi
en la ecua-

Clon-..enlugardey se

\%
cambiando los signos sera

|>‘( ~hfl
-1l

modificado es el siguiente- ' ~ i*fiomida de A, y el problema

bb.Baec. . S/*ISSN s ;:ca fir

Ji-l valor de x se obtiene cambiando el simio de ,
pues t —p Sera

elproblema”iodltodoi* resolviendo directamente

70 8*eneral
de pri-
absoluto capaz

de convertir ésta en idenuTad- v Tv”
traduce exac-

tamente las condiciones del emiciadn”

n efecto: la ecuacionfin T jrii ‘% imposible.
la propuesta diversaa trasfnT-ritl*?i~ . ~con
ecuaciones equivalentesa la _originan siempre
puede quedar satisfecb™ im/ii * si pues Ax="Bno
es, por ningdn valor independimfferlpTA*’ esto
tampoco la'propuestan S nnL A A y AV,

lor z?bsoluto deT vy eUrdbl?"  satisfecha por ningdn va-

Mergrado, esZoISArnJtrfrnrnn T depri-
racesifligpoidendo ~ x gn {QE/&G% en la propuesta, *!acM

»adores, efectuaiMarrmp después de quitar denomi-
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— Ar= _B.

Si en dicha ecuacion ponemos —x en lug-ar de x. y repeti-
mos las mencionadas operaciones, que se reducen a las funda-

mentales, obtendremos [42]
Ax —B, —AXx ~ —B,
que se reducen, cambiando los signos en la segunda, &
Ax=iB.

El valor de x en la ecuacion propuesta es----y este va-

lor prescindiendo del signo, esto es & es la solucion de la

ecua_\cig[')n trasformada Ax = B, luego la proposicion enunciada
es cierta.

De aqui se desprende que el mlor negativo de la incognita,
tomado en absoluto, podra ser solucion de un nuevo problema
analogo al propuesto, cuyo enunciado se obtendra traduciendo
fielmente al lenguage vulgar la ecxiacion trasformada.

81. Pongamos —x en lugar de x en la ecuacion —Ax= B,
y se convertird en — A X —x — B; sustituyamos ahora x por

y la expresion que resolta

sera una identidad, segun acabamos de demostrar. o
Pero, poner —ic en lugar de x en una ecuacion y sustituir

después »por — , da el mismo resultado que poner desde lue-

go------- en vez de x; y como el primer procedimiento con-
vierte la ecuacién en una identidad, la sustitucion de x
pOr-———p hard idénticos los do.s miembros de la ecuacion.

Asi, la ecuacién
40-ha? = 3 (16+ ®),
se convierte, sustituyendo x por —4, en la identidad
40—4=3(16 —4) o6 36= 36
Si convenimos, pues, en llamar solucion de una ecuacion &
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. ’NMérica, carezca 6 no de, sentido (me
puesta en vez de la inc.ognita, y con arreg-lo al 2.* convenio del
numero 38, convierta la ecuacmn en identidad, elm I*rZVii-
cionMA considerarse como solucion de la™ecm-

L . ecuacion literal de primerg[rado conyna in~
idymiiz se cambian los signos de una 0 mas letras, la formula
que resmine la primera ecuacion remehe también la_segunda
Na los signos de las mismas letras en dichafér-

Siepdo la formula el resultado de efectuar una aérie de
opeiaciones fundamentales con los dos miembros de la ecuacion
>=onsecuencia cierta de la enunciada en ei

hemos supuesto que el enunciado del pro-

blema no presenta circunstancias dudosas, y que la ecuacion
es, por consiguiente, la traduccion exacta de aquel; en tal caso
. negativa indicii la miposibihdad de

_ problema tal,coino se lia enunciado: pero ocurre con
frecuencia que las condiciones dejan alguna circunstancia in-
determinada, y al escribir la ecuacion nos vemos oblio-ados &
bacer una hipotesis arbitraria Si entonces obtenemos una so-

%Qsifé, sera positivo el valorﬁas@/%%@é)ﬁifg. haciendo otra hjpo-

ue aclare estas con.sideracio-
problg_ma cmos moviles, no partan

tiemn™ mismo tiempo de Ay B, sino que moviéndose de.Ue un

inr A st fIirecciontAB, pdasen uno por A y,cg[_ro
iir.- instante atemos de averiguar & Qué dis-
E’:I11n0|a del punto A se verlhéfyetlrencuentro. g f
A b E
. asi el problema, no podemo.s determinar de; de
dptli T encuentro esta a la izquierda de A a la

un N ecuacion tenemos gue hacer
jybipdl~sis arbitraria sobre la situacion (}e delrgho pﬂn?o.

la encuentro se verifique & la derecha de B,
X —a

y la férmula
18



~ Si®< v, el valor dex es negativo; corno se ha hecho una
hipotesis arbitraria, supondremos, antes de afjlrmar,0|ue_ el pro-
blema es imposible, que el encuentro se verifique & la izquier-
da del punto A B
En ‘esta hipdtesis la ecuacion es

X x-\- a

que se diferencia de la anterior en el signo de a; para obtener
la formula no es necesario repetir los calculos, pues basta [82]
cambiar el signo de aen la obtenida anteriormente; asi resulta

—Xa Xa

— X—X
Si x<i_xi', el valor de x es ahora positivo; luego el problema
es posible, el encuentro se verifica & la izquierda de A, y la
solucion negativa fue debida & una hipdtesis falsa, hecha al
poner el problema en ecuacion.

. Vemos, pues, que si el enunciado de un proUema presenta
circunstancias dudosas, la solucion negatixa puede provenir de
una hipotesis falsa, hecha al escribir la ecuacion, sobre el sen-
tido en que delen ser contadas ciertas cantidades, que se han su-
puesto aditivas debiendo ser sustractixas, 6 al contrario. Cuan-
do esto suceda debemos examinar si, haciendo otra hipotesis, ad-
quiere la incdgnita un valor positivo, 6 si todas las hipotesis
posibles dan valores negativos: en el primer caso, el valor posi-
tivo hallado es la solucion del problema; en el segundo, podre-
mos afirmar que el problema no tiene solucion.

I1l.—Generalizncioii de las farmiilaK por medio de las canil*
dudes negativas.

84. Lasfdérmulas que se obtienen resolviendo un problema
general, no solo se aplican & todos los casos particulares del
mismo, sino que ademas convienen & otros problemas genera-
les, cu3os enunciados se diferencian del problema propuesto en
el sentido de algunas cantidades, que en éste son aditivas y en
aquel sustractivas, y reu]?rocalnente.

Para cerciorarnos de ello, volvamos & considerar el proble-
ma siguiente:
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I'res ca"Qs pueden llenar un esta/nque, elpHmtro en a tiaras,
el segundo m b horas y el tercero en ¢ horas; si los tres cafios se
abren al mismo tiempo, jpn cvAnias horas se llenara el estanqué®
La ecuacion sabemos que es [7Z] A

y la formula

Q ab-hac-hbc’
Supongamos ahora que se quiere resolver este otro problema.
un cano puede llenar un estanque en a horas, y dos orificios
pueden vaciarlo, el primero en b horas y el segundo en ¢ horas;
S| los ortfidos se abren al mismo tiempo que el cafio, len cuantas
horas se llenara el estanque™
La unica diferencia entre la ecuacion de este problemay la

del anterior, consiste evidentemente en que y ~ represen-

tan cantidades que deben restarse de —; por consiguiente,

cambiando el signo de las mismas se obtendra la ecuacion del
problema, y haciendo el mismo cambio en la férmula del ante-
rior, tendrémos la formula del actual.

Para que J — cambien de signo, sin alterar los deméas
térm&nos de la ecuacion, cambiaremos los signos de ¢ y c, obte-
niendo asf i

Ecuacion — N—1

Féormula x =
a*~b~\~a .—c\— b,—c’

efectuando ahora las operaciones por las reglas que, para mc-

nomios negativos aislados, hemos convenido en admitir, resulta
Ecuacion _—

Formula X= abe

1- " *
mism%SSO'r\é'seurlbg d% |s r.ectamente el problema, obtuvimos P2,4.®1918§
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enerales 1»y 2» del numero 72, se resuel-

ven_también po mgdio de una s la ecyacion y una formuja
En efecto: el primero dio la ecuacion Minuia

y la formula ' "
YAa—hm
1

M-

i N ?s cantidad gOfitiva, la ecuacion, v Ja
formula corresponden al primer problema; pero suponiendo
sengimS negativa, dichas expresiones convendréan al

Asi, sustituyendo x por —x, sera
a—Xm=m{b —x),
- £ I H—02
m~\" " e m~\
proMema”™ resultado obtuvimos resolviendo directamente el

Consideremos, como ultimo ejemplo, el problema siguiente:
"Mco'n'en la linea Aa-_y pasan en el mismo ins-
ﬁv{ﬁ %s,Ta veIocidHad del primer mévildc'agt%nr%'e%r%gtﬁ%rp‘ nﬁt(()EJ 9

trid ;¥ gné distanciadelpJto kT T od

E' A E" B E
Tres casos debemos considerar:
00 8"® . moviles sigan la misma_direccion AB.
0’0 sigan la misma direccion BA.

0. Que sigan direcciones opuestas.

se haile‘en”E* a ecuadon”S™ * A« pr e
X X —a )
------- —? ylaféormula y= —~ ~
En, e|, sequndo, caso, suponiendo que el punto de enonen-
tro se halle e% 'Ed la écuiaCion es g R eéncuen-

~ —y férmula x= —

ecufcioillT" « verificd jiitee Ay B;l»
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. av
y la formula x

Vemos, pues, gue no considerando en las cantidades ma.s
? sus valores absolutos, necesitamos tres ecuaciones y tres

mulas para abrazar todos los casos; sin embargo, la primera
_Ecuacion'y su formula respectiva se aplicaran indistintamente
a cualquiera de ellos, si admitimos las cantidades negativas,
con solo cambiar convenientemente algunos signos.

En el segundo caso, la distancia de B al punto de encuen-
tro E' esta representada por x -h a; luego la primera ecuacion
se aplicara a este caso cambiando el signo de a. Pero sabemos
[82] que si en la ecuacion se cambia el signo de a, la formula
sufre igual alteracién; luego en el segundo caso tendremos

—av av
X = X—
V—V ' VvV —V

En el tercer caso, la distancia de B al punto de encuentro
E” esta representada por a—a? luego la primera ecuacion se
aplicara & este caso cambiando el signo del numerador #—a;
pero igual resultado obtendremos cambiando el signo del de-
nominador®', por consiguiente la ecuacion del tercer caso sera

X X—a 6 é _a—x
—V v
cambiando el signo de Vv' en la primera férmula, tendremos la
del tercer caso
av
X=
v-\-v
85. El grad_o de generalidad que adquieren las formulas por
el cambio de signos, se obtiene también por otro medio.

Observemos, ante todo, que existen cantidades susceptibles
de contarse en dos sentidos directamente opuestos: las distan-
cias sobre una recta AB pueden ser recorridas en la direccion
AB yen la opuesta BA. los tiempos pueden ser anteriores 0
posteriores a un momento dado, los capitales pueden contarse
como ganancias 6 como pérdidas etc.

Si un nimero m representa una distancia, un tiempo ¢ un
capital, se ha convenido en anteponerle uno de los signos mas
y menos, para que ademas exprese el modo de ser de dichas

cantidades. ] ] ] ]
Por ejemplo, si {-w representa una distancia recorrida en
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la direccion AB, otra distancia igual, pero contada en el senti-
do BA, se representa por —i»;siun tiempo posterior a una
época dada se expresa por -h 20 afios, otro anterior en la misma
cantidad, se expresara por —20 afios; si una ganancia de 4000
reales se expresa por H-4000, una pérdida igual sera —4000.

Concretandonos al problema de los moviles, convendremos
en que x representa indistintamente, en la ecuacion y en la for-
mula dei primer caso, H- la distancia del punto A al punto de
encuentro, si éste se verifica a la derecha de A, y —Ila distancia
mencionada, si el encuentro tiene lugar a la izquierda de A.
Igualmente, vy v' representan -h el espacio recorrido en un
minuto por cada mavil, si el movimiento se verifica en el sen-
tido AB, y —dicho espacio, si el movimiento se verifica en la
direccién” BA. ) ) ]

En virtud de este convenio, la ecuacion del primer caso
comprende las otras dos, y la formula

Y o av

se aplicard & todos los casos que puedan presentarse, susti-
tuyendo X, x, i5'respectivamente por —x, —y, —d', cuando
las distancias que representan estas cantidades sean recorridas
por los moviles en la direccion BA. )

Asi, en el segundo caso, se cambiaran los signos de x, v,
y y tendremos

X o 5 = av
_V'\'VI - V _V
En el tercero, cambiando el signo de v', resulta
X = av
Escolios.

1. ® Este procedimiento da siempre resultados exactos; pero
no todas las cantidades concretas tienen dos modos de existen-
cia directamente contrarios: y ademas no se ha demostrado, de
una manera general, la correspondencia entre dichos modos de
exwtenuaz los signos ma”™y menos. )
2. “ Lageneralizacion de las formulas no podria lograrse sia
admitir los convenios del nimero 38.
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CAPITULO QUINTO.

KESOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON TANTAS ECUACIONES COMO INCOGNITAS.

I.—QeiiiiiciooeK.

86. Sistema de ecuaciones €S la reunion de dos 6 mas ecua-
ciones (iue deben ser satisfechas por los mismos valores de las
Incognitas.

SOLUCIONde un sistema de ecuaciones es la reunién de valores
délas iMoffnitas que verifican todas las ecuaciones del sistema.

_87. Dos sistemas, de ecuaciones son equivalentes, cuando
tienen las mismas soluciones.

. Para demostrar la equivalencia de dos sistemas, es necesa-
rio patentizar que toda solucion del primero es solucion del se-
gundo, y reciprocamente. _

Diremos que un sistema no se altera, cuando se sustituya
por otro equivalente.

88. E timinar una incognita entre dos ecuaciones es deducir de
estas una nueva ecuacion que no contenga dicha incognita, Iy que
%v%flsetl SfHaSlmu'r a cualquiera de las ecuaciones dadas sin alterar

Métodos de eliminacion son los diversos procedimientos que
pueden emplearse para eliminar una incognita.

1. Resolucién de iin sistema do dos ecnaeioiies eoii dos
incégnitas.

89. Tocia ecuacion con dos incognitas puede reducirse & la
forma genera
ax-hby= c

Para consequirlo, basta quitar denominadores, efectuar las
operaciones indicadas, pasar al primer miembro los términos
t'd Ly_los eny, asi como al segundo los conocidos, y hacer la
reduccion. _ )

Propongamonos resolver el sistema de ecuaciones
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m-\-hy”c |
a'w-h5'y = ¢' [21.

90. . Meétodo de eliminacion por sustitucion. Despejando X
en I%tanera ecuacion, corno si la incdgnita y fuese conocida,
se obtiene.

c—6y
Bl
svMitnyendo este valor de x en la segunda ecuacion, resulta
X ~hb'y = ¢ [4]

Demostremos ahora que el sistema propuesto es equivalente
%B%ago con una de las ecuaciones dadas y la ecuacion [4],

ax-\-by~c [1
. C—D
a X I-Y---"b'y =c [
) . Tnaores de x € y que convierta en
Identidades las ecuaciones propuestas, verifica también la

ecuacion [3], que es la primera de aquellas en otra forma;
sustituyendo y por su valor en la fraccion

se obtiene el valor de X; pero la ecuacion [2] difiere de

la [4] solamente en que X estd sustituida por , luego

dando & aré y sus valores en la ecuacién [21 y ponielido el de y
en la [4], se obtendra el mismo resultada y cL 0 S ecuacion
2] se convierte por hipétesis en una identidad la [41 se con-
vierte también en identidad. ’

segundé solucion del primer sistema, es solucién del

Reciprocamente, todo par de valores de it € y que verifique
las ecuaciones [1] y [4], verifica la ecuacion [3], » esifm en
otra foi'ma;jior consiguiente sustituyendo y por su valor en la

fraccion se obtiene el valor de X; pero la ecuacion [4]

difiere solamente de la [2] en que IZ 1liL sustituye & a, luego
dando 4y su valor en la ecuacién [4] y poniendo losde s €y en
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la [2], se obtendra el mismo resu]tado;, 3/ como la ecuacion [41 se
convierte por hipdtesis en una identidad, la [2] se convertira

también en identidad.
Luego toda solucién del segundo sistema, es solucién del

primero.
Ahora bien, la ecuacion [4] no contiene otra incognita que
la'y, por manera que la ie ha sido eliminada. )
En vista del procedimiento empleado, podremos decir;
Para eliminar una incognita entre dos ecuaciones, por el mé-
todo de sustitucion, se despeja la incégnita que se quiere eliminar
en una de las ecuaciones, y se sustituye su valor tn la otra.
Resolviendo ahora la ecuacién [4], encontramos sucesiva-
mente
ac—a'by f-ad'y = ac,
[ —ba)y= ac'" ca,
ac' — ca'
ab' —ba:
_Sustituyendo este valor de y en la ecuacion [1], 6 lo que es
igual, en su trasformada [3], sera

o abe' — beal
X = ab’ —bhal _ .ach'—bea’ —abe' -f-bea’ _ cV—be'
a a [ab'—ha) ab'—ba’
Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones
Ta,—2y=1I
4a; -h 3y = 27.
Despejando x en la primera ecuacion, resulta
X 11 + 2y/

sustituyendo este valor de x en la segunda, se obtiene

ax B Hay= 2

Esta ecuacion da sucesivamente
44+ 8y-h2ly — 189,
Sy mm21ly = 180 —44,
29y = 145,
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145
y "2O’'y~ 5
Sustituyendo este valor de y en la ecuacion
resulta x= 10 . ®?= 3
Comprobacion.

7.3-2.5=1 o6 U= 1
4.3+ 3.5=21, 6 271= 21

cioDes POE IGUALACION. Sean las eoua-
ax by=c¢c [
alx+ hy=.d [2].

loo eliminar la X, despejaremos esta incde-nita en
Ias dos ecuaciones, como si la'y fuese conocida, y tendremos

X ™h z/I\L . X= -|szI]L
lymlando, ahora, estos valores de resulta la ecuacién
_ C~hy
N a‘ [3],

gue no contiene la x.

sustituci orlo
@Ano nos detendremos a demostrar que la SoTACIon ct&lf/) una
eculcmneTMfr/y (1 ™ «9“i™lente U de las

presa
una incoyniha entre dos ecuaciones, por el me-

se des ega en I s dqgs ecuaciones Ialncom Ua
que se trata de eliminar, an 0s miares obtenidos

Kesolviendo la ecuacion [3 /se obtiene
ad —co!
‘ah' — bal
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sustituyendo este valor en cualquiera de las expresiones de g
se hallara, como en el método anterior,

_ o~ be
X=ah — har
,92. Meétodo de eliminacién por reduccion. Sean las ecua-
ciones
ax -hby ~ ¢ [1]
ax+ by=¢c¢ 2

Si los coeficientes de la incdgnita que se quiere eliminar, la
X por ejemplo, fuesen iguales, restando ordenadamente las
ecuaciones, cuando los términos ax y a'x tuviesen el mismo
signo, y sumandolas, cuando dichos términos tuviesen signos
contrarios, los términos en x desaparecerian por la reduccion,
quedando eliminada esta incognita.

Pero si multiplicamos la primera ecuacion por a' y la se-
gunda por a, se convierten en

aax -f-ba'y= ca

aa'x -h ab'y = ac,
en las que los coeficientes de x son iguales.

Restandolas ordenadamente, se obtiene
aa'x —aa'x -#mab'y —baly— ac' — ca,
y rediciendo sera
ab'y —ba'y = ac’—ca' I3l

(o] I o sistema de las ecuaciones [1] y
I'"j'Ptiede sustituir.se por las ecuaciones [1] y [,3]

Suponiendo que en las ecuaciones propuestas pasan al pri-
mer miembro toaos los términos, podran representarse por

A=0
A'=0, .
y el sistema de ecuaciones [1] y [3] sera
4 =0
A'a—Aa'= 0
_Es evidente que los valores &e x éy capaces de verificar el
primer sistema, verifican el segundo; pues siendo = 0y

= 0, A'a—Aa' también se reduce a cero. .
Reciprocamente, todo par de valores de a €y que verifique
@l segundo sistema, verifica también el primero; pues siendo
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sera AN A y « °0 lo es,

regfaVgifenté:Ares nme wa eaunciarla
iZi>— = ac'~ ca

da N gy —aot

susbtuyendo este valor en la ecuacion [1], y resolviéndola, se

<¢'—ba' *
Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones
[li5—15y= 7
da, f- 7T~ = 15,
Multiplicando la primera por 4y la seg-unda por 11, resulta
44" —60y = 28
Ma; 4- 77y = 165,
restando éstas ordenadamente, obtendremos
137y = 137,

Sustituyendo este valor de y en la primera ecuacion, sera
lia; —15= 7,
lia; = 22,

son% Irs“e 1 tt" f\e halll"'Su®m” -
multiplica cada ecuacion J.orel reSd o d* divid!"A2”"

comin multiplo por el joedcier*ffatctnt®'en”S:
Ejemplo. Sean las ecuaciones
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48a: —26j'=35

I+ U=
murnTiiinnSn multiplo de los coeficientes de a es 144-
f* s¢lta wowe e pro 3y la segunda por 4l

1443 — 78" = 105,
—144r + 296" = 4.
Sumandolas tendremos

218~= 109
y—-1
nes™'e ol?e?e M meSe" A
93. Las ecuaciones
ax -h =c
@P-i-Vy= &

resueltas por los tres métodos de eliminacion que hemos ex-
puesto, han d?ido siempre las formulas A
N ao~~c(¢,
ah’—ha!" ~ &b —ba:*
Supongamos, ahora, que las ecuaciones fuesen
aw~hy
ffa?~ h'y= c.
cambiando en las primeras los signos de i t
y veamos cuales son las formulas que las resuelven, A

garhs“nnsi’\?Tli ® que todg)s las trasfordmaciones nece-
2e. ti . s € y, sereducen & sumas.
«roi (3;‘VMA13]ACAC|onesy divisiones. SY suponemos que se re-

N efectulremos en

P PVIfpT It o série de operaciones con cantidades que solo
tantpi?  V “ n iiJego las formulas resul-
s?gn?s se diferenciaran también en dichos

SQNANAN® Nirmulas que resuelven el segundo sistema
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X = oc' —co' ad —oo!
ba —ab" ¥  ba —ab'

_ Luego, cuando se ha resuelto un sistema de dos ecuacioties
literales_con dos incognitas, si se presenta otro sistema que se
diferencia del primero en los signos de algunos términos; no
SERA NECESARIO REPETIR LOS CALCULOS PARA HALLAR LAS NUEVAS
FORMULAS, bastando cambiar en las primeras los signos de los
coeficientes de dichos términos. _ )

Propongamonos resolver, por medio de las formulas gene-
rales, el siStema de ecuaciones

485 —Wy= 35
—36a?H-74y= 1

Tenemos que cambiar en las formulas los signos de *y  y
hacer iZ= 48, = 26, c= 35 «'= 36, != 74, d = |; pero, po-
ner en las formulas —b en lugar de (;%/ hacer después b =26,
es lo mismo que poner de una vez —26 en lugar de b; por la
misma razon pondremos también desde luego —36 en vez de a'.
Los valores de x éy, haciendo las mencionadas sustituciones,
seran

35.74-—--- 26.1 48 . 1—33 . — 36
48. 74------ 26 . —36 48 .74- - 26.—36*
A _35.74+ 26.1 48. 1H35.36
* 48.74 —26.36 48 . 74—26 .36
de donde x~1, y = ~12.

I1l.—ResolucioD de un sistema de tres 6 mas ecuaciones de
primer grado, con tantas incégnitas como ecuaciones.

94. Toda ecuacion de primer grado con varias incégnitas,
puede escribirse en la forma

ax -h by-i-cz -h ....... —A

Basta, para conseguirlo, quitar denominadores, efectuarlas
operaciones indicadas, hacer la trasposicion y la rtduccion.

Propongamonos resolver el sistema de ties ecuaciones con
tres incognitas
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2« —3"4-32= 20
%rH- yn 22 3
piim- A -i-dy — 32 =24
""" eeuaciou y

cada un “de laV 6trarpé™
se obtiene..

dos ecuaciones con las incognrtas y! 1
— Illy +192= 54

o- .. “m1374-182 = 46,

nes, se obtienHiiaeScw “ cof"lInté dosecuacio-

TA o* , 492= 196.
sistema de ecuaciones propuesto es equivalente & este otro
(X — 3y 4- 52— 20
' — lly 4- 192= 54
En electo si pasamos ni incognita 2.
términos

de las ecuaciones, los seo-un”os se
adquieren la forma reducen a cero, y aquella.s

cioimt'7'elLLtnd”? n J-istLs ecua-
demas, obtendremos A N pnmera y cada una de las
Ah A ~ ~A"a = o

equivalente a"SteMotrAN'ANA! sistema de ecuaciones [lj, es

0, A((-"A'a=0, Aa"~A"a=0 1)

N =

En efecto: los valores de r 7 <« j '
ecuaciones [I], coinuerten en cérn o , "
luego tambiei convierten en cor”™n 9xpi‘eriones A. A dy A"
ecuaciones [2J. primeros miembros de las
capM (iTveSlIr jiicépnitas,
porque para que sea A= 0 “da-'i: dv - n i,
n — 0, es tam -

también necesario que A" sea cero
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Si ahora eliminamos la incdgnita y entre las ecuaciones
AcC—Ala— 0, Aa" — A"a= 0,
estas dos ecuaciones podran sustituirse por el sistema compues-
to de una de ellas y de laque resulte de .
tendrd la forma Bz= C; por consiguiente el sistema [2], y por
tanto el [1], es equivalente & este otro

A—0, ja'~A'a=0 Bz="0 I3l
En virtud de lo expuesto, debemos resolver el sistema de
ecuaciones
27— 3y-I- 5«<= 20
—\ly -i- 1% = 4
492 = 196.

De la tercera se deduce 2 = 4; sustituyendo este valor en la
segunda, resulta

—lly + 76= 54
—1r= —22
A = 2;

poniendo en la primera los valores de 2 éy, resulta
2" —6-h20= 20 6 2x = 6, de donde #= 3.

En general, pdTO, vesolveT un sisl&nid de ni ecuaciones con m
incoanitas, se elimina wia de éstas sucesivamente entre una de
las ecuaciones dadas y cada una de las demas; de este ‘f*odose
obtienen m — 1 ecuaciones con m — 1 incognitas; se elviwina
una de éstas entre una ecuacion y cada una de las demds, lo que

Xn — 2 ecuaciones con m — 2’incognitas. Continuando de este
modo se llegara & obtener dos ecuaciones condos incognitas, y por
ultimo una ecuacion con una sola incognita. Se halla el valor ae
esta incognitay se sustituye en una de las dos ecuaciones con dos
incognitas, lo que da el valor de una segunda incognita;® se sus-
tituyen los dos valores hallados en una de las tres ecuaciones con
tres incAgnitas, y se continda de este modo hasta hallar ,0s va-
lores_ de tas m incognitas. )

Ejemplo. Resolver las ecuaciones

H—y+ 2~ 2w= 5
X-AZy — 2-i3w= 8
) ] [0
4?7 — 2y -h 32— « = 15
2®-h P —4«-f-3it= 3.



y cada una de las deinds, mufa'** “ P"*“’era ecuacion

-h 4z = 28
simplificando la primerf“ruTcio"TeUbtiene
2iN-f-0= 7

y sumando éstas resulta™* ~

[3], setliaT = ~ i«s ecuaciones

N N AN
{as ecuaclonesssé]adagt Vinps primera dj

Capitulo sexto,

entre «iycon .~ po? dg"‘a&das
representa cada incog-nita por complicadas, se

" Wad gL“seTescubraTeTel

enunciad”™**
surSoTuchS So*mTnte renSai'n?°r “°“ » W'« guitas
MasadelanteSnaSm ITc é‘ VAN
mcognltas sea mayor 0 menor que el de ecuacSes
JOo ~. P roblemas,
ifio _ parte de la primera
las ecuaciones del problema son Ny la de la segunda;
5324
yr8X.

19
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Eliminando la y, por el método de sustitucion, se obtiene
ai-f-337== 5324,
de donde 1331
Sustituyendo este valor en la segunda ecuacion, resalta
y = 3x1331, 6 2'= 3993.
_ Obsérvese que ai resolver este problema empleando una sola
incognita [71J. se hicieron las mismas trasformaciones que_he-
mos hecho ahora, solo gue entonces la sustitucion de la i)arte
segunda y por el triplo de la primera 322se efectué mentalmente.
. Dividir el numero 420 en tres garles, tales gue la primera
este con lasegundaenla relacion 9 : 5, y gue la tercera sea mitad
de lasuma dé las otras dos.
Sean X, y, z las tres partes. '
Las ecuaciones del problema son
@-t-y-f-~= 420
X_Yy

7= a?-l-y
Sustituyendo el valor de z en la primera ecuacion, se obtie-
ne el sistema de dos ecuaciones

2hy XY -

X__y
que quitando denominadores, trasponiendo y simplificando, se
reducen a

iT-h i/= 280

—9y= 0.
Eliminando la x se obtieney = 100,
luego X= 280 — 100, 6 &= 180,
Y 2= 420— 100 — 1800 2=140. -

3.“ Un objeto de oro ligado con plata tiene 640 ceniimetros
clbicos de vohimen y pesa 10000 gramos. Cada centimetro cu-
bico de oro puro pesa 19.26 gramos y cada centimetro cubico
plata 1 0 ,gramos. “Cuantos gramos de oroy cuantos de plata

contiene el objetoi )
Llamando x al peso del oro éy al de la plata, es evidente
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gue el volimen del oro contenido en el obieto es__ v é’l
. T2 N A

de la plata centimetros cubicos: luego tendremos
ic-hy= 10000
X
) 1926
Resolviendo estas ecuacifiiies se encontrara

.. r ™= gramos, y =2771 gramos. .
4. Un banquero quiere emplear 40000 Qiiros en un negocio,
que debeproducirle cierto lanio por ciento de ganancia, v nara
reunir dicha suma le fallan 8 durosé(%ue toma prestados d un
interés menor: la operacion le produce 3005 duros. Otra opera-
cion de iguales condiciones, en la que presta 54600 duros, de los
cuales 12800 d préstamo, le produce un beneficiode
duros. i,Qué tanto por ciento ha producido el negocio, y & qué
tantopor ciento lefueron prestadas las cantidades quelefaltaban’]
Representando por x é y las incognitas del problema, sera

40000g; 85007/
—ij0 - 100 ~3005.
54602 12800y
Aj'oo T i = 4018.
Simplificandolas se convierten en
8@ —17y= 601
. ?— 64" = 2000. )
Resolviéendolas por cualquier método se obtendra
2= 9, y=T

of* Unapersona se encarga de trasportar objetos de tres ta-
mafios diferentes, & condicion de abonar. por cada objeto que se
rompa una cantidad iqual d la que recibiria por la conduccion.
Sl lo mtregase intacto. En elprimer viaje recibe 4 objetospeque-
nos, 5 'mdianos y 8 grandes; rompe jos medianos,'y recite 3;
reales._Jin el segundo viaje conduce 6 objetos pequefios, 3 media-
nos y 5grandes; rompe tos grandes y solo recwe 5 reales. En el
tercer vgage conduce 7 objetos pequefios, 2 medianos y 6 grandes;
rompe los medianos y recibe 43 reates. iCuales el precio de tras-
porte deun objeto dé cada tamario®
Sea X el precio de trasporte de iin objeto_pequefio, y el de
uno mediano y 2 el de uno grande. Las ecuaciones son
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;/ -h 8«= 32
Ga7-H3 —5/r= 5
7o, —285/ H-6"= 43.

Resolwendolas se hallara

»= 3, y=4 2=05.

CAPITULO SETIMO.

DISCUSION DE LAS FORMULAS QUB RESUELVEN DOS ECUACIONES
GENERALES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS
mulL g-€ adquieren las f6r-

x= o'—nhd ad —ca’

ab'~~pbalr ¥ —

respondieVs convienen & las ecuaciones cor-

sea
ANJA~pd A

valores infinidos.

ad —ca'
N

Veamos, ahora, en qué se convierten las ecuaciones
ax {- by ~c

po~la_”"hip6tesis t6'-

d7 L a igualdad se deduce
«

, sustituyendo este yalop de a eu la primera ecuacion
se convierte en

ia'x
0 quitando el denominador y partiendo ambos miembros por
ax -t by=

por los miais
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cb'

: . b
que ee convierte facilmente en esta otra
cV—bhe'= G

pero como hemos supuesto que ning*uno de los numeradores es
cero,, se deduce _%Te as ecuaciones propuestas son contradicto-
rias 0 incompatibles.

Esto mismo nos dicen las formulas, que al dar para &¢é 7 va-
lores infinitos, manifiestan_la imposibilidad de hallar dos can-

tidades que verifiquen el sistema. )
Segundo caso. Supono-amos que el denominador comdn y
uno de los numeradores sean iguales & cero, esto es,

ah'~h(C = 7, ch'~bc’= Q
De estas igualdades se deduce

a ~ b" T

luesro a _ oo =
al < 0 & 0.

Por consiguiente, si el numerador de x es cero, el de y tara-
Dien 10es. Del mismo modo demostrariamos la reciproca. Luego

0 _ 0
i A — ,_0‘ __O _ )
oi representamos por ni el valor de cada una de las fraccio-
nes iguales —, tendremos

) a—ma’, h= mh', c= me,
y sustituyendo en la primera ecuacion del sistema, resulta
ma'x -+nib'y = me',
que dividida por m se convierte en la segunda
] a'x-\-by=_e". )
Luego el sistema de dos ecUaciones se reduce a una sola
con dos Incognitas: pero de esta ecuacion se deduce

y dando a y valores cualesquiera, se hallaran otros correspou-
diente.s para x; por consiguiente los valores de &€y son inde-
terminados, segun manifiestan las formulas.
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CAPITULO OCTAVO.

RESOLUCION DE LAS BCUACIONI-8 DE PRIMER GRADO CON MAS
INCOGNITAS QUE ECUACIONES.

97.. Consideremos, en primer lugar, la ecuacion con dos in-
cognitas
™ — =3

Despejando la & se obtiene
3-t-5y

Si ahora damos 4y valores cualesquiera, y & g los que se
obtengan efectuando las operaciones indicadas en — , la

ecuacion x = se convertird en identidad por cada par

i , - .
de valores correspondientes de &0 y; por consiguiente sucedera
lo mismo con la propuesta.

Haciendo sucesivamentey = 0,1, 2,3, ...........

se obtendra ® , 4, S IR

Una ecuacion de primer grado con dos 6 mas incégnitas,
tieneoinfinitas soluciones, por lo que se llama ecuacion indeter-
minada.

Se resolvera siempre despejando una de las incognitas, y
dando valores arbitrarios & las deméas. Las incdgnitas que reci-
ben valores arbitrarios, se llaman variahle!i independientes; y
la que se ba despejado varia .segin los valores que reciben
aquellas: por esto se W&umf uncion de dichas variables.

_En la resolucion anterior, la variable independiente esy,
mientras que x es una funcion dey. )

En general, se Ilama funcidn de una 6 mas cantidades va-
riaglles, toda cantidad cuyo valor depende de los de dichas va-
riables.

. _Para resoher un sistema de dos 6 mas ecuaciones con
mayor numero de mqégmtas, se despejan tantas incognitas como
ecuaciones _tenga el sisPma. considerando tas restantes como can-
tid/tdcs coiloetms; se da a éstas valores cualesquiera; y estos
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valores, juntos con los correspondientes de las incognitas despe-
jadas, formaran las soluciones del sistema.
Sean las ecuaciones

2x— FH 5 -+~3= 13
g-i- —85—3w= 5.
Considerando 2y U como conocidas, y pasandolas por con-
siguiente al segundo miembro, las ecuaciones se convierten en

2x— y= 13—02—34
2?7-4-4y= 54-82:-]-8m
Resolviéndolas se encuentra
19—42 —3i;, _i4-72H-37i
A= ommeeeee 3 A 3 ]
Sihacemos2= 1, = 2, seobtiene®= 3, y= 4
suponiendo 2= 1, w= 3, resulta x="72 y= 5
De este modo pueden hallarse cuantas soluciones se quieran.

CAPITULO NOVENO.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON MENOS
INCOGNITAS QUE ECUACIONES,

99.  Para_resolver un sistema de ecuaciones con menor nu-
merode incognitas, se resuelven tantas ecuaciones como incogni-
tas tenga el sistema. Si los valores hallados verifican las ecua-
ciones restantes, todas las propuestas seran compatibles; pero si
dichos valores no verifican las ecuaciones restantes, el sistema
no tiene solucion, 6 lo que es lo mismo, las ecuaciones que lofor -
man_son incompatibles.

.Sean las ecuaciones

43;-1-3y = o0
6 —2y=1
2a-hdy=5
105, —2y = 3.

Resolviendo las dos primeras se hallara

s
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sustituyendo estos valores en las demas, veremos que se_con-
vierten en identidades; luego las ecuaciones propuestas.tienen

la solucion x = y
Sean las ecuaciones

dx— y= 4
bx —2y=5
'ix—3y=:8.
Las dos primeras dan x — ¢y ?/ — 5; sustituyendo estos va-
lores en la tercera resulta la igualdad absurda
6 —15:=8;

Iue%o las ecuaciones propuestas son incompatibles. . )

00. Si las ecuaciones propuestas contienen coeficientes in-

determinados, podran hallarse las condiciones & que deben sa-

tisfacer dichos coeficientes para que el sistema sea compatible.
Sean las ecuaciones

ax—y=4
@Zr-H2y = 2
x-h y=2

Para determinar los valores particulares de 'y que las
hacen compatibles, deduciremos de la 1*y 3. los valores de
Xe'y, que son 6 oa— 4

a_

a-hl Y a1
sustituyendo estos valé)res en Izzecuaé:ién segunda, se halla
(" JU—
a‘t~1 a 1 %
de donde a—o0—3;.
_Como esta ecuacion de condicion es indeterminada, podremos
asignar a los coeficientes a y b infinitos valores.
Si hacemos ¢ = - 1, serdij = 4, y las ecuaciones se convier-
ten en
o —y
-3-+2y
X oy

4
2
2,

gue son compatibles.



297

KJHRCICIOS.

I Eesolver las ecuaciones siguientes
n X 1 4 U -hi.
30" 45 9 5 20" 1 3 9 2

V 2/\ N
Il Dos personas prestan capitales iguales, la primera al 7 por cien-
to v la segunrl» al 4; la ganancia de la primera excede ala de la se-

’\HI’\ tniperSfque~po” parta de su
~'a ni Rior ciento de interés, v la parte restante al o por ciento,

reube por lo’s intereses de todo el capital la cantidad de 17900 reales.

‘v DZaieaEro?dl €S

milésimas: para o[nener a%gha Fgajgo P ata de 800y de 960 m. ési

Sas Cuantos kilogramos de cada especie han entiiado en a aleacién?
v "~En un reloj son las cuatro en punto. ¢A que hora el minutero,

que'sefiala las doce, alcanzara al horario?
VI. Resolver el sistema de ecuaciones
Ja—y= 21
X -h &= 42.
VII. Resolver el sistema de ecuaciones
bcx -|- 2(,— |y %
|2y h_ -1- CSa-
VIIl. Resolver el sistema de ecuacmnes
% —2r— d
0:H- 7y—6 4.
IX. Resolver el sistema de ecuaciones

2j il—s= 16
—j/-i i-c= 6
~N+'I/H-: = 20

Jooo”0oiTJ j[
dinero que yo. (,Cuanto enia cada persona.
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X1. Por 6libras de aztcar y 5 de café he pagado 85 reales, y otra
vez pagué 109 reales por 2 libras de azucar y 9 de café. ;A qué precio
he pagado estos géneros?

XII.  Tres hermanos han contraido una deuda de 4000 reales: al
primero le falta parapoder satisfacerla las dos quintas partes del ca-
pital del tercero; al segundo la mitad del capital del primero; y al ter-
cero los cinco treceavos del capital del segundo. ¢Cual es el capital de
cada uno?

XII. Hallar un ndmero compuesto de cuatro cifras: la suma de
todas ha de ser 21; la segunday lu cuarta, contaudo de izquieida &
derecha, valen doble que la primera; la primera, .segunda y cuarta
equivalen al séxtuplo de la tercera; y restando la primera de la segun-
da, la diferencia es doble que restando la tercera de la cuarta.

XI1V. Resolver el sistema indeterminado siguiente
5(4j_3) 3(y-2) 2@

2 =N

- %_/\ A A

XV. Averiguar si son compatibles las ecuaciones
. y= 2
2x—3"=1
IEby=0



LIBRO 'TTKRCEKO.
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.

CAPITULO PRIMERO.
CUADRADO Y RAIZ CUADRADA DE LOS MONOMIOS.

101 Para elevar al cuadrado unproducto de rariosfactores,
se eleva cada factor al cuad.rado.
Si el producto es ahc, tendremos
[abcY*= ahc X ahc= ahcalc = aaUcc = cL
102 Para elevar al cuadrado una potencia cualquiera, se

multiplica su exponente por 2.
Si la potencia es tendremos

(fic)2= fi>nx = it ~ -
10*  Para elevar ‘al cuadrado un monomio entero, se eleva el
coefcienle d dicha potencia, y se multiplican los exponentes de

AMAEsta rigla’és una consecuencia de las anteriores.

= 4i{2¢aci2.
104. Para elevar una fraccion al cuadrado, se elevan & di~
cha potencia sus dos términos.

/l«\2 a” a_ a.a__af;_
En efecto: = .

lora. Para extraer la raiz cuadradade un producto de varios
factores, se extrae la raiz de cadafactor.
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Asi, \/abc= V/a \/b \c;

porque ((/« Vh jlc 2= {(/« p ((/;, "((/c = néac.
106. Para extraer la raiz cuadrada de una 'potencia de grado
par, se divide su exponente por 2.

Asi = puesto que

107. Para extraer la raiz cnndrada de un 'monomio entero
se extrae la raiz cuadrada del coeficiente ‘Il se dividen por 2 los
exponentes de las letras. ) ]

Esta regla'es consecuencia de las dos anteriores.

Asi, [/19a*No ™ = '7Tar&'ch.

Se ve que un niouornio no tiene' r&"‘iz cuadrada exacta; L*
cuando el coeficiente no es cuadrado; 2." cuando alguno de los
exponentes no es par.

Sea, por ejemplo, (/27«Mi

No siendo posible extraer exactamente la raiz cuadrada de
27 ni la de a"*, el monooaio no tiene raiz cuadrada exacta.

En este caso, las expresiones irracionales pueden con fre-
cuencia simplificarse extrayendo la raiz de los factores que la
tienen exacta. '

El monomio QHa\b"\c® se descompone en

Qard"cMxSa.

Extrayendo la raiz cuadrada exacta del primer factor, y

multiplicandola por [/Sa, que no puede efectuarse, tendremos
= %ab"c\/Za.

Por el contrario, se introduce unfactor bajoel signo radical,

elevandole al cuadrado.
i5(1 =(/14iZ'1;2x5" =(/20«5¢".
108. Para extraer la 'raiz cuadrada de 'anafraccion, sedivi-

de la raiz cuadrada del numerador por la del denominador.
Queremos demostrar que

. \/«

r~ \jftr

En efecto; dL,
Wrl {Vif O
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Ejemplos,
5in2
\/
iad'*chV2ac
2:
V 98w "Ifim \/ %«

109. Sabemos que las potencias de errado par de una canti-
dad no varian, aunque se cambie el signo de dicha cantidad,

asi

e MHaf—a~ df= ar:
por consiguiente la raiz degrado par de toda cantidad positiva,
tiene dos valores iguales y de signo contrario.

Por ejemplo, ia raiz cuadrada de 16es4y —4, lo que se
expresa diciendo _
y 16= zh4.

Se Ilaman expresiones imaginarias, las raices de grado par
de las cantidades negativas.

Sitenemos t/~ 16, estaraiz noOPuede ser positiva, porgue
una cantidad positiva elevada al cuadrado da resultado positivo;
pero tampoco puede .ser dicha raiz negativa, porque toda canti-
dad negativa elevada al cuadrado da resultado también positi-
vo. No hay, pues, cantidad ninguna que represente la expre-
sion g'~I1(h por esto se llama expresion imaginaria.

Lo mismo podriamos decir de una raiz dé otro grado par
cualquiera.

~Por oposicion, se llaman cantidades reales las que no son
imaginarias.

Cawtilo segundo.

RESOLUCION DE UNA BEOUACION DE SEAUNDO GAUA0D AN UNA
INCOGNITA

lio. Una ecuacion de segundo grado con una incognita
puede tener tres clases de términos: unos que contengan la se-
gunda potencia de la incAgnita, otros que contengan la pri-
mera potencia, y términos conocidos.
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Si la ecuacion tiene estas tres clases dé términos, pue ere

ducirse a la forma N2 if4-c=

dnses €ele témanos men-

™ ceto 'g?e Mten los términos conocidos, los que
contienen ™ e il primera de la incép-mi.. 6 unosy otros,
las ecuaciones euténcea son respectivamente.

g =0:

y se llaman incompletas.
I._ _Ecuacion comptota.

111, Vamos a resolver la ecuacidn general completa
ax*-hdx ¢c=0 [ni
en la nue a se supone'siempre posititivn. pudiendo seri y ¢ po-

XL
haciendo, para abreviar. | = P, ~ = Mmla ecuacién anterior
adquiere la forma o]
pasando g al segundo miembro, resulta
XN+ px=~g-
El primer miembro es ahora la suma de los dos prlmeros tér-

minos del cuadrado de g H  puesto que

Cir X"-\-px .
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si afladimos )2 4 los dos miembros, tendremos

X"-\-px —£1_

El primer miembro de esta ecuacion tiene ahora raiz cua-
drada exacta; escribiéndole en forma de cuadrado sera

eyl v

extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, resulta

LA+ v /g
7R VAR R

de donde [3].

_Llamamos de una ecuacion a toda expresion numérica
6 literal, carezca 6 no de sentido, que puesta en lugar de la in-
cognita hace idénticos los dos miembros.

La ecuacion [Z] tiene, pues, dos raices, que son

2 "V 4 2 V 4

Traduciendo la formula [3] al lenguaje vulgar, tendremos:

. ¢odaecuacion de laforma x”-i- px -h g = 0, la incognita
es ignal a la mitad del coeficiente del segando termino, tomado
con siano contrario® mas 6 menos la raiz cuadrada dela dife-
rencia entre el cuadrado de dicha mitad g el termino conocido.

1 No ponemos el signo.rh al primer miembro de_esta ecuacidn,
como debieri hacerse en virtud de lo expuesto anteriormente gﬂ%
porque seria una redundancia inutil. En efecto: separando las ecua-
ciones que resultarian se tiene

imemhros ce-ma (‘cmcion, se m{epondri el signo ifca UNO solo <U ios re
sultados.
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112.  SustituyeBdoi>y ? AT “
tiene la que resuelve la ecuacion [I1J.
Asi tendremos -
2« 4an a’
hh—4ac

sultan, obtendremos por ultimo o -
— 6+ V" —4&x i

formula que traducida al Ieniua|e vulgar dic® | a6amta

1H <<gaea>>

m i 10 s iE Jir £ X -

¢
f.oim.te &d primer termlno.

Ejemplos.

1. Resolverla ecuacion
aiy_ 2a—15= 0.
Aplicando la férmula [3], resulta
a= 1+ t/'f+Tor o = 1+4;
luego los valores que verifican la ecuacién propuesta son
a;=I1-4; 0 ic=5 ®= -3.
2® Resolver la ecuacion
6x"—5x —6= 0.
Aplicando la formula [4], se obtiene
5+ t/25 -h'144 2 5+ 13

12 0 X= 12

18 _ .
de donde SI— 4,0 X= 1o 6 N
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Il.—Eciiftvionen incomphilos.

113. Sea la ecuacion

ax™ -\-Ox=-0.
Siendo x factor comun, podemos escribir
X{ax 4 ¢) = 0.

El producto X{ax-h¢) se convierte en cero si uno de los
factores es cero, luego g = 0es una rar/ de la ecuacion pio-
puesta, y obtendremos otra raiz dando a & un \alor tal que el

factor @-h ¢ se convierta en cero; pero de

ax-"h= se deduce x= a

luego g = 0. x = ----—son lasraices de la ecuacién propuesta.

La formula [ puede aplicarse a esté caso, pues haciendo
c= 0en la ecuacidn [1], se convierte en ax*-ox — U que es la
ecuacion propuesta.

Si damos a c el valor cero en la férmula, obtendiemos

—hrh 1 / —h+h”
* = ______ 2 AT Rz —
0 2 é
dedonde X= =0, ®=-2«"“ «n
114.  Sea la ecuacion incompleta ax™-p.c —0.
Pasando c al segundo miembro, serd ax*= —c,
de donde x-=4az\J

_Si «y ctienen el mismo signo, las raices seran imaginarias;
fiero si tienen signos contrarios, las raices seran reales.

Haciendo ¢ = 0 en la formula [4], podra aplicarse al caso
actual. En efecto:

| —4«c —\ac_
X 2iz Vo A4A™ » N

lio. Sila ecuacién incompletaes ax*= 0, evidente que

serd satisfecha por sf= 0. Aplicando la iérmula [4] se halla 1»
mismo. gp
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I11.—Descompofslelon del trinomio en factores
de primer grado, y propiedades de las ralees de la ecuacién
4 - - _g30
116. Afiadiendo y restando la cantidad al primer

miembro de la ecuacion
2 px £72= 0,

se convierte en
p2 n2
X- pXx

6seaen

La cantidad del primer paréntesis es el cuadrado del bi-
nomio iP-f- vy la del sequndo se puede considerar como el
cuadrado de su raiz cuadrada; asi tendremos

=K

pero_ahora-se presenta la diferencia entre los xinadrados de dos
cantidades, que-sabemos es igual & la suma de dichas_ canti-
dades multiplicada por su diferencia; luego la ecuacion sera

)= 0.

Si hacemos

la ecuacion adquiere la forma

X—ax){x- X)=0.
Observando que las expresiones representadas por x'y a*
gon las raicea de laecuacion x* px-hqg=  podremos decir:
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Todo trinomio de laforma x* + px n- g m igval al producto de
dosfactores binomios, que se forman restando de x las ratees de
laecuacion x* -hpx-h'q= 0.
Ejemplo. Descomponer el trinomio x- — 15 en facto-
res de primer grado.

Resolviendo la ecuacion é#®— 2a; — 15 = Q se obtiene

a'= —3, 3f = 5
luego a;2_2a;_i5 = @+ 3) (4,_5).

. Hemos visto que llamando af, x" & las raices de la ecua-
cion  + px q= Q el primer miembro de la misma es igual
k{x—x) [x—x"). Efectuando esta multiplicacion obtendremos

a*— {xX'Ha")a-hx 3.
Ahora bien, para que este trinomio sea igual &
x"-hpx-hq,
es necesario que se verifiquen las relaciones siguientes:
X' -\-xN =~
x"af = q.

Luego, en una ecuacion de segundo grado de la forma
Xe-f-px-i-q = Qla suma de las ratees és igual al coeficiente
d"l sequndo término, tomado con signo contrario; y el producto
de las"mismas es igual al término conocido. .

En virtud de este principio, puede escribirse una ecuacion
de segundo grado cuyas raices sean conocidas.

_Sean éstas, por ejemplo, 4 y —7; el coeficiente del segundo
término sera

- 4—7=3

X —7= —28,

a2+ 33;—28= 0.
Resolviéndola se hallara efectivamente
a' = 4, af= —

y el término conocido

luego la ecuacion es
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CAPITULO TERCERO.
DISCUSIOX DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA
INCOGNITA.
118. La ecuacion

i X -h -Hi"=Q
ha dado la formula

. Para discutirla distingujremaos tres caso.s, segin que el tér-
mino q sea negativo, cero 0 positivo. _ _
Primer caso. Siendo el termlnonegatlvo, si ponemos su
ia®

signo de manifiesto, la diferencia - ----- d,se convierte en la
32
suma _ -~ de dos numeros positivos; luego la cantidad sub-

radical es positiva y mayor que , por con.siguiente el va-

lor del radical es real y mayor que
¢ .
Los dos valores de x son reales en este caso, y podran ha-
liarse exactamente si -g— f-q tiene raiz cuadrada exacta, y

con cuanta aproximacion se desee, en el caso contrario.
_EI coeficiente p serd positivo ¢ negativo: si es positivo, las
raices son

p- _

2 mv 4 ' A [P 2 V4 g
siendo g ndmeros absolutos, y como el radical es mayor que
", la primera serd positiva; en cuanto & la segunda evidente-

mente es negativa. .
Si p es negativo, las raices son

2 mav 4 '8 [V 2 EV g n
positiva la primera y negativa la segunda.



309

En resUmen: si es cantidad negativa, las dos raices son

pouditiites d5)positivo; luego si en la ecuacion —0
cambiamos el signo dep, hallaremos ralees iguales a las primi-
tivas, pero de signos contrarios.

Segundo caso. Si  esigual & cero, el radical Aoog

se convierte en

Sip es positivo, las raices son ~, *  de las cuales la

primera — "2 OZA) equivale & cero; y la segunda

se reduce & —p.
Si p es negativo, las raices seran + | :la primera

N H  sereduceda ylasegundaequivale acero.
Se ve que estas ultimas se diferencian de las anteriores en
~a hemos visto que en este caso la ecuacion se convierte en

a’S_i_"2?= O o E{?(a, H - =0

el primer miembro sera cero si €= O, lo que da una raiz, 6 si

2* | )= Q de donde x ——p" lo que da la otra raiz.
Tercer CAso. Si (Jes cantidad positiva, podra ser menor,

igual 6 mayor que —

Sin la cantidad subradical es positivay menor que

luego el radical es real y menor que  por consiguiente

en esta hipotesis las raices son reales.
Si p es positivo, las raices son

e xJelL Zj’,
Z V 4 A

evidentemente negativies; y si »~ esnegativo seran
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t2 + >\<// I—h TT
ambas positivas é iguales en valor absoluto alas anteriores.
Sigeslgual a los dos valores de x se reducen & uno

solo, que serd — 9 P signo de p.

N
Poniendo en la ecuacion & en lugar de g, se convierte en
s
ir*-h joa?-h J) = o,
("+0r =
6 bien

Es'a ecuacion se convierte en identidad por todos los va-
lores de Xque anulen uno U otro de los factores del primer
miembro; pero el primer factor da

iP+ ——Q dedonde x =. —

y el segundo da exactamente lo mismo; luego la ecuacién tie-

ne dos raices iguales & —

. «2 . . «a .
Si7 la cantidad subradical —----- N es negativa y

los dos valores de x son imaginarios, cualguiera que sea el
signo de p.

Llamemos 4 la diferencia q — y tendremos
9N

siendo ifuna cantidad positiva. Sustituyendo por su valor,
la ecuacion sera
P 0

-hpx

6 bien P tp=ao:
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pero (wH- es siempre una cantidad positiva, y corno d

también lo es, resulta que la ecuacidén encierra un absurdo,
puesto que la suma de dos cantidades positivas no puede ser
mual acerg. ; . o .

De aqui se deduce que las raices imaginarias indican un
absurdo en la ecuacion.

119. Escolio. En todos los casos en que las raices son rea-
les, se habra observado que si cambiamos el signo de p en la
ecuacion X- -h px -t- A = 0, las raices son iguales y de signos
contrarios & las primitivas; ahora bien, si en una ecuacion de
segundo grado ponemos —x en lugar de x, e! primer termino
no varia, por ser potencia par de x. y el tercero tainpoco, como
independiente de esta letra, pero el segnindo canibia de signo,
luego poner —x en lugar de x equivale & cambiar el signo de
p; por consiguiente Hen la ecuacion x®-i- px-h g= 0 ~ cam-
bia Xen —X las raices de la ecuacion que resulla son iguales
y de sign s contrarios a las de Ia_Rro uest?. )

Cuando las raices son imagiharias, el cambio de &en —&

altera el signo del término real pero las raices continGan
siendo imaginarias. ¢

La proposicion anterior es también cierta para una ecuacion
de la forma ax”h x -hc = 0. En efecto, poniendo —a; en
lugar de x se convierte en aX* — ;% -t- ¢ = 0; dividiendo por a
las dos ecuaciones, lo que no altera los signos, se trasforman en

aj'4-  -hg—o, -pXx-\-q —*%,
cugs raices son iguales y de signos contrarios. L
0. Alglno.s de los resultados obtenidos en la discusién an-
terior, pueden deducirse brevemente del principio demostrado
en el numero 117. ]

Consideremos la ecuacion

) X"M-irpx —q—0,
siendo g un numero ahsoluto.

Sabemos que las raices son reales fl18. 1®'caso], y como
su producto debe ser igual & —q, una de ellas es positiva y la
otra_negativa. _ s |

Si pes positivo, la suma de las raices es —p. luego la ne-
gatlva tiene mayor valor absoluto; y si 72es negativo, la suma

e las raices es Wp, luego seré ipayor la positiva.

Sea la ecuacion h-joic-f-~= 0

Supongamos reales las raices.
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Debiendo ser el producto de ellas igual & - i - serén las dos
positivas 0 las dos negativas. Siy espositivo, la suma délas
mices es —  luego las dos son negativas; si por el contrario,
p es negativo, la suma de las raices es y serén positivas.

Ejemplos.

ae— 8=0. raices reales, designo contrario; mayoria positiva.
X--\-2x— :1=0, id. id. , mayor lanegativa.
—Tj7+12=0, id. , las dos positivas.
xi-\-'ix+lI0—0, id.. , las dos negativas.
x'"M-Ax-N 8=0, raices _|ma?|nar|as_. ]
XC¥ 9=0, raices iguales positivas.
«2-i-8a7+16=0, raices iguales negativas.
121. La ecuacion

ax-  hx 0,
ha dado la férmula
—h-+- \/h- —\ac
Si suponemos ii = 0, los valores de x son
—héath _
0

el primero se reduce a —Y el segundo & —-
Sin embargo, haciendoen la ecuacion la misma liipotesis,
se convierte en ix -f-c= 0, de donde x — —V.

Plxarainemos si efectivamente es indeterminado el primer
valor de x. 0 si existe algun factor comun a los dos miembros
de la fraccion

—b-\- —A4ac
2?
Multiplicando los dos términos por — el nu-
merador sera . _
(/PANFIE: —h){\/b-—4ac  b)
esto es. el producto déla suma de dos cantidades-por su dife-
rencia; luego la fraccion se convierte en
i3 —b~
2a (\/6- —4ac H-b)
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Reduciendo eu el numerador, notaremos un factor 2fi comn

bordos Sinos, que siendo ii= O los convierte eu cero; pero
suprimiendo dicho factor, la fraccién es

e
y haciendo ahora = la fraccion adquiere el valor — vy ,

deducido de la ecuacion directamente.

La segunda raiz------ y es el limite de

2a
cuando a disminuye indefinidamente|*_puesto que en tal caso
V2 crece y tiene por limite a0, por consiguiente
el numerador tiende al valor — 2/;;4 f
la fraccion aumenta en valor 7 dpP

valor suficientemente pequefio, e valor
sera mayor que cualquiera cantidad asignable, 1 ©
lor es infinito, cuando'a= 0.

CAPITULO CUARTO.

RBSOLUCIOS DE LOS PROBLEMAS DE SEGUNDO GRADO
CON UNA INCOGNITA.

122. P roblemas.

1= milar un ndmero tal que el quintuplo de su cuadrado,
disminuido en su produtto por 63, sea igual » y
Llamando & al nimero que buscamos la ecuacién es

5a:r — 63i:= 180,
5 5a®— 63a; — 180 = O0;

6 3 + /W
de donde X = — oo _

10 ,
Tomando el signo Mas, sera X — 15-
Comprobacién: 5. 157-63.15 y
Laraiz a' = 15e.s, pues, una solucion del proble ] .
17.
Tbmando el signo MeNOS en el valor de X, sera "= - 5
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Este valor neg-ativo es solucion, prescindiendo del siffno, de
un problema analog'o al propuesto. En efecto, si en la ecuacion
de este cambiamos 2?en —iii, obtendremos

180
’ 10
y las raices de esta ecuacion seran [119] y —15.

__Moadificando el enunciado_primitivo, de modo que la ecua-
cion 5™-h 63?= 180 sea la tir.duccion exacta al leng"uaie al-
%ﬁt}rgl,co del nuevo enunciado, tendremos este problema; hallar

iiUVero tal que el quintuplo de su cuadrado awmeutado en

suproductopor 63, sea igual a 180, cuya solucién es— .

2/ Por 14A reales compra una -persona cierta cantidad de
café; Sl con el mismo dinero comprase 6 libras menos, cada libra
le costana 4 reales mas, ~Cuéntas libras ha compraddi

Sea Ela incognita: el primer precio sera —~ 'Y el segun-

144 . .
éste excede al primero eu 4 reales, la ecuacién es

144 144 4
2I—6 -
Quitando denominadores, reduciendo y simplificando, sera
., —216 = 0;
y resolviéndola 2= 3=t 15.

Tomandg el signo mas, tendremos x' = 18, valor que verifi-
ca la ecuacion, y s solucion del problema.
Tomando el signo se_obtiene a;'= — 12, valor que
prescindiendo del signo es solucion del siguiente problema;
Por U\reales compra una persona cierta cantidad de café;
SIcon el mismo dinero comprase 6 libras mas, cada lih-a le cos-
taria 4 reales menos, ffiucinlas libras ha compraddl
3" Hallar dos nimeros cuya suma sea 15y su producto 56.
Si X es uno de elloi, el ofro sera 15—x; y la ecuacion

15—X) \
o} a?2_i5”~_, 5g”0.
Resolviéndola resulta x = = dri—

. 2 ;
Las raices son, pues, 2'=8, V'= 7, pero * A
X' -\-x" =15 x'x" = 56
luego los valores de x son los do's niUmeros buscados.
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_ Obtendriamos el mismo resultado observando “ue las incog'-
nitas del problema son las raices de una ecuacion, que tiene
por coeficiente del segundo término la suma ilada. tomada con
signo contrario, y por tercer término el producto dado; llaman-
do u & la incognita de dicha ecuacion, se tiene
) A2 _i%h-56= 0,
cuyas raices ul — 8, = 7 deben ser los nimeros buscados.
. Hallar en la recta AB que une dos luces, un punto igual’
mente iluminado por cada una de ellas-
N | 1 I !
B A P B P .
Sean izy li las intensidades respectivas de las luces A Iy B, 0
sea, las cantidades de luz que arroja cada una de ellas & la uni-
dad de distancia; y representemos por la distancia entre los
puntos Ay B. . S . :
~ Suponémos conocido un principio de Fisica que dice: las
intensidades de una luz d distancias diferentes, .yn inversamen-
teprnporcional’’s a loa ciiadmdas de las distancias. )
Si el punto buscado est?! situado entre Ay B, CPor ejemplo
en P, y llamamos iré la distancia AP, la PB sera d —r; ahora
bien, siendo a la intensidad de la primera luz & la unidad de

distancia, a una distancia como 2 sera a una distancia como

3 sera~~, Yy en fin 4 la distancia ®sera igualmente, lain-
tensidad de la segunda luz & la distancia d — sera
d

debiendo ser iguales las intensidades de las dos luces en el
punto P, tendremos la ecuacion

a i

y d—
.. Pudiéramos resolverla por el método general, esto es, redu-
ciéndola & la forma -h c¢= 0, Vaplicando la formula

correspondiente; pero es mas sencillo convertirla en otra de pri-

mer_grado. _ -
esto, se extrae la raiz cuadrada de ambos mler'r%)ros, y

resulta



316
Resolviendo esta ecuacion se obtiene facilmente

X_ A
(/l« + 15
Dis«tidioN. Examinaremos sucesivamente tres casos princi-
pales, que seran B= ¢, «< i§ _

Primer CASQ Siendo« '>h, tendremos j/« >e Vhy luego
-h serd mayor que \a, pero menor que 2 j/«; por con-
siguiente — va r:- €S menor que uno, pero mayor que L;
VVa  Vh 2

dv(i

luego el primer valor de X, , Sera menor que dy

Va -h 18
mayor que Esto significa que el punto P esta situado entre

Ay B, mas «erca de B que de A. Se comprende qué asi debe
suceder, puesto que siendo diferentes las intensidades de las
dos luces, el punto igualmente iluminado debe estar mas proxi-
mo & la luz mas débil.

El segundo valor de x es — el denominador es
I/« — {6

positivo y menor que (/«, luego — — _espositivoy ma-

. — /i
yor que gno; por consiguiente el valor de x es positivo y ma-
yor que a. L L
Este resultado significa que existe a la derecha de B otro
punto, tal como P', igualmente iluminaao por las dos luces.
Vemos que en este caso tiene el problema dos soluciones.
. . ava . d
Segundo caso. Si«= h, el primervalor dex es i/ a .
1/«
Esto significa que el punto P esta en medio del intérvalo
AB que separa las dos luces, lo que es evidente.

El segundo valor de x es d[é(' = 00. Si suponemos que
en laféormula rr- es«>  pero que 5aumenta gra-

ila — (/¢
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dualmente, el denominador ir4 disminuyendo, y la fraccion au-
mentara; si la diferencia entre ay 0 es suficientemente peque-
fia, la fraccion podra adquirir_un valor tan grande como se
quiera, de m(‘do que el punto P’ se alejara cnanto queramos, y
cuando_e llegue a ser igual & a dicho punto se colocara a una
distancia infinita, esto es, desaparecera.

En este caso tiene, pues, el problema una sola solucién.

Teeceucaso. Sla<Cc lasuma i/ir-f-i/5esmayorque2”/i?,
luego el primer valor de jses menor que -|-,por tanto, el punto

P estard mas proximo & la luz Aque 4 la B, como efectiva-
mente debe suceder.

dv(i . .
El segundo valor 0 ( de Tes negativo; poniendo
a_
—®en lugar de x, la ecuacidn se convierte en
¢ _ h
y debiendo representar la distancia del punto B al que

Se Dusca, es claro que dicho punto esta a la izquierda de A a

una distancia AP" representada por el valor positivo —

CAPITULO QUINTO.
ECUACIONES BICUADRAPAS.
123, Se llama ecuacién hicmdrada toda ecuacion de la
forma
ax™-H N
Dividiendo por a todos sus términos, y representando por
Py~ las fracciones G y T se, trasforma en

A =50,
Para resolver esta ecuacion, hagamos X" = y, en cuyo su-
puesto serd , ¥ la ecuacion se convierte en la de Segun-

do grado
H-py-t-~ = Q.



318
SabemOB que

y como de = 1sededuce jr= + "y, sera

a=x\/-f

La incOgnita x tiene, segun vemos, los cuatro valorea si-
guientes:

Si q es cantidad negativa, las dos primeras raices son rea-

les, iguales en valor absoluto, pero una positivay otra negati-
va. Las raices tercera y cuarta son imaginarias., .
, Sinr=0yy esd)osmva, las dos primeras raices son iguales
a cero; pero si”* = 0, yy es negativa, dichas raices son iguales
a__aunque de signo contrario. La terceray cuarta son ima-
ginarias en el primer casoY cero en el segundo. =~

Si Sa/yy son positivas, las cuatro raices son imaginarias;
pero es positiva 'y y negativa, serdn todas reales, iguales

y de signo contrario dos & dos, cuando sea q todas rea-

les, iguales en valor absoluto 4\/-", pero dos positivas y dos

5

. Pe . . .
negativas, cuando sea q = y todas imaginarias, cuando

seai >

124. En algunos casos, los radicales dobles que se obtienen
resolviendo una ecuacion bicuadrada, pueden convertirse en
la suma 0 diferencia de dos radicales simples.

Propongamonos convertir el radical doble \/ ad:. \/b en

otra expresion de la forma \/A = i/5 , siendo Ay B canti-
dades racionales.
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+2\/ji i M\ N+ N - NT

{Va~hi/é—\fa—s/b) =a-ht/b-2 \sa+/f i/b}
pero es evidente [105] que

2VtH-i/a\/a-j/r ™ 2V(a+/f)

luego [Va-h Vb ~hVa— i/Tf — 2a-i~2i/a-~*~d,

= g/Ann=n

(\a-h [l —Va— J = 2a—2"a™—h.
igutefanteriorei' serf

Va~h (/; -i-va— i/b =v2a-h2 ar—b,

Va-~"yb ~~Va— \/J "V~ —2\/1F";

tTndrem”oTKI/ ™ A diferencia de dos cantidades,

\«d- NN=A\[A2N (N2 =T -F-2-\[2«-2N MK AN

Va- jI[r=="v ~ 2 N \ha 2
Osea Vrt + ~NoAH — NE- N
[
Va— i/b—\ / 1/ ffl—
\Y, 2 Vv 2 [2].

expresiones equivalentes & \/ee-i- t/T vVa — i/lh mp
radicale-? simples,

no t enP VAli, I, 7 cuadrada exacta; pero si a‘"-b
magcion expuesta™milStn ™~ deberj'i emplearse la trasfor-
teniairios nhtPmr..I* A en lugar de un radical doble que

de ios radicalesdoblestarabien.

Mfe\yrplo. Sea la expresion
VA — 2[N\A.
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fctroducieudo_eAfeetor 2 bajo el segundo radical, se con-

vierte en \/ 15— r«—132 esun cuadrado perfecto,
.e-ellailcal doble en la drferenc.a de

JT5Tnr_./i5 13
VI5 — V56 = V 2 oA 2

6 s o= p1 U —1

CA.PITULO PEXTO.

125. Hemos & ocuparnos

dfbrdrssrf|irfgrnnn

dTSfoon/et tendremos
rj-_ ilji._ F =1t/ [ —1

/\u 5

'SISIISSSFEM—

ginario; por ejemplo JITY
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. Teorema. Lasuma, la diferencia, elproducto }é_elco_-
cienie de dos binomios imaginarios, .es en general un ‘binomio

Suma. (drr*D)\V-i)+{c+(li/=i)=[a+c)+{b+d) /~ i
Casos f aniculares. Si« + ¢= 0, la suma de los binomios
n suma es la

Diferencia, (a+bfli*)-(c+d fi*)=[a-c)+(b~d) f/-T.
. Casosparticulares  Si « -c = 0, la diferencia es un mono-
imo iniag-inano; y si ¢ —i;—o0, seré la cantidad real a~c.

Producto, (a+b (c+df-1)= {ic-bd)+(I*c+ad) (/=T

Casos particulares. ~ Si ac~Ild = ti, ol producto es un mo-
nomio imaginario; y si bc+ ad=.ts, uua cantidad real.

Cociente. = Sfix. W ~1) {c-df=\r _
c-H-y—1 (c+dy—\) (c—df—\)
[ac+bd]+(ic~tKI\Ni'—1 _  ac+bd bc~ad
o-i+d-i - P™7-T.
Casos particulares. Si el término real es cero, el cociente
sera un monomio imaginario; y si el coeficiente de es
cero, dicho cociente es una cantidad real. v A

129. En virtud de la definicion de potencia, tenemos
(™)™ = (-
1
( 1 [~r=- 1/-T
(/- - vy y-tzeif o i i,

r. . s™'"entcs de "/:=17JIastaJa octavain |Ufi-
"e,.e obtendrdn multiplicando la cuarta por cada una de las

N K~ N =1»  evidente se repraduciran
ascuatro prlmeras_.ﬁ_o mismo su_cea@ra_a} h%LIIFarﬁaspsng-uges
hasta el grado 12 inclusive, y asi sucesivamente; luec-0 reRre-
sentando por n un numero entero cualquiera, sera

() "e=1{il~1 = /-ti;
A {y-zirryn._.B"j-
21
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b'onnuloij que contienen todos las potencias de / —1, pues -
todo exponente estara comprendido en alguna de las expresio-
nes 47., 4 1) 4% -} 204443 . o
130. Se llama mobdulo de una expresién imaginaria a-\-
h la t"i" cuadrada de la suma de los cuadrados de ay h,

esto_es, . N .
Dos expresiones imaginarias se llaman conjugadas, cuando

solo se diferencian en el ~gno del coeficiente de j/— i.

Tales son ft-h ¢, 1 ya~-b\/—1 ) )
Es evidente que dos imaginarias conjugadas tienen el mis-

mo modulo

131. Teorema. Siel médulo de una expresion imaginaria
es cero, la expresion es igual & cero.-

Sea la expresion imaginaria am-¢j/ — 1, su modulo sera
\/n '~

Para que sea cero, es necesario que la cantidad
subradical sea cero; pero es la suma de dos cantidades
positivas, puesto que ay b tienen un valor real, luego debe ser

= 0, ¢ = 0; por consiguiente a-{-b\/—\ o o
132.  Teoiiema reciproco. SI UnNa expresion imaginaria
a H-b p'—1 es cero, sii médulo es también cero.
Para que a-{-b \/—\ sea cero, es necesario que seaa = 0,
¢ = 0; luego =0
133. Teorema. EI mddulo del producto dedosfactores ima-

ginarios, esigual al producto de los modulos de dichosfactores.
Hemos visto [128] que

(a-i-¢~1-~1) {r.-~d\/—\) = [ac— bd)-~{bc-\-ad) / —1.
El moédulo de este producto es
[c—bd)'"[beadf = ~arc~"b"d b ch-h-ad"™.

Poniendo «2y  por factores comunes, el modulo del pro-
ducto sera

cm2(ciH-r-) =  1(ii2H-¢2) (c9-h
pero = + X (fc2-h dfr

y COMo oy son los médulos de los factores,
el teorema es cierto.
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. Ki. TeoekM. iii modulo del cociente de dos espreaioues
imftffmarias, es igual di cociente de los mddulos de dichas ex-
presiones.

Llamando ala expresion imaghmrifi que re-
sulta do dividir a-\-b \/—1 por d \/—1, tendremos
a = [@a+ ¢(V~T) (@-f /™)

Pero, segln el teorema anterior, es

|
uego M »

igualdad que demuestra el teorema.

135.  Teorema, fjn producto devarios factores imaginarios
es igual a cero, si uno cualquiera de losfactores es igual acero.

evidente que el teorema demostrado en el na-
mero 133 Jiara un producto de dos factores imaginarios, es
Igualmente cierto si ios factores son mas de dos. Ahora bien,
Sl uno de estos factores es cero, su modulo también sera cero,
luego el producto de los moédulos se reducira & cero; pero el
producto de los mddulos es el mddulo del producto, y siendo
este modulo cero, dicho producto también es cero.
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EJERCICIOS.

I. Extraer las siguientes raices;

" V 10 J/ n—a

Il. Separar de la cantidad subradical los factores Que tengan rai?
cuadrada exacta en las expresiones .siguientes: ~ " tengan raiz

20a-itiicQd

V4 jnaresgacsof  ilic 3a;¢-1-3‘27-1-1,\// ______________

radical los factores gque eston fuera
re inora

del mismo en las siguientes expresiones:

Xia,  arcya,
5ff2;3 m
IV.  Resolver las ecuaciones sijjyientes:
iz;2_8a: = — 15, —Ai—45= 0
a2_ 3i7] p_ 0,
V. Resolver las ecuaciones
3a;2=na:~10, 2= 15i;24¢2.
R ! , 111
2-I-5a?  @—>5 " 2x~i-S 3i;—8
VI. Descomponer en factores ; i i
guientes: p de primer grado los trinomios
VTT 1" [i—m) )(,—Zdﬂ
byi tie segundo grado cuyas raices sean

5

~yill.  Una per.sona quiere repartir 180 reales entre varios nobres-

tis pobies?” “om
IX. Los capitales de dos socios importan 6000 duros* el urimero
de estos se retira de la sociedad & los 15 meses, y recibe 4050 duros
f "Mira d \L 7 meses, recibien-

e~ dViocior ® intereses. ¢Cual es el capital de



LIBRO CUARTO.
POTENCIAS Y RAICES DE LAS CANTIDADES ALGEBRAICAS.

CAPITULO PRIMERO.
POTENCIAS Y RAICES DE LOS MONOMIOS.
1.—PolcnciaM (lo loSi monomios.

136. Para elevaritn producto de varios factores duna po-
ten(I:Ela %¥géﬁoU|era, se eleva cada factor & dicha potencia.
u :

[ahc)~ = ahc. ahc....... repetido m veces;

P~ro ahc.ahc.... =aa...hh..cc...,
entrando cada letra a, hy c por factor ni veces; luego
{ahch> =

~137. Para elevar una potencia de una cantidad & otra poten-
cia cualquiera, se multiplican los exponentes.

En efecto: —anr .. =
entrando ni en el expoliente por sumando n veces;
luego = a™.

138. Paraelevar un monomio entero & una poteticia cual-
quiera. se eleva el coeficiente & dicha potencia, y se multiplican
los exponentes de las letraspor el de la potencia. El resultado
sera positivo si el cxponente déla potencia es par,_y llevara el
sifjm del monomio .si dicho exponente es impar [39].”

Esta regla esconvsecuencia inmediata de las anteriores.

Asi (3iW)8 = 27«3/lil5 (— W)-i=
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139. Para elevar ma fraccion ii nm potencia‘cmlauiera,
se elevan a atcha potencia sus dos términos.

in\'i a.a
En efecto: (-J\ = '
€ TTh'
entrando cada letra ay I) poi; factor m veces, luego
la an
\ Oj [
. 27a"3
Asi.
SSE i20cMn

il»—liaicc» de fodi monomios.

140. Para extraer la raiz de un (/rado cualquiera de un pro-
gggg% ggt\éarmos factores, se extracta raiz del mismo arado de

Vamos & demostrar que
Er—— 77* m—
\Vale ;= \/a \/'D fe .
En efecto:

Iw_ 1 «—W /m= (m_\m
[fa fb fe) =(fa) [fb) 1fe) =abc.
141. Para extraer laraiz de un grado cnalquiera de unapo-

tencia. cuando el exponente de ésta esdivisible por indice de la
raiz, se efectda la division del exponente por el indice.

) m
Decimos que = «» = .

En efecto: (P*)»=

142. Para extraer laraiz de cualquier arado de un monorhio
entero, se extrae laraiz del mismo grado del coeficiente, v se di-
vide el exponente de cada letra por el-Indice de Id raiz. El signo
del resultadi) sera, + si la cantidad subradicad es positiva y el'in-
dice de la raiz espar,_y llevara el signo de la cantidad subradi-
calsi dicho indice es impa.r.

Esta regla es consecuencia de las anteriores.

Asi  fSlamch-i = f2AQed>d:" = 6ah%
ms
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143. Para que la raiz de un monomio sea exacta, esto es,
para que esta rair sea una cantidad racional, se necesitu; 1." que
el coeficiente tenida miz exacta; 2.“que los exponentes de las
letras sean divisibles por el indice de la raiz. Si falta alii'una de
estas condiciones, se descompone, si es posible, la cantidad sub-
radical en (los factores, (ales que uno de ellos tenga miz exac-
ta, y se extrae la raizde dicho factor, dejando indicada la dd

otro.
Asi X
Por el contrario, se introduce un factor bajo el signo radi-
cal, elevandole & la potencia indicada por el indice del radical.
i

L4

4 1.4
= iIZ56i*(i«d X \'PED" — U7GBiZ'¢/®C™.
144. Para extraer la raiz de cualquier grado de unafrac--
don, se ilivide la raiz del numerador por la del denominador
Vamos & demostrar que

En efecto;

ey ./ fi2a™bc __ "a~f'2bce
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CAPITULO SEGUNDO.

POTENCIASY RAICES DE LOS POLINOMIOS.
®“ I*"Tiiuiiac'ioni<?K 'y coml)jna<*ioiiOl«.

140. Se llaman prumutacionks 10s grupos que sepueden for-
mar con vanas letras U objetos, tomandolos uno a uno, dos a dos,
tres a tres”etc., de modo que dosgrupos de igual nimero de ob-
"jeto.ssc diferencien en alguno de estos 6 en el orden de colocacion.
vamos & formar las permutaciones binarias de las letras

?’m N escriben a4 la derecha de cada letra
todas las demas, una a una; asi tendremos:

ab, ac, ad,

ba, be, bd........

ca, cb, cd ...

da, db, de...........

Para formar ahora las permutaciones ternarias, se escribe &
la derecha de cada binaria las letras que no entran eh ella.

Asi resulta abe, abd.... acb, acd.... adb, adc....
bad.... bea, bcd.... bda, bdc...
cab, cad.... cha, ebd.... cda. cdb...
dab, dac.... dba, dbc.... dea, dcb...

Las permutaciones cuaternarias se formarian escribiendo a
la derecha de cada ternaria las letras que no «ntran en ella,
una a una.

14fi. Problema. Hallar el nimero de permutaciones que
puedenformarse con vii\leiras tomadas n « n.

Es evidente que con m letras tomadas una a una se forman
m permutaciones. )

Si & la derecha de la primera letra se colocan una a una las
den-.as, se formaran m — 1 permutaciones de dos letras: igual-
mente la segunda letra origina otras m — 1 permutaciones, y
asi todas las demas; luego Tas m letras dadas originan

: o m[m=1)
permutaciones binarias. o )
Si & la derecha de la primera permutacion binaria se escri-
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ben una & una las m —l letras que no entran en ella, se for-
maran w —2 permutaciones ternarias; del mismo modo, la se-
gunda permutacién binaria origina otras m—2 ternarias, y
asi todas las demas; luego las —  permutaciones bina-

rias originan
m(m—1) [m—2)
permutaciones ternarias.

En general, si & la derecha de la primera permutacion de x
letras se colocan una & una las m—x letras que no entran en
ella, se formardn m —x permutaciones de g -f- 1 letras; igual-
mente la segunda permutacion de x letras origina otras m—x
permutaciones de a?-r 1 letras, y asi todas las demas; luego
representando por P., el nimero de permutaciones de m letras
tomadas x ixx, cuando se tome en cada permutacion una letra
mas resultardn Px [in—2) permutaciones de g-f-1 letras, esto es,

p X_.ﬁ‘z::Pcelm—x).
Haciendo en esta férmula sucesivamente &= I, =2, =3,....
~n —1, y recordando que P* — m, tendremos
pr=m 'm—1)
==ir,,(»i~2)
> =i5.(wi—3)

P —P |, {w—

Si ahora multiplicamos ordenadamente estas igualdades, y
SUPI’ImImOS después los factores comunes & los dos miembros
del resultado, temlrenios

PY= mim—1) [m—  —3)... mhl). ]

Pjcmplo. Hallar el nimero de permutaciones, que pueden
formarse con 12 letras tomadas 6 & 6. ;

, El primer factor m vale 12, y cada uno de los demas se ha-
lla disminuyendo el anterior en nnaunidad, y el Viltimo in—ii-I-1
vale 12—ti-h 1—7; luego

[>,=12.11 .10.9.8.7 = 6ti5280.

147. Si en la férmula [1] suponemos tu = n, el dltimo factor
w— H-1sereduce & 1,y serd
PA=m{m—\V\{m—2}...1
A [>”=1.2.3....u. [
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Esta formula da el nimero de permutaciones que se pueden
formar con m letras entrando todas ellas en cada permutacion.
Asi, el nimero de permutaciones de 5 letras, tomando todas
,€n cada grupo, es
[>.=1.2.3.4.5= 120
148.  Se llaman comdinacioniis lodgrupos que se pueden for-
mar con varias letras U objetos, lomandolos uno a uno, dos d dos,
tresd jres, cie., de modo gue dosgrupos de igual numero de ob-
jetos se diferencien por lo menos'en Uno de estos.

Para formarlas combinaciones binarias de las letras a, b, c,
N se escriben & la derecha de cada letra todas las si-

guientes, una a una.
Asi tendremos ab, ac, ad, ae......

Para formar las combinaciones ternarias, se escriben ala
derecha de cada corabinaci(ii binaria las letras que siguen a la
ultima. Asi se obtienen

abe, abd, abe...., acd, ace.... dde....
'bed, bce.... bde....
cde....

Las combinaciones cuaternarias se formarian escribiendo &

la derecha de cada ternaria las letras que siguen & la Gltima.
149, Problema. Hallar el numero de combinaciones que
puedenformar.se con X\ letras tomadas n ¢ n.

Si suponemos formadas las combinaciones de m letras to-
madas dos a dos, cada combinacion, alterando el 6rden de las
letras, dara dos permutaciones; por ejemplo, la combinacion ab
dara las permutaciones ah y ba, luego el nimero de combina-
ciones binarias es la mitad del nimero de permutaciones; lla-
mando i7g al nimero de aquellas, sera

m [m—1)
2 ” 2 b .
Si se han formado las combinaciones ternarias de m letras,
alterando el orden de éstas en cada combinacion de todas las

maneras posibles, resultaran, segun la formula [2], 1.2.3 per-
mutaciones; por ejemplo. Ja combinacion abe origina las per-

mutaciones abe, ach. hrtc, bea, cab, cba;
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lueg0 el nimero de combinaciones ternarias es igual al de per-
mutaciones dividido por 1.2.3; asi
~ _ Ol[il—1) [n—2
) “ _rrT3 I
En general, si suponemos iormadas las combin-aciones de on
letras tomadas n a 71, y alteramos de todas las maneras posibles
el ordeu de las?; letras que forman nnacombinacidn, se originan
1.2.3 .1
permutaciones; luego para hallar el nimero de combinaciones
de m letras 7i a n. se divide el nimero de permutaciones de las
mismas letras por el producto

. 1.2.3...... 7
Asi
m (fl—1) [L—2).....[fl—n-{~ V
« n2.3..7 * N

Ejemplo. Hallar el ntmero de combinaciones que se pueden
formar con 10 letras teinadas 4 4 4.

Haciendo 7i= 10, = 4en la férmula [3], se obtiene
_ 10.9.8.7 _
~ 1.2.3.4

150. Tiioruma. E| 7i'(¢mero de comhiliaciones de m leli‘as ¢0-
'modas n & n as igoal al iiumero de combinaciones de las 7Msmas
letras tomadas m —n ain—n.

Sidelas?;" letras dadas separamos  formaran éstas una
combinacion de letras; y las m—n no separadas formaran
igualmente otra combinacion de m—n letras. )

Supongamos que vuelven & reunirse las w letras: g separa-
mos un grupo gne contenga de ellas, y que se diferencie del
separado la primera sev. en una letra por lo menos, tendremos
una segunda combinacion de 7 letras, y las no separadas for-
maran ignalmente otra combinacion de 4h—n letras, distinta
de la primera. L ] B

Luego & cada combinacion de'li letras (.a<rrespoiide otra do
M—TLletras. De un modo analogo so dernostiam gne a cada
combinacion de i —7 letras coiTe.sponde otra de n letras; lue-
go el nimero de combinaciones de ?/iietras es el mismo cuando
entran )i en cada grupo gne cuando entran #—\,

Asi, el nimero de coinbinaciunes de 12 letras tomadas 34 3,

igual al numero de combinaciones de 12 letras tomadas 049,
lo que pne<le comprobarse lior medio ce- la férumla [3|.
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Il.—Férmula dri binomio de uicTi’lon.

151, Efectuando sucesivamente las multiplicaciones de-dos,
tres, cuatro etc. factores binomios, cuyos primeros términos
son iguales y los segundos diferentes, se obtiene

ix-ha) [Xi-d}=x-ha'iX.-h ah.
) [Xi-d} ol
{x-i-a) {x+d) {x-i-c)=x"-ha\x*-h-a6\x-h ahc.

-hh\  -i-ac
-+-ij  -hhc\
x-ha) (x-h5) (x+c) {x{~d]=x*+ax"-\-ah'x--i~ahc\x-{-ahcd.
{x-ha) (x-h5) (x+c) {x{~d] o 'A}?I'%d;\{
-i-it Q@ i
-hd, -eshbedm
-fhd
-hCd:

.En la formacion de estos productos se observa la lev si-
guiente;
exponeiiie dt x en el primev téw/iino es igual al wiw-evo
ﬁ factores binomios, y disminuye sucesivamente en una unidad.
coejicienle del primer término es la unidad, el del segundo, la
suma de hs segundos términos de losfactores; el del tercero,
la suma de sus combinaciones binarias; el del cuarto, la suma
df las combinaciones ternarias, etc. E| (ltimo término es elpro-
ducto de los segundos términos de los binomios.
Demostremos, ahora, que si-la ley enunciada se verifica
para »i factores binomios, se verificara igualmente para m 4-1.
Representemos el producto de m factores por la expresion

XN+ AXNM-AH- H- O3 4_4r
en la que, con gbjeto de abreviar, se representan por
C,.... cllos coeficientes de x, esto es.

A= a-i~b-he ...

B = ab-h ac-h be-h.............
O= abe-h abd4-acd 4- ......

(/=: ahed.
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Multiplicando dicho producto por un factor nuevo x
se encuentra

-t- --h -4 U
X -"p
H @*4-B 2w (y bone.
-hp \  -hAp -i-Bp 4-... I7p.

Examinando este producto se reconoce que el exponente de
X.en el primer término es igual al nmero de binomios, y que
disminuye sucesivamente €n una unidad.

El coeficiente del primer término es la unidad, el del segin*
do es A-"-p,” como A es la suma de los segundos términos de
los m binomios y p el segundo término del binomio nuevo, A-\-p
es la suma de 10s segundos términos de los vi H 1 binomios.

El coeficiente del tercer término es B H Ap, siendo B la su-
ma de las combinaciones binarias de m letras. Pero es evidente
que dadas las combinaciones binarias de m letras, se hallaran
las combinaciones posibles del mismo drden con una letra_mas,
agregando & las ya formadas los grupos que resulten poniendo
Ia lefra nueva a la derecha de cada una de las primeras; luego

B-\~Ap o06sea B+ [a“h-\-c...)p
es la suma de las combinaciones binarias de los segundos tér-
minos de los -1 1binomios.
El coeficiente del cuarto término es C-{-Bp, siendo (71a
suma de las combinaciones ternaria.s de m letras; si aHadimos
una letra mas, originara otras combinaciones ternarias, que

podran formarse colocando la nueva letra;; & la derecha de
cada combinacion biimria de m letras; luego

6'4- ff? O6sea (7-hiab aibe-v-...)p

es_la suma de las combinaciones ternarias de los segundos tér-
minos de los p 4- 1binomios. .
E.ste razonamiento puede aplicarse & los demas coeficientes,
y se vera que todos obedecen en su formacuma la ley enunciada.
El altimo término 1Jp sé compone de (7, producto de los se-
undos términos de los  binomios, y de p. .segundo término
el factor nuevo; luego JJp es el producto de los seg-undos tér-
minos de los 1 binomios. _ _
~Vemos, pues, que sila ley es cierta para i» factores bino-
mios. lo es también si se toma un factor mas.
Pero sabemos que es cierta para dos, tresy cuatro factores,
luego lo serd también para cinco, y siéndolo para cinco, lo sera
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tambic-n pnrti y nsi sucfsiTnmenle; luego la ley t* cieri-a
para un liumeri cualquiera de factores binomios.

1\&  Si en un producto do m factores binomios suponemos
|guales entre si los segumlo.s términos, esto es, si hacemos
a= ¢= c= d....... el producto indicado

e [a-hg] [x-hd [x c]....
se convierte en
\.r-\-a) ir-- a [x+ a].... — (r
Ini ¢1producto efectuado, el coeficiente del segundo término

se convierte en ) .
(Mo (I T
el del tercer término
« abacicr...

se convierte en

. U "d~(i~... .
donde  se repite por sumando tantas veces como combina-
cioue.s binarias pueden formarse con letras, esto es —— "

veces; luego dicho coeficiente sera

] 2 [} )
Del mismo modo se verd que el coeficiente del cuarto tér-
mino es
-h-h -h...

luego dicho coeficiente es

1.2.3
Los demas coeficientes se hallaran del mismo modo.
El ultimo término abe...
se convierte en aaa......= | ”

BH = H men TN g2

m{m—1) [m—2)
1.2.3 )
Tal es la férmula del binomio de Newton.

a™
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m@E—1 mmr) (m—2
1.2° 1.2.3
g A _
gtlr?flluiekaBelthm in  co”ibinaciones giie se pet?e(rj)gnt onrjrhnaor
preceden al gim so considela’
A iAA iINnAQAA
fesgigencrinin BVl KRB o B350

Wy

termino estara precedi
T = - ©@ (D) §vg 20 M2\

2.° generai, da los términos

ellaJesptth-5-,,fente';="f" S-e'r’en
Por eiemplo, para hallar el d.“término, haremosn=4 vsera

r. m (m-*1) (m—2i (w- 3 a’gZEM

roIIollene’\llAl"’\Jdtmlo termmo observaremo.s que el desar-

mino seia N ultimo s~-
JK{m—1 (t—2].... 3.2.1 -

1 . 2 . 3 ...... ~M ’
el7rodnc"rde\?¢ dMAMW «on ambos
poi tanto i ) _ 11Masta
giin sabiamos ' ~ ~ el ultimo termino es «% se-
convierte n «+ 1, el término general se
r.,-,£l=1"hpa=|[~rA"

* lz e [ " 11_. .I ||X ™ *
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UntérTTiino del desarrollo de (x-j-a)"*, seforma multipli-
cando el anterior por el exponente de X, leld_lendo el producto
por el nimero que expresa el lugar de este término, aumentando
el exponente de a en una unidad, y disminuyendo. también en una
unidad, el de x. ]

De este modo se obtiene

~x*"\-Qax'-"-{-loa-x"-\-¢ 0a""x~>-]-lba® x " x-j-a" .

155. En la préctica, solo es necesario calcular la mitad de
los coeficientes de una potencia 6 la mitad mas uno, porque los
términos equidistantes de los eviremos tienen coeficientes iguales.

En efecto; supongamos dos términos equidistantes en n lu-
gares del primero y Gltimo respectivamente.

El término que dista  lugares del primero ocupa el lugar
n-\-\ y tiene por coeficiente el nimero de combinaciones de m
letras tomadas nkn;y el término que dista n lugares del Glti-
mo, dista del primero'm —n lugares, liieg'o su coeficiente és el
namero de combinaciones de m Tetras tomadas m —n & m —n;
pero el nimero de combinaciones de m letras tomadas n & n es
Igual al nimero de combinaciones de m letras tomadas m—n a
m —n; hiego los. coeficientes de los términos equidistantes de
los extremas son iguales.

Supongamos que se quiere desarrollar la potencia ¥,

Debiendo tener 10 términos este desarrollo, se calculan so-
lamente los coeficientes de los cinco primeros, por la reVda del
namero 154, y se repiten_dichos coeficientes en los cinco™térmi-
nos restantes, en oOrden inverso.

Asi ;[x-\~af=x\ax\-ZQa-x-]-' &M-¥\-\-Ut)a"3r'-\- 126« *+
X—\-9a"'x-"a-K

156. Tratemos de hallar el desarrollo de (& —

Si en la férmula de Newton cambiamos el .signo de a, cam-

biaran de signo los términos en que esta letra tenga exponente
impar, y aquellos en que el exponente sea par no se alteraran;

luego [x—a]*= : —maxN-f. — ~ d-x

Obseérvese que los términos son alternativamente positivos
y negativos, & partir del primero, que es positivo.
jEjemplo. fiz— N2*%;+10j2-"62—10122; 3| 5¢i¢4 (fi.
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—i”otenclas <lIc las {rolloamilas.

pnmn‘iin'lin® poHnomio a~~¢§ c~4~ ... puede considerarse
suma ¢ + c+/N°? primer término es « y el seg-undo la

. férmula del hinomio de Newton sirve

para Hallar una potencia cualquiera de un polinomio.
Sea la potencia (a~I-a-{-c)".

5oh? A A corno primer término de un binomio y a

-j~c como segundo, y representando la suma ¢ + cpori, Sera

fA+ &+ o)*= («-f5H)H;
pero CER n A 4, 4NN
tn'v potencias sucesivas de 9basta la cuar-
& 8btgndtréelarﬂ)ot%ncfa Ruafta dea + ér_gsggcg\\épsteﬁc réFr?tl)lsos’
s =a <
j2= 2N 21 + 2
3= 4-3F2:+ 3ic2 -j-c"
s*= ¢i-j-da'v+ 4.
o "W = Mh &N Ho+ 602@2-F-25c+ ¢)+
ia [0+ 32-f-3b2+d + + + 4 - ¢

JAN -
H0ij. Jon general, 4- 1225,
224

------- F et

la potencia m de un polinomio depende de

nos gfieei* ™ puitoi'

Re resent%ndod' 05+ C. 4 - 4- e é)or otro.binomio 6~j-<j'
las potencias de s dependeran de varias potencias de s Rohn -
mio que tiene dos términos menos que el propuesto
lipfrord mismo modo, la potencia [a+ b-{-c4-.. )«

. NRPMMer ﬂ)lamepte_ de varias potencias de un bino-
mio, que se desarrollaran facilmente.
22
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—Illol«*<*s de ios nimeros y de los polinomios.

» Raices de los nameros.

159, Los razonamientos que nos condujeron en .Acritmética
alas realas de la raiz cuadrada y de la clbica, so apoyan en la
comiiosicion del cuadrado y cubo de un numero mayor que 10.

Por medio de Ja formula de Newton, podemos ahora es-
tudiar la composicion .de una potencia cualquiera m de un
ndmero compuesto de decenas y unidades; por consiguiente
nada mas facil que deducir lareglapara extraerla raiz m de un
nimero, mediante razonamientos analogos a los expuestos en
las mices cuadrada y cubica.

Sin embargo, la teoria de logaritmos, que expondremos en
el libro signietite, da un procedimiento general y breve para
hallar la raiz de cualquier grado de un numero: por tanto nos
limitareinos aqui a indicar ia posibilidad de hallar reglas espe-
ciales para la extraccion do raices de indice mayor que 3

Raices de los tolinomios.

160. Seaun polinomio ... , Y su raiz dcl
grado m, c-\-d-\-.....

Supongamos que el polinomio propuesto y su raiz se hallen
ordenados por las potencias decreciente.s de una misma letra.

Es evidente que

6 sea [157]
A\~ CD h ¢ d .. 1

NoY AN Ui+ e+ d+.,p + [

El primer término del desarrollo de esta potencia es a” [23],
puesto que dicha potenei/i es un producto de m factores orde-
nados por las potencias de una misma letra; luego

«l
A= de donde a— [/A~
Por consiguiente, para hallar el primer término a de la raiz"
se extrae la raiz del grado m del primer término del polinomic'.,
Restando A del primer miembro de la igualdad [1] y  del
segundo, resulta
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U-~C-"D = @-j-cH-i/-f....)4-
m {m— . .-
1 ) 2 ]i. (,J_ ..... yu_ [2]
Puejito que gcontiene la Iptra ordcnatriz con rnaror expo-
nente que c,td... .. etc., sera término anterior &
...... etc.
Por igual razon, el primer término en cada potencia
(Mir + Ay M+ c-)-</f-  a.. etc, serd b 0. etc.
t ero el producto contiene la letra ordeuatriz con ma-
yor exponente que que y de los

tactores distintos aby b~, el primero contiene la letra ordena-
tnz cnn mayor exponente que el segundo. Del mismo Jiiodo es

féacil ver que contiene mas veces como factor 4 la letra or-
aenntnz que .....Mc. Luego el primer término del se-
gundo miembro de la igualdad &] es por tanto

J3= de donde h— —.

_ Luego, para hallar el segundo término b de la raiz, se di-
vide el segundo término del polinomio propuesto por  veces
la jmtencia del grado m — 1 del primer término de la raiz.

Consideremos el polinomio a*b-\~c-\-d-\-.... como un bi-
gosrgrlé cuyo primer término es y el segundo c-"d-\-..;

Mestando la cantidad («-f-iW de los dos miembros y repre-
eqandg fo giferengg A 4-EA-CADA——, 7, por

A'4-B'-\~C"4-....= m{ad- C+ o jug

Ahora se podria demostrar que el primer término del se-
gundo miembro es luego .
A

ma n-1
Por consiguiente, para hallar el tercer término c de la raiz,

= ma’i“c, dedonde c=
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ae resta del polinomio propuesto la potencia y se di-
vide el primer término del resto por m veces la potencia del
grado m— 1del primer término de la raiz.

Considerando, ahora, la raiz corno un binomio, cuyo primer
termino fuese <+ ;-{ycy el e%undo , _-->3/ rqtg)ltlend . 10s
razonamientos, se vena due el cuarto término se obtiene divi-
diendo el primero del resto por

Podemos, por tanto, enunciar la siguiente regla.

PdTd extTder Id rdiz del grado in de VMpolinootiio, se or-
denapor laspotencias de nna letra, y extrayendo lamiz del ora-
do m del primer término, se obtiene elprimer término de la raiz.
oe divide el seqgundo término del polinomio por m veces la poten—
Cia” "t; 1del terminoprimero de la raiz, y el cociente sera el se-

undo termino de ésta. iSe resta del polinomio proPues_to la po-
encia delgrado m de la raiz hallada, y se diviae el primer tér-

mino del resto por m veces ¢apotenciam — \ del primer término

déla raiz, lo que dael teré:er termlng de es.ta.I e i:_ontln_uahdel
ismo modo, y cuando se obtenga residuo cero, el polinomio ha-
R0 2ers19 a3 % P

sera la raiz del propuesto:
Ejemplos.
1. Extraer la raiz cuadrada del polinomio
-f 13« ~ -J-ia™xn

Disposicidn practica.
i3tdipi_ 4583 i 4\C2A¥ 3903 — + Qg

— BT rar
0 I

El primer término de la raiz es */9a-p™= Sax". El segun-
do se halla dividiendo—fiu"x" 'gw dos veces la primera po-
tencia de 3ax™; sera pues —6«%™*: Bax*= —a'x-.

Eleyandq 3ax* —a"x"* al cuadrado y restando el resultado
del polinomio propuesto, el primer termino del resto es
luego el tercero de la raiz sera 12a%" : 6ax" = 2a’x.

. ) olinomio dado el cividrado de_la
raiz hallada; pero ésta puede considerarse como un binomio,
cuyo primer termino es 3i%j;3— y segundo 2a™X, y co-
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moya se ha restado el cuadrado de — solo falta
restar la expresion
2 [Bax*— -f XN = 128N —4aM + A#ir2,

lo que da residuo cero; luego la raiz del polinomio dado es
3P —«V + 2%
2® Extraer la raiz cubica del polinomio

6(b*— 4a3%6 + — a9+ %eP— 9%+ Bt
Disposicién practica.
M-8~ 9a™— 92X M\ XN @ -\~9.ax—x"
~aW —9a"Xh—\2a"3P— \da\x~ n

—478 %N — a9
N W-{-\2a"-\-9a "X “—6az -
0 n i

El primer ténnino de la raiz es \/a"x* = a™x. El segundo

se halla dividiendo (ia>x” por tres veces la potencia de

it'ic; sera pues GaW : 3ax- = 2ax~.
Elevando a;-f-2rt.r al cubg y restando el resultado del
olinomio propuesto, el primer término del resto es — Sa"*x";
uego el tercero de la raiz sera
—3ad ;= —x\
hay que restar del polinomio dado el cubo de la raiz
hallada; pero ésta puede considerarse como un binomio
[a"™+ 2axX"} ~ x*,
¥ como ya se ha restado el cubo del primer término, solo falta
estar la expresion
—[(72! + 2W22 + 2<2). N =
—Fvn— 128N — %X -\- —Xy
lo que da residuo cero; luego la raiz pedida es
a™+ 2ax™ —x
161. Escolio. Un polinomio ordenado no tiene raiz exacta
del grado m; 1®si el primer término 6 el Ultimo no tiene raiz
exacta; 2®si el se?unqlo término no es divisible por m veces la
potencia w —21del primer término de la raiz; 3®si el primer
termino de un resto no es divisible por dicha cantidad.
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CAPITULO TERCERO.

CAO [E LGS VALCRS ARITMVETIOS [E LAS CAATIDIDES

B hadicales. - expomevtes eraccio. arios V meoatl™
s*auip;iles.

ticllfli tfda «pregié“r}” _péslf"ii&rqpil""';"‘ ®

otencig m rcprodu™ _ircantid-.d | Y 42
80 par ae unap cantidsfl ||nanIQ- aj p?l—]l.
valires iffnales }/ desfArcm “o7\'e70 .
nios como raice/las expresi‘/ies iinkl n °  «demas considera-
potencia m reproducen una can i// i «levadas & la

ilg-ebra superior.quo un_ numW-f/ admfte en
grado w como unidades tiene el indice
métic‘ts nrit-
mo Indice eir/ualmSidSXS-aYiSh'»’
Asi " —
3a L 2i=v22y,

son radicales semejantes.
También lo son

N5 30>V I« 3T

SSiSS-dS™

shiAzd, 32 InIny
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%%Pet;gad saoradical a ¢a potencia indicada por dicho nimero
En efecto: es evidente que

/m \«

([U) =a;
elevando ios dos miembros de esta igualdad & la potencia n,
sera F137]

/' m

(ya) -~a*y

extrayéndo la raiz del grado m?i, es claro que el primer miem-

oro, que es Ja potencia mn de {/a, se convierte en \ay luego
v T
a

igualdad que d-unuestra el teorema.

_165. Una aplicacion importante de este teorema es la reduc-
cion de radicales que tienen diferente indice & otros equiva-
lentes de Indice comun.

Para reducir radicales aun indico comin, se_halla el minimo
comun multiplo do los Indices, y esto sera el indico comdn. Des-
pués se deca cada cantidad subradical a la potencia indicadapor
gol;%lucrt]or e faltad su indice respectivo para vaierei indice

Ejemplo. Sean los radicales

V'Aah. \/a™.
El indice comun es 12, y los factores que faltan a cada uno
ae los indices para valer 12 son respectivamente 2, 4, 3- por_lo
®cantidades subradicales se elevaran & las potencias
2.5 4."y 3.\ Asi tendremos
12, 2 7
119
166. M los indices no tjenen factores primos comunes, para
reducir los radicales & un Indice ccmiin somultiplica cada indice
por o.producto de lodos los domas, ¥1 se eleva la cantidad suhra-
aicat a la potencia indicada por dicho producto.
Ejemplo. Sean los radicales

N a h
Aplicando la regla anterior, se obtendra
4_ 9

«
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el radical no se altera dividiendo

wn_ »
{lap»=\/ap.

En efecto: = an;
elevando ambos miembros de esta igualdad & la potencia n sera
[ dh__\mn
w ap) =ar”;
grado»»» de
«@»
= (I,

lo cual debiamos demostrar.

extrayendo la raif de I&ca\ntidad subradical ¢ 1S
De este modo los radicales
t/16«8i%4 N |/a8i4 N
se convierten en

Operaciones con las cantidades radicales.

_168. Zas cantidades radicales se suman v restan mwr ino «/r

Ejemplos.

1 ("ari/a6)-\~{~5a =3itVvr—
2. 1'1"an) ~ AN N = 20[Fr.
*3[7z,* cantidades radicales que tienen iaual

.a N VrolLcto
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_ Si los Todicales tisnoni indices difcTeTites, st Teducen g un in-
dice comuny se efectlia después la multiplicacion del modo dicho
Ln efecto: hemos demostrado [140] la igualdad

m_ i
faae>c = fa \Jilh_ ilc,
m

, . n_:m._m_
A fa fd \/C — [Zade.
Ejbmplos.
B--- B 5
1.« V2a0 .3f6a” = 18/ 122"

3 12.
S”’fa6 . ZfaH . 2f2ab"=VaH". Z
, ho. Paradisidir dos cantidades radicales que tienen igual
matee, se dividen las cantidades subradicales” y el cociente se es-
cribe 0O un radical del mismo indice. i
. Si los radicales tienen indices diferente, se reducen d un In-
dice coman, y se efectlia después la division del modo dicho.
hn efecto: hemos demostrado [144] la igualdad

m__ m m m
_fa . fa _ -
/i = — , 0Ssea - = \/f
v fb fb
Ejemplos.
1* fSaH” [3a"" m
f5a*b V 526 “ V ba-*
2" oz “49b*
f2a ~ pw ~y - “V

.jP - "ara elevar una cantidad radical a unapotencia, se &
adichapotencia la cantidad subradical.
Vamos & demostrar que

/«I_a_V\iL= farn

En efecto: )= fan

e d m m ™ -— m
\vdj = fax fax \/a ....=fa.a. a.,. - fa=*
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Ejemplos. ,

B \3 K
1/ il/Gao"\CJ ~ (/36TIW .
« _
2. ((/3fifBN =r ¢/3W™» = (/3ii*; .
TintSp\. divisible por el exponeiite de la
. ) re?ultad mas sencillo dl\{.ldle[‘ldo el in,
dicepor el exponente, sin alterar la cantidadsubrauical.
En efecto; (« J = Va™= a.
se anteriores,
(/3"
sidadoiy M Z f Hcua.l u,i e r a deunacan-
& V\)‘amgggz\demostrar que los indi%es de las Jos raices,
I/ w—  nm_
y \/a = "a.
En efecto. ("V)» = j}" [171]:
luego [/a es la raiz del g-radon de /{T.
Ejemplos.
- |/ "Em= ji5~.

‘ ~_ b 5
2 U iREmR= ifsarva~ Azan [167].
e-rado miP~lirii~ subradical es una potencia exacta del mismo
N

i resultado mas sencillo
indS~? N sulradical, sin alterar el

n
Enefecto: 1/~=7 « —=,7,,
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173 Acabamos de ver que
/ N e

luero /7 = \/(T7, "a=V 7", (I« =1/v™, ete.
para e_xt_r/aer d.gma czUidd vna riitz clg<
.U mnur 0iniLo, imextra-. irijleamezte
raice.? g,ce w'fﬂexuqoc Fc?ores .7i?n,dC.I éfa %lcho.Ym”@.
. lactni-es son el 2y el 3, solo habré que extraer raices
cualiradas y cutélcas. 3

(/'bl102976 —\/(/19U0297G = /i332r=24.

Ejonplo,

®@*®&"*Ponen!cs fraccionnrjOK y iigj;a(lvoK.

. ue setrate de extraer la raiz del grado n
de una potencia <’«  hemos visto ,};UI] que en el caso de ser

i» divisible por i, la raiz pedida.es expresion que nada tie-

ne de singtijar, puesto que  es un ndmero entero.
i“ero S aplicamos la reglamcitada al caso en que mno sea

N la expresion iz» carecera de sentido, porque la
positi\d™~  potencia exige que tojo exponente sea entero y

., embargo, los exponentes fraccionarios se emplean ven-
J jamente en Algebra, mediante el siguiente convenio:
"rpiglite fracciGuarin repraceuta la raiz,
. H de lafraccion, de nm potencia de
iisma cantidad, cuyo exponente es el numerador.
n «
_ representan una misma

. expresiones y ) 1
niiaaa, a saber: la que se obtendria elevando ii a la potencia

N extrayendo después la raiz del grado n de dicha
una_cualquiera de estas expresiones

V eae sustituirse por la otra, siempre que convenga; y laregla
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dada para extraer la raiz de una potencia, puede hacerse ex-
E?Bf"’a al faso en %lée|e| e)gjonente de la potencia no sea divi-

e por el indice a raiz.
Ejemplos. .
g 1 LT J
1” (/@3 2,. 3,.aT~ = 4"<i'f= I;T.

O]B‘.". Supongamos que se trata de efectuar la division de ««

pop )
El cociente es [27].

Pero si %es mayor que m, por ejemplo
W= w 4-jy,

la sustraccion de los exponentes da origen & esta expresion

— = ijmmi, =
Observemos aderrliés que siendo n = T *p, sera
: fl«Xap ap'
adml&Lterc*  InteMailulS “
4=

que en lenguaje vulgar significa;
uoda cantidad QJ1 exponentc negativo depresenia una frac-

Y GRd4ALdn eftexponente hecho podiffs, denommador la

Por lo tanto, las expresiones «-P y i  serdn consideradas

Uoi™In pudiéndose sustituir cualquiera de ellas
misma canf(l'j]%i . d|Y|d|r dos oter]uas de una
Hnlsg]a.can'g ad se hace extenﬁlva al caso en que el exponente
el dividendo sea menor que el del divisor. exponeme
E jemplos.
2 1

. Q?
1‘ ﬁS ’ 2 — = a

3#(
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de los exponentes fraccionarios v neo*ativoq

n.s 1
Frachio* M irracioLllry ITs
Ejemplos.

1® VaH : ‘e 3-
2® lfadc m |7 |/$ /" a 2i5
a
3* T . <j=arkK
4 2H 1 1
oM ~ @ X N = 33Be-%H.
las fracciones pueden io-ualmente
fegativoJ“ admitirnos los expoLntes fraccionarios
Asi, e
\ /5 z=/m
v/;3«, ! 2
B5T= V/3<2h5iy-3=3 .s™«n
Vamos d deraustrar que
- _Z. Ju _» jwg - P
Xa d «
En efecto:
m TR I/vu_J.u 7 ] «? u-I-
ft*Xa ‘- — — = §<_7 -
e Xy i?? ]/'«»»' A V ¢ipn
g m%np
v/ ap"

;,ikga%" ;eﬁefétgn los ex&%gﬂfégs cualesquiera de mia misma can'
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Demostremos oue

a ra= a ]
En efecto: multiplicniido el segundo miembro de esta igual-
dad ],or el dirisor a , tendremos
Ji.

4 p
que es el dividendo; lu e g 0 ™ es el cociente.

,1/9. Para elevar una potencia de tena cantidad d otra poten-
cia [%%alﬂw%r_a, se multiplican los exponenies.

pm
- = —— __ ='_ A _
(2p) fL « pm = @
@P) « a»
. Pciiz de una potencig cualquiera, se
divide d nente de la potencia por el indice éea]aralz ’
IIgn e?(.cho: P P
y 7 t— y —— m
Sl - =V i — = 1/~ = -V . i
vV a A jwi- \C i

(im pn - », = N

Vam™ ai™
Tranformando la.s cantidades radicales y fracecionnrias
en otras de forma entera, podemos ahora efectudr el calculo de
toda clase de cantidades por las reglas dadas para las enteras.

, EjJEMimos.
6 i 6 4 "
Var X \Va" a Xa —a —
2 o \/
« \

h V- ¢ T8\
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iiJKRCICIOS.

,3 Ci3.

mismo nimero?- A inij,una. ae ellas se repita en el

deNiniine® 2" « porsoaas al rededor

se coa Pueden for.nar-

gmposieVyll? 4 botS 33 bolas <liforeates en

V. Hallar la diferencia siguiente
vi. Hallar el término octavo del desarrollo de

vil. Hallar el termino medio del desarrollo de
'n-t-b)».
Il. Extraer la raiz cuadrada del polinomio
i2-j_4ij2— 2ab-\-iac~fc.
IX. Extraer la raiz cubica del polinomio
a -6a™H-12iT7;2_5"fi¢5_12«S54+12a.i¢.>5_, 375,G_6a2i7 . ¢9
X. IJectuar las siguientes multiplicaciones

(3-ht/V -F-7(/-9“J((/T n ily)
A A S

YTowo. . - -210-").
« liiectuar las divisiones siguientes
. . 4 1>
3j/5fl, :2{/éad'i\ ilarF¢:\IMT,
A W
H-2ii(fI~ —3®ifff3 = 4 o
y =[la-i-~3(/c3 .
XIl.  Trasformar la expresion
«2i
\ _{cHdy; /

6n otra cuyos exponentes sean enteros y positivos.



LIBRO QUINTO.
PROGRESIONES Y LOGARITMOS

OAPITDLO PRIMERO.

PROGRESIONES.

I.—Pro~restoDes por diferencia.

i« oMene siemprlU mism/di~re, ff; i
S, In, it'f™ f "'/*«"'te s« llama razon de la progresion

Las progresiones aritméticas se escriberydel modo siguiente:
TU.5.7.9. 11. 13.....
El punto que separa dos términos consecutivos se lee i
contoLif®” y"urS~eVi;p» el

v25.22.19.16.13 ...

nes~ 3
lo3. Seala B/rogrgs?lgn



A Por su igual

. <= (j*~hr~hr = a~h2r.
m_H mismo modo se halla

"= c~i~r= a-i~2r-hr =:a+ 3r efc.

e las Igualdades

&= a-\-r, c¢=a~"2r, d~a-k-3r,

se educe que un término ch una proaxesion arltmétira pginun?
ilfrs s “'

Si llamamos  al término que ocupa eii la progresion el
lugar n, es claro que estaré precedido de jt- 1 términos, y sera

th=a+ {n~\)r ni

Considerando la razon r como incognita y las demas r-infi
dades. que entran en la formnla anterior, corno datos, se obleim

----- = - 2
i . .. NNUrnética se.omrnie res-
mo/, ®m termino de un término dado, y disidiendo Indi
ALFFOZiT AT x precij¢T:IZT
desptiindrisi oV tieir'™" -P“ »

ta=tM~{n~1)r.
elgualmente, despejando n, resulta

—a
n-~I

Ejeiiplos.

miF término hy t@&rdzdd I ™ elpri-
Wo— “d@— 1)3= 26.
nito iflZllouzZit.P"'>Sresion, jue empieu por 5.

26—5
g-1 =3

r =
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3" Ddermhi'ir_el primer termino de una progresion cuya
razon es 3, siendo 25H término octavo.

?= 26—(8—1)3=r*
* 4/° 10udnios términos tiene la progresion
W5.8...n 2f?

184.  INTKRPOLAR MiiDios DIFKRENGIALEy enlve dos mimeros
dados, esformar v,naprogresion aritmética cuyos extremos sean
dichos numeros.

Tratemos de interpolar m medios diferenciales entre los na-
meras;?? y
_ Si conociésemos la razon, que Ilamaremos r, de la progre-
sipn que deseamos formar, el problema estaria resuelto; pues
ailadiendo al primer término p la razon, obtendriamos el se-
gundo, afladiendo a éste la razén, resnltaria el tercero y asi
sucesivamente, hasta que Ilegdsemos al término g.

Haciendo en la formula [2] del nimero anterior a~p.

—g,n—m 2 resulta

P
m-f- 1 3l

. Luego cuando se quiera interjjolar un numero dado de me-
dios diferenciales entre dos nimeros, se hallara la razon divi-
diendo ladiferencia de los nimeros dadospor ti nimero de medios
que se han de interpolar mas uno.

Ejemplo.
Interpolar 6 medios diferenciales entre 2 y 30.

luego la progresion es
;-2.6. 10. 14. 18.22.26.30.

183, Teorema, "i entre cada dos términos consecutivos de
una progresionpor diferencia se interpola igual nimero de me-
dios diferenciales, resulta otra progresionpor diferencia.

En efecto: la interpolacion mencionada origina una serie de
progresiones parciales cuya razon es la misma: puesto que al
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deiei-iiiinar \oh valores de r ])or medio de la férinula [3], halla-
remos siempre })ara numerador la razén do la x)rogTesiun dada,
y para denominador el nimero constante do medios que se in-
terpcdan aumentado en una unidad. Ademaés el Gltimo término
de una progresion parcial es el primero de la siguiente; luego

™odns las progresiones j)arciales forman una sola progresion,
i K). Tkoruma. En todaproglreuo'ii por dipiTcncia, lamina
de dos términos equidistantes delos extremos, ‘es iqual & lasama
de dichos extremos.

Sea la progresion

. Suponemos que entre ay p hay n término™y otros n entre
i"y 'y queremos demostrar que

. p-\-g~ a-\-u.
En efecto: sabemos [183] que
J—=aHr{n
«= N (- 1);
restando estas igualdades resulta

p—%=a-~q
trasponiendo los términos %y ¢, tendremos por dltimo
P g au.

Escolio. Siel nimero 08 términos de una jirogresion €S
impar, el térnuno medio equidista de los extremos, y fademus-
tracion anttirior patentiza que la SUMA de los extremos es ig@ual
al duplo del termino medio.

. ., .. Hallar la suma de /os términos de una
pi ogresmn por diferencia.
ea la progresion

Designando por suma de todos sus términos, tendremos

¢>~a-T-b-irC-\~....4_ N
-gm-h ...... +
Sumando estas igualdades, se obtiene
[a-"ukh[s+p) -i- -t-.... H{M-hc)-+.{p"¢,)~i-{u+a);

pero las sumas a-hu, b-hp, c-hm etc. son iguales todas &
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g-f-it [186], y hay tantas como terminos tiene la progresion da-

a; por consiguiente, si designamos por %el nimero de térmi-
nos, sera

¢S~ [a+ un,
de donde g (@hBii
*
Esta formula manifiesta que

~ La suma de los términos de v.na profjresion por diferencia es
igual (i la mitad dd producto que se obtiene multiplicando la su-
ma de los extremos por el nimero de términos.

Ejemplos.

1.  ® Calcular la suma de los Vbprimeros términos de lajvro-
qgresion.
:3.C.9.
El Gltimo término serd 3 -i- 14 . »= 45; luego

,S=’\I+i6|’|i|’L’\360, t
2. ® Calcular la suma de los términos de laprogresion-

4 . 11... 60
El nimero de términos serd 1h- ~ .= 9:luego’ '
3. " Calcular lasumade los n primeros nimeros impares.
El dltimo término de la progresion
:1.3.0.7 .
es IH-2(ii — 1}= 2«— 1,
0

luego

Este resultado manifiesta que la suma de los n primeros nu-
meros impares es igual al cuadrado del nimero de estos términos.

Il.—Progresiones por cociente.

188. Peogeesion por cociente Ogeométeica €SUNQ série de
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nameros tales que dividiendo cada uno de ellos por el anterior®
se obtiene siem.pre el mismo cociente. ) o

Este cociente constante sc llama razén de la progiresion.

Si los términos van alimentando, la progresién se llama
creciente', en este caso laimon es mayor que la unidad. Si los
terminos van disminuyendo, la progresion se llama decreciente,
y la ra/on es menor que imo,

- 7

Las progresiones geométricas se escriben del modo siguiente;
3 :0:12:24:48:9%: .....
El signo (:) que separa dos términos consecutivos se lee es d.

La anterior progresion es creciente, y su razon es 2: por el
contrario

486 ;162 :54:18:6:2: D

. . ) 1
es una progresion decreciente, cuya razon es
189. Sea la progresion

~a:b:c:d:....
Si llamamos T4 la razén, tendremos
b'— aqg, c= bg.

_Sustituyendo, en la segunda igualdad, el término b por su
igual ag, serd
c=aqgxq = ar/
Del mismo modo se baila
,d—cq=maq'*X q= ag”etc.
De las igualdades
b~aq, c—ag¥ d=ag”" ) )

se deduce que un término deunaprogresion gieometrlca esigual
al primero muUiplicado por iind potencia de la razon, cuyo ex-
ponente es el nimero de términos que preceden al que se considera.

Si llamamos  al término que ocupa en la progresion el lu-

gar n, es claro que estaré precedido de —1 términos, y seré
. . w-
Si en esta formula consideramos la razon como incognita, y
las demés cantidades como conocidas, obtendremos despejando”
o-

=y [ A [2]

1
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o .~ ... Uuna 'progrusion (/aoniétvic-h se obtiene di-
vidiendo un_itrmiiio, dado por el prbiicTo, y extrayendo del co-
ciente una o'aiz cuyo indice es el numero de término$ que preceden

at dado
La formula [1J da tambicMi el valor del Jriiner término, pues
despejando a se obtiene

as=  Juf

Kjiimpi.os.

1 Hallar e[soctiavo término, de una Progresién, siendo el
primer termino 5y la razon :i. . .

-= 5 X s« =.10935.
2. HalUtr la_razén de una progresion geométrici que empie-

za por .i, siendo 708 el tonnino noveno.
708
=\/NZ 6 A= pise.

se obldenr/iVv."? cuadradas sucesivas del nimero 256

3.” Determnar el®irimer térmiiw de una progresion geome-
trica cuya razén es j, siendo el término octavo.

a-~ N =480.
d}dos I"ttOi>0RCION-\LES  entre dos nUmeros
d&lés ZiiZrol ' V<" ASeouétnca cuyo” extremos sea,,
narnerosXy T medios proporcionales entre los
ofreceHoffiinH"? Prof>Tesion, el problema no

49 serdd px. el {érceﬁq?ﬁﬂﬁﬂdoﬂ el primer término, el secun-
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Haciendo en la formula [2) del nimero anterior a==p, |

1= m + 2, resulta

vV op [3.

_ Lueg™o cuando se quiera interpolar un nimero dado de me-
dios proporcionales entre dos nimeros, se hallam la razon, ex-
trayendo del cociente de los nimeros dados una raiz cuyo iiulice
sea el numero de medios proporcionales aumentado en una unidad.

Ejiimplo.
Interpolar 5 medios p7'oporcionales entre 4y 256.

1 vi(4 = 2

luego la progresion es
4:8:10:32:(U: 128: 256.

101 feorema. NI entre cada dos términos consecutivos de
una prorjresioyi por cociente se interpola igual ni'mero de 7)iedios
proporcio7iaies, resulta, otra progresion por cociente.

Kn efecto: la int<?rpoJacion mencionada origina una série de
progresioiie.s parciales, que tienen toda.s la misma razon, puesto
que al detenninar los valore.” de x por medio do la formula [3],
hillareino.s siempre liara- cantidad subradical la razon de_la
progresion dada, y para indice el nimero constante de medios
que se interpolan alimentado en una unidad. Ademas el ulti-
mo_termino de. mia progresion parcial es el primero de la si-
guiente: luego todas las progresioiie.s parciales forman una
Sola progresion.

192. =~ PAtOHBMv. Hallar la suma de los términos de una
progresion por cociente.

ea la progresion

fa:h;c\d: ... L
Dc.sigiiaudo por \/la suma de sus términos, tendremo.s
A= «H-;-hc+ 2. -hu [4].

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la ra-
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zon g de la proglresién, y teniendo _presente que el producto de
un termino por la razén’es el término siguiente, serd

Sq —N C d ... Y, nq [5]
Restando de esta igualdad la anterior, tendremos
Sq 0 iS[q =uq-~a,
de donde
L g\~

Esta férmula manifiesta que
i _™ los, términos de_ una, ‘progresion por cociente es
mgea a Ladiferencia entre el ultimo término multiplicado por la
ATeMa unida2 i exceso cie la razén so-

_Si la progresion es decreciente, los dos términos del valor

Ue Aseran neg*ativos;'por consiguiente el cociente es positivo
bi queremos que dichos términos sean siempre positivos de-

beremos restar la igualdad gg[,de la [4], cuando la prog}resmn

sea decreciente, y fa suma sera
_a—uq
L |___ q °
Ejemplos.
1 Calcular la suma de los Gprimeros términos de la p'ro-
"M:4:16.m..
El Gltimo término sera 4*= 1024: luego
1024.4—1
N = eeee HTI1--—-"= 1365
2. "' Calcular la suma de los 5 primeros términos de ta_ pro™
greston n
128;64:32 .........
El dltimo término sera 128 . =8
128—8.
luego = = 248,

1-4-
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193. TiioliEMA.. Las potencias, enterasy positivas, de un
ndmero mayor gae la vnidad, crecen, si crece el exponente, y
pueden adquiriy un valor tan grande como se quiera.

Sea ii un numero mayor que 1

Si consideramos dos potencia.® sucesivas n"A, nP*"  sabemos
gue la segunda es igual & n*xn; pero siendo el mult_lpl_lcador
n mayor que 1, el producto nr*' es mayor que el multiplicando
nP, 10 que demuestra la primera parte del teorema.

Si representamos 7 por 1-ha, tendremos

np-= (I-ha)p=I-hpa p(gzl) a”-h....-haP

es evidente que el segundo miembro es mayor que 1 y
como dando ap un valor suflc_lentemer_ltegrande, el producto
pa podra ser mayor que cualquiera cantidad dada, resulta que
1-hpa, y con mayor razon nP podra adquirir un valor tan

rande como se quiera,. ) , .
g ?Qg nﬂeonegra aI_as raices de un nimero mayor que Launi-
dad, disminuyen, si aumenta el indice, y tienen la unidad por
limite.

Sean \/ a y (/« dos raices de la misma cantidad; decimos

quesi i?> 1,serd {/a < [« .

En efecto: siendo a~" 1, la raiz del grado m de a debe ser
mayor que 1, porque la raiz de un grado cualquiera de 1 es l.y
es evidente que si un nimero aumenta su raiz también aumenta.

Si hacemos {/a —r, tendremosr > 1y a=r
Ahora bien: {/iz no puede ser igual ni mayor que j iz
H+t ntn

pues si tuviésemos [/a =r o6 [/a ",

seria a=r'"™ ¢
y como a= resultaria una de las expresiones absurdas [193
P+ o
«h
luego iz < [lit.

Demostremos ahora que \/a tiene por limite inferior la uni-
dad, si el indice aumenta indefinidamente, esto es, que
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tn

1«-1 <,

ten pequefia como se quiera,
jJara que la desigualdad anterior se #erifiaue

A electo.
eonm ~ruftS:
< Ird,
6 (IH-
Tuedeldtn™» unidadJa potencia {\-hd]-*
nimero [193]; luego
lim.dep™'=: I.

Jmro amnelTktp T
Fn Miper/ueSio como segtmra
En efecto: S|cou5|dGramoslaspotene|a5|| i>y ?2NM>"\endSs

izi"« =1ii» Xig,
L?que"el ritgjlicamfo "i"""

Ademas, todo nimero menor que 1 puede escribirse en la
forma —, donde asera entero, fraccionario 6 inconmensurable,
pero mayor que 1.

Si elevamos - & potencias cuyos exponontes crciican inde-

quiet"y fo'mo tan grande como se
4 sermenor que cualquiera cantidaTSgnabfe?" “ ™

dad. mc e -
daa, crecc? sz anmenla el indine, y tlenen ra vanl('i| | imi t

Sean \/a y \/a u%lﬁ raicer?1 de la misma cantidad, decimos

que si 2<I, sera \/\t > y'a

menfroilTvtnn~l< “7J? prado m de « debe ser
%es evidente oop’g n e cualquiera de 1es 1
inuye N«Ninuye su raiz también dis-
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i > m
Si hacemos ~ :=r, tendremos ;*< lya=r

Ahora bien: j/a no puede ser igual ni menorque j/a ,piies

Wl llHin
si tuviésemos =r 0 ila <Cr.
seria a= 6
y como [l= r ", resultarla nua de las expresiones absurdas [195]
'n () f*I ine
U
luego ( /
_Demostremos ahora que  tiene por limite superior la
unidad, si maumenta indefinidamente, esto es, que
w
1 —J7a <”d,

siendo d una cantidad tan pequefia como se quiera.
Kn efecto: la desigualdad anterior se verificara siempre que
*

se verifique la siguiente:
d<. \/a
0 a— a;
pero siendo 1— menor que la unidad, la potencia (1—d*

puede adgnirij’ un valor menor que  por pequefio que sea este
namero [195]; luego

Hm. deVVa =1
197.  Si en la formuhi

a—u

y a

gue da la suma de los términos de una progresion geométrica
ecreciente, se sustituye n por su valor se convierte en
a— uff™
\—q

Siendo 9<; 1. (dvalor de  y por consiguiente el de
d'.sininnyc a medida que aumenta el nimero de términos de la
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progresion Pudiendo llegar & ser menor que cualquiera canti-
dad"asignable; luego si 1 es infinito sera =y

\ emgs, pues, que la suma de los términos de una prooresion

geometnca, decreciente, continuada al infinito, es igual al ;ﬁ\)l’i—
mero dividido por el exceso de la unidad sobre la razon.

Ejemplos.

I.” Sea la progresion

Nli— i A m
a a 07 .....

La razon es —, luego
a~\

2. Convertir 6n ordinaria la fraccion periédica

piogSn' de los tér-
~ 0,43 : 0,0043 ; 0,000043 ........ )
cuya razén es 0,01; luego
~ 043 43
ir076r
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CAPITULO SEGUNDO.

LOGARITMOS.

I.—Mea general de los logaritmos.

198. Si consideramos dos progresiones
ffl1:7:(2.%5 .M. 6.

0.1 .2r Ar .ir . 1067

la primera geométrica y principiando por la unidad, y la se-
Punda aritmética y. empezando por cero, se observaran *en ollas
as sigulentes propiedades:

I.° El producto de dos términos de la progresion geomeétri-
ca es un tm-nuno de la_ misma, puesto que ésta_contiene todas
ias potencias de la razon; y la suma de dos términos de la pro-
gre.sjon aritmética es un termino de la iiiisina, puesto que ésta
contiene_ todos los maltiplos de la razén.

A Siose suman dos términos de la progre.sion aritmética v
se multiplican los correspondientes de la geométrica, la suma
g el Pro.ducto son términos corre.spondientes de las respectivas

rogresiones.
En efecto; si y  sondes términos de la progresion
?eometrlca, mry m'r seran los correspondientes en la aritmé-
ica;_el producto_de los primeros es gue ocupa en la pro-
gresion geométrica el lugarm m'-+1, y la suma de los se-
ugnéjros es (w-hml‘) » que también ocupa'en la aritmética el
u :
De estas dos propiedades se dediice que para multiplicar
dos lermnos de la pi ogresiou geom,Hrica, Oa’ta sumar tos cor-
responckentcs de la aritmética, y el término de la primera ccr-

Apeiklor"'M ® suma, leida en la segunda, serd el producto

| Si las progresiones son
1:3:;9:27:81:243:729 : 2187 : 6561 : 19683 .....
t0.2.4.6.S.10.122 .14 .16 . 18 ...
y queremos bailar el producto 27 x 729. sumaremos los tér-
minus correspondientes 6y 12 de la progresion aritmética, y
el numero 19683, que corresponde & la suma 18, es el producto
e 2/ por 729.
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199. Para que las propiedades ennnciada.i en ol miinero an-
terior se verifiquen, es necesario: 1.% qui‘ ia profjre.sion //eome-
trica contenga nn término igual- O 1y la o-rilmclica uno igual
a 0; 2° que estos términos lyQ se correspondan.

En efecto: si aes el primer tér.jiino de una pr(t‘gTesioii po.i
cociente y " la razdn, dos términos cualesquiera estaran repre-
sentados por y para que el producto

(=gm
de estos términos pertenezca a la ?/irogresion,_e_s nece.sario que
tenga la forma general ag™; esto es! que se verifique la igualdad

siendo n im nim.u-o entero cualquiera.
De esta igualdad se deduce
_q’(\
_ Ahora bien, +_esun término de la progresion que em-
iezapor a; luego su igual g™ debe estar entre los términos de
a misma; por consiguiente, para que el producto de dos térmi-
nos de una progresion geométrica pertenezca & la progresion,

es necesario que haya entre los términos de ésta uno de la for-
ma  pero ios términos anterioi’es &  son g"'* g™\....etc.

luego llegaremos necesariamente & uno de la forma q/\->>=q"\=\.
~ Del mismo modo se ve que si a-f-mr ya~j~m'r son dos
términos de una progresion aritmética que empieza por a, la
suma
2a-j- (m-fwe) r
pertenecerd & la progresion siempre que so verifique la igualdad
a-h(m-i-m)r = nr. .

esto es, siempre que la progresion contenga un término de
la forma nr; pero los términos anteriores & nr son

A—Dr, [n—2) r.....etc.
luego llegaremos & uno de la forma [n—7)r —O0.

Para demostrar la segunda parto del teorema, supongamos
las progresiones, que contienen los términos 1y O respectiva-
mente

Observando que el exponente de *y el coeficiente de r au-
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& cada término, se comprende que el pro-

dista m lugares de y la suma
nr-hn'r= [n+f_

flin.{l N Pfara que elnﬁ)roducto v la sum? se cor-

respondan es, pues, jiiictfi®no que m~n; pero en tal casn pl

i f {. r.. A1ty i eqgiripondiente ¢ dista
i05.2i lugares:. por consigdiente. 1os terminos . £ v

ggrraegpo Téh HEELSAr i ARt odfierte 105 H8finos . ydg &

. »"'«? «raen las iedades del nu-

mero 198, losteinunos de la aritmetica sepngfman lonaritmn<j
AN geométrica. Diremos, puL,

togaiiitmos, los términos de unapronresion arit-

Id,!ttr . aoo'\' <MO, co(Irespondientes i los de o%ra 0e0~

meétricd, que empieza por la unrdad. otrageo

Asi en las progresiones

fof
2r 3r
tenemos nr
logl 0o, logn=r,
1. , QL pudiéramos formar una pron'esion'ireoméfi-ii'i mip»
S:nO s“enif h»llariin>o0s sus"re?;;Svcst!
— posible formar dicha progresion.
entrerS?Sn«°tr,i Timero, m de medios proporcionales
Weti=Ien MMt consecutivos de_ la pro resion geos
-MAica. la razon de la nueva progresion que “resulta Séera

Vq [190]; por consiguiente si a es un término de ésta, el si-

guiente sera ,y la diferencia entre ambos
f«

mf1 al\V[g - 1) .

niii

1%
*a
une||a, 9 hacemos a m suhcienteine

“ 1tendra un valor tagepe uefio comaq se
nte grande, eSto es, SI In-
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terPoIamos suficiente nimero de medios proporcionales, porque
m +

tiene por limite la unidad [194y 196]; luego la diferencia
/mH N
<N 4 —1
entre_dos términos consecutivos podra ser tan pequefia, que
permita consiiJerar la progresion geometrica como una série de
términos que crecen de una manera continua 6 por grados in-
sensibles, 'y entre los cuale.s se encuentran todos los ndmeros
mayores que 1 o ]

Interpolando entre cada dos términos consecutivos de la
progresion aritmética, tantos medios diferenciales como medios
proporcionales se hayan interpolado entre cada dos términos
de la geométrica, se hallaran los logaritmos de los niumeros que
ha originado la primera interpolacion.

Si queremos obtener los logaritmos de los nimeros menores
que 1, conseguiremos que estos numeros formen parte de la
progresion geométrica prolongando ésta hacia la izquierda,
para lo que O"asta dividir cada término por >a razon: y obten-
dremos los logaritmos respectivos prolongando igualmente la
progresion aritmética en el mismo sentido, lo que se logra res-
tando la razén de cada término.

Por este medio se obtienen las progresiones

i . L-

........ @' 'aq
A — Nr.... —Zr . —=2r.—r . 0.r .2¢r. nr. ..,
donde se ve que los nimeros menores que 1 tienen logaritmos

negativos. ] ] o ] ]
Las anteriores consideraciones manifiestan que iodo nimero

tiene un logaritmo. Sin embargo, la continuidad perfecta de la
progresion geométrica, si bien se concibe, no puede alcanzarse
practicamente, por lo que, en la mayoria de los casos, no forma
parte de dicha progresion el nimero cuyo logaritmo se busca;
pero como al menos se hallard comprendido entre dos términos
consecutivos de la misma, podré tomarse el logaritmo de uno
de ellos en lugar del verdadero, cometiendo un error menor

que larazdn " [184] de la progresion aritmeética, que serad

tan pequefia como se quiera si damos a m un valor suficien-
temente grande.
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bi?se PAden escn-

- ° - = = =N =7»eee 7"
vtV gan® T - T DEF FFFE

aciendo ahora 5= «Moque siempre es posible, puesto
gue esta igualdad se tra®ormaen ,/ a, y podemos represen-

tar por a el valor de / @, las progresiones seran
N2 [T L U ( A AT 2A VA J;ejr - N2r N8>
: - 2r. . 0.j.2M. 3.

aonae vemos que - J nr
log«-sh = _2r, log«3.-= 3,, i0gQ,,,.-","

£ is ,a

cmflZlpTpfd) 071 los expomnles de las%oien-

203. Sealaecuacion =y

®?s un pdmerp constan}e %ada val?r Dart(i{nlﬂrrin -
paray otro valor, y a cada valor de'y coiTespondera

{Sg [iquaaaé rotra,,g IoAvanres, (%aQt'ggﬂ?gsﬁﬁﬂapéﬁ?ésdQHST‘%‘?‘“ ’

son los logariteios de estos ultimos. 1®de vy
Pero es evidente que si a cambia de valor a un -

mero y corresponderan diferentes valores de » esto? s

mero puede tener diferentes logaritmos ’ ’

quelaunfS*™ “*3'or 6 menor

Primer caso, a- |. Seanmy m+ _ dos valores sucesi-
u
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vos del exponente  decimos que si la diferencia entre estos va-
lores es suficientemente pequena, esto es. si n crece lo bastante,
la diferencia entre los valores correspondientes de la funcion,

que son ii yii _ «,seramenor que cualquiera cantidad asig-

nable, por pequefa que sea. _
En efecto: la diferencia éntrelos valores de la funcién es

W —1 (t/ii —ij.
siendo " 1 esta diferencia es_positiva, lueg’osi el exponente
crece la funcion  crece tambien.

Pero si?i es suficientemente grande, la cantidad \/a'—1
serg, tan ge,%uena COMO queramos [194), ¥ SU T)riducto POr rz* 1o
sera tambien.

Ademas, si ip= Q tendremos ap~ L

. , 0))
y sl a?=Go. serd a =00[193];
luego cuando > 1 H x creae de una manera continua desde
ciiao hastﬁli_lr_ginito, a® ctece de una manera continua desd; uno

hasta

Supongamos ahora que se den & x valores que crezcan ne-
gativamente, y sean —  -~{m - dos valores sucesivos
de x; los correspondientes de la 'funcion” seran

1

a ya 6bien — v 1

a

que restados dan : como esta diferencia es positi-

en+—
va, es claro que la funcién W' disminuye cuando el exponente x
crece negativamente.

_+Addemés, si n es suficientemente grande el numerador
« 1
m 1 as - °
a, . —a .seratan pegueiio como se quiera, y con mayor ra-
zon lo sera tamglen Ig accion, toda vez que ¥u dgnon?/mador
es mayor que 1
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Pero Sla = Oserd a-= 1 ysi el valor absoluto de a es in-

finito, la funcion « = = i adquiere el valor cero; luego

cuando” > 1, si x crece nez/ativamente y de um manera cov/i-
nua desde cnuo hasta el iN-riNiro nmoativi lafa Sn ~¢ is”
nape de ima manera continm desde Ino hasta ceuo.

. IN"™unamieiitgs analogos 4 | nte-
riores, fundados en los teoremas de los numeros 71061 f?(%o% (}e
muestran que  x cm. de ana manera

Escolios.

de ver que la funcion.a” puede adquirir
todos los valores comprendlc?osqentre cero e mfnﬁ)lto, ?ue?’?(i) to-
dos los nimeros positivos pueden considerarse como potelicias

positivas 0 neptivas, de un numero constante; por consi-
guiente; todos los numéros positivos tienen logariimo”

ifre ftfa z y

Puesto que las potencias sucesivas de un ndmero negativo

serian unas positivas, otras negativas y otras imaginabas ?

) la funcion no%ariaria’de una maieia conti-

nua. Ademas es evidente que la unidad no puede ser base de
ningun sistema, porque todas sus potencias son iguales a 1

En efecto: si en laecuacion a*=y, se hace »=0, serd a*= |,
l«ego logl = G
y si hacemos x= 1 serd a"=a,
10g£ = I.
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il.—I*rofilciltules ~encraics de los losarlliiioi®.

ioles esigual a la sumalafceﬁ‘?crilsI T(l)oggsitunqo%rgg Lllgg%a%%ovraeglos’tac
beany, y, y" ... vanos m'iineros, X, x\ x"  sus loe-aritmn«
respecm os en el sistema cuya base es iz Tendremos” 02] *
av=y, av=y"..,;
multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta

QX Noyyiytt.......
B“i JTT 9“Gf + eleipoiienfe déla poten-
; luego ® ¢* producto

log" =X x' X ... ;
BEEP BB soiiar oo rimos dev, ¥ L g ond

loi? 1>;/.<..).=logy + logy f-log + ...
207. Teorema. EI logaritmo de un cociente, es inual al lo
garitmo deldtvidendo menos el logaritmo del divisor *
bean y el dividendo € ;/ el divisor, X y x ’los logaritmos de
estos nimeros, y« labase del sistema. Tenemos las igualdades

Z=vy, av=y,
dividiéndolas ordenadamente, resulta

Vv
N = ~x' \Y
luego \og X~X' A = log —logy.

208. Teorema. EI logaritmo de una potencia cualouiern do
ifcTAnZeVirjotntir™> por
Sea y el nimero, » su logaritmo. Tenemos la igualdad
elevando ambos miembros & una potencia cualquiera m, sera
((mx~ ym.

luego ¢ logn«= j;ilog2.

209. Teorema. EI logaritmo de la raiz de un nimero es
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igv,gd al Io?a(itmo dei numero dividido por el indice de la raiz.
ea y el numero, x su log-aritmo.
Tenémos la igualdadj

=Y,
extrayendo la raiz m de ambos miembros, sera

de donde log /'y = X = loffy

210._ Envirtud de las propiedades anteriores, las operacio-
nes afitméticas se simplifican considerable.mente, por el em-
pleo de los logaritmos.

Se ve, en efecto, que para hallar el producto de varios nu-
meros bastara samar los logaritmos de los factores, y buscar el
numero correspondiente a esta suma; y que un cociente se ha-
llara os logaritmos del dividendo y divisor, Todavia
son mayores las ventajas cuando se aplicanlos logaritmos ala
elevacion & potencias y extraccion de raices de todos los gra-
dos, puesto que estas operaciones tan laboriosas, se reducen
respectivamente & multiplicaciones y divisiones muy sencillas.

m «—"'on»(lruooion <Ic Ins InbltiK de lo,enrilnio<it, y propiedades
parlioiilarcM de los I<»”arllinos de Ifirl* cs.

211. Unas tablas de logaritmos es la reunion de los nimeros
enteros desde uno hasta 10000, IC0IQDetc., y de sus correspon-
dientes logaritmos en un sistema dado.

El sistema que ha merecido la preferencia es aquel cuya ba-
se es 10. LoSlogaritmos en este sistema se llaman logaritmos
ordinarios” tabulares 6 de Briggs. *

212. Teorema. Puraque el logaritmo ordinario deun nu-
mero conmensurable sea conmensurable, se necesita y hasta que
el nimero sea una potencia de la base 10, cuyo exponento sea
entero, positivo 0 negativo.

En efecto: sea 2un nimero conmensurable.

1 Lainvencion de los logaritmos se debe &  Juan Neper, barén es-
coces, que publico su_teoria a 8)r<|fn0| ios del silo XVII.

& lI<l|enr| rlgg[s, profesor rie Oxfor | fge el %lmﬁro que,dé ilnst{i\ncia
eper, Construyo con la base 10. La base de los loga-
rltmoge neperljz]anes Xs é‘9f§z§?%%5 g
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En el primer caso el log-aritmo de n es positivo y podra re-
presentarse por la fraccion debiendo verificarse la igualdad
10 ®=1ii 6 10"

A i “ componen el

primer miembra; Te"
A= 2'-X5«,
tendremos
. 2i-X 5p = 2-?2X5M?-
de esta ig*ualdad se deduce ! P A
P=rq, p=sq, 6 r=s;
) - A= 2-X5" = 10»,
potencia positiva de 10.
Sities menor que la unidad, podra representarse por la

fraccion irreducible j, y su loMaritmo sera negativo. Repre-

sentdndole por —L se tendra

10 6 10 '=-2!, 6 =
de donde [Aritm. 146.] ‘
I=rti, \dP= bo.
_ _ _ ig-ualdadcs se deduce « = 1. v lase-
BOIERGHE RN e 1B por eYdRpIS e Diiys caso, que i sea
n:=-~=1,.r

potencia negativa de 10.
Para demostrar que la condicion del enunciado es suficiente,
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supongamos quo el nimero n sea potencia entera de 10, y lla-
memos;? al exponente de dicha potencia; segun esto tendremos

n~10P,

donde vemos que el logaritmo de. es,. nimero conmensu-
rable; que seri positivo si  es mayor que 1y negativo en el
caso contrarlo.

Asi, log 100=0, log 101= 1 log 102= 2,log 103 = 3..
log 10-i=-1, log 10-2=:-2, log 103 =-3...

6sea log 1=0, log 10 = 1 log 100= 2, log 1000 = 3.
loi.i=-I,logi=.2,log"=-3.,

213. Acabamos de ver que las potencias enteras de la base
10 son los Unicos nimeros conmensurables que tienen logarit-
mo conmensurable, y que Oste es igual al exponente de la ])o-
tencia. Veamos, ahora, de qué modo podran calcularse los To-
garitmos de los deméas ndmeros.

Su%ongamo.s que setrate de hallar el logaritmo del nd-
mero 2.

En el sistema de logaritmos de Briggs, las progresiones son
110 : ion : 1000 : 10000.....
.m0.1.2. 3,. 4 ..

Hallandose el numero 2 comﬁrendido entre 1y 10, su loga-

ritmo lo estard entre Oy 1; si hallamos mi medio proporcio-
nal entre 1y 10, y un medio diferencia! entre 0y 1, tendremos

las progresiones
1:3162: 10....

4 0.05 .1..

Como el nimero dado esta comprendido entre 1 y 3,162, su
Io?antmo lo estara entre 0y 0,5; hallando un medio proloorcm-
nal entre 1y 3.162 y otro .diferencial entre 0 v 0,5. resultan las
progresiones

1:1778:3,162....
VO0.025 . 05 ...

Ahora el numero 2 se encuentra entre 1,778y 3,162, vsu
logaritmo entre 0,25.y 0,5.

Si se continla interpolando un medio proporcional entre
cada dos nimeros que contienen al dado, y a lavez uno dife-
rencial entre los h>garitmos de aquellos, se llegara & encontrar
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dos nimeros, uno menor y otro mayor que 2, cuyos logaritmos
se diferencien en menoS de una décima, centésima, milé-
sima etc., y tomando uno de estos para logaritmo de 2, el error
sera menor que una de las mencionadas diterencias.

A Asi, después de once interpolaciones, se encuentra el niUmero
2 comprendido entre los medios proporcionales 1,990 y 2,001 y
su logaritmo entre los diferenciales 0,3008 y 0,3013, que se di-
ferencian en menos de una milésima; luego

log 2= 0,301
con un error menor que una milésima.

Del mismo modo podrian determinarse los logaritmos de
los demas nimeros primos menores que el limite de las tablas;
Vdespués sumando los logaritmos de dos numeros primos se
Biallarlz?n los de los compuestos, quedando asi formada una ta-

a de logaritmos. o '

Debermos advertir que este procedimiento sojo Sirve para de-
mostrar la posihilidad de construir unas tablas de logaritmos’
B?el\?ess Mateméticas superiores se estudian otros mucho mas

214. Una vez determinados los logaritmos de los ndmeros
en un_sisterna cuya’base es a, se puede hallar los logaritmos de
E%ﬁcﬂgsm nUMeros en otro sistema de base A, sin"repetir los

En efecto; sea %un nimero, x su logaritmo en el sistema de
base i?, x' su fogarltmo en el nuevo sistema de base A; tendre-
mos evidentemente

, A= 0
dedonde ' an — AN,
fit rrsllglgelts)ul)ggsa’lles estas cantidades, también lo seran sus Io&a
Xlog a= x'log A;
pero loga—1,

luego X=:X'lOgA 6 X'~xXx — " m

Segun esto, dado el logaHImo de un nimero en un sistema,
se obtendra el logaritmo del mismo nimero en otro sistema, mul-
tipheando el Iogarltmo dado por unafraccion que tenga por nu-
merador la unidad y por denominador el logaritmo dé la nuera
base_tomado €7i el primer sistema.

Esta fraccion recibe el nombre de modulo.

215. ljos logaritmos ordinarios de los niUmeros que no son
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potencia de 10, se exEresan aproximadamente por medio de
fracciones decimales. La parte entera de un logaritmo se llama
caracteristica, y la parte decmini mantisa. )
Tkorema. La caracteristica del lor/aritmo de un nimero ma-
yor quel, consta de tantas unidades menos una, como cifras
enteras tenga el nimero., .

Todo numero de I2cifras entarasque no es potenciade 10,
es mayor que 10 “” y menor que 10'%y su logaritmo estara
comprendido entre los logaritmos de estos numeros, gque sou
n ~\y n;luego la parte entera de dicho logaritmo sera n—\.

Asl. la caracteristica del I%garltmo de 4527,8 es 3; puesto
que siendo 4527,8 niiyor que 10"y menor que IOKsu logaritmo
serd inavor que 3 VVmenor que 4. .

De aqui se deduce evidentemente que un numero tiene tan-
tas cifras enteras mas una, como unidades tiene la caracteristica

de S/&s&?%%gﬁgg'la caracteristica es 0,1, 2, 3, el numero Tene
1, 2, 3, 4, cifras enteras.

210. Teorema. A? unnUmero a se multiplica o se dveid
por una potencia de la base 10, la caracteristica de su logaritmo
aumenta 0 disminuye en tantas unidades como tenga el espo-
nente de dicha potencia, y la mantisa no rana»

Tenemos, en efecto:
log {a. 10 = log a-i- log 10»=1log a+ n
y log {a:10”") = log a—log 10" = log «—n.
donde vemos que multiplicando ¢ dividiendo iipor 10», su lo-
garitmo aumenta 6 disminuye en n unidades enteras, que se
agreg’aran ala caracteristica ¢ se restaran de ella, sin que va-
rie la mantisa.

217. CoiiOLARio I/* Guando dos numeros estan escritos con
las mismas cifras, colocadas en el mismo Orden, y por consi-
guiente solo se diferencian en el lugar déla coma, sus logarit-

moyieneni ual mantisa. . . . T dl A
uesto que uno de aquellos esigual al otro multiplicado o

dividido por una_potencia de 10.
\si. los logaritmos de los numeros
827,5. 82,75, 8.275
tiene igual mantisa, siendo las caracteristicas 2, 1y .
218. Corolario 2" Si la caracteristica del logaritmo de un
ndmero aumenta ¢ disminuye en n unidades, el numero .semul-

tiplica 6 divide por 10”.
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- i A i :
IV .-ttlI8powci«, y HHUdv la” labias ,je IOffariIiuoN.

entero, hallar siiloga-

rilmo.

de Va?queTQue;o®lIVVVWWA -aritmso
mos de qlljos%}rﬁeros contiene Iosglo arplt-
decimales, “ desde 1hasta 20000 con seis C|fras

entero, pueden ocum> tr"s* casS de un ndmero

I '0 ,9’® el ndjnero sea menor que 2000.
Que esté comprendido entré 2000 y 20000

220
me7ior gve 2000/NV/* logaritmo se lusca es
ticales,’\esSeiL’s"Vs"eit'Iida" columnas ver-
nameros enteros defdegV\{tq i, , Ml LS
ros, en columnas masaucli-I i de los narne-
abreviatura

Log suslogaritm?iNpec VWM

fias d anfré) ||enISb/rcoanIet|a o838 COlUM-
gmerda eu cadallana va ni iltH P 'e alz-
coluiniias. T%das las dmlrnSiias T! e " mv«s

presentan dichas dos col™, L I o» ®la tabla

repeMos los enteros ,IeJem lista I'm
bias un milel*nmo? qu“ 2m encontrar en las ta-
« fe ifeax

W c¢» la”breviaturalo/o.

que aprendiininlinljarilf “"egss. 1,03 alumnos
otras mas extensas y voluminomfelml J.,"? ™MPI®»r
te;, puesto gue la disposicion es U nf=° ~ *generalizadas de Pe-
que se descubren & primera vista. ' - "d™o”ligeras variaciones
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su log'aritmo. ” En cuanto a la caracteristica, se determina por
el principio del nimero 215. )

Prpponiraiinnos. por ejemplo, hallar el logaritmo de 563.

Ante todo e.scribireinos la caracterUtica, (iue es 2; buscare-
mos después el nimero en la columna N.. llana izqgaierda. y
a su derecha se encontrarén las cifras 750503 que constituyen
la mantisa.

Por consiguiente.

log 563 = 2,750508.
Sea el nimero 1417. ) ] ]
La caracteristica es 3; las dos primeras cifras de la mantisa

no estan escritas, pero se toman las del logaritmo completo an-
terior, que son 15; las cuatro ultimas son 1370; luego

log 1417 = 3,151370.

221. segundo caso. EI ndmero dado es mayor que 2000 y
menor que 20000. ] ]

Prescindiendo por el momento de una cifra dé la derecha, el
ndmero que resulta se encuentra en las tablas. Se buscara este
numero en la llana de la izquierda, si la cifra de que prescindi-
mos esmenor que 5, y en la llana de la derecha si fucha cifra
es 50 mayor que 5, y a la derecha del nimero, en la primera
columna, se turnaran las dus primeras cifras de la mantisa,
como en el primer caso. Para hallar las cuatro restantes es ne-
cesario fiiarse en las columnas que tienen & su cabeza y pidlas
cifras 0, I, 2. etc. hasta 9, impresas en caractéres gruesos, y
buscar el resto de la mantisa enfrente del numero, pero en la
coltérgna que tiene 4su cabeza y pié la cifra de que se ha pres-
cindido.

Sea, por ejemplo, el nimero 12363. ]

_Prescindiendo de la cifra 3, buscaremo.s en la llana de la iz-
3u|er_da el numero 1236.y & la derecha de éste encontraremos

os cifras 09 de la mantisa: después, en la linea horizontal del
namero 1236 y columna de la cifra 3. de que hemos prescindido,
se encuentran las cifras 2124 que coinnletan la mantisa; por
consiguiente

La rnaatisa tieno sicmpra seis cifr.as; Us dos primeras se repiten
varias veces, por lo que S3 Inn oinibi lo en, la m\yor parte de los loga-
ritmos, y se eaeuentri su Iu_?ar en blaieo. Ouando suceda esto, se
tomaran jiara dos primeras cifras las del logiritmo anterior mas in-
mediato que esta completo; lis cuatro Gltimas siempre se oncuontran
enfrente del ndmero.
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log 12363 =r 4, 092124.
Sea el nimero 9487

‘w2 el nimero 048 y ha-

Hfl%ssrgs?ah‘t’ég%é;glﬁggg Slumn: Jaf

\f se encuentreﬂlas
log-9487 = 3, 977129.

I"or ejemplo, 9 queremos hallar el los-aritmo de fitHS eK

log 6458 = 3, 810098,
11a, 20000.

6487, 35.

propiésfo'iliy* portn ” {* u'ienttt 3>e el del

iTliZr7s!anivaY;hezrom

"<"r%/ordlfere8a% Tce 1400 TATATATATA 1000
nuestro €) emplo tenemos

log 6488 = 3812111
log 6487 = 3,812044

0,000067,
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lo que manifiesta que si 6487 aumenta en una unidad entera su
ogaritmo aumenta en 67 unidades _del ultimo 6rden ~im al
luégo, segun el principio anterior, si 6487 aumenta en

) 0,01, 0,02, | 0.03 etc
su logaritmo 3, 812044 aumentara en ’
0,01X67, 0,02X67, 003X67 ptr

unidades del altimo érden; como actualmente el nimero au-
menta en 0,30, el aumento de su logaritmo es
unidades del Mi’mo c')rge?r’f.r’x67 = 2345
Luego _log 6487,35 = 3812067,
despreciando las cifras que siguen ala sexta.
Ahora bien, el logaritmo del nimero propuesto 6487.35 se

T . log 648735 = 5,812067. )

Las dnerencias entre los logaritmos de dos nimeros conse-
cutivos se encuentran eu las tablas en columnas, sefialadas con
la abreviatura la derecha del logaritmo menory"WWW
ben el nombre  diferencias tahUares.

begun acabamos de ver, para hallar el loaarilmo de un nii-

Il= '»na.nlisa deliogarihno de esta parle entera-
ir 'L A or.la parte decimal separa-
da, y anadiando el producto a la mantisa %aﬁa aen (as f 1as,

se tendra Ié‘ mantisa que se, busca. la corac(eri.<llica se obtiene
por medio de' teorema del nimero 215.

Ejemplos.

1" Hallar el logaritmo de 325845.

oeparando dos cifras decimales, resulta. . . . 325845
La mantisa del logaritmo de 3258 es.................. 51206*1

La diferencia tabular 133 mnltmlicarla por 0,45
ua, prescindiendo de las cifras decimales................. 60
A Beq eiLnL‘Jmero 1z_:;726493_Luego, log 325845 = 5.51301T
Separando tres cifras. decimales, resulta. 18726 493
La mantisa de log ia726 € S . .ccccocvevvverrennee. 272445

La diferencia tabular 23 multiplicada por 0,493
........................................................................ 1

Luego, log 18726493 = 7,272456 '
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~223. Para multiplicar la diferencia tabular perla parte de-
cimal separada con la coma, pueden emplearse las tablitas au-
xiliares llamadas de las partes proporcionales, que impresas al
margen de las planas, contienen los productos de las diferen-
cias tabulares por cada una de las cifras 12 3,..... basta 9;
de modo que se encuentran en ellas los productos parciales de
la diferencia tabular por cada cifra de la parte decimal sepa-
rada, lo que evita el trabajo de formarlos.

Asi, para hallar el logaritmo de 325845, empleando las par-
tes proporcionales, escribiremos la mantisa correspondiente al
Iogarltmo de 3258, y buscaremos los productos de la difei-encia
tabular 133 por las cifras separadas 4y 5. gue son respectiva-
mente 532y 665, los que se escribiran debajo de dicha mantisa,
pero teniendo cuidado de correr el primero un lugar & la dere-
cha, porque representa décimas, y el segundo un lugar mas,
Porque representa centésimas. Sumando y despreciando las ci-
rag,glemmales gue siguen & la sexta, se obtiene el logaritmo
pedido. .

La Operacion se dispone asi:

Mantisa de log 3258. . . . 512951
Dif. tab. por0,4........cccocvnee. )32
Id. id. por 0,05 665
SUMA...ciiiiiieieie e “'STMIOSB™
Luego log 325345 = 5,513011.
Sea el numero 18726493.
Mantisa de lo 18726. . . 272445
Dif. tab. por O, s Q
Id. id. por0.09. . . . 207
Id. id. por 0,003.. . . 69
SUMA..eiiieiiieeeeee e 272456339 *
Luego log 18726493 = 7,272456.

224. Problema 2.“ Dado un logaritmo hallar el nimero
correspondiente.
En la resolucion de este problema distinguiremos dos casos:
1 que la mantisa del logaritmo dado se encuentre en las ta-
blas; 2. que'dicha mantisa no se encuentre en las tablas.
225. PapiER CASQ La mantisa del logaritmo dado se en-
cuentra en ¢as tablas.
Se buscaran las dos primeras cifras de la mantisa en la co-
lumna log. 0; descendiendo después por la misma columna, se
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busca mia linea que empiece por las dos cifras siguientes de la
manUbfi. 6 por dos cifras que conipongan un numero menor v
lo mas proximo posible al compuesto por aquellas. Recorriendo
dichalinea de izquierda & derecha, en todaSa extension de las
dos llanas, se encontraran las cuatro .cifras ultimas de la man-

Hecho esto se escribe el niumero de la columna N _que este
enfrente de las cuatro Gltimn.s cifras de la mantisa: & siUerecha
se pone la cifra de la columna en que se han encontrado éstas- y
del numero que resulta se toma para parte _entera tantas cifras
como, unidades ma.s una tiene la caracteristica [215]. afiadiendo
al ehicto uno 6 mas cUos si Inesen necesarlos.

3. 685473"° e ® ndmero cuyo log-aritino es

Buscaremos las dos primeras cifras B en la columna loo- o
y. descendiendo por la misma, hallaromo.s una linca que
plez:afor 48: como la siguiente empieza por 57. nimero mayor
que ud. se-recorre la primera de izquierda & derecha, v en la co-
lumna del 7 sc hallan las cifras 547:1. FA numero de la'columna
N. seguido de nn 7, da 4847, que es el m'imer.i buscado %—s

debe tenelr cuatro cifra.s enteras.
Sea el logaritmo 5.180059.

RL numero 18y todos lo« comprendidos entre 00 v 30 se en.
cueiitran en las tablas en dos puntos bastante sepafados** uno
antes y otro después del nimero 1000: conviene en todos los ca-
sos leer las dos primeras cifras _de la manti.sa, cuando no pasan
de 30. después del numero 1000. Una vez hallado el nimero 18
observaremos que va seguido en las tablas de las cifras 0l ana
ya .son mayeres que las DDdel logaritmo dado; en este caso ven
todos los analogos, se buscan las cifras restantes de la mantisa
en la linea swpp.rior inmediata, v se encontraran precedidas dp '
nn_asterisco. En el eJIer_n lo actual las hallamos en la columna
o frente al_numero loi:h que con la cifra 8da 15138: como la
caracteristica es_5. afiadiremos nn cero, v 151380 sera el na-
mero correspondiente al loo-arifmo dado.

226. Segi-ndo caso. L'i mantisa del logaritmo dado no o
encuentra en las tablas.

Sea el logaritmo dado 3, 893912,

BusCTndo esta mantisa, por la regla del caso anterior, se en-
contraran dos con.secutivas 893873 y 8939-28, una menor v otra
mayor que la propuesta, de donde Se infiere que ésta no se en-
cuentra en las tablas. Los nimeros correspondientes & las man-
tisas hallada-s son 7832y 7833, entre los que debe hallarse el Z -
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mero que buacumo.s; para calcular qué aumento experimenta
el numero 7832 cuando su lop-aritmo aumenta en 39 uniaades
delmltimo ordeii decimal, que es la diferencia entre el loiraritmo
dadoy el inmediato inferior délas tablas, buscaremos en és-

tabular .05, y diremos; si por el aumento de
0000005 en el logaritmo, aumenta 1unidad el nimero, cuando

merofVYWW\¥* “«nienta en 0,000039 /.cuadnto aumentarda el mw

equn el principio enunciado en el nUmero 222. el aumento
que%t%camog serap xa.l‘”ﬁ]wrmu

0,000039:0,000055 6 39:5570,709:
7832709 iiumero correspondiente al Inu-aritmo dado sera

De lo expuesto se deduce la regla siguiente:

. ¢, numero correspondiente d nn logaritmo
cuando la mantisa no se encuentra en las tablas, se buscaen ellas
U mantisa menor mas proxima a la dada, y se divide la dife-
rencia entre ambas por la diferencia tabular correspondiente dia.
menor, taparte decimal del cociente se escribe a la derecha del

wimero correspondiente & la mantisa hallada en las tablas vse
tantas cifras enteras como unidades mas una tiene laca-

e acteristica.
Ejemplos.

1. Hallar el nimero correspondiente al logaritmo 4, 168130.

Mantisa del log. dado.........c.cceeureneene. 168130

Id. del inmediato menor............. 168114
DiferencCia.........ccocveeveeeeveniiecieneens Tttt
Diferencia tabular. . . on

,Cociente de 16 : 30= 0533. '
Escribiendo este cociente & la derecha del numero 14727
correspondiente a la mantisa hallada en las tablas, Y separan-
do 5 cifras enteras, resulta el nimero 14727,533. A

2. Seael logaritmo.........co........ e ‘tnosop
Mantisa del inmediato menor............ 732555
Diferencia. . , .ocooevveeeeenne e A
Diferencia tabular. o

Cociente de 25 : 80 = 0.3125 ..............

NUmero correspondiente & fa mantisa
lﬁgﬁlada en %gotab AS.irieiier e 54

Luego 5,732580 *=log 540231,25.



227. lLastablas de partes proporcionales dan facilmente el
cociente de dividir la diferencia entre las mantisas por la di-
ferencia tabular.

Para dividir 25 por 80, ejemplo 2.”, se busca al marg-en la di-
ferencia tabular 80, y se recorre la colummi de los jiroductos
hasta encontrar e! namero inmediato Inferior a 25, que es_24;
la cifra 3 de la izquierda, es la primera del cociente. La dife-
rencia 1entre 24y 25 se multiplica por 10, v se busca en la co-
lumna de los productos el nimero mas proximo a 10, que es 8,
la cifra 1de la izquierda es |la segunda del cociente. La diie-
rencifi2 entre 8y 10 seinnltiplica’por 10. v se bu.sca el numero
mas proximo al Fro_ducto 20. que es Ifi, y 2sera la tercera cifra
del cociente. Del mismo modo .s oDtiene la ultima, que es 5.

228. ihioBLEMA 3.° Hallar el logaritmo ih;unafraccion.
Sea la fraccion 2’
Sabemos [207] que
log 3 - log 7—Ilog 13:
siendo el logaritmo de 7 menor que el de 13, la diferencia, 6
sea el logaritmo de ser4 negativa, lo que sabiamos ya
[201J.
Asi,log 1. 0845008 —1,113043 = —0,268845.
220. Tratemos ahora de hallar el logaritmo de una fraccion

decimal menor que la unidad.
Sea la fraccion 0.004.56.

Tenemos 0,00456 = 4,56:1000;
luego log 0,00456 = log 4,56 —Ilog 1000,
0 log 0,00456 = log 4,56 —3.

El logaritmo de 4,56 tiene igual mantisa que el de 456. y la
caracteristica es cero; luego '

log 0,00456 = 0,658965 —3.

~ Ahora podriamos restar 0,658965 de 3, y poner ala diferen-
cia el signo menos; pero es preferible dejar indicada la su.s-
traccion,”si bien bajo otra forma.

Esta es: 3,658965.
25
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la f el, inOica,,e

uencf:«!'ernu” St . . . .
glgnlflca iva. Sta Piesto, la primera cifra g&nmal

Demostremos allora que siempre sucede lo miNNTin
cando eVnumSoVadoUMo'A
propuesto por 10“ su io&aritmn ifn « “~*¥plicudo el nimero

las que defcn .'estaiee d™a‘Z cte rIS |'""
verdadera. Por consiguiente éstl se if P&™ il

A 0~n =i
Ahora podemos enunciar la ree-la sio-nipnto

de Iaggimera cifra significatira-
tiene como si el
log- 0,7852 =i1,894980.
log 0.00027 = 4,431364.

logaritmo de 'm m ferJ,sufilJativA*A**A i*omspondiente d un
Sea el logaritmo 2,653213.

[ NN decimal sig-

nificativa es
N corresponde

el nimero 45 tendremos~
2653213 = log 0,045. . .

mo dado a<i“carmterisUm™\*
posUim, y seescriben después de la coma

ar que la rlmerao ifrisigstfg”
a caractcrisiica. eupe ei lugar indicado

logarit-

Asi. 7845098 = log 0,7
xQ e ™M2B273= log 0,000018.
ciones aritméticas” clando\lg”™ _ opera-
[ lifva:"'

i,es deeunales de caraoteristicinegativa’
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Adicion.

;853469

1,934508
3,695430
0,483407
Sumando las jiartes decimales, por la reg*la general, resulta
la parte decimal de la suma y ademas 2 unidades enteras po-
sitivas, que sumadas ,alg*ebraicameiite con —4. —1y 3, dun
la caracteristica 0.

232. Sustraccion.

457893
2,583042

3,873951

Restando las partes decimales, por la reg-la arenerai, resulta
la parte decimal de la diferencia; pero habiendo aumentado_el
nimnendo eu una unidad positiva, debe aumentarse en la mis-
ma la parte entera del sustraendo, que asi se convierte en —1:
restando algebraicamente las caracteristicas resulta

—4—1)= —4~hl= —3.
La sustraccion puede convertirse en suma, por medio del
complemento log-aritmico.
LIamamos compUmento aritmético dj \m logaritmo 6 comple-

mento logaritmico, & otro logaritmo que sumado con el pro-
puesto de la suma cero. A

Se desprende de esta definicion que el complemento de un
logaritmo es igual & éste y de signo contrario.
Asi, el complemento de 5 es_5, y reciprocamente, puesto que
5+ 5= 0
ualmente, el complemento de 3,141724 es —3,141724.

I

pues%o que
3141724 f- (—3,141724) = 0.

Sin embargo, como al efectuar operaciones con logaritmos
nunca emplearemos los negativos, sino que seran reemplaza-
dos por los de caracteristica negativa y mantisa positiva, para
hallar el complemento de un logaritmo, en vez de cambiar el
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gmentes:« e e reg-las si-
>iirl (Ha caracteriHioa, iespnes de afia-
deyade "Z[TdA L | S “™ ngnificaliva

Demostremos estas reglas

esto es, tantas mas nna"“ceno tieneta'lfaLcteSa; " S a
-' 4,2M306 = — 0 -(- (65— 4,274356)
—4,2/4306 = — 5+ 0,725644 = F. 725644

decimlu”i|Sath'fy Tan/A» primera dfra

ful\om¢?elnto seiT — “"““«"«‘i* negativa "472358.
2 — 0472358

POV cm ;i'|.Arti;;[etf;.'0SSem {20~
1,527042.
adicion® “" puede convertirse en

Sea 4,4729J5-6,89.5023.
Esta diferencia equivale & la suma

4472935 + (—6,895023);
complemento

elcoM-

Ejemplos.
1" Efectuar la sustraccion siguiente;
4,457893 — 2,583942.
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Disposicion practica.

Minuendo................... 4457893
C*° del sustraendo. . 1,416058
Diferencia........ccceen.... 3,873951

2.° Hallar el logaritmo de la fraccion ‘}3

Disposicion practica.

Log 43 176334638
Oto log 79. ...ccccveeeeee. 2,102373
LOg e, r,735841

Multiplicaciéon.

233.  Solo vamos a considerar el caso en gue el' multiplican-
do es un logaritmo de caracteristica negativa, y el multipli-
cador un numero entero y positivo, por ejemplo

3,257608
5

, 14,288040
. Multiplicando 5 por la parte decimal del logaritmo, se ob-
tiene la del producto y ademas una unidad positiva, que su-

mada algebraicamente con 15, producto do 5 por la caracteris-
tica, da 14.

Division.

234.  Supongamos que el dividendo esun logaritmo de ca-
racteristica negativa, y el divisor im nimero entero y positivo,
y distinguiremos dos casos; 1.“ que la caracteristica sea imilti-
plo del divisor; 2." que no lo sea.

142,214572 :6= 7035762

Como se v”este caso no ofrece dillcultad.

7 3460935 : 5= (—3 H- 0,460935)
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Aumentando y disminuyendo el_dividendo en las unidades
necesarias para %ue lg caracteristica sea divisible por 5, gue
son 2 en nuestro elemplo, tendremos A

34600935 ; 5= (5-h24(50935) : 5= —1-4 0,492187 = 1,492187.
235. . Para ejercitarse 6n el uso de los logaritmos, es muv
conveniente efectuar los calculos si<ruientes: A
1 Hallar el valor de x dado por la igualdad

= 429217

Tomando lograritinos en los dos miembros, sera
log X=Iolg 429 H-log 217 —Ilog 835,
logx*]o” 429+ log217 -i- Colog 835.

2.632457
336460

3,078314
J<fogx=: 2047231, 27= 111,4887..
2. Hallar el valor de x dado por la ig*ualdad

3,27X5,428

7,2x95%x0,36 '

Log X=log 327 |og 5428 H- _ log 7.24-C”log 95 -h

CM log 0,36.
0.514548
0.734640

1,142668

2,022276
0.443697

Log X= 2.857829 27= 0,072082.

| 584

log X= (log 427 —+ C.to log 584) 4,
%630428
3.233587

12864015
4

log 3t= 1456060 , x = 0,285798.
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5

vV 5
log 49-h log-8 -h C.to log 75
5

1,690196
0,903090

2.124939
0,7r8220"
a;= 0,143645, ip= 1,392019.

log X

24
X=\ 175
log <= (log 24 - C. Iog3 17HhColog 5 5
1.380211
2.769551
1.3Qi030
400792
5
3,253960
log & = 1,084653, #=0,121521,
24.35
o S
Prescindiendo del signo menos, sera
log — = log 24+ log 35~h Cito log 87.

1.380211
> 544068
~2.060481

084760
24
—QS—S = 0,655178. T= _ 9.655178.
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Aplicacién <lulos lo~arilmos a la resolucion de las
ecuaciones exponenciales.

., Ul(crra ECUACION exponencial la ecuacion en que la
incognita entra como exponente.

ar=b,
es una ecuacion exponeucial.
ambien lo es
a C.

La primera es una exponencial de primer orden, vy la
"\M%%j%se?undo orgen, por ser el exponente una expo-
nenci primer orden. Del mismo o -

0
] a —d,
es una exponencial de tercer ¢rden etc.
Vamos a resolver la ecuacion

=0
Tomando logaritmos, resulta
Xloga = log b,
de donde X = :Ogb
Sea la ecuacion °ga
: _ a =c
Tomando logaritmos sera
b~log ii = log ¢,
de donde Ix logi _
loga’

S tomamos logaritmos otra vez, tendremos
Xlog b= log log c—log log 3,
de donde x  iQglogc—Ilogloga m
log h

ngg}qg;;g;ams de otros ér%{e!, 0 se resolverian las ecuaciones



393

Kjemplos.
1" 8“=17524.
log* 7524 3.876449 _
0903090 4,292428.
2. 43 = 65536
5 log* 65536 4,816479
. log 4 0,602060
X log 4,816479 —log 0.602060 0,903090
log 2 0,301030

%l.—loicrcs conipaeiito.—.4nunli(lade».

237.  Sabemos [Aritm. 322] que el interés se llama compuesto
cuando los intereses que produce un capital en un periodo de
tiempo, se acumulan al capital, formando asi uno nuevo, que
aumenta al fin de cada periodo.

_ Por ejemplo, si una persona_ presta 20000 pesetas al 5 por
ciento anual, y trascurrido el primer afio no_percibe los inte-
reses, el capital durante el segundo ano serd igual al primitivo
aumentado en dichos intereses, que importan 1000 pesetas, esto
es, & 21000 pesetas; de suerte que el interés al cabo del segun-
do ano se compondra del interes del capital 20000 mas el inte-
rés del interés 1000, importando, por consiguiente

1000 H-00 = 1030 pesetas.
Si tampoco se perciben estos interese.«, el capital sera du-
rante el tercer ano
22050 pesetas,

y se aumentara en d 5 por ciento para fortunr el capita! cor-
respondiente al cuarto ario. y asi suce.sivamente.

En las cuestiones de' intérés compuesto, en vez del tanto

or ciento se emplea, como mas comodo, el iantn por wio\ en

ugar de decir, por ejoniiilo. que 100 pesetas pro Uiccn 5. dire-

mos que 1 peseta produce m 6 0,05, lo que es enteramente

igual.
Propongamonos resolver el siguiente
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al cabo desmarnio, se

m N1+i){l-hif=¢e (i4?-)2
A resulta al fin dei
) i’\O——hr)" {I—\—r&z .c{\-hr]\
m Finalmente el capital al cabo de t arios sera
- c[lI-{-nNK
bi lo representamos”por 17tendremos la formula

terd?

naffieto/SeiodVan'S* *"*"« que <Il’uu

Supongamos ahora, que el tiempo sea el nimero fracoio-
nano de anos-~.

Kepreaenteml por el interés que debe producir la uni-

dad de dinero en el tiempo para que en un ano produ.-

car.
Si cada unidad de dinero produce » en el ﬂgmag —
™ N'm'i'ial'es de

S o seclStWiren

vemos, pues, gque para hallar el valor de un capital al cabo de
le fraccion de ado ---, se multiplica el capital por 1+
Como esta regla puede aplicarse & un capital cualquiera, es
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claro que ¢ (1-1r) al cabo de otra fraccion— de afio, 6 e

el capital cal cabo del tiempo —2 , serd
cl+ xN\

igualmente, al cabo del tiempo 3 . el capital csera
c(l4ay, .

y por ultimo, el Capital cal cabo del tiempo-—, sera

Tendremos, pues,

6'=:c(I-hij;)",
llamando C & la suma del capital é intereses al cabo del
tiempo — .
El razonamiento anterior demuesti’a que el capital c al
cabo del tiempo — , esto es. al cabo de un ano es

y como sabemos por otra parte que este capital es también

c'l-hiA
tendremos
cel'h  —cui-fr):
de donde 1
H-a;~ 1+ % .
Sustituyendo este valor de 1H-? en la férmula [2], resulta
1 N

.G=ci(]+ry") =c(l+ ).

y COmo es el tiemno, se puede sustituir por t, obteniendo
" m-
Luego laférmula [).], obtenida en el supuesto de ser i un
m'imero entero de anos, es igualmente cierta cuando / sea un
ndmero frnccionario.
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La ecuacion [(11] establece una relacioi) entre las cantidades
O ¢ r, t,y nosdara una cualquiera de éstas, cuando se co-
nozcan las otras tres. | .
Si conocemos el capital primitivo, el tanto por uno y el
tiempo, tomando logaritmos, sera
log-C)'=logcH-ilog(l
Si conociendo la suma C del capital é intereses, el tanto
por uno y el tiempo, queremos hallar el capital primitivo c,
tendremos
@

de donde .
logc= logC—ilog (1 V).
Si la incdgnita es el tiempo t, sera
logg—Ilogc
log(l-f-r)
Por altimo, si deseamos conocer el tanto poruno r, ten-
dremos

bog {t + 5= 109.6logc

Ejemplos.

1.  ® Hallar el valor del capital 6500 duros al cabo de 8 afios
al 6 por ciento.

log 6500.................... =3,812913
log 1,06 = 0,025306
8 1og 1,06.........cccen... = 0,202448

Log O — 4,015361

C — 10360 duros. N
2.  ® f"Cml es el capital que vale al cabo de 9 afios 43800 pese-
tas, siendo 5 el tanto por ciento”

log 43800................ = 4641474
log 1,05= 0,021189
9109 105.....ccrmsrminee.. =0,190701

log c = 4,450773
c= 28234,03.
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3. ® "Cuénto tiempo debera estar colocado un capital de 8000
pesetas, al 5 por ciento, para que adquiera el valor 14000 pesetas”

10g 14000.........c.cc.... =4,146128
log 8000.............. =3.903090

2,247038
log 1.05.................. = 0,021189
log 0,243038. . . . = y85674
"log 0,021189. . . .= A326110

log t = 1,059564
= 11 afios 5 meses 19 dias.

4.  ® ¢Aquetanto por ciento debei'acolocarse un capital de
25780 pesetas, para que al cabo de 4 afios ascienda d 33702,40

pesetas®
log 33792,40 = 4,528819
log 25780 = 4.411283
0,117536

log (1+ r) = 0,117536 : 4 = 0,029384
eI+ 2= 107, r= 0,07,
luego el tanto por ciento es 7.

238.  Problema 2® Un capital ¢ se colocapor t afios al tan-
topor uno r, a interés compuesto; y cadaam se agrega al capital
primitivo una suma igual con las mismas condiciones. i Cual
serd, al cabo de dicho tiempo, la suma total de capitales e inte-
reses compuestos™

El capital primitivo ¢, al cabo de t afios, vale

la suma c, que se agrega al fin del primer afio, permanece co-
locada ¢ — 1 afios, luego se convierte en

c(

igualmente, las sumas iguales d c agregadas al fin del segun-
do, tercero, cuarto etc. afio, valen

c(l c@l+ cl etc.;
y la Gltima suma ¢. como solo produce interés durante el Ulti-
mo afio, se convierte en
c (L-hr).
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Si llamamos C aia suma total de capitales é intereses com-
puestos, sera

-he (1+ e{l-hry-2-h ... Hc (' + ™
poniendo c por factor comudn, resulta
17=rE [(1 + ?9i4- (L-h2F*-h (L-hr)i-2 ~ ...

El segundo miembro es el producto de c por la suma de ks
términos de una progresion geométrica, ciivo primer térniino
es 1-f-r, el dltimo {I~\-r]*, y iii razon 1-hr; luego
y7, @+n] _ ci'l-hr) {1-hr)i—1]]

r " r'

Ejemplo.

Una suma de 1000 pesetas se coloca a interés compuesto, sien-
do 5 el tanto por 100, y cada afio se agrega al capital primitivo
otras 1000 pesetas con las mismas condiciones. “Cual sera al
cabo de 12 afios la suma total de capitales éinteresesi

Tenemos

c= 1000, r = 0,05, t'M\%

1000>< 1,05 (1,05*» — 1)

log 1000.........ccvne.e. =3
Iogg%,OS ..................... = 0021180
1052 —1= 0,795842
log 0,795842............... = 900827
C.tolog 0,05............... = 1,301030
Log C = 4,2230iir
C — 16712,69 pesetas.

239. PRCBLEXAS." Un capital ¢, tomado & préstamo, debe
pagarsepor medio de t cuotas iguales, que seran satisfechas al
nn de cada afip, a contar de la epoca det empréstito, j Cual sera
la cuota anual siendo r el tanto gmr undl

La cuota anual recibe el nombre de anualidad; de suerte que

] es la suma que debe pagarse anualmente para exHn-
%LJII’ una deuda y sus intereses compuestos en cierto numero de
nos.

El capital cai cabo de t ailos, se convierte en

c{I-hi*)sS _
esta esla suma Te_de eria abonarse al prestador si todos los
%agos se hiciesen al fin del tiempo t.
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n
Pero la anualidad i7satisfecha después del primer afio re-
emprLitTun~su™a

dan-»
iguales & a satisfechas después del se-
? . anos respraesentan al fin del tiempo
f. otras cantidades mayores, expresadas por

. _de los valores que adquieren las cuotas al fin del
t-iempo i mas el valor a de la ultima, debe ser igual 4 la cantidad

c(l+ ;).
Tenemos, pues,
(@-hry-i -+.a{l-h 22+ «1+ ... f-(= c (@i
6 af[@+n-"+(1 (Lry-A-A - = c(i-g U
Ay =N oo

_En esta ecuacion entran cuatro cantidades a, ¢, L r: las dos
Prlmeras pueden , calcularse facilmente, siempre que las otras
res sean conocidas.

En efecto, despejando ay después c, tendremos:

Noer_{\*rY afit+rynl]
@HnN<—1" » @H-N”
Para hallar el valor de t puede hacerse
L2 —1=2?,

trasformando, asi la ecuacion en

¥ m=c[\\x), queda 2= . Crcr
una vez conocida 22, brillaremos i del modo siguiente:"" ' e
@-hi"' = 1-h2?,
nog[H-r) = log(l-+-a?),
v, log(l+ @)
A log(l+ D m

~ Por dltimo, si_tratésemc_)g de hallar r, encontrariamos, ha-
ciendo 1+7?+ = 2) la ecuacion del grado ¢-f- 1

122iN _ (c-grt) aj j a= 0
gue no sabemos resolver. .-
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EJERCICIOS.

I Un obrero, que debe iibrir un pozo de 35 metros de profundidad,
recibe 3 pesetas por el pri‘r.er metro, 4 por el segundo, 5 por el tercero.
y asi sucesivamente. ¢Cuénto recibe por abrir el pozo?

Il Un cuerpo, al caer en el vacio, recorre durante el primer se-
cundo 4,8997 metros, dorante el segando recorre tres veces esta dis-
tanc'a, durante ol tercero, recorre cinco veces la misma, y asi sucesi-
vamente. ¢Cuantos metros descendera en 12 segundos?

I11. Hallar la suma dejos términos de una progresion aritmetica,
conociendo el dltimo, la razény el ndmero de te'nuinos.

IV. Hallar los términos extremos de una progresion aritmetica, co-
nociendo la razon, el nimero de términos y la suma de estos.

V  Conociendo el primer término de una progresién por diferen-
cia, la suma de todosy la razén, hallar el altimo término y el nu-

mero de estos.

VI. Unapersona accede a vender su caballo & condicién de recibir
un céntimo de real por el priiuoro de los 32 clavos que tienen las her-
raduras, 2 céntimos por el segundo, | céntimos por eUercero y su-
cesivamente, duplicando siempre el nimero, de ci-mtimos. ¢Cuanto
mDick por el caballg? .

VII. Resolver los problemas ili, 1V, y V cuando la progresién es

geomeétrica.
vIH. Calcular por medio de logaritmos las siguientes expresiones:
' 5
—2
=1/

I, Averiguar de qué expresiones provienen los siguientes valores:
logJ= -g-log «—1log Q logis” log rt-t-7log 5—3— ~-log a.

X. Resolver las ecuaciones siguientes:
5¢ w2 -
X gl

2" 3~ = 9
X1. En cuéntos anos se duplica un capital cualquiera, prestado a
interés compuesto, siendo 5 el tanto por ciento? y ,
X1l Averiguar qué capital sera necesario colocar a interes com-
Duesto, para que retirando al fin de cada afio una suma de 5000 pese-
tas, se reembolse el capital y los intereses al 6 por ciento en 20 anos.






Se halla 4e venta este tomo en Orense, librerias

de IX Vicente Miranda y de D. Neinesip Perez, al
precio de 26 reales, ruastica.

En las mismas se vende el tomo ii. Oeom,.tria u
Ingonomelria, al precio de 22 reales.

Los pedidos de alguna consideracién pueden ha-
ceriie duectainenfft ai antor.



