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tiem' jju-ton's 2 y o, os divi-<or de 9VH>; lnego^es imposible obte
ner dos residuos iguales sin bailar antes un cociente exacto;
por consigiiiente 999... e.s múltiplo de B.

226. 'li'íORiíMA. ¡Si d  denominador de. v.na fracción irredv- 
cíble ec primo con 10, la fracción decimal equivalente es periò
dica para.

'íSea la fracción - ^ , y  R  el residuo de dividir A por B.
Añadiendo un cero al residuo R y  dividiendo por B  se ob

tiene la cifra de las décimas; si en eÍ curso de la operación se 
repite el residuo R, añadiéndole un cero y dividiendo por B  se 
reproducirán dicha cifra y la.s siguientes en el mismo órden. y 
la fracción será periódica pura.

La Operación de convertir -jj- en decimal, se reduce á divi
dir A seguido de un número indefinido de ceros po r^ ; por tan
to los dividendos totales pueden representarse por A . in«’, 
donde m valdrá .sucesivamente 1, 2, 3, 4 etc.

Para que un dividendo total A  . 10 reproduzca el residuo 
7(1 dado por el numerador yl, basta que la diferencia . 10”’ — A 
sea divisible por B  [77].

A . 10Pero A . 10 — A =  ( 10 — 1 ;.
y siendo lO"’ — 1 un número escrito sólo con mieve.s, llegará á 
ser múltiplo de B  [Lema], y. con mayor razón, la diferencia 
A ;10”' — 1) será también divisible por B; luego el residuo R  
se repetirá y la fracción periódica será pura.

Escolios. 1." Cuando se llega á un dividendo A . 10’'» que 
reproduce el residuo R, concluye .el primer periodo; y como 
cada cero añadido al numerador A origina una cifra decimal, 
el periodo tendrá m cifras: pero R  .se repite cuando B  es divi
sor de la diferencia A ÍIO"»— 1), ó sea de 10 ”» — 1, puesto que 
B  es primo con A, y  no puede repetirse antes [78]; luego si ob
servamos que 10'” — 1 es un número escrito con m nueves, de
duciremos que

El número de cifras del per mío es igual al menor número de 
nmves necesario para formar un múltiplo del denominad.or.

2." Llamando C al cociente entero de ó sea á la parte
entera de la decimal periódica pura, y G' al cociente entero de 
A - 10”» por esto es, á la parte entera seguida del primer
periodo tendremos.
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À X  IO'-» =  B x  C ■+■
A

restando estas igualdades ordenadamente resulta 
A [10’" -1 }  =  ^ (6 " — 6'). [1]

Si A termina en cero, el primer miembro es divisible por 10, 
y el segundo también tendrá que serlo; pero 10 es primo con B, 
luego será divisor de C‘ — C. Ahora bien, para que esta diferen
cia sea divisible por 10 es necesario que termine en cero, ó lo 
que es lo mismo, que la última cifra de la parte entera sea 
igual á la última del periodo.

Luego si el numerador termma en cero, la iUtima cifra en
tera y la, última del período son iguales, t

Por el contrario, si A no teriíiina en cero, como 10”' — 1 no 
contiene el factor 2 ni el 5, el primer niicmbro de la igualdad 
[1] no termina en cero, por consiguiente tampoco el segundo 
terminará en dicha cifra, y las últimas de C v O' serán des
iguales.

Luego si el numerador no termina en cero, la última cifra, 
entera y la última del periodo serán desiguales.

EJKMPLOS.

1." Sea la fracción y - .
El denominador no contiene el factor 2 ni el 5: luego la frac

ción decimal equivalente será periódica pura.
El menor mùltiplo del denominador, formado sólo con nue

ve.'». es 99; luego el periodo tendrá dos cifra.s.
5Efectivamente - y  =0,4r)45....

2." Sea el quebrado
La fracción decimal equivalente es periódica pura.
El menor múltiplo del denominador, formado sólo con nue

ves, es 999: luego el periodo tendrá tre.s cifras.
Además, terminando el numerador en cero, la última cifra 

entera y la última del período serán iguales.

1 Hemos creído oportuno deducir esta conclusión, porque muchos 
autores afirman en absoluto que las cifras de que se trata sicuipre son 
dosiprunles.



Efectivamente
87

11 5
=  18.518513....

227. Tkorhma. S¿ el denominador de una fracción irredii^ 
able contiene el factor % el factor 5 ó ambón, y ademán vai factor 
primo distinto de 2 y  5. la fracción decimal eqnhalente es periú 
dica mixta; y taparte no periódica tiene tantas cifras como uni
dades tenga el mayor de los exponentes de'üy 5.

Sea la fracción irreducible y Rupongamos que 

-5 =  2 ^ 5 3 .3 .
Querenios demostrar: que la fracción decimal equivalente 

es periódica mixta; 2.” que la parte no periódica tiene tres ci
fras.

1. " La fracción equivalente á es periódica [223]; si fuese 
periódica pura tendriainos la igualdad

jÍ (10 — \) =  B  [O — O), [226, escolio 2."].
Ahora bien, siendo B  factor del segundo miembro, lo e.s 

también del primero; pero B  es primo con A, luego divide á 
10"* — 1; lo que es imposible, porque 10'” — les un número es
crito con nueves, y por tanto no contiene los factores 2 v 
de B.

Juiego la fracción decimal es periódica mixta.
2. " Supongamos que la parte no periódica tenga m cifras v 

n el periodo.
Dividiendo /I . 10 por B, el cociente C será la parte entera 

seguida de la no periódica; y dividiendo A . 10«* . 10” por B. 
el cociente C  será la parte entera seguida de la no periódica v 
del período. Los residuos de estas divisiones son iguales, por
que son los que originan la primera cifra del períoao.

Tenemos, pues,
A . 10»* . 10" =  ^  +  2?
^ .1 0 » ' = B , O a -R .

Kestando ordenadamente estas igualdades resulta
A . 10« (10” ~  l) =  ^(ó)"— O).

Allora bien: 53 es factor de B, luego divide al primer miem
bro. y siendo primo con A y con 10” — 1, divide á 10«; por 
con.'íiguiente m vale 3 por lo menos. Si w fuese mayor que 3,
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por ejeni})lo 4. (il primer miembro seria divisible por 10 *, Ille
so taeibieii lo seria el seg-undo: y corno ^  á lo mas puecìe ser 
divisible por 1()3, C  — U lo seria por 10 ó terminaría en cero, lo 
^ue es imposible; porque enti.mtes la Viltima cifra de 0  seria 
ig'ual á la ùltima de 0'. es decir, la ùltima cifra de la parte no 
periòdica seria ig’ual á la ùltima del periodo, y éste empezaría 
una cifra antes, quedando la parte no periòdica con una cifra 
menos que \asm supuestas; lueffo m no es mayor que 3.

Por consiguiente^ el nùmero ae cifras de la parte no perió
dica es :i. 1

77Ejemplo. Sea el quebrado
K1 denominador es igual á 2 . . 3; luego la fracción equi

valente es periódica mixta, y la parte no periódica tendrá tres 
eifras.

Plfectivameníe =0.102000.../oO

I I .—l'itiivftrwioii de las feneciotiei» deeiiunlex en  o rd inaria«  
e<|iiivalenle«.

228. En In resolución de este problema debemos considerar 
tres casos: 1.” que la fracción decimal tenga un número limita
do de cifra.«: 2." que sea periódica pura: y 3." que sea perió
dica mixta.

229. Primhrcaso. Si la fracción decimal es 0.237. multi
plicándola v partiéndola por 1000, tendremos

« . 2 3 7 = - ^ ;
1000

liieí^ p%raconve)'tir mía. fracción (leciniü 'exacta en fracción 
ordinaria, se pone por numerador la fracción decimal, prescin
diendo de la coma, y por denominador la unidad seqvMa de tantos 
cei'os como cifras decimales tiene la fracción.

2.30. Skguxdo.caso. En el número 226, escolio 2.“. hemos 
visto que

A Cj:
de esta igualdad se deduce [193]

1 Preterimos esta demostración á otrasmas sencillas, porque ofrece 
Ift ventaia de simplificar notablemente la del número 231.
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C"-
B  10 »’ — 1 ’

pero C  es la parte entera seguida del primer mn-iodo, CMa 
parte entera, y m el nùmero de cilras del periodo: luego

Para hallar la fracción aeneratriz de tma decimai, ‘periòdica 
pura, se corre la coma à la aereclia del primer periodo; del nù
mero que queda à la izquierda se resta taparte entera, si la hay: 
y se parte la deferencia por un nùmero compuesto de tantos nue
ves como cifras tiene ei periodo.

E jemplos.

1 Sea la fracción 27,358358... La generatriz es

2.’' Sea la fracción 0,4747....... La generatriz es

27358—27 .

47
99 ■

999

231. Tercer caso. En el número 227 hemos obtenido la 
igualdad

A . 10»* {10> — 1) — B [ C  — ü'j.
Como el primer miembro puede considerarse Cfmio el pro

ducto de A por 10 U0'‘ — 1;, será [193]
A ' C' — O 
B  10»>(10’* — L '

Pero es evidente que el denominador se compone de n nue
ves seguidos de ceros, luego

Para hallar la generatriz de una fracción decimal qyeriódica 
'mixta se corre la coma á la derecha del primer periodo; del nú
mero que queda d La izquierda se resta la parle entera seguida 
de la ño periódica, prescindiendo de la coma; y se parte la dife
rencia por un nùmero formado con tantos nueves como cifras 
tenga el periodo, y tantos ceros como cifras íenqa (a parte no 
periódica.

E jemplo.

1.® Sea la fracción 5,34267267... La generatriz es 534267—5:14
99900

2.” Hca la fracción 0,62828-----  generatriz o;;—
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EJERCICIOS.

f® los teñim os de un quebrado se re^t.i un mismo numero
“ opio: ¿ S S i o n ' “ '“"'''’ “ P‘-»PÍ“ » i™-

por'e.
y se pavte la diferencia {,or el rteiomiLdoí D e m X c io S  ™ 

nr. ¿Cuál es el número que sumado con es igual á !)?

IV. ¿gutí número debe añadirse á S -  jiara hallar -3£.»o 7

V. Hallarlos ^  debo.

Vi. Hallarlos - g  de ¡J-.

VII. Hallar los de :io /
VIH. Hallar un número cuyos valgan ;J5.

IV. Hallar un número cuyos - 2 - valgan— .o 7
V. Hallar un número ciivos 2- val'*’nn 7 -  ’i " 8 ■

XI. Siendo 63 3la suma de cuatro números, uno de estos -  v
S

los demás igaale.s entro sí. hallar todos los sumandos.
XII. Hallar cuatro números, sabiendo que el primero es - de la

suma do todos, el segundo los p1 tercero - L . ^ que el último 
os :h . ’ 8 .  ̂ ‘



XIII. Hallar un número que aumentado en sus -^ a ea  igual á 252.

0XIV. Hallar un número que disminuido en sus - jy s e a  iguala 85.

XV. Hallar un número que aumentado en sus disminuido en

SU.S *v- sea igual á 110. b
XVI. Hallar un número ({ue aumentado en s u s d i s m i n u i d o

3
en sus - j -  sea igual á 72.

8 2XVII. Hallar un número tal que disminuidos sus en sus 

y sus sea igual á 702.
XVIII. Hallar el cociente de dos números con un error menor que 

media unidad ile un orden dado.
XIX. Si dos fracciones irreducibles tienen denominadores primos 

con diez é iguales, »d número de cifras do los períodos es el mismo. 
Demostración.

XX. Si el denominador de una fracción irreducible es primo con 
10. la diferencia entre la parte.entera seguida del primer período y la 
])arto entera, es un múltiplo dol numerador. Demostración.

Obsérvese que si la fracción propuesta es propia, la parte entera de 
la decimal equivalente e.s coro; luego

Si el denominador de una fracción irreducible y menor que ia uní* 
fiad es primo con 10, el período será un múltiplo "del numerador.

4
XXI. Si la fracción irreducible menor que la unidad^- origina un

1 P]ievíoJo P. la fracción originará un período j - .  Demostración.
XXII. Corola,rio. Para liallar el período de una decimal periódica

i 1
pura yy > so puede hallar el períotlo de y multiplicarle por .1.

XXIII. Toda fracción ordinaria irreducible ,de la forma
.-I

1 19

2"‘ . .B  \
es igual al cociente de otra fracción ordinaria irreducible do la forma 
A - dividida por la unidad seguida de tantos ceros como unidades 
tiene el mayor 'le los exponentos de 2 y 5. Demostración.
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XXIV. Voi-olnvi'j. J.a parto uo pM-iódica de la l'iMcdoii dcidiniil 

.1
equivalente á ti ene w eifras, suponiendo «ì >./<; y id

nùmero de cifras del periodo es ifraal al menor número de nuevos ne
cesario para formar un multiplo de li.

XXV. Este corolario v el escolio 1.*’ del número 226, pueden com
prenderse en el siguiente enunciado:

En toda fracción decimal periódica, el número de cifras del perío- 
d_o es igual al menor número de nueves necesario para formar un múl
tiplo del cociontc quc resulta suprimiendo en el denominador d« la 
fracción generatriz los factores 2 y 5 que pueda contener.

XXVI. En toda fracción periódica mixta, la diferencia entre la 
parte entera seguicla .do la no periódica y del período, y la parte entera 
seguida de la no periódica, es un múltiplo del numerador de la frac
ción generatriz. Demostración.

XXyiI. Si dos fracciones ordinarias irreducibles, qiic tienen dife
rente dcnoininadoi\ equivalen á otras decimales periódicas puras ó mix- 
ta.s, la suma ó diferencia de ollas equivaldrá también á una decimal 
periodica pura o mixta respectivamente. Demostración.



U B R O  TER C ER O .

NÚMEROS INCONMENSURABLES,

(JAPITÜLO Plil.MKKU.

R R O P iE D A D E S  D E .L O S  N Ú M ER O S IN C O N M E N S U R A B L E S .

232. Sabemos qno si una cantidad A no tiene medida co
mún con la unidad i?, es imposible expresar aquella por un 
número entero ó fraccionario; pero que dividiendo la unidad en 
un número creciente de partes, se obtienen números conmen
surables que expresan aproximadamente la cantidad A. pudien- 
do ser el error tan pequeño como se quiera.

Sea p una de las partes; suponiéndola contenida m voces en 
A quedando un residuo, y n veces exactamente en 7i, será

7̂  =  n/).
A es mayor que m partes de B  y menor que //a -f- 1 parte,'í, 
esto es,

A >  Mp y A <  [m -hl ,  p.
Si tomamos en vez de^i una de las cantidades y jijj  6 [m-hLp^ 

el error en menos ó en mas será menor que p, y puede hacerse 
tan pequeño como se quiera.

Siendo up y [u Y, p conmensurables cou la unidad B. 
sus expresiones numéricas son

ó simplilicuiidü

mp
¡ít)

m
-

m

■1)1

■np

liU r e l a c i ó n s e  líalla cujiirtreiidida tn lre  (■.‘•i''.'ijm-bviKlot;,
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cuya diíereijcm — lleg-aríi á .ser tan pequeña como se quiera si
baceraos á n suficientemente í^Tande; luego

Todo nmiero ■hicomnçMSurfibla esté coMprendido entre dos 
comnensurablefi, cuya difeTencia puede menor que cualquier 
cantidad asignable, por pequeña que sea esta.

De nqui se desprende que puede expresar.se aproxiniada-
m, 1

mente por un numero conmensuvablo —  ó -----—̂  siendo eln n
error tan pequeño como se quiera.

233. Si una cantidad exuerirneiexperimenta frasfonnacione.s. sujetas 
4 una ley determinada, que cambian su valor, se llama variallr: 
y si tiene un valor fijo .«e llama constante.

Cuando lu.s valores sucesivos, •crec’eiite.s ó decrecientes, de
la variable se aproxima ii cada vez mas á una con.staiite, de modo 
que la diferencia, sin llegar ú anularse, ])iieda ser t.'in pequeña
coam se quiera, dicha constante se llama Ivniile de la variable.
son

Si la variable tiene un límite, los valores sucesivos de aquella 
expre.siones cada vez mas aproximada.s del limite.

La fracción del niiinero anterior es un ejemplo dev¿
cantidades variables.

Sabemos, en efteto, que dividiendo la unidad en un número 
creciente de partes, —— adquiere valores cada vez mavores v'ih •’
mns próximos á p n d i e n d o  ser la diferencia tan pequeña 

como se quiera; luego el numero incanniensurable es el

limite superior de la cantidad variable
Otro ejemplo do cantidades variable.'«, son las fracciones 

per.ódicas.A.<i, In fracción 0.353535... recibe valore.s crecien
tes,. a medida que aumenta el número de cifras decimales: un 
valor cualquiera de esta fracción difiere do la generatriz en‘monne? /I ¿i nno .3̂ 1 t ^ *menos de una unidad decimal del último órden; luego au
mentando suficientemente el número de cifras, la diferencia
será tan pequeiia como queramos: por consiguiente es el
limito de 0.353.53.5..,

J
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iSi una caniidad tarialle tiene dos limites, estos

Ob«ér\eóe que los limites pueden ser conmensurables ó 
inconmensurables.

234. Lema. 
son iguales.

Sea a \ina variable con dos limites A y B, que supondremos 
superiores.

Si estos límites son desiguales, la variable podrá aproxi
marse cuanto se quiera al menor de ellos,«7? por ejemplo, pero 
no al mayor A. En efecto, dicha variable es siempre menor que 
B  [233], por lo tanto le falta para valer A una cantidad mayor 
quela diferencia entre A y  B, lo que es contrario á la definición 
de límite; luego A =  B.

líazonarfamos de un modo análogo, si los límites do la 
variable fuesen inferiores.

Adeniás. es evidente que una variable no puede aproximarse 
ála vez á dos limites uno superior y otro inferior.

235. Teorií.m-v de los u’mitiís. íS¿ los calores sucesivos de 
dos cantidades variables son siempre respectivamente igv,ales. los 
limites también son iguales.

Sean a y b dos variables constantemente iguales, y A, B  sus 
respectivos liinite.s.

Siendo rt y b constantemente iguales, pueden considerarse 
como una sola variable con dos liuiite.s A y B: luego, según el 
lema anterior, A =  B.

236. Teorem.v. áY limite de una suma de rautidades varia-- 
bles, es la suma de los limited! dx dichas variables.

Sean a, b, c tres cantidades variables, que tienen á A, B, C 
respectivamente por limites superiores.

Si estos limites son números incomneiisuvables, represente- ,

entre c y c'. y las diferencias comiiensurables a' — a, h' — h y 
c '— c pueden ser menores que cualquiera cantidad asignable, 
por pequeña que sea [232].

Es evidente que la suma .4 -f-6' estará comprendida
entre a b c y  aJ +  V c'.

Llamemos í?, dJ, dJ' k las diferencias mencionadas, y será 
a =  a -t— íf, lA =  b -t- di ̂ c =  c H- .

Sumando ordenadamente estas igualdades, tendremos 
-^b' -he' =  a-\~b A- c A-d-\~ d! -h d".



ó <Z -h -h C' (í'i ~h ¿> -h C) -j- (d ~h d' -i- d"]
de donde [(¿ ^  c’) — [d +  h +  c) =  d~hd! 4- d".

Pudiendo ser d, d', d" tan pequeñas como queramos, la suma 
d-\-d' 4- d" estará en el mismo caso; luego las sumas a¡4-h'4-c' 
y « -f-¿ H-c se diferencian en una cantidad menor que cual
quiera asignable, por consiguiente cada añade ellas se dife
rencia de Á 4- BA~ G, con mayor razón, en tan poco como se 
quiera: luego el limite a- 4-o 4- c A B  4- C.

Si los limites de a, b y  c fuesen conmensurables, llamando 
d, d' y d" á lo que falta á cada una de las variables, considera
da en un momento cualquiera de su crecimiento, para llegar al 
límite respectivo, tendremos

A ^  d 4- d, B  b 4- d'. C =  c 4- d”\
de donde fácilmente se deduce

{ Á 4 - B  C] — { a ^ h 4 - c ¡ ^ d - 4 d ’ ^  d",
y como la suma -l~ puede ser tan pequeña como que
ramos, resulta ^

Umit; de [d-\~b4-c) — A-{~B4- G.
237. Teorema. El limite de Id diferencid entre dos canti

dades tanabus, es la diferencia entre los limites de dichas va
riables.

Sean a y b  dos variables; A y B  <us limites.
Sean además

a — b =  c y. A — B — C.
De estas igualdades se deduce

a =  b ~^c y Á ~  B 4~ C.
La primera « =  ¿ H-c se verifica siempre, esto es, las va

riables a yb 4~ c  son constantemente iguales, luego sus limites 
lo son también [235]. El limite de a es A, el ádb -hces B 4- li
mite de c [236]; luego

A — B  limite de c, 
pero A ~  B 4- C:
luego Um. d e c ~  C.

Lo que debíamos demostrar.
. E scolio. Si c fuese constante, se veriticaria también la 
Igualdad

(t-=-b 4~ c;

12 4



c; luegoel limite de á es A, el de -h c es evidentemente ^
A-c,

y como A — B a -O,
resulta c =  C.

Por consiguiente el teorema es cierto en este caso, iDuesto 
que el iiínite de c, cuando esta cantidad es constante, es la mis
ma cantidad c. '■

238. Teorema. E l limite de un producto de varias cantida
des var/.ables, es el producto de los limites de dichas variables

Consideremos, en primer lugar, dos variables a y  h cuyos’lí- 
mites superiores sean los números inconmensurables 4 v j^ -v  
riô i’ls^ y ^ variables que tengan 4 A y B por límites infe-

Tendremos
(7/ =  fí <j, h' =  b -hd’.

siendo í/ y d/ números conmensurables: multiplicando ordena
damente estas ig-naldades, resulta

a b' =  í? -f- d} [b -h d') =  ab A- ad' -j- dh -f- dd!. 
de donde

<í // — âlt ~  ad' -h db H- dd'.
Pudiendo sciyj v d' tan pequeñas como queramos, los tér

minos m  , db y dd, lo serán también, y lo mismo sucederá á la 
suma; luego los productos^ y a' b', que evidentemente com
prenden a l p u e d e n  diferenciarse en una cantidad menor 
que cualquiera a.signable; por consiguiente a.b se aproximará 
con niayor razón á ,4.^ todo cuanto queramos.

Si los límites A y  B  fuesen números conmensurables re
presentando por y la cantidad conmensurable que falta á 
cada variable a y b, con.siderada en un momento cualquiera de 
su crecimiento, para llegar al limite respectivo, tendríamos

A — aA~d, B  =  h-\~d\ 
de donde se deduce fácilmente

125

1 Este resultado c =  ¿7 in.licrr que si la diferencm entre dos cantida
des tavLoMes es una cantidad constante, la diferencia entre los limites dr 
tas •canaoles es laual à dicka constante.

P u eÿ  considerarse este teorema como «na generalización <lel de 
O.S limites, pues cuando o =  0, será ü =  0. e.sto es. cuando las v .ria- 

ules s"an iguale.s lo s.«ran también sus límites.
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AB — (ih =  ad' -h db -\-dd'.

Lo que demuestra el teorema cuando los factores son dos.
Si las variables son a, h. c y sus limites A, B, C, el limite de 

ah será AB\ luego el de a b x c  será AB x C b  ABC.
Haríamos el mismo racionamiento si las variables fuesen 

cuatro, cinco etc.
239. Teorema. M  linvite del cociente de dos cantidades va

riables, es el cociente de los limites de dichas variables.
Sean a, b las variables y A, B  sus limites.
Sean además

A
B =  C:

de estas igualdades .se deduce 
a =  be, A=^BC.

La primera a ~ b c  verifica siempre, esto es, las variables 
a y ¿c son siempre iguales, luego también lo son sus limites.

El de a es A, el de bca?> B x  limite de c [238]; luego 
A =  B x  limite de c. 

y como A — BC,
resulta tim. dec=-C.

Lo cual debíamos demostrar.
E scolio. Si c fuese constante, la igualdad a =  bc se veri

ficaría también; el límite de a es A, el de he es evidentemente 
Be; luego

A =  Be.
y como A =  BC.
resulta  ̂=  pr
lu'^go el teorema es cierto en este' caso. ^

240. En vista de los cuatro teorema.s últimos llamaremos 
snma. diferencia, producto y cociente de números inconmensu
rables, al limite de la suma, diferencia, producto y cociente de

1 Este resultado indica que sx el cociente de. dos vnrialxles es consíanle, 
él cociexite de los limites de las variables es if/ua¿ á dicha constante.

Puede considerarse este teorema como una generalización del de los
fiímiteg, pues si =  1, esto es, si =  5, será 1 d ^
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loá numéros coninensumbles que tienen por limites los incon
mensurables propuestos.

2 i l .  T iíorkm.v. Sietnpre que tcnfjamos una igualdad eu cu- 
yof! miembros entren sumas, 'diferencius, productos ó cocientes 
de nvnietos connieusurables nariable^ y la igualdad sea, cierta 
para tnilos los valores sucesivos de estos, podremos sustituir cada 
variude por su limite respectivo, sin que la igualdad se altere.

bm electo: siendo constantemente ig'uales'los dos miembros 
sus limites lo son también. Al tomar estos, las sumas, diferen
cias, proüiicto.s o cocientós que encierre cada miemliro. ten- 
aran por Inmtes otras .sumas, diferencias, productos 6 cocientes 
A los teiminqs de cada una de e.sta.s operaciones serán sustitui-

Liie^o la única variación que experimenta la iíi*ualdad. es
el cambio de las variable.s por sus respectivos limite.A

K.IMMI'I.US.

1." Si a. c, ni son cantidades variables y n!. b\ o', m! sus 
limites respectivos, tendremos siempre la igualdad

\a. -\~b C] m =  am, H- hm -f- cw.
miwïï'iros .serán igiiale.s pero

el limito del primer miembro es [2d8 y 23G] ^
’a'-i-b'-hc')m ':

y  el dcl segundo
a' mi -f- y  m' -h c' m!,

o ~  -r- H- C m'.
sus liniiu>s" '' ííívntidades variables, y a!, b', c' d',

Tendremos siempre
ahcd — hc(ul\

pero el límite de ahed ç^a'h'c'd' , v el 4e es h'd a'd- 
_ a ' y  c'd' =  y  da'd' .

ijí’nal método, es fácil evidenciar que todos los 
iem em.as cu d  articulo V Ï dA prime?capitulo del
(■mo anteunr para números'con mensurables, .̂ aon igua’mente 
oertos para los números inconniensnrahles.
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ì:.\p it u l o  s e g u n d o :

RAIZ CUADRADA-

I ,—R tiiz  eiia(lr;t«la «lii lo s  ná iiiep o s e iilo rn s .

81,

10,
100.

242. Hemos diclio [70] que cuadrado do un número os el 
producto de multiplicar diclio número por sí mismo.

Asi, el cuadrado de K es 8 . H ú (>4.
Raíz: cuadrada üp. un- nùmero e-<i otro nùmero cuyo cu-adrado 

ea igual al primero.
jVsl, la raiz cuadrada de 64 e.s 8, porque 8- —64.

• P ara  expresar la raíz cuadrada de un núm ero se emplea el
úyno radical . que se lee raíz cuadrada de.

La raíz cuadrada de 36 se expresa por V 36.
Los cuadrados de los núinero.s
1. 2, 3, 4, ó, (), 7, B,

son respectivamente
1. 4, 9, 16, 2o, 3fi. 49, 64 ,,
Recíprocamente, las raíces cuadradas de los números de la 

seffunda linea, son los corrrespoiidientes en la  primera.
243. Ks evidente que cuanto mayor es un número, mayor 

es su cuadrado; por consiguiente cuanto mayor sea un nùmero, 
.Wj raiz cuadrada .mayor .

Siendo 10 la raíz cuadrada do 100, la de un numero menor 
que loo  será menor que 10; por lo tanto, entre los números me
nores que 100 solo hay nueve cuya raiz sea un número entero, 
y se concibe que entre los mayores exi.sten muchos cuya raiz no 
es un número entero.

Teoruma. la raiz cuadrada de un numero entero no es oiro 
entero, tampoco será un nùmero fraccionario.

Si la raiz fuese el número fraccionario '|^,quesupondremos
aJi

reducido á su mas simple expresión, el cuadrado seria igual 

al número dado: poro siendo í  una fracción irreducible, a yó
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sull primuí elitre si; Inug-u a'̂  y h'̂  también lo Sun [117J, y
será una fracción irreducible [144]; por consipmiente no puede 
ser ij^ual al niunero propuesto.

Siendo iinposible expresar estas raices ])or un número en
tero 6 fraccionario, son inconmensurables con la unidad á que 
so reíiere el número, y no pueden bailarse exactamente.

¿44. R aíz cuadrada unterà de un número es la raiz exacta 
del mayor cuadrado entero contenido en dicho número.

K1 exceso líel número dado .sobre el mavor cuadrado entero 
contenido en él, se llama residuo.

La raiz enterade 87 es í), porque el mayor cuadrado entero 
contenido en 87 es 81, cuya raiz exacta es 9; el residuo es 87 — 
81=6.

De las definiciones dadas se deduce: 1.® Todo número es 
igual al cuadrado de su raiz cuadrada exacta. 2.” Todo nùmero 
es igual al cuadrado de su raiz cuadrada entera, mas el residuo.

TEOREM.A. La diferencia entre la raiz entera de número y 
la exacta, es menor que una unidad.

Si el número es 7Ú, por ejemplo, estará, comprendido entre 
dos cuadrados entero.s consímiitiros G4y 81. lueg-o su raiz estará 
comprendida entre las raices 8 y 9 de dichos cuadrados: estas
raices se diferencian en una unidad; por consigmiente \/75 di- 
fiere_de cualquiera de ellas en menos de una unidad.

245. En la extracción de la raiz cuadrada entera de un nú
mero entero, distinguiremos dos casos: 1." que el número sea 
menor que 100; 2." que sea mayor.

246. P rimer CASO. Si el número es menor que 100, se ha
llará fácilmente su raiz entera examinando los cuadrados de los 
diez primeros números

Fistos cuadrados deben saberse de memoria.
247. Teorema. El cuadrado déla suma de dos números es 

igual al cuadrado del primero, mas el duplo del producto del pri
merô  por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

Sea a el primer número y h el segundó; la suma de los dos 
será a h .y  su cuadrado {a -h

Tenemos
a -h =  la -h b} (a -h b) =  a . a -~h a . b -l~ b . d b  . b =  

a''̂ ~i- ah -\~ab-\-h'^
ósea [a->r~b)̂  =  a'̂  .

Lo que demuestra el teorema.
0



248. CoRüLASio. Todo número mayor que 10 es igual á sus 
decenas mas sus unidades; luego

E l cuadrado de un nùmero mayor que 10 consta de tres par
tes ó sumandos: 1.“ cuadrado de ld<! decenas; 2.“ duplo del produc
to de las decenas por las unidades; 3." cuadrado de las unidades.

Si el número es 67 se descompone en 60 7, y su cuadrado
será 602 +  2 . 60 .7  +  72.

249. Segundo caso. Propongámonos ya extraer la raiz cua
drada de un número mayor que 100, y principiemos por uno 
que solo tenga tres ó cuatro cifras, 7849 por ejemplo.

Como este número es mayor que 100, su raiz es mayor que 
10, y siendo todo número igual al cuadrado de su raiz entera 
mas el residuo, 7849 se compone del cuadrado délas decenas de 
dicha raiz, del duplo de las decenas por las unidades, del cua
drado de las unidades, y del résiduo, si lo hay.

El cuadrado de las decenas es un número justo de centenas, 
pues debe terminar en dos ceros, las que estarán comprendidas 
en las 78 centenas del número dado; luego la raiz entera de 78 
no será menor que la cifra de las decenas déla raiz. Tampoco 
puede ser mayor, porque si son a las decenas de la raiz. ésta es 
cuando mas igual áít decenas mas nueve unidades; y si la raiz 
entera de 78 centenas fuese a decenas mas una decena, tendría
mos que la raiz de 780D .seria mayor que la de 7849, lo que es 
imposible [243]; luego

Extrayendo la raiz cuadrada entera de las centenas de un 
nùmero., se obtienen las decenas de su raiz.

La raiz entera de 78 es 8.
Restando de 7849 el cuadrado de 8 decenas, ó sea 64 cente

nas, la diferencia 1449 se compone del duplo de 8 decénas mul
tiplicado por las unidades de la raiz, del cuadrado de éstas y 
del residuo.

El duplo del producto de las decenas por las unidades es un 
número exacto de decenas, pues terminará en un cero, y 
debiendo estar contenido en 1440, lo estará en las 144 decenas 
del resto; luego dividiendo 144 por el duplo de las decenas, el 
cociente no será menor que la cifra de las unidades de la raiz; 
pero podrá ser mayor.

Nada se opone, en efecto, á que el cuadrado de las unidades, 
mas el residuo, compongan un número de decenas igual ó 
mayor que el duplo de las decenas de la raiz; y cuando esto su
ceda, el cociente será mayor que la cifra de las unidades.

Dividiendo 144 por 16, duplo de la.s decenas de la raiz. el
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cociente es », y como esta cifra puede ser mayor que la de las 
unidades, es necesario comprobarla.

Para esto, elevaremos la raiz hallada 89 al cuadrado, y si 
obtenemos un número igual ó menor que 7849, la raíz hallada 
será la verdadera; y restando su cuadrado del número pro
puesto, obtendremos el residuo de la operación.

Pero habiendo restado ya de 7849 el cuadrado de las dece
nas, lo que ha dado 1449, se obtendrá mas fácilmente el re
siduo restando de 1449 el duplo de decenas por unidades y el 
cuadrado de éstas, esto es, 2 .8 0 .9  -f- 9 -'=  1521.

Siendo este número mayor que 1449, el cuadrado de 89 es 
ma^mr que 7849; luego la cifra 9 es mayor que la verdadera.

pisn)jnuyéndola en una unidad, y comprobando la cifra 8, 
será 2 . 80 .8  h- 8'^= 1344, número menor que 1449; luego 8 es 
la cifra de las unidades, y 1449 — 1344 =  105 el residuo de la 
operación.

Obsérvese que
2 . 80 . 8 +  8 2=  [2 . 80 +  8) X  8, 

y que terminando 2 .8 0  en un cero, la suma 2 . 80 -h 8 se for
mará escribiendo las unidades á la derecha del duplo de las de
cenas: si multiplicamos el número 168, que resulta, por las 
unidades, tendremos el duplo de decenas por unidades mas el 
cuadrado de éstas.

La disposición práctica de la operación es como sigue.
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78 4 9
64 0 0
14 4 9
13 4 4
1 0 5

168

Supongamos, ahora, que el número tenga cincoóseis cifras, 
y sea por ejemplo 326517.

32.6 5.1 7 
25 0 0

571

7 6.5 
7 4 9.

107

1 6 1.7 
114 1

1141

4 7 6

entera de 326o centenas e.s igual á las decena.s de la raiz.



OoiiH) 3*iC5 tiene cuatro cifras, sabemos extraer su raíz cua
drada entera, que es 57. , ,  ̂ 3 j 1 j-

Restando del número dado el cuadrado de 57 decenas, la ai- 
fereiicia será el duplo de 57 decenas por las unidades de la raíz, 
mas el cuadrado de éstas, mas el resiuuo; por coiisip-uiente, di
vidiendo las decenas de dicha diferencia por el diiplo de 57, el
cociente será la cifra de las unidades, ó una cifra niâ  ̂or.

Pero al extraer la raiz de 3205, heino.s restado de este nu
mero el cuadrado de 57, obteniéndola diferencia 16; y como el 
cuadrado de 57 decenas se forma ag-re -̂ando dos ceros a la de
recha del cuadrado de 57, resulta qúe para obtener la diferencia 
entre 326517 y el cuadrado de 57 decenas, basta colocar á la de
recha del resto 16 las dos últimas cifras del número propuesto, 
esto es, el 1 y el 7. . , , , , , , ,

Dividiendo las 161 decenas del rèsto por 114, diqno de las 
decenas de la ruiz, obtenemos 1 para ciira de las unidades, y 
comprobándola por el método del ejemplo anterior, vemos que
es la venladera. . , o •Haciendo extensivo este razonamiento a un numero de 8 ci
fras, después á uno de diez etc., veríamos que el procedimiento 
de ios ejemplos anteriores puede aplicarse á cualquier número.

Para hallar la primera cifra de la raiz hemos dividido el 
número dado en grupos de dos cifras, empezando por la dere
cha, V extraído la raíz entera del ])riiiier.grupo de la izquierda; 
las cifras restantes se lian obtenido por medio de divisiones. Se 
forma e' pi imer dividendo restando del primer grupo el cuadrado 
de la primera cifra de la raiz, considerada como unidades sim
ples. colocando á la derecha del resto el grupo siguiente, y se
parando con un punto las decenas del número que se forma. 
Los dividendos restantes se han obtenido colocando á la dere
cha del resto anterior el grupo correspondiente, y separando
una cifra. . ' , , . .Todas las consideraciones anteriores conducen a la siguicn-

extraer la raiz cuadrada entera de wa entero mayor 
tnic 100, se divide el nv'mro en grupos de dos cifras, empezando 
por la derecha: se extrae la raíz entera del primer grupo de ¡a 
izquierda que podrá tener una sola cifra, lo que da la primera 
dJla raiz. El cuadrado de esta ci fra se resta del primer grupo, 
y a la derecha del resto se coloca el ser/undo: se separan las uni
dades del número que se forma, y se dividen las demias por el 
duplo lie l'd primera cifra de la raiz, lo que da otra cifra, que 
debe àòùiprooàrse: para esto, se escribe la cifra que se comprueba
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à la dei'c.cha del da-plo de la mi:’ hallada, // el minierò (/ae reHiiUa 
se multiplica por dicha ci-fin; si d  producto puede restarse del 
dioidemo seguido de la cifra separada, la que se comprueba es la 
segunda de la raíz, g se coloca por lauto à la derecha de la pri- 
mera;pero si la suslracclou es imposible, se disminuye la cifra 
comprobada cu una unidad, ;/ la nueoa cifra se somele_ d idèntica 
comprobación, continuando asi hasta que la sustracción sea po
sible-, una vez efectuada, se coloca à la derecha del resto el tercer 
grupo, se ditiaen las decenas del nùmero que se forma por el 
duplo de la raíz hallada, y se comprueba d  cociente como el an
terior, continuando del mismo modo hasta emplear el ùltimo gru
po. Rl ùltimo resto es el residuo d.e la operación.

Sinlgun dividendo es menor que cldivisor respectivo, sepoup 
un cero en lar aiz, se baja el grupo siguiente, y se continua la 
operación por el mètodo ordinario.

Obsérvese que la raiz tiene tantas cifras como grupos resul
tan en el número.

250. Tiíoriím.\. La diferencia entre los cuadrados de dos nú
meros enteros consecutivos, es igual (d duplo del menor mas una 
unidad.

Si a es el menor de los números, íí -H 1 será su consecutivo.
El cuadrado de ít -h 1 es

' a - \ - a ' ' ^ ' l a ~ r  1.
y el cuadrado de a es a-\ luego la diferencia entre estos cua
drados es2í3!H- 1, esto es, el duplo del menor mas uno.

251. Corolario. El residuo de la raíz cuadrada de un nn- 
mero. es menor que el duplo de dicha raiz mas una unidad.

Si a es la raiz entera de un número, .‘̂ erá éste mayor que a'̂  
y menor que 1}'¿; la diferencia entre estos cuadrados es 
¿a 'I- 1: luego el exceso del número dado sobre a'^, esto es el 
residuo, e-'̂  menor que 2ít H- 1.

liO cual debíamos demostrar.
Según esto, cuando un residuo sea mayor que el duplo de 

la raíz hallada, ésta será menor que la verdadera, y deberá 
aumenfarse la última cifra en una unidad.

En la práctica, al hallar una cifra de la .raiz por medio de 
la división, se toma con frecuencia para dicha cifra un miniero 
menor que el cociente, á lin de disminuir el número de compro
baciones. Esta precaución, conveniente en In mayi.r parte de 
los casos, es causa, algunas veces, de que la cifra elegida por 
tanteo sea menor que la verdadera, lo que ,̂ e conoce fácilmente 
com}>arando el residuo con el duplo de la raiz.
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252. Sabemos ya extraer la ra’Z cuadrada de un número en
tero, con un error menor que una unidad; pero esta aproxima
ción es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo que va
mos áocuparnos en extraer la raiz de un número entero, con 
un error tan pequeño como se quiera.

Debemos, para esto, demostrar ántes el siguiente 
Teorema. L(i raiz cmdrada de mi producto de varios facto

res, es igual al producto de las raíces cuadradlas de los factores. 
Sea el producto ahc.
Queremos demostrar que

\/ahc =  \ « . \^b . c .
En efecto: \ / í í . \^b. Ve será la raiz del producto abe, 

siempre que elevándola al cuadrado resulte ahc; pero
{Va. V b . Ve f  =  [Va. Vh.  Ve i x i V a .  Vb.  Ve }=  
Va . Vb-Ve  .Va .Vb  .Ve — V a . Va . ' v ' h . Vh . Vc . Vc  =abc.

Luego el teorema enunciado es cierto.
253. Pkoblem.a. Evtraer la raíz cuadrada del entero coa 

1un error menor que — .

1 3 4

Según el teorema anterior, tenemos
V n . -V  =  V W ‘ Vn-¿ =  V n . n:

partiendo por n los dos miembro.s de e.sta igualdad, será
v i n r ^  —

n =  V N .
La raiz cuadrada de N .  n'̂  está comprendida entre dos en

teros consecutivos m y  m ■+■ 1. luego su cociente por n lo es- 
 ̂  ̂ m m - h l  ,tara entre — y ---------; y como la diferencia entre estas frac-n 11
ciones es — , la primera de ellas —■ será la raiz cuadrada den n

Î-N, con un error menor que — .
11

Este error será tan pequeño como queramos, puesto que
siendo n suficientemente grande, la fracción —  será menor quen
cualquiera cantidad asignable.



Observando que la fracción —  se obtiene partiendo por n la
raíz entera de iV. podremos enunciar la regla siguiente:

Para hallar la raíz cmdrada de na entero, coa un error me
nor que una unidad fraccionaria dada, se multiplica el entero por 
el cuadrado del denominador de la unidad fraccionaria, se extrae 
la raiz entera del producto y se divide por dicho denominador.

Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada de 236 con un error me
nor que i .

Multiplicando 236 por 132 resulta 39884; la raiz entera de 
este número es 199; luego la, raiz pedida es

254. *Si la unidad fraccionaria dada es decimal, por ejem
plo 0.001, se obtendrá el cuadrado del denominador 1000 con 
solo duplicar el número de ceros; el producto del número dado 
por este cuadrado se obtiene añadiendo los ceros á la derecha 
del número, v ñnalmente la división por el denominador se efec
túa colocando la coma en el lugar correspondiente; luego

Para hallar la raiz cuadrada de un nùmero, con un error 
menor que una unidad decimal, se anade à la derecha del nùmero 
dos veces tantos ceros como tiene el denominador de la unidad de
cimal, se extrae la raiz cuadrada entera del nùmero que o'esuUa, 
y d£ la derecha de dicha raiz se separan ¿mías cifras decimales 
como ceros lenqa el denominador ele la unidad dada.

Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada del número 345 con un 
error menor que 0.01.

Colocaremos cuatro ceros á la derecha del numero, y extra
yendo la raiz entera de 3450000, obtendremos 1857; luego la 
raiz buscada es 18,57.

I l . —l t a i z  « iia d ra d a  de lo s  n ú m e ro s  I ra e c io n a r lo s .

255. Teorema. La raiz cuadrada de un quebrado, es igual á 
la raiz del numerador partida por la raiz del denominao^or.

Sea el quebrado cuyos términos son enteros.
Vamos á demostrar que

4 /íT  \ / r
\  h - f t

i 3 ü



Kn efecto: los tériuinos del segundo miembro serim números 
conmensurables ó inconmensurables, seg-un que a y b sean 
cuadrados ó no lo sean; pero en todos los casos tenemos [2-UJ

/ \ '(i _\ 'a   ̂ ^  \ V .V a  _  ^
' \ T I  ~ ' v r ^ V r ^  v t TvT  '

Luego es la raiz cuadrada de ■%.
' \^b ^ .

25ü. TnoKKMA. Para qut la raíz de m  quebrado irredací- 
bh sea un número conmensurable, .se necesita y  basta que los dos 
términos del quebrado sean cuadrados.

Sea el quebrado irreducible-^.
Su raiz cuadrada no es un número entero, porque el cua

drado (lo un número entero seria otro entero y no podria ser
igual li la fracción irreducible

Para que dicha raiz sea un quebrado -^,que siempre pue

de hacerse irreducible, c.s necesario que el cuadrado de sea

igual á V como el cuadrado es también irreducible, es o ' o ^
necesario que se verifiquen las igualdades

esto es. que a y  b .sean cuadrados.
La condición enunciada es también suficiente, pues si el
. , 25 . j  \ 25 5quebrado es -T7r> su raíz cuadrada es .

\ 49 ^
257. Tborkma. Si el numerador de un quebrado noescua^ 

irado, y  el denominador lo es. partiendo la raiz entera delnu- 
merador por la exacta del denoininadnr, .se obtiene la raiz dcl 
quebrado con un error menor que la unidad disidida por la rai: 
del denominador.

Sea el quebrado
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Su raiz cnadrmia es numerador estA
compremlida entre 8 y 9, luego la del quebrado lo estam entre
?. V .1- Dor tanto — será la raiz del quebrado propuesto, con 
7 • 7 ■  ̂ 7

1un error menor que -rr-
Siempre se puede conseguir que el denominador una 

fracción síía cuadrado, ninltiplicando lo» dos 1. ,
cho denominador. Kxtrayendo la raíz cuadrada del quebr. 
que resulta, se obtiene la del propuesto, con un error menor 
que la unidad partida por el denominador de este.

Si tenemos, por ejemplo, el quebrado , multiplicando
‘ , 7. 15

por 15 sus dos términos, resulta el tjnebradn equivalente •
La raiz entera 10 del numerador partida por la exacta 15 del 
dcnomiimaor <la para miz da con m, error menor

1que -p r •
•m  Propongámonos extraer la raiz cuadrada de una frac-

‘̂ *"EÍHbiftudo estíis fracciones en forma de quebrado ordi
nario, imeden aplicarse á ellas las reglas anteriores.

Si la fracción tb-ne un número i>ar de cifras <lccnnakj>. su 
denominador es cuadrado; y si el numero de cifras decimales es 
impar, se hará par añadiendo un cero a la derecha. _

Sea el número decimal 3,7543. 3/;>4.t
Dándole forma de quebrado ordinario es
La raiz entera 193 ¿el muaerador partida por 100, da 1,93 

para raiz del número dado, cou un error menor quo > •
 ̂ Si el número dado es-5.23.). amuhendo un eei o a 
«erá 5 2350: v la raiz se obtendrá como en el ejemplo

Asi direinos: la raiz entera de 52350 es 228, luego la del nu
mero dado es 2.28.

De lo expuesto se deduce qne . C/-/7/7/7-
P/rrrr r.rfra^r fa rah rmdra^^f <1̂ dernti'K. f¡c n.,ia

137__



(U iiiL cero à i'iù derecha,, si ei nùmero de cifras decioiales es im
par, se prescinde de la coma, seìiaìla la raiz entera del nùmero 
entero que resulta, y se separa en la raiz una cifra decimai por 
cada dos de las que tiene el nùmero. El error que se comete es 
menor que una unidad del ùltimo orden decimal de la raiz.

Agregando ceros d la parte decimal de un número dado, 
puede tener éste cuantas cifras se desee, y como cada dos de 
ellas originan una en la vaiz, la aproximación podrá ser tan 
grande como queramos.

En la práctica se añaden los ceros á los residuos, sin poner
los antes á la derecha del número.

Ejemplo. Hallar la raiz cuadrada de 8,5 con un error menor 
que 0,001.

Para conseguir esta aproximación, necesitamos llegar en la 
raiz á la cifra de las milésimas.

La operación se di.spone del modo .siguiente.
8,5 O -2,915
i 5.0 4 0

90.0 5 81
91 90.0 5 825
2 77 5

La raiz es 2,915.
259. La raiz de un quebrado ordinario puede obtenerse con- 

virtiéndole prèviamente en decimal, y hallando la raiz de éste.
Si la decimal equivalente fuese periódica, se toinariaii dos 

cifras decimales porcada una de las quehubiesede tener la raiz.
Ejemplo. Hallar la raiz d e c o n  un error menor que 0.001.O
Convirtiendo la fracción dada en decimal, se obtiene

13«

j  =  L333.

Puesto que se pide a])roximacÍon hasta milésimas, la raiz 
deberá tener tres cifras decimales, v el número el doble, ó sean 
seis.

1,9 3.3 3.3 3 
3.3
1 2 3.3  

J 0 8 3.3 
10 17

1,154
2 1 
2 25 
2 304



ÍMr último, la raíz cuadrada de un número mixto se obtiene 
reduciéndole á quebrado y extrayendo la raiz de éste.

2:50. Pkobu?m.\. Hillxr una mecUa proporcioml entre dos 
números a y b.

Sabemos que la inedia factorial entre íz y íes una cantidad 
X, tal que

a   X
X í  '

de esta if>ualdad fraccionaria se deduce
x ^ =  ab,

y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, será
X =  ah;

liieí^o para haHar nm  media factorial ó proporcional entre dos' 
números, se extrae la raiz cuadrada del producto de dichos nú
meros.

Ejemplo. Hallar la inedia factorial entre 120 y 30.
?eíTun la repla anterior

X  =  \ / Í 2 0 .30 =  \ 8(500.■ ó ,/ = n ü .

139



1 4 0

CAPÍTrLO TKRCHUO.

RAIZ CU BICA .

g._H tii/, ci'iM ca (ic los n ú iu e ro s  e n te ro s .

Sabemos [70] que cubo de mi número es el producto de 
murtiplicar dicho número por si mismo dos veces.

Asi, el cubo de 4 es 4 . 4 . 4 ó 04.
R.\iz CÚBICA de xm nùmero es otro nùmero cuyo culo es iguaí 

al 'primero.
Así. la raiz cúbica de 04 es 4; porque 4=^= 04.
Ihira expresar la raiz cúbica de un número, se emplea el

;t
sig’iio \' . que se lee cùbica de.

raiz cúbica de 27 se expresa por V 27.
El número 3 que acompaña al radical, se llama 'índice.
JiOS cubos de los números
1, 2, 3, 4, 0. 7, 8, í), lü,

son respectivamente
1, 8. 27. 04, 125, 210. ,343, 512, 729, 1000.
Reciprocamente, las raíces cúbicas de los números de la se

gunda línea, son los correspondientes en la primera.
262. Es evidente que cuanto mayor es un número, mayor 

es su cubo: por consiguiente, cuanto xnayor sea xin nùmero, 
max/or será su x'aiz cùbica.

Siendo 10 la raiz cúbica de 1000,1a de un número menor 
que 1000 será menor que 10; por consiguiente, entre los nú
meros menores que 1000 solo hay nueve cuya raiz cúbica sea 
exactamente un número entero, y se concibe que entre los 
mayores existen muchos cuya raiz no es un número entero.

Teorema. Si la raiz cùbica de xin nùmero entex'o no es otro 
exitex'o, tampoco será un nùmero fraccionario.

Si la raiz fuese el número fraccionario que supondremos 

reducido á su mas .himple expresión, el c u b o . s e m  igual
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al número dado; pero hiendo una fracción irreducible^ « y ¿
* d ‘̂son primos entre si: luego y  también lo son [117], y

será una fracción irreducible [144]; por consiguiente no puede 
ser igual al número propuesto.

Siendo imposible exxn-esar estas raíces por un número en
tero ó fraccionario, son inconmensurahlefi con la unidad ú que se 
refiere el número dado, y no pueden hallarse exactamente.

263. Raíz cúbica untura de un número es la raíz exacta 
mayor cabo entero contenido en el número.

El exceso del número dado sobre el mayor cubo contenido 
en él, se llama residuo.

La raiz cúbica entera de 284 es 6, porque el mayor cubo en
tero contenido en 284 es 216, cuya raíz exacta os 6.

El residuo es 284 — 216 =  68.
Üe las ilefinicione.s dadas se deduce: 1." Todo nùmero es 

iyual al cubo de su raíz cùbica exacta. 2.“ Todo número es igual 
al cubo de su ra.iz cúbica entera, mas el residuo.

T i-ouiíma. La diferencÁa entre la raiz cùbica entera de unnú- 
mero y la exacta, es menor que una %inidad.

Si el número es 80, por ejemplo, estará comprendido entre 
<lüs cubos enteros consecutivos 64 y 125; luego su raiz estará 
comprendida entre las raíces 4 y 5 de dichos cubos: estas raíces

.se diferencian en una unidad, por tanto \/S0 difiere de cual
quiera de ellas en menos de una unidad.

261. En la extracción de la raiz cVibica entera de un número 
entero, distingnireraos dos casos: 1." que el número sea menor 
que 1000: 2." que sea mayor que 1000.

265. PuiMKH CASO. Si el número dado es menor que 1000. ,<í' 
liallará IVicilmcnte su raiz entera, examinando los cubo -de 1d> 
diez primeros números que deben saberse de memoria.

266. '[’horuma. El cubo de la suma de dos números es lyunl 
aú cubo del primero, mas el triplo del cuadrado del prh/vró por 
el sei¡ando. mas el triplo delq^rimeropor el enmadrado dd segun
do, mas el cubo del segundo.

Sea a el primer número y b el segundo; la suma de los dos 
será a 4- b, y su cubo {a-hb)'^ .

Ahora bien, {a-\-bd'̂  =  {a~j-é¡ (ít-HÍ) [a-hbj =
V como [2-17] ^a-\-h'd^— a~-\-'lab-\~b'^,
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seni' («4.¿)S=((í'-í4-2íí¿'-r¿'‘'j (¿í-r¿):
efectuando esta multiplicación indicada, tendremos

(íí +  ¿) 3 =  £z2 . ffl íí^. í  +  2«¿i. « -h 2rtá . 5 +

y por último 3 — (i3_j_ 3̂ ¿2_}_ ¿3 ̂
Lo que demuestra el teorema. • i -  .

267. CouoL.vRio. Todo número mayor que 10 es igual a sus
decenas mas sus unidades; luego

El ciào de it-n número ruaijor que 10 consta de cuatro paites.
1 '* cubo de las deceno.-̂ ; 2.'' triplo del cuadrado de las decenas por 
las unidades: 3.® triplo de las decenas por el cuadrado de las uni
dades: ciéo délas unidades. „ -U

Si el número es 47, se descompone en 4 0 7 ;  y su cubo
será

408-^3.40*-^. 7 + 3 . 4 0 . 7-'¿H-73. .
‘>68 Segundo caso. Propongámonos ya ex traer la raíz cú

bica de un número mayor que 1000, y principiemos por uno 
que tenga cuatro, cinco ó seis cifras, porejem pio 804215.

Como este número es mayor que 1000. su raíz es niayor que 
10* y componiéndose todo número del cubo de su raíz entera y 
dei residuo, el propuesto constará del cubo de las decenas de la 
raiz del triplo del cuadrado de las decenas por las nmdades, 
del triplo de las decenas por el cuadrado de las unidades, del 
cubo de las unidades, y del residuo, si lo hubiese.

El cubo de las decenas es un número justo de millares, pues 
debe terminar en tres ceros, los que estarán comprendidos en 
los 304 millares del número dado; luego la raiz entera de 304 
no será menor que la cifra de las decenas de. la raíz. Tampoco 
puede ser mayor, porque si son a las decenas de la raíz, ésta es 
cuando mas igual á a decenas mas nueve unidade.s; y si la raiz 
entera (le 304 millares fuese «decenas mas una decena, ten
dríamos que la raiz de 304000 seria mayor que la de 304215, lo
que es imposible [262j; luego , , ,

Extrayendo la raiz entera de los millares de un numero, se 
obtienen tas decenas de la raiz.

¿a raiz entera de 304 es G. , , , ,
Eestando del número propuesto el cubo de 6 decenas, o sea 

216 millares, la diferencia 88215 se compone del triplo del cua
drado de i as dcfcnas por las unidades, del triplo de las decenas
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por el cuadrado de las unidades, del cubo de las unidades y del 
residuo.

El* cuadrado de las decenas de la raiz es un número exacto 
de centenas; lueg'o el triplo de este cuadrado multiplicado por 
las unidades, es un número exacto de centenas, que debiendo 
estar contenidas en 88215, lo estarán en las 882 centenas de este 
resto; lueg-o dividiendo 882 por el triplo del cuadrado de la cifra 
6, el cociente no será menor que la cifra de las unidades de la 
raiz; pero podrá ser mayor.

Nada se opone, en efecto, á que el triplo de las decenas por 
el cuadrado de las unidades, el cubo de éstas y el residuo, com
pongan ün número de centenas ig-ual ó mayor que el triplo del 
cuadrado de las decenas de la raiz, y cuando esto suceda, el co
ciente será mayor que la cifra de las unidades.

Dividiendo 882 por 3 .6 '^ =  103, el cociente es 8, y como esta 
cifra puede ser mayor que la de las unidades, es necesario com
probarla.

Para esto elevaremos la raiz hallada 68 al cubo: si obtene
mos un número i^ual ó menor que el propuesto, la raiz hallada 
será la verdadera; y restando su cubo del número propuesto, 
obtendremos el residuo de la operación.

Pero habiendo restado ya de 304215 el cubo de las decenas, 
lo que ha dado 88215. se obtendrá mas fácilmente el residuo res
tando de 88215 el triplo del cuadrado de las decenas por las 
unidades, el triplo de las decenas por el cuadrado de las unida
des y el cubo de las unidades, ó sea

3.602.8 H-3 .6 0 .8 2 - t - — 98432.
Como este número es mayor que 88215,' el cubo de 68 excede 

á 3W215; lueg-o la cifra 8 es mayor quo la verdadera.
Comprobemos la cifra 7.

3.602. 7 -4- 3 .60.72 -h 73 =  84763 <  88215;
luego 7 es la cifra de las unidades, y 88215 —84763 =  3452 el 
residuo.

La suma 3 .602 .7-4-3 .60 . 72-f-7^, puede obtenerse por 
un procedimiento bastante breve.

En efecto: separando el factor 7, común ú todos los suman
dos, dicha suma adquiere la forma

í3 .60 '2-t-3 .60 .74-7’M xT : fl]
de los sumandos contenidos eu et paréntesis, conocemo.s el prí-
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. 00^; eu cuanto á la .u ^ a  de lo. otro, do., puede e¿er¡- 
birse de este modo; O.Í.60 +  'VjX7. ['21

, 1 A..‘i aa-u T basta evidentemente innl-;
, debe aruulir.e, colocar a

í í S c l u J  de IS el 7, de modo que
:}.60-h 7 =  187.

M u lü p U ca n d o e .ten to e ™ p cu ¿ .^
ao la expresión ,i,\ütiplicando ¡a suma 12100 por
nocido de 3 . w   ̂  ̂ expresión [1].

« o s t o o “: prdctica de la operación es como mgue-,
or> « f> Tv ■ UT304.2 1.') 
216 0 00
88 2.15 
84 7 63
3 4 52

comprobación de la cifra . .  Comprobación de la crfra 7.

1309
108
12109

7
84763

Supongamos « ¿ ‘8 ^ " ’"’“" “ “ “ irás, por ejemplo, o64237981.
064.2 37.981 
Ó12.0 00

82G

52 2.37 
39 3 68

192

12 8 69 9.81 
12 1 91 9 76

20172

6 78 0 05
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Comprobación de la cifra 2.

242
__ ^

484
192
19684

o
39368

Comprobación de la cifra
2466 

6
14796”

20172
2031996 

6
12191976

Seg*un hemos demostrado anteriormente, la raiz cùbica en
tera (le 564237 millares es igual á las decenas de la raiz.

Como 564237 tiene seis cifras, sabemos extraer su raíz en
tera. que es 82.

Restando del número dado el cubo de 82 decenas, la (liie- 
rencia será el triplo del cuadrado de 82 decenas por las unida
des (le la raiz, mas el triplo de 82 decenas por el cuadrado (le 
las unidades, mas el cubo de éstas, mas el residuo; por consi
guiente diviiiiendo las centenas de dicha diferencia por el triplo 
del cuadrado de 82, el cociente será la cifra de las unidades ó 
una mayor.

Al extraer la raiz de 564237 millares, hemos restado de este 
número el cubo de 82. obteniendo la diferencia 12869; y como 
el cubo (ie 82 decenas se forma agregando tres ceros á la dere
cha del cubo de 82, resulta que para obtener la diferencia entre 
el número dado y el cubo de 82 decenas, basta colocar á la de
recha del resto Í2869 las tres últimas cifras del número pro
puesto, esto es 981

Dividiendo las 128699 centenas del resto por 20172, triplo 
del cuadrado de 82, obtenemos 6 para cifra de las unidades; y 
comprobándola por el método expuesto en el ejemplo anterior, 
veremos que es la verdaíiera.

Haciendo extensivo este razonamiento á mimeros de mas de 
nueve cifras, veríamos que el procedimiento de los ejemplos an
teriores puede aplicarse á cualquier número. _

Para hallar la primera cifra de la raiz. hemos dividido el nu
mero dado en grupos de tres cifras, empezando por la derécriia, 
y extraído la raiz del primer grupo de la izquierda. Las mfras 
restantes se obtienen por medio de divisiones: el primer divi
dendo se forma restando del primer grupo el cubo de la prime
ra cifra de la raiz, colocando àia derecha del resto el grupo si
guiente, y separando con un punto las centenas del numero 
que se forma; los dividendos siguientes se obtienen también
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colocando á la derecha del resto anterior el grupo correspon
diente, y separanílo las centenas del número que resulta.

Las consideraciones anteriores justifican la siguiente regla:
Para extraer la raíz cúbica entera de un número mayor que 

1000, se divide el ntUnero en grupos de tres cifras, empezando 
por la derecha: se extrae la raiz cúbica del primer grupo de La 
izquierda, que podra tener una ó dos cifras, lo que da la prime
ra de la raíz: el cubo de esta c i f  a se resta del ̂ primer grupo, y a 
la derecha del resto se coloca el segundo: del numero que se forma, 
se separan dos cifras de ¡a derecha, y dioidiendo lo que queda a 
la izquierda por el triplo del cuadrado de la primera cifra de la 
raíz, se obtiene otra que debe comprobarse: para esto, se escribe a 
la derecha del triplo de la raiz hallada la cifra que se comprueba, 
el número que se forma se multiplica poi\ esta ci fra, se anade a . 
producto cí ¿ripio del cuadrado de la raíz hallada, considei ado 
co7no centenas, y se multiplica la suma por la a fra  que se com
prueba- si el resuUado puede o'estarse del dividendo, seguido de 
las dos cifras separadas, la que se comprueba cf la segunda de la 
raiz, y se colocara por tanto á la dei'ccha de la primera, pao si 
la sustracción es imposible, se disminuye la cifra cqmprobadjt 
en una unidad, y la nueva cifra se comprueba del mismo modo 
que la primera, continuando asi has la que la sustracción sea po
sible-. una vez efeciuada, se coloca á la derecha del reslo el ter
cer qrupo, se separan dos cifras de la derecha, se divide lo que 
queda á la izquierda por el triplo del cuadrado de la raíz halla
•. ‘  7 . .  . ]  . . . . . .  í ! - ,.1  . m i l n / l i l i  w> > c y n n  im .c/ ln  h./liíf/t.Ya yse c ^ ^ ^ ^  continuando del mismo modo hasta
emplear el último grupo. El último resto sera el residuo de la
operación.

Ei alquilo de los dividendos es menor que el divisor respecti
vo. se pondrá en la raiz un cero, y bajando el grupo siguiente, se 
continuará la operación de la manera ordnna-ria.

Obsérvese que- la raiz tiene tantas cifras como grupos ha
yan resultado al dividir el número.

269 Tfoukma.. La diferencia entre los cubos de dos enteros 
consecutivos, es -igual al triplo del cuadrado del menor, mas cí 
triplo del menor, mas una unidad. ■ .

Si «es el menor de los números, «-h 1 sera el otro.
El cubo (le « -h 1 es

1j:í =  3« +  1,
y el cubo de «es«^lluego la diferencia entre estos cubos os 

4- 3^ 4_ lo cual debíamos demostrar.
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27U. CüiiüLAHiü. El residuo de la raíz cùbica de tin í¿íí-  
mero, es menor qne el triplo del cuadrado de su raiz entera, mas 
el triplo de esta raiz, mas una unidad.

Si <íCñ la raíz enterade un número, será éste mayor que
y menor que (íí 4 - ; la diferencia entre estos cubos es 

_i_ 1,‘luego el exceso del número dado sobre a ‘̂ , esto 
es el residuo, es menor que ‘¿a‘̂ -\- 3«h-  1.

Según esto, cuando un residuo sea mayor que el triplo del 
cuadrado de la raiz bailada, mas el triplo de la misma, ésta será 
menor que la verdadera, y deberá aumentarse la última cifra 
011 una unidad.

lín la práctica, al hallar una cifra de la miz por medio de 
la división, so toma con frecuencia un número menor que el̂ co- 
cienle, á íin de disminuir el número do comprobaciones. Esta 
precaución es conveniente, pero origina algunas veces cifras 
irenores que la.s verdaderas, lo que se conoce comparando el 
residuo con el triplo del cuadrado de la raíz mas el triiilo de la 
misma.

271. Sabemos ya extraer la raiz cúbica de un número ente
ro, con un error menor que una unidad: pero esta aproxima
ción es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo que 
vamos á ocuparnos cii extraer la raiz de un entero, con un error 
tan ,pequeúo como se quiera.

A este fin demostraremos el siguiente
Tkokema. La raiz cilbica de un producto de mrios/adores, 

es igual al producto de las raices cúbicas de los factores.
Queremos demostrar que

a __  a __ :i__a __
\ f  ahe =  V a . Vb . \/c .

En efecto: el segundo miembro de esta igualdad será la raiz 
cúbica de abe, si e^e '̂ándole al cubo resulta abe. Pero el cubo 
del segundo miembro contendrá las raices cúbicas de a, h y  c 
repetida cada una tre.s veces por factor, ó sea elevada al cubo; y 
como el cubo de la raiz cúbica de una cantidad es igual, según 
la definición, á dicha cantidad, resulta que el cubo del segundo 
miembro se compondrá de los factores a, b, c, ó será abe.

Lo que demuestra el teorema.
272. Peoklema. Extraer la raiz cubica del entero N con un

1error menor que — .n
Por el teorema anterior, tenemos
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íi,3 =  \ fN.n;
partiendo los dos miembros de esta igualdad por n,  será

ViV = V N .
n

La raíz cúbica de N . está comprendida entre dos nú
meros enteros consecutivos m y m-hl ;  luego su cociente por

, , m m - h l  , T»lo estara entre —  y --------- ; y como la diferencia entre es-’ íi n
tas fracciones es la primera — será la raiz cúbicade /V, con n íi

1un error menor que —
Este error será tan pequeño como queramos, puesto que 

dando á u un valor suficientemente grande, la fracción — 
será menor que cualquiera cantidad asignable.

Observando que la fracción —  se obtiene partiendo por n la
raiz entera de iV. . podremos enunciar la siguiente regla: 

Para hallar la raiz cúbica de un entero, con wi error menor 
que una unidad fraccionaria dada, ee m-uUiplica el ent'/ro por el 
cvho del denominador de la unidad fraccionaria, se extrae la 
raizcúbicaentera del produelo y sediiid/i por dicho denominador. 

Ejemplo. Extraer la raiz cùbica de 24 con un error menor
que

Multiplicando 24 por el cubo de 9, resulta 17496; la raiz cú
bica entera de este número es 2o; luego es la raiz cúbica de

i24 con un error menor que
273. Si la unidad fraccionaria dada es decimal, por ejemplo 

0,001, se obtiene el cubo de su denominador con solo triplicar el 
número de ceros; el producto del número dado por este cubo, 
se halla añadiendo los ceros á la derecha, y finalmente, para 
efectuar la división por el denominador, bastará colocar la 
coma en el lugar correspondiente: luego



Ptira halìar la raiz cùhica de wi mmero con un error menor 
que una unidad decimal dada, se añaden à la derecha del nùmero 
tres veces tantos ceros como tiene el denominador de la unidad 
decimal, se extraelaraiz cùbica entera delproducto, y se separan 
en dicha raiz tantas cifras decimales como ceros tenga el denomi
nador de la unidad decimal.

Ejemplo. Hallar la raiz cúbica de 32 con un error menor 
que 0.01.

Colocaremos seis ceros á la derecha de 32; la raiz cúbica en
tera de 32000000 es 317; luego 3.17 es la raiz buscada.
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274. Teorema. La raiz ciihica de un quebrado es igual d la 
raiz cúbica del numerador partida por la del denominador.

Sea el quebrado \  , cuyos términos son números enteros.
Vamos á demostrar que

\ / t> 3 __
V ¿

En efecto: los términos del segundo miembro serán nú
meros conmensurables ó inconmensurables, según que a y  b 
sean cubos 6 no lo sean; pero en todos los casos tenemos [241]

luego es la raiz cúbica de8

275. Teorema. Para que la raiz cúbica de un auebrado 
irrpdudhle sea un nùmero conmensurable, se necesita y basta que 
los dos términos del quebrado sean cubos.

Sea el quebrado irreducible
Su laiz cúbica no puede ser ub númere estero, porque el



. . 'l
cubo de éste seria también un númem entero ignial a. io que
es imposible. ,

Para que dicha raizsea un quebrado y ,  que siempre piie-
, , «'•'

de suponerse irreducible, es necesario que el cubo-p-sea

iguaWi y como dicho cubo es también un quebrado irre
ducible, es necesario que se veriftquen las igualdades

esto es, que sean cubos. ^
:í43 ^ ^Si el quebrado es su raíz cubica e.s-rp— = lue-

\'^729
2:0 la condición es también suficiente.

270. Teorema.. Si el mmerador de unqiceOradonoescuoo, 
y el denominadoT lo eŝ  partiendo la raiz enlcra del minicrado') 
m r la exacta del denor/iinador, se obtiene la raíz del quebrado, 
con un error menor que la vanidad dioididi por la raíz cubica del 
denominador.

 ̂ 80Sea el quebrado
3 _

Su raiz ciibica es pero la raiz cúbica de 80 e.stá coin-
nrendida entre 4 y 5: luego la del quebrado lo e.stará entre 
A K 4 ' 1. _  V : luego será con un error menor que

5 ° 5 ' • '1 1Siempre puede conseguirse que el denominador de una 
fracción sea cubo, pues basta multiplicar los dos términos de 
la fracción por el cuadrado del denominador. Kxtraypdo la 
raiz cúbica del quebrado que resulta, se obtiene la del pro
puesto con un error menor que la unidad dividida por su de 
nomiuador.

Sea el quebrado cuj'O denominador no es cubo. 
Multiplicando sus dos términos por 7^, resulta el quebrado

15Ü
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3 1'̂equivalente — — . La raiz ctibica entera del nuraerador es 5,

y 7 la exacta del denominador; luego — es la raiz cúbica de
3 1~Y con un error menor que
277. Propongámonos extraer la raiz cúbica de lui número 

decimal.
Escribiendo e.stos números en forma de quebrados ordinarios, 

podemos aplicar á ellos las reglas anteriores. Si la parte deci
mal liene un número de cifras múltiplo de 3, el denominador 
es cubo; y si el número de cifras decimales no es múltiplo de 3, 
se añade uno ó dos ceros.

Sea el número decimal 0,3.54279.
Convertido en quebrado ordinario es ~̂ qqqqqq~‘ La raíz del

denominador es 100 exactamente; luego por medio de la regla 
del número anterior, obtendremos la raíz con un error menor 
que una centésima. Como la raiz entera del numerador es 70, 
la raiz buscada será 0,70.

Si el número decimal es 3,4562, auadiendo dos ceros á la 
parte decimal será 3,456200, y .“iguiendo como en el caso an
terior hallaremos 1,53 con un error menor que 0,01.

De lo expuesto se deduce que
Para extraer laraiz cúbica de uti número decimalise añade 

uno ó dos ceros d sii derecha, si el número de cifras decimals no 
es múltiplo de 3; se prescinde de la coma y se extrae la raiz en
tera det número que resulta; separando después una cifra deci
mal por cada tres de las que tiene el número, se obtiene la rai: 
cúbica de éste, con un error menor que %ma unidad decimal dd  
último órden hallado en la rai-:.

Agregando ceros á la parte decimal de un número dado, se 
consigue que tenga cuantas cifras se quiera; y como cada tres 
de ellas dan una en la raiz. se podrá llevar la aproximación ni 
grado que se desee.

En la práctica no se agregan lo.s ceros al número: basta 
añadir á los residuos tres ceros. i)or cada cifra decimal que deba 
tr: '.'1’ la raiz.

' IJemplo. Hallar la raiz cúbica de 0,56 con un error menor 
que 0,001.



152
Necesitarnos Uegai* en la vaiz á la cifra de las roilésiinaí .̂ 
La Operación se dispone del modo siguiente:

0,560
512
480.00 
393 68 
86 320.00 
81 082 24

0,824

192

20172

5 237 76
La raíz es 0,824.

278 La raiz de un quebrado ordinario puede obtenerse tam
bién convirtiéndole prèviamente en decimal, y hallando la raíz
de éste. . .Si la decimal equivalente es periódica, se toman tres cilras 
decimales por cada una de los que deba tener la raíz.

B/emplo. Hallar la raíz cúbica de con un error menor
que 0,01.

Tenemos
les, y será

_7_
11

=  0,6363....  Tomaremos seis cifras decima-

0,636.3 63 
512
124 3.63 
124 0 .56

0.86

192

3 07 i
Por último, la raiz cúbica de un número mixto se obtiene 

reduciendo el mixto á quebrado, y extrayendo la raiz de éste.
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EJERCICIOS.

I. Si á los térmiaos de una fracción, propia o impropia, se añaden 
cantidades iguales y enteras, cuyo valor aumenta, el limite de los va
lore» sucesivos de la fracción es la unidad. Demostración.

II. La suma de una cantidid con nensurable con la unidad y otra
inconmensurable, es inconmensurable con la misma unidad. Demos
tración. , , , ,  , .

III. La diferencia entre una cantulad conmensurable con la uni
dad V otra iuconmensurable, es también inconmensurable con la uni
dad.' Demostración.

IV. La suma de dos cantidades inconmensurables, puede ser con
mensurable. Demostración.

V. La diferencia entre dos cantidades inconmensurables, puede 
ser conmensurable. Demostración.

VI. lil producto de un número inconmensurable por otro conmen
surable, es inconmensurable. Demostración.

VIL El cociente de un número inconmensurable p ir otro conmen
surable, es inconmensurable. Demostración.

VIII. El cociente de un número conmensurable por otro inconmen- 
surab'e, es inconmensurable. Demostración.

IX. El producto de «los números inconmensurables, puede ser 
conmensurable. Demostración.

X. Bll cociente do dos números inconmensurables, puedo ser con
mensurable. Demostración.

XI. Averiguar cuántos ciiadrado.s enteros contienen los diez, mil 
primeros números.

XII. Hallar la diferencia entre los cuadrados do dos números que 
difteron en media unidad.

XIII. Regla para conocer, ú la simple inspección del resiiluo, si el 
error cometido al tomar la rniz entera de un número en lugar de la 
exacta, es mayor ó menor que media unidad.

XIV. Un niimero entero que lermina on 2. -L 7 it no tiene raíz 
cuadrada exacta. Demostración.

XV. Un número primo uo tiene raíz cuadrada exacta. Demostra
ción. , , ^

XVI. Si un número compuesto tiono alguno de sus tactores pu
mos con exponento impar, no puede tener rniz cuadrada axaota. De
mostración.

XVII. Todo entero terminado en un número impar de ceros, tiene 
raiz cuadrada inconmensurable. Demostración.

XVni. Si un número termina en 5, y la cifra do hus decenas no



es 2. la raíz cuadrada de dicho número no puede ser exacta. Demos- 

El cuadrado de uu número impar, es un múltiplo de 8, mas
s f r n S ó  impar^disminuido en una unidad no es

"̂ Ŝ '̂̂ Xíl'cuádr̂ acío'dĉ '̂  un número, que no p

neeS?t7que aumentado ó disminuido en una unidad, resulte un mul-

%ara que an quebrado cualquiera tenga raíz cuadrada exac
ta eínecLario^y^tt^^í^tc que el p!;oducto de sus dos términos sea 
un cuadrado. Demostración.

XXII Averiguar cuántos cubos enteros contienen los números 

“ xxíS ^ ^  H aU a™  entre’los cubos de dos númerosquo d¡-
fiprftu en inedia unidad. , . , _ .

XXTV Re^la para conocer si el error cometido al tomar la raíz 
cúbica eütera°de un número en lugar de la exacta, es mayor o menor

aiííano de los exponentes de los factores primos de un 
número no es múltiplo de 8, la raiz cúbica de dicho numero es m- 
f*nnmpnsurable. Demostración. _ .• j

XXVI La raiz cúbica de un entero terminado en up numero de 
ceros no múltiplo de 3, es inconmensurable. Demostración.

XXVII El mibo do un número imp'ir es un múltiplo de 8, aumen
tado ó disminuido en una ó cinco imida<lcs. Demostración. _ _

Cfítolario. Todo número impar <jue aumentado o disminuido en 
l in a  ó cinco unidades no sea múltiplo de 8, no tiene r iz cubica exacta.

XXVIII Para (lue un quebrado cualquiera tonga raíz cubica exac
ta, es necesario y suficiente que el producto do sus dos términos sea 
un cubo. Demostración.

1 5 4



APLICACIONES
DE LA ARITMÉTICA.

CAPITULO PRIMERO.

SISTEM A S DE MEDIDAS, PE SA S Y MONEDAS.

0.—<-’o5i«i5doraciosM‘s ¿cosiornleK á  lotloM los sIsf«mnH.

27i). Ha.sta ahora liemos considerado el número como la re
lación abstracta entre una cantidad y su unidad; pero en las 
a])licaciones deberemo.s ver en él adeinás la expresión de una 
magnitud concreta y determinada. lo que obliga á tener en 
cuenta la especie de la cantidad y la magnitud de la unidad.

Esta se elige arbitrariamente; pero una vez adoptada es in
variable, y si la experiencia y la razón aconsejan sustituirla 
]u>r otra mayor ó menor, deberá determinarse con la posible 
exactitud la relación entre la unidad antigua y la nueva.

La cantidad que trata de medir.^e y la unidad adoptada son 
necesariamente de la misiiui especie; por consiguiente, debien
do representar los números longitudes, áreas, volúmenes, pe
sos. capacidades etc., necesitamosuna unidad j)ara cada especie 
mencionada. Por esto, todos los sistemas de pesas y medidas 
tienen unidades longitudinales, superficiales, cúbicas, de peso, 
de capacidad etc.

Dentro do cada especie se consideran cantidades muy pe- 
quefias, y otras cxce.sivamente grandes; todas pueden medirse 
con una misma unidad: pero se comprende que la expresión da



las primeras será una fracción muy pequeña, y la de las seg-un- 
das. un número de muchas cifras. Para operar, en lo posible, 
con números de expresión breve y fácil manejo, se consideran 
en cada especie múltiplos y submúltiplos de una unidad, lla
mada principal, formando así nuevas unidades, cuyas relacio
nes entre sí y con la principal son conocidas, de las cuales se 
elige, en cada caso concreto, la mas proporcionada á la mag
nitud de las cantidades que debemos expresar.

Al conjunto de las medidas, pesas y monedas usuales de un 
país ó región cualquiera, y relaciones de la unidad principal 
con sus múltiplos y divisores, se llama sistema de medidas, pe
sas y monedas de aquel país 6 región.

280. Las totalidades de objetos iguales en un concepto cual
quiera se expresan también por números, tomando por unidad 
uno de los objetos ó un grupo cualquiera de ellos.

Así, un monton de libros, por ejemplo, se determina numé
ricamente tomando por unidad im libro, ó una docena de 
ellos etc.; las casas de una población, tomando por unidad una 
casa; los soldados de un batallón, tomando por unidad el sol
dado, la compañía etc.
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11.—^iistcma métrico decim al.

281. El sistema legal de pesas y medidas en España es el 
métrico decimal: sus unidades principales son las siguientes:

Unidad de longitud y fundamental del sistema. EL ME
TRO, diezmillonésima parte del cuadranle de meridiano terrestre 
que pasa por Paris.

Unidad de superfi ie . EL ÁREA, cuadrado de diez metros 
de lado.

Unidad CÚBICA 0 DE volumen. EL METRO CÚBICO, culo 
cv,ya arista tiene de largo un metro.

Unidad de capacidad para áridos y líquidos. EL LITRO, ca- 
pacidad de un culo cuya arista es la décima parte del metro.

Unidad de peso. EL GRAMO, peso en el vacio, á la temvera- 
tura de cuatro grados centigrados, de un volúmen de agua aesti- 
ladaigual al de un cubo, cuya arista sea la centésima parte del 
metro.

£1 metro, área, metro cúbico, gramo y litro se expresarán 
abreviadamente por las iniciales m, a, ^gy  l.

282. Los múltiplos de cada unidad principal siguen la ley



decimal, y se enuncian anteponiendo al nombre de aquella una
de las palabras, de origen griego, .

Dtca, liecto, Kilo, Mina,
que significan respectivamente

diez. ciento, mil, diez mil,
y expresaremos por la^breviaturas ̂

Los submúltiplos ó divisores siguen la misma ley, y se 
enuncian anteponiendo al nombre de la unidad principal una 
de las palabras, de origen latino,

deci, • centi, ^nih,
que significan respectivamente _ .

décima parte, centésima parte. milésima parte, 
y representaremos por  ̂^

1 5 7

Nombre.
E jemplos.

Valov.

Miriámetro. 
Küógraino. 
Hectólitro.. 
Decámetro. 
Decilitro. . 
Centiárea. . 
Miligramo.

Expresión abreviada.

10000 metros...............................
1000 gramos...............................  ^ 0-

ion litros...................................
10 metros................................
0,1 litro..................................
0,01 área................................  cíz.
0,001 gramo.............................. '>̂ 3̂'

283. Unidades de longitud.
Miriámetro =  10^”̂ =  10000'«
Kilómetro =  10̂ '̂« =  lOOO 
Hectómetro — lO®’« =  100
Decámetro =  10”’ =  10
Metro =  10̂ ’̂« =  1
Decímetro =  10̂ "̂  =  0»1
Centimetro =  =  0,01
Milímetro =  0,001

El miriámetro y kilómetro se emplean en la 
distancias itinerarias: el bectómetro y decametro en los 
nos destinados á la agrimltura: el metro y decímetro ^  co 
mercio y usos comunes de la vida; el centímetro y milímetro 
en las artes y en las investigaciones científicas.

284. UnIDADE.S DE SUPERKICIE ü CUADRADAS.
Son cuadrados qno tienen por lados las unidades lineales.



■¿
Miriámetro cuadrado =  100̂ '̂ ’"' =

2
Kilómetro cuadrado =  100̂ ’̂” =

2
Hectómctro cuadrado =  100^’"̂ =

2
Decámetro cuadrado =  100’*’' =2'
Metro cuadrado =100'=̂ "* =

2
Decimetro cuadrado =  1 0 0 =9
Centímetro cuadrado =  100””« =

I 58

lOüOOOOOO*«

1000000

10000

100
1

0,01
0,0001

0,000001Milímetro cuadrado =
El miriámetro y kilómetro cuadrados sirveu i)ara medir la 

extensión superficial de las naciones y provincias; el hectónn'- 
tro, decámetro v metro cuadrados se usan cspecialineutí? ])ara 
medirla superfìcie de los campos destinados ul cultivo, reci
biendo en tal caso los nombres de heclárec., áreií y ccnliáreci. 

Tendremos, pues,
íjectárea =  100'̂  =  10000
Area =  100'*« =  100
Centiárea =  1

El decímetro, centimetro y mlliinetro cuadrados se ompleaii 
en las artes y ciencias.

285. Unidades de volumen o cúbicas.
Son cubos que tienen por aristas las unidades lineales.

2 3
Miriámetro cúbico =  1000̂ ’̂« =  1000000000000”’

3
Kilómetro cúbico =  lOOÔ ’̂« =

3
Hectómetro cúbico =  1000^’« =

3
Decámetro cúbico =  1000”' =
Metro cúbico =  1000'̂ ”' =

3
Decímetro cúbico =  1000'’”' =

3
Centímetro cúbico =  1000””« =
Milímetro cúbico =

1000000000 

1000000 

1000 

1
0,001 

0,000001 

0.000000001
Las unidades superiores al metro cúbico se usan pocas ve

ces; el metro cúbico se emplea en la medición de grandes volú-



menes, y cuando sirve para el arqueo de los buques se llama
íonelada de arqueo.

28G. U nidades de capacidad, para áridos y líquidos. 
Miriálitro =  10̂ '̂' =  10000̂
Kilólitro =10^^^= 1000

159

Ilectólitro =  10^  ̂=
Decalitro
Litro
Decilitro
Centilitro
Mililitro

=  10'  
=  10 '̂ 
=  10-̂ ' 
=  10«'

100
lo
1
0.1 
0.01 
0,001

1̂11 miriálitro y kilólitro son poco usados: el litro es la uni
dad usual en la vida ordinaria; las deiná.s se emplean todas, 
eligiendo la mas proporcionada á In.s cantidades de áridos ó lí- 
quido.s que deban medirse.

287. Unidades de peso.
Miriágramo =  lüOüOi'
JÁilógramo =  lO'̂ i' =  1000
Hectógramo =10-'^^= 100
Decágramo =  10-'/ =  10
('Tramo =  lO''-' =
Decigramo =  lO'̂ '̂̂  =

1
0.1
0,01
0.001

Centigramo =  10«í' =
Miligramo =

J,a unidad usual es el kilógramo; el miriágramo se usa poco; 
las demás se emplean todas.

Para la determinación de peso.s muy grandes, liay dos nue
vos múltiplos, que son:

Tonelada =  10 quintales métricos =  lOOÔú/
(¿uintal métrico =  100

288. S istema monetario.
Jai unidad monetaria cu Kspaiia es actualmente la peseta, 

que se divide en cien céntimos.
Se acunan monedas de oro, plata y bronce: las de oro y pla

ta contienen iina parte de otro metal, generalmente el cobre, de 
modo que formen nna aleación ó lig’a homogénea en todas sus 
parte.s; y se llama lej/ la relación entre el peso de metal fino que 
contiene una moneda y el peso total de la misma.

Para expresar, de úna manera uniforme, la ley de las mone
das, se considera dividido su qieso total en mil partes iguales, 
llamadas milésimas', el número de milésimas de metal fino que 
contiene la moneda, es la expresión de su ley.

En las monoduc de oro y cu las xdezas de jilata de cinco jie-



setas, mandadas acunar por Decreto de 19 de Octubre ile 1868, 
la ley es de 90U milésimas; lo que significa que las 900 milési
mas de su peso son de metal fino, y las 100 restantes de liga.

La fabricación de la moneda no puede ser tan perfecta, que 
no haya que tolerar alg’un exce.so ó falta en su peso y ley, esta 
tolerancia tiene un límite, que determinan las leyes, y se llama 
'nevw iso. , . ,

E l  cuadro siguiente contiene las monedas mandadas acunar 
por el citado Decreto, y sus principales circunstancias.

SISTEMA MONETARIO.

160

3F- ET&O-

EXACTO. jpERMI.qO 

G ram os. ! MUésim.

EXACTA. PERMISO

l i e  oro.

De 100 pesetas. 
De 50 »
De 20 »
De 10 
De 5 y>

32,25806
16:i2903
6,45161
3,22580
1.61290

900

DIAME-
TUO.

l i e  p lata.

De 5 pesetas. 
De 2 »
De 1 »
De 0,50 »
De 0.20 »

2.5 3 ' 900
10 \ i

) K
‘Iso  ̂  ̂ / 835 7 (
1 * 10 ’

V e  bronce.

De 0,10 pesetas. 
De 0,05 »
De 0,02 »
De 0,01 »

10
5
2
1

10

15

950 cobre 
40 estaiií 
10 zinc

Milésim. Milímct,

'
35
28 .

2 21
19
17

i 2 37
1 • 27

i ^
23
181 16

10 30
5 25

20
: 15
1

l No han llegado á acuñarse.
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289. Unidades de longitud.

da la‘c?udatde -reMvo
Sus múltiplos y divisores soii;

ttî lQO'd'i'lQ,, . . UeíTIlíl _ (\('('(' ^ _. . i.cf^iia — (5666 —  varas =  20000 piés.
.................E.síadal =  4 ,

(Vara =  3 piés.
Pdrd usos com7i?tesJn, , “  pwlffadas.

iPul»-ada=:l2 lineas.
ILinoa = 1 2  puntos, 

iiii la marina las unidades de longitud son-
Legua marina =  3 millas.
Milla =  10 cables.
Cable =  111 brazas.

Bi'cy.a =  o pies.
Codo de ribera =  2 pies 9 líneas.

290. Unidades de superficie ó cuadradas.

ffeoymjc^. ■ c u a ^  =  400000000 pies aladrados.

« ««« .,,. .íp‘‘i ^ t i r a d a  2  }11

. .Estadal cuadrado =  16 varas cuadradas
c%te en 4 oS'rtilLs!"™ celemines de tierra, y

291. Unidades de volúaien ó cúbicas

v S ^ ú t í c r  =  Piís cdbicos
Pié cúbico =  179« r t i í l 1 'U-
Pulgada cúbica =  i i |

/^dí-a el arqueo de los laques y  gmudes volúmenes.

Tond^íl^ rib.- =  70,180 piés cúb.
42,646 » »

11



292. U nidades de capacidad .
El modelo ó patrón d? estas unidades es la metUa fanega del 

archivo de la ciudad de Avila, para los áridos: y la cÁiitava de 
Toledo, para los líquidos.

P a r a  á rid o s . P a r a  líq u id o s .
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Caliiz =  12 fanegas. 
=  12 celemines. 

Ceiemin =  4 cuartillos.
Fanega

Moyo =  16 cántaras. 
Cántara =  8 azumbres. 
Azumbre =  4 cuartillos. 
Cuartillo =  4 copas.

Las medidas para el aceite son: la arroba de aceite, que tie
ne 25 libras; y la libra, cuatro panillas ó cuarterones.

293. U nidades  de p e s o .
El modelo ó patron es el marco del archivo del Consejo de 

Castilla.
P a r a  m e ta le s  finos y  p ie d ra s  

p rec io sas .
P a r a  u so s com unes.

Quintal
Arroba
Libra
Onza
Adarme
Tomin

Libra
Onza
294. 
Siglo 
Ano 
Mes
295.

4 arrobas.
25 libras.
16 onzas.
16 adarmes.
3 tomines.

12 granos.
P a r a  la  

— 12 onzas.
=  8 dracmas. 

U nidades de t ie m p o . 
=  loo  anos.
=  12 meses.
=  30 ó 31 dias.

Monedas.
De oro.

Onza
Media onza 
Centen 
Ochentin 
Escudo de oro 
Escudito .
Escudito de premio =

=  320 ro:
=  160 »
=  100 »
=  80 »
=  40 »
=  20 »
=: 2ÌH »

Marco =  8 onzas.
; Onza =  8 ochavas, 
j Ochava =  6 tomines.

Tornili =  3 quilates. 
Quilate =  4 granos, 

f a r m a c ia .
! Dracma =  3 escrúpulos, 
i Escrúpulo =  24 granos.

¡ Dia =  24 horas.
I Hora =  60 minutos.
; Minuto =  60 segundos.

De p la ta .

Peso fuerte ó duro =  20 reoî .. 
Medio duro ó escudo =  10 » 
Peseta =  4 »
Media peseta =  2 »
¡Real de vellón =  34 
¡Peseta columnaria =  5 reñir...
¡Media pe.seta id =  2K»
Real coluranario =  IH>̂



De cobre .

1 6 3

Medio real =  0,50 reales. 
Cuartillo =  0.25 »
Dos cuartos =  8 maravedises.

Cuarto =  4 maravedi.ses. 
Ochavo = 2  »
Maravedí, imag'inaria.

I V . - E  quivalonoiaK  a p ro x ia ia d a s  c i ilrc  la s  iiian c d as  y p e s a s  
a iiü ;;i in s  y la s  in é lr ío o -d e e iiiia lc s .

U.N'IDADES DE LONGITUD.

Lcíjuas Varas Pies Pulpadas Lineas
ft, kilómetro.». ¿i m etros. á  clccimctros. á  cen lim etros á  m ilím etros.

1 5,5727 0.8359 2,7864 2,3220 1.9350
2 11,14.54 1,6718 5,5727 4.6439 3,8699
3 16,7181 2,5077 8,3.591 6.9659 5,8049
4 22,2908 3,3436 11.14.54 9,2878 7,7399
5 27,8635 4.1795 13,9318 11,6098 9.6748
C 33,4362 5,01.54 16,7181 13.9318 11,6098
7 39,0089 5.8513 19..5045 16,2537 13,5448
8 44,.5816 6,6872 22,2909 18,5757 15,4797
9 50,1543 7,5231 25,0772 20.8977 17.4147

K ilóm etros M etros Deeimetros Centim eti'os
ó leífuas. ú varas. ó piés, A pulpadas. A lineas.

1 0,1794 1,1963 0.3.589 0.4307 0,5168
2 0.3589 2,3926 0,7178 0,8613 1,0336
3 0,5383 3,5889 1.0767 1.2920 1,55044 0.7178 4,7852 1.4.356 1,7227 2,0672;) 0.8972 5,9815 1.7945 2,1.534 2,5840r> 1,0767 7.1778 2,1.534 2,5840 3,1008
7 1.2.561 8.3742 2,5122 3.0147 3,6176
8 1,4.356 9..5705 , 2,8711 3,4454 4.1344
0 1.6150 10.7668 3,2300 3,8760 4,6512
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UNIDADES DE SUPERFICIE.

I[,i'giias ciixtrailns 
á kilómPtros cua- 
I lirados.

:n,0550
62.1100
03,1650

124.2199
155,2740
186.3299
217,3849
248,4309

ranpgas 
j  h i 'i 'lú v e a s .

0.6440 
1,2879 
1,9319 
2,5758 
3.2198 
3,8637 
4..5077 
.5.1516 
5.7956

‘ V a r a s  c u a d r a d a s  ; P i i 's  c u a d r a d o s  
á  i i ip t r u s  ¡á  d c c i iu p t r u s  i-ua-

! c u a d r a d o s .  I d r a d o s .

0,6987
1.3975
2,0962
2.7949
3,4937
4.1924
4:8912
5.5899
6,2886

7,7637
15.. 5275 
23.2912 
31,0550 
38.8187
46.. 5825 
.54,3462 
62.1100 
69'.8737

P u l g a d a s  c u a d r a 
d a s  á  f c u i lm e l r o s  
I c i i a d r a d o s .

5,3915 
: 10,7830 
. 16,1745 
i 21..5660 
: 26.9575 
' 32;3489 
■ 37,7404 

43,1319 
48,.5234

1 K ild m a i r o s
l l c i 'l í j r p a s

iMclrns cuadrado 1 á  Miras
1 g i i a s  cuadradas :'i ruiipgB S. 1 cuadradas,

1 : 0.0322 1,.5.529 1 1,4312
2 i 0,0644 3.1058 1 2,8623
3 ; 0.0966 4.6587 i  4,2935
4 ¡ 0.1288 6.2116 ! 5,7246
5 . 0,1610 7,7645 i 7,15.58
6 1 0,1932 9,3174 ! 8,.5869

¡ 0.2254 10,8703 i 10.0181
8 i  0.2.576 12,4232 i 11,4492
9 1 0,2898 13.9761 1 12.8804

cuadrados li 
|>ics (uadradiis.

0,1288 
0.2576 
0,3864 
0.51.52 
0.6440 
0.7728 
0.9016 
1,0304 
1.1.592

r p n l í m c l r o s  
c u a d r a d o s  ñ  ju i l -  
g n d a s  c u a d r a d a s .

0.1855 
0,3710 
0.5564 
0,7419 
0,9274 
1,1129 

I 1.2983 
I 1,4838 i 1,6693

T’NIDADES DE CAPACIDAD, PARA .\RID0S, Y DE VOf.ÚMEN,

C aliifip s  
ü k ilA lU ro s.

F a n e g a s  
ii l i o c i a l i l r o s .

C id c m in c s  
A d c c A lilrn s .

1 0.6660 0.5.5.50 0.4625
2 1,3320 1.1100 0.9250
3 1.9980 1.66.50 1.3875
4 2,6640 2.2200 1.8.500

3,3301 2.7751 2.3125
6 3,9961 3.3301 2.77.50
7
8

4.6621 3.8851 • 3.2376
5.3281 1 4.4401 3,7001

9 1  5,9941 i  4,9951 1 4.1026

V a r a s  c i i l i ic a s  :P id s  c i i t i c o s  4  de- 
4  tu p i r o s  r ú h i c o s . 'c í o i P l r o s  n i l i i c o a

0..5841
1.1682
1.7.522
2.3363
2:9201
3.5045
4.0886
4.6727
5,2568

21,6325
43,2650
64,8975
86.5301

108,1626
129.7951
151,4276
173.0601
194.6926
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t
K il6 l i ( rú s Hcrlúlíiros U p i ’ i í I í I v o s M p lrn  n ib io o s U e c in iP l r o s p i ib i -
ú r A h ir c s .  ¡ & l'uncgR íi. á  f f l c i n i n i 's . & varas ailiicas. POS il piésnibiros

1 1.5015 i 1,8018 2,1621 1.7121 0.0462
2 3,0030 1 3,fi035 4.3243 3,4242 0,0925
3 4.5044 I .5.4053 6.4864 5,1363 0.1387
4 tí.0059 i 7,2071 8,6485 • 6,8484 0,1849
.5 7.5074 : 9,0088 10,8106 8..5G05 0.2311
tí 9.0088 1 10,8106 12.9727 10,2726 0.2774
7 10.5103 1 12,6124 15.1349 11,9847 0,3236
8 12.0118 : 14,4142 17.2970 13,6968 0,3698
9 13,5133 1 16,2159 19,4591 15,4089 0,4160

t NIDAUES DE CAPACIDAD PARA LIQUIDOS.

C ántaras C uartillos A rrobas de aceito L ibras do aceite
á 'Iccfilitros. li litro s . á  docálitros. á litro s .

1 1.6133 0..5042 1,2.563 0.5025
2 3.2266 1,0083 2,5126 1,0050
3 4.8399 1.5125 3.7689 1,5076
4 ^,4.532 2,0166 5.02.52 2,0101
5 8,0665 2,5208 6.2815 2,5126
6 9.6798 3,0249 7,.5378 3.0151
7 11,2931 3..5291 8,7941 3.5176
« 12,9064 4.0333 10,0504 4,0202
9 14.5197 4,5374 11.3067 4,5227

D eráltf ros L itros D ecalitros á L itros
á cán taras. á cu a rtillo s . arrobas de aceite. á lib ra s  de aceito.

1 0,6198 1.9835 0.7960 1.9900
o 1.2397 3,9670 1.5920 3.9799
3 1.8595 5,9505 2.3880 5,9699
4 2,4794 7.9341 3,1840 7.9599
5 3,0992 9,9176 3,9799 9,9499
6 3.7191 11,9011 4,7759 11,9398
7 4,3389 13,884(5 5,5719 13,9298
8 4,9.588 15.8681 6,3679 15,0198
9 5,5786 17.8516 7.1639 17,9097
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UXUJADKS 1)K I'KSO.

Quintales á quintales métricos-
Arroiias {t kilógramos.

Lilirasá kilógramo.s. Onzas
á  gramos. '

1 0.4601 11.5023 0.4601 28.7558 I
0 ' 0̂ 9202 23,0046 0,9202 57,5116

' 13803 34,5070 1,3803 86,2674
i i  1,8404 46,0093 1,8404 115,0232
5 ¡- 2’3005 57.5116 2,3005 1 143,7791
íi i 2Í7606 69,0139 2,7608 ! 172,5340
7 i 3.2207 80.5163 3.2207 ¡ 201.2907
« ' 3,6807 92,0186 3,6807 1 230.0465
0 1 4.1408 103..5209 4.1408 1 2.58.8023

AdavmüR 
á  gram os.

1,7972
3,5945
5.3917
7;i890
8,98(V2

10.7834
12,5807
14.3779
KU752

: Q u in ta les 
'm étricos á los 
. a n tig uos.

2,1735 
4.3469 
6.5204 
8.6939 

' 10,8674 
13,0408 
15,2143 
17,3878 
19,5613

K ilógram os 
á a r rollas.

0,0869
0.1739
O',2608
0,3478
0,4347
0,5216
0.6086
0.6955
0,7825

Kilógi'attiüS 
a l i l i r a s ^

2.1735 
4,3469 
6.5204 
8,6939 

10,8674 
13,0408 

, 15.2143 
! 17.3878
: 19.5613

Oramos á onsiiR.
0.0348
0,0696
0.1043
0,1391
0,1739
0,2087
0,2435
0.2782
0.3130

O ram os 
ú adarm es.

0,5564
1.1128
L6692
2,2256
2,7820
3,3384
3,8948
4.4513
5.0077

UNIDADES MONETA1UA8.

1
2
3
4
5
6
H.-
I
8
9

Hoalos
liosctas.

0,25
0,50
0,75
1
1,25
1,50
1,75
2
2,2o

Pesólas 
á reales.

4
8

12
16
20
24
28
32
36

I ^ laravcdiscs 
! á  céntim os.

0,7353
1,4706
2,2059
2,9412
3,6763
4.4118
5.1471
53824
6.6176

C éntim os
m aravedises.

1,36
2,72
4,08
5,44
6.80
8,16
9.52

10,88
12,24



2D0. J-.a£> tablas anteriores ge usan cuuju se verá en Los si
guientes

E je m p l o s .
1.‘' Reducir 53 varas á metros.

Varas.

167

50
3

.53

Metros.
"4Î77Ô^

2,5077
44.3027

Según las tablas, 5 varas =  4,1795 metro.s: luego r 
=  41,795 metros, además 3 varas =  2,5077 metros: s
estas igualdades se obtiene

50 varas 
sumando

o o
53 varas =  44.3027 metros. 

Reducir 475 hectólitros á fanegas.

3.'

4.'*

Hectólitros.
400 =
70 =

475 =
Reducir 206 metros á varas. 

Metro?.
2ÒÒ =

6 =  •-
206

Fanegas.
" m 7 l

126,124
9,0088

855,84^

Varas.
239.26

7,1778
246,4378

Reducir 27 maravedises á céntimos de peseta. 
Maravedises. Céntimos.

20
7

27

14.706
5,1471

19,8531

M e d id o s , |>esn» y m o n e d a s  m a s  iis iia ies  do a lg u n a s  
n a e io iic s  c x l ra i i je r a s .

297. El sistema métrico decimal, que hemos expuesto, rige 
en Francia, Italia y Bélgica.

Por ley de 24 de Noviembre de 1871, .so adoptó también en 
el Imperio de Alemania, conservando la mayor parte de los 
nombres antiguos, y modificando la milla, que es igual á 7,5 
kilómetros.



298.

l^ara %sos comines.,.

m e d id a s  Y p e s a s  d e  IN6LATERKA.
UNIDADES DE LONGITUD.

PHncmal . . . .  Yarda (Yard) =  3 piés (Feet).
í i S r ia . . . . . .  Milla '(Müej =  1760 yardas.

UNIDAD DE SUPEKI'TCIE.
Acre =  4840 yardas cuadradas.'

UNIDADES DE C.M’ACIUAD.

Para ¿ir/uidos----- Gallon imperial =  4 quarts =  8 pints.
Para áridos..........Bushel — ^ gallones.

UNIDADES DE PESO .
Libra avoir dn puis =  16 onzas.
Quintal =  11’2 libras.

Parael oro,'plato, etc. Libra ¿roy =  12 onzas.
299, MEDIDAS Y PESAS .ANTIGUAS DE FRESIA.

UNIDADES DE LONGITUD.

Pié (Fuss) del Rhiu =  12 pulgadas (Zolle).
Ruthe , =  12 pies.

Jtineraria!\Á\¿^^^ Premslsáe Meile) =  2000 Ruthen.
UNIDAD AGUARIA.

Morgen =  180 Ruthen cuadrados.
UNIDADES DE CAPACIDAD.

Paro liaHdos. . . . Anker =  30 Quart =  60 Gessel.
Para Hides..........Scheffel =  4 Vierte! =  10 Meten.

De peso. (Antes de 1." de .Julio de 18.58).
Libra (Pfmid) =  32 Loth.
Quintal (Centner) =  110 libras.

De peso. (Desde 1." de .Julio de 1858). .
Libra =  30 Loth =  500 gramos (sistema metrico). 
Quintal =  =  100 libras.

Libra antigua =  0,93542202o libra nueva.
•Ì00 ' MONEDAS PRINTIPAI.ES.

Francia y Bélgica.. Franco =  100 céntimos =  3 8.> rea es. 
Italia .................Inglaterra.............Libra esterlina éSovereign) -
20 chelines (Shülingcn) . , —
Chelin (Shilling) =  12 peniques (Pnicej -  4,47 .
\lemania. Thaler =  30 Silbergro.schen =  14,28 »

168
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V I,_l<j(|iiivalciieia’̂  ap ro x im u d ax  c iili’i' la s  iiie illd as  y p e s a s
do a lb in ia s  n a c io n e s .

ESPAÑA. (SifUe'nia (le (Jasiilla',.

SISTEMA DE CASTILLA. INGLATERRA. PUUSIA.

{ V a r a ...............................
) PlrS . . . .

0 .9 1 4 2  y a r d a s . 2 .0 6 3 4  p ié s .  
0 .8 8 7 8  »

longmid.. I ( I t i n e r a r i a ; . 
( V a ra  c u a d r a d a .  . . 

"r-. I Pi(5 c u a d r a d o .  . . . 
‘‘“'^ " ’‘■"•1 F a n e g a : A g r a r ia ,  .

i),. \ V a r a  c ù b ic a ...............
Miiiimcii,. '  P ìó c ù b ic u ...................

Í C á n ta r a  L íq u id o s ,
Capacitali ' C u a r t i l l o .....................

í F a u f t g a 'á r i d o s ' . .  . 
„ ( L ib r a .

•• • i o n i n t a l ........................

2 ,4 0 2 8  m i l l a s .  
0,H3r)7 y a r d a s '^ . 
0 ,8 3 5 7  p i í ' S ' . 
1 ,5913 a c re s .  
0.7041 y a r d a s ‘i . 
0 ,7041 p ié s ^ I . 
3 ,5 5 0 8  g a l lo n s .  
0 .8877  p i n t s .  
1 ,5209 tm s lie l .  
1 ,0143  l ib .  a v o ir .  
(),9O50 q u i n t a l e s .

0 ,7 3 9 8  m i l l a s .
7 ,0 9 3 5  p ic s  2 .
0 ,7 8 8 2  »
2 ,5221  m o rg o n .  

.18 ,8925 p i é s : í .
: 0 ,0 9 9 7  »
14,0890 q u a r t .
0,8800 oesse .l.
1 ,0090  s c l ie f fe l .

■ 0 ,9 8 3 7  l i b r a s  a n t i g s .  
0 .8 9 4 2  < iu in t .  * |

SLSTEMA M È T R IC O .

SISTEMA MÉTRICO. INGLATERRA. j  I’BUSIA.

1 ,0930 v a n la s . ¡ 3 ,1 8 0 2  p ié s .

Lonpiim!.. D e c ím e t r o .................. 1 0,3281 p ie s .
1 0 ,0214 m il la s .

1 3,82484 p u l g a d a s .  
, 0 .1 3 2 8  m i l l a s .

„ ,  . j M e tro  c u a d r a d o .  .
S'.i>*rfu-.c. j H n c t á r e a .....................

, 1 M e tro  c ú b ic o .  . .
1 D e c ím e tr o  e ú li ic o . 

D e f iá litro ( líq u id o s^  
c*p*ciiiat' L i t r o  >>

1 H c c tó l i t r o  (á rid o s )  
j K i lo g r a m o .  . . •

' í Q u i n t a l  m é t r ic o .

1 1 ,1900 y a r d a s 2 .
' 2 ,4711  a c r e s .
1 1 ,3080  y .a rd a s :< .
i O.o:i53 p i e s ' i . 

2 ,2010  g a l lo n s .  
1 ,7008  p i n t s .  
2 ,7520  b u s l i e l s .  
2 ,2040  l ib .  a v o ir ,  

i 1 .9684  ( ju in ta le s .

'10,1.)19 p i é s ’2 .
] 3 ,9 1 0 2  m o r g e n .  
■32.3459 p i e s 4 .̂ 
ir>5.8937 p u l g a d a s ^  .
. 8 ,7331  q u a r t ,  i 1 ,7407  o e s s e l .
1 1 .8195  s c l ie i f c l .
! 2 ,1381  l i b r a s  a n t i g s .  
1 l ,9 4 3 7 q u i n t s .  antig*.
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INGLATERRA.

INGLATEURA. SISTEM A M ÉTRICO. ' SISTEM A DE CASTILLA.

Siipi'rficif.

 ̂ Yardíi..................
I.OUgilurl. ) IM lí...................................

( Milla itineraria) 
i’ Y'arda cuadnuln. 

Pié cuadrado.. . 
Aero ¡agraria). . 
Yardaisúbica.. . 
Pió » . .
Gallon {lí(iuidüs) 
Pint »
Bushel (áridos) . 

í Libra avoir.. . .
Ppso......j Libra troy...........

( Quintal..............

Voliimei)..]

Capacirfld.

0.i)U4
:i,0479
L0d9:i
9.2900 

 ̂ 0,1047 
0,764.") 

'28,31 ."):i 
I .4,.)4:3T> 
I n,.5679 
'36,3477 
o,4r);-i6
0 ,37:12

50,8029

metros, 
decíiuctro.s. 
kilómetros, 
metros^. 
decímetros 2. 
liectároas. 
metros-^. 
decímetros 
litros.

kilógramo.s.
»
»

1,09:19
1,0939
0,2888
1.1966
1.1966
0. 6284
1, :1089 
1,:K)H9 
0,2816 
1,1264 
Ü,6í)49 
0,9859 
0,8113 
1,1042

vai'as. 
pie's 
leguas, 
varas 2. 
pie's2. 
fanegas, 
varas y . 
pie's^. 
cántaras, 
cuartillos, 
fanegas, 
libras.

»
^^uintale^

Pliü SIA. (¡yis tema an tigno.)

SISTEM A M ÉTR IC O . • SISTEM A DE C.VSTII.LA.

I.nngililJ.

Superfleif

Volütncn.

CnpAcidsd. 1

Pfjn.

Vara.......................
Pió..........................
Milla ¡itineraria) . 
Pie' cuadrado.. . .
Morgen..................
Pié cúbico..............
Anker (líquidos).. 
Quart » 
Scheffel (áridos). . 
Libra antigua. 
Quintal » .

0
0
7
9
0

30
34
1

54
0

.'51

,6669 metros. 
,3i:i9 
.5:325 
,a")04
,255:1
,9158 
,:1.509 
,1450 »
,0615 »
,4677 kilogramos 
,4482 »

kilómetros.
decím etros 2,
hectáreas, 
decímetros 3 
litros

0.7979
1,1264
1,3.517
1,2688
0,3965
1.4291
2,1292
2,2712
0,9903
1,0166
1,1182

varas.
uie's.
leguas.
piés2,
fanegas.
pies 3
cántaras.
cuartillos.
fanegas.
libras.
quintales.
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(CAPÍTULO SEGUNDO.

N Ú M E R O S  C O M P L E J O S .

I ,—Ito d iico io ii (le iiih iie i’O'« eoiiiplejoK ñ  iiicom plejoft 
y  v loe-ver«« .

:l()2. l'na cantidad cualquiera se puede expresar por nú
meros diferentes, refiriéndola sucesivamente á unidades de su 
especie variables en magnitud; y se comprende que los núme
ros aumentarán si la unidad disminnve, y al contrario.

Es evidente que el número será dos, tres, cuatro veces ma
yor, cuando la unidad se reduzca á su mitad, tercera ó cuarta 
parte; y aquél quedará reducido á su mitad, tercera ó cuarta 
parte, cuando la unidad sea el duplo, triplo ó cuadruplo de la 
primitiva: liiejío r

Regla 1." Para conoerliruii número de especie dada en otro 
efjuivalente de especie menor, se rmltiplica el primero por el nú- 
niero de veces que su anidad contiene a la de especie menor.

Kjiím̂plüs.
1." Convertir 12 pesetas en reales. 
liU peseta contiene 4 veces al real; lueg'o iniiltiplicando 12 

por 4, el producto será el nùmero de reales equivalente á 12 pe-
«C1setas: asi

12 pesetas =  12.4 =  4S reales.

(’onvertir de libra en onzas.O

de libra =
o o

=  10 onzas.
Como una libra tiene 10 onzas será

X 1 6 =  —
2." Convertir 7 duros en maravedises.

Valiendo un duro 20 reales, y un real 24 maravedises, es cla
ro que un duro tiene 20.24 =  (580 maravedises; lueg'O 

7 duros =  7.680 =  4700 maravedises.
Regla 2." Para convertir un, número de especie dada en otro 

equivalente de especie mayor, se divide el primero por el numero 
ac veces que su unidad está contenida, en la de especie mayor.



E jemplos.
1. *’ Convertir 27 piés en varas.
El pié está contenido 3 veces en la vara; lueg'o dividiendo 27 

por 3, el cociente será el número de varas equivalente á 27 
piés; a.sí

. . 2 727 pies =  =  9 varas.
2. " Convertir 15 reales en duros.
Como el real está contenido en el duro 20 veces, será

15reales =  -^ - = 4 - d e  duro.20 4
3. " Convertir 180 pulgadas en varas.
Como la pulgada está contenida 12 veces en el pié y éste 

3 veces en la vara, es claro que la pulgada está contenida en la 
vara 12.3 =  36 veces; luego

180 pulgadas =  4 ^  =  5 varas.• 3o
303. N úmero incomplejo es el que se refiere à una sola uni

dad. por ejemplo 12 arrobas.
Número complejo es la reunión de mrios incomplejos refe

ridos á unidades diferentes de la misma naturaleza; por ejemplo 
7 arrobas 13 libras y 10 onzas.

Para convertir un número complejo en incomplejo de la me
nor especie, se reducen las íimidades superiores del complejo á la 
especie inferior inmediata y se añaden las unidades de ésta es
pecie contenidas en el número dado; el número que resulta se re
duce á la especie inferior siguiente^ y se añaden las unidades de 
esta última; y asi sucesivamente, hasta llegar á la última de las 
especies.

E jemplos.
1." Convertir el número complejo 24 duros y 12 reales en in

complejo de reales.
Disposición práctica.

24 duros.
2(1

480 reales.
12

492 reales.

172



2.® Convertir el número complejo 12 arrobas, 9 libras y 6 
onzas en incomplejo de onzas.

173

12
25

arrobas.

libras.

libras.

()0 
24
300 

9
309

__^
18.^
309
4944 onza.'í. 

0
4950 onzas.

Para convertir un nwnero co7npleJo en incomplejo de cual- 
quiera de cus especies, se convierte éi número dado en incom
plejo de su especie inferior, el resultado se divide por el nú
mero de veces que la unidad inferior esté contenida en la de la 
especie d que debe referirse el número.

Ejemplo. Convertir el complejo 14 (lias. 15 horas, 43 minu
tos y 50 seg*undos en incomplejo de horas.

Reducido el número dado á segundos da 1266230 segundos;, 
para reducir éste á horas, debemos dividirle por 60.60 =  3600, 
y obtendremos

1266230
3600

126623
360 Inyras.

304. Para convertir un incomplejo de especie inferior C7i com
plejo, se reduce el número dado a la especie superior inmediata; 
el cociente entero se reduce d la especie superior siguiente; y se 
continúa del mismo modo hasta obtener un cociente de la especie 
superior del coinplejo, ó un cociente cero. lü  último cociente y  los 
residuos de las divisiones componen el número complejo equiva
lente al incomplejo dado, siendo cada residmo de la especie del 
dividendo respectivo.



Ejemplo. Convertir el número incomplejo 4950 onzas en 
complejo.

1 7 4

Disposición práctv'd.
4950
150

6 onzas

1 6 _____
309 libras
59
9 libras

25
12 arrobas 
0 arrobas 3 quintales.

Luego, 4950 onzas =  3 quintales, 0 arroba, 9 libras, 6 onzas.
Para convertir un quebrado incomplejo de especie superior 

en número comple/o, se divided numerador por el denominador, 
n el cociente entero será el número de especie superior del com- 
ileio nue se busca. Se reduce el residuo á la especie menorinme- 
diataf 1/ el resultado se divide por el denominador del quebrado 
propuesto, continuando de este modo hasta llegar á la especie in
ferior.

E jemplos.

1.** Convertir el incomplejo de arroba en complejo.

Disposición práctica.

11 arrobas i 4 ________
i 2 arrobas 18 libras 12 onzas.3 

2o
75 libras 
35 
3

ü
48 onzas 
48 
0

Luego. —  de arroba =  2 arrobas, 18 libras, 12 onzas.
^ 18 

2." Convertir en complejo el incomplejo cahíz.



18 cahíces
175

4
12
48
fi

12
72
2
4

T
1

2 cahíces, 6 fanegas, 10 celemines, 1 ciiart.

fanegas

celemines

cuartillos

305. En el sistema métrico se ha visto que una unidad cual
quiera contiene 10 veces á la inmediata inferior, exceptuándose 
las superficiales que decrecen de 100 en 100, y las cúbicas, que 
decrecen de 1000 en 1000; luego la reducción de un número 
métrico incomplejo á especie menor ó mayor, se efectuará siem
pre raaltiplicando ó dividiendo dicho número por la unidad se
guida de ceros, para lo que basta correr la coma á derecha ó 
izquierda cierto número de lugares.

E jemplos.
1. ° Convertir 345, 28 metros en centímetros.
Es claro que basta multiplicar por 100 el número dado- 

luego
345»", 28 =  34528«'».

2. ® Convertir 34,52658 metros cuadrados en centímetros 
cuadrados.

Como las unidades de superficie decrecen do 100 en 100, de
bemos multiplicar por 100.100 =  10000, y será

34»S 52658 =  345265««, 8.
3. ® Convertir 0,345792 kilómetros cúbicos en hectómetros 

cúbicos.
;34.5792 —345^^«, 702.

4. " Convertir 35 hectógramos en gramo.«:.
35 =  3500.

5. ® Convertir 38357, 2 litro.s en kilólitros.



Como se quiere reducir á unklades superiores, debemos M- 
. ¿ ¿ “» e r o  dado por 1000, y será

38357^2 =  38^S3o/¿.
Convertir 357,52 metros cuadrados en hectáreas.

357 "S 52 =  0 , 035752.
Convertir 74«90fi deoimetros cúbicos en decámetros cu -

G."

7.”
bieos. ;{ •,)748956'*’’̂ =  0, 7480oG. _ ,

’ •. íMxnvprtir el número métrico complejo
« J “ .  B bectd-

Según la reglji da 80 decalitros; pero

Iris decalitros en litros, etc., iuej.ulob ctecaii .v  ̂=  80305-̂ ^

59 48 G =  59480G ‘
7 cm̂ =81000007-'»".

1>0. el contrari^ u u ^ u ^ m ^ m
convertido en comí ¿ pg^o, dos á dos, si es la e \ _

3-iuoJ  ̂  ̂ 2 2
,.^ Q m  =  45ií''~7G '̂”̂ .29’".•40 <0-'  ̂ ;{

47008230»-'=««"* 8«»'•230»'.

I I .— Id ic io a i.

,07. P -aciuevan—
es necesario que s e ^  de
" d : \ l m i s r S 5 t o a  que los sumandes, úse consideraba,« 
el mismo concepto que estos.



La suma de números incomplejos se efectúa como la de nú
meros abstractos.

Para, sumar varios números complejos, se suman separada
mente las unidades de cada especie de los sumandos, empezando 
por las inferiores. Las sumas que no componen una unidad de la 
especie superior inmediata d la suya, se escriben tal como se ob
tienen; y de las que componen una ó mas unidades superiores, 
solo se escribe el residuo, reservando aquellas para añadirlas á 
la suma parcial siguiente.
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1.'

2.'

E je m p l o s .
8 horas 54 minutos 13 segundos 
6 » 48 » 10 »

12 » 39 » 20 »
28 » 21 » 43 »

15 libras 13 onzas 9 adarmes 2 tomines
19 » 12 » 2 » i »
24 » 15 » 1 »
60 8 13 0

B ll—S n s ira c c io n .

308. El minuendo y el sustraendo deben ser de igual natu
raleza, ó considerarse bajo un concepto común; y la diferencia 
es de la misma naturaleza que los números danos.

Si estos son incomplejos, la sustracción se efectúa como la 
de números abstractos.

Para restar dos números complejos se restan separadamente 
las unidades de cada especie, empezando por las inferiores; si al
gún sustraendo parcial es mayor que el minuendo respectivo, 
se añade d éste una unidad de la especie superior inmediata, y á 
fin de que el resto no se altere, se añade también una unidad al 
sustraendo parcial siguiente.

I."
E je m p l o s .

10 varas 2 piés 8 pulgadas
3 » 1 » o »_______
7 » 1 » 3 »

9 dias 13 horas 15 minutos 13 segundos
4 » 7 » 34 » 15 »

40 58 »
12



Eu este ejemplo, el primer sustraendo parcial 15 es mayor 
que el minuendo respectivo 13; para efectuar la resta se añade 
al minuendo 1 minuto, que vale 60 segundos, y se obtiene el 
nuevo minuendo 73; restando 15 de 73, hallamos 58 segundos. 
Aumentando el sustraendo siguiente en 1 unidad se convierte 
en 35, que'tampoco se puede restar de 15; pero añadiendo á este 
número una hora, que vale 60 minutos, se convierte en 75 mi
nutos, y restando 35, se hallan 40 para resto. Por ùltimo, aña
diendo una unidad al sustraendo siguiente, se convierte en 8 
horas, que restadas de 13 dan 5.

l 78

3.' 8 duros 
_4 _ » _ 
3'“ V

13 reales 20 maravedises 
6 » 14 »

Como no hay maravedises en el minuendo, se toma un real, 
que vale 34 maravedises, y restando 20, se halla 14 para la di
ferencia. Añadiendo una unidad al sustraendo parcial siguien
te se convierto en 14, que no tiene minuendo de que restarse; 
pero se toma un duro, que vale 20 reales, y i estando 14 se halla
6. Por último, se añade una unidad al sustraendo siguiente, y 
restando 5 de 8, se obtiene 3 duros para la diferencia.

IV .—.lliil lip lic n c io ii.

309. La Operación de multiplicar tiene por objeto, dados dos 
números hallar un tercero, que sea respecto de uno de los da
dos, lo que el otro es respecto de la unidad; por consiguiente 
en la multiplicación se consideran cuatro cantidades, que se 
comparan dos á dos: el producto con el multiplicando, y el mul
tiplicador con la unidad; y la definición exige que los"resulta
dos de estas comparaciones sean iguales.

Para que dos cantidades sean comparables entre .sí, es ne
cesario que sean de igual naturaleza; luego el 'producto es de 
igual naturaleza que el multiplicando, y él multiplicador de 
igual naturaleza que la nnidact.

Para efectuar la comparación del multiplicador con la uni
dad, es necesario reducirle á la especie de ésta, y como aquel 
expresa la relación cuantitativa, y por tanto abstracta, del pro
ducto y multiplicando, resulta que el multiplicador dehe redu
cirse d la especie de la unidad, y  considerarse después como un 
número abstracto.



M  ohjeio práctico de la 'tmliiplicacion de mapnitudes concre-' 
tas es f/eneralmente hallar el valor de varias unidades, 6 de una 
fracción de unidad, cuando se co7ioce el valor de ésta.

El valor conocido de la unidad se tomará siempre para mul
tiplicando; el número de unidades ó la fracción de unidad cuyo 
valor se busca será el multiplicador.

Si los factores son i)tpomplejos y el inuHiplicador es de la 
especie de la unidad, cuyo valor es el miUtiplicando, la operación 
se efectúa co7no la de números abstractos. Si el miUiiplicador es 
de otra especie, se 7'edace ante todo á la especie de la unidad.

E je m p l o s .

1. “ Un metro de lela caesta 54 reales, icmnto costarán 2^ 
metros!

54 reales, valor de la unidad, es el multiplicando, y 23 el 
multiplicador; luego el valor de 23 metros es 

54.23 =  1242 reale.s.
2. ’’ En una hora recorre un móvil 3427 varas, ¿qué dis

tancia recorrerá en ~  de hora!o
El multiplicando es 3427 “  el camino recor-
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rido es
3

3427 --  X  -i- =  2056 -p- varas.

3. " Una máquima eleva un cuerpo á 3,7 metros de altura en 
1 minuto, ¿á qué altura elevará el mismo cuerpo en 0,13 de hordl

El multiplicador 0,13 de hora, reducido á minutos, da 
0,13 X  60 =  7,8 minutos: luego la altura buscada será 

3,7 X7,8 =28,86 metros.
4. “ Un pié cv.bico deayua d 4 grados pesa 4 7 , 0 1 8 ^cuán

to pesarán 400 pulgadas cúbicas de agua en iguales condicionesi
El multiplicador 400 pulgadas cúbicas, reducido á piés cú- 

400 25
bicoS jda

será
1728 108 piés cúbicos; luego el peso buscado

2547,018 X  -,7 s -  =  10,884 libras.lOo



ISO
jSí alg\mo de los factores ó ambos son complejos  ̂ se reduce el 

rmútipUcando á incomplejo de una especie cualquiera, y  el mul
tiplicador á la especie de íaunidadciíyovalor es el multiplicando.

E jk m plo s .

1.” Una fanega de trigo cuesta 42 reales y  25 marat>edises, 
icumto costarán 28 — cafiicesí8

El multiplicando reducido á reales se convierte en 1453
34

681 fa-reales, y el multiplicador convertido en fanegas vale 
negas; luego el valor buscado es

X  4 ^  =  ^  reales =  14551 reales 12 1  maraved.o4 2 DO 2
2. " Valiendo una libra 3 duros^ 14 reales y  18 maravedises, 

ícuánto valdrán 11 libras y  12 onzas‘1
2534El multiplicando, convertido en reales, es igual á — 

reales; y el multiplicador, reducido á libras, equivale á
=  - 7-  libras; luego el valor buscado es16 4

1267 47 59549 , o-- , o. 1-  X  ~ r  — —7:3— reales =  8/0 reales 24 maravedises.17 4 68 2
3. " Un decimetro cùbico de agua pesa un kilóp'amo, ^cuánto 

pesarán 3 metros cúbicos y  28 decímetros cúbicos^
Reducido el multiplicador á decímetros cúbicos, se convierte 

3
en 3028'*’“; luego el producto será

1 X  3028 =  3028
8i el multiplicando es complejo y el multiplicador, después 

de reducido á ¿a especie do la unidad, es un nùmero entero, se 
efectúala operación multiplicando cada incomplejo del primar 
factor ñor el segundo, y  extrayendo de cada producto parcial las 
'unidades superiores que contenga, para añadirlas al siguiente.

E je m p l o s .
l .°  E l  caño d e u n a  fu e n te  a rro ja  en un m inuto  ncum-hres.



3 cmrtillos y 2 coyas de agua, icmuto arrojará en — dehora;i
1* 60  ̂ .

Reducido el multiplicador á minutos, resulta o mi
nutos. -5 azumbres 3 cuartillos 2 copas 

5
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29
15
1

10 » 
2 »

2." Costando ima libra 2 daros, 15 reales y 20 maravedises, 
3^cuánto costarán d:e arrabal 

•> 3
~  de arroba =  — ----=  15 libras.
o o
2 duros 15 reales 20 maravedises 

__1^
4V’ » ~13” '» 28 »

M ètodo de  las pa r tes  a lícu o ta s .

310. ProDong'ámonos reso lverla  cuestión siguiente:
Una libra cuesta 8 duros, 16 reales y 24 maravedises, j/Aianio

costarán 15 libras, 13 omas y  6 adarmest j -  i-í uhms:'El multiplicador se compone, en primer liigai, de lo liDras, 
cuyo valor se obtiene multiplicando pdr 15 el precio de “ - 
bra. Además contiene 13 onza.s, que se descomponen en 8 onzas
ó i  libra, 4 onzas ó j  libra y 1 onza ó de libra; los valo
res'de estas partes alícuotas de libra se calcularáii fácilmente 
dividiendo el valor de una por 2. el de 8 onzas p o i^  ^  
cuatro onzas por 4. Por último, los 6 adarmes^ del  ̂ 1
dor se descomponen en 4 y 2 adarmes, ó s e a y d e  onza,

que se calcularán por medio de divisiones muy 
^ Sumando los valores parciales, es evidente qne se obtenara
el de 15 libras, 13 onzas y 6 adarmes.
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Di<ipofiicion práctica.

Valor de una libra... . 8 duros 16 reales 24 maravedises.
15 libras 13 onzas 6 adarmes.

Valor de 15 libras.... 120 duros 240 reales 360 maravedises
Valor de 8 onzas.... 4 8 » 12 »
Valor de 4 onzas.... 2 » 4 6
Valor de 1 onza.... » » 11 »• 1,5 »
Valor de 4 adarmes » » 2 » 25,875 »
Valor de 2 adarmes » » 1 » 12,9375 »

130 » 18 10,3125 »

V,.—l>ÍVÍ!»loil.

311. La división tiene por objeto, según sabemos, descom
poner un producto en dos factores, siendo uno de estos cono
cido.

El producto es de igual naturaleza que el multiplicando, y 
el multiplicador se considera como abstracto, después de redu
cido á la especie de la unidad: y como cualquiera de estos fac
tores puede ser divisor, es clai'o que debemos considerar dos 
casos: 1." que el dividendo y divisor sean do la Jiiisnia natura
leza; 2.® que sean de distinta naturaleza.

312. Primer CASO. Si el dividendo y divisor son de la mis
ma naturaleza, el cociente se debe consfderar como abstracto, y 
la cuestión propuesta indicará su naturaleza.

Para dividir dos números de igual naturaleza se reducen el 
dividendo y divisor á una mismd especie, y se dividen los nú
meros que resultan.

E jemplos.
1. ° En un minuto arroja el cano de una fuente 8 litros de 

agua ipuántos minutos e-npleard cu arrojar idlürosi
Es claro que la cantidad que se busca será igual al número 

de veces que 70 contiene á 8, esto es
70 .minutos =  8 minutos 45 segundos.

2. ® Una vara de tela cuesta 25 reales, ¿cuántas varas podrán 
comprarse con 60 durosí

Tenemos que dividir 60 duro.í por 25 reales, para lo que es 
necesario que el dividendo y divisor .sean de la misma especie,



60 duros, reducidos á reales, dan 1200 reales; luego el co
ciente que buscamos será

— - =  48 varas.2o
3.” Una familia consume en un mes 4 libras tj ^ mizas de 

café, ^cuánto tiempo tardará en consumir 1 arroba, 8 libras y 6
onzasi ,  ̂ , ,-1. 4Debernos dividir 1 arroba, 8 libras, 6 onzas por 4 libras, 4
onzas, reduciendo antes los números á incomplejos. El divi
dendo reducido á onzas vale 534 onzas, y el divisor G8: luego el 
número buscado es

.534 - •-—  meses =  7 meses 25 días.
68 . j , •

313. Segundo caso. Si el dividendo y divisor son de dis
tinta naturaleza, el cociente es de igual naturaleza que el divi
dendo, v- el divisor debe considerarse conio número abstracto.

Idi objeto práctico de este caso es generalmente hallar el valor 
de la unidad, citando se conoce el de varias unidades de la misma 
especie 6 el de ima fracción de unidad. _

Para dividir dos números de distinta naturaleza, se '¡’educe 
el divisor á la especie de la unidad cuyo vdlor se busca, y  el di
videndo, si es complejo, à incomplejo de cualquiera de sus espe
cies, y se efectúa la división.

E jemplos.

1. “ 76 hVógramos han costado 627 reales, ¿cuánto vale elhi-

 ̂ FA precio del kilógramo es el cociente de 627 reales por 76, 
627esto es, =  8,25 reales.

2. ® 23 arrobas han costado 920 reales, ¿cuánto vale una librali 
~E1 dividendo os 920 reales, y el divisor debe reducirse a ja

especie de la unidad cuyo valor se pide, en este caso a libras, lo 
que da 23.25 =  575; luego el valor de una libra es 

920^  =  1.60 reales.575
3. ® Con 20 libras y 12 onzas de h ilo se tejen 175 varassi pies 

y  10 pulgadas de tela, ¿cuánta de la misma clase se obtendrá con
und arroba de hildl , , j  • 3 •

]'l dividendo 175 varas, 2 pi5s y 10 pulgadas, reducido a
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uxia cualquiera de eutí especies, la vara por ejemplo, se convier
te en ~gg— varas, y el divisor, reducido precisamente á arro- 

332
■400“ ai'roba; luego el número buscado será 

6334 332
—36— ‘ ~400~ ~  varas próximamente.

Teducido eldivisov à la, especia cuyo pvecio se óusca, f esul
ta mi mmeo'o entero, se dividen sucesivamente por el divisor los 
números incomplejos que constituyen el dividendo, empezando 
por las unidades supeonores, y  agregando cada residuo, reducido 
a la especie inferior inmediata, al dividendo parcial siguiente.

E jemplo.
12 arrobas y  13 libras cuestan 180 duros, 14 reales v 30 mara

vedises, icuanto cuesta una librai
El divisor, reducido á libras, da 313. Dejaremos, pues, el 

üiviaendo en su torma compleja, y dispondremos la operación 
del modo siguiente: ^

180 duros 14 rs. 30 marav. ¡ 313

! 0 duros 11 rs. 1 8 raaraved.

1 8 4

3600
14

3614 reales 
484 
171 
_3£

'684 
513 
5814 

__30_
5844 maravedises 
2714 
210
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capítulo TLliUKliÜ.
PR O B LE M A S U SU A LES DE A R IT M É T IC A .

B.—€aiili(la(icK  ¡»ro|»oi*oloiiales.

31-4. El cociente ó razón de dos cantidades de igual natura
leza es un número abstracto [31~J» *̂ jne se obtiene refiriendo las 
cantidades á la misma unidad y dn idiendo los números ^uo re
sultan. Diremos, pue.s, , , , 7

Kazox ó uelaoion de dos cantidades de igual naturaleza, es 
la relación abstracta de los números que se oblietien reduciendo 
dichas cantidades a la misma unidad. _

Así. paraliallar la relación de 23 varas 1 pie y 4 varas2 pies, 
reduciremes las dos cantidades á la misma especie, el pie por 
ejemplo, y dividiendo los números 70 ])iés y 14pi6s que resul
tan. el cociente abstracto ó es la razón buscada, e.sto es,

23 varas 1 pié
•i varas 2 pies 

Si redujéramos á varas, seria
70

23 varas 1 pié _ 3

_ 70 pies
1 i piés

70_
14

- varas

4 varas 2 piés 14
3 varas

70 . 3 
14.3 5.

315. Cuando dos cantidades de igual naturaleza están liga
das, por las condiciones de una cu’stion, à otras dos entre siae 
ir/uad naturaleza, de tal modo que la relación de las primeras sea 
igual (lia de las últimas, se dice ({ue arjuellas sonmovoRCio- 

á éstas V recíprocamente.
En alg:imas cuestiones la iiroporcionaUdad 

otras corresponde su demostración a. ciencias distinta 
Aritmética; v también ocurren casos en que, no 
tidades rigurosamente proporcionales, se tratan por co 
como si lo fueran. . .„..iSiempre que se consideran cantidades Pi’‘jporcionales.^u.u^ 
quiera que sea la cuestión propuesta, cada uno de los 
que forman una razón corresponde de algún modo a 
(pie forman la otra: si el cmunciado do la cuestión manincsta



que los numeradores de las razones son números correspondien
tes y los denoiiiiuudores también, se dice que las cantidades de 
cada especie son direciameníe proporcionales á las de la otra, ó 
que están en razón directa; pero si al numerador de la primera 
razón corresponde el denonunador de la segunda, y al denomi
nador de aquella el numerador de ésta, las cantidades son in
versamente proporcionales, ó est/m en razón inversa.

310. En todos los casos deberá ordenarse la proporción de 
modo que si la primera razón es mayor que la unidad, lo sea 
también la segunda, y al contrario; por consiguiente:

el 'numerador de la primera razón es mayor ó menor que 
su denominador., el numerador de la segunda fo'accion dele ser 
respectivamente mayor ó menor pie el denominador de la misma.

317. Para que las propiedades.demostradas en la teoría de 
igualdades fraccionarias puedan aplicarse á toda proporción en
tre cantidades concretas, es necesario: \.° reducir á la ■misma 
especie los términos de cada fracción; 2.“ considerar como abs
tractos los mtjneros que resulten 1314].
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318. Todo })i'oblema en que entran nno ó mas pares de can
tidades conocidas, siendo las de cada par homogéneas entre si 
y proporcionales á las de otro par de cantidades también homo
géneas, pero una de ellas desconocida, se llama reglado tres.

Si en el problema entra solamente un par de cantidades 
conocidas y proporcionales á las de otro par de cantidades, una 
de ellas desconocida, la regla de tres se llama simple. Si entran 
dos ó mas pares de cantidades conocidas, la regla de tres se 
llama compuesta.

lilíGLA DK TRES SIMPLE.
319. pROBLEM.A 1." a metros de ida han costado b reales. 

jjOuánto costaran a' metros de la misma clase de tela'l
Sea a? el valor de los a' metro.'j.

Metros.
a
a'

Reales.

X
En esta cuestión, a metros y a' metros forman un par de 

cantidades conocidas y homogéneas; b reales y x  reales forman 
otro par de cantidades también homogéneas, pero una de ellas



X desconocidíi. Además, es evidente que si a metros se multi
plica por un número cualquiera m, la cantidad correspondiente 
o reales resultará multiplicada por el mismo número; luego am 
metros costarán hm reales. Si consideramos las cuatro canti
dades

Metros.

1 8 7

a
am

Reales.___

hm
tendremos

a
im Im

_L
m Puesto que m os

de dunda =  í  X  — .a

pues ambas fracciones simplificadas dan

un número cualquiera, liaremos wi =  — ; y en este supuesto la 
cantidad Vm reales, que representa en general el valor de am 
metros, representará allora el valor de a X  •— metros, ó sea 
el de a!\ uias como este valor se represenja por x, será hm — x. 
Haciendo en la igualdad flj am =  « x  “  =  hm =  a;, ten- 
dremos

a   h
a' X

Observando que los numeradores de la igualdad fraccionaria 
son números correspondientes, podremos decir;

Siempre gne 'muiÜpUcan.dn ima de in.'i cantidades por wi nú
mero deba resultar multiplicada sa correspondiente, ¿as_ cantida
des son directamente proporcionales; y para hallar Ja incópndta 
se multiplica el número de su especie por una fracción, que tiene 
por numerador la cantidad correspondiente à la incógnita y por 
denominador la correspondiente d su homogénea.

P roblema 2.“ a obreros hacen una obra en b dias. }En cuántos 
dios harán a' obreros otra ignall

Sean x  los dias que emplearáu los a' obreros.
Obreros. Dias.

.............................
a ' ................................ (c

J.a naturaleza de esta cuo.stion mánifiesta con evidencia que



si a obreros se multiplica por un nùmero cualquiera w, la can
tidad correspondiente b dias resultará dividida por el mismo 
número; luego am obreros emplearán en hacer la obra h : m 
dias. Considerando las cantidades
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Obreros. 
¿ . 

anh .
vemos que

am

Días. 

h : m.

h : m
[1].

pues simplifícando estas friiccioncs dan los valores iguales —

y 1 : íw. Puesto que «tes un número cualquiera, sea =  — :ena
este supuesto la cantidad b : m, que representa en general el 
número de dias correspondiente á am obreros, representará
ahora el número de dia.s {pie emplearán en hacerla obra
ó sea a' obreros: mas como este número de dias se representa 
por X, será b : m =  x. Haciendo en la igualdad [1] am — a 'x

= a ' , b  \ m  =  x,  tendremos a ‘
— de donde 7x — h x .  — . o!

Observando que al numerador a de la primera fracción cor
responde, en el enunciado del problema, el denominador b de 
la s^unda, diremos:

^emnre que multiplicando una de las cantidades por un nù
mero deoa resultar dividida sa correspondiente por el mismo 
nùmero, las cantidades son inversamente proporcionales; y para 
hallar la incógnita se multiplica el número ae su especiepor una 
fracción, que tiene por numerador la cantidad correspondiente à 
la homogénea de la incógnita y por denominador la correspon
diente à ésta.

E jemplos.
1.® • 15 litros de mercurio à cero grados pesan 204 kílóaramos. 

lOitánio pesarán 34,25 litros de mercurio en iguales conaicionfsi 
Dispuestas las cantidades como sigue



Litros.
Í5
34,25

1B 9
Küügramos.
“ 2̂ 04

X? ̂   ....................... .....  • f*j
diremos: si el número de litros se duplica, el de kilóe-ramos se 
duplicará también; luego la proporcionalidad es directa y

X =  204 X  — — — 465,8 kilógramos.
Si queremos escribir la proporción tomaremos para nume

radores las cantidades correspondientes 15 y 204, y .será
15 _  204

o  o - ^^ '25  a; '
2. 2500 hombres tienxn víveres para 60 dios. iCaántos dias

m r^ a n  los mismos víveres a 3000 hombresl 
Dispuestas las cantidades como sigue

Hombres. Días.
"60"

X
2500
3000

diremos: si el número de hombres se duplica, el de dias quedará 
dividido por 2; luego la proporcionalidad es inversa y

o-A?* escribir la proporción tomaremos la cantidad
¿oüü para numerador del primer quebrado, y su correspondiente 
00 para denominador del segundo, y será

2500 X 
"3000 ~ lí(r*

R kGLA I)K t u k s  c o m p i  k s t a .

320. pROBLBMA. Q. obreros, trabajando h horas al día, coii- 
cmym en c dios pía  obra, cuya dificultad està representaba 2)or 

¡’jII cuaiiios dios coìichiiràn a' obreros, trabajando]:)' horas al 
día, una obra cuya dificultad sea d"/'

Llamemos a? á los dias que emplearán en hacer la segunda 
Obra los« obreros,y dispongamos las cantidades en la forma siguiente:

Obrero.s.
a
d .

Horas.
b
h'

Dins
C
X

Diftcullad. 
~~~1.----

<r
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Suponiendo iguales las horas de trabajo y la diñcultad, la

cuestión se reduce d esta otra: ,, , , . .
a obreros hacen una obra en c <has\ a obreros, jfm cuantos

(lias la haráni  ̂  ̂ ■ a.Esta regla de tres es simple, y da para valor de la incóg-
aDita e x  —r.

Suponiendo ahora igual la diflcnltad solamente, se presenta 
esta otra cuestión: a

si a' obreros, trabajando b horas, hacen una obra e n e x
dias; trabajando 1)' lioras, ^en cuántos dias la concluirání^

También esta regla de tres es simple, y la incógnita es 
a ^ b

c x - r X - r r -a b
Por último, suponiendo desigual la dificultad^ diremos:

si a' obreros, trabajando \d horas, emplean a x  X  dias en
hacer una obra cuya dificultad es d, ^cuánto tiempo invertirán 
si la dificultad es d'?

Esta regla de tres sixnple resuelve el problema propuesto, y 
el valor de la incógita es

a b  ̂ d ''
P  =  C - X X  -y  X  -y - .

Si tenemos presente que el número de dias es inversamente 
proporcional al de obreros y al de horas, y directamente pro
porcional á-la dificultad, podremos decir:

En una reyla de tres compuesta, la cantidad incógnita se ob
tiene wmliiplicamdo su homogénea por las razones que se forman 
dividiendo las cantidades de cada par. Cuando un par es directa
mente proporcional al de la incógnita, se pone por nv/merador la 
cantidad correspondiente á ésta y la otra por denominador; y al 
contrario si los mencionados pares son inversamente proporcio
nales.

E jemplos.
1.'’ 1500 obreros han abierto un canal de 70 kilómetros de 

largo IH metros de ancho y  4 metros de hondo, en 520 dias. 
¡Cuánto tiempo emplearán 580 obreros en abrir otro canal de 50 
kilómetros de largo, 20 metros de ancho y  3,80 de profundidadi



Obreros. Largo.
191
Ancho. Hondo. Dias.

1500 70 18 4 520
580 50 20 3.80

El primer par es inversamente proporcional al de la incóe-- 
y los tres restantes lo son directainentci lueg'o

1500 50  ̂ 20 3,80
580 ^  70 ^  ^ =  1014 días.a? =  520 X  '

2." Un cano, que arroja en 6 mmuíos 90 litros de anua, ha
llenado un estar^ue de 14 metros de largo, 4 de ancho y  1,50 de
hondo, en 93 — horas. Otro caño q%e arroja en ^minutos 120
litros de agita, ̂ fin cuanto tiempo llenará un estanque de 12 me
tros de largo, 5 ancho y  0,80 de hondos

_ Litros. Largo. Ancho. Hondo. Horas.
-■ • • ion ■ ‘ }Í' ' • • 1’50- .; • 120. . ■ 12. . . 5. . : 0.80. . w'

Los litros son inversamente proporcionales á las horas* los 
demas pares están en razón directa, luego

* = “ 7 X j X w x 4 X  ^ x  4
0.80 1 

- j T ^ =  33 -h o ra s .

Método de reducción k l.\. unidad.

321. Para resolver por este método una regla de tres simule 
se llalla la cantidad correspondiente á una unidad de la esnccie 
delpar conocido, y después la correspondiente á un número de

i? indicado por la pregunta del jorohle-ma.Rl resultado sera la incógnita del mismo. ^
Cuando la regla de tres'e.s coinpuepta, se descompone en 

anas reglas de tres simples, según se lia visto en el número 
.j20, resolviendo cada una por la anterior regla.

' E jemplos.
1.® 1  ̂liaras equivalen á G kilógramos. í A cuántos hilóqra- mos equivalen 52 libras? / c- ,/ w-

Libras.
13'
NO

Kilogramos.--
. »I*
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13

Si 13 libras equivalen ú Ü küógramus, 1 libra equivaldrá á 
kilógramos, y 52 libras ú

_6_
13

X  52 =  24 kilógramos.
2 Co% una wlocidad de 40 kilómetros por hora, recorre un 

tren su trapecio en 18 horas. i.Kn cuanto tiempo recorrerá igual 
trayecto si la velocidad es de 24 kilómetros.

Kilómetros. Horas.
40 . T “.................... 18
24 . ........................

Si con la velocidad 40 recorre el tren su trayecto en 18 ho
ras, con la velocidad 1 lo recorrerá en 18 X  40 horas, y con la 
velocidad 24 en

18X40
24

=  30 horas.

3 ® Cada imíuiade un manuscrito tiene 26 lineas de 44 letras 
cada una, y ocupa 240 paginas. y.Cuántas páginas de impresión 
ocupará teniendo cada página"it>ó lineas de ^  tetras.-

Líneas. 
“ 2 6 ~  

33

Letras. 
44 7' 
47 .

Páginas.

X
Suponiendo igual el número de letras do cada línea, dire 

mos- fti teniendd cada página 26 líneas ocupa el manuscrito 
240 náf^inas, teniendo una linea ocuparía el manuscrito 

 ̂ . 240 X  26 , .
240 X  26, y teniendo 33 ocuparía------------  paginas.

Tomando ahora en cuenta el número de letras de cada linea,
240 26 ,

diremos: si siendo las letras 44 se ocupan — pagi

nas, teniendo una letra cada linea se ocuparian 
páginas, y teniendo 47, será

240X26X44

33
240X26X44

33

X = = 177 páginas.33X47
E scolio, h a s  oneracionesnecesarias para calculfir la  incóg

nita por este método, son las mi.smas que exige el anterior.
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I I I .—Intere.«.

322. Se llama intkriís de uti capital la ganancia obtenida 
por el préstamo ó empleo del mismo, durante un tiemno deter- 
mmado.
, Para calcular los intereses de un modo uniforme, se con

tiene en que 100 unidades de dinero produzcan al dueiio del 
capital una cierta cantidad al cabo de un ano: y el número abs
tracto que expresa esta cantidad se llama tanto por ciento
, Si cada 100 pesetas producen en un ano 7 pesetas de g-anan- 

cia. se dice que el capital produce el 7 por ciento, que se ex
presa por la abreviatura T¡^.

El interés puede ser simple y compuesto.
Es simple cuando se perciben los intereses cada seis me

ses, cada año, en general, por periodos iguales de tiempo, sin 
que el capital varíe. ^

El interés es compuesto cuando los intereses que produce un 
capital en un periodo de tiempo, se acumulan al capital, for
mando asi uno nuevo, que aumenta al fin de cada período

V amos á ocuparnos tan solo del interés simple.
 ̂ FjS evidente que los intereses de dos capitales en el mismo 

tiempo, son directamente proporcionales à los capitales.
Se admite como cierto que los intereses de un capital en tiem

pos diferentes, son directamente proporcionales á los tiempos
P roblema. Bailar el ínteres de un capital C durante un 

tiempo t  al tanto por ciento r.
Este problema puede enunciarse diciendo;
El capital produce en 1 año r unidades. iCuánto produ

cirá el capital Q en % añosí
Ea cuestión, enunciada así, es una regla de tres compuesta.
Llamemos i  al interés del capital C, y  dispongamos las can

tidades como sigue:
C'^pítal. Tiempo. Interés.

lUü
C

i . . .  . r
t . . .  . i

. Según se ha dicho, el interés está en razón directa del ca
pital y del tiempo, luego

1 100
n
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íLos términos de la razón y  deben ser de la misma especie 

[314]; por consiguiente si el tiempo se expresa eii meses,, dicha 
razón se convierte en y si en dias en 7̂ ^  . Los respecti
vos valores de i serán

C . r . t C .T . t
1200  ̂ 36C00 ■

donde vemos que el número 100 que entra en el primer valor 
de deberá sustituirse por 1200, si el tiempo se expresa en me
ses; y por 36000, si se expresa en dias.

De la expresión i =  ^  \ se deduce fácilmente:100
100 . i t 100 o-- 100 . i
C . t  ' '  c . r  ' " r . t

Por consiguiente, siempre que tres délas cantidades C, r, i. 
i  sean conocidas, podrá hallarse la cuarta.

E.1EMPLOS.

1 ° Hallar el interés de 120000 pe.'ícias en mi año al 8 
¿7 vale 120003, r vale8, ívale i, luego

120000 . 8
100

=  9600 pesetas.

2 ° Hallar el interés de 4500 ÚAiros en 4 mesis al 7 p '\.
C'vale 4500, r vale 7, t vale 4, y 100 se debe sustituir por 

1200. luego
=  105 duros'.

1200
3." 80000 reahs han producido en 270 dias un ínteres de 3000 

reales. j^Cudl ha sido el tantn por ciento!
C vale 80000, i  vale 3000, í vale 270, y 100 debe sustituirse 

por 36000, luego
 ̂ 36000.3000

80000 . 270
=  l>.

5¡n el comercio se considera generalmente 0I año do 360 dias.



4." f.Cudnlo liewpo h(0 estado impue- t̂n un capital de 100000 
reales que al ha producido 2400 rcadcs'i- 

i vale 2400. C vale 100000. r vale 8, luego

' =  loooócTTF =  10
o.° i(iué capital deberá imponerse al 7 para recibir cada 

6 meses 12000 reatesl
i vale 12000, r vale 7, vívale 0. y 100 debe sustituirse por 

1200, luego

C = ---- ^---------=  3428u7 reales.
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fl%'.—llo s c iie n to .

323. Se llama letra de camiuo un documento mercantil, por 
el que una persona manda á otra pagar cierta cantidad a la órden 
de una tercera persona.

En la letra se expresa si el pago debe hacerse í' Í ó íi 
plazo, esto es, en el acto de pre.sentarla ó pasado un tiempo, in
dicado en la misma letra, que se cuenta desde el dia siguiente á 
la presentación de ésta ó á su fecha.

Pagaré es también un documento mercantil por el que una 
persona se obliga apagar á la órden de otra una cantidaa, en de
terminada fecha.

Si el tenedor de un pagaré ó de una letra á plazo la ])i*esenta 
al cobro el dia del vencimiento, recibe toda la cantidad que 
expresa la letra: pero si desea hacerla efectiva antes del venci
miento, recibirá una cantidad menor/en atención al anticipo 
que se le hace. Tienen, pues, la.s letras á ])lazo y lo.s pagarés 
dos valores: el que expresa el documento, llamado mlor nomi
nal; y el que se le da coiivencioimlmentc antes del vencimiento, 
llamado valor act a’. Es claro que el valor actual aumenta á 
medida que se acerca el vencimiento, yes igual al nominal 
cuando espira el plazo. La diferencia entre los valores nominal 
y actual se llama d'”icu'')it<).

Hay dos clases de descuento, llamados comercial y o'acional.
El primero es proporcional al valor nominal de id letra y al 

tiempo que falta para su vencimiento. Es, pues,el interés dei va
lor nominal en dicho tiempo.

El segwndo es proporcional al valor actual de la letra y al



tiempo. Es, pues, el interés de la cantidad que realmente antici - 
pa el que torna la letra.

Estos intereses se calculan por im tanto por 100, llamado 
tanto por ciento de descuento.

324. P roblem\ .  Descontar comercialmenie una letra de N 
reales, que vence al fin del tiempoX, siendo r el tanto por de 
descuento.

El interés de iV reales en el tiempo i, al tanto por ciento
N . r . t

196

Ts es 100
[322], y este interés es el descuento.

El valor actual de la letra será 
N . r . iN- 100

r . t
lo ó '

En la práctica, lOí) se sustituye por 1200, si el tiempo se ex
presa en meses; y por 36000, si el tiempo se expresa en dias.

E jemi’lo. Descontar comercialmenie una letra de 40000 pe
setas, que vence á los 70 dias, al op°\^ de desoriento.

iVvale 40000, r vale 5, ¿vale 70, y 100 se reemplaza por 
36600; lueg-o el descuento será

--------- ------=  388,88 pesetas.36000 ’ ^
El valor actual es

40000 — 388,88 =  39611,12 pesetas.
325. P roblema. De.scontar racionalmente una letra 

reales, que vence al fin del tiempo t, siendo r el tanto por 100 de 
descuento.

, . , m . r  . t
El interés del cnpital 100 en el tiempo f e s -----—

luego loo reales, al cabo del tiempo t valen 100 rt; y el valor 
actual de la letra, querepresentaremospor .^4,al cabo del mismo 
tiempo se convierte en el nominal Tenemos, pues, las canti
dades siguientes, que son directamente proporcionales.

Valor al veneimento.

rt:

Valor actual. _
100 . ‘ r . .

A . . .  . 
Luego la incógnita

^  =  100X

100
A'

N

rt

1 0 O - f - r ¿



Si el tiempo se expresa en meses, el interés de 100 unidades
Tten ¿meses será y la cantidad 100-f-r¿ deberá sustituirse
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12
nen el valor de A por 100 -i- — , lo que dará

.'Í= 100X ' iV 1200 X iV'
1200 -r H

Del misino modo, es fácil ver que si el tiempo se expresa eu 
dias, será

.,i =  36000X— 5 ^ - ,

JiUego si el tiempo se expresa en dias ó en meses, se susti
tuye en el primer valor de A cada número 100 por 36000 ó 1200.

E jemplo. Descontar racionalmente una letra de 40000 pese
tas, que vence d los 70 días, al 5 p"'\̂  de desciienlo.

iV vale 40000, r vale 5, t vale 70, y en lugar de 100 pondre
mos 36000, luego

^  =  36000 X  ásoooT sT^o =

Y .—R e$ ;la  d e  co iiip a ñ ía .

326. La REGLA DE COMPAÑÍA Uenc por objeto repartir entre 
varios socios la fjanancia ó pérdida que ha tenido la sociedad.

Tres casos pueden ocurrir en la resolución de este problema.
1. ** Que los capitales de los socios sean diferentes y estén el 

mismo tiempo en la sociedad.
2. ® Que los capitales sean iguales y los tiempos diferentes.
3. ® Que los capitales y los tiempos sean diferentes.
La resolución de estos casos se funda en los principios 

siguientes:
1. ® Las ganancias o pérdidas dedos capitales diferentes en 

un mismo tiempo, son proporcionales á los capitales.
2. ® Las ganancias ó pérdidas de un capital en tiempos dife

rentes, son proporcionales dios tiempos.
3. ® Las aanancias ó pérdidas de dos capitales diferentes en 

tiemms diferentes, son proporcionales á los producios de los ca
pitales por los tiempos respectivos.



El primer principio es evidente; el segundo se admite coii- 
vencionalmente como cierto; el tercero es consecuencia de los 
otros dos.

En efecto, llamemos C y  C" á los capitales, / y t' dios tiem
pos, x y  x' 'A las g’anancias 6 pérdidas; y dispoiig’amos estas can
tidades en la forma siguiente:
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Capitales.
C ~ T  
C  .

Tiempos.
~r~t T
. t' .

Ganancias ó perdidas.

Siendo las ganancias 6 pérdidas directamente proporciona
les álos capitales y d los tiempos, tendremos

^ =  í. X  ^  X  . de donde =  -g;— .

327. Los principios anteriores manifiestan que todos los ca
sos déla regla de cumpanitt están comprendidos en la cuestión 
general siguiente.

P roblema. Dividir n)i nv. fíiefo dado N partes proporcio
nales à varios números dados a, b, c.

Sean a?, y, z las partes en que se quiere dividir el número 
Según el enunciado del problema, los números x, y, " 

ben satisfacer d las dos condiciones:
de-

Xx - ^ y - ^ z  =  ly, —íu
De la segunda se deduce [2ü0]
X __' X X -7-y  -V- :■

?/ _  
b

y X y z _
a ' a h c h ' a b c c 

pero, en virtud de la primera condición, q.<, x y z =■ A: 
luego

iV _  !» _  IL =  £
~b’ a b  +  c c'

x =

a'  a -^h- \ - c  
De estas igualdades se deduce flOlJ

^  X  a, y = 'Xh.z  = N X  C.
.. . b-\-c ' ' a-^b-  

Liiego. para dú id ír iin número espartes proporcionales d 
otros dadoŝ  se divide el número por la sama de esloŝ  yele.O” 
dente se mnUiplica sucesivamente por cada mío de ellos. _



E jemplos.
1." Zi).? capitn.le-’!iro .! f socios son̂  (Ivrantecl mismo tiempo  ̂

70000. 40000 // 50000 reales respectivamente; la ganancia es de 
2AQ^t)reaks.'lOudl esJapartedecadauno'l .

Dividiendo 24000 en paites proporcionales á los capitales, 
resulta
Ganancia d<:l\ 24000
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1." s o c io .70000 
Idem del 2.'̂ ..

40000
24000

51)000

70000

Idemdel\M ■■ -.¡r,

•4(1000-
24000

50000

X  70000 =  10500 reales.

X  40000 =  fiOOO »

............ .....  X  50000 =  7500 »
70000 H- 40000 -h 50000

2." Tres socios ponen capitales iguales, e’’ primero por me
ses, el segundo por 10 y el tercero por 9; sufren una pérdida de 

reales. f,CiMulo pierde cada nnoí 
Dividiendo 15000 en partes proporcionales á los tiempos, se 

obtiene 1.5000
Pérdida del 1." socio.

Pérdida del 2,°.........

Pérdida del 3.".........

11-hlOH
15000 

, IIH-IO- 
15000

9

9

X  11 =  5500 reales. 

X  10 =  5000 »

X  9 =  4500 »
11 -f-10 H- 9

3.® Tres socio'̂  forman compnñia: el primero pone 8000 rea^ 
les por 7 meses, el'segando 50000 realeo por 4 me^es, y  el tercero 
100000 reales por 9 ineses; la ganancia es de 28900 reales. ̂ Cuán
to corresponde d cada uno’l-

Hav que dividir el número 28900 en partes proporcionales 
á los productos 8000.7, 50000.4, 100000.9 de los capitales 
por los tiempos.

Así se obtiene 
Parte del{ 28900

1 .90C¿o(8000.7 -h 50 100.4 + 100000.9 
28900

- X

Id.deVlf 

Id.den.'^

8000.7-h50000.4 H- lOOOOO. 9 
28900

8 0 0 0 . 7 -f> 5 0 0 0 0 .4  ■ h  lOOOOO. 1)

8000.7= 1400rs.

X  50000.4= 5000 » 

X  100000.9 =  22500 »
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V I.—l í e n l a  d e  a lig a c ió n .

328. La REGLA Dií ALIGACION tiene dos objetos 'principales-.
1. ® Hallar el precio de una 'mezcla, contfciendo las cantidades 

mezcladas y sus respectivos precios-,
2. ® Hallar las*cantidades que deben mezclarse, conociendo sus 

precios respectivos y el precio de la mezcla.
El primer problema se llama regla de aligación directa, y 

el segundo, regla de aligación inversa.
32U. Las reglas de aligación directa se resuelven hallando 

los valores de las cantidades 'mezcladas y sumándolos, con lo 
que se obtiene el valor de la mezcla. Para hallar el precio de 
la misma, ó sea el valor de la unidad, se divide el valor de la 
mezcla por la suma de las cantidades mezcladas.

E jemplos.
1.® Se 'mezclan 27 kilogramos de café de 18 reales el hilógra- 

mo, con 10 kilogramos de 23 reales y  17 de 20, ícuát es el precio 
de la mezclad

27 kilogramos á 18 reales valen 486 reales 
10 » 23 » » 230 »
17 » 20 » » 340 »
54 kilogramos de mezcla valen 1056 reales; 

luego el precio de la mezcla es 
1056
54 =  10 -j- reales.

2." Se ligan 36 kilógramos de plata cuya ley es de 950 rnilé- 
sim,as, con 20 cuya ley es de 835 milésimas, con 10 cuya ley es de 
720 milésimas y con Í3 deplatapura. iCuál es la ley de la alea- 
cion'l
36 kilógramos de 050 milésimas contienen
20
10
13

835 »
720 »

de plata pura

34200 milésimas 
16700 »
7200 »

13000 »
79 kilógramos de liga contienen. •............71100 milésimas;

luego la ley de la aleación es 
71100

70
=  900 milésimas.



330. La resolución de los problemas de aligación inversa se 
funda en el teorema siguiente:

Si se mezclan cantidades de dos especies, dichas cantidades 
eskin en razón inversa de la'i diferencias de sus precios al precio 
de la mezcla.

Sean a; é y las cantidades que deben mezclarse, p'S p' sus 
precios respectivos, y m el precio de la mezcla. Supongamos 
que

Es evidente que el precio de la mezcla debe estar compren
dido entre los precios délas especies mezcladas, de modo que 
p > m y  m > p '. . - ^

Cada unidad de clase superior, cuyo valor es p, vendida al 
precio m de la mezcla, causa una pérdida —w, por consi
guiente O) unidades de dicha clase causarán una pérdida de 
X [p — m).

Cada unidad de clase inferior, cuyo valor es vendida al 
precio m de la mezcla, produce nna ganancia m — p\ luego y 
unidades de dicha clase producirán una ganancia de y [m—p').

Pero al hacer la mezcla de las especies no se quiere perder 
ni ganar, luego la pérdida que originan las x unidades cíe cla
se superior debe ser igual á la ganancia que producen las y 
unidades de clase inferior, esto e.s,

x[p — m) — y [rn—p'), 
de donde so deduce fl03]

201

X
7

m^—p
p — m

igualdad que demuestra el teorema.
Para verificarse esta igualdad es necesario solamente que 

la razón de los valores asignados á a? é y, sea igual á la razón
~ — lo que tendrá lugar haciendo x — m —p', y = p — 
p — m

y como los términos de un quebrado — se pueden multiplicar
ó dividir por un número cualquiera, sin que se altere su rela
ción, se deduce que multiplicando ó dividiendo los números 
m —p' y p — w por un mismo número se obtendrán cuantas so
luciones se quieran.

E jeicíplo. Se quiere mezclar vino de 50 reales el decdliiro con



xiino de 68 reales  ̂para tender la mezcla á 62 reales. ^Cuántos 
decalitros de cada especie .̂ e mezclarán^
Precio de la mexplíi. ['recios de las especies. Cajtídades.

' oO . . . . ~  6
68 . . .  . 12

202

62
Restando 50 del precio de la mezcla se obtienen los decáli- 

tros de la clase superior, que son 12; y restando 62 de 68, los de 
la dase inferior, qne son 6.

Multiplicando los números 6 y 12 por un mismo número, 
obtendremos otras solpcionc.s. A.sí. pueden mezclarse 12 decáli- 
tros de la clase superior y 6 de la inferior, ó 24 de la primera y 
12 de la segunda etc.

Si las especies que deben mezclarse son mas de do.s. se re
duce el problema al que acabamos de resolver considerando 
las especies dos á dos, en un orden cualquiera, si bien cuidando 
de que sus precios comprendan al d(̂  la mezcla, hasta haberlas 
considerado todas.

E jemplos.
1." Se mezclan narias clames de trigo de pesetas, 28,75 

pesetas, 20 pesetas y 26,25 pesetas H keciótifro. ffiucmtos h-ectóli- 
tros de cada clase se tomarán para vender la mezcla á 25,50 pese
tas el heclólilroí
Precio de la mezcla. Precios de las especies. Cantidades.

25,50
23.50
28,75
20
26.25

3,25
2
0,75
5,50

2.® Se liga plata de 720 milésimas, de 8.50, de 950, de 600 y 
plata pura. ^Cuánta deberá tomarse de cada especie para obtener 
plata de 900 milésimas'^

Lev de la liga. Leyes do las especies. Cantidades.- - ^20 -
850 . . . .  100

900 950 . . . .  180 -H 300
600 . . .  . 50

lOOO . . . .  50
Considerando la.s leyes 950 y 720. que comprenden la ley de 

la liga, resultan los números .50 y 180: considerando otras dos 
1000 y  850, por ejGnqdo, se obtienen 1Ò0 y 50; por último, con
siderando otras do.s 950 y 600, hemos hallado 50 y 300.

331. Sien la igualdad rraccionnriu
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X _ m — p'
y  ;; — m ’

que da pai-a x  (i y  infinidad de valores, damos á ¡r ó á uii valor 
determinado, la otra incóg-nita tendrá también un solo valor.

Lo mismo sucederá cuando el valor dea?-f-yódeíP — y  sea 
determinado.

En efecto:
1." -¿Ciiánías libran da café de 12 real"n deberán'mezclarse coa 

24 libras de 7 reales, para vender la mezcla á 9 reales‘?
X 2Sabemos que en este caso — =  pero y  vale 24, luego 

2 2X24—  =  -r. X — --------r—  =  H> libras.24 3 3
o o iCmnto trlyo d e r e a l e s  fanega se mezclará con trigo

de 47 reales, para obtener 270 fanegas y venderlas á 43 reales!-
X A- V 4 -h 5

Tenemos — =  4--
y  '>

pero X +  y '=' 2/0, lueg'o —— =

de donde
270 _  9 

“ 4 ’

X

270.4
9

Del mismo modo.

-  =  120 faiieg-as. 
y 4 +  b

y
270 0

pero X -H y =  270, luego ——- =

de donde
y

270 X  5 
íi =  150 fanegas.

3." quiere mezclar vino de 76 reales decalitro con otra cla
se de vino de GO reales, debiendo exceder la cantidad de la clase 
primera ala  otra en 20 decáUtros. ¿Cnáiitos decalitros de cada 
clase debemos mezclar, para vender la mezcla à 72 reales?-

X 12 , x — y  12 — 4 _
leñemos — =  —r-- mego-------- =y 4 • " X ,

20 8pero X — y =  20, niego —  =
. . a? =  30 decálitros,

12



Del mismo modo,
204

w — y  12 — 4

pero X — y= ^‘‘2.0, luego
y  4
20 _  8 
V “ 4 ’ 

y  =  10 decalitros.

% 'll.— lfios;la co iijiin la .

332. *Se llaman canlidade.  ̂ equivalentes las cantidades que 
reducidas á la misma unidad son iguales.

Tales son 20 varas y 00 pies; ú duros y 2.5 peseta.s.
La propiedad de ser equivalentes dos cantidades se expresa 

por medio del signo igual á colocado entre ellas; por ejemplo 
5 metros =  6 varas, y la expresión recibe el nombre de equi
valencia.

Teorema. Los qn'oductos ordenados de varias equivalencias y 
tales que el primer miembro de cada una sea de la especie del se
gundo miembro de la anterior y son equivalentes, sienao el primer 
producto de la primera de todas las especies y el segundo ck la úl
tima.

Sean las equivalencias
a varas =  h metros, 
c metros =  d yardas.

■ e yardas =  /p ié s  del Rhin.
Queremos demostrar que

a ' XC' Xe  varas =  í  x  ¿ X /  piés del Rhin.
Multiplicando la primera equivalencia por c y la segunda 

por h, considerados como números abstractos, resulta 
í5Xc varas = ¿ X c  metros, 
u X  í  metros = h ' X d  yardas.

De estas dos se deduce evidentemente esta otra 
a x c  varas =  b x d  yardas.

Multiplicando ésta por c y la tercera de las propuestas por 
el producto b x d ,  resultan

a x c x e  varas = b x d x e  yardas, 
b x d x e  yardas = . b x d  x /p i é s  del Rhin.

De donde
(! X  c X  e varas =  ¿ x  X /  piés del Rhin.



^ 3 . La regid conjunta tiene por objeto reducir una magni
tud concreta á otra equivalente de diferente especie, por medio 
de equivalencias que li^an la primera con la segunda.

1 ara resolver los problemas de regla conjunta, se escriben 
vanas equivalencias de modo que el primer miembro de cada 
una sea de la especie del segundo de la anterior, y el .segundo 
miembro de la última de la misma e.specie que el primero de la 
primera. Multiplicando después ordenadamente las equivalen
cias, se deducirá fácilmente el valor de la incógnita.

E jemplos.
1. “ Reducir 180 raras á yardas, saliendo que C1 raras eani- 

ralen a 51 metros, 43 metros á 137 mris det Rhin, 34 pie^ del 
Kfilli a -I.) pies ingleses, y  que la yarda tiene tres piés inqleses.

Llamemos x  al número de yardas equivalente á 180 varas, 
y escribamo.s las equivalencias siguientes:

X yardas =  180 varas
01 varas =  51 metros
43 metros =  137 piés del Rliin 
34 piés del Rhin =  35 piés ingleses 
3 piés ingleses =  1 yarda

Multiplicándolas ordenadamente resulta 
íP . 6 1 . 43 . 34 . 3  yardas =  180 . 51 . 137 . 35 . 1 yardas

, 180 . 51 . 137 . 35 . 1luego X — ---- --------— 164,53 yardas.
2. Reducir o20 libras esterlinas à reales, suponiendo que 3

horas esterlinas se cambian por 20 thalers, 4 tkalers por 15 
francos y o francos por 10 reales. ^

Llamemos x  al número de reales equivalente á 520 libras es
terlinas, y escribamos las equivalencias siguientes:

X reales =  520 libras esterlinas,
3 libras =  20 tlialer.s,
4 tlialors =  15 francos,
5 francos =  19 reales.

Multiplicándolas ordenadamente resulta
® . 3 . 4 . 5  reales =  520.20 . 15 . 19 reales,

de donde

2 0 5

X == 520 ■ 20 . 15 . 19
3 . 4 .  .5 — 520.5 . 19 =  49400 reales.
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KJKIICICIOS.

I. Convertir 7 duros, 12 reales, lô maravedises en incomplejo do la 
especie inferior.

II. C o n v e r t i r  30  l ie e tú r e a s ,  2S  ú r e a s ,  3 5  m e t r o s  c u a d r a d o s  e n  i n 
c o m p le jo  d e  l a  e s p e c ie  in f e r io r .

III. Convertir 12 arrobas, 22 libras, 10 onzas en incomplejo de li
bras y en incomplejo de arrobas.

IV. C o n v e r t i r  2 8  k i lo g r a m o s ,  3  d e c á g ra m o .s ,  7  decí> ?ram os e n  i n 
c o m p le jo  d e  k i lo g r a m o s ,  d o  l ie c to g r a iu o s ,  d e  d e e á g r a m o s  y  d e  g r a m o s .

V. Convertir 5728 maravodisos en complejo.
VI. Convertir 4570008 milímetros en complejo.

10VII. Convertir do cántara en complejo.

VIII. C o n v e r t i r do kilómetro en complejo.

IX. Reducir 15 arrobas, 20 libras ú kilógramos.
X. R e d u c i r  4 5  d o c á l i tr o s ,  0  l i t r o s  á  c á n ta r a s .
XI. Reducir 25 fanegas y 100 varas cuadrada.s á hectáreas.
XII. Reducir 50,4528 hectáreas á fanegas.
XIII. Convertir31piéscúbicos en decímetros cúbicos.
XIV. Convertir 78 metros cúbicos en varas cúbicas.
XV. Un obrero teje en un dia 20 varas,_ 2 pies, 9 pulgadas de tela, y

otro teje en ol mismo tiempo 29 varas, 1 pié. 0 pulgadas. ¿Cuánta tela 
téjenlos dos juntos? ¿Kn cuánto excede el trabajo del segundo obrero 
al del primero? , , .

XVI. Kn un dia vende un fabricante cuatro partidas de genero: la 
primera dc28 arrobas, 15 libras, 12 onzas; la segunda de 14 arrobas, 10 
fibras y 10 onzas; la tercera, de 20 arrobas, 8 o izas; y la cuarta de 40 
arrobas, 23 libras; pero su fábrica produce en el mismo (lia 00 arrobas,
19 libras, 0 onzas. .¿Kn cuánto luilirá aumentado ó disminuido la 
existencia en sus almacenes?

XVII. Una persona presta á otra 037 duro.s, y convienen en que la 
primera recibirá anualmente en recompensa 1 real y 20 maravedises 
por duro. ¿Cuánto debe recibir al íin del año?

XVíII, Una libra cuesta 8 reales, ¿cuánto costarán 7arrobas, 20 
libras y 12 onzas? ^

XIX. Un comerciante compra 2o7 arrobas a 3 duros lo  rciles la 
arroba, v las vende á 4 duros 9 reales, ¿(lué gahancia ha obtenido?

XX. *ün comerciante compra tres partidas de género á 4 duros, 8 
reales, 17 maravedises la arroba. La primera partida es de 15 arrobas,
20 libras, 10 onzas; la segunda de 19 arrobas. 16 libras, 15 onzas; y la 
tercera de 13 arrobas, 12 libras, 7 onzas, ¿cuánto cuestan las tres par
tidas?



XXL Un comerciante eumpra 37 arrobas, 15 libras, 8 onzas á 12 
duros, 15reales y 17 maravedises la arroba; y las vendo á 15 duros 10 
reales. ¿Que' ganancia obtiene?

XXII. 2 varas, 1 pié y 5 pulgailas de una barra de liierro pesan una 
arroba. ¿Cuánto pesarán 21 varas, 8 pulgadas de la misma barra?
_ XXIII. Un móvil recorre en un minuto 70varas, í) pulgadas. ¿Qué 

tiempo empleará en recorrer 500 varas?
XMV. 20 arrobas 17 libras de género han costado 930 reales, 25 

maravedises. ¿Cuál es el precio de la arrob.a?
XXV. Una mátiuina de vapor extrae de una rainavcn 3 horas y 35

minutos, 728 quintale.s de carbón de pieiira. ¿Qué cantidad e.xtrac uor 
hora? ^

XXVI. Un comerciante vende 79 arrobas y 20 libras por 300 duros, 
15 reales y 27 maravedises,, y olitiono una ganancia de 89 duros 18 
reales y 25 maravedises. ¿A qué i)recio compro la arrol)a? ’

XXVII. Un comerciante compra tres fardos de género: el primero
pesa 200 libras, el segundo 1 vece.s menos que el primero, y  ol

0 ^
tercero los - de la diferencia entre los primeros; vende todo el
género en 4150 reales, y obtiene una ganancia de 830 reale,s. ¿Cuánto 
le costó cada libra, y á([ué precio lavendiíi?

XXVIII. Kn un molino hay uiiapiedr.ade cuarzo, quo pesa 75arro- 
bas. ¿Cuánto pesará otra igual de basalto, siiponimido que los pesos de 
(los trozos iguales de basalt.) v de cuarzo estén r.’;)re.sentados por los 
números 13 y 15? l

XXIX. Un salón permanece iluminado cada noche durante <3 horas 
por 17 haces que cuestan al mes 272 reales. ¿Cuánto costará cada mes 
iluminar con 12 luces iguales otro salón que t-stará abierto 7 horas’

XXX. ‘40 obreros, trabajando 9 lloras al dia, Jiacon una obra do 270 
metros cu 70 dias; 35 obreros, trab i,jando 8 horas los M primeros dias 
y 12 los (lias rc.stantcs ¿cuánto tardarán en liaccr 492 metros? ’

XXXI. Una máquina (d(?va.5t)Okilógi-uuos de p('so en35ininuto.s á 
una altura de 20 metros. ¿.\ ([uc altura ('Icvaríl en ')9 minutos un peso 
de 320 kilogramos, suponi-mdo qm  á la altura ([■> 9 metros se aumen
ta el peso liasta 490 kilogramos?

XXXII. ¿Qué capital produce c.n 270 dias 12000 reales de interés al 
10 p°i;?

XXXIII. Um. persona presta 80000 rcale.s al 0 y recibe entro 
capital é intereses 8200 ) roalc.s. ¿Cuánto tiempo estuvo prestado el 
capital?

XXXIV. Una persona prí'sfca á otra cierta cantidad ;il 7 p" de 
interés anual, y recilm al cabo do 10 meses 1270UOrnale.s por el capital 
y los intereses. ¿Qué capital pi-estó?

XXXV. Una persona presta dos capitales al misuio tanto por cien-

l  Dofidoeatu problema h a s ta  o lX I .V I l t ie n i 'n  txidos sobmion entorii.

2 0 7



to: el primer capital es de 130000reales y lo ^
segundo de 50000 por 170 dias. ¿Cual dobe ser el P®̂
que los intereses reunidos de los dos capitales importen 92/o leales,

XXXVI Ua comerciante emplea 50000 reales en un negocio, y 
o-ana el 23 u"!. del capital. ¿Cuál es la ganancia? , • . „

XXXVII. Una partida de género.s adeuda por derechos de intro
ducción 2575 reales al 25 p'’l„ de su valor. ¿.Ciuil es^este valor.

XXXVIII. Un comisionista quo ha vendido goneros por valor de 
35000 reales, recibe 3150 reales por su comisión. ¿Uual es el tanto por 
ciento de comisión?

XXXIX. Descontar comereialmente un pagaré de 90000 reales que
vence á los 160 dias, al 7 p''lo’ , . nn i-

XL. Por una letra de 5)000 reales, que vence a los 90 días, se re
ciben 49000 reales. ¿Cuál es el tanto por ciento de descuento.

XLI. Dividir el número 4580 en partes proporcionales á los nú- 

" ^ x S ? ’ lUvidVVÍ número 29Ö0 en partes proporcionales á los nai-
4 , 2meros 1 y

XLIII. Dividir 76114 reales entre tres personas, de modo que la 
segunda reciba el 6 por '>)o ma.s quo la primera, y la tercera el 8 p |o
mas Que la segunda. , , ,

X ljfv. Dividir el número 74000 en tres partos tales que la razón
de la primera y segunda sea y la de la segunda y tercera

XLV. ¿Cuánto trigo de 36 reales fanega debe mezclarse con otra 
especie de 46 reales para obtener 200 fanegas y venderlas a 42 reales.

XLVL Una mezcla do trigo contiene iOO hectolitros, í  vale 9.)22 
reales; las especies mezcladas han sido dos, de a> reales v 9J reales el 
hectólitro. jCiiántoshectólibros de cada especie contiene la mezcla?

XLVIl. Una aleación de plata pesa 40 l-‘̂ ?ramos, y su lev es de 
900 milésimas: para obtenerla se ha ligado plata do 800 y de 960 milési
mas. ¿Cuántos kilógraino.s de cada especie han entrado en la aleación?

XLVni. Un objeto do oro ligado con plata, tiotie 640 centímetros 
cúbicos de volúraen. y pesa 10 kilogramos. Cada centímetro cubico de 
oro puro pesa 10,2(5 gramos, y cada centímetro mibico de plata 10.47 
gramos. ¿Cuántos kilúgratnos de oro y cuantos do plata contiene el

lieducir 420 varas prusianas á varas de Castilla, suponiendo 
que 48 varas prusianas equivalen á 32 metros, y quo 5 metros equiva
len á 6 varas castellanas. , •

L Reducir 380 pies cúbicos ingleses a varas cubicas de Castilla, 
suponiendo que 59 pies cúbicos ingleses equivalen á 54 pies cúbicos 
prusianos, que 841 pies cúbicos prusianos'equivalen á 26 metros cu- 
ticos y que 7 metros cúbicos equivalen á 12 varas cúbicas de Castilla.

2 0 8



ÁLGEBRA.

INTRODUCCION.

1 .  Á l g e b r a  es la  c iencia  de la s  leyes (¡enerales de la  can tidad .
2. La Aritmética considera las determinaciones particulares 

de la cantidad ó sea la cantidad i-epresentadji por números: 
pero este medio de representación es impropio para descubrir 
leyes generales.

Tanto es asi, que en los teoremas de Aritmética, si bien re
presentábamos con frecuencia las cantidades por números, près* 
cindiamos de los valores particulares de estos y solamente 
atendíamos á los caractères generales; por manera que en rea
lidad se consideraba el número como un símbolo general re
presentativo de todos los números de su especie.

Aun procediendo así, no tenian las leyes descubiertas el 
CTadü de generalidad de que eran susceptibles: si las cantida
des estaban representadas por números enteros, .solo á esto.s 
eran aplicables los razonamientos, y por tanto la ley quedaba 
demostrada tan solo para los mismos, siendo nece-sario dar 
nuevas demostraciones, .si habia de hacerse extensiva á toda 
clase de números.

Kn la resolución de problemas, la representación de la can
tidad por medio del número presenta otro inconveniente; si las 
operaciones se efectúan á medida que se van presentando, el 
resultado final, ó sea la solución, es un número que conviene 
al problema particular propuesto, pero que no expresa la ley 
de su formación, esto es, la série de operaciones que deben 
efectuar.se con los datos, en todos los problemas de igual na
turaleza, para determinar la incógnita; y si dichas operaciones 
se dejan indicadas, será imposible distinguir aquellos datos 
que tengan igual A-alor y los números que originen las reduc
ciones

14



3. Como medio de generalización, se representan en Al
gebra las cantidades i>or las letras del alfabeto. Por consiguien
te, una letra cualquiera designará en lo sucesivo una cantidad 
en general, y solo cuando alguna cantidad deba tener circuns
tancias particulares, se limitará la significación de su signo 
atribuyéndole estas circunstancias.

Asi, por ejemplo, ft, h, c representan tres cantidades ó nú
meros, que podrán ser enteros, fraccionarios ó inconmensura
bles; pero si la cuestión propuesta lo exige, a podrá representar 
exclusivamente un número entero, un número par. un número 
comprendido entre ciertos limites etc., con solo suponer que 
existen tales circunstancias, y tener en cuenta esta hipótesis en 
el curso del razonamiento.

4. Para aclarar estas consideraciones, presentaremos dos 
ejemplos.

1." Teorem.\. La mina de doe cantidades TmcUipUcada por 
su diferencia, es igual á la diferencia entre los cuadrados de di
chas cantidades.

Sean 10 y 6 estas cantidades.
Tenemos (10 ~f- 6) (10 — G) =  16. 4 =  64 

102 — 62 =  100 — 36 =  64; 
lueg'O (10H-6) (10 — 6} =  10'2 — 6'2.

Éste razonamiento se apoya solamente en los valores de los 
números propuestas; luego hemos comprobado un hecho parti
cular, pero no se ha demostrado la ley general enunciada.

Si, prescindiendo ahora de los valores numéricos de 10 y 6, 
atendemos solo á las propiedades coinune.s á todos los números 
enteros, diremos: multiplicar 10-1-6 por 10 — 6 equivale á re
petir el multiplicando por sumando 10 — 6 veces; pero si se re
pite 10 veces y después 6 veces, restando los resultados, la di
ferencia contendrá al multiplicando 10 — 6 veces, y será el i)ro- 
ducto buscado; asi pues

(lO-J-6) (10 —6) =  (10-h 6) 10 — (lO-hO) 6.
Debemos efectuar ahora dos multiplicaciones: la primera 

(10-1- 6) 10 se reduce evidentemente á repetir cada sumando 
10 veces; y la segunda (10 H- 6) 6 á repetirlos 6 veces;

aO 4- 6J (10 — 6) =  10 . 10 6 . 10 — 10.6 — 6 . 6,
^  ' ( l 0 - h 6 ) ( 1 0  — G) =  1 0 2 ~ f - 6 . 1 0 — lO. G — 6 2 ;
pero 6 . 10 — 10.6 =  0;
lu e g o  (10 4-6) (10 -  6} =  102 -  62.

2 1 0
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Este razonamiento se apoya en una propiedad común á to
dos los námeros enteros, que es la siguiente: el producto de un 
número por otro entero es una suma de tantos nVimeros iguales 
al multiplicando, como unidades tiene el multiplicador; por 
consiguiente es aplicable á todos los números enteros: pero no 
á los fraccionarios ni á los inconmensurables.

Si queremos extender la ley á toda clase de números y que 
tenga el grado de generalidad de que es susceptible, represen
taremos la.s cantidades por letras, y apoyaremos el razonamien
to en propiedades demostradas anteriormente y comunes á toda 
clase de números.

Probemos, pues, en general que
(íí -H (ít — ¿ ®.

Considerando k a, — h como un número, será
[a, — h) = a^a — h.-^h 'a — 

ó [a +  b)[a — h) =  [a — h) a-^[a  — h) h;
efectuando las multiplicaciones indicadas en el segundo miem
bro, resulta

6 =  —¿2.
Ahora queda demostrada la ley con toda la generalidad po

sible, según al principio la habíamos enunciado.
2." P roblema. Bailar dos cantidades, conociendo la suma y 

la diferencia de las mismas.
Sea 64 la suma y 12 la diferencia.
Si representamos por x  la menor de las cantidades, la ma

yor será a?-i-12, y la suma de la.s dos 4-12 ó 2a?-i-12; 
pero esta suma es igual, según el enunciado, á 64; luego

2a;,-h 12 =  64.
Restando 12 de los dos miembros resulta 

%x — 52,
de donde a? =  26.

Siendo 26 la menor de las cantidades, la mayor será
26 -h 12 =  38.

Los números pedidos son, pues, 26 y 38; pero estos números 
no expresan la ley con arreglo á la cual están formados; por 
lo que tendremos necesidad de repetirlos razonamientos ante
riores, cuando los datos del problema sean diferentes.
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Representemos, ahora, por .? la suma dada y por d la dife
rencia, y sea ® la cantidad menor.

La mayor será a? -h d, y la suma de ambas a ? a ? -h  o 
-h d; como esta suma debe ser igual á s, tendremos:

2 x-\-d — s.
Restando d de los dos miembros será 

2x =  s — df 
s — d

de donde =  — 2— ‘

Añadiendo á este valor la diferencia d tendremos la canti
dad mayor, que será

g — s — d-i-^d s d- a  — -

2 i 2

2 2
Las cantidades menor y mayor, que hemos hallado, pueden 

escribirse en la forma
s d

Estas expresiones llamadas fórmulas, son las leyes de for
mación de las incógnitas del problema, ó sea la representación 
de las operaciones que debemos efectuar con lo.s datos para de
terminar las incógnita?: . .

Siendo las fórmulas reglas, escritas en lenguaje algebraico, 
para resolver los problemas generales, pueden traducirse al 
lenguaje vulgar. Las que acabamos de obtener se traducen del 
modo siguiente:

Dadas la suma y  la diferencia de dos cantidades,_ la mayor 
es i()ual d la mitad de la suma mas la mitad de la diferencia^ y 
la menor d la mitad de la suma menos la, mitad de la diferencia.

Por medio de la fórmula se resuelven todas las cuestiones 
particiilams comprendidas en el problema general propuesto. 
Para esto se sustituye cada letra por el valor particular 
del dato que representa, y  se efectúan las operaciones indi
cadas. , ... 1 , -i.Por ejemplo, si la suma de las cantidades es 04 y la clileren-
cia 12, sustituiremos en las fórmulas s por 04 y d por 12, y ob
tendremos

ü
2

A _ 2 6  2 ’
04
2



5. Los síganos de la adición de la sustracción son en Al- 
xrebra los mismos que en Aritmética.

La multiplicación se expresa también por el signo X  o por 
un punto. Sin embargo, si los factores son letras, se escriben 
unas á continuación de otras sin interponer ningún signo.

Asi, el producto de las cantidades a, í, c se expresara por 
« X Í X c ó « .¿ .c ,  y mas comunmente por aíc.

Las sumas y diferencias indicadas, que. entren como tacto
res, se escribirán dentro de un paréntesis; por ejemplo, si los 
factores son í? -h ¿ -h c, ^  - h / y  el producto se escribe

{a-h^-hc) [d — e -h f)  m.
La división se expresa por el signo : que era])leábamos en 

Aritmética. Si el dividendo, el divisor ó ambos son sumas 6 di
ferencias indicadas, se escribirán también dentro de un paren- 
tesis; asi el cociente de íí — ¿ -h c por w se escribe 

(íí — í-hc) : 'fíi;
el de a 5 por m — n se escribe

(«H-í) : [m — n).
Por último, las potencias y raíces se expresan como en Arit- 

in é t lOftCuando nna cantidad se repite varias veces por sumando, 
se simplifica la escritura anteponiendo a la cantidad un numero 
que exprese las veces que esta repetida por sumaudo. Lste nu
mero se llama coeficiente: así

(í se representa por 2ít.
por 7>â h.

El coeficiente de 'Xa es 2; el de 3«̂  h es 3.
No debe confundirse el coeficiente con el exponente: aquel 

exprésalas veces que una cantidad se repite por sumando; este 
las veces que una cantidad se repite por factor. La expresión 
3^ equivale á - h mientras que a-* es igual a a. a . a: 
si a vale b, será

3íZ =  5 -h o -l— 5 — lo,
— h . 5 . 5 =  125.

Una cantidad sin coeficiente expreso, tiene siempre impli- 
cifamente el coeficiente %no.

En efecto: a^b=\><a^t? =  la'  ̂b.
Una cantidad sin exponente, puede considerarse con el ex

ponente îno: así .
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6. E xpresión al&ebríica  ó cantidad literal es el conjiméo 
de vanas letras separadas por los signos de las operaciones.

Se llama así por ser la expresión, en lenguaje algebráico, 
de una cantidad cualquiera.

son expresiones algebraicas, que significan
respectivamente

a .a  .h - ^ a  .a  .h, a - \-a - \-b .b -h b .b -^ b .h .
Por estos ejemplos se comprenderá que los signos algebrái- 

cos abrevian considerablemente la representación de las canti
dades.

7. Cantidad racional es toda expresión algebraica que no 
contiene ningún signo radical.

Tales son a — h, a^b-h~-j~.a
Cantidad irracional ó radical es toda expresión algebraica 

que contiene algún signo radical.

2 1 4

Por ejemplo a +  3 ^
Cantidad entera es toda expresión que no contiene ningún 

radical ni d,enoniinador.
8. Una expresión algebraica no ligada á ninguna otra por 

el signo de la adición ni por el de la sustracción,"se llamado- 
noniio, ó expresión de un término; asi Zab“̂ es un monomio.

La cantidad literal compuesta de varios monomios ligados 
entre si por los signos de la suma ó de la resta, se llama poli- 
nomio.

— (/ J ------es un polinomio, compuesto de les

términos 5a^, — i/ ¿ab, H-------------.
Si el polinomio consta de dos términos, se llama binomio, si 

de tres trinomio etc.
9. Valor numérico de una expresión algebraica es el nùmero 

que se obtiene su&iitugendü las letras por valores particulares, 
y  efectuando las operaciones indicadas.

Sea la expresión toâ b̂'̂ c.
Si suponemos « =  4, b =  2, c =  1, el valor numérico será 

5 . 42 . 2  ̂ . 1 =  640.
Sea el polinomio '¡¿â b — db'̂  — b^.
Si suponemos « =  2, ¿ =  1, los términos valen respectiva

mente 16, 2, 1; luego el valor del polinomio es



2 1 5
16 — 2 — 1 =  13.

Si suponemos a =  4, ¿ =  2, el polinomio vale 
256 — 32 — 32 =  192.

El -oalor nu^nérico de wh polinomio no vaTia alterando el óT’ 
den de sus términos, siempre que conserven estos sus si¿f7ws.

Es claro que
a-i-Ò — e - d  =  l/ — c-{-a — d, 

puesto que, sea cualquiera el órden eu que se efectúen las 
operaciones, siempre a y ó, que son sumandos, producirán en 
el resultado un aumento igual á sus respectivos valores, y c y  d, 
que son sust.raendos, una disminución.

10. iSe llama grado de U7i monomio editerò el Plumero de fac
tores litei'ales que lo comporten.

El monomio la^b'^c — laaaabbhc es de octavo grado.
E.s evidente que el grado de un monomio se obtiene sumaiido 

los exponentes de sus letras.
Se llama grado de U7i polinomio, con respecto a una de sus 

letras, al mayor de los exponientes de ésta en el qiolinomio.
El polinomio

a'^x'  ̂— oa^x''  ̂— a*’
es de cuarto grado, con respecto á la letra x, y  de sexto, con 
respecto á la letra a. ^

Un polinomio se llama homogéneo cuando iodos sus térmi
nos son del misino grado.

Grado de uíi polinomio homogéneo es el grado de cualquiera 
de sus términos.

El último polinomio es homogéneo y de sexto grado.
11. Al descomponer un polinomio

a-\-b — c-\~d — e
en sus diferentes términos, cada uno de estos va precedido del 
signo que le ligaba al anterior; los términos del polinomio

nmesto son, pues, a, -\- b, — c, -+-d, — e.
jOS que están precedidos del signo mas se llaman tériniuos 

aditivos ó positivos, y  los precedidos del signo menos se llaman 
süstractivos .ó negativos.

Los primeros tienden á producir en el valor numérico del 
polinomio un aumento igual á su valor, y  los segundos una 
disminución.

Si el primer término no está precedido de nigun signo, se 
entiende que es aditivo ó que lleva el signo mas.
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12. Las definiciones de adición, sustracción, multiplicación 
y división dadas en Aritmética, son completamente generales; 
por lo que las adoptamos en Algebra sin modificarlas.

Como en esta ciencia se representan las cantidades por me
dio de expresiones literales, en cuya formación es frecuente 
que no haya analogia, ocurre muchas veces que las operacio
nes no pueden efectuarse, y nos limitamos á indicarlas j)or 
medio de los signos respectivos; pero otras veces se efectúan 
realmente, obteniendo resultados que no permiten descubrir 
cuáles hayan sido los datos.

13. llaman tiírm inos skm ejaxtes  los monomios coinpties- 
tos de las mismas letras con iguales exponenles. _

Los términos 6a''^x. — 3a'^x y a'^x son semejantes.
Propongámonos reducir á uno solo, los términos semejantes 

de un polinomio.
Si 4:a‘-̂ X'̂  y oa^x'^ son términos de un polinomio, es eviden

te q̂ ue pueden reducirse á ^a'^x- .
Los términos y^^a ^x^^ , también es claro que

equivalen á — Sa'^x^.
Luego, para reducir dos términos semejantes de signos igua

les, se suman los coeficientes, y  al resultado se antepone el signo 
de Us términos.



tíeaii ahora los téraiiiios 'dd'̂ h ' y  — ' ; üs evidente que
9 « — 7«  ̂ó~ =  '2d' l̂/‘ .

Sean — 12ró''otros dos términos; os clavo que
— 8ííí̂ '' — ,

y como 8fí5'' — 8íf¿'’ =  0j
los térmiuos propuestos se reducen á — 4íí¿-' ; pero el coeñcieii- 
te 4 se hubiera obtenido restando 8 de 12; luego

P a r a  reducir da'} términos sempjantef! de sipios contrarios, 
se restan los coeficientes, y al resnlíado se antepone el signo del 
mai/or.

Vamos á reducir los términos semejantes del polinomio
— 5ñ¿'>H-7ííí''H- H- ’ •

Como el órden de los términos no influye en el valor del po
linomio, podemos reunir los términos semejantes, y sera

%â h'̂  +  a~'b'̂  -h  Qa-'h *— oab̂  -h Tab̂  ̂;

reduciendo ahora el primer término con el segundo, y el resul
tado con el tercero, se obtiene para valor de los tros primeros 
términos 9íí'>í-i; reduciendo igualmente los otros dos, resulta 
q-2<z¿̂  : luego el polinomio queda reducido á

En la práctica no se altera el órden de los térmiuos del poli
nomio: lo mas breve es recorrer con la vista todos los términos 
y reducir mentalmente los semejantes, á medida que se van iire- 
sentando, sin escribir mas que el resultado Anal.

Así, en el polinomio
Offa;'?~6ax'^~\- oax"‘ — ,

diremos; 9aa;" +  r>«a;"= Uax~ ,Uax~ — =Sax~ ;
—6ax'  ̂— 4ax*̂  =  ~10ax^: 

luego el polinomio reducido es
t e "  — \Qax^'.

Dehmismo modo se encuentra

2 1 7

-h  ’óax’' =  •
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I I . —A dición .

14. Supongamos que se quieran sumar las cantidades 2<z, h 
y ; es evidente que la suma es

2íí 4- 5 -h .
Sean las cantidades 3a;3 y ; la suma será

5í»̂  =  .
Si los sumandos son los polinomios

— 2a-hc — d  y  áa — hc,
observaremos que sumar los dos primeros es aiiadir á ¿í — í  el 
resultado de efectuar las operaciones indicadas en 2« H- c — a-, 
si llamamos á este resultado, la suma de los dos primeros po
linomios será

n, — ó  ̂ [9];
poniendo en vez de el polinomio 2íe - i -  c — d ,  dicha suma se 
convierte en

2íZ4-c — d-hd  — 
y alterando el órdeu, en

í í  —  ¿  4 "  2 íE 4~ c ~~ d.
Por el mismo razonamiento se demostraria que la suma 

de — d  con el tercer sumando 4<t — 5c es
íí —  b 4* 2íí 4 " c — d  4“  4íí —̂ 5c,

que es la suma de los tres polinomios propuestos.
Observando la composición de esta suma, se deduce la re

gla siguiente:
P d T d  swnidT 'Ddvios p o lin o m io s  se escTihen los sumándoos un o s  

d  con tinudcion  de otTos, consevvdndo d  cada té trn ino  e l s ig n o  xes- 
peclvoo.

En la práctica se efectúa la reducción de términos semejan
tes, si los nay, la que se facilita colocando los sumandos unos 
debajo de otros.

E jem p lo .  Sean los sumandos \Z a ^ b ^ - \-  6íJ'1 b ~ \-la b '^ ,
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Disposición práctica. 

9^5í 4 _ i 3(í 4 ¿ _  ab  ̂— ̂ .d'h'^

lg^5¿4_ 7«4<5 +  8í558 —4íí^¿‘=̂.

I I I .—SuKlm rcioii.

15. Bis evidente que la diferencia de las cantidades 3« y 25 
6S 3  ̂■Hi las cantidades son 7íí5c: y 3ff5c, la diferencia será 

labe — Zahe — A.abc.
Supongamos que se trate de restar los polinomios 

5a; —2y +  3¿ y 2^» —7y.
La diferencia será un polinomio que sumado con el sus- 

traendo produzca el minuendo; este polinomio eS
5a: — 2// +  — 2̂ ;̂  +  7y.

En efecto: añadiendo el sustraendo 2a;̂  —7y, se obtiene 
5a; — 2 y -h — 2kS +  7y +  2a:« — 7y,

que reduciendo se convierte en el minuendo; luego
Para restar dos polinomios se escribe el minmndo y d con- 

iinmeion el saslraenclo, cambiando el signo de cada uno de stts
Í̂7*̂Íh7/̂ Í/OSEn la práctica se efectúa la reducción de términos semeiau- 
tes, si los hay, lo que se facilita colocando el sustraendo debajo
del minuendo. „ pr,9Ú -,rEjemplo, Restar los polinomios — 7í?"¿ — y
3ít5'̂  — 5«  ̂5.

Disposición práctica.
7(í “>5—

ZaiP— _______

16. Conviene en muchos casos considerar un polinomio como
la diferencia de otros dos. «'nn v«

Para conseguir este objeto, se forma el sustraendo con \a



ríos términos del polinomio, teniendo cuidado de cambiar el 
signo de cada uno. Así

— 2 ¿4- 3c2 _  2tí5 — 7í 4 -5c =  5«  ̂— 4-3c2 — (2íí 4-  7í —5c)
a-\-h — c +  d — (— b-\-c — ¿).

En efecto: si efectuamos las sustracciones indicadas en los 
segundos miembros, obtendremos los primeros.

2 2 0

lY .—Ü IuK iplicacion .

17. Tratemos de hallar el.producto de dos potencias de una
misma cantidad. , . ..

Sea El factor és un producto de factores
iguales á ä, esto es, aaa; y el factor a-' ds también im producto 
de chico factores iguales a a, 6 sea aaaaa; luego el producto 

contiene al factor a tres veces mas cinco veces, ó sean
oc/¿c veces; por consiguiente

Podemos, pues, enunciar la siguiente regla abreviada:
Para'multiplicar dos potencias de una misma cantidad, se

suman los eioponentes.
M u ltiplica ció n  de  dos monomios.

18. Sean los monomios 8«̂ i5 ‘c y
El producto W ^b^cx'^a^bd  de dos productos indicados 

% . . b'^. c y . a ^ . b . d, igual . a'K b‘̂ . c . a^. b . d
[Áritm. 65, 179, 241]; como podemos alterar el órdeu de los fac
tores sin que el producto varíe [Aritm. 67,181, 241], será

j  d =  % . ^ . b^. b . c . d,
6 ^a^b'^cxoa^b d =  4S)a^b^^cd.

Para multiplicar dos monomios, se multiplican los coeßcien-- 
tes y se escriben á la derecha del producto todas las letras comu
n e s  al muUiplicdndo y multiplicador, poniendo á cada letra un 
expolíente igual d la suma de los exponentes que afectan d la mis
ma en los dos factores. En cuanto d las letras que entran en un 
solo factor., se escriben en el producto con el exponente que cada 
wia tiene.

Aplicando esta regla tendremos:
d.â b"‘x^ x l^ a b ‘̂ c^x~^^a-^b^c^x^
^a '̂ b'^cd X  a^tpx  — W ^lŷ cdx.



Escolio. Es evidente que el producto de dos monomios es 
otro monomio que contiene por si solo tantos factores literales 
como el multiplicando y multiplicador.

Multiplicación de un polinomio por un monomio.
19. Supongamos en primer lugar que todos los términos del 

multiplicando sean aditivos, y hallemos el producto áed-há-hc 
por el monomio w.

Hemos demostrado en Aritmética [41, 173, 241] que 
(a ~h ^ ~h cj M — íim-h ám-h cm.

Consideremos ahora un polinomio que contenga términos 
aditivos y sustractivos, por ejemplo d — ¿>-hc — cl.

Este polinomio puede escribirse en la forma (a-hc) — (í-hd) 
[16], y por consiguiente ser considerado como una diferencia 
indicada, siendo (ZH-c el minuendo y (ÍH-í/el sustraendo. El 
producto de esta diferencia indicada por un monomio será

[a -h c) m — -H d] m — [mn -h cm) — [hm +  dm) 
ó am H- cm — hm — dm ~  am — hm-+- cm —dm; 
luego {a — h-\-c — d ] m ~  am — hm 4 - cm —  dm.

Observando los resultados obtenidos en los dos casos que 
hemos estudiado, se descubre la siguiente regla:

Para multijilicar un polinomio por un monomio, se multipli
can sucesivamente los términos del polinomio por el monomio, 
poniendo d cada producto parcial el mismo signo que tiene el tér
mino respectivo del mititipHcando.

E scolio. Como suponemos que el multiplicando 110 contie
ne términos semejantes, pues si hubiera algunos los reducíri-i- 
mos ante todo, es evidente que el producto tampoco los conten
drá; luego el producto de uu polinoniio por un monomio, es 
otro polinomio de igual número de términos que el multipli
cando.

Multiplicación de do.s polinomios.
20. Supongamos que los términos del multiplicando y del 

multiplicador sean todos aditivos, ó unos aditivos y otros sus
tractivos; y tratemos de hallar el producto do

(í? — ¿ 4- c) [m -+- n —p).
Si suponemos efectuadas las operaciones del multiplicando, 

y representamos por R  el resultado, el producto propuesto será

221



222
R  [m-\-n — p) — +  R:

pero, según el caso anterior,
— p) R  — '¡ìiR-\-tiR pR

6 R ( m - h n — p) — Rm~i-Rri — Rp.
Poniendo ahora en lugar de el polinomio a — se

obtiene
(a-ó-i-c) {m-+-n—p) =  ((ü~¿4-c} m-h [a—ó-hc] n— («—í+c) p.

Este resultado indica que para multiplicar dos polinomios 
deben hallarse sucesivamente los productos del multiplicando 
por cada término del multiplicador, y poner á cada uno de estos 
productos parciales el signo que afecta al termino respectivo 
del multiplicador; por manera que los productos parciales del 
multiplicando por los términos aditivos m y  % entraran en el 
producto total como sumandos, y los productos por los términos 
sustractivos, tales como p, entrarán cmno sustraendos. Pero 
seffun la regla de la sustracción de polinomios, restar el pro 
ducto parcid {a -b -^c )p  equivale á sumarle después de ha
ber cambiado ios signos de todos sus términos; luego

Para m iiltiplicar dos polinomios, se efectúan  ̂sucesivamente 
h s  multiplicaciones del multiplicando por cada termino del mul
tiplicador. Uniendo cuidado de cambiar los signos a todos los 

■ términos de los productos parcialesguc procedan de multiplicar 
por un término negativo del multiplicador. Surnando después los
polinomios obtenidos, se halla el producto total. ^

Ejemplo. Multiplicar el polinomio Za b̂ — iob̂ - ôb-  ̂ por
â'̂ b‘̂ -\-̂ ab̂  — b .̂ . ^

En la práctica se dispone la operación del modo siguiente.
- lab'  ̂ -h

4(ü(5̂  —
30«2¿o

—  ___________________

18«4 ¿ 3 _ 3 0 í í 3 ¿ 4^  aph^y^'llab^— hü^.
— 5í“

21. Se desprende, de las reglas dadas para multiplicar un 
polinomio por un monomio ó por otro polinomio, que el pro
ducto de un término del multiplicando por otro del multiplica
dor tiene el signo del primero de estos términos, cuando el 
segundo es positivo, y el signo contrario, cuando el segundo 
es negativo.



Así, en el ejemplo anterior, el producto del -término positi
vo por el positivo espositivo; el producto del tér
mino negativo— por el positivo es negativo; el
producto del término positivo jior el negativo — 
gativo; y finalmente, el producto del término negativo — lah'  ̂
por el negativo — es positivo.

Este resultado suele expresarse abreviadamente diciendo?
-h multiplicado por -hda-^-
— multiplicado por h-  da —
-^multiplicado por — da —
— multiplicado por — da

V observando que mas por mas da mas, v menos por menos 
da mas. se dice:

signos iguales dan producto positivo'.
y como menos por mas da menos, y mas por menos da menos, se 
dice también:

signos contrarios dan producto negativo.
, En la práctica nos serviremos de estas reglas parahallar los 

signos qe los términos de un producto.
¿2. A fin de facilitar la reducción de términos semejantes, 

es muy útil ordenar los términos del multiplicando y del mul
tiplicador por las potencias crecientes ó decrecientes de una le
tra, que en tal concepto se llama letra ordenatriz ó principal

El polinomio — ordenado
por las potencias crecientes de h, será

7^¿G_ ¿7 ,
Si la letra ordenatriz entra con el mismo exponente en va- 

rios términos, se escriben estos unos debajo de otros, prescin
diendo de. dicha letra, la que se coloca de.spues una sola vez á 
la derecha del primer término interponiendo una raya vertical

bi queremos ordenar el polinomio —c —
- i - p o r  las potencias decrecientes dea,  se escribirá en la siguiente forma:

2 2 3

2^
H- ¿

a -̂h¿> 
— c

Las cantidades colocadas á la izquierda de la raya veríical 
.se consideran como coeficientes de la letra ordenatriz: el coefi
ciente de íí^es ¿ 3 ^

Vamos á multiplicar los polinomios



Ordenaremos los factores con relación á la s  potencias decre
cientes de íP, y será
Multiplicando.

Multiplicador.

Producto por

2 2 4

-2aó
a?'

—2a¿i

—
®2-t-

— a^b
X

a-* -1- 2a^ x'- -̂h a'̂ x'̂
- —
~^a^l) -~^a-^b
-Hab* 6íJ í b‘̂

Producto por 72 ¿
J a n \  -  i - 2 < Í ,-h íl2¿-í|

~^a~b
X

— 2a b̂
, Producto — a'^b  ̂

total. ~h2ab'^

— %a’>b 
-\-(óa‘̂ b^
— aH^ 
+  a ^ '

¿3H-3íZ'’ 
— la^b

X

2*̂  Tfouema. S i dos polinomios y su producto están orde
nados m r las potencias de una misma letra, el primer termino 
del Tirtduclo reducido es el resultado de muUipÍicar el primer 
término del multiplicando por el prim.ero del multiplicador, y  el 
mimo término del producto es el resultado de multiphcar los ul-

* ' " f e c f o “ la p ^ p o s i S e s  evidente ántes de reducir los 
términos semejantes; ahora bien, suponiendo ordenados los po
linomios ñor las potencias decrecientes de una letra, los ¡n i- 
rueros términos de los factores contendrán Ja letra ordenatriz 
con mayor exponente que los demás, luego ántes de reducir los 
término^ semejantes, d  primer término del producto contiene 
la  letra ordenatriz con un exponente mayor que los demás tér
minos por consiguiente ninguno de estos puede reducirse con 
el primero ni anteponérsele. De una manera analoga podría 

' mos razonar sobre el último término; luego el primer término j  
-el último no esperimentan ninguna alteración al reducir los 
t é r S s  semejantes, lo que demuestra que la preposición 
enunciada es también cierta después de efectuar dicha re
ducción.



J'-scoLio. De aquí se desprende que el producto de dos onlí
noimos consta por lo menos de dos tlrmino^ S o  7¿ ?froÍucio 
de dospohnomioíi es otro polinomio. ^  proaucto
. f . ^   ̂ P'^^duclo de dos polinomios homoaéneos

t? d e  u l f ¡ S  ^ ' ' '  P'<̂ -
Í^níl'^ afecto; antes de efectuarla reducción de términos seme- 
jantes, un té̂ rmino cualquiera del producto es el producto de 

n término del rnultiplmando por otro del multiplicador, y con
tiene por sí solo tantos factores literales como íos dos términos 

número de factores de los términos es el 
mihmoen cada polinomio, luego también lo será en el polino
mio producto. Ádemás, la reducción de térm inoTsem Stel 
solo altera los coeficiente.s, por manera que el producto des- 
pu<is de reducido, seguirá siendo homogéneo y del mismo ora 
do que antes de la reducción. ^

siguientes expresiones, de frecuente uso en las Ma- 
d“  multiplicar

(a -h h)'^^a'^-\-'2ah -+•
[rt — ¿j 2 =  íZ2 _  2al, ¿2
(a-h¿){a—6)=

7.V lenguas vmlgar es la siguiente:
 ̂ M  cuadrado de la suma, de dos canlidades es ioual á la

<L mas el duplo Llproducto
Bicuadrado de la diferencia de dos cantidades es ioiialn Jn

,,.S ¿ ~ i } í t s : í S .z S ‘: & c ^ / s £ r

^  •—Oivlniioil.

2Cy. Se llama cociente de dos cantidades literales la
dSprd"iw fendo!^ multiplicada por el divisor pro

Kn este caso la división se llama también exacla o comnle/n 
y se dice que el dividendo es dhisiide por el divdfor

i ero .SI no existe ninguna cantidad algebráica entera nn^ 
mu tiphcada por el divisor reproduzca el dividendo, la divismn 
se llama inexacta ó incompleta. ’

225

II)



27. Tratemos de hallar el cociente de dos potencias de ima 
misma cantidad.

Sea .
El dividendo ¿í^es el producto del divisor /z^por el cociente, 

y como contiene ocho veces al factor a jad l o  contiene tres 
veces, el cociente lo contendrá cinco veces; además el cociente 
no puede contener ningún factor distinto de a, pues si con
tuviese un factor I>, entraria este factor en el producto del co
ciente por el divisor, esto es, en el dividendo; luego el cociente 
consta de cinco factores iguales á a, y es por consiguien
te

Podemos, pues, enunciar la siguiente regla abreviada.
Para diviair dos potencias de una misma cantidad^ se restan 

los exponentos.
División DE dos monomios.

28. Sean los monomios y %a''l^c.
El cociente es también monomio, puesto que un polino

mio multinlicado por el divisor, daría para dividendo otro 
polinomio [19, Escolio]. Recordando la regla dada para mul
tiplicar dos monomios, veremos que el coeficiente del cociente 
debe ser un número que multiplicado por 8 dé 40, luego 
es 40 : 8 =  5: el exponente de íz debe ser tal que sumado con 
5 dé *8 luego es 8 — 5 =  3; del mismo modo el exponente de 
b en el cociente es 7 —6 =  1. el de í:, 4 — 1 =  3; y el factor 
d que no entra en el divisor debe entrar en el cociente, luego

Para dinidir dos monomios, se dividen los coeficientes, y se 
escriben á la derecha del cociente las letras cortmnes al dividendo 
y divisor con exponentes igioales à la diferencia de los exponienteŝ  
que tienen las mismas en los monomios propuestos.  ̂En cuanto á 
tas letras que solo entran en el dividendo, se escriben en el co
ciente con sus mismos exponentes.

Aplicando esta regla se obtiene

2 2 6

6a '̂>c  ̂=  5íZ bd, 
f^ah^c = ‘óa~b^c^d.

En el segundo ejemplo se presenta el factor como ex
presión del cociente de ¿  ̂*, y debiendo ser el exponente un
número entero, la expresión ¿^carece de sentido.

Sin embargo, observando que b^ : b’̂ =  1, podremos admitir
en el cálculo la expresión ¿«como representando Xa unidad, y



obtendremos de este modo maynr generalidad en las reglas, y 
la ventaja de conservar, si así conviene, en las expresiones al- 
gebráicas aquellas letras que la división hace desaparecer.

La regla del nùmero 27 supone que el exponente de una le
tra en el dividendo es mayor que el de la misma en el divisor; 
pero convendremos en hacer dicha regla extensiva al caso en 
que estos exponentes son iguales, y admitiremos que

2 2 7

— a'
y como a'^ : =  1, resulta a ^ ^ \ .

Admitiremos, pues, convencionalipente que toda cantidad, 
con exponente cero es im simbolo que representa la unidad.

29. Según la regla anterior, para que el cociente de dos mo
nomios sea exacto se necesita y basta: l.°que el coeficiente 
del dividendo sea divisible por el del divisor; 2.® que todas las 
letras del divisor entren en el dividendo con exponentes igua
les ó mayores.

Si no se verifican estas dos condiciones, el cociente no pue
de ser entero, y se expresa en forma de fracción, la que se sim
plifica suprimiendo los factores comunes al dividendo y di
visor.

1.”

2.' 20ab^c : 32a^0^c

E jemplos.

4:ab‘̂d*̂ x-̂
20ab^c
32a‘̂ b^c

5

División de un polinomio por un monomio.
30. Para dividir un polinomio por un monomio, se dividen 

sucesivamente todos los términos del polinomio por el monomio, 
poniendo á cada cociente parcial el mismo signo que tiene el tér
mino respectivo del dividendo.

Sea a — ¿ -h c el polinomio y m el monomio.
Decimos que

{a — b~hc) : m =  a:  m — h : m-hc  : m.
En efecto: si multiplicamos el polinomio 

a : m — b : m -\-c: m
por el divisor m, para lo cual basta multiplicar cada término 
del polinomio por m [19]. y observarnos míe [a\m)m=-a;  
{h\m]m=.b  etc., el producto será el dividendo a —b~>rc; 
luego el cociente buscado es
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Se deduce de la regia anterior que la division de un polino- 
liiio por un monomio será exacta, si todos los términos del po
linomio son divisibles por el monomio. En el caso contrario, se 
escribirán en forma fraccionaria las divisiones inexactas.

1.“
2.'*

E jemplos.
{2ìa->ò^— = a^h

OI n (5
{2ha'̂ w — 2\a^-\~l^a^X'') \ Óa^x =  ha----- ¿---- .5a?

Division de dos polinomios.
31. Es conveniente recordar que el dividendo es el producto 

de multiplicar el divisor por el cociente. Si suponemos ordena
dos el dividendo y el divisor por las potencias decrecientes de 
unaletra, y que el cociente se halla ordenado del mismo modo, 
el primer término del dividendo es el resultado de multiplicar 
el primer término del divisor por el primer término del cociente 
|23]; luego

Dividiendo el primer término del dividendo por el primer 
término del divisor^ se obtendrá el primer término del cociente.

Pero el dividendo es la suma de los productos parciales que 
resultan de multiplicar el divisor por cada uno de los términos 
del cociente; si de esta suma restamos el primer producto par
cial, esto es, el producto del divisor por el primer término del 
cociente, el resto será la suma de los demás productos parciales, 
os decir, la suma de los productos del divisor por el segundo, 
lorcero, cuarto, etc. términos del cociente; por consiguiente el 
primer término del resto reducido será el producto de multi
plicar el primer término del divisor por el segundo término del 
cociente [23]: luego

Dividiendo el primer término del resto por elprimer término 
del divisor-, se obtendrá el segundo término del cociente.

Si del dividendo, disminuido en el primer producto parcial, 
restamos el segundo de estos productos, que se obtendrá multi
plicando el divisor por el segundo término del cociente, el nue
vo resto contendrá los demás productos parciales, esto es, será 
el producto del divisor por el polinomio que forman el tercero, 
cuarto etc. términos del cociente; luego

Dividiendo el primer término del segundo resto por el primer 
término del divisor, se obtendrá el tercer término del cociente.

Si continuando de este modo llegamos á un residuo cero,



la división habrá terminado y será exacta; puesto que del divi
dendo se habrán restado los productos del divisor por cadauno 
de los términos del cociente, v como el residuo es cero, el di
videndo es igual al producto áel divisor por la suma de dichos 
términos, que constituirán el cociente exacto. Pero si en vcjí 
de cero encontramos un residuo cuyo primer término contenga 
la letra ordenatriz con un exponente menor que el que afecta á 
dicha letra en el primer término del divisor, daremos por ter
minada la operación; porque el término siguiente del cocienle 
no podrá ser entero, y por consiguiente ladivision será inexacta.

En la división inexacta el ultimo resto se llama residuo, y 
el cociente es incompleto ó entero; para que sea exacto es nece
sario anadii-re la expresión del cociente de dividir el residuo por 
el divisor.

Nos falta averiguar los signos que deben tener los diferen
tes términos del cociente.

Sabemos [21] que el producto de dos monomios es positivo, 
cuando los monomios tienen el mismo signo; y negativo, si tie
nen signos contrarios; luego reciprocamente, si el producto 
de dos monomios es positivo, tendrán el mismo signo, y si 
dicho producto es negativo, tendrán signos contrarios; por 
consiguiente
si ol dividendo es positivo y el divisor positivo, el cociente es positivo, 
si el dividendo es positivo y el divi.sor negativo, el cociente es negativo, 
si el dividendo es negativo y el divisor positivo, el cociente es negativo, 
si el dividendo es negativo y el divisor negativo, el cociente espositivo,

Este resultado puede expresarse abreviadamente diciendo
-+- dividido por da-\-
-i- dividido por — da —
— dividido por ~\~ da —
— dividido por — da-\-

Y observando que mas dividido por mas da mas, y menos 
dividido por menos da mas, se dice;

sipnos iguales dan cocienle posilivo; 
y como menos dividido por mas da menos, y mas dividido por 
menos da menos, se dice también:

signos contrarios dan cociente negativo.
En la práctica, para hallar el signo de cada término del co

ciente, nos serviremos de estas reglas, que como puede obser
varse, son las mismas dadas en la multiplicación.

Los razonamientos hechos en este número, conducen á la 
regla siguiente:

2 2 9



Pam dividir dos polinomios, se ordenan por las potencias de 
una misma letra, y dividiendo el primer término del dividendo 
por el primer o del divisor se obtiene el primero del cociente. Se 
multiplica el término 'hallado por el divisor, y el producto se 
resta'del dividendo: dividiendo después el primer término del 
resto por el primero del divisor, se obtiene el segundo término del 
cociente. Se multiplica este término por el divisor, y el producto 
se resta del primer resto: dividiendo después el primer término 
del resto por el primero del divisor, se obtiene el tercer término 
del cociente. Se continúa del mismo modo hasta obtener un residuo 
cero, en cuyo caso la operación està concluida,_ ó uno cuyo primer 
término no sea divisible por el primero del divisor: en este caso 
se aHade al cociente entero una fracción, que exprese el cociente 
del residuo por el divisor.

32. Es muy útil, para la completa inteligencia del razona
miento anterior, comparar las siguientes operaciones.

Multiplicación.
Multiplicando.........— a'^b
Multiplicador......... H- a‘'‘h'̂ '' — a^h^

2 3 0

1. ®r producto parcial. Qâ b̂-̂  —2a^  ̂b~*-h 4̂ â  b̂
2. ® id. id... a^b^+2a’̂b~
3. ° id. id... -'üa^b^-h  a^b'>—2a~b^
Producto total........a'^^b^

nividend« 6£jn^í4_ a m

reslo 
2°.pro<l.
2“. rosio.

División.
-i-2a^b~—2a'b^Za^—â b+2â b̂'̂  d í v í *

'2a~>b-̂ +âb̂>—aW’ codemc.

3'’’’. prorl.

3̂ io¿ó— a%̂ '-{-2aH'̂

— a^'^—2a'b^
3nr reslo. O

Vemos que el dividendo es el producto total, y el divisor y 
cociente son los factores; los productos del divisor por los tér
minos 1.", 2.® y 3." del cociente, son respectivamente los produc- 
tos parciales 1.“, 2,“ y 3,®; el dividendo es la suma délos tres 
productos parciales, el primer resto es la suma de dos, y el se
gundo resto es igual al tercer producto parcial; por último, co
mo restando del dividendo los tres productos parciales del divi
sor por el cociente, el restoha sido cero, esclaro que el polinomio



2 a ' ' > b ^ ~
es elcocieute exacto.  ̂ , j  * i i

33. Para restar del dividendo ó de un resto el producto del 
divisor por un término del cociente, se cambian los signos del 
producto á medida que se va obteniendo, y se hace después la 
reducción de términos semejantes.

El primer término del mencionado producto es .siempre 
igual al primer término del dividendo ó resto respectivo, y lo 
anula al efectuarse la reducción; por lo que se suprime ó tacha 
desde luego, y se multiplica el término del cociente por los del 
divisor á partir del segundo de estos.

La operación se dispone como en los ejemplos siguientes;

231

1.' ¿3 _4 « 4  ¿ 4 _ 1 9 íí3 -|-22á2 y
— (Sâ b̂

■-l5í¡Tp'^Í3(í¿¿^

4 -  —48í?5“

a'^b —^ab'̂ —

0
2.“ Dividir el polinomio —18®*»»'*

por 2^5— , , x • i • * iOrdenemos el dividendo por las potencias decrecientes de 
<z, y tendremos
4(jT¡p3 _  +  22í?5a;5 —  3tz^a;6 4 - 2 íí5 _

— 8a®a?̂
2a'^x'̂ — 4«2?i-h x̂*

~2a^x^ -+-x'̂
Conteniendo 2a^x0]a letra ordenatriz con un exponente me

nor que el de la misma letra en 2a^ > el cociente de estos mo
nomios no puede ser entero, y suspendemos por tanto la ope 
rfìcionLa parte entera del cociente es 2d^x^—-^a.x^-\-x-^, y para 
completarlo falta añadir el cociente indicado del residuo 
2(̂ 4 a;6 (/>! por el divisor, así el cociente completo sera

2d^x^-\-x'^
2 « 2 ís3 -to «  +  ®‘' + - 2 - - 5 ^ -



34. Si la letra ordenatriz entra en varios términos con el 
mismo exponente, se ordena el polinomio en la forma explicada 
en el número 22, y se considera el conjunto de los términos ()ue 
contienen una misma potencia de una letra, como un solo tér
mino, cuyo coeficiente es el polinomio situado á la izquierda de 
la raya vertical. Para efectuar la división del primer término del 
dividendo ó de un resto por el primero del divisor, se dividen 
separadamente los coeficientes, y después las potencias de la 
letra principal.

E jemplo.

2 3 2

—

—

~h
—

-h
—2íj2¿
-hád-i

s;*-h2a'i—3a‘̂ó3 
-j—2í?¿ 
+2¿6

—2(10

í5‘í-+-—3a2¿3 
+2^6

-h
H-2í?2¿3 
—2¿6

a3
—2ab3

2 a3
-21 — &3

a'3 X
+2b —2¿3

íP'i — «3 
-h2(l^3

0
•Divisiones parciales.

1.

2/

—4¿2 

H-4Í2
a'3—2(5
«3-1-2(5

0
—2a3 ¿3 —2rt;2 í

• -̂2a•H
—2í?3¿3

—4¿'í
o

a 3—2(5 
«2—2p

35. De la reg'la dada para dividir dos polinomios y del prin
cipio demostrado en el número 23, se deduce lo siguiente:



La dloisioìb de des polinuììiioa no cs exacta, si et prlnicr iév- 
mino del dividendo no es divisible por cl primero  ̂del divisor, y  
el ùltimo término de aqìiel por el ùltimo de éste: ó si se presenta 
algwn resto, cuyo primer término no sea divisible por el primero 
(tct •

36. T eorema. Si se divide el polinomio
~h K x  +  L,

ordenado por las potencias decrecientes de x, por el binomio 
X — a, residuo de la división será el polinomio que resulta 
sustituyendo x por a en el dividendo, esto es,

511-1 _t_ ......-^Ka-^-L.
En efecto: supongamos que se efectúa la división del polino

mio propuesto pora? — «: el primer término del cociente es 
^  multiplicando este término por el divisor,

resulta yla?"̂ _aÁx'^-'^, y restando este producto del dividen
do, el término yáK»ise anula, y resulta para primer término 
del resto

S x ^ n - \  -j_ aA) x
donde vemos qne el exponeiite de x lia disminuido en una

Continuando la división, el exponente de x  disminuirá en 
una unidad por lo menos á cada resto; luego llegaremos á ob
tener un resto independiente de x, que será el re.siduo de la
Operación. ,

El cociente eptero. que representaremos por Q, sera un po
linomio en x,y el residuo B  podrá ser cero, si la división es exac
ta: pero en cualquier caso tendremos:

-h -f- -j- •••• “1“ -h L = [ x  — a) Q-h Ji,
siendo el primer miembro de esta igualdad el re.sultado de las
operaciones indicadas cu el segundo. _ ^

Si damos á x  un valor jiarticular cualquiera, es evidente que 
los dos miembros de esta igualdad adquieren valores iguales; 
supongamos, ¡lues. a? =  «. J'll primer miembro se conMerte en

j l f i r n  _|_ -f- A« “H Ll
el factor a? — « del segundo raienibro, se reduce íia — a =  0; el 
factor Ò adquiere un valor particular cualquiera, que multi
plicado por cero da cero, y B  no se altera, porque no contiene la 
letra x; tendremos, pues, _ .

yl«'" -+- Ba'" '̂  ̂-h C(L"'~' -t- .... L a L  — B.
Igualdad que demuéstrala proposición enunciada.
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37. Corolarios. 1.® A x » ^ 4 -B x ’»i-i +  C x«’-2
“I - . . . .  h- K x +  L se reduce àcero poniendo^ en lugar (f«x , dicho 
poUnomio es divisihlepor x — a.

E n  efecto ; e l re s id u o  de d iv id ir
. . . - h K x -+-L  po r X —  a es ■+■........

-f-J5Tí? H -Z ; s i  es te  re s id u o  es ce ro  com o su p o n em o s, e l po lino 
m io  e s  d iv is ib le  por x —  a.

2.® R ec íp ro co  del a n te r io r . el polinomio A.x"^
4 -  4 - ... -I- K x H- L  es divisible por x  —  a, dicho polino
mio se reduce à cero poniendo a en lugar de x.

E n  efecto: e l re s id u o  e s  /irti’« 4-  4-  (7í?«i-2 4 -  . . . .  4-  A lt
4 -  y  es te  re s id u o  es ce ro  p o r  h ip ó te s is .

3-" Z a  diferencia éntrelas potencias de igual grado de dos 
canhdades, es divisible por la diferencia de estas cantidades.

V am o s á  d e m o s tra r  q u e  —  a « ‘ es d iv is ib le  p o r  a? a.
S i en  x"^— a ”* h acem o s x= a ,  se  c o n v ie rte  en a"” — a «  =  0; 

lu e g o  íT«» — a«» es d iv is ib le  p o r  x — a.
D iv id a m o s  ah o ra  e s ta s  c a n tid a d e s .

2 3 4

X — a
í35¡2;«i-l X 4-  ax »‘-■'i 4-  cb'̂  X 4- ..

 ̂ E l  p r im e r  té rm in o  d e l co c ie n te  es a:’« : x, y  se o b tie n e  d is 
m in u y e n d o  e l ex jio n en te  de x e n  u n a  u n id a d . Com o e l d iv id e n 
do  n o  tie n e  m a s  té rm in o  e n  x  q u e  e l p rim e ro  y  éste  d e sa p a re ce  
e n  l a  p r im e ra  su s tra c c ió n , el p r im e r  té rm in o  de cad a  re s to  se rá  
e l p ro d u c to , cam b iado  e l  s ig n o , d e l se g u n d o  té rm in o  d e l d iv iso r 
p o r  e l u ltim o  h a lla d o  en  e l co c ie n te ; a l d iv id ir  e l p r im e r  té rm in o  
d e l re s to  p o r  x, d ism in u y e  e l e x p o n e n te  d e  e s ta  l e t r a  en u n a  
u n id a d ;  lu e g o  dado un término del cociente se obtiene el siguien
te multiplicando aquel por h y dividiendo por X, ó lo  m íe es lo  
m ism o , aumentando el exponente den y disminuyendo el de x  en 
una unidad.

E jemplo.
x^—â

• =  a^x  ̂4 -  4-  a‘̂x̂  4-  ay>x̂  4-  4 -  apx 4-  d̂x~ a



2 3 5

c a p ít u l o  SKGUNDO.

C A N T I D A D E S  N E G A T I V A S .

38. En los polinomios considerados liasta ahora, el coeficien
te y las letras de cada monomio tienen un valor absoluto, inde
pendiente de los sig-nos mas y menos; solamente el término va 
precedido de uno de estos síganos, los Que indican, no un modo 
de ser del mismo, sino el concepto bajo el cual entra en lacora- 
posicion del polinomio, esto es, el sig’no víiQjŜ  puesto delante , 
de un término, indica., como en Aritmética, Que dicho término 
debe sumarse, y el sig^no WjBTIOS, Que debe ser restado.

Asi, las expresiones
d-\-h y  a — h

expresan la  primera Que el valor numérico de ñ debe sumarse 
con el de h. y la segunda, Que del valor de a debe restarse el de 
1)' por manera Que cada una de estas operaciones tiene su modo 
particular de ser indicada. Sin embargo, se comprende que 
seria muy ventajoso reducirlas expresiones que nos ocupan a 
una sola, lo que puede conseguir.se mediante ciertos convenios.

1 " Cada letra puede ir precedida del signo mas o del signo 
menos esto es, en las cantidades podemos considerar el mlor 
absoluto, como se h,a hecho en Aritmética, y ademas el signo, lo
que es propio del Algebra. . , , ,.7  j  7

2 Las operaciones con cantidades aisladas precedidas deí 
sigilo mas ó del menos, se efecluao'án como si dichas cantidades 
fuesen términos de un polinomio.

En virtud de estos convenios, la expresión
a ^ b

representa igualmente la suma y  la diferencia de los valores 
absolutos <Sayb;  puesto que si es una cantidad positiva, 
la expresión será

a H~ (“H h') a~\~b,
y si í  es negativa, la  expresión se convierte en 

a-\-{—b) =  a b.
.'^upong'aino.s, ahora, que í? H- í  se eleva al cuadrado, y  será

=  • [1]



Ksta fórmula encierra también, en virtud de los convenios 
anteriores, la siguiente

[ct — 2=  íj2 — <¡¿ah +  ¿2 .
En efecto: suponiendo en [1] que ò es negativa, será
(tíH- (— 5))2 =  tís2H-2í?. — ¡5 -f- (— (5)2. [pr. convenio]

ó {a — ó)‘̂ = a -  — convenio]
39. Los mencionados convenios no deben ser admitidos, sin 

asegurarnos ántes de que los resultados á que pueden conducir
nos son siempre exactos.

Á este fin, demostraremos algunas proposiciones.
1. “ S i en un polinomio entero se sustituye una letra o. por 

— a, y las operaciones indicadas que resultan se efectúan del 
modo dicho en el 2.° conrenio, el nuevo polinomio solo se dife
rencia del propuesto en los signos de los términos que contienen 
potencia impar de dicha letra.

Considerando las expresiones
â  ̂ ~ a  . a .a.... y [— =  — a . ~  a . ~  a...,

vemos que cada dos factores dan producto positivo, tanto en â '̂  
como en {— [21]; luego si m es par, las dos potencias serán 
positivas; pero si m es impar, multiplicando todos los factores 
menos el ultimo los productos serán positivos, y como el últi
mo factor es positivo en a ̂  y negativo en {— ¿Y'\ la primera de 
estas potencias será positiva y la segunda negativa.

Según esto, los términos que contengan una potencia par 
de a, no varian por el cainbio de signo de esta letra; y los que 
contengan una potencia impar, cambian de .signo; puesto que 
un término positivo 2(Z ̂  5 se convierte en 2 . — «■*. 5 =  — 2a-̂  l  
y uno negativo —2«3¿ se convierte en — 2 . — í  =

Además, es evidente que los ̂ términos independientes de a 
no sufren alteración; luego el teorema enunciado es cierto.

2. ® Si se suman ó restan varios polinomios, y se repite des
pués la misma operación con los que se obtengan sustituyendo 
una letra a por —a en los propuestos, el segundo resultado pue
de deducirse del primero haciendo en éste ta misma sustitución

En efecto: sustituyendo una letra a por —a en los polino
mios propuestos, y efectuando las operaciones indicadas que se 
presenten, del modo dicho en el 2.° convenio, resultarán otros 
polinomios que se diferenciarán de los dados en los signos de 
Jos términos que contengan potencia impar de a [Prop. l.®j. 
Sumando ó restando los polinomios propuestos y aespues los
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trasformados, sin hacer las reducciones, los resultados cons
tarán de los mismos términos; en cuanto á los sig-nos, sabemos 
que al sumar no vanan, y queal restar cambian los del sustraen- 
do; pero como esto sucede en las dos sustracciones que comna- 
ramos, los términos iguales que tuvieran en los sustraendos el 
mismo signo ó signos contrarios, tendrán también en los restos 
signos Iguales 6 contrarios. Luego los resultados de las dos adi
ciones ó sustracciones, solo se diferencian en los signos de los 
términos con potencia impar de a.

Al hacer la reducción de términos semejantes, los que con
tienen una misma potencia impar de a se pueden reducir su
mándolos positivos separadamente de los negativos; si m, es el 
coeficiente de la primera suma y n e l á e  la segunda, derá 
el coeficiente de los términos reducidos, suponiendo 
pero los términos positivos que en uno de los resultados han 
(iíLaom, son negativos en ci otro; y los negativos del primero 
que han dado n, son positivos en el segundo; por consiguiente 
~ {m  — n) es en este el coeficiente de los términos reducidos 
que evidrateraente se diferencia áem — n tan solo en el signo’ 
ün  cuanto á los términos que no contienen potencia impar dé 
a, es evidente que después de la reducción serán iguales en 
am bp sumas ó diferencias, tanto en valor como en signo

Vemos, pues, que el resultado de sumar ó restar los polino
mios trasformados, solamente se diferencia del de sumar é res- 
tar los propuestos en los signos de los términos con potencia
impar de a; luego aquel resultado puede obtenerse sustituyendo en éste la letra ^ por —a. ¡Prop. 1.“] -usutu^Lii

'imltiphcan dos polinomios, y se repile después la 
misma operación con los que se obtengan sustituyendo una letra 
nfi L T ^  el segundo producto puede deducirsenet primc'i o haciendo en éste la misma sustitución.

Ln efecto: en la multiplicación de dos polinomios, cada tér- 
mino del producto, considerado antes de la reducción, se forma 
multiplicando dos monomios, uno del multiplicando y otro del 
multiplicador: por consiguiente los dos productos que nos pro
ponemos comparar constarán de los mismos términos.

■̂-'̂ ‘'immemos los signos de estos productos parciales en los 
tres casos que pueden presentar.se: 1." que ninguno de los mo- 
nomio.s contenga potencia impar de a\ 2." que lino la contenga 
y el otro nq; .1. que los do.s lá contengan.

 ̂ 1̂ caso, los monomios del producto propuesto y
Ir.« estos en el otro producto, tienen respectivamente
os mismos signos: luego después de multiplicados entre si,
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darán términos iguales en valor y en signo, y la potencia de a.

En ^'segundo caso, el monomio sin potencia impar de d en
tra en el multiplicando ó en el multiplicador de las dos opera
ciones con el mismo signo, y el monomio con potencia impar 
de dicha letra, entra en el otro factor, pero con el s ip o  mas ̂ w 
una de las operaciones y el mc'nos en la otra; luego los resulta
dos de multiplicar estos monomios tendrán signos contrarios, y
la potencia de a es impar. •

%n el tercer caso, los monomios de la segunda operación tie
nen signos contrarios álosde los monomios iguales de la pri 
mera: si en ésta son los dos positivos, en la segunda serán ios 
dos negativos, y los productos tendrán ambos el mismo signo, 
aue será el mas, si en la primera e  ̂ positivo uno délos mono
mios y el otro negativo, en la segunda serán respectivampte
negativo y positivo, y por tanto los productos tendrán también 
el mismo signo, que será el menos. En cuanto á la potencia de
a es par en los dos productos. . , , , .

Vemos, pues, que los términos iguales de los productos ten
drán el mismo signo, si son independientes de la leü;a íí 0 ia 
contienen con exponente par, y signos contrarios, si dicho ex 
ponente es impar; además sabemos que_despues de la reducción 
lucedérálo mismo [Prop. 2.“]; luego el resultado de nmltiplicar 
los polinomios trasformados, solamente se diferencia del de 
multiplicar los propuestos en los signos de los términos con po
tencia impar de a; por lo tanto, aquel resultado podraobte 
nerse sustituyendo en éste la letra ¿í por—íí [Prop. .

4.® S i se áviden dos polinomios, y se recite después la mis
ma opevacion con los que se oMengan sus iiticyendo u por —a en 
los propuestos, el nuevo cociente puede deducirse del primero 
hacienao en éste la misma sustitución.

La división de un monomio por otro da lugar a los mismos 
casos que la multiplicación, y las consecuencias son las mis
mas Por otra parte, la división de dos polinomios se reduce á 
tres clases de operaciones, que son: dividir un monomio por 
otro multiplicar un término del cociente por el divisor, restar 
el producto del dividendo ó de un resto anterior; y como los 
resultados de estas operaciones parciales solo se diferenciaran 
en los signos de los términos con potencia impar de la letra í?, 
es evidente que lo mismo tendrá lugar en los cocientes y en los 
residuos, si los hay. de las divisiones que consideramos: por 
consiguiente el cociente de los polinomios trasformados puede 
deducirse poniendo —a en lugar de a en el de los propuestos.
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40. De las proposiciones que acabamos de demo.strar, se de
duce la siguiente importante consecuencia:

Se puede cambiar el signo de 'una letra en, los datos y  en el 
resultado de una operación ó de una sèrie cualquiera de ellas, 
siempre que_ convengamos en efectuar las operaciones indicadas 
con monomios aislados, qyrecedidos del signo mas ó del menos, 
como si dichos monomios fuesen términos de un polinomio.

41. Es evidente que después de cambiar en los datos y en el 
resultado el signo de una letra a, puede cambiarse el de otra 
b, después el de c, etc. Las expresiones finales que originen 
estos cambios sucesivos de signo, serán las mismas que obten- 
driamos haciéndolos todos simultáneamente; luego la conse
cuencia enunciada en el número anterioB, es igualmente cierta 
cuando se cambian los signos de dos ó mas letras.

42. Acabamos de demostrar que los convenios del número 
38, dan lugar siempre á resultados exactos; por tanto podemos 
admitirlos desde ahora. El Algebra alcanzará asi un alto grado 
de generalidad, puesto que cuando se haya efectuado una opera- 
don ó una sèrie cualquiera de ellas con vari'as expresiones alge
braicas, si se presentan las mismas operaciones con otras ex^ 
presiones que so'o se diferencien de las primeras en los signos 
de una ó mas letras, no será necesario repetir los cálculos, 
PARA ORTKNER EL NUEVO RESULTADO, bastaudo Cambiar en el pri
mero los sig7ios de dichas letras.

43. cantidad positiva ii toda expresión 
precedida del signo mas, y el de cantidad negativa á toda ex
presión precedida del signo menos.

Estavs expresiones precedidas del signo mas ó del menos, 
carecen de sentido cuando están aisladas: las introducimos en 
el cálculo como medio único y necesario de dar al Algebra una 
gran generalidad; pero solo después de haber demostrado que 
su admisión y las reglas á que ha de sujetarse el cálculo de las 
mismas, originan siempre resultados exactos.

44. En virtud de los convenios que acabamos de admitir, 
las palabras sumar y restar no envuelven en Algebra las ideas 
de aumento y disminución, piuliendo por el contrario ser la su
ma menor que im sumando, y la diferencia mayoí que el mi
nuendo; puesto que la suma a -h (—h) es en realidadla diferen
cia a—h, y la diferencia a— (—b) equivale á la suma a-\-b.

Por esto se llama suma ó diferencia algebraica á la suma ó 
diferencia en que entran cantidades negativas, y suma ó dife
rencia aritmètica á aquellas en que solo se consideran los 
lores absolutos de las cantidades.

239
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CAPÍTULO TERCKPÜ.

F R A C C I O N E S  A L GE BR AI C AS .

45. Fracción algkbr.uca ó litrrvt. es el cociente indicado de 
dos expresiones algelrciicns.

Por ejemplo
a  3« 4- 5f̂

' 2 +  /̂í̂  ’
El dividendo y divisor reciben como en Aritmética los nom

bres de numerador y  denominador, sin embargo, no debe atri
buirse á estos nombres la misma significación.

Los términos de la fracción algebráica no representan mas 
Que el dividendo y divisor de una división indicada, y según 
los valores numéricos de las letras que entran en ellos, podran 
ser números enteros, fraccionarios ó inconmensurables, mien
tras eme la significación dada en Aritmética al numerador y 
denominador supone esencialmente que estos términos son nú
meros enteros. , . ^ 1 1

46 De los teoremas demostrados en el numero 142 de la 
Aritmética y  generalizados después, se dedqce:

1 ° Multiplicando ó dividiendo el numerador jioruna canti
dad cxialquiem, U ^ c c io n  q%f,eda multiplicada ó dividida por 
dicha cantidad.

2." Multiplicando ó dividiendo el denominador por una can
tidad cualquiera, la fracción qxieda dividida ó multiplicada por 
dicha cantidad.

3 " Multiplicando 6 dividiendo el numerador y  el denomina
dor por una cantidad cualquiera, la fracción no varia.

47. S i los términos de unafracion algelfdica tienen facto
res comunes, se obtendrá otra fracción equivalente a la propuesta 
y  de términos mas sencillos, dividiendo los dos términos por el 
producto de sus factores comunes.

Así la fracción —  se convierte en — -----, con2^a‘̂b-'c
solo dividir los dos términos por 1 2 / ^2 j  2
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La fracciou —
[x — a]  ̂

X — iz, se reduce á

241
cuyos términos son divisibles por

-h ax -+•
X — a

48. Para reducir rarias fracciotm al^ehráicas á %n común 
denominador, se multiplican los dos términos de cada fracción 
por el producto de los denominadores de las demás.

P".s evidente, en efecto, que las fracciones que se obtengan 
por esta regla son iguale.s á las propuestas, y tienen denomi
nadores iguales.

Así. a c
17' 7 r ’

se convierten respectivamente en 
adn cbn

m
n

mbd
bdn ’ dhn ’ nbd

49. El empleo del mínimo común múltiplo, cuando los de
nominadores tienen factores comunes, ofrece en Algebra venta
jas análogas à las expuestas en Aritmética; pero el problema 
de hallar el mínimo común múltiplo de varios polinomios es 
bastante complicado para .ser expuesto en un curso elemental.

Por consiguiente, haremos uso del mínimo común múltiplo 
tan solo cuando los denominadore.s de las fracciones dadas sean 
monomios.

Llamaremos minimo común mùltiplo de varios monomios á 
otro monomio divisible Dorios primeros y compuesto del me
nor número posible de factores.

Es evidente, según esta definición, que para hallar el mi
nimo común mùltiplo de varios monomios, ^  escriben á la dere
cha del minimo común mùltiplo de sus coejicienies todas las le
tras de los monomios, sin repetir ninguna', afectadas de los ma
yores exponenles que tengan en dichos monomios.
. En cuanto á la regla para efectuar la reducción de varias 

fracciones á un común denoninador, por medio del mínimo co
mún múltiplo, es la misma dada en Aritmética.

Ejemplo. Sean la.s fracciones
h leiya



El rainimo múltiplo común es 24«5¿3c'*2?, que dividido por 
los denominadores da respectivamente ■ •

8í25¿, ^b^c^x, 2a^c^x.
Multiplicando estos cocientes por los numeradores, y par

tiendo los productos por el mínimo común múltiplo, se obtiene
__ 40íí6¿ Sb*c^x Ua^c^x
2U^b'^~c^x' 2Aa^ob^c^x' 'u á F b H ^ '

50. Par a samar ó restar fracciones algebraicas de igual de- 
nominaaor, se suman ó restan los numeradores, y el resultado se 
parte por el denominador común.

Vamos á demostrar que
l> c a-+-b — c

2 4 2

a
m

c
mm m ■ m

En efecto; llamando p, q ,r  h los valores de las fracciones 
dadas, tendremos

a b e
m ^ m m — r,

de donde
a =  mp, b =  mg, c= m r;

sumando las dos primeras igualdades y restando la tercera resulta
a-hb -~c =  m [p-{-(2 — r);

de donde
p -h g  — r ~

____ ^
m m m '

a -{- b — c
m

m
S i las fracciones Úenen denominadores diferentes, se redu

cen a un común denominador, y se aplica la reala anterior
51. Para multiplicar entre si dos ó mas fracciones algebrai

cas, se divide el producto de los numeradores por el de los deno
minadores.

Vamos á demostrar que
a m __ acm
b ^  d ^  n ~  T d ñ ‘

En efecto, llamando^, ^ á los valores, de las fracciones 
dadas, tendremos
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inc

d " n
de donde

(L~hp, c — dq, m =  nr;
multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta 

acm =  5pdqnr ó acm =  édnxpqr,
de donde

pqr acm

a c
T ^ - j X

hdn 
m _  
n ~

acm
bdn

52. Para dimdir una fracción, algebraica por otra, se multi
plica el numerador de la primera por el denominador de la se
gunda, y el numerador de ésta por el denominador de aquella, y 
se divide el primer producto ptor el segundo.

Vamos á demostrar que
« . c   ad
b ' d be'

En efecto: x  -  - =  —  =  —  ■^ be d bed b
luego ~z— es el cociente. be

Para dividir una cantidad entera por otra fraccionaria, se 
multiplica la primera por el denominador de la segunda, y se 
parte el qyroducto por el numerador.

 ̂ b _  ac 
’ c b '

En efecto, “ x - Í  =  - ^  =  «;
0 c be

Lo que demuestra la regla.
una expresión mixta d fracción algebraica, 

se multiplica lo, parle entera por el denominador de la fracción, 
y se.artadc ó resta el numerador de la misma, qioniendo al re
sultado por denominador el de la fracción.

En efecto « +  1  =  “  +  i .  =
c G C C '



Lo mismo, a
244 
ac 
c

ac — h

• C071 expresiones mixtas se efectúaii conrir^
tiendo dichas expresiones en fracciones equivalentes, ij opei'ando 
después con éstas.

6^. Las propiedades de las fracciones ig'uales se han demos
trado en Aritmética [188 y siguientes] en el supuesto de ser 
conmensurables los términos de las fracciones; pero si se ob
serva que todos los razonamientos hechos con aquel objeto se 
apoyan en las propiedades generales de los quebrados, y en 
transformaciones iguales efectuadas con cantidades iguales, y 
que las propiedades demostradas en Aritmética para fraccio
nes de términos conmensurables acaban de hacerse extensivas 
á toda clase de fracciones, podremos decir; las propiedades de 
las fracciones iguales demostradas en Aritmética para números 
conmensurables, so7i igualmente ciertas cuando los números son 
inconmensurables ó unos conmensurables y oíros inconmensura
bles.
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EJERCICIOS.

I. Dadas dos cantidades a y  h, expresar algebraicamente una ter
cera cantidad igual á cinco veces la cmrta potencia de a, monos nueve 
veces el cuadrado de 5.

II. Dadas las cantidades x i y ,  expresar una tercera cantidad que 
exceda en veinte unidades al triplo del cubo de x, disminuido en la 
qumta parte del cuadrado de y.

III. Hallar el valor numérico de
b “4“ 3d5" — b  ̂I

siendo a =  2, i  =  3.
IV. Miiltmlienr Ins Tíolinomios .̂ 2IV. Multiplicarlos polinomios — a-̂ a 
a^x — 3a*.

• 2a ¡̂r -I- a®, a' x̂'^

V. ¿Cuántos términos contiene el producto de dos polinomios, án- 
tes de efectuar la reducción?

VI. Dividir los polinomios Ca'f x^ -\-2a^ x^-^la^ x —Zâ ,̂
a'^x  ̂-i-a^x  — 3a*.

VII. Averiguar si el polinomio ax^—ia^x"^-\-^a'^x^~A:a*x es di
visible por X — a, sin efectuar la division.

VIII. Simplificar la fracción
a- — ab-x^
babx^-i-Sa^b^x^ 
a;3— ax  ̂—a?''—(ix--- u~x-f~a-’

IX. Simplificar la fracción

X. Efectuar la siguiente operación indicada 
a b a

a-—b a* — ¿2 a-
obteniendo el resultado mas sencillo.

XI. Efectuar la trasformacion siguiente:

b '

______ L _ )
Va — X a-\~x J \  X a ¡
( a  — X a — x \ / 2  2 '\
V r  a, )  \  X a '

[a — x)'



LIBRO SKGUNDO.

ECUACIO N ES Y  P R O BLEM AS DE PRIM ER GRADO.

CAPITULO PRIMERO.

N O C IO N E S  P R E L IM IN A R E S .

I .—DeQiiicioiicM.

55. E cuación  es una igualdad en, que entran, una ó mas can
tidades incógnitas.

Por medio de las ecuacione.s se expresan en Algebra las re
laciones que ligan las cantidades conocidas de un problema con 
las desconocidas. A este fin se representan los datos por sus 
valores numéricos ó por las primeras letras del alfabeto, y las 
incógnitas por las últimas.

56. La ecuación se distingue de la igualdad en que ésta 
relaciona generalmente cantidades conocidas; sin embargo, 
puede también ocurrir que una igualdad encierre incógnitas, y 
en este caso se distinguirá de la ecuación cu que uno de los 
miembros es el resultado de operaciones indicadas en el otro, ó 
bien los dos miembros son operaciones indicadas que dan igual 
resultado.

Asi, [o> — a)ni =  mx — a m ,[a ^xy^— [a-^x){g,-\rr¡) son 
igualdades, áun cuando x sea incógnita.

57. Las ecuaciones pueden ser numéricas ó literales. Una
ecuación es numérica cuando los datos están representados por 
números, y literal si se representan por letras. •

La ecuación 3x -+■ 2;/ =  14, es numérica.
La ecuación ax -+■ óg =  c, es literal.

58. También se distinguen las ecuaciones por su grado.
Grado de una ecuación con una incógnita es el mayor de los



exponentes de la incògnita, con tal que ésta uo entre eu mngua
es de tercer grado

Grado àe nna ecuación con dos ó mas mayor

59 ÌZÌmAD es una igualdad emdente por s^ mema.
Por ejemi)lo '

(I — d  d  -f- •— — d  j 4 “H 5 4 5.

ReSOLyÈr una ECUACION CON "
lai cantidades cjue puestas en lugar de la mcognüa, convierten
U ecuación en identidad. ripia ecua-Cada una de dichas cantidades se llama solución de la ecua

" "  Resolver una ecuación con dos Ìncà7-todos los sistemas de valores que puestos en lugas de las meog
nitas, convierten la ecuación en ideniiam. pf.nnpion

Cada sistema de valores es una IfJ/P e S o  no60. Una ecuación se llama absurda ó impostóle cuanao no
es, por el contrario, la que tiene un 

número ilimitado de soluciones.

I I . —C a m b io s  <¡nc p u ed e n  s u f r i r  la»  ec iiacioue* .

61. Dos ecuaciones son equivalentes cimilo tienen lasmis-
mas soluciones. , , , no+o-ntí-

Se demuestra la equivalencia de dos 
zando que toda solución de la pfiiuera es solución de la se
®'*6f d disniinugen los d o s m i ^
Iros de una ecuación 'en una misma cantidad, la ecuación gue re
sulla es equivalente d la propuesta. . , p^napírmRepresentando por i  y -S los dos miembros de la ecuación
propuesta, la ecuación

si aumentamos los dos miembros en la cantidad 6, tendremos 
una nueva ecuación ^  .r. n

a ^ c = b - ^ o .
Toda solución de ^  sustituida en lugar de las incóg-

2 4 7



Ditas de esta ecuación, da para A y Jí valores idénticos; y 
es evidente que si A y  B  son idénticos, lo serán también 
A -h C y B -h C .

Luego toda solución de la ecuación primera, es solución de 
la segunda.

Reciprocamente, toda solución de A -h O = B -h O ,  sus
tituida en vez de las incógnitas de esta ecuación, da para 
A - h C y  B~hC  valores idénticos, y  como los valores de C en 
los dos Miembros son idénticos, los de ^  y ^  lo son también.

Imego toda solución de la ecuación segunda, lo es también 
de la primera.

Del mismo modo demostraríamos que las ecuaciones A ~ B  
y  A  —  0  =  B ~ C  son equivalentes.

63. C 0ROLA.E10 i.® Uh término de una ecuación puede pasar 
del miembro en que se encuentra al otro, con solo cambiar el 
signo de dicho termino.

Sea la ecuación
ax —  d=cx~{-b.

Si queremos pasar el término — ¿a l segundo miembro au
mentaremos los dos miembros de la ecuación en la cantidad d 
y  será ’

ax — d-\-d =  cx-^h-\-d  
ó ax =  cx +  b-{-d. .

Si ahora el término ex quiere pasarse al primer miembro 
restaremos ex de los dos miembros de la ecuación, y  será ^

ax —  ex =  ex-hb-\-d  —  ex 
ó a x ~ c x  =  b~\-d.

Trasposición es una operación que tiene por objeto reunir en 
un miembro todos los términos que contienen alqunaincóanüa. v 
en el otro los términos conocidos. ' ' ' '

Para efectuar la trasposición se reúnen en un mienibro los 
términos que contienen alguna incógnUa y en el otro los cono
cidos., cambiandyO el signo d cada término que pasa de un miem
bro a otro.

64. C orolario 2 ." Se puede cambiar los signos á todos los 
términos de una ecuación.

Basta, en efecto, pasar cada término del miembro en que se 
encuentra al otro. ^

Así la ecuación
a x ~ d ~  ex -i- b

se convierte cu

2 4 8



_ex — ¿ =  — dx -i- d ó — dx - \-d ~  — ex b.
65. Tküriím\. Si se muMipliom/) dividen los dos miembros 

deiínd ecudcioiipov nn,'<- nilsni'i chiSuHd conocid'.t', Id ecuación
que resulta es eq-nivalente día propuesta. , , ,
 ̂ Representando par .'í y 7 / los dos miembros de Ift ecuación 

propuesta, la ecuación es
Á ^ B :

si nniltiplicainos los dos miembros cantidad conocida m, 
tendremos iina nueva ecuación

Am — Bm.
Toda solución de A — sustituida on vez de las incóg-ni- 

tas de esta ecuación, da para A y B  valores idénticos; y es evi
dente que ú  B  son idénticos, Am ^ Bm\<o serán también. 

Luego toda solución de la ecuación primera es solución de

^l^echirocamente, toda solución de Am — Bm. sustituida en 
vez de las incógnitas, da para Am y Bm valores idénticos, y 
como el factor m es independiente de las incógnitas, la sustitu
ción indicada no altera esta cantidad; luego paraqiie A m y Bm
sean idénticos, es necesario que y lo sean también.

Por consiguiente, toda solución do la ecuación segunda, lo
es también dé la primera.  ̂ w

Del mismo modo demostraríamos que las ecuaciones A  — Js
Y =  —  son equivalentes.

66. Si la cantidad m es cero 6 contiene alguna incógnita, la

n io.sicion demostrada no es cierta. .
ín efecto; si multiplicamos por cero los miembros de la 

ecuación A — B, resulta
/ í  X  0 =  7 ;  X  0.

Ks evidente que cualquier valor 6 si.'̂ tema de valores que 
asignemos á las incógniiás, darán para A y B  valores cuales
quiera. que multiplicados por coro, harán idénticos los miem
bros de .d X  O =  yf X  0: luep'O esta ecuación tiene las solacio 
nes de Á — B,^^ además otras en número infinito.

Si multiplicamos por una cantidad qne contenga alguna in
cógnita. por ejemplo x  — d, la ecuación se trasfonna en

A (x — a) =  B  [x ^  a).
que tiene todas las soluciones de .-í -  B. y además la solución

2 4 ‘J



f o r d o s r e X i f  el f a c to r * - . ,  hace idénticos

; £ s S ' ”= - " ~ ^
Para quitar los denominadores de una ecuacioti co fmnifir^T 

ca cada termino por el producto dp fndno ir,<. se multipli
que se consigue multiplicando el 
í l  p r o d u c A  los d e í o m ^ ^ ^  
enteros por el producto de todos los d e lT J S te í

mun múltiplo por el denoíinador, y  los U rm iÚ ítite ío lZ l  mínimo común múltiplo. términos enteros por el

Ejemplos.
1.® Sea la ecuación

. 5;g 2¿? ^ 3,—  _ _ + 2  =  3 _ | ,

Para quitar sus denominadores debemos multiplicar por 42 
cada término; pero una f r a c c i ó n p o r  ejemplo, se multi-

303; -  283; +  84 =  m ~ 2 1 p .
2.® Sea la ecuación

a: ^  ó
, . 12 *̂ 6«

r ^ n im c T a l  S l o T Í S o t ; “? e'iS“ S Í r ? e f u l ? r ' "  ’
3«3a;—6£Z¿3ar4-36«2¿2c_4(y¿2 a:+2¿3.
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0-VPÍTULO SEGUNDO.

R E S O L U C IO N  DE LAS E C U A C IO N E S  DE PR IM E R  GRADO 
CON UNA IN CÓ G N ITA.

68. PdTa, resolver um  ecmcion de 'primer grado con una 
incófjnüa, se quitan denominadores, se efectúan las operaciones 
indicadas, se nace la trasposición, reuniendo en el primer 'miem
bro los términos desconocidos, se reducen los términos semejan 
tes, se saca la incógnita por factor común, si entra en dos o mas 
términos, ii se despeja la incógnita, para lo cual se divide 
gando miembrp de la ecuación por todo lo que multiplica a la
incógnita en el primero. . , *

Advertiremos que, con frecuencia, algunas de estas opera
clones lio son necesarias.

E jemplos.
1.® Sea la ecuación

52 « 2? 72 , 4
”” 24 ^ 5*

Quitando denominadores, resulta
50a; — 360 +  4a? =  352 H- 96. 

Haciendo la trasposición, tendremos
502 +  42 — 352 =  96 H- 360.

De donde, reduciendo,
192 =  456,

y despejando
•to6 t _ o \---- O 2 =  .¿-l.
19

5 . 24 
12

-3 -+ -  -7^ =30

Comprobación. 
7 .24

o
A

24
Ar; ’ 1 0 - 3  +  1  =  7



2." Resolver la ecuación 
6aj

2 5 2

~p----- x-\-2 =  - ^ -----ix  _  X
15̂

Siguiendo la regla dada, obtendremos sucesivamente:
9027 r -  7527 H- 150 =  20x — 3x,

90x — 7527 — 20x 4- 3x =  — 150,
~ 2 x ~ — 150.

Los dos miembros de la última ecuación son negativos. Este 
resultado proviene de haber pasado al primer miembro loí té r
minos que contienen la incógnita y al segundólos conocidos. 
Podría evitarse trasponiendo al segundo miembro los términos 
en X, y los conocidos al primero; pero es mas breve cambiar los 
signos [64], con lo que se obtiene

227=1.50, a7 =  . i ^  =  75.

•754-2: 4.75
Comprobación. 

75
90 —75-f-2 =  20 —3, 17=17.

6.75
5 ■ n[5 w
3.“ Resolver la ecuación

bx a _  Zx 2
2[a~b) “  «(«?—¿2) ’

zFJ «mínimo común múltiplo de los denominadores es 
6do^(a^—b^); haciéndolos desaparecer, resulta

3ab  ̂(a4 - x — 2a^b(a^— b^} =  ISb^x — m  (a — è); 
trasponiendo será

3aò^(a-{-b)x — lSè^x =  2a'-^b{a^— è^) — 12(Z
de donde

{3a^53-h3aòi~lSb-^)x=:{a — è) {2a3b-h2a^b^~12a);
[a — 5) {2a^b~h2a^b^— 12a)

~ÍSb2 ’27 =

y por último

3 íZ 2 ¿ 3 ^ _ 3 ^ ¿ 4 .

_  2a {a — b) {a‘̂ b -hab^^6)  
~  3<52(í í 2 Í 4 - í2 Í 2 — 6)  ’

---- 3P---- •
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CA.PITULO TERCERO.

P R O B L E M A S Q U E  P U E D E N  SER R E S U E L T O S  
POR MEDIO DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA.

69. La resolución de un problema algebráico consta de dos 
partes principales. La primera consiste en expresar con los 
signos del Algebra, por medio de una ecuación 6 de varias, las 
relaciones que, según el enunciado, ligan los datos y las incóg
nitas; á lo que se llama »oíier ecuación. La se
gunda consiste en resolver la ecuación ó ecuaciones obtenidas.

Los valores de las incógnitas que verifiquen las ecuaciones, 
satisfarán en general á todas las condiciones del enunciado, y 
serán, por tanto, las soluciones del problema; puesto que las 
ecuaciones son el mismo enunciado escrito en la lengua del 
Algebra.i

La primera parte no está sujeta á reglas fijas, pero se faci
lita teniendo en cuenta las observaciones que vamos á exponer, 
primero para los problemas que tienen una sola incógnita y 
después para [aquellos que teniendo varias pueden resolverse 
por una sola ecuación con una incógnita.

1—P ro li le m a »  co n  u n a  in có g n iln .

70. Para poner en ecuación estos problemas, son necesarias 
las siguientes operaciones;

1. * Representar la incógnitapor una letra, generalmente de 
las últimas del alfabeto.

2. ® Investigar las relaciones que ligan los datos con la in
cógnita.

El enunciado del problema contiene una relación de igual
dad entre dos expresiones, monomios ó polinomios, que resul
tan de la combinación de datos é incógnita por medfio de las 
operaciones aritméticas, y que son los miembros de la ecuación.

1 Puede suceder, sin embargo, que el enunciado contenga alguna 
condición no expresable algebraicamente, y que, á consecuencia do 
esto, la solución de la ccu.aoion no convenga al problema. V^ase nú
mero 74.



Dicha relación de igualdad se encuentra siempre expli
cita ó implícitamente en el enunciado. La série de operaciones 
indicadas que han de constituir los miembros de la ecuación, 
se hallará también en el enunciado, será una consecuericia ae 
él, ó dependerá de algún principio demostrado en otra ciencia.

3.® Escribir la ecuación.
Bepresentada ya la incógnita por una letra del alfabeto, y 

analizada la condición á que debe satisfacer el valor buscado, 
se indican las dos séries de operacionatí que efectuadas con los 
datos y la incógnita, si ésta fuese conocida, darían resultados 
idénticos, lo que origina la ecuación del problema.

P roblemas.
1 Bailar %n número tal que la suma de su tercio y su cuarta 

■parle exceda à su mitad en 3 unidades.
Sea X el número buscado: la suma de su tercio y su cuarta

parte será H- y el exceso de esta suma sobre su mi-
O 4

tad debe ser 3, luegoiL

2 5 4

X X - f  =  3.

Resolviendo esta ecuación, resulta x  =36.

Comprobación.

36 36 36 o A Q _  Q
-------

2.“ üh padre tiene 54 años y su hijo 10. i,Ouánfos años han 
de trascurrir hasta que la edad del padre sea triple de la del

Sea X el número desconocido de anos. Dentro de x  años, el 
padre tendrá 54-t-2? años, y el hijo 10 + a:; debiendo ser la 
edad del primero tres veces mayor que la del segundo, ten
dremos:

54 +  a: =  3(10 +  -'K).
Resolviendo esta ecuación, se encuentra x — 12.

Comprobación.
54 +  12 =  3(10 +  12) ó 66 =  66.



25.5
54 v su Ujo 10. iOuántos a%os han 

trasmrndo desde que la edad del padre fue 12 veces la-delUjo^
V X anos el padre tenia 54 — aiíos,
íiftvnr primero 12 vecesmayor que la del segundo, tendremos

54 —37 = 1 2  {10 — íu).
Resolviendo la ecuación, hallamos ¡5 =  6.

Comprobación.
54 — 6 =  12(10 — 6) ó 48 =  48.

hm'av estanque, el primero en
abrenal íT . fñ - ^ '^  ^3; silostrescafíos seabjen al mimo tiempo, ^en cuantas horas se llenará el estanqué^
problema e í  míe ig-ualdad en este
m̂ as lL onp^pnn íS  ‘ primer caño en 37 horas,
S  io*nall inÍ!n  CU el iiiismo tiempopor°l ^  ̂ capacidad total del estanque, que representaremos

Ahora bien, si el primer cano llena por sí solo el estanque
en 35 horas, en w horas llenará una parte representada por ~ .
Igualmente, las partes que llenan los otros dos canos estarán
--------  , , X Q}representadas por

45  ̂ 63 •; luego

—  í» X
35 45 "63

Resolviendo esta ecuación resulta x
=  1.

15.

Comprobación.

5.“
=  1, ó 1 =  1.ü  o. ^  15

35 45 63
cit'  ̂ en 4 hora% y dos orifl- 
s h J I otíÍh ^^^  24 hora<í y el segundo en 8;
horas, se llenará
la representando por 1p c dad del estanque, el caüo arroja en x  horas un volú-



iTien de agua expresado por y los oriñeios vacian partes

expresadas por -y - y luego la ecuación del problema esÙ)
24 H

'■£ X

4 24 ~
Resolvicndola resulta ■ '̂= V2.

® =  i.
8 -

( n:iii,roh ici'j'/i.

Ü  _  i ?  _  Ü  1 1 =: ]
-i 24 8 ■

ig ,—B*{>ol>]otiias c«»ii v a r ia s  iiicó ^ iiila s .

71. Cuando son varias las incógnitas de un problema, exis
ten diferentes relaciones de igualdad, que dan lugar a otras 
tantas ecuaciones. Sin embargo, con frecuencia sucede que 
una de las incógnitas se halla enlazada con las demas me
diante relaciones tan sencillas, que conocida aquella se dedu
cen inmediatamente é.stas. En tal caso el problema puede re
solverse con ventaja empleando una sola ecuación.

Para obtenerla se observarán las siguientes reglas:
1. “ Distinguir los dalos de las incógnitas.
En muchos casos el enunciado indica claramente esta distin

ción, pero otras veces existen condiciones que, examinadas 
atentamente, disminuyen el número aparente de incógnitas.

2. ® Investigar las relaciones que ligan, los datos con las in-
c6qnito.s. . , , .Un exámeii atento del enunciado hará distinguir, en gene
ral, tantas relaciones de igualdad como incógnitas. Una de 
estas relaciones servirá para obtener la ecuación con una in
cógnita del problema, y las demás para determinar las incóg
nitas restantes. Se elegirá para incógnita de la ecuación la 
que, suponiéndola conocida, condneiria mas fácilmente al co
nocimiento de los demás, y se representará por una letra.

3. * Escribir la ecuación.
Representada la incógnita principal por una letra, se ex

presará cada una de la.̂  ̂incógnitas que delian entrar en uno ú



o tro  m iem b ro  de la  e c u a c ió n , p o r  la  sé rie  de o p e rac io n es  in d i
cad a s  q u e  d e te rm in a r ía  s u  v a lo r , si la  in c ó g n ita  p r in c in a l 
fu ese  conocida. o r  i '

P o r  ú ltim o , se o b te n d rá  la  e c u ac ió n  del p ro b le m a  in d ic a n d o  
con los d a to s  y  la s  in c ó g n ita s , re p re se n ta d a s  en  la  fo rm a  e x 
p u e s ta , la s  dos sé ries  d e  o p erac io n es  q u e , en  v ir tu d  de la  re la 
c ió n  e le g id a  a l efecto, d a r ía n  re su lta d o s  id én tico s , s i los v a lo 
re s  de la s  in c ó g n ita s  fu e se n  conocidos.

P roblemas.
6. Distribuir 5324 'pesetas entre dos personas, de modo que 

la parte de la segunda sea e'- triplo de la parte de la primera.
L as in c ó g n ita s  de e s te  p ro b le m a  e s tá n  l ig a d a s  e n tre  s i y  

con los d a to s  p o r  dos re lac io n es: l .M a  su m a d e  la s  dos p a r te s  
e s  Ig u a l a  o324; 2 .“ la  p a r te  s e g u n d a  es tr ip le  d e  la  p r im e ra .

feea 3) e s ta  p a rte ; la  s e g u n d a  e s ta rá  re p re s e n ta d a  p o r  3a?; y  
e n  v ir tu d  d e  la  i ir im e ra  re la c ió n , se rá

X H- 3a? =  5324,
de  donde a? =  1331.

L a  s e g u n d a  p a r te  e s  3 X  1331 =  3993.

Comprobación.
1331 +  3993 =  5324.

7 . " Dividir el número 420 en tres partes, tales que la pri-
9 :5 , y que la tercerasea mitad de la suma de las otras dos.

in« p ro b le m a  la s  in c ó g n ita s  con

última V r te
es  m ita d  d e  la  su m a  d e  la s  o tra s  dos. ^

E s ta  re lac ió n  m a n if ie s ta  q u e  la  p a r te  te rc e ra  e s  —  de  420, 

6 se a  140, lo  q u e  re d u c e  á  dos la s  in c ó g n ita s . 
tnrA p r im e ra  p a r le , la  s e g u n d a  lo  e s -
m  s e a  280 -  a?, y  en  v ir tu d  d e  la  s e 
g u n d a  re la c ió n , ten d rem o s

a? __ 280 —3}
9 ñ ^

d e  d o n d e i5 =  180.

2 5 7

L a  s e g u n d a  p a r te  s e rá  280 —  180 =  100.
17



8. Un j)adre dispuso en su testamento que, del capital que 
aejaoa, recibiese el hijo mayor 1000 duros, y la sexta parte del 

2000 duros, y la sexta parte del resto; el tercero 
áUüO duros y  la sexta parte del resto, y asi sucesivamente. He
días Las partes, se mó que todas eran iguales. ^Cuanto impor
taba la herencia total, cuánto la parte de cada hijo, y  cuántos es toŝ  * *

Es claro que si conociésemos la herencia total, se obtendría 
tacilmente la parte del primer hijo, y por consiguiente las de
más; dividiendo después dicha herencia por una de las partes,
el cociente sena el número de hijos.

Tomaremos, pues, por incógnita la herencia total, y la representaremos por X.
duros para el primer hijo, el resto es 

X— 1000, y la parte que corresponde á aquel será

1000 +  - ^ ^ ,  6 s e a - Í M + ^
6 6

Deducida la parte del primer hijo, y además 2000 duros para el segundo, el resto es ^
5000 -h X

2 5 8

X
6 — 2000, 6 sea

luego la parte del segundo hijo es 
5a? — 17000

5a? — 17000 
6

2000 ó bien 55000 -+r 5.Î?
36 ' - ........  - 'M

Pero, según el enunciado del problema, las partes del pri
mer hijo y del segundo son iguales, luego tenemos la ecuación 

’ 5000 -i-x _  55000 -+- 5a?
6 ~  30 ■

Resolviéndola se encuentra a? =  25000 duros.
5000 25000La parte del primer hijo será 

25000
6 =  5000 duros,

y el número de hijos
5000 =  5.

5000 +  25000 
6

Comprobación.
55000 4- 125000 

36 ó 5000 =  5000.



1 ara comprobar las partes de los hijos, diremos: 
al primero corresponden.....................  5000 duros.

al segundo 2000 +  == 50OO »

259

al tercero.. 3000 

al cuarto... 4000

6
25000 — 13000 

C
25000 — 19000 

6

=  5000 »

=  5000 »

al quinto.. 5000 +  =  5000 »

*li*—ProM ciiiaK  goncr.'iIcK.

72. 1.“ La edad de un padrees^ años y La de su hijo b. 
ituantos años han ̂ ie trascurrir liara que La edad del padre sea 
m peces mayor que la del hijoí

Si llamamos x á este número de años, la ecuación será

Resolviéndola, tendremos
a — hmx = ------ —.
m  —  1

Caso particular. Si hacemos ¿z =  54, ¿ =  10, w =  3, la fór
mula anterior resuelve el problema 2.“ del número 70.

En efecto, -c =  — 12.

2.® La edad de un padre es a años y la de su hijo b. 
iLuantos años han trascurrido desde que la edad del padre fué 
m veces mayor que la del hijoi

Si llamamos x á este número de años, la ecuación será 
a — x =  m[h — x):

Resolviéndola, tendremos
bm — ax = -------—.m — \

Cq̂ o particular. Si hacemos a — 54, ¿ =  10, m =  12, la fór
mula anterior resuelve el problema 3.“ del número 70.



En efecto, x 10
260

1 2 -5 4
-  = 6.12— 1

pioeckn Ueiiar un es¿mirfice, esprimerò en n 
“  *’ y  ■»■ lou tres

Î X Î lÛ if   ̂ ***'"'’’
Sea æ el número de horas. La ecuación del problema es

Resolviéndola, tendremos

(C X~j—I---- = 1 .o c

ahc
, ah -Jr-ac -+- he '

Caso particulav. Si hacemos íí=: 35, (̂  =  45 c =  f?3 la f/íi» 
muía anterior resuelve el problema del número 7o! ’

En efecto, x  =  —------- 3 5 .4o . 03______
3o . 4o H- 35.63 +  45.63

^síanfue en a horas, y dos ori- 
el pr imero en b horas, y  el segundo en c 

' '̂''Cíf¡os se abren al mismo tiempo que el cano, ien 
ciMulas horas se llenará el estanque'^

Sea X este número de horas. La ecuación del problema es
X X
a h

Resolviéndola, tendremos
X

X
c

ahc

=  1.

he ~ a c  — ah '
Caso particular. Si hacemos ^ =  4. .5 =  24, c =  3 la fór

mula anterior resuelve el problema 5.“ del número 7o!
En efecto, ----  4 .2 4 .8a? = =  12.24 . 8 — 4 .8  — 4 .2 4

drial.,, íue, i d  capital qnedejaba, recibiese el hijo mayor a duros y la n «̂ sima -parte del re^- 
lo; el segundo 2a duros y  la n ¿«ima parte del resto; el tercero 3a

la s  p a r te s  s e r i ó  que todas eran  igu a les, jf iu á n to  im portaba  la
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herencia total, cuánto la parte de cada hijo, y  cuántos eran estost 

bea X la herencia total. La parte del primer hijo será
X — a

Lediiciendü de ia herencia total la parte del primer hijo, y 
además la cantidad 2a para el segundo, el resto es

^  ̂ - - - -  nx — x-\-a  — 3í??ta — n — 2a, ó bien
luego la parte del segundo hijo es

n x - x - \ - a  — "ian2a n-
Pero, seg’un el enunciado del problema, las partes del pri

mer lujo y del segundo son iguales, luego tenemos la ecuficion
2í? +  x -h a  — 2ana X — a

n
Hestando a de los dos miembros se convierte en

, n x ~ x - h a  — 3an — a ' ' —n ' ji‘¿
Quitando denominadores resulta

nx — an =  an  ̂-h J ix  — x - i- a  —  3an,
trasponiendo

n x ~ n x - h x  =  an '2~ han-ha~3an,
reduciendo

x  =  a?i-^~~2aí¿~+~a, ú x  =  a (n'¿~2n -h 1);
— 2?¿H-1 =  (íi —. 1)2 I 

J7= rt (íi — 1)2 .
La parte del hijo mayor se obtendrá sustituyendo, en

a-h x ~ a
, la incógnita X* por/z —1)2 ; será, pues,

an'-̂  — 2an -h a an^ — an =  a{n — 1).n n
Las demás partes .son también iguales t  ain — 1), según el 

enunciado del problema. v d
Por último, el número de hijos e.s



a(n 1)" 1 -----=  n ~  1.
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a [n ~  1)
Casp partmtUr. Si hacemos a =  1000, n — 6, las fórmulas 

obtenidas resuelven el problema 8.° del número 71 
En efecto, a; =  1000 {6 — l)a =  25000 duros.
La ppte de cada hijo es 1000 (6 ~  1 == 5000 duros 
El numero de hijos 6 — 1 =  5.

CAPÍTULO CUARTO.

DISCUSION DE LAS ECUACIONES Y PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON 
UNA INCÓGNITA.— INTERPRETACION DE LAS SOLUCIONES NEGATIVAS. 

GENERALIZACION DE LAS FÓRMULAS POR MEDIO DE LAS 
CANTIDADES NEGATIVAS.

I .—DiNOusion de las «ciiaoionoüí y itrolilcmaüi d e  p r im e r  g rado  
con lina íiicógnila.

73. Toda ecuación de primer grado, después de quitar de
nominadores, efectuar las operaciones indicadas, hacer la tras
posición y la reducción, adquiere la forma general

A x ~ B ,
donde yí es el resultado de reducir los coeficientes de a? á un 
solo numero, y 5  el de reducir los términos conocidos.

bi después de efectuar la trasposición, los términos en 
los conocidos son aditivos, la reducción de todos ellos no ofrece 
ninguna dificultad; pero comunmente unos son aditivos y otros 
sustractivos, ya en ambos miembros, ya en uno solo de ellos; 
representando por a la suma de los coeficientes positivos y por 
b la de los negativos, el coeficiente de x será

a — b;
pero al asignar valores particulares k a y  b, pueden ocurrir tres 
casos: a'>h, aC^h, a — b.

Si í? >  (í, la diferencia a — ¿es positiva.
Si <; ¿, la sustracción a — ¿no puede efectuarse.
Si í? =  ¿, la diferencia — ¿ es cero.
En el segundo caso, suponiendo que los valores a y  h son 8 

y 13, la diferencia es



8— 13 =  8 — 8 — 5,
y reduciendo

8 — 13 =  — 5, cantidad neg'ativa.
Luego A puede ser una cantidad positiva, negativa 6 nula, 

éigualmente por consiguiente la ecuación A x ^ B  puede 
adquirir una de estas formas

Ax =  B, Ax =  — B, — A . x — B, — A , x  =  — B.
Ax =  0, O x x  =  B, 0 X  » =  0. 

donde A y  B  son números absolutos.
Los respectivos valores de x  son

B  — B  B  — B
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x ^ - , x A^
X =

0
o

-  J  ’

X =

X =

_0_
0 ’

-  A '

_ JD
Los valores v -------A ^ — A se reducen al primero, pues cam-

biand© los signos en la ecuación — A . x =  — B, se convierte 
en Ax =  B.

Si efectuamos la división de cantidades monomias negati- 
■vas, por la regla de los signos demostrada exclusivamente para
la división de polinomios, las expresiones x =  •— x =  ^

se reducen á una sola: x  =■ — B
£ ~A

Por consiguiente, los valores que debemos examinar son 
B  B o b o

B74. Solución positiva, x =
A

Esta solución verifica siempre la ecuación del problema, pues 
SI en Axz=: B  damos á a? su valor, resulta

A ~  = B ,  ó B  =  B;
y  sabemos que la ecuación Ax =zBy\o. propuesta tienen iguales soluciones. j  tf e g

Puede ocurrir, .̂ in embargo, que siendo ~  solución de laA



ecuación, no lo sea del problema. Esto solo sucederá cuando 
la solución del problema deba estar sujeta'á condiciones no ex- 
presables algebráicamente.

Sea, por ejemplo, el siguiente problema.
Preguntado padre sobre el nùmero de sus hijos, respon

dió: el nùmero de hembras es triple del de varones, y si á éste se 
anade la mitad de a<¡uel, la suma es igual á 8, iCuántos hijos tentai  ̂ ^

Llamando x  al número de hijos varones, el de hembras es 
3a?, y la ecuación del problema será

3a?

de donde íc =  3 — , valor que verifica la ecuación, pero no es
solución (íel problema, puesto que la naturaleza de éste exige 
que X  sea un número entero. Como las condiciones numéricas
del enunciado tan solo las satisface el número 3 se deduce
evidentemente que el problema es imposible.

75. SOLUCION CERO, a? = A
Si en la ecuación Ax =  B, se reduce á cero el segundo 

miembro, y A adquiere un valor diferente de cero, la ecuación 
se convierte en ^a? =  0, y es evidente que el único valor de x 
que la convierte en identidad es a? =  0.

76. SOLUCION IN FIN ITO , X  =  .
o

. S i/Í es cero y B  adquiere un valor diferente de cero, la 
ecuación Ja? =  J? se convierte en 0 X  ;» =  .5, y el valor de ¿r
debe ser tal, que multiplicado por 0 dé B; pero como todo iiii- 
mero multiplicado por cero da cero, la ecuación es absurda y 
el problema imposible. ,

Propongámonos interpretar la significación de un quebra
do, cuyo denominador es cero, sin que lo sea el numerador.

Si en el quebrado y  permanece constante el numerador y
disminuye el denominador, la fracción aumenta: si el denomi
nador se hace 10, 100, 1000 veces .menor, la fracción adquiere 
valores 10, 100, 1000 veces mayores que el primitivo; se con
cibe, pues, que haciendo el denominador ¿ suficientemente pe
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queño, llegará la fracción á tener un valor tan grande como 
Queramos, y que si el denominador disminuye hasta cero, la 
fracción adquiere un valor mayor que cualquiera cantidad asig« 
nable, ó infinito.

La fracción ~  es, pues, un simbolo que representa el infinito. 
Este valor infínito se expresa por el signo x  : asi escribire

2 6 5

mos

7 7 . SOLUCIOX INDETERMINADA.. X 0 ■
Si en la ecuación Ax =  B, A y B  se convierten en cero, 

será 0 X  a? =  0. y es evidente que cualquier valor de x  multi
plicado por cero, da cero; luego la incógnita tiene infinidad de
valores, y la fracción — es símbolo de ihdeferminacion.

Sin embargo, una fracción puede adquirir la forma ~ ,  y te
ner un valor determinado. Sea en efecto la fracción

— b'i 
a [a — b)

Si los valores numéricos de íí y ¿ son iguales, se convierte
'q‘1 pero si antes de hacer dicha hipótesis, observamos que

los dos términos son divisibles por « — 1, y suprimimos este 
tactor común, la fracción se convierte en

a,-hb 
a '

y  suponiendo a — b, adquiere el valor determinado

■a

El valor es debido, en este caso, al factor común a — i
que, convirtiéndose en cero por la hipótesis ít =  anula los 
dos términós del quebrado.

Luego, para hallar el verdadero valor de una fracción que,
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en virtud de cierta hipótesis, se presenta bajo la forma , es
necesario examinar si ‘existe en los dos términos algún factor 
común, que se convierta en cero por dicha hipótesis, y suprimir
lo', SI hecha la hipótesis en la fracción que resulta, se obtiene
también , volveremos á examinar si existe algún otro factor
común, que se suprimirá iguatnicnte. Continuando de este modo, 
se tíegara a obtener un valor determinado, ó una fracción irre
ducible, en cuyo caso, si todavía toma la forma será inde
terminado su valor.

Ejemplo. Sea la fracción
a^ — %a'^b-\- ab'̂

Haciendo =  ¿ se convierte en pero suprimiendo el fac
tor a — b, común á sus dos términos [37], se reduce á

a'̂  — ab
ab — b'̂

Haciendo en ésta « =  (5, se convierte también en pero

suprimiendo el factor común a — b, resulta
b'

Por último, haciendo en ésta a =  b, se convierte en — =  1, 
qu^es el verdadero valor de la fracción dada, en la hipótesis

78. El problema siguiente presenta ejemplos de las diversas 
soluciones que hemos examinado,

Eos móviles parten en el mismo insianle de los puntos \  y 
a, que distan entre s i  a metros, y recorren la linea AB, ambos 
en la dirección de izquierda d derecha; las velocidades respecti
vas son V y  V inetros por minuto. ¿Á qué distancia del punto A 
se encontraran^

A B E-------
Es.claro que los móviles se encuentran en un punto E si

tuado a la derecha de B. Lian.ando a? á la distancia AE del



punto A al de encuentro E, el primer móvil recorrerá esta dis
tancia mientras el seg*undo recorre BE, que puede represen
tarse por cc~a.

Puesto que el primer móvil recorre en un minuto v metros,
0/para recorrer x  metros empleará — minutos; y el segundo mó

vil, que recorre v' metros por minuto, empleará en recorrer la 
distancia x  — (?: un número de minutos representado por
Pero los móviles parten en el mismo instante de A y B respec
tivamente, luego los tiempos que emplean en llegar al punto 
de encuentro E son iguales.

La ecuación del problema es por consiguiente

267

de la que se deduce

X —

X — a 
—

xa,
V — x'

Discutamos ahora esta fórmula, esto es, examinemos los va
lor^ que adquiere la incógnita, en virtud de ciertas hipótesis 
hechas sobre los valores de*los datos, y si aquellos valores están 
de acuerdo con las circunstancias de la cuestión.

Supongamos v 1> v'.1. "

En esta hipótesis, el valor de a? es positivo; el denominador r 
f  es menor que v, la fracción— -—r  'es mayor que la 
unidad, y el valor de x

va
=  a XV —  V V— V

será mayor que a. ^
Lo que nos dice que los móviles se encuentran á la derecha 

del punto B. Este resultado está de acuerdo con las condicio- 
ues de la cuestión, pues es evidente que siendo la velocidad • 
del móvil que parte de A mayor que la del otro, la distancia 
que los separa disminuirá á cada momento, y se encontrarán 
luas^allá del punto R.

Por otra parte, si disminuye, los términos de la fracción . 
- disminuyen al mismo tiempo; para saber en qué sen-



XenSeSoB* 1»>' » ««s dos términos y
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Áhoi-a se ve que si disminuye í>, la fracción —  aumenta la

diferencia 1 — ~  dism inuye,por tanto el valor de x  aumen
te- La fórmula nianifiesta, seg-un esto, que el punto de encuen
tro se aiem de A á medida que disuiinuye la velocidad del pri- mer^móvil, lo que es evidente. ciuuuaa aei pri-

hi suponemos a =  0, el valor de 2? será

V — íj' '
lo que nos dice que el encuentro de los móviles se verifica

departida, como sucede efectivamente; por coíi-
e s S c L  dlf p í o S a ’.“®

íS u p o n g « m o i v =
El valor de x  se presenta en este caso bajo la forma ~av

Este valor manifiesta que la ecuación es absurda por cons*i- 
guiente el problema lo es también. ’ ^
^  y  en efecto: la ecuación, en la hipótesis í. se convier-

V V ' ,
t fracciones de igual denominador y numera- 

dores diferentes, no pueden serigniales. En cuanto al n S -
B Sedk ifna d‘T "  ‘P’P“ ' ’’'® satisfacer, pues si en- ir, 4  ^ distancia a, y los móviles caminan conIgual velocidad, nunca se encontrarán. '^^minan con

La expresión ~  ha sido admitida anteriormente [76] como

ei^nfln'ito^llM consiguiente diremos que el valor de íí
cía i S t a  rfi] n,^ P® se encuentran á una distan-^ c¡; j  ^ del punto A, 6 que no se encuentran.

fei además de ser « =  v', suponemos íí =  0, el valor de x  es



o
J r  y  como la fracción —f Í

V

369

no tiene ning^in fáctor común áÎ) — ------“ ‘“P'jiwttvtor común

nado;1 o*t“ r t l ’l f o t r c » Y á ,^PuessiÆ =  o, los móviles la cuestión,
locidad, luego el encue^SrS  vepífieSnS 
punto A. l S ecuación M  p™ bT Í““se^‘o“^^U re

y  queda satisfecha por todos los valores que se asigne á

« - ■ ™ .e r p r « a e l» „  d .  .a»  e x p r è s , . « . ,
p re s e n ta n  eo m o  so lnc looen .

f t T l i e i o A d rCíí mayor que la del hijdl ^ ^ í' '̂-
Este problema, resuelto ya [72], nos ha dado la ecuación ' 

y la fórmula a +  !c=^m(l +  x),

eate^cTo"pScuhí7stV  ^P 'i‘='*>"io la fórmula 4
40 — 16 ■ 3 40 —48 —8x =

•4.

'̂ m m m

’ ~ ' ? ¿ r s ‘ s j s £ ! s z r
. 40-f-á^=:8 [1 6 4 -4
ecnn ■ 40 4 -Æ =  48-f-3íTí

; tv o r t“e elV im :^^“ *



Si suponemos que pueda ir precedida del signo mas ó del 
menos, la ecuación

40 -f- X =  3 (IG +  í?), 
se trasforma, cambiando el signo de x, en 

40 —íP =  3 (16 —a:);
sustituyendo x  por 4, . se obtiene la indentidad

36 =  36,
lo. que manifiesta que el valor negativo — 4 es solución, pres
cindiendo del signo, de la ecuación que se obtiene cambiando en 
la propuesta el signo de x'.

Ahora bien, si dicha ecuación corresponde á algún problema 
análogo al propuesto, 4 será la solución del mismo.

Para averiguarlo, observemos que el primer miembro 40 — x 
representa la edad del padre hace x  aiios, y  el segundo 3 (16 — íz?) 
es el triplo de la del hijo hace también x  anos; luego para que 
el problema sea posible, es necesario Codificar su enunciado 
en el sentido de que época en que se verificáronlas condi
ciones del mismo es pasada , y no futura  como se hahia su
puesto.

Por manera que el problema será:
La edad del padre es 40 anos, y la de su hijo \0. fjjuántos 

años han trascurrido desde que la edad del padre fué tres veces 
mayor que la del hijoì

Ocupémonos otra vez del problema de los móvileá [78].
Según hemos visto, la ecuación de este problema es
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y la fórmula

X _  
V ~~

X —

X — a 
v‘

va
V — v'

Si suponemos v <i v\, el denominador de la fórmula es nega
tivo, y. como el numerador es positivo, el valor de x  será nega
tivo. Como la ecuación es la t-paduccion exacta del enunciado, 
concluiremos que el problema es imposible, en el caso que con- 
sidérainós. '

I__________ !__________________ I -
A B E

Se ve, en efecto, que si la velocidad del móvil A es menor 
que la del B, no-es nosible el encuentro marchando en la direc
ción AB, como expresamente exige el enunciado.



obtenida. prescindieSÍ solución
C lon-..en  lugar d e y  se en la ecua-

■ X
V

cambiando los signos será
X

-lì
~h fl

modificado es el siguiente- ' ^ i^fiomida de A, y el problema

bb .B a e c .  .  S /* /S S ^  " íS ; : c ú f ir
Ji-I valor de x  se obtiene cambiando el simio de 

pues t  ~~ ?;' será

elproblema^iodltodoí* resolviendo directamente
?̂ o 8*eneral

de pri-
de convertir ésta en idenuTad- v Tv^ absoluto capaz
tamente las condiciones del e7imiciadn^ traduce exac-
, n efecto: la ecuación f i n T j r í í  ‘ 7}  imposible.
la propuesta diversaá trasfnT-rííl'?i~ con
ecuaciones equivalentes á la originan siempre
puede quedar satisfecb^ im /i i  ^  si pues Ax= ^B  no
es, por ningún valor independimffe^lpT^*’ esto
tampoco la propuesta n S  nnL  ̂  ̂ y ^ ^ ’̂ os,
lor absoluto d e T  y eUrdbl?^^^ satisfecha por ningún va-

'^^ergrado, e s Z o lS ^ r n J tr f^ ^ ^ ^  T  depri-
i'ae resulta poidendo ~  x en fnr/L’̂ df̂ -- ecuacmiEn efecto- ^ tagarde x en la propuesta.
»adores, efectuaiMarrmp después de quitar denomi-
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— Á^ =  — B.

Si en dicha ecuación ponemos — x  en lug-ar de x. y  repeti
mos las mencionadas operaciones, que se reducen á las funda
mentales, obtendremos [42]

Ax — B, — Ax ~  — B,
que se reducen, cambiando los signos en la segunda, á

Ax=¡B.
El valor de x  en la ecuación propuesta e s ----y este va-

lor prescindiendo del signo, esto es —r-, es la solución de laA
ecuación trasformada Ax =  B , luego la proposición enunciada 
es cierta.

De aqui se desprende que el mlor negativo de la incógnita, 
tomado en absoluto, podrá ser solución de un nuevo problema 
anàlogo al propuesto, cuyo enunciado se obtendrá traduciendo 
fielmente al lenguage vulgar la ecxiacion trasformada.

81. Pongamos — x  en lugar de x  en la ecuación — A x =  B, 
y  se convertirá en — A X  — x — B; sustituyamos ahora x  por
B y la expresión que resolta

B
— A x -----T  =  ̂A

será una identidad, según acabamos de demostrar.
Pero, poner —íc en lugar de x  en una ecuación y sustituir

después »por — , da el mismo resultado que poner desde lue-

g o ------- en vez de x; y como el primer procedimiento con
vierte la ecuación en una identidad, la sustitución de x 
por----- - hará idénticos los do.s miembros de la ecuación.A

Así, la ecuación
40-ha? =  3 (16 +  ®),

se convierte, sustituyendo x  por — 4, en la identidad 
40 — 4 = 3 (1 6  — 4) ó 36 =  36.

Si convenimos, pues, en llamar solución de una ecuación á

i .
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”^™érica, carezca 6 no de sentido (me 

puesta en vez de la inc.ógnita, y con arreg-lo al 2.“ convenio del 
numero 38, convierta la ecuacmn en identidad, e lm l^ r Z V íi-  
cion^^^ considerarse como solución de la^ecm-

ecuación literal d.e primer grado con una in~ 
ídymííz se cambian los signos de una ó mas letras, la fórmula
que resmlne la primera ecuación remehe también la segunda 
^ l a ^  los signos de las mismas letras en dicha fé r -

Siepdo la fórmula el resultado de efectuar una aérie de 
opeiaciones fundamentales con los dos miembros de la ecuación 

>=onsecuencia cierta de la enunciada en ei

hemos supuesto que el enunciado del pro
blema no presenta circunstancias dudosas, y que la ecuación 
es, por consiguiente, la traducción exacta de aquel; en tal caso

negativa indicii la miposibihdad de 
problema tal,coino se lia enunciado: pero ocurre con 

frecuencia que las condiciones dejan alguna circunstancia in
determinada, y al escribir la ecuación nos vemos oblio-ados á 
bacer una hipótesis arbitraria Si entonces obtenemos una so-

tpi« ensayaremos si haciendo otra hipótesis, será positivo el valor de la incógnita. ^
que aclare estas con.sideracio-

problema de los móviles, no partan 
tiê mn̂  mismo tiempo de A y B, sino que moviéndose de.Ue un 
ínr Pí flireccion AB, pasen uno por A y otro
Pfliir.- instante, y tratemos de averiguar á qué distancia del punto A se verifica el encuentro. ^

A b E
así el problema, no podemo.s determinar de; de 

d p tli T encuentro está á la izquierda de A ó á la
Unn̂  ecuación tenemos que hacer^^jybipól^sis arbitraria sobre la situación de dicho punto.
la encuentro se verifique á la derecha de B,

y  la fórmula

x  — a

18



ma? = -------- r-
Si ® <  v', el valor de x  es negativo; corno se ha hecho una 

hipótesis arbitraria, supondremos, àntes de afirmar que el pro
blema es imposible, que el encuentro se verifique á la izquier
da del punto A..

En esta hipótesis la ecuación es 
X x-\- a
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que se diferencia de la anterior en el signo de a; para obtener 
la fórmula no es necesario repetir los cálculos, pues basta [82] 
cambiar el signo de a en la obtenida anteriormente; asi resulta

— xa xa
X — X X —  X

Si x<i_xi', el valor de x  es ahora positivo; luego el problema 
es posible, el encuentro se verifica á la izquierda de A, y la 
solución negativa fué debida á una hipótesis falsa, hecha al 
poner el problema en ecuación.

Vemos, pues, que si el enunciado de un proUema presenta 
circunstancias dudosas, la solución negatixa puede provenir de 
una hipótesis falsa, hecha al escribir la ecuación, sobre el sen
tido en que delen ser contadas ciertas cantidades, que se han su
puesto aditivas debiendo ser sustractixas, ó al contrario. Cuan
do esto suceda debemos examinar si, haciendo otra hipótesis, ad
quiere la incógnita un valor positivo, ó si todas las hipótesis 
posibles dan valores negativos: en el primer caso, el valor posi
tivo hallado es la solución del problema; en el segundo, podre
mos afirmar que el problema no tiene solución.

I I I .—G e n e ra liz n c io ii d e  la s  fárm iilaK  p o r  m e d io  d e  la s  can il*  
d u d e s  n e g a tiv a s .

84. Las fórmulas que se obtienen resolviendo un problema 
general, no solo se aplican á todos los casos particulares del 
mismo, sino que además convienen á otros problemas genera
les, cu3'os enunciados se diferencian del problema propuesto en 
el sentido de algunas cantidades, que en éste son aditivas y en 
aquel sustractivas, y reci])rocainente.

Para cerciorarnos de ello, volvamos á considerar el proble
ma siguiente:
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l'res ca^Qs pueden llenar un esta/nque, elpHmtro en a tiaras, 
el segundo m  b horas y el tercero en c horas; si los tres caños se 
abren al mismo tiempo, jpn cvÁnias horas se llenara el estanqué^ 

La ecuación sabemos que es [72] ^

y la fórmula

X■+'~r-h * = i .C

Q} = abe
ab-hac-hbc’

Supongamos ahora que se quiere resolver este otro problema. 
un cano puede llenar un estanque en a horas, y  dos orificios 

pueden vaciarlo, el primero en b horas y el segundo en c horas; 
SI los ortfiáos se abren al mismo tiempo que el caño, len cuántas 
horas se llenará el estanque'^

La única diferencia entre la ecuación de este problema y la 
del anterior, consiste evidentemente en que y ~  represen

tan cantidades que deben restarse de —; por consiguiente,
cambiando el signo de las mismas se obtendrá la ecuación del 
problema, y haciendo el mismo cambio en la fórmula del ante
rior, tendremos la fórmula del actual.

Para que J — cambien de signo, sin alterar los demás
términos de la ecuación, cambiaremos los signos de ¿ y c, obteniendo así o j i

Ecuación — -----______ ^  — 1,

Fórmula x  =
- b  ^  - c  

a . — b.~
a • ~ b ~ \ ~ a  . —  c~\—  b , — c ’

efectuando ahora las operaciones por las reglas que, para mc- 
nomios negativos aislados, hemos convenido en admitir, resulta

Ecuación

Fórmula X =

X
n

abe
=  1,

•D 1 - j  ,. *Kesoiviendo directamente el problema, obtuvimos [72,4.®1 losmismos resultados. i , sxkjz
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generales 1.» y 2.'» del nùmero 72, se resuel

ven también por medio de una sola ecuación y una fórmula 
En efecto: el primero dió la ecuación ^^inuia.

y la fórmula ' "
^ a — hmX z=  ---- ---------

M  —  1 '

^ es cantidad positiva, la ecuación v la 
fórmula corresponden al primer problema; pero suponiendo 
se^gimS negativa, dichas expresiones convendrán al

Así, sustituyendo x  por — x, será
a — X ■=m{b — x),

-  ¿C =  /i ̂  _  <5̂  — í2
m ~ \  ' ^ ------ 'm ~ \  '

proMema”^̂  resultado obtuvimos resolviendo directamente el
Consideremos, como último ejemplo, el problema siguiente: 

'^^co'n'en la linea AB,- y pasan en el mismo ins-
S / í t  T  H distancia entre A y B ej arMti os, la velocidad del primer móvil es v metros por minuto y
t r í á ; ¥  q^é distancia d e lp J to  k T T coI

B EE' A E"
Tres casos debemos considerar: 

o o 8 ’̂ ® móviles sigan la misma dirección AB. 
o’o sigan la misma dirección BA.
o. Que sigan direcciones opuestas.

se haile‘en'’E“ a ecuadon^S’" “ ^“ P“ '“’
X X  — a

-------— ? y la fórmula ¿r =  — ~  ^
En el segundo caso, suponiendo que el punto de enonen- tro se halle en E', la ecuación es ^ encuen-

~  —’ y fórmula x  =  —

e c u f c io i lT "  «« verificó ¡iítee A y B;l»



a — X
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y la fórmula x av

Vemos, pues, que no considerando en las cantidades ma.s

?ue sus valores absolutos, necesitamos tres ecuaciones y  tres 
órmulas para abrazar todos los casos; sin embargo, la primera 
ecuación y su fórmula respectiva se aplicarán indistintamente 

á cualquiera de ellos, si admitimos las cantidades negativas, 
con solo cambiar convenientemente algunos signos.

En el segundo caso, la distancia de B al punto de encuen
tro E' está representada por x  -h a; luego la primera ecuación 
se aplicará á este caso cambiando el signo de a. Pero sabemos 
[82] que si en la ecuación se cambia el signo de a, la fórmula 
sufre igual alteración; luego en el segundo caso tendremos

X =
— av X — av
V — V  ' V  — V

En el tercer caso, la distancia de B al punto de encuentro 
E^, está representada por a — a?; luego la primera ecuación se 
aplicará á este caso cambiando el signo del numerador a? — a; 
pero igual resultado obtendremos cambiando el signo del de
nominador®', por consiguiente la ecuación del tercer caso será

X X — a , X a — x
— V

6 ® =  
V

cambiando el signo de v' en la primera fórmula, tendremos la 
del tercer caso

X = av
v-\-v

85. El grado de generalidad que adquieren las fórmulas por 
el cambio de signos, se obtiene también por otro medio.

Observemos, ante todo, que existen cantidades susceptibles 
de contarse en dos sentidos directamente opuestos: las distan
cias sobre una recta AB pueden ser recorridas en la dirección 
AB y en la opuesta BA. los tiempos pueden ser anteriores ó 
posteriores á un momento dado, los capitales pueden contarse 
como ganancias ó como pérdidas etc.

Si un número m representa una distancia, un tiempo ó un 
capital, se ha convenido en anteponerle uno de los signos mas 
y menos, para que además exprese el modo de ser de dichas 
cantidades.

Por ejemplo, si -{- w representa una distancia recorrida en



la dirección AB, otra distancia igual, pero contada en el senti
do BA, se representa por —í»;siun tiempo posterior á una 
época dada se expresa por -h 20 años, otro anterior en la misma 
cantidad, se expresará por — 20 años; si una ganancia de 4000 
reales se expresa por H- 4000, una pérdida igual será — 4000.

Concretándonos al problema de los móviles, convendremos 
en que x  representa indistintamente, en la ecuación y en la fór
mula dei primer caso, H- la distancia del punto A al punto de 
encuentro, si éste se verifica á la derecha de A, y — la distancia 
mencionada, si el encuentro tiene lugar á la izquierda de A. 
Igualmente, v y v' representan -h el espacio recorrido en un 
minuto por cada móvil, si el movimiento se verifica en el sen
tido AB, y — dicho espacio, si el movimiento se verifica en la 
dirección BA.

En virtud de este convenio, la ecuación del primer caso 
comprende las otras dos, y la fórmula

2 7 8

X — av

se aplicará á todos los casos que puedan presentarse, susti
tuyendo X, x, í5'respectivamente por — x, — y, — d', cuando 
las distancias que representan estas cantidades sean recorridas 
por los móviles en la dirección BA.

Asi, en el segundo caso, se cambiarán los signos de x, v, 
y y  tendremos

— av , av— X — ----------- ó x =— V -\-v' V  — V
En el tercero, cambiando el signo de v', resulta

X =
o ' 
av

Escolios.

1. ® Este procedimiento da siempre resultados exactos; pero 
no todas las cantidades concretas tienen dos modos de existen
cia directamente contrarios: y además no se ha demostrado, de 
una manera general, la correspondencia entre dichos modos de 
existencia y los signos ma^ y  menos.

2. “ La generalización de las fórmulas no podría lograrse sia 
admitir los convenios del número 38.
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CAPÍTULO QUINTO.

KESOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON TANTAS ECUACIONES COMO INCÓGNITAS.

I .—OeíiiiiciooeK.

86. S istema de ecuaciones es la reunión de dos ó mas ecua
ciones que deben ser satisfechas por los mismos valores de las 
incógnitas.

SOLUCION de un sistema de ecuaciones es la reunión de valores 
délas iMóffnitas que verifican todas las ecuaciones del sistema.
_ 87. Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, cuando 

tienen las mismas soluciones.
Para demostrar la equivalencia de dos sistemas, es necesa

rio patentizar que toda solución del primero es solución del se
gundo, y reciprocamente.

Diremos que un sistema no se altera, cuando se sustituya 
por otro equivalente.

88. Eliminar una incógnita entre dos ecuaciones es deducir de 
estas una nueva ecuación que no contenga dicha incógnita, y que 
pueda sustituir á cualquiera de las ecuaciones dadas sin alterar 
el sistema.

Métodos de eliminación son los diversos procedimientos que 
pueden emplearse para eliminar una incógnita.

I I .  R eso lu c ió n  de iin sis tem a do dos ecnaeio iies eoii dos 
incógn itas.

89. Toda ecuación con dos incógnitas puede reducirse á la 
forma general

ax -h by =  c.
Para conseguirlo, basta quitar denominadores, efectuar las 

operaciones indicadas, pasar al primer miembro los términos 
t'dx  y los en y, así como al segundo los conocidos, y hacer la 
reducción.

Propongámonos resolver el sistema de ecuaciones



m -\-h y ^ c  [1]
a'w-h5'y =  c' [2].

90. Método de eliminación por sustitución. Despejando x  
en la primera ecuación, corno si la incógnita y  fuese conocida, se obtiene.

c — 6y
[3] ;

svMitnyendo este valor de x  en la segunda ecuación, resulta

[4] .
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(?' X  ~hb' y =  c'

Demostremos ahora que el sistema propuesto es equivalente 
al formado con una de las ecuaciones dadas y la ecuación [4],6SuO 0S) &

ax-\-by~c  [l]
c — by

■------^b 'y  =  c' [4].a' X

T̂ alores de x  é y  que convierta en 
Identidades las ecuaciones propuestas, verifica también la 
ecuación [3], que es la primera de aquellas en otra forma;

sustituyendo y  por su valor en la fracción
se obtiene el valor de x; pero la ecuación [2] difiere de

la [4] solamente en que x  está sustituida por , luego
dando á ar é y sus valores en la ecuación [21 y  ponielido el de y 
en la [4], se obtendrá el mismo resultada y c L o S  ecuación 
[2] se convierte por hipótesis en una identidad la [41 se con
vierte también en identidad. ’
segu n d é  solución del primer sistema, es solución del

Recíprocamente, todo par de valores de ít é y que verifique 
las ecuaciones [1] y [4], verifica la ecuación [3], ^  es i f  m  en 
otra foí’ma;jior consiguiente sustituyendo y  por su valor en la
fracción se obtiene el valor de x; pero la ecuación [4]

difiere solamente de la [2] en que ÍZ l IíL  sustituye á a;, luego 
dando á y  su valor en la ecuación [4] y  poniendo los de ¡5 é y  en



la [2], se obtendrá el mismo resultado; y  como la ecuación [41 se 
convierte por hipótesis en una identidad, la [2] se convertirá 
también en identidad.

L u e g o  to d a  so lu c ió n  de l s e g u n d o  s is te m a , e s  so lu c ió n  de l 
p rim ero .

Ahora bien, la ecuación [4] no contiene otra incógnita que 
la y, por manera que la íe ha sido eliminada.

En vista del procedimiento empleado, podremos decir;
Para eliminar una incógnita entre dos ecuaciones, por el mé

todo de sustitución, se despeja la incógnita que se quiere eliminar 
en una de las ecuaciones, y se sustituye su valor tn la otra.

Resolviendo ahora la ecuación [4], encontramos sucesiva
mente

a'c — a'by -f- aó'y =  ac',
[ab' — ba') y =  ac' ca!, 

ac' — ca' 
ab' — ba:'

Sustituyendo este valor de y  en la ecuación [1], ó lo que es 
igual, en su trasformada [3], será

abe' — bea!
ab' — ba! acb' — bea' — abe' -f- bea' cV — be'X = -------------------- =  ' ~ .

a a [ab' — ba') ab'—ba'
Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones 

7a; — 2 y = l l  
4a; -h 3y =  27.

Despejando x  en la primera ecuación, resulta
11 +  2yX — /

sustituyendo este valor de x  en la segunda, se obtiene

281

c —

4X 11 +  2y H- 3y =  27.

E s ta  e c u ac ió n  d a  su c e s iv a m e n te
44 +  8y -h 2ly — 189, 
8y ■+■ 21y =  189 — 44, 

29y =  145.
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y  '"29 ’ y ~  5-
Sustituyendo este valor de y en la ecuación

11 4- 2y

resulta X =

X =  

11 10—  . a? =  3.

Comprobación.
7 . 3 - 2 . 5  =  11, ó 11 =  11.
4 . 3 +  3 . 5  =  27, ó 27 =  27. 

cioDes POE IGUALACION. Sean l a s  eoua-

ax by =  c [ 1 ]

alx +  h'y =. d  [2].
loo eliminar la x, despejaremos esta incóe-nita en
las dos ecuaciones, como si la y  fuese conocida, y tendremos

x ^ h z Í L  x = .- í s z I ] L
 ̂ ’ a! '

lymlando, ahora, estos valores de resulta la ecuación
_  C ~  h'y 

^ a'que no contiene la x.
[3],

nup^nn sustitucion, por loque no nos detendremos á demostrar que la ecuación [31 .y una
ecuÍcione™fr/y [I] ™ «9“¡™Iente Ll̂  de las

presa
una incóyniha entre dos ecuaciones, por el mé- 
se despeja en las dos ecuaciones laincómüa 

que se trata de eliminar, y  se igualan los miares obtenidos 
Kesolviendo la ecuación [3]/se obtiene

y = ad — co! 
'ah' — ba!



sustituyendo este valor en cualquiera de las expresiones de a; 
se hallará, como en el método anterior,

283

X = cd' ~  be'
ah' — ha!'

. 92. Método de eliminación por reducción. Sean las ecua
ciones

ax -hby ~ c  [1]
a'x +  b'y =  c' [2].

Si los coeficientes de la incógnita que se quiere eliminar, la 
X por ejemplo, fuesen iguales, restando ordenadamente las 
ecuaciones, cuando los términos ax y a'x tuviesen el mismo 
signo, y sumándolas, cuando dichos términos tuviesen signos 
contrarios, los términos en x  desaparecerían por la reducción, 
quedando eliminada esta incógnita.

Pero si multiplicamos la primera ecuación por a' y la se
gunda por a, se convierten en

aa’x  -f- ba'y =  ca' 
aa'x -h ab'y =  ac',

en las que los coeficientes de x  son iguales.
Restándolas ordenadamente, se obtiene

aa'x — aa'x -+■ ab'y — baJy — ac' — ca', 
y  rediciendo será

ab'y — ba'y =  ac’ — ca' [3].
roT sistema de las ecuaciones [1] y
l'^j'Ptiede sustituir.se por las ecuaciones [1] y [,3].

Suponiendo que en las ecuaciones propuestas pasan al pri
mer miembro toaos los términos, podrán representarse por

A =  0 
A' =  0, .

y  el sistema de ecuaciones [1] y [3] será
4 =  0

A'a — Aa' =  0.
Es evidente que los valores áe x é y  capaces de verificar el 

primer sistema, verifican el segundo; pues siendo =  ü y 
=  0, A'a — Aa' también se reduce á cero.
Recíprocamente, todo par de valores de a; é y  que verifique 

®1 segundo sistema, verifica también el primero; pues siendo



J' A .
será ^ ^ ^  y « °o lo es,

regfaVgÌfentè:^"““ '^™“ “*“ eaunciarla

íZ¿> — =  ac' ~  ca'
da ^ _  gg' — crt'

susbtuyendo este valor en la ecuación [1], y resolviéndola, se

<í¿' — ba' ‘
Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones 

llí5 — 15y =  7 
4a; -f- 7^ =  15.

Multiplicando la primera por 4 y la seg-unda por 11, resulta 
44^ — 60y =  28 
44a; 4- 77y =  165;

restando éstas ordenadamente, obtendremos
137 y  =  137,

Sustituyendo este valor de y  en la primera ecuación, será 
lia; — 15 =  7, 
lia; =  22,

son % lrs“e 1 tt" f \e  hallÍ"Su®m^ -
multiplica cada ecuación ].or el r e S d o  d“  divid!'’̂ ?^^’' "
común mùltiplo por el ¿ o ed c ie r^ ‘f f a t c t n t ^ ' e n ^ S :

Ejemplo. Sean las ecuaciones



48a: — 26j'=35 
36a? +  *74̂  =  1,

murnTÍiínnSn múltiplo de los coeficientes de a es 144-
r“ s¿lta “ ““ “ “ P”  3. y la segunda por 4Í

144a; — 78^ =  105,
—144,r +  296^ =  4.

Sumándolas tendremos
218^= 109

y —-1

nes^"e ol?e?e M m e S e "  ^

93. Las ecuaciones
ax -h =  c

«'a? -í- Vy =  c%
resueltas por los tres métodos de eliminación que hemos ex
puesto, han d?ido siempre las fórmulas ^

 ̂ _  ao'~~c(¿ 
ah’ — ha!' ^ ab' — ba:‘

Supongamos, ahora, que las ecuaciones fuesen 
a w ~ h y  
ff'a? ~  h'y =  c'.

cambiando en las primeras los signos de í  t
y veamos cuales son las fórmulas que las resuelven, ^ '
sarhs^nní^?T1i que todas las trasformaciones nece-
? e S a t S t í . r  °® a? é y, se reducen á sumas.
«ínoiT’Q ^V^^^P|^c^ciones y divisiones. Si suponemos que se re-

^ efectulremos en 
sP fVlfpT.lt • série de operaciones con cantidades que solo 
tantpí T? V “  ̂y íiJego las fórmulas resul-
s?gn?s se diferenciarán también en dichos

son^^^^° ^úrmulas que resuelven el segundo sistema

2 8 5
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X = òc' — cò'
y

ad — co!
ba' — ab'' ^ ba' — ab'

Luego, cuando se ha resuelto un sistema de dos ecuacioties 
literales con dos incógnitas, si se presenta otro sistema que se 
diferencia del primero en los signos de algunos términos; no
SERÁ NECESARIO REPETIR LOS CÁLCULOS PARA HALLAR LAS NUEVAS
FÓRMULAS, bastando cambiar en las primeras los signos de los 
coeficientes de dichos términos.

Propongámonos resolver, por medio de las fórmulas gene
rales, el sistema de ecuaciones

4&S — %%y =  35 
—36a?H-74y= 1.

Tenemos que cambiar en las fórmulas los signos de ^ y y 
hacer íZ =  48, ¿ =  26, c =  35, «' =  36, ¿̂' =  74, d =  l; pero, po
ner en las fórmulas — b en lugar de ¿ y hacer después b =  26, 
es lo mismo que poner de una vez — 26 en lugar de b; por la 
misma razón pondremos también desde luego — 36 en vez de a'. 
Los valores de x é y, haciendo las mencionadas sustituciones, 
serán

X  =
3 5 .7 4 ------26 . 1

48 . 74------26 . — 36
A _  3 5 . 74 +  26 . 1 

** 4 8 .7 4  — 2 6 . 36

de donde x ~ l ,

48 . 1 — 33 . — 36
48 . 7 4 - .  — 26 . — 36 *

48 . 1 H- 35 . 36
48 . 74 — 26 . 36 ’
1y  =

~2'

I I I .—R esolucioD  de u n  s is te m a  d e  t r e s  ó m a s  ecuaciones d e  
p rim e r g ra d o , con ta n ta s  in có g n itas  com o ecuaciones.

94. Toda ecuación de primer grado con varias incógnitas, 
puede escribirse en la forma

ax -h by-i-cz - h ....... — A.
Basta, para conseguirlo, quitar denominadores, efectuarlas 

operaciones indicadas, hacer la trasposición y la rtduccion.
Propongámonos resolver el sistema de ties ecuaciones con 

tres incógnitas
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2« — 3^ 4- 52 =  20 
3á7 H- y  ^  22 3

Piim-  ̂ -í-4 y  — 32 == 24̂

c a d a  u n  “ d e  l a V ó t r a r p ó "  I"" !""™  e e u a c io u  y
dos ecu ac io n es  con  la s  in c ó g n r ta s  y! 1  se  o b tie n e ..

— l l y  -+- 192 =  54 
o- ,. . “ ■ 1 3 ^4-182  =  46,

n e s , se  o b t i e n H i ia  e S c w “ c o f  " l l n t ó  d o s e c u a c io -

T?i • * , 4 9 2 =  196.
s is tem a  de e c u ac io n es  p ro p u e s to  es e q u iv a le n te  á  e s te  o tro

¿ X  —  3y  4 - 52 —  20
'  —'  l l y  4- 192 =  54

E n  electo  s i p asa m o s  ni in c ó g n ita  2 .
d e  la s  ecuac iones , lo s seo-un^os se té rm in o s
a d q u ie re n  la  fo rm a  re d u c e n  a  cero , y  aquella.s

c i o i m t '7 ' ’e l L L t n d ^  ^  J'-is t L s  e c u a -
d em ás, o b te n d re m o s   ̂  ̂ p n m e ra  y  cad a  u n a  de la s

A h ^  ~  ~A"a  =  0.

e q u iv a le n te  á^S te^otr^^ '^^^ ' s is te m a  de  ecu ac io n es  [Ij, e.s

^  =  0, A(¿'-^A'a =  0, Aa"~A "a =  0 f2)
E n  efecto: lo s v a lo re s  de  r  7/ <r j  '

e c u ac io n es  [I], c o in u e rte n  en  cérn
lu e g o  ta m b ie i  c o n v ie rte n  e n  c o r ^ n  9xpi‘e^iones A. A' y  A": 
e c u a c io n es  [2J. p r im e ro s  m iem b ro s  de la s

cap M  ( i T v e S l r  ¡ iic ó p n ita s ,
p o rq u e  p a ra  q u e  sea  A =  0 “ d a - ' í :  d v  -  n í l ) ,

ta m b ié n  n e cesa rio  q u e  A" s e a  cero  ^  ^  — 0, es t a m -



aB$
Si ahora eliminamos la incógnita y  entre las ecuaciones 

ÁcC — A! a — 0, Aa" — A" a =  0, 
estas dos ecuaciones podrán sustituirse por el sistema compues
to de una de ellas y de laque resulte de 
tendrá la forma Bz =  C; por consiguiente el sistema [2], y por 
tanto el [1], es equivalente á este otro

A — 0, j a '~ A 'a  =  0, B z= ^ 0  [3].
En virtud de lo expuesto, debemos resolver el sistema de 

ecuaciones
2a? — 3y -I- 5« =  20

— \ ly  -i- 19« =  54 
492 =  196.

De la tercera se deduce 2 =  4; sustituyendo este valor en la 
segunda, resulta

— lly  +  76 =  54
— 11^ =  — 22

^ =  2;
poniendo en la primera los valores de 2 é y, resulta

2^ — 6 -h 20 =  20 ó 2x =  6, de donde a? =  3.
En general, pdTO, vesolveT un sisl&'nid de ni ecuaciones con m 

incóanitas, se elimina wia de éstas sucesivamente entre una de 
las ecuaciones dadas y cada una de las demas; de este 'f^odose 
obtienen m — 1 ecuaciones con m — 1 incógnitas; se elviwina 
una de éstas entre una ecuación y cada una de las demás, lo que

xn — 2 ecuaciones con m — 2 incógnitas. Continuando de este 
modo se llegará á obtener dos ecuaciones con dos incógnitas, y por 
último una ecuación con una sola incógnita. Se halla el valor ae 
esta incógnita y  se sustituye en una de las dos ecuaciones con dos 
incógnitas, lo que da el valor de una segunda incógnita;  ̂ se sus
tituyen los dos valores hallados en una dé las tres ecuaciones con 
tres incógnitas, y  se continúa de este modo hasta hallar ,os va
lores de tas m incógnitas.

Ejemplo. Resolver las ecuaciones
3a? — y +  22 ~  2w =  5

X  - ^ Z y  —  2 - i- 3 w =  8
4a? —  2y -h 32 —  «  =  15

2® -h  P  —  4 « - f - 3 i t =  3.

[1]



i
(

y  cada una de las deinás, m uña'*“ “ P"“’era ecuación
-h 4z =  28

simplificando la primerf “^uTcio^TeUbtíene
2¿^-f-0= 7

y sumando éstas resulta^“' ~

[3], s e t l í a T =   ̂ i«s ecuaciones

{ .L a ^ r o l ^ s S g n i g t ^ V í ^ p S ? ^las ecuaciones dadas, se primera d ¡

Capítulo  sexto ,

entre «íy con po? ííg*adas
representa cada incóg-nita por complicadas, se

enunciad^““ '“ Wad qL“ seTescubraTeTel

su rSoTucbS So ^m T nte re n S a í'n ? ‘' r “ °“  ̂ ¡■'«¿guitas
Mas a d e l a n t e S n a S m  IT casV’̂ ñ^incógnitas sea mayor ó menor que el de ecuacSes

JO ^ . P roblemas,

ifio parte de la primera
las ecuaciones del problema son  ̂y  la de la segunda;

.5324
y ^ 8 x .

19



Eliminando la y, por el método de sustitución, se obtiene 
aî-f-33?== 5324,
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de donde 1331.
Sustituyendo este valor en la segunda ecuación, resalta 

y =  3x1331, ó 2̂ =  3993. .
Obsérvese que ai resolver este problema empleando una sola 

incógnita [71J. se hicieron las mismas trasformaciones que he
mos hecho ahora, solo que entónces la sustitución de la i)arte 
segunda y  por el triplo de la primera 32? se efectuó mentalmente.

2.“ Dividir el número 420 en tres parles, tales gue la primera 
esté con la segunda en la relación 9 : 5, y gue la tercera sea mitad 
de la suma de las otras dos.

Sean x, y, z las tres partes. '
Las ecuaciones del problema son

a? -t- y -f-  ̂=  420 
X _ y

z = a ? - l - y

Sustituyendo el valor de z en la primera ecuación, se obtie
ne el sistema de dos ecuaciones

2?-hy x +  y
=  420.

X __  y

que quitando denominadores, trasponiendo y simplificando, se 
reducen á

íT-h í/ =  280 
— 9y =  0.

Eliminando la x  se obtiene y  =  100, 
luego X =  280 — 100, 6 a? =  180,
Y 2 =  420 — 100 — 180 0 2 = 1 4 0 .

3.“ Un objeto de oro ligado con plata tiene 640 ceniimetros 
cúbicos de vohimen y pesa 10000 gramos. Cada centímetro cú
bico de oro puro pesa 19.26 gramos y  cada centímetro cùbico 
plata 1 0 , gramos. ^Cuantos gramos de oro y cuántos de plata 
contiene el objetoi

Llamando x  al peso del oro é y al de la plata, es evidente



que el volúmen del oro contenido en el obíeto e s __v pI
• 19,26 ’ ^ ^

de la plata centímetros cúbicos: luego tendremos
íc -h y =  10000
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X
19.26

Resolviendo estas ecuacifiiies se encontrará
. . r 7̂  =  gramos, y == 2771 gramos.
4. Un banquero quiere emplear 40000 diiros en un neqocio, 

que debe producirle cierto lanío por ciento de ganancia, v nara 
reunir dicha suma le fallan 8500 duros, que toma prestados d un 
interés menor: la operación le produce 3005 duros. Otra opera
ción de iguales condiciones, en la que presta 54600 duros, de los 
cuales 12800 d préstamo, le produce un beneficio de 
duros. i,Qué tanto por ciento ha producido el negocio, y á qué 
tanto por ciento le fueron prestadas las cantidades quele faltaban'l 

Representando por x é y las incógnitas del problema, será
40000a; 8500?/

------ - ^3005.100
546OO2:

^i'oo

100
12800y

loó-------; ~  =  4018.
Simplificándolas se convierten en

8O2; — 17y =  601 
273a? — 64  ̂=  2009.

Resolviéndolas por cualquier método se obtendrá
2: =  9, y =  7.

o/* Una persona se encarga de trasportar objetos de tres ta
maños diferentes, é condición de abonar por cada objeto que se 
rompa una cantidad iqual d la que recibiría por la conducción. 
SI lo mtregase intacto. En el primer viaje recibe 4 objetos peque- 
nos, 5 'mdianos y  8 grandes; rompe jos medianos, y recite 3¿ 
reales. Jin el segundo viaje conduce 6 objetos pequeños, 3 media- 
nos y 5 grandes; rompe tos grandes y solo recwe 5 reales. En el 
tercer vg.age conduce 7 objetos pequeños, 2 medianos y  6 grandes; 
rompe los medianos y  recibe 43 reates. íCuáles el precio de tras
porte de un objeto de cada tamaño^

Sea X el precio de trasporte de iin objeto pequeño, y  el de 
uno mediano y 2 el de uno grande. Las ecuaciones son
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4íZ! — 5y -h 8« =  32 
Ga?-H3?/ — 5 ^ =  5 

„ 7a; — 25/ H- 6  ̂=  43.
Resolviéndolas se hallará

» =  3, .y =  4, 2 =  5.

CAPÍTULO SÉTIMO.

DISCUSION DE LAS FÓRMULAS QUB RESUELVEN DOS ECUACIONES 
GENERALES DE PRIMER GRADO CON DOS INCÓGNITAS.

m u L  q-e adquieren las f6r-
cb' — hd ad — ca’X = y  —

sea

ab'~~ba!^ ^

r e sp o n d ieV S  convienen á las ecuaciones cor-

^ ^ J ^ ~ b d   ̂ ad — ca'

valores infinidos. ^
Veamos, ahora, en qué se convierten las ecuaciones

ax -{- by ~c

po^la_^hip6tesis tó '-  d7  L a  igualdad se deduce
« , sustituyendo este yalop de a eu la primera ecuación
se convierte en ’

ia'x

ó quitando el denominador y  partiendo ambos miembros por
a'x -+• b'y =  _

por los m iá i s
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cb'
b

que ee convierte fácilmente en esta otra
cV — be' =  0;

pero como hemos supuesto que ning*uno de los numeradores es 
cero, se deduce que las ecuaciones propuestas son contradicto
rias ó incompatibles.

Esto mismo nos dicen las fórmulas, que al dar para a? é ?/ va
lores infinitos, manifiestan la imposibilidad de hallar dos can
tidades que verifiquen el sistema.

Segundo caso. Supono-amos que el denominador común y 
uno de los numeradores sean iguales á cero, esto es,

ah'~h(C =  ̂ , cb'~bc’ =  Q.
De estas igualdades se deduce

a' ~  b" T ’
luesro =  —r, ó ac — =  0.

a
al C

Por consiguiente, si el numerador de x  es cero, el de y tara-
Dien 10 es. Del m ism o m odo d e m o stra ría m o s  la  re c íp ro c a . Luego

0y =
o

“̂ = ”0- ' - 0 -  
oí representamos por ni el valor de cada una de las fraccio

nes iguales — , tendremos
a — ma', h =  mh', c =  me',

y  sustituyendo en la primera ecuación del sistema, resulta 
ma'x -+- nib'y =  me',

que dividida por m se convierte en la segunda
a'x-\- b'y =  e'.

Luego el sistema de dos ecuaciones se reduce á una sola 
con dos incógnitas: pero de esta ecuación se deduce

y dando á y  valores cualesquiera, se hallarán otros correspou- 
diente.s para x; por consiguiente los valores de a? é y son inde
terminados, según manifiestan las fórmulas.
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CAPITULO OCTAVO.

RESOLUCION DE LAS BCUACIONI-8 DE PRIMER GRADO CON MAS 
INCÓGNITAS QUE ECUACIONES.

97. Consideremos, en primer lugar, la ecuación con dos in
cógnitas

2 '̂ — =  3.
Despejando la a? se obtiene

3-t-5y

Si ahora damos á y  valores cualesquiera, y á a; los que se 
obtengan efectuando las operaciones indicadas en — , la

ecuación x  =  se convertirá en identidad por cada par
¿

de valores correspondientes de a? ó y; por consiguiente sucederá 
lo mismo con la propuesta.

Haciendo sucesivamente y =  0 , 1 ,  2 , 3 , ............
se obtendrá ® , 4, , 9 , ............

Una ecuación de primer grado con dos ó mas incógnitas, 
tiene infinitas soluciones, por lo que se llama ecuación indeter
minada.

Se resolverá siempre despejando una de las incógnitas, y 
dando valores arbitrarios á las demás. Las incógnitas que reci
ben valores arbitrarios, se llaman variahle!i independientes; y 
la que se ba despejado varia .según los valores que reciben 
aquellas: por esto se W&um f  unción de dichas variables.

En la resolución anterior, la variable independiente es y, 
mientras que x  es una función de y.

En general, se llama función de una ó mas cantidades va
riables, toda cantidad cuyo valor depende de los de dichas va
riables.

98. Para resoher un sistema de dos ó mas ecuaciones con 
mayor nùmero de incógnitas, se despejan tantas incógnitas como 
ecuaciones tenga el sisPma. considerando tas restantes como can- 
tid/tdcs coiloetms; se da a éstas valores cualesquiera; y estos



valores, juntos con los correspondientes de las incógnitas despe
jadas, formarán las soluciones del sistema.

Sean las ecuaciones
2 x— 5/ H- 5¿; -+- 3?í =  13 
a; -í- — 8¡5 — 3w =  5.

C o n sid eran d o  2 y  u com o conocidas, y  p a sá n d o la s  p o r  co n 
s ig u ie n te  a l se g u n d o  m iem bro , la s  ecuac iones se c o n v ie rten  en

2x — y =  13 — 02 — 3?í
2?-4-4y= 5 4-82:-|-8m.

Resolviéndolas se encuentra
19 —42 —3í¿ _ i4-72H -3?í

^ = -------- 3-------- . y = ----------3--------- ■
Si hacemos 2 = 1, «¿ =  2, se obtiene a? =  3, y =  4; 

suponiendo 2 =  1, w =  3, resulta x =  '2, y =  5.
De este modo pueden hallarse cuantas soluciones se quieran.

295

CAPÍTULO NOVENO.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON MENOS 
INCÓGNITAS QUE ECUACIONES,

99. Para resolver un sistema de ecuaciones con menor nú- 
merode incógnitas, se resuelven tantas ecuaciones como incógni
tas tenga el sistema. S i los valores hallados verifican las ecua
ciones restantes, todas las propuestas serán compatibles; pero si 
dichos valores no verifican las ecuaciones restantes, el sistema 
no tiene solución, ó lo que es lo mismo, las ecuaciones que lo fo r 
man son incompatibles.

.Sean las ecuaciones
4a; -1- 3y  =  o 
6a; — 2y =  1 
2a; -h 4y =  5 

10a; — 2y =  3.
R e so lv ie n d o  la s  d o s  p r im e ra s  se  h a lla rá

í



sustituyendo estos valores en las demás, veremos que se con
vierten en identidades; luego las ecuaciones propuestas.tienen
la solución x  =  y

Sean las ecuaciones
dx — y =  4 
bx — 2y =  5 
'ix — 3y=:8.

Las dos primeras dan x — ‘¿y y — 5; sustituyendo estos va
lores en la tercera resulta la igualdad absurda

6 — 15:= 8;
luego las ecuaciones propuestas son incompatibles.

100. Si las ecuaciones propuestas contienen coeficientes in
determinados, podrán hallarse las condiciones á que deben sa
tisfacer dichos coeficientes para que el sistema sea compatible. 

Sean las ecuaciones
ax— y =  4 
¿27 -H 2y =  2 
x -h  y =  2.

Para determinar los valores particulares de y que las 
hacen compatibles, deduciremos de la 1 * y 3.‘ los valores de 
X é y, que son

6 2a — 4.
y

2 9 6

a -h l a 1
sustituyendo estos valores en la ecuación segunda, se halla 

6¿ 4rt —8
■ 2,

de donde
a “f~ 1' a 1 

a — o — 3¿.
Como esta ecuación de condición es indeterminada, podremos 

asignar á los coeficientes a y b infinitos valores.
Si hacemos ¿ = - 7̂ , seráíj =  4, y las ecuaciones se convier

ten en

que son compatibles.

427 — y =  4
-3 -+ 2 y  =  2 
X y =  2,
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KJHRCÍCIOS.

- h i .
I Eesolver las ecuaciones siguientes
nx X 1 4a? lU
3Ó"^ 45“  9 “  5 "2Ó ' 11 3 9 22

V  2̂  ^  "
II Dos personas prestan capitales iguales, la primera al 7 por cien

to v la segunrl» al 4; la ganancia de la primera excede a la de la se-

^ HI.  ̂ ün íperSfque^po^  parta de su _
i>arv{f-'ai ni R ñor ciento de interés, v la parte restante al o por ciento, 
recibe por lô s intereses de todo el capital la cantidad de 17900 reales.

‘°iV“ “ DZaíeaEró?dl plata „esa .10 k i}» fmilésimas: para obtenerla 80 ha ligado p ata de 800 y de 960 m. ési
S as Cuántos kilogramos de cada especie han entiiado en a aleación?

v ’ ^En un reloj son las cuatro en punto. ¿A que hora el minutero, 
que'señala las doce, alcanzará al horario?

VI. Resolver el sistema de ecuaciones
:1a: — y =  21 
x - h ‘¿>J =  42.

VII. Resolver el sistema de ecuaciones
b c x  -í- 2¿ — íy  =  0 
a(c3— 2̂-3

Í2y-h-
VéjO=  . -í-cSa-,

b e  <•
VIII. Resolver el sistema de ecuaciones

V)X — 2¡/~
2.C— y —2r=  d 
o:H-7y — 6 : =  4.

IX. Resolver el sistema de ecuaciones
.2! _j_ í/ — s =  16

—í/-i-c=  6
^ + 'Í /H -: =  20.

J o  o o ^ o i T J Í t j
dinero que yo. ¿Cuánto tenia cada persona.



XI. Por 6 libras de azúcar y 5 de café he pagado 85 reales, y otra 
vez pagué 109 reales por 2 libras de azúcar y 9 de café. ¿A qué precio 
he pagado estos géneros?

XII. Tres hermanos han contraído una deuda de 4000 reales: al 
primero le falta para poder satisfacerla las dos quintas partes del ca
pital del tercero; al segundo la mitad del capital del primero; y al ter
cero los cinco treceavos del capital del segundo. ¿Cuál es el capital de 
cada uno?

XIII. Hallar un número compuesto de cuatro cifras: la suma de 
todas ha de ser 21; la segunda y lu cuarta, contaudo de izquieida á 
derecha, valen doble que la primera; la primera, .segunda y cuarta 
equivalen al séxtuplo de la tercera; y restando la primera de la segun
da, la diferencia es doble que restando la tercera de la cuarta.

XIV. Resolver el sistema indeterminado siguiente

2 9 8

5(á j_3 ) 3 ( y - 2 )
2 ■y = ^

2 (a?.

y----2—^ ̂  ^
X V . Averiguar si son compatibles las ecuaciones 

♦ y =  2
2x — 3  ̂=  1
3a? *— 5y =  0.



LIBRO 'l’KRCEKO. 

ECUACIO N ES DE SEGUNDO GRADO.

CAPÍTULO PRIMERO.

CU ADRA DO  Y RAIZ C U A D RA D A  DE LOS MONOMIOS.

101 Para elevar al cuadrado un producto de r arios factores, 
se eleva cada factor al cuad.rado.

Si el producto es ahc, tendremos
[abcŶ  =  ahc X  ahc =  ahcalc =  aaUcc =  cL

102 Para elevar al cuadrado una potencia cualquiera, se 
multiplica su exponente por 2.

Si la potencia es tendremos
(íí«*) 2 =  íí >n X  =  ít  ̂ •

10*̂ Para elevar 'al cuadrado un monomio entero, se eleva el 
coefcienle d dicha potencia, y se multiplican los exponentes de

^^^Esta r^gla^és una consecuencia de las anteriores.

=  4 í{2 ¿ a c i2 .

104. Para elevar una fracción al cuadrado, se elevan á di~ 
cha potencia sus dos términos.

/ « \2 a ^ a _  a. a__af;_
En efecto: =  •

lora. Para extraer la raíz cuadrada de un producto de varios 
factores, se extrae la ráiz de cada factor.
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Asi, \/abc= \/a \/b \/c;

porque ((/« \/h j/c )2 =  {(/« p ((/¿ )̂  ((/c =  ñác.
106. Para extraer la raíz cuadrada de una 'potencia de grado 

par, se divide su exponente por 2.
Asi =  puesto que

107. Para extraer la raiz cnndrada de un 'monomio entero 
se extrae la raiz cuadrada del coeficiente 'll se dividen por 2 los 
exponentes de las letras.

Esta regla'es consecuencia de las dos anteriores.
Así, [/Í9a*^b^c^  ̂=  '7a^&'c^.
Se ve que un niouornio no tiene' rj îz cuadrada exacta; L* 

cuando el coeficiente no es cuadrado; 2." cuando alguno de los 
exponentes no es par.

Sea, por ejemplo, (/27«^í .
No siendo posible extraer exactamente la raiz cuadrada de 

27 ni la de a'^, el monooaio no tiene raiz cuadrada exacta.
En este caso, las expresiones irracionales pueden con fre

cuencia simplificarse extrayendo la raiz de los factores que la 
tienen exacta.

El monomio QHa^b'^c  ̂ se descompone en
Qa^d^c^^xSa.

Extrayendo la raiz cuadrada exacta del primer factor, y 
multiplicándola por [/‘Sa, que no puede efectuarse, tendremos

=  %ab'^c\/Za.
Por el contrario, se introduce un factor bajo el signo radical, 

elevándole al cuadrado.
j/5(í =(/4íZ'í¿2x5^ = (/20«5¿ ‘̂ .

108. Para extraer la 'raiz cuadrada de 'ana fracción, se divi
de la raiz cuadrada del numerador por la del denominador. 

Queremos demostrar que
_\/«

 ̂ ~  \¡ h

En efecto;

. /  _\/«
í  ~  \ f r

W r l  { V i - f
dL
ó.'
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Ejemplos,

2:

\ /

V

5í̂ ¿2

iaó'^c‘̂V2ac
98 w "Ifím \/ 2«-

109. Sabemos que las potencias de errado par de una canti
dad no varían, aunque se cambie el signo de dicha cantidad, 
asi

• (H- a f — a'~. d f  =  a'̂  :
por consiguiente la raíz degrado par de toda cantidad positiva, 
tiene dos valores iguales y de signo contrario.

Por ejemplo, ía raiz cuadrada de 16 es 4 y — 4, lo que se 
expresa diciendo _

y  16 =  zh 4.
Se llaman expresiones imaginarias, las raíces de grado par 

de las cantidades negativas.
Si tenemos t / ^ Í 6 ,  esta raiz no puede ser positiva, porgue 

una cantidad positiva elevada al cuadrado da resultado positivo; 
pero tampoco puede .ser dicha raiz negativa, porque toda canti
dad negativa elevada al cuadrado da resultado también positi
vo. No hay, pues, cantidad ninguna que represente la expre-  
sion g '~ l(h  por esto se llama expresión imaginaria.

Lo mismo podríamos decir de una raiz dé otro grado par 
cualquiera.

Por oposición, se llaman cantidades reales las que no son 
imaginarias.

Caw tülo  segundo .

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE SEGUNDO CxUADO CON UNA 
INCÓGNITA.

lio. Una ecuación de segundo grado con una incógnita 
puede tener tres clases de términos: unos que contengan la se
gunda potencia de la incógnita, otros que contengan la pri
mera potencia, y términos conocidos.



Si la ecuación tiene estas tres clases dé términos, pue e re 
ducirse á la forma ^2 ¿a? 4- c =  0.

^  dnses ele témanos men-

™ ceto  'q?e Mten lo.s términos conocidos, los que 
contienen l " e i l  primera de la inc6p-mü.. 6 unos y otros, 
las ecuaciones eutóncea son respectivamente.

ax^ 4- éa; =  u,
ax^ -h c = 0 ,
rt-̂ 2 — 0.

y  se llaman incompletas.
I .__E c u a c ió n  co m p to ta .

1 1 1 , Vamos á resolver la ecuación general completa 
ax^ -h dx c =  0 [l]i

en la nue a se supone'siempre posititivn. pudiendo ser í  y c po-
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X‘

haciendo, para abreviar. I  =  P, ^  =  ?■ la ecuación anterior
adquiere la forma pj.

pasando g al segundo miembro, resulta
x^ +  px =  ~ g -  .

El primer miembro es ahora la suma de los dos primeros tér
minos del cuadrado de a; H- puesto que

-  i r x^-\-px P ‘

i



7) 2si añadimos á los dos miembros, tendremos
3 0 3

x^-\-px — £ l  _

El primer miembro de esta ecuación tiene ahora raiz cua
drada exacta; escribiéndole en forma de cuadrado será

^ + 4
\2r  V"

2Í
extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, resulta

, Í L ^ + v / ¿ i _  
2 “  V 4

de donde [3].

Llamamos de una ecuación á toda expresión numérica 
6 literal, carezca 6 no de sentido, que puesta en lugar de la in
cógnita hace idénticos los dos miembros.

La ecuación [2] tiene, pues, dos raices, que son

2 ‘ V 4 2 V 4
Traduciendo la fórmula [3] al lenguaje vulgar, tendremos:

¿oda ecuación de la forma x^-i- px -h q =  0, la incògnita 
es iqnal á la mitad del coeficiente del segando termino, tomado 
con siano contrario^ mas ó menos la raíz cuadrada de la dife
rencia entre el cuadrado de dicha mitad g el termino conocido.

1 No ponemos el signo rh al primer miembro de esta ecuación, 
como debieri hacerse en virtud de lo expuesto anteriormente (109}, 
porque sería una redundancia inútil. En efecto: separando las ecua
ciones que resultarian se tiene ______

imemhros de- m a ('cmcion, se m{epondrí e l  signo ifc a  uno so lo  <U io s  r e  

sultados.



112. SustituyeBdo i> y ? ^ T  “
tiene la que resuelve la ecuación [IJ.

Así tendremos --------- -

4a‘̂ a ’

3 0 4

2«

_L
2(1 v ' -

h'̂  — 4ac 
4a'̂

sultán, obtendremos por ultimo —̂
— (5 ±  \̂ h'  ̂— 4<zc i-̂ i

fórmula que traducida al lenguaje vulgar dic^ i,a6amta

. ̂ s®*Fá51H «gááá»
'm ¡ í 0 í “B B s i £ ,i r £ X - ¿ ! í -
f.oim.te ád primer término.

1. “

E jemplos.

R e so lv e r la  ecu ac ió n
a:¿_ 2a; — 15 =  0.'

A p lican d o  la  fó rm u la  [3], r e s u l ta
a; =  1 ±  t / 'f + T ó r  ó =  1 ± 4 ;  

lu e g o  los v a lo re s  q u e  v e riñ c a n  la  e c u ac ió n  p ro p u e s ta  son 
a ; = l - 4 ;  ó íc =  5, ® =  - 3 .

2.® Resolver la ecuación
6x '̂ — 5x — 6 =  0.

A p licando  la  fó rm u la  [4], se  ob tie n e
5 ±  t/2 5  -h '144  5 ±  13

2?

de donde S! — ^
18
12’

12 

x =

ó X =
8_
12’ 6

12 ’

3 2
^ =  — 3-
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II .—E ciiftv ionen in co m p h ílo s .

113. Sea la ecuación
ax'  ̂ -\-Ox=-0.

Siendo x  factor común, podemos escribir 
X {ax -4- ¿) =  0.

El producto X {áx -h ¿) se convierte en cero si uno de los 
factores es cero, luego a; =  0 es una rar/ de la ecuación pio- 
puesta, y obtendremos otra raíz dando a a; un \alor tal que el 
factor (JO? -h ¿ se convierta en cero; pero de

b
a x -^ h =  se deduce x  = a

luego a; =  0. x = ----— son lasraices de la ecuación propuesta.
La fórmula [-1] puede aplicarse á esté caso, pues haciendo 

c =  0 en la ecuación [1], se convierte en ax^^-ox — U, que es la 
ecuación propuesta.

Si damos á c el valor cero en la fórmula, obtendiemos 
— h rh 1 / ,  — h ± h ^

* = ------ 2 ^ ’ '  ® =  —
0 2¿ ¿

_ = 0 ,  ® = - 2 « “  «■
114. Sea la ecuación incompleta ax’̂ -p. c — 0.
Pasando c al segundo miembro, será ax'̂  =  — c,

de donde x - = á z \ J
Si « y c tienen el mismo signo, las raíces serán imaginarias; 

ñero si tienen signos contrarios, las raices serán reales.
Haciendo ¿ =  0 en la fórmula [4], podrá aplicarse al caso 

actual. En efecto:

de donde X =

X —
/ — 4«c — \ac_
2íz V 4«“̂ » ^

lio. Si la ecuación incompleta es ax^ =  0, evidente que 
será satisfecha por sf =  0. Aplicando la íórmula [4] se halla 1» 
mismo. gp
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I I I . —D escom pofsle lon  d e l tr in o m io  en  fa c to re s
d e  p r im e r  g ra d o , y p ro p ie d a d e s  d e  la s  r a le e s  d e  la  e c u ac ió n

ip2 4 - -|_ g' 3S 0.

116. Añadiendo y restando la cantidad al primer
miembro de la ecuación

ÌC2
se convierte en

px

X- px

-f- ^ =  0,

p2 ^2

6 sea en

La cantidad del primer paréntesis es el cuadrado del bi
nomio iP -f- y la del segundo se puede considerar como el 
cuadrado de su raiz cuadrada; asi tendremos

= « ’
pero ahora-se presenta la diferencia entre los xinadrados de dos 
cantidades, que-sabemos es igual á la suma de dichas canti
dades multiplicada por su diferencia; luego la ecuación será

)  =  0.

Si hacemos 2 4

la ecuación adquiere la forma
{x — oc') {x -  X'') =  0.

Observando que las expresiones representadas por x' y  a/* 
gon las raicea de la ecuación x^ px -h q =  podremos decir:



Todo trinomio de la forma x* +  px n- q m igval al producto de 
dos factores binomios, que se forman restando de x las ratees de 
la ecuación x  ̂-h px -h q =  0.

Ejemplo. Descomponer el trinomio x- — 15 en facto
res de primer grado.

Resolviendo la ecuación a?® — 2a; — 15 =  O, se obtiene
a;' =  — 3, 3f =  5;

luego a ;2 _ 2 a ;_ i5  =  (a; +  3) (á;_5).
117. Hemos visto que llamando af, x" á las raíces de la ecua

ción +  px q =  O, el primer miembro de la misma es igual 
k{x—x') [x — x"). Efectuando esta multiplicación obtendremos

a;* — {x' H- a/') a; -h x' 3/'.
Ahora bien, para que este trinomio sea igual á 

x ^ -h p x -h q ,
es necesario que se verifiquen las relaciones siguientes:

x' -\-x^ =  ~ p  
x' af =  q.

Luego, en una ecuación de segundo grado de la forma 
X* -f- px -í- q =  O, la suma de las ratees és igual al coeficiente 
d^l segundo término, tomado con signo contrario; y el producto 
de las mismas es igual al término conocido.

En virtud de este principio, puede escribirse una ecuación 
de segundo grado cuyas raíces sean conocidas.

Sean éstas, por ejemplo, 4 y — 7; el coeficiente del segundo 
término será

-  (4 — 7) =  3,
y el término conocido

4 x  — 7 =  — 28;,
luego la ecuación es

a;2 +  3a; — 28 =  0.
Resolviéndola se hallará efectivamente

a;' =  4, af =  —

3 0 7
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CAPITULO TERCERO.

DISCUSIOX DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA 
INCÓGNITA.

118. La ecuación 

ha dado la fórmula
X- -h -H í" =  O,

Para discutirla distinguiremos tres caso.s, según que el tér
mino q sea negativo, cero ó positivo.

P r im e r  c a s o . Siendo el término q negativo, si ponemos su
¡o®signo de manifiesto, la diferencia -------o' se convierte en la4 ^2j2

suma _  -f- ^ de dos números positivos; luego la cantidad sub- 

radical es positiva y mayor que , por con.siguiente el va

lor del radical es real y mayor que
¿

Los dos valores de x  son reales en este caso, y podrán ha-
liarse exactamente si —g— f- q tiene raiz cuadrada exacta, y
con cuanta aproximación se desee, en el caso contrario.

El coeficiente p será positivo ó negativo: si es positivo, las 
raíces son

p- q [«]» — \ / z l
2 V  á q2 ■ V 4 '  ̂ 2 V 4

siendo q números absolutos, y como el radical es mayor que
" ,  la primera será positiva; en cuanto á la segunda evidente
mente es negativa.

Si p es negativo, las raíces son

2 ‘ V 4 q [^'l2 ■ V 4 '  ̂ 2
positiva la primera y negativa la segunda.

£ l
4 q n
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E n  resúmen: s i  e s  c a n t i d a d  n e g a t i v a ,  l a s  d o s  r a í c e s  s o n

poudi^iites á'5)”positívo; luego si en la ecuación —O
cambiamos el signo de p, hallaremos ralees iguales a las primi
tivas, pero de signos contrarios.

Segundo caso. Si q es igual á cero, el radical ^ q 

se convierte en

S ip  es positivo, las raices son 

primera — ^ % equivale á cero; y la segunda

±  de las cuales la 
2  2 ’

2 '  2
se reduce á — p.

Si p es negativo, las raices serán ±  | : la primera

^  H- se reduce á y la s e g u n d a e q u i v a l e  á cero.
Se ve que estas últimas se diferencian de las anteriores en

^a hemos visto que en este caso la ecuación se convierte en 
a’S _i_ ^ 2? =  O, ó a? (a; H - == 0; 

el primer miembro será cero si cc =  O, lo que da una raíz, 6 si 
2* _j_ í) =  O, de donde x — — p  ̂ lo que da la otra raíz.

T e r c e r  CASO. Si q es cantidad positiva, podrá ser menor,
igual ó mayor que —

Si  ̂ la cantidad subradical es positiva y menor que

luego el radical es real y menor que por consiguiente 
4 ”

en esta hipótesis las raices son reales.
Si p es positivo, las raices son

_ e_ ± J eL Z ¡ ' ,
2 V 4 ^

e v id e n t e m e n t e  n e g a t iv ie s ;  y  s i  ^  e s  n e g a t i v o  s e r á n



t  +  x / H T T2 ~  V 4
ambas positivas é iguales en valor absoluto álas anteriores.

Si q es Igual á los dos valores de x  se reducen á uno
7) psolo, que será — 2 signo de p.

p ̂Poniendo en la ecuación •—  en lugar de q, se convierte en
j) s

ir * -h  joa? -h  =  o,

3 1 0

( " + i r =
6 bien

Es'a ecuación se convierte en identidad por todos los va
lores de X que anulen uno ú otro de los factores del primer 
miembro; pero el primer factor da

iP +  — — O, de donde x =. —

y el segundo da exactamente lo mismo; luego la ecuación tie
ne dos raíces iguales á —

«2 «a
Si 7 la cantidad subradical -----^ es negativa y

los dos valores de x  son imaginarios, cualqúiera que sea el 
signo de p.

Llamemos á la diferencia q — y tendremos

9'̂  j

siendo íf una cantidad positiva. Sustituyendo por su valor, 
la ecuación será

p~-hpx  O

6 bien P -f- í? =a 0:



pero (̂w H- es siempre una cantidad positiva, y  corno d
también lo es, resulta que la ecuación encierra un absurdo, 
puesto que la suma de dos cantidades positivas no puede ser
m ual àcero. . . . . .

De aquí se deduce que las raíces imaginarias indican un
absurdo en la ecuación.

119. Escolio. En todos los casos en que las raíces son rea- 
les, se habrá observado que si cambiamos el signo de p en la 
ecuación x- -h px -t- ^ =  0, las raices son iguales y de signos
contrarios á las primitivas; ahora bien, si en una ecuación de 
segundo grado ponemos —x  en lugar de x, e! primer termino 
no varía, por ser potencia par de x. y el tercero tainpoco, como 
independiente de esta letra, pero el segnindo canibia de signo, 
luego poner — x  en lugar de x  equivale á cambiar el signo de 
p; por consiguiente H en la ecuación x® -í- px -h q =  0 cam
bia X en — X, las raices de la ecuación que resulla son iguales 
y de signos contrarios á las de la propuesta.

Cuando las raices son imaginarias, el cambio de a? en — a?
altera el signo del término real pero las raices continúan
siendo imaginarias. • , ,

La proposición anterior es también cierta para una ecuación 
de la forma a x ^ h x  -hc =  0. En efecto, poniendo — a; en 
lugar de x  se convierte en ax"̂  — ¿x- -t- c =  0; dividiendo por a 
las dos ecuaciones, lo que no altera los signos, se trasforman en

31 1

aj' 4- -h <7 — 0, - p x - \ - q  — ^,
cuyas raices son iguales y de signos contrarios.

120. Algúno.s de los resultados obtenidos en la discusión an
terior, pueden deducirse brevemente del principio demostrado 
en el número 117.

Consideremos la ecuación
x'^-¡rpx — q — 0, 

siendo q un número absoluto.
Sabemos que las raices son reales fll8. I.®'" caso], y como 

su producto debe ser igual á — q, una de ellas es positiva y la 
otra negativa. , ■

Si p es positivo, la suma de las raices es —p. luego la ne
gativa tiene mayor valor absoluto; y si 7? es negativo, la suma 
de las raices es W p, luego será ipayor la positiva.

Sea la ecuación h-  joíc -f- ^ =  0.
Supongamos reales las raices.



Debiendo ser el producto de ellas igual á - í - serán las dos 
positivas ó las dos negativas. Si ;y espositivo, la suma délas 
mices es — luego las dos son negativas; si por el contrario, 
p es negativo, la s'uma de las raíces es y serán positivas.

E jemplos.

a;®— 8=0.  raíces reales, d e s ig n o  contrario; mayoría positiva.
x- -\-2x— :l=0, id. id. , mayor la negativa.

—7j7-í- 12=0, id. , las dos positivas.
xi- \-'ix+ÍO—0, id. , las dos negativas.
x'^-^x-^ 8=0, raices imaginarias. 
x--̂ Ĉ x~¥- 9=0, raices iguales positivas.
«;2-i-8a7+16=0, raices iguales negativas.

121. La ecuación

3 1 2

ha dado la fórmula
ax- hx 0,

x = — h-±- \/h- — \ac

Si suponemos íí =  0, los valores de x  son 
— háth  _

0 ’
el primero se reduce á — y el segundo á ----

Sin embargo, haciendo en la ecuación la misma liipótesis,
se convierte en íx -f- c =  0, de donde x — — y .

Plxarainemos si efectivamente es indeterminado el primer 
valor de x. ó si existe algún factor común á los dos miembros
de la fracción _______

— b-\- — 4ac
2í?

Multiplicando los dos términos por — el nu
merador será __ _______

( /P^^4fí£: — h){ \/b- — 4:ac b)
esto es. el producto déla suma de dos cantidades-por su dife
rencia; luego la fracción se convierte en

¿3 _  — b~
2a ( \/6- — 4ac H- b)



R educiendo  eu  el n u m e ra d o r , n o ta rem o s u n  fac to r 2fi com ún  
b o r d o s  S i n o s ,  q u e  s ien d o  íí =  0 lo s c o n v ie rte  e u  cero; p e ro  
su p rim ien d o  d icho  fa c to r, la  fracc ión  es

_ —_2í____ ^

y  h ac ie n d o  a h o ra  =  l a  fracc ión  a d q u ie re  e l v a lo r  — y ,  

d educido  de la  ecu ac ió n  d ire c ta m e n te .

L a  se g u n d a  r a í z ------y  e s  e l lim ite  de

3 1 3

2a
cu an d o  a d ism in u y e  indefin idam en te |^_puesto  q u e  en  ta l  caso
i/¿2 c rece  y  t ie n e  p o r  l im ite  à ó, p o r  c o n s ig u ie n te
el n u m e ra d o r  tie n d e  a l v a lo r  — 2/;; á  f
la  fracc ión  a u m e n ta  en  v a lo r  7  dP
v a lo r su fic ien tem en te  p e q u e ñ o , e v a lo r
se rá  m a y o r q u e  c u a lq u ie ra  c a n tid a d  a s ig n a b le , 1 ©
lo r  es in fin ito , c u a n d o ' a =  0.

CAPÍTULO CUARTO.

RBSOLUCIOS DE LOS PROBLEMAS DE SEGUNDO GRADO 
CON UNA INCÓGNITA.

122. P roblem as.
I.** m ila r  un número tal que el quintuplo de su cuadrado,

disminuido en su produtto por 63, sea igual ^ y  .
L lam an d o  a; a l n ú m e ro  q u e  b u sc a m o s , la  ecuac ión  es

5a:^ — 6 3 í: =  180,
■5 5a;® —  63a; — 180 =  0;

6 3 ± / W  ,,
de donde x =  — ------------------- -

10
T o m an d o  e l s ig n o  mas, s e rá  x' — 15-
Comprobación: 5 . 1 5 ^ - 6 3 . 1 5  y
L a ra iz  a;' =  15 e.s, p u e s , u n a  so lu c ió n  de l p rob le  ■

T bm ando  e l  s ig n o  menos en  e l v a lo r  d e  x, se ra  a;" =  -
i? .

5



Este valor neg-ativo es solución, prescindiendo del siffno, de 
un problema análog'o al propuesto. En efecto, si en la ecuación 
de éste cambiamos 2? en — ííí, obtendremos

180,
10

y las raices de esta ecuación serán [119] y — 15.
Modificando el enunciado primitivo, de modo que la ecua

ción 5^^-h 63a? =  180 sea la tir.duccion exacta al leng^uaie al- 
gebráico del nuevo enunciado, tendremos este problema; hallar 
U1V "iiÚMero tal que el quintuplo de su cuadrado awmeutado en
suproductopor 63, sea igual á 180, cuya solución es— .

2/’ Por 14A reales compra una -persona cierta cantidad de 
café; SI con el mismo dinero comprase 6 libras menos, cada libra 
le costana 4 reales mas, ^Cuántas libras ha compraddì

Sea (E la incógnita: el primer precio será —  , y el segun-

3 1 4

144
X

éste excede al primero eu 4 reales, la ecuación es
144 144

27— 6 =  4.

Quitando denominadores, reduciendo y simplificando, será
—216 =  0;

y resolviéndola 2? =  3 =t 15.
Tomando el signo mas, tendremos x' =  18, valor que verifi

ca la ecuación, y es solución del problema.
Tomando el signo se obtiene a;'=  — 12, valor que

prescindiendo del signo es solución del siguiente problema;
_ Por U\reales compra una persona cierta cantidad de café; 

SI con el mismo dinero comprase 6 libras mas, cada lih-a le cos
taria 4 reales menos, ffiucinlas libras ha compraddl 

3^ Hallar dos números cuya suma sea 15 y su producto 56. 
Si X es uno de ellos, el otro será 15 — x; y la ecuación 

X [15 — x) 56,
ó a?2_i5^_,_5g^0.

15 1Resolviéndola resulta x =  —  dr —
2 2 *

Las raices son, pues, 2; '=  8, V ' =  7; pero ‘ ' ^
x' -\-x" == 15, x'x" =  56;

luego los valores de x son los do's números buscados.



Obtendríamos el mismo resultado observando ^ue las incóg'- 
nitas del problema son las raíces de una ecuación, que tiene 
por coeficiente del segundo término la suma ilada. tomada con 
signo contrario, y por tercer término el producto dado; llaman
do u á la incógnita de dicha ecuación, se tiene 

?í2 _ i 52íh-56 =  0,
cuyas raices u! — 8, =  7 deben ser los números buscados.

4.“ Hallar en la recta AB que une dos luces, un punto igual' 
mente iluminado por cada una de ellas-
_________ _̂_____ I_________1 I_________!_________

F  A P B P'
Sean ízy lí las intensidades respectivas de las luces A y B, ó 

sea, las cantidades de luz que arroja cada una de ellas á la uni
dad de distancia; y representemos por la distancia entre los 
puntos A y B.

Suponemos conocido un principio de Física que dice: las 
intensidades de una luz d distancias diferentes, .yn inversamen
te prnporcional'’s á loa ciiadmdas de las distancias.

Si el punto buscado est?! situado entre A y B, por ejemplo 
en P, y llamamos ¡r á la distancia AP, la PB será d — ¿r; ahora 
bien, siendo a la intensidad de la primera luz á la unidad de
distancia, á una distancia como 2 será á una distancia como

3 será ~~, y en fin á la distancia ® será igualmente, la in-
tensidad de la segunda luz á la distancia d — será

d

debiendo ser iguales las intensidades de las do.s luces en el 
punto P, tendremos la ecuación

a ______i
[d —

Pudiéramos resolverla por el método general, esto es, redu
ciéndola á la forma -h c =  0, V aplicando la fórmula 
correspondiente; pero es mas sencillo convertirla en otra de pri
mer grado. - 1,

Para esto, se extrae la raiz cuadrada de ambos miembros, y 
resulta

3 1 5

d



Resolviendo esta ecuación se obtiene fácilmente
X — ^

(/« + 1/5
Dis«ti»i0 N. Examinaremos sucesivamente tres casos princi

pales, que serán ¡55 =  ¿, « <  i$. _
Primer CASO. Siendo« '>h, tendremos j/« >• \/hy luego 

-h será mayor que \/a, pero menor que 2 j/«; por con-
. \/CL 1siguiente — -------- r:- es menor que uno, pero mayor que — ;

\/a \/h 2

3 1 6

d\/(i
\/a -h [/Ò

-j=-, será menor que d yluego el primer valor de x,

mayor que Esto significa que el punto P está situado entre
A y B, mas «erca de B que de A. Se comprende qué asi debe 
suceder, puesto que siendo diferentes las intensidades de las 
dos luces, el punto igualmente iluminado debe estar mas próxi
mo á la luz mas débil.

El segundo valor de x  es — el denominador es
l/« — {/'ó

positivo y menor que (/«, luego — —_  es positivo y ma-
. — / í

yor que uno; por consiguiente el valor de x es positivo y ma
yor que d.

Este resultado significa que existe á la derecha de B otro 
punto, tal como P', igualmente iluminaao por las dos luces. 

Vemos que en este caso tiene el problema dos soluciones.
á\/a dSegundo caso . Si « =  h, el primer valor de x es — à .
2i/« ^

Esto significa que el punto P está en medio del intérvalo 
AB que separa las dos luces, lo que es evidente.

El segundo valor de x  es d[/(i
0

=  00. Si suponemos que

en la fórmula
i/a  — (/¿

rr -  es « >  pero que 5 aumenta gra-
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dualmente, el denominador irá disminuyendo, y la fracción au
mentará; si la diferencia entre a y ó es suficientemente peque
ña, la fracción podrá adquirir un valor tan grande como se 
quiera, de m('do que el punto P’ se alejará cnanto queramos, y 
cuando è llegue á ser igual á a. dicho punto se colocará á una 
distancia infinita, esto es, desaparecerá.

En este caso tiene, pues, el problema una sola solución. 
T e e c e u c a .s o . Si a  <C la suma i/ír-f-i/5esmayorque2^/í?,

luego el primer valor de ¡s es menor que -|-,por tanto, el punto
P estará mas próximo á la luz A que á la B, como efectiva
mente debe suceder.

El segundo valor d\/(i
de íT es negativo; poniendo

{/a—
— ® en lugar de x, la ecuación se convierte en 

(I _  h

y debiendo representar la distancia del punto B al que
se Dusca, es claro que dicho punto está á la izquierda de A á

una distancia AP'''' representada por el valor positivo —

CAPÍTULO QUINTO. 

E C U A C IO N E S  BICU A DR A PA S.

123. Se llama ecuación hicmdrada toda ecuación de la 
forma

ax‘̂ -H  ̂_  0.
Dividiendo por a todos sus términos, y representando por

P y ^ las fracciones — y —, se, trasforma enCí 0/
/p4 ^ =5 0.

Para resolver esta ecuación, hagamos x"̂  =  y, en cuyo su
puesto será , y la ecuación se convierte en la de segun
do grado

H-py-t-^ =  0.

L
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SabemOB que

y  como de =  1/ se deduce ¡r =  ±  ^/y , será

a; =  ± \ / - f
La incógnita x  tiene, según vemos, los cuatro valorea si

guientes:

Si q es cantidad negativa, las dos primeras raices son rea
les, iguales en valor absoluto, pero una positiva y otra negati
va. Las raices tercera y cuarta son imaginarias.

Si  ̂=  0, y y es positiva, las dos primeras raices son iguales 
á cero; pero si ^ =  0, y y es negativa, dichas raices son iguales
á aunque de signo contrario. La tercera y cuarta son ima
ginarias en el primer caso y cero en el segundo.

Si y y y son positivas, las cuatro raices son imaginarias; 
pero SI es positiva y y negativa, serán todas reales, iguales
y de signo contrario dos á dos, cuando sea q ■< todas rea

les, iguales en valor absoluto á \ / - ^ ,  pero dos positivas y dos
p ‘¿

negativas, cuando sea q =  y todas imaginarias, cuando 

sea í  >
124. En algunos casos, los radicales dobles que se obtienen 

resolviendo una ecuación bicuadrada, pueden convertirse en 
la suma ó diferencia de dos radicales simples. _______

Propongámonos convertir el radical doble \ /  aú:. \/b en 
otra expresión de la forma \/A  ±  i /5  , siendo A y  B  canti
dades racionales.



Sabemos [25] que

+ 2 \/¡ í : ¡ ; ^ \ / ¡ ^ + ^ -  ̂ /7;
{Va~h i/è —\f  a— s/b )  =a-h t/b - 2  \ /a+ / f  i/b}
pero es evidente [105] que

2V tH -i/á \/ a - j / r ^ 2V (a+ / f )  =  2/^^':=^
luego [Va-h  \/b ~hVa— i / T f  — 2a-i~2i/a-^~d,

(\/a-h [/¿> — V a — J  =  2a — 2^a^ — b. 

igut e f a n t e r i o rei' s e r f

V a~h (/¿ - i-V a  — i/b = V 2 a -h 2  ¡/a'̂  — b, 

V a -^ yb  ~~Va— \/J ^ V ^ — 2 \ /1 F ^ ;  
tTndrem^oTKl/’]^^ ^ diferencia de dos cantidades,

\/«4 - ^/^  =  ̂ \ / ^ 2 ^ / ( ^ 2 ‘= T - f - ^ - \ /2 « - 2 ^ /^ K ^ ^

V a -  j/r= = ^ V ^ 2 ^ \/2a_ 2

319

ó sea \/rt +  ^  ÆH- —¿ ^ £ - j ^

V a — i /b— \ / i/ffl—
V 2 V 2

[1]

[2].

expresiones equivalentes á \ / æ -i- t/T  v Va — i/h rmp
radicale-? simples,

no t enP vflí, Í,,7^^ cuadrada exacta; pero si a '^ -b
macion expuesta^mílStn^n^^*^’ deber¡'i emplearse la trasfor- 
teniairíos nhtPmr..Í̂  ^ en lugar de un radical doble que 

MpW  de ios radicalesdoblestarabien.£>)e7nplo. Sea la expresión

V \^  — 2[/\Á.



fctroducieudo_eAfeetor 2 bajo el segundo radical, se con-

vierte en \ / 15 — r.« — 132 es un cuadrado perfecto,
.e-ellailcal doble en la drferenc.a de

______ __ . / T 5 T n r _ . / i 5
Vl5 — v/56 =  V  2 ' ^

ó \ / S

2Q

1/5Ó =  -r  P 1

13
2

/ U  — 1.

CA.PÍTÜLO PEXTO. 

e x p r e s i o n e s  i m a g i n a r i a s ,

125. Hemos á ocuparnos

. d f b r d r s s r | i r f ¿ ^ ^ ^ ^
d T S f o o n / e t  tendrem os _  
r  j - _  i / j i . _  F  =  t/^  / — I;

en 1! ^ “ “ « posMva 6

:sisiiSSsf”s™̂ —
ginario; por ejemplo j/ITY



Te o r e m a . Lasuma, la diferencia, elproducto y elco- 
cienie de dos binomios imaginarios, .es en general un 'binomio

Suma. (dr^l)\/-í)+ {c+ (li/= í)= [a+ c)+ {b+ d) / ~ í
Casos f  aniculares. S i«  +  c =  0, la suma de los binomios

^ suma es la

Diferencia, (a+b f l i ^ ) - ( c + d  f  i^)= [a -c)+ (b~ d)  f/-T .
Casos particulares Si « - c  =  0, la diferencia es un mono- 

imo iniag-inano; y si ¿ — í¿ — o, será la cantidad real a ~ c .
Producto, (a+b (c+d f - l ) = { ‘ic-bd)+(l^c+ad) (/=T
Casos particulares. Si a c ~ l d  =  tí, ol producto es un mo

nomio imaginario; y si bc +  ad=.ts, uua cantidad real.

Cociente. =  S ñ ± . W ~ Í ) { c - d f = \ ^  _
c -H -y — 1 ( c + d y — \ )  (c—d f — \ )

[ac+bd]+(ic~tKÍ\ Í.'— 1 _  ac+bd bc~ad ___
o-í+d-i -  P'^-l.

Casos particulares. Si el término real es cero, el cociente 
sera un monomio imaginario; y si el coeficiente de es
cero, dicho cociente es una cantidad real. v ^

129. En virtud de la deñnicion de potencia, tenemos
( ( / ^ r ) ^  =: ( / - r

_ 1

( 1  / ~ r = -  1 / - T
(/- ^ / -  ry (y-:zrif _  i . _  i _  i,

r .  s ^ '”entcs de ^/:=17]lasta]a octavainclusi-
^e,.e  obtendrán multiplicando la cuarta por cada una de las

^  ̂K ~   ̂ =1» evidente que se reproducirán
ascuatro primeras. Lo mismo sucederá al hallar las sií^-uSes 

hasta el giado 12 inclusive, y asi sucesivamente; luec-o repre
sentando por n un numero entero cualquiera, será ^

( ) ”• =  1, {i / ~  1 =  / - t i ;
^ { y - z i r r y n . B ^ j-

321
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b'onnuloíj que contienen todos las potencias de /  — I, pues - 
todo exponente estará comprendido en alguna de las expresio
nes 4?/., 4 1) 4?¿ -}- 2 ó 4ti -j— 3-

130. Se llama módulo de una expresión imaginaria a-\-
h la t’̂ î ' cuadrada de la suma de los cuadrados de a y h,
esto es,

Dos expresiones imaginarias se llaman conjugadas, cuando 
solo se diferencian en el ^gno del coeficiente de j / — i .

Tales son ft-h ¿ 1 y a ~ - b \ / — 1.
Es evidente que dos imaginarias conjugadas tienen el mis

mo módulo
131. T e o r e m a . S í el módulo de una expresión imaginaria 

es cero, la expresión es igual á cero.-
Sea la expresión imaginaria a ■+

\ / n ' ^ . ______
Para que sea cero, es necesario que la cantidad

subradical sea cero; pero es la suma de dos cantidades
positivas, puesto que ay b tienen un valor real, luego debe ser

=  0, ¿ =  0; por consiguiente a-{-b\/— \
132. T e o iie m a  r e c íp r o c o . Si una expresión imaginaria 

a H-b p'—1 es cero, síí módulo es también cero.
Para que a-{-b \/— \ sea cero, es necesario que sea a =  0, 

¿ =  0; luego =  0.
133. Teorema. El módulo del producto dedos factores ima

ginarios, es igual al producto de los módulos de dichos factores.
Hemos visto [128] que

• 3 2 2

¿ j/ — 1; su módulo será

( a - i - ¿ ^ / - ^ l )  { r . - ^ d \ / — \ )  =  [ac —  b d ) - ^ { b c - \ - a d )  / — 1.  

El módulo de este producto es
[ac — b d ) ' ^ [ b e a d f  =  ^ a ‘̂c'^~^b'^d^-^b'^c‘̂--h-a‘̂ d'^. 
Poniendo «2 y por factores comunes, el módulo del pro

ducto será

pero

¿■ 2(cÍH -r-)  =  1/ ( íí2 H -¿ 2 )  (c9-h

== +  X  (/c2 -h d f^

y como y
el teorema es cierto.

son los módulos de los factores,



Kü. Teoek-Ma. ííí módulo del cociente de dos espreaioues 
imftffmarias, es igual di cociente de los módulos de dichas ex
presiones.

Llamando a la  expresión imaghmrifi que re
sulta do dividir a-\-b \/— 1 por d  \/— 1, tendremos

a =  [a' +  ¿ V ~ T )  (a” - f  i / ^ )
Pero, según el teorema anterior, es

3 2 3

luego m  »
igualdad que demuestra el teorema.

135. Teorema, fjn producto de varios factores imaginarios 
es igual à cero, si uno cualquiera de los factores es igual a cero.

evidente que el teorema demostrado en el nú
mero 133 ]iara un producto de dos factores imaginarios, es 
Igualmente cierto si ios factores son mas de dos. Ahora bien, 
SI uno de estos factores es cero, su módulo también será cero, 
luego el producto de los módulos se reducirá á cero; pero el 
producto de los módulos es el módulo del producto, y siendo 
este módulo cero, dicho producto también es cero.
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EJERCICIOS.

I. Extraer las siguientes raices;

V  J I/" — aó ̂ V 10 y  " 4.
II. Separar de la cantidad subradical los factores Que tengan raí? 

cuadrada exacta en las expresiones .siguientes:  ̂ tengan raíz

20a-iùiicQd1/  4 j / l 4 7 « 5 ¿ 4 c á  r f ,  í / i C  3 a ;  ¿ - J - 3 . 2 7 - 1 - 1  \ / _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
' V

radical los factores que estón fuera del mismo en las siguientes expresiones:  ̂ inora
X
5 - ( /  a , '3Ù -C ÿ'îaùc,

5ff2¿3 ■
IV. Resolver las ecuaciones sijluientes:

íz;2_8a: =  — 15, — 4í; — 45 =  0,
a?2 _  3j7 _|_ p _  0,

V. Resolver las ecuaciones X 5

3 a ;2 = n a :~ 1 0 , 2 =  15í;2 -j_¿27.
X . 7 3« , 111

2-i-5a? 62? — 5 ’ 2x~i-S 3í; — 8 '
VI. Descomponer en factores 

guientes: de primer grado los trinomios

[a — 2h) x — 2ah.V T T  I"» —  « -w / a ;  —  c m .
b y í  tie segundo grado cuyas raices sean

 ̂y i l l .  Una per.sona quiere repartir 180 reales entre varios nobres- 
t i s  pobíes?” “  '■'"‘I

IX. Los capitales de dos socios importan 6000 duros* el urimero 
de estos se retira de la sociedad á los 15 meses, y recibe 4050 duros 

f  ''^ îra á \ L  7 meses, recibien-
e^^dVÍocior ® intereses. ¿Cual es el capital de



L I B R O  C U A R T O .

P O TE N C IA S  Y R AICES DE L A S  C A N TID A D E S  A LG EB R A IC A S .

CAPÍTÜLO PRIMERO.

P O T E N C IA S  Y R A I C E S  DE LOS MONOMIOS.

1.—PolcnciaM  (lo lo*>i m onom ios.

136. Para elevar itn producto de varios factores duna po
tencia cualquiera, se eleva cada factor á dicha potencia.

Eu efecto:
[ahc)'̂  =  ahc . ahc....... repetido m veces;

P^ro ahc . ahc.... = a a ... hh ... cc....,
entrando cada letra a, h y c por factor ni veces; luego 

{ahcf»- =
137. Para elevar una potencia de una cantidad á otra poten

cia cualquiera, se multiplican los exponentes.
En efecto: — a”̂ . ......=  ....

entrando ni en el expolíente por sumando n veces; 
luego =: a^^.

138. Para elevar un monomio entero á una pote^icia cual
quiera. se eleva el coeficiente á dicha potencia, y se multiplican 
los exponentes de las letras por el de la potencia. El resultado 
sera positivo si el cxponente déla potencia es par, y llevara el 
sifjm del monomio .si dicho exponente es impar [39].

Esta regla e.s convsecuencia inmediata de las anteriores.
Así (3íiW)8 =  27«3//í;15, (— W)- í =



139. Para elevar ma fracción ii nm  potencia'cmlauiera, 
se elevan a atcha potencia sus dos términos.

3 2 6

¡ n \ "íEn efecto: (- j \  = a . a
T T h '

entrando cada letra ay  I) poi; factor m veces, luego
/  a â ^
\ Ò j  ■

27a^3Asi. 5C(f3 ì2òcM^

ií»—lía ic c »  d e  fo«!i m o n o m io s.

140. Para extraer la raiz de un (/rado cualquiera de un pro
ducto de vanos factores, se extracta raiz del mismo arado de 
cada factor.

Vamos á demostrar que

En efecto:
**• » ■ ! 77*____

\/ale ■=. \/ a \/ b
m —-
f e  .

/ w _  »1 «t—W /m —\ (m_\m
[ f a  f b  f e )  = ( f a )  [ f b )  i f e )  =abc.

141. Para extraer la raiz de un grado cnalquiera de una po
tencia. cuando el exponente de ésta es divisible por indice de la 
raíz, se efectúa la division del exponente por el indice.

m___
Decimos que =  « »» =  a?'.
En efecto: (í?'*)”» =

142. Para extraer la raiz de cualquier arado de un monorhio 
entero, se extrae la raiz del mismo grado del coeficiente, v se di
vide el exponente de cada letra por el-Índice de Id raiz. Él signo 
del resultadi) será, ±  si la cantidad subradicad es positiva y el in
dice de la raíz es par, y llevará el signo de la cantidad subradi
cal si dicho indice es impa.r.

Esta regla es consecuencia de las anteriores.
Así fSlamc^-i =  

■ .s_
f2lQâ d>d:̂  =  6ah%



143. Para que la raíz de un monomio sea exacta, esto es, 
para que esta rair sea una cantidad racional, se necesitu; 1." que 
el coeficiente tenida miz exacta; 2.“ que los exponentes de las 
letras sean divisibles por el indice de la raíz. Si falta alíi'una de 
estas condiciones, se descompone, si es posible, la cantidad sub
radical en (los factores, (ales que uno de ellos tenga miz exac- 
,ta, y se extrae la raizde dicho factor, dejando indicada la dd 
otro.

Así X
Por el contrario, se introduce un factor bajo el signo radi

cal, elevándole á la potencia indicada por el indice del radical.
Asi

♦ ____  4________  1____ 4_____________
=  i/256íi*(í«d X  \/'‘Áa?b'̂  — t/7G8íz"¿̂ ®c*.

144. Para extraer la raíz de cualquier grado de una frac-- 
don, se ilivide la raiz del numerador por la del denominador

Vamos á demostrar que

3 2 7

En efecto;

Asi

• y  . /  ‘i2a^bc __ â'  ̂f'2bc
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CAPITULO SEGUNDO.

P O T E N C IA S Y  R A I C E S  DE LOS PO LINO M IO S. 

®-“ l* '’í’iiuíía«'ioni<?K y comI)¡na<*ioiiO!«.

14o. Se llaman prumutacionks los grupos que se pueden for
mar con vanas letras ú objetos, tomándolos uno á uno, dos á dos, 
tres a tres^ etc., de modo que dos grupos de igual número de ob- 
'¡eto.ssc diferencien en alguno de estos ó en el orden de colocación. 

vamos á formar las permutaciones binarias de las letras
?’/■ ^ ....... escriben á la derecha de cada letra
todas las demás, una á una; asi tendremos:

ab, ac, ad,
ba, be, bd...........
ca, cb, cd, ......
da, db, de...........

Para formar ahora las permutaciones ternarias, se escribe á 
la derecha de cada binaria las letras que no entran eh ella.

Así resulta abe, abd.... acb, acd.... adb, adc....
bac, bad.... bea, bcd.... bda, bdc... 
cab, cad.... cha, ebd.... cda. cdb... 
dab, dac.... dba, dbc.... dea, dcb...

Las permutaciones cuaternarias se formarían escribiendo á 
la derecha de cada ternaria las letras que no «ntran en ella, 
una á una.

14fi. Problema. Hallar el número de permutaciones que 
pueden formarse con vñ\leiras tomadas n « n.

Es evidente que con m letras tomadas una á una se forman 
m permutaciones.

Si á la derecha de la primera letra se colocan una á una las 
den-.ás, se formarán m — 1 permutaciones de dos letras: igual
mente la segunda letra origina otras m — 1 permutaciones, y 
así todas las demás; luego las m letras dadas originan

m [m— 1)
permutaciones binarías.

Si á la derecha de la primera permutación binaria se escri



ben una á una las m — 'l letras que no entran en ella, se for
marán w —2 permutaciones ternarias; del mismo modo, la se
gunda permutación binaría origina otras m — 2 ternarias, y 
así todas las demás; luego las — permutaciones bina
rías originan

m (m —1) [m — 2)
permutaciones ternarias.

En general, si á la derecha de la primera permutación de x 
letras se colocan una á una las m — x  letras que no entran en 
ella, se formarán m — x  permutaciones de a; -f- 1 letras; igual
mente la segunda permutación de x  letras origina otras m — x 
permutaciones de a?-r 1 letras, y así todas las demás; luego 
representando por P., el número de permutaciones de m letras 
tomadas x ixx, cuando se tome en cada permutación una letra 
mas resultarán Px [ín—2?) permutaciones de aj-f-1 letras, esto es, 

p  ^z=:P Im — x).X-'ri ce' '
Haciendo en esta fórmula sucesivamente a? =  l, = 2 , =3,.... 

~ n  — 1, y recordando que P^ — m, tendremos 
p^ = m  'm — 1)

==i^.,(»í~2)
7>̂  = i5 .(w í — 3)

0 2 9

P  — P  , {w —
Si ahora multiplicamos ordenadamente estas igualdades, y 

suprimimos después los factores comunes á los dos miembros 
del resultado, temlrenios

P̂  ̂=  m im — 1) [m— — 3).... m -h 1). fl]
Pjcmplo. Hallar el número de permutaciones, que pueden 

formarse con 12 letras tomadas 6 á 6.
, El primer factor m vale 12, y cada uno de los demás se ha

lla disminuyendo el anterior en nnaunidad, y  el Viltimo in—íi-l-1 
vale 12 — tí -h 1 —7; luego

/> =  12.11 . 1 0 . 9 . 8 . 7  =  6tí5280. o
147. Si en la fórmula [1] suponemos tu =  n, el último factor 

w — H-1 se reduce á 1, y será
P ^ =  m{m — \){m> — 2}.....1,

^ />”’ =  1 . 2 . 3 .....u.  [•?]



Esta fórmula da el número de permutaciones que se pueden 
formar con m letras entrando todas ellas en cada permutación.

Así, el número de permutaciones de 5 letras, tomando todas 
, en cada grupo, es

/->,.= 1 . 2 . 3 . 4 . 5  =  120.
148. Se llaman comdinacioniís lo<i grupos que se pueden for

mar con varias letras ú objetos, lomándolos uno á uno, dos d dos, 
tres d ¡res, cíe., de modo que dos grupos de igual número de ob
jetos se diferencien por lo menos'en uno de estos.

Para formarlas combinaciones binarias de las letras a, b, c, 
^...... se escriben á la derecha de cada letra todas las si

guientes, una á una.
Asi tendremos ab, ac, ad, ae......

be, bd, he......
cd, ce......

de......
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Para formar las combinaciones ternarias, se escriben á la 
derecha de cada corabinaci('ii binaria las letras que siguen á la 
última. Asi se obtienen

abe, abd, abe...., acd, ace.... dde....
'bed, bce.... bde....

cde....

Las combinaciones cuaternarias se formarían escribiendo á 
la derecha de cada ternaria las letras que siguen á la última.

149. P roblema. Hallar el nùmero de combinaciones que 
pueden formar.se con xt\ letras tomadas n ¿ n.

Si suponemos formadas las combinaciones de m letras to
madas dos á dos, cada combinación, alterando el órden de las 
letras, dará dos permutaciones; por ejemplo, la combinación ab 
dará las permutaciones ah y ba, luego el número de combina
ciones binarias es la mitad del número de permutaciones; lla
mando í7g al número de aquellas, será

m [m — 1)
2 ”  2 ’ ■

Si se han formado las combinaciones ternarias de m letras, 
alterando el órden de éstas en cada combinación de todas las 
maneras posibles, resultarán, según la fórmula [2], 1 . 2 . 3  per
mutaciones; por ejemplo. Ja combinación abe origina las per
mutaciones abe, ach. hrtc, bea, cab, cba;



lueg‘0 el número de combinaciones ternarias es igual al de per
mutaciones dividido por 1.2.3;  asi

~ _  Oil [7il — 1) [7)1 — 2)
“  rnrT3 *■

En general, si suponemos íormadas las combin-aciones de on 
letras tomadas n á 7i, y alteramos de todas las maneras posibles 
el órdeu de Ias?¿ letras que forman nnacombinación, se originan

1 . 2 . 3  ...71
permutaciones; luego para hallar el número de combinaciones 
de m letras 7i á n. sé divide el número de permutaciones de las 
mismas letras por el producto

1 . 2 . 3  ......71.
Asi

m (771 — 1) [7)1 — 2).....[771 — n-{~ V
« n  2 . 3.....7í *  ̂ ■*

Ejemplo. Hallar el número de combinaciones que se pueden 
formar con 10 letras teinadas 4 á 4.

Haciendo 77i =  10, =  4 en la fórmula [3], se obtiene
_  1 0 . 9 . 8 . 7  _
~  1 . 2 . 3 . 4

150. Tiíoruma.. El 7i'(¿mero de comhi’iiaciones de m leli'as ¿o- 
'modas n á n as igoal al iiúmero de combinaciones de las 7Msmas 
letras tomadas m — n à in — n.

Sidelas?;^ letras dadas separamos formaran éstas una 
combinación de letras; y las rn — n no separadas formarán 
igualmente otra combinación de m — n letras.

Supongamos que vuelven á reunirse las w- letras: .si separa
mos un grupo qne contenga de ellas, y que se diferencie del 
separado la primera sev. en una letra por lo menos, tendremos 
una segunda combinación de 7i letras, y  las no separadas for
marán ignalmente otra combinación de 7ih — n letras, distinta 
de la primera.

Luego á cada combinación de'Ji letras (.a<rrespoiide otra do 
7)1 — 71 letras. De un modo análogo so dernosti’am  qne á. cada 
combinación de 7)i — 7i letras coiTe.sponde otra de n letras; lue
go el número de combinaciones de ?/iietras es el mismo cuando 
entran )i en cada grupo qne cuando entran 7>i — v¿.

Asi, el número de coinbinaciunes de 12 letras tomadas 3 á 3, 
igual al número de combinaciones de 12 letras tomadas 0 á 9, 

lo que pne<Ie comprobarse líor medio de- la fórumla [3|.
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3 3 2

I I .—F ó rm u la  d r i  b in o m io  d e  üícTi’lon .

151. Efectuando sucesivamente las multiplicaciones de-dos, 
tres, cuatro etc. factores binomios, cuyos primeros términos 
son iguales y los segundos diferentes, se obtiene

ix-ha) [X‘i-d}=x^-ha'iX.-h ah.
-hh\

{x-i-a) {x+d) {x-i-c)=x^-ha\x^-h-aó\x-h ahc.
-hh\ -i-ac 
-+-íj -hhc\

{x-ha) (x-h5) (x+c) {x-{~d]=x̂ -+-a\x̂ ’-\-ah'x--i~ahc\x-{-ahcd.
-+~h ¡ -̂ abd'>
-i-í' -+-Qd\ ~}~(icd\
-hd,

-fhd
-hCd:

-•hbed ■

En la formación de estos productos se observa la lev si
guiente;

exponeiiie dt x en el primev tèvv/iino es igual al wiiw-evo 
{^ factores binomios, y disminuye sucesivamente en una unidad. 
M  coejicienle del primer término es la unidad, el del segundo, la 
suma de h s  segundos términos de los factores; el del tercero, 
la suma de sus combinaciones binarias; el del cuarto, la suma 
df las combinaciones ternarias, etc. E l último término es el pro
ducto de los segundos términos de los binomios.

Demostremos, ahora, que si -la ley enunciada se verifica 
para »i factores binomios, se verificará igualmente para m 4 -1.

Representemos el producto de m factores por la expresión
x ”̂ +  Ax^'-^ H - H- Cx̂ -̂ -3 4_ ¿ r

en la que, con objeto de abreviar, se representan por 
C,.... ¿/los coeficientes de x, esto es.

A =  a-i~ b-he  ..................
B  =  ab-h ac-h be-h.............
O =  abe-h abd 4 - acd 4- ......
(/=: ahed.



Multiplicando dicho producto por un factor nuevo x 
se encuentra

3 3 3

-t- --h -4-
X -^p

U

+ l a?”* 4- B 2-w-i (y 4 - ...........
-hp \ -hAp -i-Bp 4-... Í7p.

Examinando este producto se reconoce que el exponente de 
X en el primer término es igual al número de binomios, y que 
disminuye sucesivamente en una unidad.

El coeficiente del primer término es la unidad, el del según* 
do es A-^-p,^  como A es la suma de los segundos términos de 
los m binomios y p el segundo término del binomio nuevo, A-\-p 
es la suma de los segundos términos de los vi H- 1 binomios.

El coeficiente del tercer término es B  H- Ap, siendo B  la su
ma de las combinaciones binarias de m letras. Pero es evidente 
que dadas las combinaciones binarias de m, letras, se hallarán 
las combinaciones posibles del mismo órden con una letra mas, 
agregando á las ya formadas los grupos que resulten poniendo 
la letra nueva á la derecha de cada una de las primeras; luego

B-\~Ap ósea B  +  [ a ^ h - \ - c .... )p
es la suma de las combinaciones binarias de los segundos tér
minos de los -1-  1 binomios.

El coeficiente del cuarto término es C-{-Bp, siendo (71a 
suma de las combinaciones ternaria.s de m letras; si aHadimos 
una letra mas, originará otras combinaciones ternarias, que 
podrán formarse colocando la nueva letra ;; á la derecha de 
cada combinación biimria de m letras; luego

6' 4- .ff;? ó sea (7 -h iab a i b e - v - .....) p
es la suma de las combinaciones ternarias de los segundos tér
minos de los p 4- 1 binomios.

E.ste razonamiento puede aplicarse á los demás coeficientes, 
y se verá que todos obedecen en su formacumá la ley enunciada.

El último término IJp sé compone de ¿7, producto de los se
gundos términos de los binomios, y de p. .segundo término 
del factor nuevo; luego JJp es el producto de los seg-undos tér
minos de los 1 binomios.

Vemos, pues, que si la ley es cierta para í» factores bino
mios. lo es también si se toma un factor mas.

Pero sabemos que es cierta para dos, tres y cuatro factores, 
luego lo será también para cinco, y siéndolo para cinco, lo será



tambic-n pnrti y n.si sucfsiTnmenle; luego la ley t'* cierí-a 
para un iiúmerü cualquiera de factores binomios.

1,V>. Si en un producto do m factores binomios suponemos 
iguales entre si lo.s segumlo.s términos, esto es, si hacemos
a =  ¿ =  c =  d....... el producto indicado

• [a:-h a] [x-h d] [x c].....
se convierte en

\.r-\-a) {r - -  a) [x +  a]..... — ( jr -h  
1mi c‘1 producto efectuado, el coeficiente del segundo término 

a-^h +  c-\-......
se convierte en

(I “f~ o. •+“ (I T”......'tHd¡
el del tercer término

* a b a c ¿c-r-...........

se convierte en
ü ' d ~ ( i ~ .......

donde se repite por sumando tantas veces como combina- 
cioue.s binarias pueden formarse con letras, esto es — -—  ̂
veces; luego dicho coeficiente será

T 7 2  " "  •
Del mismo modo se verá que el coeficiente del cuarto tér

mino es
-h -h -h.......

, • , j  m [m — l] {m — 2)estando repetido por sumando----- ^ ^ v e c e s ;
luego dicho coeficiente es

3 3 4

1 . 2 . 3
Los demás coeficientes se hallarán del mismo modo.
El último término abe....

se convierte en aaa......=  íZ'”.
Luego el desarrollo de la potencia {x +  a)'  ̂será

, , . m [m — 1){x H- «)”* == H- max*>̂ -̂  H-------i------- - ■2 /«m-2
1 .2 ■a-x

m {m — 1 ) [m — 2)
1 . 2 . 3

Tal es la fórmula del binomio de Newton.
a' \̂



i r  > 3 3 5

toáoBÍoB

w, m (?ft — 1) 
1 . 2 ’

m ( m ^ l )  (m — 2ì 
1 . 2 . 3

ciiSfiuiera^el ^ en nn término<*on 1 1 ^ 8  tZnm in co^ibinaciones qiie se pueden formar
preceden al qirn so consideÌa'
desde eln^rfni^^HViÌn^S^^ termino, contandoy será ^ ^ término estara precedido por otros n,

T  =  . ® ( i ^ l ) ( w - 2 ) ......{ m ~ n - ^ \ \n*\ j ■ g- ^  ---- ----------

2.° generai, da los términos
eIlàJesptth-5-„fente';="f “ >‘-e 'r”en

Por eiemplo, para hallar el d.“ término, haremos n= 4  vserá 
m (m-^1) (m — 2ì (w -  3)r . */r'n~4a*¿c

rolloliene^il^i^^ j'dtinio término, observaremo.s que el desar- 
mino seíá  ̂ ^ ùltimo t é ? -

JK {m — 1) (?ft — 2].... 3 . 2 . 1
~m ^m̂ O:1 . 2 . 3 ...... ..

el7rodnc"rde'^?¿d^^^^^ «on ambos
poí tanto i 1 l^asta y
giin sabiamos ' ^ ~  el ultimo termino es «% se-

convierte ^ « +  1, el término general se

r , , - , ^ £ l = l ! h p a = | ^ ^

. . *  i“ r '“ ' ' " ’ ’- ■ ■' " x .™ *



UntérTTiino del desarrollo de (x-j-a)"*, se forma multipli
cando el anterior por el exponente de x, dividiendo el producto 
por el número que expresa el lugar de este término, aumentando 
el exponente de a en una unidad, y disminuyendo. también en una 
unidad, el de x.

De este modo se obtiene
~x*’-\-Qax'-^-{-loa-x^-\-‘¿0a'^x~>-]-lba‘̂ x ^ x-j-a'^.

155. En la práctica, solo es necesario calcular la mitad de 
los coeficientes de una potencia ó la mitad mas uno, porque los 
términos equidistantes de los eviremos tienen coeficientes iguales.

En efecto; supongamos dos términos equidistantes en n lu
gares del primero y último respectivamente.

El término que dista lugares del primero ocupa el lugar 
n-\-\^ y  tiene por coeficiente el número de combinaciones de m 
letras tomadas n k n ; y  el término que dista n lugares del últi
mo, dista del primero m — n lugares, Iiieg'o su coeficiente és el 
número de combinaciones de m Tetras tomadas m — n á m — n; 
pero el número de combinaciones de m letras tomadas n á n es 
Igual al número de combinaciones de m letras tomadas m—n á 
m — n; hiego los coeficientes de los términos equidistantes de 
los extremos son iguales.

Supongamos que se quiere desarrollar la potencia i?}*’.
Debiendo tener 10 términos este desarrollo, se calculan .so

lamente los coeficientes de los cinco primeros, por la rê d̂a del 
número 154, y se repiten dichos coeficientes en los cinco'"térmi
nos restantes, en órden inverso.

Así ; [x-\~af=x^-\-^ax^~\-ZQa-x'-]-'&M-’x̂ ‘-\-Ut)a^3r'-\-126«^¿;*+
x~~\-9â x-̂ a-K

156. Tratemos de hallar el desarrollo de (a; —
Si en la fórmula de Newton cambiamos el .signo de a, cam

biarán de signo los términos en que esta letra tenga exponente 
impar, y aquellos en que el exponente sea par no se alterarán;
luego [x — a]^ = : — max» -̂  ̂-f. — ~

. -------r72T 3—
Obsérvese que los términos son alternativamente positivos 

y negativos, á partir del primero, que es positivo.
jEjemplo. fíZ— 5(2*¿+10¡2-'̂ á2—10í22¿3-|_5¿í¿4_¿fi.

3 3 6

d-x



3 3 7

—i^otenclas <lc Ias {»oIIoamiIas .

pnmn 'iin'Ìin^ poHnomio a ~j~ ¿i c ~l~ .....puede considerarse
suma ¿ +  c+^^°’ primer término es « y el seg-undo la

fórmula del binomio de Newton sirve 
para Hallar una potencia cualquiera de un polinomio.

Sea la potencia (a~l-á-{-c)^. ^
/5 oh? ^  ^ corno primer término de un binomio y á

-j~c como segundo, y representando la suma ¿ +  cporí, será
(fl +  <5 +  c) * =  (« - f  5) -í ; 

pero (a _{_ ^  ^  (5̂52̂ 2 4.  4̂ :̂̂
tn^v potencias sucesivas de .9 basta la cuar-
se o b t e n d r á y respectivos desarrollos,se obtendrá la potencia cuarta dea +  ó +  c. Asi tencTremos

s = á  ~j~c
j2 =  ¿2^ 2Íí; + c2
í3 =  4 -3¿2í: +  3íc2 -j-c^
s* =  ¿i-¡- 4á'v +  4.
"*■ =  ̂ *-h 4«̂  H- c) +  6^2 (¿2 -f- 25c +  c*) +

ia [Ò- +  3¿2c -f- 35c2+c4 +  5̂  45̂ c +  +  4hĉ  J- c*

^  4- 12c2a5.-toíj. Jbn general,

íi»*-2í24_
m {m — l ) n  — 2) . . .

Í[—2 ~ 3 -------+ ................+
la potencia m de un polinomio depende de

nos qñe^ei“ ™ puÍtoí'° ““
Representando j  ó 5 + c 4 - 4 - .••. por otro binomio ó~¡-<¡'las potencias de s dependerán de varias potencias de s' polino

mio que tiene dos términos menos que el propuesto ' ^ 
llpfrorá mismo modo, la potencia [a +  b-{-c4-.. )«

‘̂ ®P?^4er solamente de varias potencias de un bino
mio, que se desarrollarán fácilmente.

22



—IloÍ«*<*s d e  ios n ú m e ro s  y d e  los p o lin o m io s.

» Raíces de los números.
159. Los razonamientos que nos condujeron en .A.ritmética 

álas realas de la raiz cuadrada y de la cúbica, so apoyan en la 
comiiosicion del cuadrado y cubo de un número mayor que 10.

Por medio de Ja fórmula de Newton, podemos ahora es
tudiar la composición .de una potencia cualquiera m de un 
número compuesto de decenas y unidades; por consiguiente 
nada mas fácil que deducir la regla para extraerla raiz m de un 
número, mediante razonamientos análogos á los expuestos en 
las mices cuadrada y cúbica.

Sin embargo, la teoría de logaritmos, que expondremos en 
el libro signieiite, da un procedimiento general y breve para 
hallar la raiz de cualquier grado de un número: por tanto nos 
limitareinos aqui á indicar ía posibilidad de hallar reglas espe
ciales para la extracción do raíces de índice mayor que 3.

Raíces de los tolino-mios.

160. Sea un polinomio ...... , y su raiz dcl
grado m, c -\-d -\-......

Supongamos que el polinomio propuesto y su raiz se hallen 
ordenados por las potencias decreciente.s de una misma letra.

Es evidente que
=  +  +  c - |-í¿+

6 sea [157]
A-\~ C D  [h c d ..... ] -f-

^ - Y ^ ^ « ’”-U í +  c +  á + . . , .p  + ..... [1]

El primer término del desarrollo de esta potencia es a'  ̂[23], 
puesto que dicha potenei/i es un producto de m factores orde
nados por las potencias de una misma letra; luego

«i__
A =  de donde a — [/A .

Por consiguiente, para hallar el primer término a de la raiz" 
se extrae la raiz del grado m del primer término del polinomic'.,

Restando A del primer miembro de la igualdad [1] y del 
segundo, resulta

338



Ü -^ C -^ D
m {m — 1]

339
=  (¿ -j- c -[- í/ - f ......) 4-

1 . 2
l .  ¿ _j_ .....y¿_j_ [2]

Puejito que ¿f contiene la Iptra ordcnatriz con rnaror expo
nente que c, d... .. etc., será término anterior á

......etc.
Por igual razón, el primer término en cada potencia 

(^ir +  •••)'̂  » (¿̂ +  c -)-<:/-f- a ... etc., será b' ,̂ 0^... etc.
t ero el producto contiene la letra ordeuatriz con ma

yor exponente que que y de los
tactores distintos ab y b~, el primero contiene la letra ordena- 
tnz cnn mayor exponente que el segundo. Del mismo Jiiodo es 
fácil ver que contiene mas veces como factor á la letra or- 
aenntnz que ......^tc. Luego el primer término del se
gundo miembro de la igualdad [2J es por tanto

J3 =  de donde h — —.

Luego, para hallar el segundo término b de la raíz, se di
vide el segundo término del polinomio propuesto por veces 
la jmtencia del grado m — 1 del primer término de la raiz.

Consideremos el polinomio a ^b -\~ c-\-d -\-.... como un bi
nomi, cuyo primer término es y el segundo c - ^ d - \- ...; 
y será,

.^estando la cantidad («-f-íW de los dos miembros y repre
se otando la diferencia A 4 - È  4 - C-h I ) -h--- — porA '4 - £ '4 - C '4 - .....,.será ^  ^  ^  v t  ; r

A '4-B '-\~C "4-.....=  m{a4- (c +  .....} -{-

Ahora se podría demostrar que el primer término del se
gundo miembro es luego

À'
=  ma”i‘'c, de donde c = ma n-l

Por consiguiente, para hallar el tercer término c de la raiz,



àe resta del polinomio propuesto la potencia y  se di
vide el primer término del resto por m veces la potencia del 
grado m — 1 del primer término de la raiz.

Considerando, ahora, la raiz corno un binomio, cuyo primer 
termino fuese <? +  ¿-{y-c y el segundo ••••> y repitiendo los 
razonamientos, se vena que el cuarto término se obtiene divi
diendo el primero del resto por

Podemos, por tanto, enunciar la siguiente regla.
PdTd extTder Id rdiz del grado in d.e VMpolinootiio, se or

dena por las potencias de nna letra, y extrayendo la m iz  del ora- 
do m del primer término, se obtiene el primer término de la raiz. 
oe divide el segundo término del polinomio por m veces la poten— 
Cía ^  "t; 1 del término primero de la raiz, y  el cociente será el se
gundo termino de ésta. iSe resta del polinomio propuesto la po
tencia del grado m de la raiz hallada, y se diviae el primer tér
mino del resto por m veces ¿a potencia m. — \ del primer término 
dé la raíz, lo que da el tercer término de ésta. Se continúa del 
mismo modo, y  cuando se obtenga residuo cero, el polinomio ha
llado sera la raíz del propuesto.

3 4 0

1 . ‘

E jemplos.
Extraer la raiz cuadrada del polinomio

-f 13«%  ̂~  -J- ia^x^.

Disposición práctica.
i3rt-4ípi _  4̂ 5a;3 _i_ 4̂ C2íV> 3ap3 — +  Qâ íg

12a ̂ x̂  — 4:apx̂
— 12g'̂ g't _j, _  4̂ Ga;2'

o I
El primer término de la raiz es ^/9a-p^^= Sax^. El segun

do se halla dividiendo— ñu'^x^ "pov dos veces la primera po
tencia de 3ax'  ̂; será pues — 6«%'’* : 6ax  ̂=  — a^x-.

Eleyandq 3ax^ — a^x'^ al cuadrado y restando el resultado 
del polinomio propuesto, el primer término del resto es 
luego el tercero de la raiz será 12a-̂ x̂  : 6ax  ̂=  2a^x.

• polinomio dado el cividrado de la
raíz hallada; pero ésta puede considerarse como un binomio, 
cuyo primer término es 3í?j;3— y segundo 2a^ x, y  co-



moya se ha restado el cuadrado de — solo falta 
restar la expresión

2 [Bax̂  — - f  {2â x]'̂  =  12a^x̂  — 4a^x  ̂+  4#jr2,
lo que da residuo cero; luego la raíz del polinomio dado es

3í5ŵ  — «V  +  2a^x.
2.® Extraer la raiz cúbica del polinomio

6(tx̂  —  4a3̂ 6 +  —  a;9 +  9â aP —  9â x̂  +  6â x*.

341

Disposición práctica.
â x̂ -\~Qâ 3?̂ -{- 9a‘̂x^— 

~~â x̂ —9â X‘̂—\2a‘̂3P—
-9â x'̂ -\-%ax̂ —'X̂ ' â x-\~9.ax-—x  ̂

\‘òa^x~ "
—4 Za'̂ x~̂— a?9 

^a^x^-{-\2a^x^-\-9a'^x‘‘—6az^-^x^
0  ̂ i

El primer ténníno de la raiz es \/a^x‘̂ =  a’̂ x. El segundo 
se halla dividiendo (ìâ »x'̂  por tres veces la potencia de
ít'ic; será pues GaW : 3a^x- =  2ax~.

Elevando a;-f-2rt.r^ al cubó y restando el resultado del 
polinomio propuesto, el primer término del resto es — Sa'^x^ ; 
luego el tercero de la raíz será

— 3a‘̂afi : '¿â x̂  =  — x^.
, hay que restar del polinomio dado el cubo de la raiz
hallada; pero ésta puede considerarse como un binomio

[a.̂ x +  2ax'̂ } ~~ x^,
y como ya se ha restado el cubo del primer término, solo falta 
restar la expresión

—3(í?2¿! +  2tíWr2)2. +  2«̂ 2). ^  =
—3í̂ 2̂̂  ̂— I2â x*̂  — 9â x'̂  -\- — x'̂ y

lo que da residuo cero; luego la raiz pedida es 
a^x +  2ax^ — x .̂

161. E scolio . Un polinomio ordenado no tiene raiz exacta 
del grado m: 1.® si el primer término ó el último no tiene raiz 
exacta; 2.® si el segundo término no es divisible por m veces la 
potencia w — 1 del primer término de la raiz; 3.® si el primer 
termino de un resto no es divisible por dicha cantidad.



3 4 2

CAPÍTULO TERCERO.

CÁLCDLO DE LOS VALORES ARITMÉTICOS DE LAS CAA-TIDtDES
■ hadicales. - expomevtes eraccio. arios V meoatÍ™”

s*auip;i!es.

ticllfli tfda «presión'' p ó s lf ''íí 'ro p íl"" ''* ^  ®
potencia m rcprodu™, ircantid-.d i .‘-7 ' ¿ >“
do par (le una cantidsfl iincifN-' dcj p-i-ji.
valires iffnales y de s f^ rc m  ^o7\'e7o
nios como raíce/las expresi'/íes iin kÍ n ° «demas considera- 
potencia m reproducen una can i / /  í «levadas á la
ilg-ebra superior quo un numW-f /  admfte en
grado w como unidades tiene el índice

métic“o's nrit-

mo Índice eir/ual m S id S X S -a Y iS h '’'^’
Así 3 ___

3a  ̂ , 2 í=V2í2̂ ¿,
son radicales semejantes.

También lo son

^ l/4/i-(5. 3 (/>v; ;  |/«¿37'

S S iS S -d S "
‘¿^iAzd, 3̂ 2 / ^ / ^ r .

i



cantidad saòradical à ¿a potencia indicada por dicho número 
entero.

En efecto: es evidente que
/ m_\«
([U  ) = a;

elevando ios dos miembros de esta igualdad á la potencia n, 
sera [137]

/ m_
( y a )  ~a*^;

extrayéndo la raíz del grado m?i, es claro que el primer miem-
•V ____  V I ____

oro, que es Ja potencia mn de {/a, se convierte en \/a; luego
m_ mn_
\/a

igualdad que d-unuestra el teorema.
_ 165. Una aplicación importante de este teorema es la reduc

ción de radicales que tienen diferente índice á otros equiva
lentes de índice común.

Para reducir radicales á un indico común, se halla el minimo 
común multiplo do los Índices, y esto será el indico común. Des
pués se deca cada cantidad subradical á la potencia indicada por 
d  factor q-ue fa ltad  su indice respectivo para vaierei indice común.

Ejemplo. Sean los radicales
V'^ah. \/a^.

El índice común es 12, y los factores que faltan á cada uno 
ae los índices para valer 12 son respectivamente 2, 4, 3,- por lo 

® cantidades subradicales se elevarán á las potencias
2.S 4.“ y 3 .\ Así tendremos

3 4 3

12. 12. r?_
1/^9

166. /V¿ los indices no tienen factores primos comunes, para 
reducir los radicales á un Índice ccmiin so multiplica cada indice 
por o . producto de lodos los domas, y se eleva la cantidad suhra- 
aicat a la potencia indicada por dicho producto.

Ejemplo. Sean los radicales
^  a h

Aplicando la regla anterior, se obtendrá
:-io. _ .Sil____

«i



el radical no se altera dividiendo

w n_  ■>»
{/ap»= \/ap .

En efecto: =  an;
elevando ambos miembros de esta igualdad á la potencia n será

3 4 4

/  «I
w

m__\mn
ap) = a r^;

grado»»» de
«i»___  m__
i/ aP”’ =  | /  J

lo cual debíamos demostrar.

¿ i Sextrayendo la raíz de la cantidad subradical 
De este modo los radicales

t/16«8¡$4  ̂ |/a8¿4 ^

se convierten en

O p e r a c i o n e s  c o n  l a s  c a n t i d a d e s  r a d i c a l e s .

_ 168. Zas cantidades radicales se suman v restan mwr ino «./r

E j e m p l o s .

1. “ (^a^i/aó)-\~{~5a = 3 í t V ^ —

2. “ i ' l ^ a ^ )  ~ ^ ^ ^  =  2 í/F r .
*3Í?z,‘ cantidades radicales que tienen iaual
.a ^ VroLcto



Si los Todicales tisnoni indices difcTeTites, st Teducen á, un ín
dice común y se efectúa después la multiplicación del modo dicho 

Ln efecto: hemos demostrado [140] la igualdad
m_ íjj_ _

fa¿>c =  f a  \/h  i / c  ,
, • n_: m_ m_ m___
^ f  a f d  \/c — [Zade.

Ejbmplos.
B----  B 5

I . “ \/2aó .3 f6 a ^  = 18/ 12a ‘¿ ^

3 4 o

_ 3 12.

S.” faó  . Z faH  . 2f2ab^= \/aH'^. Z
, no. Para disidir dos cantidades radicales que tienen igual 
matee, se dividen las cantidades subradicales^ y el cociente se es- 
cribe 0(̂ 0 un radical del mismo indice.

S i los radicales tienen indices diferente, se reducen d un Ín
dice coman, y se efectúa después la division del modo dicho. 

hn efecto: hemos demostrado [144] la igualdad
m_

v / í

m_ m_
f  a . f a  =  — , ósea - ^  =
f b  f b

m_

\ / f

Ejemplos.

1.* fSaH^

f5a*b

/3a^b^ m  
V  5í?*í5 “  V  5a- *

2." /̂7í̂ 2¿2

f2a ~  p w  ~ y  -  “ V

'49ab*

. jP -  ^ara elevar una cantidad radical a una potencia, se et. 
a dicha potencia la cantidad subradical.

Vamos á demostrar que
/ «I_W_L_

^ a ) =  fa'^.
En efecto:
f  ”*— «I_ m_ m_ ™ - — m_
\ v d j  =  f a x  f a x  \ /a . . . . = f a . a .  a..,. =  f a ’*.



1/

E j e m p l o s . ,
(  B------- \3 K_______
[ i/6aó^cj ~  (/36rtW  .

3 4 6

/ «. — \
2.“ ( (/3fí“í(5  ̂ =r ¿/3W^» =  (/3íí^¿ .

TintSp !̂. divisible por el exponeiite de la
resultado mas sencillo dividiendo el in,’ 

dicepor el exponente, sin alterar la cantidadsubraüical.

En efecto; ( «  J =  \/a'^ =  a .

se anteriores,

( / 3 ^ .

¿idado’ir^ 'Z f H c u a l q u i e r a  de una
^ v L í t f \  los indices de las dos raíces,V arno.s a demostrar que

can-

I /  w— nm_
y  \/a  =  ^ a .  

En efecto. (^ V )»  =  ¡}j^

luego [/a  es la raíz del g-radon de /¡T .
E j e m p l o s .

i-“ l /  ̂ E m =  j / 5 ^ .

[171];

2. ‘ t /  1/8(ZG¿3 = 15. 5__
i/Sam =  l/Sa^'á ~  ^/2a^ [167].

e-rado miP^líríí^ subradical es una potencia exacta del mismo 
L^- resultado mas sencillo

i n d S ^   ̂ sulradical, sin alterar el
n

En efecto: 1 / ^ = 7 « — = , 7  „
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5 ____

173. Acabamos de ver que

/  ^  (2 ;

lue^o , / 7  =  \ / (T 7 , ^ a = V 7 ^ ,  (/«  = l / v ^ , e t e .
para extraer de m a cz U idd vna r iiz  cu- 

un. mnuro cmoini/.o, ■‘•■e extra-. i ■viri’ileamezte la<: 
raíce.? q,ce uidiexu lo-c f  icf.ores .?im,dc.i de dicho Imlke.

lactni-es son el 2y el 3, solo habrá que extraer raíces cuaüradas y cubicas.
G ________ 3_________

Ejonplo, (/'lbll02976 — \/(/19U0297G =  /Í3 3 2 r= 2 4 .

®**~"®‘-'*Ponen!cs fraccionnrjOK y iiej;a(lvoK.

que se trate de extraer la raíz del grado n 
de una potencia <?'«. hemos visto TUl] que en el caso de ser

?n
í» divisible por í¿, la raiz pedida.es expresión que nada tie
ne de singtijar, puesto que es un número entero.

i êro SI aplicamos la regla citada al caso en que m no seam
la expresión íz» carecerá de sentido, porque la 

positi\4 '̂^ potencia exige que tojo exponente sea entero y
embargo, los exponentes fraccionarios se emplean ven- 

J jámente en Algebra, mediante el siguiente convenio:
'̂ r-pcìieìite fracciúuarin repraceuta la raiz,

H de la fracción, de nm  potencia de
iisma cantidad, cuyo exponente es el numerador.
* . n__  «

expresiones y  representan una misma 
niiaaa, a saber: la que se obtendría elevando íí á la potencia 

^  extrayendo después la raiz del grado n de dicha 
una cualquiera de estas expresiones 

V eae sustituirse por la otra, siempre que convenga; y la regla
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dada para extraer la raíz de una potencia, puede hacerse ex
tensiva al caso en que el exponente de la potencia no sea divi
sible por el índice de la raíz.

Ejemplos.
1. 1— T _g j

1.” (/®3 2,. 3 , . a T ^  4,"<í'f =  /¿ T .
175̂ .̂  Supongamos que se trata de efectuar la division de «« pop •
El cociente es [27].
Pero si % es mayor que m, por ejemplo 

w =  w  4 -  jy,

la sustracción de los exponentes da origen á esta expresión
—  =  íjm-m-í, ==

Observemos además que siendo n =  m
a'  ̂ 1

• p, será

fl’« X a p  ap'

adm1&Lterc“ lnte^ai|u!S “
- 4-. =  ^ ,

, . (IP ’
que en lenguaje vulgar significa;

uoáa cantidad C071 exponentc negativo o’epresenia una frac-
S m í V a n í l T J l l ‘̂^1̂ ^^ y por denommador lamisma cantidad con el exponente hecho positivo.

Por lo tanto, las expresiones «-P y i  serán consideradas
Uoí̂ ln pudiéndose sustituir cualquiera de ellas
misma canfíJaí dividir dos potencias de unamisma cantidad se hace extensiva al caso en que el exponente 
del dividendo sea menor que el del divisor. exponeme

E jemplos.
1.' 0? -2

fíS ’ 2.”

3.**

-1
— =  a



n . S  1 de los exponentes fraccionarios v neo*ativoq
Frac í̂ó“ ™'* irracioLlIry I T s

E jemplos.

3 4 9

1.® \/aH :

2.® l/adc ■■
3.* a

T  =  "

4." ZaH 
cM̂  ~

. 3 __ 3 _í/«2

l/(7 |/$ /c"

< j  =  a^-K

a 2¡5

1 1
X  ^  =  3(353c-%H.c2

las fracciones pueden io-ualmente 
íegativoJ“  ̂ admitirnos los expoLntes fraccionarios

Asi,

v /;3« .

\ / 5 z= /?■ 

1

5n

2

55T =  V/3<2^-5-i ¿ - 3 = 3  . s '" “ ^

Vamos d deraustrar que
- -  _ Z .  J ü  _ ̂  jw g  -  np

X a  d ««
En efecto:

m
f t ’" X a ? _ 

ne

v /

„ , í , ____  « ?” __ / “ j”  «7___ ' /-“T-
x y  — =  j/'«»»? x \ /  ——í?? V ¿ipn

nq

ap^

mq-np
nq

t id S ‘ * F f í f  potencias cualesquiera de mía misma can' **aaa, se restan los exponentes.
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a : a  ̂ =  a ■
En efecto: multiplicniido el segundo miembro de esta igual

dad ],or el dirisor a , tendremos
Jí.

«I p
que es el dividendo; l u e g o ^  es el cociente.
,1/9. Para elevar una potencia de tena cantidad d otra poten

cia cualquiera, se multiplican los exponenies.En efecto:

(ap) ’ ~  =  -— —  = ' — ^' ' fL «___
(aP) «

pm
pm =  a

a»
Pciiz de una potencia cualquiera, se 

divide deponente de la potencia por el indice de la raiz En efecto:
y  ” ,”t— y  — — ...... m

. /  -  “  =  V  i / —  =  1 / ^ -  =  - V I .  _  j _  _
v a ' " '  ^  íjwi- \ C  ( ¡ m  p n  », —  ^

V a’"' ai"'
Tranformando la.s cantidades radicales y frac«cionnrias 

en otras de forma entera, podemos ahora efectuar el cálculo de 
toda clase de cantidades por las reglas dadas para las enteras.

6_ i __
\/a^ X  \/a''

, EjEMimos.

6 4a X a  — a
12__

2 « • V /
h ' \  '¿3 - ¿ =3a ’ - V i



iíJK R C IC IO S.

„„„ „ 3  Ci3.
mismo número?-  ̂ iinij,una. ae ellas se repita en el

de^i ní í ne“ ?"' “ «  porsoaas al rededor 

se coa Pueden for.nar-

gmpos ie  V y  ll? á  b o tS  33 bolas <liforeates en

V. Hallar la diferencia siguiente

vi. Hallar el término octavo del desarrollo de

v il. Hallar el termino medio del desarrollo de
'n-t-b)».

II. Extraer la raíz cuadrada del polinomio
i2- j_4ij2— 2 a b - \- ia c ~ ‘üc.

IX. Extraer la raiz cúbica del polinomio
a -6a^H-12íT7¿2_5^fi¿5_12«S54+12a.i¿.>5_,_3^5¿G_6a2í7 . ¿9

X. IJectuar las siguientes multiplicaciones

( 3 - h t / V  -f-7 (/-9 “J ( ( / T h-  i / y )
. ^  ̂ s r,

YT w .  - 2 / 0 - ^  ).
• liiectuar las divisiones siguientes

____  ___  4 1L>
3j/5fl¿ :2{/éaó'¿\ i / a ^ F ¿ : \ / M T ,

®,— ^__ 12
H-2íí(/í — 3®i/ff,3 ■■ 4 •

= [ /a - í - ~ 3 ( / c 3  . 
l/

XII. Trasformar la expresión

351

«2í

\  _{c+dy¿ /
6n otra cuyos exponentes sean enteros y positivos.



LIBRO QUINTO. 

PROGRESIONES Y LOGARITMOS

OAPÍTDLO PRIMERO.

P R O G R E S IO N E S .

l . —P ro^restoD es p o r  d iferencia .

í« oMene siem prl U  m ism /di^re,ff¿í
S, In, ít'f™ f  "/‘«"te s« llama razón de la progresión

Las progresiones aritméticas se escriben̂ del modo siguiente: 
TÜ. 5 .7 .9 .  11. 13.....

El punto que separa dos términos consecutivos se lee ñ
contoLif®”  y "u rS ^ eV i;p »  el

v 2 5 . 2 2 . 1 9 .  16 . 13 ....
y r*̂ 2on es ~  3. 

lo3. Sea la progresión

» , a * r = ' ¿ t = v í ‘ t e
c ^ 6 ^ r .



. <̂ =  (¡^~hr~hr =  a~h2r.
■Uel mismo modo se halla

í^= c~i~r =  a-i~2r-hr =:a +  3r etc.
¿>e las Igualdades

& =  a-\-r, c =  a~^2r, d~a-k-3r,
se educe que un término ch una proaxesion arltmétira p<¡ inun?
í l f r s s “ ' "

Si llamamos al término que ocupa eii la progresión el 
lugar n, es claro que estará precedido de jt -  1 términos, y será 

t ^ = a + { n ~ \ ) r  ni
Considerando la razón r como incógnita y las demás r-infí 

dades. que entran en la fórmnla anterior, como datos, se obleim

------------- - [2],

^ Por su igual

n — l
'̂ '̂Urnética se omrnie res- 

■íov/, ■ termino de un término dado, y disidiendo In di
^  I f f ó Z i í  ?! T ' Í  * p r e c ¡ ¿ T : Í Z T
desp tiíndri s i o V tie í r '" '' - P“ »

' a = t^ ^ ~ { n ~ l) r .
•Igualmente, despejando n, resulta

n ~ l
— a

E jeíiplos.

ir  f a Z l Z T ’̂  elpri-
''% — “H (8 — 1) 3 =  26.

m r  término h y tarazón 3.

h  ■ t-
n iú o  í f l Z l l o u Z i t . P ^ '> S r e s i o n ,  ¡ue empieu por 5.

26 — 5r = 8 - 1 =  3.

L



3." Ddermhi'ir el primer termino de una progresión cuya 
razón es 3, siendo 2(5 H término octavo.

í? =  26 —(8— 1) 3 =  r*.
• 4/’ lOudnios términos tiene la progresión 

■f 5 . 8 .................2fi?

184. ÍNTKRPOLAR MiíDios DiFKRENCiALEy enlve dos mlmeros 
dados, es formar v,na progresión aritmética cuyos extremos sean 
dichos números.

Tratemos de interpolar m medios diferenciales entre los nú
meros;?? y

Si conociésemos la razón, que llamaremos r, de la progre- 
sipn que deseamos formar, el problema estaría resuelto; pues 
aiiadiendo al primer término p la razón, obtendríamos el se
gundo, añadiendo á éste la razón, resnltaria el tercero y asi 
sucesivamente, hasta que llegásemos al término q.

Haciendo en la fórmula [2] del número anterior a ~ p .
— q, n — m. 2, resulta

3 5 4

P [3].m -f- 1
Luego cuando se quiera interjjolar un número dado de me

dios diferenciales entre dos números, se hallará la razón divi
diendo la diferencia de los números dados por ti número de medios 
que se han de interpolar mas uno.

E j e m p l o .

Interpolar 6 medios diferenciales entre 2 y 30.
3 0 - 2r = ----------— 4*
(5+1 ’

luego la progresión es
;-2 .6 . 10. 14. 18.22.26.30.

183. Teorema, ^ i  entre cada dos términos consecutivos de 
una progresionpor diferencia se interpola igual número de me
dios diferenciales, resulta otra progresionpor diferencia.

En efecto: la interpolación mencionada origina una serie de 
progresiones parciales cuya razón es la misma: puesto que al



o,-a
deíei-iiiinar \oh valores de r ])or medio de la fórinula [3], halla
remos siempre })ara numerador la razón do la x)rogTesíun dada, 
y  para denominador el número constante do medios que se in- 
terpcdan aumentado en una unidad. Además el último término 
de una progresión parcial es el primero de la siguiente; luego 
t̂odn.s las progresiones j)arciales forman una sola progresión, 

í l<Sf). Tkoruma. En toda progreúo'ii por dipiTcncia, lamina 
de dos términos equidistantes de los extremos, 'es iqual á la sama 
de dichos extremos.

Sea la progresión
V a......p .......q.......a.

Suponemos que entre a y  p hay n término^ y otros n entre 
í' y y queremos demostrar que '

. p - \ - q ~  a-\-u.
En efecto: sabemos [183] que

Jj —= a H- r  {n 
« =  ^ (?i -+• 1);

restando estas igualdades resulta
p — % =  a ~  q;

trasponiendo los términos %y q, tendremos por último 
p q a u .

E s c o l i o . Si e l  n ú m e r o  de t é r m i n o s  d e  u n a  j i r o g r e s i o n  es 
i m p a r ,  e l  t é r n u n o  m e d i o  e q u i d i s t a  d e  l o s  e x t r e m o s ,  y í a  d e m u s -  
t r a c i o n  a n t e r i o r  p a t e n t i z a  q u e  l a  suma d e  l o s  e x t r e m o s  e s  i g u a l  
al d u p l o  del t e r m i n o  m e d i o .  ®

Hallar la suma de /os términos de una pi opresión por diferencia.
Sea la progresión

^ (t • b . c .......rn . p . u.
Designando por suma de todos sus términos, tendremos 

¿>~a-T-b-irC-\~ ......4_ ^
-gm -h ...... +

Sumando estas igualdades, se obtiene 
[a-^u 1 -h [ 6 + p )  -i- -t-.... H- {M-hc )-+.{p^¿,)~i-{u+a);

pero las sumas a-hu, b-hp, c-hm  etc. son iguales todas á



íj-f-ít [186], y hay tantas como términos tiene la progresión da
da; por consiguiente, si designamos por % el número de térmi
nos, será

. ‘¿S  ~  [a +  u) n,
(a -h-2i) íí

3 5 6

de donde S'* 2
Esta fórmula manifiesta que
La. suma de los términos de v.na profjresion por diferencia es 

igual (i la mitad dd producto que se obtiene multiplicando la su
ma de los extremos por el número de términos.

E j e m p l o s .

1. ® Calcular la suma de los Vb primeros términos de lajvro- 
qresion.

: 3 . C . 9 ............
El último término será 3 -i- 14 . :• =  45; luego

,S' =  ^ Í + i í I i í L ^  360,¿ t
2. ® Calcular la suma de los términos de laprogresion-

: 4 . 11............60.

El número de términos será 1 h-  ~  . =  9: luego' '

3. " Calcular la suma de los n primeros números impares.
El último término de la progresión

: 1 . 3 . o . 7 ..........:•
es

luego
l H - 2 ( í i  — 1} =  2 « — 1;

o

Este resultado manifiesta que la suma de los n primeros nú
meros impares es igual al cuadrado del número de estos términos.

I I .—P ro g r e s io n e s  p o r  co c ie n te .

188. P e o g e e s i o n  p o r  c o c i e n t e  ò g e o m é t e i c a  es unq sèrie de



números tales que dividiendo cada uno de ellos por el anterior^ 
se obtiene siem.pre el mismo cociente.

Este cociente constante sc llama razón de la progiresion.
Si los términos van alimentando, la progresión se llama 

creciente', en este caso laimon es mayor que la unidad. Si los 
términos van disminuyendo, la progresión se llama decreciente, 
y la ra/on es menor que imo. • . .

Las progresiones geométricas se escriben del modo siguiente;
3 : 0 : 12 : 24 : 48 : 96 : .....

El signo ( : ) que separa dos términos consecutivos se lee es d.
La anterior progresión es creciente, y su razón es 2: por el 

contrario
486 ; 162 : 54 : 18 : 6 : 2 : : .....

1es una progresión decreciente, cuya razón es
189. Sea la progresión

~  a : b : c : d : .......
Si llamamos 17 á la razón, tendremos 

b'— aq, c =  bq.
Sustituyendo, en la segunda igualdad, el término b por su 

igual aq, será
c =  a q x q  =  ar/^.

Del mismo modo se baila
,d — cq =-■ aq'^X q =  aq'̂  etc.

De las igualdades
b ~ a q , c — aq'^, d =  aq^, 

se deduce que un término deunaprogresion geomètrica esigual 
al primero muUiplicado por iind potencia de la razón, cuyo ex
ponente es el número de términos que preceden al que se considera.

Si llamamos al término que ocupa en la progresión el lu
gar n, es claro que estará precedido de — 1 términos, y será

. . w-
Si en esta fórmula consideramos la razón como incógnita, y 

las demás cantidades como conocidas, obtendremos despejando^

3 5 7

♦t- _

; = v / ^ [2].



U una 'progrusion (/aoniétvic-'h se obtiene di
vidiendo un itrmiìio dado por el prbiicTo, y ex trayendo del co
ciente una o'aiz cuyo indice es el nùmero de términos que preceden 
al dado.

3p8

at dado.
La fórmula [IJ da tambicMi el valor del ])riiner término, 

despejando a se obtiene pues

a = /U-f

Kj i ím p i .o s .

1. Hallar el octavo término de una progresión, siendo el 
primer termino 5 y la razón :i. ' / ./ .

- =  5  X  ‘S ‘‘ = . 1 0 9 3 5 .

‘2. HalUtr la razón de una progresión qeométrici que empie
za por .i, siendo 708 el tonnino noveno.

= \ / ^708 «
— ó ^ =  p/ 256 .

se o b ü en r/iV .''^  cuadradas sucesivas del número 256
3.” Determnar el^irimer térmiiw de una progresión geomé

trica cuya razón es j ,  siendo el término octavo.

a ~ ^  =480.

d}dos i’tt0i>0Rci0N-.\LEs entre dos números
d&lós Z iiZ ro l ' T>'̂ o!l̂ -̂ ^̂<‘'^Seouétnca cuyo^ extremos sea,,

núrnerosXy T  medios proporcionales entre los

ofreceH^^offiínH^? Prof>Tesion, el problema no
do serU l i  pnes siendo;? el primer término, el secundo sena px. el tercero ;?a7- etc.



Haciendo en la fórmula [2J del número anterior a==p, l 
71 =  m +  2, resulta

3H9

V p [3J.

Lueĝ o cuando se quiera interpolar un número dado de me
dios proporcionales entre dos números, se hallam la razón, ex
trayendo del cociente de los números dados una raíz cuyo iiulice 
sea el nùmero de medios proporcionales aumentado en una unidad.

E j i í .m plo .

Interpolar 5 medios p7'oporcionales entre 4 y 256.

1/ v/(>4 =  2;

luego la progresión es
4 : 8 : 10 : 32 : (U : 128 : 256.

101. íeorema.. Ñl entre cada dos términos consecutivos de 
una prorjresioyí por cociente se interpola igual nú'mero de 7)iedios 
proporcio7iaíes, resulta, otra progresión por cociente.

Kn efecto: la int<?rpo]acion mencionada origina una série de 
progresioiie.s parciales, que tienen toda.s la misma razón, puesto 
que al detenninar los valore.  ̂de x  por medio do la fórmula [3], 
hül!areino.s siempre liara- cantidad subradical la razón de la 
progresión dada, y para índice el número constante de medios 
que se interpolan alimentado en una unidad. Ademá.s el últi- 
mo_termino de. mía progresión parcial es el primero de la si
guiente: luego todas las progresioiie.s parciales forman una 
sola progresión.

192. PitOHLEM.v. Hallar la suma de los términos de una 
progresión por cociente.

Sea la progresión
f: a : h ; c \ d : .........  : ii.

Dc.sigiiaudo por /V la suma de sus términos, tendremo.s
A''=  « H-¿ -h c +  rt?-f .̂........ -h u  [4].

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la ra-

\]



zon q de la progresión, y teniendo presente que el producto de 
un termino por la razón es el término siguiente, será

360

Sq — ^ c d ......... y, nq

Restando de esta igualdad la anterior, tendremos
Sq ó iS [q = uq ~ a ,

[5].

de donde
' “  q ~ \ ~ '

Esta fórmula manifiesta que
^  los términos de una, 'progresión por cociente es 

■ígnea a La diferencia entre el ultimo término multiplicado por la
^Te l̂a unida2^^^^' exceso cíe la razón so-

Si la progresión es decreciente, los dos términos del valor 
üe A serán neg*ativos;'por consiguiente el cociente es positivo 

bi queremos que dichos términos sean siempre positivos de
beremos restar la igualdad [5] de la [4], cuando la progresión 
sea decreciente, y la suma será ®

_ a — uq
' ~  l ~ q  •

E jemplos.
1. Calcular la suma de los G primeros términos de la p'ro-

■̂ M : 4 : 16..■....
El último término será 4** =  1024: luego 

1024.4 — 1
^  = -----Í IT I---- ^ =  1365.

2. " Calcular la suma de los 5 primeros términos de ta pro^greston ^
128 ; 64 : 32 .........

El último término será 128 . =  8;

128 — 8 .luego >S' =
1 - 4 -

=  248.



193. TiioiiEMA.. Las potencias, enteras y positivas, de un 
número mayor qae la vnidad, crecen, si crece el exponente, y 
pueden adquirir un valor tan grande como se quiera.

Sea íi un número mayor que 1.
Si consideramos dos potencia.  ̂sucesivas n" ,̂ nP* ,̂ sabemos 

que la segunda es igual á n ^ x n ;  pero siendo el multiplicador 
n mayor que 1, el producto nr*' es mayor que el multiplicando 
nP, lo que demuestra la primera parte del teorema.

Si representamos ?í por 1 -ha, tendremos
p(p — l)

3 6 1

np-= ( l -h a )p = l -h p a 1 .2
a^-h....-haP

es evidente que el segundo miembro es mayor que 1 y 
como dando áp un valor suficientemente grande, el producto 
pa podrá ser mayor que cualquiera cantidad dada, resulta que 
1-h pa, y  con mayor razón nP podrá adquirir un valor tan 
grande como se quiera.

194. Teotiema.. Las raices de un número mayor que La uni
dad, disminuyen, si aumenta el indice, y tienen la unidad por 
limite.

Sean \/ a y ( /« dos raíces de la misma cantidad; decimos

que si í?>  1, será {/a <  / «  .
En efecto: siendo a~^ 1, la raiz del grado m de a debe ser 

mayor que 1; porque la raiz de un grado cualquiera de 1 es l.y  
es evidente que si un número aumenta su raiz también aumenta.

Si hacemos {/a — r, tendremos r > l y  a =  r .

Ahora bien: {/íz no puede ser igual ni mayor que j/ íz
Hí + rt m*n

pues si tuviésemos [/a = r  ó [/a "^-r, 
seria a =  r '’̂ *”’ ó
y como a =  resultaría una de las expresiones absurdas [193

e¡> m + ii 
«t+n

Ó

luego j/íZ <  / í t .
Demostremos ahora que \/a  tiene por límite inferior la uni

dad, si el índice aumenta indefinidamente, esto es, que



tn_
1/  « - 1  <  ¿ , 

te n  p e q u e ñ a  com o se q u ie ra ,
^  e lec to . ¡Jara que la  d e s ig u a ld a d  a n te r io r  se ■\5e rif ia u e

e o n m ^ r u f t S :

■ni____

< l ^ d ,
ó ( IH -

Tuedeldtn^^^ u n id a d  J a  p o te n c ia  {\-hd]-^
n ú m e ro  [193]; lu e g o

lím .d ep ^ '=: l.

J m r o  a m n eÍT k  t p T
Fn (̂̂ í̂per/ueSio como seq  tmra
En efecto: sicousidGramoslaspoteneiasíí,í> y ?^i>^^tendSs

ízi''« = íií»X í¿

L?que"el ritqjlicam fo " í " " '
A dem as, todo n ú m e ro  m e n o r que 1 p u e d e  e sc rib irse  e n  la  

fo rm a  —, donde  a s e rá  e n te ro , fra c c io n a rio  ó in c o n m e n su ra b le , 
p e ro  m a y o r  que 1.

Si e le v a m o s  -  á  p o ten c ia s  cuyos e x p o n o n te s  crciican in d e -  

q u í e t " y  fo'm o ta n  g ra n d e  com o se

á  s e r  m e n o r  q u e  c u a lq u ie ra  c a n t id a T S g n a b f e ? ' '“ “ ™

dad. nvmcro 'menor que la wd-aaa, crecc?̂  sz anmenla el indine, y tienen la vanidad por limite.

Sean \/a y \ / a dos raices de la misma cantidad, decimostmxM '
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m
que si í2: < l ,  será \/\t >  y'a

m e n f r o í l T v t n n ^ l < ‘’ J^ prado m de « debe ser
y es evidente oop̂ q n cualquiera de 1 es 1.
minuye  ̂ ‘'^'«^'inuye su raíz también dis-
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Si hacemos :=r, tendremos ;*< l y a =  r  .

Ahora bien: ¡/a no puede ser igual ni menor que ¡/a ,piies
1/14-li III-in

si tuviésemos = r  ó i /a  <C.r.
seria a =  6
y corno ÍÍ =  r  '‘, resultarla nua de las expresiones absurdas [195]

' n () ff* Í ’•n •
TU

luego ( / .

Demostremos ahora que tiene por limite superior la 
unidad, si m aumenta indefinidamente, esto es, que

w_
1 — {/a <^d,

siendo d una cantidad tan pequeña como se quiera.
Kn efecto: la desigualdad anterior se verificará siempre que 

se verifique la siguiente: *
d<:. \/a

ó (1 — a;
pero siendo 1 — menor que la unidad, la potencia (1—d)*>̂ 
puede adqnirij' un valor menor que por pequeño que sea este 
número [195]; luego

Hm. de\/ a == 1.
197. Si en la fórmuhi

.y a — uq

que da la suma de los términos de una progresión geométrica 
decreciente, se sustituye n por su valor se convierte en

a — üf/'’* 
\ — q

Siendo <7 <; 1. (d valor de y p o r  consiguiente el de 
d'.sininnyc á medida que aumenta el número de términos de la
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progresión, pudiendo llegar á ser menor que cualquiera canti
dad asignable; luego si n es infinito será =  y

’

\  emqs, pues, que la suma de los términos de una prooresion 
geometnca decreciente, continuada al infinito, es igual al pri
mero dividido por el exceso de la unidad sobre la razón. ^

E j e m p l o s .

I.” Sea la progresión
^  1 : —  : i  : A . ■

a a?- o? .....
La razón es — , luego

a ~ \

2.“ Convertir 6n ordinaria la fracción periódica
0,4343 .......

p i o g S n ' de los tér-
^ 0,43 : 0,0043 ; 0,000043 ........ ,

cuya razón es 0,01; luego
^ _  0j43 __ 43

i^ o 7 ó r
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CAPITULO SEGUNDO.

LO G A R IT M O S.

I .—M e a  g e n e ra l  d e  los lo g a ritm o s .

198. Si consideramos dos progresiones
ff 1 : ^ : (̂ 2 . ^5 . ^4 . . ^6......
-r 0 . r . 2r .^r  . ir  . !Ór . 6 r  

la primera geométrica y principiando por la unidad, y la se
gunda aritmética y empezando por cero, se observarán *en ollas 
las siguientes propiedades:

l.° El producto de dos términos de la progresión geométri
ca es un tm-nuno de la misma, puesto que ésta contiene todas 
ias potencias de la razón; y la suma de dos términos de la pro- 
gre.sjon aritmética e.s un término de la iiiisina, puesto que ésta 
contiene_ todos los múltiplos de la razón.

^ “ Si se suman dos términos de la progre.sion aritmética v
se multiplican los correspondientes de la geométrica, la suma 
y el producto son términos corre.spondientes de las respectivas 
progresiones. ^

En efecto; si y  sondes términos de la progresión 
geométrica, mr y m'r serán los correspondientes en la aritmé- 
tica;_el producto de los primeros es que ocupa en la pro
gresión geométrica el lugar m m' -+-1, y la suma de los se
gundos es (w-hm') ?•, que también ocupa'en la aritmética el
lugar 1.

De estas do.s propiedades se dedüce que para multiplicar 
dos lermnos de la pi ogresiou geom,Hrica, Oa t̂a sumar tos cor- 
responckentcs de la aritmética, y el término de la primera ccr- 
^peiklo^''^  ® suma, leída en la segunda, será el producto

I Si las progresiones son
1 : 3 ; 9 : 27 : 81 : 243 : 729 : 2187 : 6561 : 19683 .....

t O . 2 . 4 . 6 . S . 10 . 12 . 14 . 16 . 18 .....
y queremos bailar el producto 27 x  729. sumaremos los tér- 
minus correspondientes 6 y 12 de la progresión aritmética, y 
el numero 19683, que corresponde á la suma 18, es el producto 
de 27 por 729.



199. Para que las propiedades ennnciada. î en ol miinero an
terior se verifiquen, e s  n e c e s a r i o : 1.“ qui‘. ia profjre.sion //eomé- 
trica contenga nn término igual- 0. 1 y la o-rilmclica uno igual 
a 0; 2° que estos términos lyQ  se correspondan.

En efecto: si a es el primer tér.jiino de una pr(‘gTesioii po.i 
cociente y  ̂la razón, dos términos cualesquiera estarán repre
sentados por y para que el producto

(l=¡qm+m'
de estos términos pertenezca á la yirogresion, es nece.sario que 
tenga la forma general aq’̂; esto es! que se verifique la igualdad

siendo n im núm.u-o entero cualquiera.
De esta igualdad se deduce

— qn̂
Ahora bien, + es un término de la progresión que em

pieza por a; luego su igual q’̂ debe estar entre los términos de 
la misma; por consiguiente, para que el producto de dos térmi
nos de una progresión geométrica pertenezca á la progresión, 
es necesario que haya entre los términos de ésta uno de la for
ma pero ios términos anterioi’e.s á son q"'^ q*̂ -̂ .....etc.,
luego llegaremos necesariamente á uno de la forma q^-»=q'^=\.

Del mismo modo se ve que si a -f-mr ya~¡~m'r son dos 
términos de una progresión aritmética que empieza por a, la 
suma

2a -j- (m -f-we') r
pertenecerá á la progresión siempre que so verifique la igualdad 

a-h(m-i- m') r =  nr. .
esto es, siempre que la progresión contenga un término de 
la forma nr; pero los términos anteriores á nr son

(?i — 1) r, [n — 2) r .....etc.
luego llegaremos á uno de la forma [n — 7i) r — 0.

Para demostrar la segunda parto del teorema, supongamos 
las progresiones, que contienen los términos 1 y 0 respectiva
mente

^ ......... : : ....... : q*n' ; ........
V ........... n r ............ nJr ..........

Observando que el exponente de ^ y el coeficiente de r au-
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á cada término, se comprende que el pro-

dista m  lugares de y la suma
nr -h n'r =  [n -f_

í l í n . í l  ^ para que el producto v la suma se cor
respondan es, pues, jíííctfí^no que m ~ n ;  pero en tal casn p1
¡ f 7 Z r  ^"1' y ■‘̂ » eoíripondíente ¿  distade 0 otios ?;j lugares: por consiguiente, los términos 1 v 0 se corresponden necesariamente. i y u se

»"«? «raen las propiedades del nú- 
mero 198, losteinunos de la aritmética se llaman lonaritmn<¡
^ ?? geométrica. Diremos, puL,

t.o g a iiit m o s , los té rm in o s  de u n a  p ro n re s io n  a r i t -
I d l t t r ,  po^’ <^f0, correspondientes i  los de o tra  oeo~m étrica , que em pieza  p o r  la  u n id a d . o tra g e o

Asi en las progresiones
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tenemos 
log 1

f
2r

f
3r nr

0, log ^ =  r,
1. , Ö1 pudiéramos formar una pron’resion'íreoméfi-ií'i mií» 

S :n Ò s “e ^ íf  h»Ilariín>os su s" re? ;;S v cst!

—. posible formar dicha progresión.
entre^S?Sn«°tr,í ’limero m de medios proporcionales
iréti-icn^^it^r^ consecutivos de la progresión geo-^-^^iica. la razón de la nueva progresión que resulta será

Vq [190]; por consiguiente si a es un término de ésta, el si
guiente será  ̂ , y la diferencia entre ambos

/«
m f 1 a \\/qT - l ) .

niiipi*a “  1 tendrá un valor tan pequeño como se
quteia, SI hacemos a m suhcienteinente grande, esto es, si in-



terpolamos suficiente número de medios proporcionales, porque
m  + l

tiene por limite la unidad [194 y 196]; luego la diferencia
/m + l N

<^\/ <l — 1/
entre dos términos consecutivos podrá ser tan pequeña, que 
permita consiiJerar la progresión geométrica como una série de 
términos que crecen de una manera continua 6 por grados in
sensibles, y entre los cuale.s se encuentran todos los números 
mayores que 1.

interpolando entre cada dos términos consecutivos de la 
progresión aritmética, tantos medios diferenciales como medios 
proporcionales se hayan interpolado entre cada dos términos 
de la geométrica, se hallarán los logaritmos de los números que 
ha originado la primera interpolación.

Si queremos obtener los logaritmos de los números menores 
que 1, conseguiremos que estos números formen parte de la 
progresión geométrica prolongando ésta hácia la izquierda, 
para lo que ô asta dividir cada término por >a razón: y obten
dremos los logaritmos respectivos prolongando igualmente la 
progresión aritmética en el mismo sentido, lo que se logra res
tando la razón de cada término.

Por este medio se obtienen las progresiones
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i. . L -
........  (f' ' ' q

^ ........—  n r ..........—  Zr . —2r . —  r  . 0 . r  . 2 r . .........nr. . .,
donde se ve que los números menores que 1 tienen logaritmos 
negativos.

Las anteriores consideraciones manifiestan que iodo número 
tiene un logaritmo. Sin embargo, la continuidad perfecta de la 
progresión geométrica, si bien se concibe, no puede alcanzarse 
prácticamente, por lo que, en la mayoría de los casos, no forma 
parte de dicha progresión el número cuyo logaritmo se busca; 
pero como al menos se hallará comprendido entre dos términos 
consecutivos de la misma, podrá tomarse el logaritmo de uno 
de ellos en lugar del verdadero, cometiendo un error menor 

r
que la razón  ̂ [184] de la progresión aritmética, que será
tan pequeña como se quiera si damos á m un valor suficien
temente grande.
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nr
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bi?se P^den escn-

t  ■ -  V  • -  •■ V  = C  1 = í  = ?^ = ? » :• • • :? » : . .  .-  ■ ■ ■ -ir  . - - I r  , - r  .D . r  .-Ir . ‘i r ........
aciendo ahora 5' =  «M oque siempre es posible, puesto 

que esta igualdad se tra^orma en ,/  a, y podemos represen- 
tar por a el valor de /  q, las progresiones serán
y  ... : í5-»>' : ... ; ( I - Z r  ; ^-2v : J ; ¿jr . ^2r . ^8>- ;

: -  2r . _ .  0 . j. . 2;̂  . 3?- .
aonae vemos que

log«-s^ =  _ 2 r ,  log«3.- =  3,, io g „ „ .-^ ,,^

£ í s , a

c m flZ lp T p fJ )  S071. los expomnles de las%oien-

203. Sea la ecuación =  y.
® es un número constante, cada valor Dartirnlflrrin -para y  otro valor, y á cada valor de y  coiTesponderá

tes nna 'lfr ^ Cantidades variables- dependan ’tes una de otra, y los valores de x  correspondientes -i le. a “ 
son los logariteios de estos últimos. 1°® de y

Pero es evidente que si a cambia de valor á un -
mero y  corresponderán diferentes valores de » esto ? s ^  
mero puede tener diferentes logaritmos ’ ’

que la u n f S “ '’" “ *3'or 6 menor

P rim er  caso, a > l . Sean m y  m +  —  dos valores sucesi-
u



vos del exponente decimos que si la diferencia entre estos va
lores es suficientemente pequeña, esto es. si n crece lo bastante, 
la diferencia entre los valores correspondientes de la función,

que son íí y íí « , sera menor que cualquiera cantidad asig
nable, por pequeña que sea.

En efecto: la diferencia éntrelos valores de la función es
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[W'’ — 1) (t/íí  — ij.
y siendo ^  1 esta diferencia es positiva, lueg’o si el exponente 
X crece la función crece también.

Pero si?i es suficientemente grande, la cantidad \ /a '— 1 
será, tan pequeña como q u e r a m o s  [194J, y su T ) r ü d u c t o  por rz”* l o  
será también.

Además, si íp =  O, tendremos ap ~  1:
00a?=Go. será a =oo[193];y si

luego cuando £t >  1. H x creae de una manera continua desde 
ciíao hasta infinito, a® ctece de una manera continua desd; uno
h a s t a  INFINITO.

Supongamos ahora que se den á x  valores que crezcan ne-
—- dos valores sucesivos. tv j

de x; los correspondientes de la ' función serán
gativamente, y sean — -~{m

ndientes i

a ya 1ó bien —  V " 1

a

que restados dan
‘¿n + —

; como esta diferencia es positi-

va, es claro que la función W' disminuye cuando el exponente x 
crece negativamente.

Además, si n es suficientemente grande el numerador 
«i + d_n m , ' •

a — a sera tan pequeiio como se quiera, y con mayor ra
zón lo será también la fracción, toda vez que su denominador 
es mayor que 1.



Pero SI a: =  0 será a -=  1: y si el valor absoluto de a. es in
finito, la función « =  =  i  adquiere el valor cero; luego
cuando ̂  >  1, si x crece nez/ativamente y de um  manera cov/i- 
nua desde cnuo hasta el iN-riNiro nmoativI  la f a S n  ^ ¿ i s ^  
nape de ima manera continm desde l'no hasta ceuo.

l '̂ í̂'^unamieiitos análogos á los ante
riores, fundados en los teoremas de los números ¡1061 flOól de 
muestran que x cm . de ana manera
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E s c o l i o s .

de ver que la función a^ puede adquirir 
todos los valores comprendidos entre cero é infinito, luef?o to
dos los números positivos pueden considerarse como potelicias 
positivas ó neptivas. de un número constante; por consi
guiente; todos los numéros positivos tienen loqariimo^

iif r e f t fa Z  y
Puesto que las potencias sucesivas de un número negativo 

serian unas positivas, otras negativas y otras imaginabas ?
la función no%ariaria''de una maíeia contí- 

nua. Además es evidente que la unidad no puede ser base de 
ningún sistema, porque todas sus potencias son iguales á 1

En efecto: si en la ecuación a^ =  y, se hace » = 0 , será a  ̂=  l, 
l«ego lo g l =  0;
y si hacemos x =  l. será a^= a,

l0gÆ =  l.
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i l . —I*ro|iÌciltules ^ e n c ra ic s  de los losarlliiioi^.

logariimo de un producto de varios fac
ióles es igual a la suma de los logaritmos de los factores ^  

bean y, y , y" ... vanos m'iineros, x, x \ x" sus loe-aritmn«
respecm os en el sistema cuya base es íz. Tendremos ^ 02] ^

a^' =  y', a '̂' =  y”,.....;
multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta

QX̂-X' ^  yylytt.......

H»“í  J T T  9“® f  +  eleipoiienfe déla poten-
; luego ® •’* producto

log" =  X x '  X’̂ ......;
pero siendo x, x', x"..... los logaritmos de y, y', y \  ig io-nal 
dad anterior se convierte en ......

loí? !>;/.<...).= log y +  log y' -f- log + .....
207. Teorem a . El logaritmo de un cociente, es inual al lo 

garitmo deldtvidendo menos el logaritmo del divisor ^
bean y  el dividendo é ; /  el divisor, x y x ’ los logaritmos de 

estos números, y« labase del sistema. Tenemos las igualdades
íZ« =  y, a^' =  y',

dividiéndolas ordenadamente, resulta

V' 
V^ =  log — log y.luego \ o g - ^ = .x ~ x '

208. T e o r e m a . El logaritmo de una potencia cualouiern do
Í fc T ^ n Z e V ír ¡ o tn t ír ''”'°  por

Sea y  el número, » su logaritmo. Tenemos la igualdad
=  y;

elevando ambos miembros á una potencia cualquiera m, será
((,mx ~  ym.

luego ¿ lo g ^’« =  j;ílog 2/.
209. T e o r e m a . El logaritmo de la raíz de un número es



igv,(d al logaritmo dei nùmero dividido por el indice de la raiz. 
Sea y  el nùmero, x  su log-aritmo.
Tenemos la igualdadj

=  y;
extrayendo la raiz m de ambos miembros, será
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=  i/y ,
X
m

, ”*— loff y_
de donde log \/ y  =

210._ E_n virtud de las propiedades anteriores, las operacio
nes aritméticas se simplifican considerable.mente, por el em
pleo de los logaritmos.

Se ve, en efecto, que para hallar el producto de varios nú
meros bastará samar los logaritmos de los factores, y buscar el 
número correspondiente á esta suma; y q'ue un cociente se ha
llará los logaritmos del dividendo y divisor. Todavía
son mayores las ventajas cuando se aplican los logaritmos ála 
elevación á potencias y extracción de raices de todos los gra
dos, puesto que estas operaciones tan laboriosas, se reducen 
respectivamente á multiplicaciones y divisiones muy sencillas.

m « —^'on»(lruooion <lc Ins InbltiK d e  lo,enrilnio<it, y p ro p ie d a d e s  
parlio iilarcM  de lo s  l<»^arÍlinos d e  Ifirl^^cs.

211. Unas tablas de logaritmos es la reunión de los números 
enteros desde uno hasta 10000, lOOílOO etc., y de sus correspon
dientes logaritmos en un sistema dado.

El sistema que ha merecido la preferencia es aquel cuya ba
se es 10. LovS logaritmos en e.ste sistema se llaman logaritmos 
ordinarios^ tabulares ó de Briggs. ^

212. T e o r e m a . Puraque el logaritmo ordinario de un nú
mero conmensurable sea conmensurable, se necesita y hasta que 
el número sea una potencia de la base 10, cuyo exponento sea 
entero, positivo ó negativo.

En efecto: sea ?2'un número conmensurable.

1 La invención de los logaritmos se debe á Juan Neper, barón es
cocés, que publicó su teoría á principios del si l̂o XVII.

Henri Briggs, profesor rie Oxford, fue el primero que, á instancia 
de Neper, construyó unas tablas con la base 10. La base de los loga
ritmos neperianes e.s 2,718231828....



En el primer caso el log-aritmo de n es positivo y podrá re
presentarse por la fracción debiendo verificarse la igualdad

10 ® = í i  6 10̂

primer miembra; Te" ^  í “  componen el
, , ?i =  2'-X5«tendremos ’

ó 2í- X 5 p = 2-?X5^?- 
de esta ig*ualdad se deduce ^

P =  rq, p =  sq, 6 r  =  s;
?i =  2'-X5^ =  10»-, 

potencia positiva de 10.
S ities menor que la unidad, podrá representarse por la 

fracción irreducible j ,  y su lo^-aritmo será negativo. Repre

sentándole por — L  se tendrá

10 ó 10 '= - ? ! ,  6 =
de donde [Aritm. 146.] '

l = r t í ,  \dP =  b9.
íg-ualdadcs se deduce « =  l. v lase-

potenci?nStivn^H^” in^ yisto en el ])rimer caso, que i  sea potencia positiva de 10, por ejemplo 10''; luego
n : = - ^ = l , . r

potencia negativa de 10.
Para demostrar que la condición del enunciado es suficiente,
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supongamos quo el número n sea potencia entera de 10, y  lla
memos;? al exponente de dicha potencia; según esto tendremos

n ~ l O P ,

donde vemos que el logaritmo de n  es p ,  número conmensu
rable; que seri positivo si es mayor que 1 y negativo en el 
caso contrario.

Asi, log 100=0, log 10 1= 1, log 10 2= 2, log 10 3 =  3...
log 10-i=-l, log 10-2=:-2, log 10-3 =-3... 

ó sea log 1=0, log 10 =  1, log 100= 2, log 1000 =  3 . . .

l o i . i = - l , l o g i = . 2 , l o g ^ = - 3 . „
213. Acabamos de ver que las potencias enteras de la base 

10 son los únicos números conmensurables que tienen logarit
mo conmensurable, y que òste es igual a! exponente de la ])o- 
tencia. Veamos, ahora, de qué modo podrán calcularse los lo
garitmos de los demás números.

Supongamo.s que setrate de hallar el logaritmo del nú
mero 2.

En el sistema de logaritmos de Briggs, las progresiones son
1 :• 10 : ion : 1000 : 10000.....

. ■ 0 . 1 . 2 .  3 , . 4 .....
Hallándose el número 2 comprendido entre 1 y 10, su loga

ritmo lo estará entre 0 y 1; si hallamos mi medio proporcio
nal entre 1 y 10, y un medio diferencia! entre 0 y 1, tendremos 
las progresiones

1 : 3.162 : 10....
4 0 . 0,.5 . 1 ...

Como el número dado está comprendido entre 1 y 3,162, su 
logaritmo lo estará entre 0 y 0,5; hallando un medio proporcio
nal entre 1 y 3.162 y otro .diferencial entre 0 v 0,5. resultan las 
progresiones

1 : 1.778 : 3,162....
V 0 . 0.25 . 0,5 ....

Ahora el número 2 se encuentra entre 1,778 y 3,162, vsu 
logaritmo entre 0,25. y 0,5.

Si se continúa interpolando un medio proporcional entre 
cada dos números que contienen al dado, y á la vez uno dife
rencial entre los h>garitmos de aquellos, se llegará á encontrar
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dos números, uno menor y otro mayor que 2, cuyos logaritmos 
se diferencien en menos de una décima, centésima, milé
sima etc., y tomando uno de estos para logaritmo de 2, el error 
sera menor que una de las mencionadas diferencias.
^ Asi, después de once interpolaciones, se encuentra el número 
2 comprendido entre los medios proporcionales 1,990 y 2,001 y 
su logaritmo entre los diferenciales 0,3008 y 0,3013, que se di
ferencian en menos de una milésima; luego

log 2 =  0,301 
con un error menor que una milésima.

Del mismo modo podrían determinarse los logaritmos de 
los demás números primos menores que el limite de la.s tablas; 
V después sumando los logaritmos de dos números primos se 
hallarían los de los compuestos, quedando asi formada una ta
bla de logaritmos.

Debemos advertir que este procedimiento sójo sirve para de
mostrar la posibilidad de construir unas tablas de logaritmos' 
en la.s Matemáticas superiores se estudian otros mucho mas breves.

214. Una vez determinados los logaritmos de los números 
en un_ sistema cuya'base es a, se puede hallar los logaritmos de 
los mismos números en otro sistema de base A, sin repetir los cálculos.

En efecto; sea % un número, x  su logaritmo en el sistema de 
base í?, x' su logaritmo en el nuevo sistema de base A; tendre
mos evidentemente

, — A ■'̂’ =  91,
de donde ' a^ — A^'.

Siendo iguales estas cantidades, también lo serán sus logaritmos, esto es, ' ' ®
X log a =  x' log A; 

pero loga — 1;
luego x= :x 'io g A  ó x ' ~ x x  — ^  ■

Según esto, dado el logaHlmo de un número en un sistema, 
se obtendrá el logaritmo del mismo número en otro sistema, mul- 
tipheando el logaritmo dado por una fracción que tenga por nu
merador la unidad y por denominador el logaritmo dé la nuera 
base tomado e7i el primer sistema.

Esta fracción recibe el nombre de mòdulo.
215. Ijos logaritmos ordinarios de los números que no son
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potencia de 10, se expresan aproximadamente por medio de 
fracciones decimales. La parte entera de un logaritmo se llama 
característica, y la parte áecmini mantisa.

Tkorema. La característica del lor/aritmo de un número ma
yor quel, consta de tantas unidades menos una, como cifras 
enteras tenga el número.

Todo número de Í2. cifras entarasque no es potencia de 10, 
es mayor que 10 ‘  ̂ y menor que 10 '% y su logaritmo estará 
comprendido entre los logaritmos de estos números, que sou 
n ~ \ y  n; luego la parte entera de dicho logaritmo será n — \.

Asi. la característica del logaritmo de 4527,8 es 3; puesto 
que siendo 4527,8 nüiyor que 10'' y menor que lOK su logaritmo 
será inavor que 3 V menor que 4.

De aqui se deduce evidentemente que un numero tiene tan
tas cifras enteras mas una, como unidades tiene la característica
de su logaritmo. . . . . x-

Asi, cuando la característica es 0,1, 2, 3, el numero tiene 
1, 2, 3, 4, cifras enteras.

210. Teorema. /V?' un número a se multiplica o se dveid 
por una potencia de la base 10, la caracteristica de su logaritmo 
aumenta ó disminuye en tantas unidades como tenga el espo
nente de dicha potencia, y la mantisa no rana»

Tenemos, en efecto:
log {a . 10’̂ ) =  log a -i- log 10» == log a +  n 

y log {a : 10”) =  log a — log 10” =  log « — n. 
donde vemos que multiplicando ó dividiendo íípor 10», su lo
garitmo aumenta ó disminuye en n unidades enteras, que se 
agreg’arán á la  característica ó se restarán de ella, sin que va
ríe la mantisa.

217. CoiiOLARio l / ‘ Guando dos números están escritos con
las mismas cifras, colocadas en el mismo órden, y por consi
guiente solo se diferencian en el lugar déla coma, sus logarit
mos tienen igual mantisa. . , , . T 1 APuesto que uno de aquellos es igual al otro multiplicado o
dividido por una potencia de 10.

\sí. los logaritmos de los números
827,5. 82,75, 8.275

tiene igual mantisa, siendo las características 2, 1 y ü.
218. Corolario 2." Si la característica del logaritmo de un 

número aumenta ó disminuye en n unidades, el numero .se mul
tiplica 6 divide por 10”.
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I V . - t t l8 p o w c i« „  y  HHU dv  la^  la b ia s  ,¡e loffa riliuoN.

rilmo. entero, hallar siiloga-

de Va?queTQue¿o®ül^^^^^  ̂ log-aritmso
mos de los números i contiene los logarit-
decimales, “ desde 1 hasta 20000 con seis cifras

entero, pueden ocum> tr^s  ̂c asS  de un número
l ’o ,9'̂ ® el nújnero sea menor que 2000.

Que esté comprendido entré 2000 y 20000
220

me7ior qve 2000.̂ '̂ '̂̂ * logaritmo se lusca es

ticales,^esSeíL’ŝ V s^eit!lida^ columnas ver-
números enteros defde t) W ta  í  ""‘1 í««
ros, en columnas masaucli-i' ' ' ' i'*" de los núrne-
Log., suslogaritm í̂^pec^^^^^^^^^  ̂ abreviatura

ñas de nVmfros'ienlSb/rconTfletía «í>s colum-
qmerda eu cada llana v a  ni iltH  P!’*“*'"'“ ¿e la iz-
coluiniias. Todas las d^m lrnSíias T !  " í e ' ' '" ■‘■"'’«s 
presentan dichas dos col™, L i  o» «I® la tabla,
repeMos los enteros , l e J e m  lis ta  l ' m '

bias un m ile l^nm o? qu“ 2m  encontrar en las ta-

«  fe ¿fea«
W  c »  la^breviatura lo /o .

que aprendiínlnllnljarilf “"'•«¿s. 1,03 alumnos
otras mas extensas y voluminomfelml J.,"'? 1 ™Pl®»r
t̂ e¿, puesto que la disposición es Ú m?= ’  ̂ * ^generalizadas de Pe
que se descubren á primera vista. ' '- ^d^o ligeras variaciones



su log'aritmo.  ̂ En cuanto á la característica, se determina por 
el principio del número 215.

Prpponíráiinnos. por ejemplo, hallar el logaritmo de 563.
Ante todo e.scribireinos la caracterUtica, que es 2; buscare

mos después el número en la columna N.. llana izqaierda. y 
á su derecha se encontrarán las cifras 750503 que constituyen 
la mantisa.

Por consiguiente.
log 563 =  2,750508.

Sea el número 1417.
La característica es 3; las dos primeras cifras de la mantisa 

no están escritas, pero se toman las del logaritmo completo an
terior, que son 15; las cuatro últimas son 1370; luego

log 1417 =  3,151370.
221. S e g u n d o  c a s o . El número dado es mayor que 2000 y 

menor que 20000.
Prescindiendo por el momento de una cifra dé la derecha, el 

número que resulta se encuentra en las tablas. Se buscará este 
número en la llana de la izquierda, si la cifra de que prescindi
mos e.s menor que 5, y en la llana de la derecha si (íicha cifra 
es 5 ó mayor que 5, y á la derecha del número, en la primera 
columna, se turnarán las dus primeras cifras de la mantisa, 
como en el primer caso. Para hallar las cuatro restantes es ne
cesario fiiarse en las columnas que tienen á su cabeza y piólas 
cifras 0, l, 2. etc. hasta 9, impresas en caractères gruesos, y 
buscar el resto de la mantisa enfrente del número, pero en la 
columna que tiene ásu cabeza y pié la cifra de que se ha pres
cindido.

Sea, por ejemplo, el número 12363.
Prescindiendo de la cifra 3, buscaremo.s en la llana de la iz

quierda el número 1236. y á la derecha de éste encontraremos 
dos cifras 09 de la mantisa: después, en la linea horizontal del 
número 1236 y columna de la cifra 3. de que hemos prescindido, 
se encuentran las cifras 2124 que coinnletan la mantisa; por 
consiguiente

3 7 9

La rnaatisa tieno sicmpra s e is  cifr.as; Us dos primeras se repiten 
varias veces, por lo que S3 Inn oinibi lo en, la m\yor parte de los loga
ritmos, y se eaeuentr i su lugar en blaieo. Ouando suceda esto, se 
tomarán jiara dos primeras cifras las del logiritmo anterior mas in
mediato que está completo; lis  cuatro últimas siempre se oncuontran 
enfrente del número.
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log 12363 =r 4, 092124.

Sea el número 9487
“ “ “ '*«‘■«‘=1“̂  el número 048 y ha-

U o S d e l ‘’Súm’’e r9 4 8  f  S lum n: “efv f  ’í“'cifras restantes 7129; luego úel 7, se encuéntrenlas
log-9487 =  3, 977129.

l"or ejemplo, SI queremos hallar el los-aritmo de fi4=íS eK 

log 6458 =  3, 810098.
1 1 a , 20000.

6487, 35.

propiésfo'íliy“ por t n ” ¡“ u 'ientt’r  3'>e el del

íTliZr7s!‘cm7aY¡Í̂ e¡Z'̂ ^̂ ^̂  
^ < ^ yordifereSa% ¡TceÍ¡tlZ:^ ^ ^ ^ ^ ^ ^  1000

Tin nuestro ej'emplo tenemos
log 6488 =  3,812111 
log 6487 =  3,812044

0,000067,



, 3 8 1
lo que manifiesta que si 6487 aumenta en una unidad entera su 
ogaritmo aumenta en 67 unidades del último órden ^ im a l  

luego, según el principio anterior, si 6487 aumenta en
0,01, 0,02, 0.03 etc

su logaritmo 3, 812044 aumentará en ’
0,01X67, 0,02X67, 0 03X67 ptr

unidades del último órden; como actualmente el número au
menta en 0,3o, el aumento de su logaritmo es

, M • 0,35X67 =  23,45unidades del ultimo órden.
Luego log 6487,35 =  3.812067,

despreciando las cifras que siguen ála sexta.
Ahora bien, el logaritmo del número propuesto 6487.35 se

T . log 648735 =  5,812067.
Las dnerencias entre los logaritmos de dos números conse

cutivos se encuentran eu las tablas en columnas, señaladas con 
la abreviatura la derecha del logaritmo menory^^^^^^^
ben el nombre d ife re n c ia s  tahU ares.

begun acabamos de ver, para hallar el loaarilmo de un nii-

//• '»na.nlisa d e lio g a r ih n o  de esta  p a r le  entera-
i r 'l i l i l Í lT  ^  por la parte decimal separa-da, y anadiando el producto a la mantisa hallada en ¿as labias, 
se tendrá la mantisa que se busca. La corac(eri.<!lica se obtiene 
por medio de ' teorema del número 215.

E j e m p l o s .
1." Hallar el logaritmo de 325845. 
oeparando dos cifras decimales, resulta. . . . 32.58 45
La mantisa del logaritmo de 3258 es..................  51295*1
La diferencia tabular 133 mnltmlicarla por 0,45 

ua, prescindiendo de las cifras decimales.................  60
o « a 1 . Luego, log 325845 =  5.5Í301T2^ Sea el número 18726493.
Separando tres cifras decimales, resulta. 18726 493
La mantisa de log ia726 e s . .......................  272445
La diferencia tabular 23 multiplicada por 0,493
........................................................................  11

Luego, log 18726493 =  7,272456 '



223. Para multiplicar la diferencia tabular perla parte de
cimal separada con la coma, pueden emplearse las tablitas au
xiliares llamadas de las partes proporcionales, que impresas al 
márgen de las planas, contienen los productos de las diferen
cias tabulares por cada una de las cifras 1, 2. 3,........ basta 9;
de modo que se encuentran en ellas los productos parciales de 
la diferencia tabular por cada cifra de la parte decimal sepa
rada, lo que evita el trabajo de formarlos.

Así, para hallar el logaritmo de 325845, empleando las par
tes proporcionales, escribiremos la mantisa correspondiente al 
logaritmo de 3258, y buscaremos los productos de la difei-encia 
tabular 133 por las cifras separadas 4 y 5. que son respectiva
mente 532 y 665, los que se escribirán debajo de dicha mantisa, 
pero teniendo cuidado de correr el primero un lugar á la dere
cha, porque representa décimas, y el segundo un lugar mas, 
porque representa centésimas. Sumando y despreciando las ci
fras decimales que siguen á la sexta, se obtiene el logaritmo 
pedido. •

La Operación se dispone así:
Mantisa de log 3258. . . . 512951
Dif. tab. por 0,4.......................  i)32
Id. id. por 0,05...................... 665

Suma........................................“ 'STMÍÓSB“̂
Luego log 325345 =  5,513011.
Sea el número 18726493.

Mantisa de log 18726. . . 272445
Dif. tab. por 0,4 . . .
Id. id. por 0.09. . . .
Id. id. por 0,003.. . .

Suma....................................... “272456339 ‘
Luego log 18726493 =  7,272456.

224. P roblema 2.“ Dado un logaritmo hallar el número 
correspondiente.

En la resolución de este problema distinguiremos dos casos:
1. que la mantisa del logaritmo dado se encuentre en las ta
blas; 2. que'dicha mantisa no se encuentre en las tablas.

225. PapíER CASO. La mantisa del logaritmo dado se en
cuentra en ¿as tablas.

Se buscarán las dos primeras cifras de la mantisa en la co
lumna log. 0; descendiendo después por la misma columna, se
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busca mia línea que empiece por las dos cifras siguientes de la 
manUbfi. ó por dos cifras que conipong’an un número menor v 
lo mas próximo posible al compuesto por aquellas. Recorriendo 
dichalinea de izquierda á derecha, en todaSa extensión de las 
dos llanas, se encontrarán la.s cuatro .cifras últimas de la man-

Hecho e.sto se escribe el número de la columna N que esté 
enfrente de las cuatro últimn.s cifras de la mantisa: á siUerecha 
se pone la cifra de la columna en que se han encontrado éstas- y 
del numero que resulta se toma para parte entera tantas cifras 
como unidades ma.s una tiene la característica [215]. añadiendo 
al ehícto uno ó mas c'U’o.s si Inesen necesarios.
3. 685473"°^^°°°® número cuyo log-aritino es

Buscaremos las dos primeras cifras G8 en la columna loo- o- 
y descendiendo por la misma, hallaromo.s una linca que 
pieza por 48: como la siguiente empieza por 57. número mayor 
que u4. se-recorre la primera de izquierda á derecha, v en la co
lumna del 7 sc hallan las cifras 547:1. FA número de là'columna 
N. seguido de nn 7, da 4847, que es el m'imer.i buscado Z - s
debe tener cuatro cifra.s enteras. ^

Sea el logaritmo 5.180059.
R1 numero 18 y todos lo« comprendidos entre 00 v 30 se en. 

cueiitran en las tablas en dos puntos bastante sepafados*̂  uno 
ántes y otro después del número 1000: conviene en todos los ca- 
sos leer las dos primeras cifras de la manti.sa, cuando no pasan 
de 30. después del numero 1000. Una vez hallado el número 18 
observaremos que va seguido en las tablas de las cifras 0Í ana 
ya .son maye res que las DO del logaritmo dado; en este caso -v en 
todos los análogos, se buscan las cifras restantes de la mantisa 
en la linea swpp.rior inmediata, v se encontrarán precedidas dp ' 
nn asterisco. En el ejemplo actual las hallamos en la columna 
o frente al numero loi:h que con la cifra 8 da 15138: como la 
característica e.s 5. añadiremos nn cero, v 151380 será el nú
mero correspondiente al loo-arifmo dado.

226. S egi-n-do caso. L'í mantisa del logaritmo dado no 9/» 
encuentra en las tablas.

Sea el logaritmo dado 3, 893912.
BusCTndo esta mantisa, por la regla del caso anterior, se en

contrarán dos con.secutivas 893873 y 8939-28, una menor v otra 
mayor que la propuesta, de donde se infiere que ésta no se en
cuentra en las tablas. Los números correspondientes á las man
tisas hallada-s son 7832 y 7833, entre los que debe hallarse el Z -

3 8 3



mero que buacumo.s; para calcular qué aumento experimenta 
el numero 7832 cuando su lop-arìtmo aumenta en 39 uniàades 
delmltimo órdeii decimal, que es la diferencia entre el loíraritmo 
dado y el inmediato inferior délas tablas, buscaremos en és- 

tabular .05, y diremos: si por el aumento de 
O 0000o5 en el logaritmo, aumenta 1 unidad el número, cuando 
merof^^^^“ ’̂* -‘«nienta en 0,000039 /.cuánto aumentará el mw

Según el principio enunciado en el número 222. el aumento que buscamos será x a.*mrmu
0,000039:0,000055 ó 39:55^0,709:

7832'709  ̂ iiúmero correspondiente al Inu-aritmo dado será
De lo expuesto se deduce la regla siguiente:

c¿ número correspondiente d nn logaritmo 
cuando la mantisa no se encuentra en las tablas, se busca en ellas 
U mantisa menor mas próxima à la dada, y se divide la dife
rencia entre ambas por la diferencia tabular correspondiente día. 
menor, taparte decimal del cociente se escribe à la derecha del 
wimero correspondiente á la mantisa hallada en las tablas vse  

tantas cifras enteras como unidades mas una tiene laca- • acteristica.

E j e m p l o s .

1. Hallar el número correspondiente al logaritmo 4, 168130.
Mantisa del log. dado........................... 168130

Id. del inmediato menor............. 168114
Diferencia...........................................  ttt
Diferencia tabular. . . .   qn

, Cociente de 16 : 30 =  0,533. ' ‘ '
Escribiendo este cociente á la derecha del número 14727 

correspondiente a la mantisa hallada en las tablas, y separan
do 5 cifras enteras, resulta el número 14727,533. ^ ^

2. Sea el logaritmo....................  e ’t'qosqp
Mantisa del inmediato menor............ 7̂32555
Diferencia. . , ..................  '----------^
Diferencia tabular.   oa
Cociente de 25 : 80 =  0.3125 ..............  ^
Número correspondiente á ía mantisa

halllada en las tablas.......................  54q2
Luego 5,732580 *= log 540231,25.
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227. La.s tablas de partes proporcionales dan fácilmente el 
cociente de dividir la diferencia entre las mantisas por la di
ferencia tabular.

Para dividir 25 por 80, ejemplo 2.'’, se busca al márg-en la di
ferencia tabular 80, y se recorre la colummi de los ¡iroductos 
hasta encontrar e! número inmediato Inferior á 25, que es 24; 
la cifra 3 de la izquierda, es la primera del cociente. La dife
rencia 1 entre 24 y 25 se multiplica por 10, v se busca en la co
lumna de los productos el número mas próximo á 10, que es 8; 
la cifra 1 de la izquierda es la segunda del cociente. La diíe- 
rencifi2 entre 8y 10 seinnltiplica'por 10. v se bu.sca el número 
mas próximo al producto 20. que es Ifi, y 2 será la tercera cifra 
del cociente. Del mismo modo .se oDtiene la última, que es 5.

228. íhioBLEMA 3.° Hallar el logaritmo ih’, una fracción.
Sea la fracción  ̂ '13
Sabemos [207] que

log 2_
13 =  log 7 — log 13:

siendo el logaritmo de 7 menor que el de 13, la diferencia, ó 
7sea el logaritmo de será negativa, lo que sabíamos ya 

[201J.

Así, log 13 0,845008 — 1,113043 =  — 0,268845.

220. Tratemos ahora de hallar el logaritmo de una fracción 
decimal menor que la unidad.

Sea la fracción 0.004.56.
Tenemos 0,00456 =  4,56:1000; 

luego log 0,00456 =  log 4,56 — log 1000, 
ó log 0,004.56 =  log 4,.56 — 3.

El logaritmo de 4,56 tiene igual mantisa que el de 456. y la 
característica es cero; luego '

log 0,00456 =  0,658965 — 3.
Ahora podríamos restar 0,658965 de 3, y poner ála diferen

cia el signo menos: pero es preferible dejar indicada la su.s- 
traccion, si bien bajo otra forma.

Esta es: 3,658965.
25



n * 386
la f  e l,  inOica ,„e

q u e^ c t:« ! 'e rn ú ^ S t <=>significativa. ’  ̂ P̂ -iesto, la primera cifra decimal
Demostremos allora que siempre sucede lo mí̂ iTin

cando eVnúmSoVadoUMo'^^

propuesto por 10“ su io&aritmn ífn « “^̂ ÎJ’plicudo el número 
las que defcn .'estaíee d “̂a ‘Z c t e r l S l ' ’ "" 
verdadera. Por consiguiente éstl s e í f  P®'’“ *'*

Al , 0 ~ n  = ji,
Ahora podemos enunciar la ree-la sio-nipnto

de la primera cifra significatira- 
tiene como si el

log- 0,7852 =í 1,894980. 
log 0.00027 =  4,431364.

logaritmo de 'm m fe rJ ,su fÍlJ a tív ^ '^ '° '^  i^omspondiente d un
Sea el logaritmo 2,653213.

nificativa es*̂ ?rsegSn̂ dí'̂ ĵ ^̂  decimal sig-
el número 45 tendremos  ̂̂   ̂ corresponde

2,653213 =  log 0,045. . .
mo dado à<ì^carmterisUm^^  ̂ logarit-
posUim, y  se escriben después de la coma
para que la primera o i f r i s i g s ü f c ^ ^
por la caractcrisiica. ' ' ^eupe ei lugar indicado

Así. 8̂45098 =  log 0,7
OQ1 • ^̂ 255273 =  log 0,000018.

ciones aritméticas” clando\lg^  opera-
i,es deeunales de caraoteristicínegativa“/  Íífva:'“ '



A d i c i ó n .

|;853469
1,934508
3,695430
0,483407

Sumando las jiartes decimales, por la reg*la general, resulta 
la parte decimal de la suma y además 2 unidades enteras po
sitivas, que sumadas ,alg*ebráicameiite con —4. — 1 y 3, dun 
la característica 0.

232. S u s t r a c c i ó n .

,̂457893
2,583042
3,873951

Restando las partes decimales, por la reg-la arenerai, resulta 
la parte decimal de la diferencia; pero habiendo aumentado el 
nimnendo eu una unidad positiva, debe aumentarse en la mis
ma la parte entera del sustraendo, que asi se convierte en — 1: 
restando algebráicamente las características resulta

— 4 — {— 1) =  — 4~hl =  — 3.
La sustracción puede convertirse en suma, por medio del 

complemento log-aritmico.
Llamamos compUmento aritmético d'j \m logaritmo ó comple

mento logaritmico, á otro logaritmo que sumado con el pro
puesto dé la suma cero. ^

Se desprende de esta definición que el complemento de un 
logaritmo es igual á éste y de signo contrario.

Así, el complemento de 5 es_ 5, y recíprocamente, puesto que 
5 +  5 =  0.

Igualmente, el complemento de 3,141724 es — 3,141724. 
puesto que

3,141724 -f- (—3,141724) =  0.
Sin embargo, como al efectuar operaciones con logaritmos 

nunca emplearemos los negativos, sino que serán reemplaza
dos por los de característica negativa y mantisa positiva, para 
hallar el complemento de un logaritmo, en vez de cambiar el
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gmentes:“" " '" “ ’“"’ reg-las si-

>iirl (Ha caracteriHioa, iespnes de aña-

deYa d e ,^ Z [ T d ñ  L l S “ ™ ngnificaliva
Demostremos estas reglas

esto  es , ta n ta s  m as n na"^ceno  t i e n e t a ' l f a L c t e S a ;  " S a
- '  4,2M3o6 =  — o -(- (5 — 4,274356)
— 4,2/43o6 =  — 5 +  0,725644 =  F. 725644

decimlu^i|Sath'fyTa^^^^ primera dfra

Íu\om ¿?eLnto seiT  ‘’''''““‘«"«‘i“  negativa ^472358.
2 — 0.472358.

POV c m ;i '|.^ r t í ; ; [e ’t f ; . 'o S S e m Í Í ? o ^
1,527042.

a d ic ió n “ “ " p u e d e  c o n v e rtirse  en

S ea  4 ,4 7 2 9 J5 -6,89.5023.
E s ta  d ife ren c ia  e q u iv a le  á  la  su m a  '

4.472935 +  (—6,895023);
complemento

elcoM-

388

E jemplos.
I." Efectuar la sustracción siguiente;

4,457893 — 2,583942.



Disposición práctica.

Minuendo...................  4,457893
C.*'° del sustraendo. . 1,416058
Diferencia....................  3,873951

432.° Hallar el logaritmo de la fracción /y y

Disposición práctica.
Log 43.......................  1̂ 633468
O.to log 79. .................  2,102373

Log .................... r,735841

M u l t i p l i c a c i ó n .

233. Solo vamos á considerar el caso en gue el' multiplican
do es un logaritmo de característica negativa, y el multipli
cador un número entero y positivo, por ejemplo

3,257608 
_______ 5_

, 14,288040
Multiplicando 5 por la parte decimal del logaritmo, se ob

tiene la del producto y además una unidad positiva, que su
mada algebráicamente con 15, producto do 5 por la caracterís
tica, da 14.

D i v i s i ó n .

234. Supongamos que el dividendo e.s un logaritmo de ca
racterística negativa, y el divisor im número entero y positivo, 
y distinguiremos dos casos; 1.“ que la característica sea imilti- 
plo del divisor; 2." que no lo sea.

1 4 2 , 2 1 4 5 7 2  : 6 =  7" 035762.
Como se v^este caso no ofrece dillcultad.

2.“ 3,460935 : 5 =  (— 3 H- 0,460935)
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Aumentando y disminuyendo el dividendo en las unidades 
necesarias para que la característica sea divisible por 5, que 
son 2 en nuestro eiemplo, tendremos ^
3,460̂ 935 ; 5 =  (5 -h 2,4(50935) : 5 =  — 1 -4-  0,492187 =  1,492187.

235. Para ejercitarse 6n el uso de los logaritmos, es muv 
conveniente efectuar los cálculos si<ruientes: ^

1. Hallar el valor de x  dado por la igualdad
429.217

3 9 0

X =
835

Tomando log’aritinos en los dos miembros, será 
log X == log 429 H- log 217 — log 835, 
log x ^ ] o ^  429 +  log217 -í- C.̂ o log 835. 

2.632457 
^336460 
3,078314

]<fgx=: 2.047231, 27= 111,4887.. 
2. Hallar el valor de x  dado por la ig*ualdad

X
Log X =  log 3,27

_  3 ,27X 5,428
7 ,2 x 9 5 x 0 ,3 6  '

log 5,428 H- log 7.2 4- C.̂ o log 95 -h 
CM log 0,36.

0.514548
0.734640
1,142668
2,022276
0.443697

3.“
Log X =  2.857829 

I 584

27= 0,072082.

log X =  (log 427 -+- C.to log 584) 4, 
%630428 
3.233587
l’.864015

4
log 3} =  1.4.56060 , X  =  0,285798.
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5

V 75

log X log 4 9 -h  log-8 -h C.to log 75
5

1,690196
0,903090
2.124939
0,7r822o''

a; =  0,143645, íp =  1,392019.

X = \
24

log <c =

17.5 /
(log 24 -f- C. log 17 -h- Cto log 5) 5

3
1.380211 
2.769551 
1.3QÍ030
l',4ü0792 

5
3,253960

log a; =  1,084653, a? =0,121521, 
24. 35X = 87

Prescindiendo del signo menos, será

log — =  log 24 +  log 35 ~h C.to log 87. 
1.380211

> L544068
_2.060481 

0̂ 184760
24 35

— qJ—  =  0,655178. .T =  _  9.655178.8<



.A plicación <lu los lo ^ a r i lm o s  á  la  re so lu c ió n  d e  la s  
e c u a c io n e s  e x p o n e n c ia le s .

. U(cma ECUACION e x p o n e n c i a l  la ecuación en que la
incógnita entra como exponente.

a^  =  b,
es una ecuación exponeucial.

También lo es

3 9 2

a c.
La primera es una exponencial de primer órden, y la 

\̂iYiQ.Q. Q.Q segundo órden, por ser el exponente una expo
nencial de primer órden. Del mismo modo -

o
a —d,

es una exponencial de tercer órden etc. 
Vamos á resolver la ecuación

=  Ò.
Tomando logaritmos, resulta

X log a =  log b,
de donde

Sea la ecuación
X = log b 

log a

. a =  c.
Tomando logaritmos será

b̂  log íí =  log c, 
log í _de donde Ix
log a ’

SI tomamos logaritmos otra vez, tendremos
X log b =  log log c — log log a, 

iQg log c '— log log a ■de donde X log h
pvnnnl'”- análogo se resolverían las ecuacionesexponenciales de otros órdenes.
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1."

2 .“

log* 7524

Kjemplos. 
8“=== 7524. 

3.876449
0,903090 =  4,292428.

2>» =

43 =  65536 
log* 65536 4,816479

X

log 4 0,602060
log 4,816479 — log 0.602060 0,903090

log 2 0,301030

% l . —l o ic r c s  con ipae iito .—.4nunli(lade».

237. Sabemos [Arìtm. 322] que el interés se llama compuesto 
cuando los intereses que produce un capital en un periodo de 
tiempo, se acumulan al capital, formando asi uno nuevo, que 
aumenta al fin de cada período.

Por ejemplo, si una persona presta 20000 pesetas al 5 por 
ciento anual, y trascurrido el primer año no percibe los inte
reses, el capital durante el segundo ano será igual al primitivo 
aumentado en dichos intereses, que importan 1000 pesetas, esto 
es, á 21000 pesetas; de suerte que el interés al cabo del segun
do ano se compondrá del interes del capital 20000 mas el inte
rés del interés 1000, importando, por consiguiente

1000 H-oO =  1050 pesetas.
Si tampoco se perciben estos interese.«, el capital será du

rante el tercer ano
22050 pesetas,

y se aumentará en d  5 por ciento para fortunr el capita! cor
respondiente al cuarto año. y así suce.sivamente.

En las cuestiones de' interés compuesto, en vez del tanto 
por ciento se emplea, como mas cómodo, el iantn por wio\ en 
lugar de decir, por ejoniiilo. que 100 pesetas pro Uiccn 5. dire
mos que 1 peseta produce ■ 6 0,05, lo que es enteramente
igual.

Propongámonos resolver el siguiente



al cabo desmaño, se

■ í̂  (1+ í ’) {1-h í‘/ = e  (i 4-?-)2.
terá? ^ resulta al fin dei

(^0--hr)^ { l- \-r]= .c { \-h r] \
■ Finalmente el capital al cabo de t arios será
-. Q c[l-{-r)K

bi lo representamos^por Í7tendremos la fórmula

núffieto/SeíodV an'S“'’*""*''“ que < l l ’uu
Supongamos ahora, que el tiempo sea el número fracoio- 

nano de anos-~.
Kepreaenteml por el interés que debe producir la uni

dad de dinero en el tiempo para que en un ano produ.- 
ca r.

p 394

Si cada unidad de dinero produce » en el tiempo se~ iicuipu — , so
S o  se c l S t W i r e n  ™ ^"■'¡'ial'es de

vemos, pues, que para hallar el valor de un capital al cabo de 
le fracción de ado ---, se multiplica el capital por 1 +

Como esta regla puede aplicarse á un capital cualquiera, es



claro que c (1-1- r) al cabo de otra fracción—  de año, ó f>ea
2

el capital c al cabo del tiempo — , será

c [1 +  xY\
3igualmente, al cabo del tiempo — . el capital c será

c (1 -4“ a?}*’,
ÍH-y por ùltimo, el Capital c al cabo del tiempo-— , será

3 9 5

Tendremos, pues,
6'=:c(l-h¡j;)’",

llamando C á la suma del capital é intereses al cabo del
tiempo — .

El razonamiento anterior demuesti’a que el capital c al 
cabo del tiempo — , e.sto es. al cabo de un ano e.s

y como sabemos por otra parte que este capital es también
c '1 -h í’\

tendremos .
c • 1 “h — c ■ 1 -f-r):

de donde 1
H -a; ~  (1 +  ?•)” .

Sustituyendo este valor de 1 H-í? en la fórmula [2], resulta
1 ^

. G = c i ( ] + r y " )  = c ( l +  )•)” .

y como es el tiemno, se puede sustituir por t, obteniendo
' '  m-

Luego la fórmula [).], obtenida en el supuesto de ser i un 
m'imero entero de anos, es igualmente cierta cuando / sea un 
número frnccionarío.



La ecuación [1] establece una relacioi) entre las cantidades 
O, c, r, t, y  nos dará una cualquiera de éstas, cuando se co
nozcan las otras tres.

Si conocemos el capital primitivo, el tanto por uno y  el 
tiempo, tomando logaritmos, será

log-C)'=logcH-ílog(l
Si conociendo la suma C del capital é intereses, el tanto 

por uno y  el tiempo, queremos hallar el capital primitivo c, 
tendremos

(J

de donde
log c =  log C — i log (1 y).

Si la incógnita es el tiempo t, será 
log g  —log c 

log(l-f-r)
Por último, si deseamos conocer el tanto por uno r, ten

dremos

1 /I s log 6''—log c log (! +  ;•) =  — 2---- -— .

E j e m p l o s .

1. ® Hallar el valor del capital 6500 duros al cabo de 8 años 
al 6 por ciento.

log 6500....................=3,812913
log 1,06 =  0,025306

8 log 1,06....................=  0,202448
Log O — 4,015361

C — 10360 duros.
2. ® f^Cml es el capital que vale al cabo de 9 años 43800 pese

tas, siendo 5 el tanto por ciento'^
log 43800..................=  4,641474
log 1,05 =  0,021189

9 log 1,05....................=0,190701
log c =  4,450773 

c =  28234,03.
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3. ® ^Cuánto tiempo deberá estar colocado un capital de 8000 
pesetas, al 5 por ciento, para que adquiera el valor 14000 pesetas^

log 14000.................. =4,146128
log 8000................=3.903090

2,24^038
log 1.05..................=  0,021189
log 0,243038. . . . =  y85674 

' log 0,021189. . . . =  ^326110 
log t =  1,059564

¿ =  11 años 5 meses 19 dias.
4. ® ¿A qué tanto por ciento debei'á colocarse un capital de 

25780 pesetas, para que al cabo de 4 años ascienda d 33702,40 
pesetas^

log 33792,40 =  4,528819 
log 25780 =  4.411283

0,117536
log (1 +  r) =  0,117536 : 4 =  0,029384 

• l  +  ?- =  l,07, r  =  0,07; 
luego el tanto por ciento es 7.

238. Problema 2.® Un capital c se coloca por t  años al tan
to por uno r, à interés compuesto; y cada am se agrega al capital 
primitivo una suma igual con las mismas condiciones. i Cuál 
será, al cabo de dicho tiempo, la suma total de capitales e inte- 
reses compuestos'^

El capital primitivo c, al cabo de t años, vale

la suma c, que se agrega al fin del primer año, permanece co
locada ¿ — 1 años, luego se convierte en

c (1
igualmente, las sumas iguales d c agregadas al fin del segun
do, tercero, cuarto etc. año, valen

c (1 c (1 +  c [1 etc.;
y la última suma c. como solo produce interés durante el últi
mo año, se convierte en

c (1 -hr).
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Si llamamos C à ia  suma total de capitales é intereses com
puestos, será

-he (1+  e {l-hry-2-h .... H-c (! +  ?■); 
poniendo c por factor común, resulta

Ì7=:r£: [(l +  ?*)í 4- (1 -h ?•}'-* -h (1 -hr)i-2 ^ .....
E1 segundo miembro es el producto de c por la suma de k s  

términos de una progresión geométrica, ciivo primer térniino 
es 1 -f-r, el último {1 ~\-r]‘ , y  ííi razón 1 -h r; luego
y7„ (1 +  r)] _  c i'l-hr) [{1-hr)í — 1]

r  " r  ' •
E j e m p l o .

Una suma de 1000 pesetas se coloca á interés compuesto, sien- 
do 5 el tanto por 100, y  cada año se agrega al capital primitivo 
otras 1000 pesetas con las mismas condiciones. ^Cuál será al 
cabo de 12 años la suma total de capitales éinteresesi 

Tenemos
c =  1000, r  =  0,05, t '^ \%

1000>< 1,05 (1,05*̂  — 1)
0,05

log 1000.................... = 3
log 1,05..................... =  0.021180
1,05̂ 2 — 1 =  0,795842
log 0,795842...............=  ^900827
C.tolog 0,05...............=  1,301030

Log C =  4,2230iir 
C — 16712,69 pesetas.

239. PROBLE>fA S." Un capital c, tomado á préstamo, debe 
pagarsepor medio de t cuotas iguales, que serán satisfechas al 
nn de cada año, á contar de la época det empréstito, j Cuál será 
la cuota anual siendo r el tanto qmr undl

La cuota anual recibe el nombre de anualidad; de suerte que 
es la suma que debe pagarse anualmente para exHn- 

guir una deuda y sus intereses compuestos en cierto nùmero de 
años.

El capital c ai cabo de t  ailos, se convierte en
c{l-hí*)S

y esta es la suma que debería abonarse al prestador si todos los 
pagos se hiciesen al fin del tiempo t.
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n , ^99
Pero la anualidad í7 satisfecha después del primer año re-

emprLitTun^fsu^^a
d (1  H - ?*J ;

iguales á a satisfechas después del se- 
?  anos, representan al fin del tiempot. otras cantidades mayores, expresadas por ^

de los valores que adquieren las cuotas al fin del
t-iempo í  mas el valor a de la ultima, debe ser igual á la cantidad

c (1 +  ;•]/ .
Tenemos, pues,

(í (1 -h ry-i -+.a{l-h ?-)í-2 +  « (1 +  .....-f- (j =  c (1 -f- í-)í.
ó a [(1+r)'-^ +(1 -f- (1 -+- ry -^ -^ .....-í-  1] =  c (i -g ,.u-

a[H +  ry — \\
--------- ---------i -~c ( }~hr ) ^ .

En esta ecuación entran cuatro cantidades a, c, L r: las dos 
primeras pueden calcularse fácilmente, siempre que las otras 
tres sean conocidas.

En efecto, despejando ay  después c, tendremos: 
^ _ _ c r_ { \^ rY  a[ii +  r y ^ l]

(1 H-r)< — 1 ’ ' ;• (1 H-r)^
Para hallar el valor de t puede hacerse 

(1 -f- ?*)' — 1=2?, 
trasformando, así la ecuación en

ax
■=c[\-\--x), queda 2? = cr

‘ a — cr
una vez conocida 2?, brillaremos i del modo siguiente:'"' ' •••

(1 -hí')' =  1 -h2?, .
n o g [H - r )  =  log(l-+-a?), 

v „  log(l +  g?)
. _ _  ̂ log(l +  ?-) ■

Por último, si tratásemos de hallar r, encontraríamos, ha
ciendo 1+?• = 2?, la ecuación del grado ¿ -f- 1

Í2?í̂ í _  (c-grt) a:¡ _j_ a =  0, 
que no sabemos resolver. • -
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E J E R C I C I O S .

I Un obrero, que debe iibrir un pozo de 35 metros de profundidad, 
recibe 3 pesetas por el pri'r.er metro, 4 por el segundo, 5 por el tercero.
y así sucesivamente. ¿Cuánto recibe por abrir el pozo?

II Un cuerpo, al caer en el vacío, recorre durante el primer se
cundo 4,8997 metros, dorante el segando recorre tres veces esta dis- 
tanc'a, durante ol tercero, recorre cinco veces la misma, y asi sucesi
vamente. ¿Cuántos metros descenderá en 12 segundos?

III. Hallar la suma d ejos términos de una progresión aritmetica, 
conociendo el último, la razón y el número de te'nuinos.

IV. Hallar los términos extremos de una progresión aritmetica, co
nociendo la razón, el número de términos y la suma de estos.

V Conociendo el primer término de una progresión por diferen
cia, la suma de todos y la razón, hallar el último término y el nu
mero de estos.

VI. Una persona accede á vender su caballo á condición de recibir 
un céntimo de real por el priiuoro de los 32 clavos que tienen las her
raduras, 2 céntimos por el segundo, I céntimos por eUercero y su
cesivamente, duplicando siempre el número, de ci-mtimos. ¿Cuanto 
■DÍde por el caballo?

VII. Resolver los problemas ílí , IV, y V cuando la progresión es 
geométrica.

VIH. Calcular por medio de logaritmos las siguientes expresiones:
5

’= 1 /
—52

IX. Averiguar de qué expresiones provienen los siguientes valores:
log J =  -g- log « ---- log Ò; logí s ^  log rt-t-7 log 5—3— ^-log a.
X. Resolver las ecuaciones siguientes:

.5« ««-2 - cc-lO =  o

2 “̂ .3 ^  =  9.
XI. En cuántos anos se duplica un capital cualquiera, prestado á 

interés compuesto, siendo 5 el tanto por ciento? , . ,
XII Averiguar qué capital será necesario colocar a ínteres com- 

Duesto, para que retirando al fin de cada año una suma de 5000 pese
tas, se reembolse el capital y los intereses al 6 por ciento en 20 anos.

á





Se halla áe venta este tomo en Orense, librerías 
de IX Vicente Miranda y de D. Neinesip Perez, al 
precio de 26 reales, rústica.

En las mismas se vende el tomo ii. Oeom,.tría u 
Ingonomelria, al precio de 22 reales.

Los pedidos de alguna consideración pueden ha- 
ceríie d.u’ectainenfft ai antor.
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