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ESTEREOMETRIA.

1. — Intersección de planos y rectas.

1. Si dos planos tienen un punto común, tie
nen también una recta común que pasa por dicho 
punto (*).

De mo s t r a c ió n . Las rectas B0 y DE^ trazadas 
y 5 en uno de los dos planos por su 

punto común A, cortarán al otro 
plano por encontrar á las rectas 
de éste que pasan por A [Plani- 
met-Ha, 3). Los puntos B y E, que 
se hallan á diferentes lados del 
segundo plano, determinan una 
recta que corta en F este mismo

C e plano; pero la recta BE que tiene 
con el primer plano dos puntos comunes, está toda 
entera en dicho plano; luego F es otro punto co
mún; y la recta AF, por consecuencia, una recta 
común á los dos planos que en ella se cortan. Fuera 
de su recta-intersección no tienen los dos planos

(•) Eu c l . XI, 3, y otros, sólo establecen que es recta la línea 
que tienen común dos planos.
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ningún punto común; pues, si lo tuvieran, coinci
dirían.

2. Una recta y un plano tienen un punto común, 
en el cual se cortan. Si la recta es paralela á otra 
recta, situada en el plano, es también paralela al 
plano; es decir, no corta al plano, ó tiene con él 
un punto común, infinitamente distante; hallán
dose su dirección contenida en el plano.

De mo s t r a c ió n . Por la recta AB y un punto 
B cualquiera, C, del plano dado, está 

determinado otro plano (Plani- 
metria^ 4), que corta al dado en la 

A-----------\ recta Las rectas AB y CD
____ _  ) del plano ABC tienen, en gene-
V/ rab un punto común en el que se 

cortan; y en el cual, por lo tanto, 
corta al plano ■ dado la recta dada AB. Fuera de 
este punto no puede tener la recta con el plano 
ningún otro común, sin yacer en el plano entera
mente ó confundirse con él.

Cuando la recta AB no corte, ó sea paralela á 
otra recta, cualquiera, CD del plano dado, que 
pertenece además al plano ABC^ no podrá tener 
con aquel plano ningún punto común á distancia 
finita; porque las rectas AB y CD no lo* tienen, y 
el plano ABC no tiene tampoco ningún punto co
mún con el plano dado, fuera de CD. El punto co
mún , infinitamente distante, de AB y CD (su di
rección, Pla/nAm^ 2), es entonces lo común á la 
recta y al plano dado.

3. Tres rectas, ¿ y c, cada dos de las cuales 
caigan sobre un plano, tienen un punto común 
(finita ó infinitamente distante) que es el común á
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los tres planos, y forman un haz rectas (Plani
metría ,118). Pues todo punto común á las rectas 
a y 5 cae tanto sobre el plano ac como sobre el 6c-, 
y, por consecuencia, sobre la recta c que es común 
á los dos. Y, si dos de las tres rectas no'se cortan, 
tampoco podrán ser cortadas por la tercera recta.

Cuando las rectas AB y CD son paralelas, y los 
planos ABE y CDE se cortan en la recta EF, 
esta intersección EF es también paralela con AB 
y CP-, y toda recta EG dentro del ángulo FEA 
corta ála AB. Pues el plano GECcorta al DCA en 

una recta OH del ángulo DCA, 
por la cual es cortada AB (Pla
nimetría, 14); y, por lo tanto, AB 
será también cortada por EG.

Si cada una de las rectas CD 
y EF es paralela con AB, las rec
tas CD y EF son paralelas entre 

sí (*). Pues, suponiendo que los planos ABC y CDE 
se cortasen en la recta CD', esta recta CD' sería pa
ralela con AB, y no lo sería CD; contra la hipótesis.

4. Si dos planos a y p son paralelos á una rec
ta c, la recta «p, común á los dos planos, es también 
paralela con c. Pues, según la hipótesis, existe 
sobre el plano a una recta a, y otra 6 sobre el 
plano p, que son paralelas con la c (2). Luego (3) 
las rectas ay 6 son paralelas; y cada dos de las 
tres rectas a, b y ap caen sobre un plano: siendo, 
por lo tanto, ap paralela con las a, 6, y c.

(*) Eu c l . XI, 9, lo demostró valiéndose de un plano normal. 
Bo l y a i y Lo b a t s c h e w s k y  hicieron ver que esta ley es indepen
diente de la suma de los ángulos de un triángulo rectilíneo.
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Del axioma sobre las paralelas, que sirve de 

fundamento ála Geometría vulgar(Planim., 15), se 
desprende que, si cada uno de los dos planos a y p 
es paralelo á dos rectas, c y el, que no son paralelas 
(lo cual vale tanto como decir que tienen comunes 
dos direcciones diferentes), dichos planos son para
lelos, esto es: no se cortan, ó tienen común unarec- 
ta infinitamente ¿listante, ó tienen idéntica postu
ra (*). Si los planos tuviesen una recta común á 
distancia finita, esta recta debería ser paralela con 
c y con d- y las rectas c y d, por lo tanto, serían 
paralelas: contra la hipótesis.

En la Geometría oulgar se considera como una recta la 
línea de los puntos infinitamente distantes de un plano; 
porque toda recta del plano tiene con ella un solo punto 
(infinitamente distante) común; y como un plano, la su
perficie de los puntos infinitamente distantes del espacio; 
porque con él tiene todo plano una sola recta (infinitamen
te distante) común.

Como por un punto infinitamente distante de una 
recta no se da la distancia, sino exclusivamente la direc
ción en que está la recta; así por una recta infinitamente 
distante de un plano no se da la dirección, sino la postura 
en que está colocado el plano solamente. Planos paralelos 
tienen idéntica postura; así como rectas paralelas tienen 
idéntica dirección. El plano infinitamente distante del 
espacio tiene postura indeterminada.

En la hipótesis de que una recta posea dos puntos in-

(’) Eu c l ., XI, 45. La recta infinitamente distante fuó dada 
por De s a b g u e s con el haz de planos (Planim., 418); y más re
cientemente por Po n c e l e t  (Propr. proj., 407, 580), con el plano 
infinitamente distante del espacio. La expresión, postura 
fstellung) de un plano, es de St a t d t  (Géom. de Lage, 40).
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finitamente distantes, separados, admitida en la Geometría 
absoluta ó abstracta (14), la recta común á los planos que 
contienen un punto infinitamente distante de la recta c, 
y otro punto infinitamente distante de la recta d, se halla 
á distancia finita; y es, por una parte, paralela á c, y, 
por otra, paralela á d.

5. Dos planos paralelos, a y P, cada uno de los 
cuales tiene un punto común con un tercer plano y, 
son cortados por este tercer plano según líneas pa
ralelas? Puesto que (1) las intersecciones ay y Py caen 
sobre el plano y, y no tienen ningún punto común 
á distancia finita, como no lo tienen los planos 
«yP-

Si uno de dos planos paralelos, a y p, es cortado 
por una recta c, ó por un plano y, el otro lo será, 
también. Supongamos, en efecto, que el plano Psea 
cortado por la recta c, y que D sea un punto del 
plano a, no situado al mismo tiempo sobre la rec
ta c. Los planos a y P serán cortados por el plano 
De según rectas paralelas; la recta o que cortará á 
una de estas paralelas, la situada sobre el plano p, 
cortará también á la situada sobre el plano a; y, por 
lo tanto VPla-'yL'im., 15), á este mismo plano «. Si p es 
cortado por el plano y, y c una recta de este pini
no y, que corta al plano p, también será a, y, pór 
consecuencia, y, cortado por c.

Si uno de los planos paralelos, a y p, es paralelo 
á una recta c, ó á un plano y, el otro lo será también. 
Pues, suponiendo que a no sea cortado por 
tampoco lo será P; etc.

Tres rectas a, 1) y c, que tienen un punto común 
y son paralélelas á un plano 6, caen sobre un plano 
paralelo al dado. Pues el plano de las rectas a y b es
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paralelo (4) con 6; y, si dicho plano al) fuese cortado 
por la recta c, también lo seria 8: contra la hipó
tesis. •

Dos rectas a y 5 son cortadas por tres planos 
parale os Y, 6, e, ó por tres rectas c, ¿ y e, paralelas 
áun Piano, en los puntos C, D, E la una, y en los 
puntos C D , E la otra, según la misma razón, ó

1d*71?dldas en Partes proporcionales (Eu c l . XI,
lo y 17) a saber: ’

CE : EE-. CE= C'D': D'E* : CE'

a ' ¿i Pues, trazando la recta CE 
e Jí—W qUe C°rta en 1)1' al Plano las rec

tas CC y DD"^ como las D"D' 3 
d . r serán paralelas entre sí; y de

c eSt° Se deduce kPUuwi., 62), la
\ conclusión enunciada.

/ c. " 6- Tres planos a, p y y, tienen, 
por lo general, un punto común, 
en el cual se cortan las rectas co

munes á cada par de ellos. Pues cada recta común 
á dos planos tiene con el tercer plano un punto co
mún que pertenece á los tres planos.

Si tres planos son paralelos á Una recta (ó tienen 
con la recta un punto común infinitamente distan
te, ó una dirección común), las rectas comunes á 
cada par de ellos son paralelas (4).

Si de tres planos son dos paralelos, una de las 
rectas en que cada dos planos se cortan se halla in
finitamente distante (4 y 5).

Tres planos, que tienen dos puntos comunes, 
tienen común una recta, en la que se cortan los
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tres, y forman un haz de planos (Planim.^ 118).

Esta recta común se hallará infinitamente dis
tante cuando los tres planos sean paralelos.

7. Dos rectas a y que no se hallan sobre el 
mismo plano, no tienen ningún punto común; 
siendo también diferentes entre sí sus puntos infi
nitamente distantes. Por cada punto C del espacio 
pasa un plano paralelo á las dos rectas a y Ir. el 
cual se determina, ó se construye, trazando por 
dicho punto C dos rectas paralelas, una á la recta a 
y la otra á la recta 5.

Por un punto cualquiera C del espacio pasa 
también una recta que tiene un punto común con 
cada una de las dos dadas, a y b. Puesto que los pla
nos Ca y Cb se cortan (1) en una recta CD que cae 
en el mismo plano con a y con b-, y, por lo tanto, ó 
corta á estas dos, ó corta á una de ellas y es paralela 
á la otra. Si C se halla infinitamente distante, los 
planos Ca y Cb tendrán posturas determinadas; y 
su intersección será la recta de dirección determi
nada, que tendrá con cada una de las a y b un pun
to común.

Si cada una de las rectas a y b tiene un punto 
común con cada una de las rectas h y l, estas dos 
rectas no pueden caer sobre un plano; porque, en 
otro caso, a y b deberían caer también sobre un 
plano (*).

8. Tres rectas a, b y c, situadas en diferentes 
planos (cada dos cualesquiera de las cuales no 
estén sobre un mismo plano), pueden ser cortadas 
cada una en un punto por infinitas rectas l, m...

(*) St e in e r  (J. de Crelle, 2, p. 268).
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Puesto que por cada punto de a pasa una recta que 
tiene un punto común con cada una de las rectas 
a, 6 y c (7). Cada dos cualesquiera de las rectas 

l, m... no pueden caer sobre un mismo plano; 
pero cada tres de las mismas no sólo tienen un 
punto común con cada una de las a, b y c, sino con 
otras infinitas rectas. Ambas séries de rectas a, 
b, c... y l, m... se hallan situadas sobre una su
perficie reglada ^Plauim., 4) (*), determinada por 
tres rectas cualesquiera de la una ó de la otra serie, 
que lleva el nombre de hiperboloide reglado (hiper
bólico^ de una falda ú hoja).

Si una recta de la série a, b, c... estuviera en el 
infinito, cada una de las rectas h, l, m... tendría un 
punto común infinitamente distante con un plano 
t ), en el cual se hallase dicha recta infinitamente 
distante, y serían todas ellas paralelas á este plano. 
Sobre cada plano, pues, paralelo al r), cae una recta 
de la série Z, y lo mismo sucederá, por lo 
tanto, con el plano infinitamente distante: por 
donde se colige que una de las rectas l^ m... está 
en el infinito, y que las rectas de la serie a, b, c... 
son paralelas también áun plano 0. La superficie, 
que contiene las dos séries de rectas, lleva el nom
bre de paraboloide reglado (hiperbólico); y está 
determinada por tres rectas, de las cuales dos cua
lesquiera no estén sobre un plano, pero que sean 
las tres paralelas á un mismo plano. Esta super
ficie se construye muy sencillamente valiéndose de

(•) La demostración de esta propiedad se_funda en relacio
nes métricas (Trigo»., VII).
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un 
do

cuadrángulo ahitóte. 
(no plano) PQS^. " *

Todo plano, en efecto, 
paralelo á P Q y RS, cor
ta á QR y SP en puntos 
por los que pasa una rec
ta de la serie P Q, RR,...; 
y todo plano, paralelo 
con QR y SP, corta á

PQ^ RS en puntos por donde pasa una recta de la 
serie QR, RP,...

9. En la GeometTia 'moderna se distinguen más 
y más los teoremas referentes á la -posición ó si
tuación relativa de las figuras y sus elementos, de 
los que atañen á la magnitud de las mismas y ex
presan relaciones cuantitativas de las formas ex
tensas. Las leyes científicas de la primera especie 
tratan de propiedades gráficas (descriptivas); las de 
la segunda, de relaciones métricas de los objetos 
extensivos. Y por ésto la Geometría entera puede 
dividirse en dos partes: en Geometría de posición 
(situs, situation) y en Geometría de medida (*).

Ya en las primeras leyes gráficas, que á la situa
ción de puntos, rectas y planos se refieren, se nota 
cierta correspondencia bilateral, cierta ley de dua-

(*) Le ib n iz  (carta ú Hüygens de 8 de Set. de 1679); y va
rios escritos de Eu l e r , Ba r d e r mo n d e y otros (Re u s s , Reper*. 
Comm., p. 33). Las expresiones, gráfico y métrico, fueron con
trapuestas por Po n c .e l e t  (Propr-proj. o y sig.). La Geometría de 
posición de Ca r n o t  sólo considera relaciones métricas. El des
envolvimiento de las propiedades gráficas del espacio sin el 
auxilio de relaciones métricas fue emprendido por St a u d t  
fGéom. der Lago, 1847).
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Helad, (reciprocidad, polaridad), según la que 
de un teorema se desprende su correspondiente 
(recíproco, polar) cambiando entre sí puntos y pla
nos (*).

Así:
Por 2 rectas a y 5, situadas en un plano, se de

termina un punto al). Por 2 rectas ay 5, que tienen 
un punto común, se determina un plano al) (Pla- 
Tiimetria, 1 y 2).

Por 2 puntos A y B se determina una recta AB.
Por 2 planos a y p se determina una recta «p.

Por 2 direcciones se determina una postura; por 
2 posturas se determina una dirección (4).

Por una recta a y un punto B, que no cae sobre 
ella, se determina un plano aB. Por una recta a y 
un plano p, que no contiene á la recta, se determi
na un punto ap (2).

Por 3 puntos A, B y O, que no están en línea 
recta, se determina un plano ABC. Por 3 planos 
a, p y y, que no pasen por una misma recta, se de
termina un punto apY (6).

En estas leyes es indiferente que puntos, rectas 
y planos se hallen á distancia finita, ó á distancia 
infinita.

(•) La ley de dualidad fué primeramente observada bajo 
su relación métrica en el triángulo esférico y su triángulo po
lar (IV), por Vie ja , La n s b e r g  y Sn e l l iu s (Ch a s l e s , Ap. hist.), 
Kl ü g e l  Math. W. í, p. 850). A principios de este siglo se cono
ció ya bajo su aspecto gráfico en las figuras planas y del espa
cio. Entónces se introdujeron las denominaciones: polo de una 
recta, por Se r v o is 1811; polar de un punto y dualidad, por Gb r - 
g o n n e 1813; reciprocidad, por Mo n g e , Po n c e l e t  y Pl ü c k e r  (Ch a s 
l e s , l. c. . Los ejemplos de dualidad transcritos en el texto son 
de Ge r g o x n e . (Ann. 16, p. 209) y de St a u d t  (Géom. der Lage, 66).
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li*— Ángulos y distancias de planos 
y rectas»

10. Una recta, normal á dos rectas de un plano 
que se cortan, es normal á este plano, ó normal 
á todas las rectas de este plano. Si, pues, los án
gulos NAB y MAC son rectos, y la recta AD cae 
sobre el plano ABC, también será recto el ángulo 
NAD, y A Anormal al plano ABC (*).

De mo s t r a c ió n . Sobre el plano ABC, y un punto 
de cada uno de los brazos 

y' V\ ACdel ángulo en que 
/ \ se hallatrácese la recta

o
do desde A. Entóneos

-5 ¿7 que cortará en B & la 
AD; y sobre la normal á las 
rectas AB y AC tómense 
dos segmentos igualmente 
opuestos, A2Vy A O, contau- 
<PUním. los triángulos:

NAB OAB 
MC^ OAC 
NBC^ OBC 
NBDOBD 
NAD^ OAD

ó sea: JVB = OB
» 2VC= OC
» áng. NBC = ang. OBC
» AID = OD
» áng. NAD = ang. DA O

Y, por consecuencia, el ángulo MAD recto.

, ( ) Eucu, XI, 4. La demostración de Euclides es más proli
ja que la del texto que se halla en un artículo de Cr e l l e (J. 4d , 
pág. 3b). Otra demostración dió Le g e n d r e  (Gío w i., V, 4), funda
da en consideraciones muy distantes de este género de ideas.
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Ob s e r v a c ió n . Lo s planos ? y y, cuando sean 

normales á una recta no. podrán cortarse (Eu c l i- 
d e s , XI, 14). En atención á que otro plano cual
quiera 8, que conteng-a á la recta a, corta á los pla
nos dados p y y, según rectas que son normales á la 
recta a y no se cortan.

11. Tres rectas, ABS A O y AB, que corten nor
malmente en un mismo punto á otra recta AN, se 
hallan en un mismo plano (Eu c l . XI, 5). Pues, si 
admitiéramos que AD no estuviese en el plano 
BA C, los planos NAB y Ba  G se cortarían en otra 
recta AE; siendo, por consecuencia, el áng’ulo NAE 
recto (l),y no siéndolo el NAB: contra la hipótesis.

Si un ángulo recto gira al rededor de uno de sus 
brazos como eje, su otro brazo describirá un plano.

12. Dos normales á un plano se hallan en un
mismo plano y no se cortan (Eu c l . XI, 6). Sobre el 
plano á que son normales las rectas ¿17? y GB, trá- 

b  cese la rectaEGF^ normal á la AG,
y en ella tómese EG = CE. Es 

\\X. claro entónces que EGA EGA 
, \ \ y EA = EA; y, por consecuencia, 

BAE^BAEy EB = EB; y, de 
resultas, EGB^FCB^ y el ángu
lo BGE recto. Mas los ángulos 

BGEy AGE son también rectos; luego GB, CB y 
GA caen sobre un plano (11), en el cual los ángulos
BGA y GAB son rectos.

Si CB es normal al plano A CE, y en el plano 
BGA se traza la AB, normal á la recta CA, la AB 
es normal también al plano ACE (Eu c l . XI, 8). 
Pues, si fuese otra recta, AB', normal al plano A CE, 
dicha recta AB' estaría sobre el plano BCA; el pía-
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no B'AB sería normal á la recta CA: y, por lo tan
to, la recta AB no podría estar, contra la hipótesis, 
sobre el plano DGA.

Ob s e r v a c ió n .

D

E

C

Para trazar la normal al plano a, 
por un punto dado es preciso 
construir tres ángulos rectos. Si 
el punto B, en efecto, se halla so
bre el plano a, y se construye el 
ángulo recto CBD sobre el mis
mo plano, el ángulo recto CBE 
fuera de a, y el DBF sobre el pla
no DBE^ será BF la normal pedi
da. Puesto que esta recta BF cae 

sobre el plano DBF que es normal á la recta BC 
del plano a (10).

Si el punto B está fuera de a y se construye el 
ángulo recto BCD^ cuyo lado CD está sobre a; so
bre este plano a, el ángulo recto DCE; y sobre el 
plano BGE^ el ángulo recto BFC; será BF\a. nor
mal buscada. Pues, construyendo en el plano BGE 
el ángulo recto GGE^ será CG normal al plano a; 
y, por consecuencia, lo será también BF.

13. Si un plano p contiene una normal á otro 
plano a, toda normal al primer plano, que tenga 
un punto común con el segundo, estará en este 
segundo plano; llamándose entónces ambos, nor
males entre sí (Eu c l . XI, 18). Designando, en efecto, 

por D un punto común á los dos 
planos; por DC, la normal al 
plano a situada en el plano p; por 
DE, una normal al plano p; el 
ángulo EDG será recto; y DE, 
por consecuencia, será una recta
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del plano a (11). Si # representa un punto cual
quiera de a y FG una normal al plano p, las rectas 
FCry DE caerán sobre un plano (12): lo cual quiere 
decir que FG caerá sobre a. Si dos planos son nor
males á otro plano, la intersección de los dos pri
meros es también normal al tercero (4).

14. Dos planos que se cortan en una recta divi
den el espacio en 4 regiones que llevan el nom
bre de ángulos diédricos, ó de diedros simplemente 
(angle diedre^ coin en Le g e n d r e , Géom. V, 17). 
Las porciones de plano que forman ó incluyen 
un ángulo diédrico se llaman sus caras ú ho
jas (Sopa, /ace)-, la recta en que se encuentran 
las caras se denomina arista ó canto del diedro 
(nAeupá, latus, coté, aréte en Le g e n d r e , y mejor 
acies en Eu l e r ). El ángulo diédrico cuya arista 
es AB, y cuyas caras son ABC y ABD, se expre
sa sin ambigüedad por CABD; siempre que sea 
dado el sentido de la rotación mediante la cual se 
describe dicho ángulo. Así sucede, cuando se de
termine , por ejemplo, que, para un observador, 
puesto derecho sobre la dirección AB, ó con los 
piés en A y la cabeza en B, el movimiento ó giro

$ desde C hácia D se 
efectúe hácia la iz- 

V\ quierda, ó hácia la 
\\ derecha (Planim. 5). 

L—Ángulos diédri- 
,E cos? iguales, son con- 

Xj . gruentes. Suponga- 
5 mos que sean iguales

U A los diedros CABD 3
GEFH. Si construimos los ángulos CAB = QEF
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y DAB = HEP, y hacemos coincidir el ángulo 
CAB con su igual GEF, el plano DAB se con
fundirá con el HEP; pues, si así no fuese, serían 
desiguales los diedros propuestos. Luego el lado 
AD caerá también sobre el EH, y los ángulos 
CAD y GEHserán iguales entre sí. Por la misma 
razón, si construimos sobre las caras del primer 
diedro los ángulos C'A'B= CAB y D'A'B=DAB1 
será C'A’D'==GEH;y por lo tanto, CA'D'=CAD; 
et csetera.

II.—Un diedro tiene un ángulo común con un 
plano que corte su arista y es dividido en ángu
los iguales por planos paralelos (I). Si los lados 
de un ángulo son respectivamente paralelos á los 
lados de otro ángulo y de la misma dirección, los 
dos ángulos son iguales. Por ángulo de dos rec
tas que no están en un mismo plano^ se entiende el 
ángulo cuyos lados son respectivamente paralelos 
á las dos rectas y de la misma dirección.

III .—Llámase sección normal (recta) de un ángu
lo diédrico el ángulo en que es cortado este diedro 
por un plano, normal á su arista, y, por lo tanto, á 
sus caras (13). Todas las secciones normales (rec
tas) de un ángulo diédrico son iguales entre sí. 
Diedros iguales tienen iguales secciones normales; 
y, recíprocamente, dos diedros son iguales cuando 
tienen secciones normales iguales (Eu c l . XI, def. 6).

Conforme sean sus secciones normales, así se 
llamarán los ángulos diédricos, agudos, rectos, 
obtusos, suplementarios, complementarios, adya
centes ú opuestos por la arista. Si las caras de un 
diedro son normales entre sí (13) el diedro es recto.

IV .—El ángulo, formado por las normales respec-
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_ -tivas á dos planos, puede emplearse también para 

determinar el diedro formado por los dos planos. 
Pues, si CAO es una sección normal del diedro 
CABD^ y los ángulos rectos JAC y KAD caen 
sobre el plano CAL, las rectas ABy AKserán nor
males (10) á los planos CABy DAB respectivamen
te; y los ángulos CAD y JAK iguales entre sí.

15. Si desde los puntos en el espacio, A, B, C.... 
se trazan, con sujeción á una ley establecida, líneas 
de naturaleza determinada que corten á una super
ficie dada en los puntos An B^ estos puntos 
de la superficie,-^,, Bn se llaman proyeccio
nes sobre la misma ^projectio^ dibujo, cróquis) de 
los puntos del espacio A, B, C... La superficie dada 
toma el nombre de superjicie de proyección (de la 
imágen, del dibujo); y las líneas trazadas por los 
puntos del espacio se denominan proyectantes ^pro- 
jectantes'']. La figura, cuyos puntos son las proyec
ciones de una figura dada, se llama proyección de 
esta figura dada (*).

En los casos más sencillos se toma para super
ficie de proyección el plano; y para líneas proyec
tantes, rectas que cortan normalmente al mismo.

(*) Las proyecciones fueron empleadas por los astrónomos 
griegos (Hipa r c o , Pt o l o me o  y otros) para la representación de 
la esfera aparente de los cielos. (Kl ü g e l , Math. W., IV, p. 492.) 
La Perspectiva, conocida por los antiguos, sedesarrolla en el si
glo xvi, reformándose á fines del xvm con la Geometría des
criptiva (Doctrina de las proyecciones) de Mo n g e . De s a r g u e s  fué 
el primero que aplicó las proyecciones en 1640 á las investi
gaciones geométricas; mas la gran importancia de esta aplica
ción fué patentizada por la escuela de Mo n g e , y especialmente 
por los trabajos de Po x c e l b t  (Propr. proj.l.
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Las proyecciones obtenidas en tales condiciones^*7!^* 
reciben el nombre de proyecciones normales (orto
gonales^ ortográficas)^ ó simplemente el de proyec
ciones. Las rectas proyectantes de los puntos de 
una recta se hallan sobre un plano que proyecta la 
recta yes normal al plano de proyección (13). La 
recta, en la cual es cortado el plano de proyección 
por el plano proyectante de una recta dada, con
tiene las proyecciones de todos los puntos de esta 
recta dada y es la proyección de la misma. Sola
mente en el caso que la recta dada sea normal al 
plano de proyección, será un punto la proyección 
de dicha recta.

Las proyecciones normales de dos rectas que se 
cortan, serán también dos rectas que se cortan, ó 
que coinciden; las proyecciones normales de dos 
rectas de un plano que no se cortan, serán también 
dos rectas que no se cortan, ó que coinciden. La 
proyección normal de un ángulo recto será tam
bién un ángulo recto, en el solo caso de que un 
brazo del ángulo dado sea normal al plano proyec
tante del otro brazo.

Entre las representaciones ó imágenes de un 
objeto espacioso, de bulto, merecen particular con
sideración, por sus aplicaciones, su proyección ho
rizontal {planoicnografía) y su proyección vertical 
{elevación, ortografía). En aquélla, son verticales 
las rectas proyectantes, y horizontal el plano de 
proyección ó del dibujo; en ésta, son horizontales 
las rectas proyectantes, y normales, por lo tanto, 
al plano vertical de proyección. Las imágenes ó 
figuras que se dibujan en la Es t e r e o mé t r ia , para 
coadyuvar á la representación mental de los obje-
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tos de bulto, son proyecciones de estos objetos, 
obtenidas mediante rectas proyectantes que tam
bién pueden ser normales á otro plano, diferente 
del de proyección. ,

16. Entre las distancias de un punto dado B á 
los puntos de un plano a, la mínima es la distancia 
del punto á su proyección normal sobre el plano, 
que determina ó representa la distancia entre el 
uno y el otro, el punto y el plano (15). Los puntos 
del plano, cuyas distancias á un punto dado fuera 
del mismo sean iguales, caen sobre un círculo que 
tiene por centro la proyección normal del punto 
dado sobre el plano.

De mo s t r a c ió n . Sea B el punto dado fuera del 
plano a; C su proyección normal

3 sobre este plano; y Dun punto 
A cualquiera del mismo. Es evidente 

// que el ángulo BCD es recto (10);
/ / y? Por consecuencia, C'B^BB. 
/— . Si E representa otro punto, cual- 

3> 0 quiera, del plano a, y DB = EB,
los triángulos BCD y BCE serán 
iguales y semejantes; y, de resul

tas, DC=EC.
17. Por distancia de una recta á un plano, al 

cual es paralela, se comprende la distancia de un 
punto cualquiera de la recta al plano; porque todos 
los puntos de la recta equidistan del plano. Por 
distancia entre dos planos paralelos se comprende 
la distancia de un punto cualquiera de uno de los 
planos al otro plano; porque todos los puntos de un 
plano equidistan del otro plano. /

De mo s t r a c ió n . Si A y B son puntos de la recta,
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y C y D sus proyecciones nor
males, las rectas proyectantes 
AC y BD serán paralelas (12). 
Por otra parte, es la recta 21^6* 
paralela con su proyección CD^ 
por ser aquélla paralela al pla

no de proyección. Luego el cuadrángulo ACDB 
es un paralelógramo; y, por.lo tanto, CA = DB.

Por las mismas consideraciones se demuestra 
que (7.4 = DB, cuando A y B son puntos de un 
plano, C y D sus proyecciones normales sobre el 
otro plano, y los dos planos son paralelos.

Dos planos paralelos dividen el espacio en 3 re
giones, de las cuales se llama cap i (estrato, couclte) 
la del medio. La magnitud de una capa se conoce 
por la distancia entre sus dos planos paralelos. 
Una capa puede considerarse como un ángulo 
diédrico que tiene su arista ó canto infinitamente 
distante (4).

18. Por distancia entre dos rectas que no están 
sobre el mismo plano, se comprende la distancia 
entre los planos paralelos que las contienen; ó la 
distancia de una de ellas al plano paralelo en que 
está la otra; ó la distancia entre los puntos en que 
las dos son cortadas normalmente por otra recta 
determinada (*).

Si las rectas « y 5 no están en un mismo plano, 
se traza por un punto de la a la recta c paralela con 
b; y por un punto de la b la recta d, paralela con a; 
el plano ac no sólo es paralelo á la recta b sino tam
bién al plano bd (I).

(*) Le g e n d r e (Géom., note 6).
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Proyectemos normalmente un punto cualquiera 
E de la recta b sobre el plano ac; por su proyección 
E trácese la recta paralela con b y que corta á la a 

en G; y por G la recta pa
ralela con la proyectante 
EF, que corta en H á la 
b. La recta GH, como la 
EF, es normal al plano 
ac (12); y, por consecuen- 

■ cia, normal al plano bd, 
paralelo al ac. Lueg*o corta 
normalmente á las rectas 

a y b^ y es la intersección de los planos que pasan 
por ay b^ y son normales á los planos paralelos ac 
y bd (13).

La distancia entre los puntos G y H, de las rec
tas a y b, es menor que la existente entre dos pun
tos cualesquiera, Jy K, de las mismas rectas. Pues, 
trazando KL paralelamente á GH^ el ángmlo KLJ
es recto; y, de resultas, JK > LK; y como LK 
= GH, será JK> GH.

19. Una recta, que no es normal á un plano, for
ma con las rectas de este plano diferentes ángu
los; siendo mínimo ó máximo, respectivamente, 
el agudo ú obtuso que forma con su proyección 
normal. Y por esto se comprende por ángulo de 
una recta con un plano, el ángulo que la recta for
ma con su proyección normal sobre el plano (*).

Sea 6'la proyección normal del punto A; la 
proyección normal de la recta BA sobre el plano; 
el ángulo ABG^ agudo; y BD, un segmento rectilí-

(•) Eu c l . XI, def. 5; y Óptica, 37 y sig. Pa ppu s , VI, 44.
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neo, sobre el plano, de la misma longitud que BC.

Y Ahora bien, sien el triángulo CBD
A crece el ángulo CBD desde 0 has

: / i ta 180°, el lado CD aumentará
/ i desde 0 hasta ‘¿BC (Plani-m. 39);

\T/^>\ : • , y, por la misma causa, en el trián- 
guio rectángulo A CD aumentará 

lj \ ^\/ la hipotenusa AD, desde A C has-
11 ta convertirse en la de un trián

gulo rectángulo cuyos catetos sean ¿BC y CA. 
Luego en el triángulo ABD también crece el án
gulo ABD desde AB(7hasta 180°—ABC.

Si el ángulo CBD = 90°, la recta BD es normal 
al plano ABC; porque los planos ABC^ DBG son 
normales entre sí, y, por lo tanto, es recto el ángu
lo ABD. Cuando los ángulos CBD y CBE son 
iguales y,de opuestos sentidos, los ángulos ABD y 
ABE serán iguales. .

El ángulo agudo, formado por la recta AB con 
el plano BCD, es el complemento del ángulo NBA 
que forma la normal BN^V mismo plano con dicha 
rectal. Este último ángulo lleva en Óptica el 
nombre de ángulo (Le incid-encia del rayo AB res
pecto del plano BCD.

Mientras el ángulo CBD crece primeramente 
desde 0 hasta 90°, y luego continúa creciendo des
de 90° hasta 180°, mengua el diedro ABDC desde 
90° hasta A B C, y crece nuevamente hasta 90°. 
En efecto, trazando CE normal á BD, será esta 
recta BD normal al plano AEG; y el ángulo 
AEG, por consecuencia, una sección normal del 
diedro ABDC. Ahora bien, si el ángulo CBD cre
ce desde 0 hasta 90°, en el triángulo rectángulo

M.C.D. 2022



- 22 —
CBF crecerá el cateto CF desde 0 hasta CB; y en 

el triángulo rectángulo 
A Amenguará el ángulo 
AFC desde 90° hasta 
ABC. Por el ulterior cre
cimiento del ángulo CBD 
desde 90° hasta 180°, el 
cateto 67'’menguará des
de CB hasta 0, y el án

gulo AFC crecerá desde ABC hasta 90°.

III . — Oono^ cilindro y esfera.

20. Una superficie reglada (Plauim. 4) cuyas 
rectas tengan todas un punto común, se denomina 
cono (xcovoc, conusy, las rectas que están en ella se 
llaman sus aristas ó sus lados (51); y el punto co
mún, su centro ó cúspide. El cono completo es divi
dido por su vértice en dos partes ó faldas: cono y 
cono opuesto, ó anticono. Si las rectas de una su
perficie reglada son todas paralelas, la superficie 
reglada toma el nombre ^cilindro (xuXtvSpoc). El ci
lindro puede mirarse como un cono cuyo centro 
está infinitamente distante. El plano puede consi
derarse lo mismo como un cono que como un ci
lindro.

Si una línea cualquiera, unida invariablemente 
á una-recta, da la vuelta al rededor de esta recta fija, 
como eje, en su movimiento engendrará una super
ficie de resolución \surface de rotation^ revolutiony 
A las superficies de revolución pertenecen: el cono
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¿e reDoluciou (*), engendrado por la revolución de 
un ángulo agudo al rededor de uno de sus lados; 
el pUuo, engendrado por la revolución de un án
gulo recto al rededor de uno de sus lados (11); el 
cilindro de reoolucion, engendrado por la revolu
ción de una faja en torno de uno de sus lados; y la 
esfera, engendrada por la revolución de un semi
círculo al rededor del diámetro que le limita (23). 
Los planos, que cortan á una superficie de revolu
ción normalmente á su eje, producen secciones 
circulares, cuyos centros caen sobre este eje (11), 
y que toman el nombre ^paralelos. Los planos, 
que pasan por el eje de una superficie de revolu
ción , cortan á esta superficie en líneas congruen
tes, que en el lenguaje geográfico llevan el nombre 
de meridianos. •

21. Un plano que pasa por el centro de un cono, 
ó contiene dos lados del mismo, ó un solo lado, ó 
ninguno. En el primer caso, el plano corta al cono 
álos dos lados de su centro, y la sección es un án
gulo y su opuesto por el vértice; en el segundo, el 
plano es tangente al cono á lo largo de un lado, y 
la sección es una recta; en el tercero, el plano corta 
á todas las aristas del cono en su centro, y la sec
ción es un punto.

El segundo caso se realiza cuando el plano pasa

(•) Eu c l ., XI, def. 14 y sig. Distínguese el cono en acutúngu- 
le, rectángulo ú oblusángulo, de acuerdo con la magnitud del 
ángulo, cuya mitad, por su revolución, engendra el cano. Á las 
superficies de revolución pertenecen el conoide y el esferoide, 
estudiados por Au q u ime d e s . El concepto más general del cono 
tiene por base las consideraciones de Apo l l o x io (Cónica, I, 
def. 1).
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por el centro del cono, O, y contiene una tangente 
A C á una curva A 9, situada en la superficie del 
mismo. El plano O A Ó entónces es tangente al cono 

á lo largo de la arista O A, y no 
■ tiene con éste ningún punto 

! z común fuera de dicha arista.

J
o Porque un plano que contuviese 

la arista O A y otro punto próxi- 
f/B mo, pero fuera de ella, D, de 

la superficie cónica, tendría co- 
*' mun con ésta la arista OD1 y 

común con la curva AB el pun
to en el cual es cortada dicha curva por el lado 

OB. Y, por consecuencia, el plano OAD conten
dría una cuerda AE de la curva AB, pero no su
tangente A C.

Si el cono, y su plano tangente O A C, son cor
tados por un plano según la curva AF y la recta 
A G, esta recta A G será tangente á la curva AF en 
el punto común A; puesto que, fuera de este punto 
A, ninguno tiene dicha recta común con el cono, 
ni con la curva consiguientemente. Y á la inversa: 
las rectas, tangentes en los puntos de intersección 
á las curvas sobre un cono que cortan á una arista 
del mismo, están contenidas en un plano tangente 
que tiene común con el cono la arista cortada por 
las referidas curvas.

22. Un plano que no pasa por el centro de un 
cono, ó es paralelo á dos aristas del cono , ó á una 
sola arista (al plano tangente al cono que contiene 
esta arista), ó á ninguna (*).

g) Po n c e l e t  (Prop. proj., 4}, y St e in e b  (Syst. entiu., 36). Las
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"En el primer caso, hay dos aristas del cono que 

no son cortadas por el plano, siéndolo las restantes 
ya en una falda, ya en la otra; y la sección cóuica, 
consta de dos ramas que se extienden hasta el infi
nito en dos direcciones y se llama hipérbola 
excesus^.

En el segundo, son cortadas todas las aristas del 
cono menos una, y la sección resulta abierta en 
una dirección y se llama parábola (irapapo^, requa- 
litas).

En el tercero, son cortadas todas las aristas del 
cono, y la sección es cerrada y se llama elipse 
(gAXeitpc, áejectus).

Ob s e r v a c ió n . Las secciones planas de un cilin
dro, sobre el cual puede estar un círculo, son en 
general elípticas. En el caso particular en que el 
plano secante sea paralelo á las aristas del cilindro, 
la sección será una faja cuyos lados, ó estarán se
parados, reales ó imaginarios (no construibles), ó 
confundidos, en coincidencia.

23. Los puntos del espacio, equidistantes de un 
punto dado, están sobre una superficie cerrada 
que se llama es/era (<npatpa, globus). El punto dado 
se llama centro; el seg-mento rectilíneo entre el 

secciones de los diferentes conos de revolución por un plano 
normal á uno de sus lados, fueron distinguidas y expresadas 
mediante ecuaciones por Me n e c h mo  (Escuela platoniana, 370 a. 
de J. C. Re ime h , htsl. dupl. cubi, p. 58). Los escritos de Ar is t e o  
y Eu c l id e s  sobre las secciones cónicas se perdieron. Ar q ü íme- 
d is  consideró estas curvas como secciones de todo cono de 
revolución (Con. y SpA., 8 y sig.). Apo l l o n io demostró que eran 
secciones de un cono cualquiera sobre el cual caiga un círculo, 
y les dió el nombre que hoy tienen (Cónica, L).

C
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centro y un punto cualquiera de la esfera, radio. 
Toda recta que pasa por el centro de la esfera, la 
corta en dos puntos que se denominan opuestos 
(autipodas) y limitan un diámetro. Todo plano que 
pasa por el centro corta á la esfera en un círculo, 
cuyo centro y cuyo rádio no son distintos de los de 
la esfera, que toma el nombre de principal ó máximo 
(normal). Un círculo máximo divide á la esfera en 
dos partes congruentes, llamadas hemisferios (*).

24. Todo plano, cuya distancia al centro de la 
esfera sea menor que el rádio, corta á la misma en 
un círculo cuyo centro es la proyección normal 
del centro de la esfera sobre el plano. Los rádios de 
la esfera, que se dirigen á los puntos de este 
círculo, se hallan sobre un cono de revolución; y 
sus proyecciones normales sobre el plano secante 
(el del círculo) son rádios del mismo círculo.

Todo plano, cuya distancia al centro de la esfera 
es igual al rádio, es tangente ó toca á la esfera: es 
decir, la proyección normal del centro, de la esfera 
sobre el plano, cae entonces sobre la esfera; y las 
rectas que tocan en este punto á los círculos máxi
mos que pasan por el mismo, caen sobre el plano 
mencionado. La esfera es cortada normalmente por 
sus rádios. Todo plano, cuya distancia al centro de 
la esfera sea mayor que el rádio, está fuera ó ex
cluido de la esfera (**).

De mo s t r a c ió n . Sea B el centro de la esfera, C 
su proyección normal sobre el plano a, D un punto

;*) Las expresiones círculo principal y punios opuestos, sonde 
St e ix k r  J. dcCrelle, p 45).

(••) Th e o d o s io  (Spluerica, I.).
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cualquiera de este plano: claro es que BD> BC. 
Ahora bien, si BC es menor que el radio, C se 
hallará dentro de la esfera, y el plano tendrá con 
ella un círculo común (16). Si BCes igual al rádio, 
C cae sobre la esfera, y la recta CD es tangente al 
círculo máximo de la misma, situado en el plano 
BCD. Si BC es mayor que el rádio, todos los pun
tos del plano están fuera ó excluidos de la esfera.

Ob s e r v a c ió n . En general, cuatro puntos cua
lesquiera de la esfera no se hallan sobre un plano; 
y por ésto la esfera es una superficie curva (PU- 
uimetria^. El plano, determinado por 3 puntos de 
la esfera, la corta en un círculo cuyo centro es la 
proyección normal del centro de la esfera sobre el 
mismo plano. Y sobre aquel círculo deberá estar 
precisamente cualquiera otro punto de la esfera, 
para caer sobre dicho plano.

25. Las rectas, que tienen un punto común A y 
son tangentes á una esfera dada <B^ caen sobre 
un cono de revolución cuyo eje pasa por el punto 
común y el centro de la esfera. Los puntos de con
tacto C, C\... caen sobre un círculo cuyo centro 
está en dicho eje y cuyo plano es normal al mismo 
eje (*). Puesto que los triángulos ABC, ABC'.. 
son rectángulos y congruentes; etc.

, Si el punto A está dentro de la esfera (^), el 
circulo, cuyo centro coincide con A, es el mínimo 
entre todos los de la esfera que pasan por ese punto 
(Plauim. 51).

Designando por r el rádio de la esfera, para toda

O Eü c l id é s  (Op!. 23'.
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recta que pase por el punto A y corte á la esfera en 
los puntos P y Px, tendremos (Plauim. 113):

AP.AP, = AS1 — r1

Este producto, constante para el punto dado y 
la esfera dada, se llama potencia del punto respecto 
de la esjera^ y su valor es el cuadrado de una tan
gente á la esfera trazada por A, ó es cero, ó es el 
cuadrado negativo de la semicuerda (mínima) cuyo 
punto medio es A: según que dicho punto A esté 
fuera de la esfera, sobre la esfera, ó dentro de la 
misma.

26. Dos esferas (J.) y (^) tienen un círculo 
común, cuyo centro está sobre la recta AB, y cuyo 
plano es normal á esta recta: como se desprende 
de la consideración de sus círculos máximos si
tuados en un mismo plano (Planim. 21). El ángulo 
diédrico, formado por las esferas en un punto co
mún, está determinado por el ángulo de sus rádios 
que se dirigen al mismo punto (14-O¿5.); y por esto 
las esferas se cortan á lo largo del círculo común 
bajo un mismo ángulo.

El círculo común á las esferas será real, en tanto 
que los rádios y la línea de los centros sean lados 
de un triángulo; reduciéndose á su centro, y en- 
tónces las esferas serán tangentes, cuando la dis
tancia de los centros llegue á ser igual á la suma 
ó á la diferencia de los rádios. Pero será imagina
rio, y entónces una de las esferas estará entera
mente incluida en la otra, ó excluida de ella, cuan
do la distancia de los centros sea menor que la di
ferencia ó mayor que la suma de los rádios.
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En todo caso, pues, el plano del círculo común 

á dos esferas es real,' y puede ser construido me
diante la propiedad de que todos sus puntos tienen 
iguales potencias respecto de las dos esferas ^PZa- 
nim. 116 y sig.). Los puntos de este plano, ex
cluidos de las esferas, son centros de determina
das esferas ortogonales de las (k) y (^); y se dicen 
esferas ortogonales de las (^4) y (.#), porque cortan 
á cada una de éstas rectangularmente á lo largo 
de un círculo.

27. Tres esferas (4), (5) y (6') tienen, en gene
ral, dos puntos comunes P y Q, colocados simétri
camente respecto del plano de los centros ABC; y 
de modo, por lo tanto, que el segmento P Q, es bise
cado normalmente por dicho plano. Pues los trián
gulos PQA, PQB y PQC son isósceles, y el punto 
medio de su base común cae sobre el plano ABC^.

Los expresados puntos comunes P y Q pueden 
reducirse á su punto medio, ó ser imaginarios; pero 
en todo caso, la recta, en que los puntos comunes 
están, separados ó juntos, ó imaginarios, es real 
y determinada por la propiedad de que todos sus 
puntos tienen iguales potencias respecto de las tres 
esferas; puesto que dicha recta se halla sobre los 
planos cuyos puntos tienen iguales potencias res
pecto á cada par de las mismas.

Para 4 esferas (^4), (B^, (C) y (B) existe, en ge
neral, un punto que tiene iguales potencias respec
to de las mismas; porque la recta, cuyos puntos 
tienen iguales potencias respecto de las esferas (A^,

y (^), tiene un punto común con el plano, cu
yos puntos tienen iguales potencias respecto de las 
esferas (J) y (/)).
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Si, en particular, 3 esferas son de tal magnitud 

y se hallan en tal posición que sus círculos máxi
mos, situados en un plano, forman un haz ^Pla- 
nÁ/m. 118), las esferas formarán también un Itai: 
lo cual significa que existe entónces un plano cu
yos puntos tienen iguales potencias respecto de las 
tres esferas. Sobre este plano cae el círculo, real ó 
imaginario, que es común á las esferas del haz; y 
todo otro plano corta al haz de esferas según un haz 
de círculos.

28. Todo punto, equidistante de 2 puntos dados 
A y cae sobre el plano que biseca normalmente 
el segmento AB, y respecto del cual son A y B si
métricos (11). Todos los puntos, cuyas distancias á 
los A y B tengan una razón dada, caen sobre una 
esfera que corta normalmente al segmento AB, in
terior y exteriormente, según la razón dada (^Za- 
nim. 66).

Todo punto, equidistante de 3 puntos dados A, 
B y C, cae sobre la recta que corta normalmente al 
plano ABC en el centro del círculo ABC (16).

Para 4 puntos A, B, C y D existe, en" general, 
un punto equidistante de ellos, que es el centro de 
la esfera que pasa por los mismos (*). Puesto que la 
recta, cuyos puntos equidistan de los A, B y C, tie
ne con el plano que biseca normalmente el segmen
to AD un punto común que equidista de los A, B, 
C y D. El mismo punto común tienen los planos 
que bisecan normalmente los 6 segmentos limita
dos por los 4 puntos dados. Cuando los puntos A, 
B, Cy D caigan sobre un plano, el centro de la es-

(') Fe r ma t  (De contad, sph. Opp., p. 74).
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)

ABCl) se hallará sobre una normal al plano 
ABC, á distancia infinita; no diferenciándose en- 
tónces la esfera de este plano. Cuando, en particu
lar, los cuatro puntos A, B, C y D caigan sobre 

)| un círculo, equidistarán de ellos todos los pun- 
Ítos de la recta normal al plano del círculo en su 

centro.
Según esto, una esfera será determinada por 4 

puntos que no estén sobre un círculo; y, en conse
cuencia, por un círculo y un punto fuera del mis
mo; ó por 2 círculos que tengan 2 puntos comunes,

1 tales como ABC y ABD. Dos círculos que tengan 
un sólo punto común no pueden caer sobre una 
esfera; ni tampoco podrán, en general, caer sobre 
una esfera dos círculos que no se corten. (Véase

I adelante el Capitulo V.).
29. Los puntos equidistantes de una recta dada 

caen sobre un cilindro de revolución cuyo eje es 
dicha recta. Las rectas (ó planos) equidistantes de 
una recta dada, son tangentes á un cilindro de re
volución cuyo eje es dicha recta.

Todo punto, equidistante de 2 rectas dadas de un 
plano, está sobre un plano 
que biseca normalmente el án
gulo (ó faja) de dichas rectas. 
Si los ángulos O AS y OBS 
son rectos, iguales los seg- 

■ mentos O A y OB, y C la pro
yección normal del punto O so
bre el plano del ángulo ASB, 

CA y CB serán también igualos segmentos
les; etc.

Todo punto, equidistante de 3 rectas que están
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dos á dos en un plano (3), está sobre una de 4 rectas 
determinadas que son los ejes de los conos de re
volución, sobre los cuales están las rectas dadas. En 
efecto, siendo rectos los ángulos OA>S, OBSy OCS, 

é iguales los segmentos OA, 
OB y OC, la recta Oó’lo mis
mo cae sobre los planos que 
bisecan normalmente los án
gulos ASB y BSC, que sobre 
el plano que biseca normal

mente el ángulo ÓÍS'J., y es el eje de un cono de 
revolución cuyas aristas son SA , SB y SC. Igual
mente SA, SB y SC' están sobre un cono de re
volución; etc.

Cuando las rectas dadas son paralelas, se halla 
un cilindro de revolución en lugar del cono.

30. Todo punto, equidistante de 2 planos dados, 
está sobre el plano bisector del ángulo diédrico que 
forman dichos planos. Pues, si las normales OE 
y OFdesde el punto O á los planos ABC y BCD 
son iguales, la arista BC será cortada normalmente 
en G por el plano OEF (13), y OG será la bisec
triz del ángulo EGF.

De lo cual se deduce que una recta OP equi
dista de dos( rectas AB y CD^ no situadas en un 
mismo plano, cuando se halla sobre uno de los

r planos bisectores de un ángulo 
diédrico ABCD^ en cuyas hojas 
están dichas rectas AB y CB, y 
es al mismo tiempo paralela á la 
arista BC de este diedro.

En efecto, las distancias de 
la recta OP á las rectas AB y
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CD son iguales á las distancias del punto O á W’' 
planos ABC y BCD (18). En particular, todas las
rectas, situadas en el plano que biseca el estrato ó 
capa determinada por las rectas AB y CD^ equi
distan de estas rectas.

Todo punto, equidistante de 3 planos, está sobre 
una de 4 rectas determinadas que son los ejes de 
los conos de revolución tangentes á los 3 planos. 
En efecto, el punto O, si equidista de los planos 
A SB y BBC,_está sobre uno de los planos bisectores 
del diedro A BBC; y, si la recta SO se halla sobre 
dos planos bisectores de los diedros ÁSBC y 
BSCA, se hallará también sobre un plano bisec- 
tor del diedro CSAB; porque el punto O equidista 
de los 3 planos. Mas la recta SO forma con los 3 
planos ángulos iguales; etc.

31. Para 4 planos a, p, y, 3 existen, en general, 
8 puntos equidistantes que son los centros de las 
esferas tangentes á dichos 4 planos.

Ante todo precisa distinguir los espacios por ca
da uno de estos planos separados. Del punto A, co-

\\ / mun á los tres planos p, y, 6,
2^ se dirá que se encuentra en

. / \\ el lado ó frente positivo del
/ Aa / plano «; y de otro punto, que 
/ esté situado enlaparte opues-

—4^'———A.® ta, se dirá que lo está en la
/ ’ parte ó frente negativo del 

mismo plano a. Análogamente establecemos que se 
hallan en los frentes positivos de los planos p, y, 8 los 
puntos B, Cy D que son comunes respectivamente 
á las otras ternas de planos. Por «8 designamos el 
diedro situado en los frentes positivos de ayo. que
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tiene por arista BC; etc. El punto común de los 
planos bisectores de los diedros «8, ¡38, Y8 equidista 
de los planos a, p, y, 8; y, por lo tanto, cae sobre los 
planos bisectores de los diedros restantes ap, py, ya, 
y es el centro de la esfera que toca á dichos planos 
por sus caras ó frentes positivos.

El punto común á los planos bisectores de los 
diedros adyacentes con los a8, p8, y8 es, á su vez, el 
centro de la esfera que toca á los cuatro planos, y 
se encuentra en el frente negativo del plano 6. Los 
puntos comunes á los planos que bisecan dos de 
los diedros «8, ps, y8, y el diedro adyacente del ter
cero, son los centros de las esferas tangentes á los 
cuatro planos, situados en los frentes negativos 
de y, a, p, respectivamente.

Las 3 esferas restantes de todas las tang’entes á 
los 4 planos, están situadas respectivamente en los 
frentes negativos de dos de los planos «, p, y, 8; y sus 
centros son los puntos comunes á los planos que bi
secan uno de los diedros a8, ps, y8 y los diedros adva- 
centes de los otros dos. Así, por ejemplo, los planos 
que bisecan los diedros adyacentes de los «o y ps se 
cortan en una recta que tiene un punto común con 
el plano bisector del diedro yo. Este punto, ó cae 
en el diedro opuesto por la arista al Y8, en los fren
tes negativos de y y 6; ó en el mismo diedro yo, en 
los frentes negativos de a y p, ó sea en el opuesto 
por la arista al «p; ó se halla infinitamente distante, 
en la dirección de aquella recta, cuando ésta es pa
ralela al plano biSector del diedro y3. Iguales con
sideraciones pueden hacerse sobre cada uno de los 
otros dos centros. Y, por consecuencia, una, dos ó 
las tres últimas esferas, pueden ser infinitamente
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grandes y tocar á distancia infinita á los 4 planos 
dados (*).

IV.—Esférica. (**).

32. Por dos puntos de la esfera, A y B (y sus 
puntos opuestos A, y está determinado un 
círculo máximo AB; y por dos círculos máximos, 

está determinado un punto al) (y su punto 
opuesto). Puesto que los puntos A y B^ y el centro 
de la esfera, determinan un plano, sobre el cual se 
hallan los puntos opuestos Av y B^, que corta á la 
esfera en un círculo máximo (23); y los planos de los 
círculos máximos a y b tienen común el centro de 
la esfera; y se cortan, por lo tanto, en un diámetro 
de la misma (1).

De lo dicho se colige que entre las líneas esfé-

(*) De la primera esfera, tangente á 4 planos dados, trató 
Fe h ma t  (Opp. p. 77); las otras esferas se encuentran en La - 
g r a n g e (Sur les pyram., 24. Ménx.ae Berlín, 1773), y más precisa
mente en Fe u e r b a c h  (Die dreie<¿kige Pyramide, 36). El problema, 
construir una esfera tangente á 4 planos dados, está subor
dinado al más general de construir una esfera que forme án
gulos dados con 4 esferas dadas. Estas esferas dadas pueden 
ser puntos, ó planos; y nulos, los ángulos dados. Pa s c a l  (OEnures, 
jdition Lahure, II, p. 396). Miq ü e l  (J. de Liouv. Año I1,p. 75).

(**) Desde los primitivos tiempos fué estudiada la esfera y 
considerada como campo de construcción para las necesi
dades de la Astronomía. Minuciosos trabajos de Geometría es
férica nos dejaron Th e o d o s io  (siglo i. a.J. C.)y Me n e l a o  (prin
cipios del siglo n, d. de J. C.). Considerable aumento recibió 
después la Esférica de Vie ja , Sn e l l io , Gir a r d , y particular
mente de Eu l e r  y Le x e l l ; y en los tiempos modernos han visto 
la luz tratados especiales acerca de la misma, debidos, ántes 
que á otros, á C. F. Sc h u l z  (1833) y á Gu d e r ma n m (1835).
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ricas posee el círculo máximo propiedades funda
mentales, idénticas á las de la recta entre las líneas 
planas.

33. Dos puntos A y B, y sus puntos opuestos 
At y Bn dividen el círculo máximo que pasa por 
ellos en 4 arcos AB, BA{, y BVA: de los cua
les son suplementarios dos contiguos (completan 
un semicírculo); é iguales dos separados, tales 
como ABy A^B^

Dos círculos máximos dividen la esfera en 4 re
giones, denominadas ángulos esféricos (*).E1 ángu
lo, que forman en A y At los círculos máximos AB 
y AC, es el mismo que forman las rectas Al) y AB, 
AlBl y A^E^ tangentes en A y A, á dichos círculos

A máximos, y situadas en los planos 
ABE y A,O(Planim. 24). Pero 

/ / \ \ las tangentes AD y AE, A,D, y
¡c' i AXEV son normales al diámetro 

i / i AA,; y, por consecuencia (11), los 
\ I planos ABE y AXBXEX son norma-

A, ' les también al diámetro AAt; y los 
ángulos BAE y BXAXE„ •secciones normales (14) 
del diedro BAAXC, en el cual está comprendido el 
esférico ABA, C. Si los ángulos, formados por los 
círculos máximos a y b, y por los círculos máximos 
c y á, en sus puntos de intersección, son iguales, los 
ángulos diédricos, definidos por los planos a y b, 
serán iguales (14) á los ángulos diédricos, compren

(•) Se dice impropiamente diedro esférico; porque al hablar 
de dos puntos de la esfera, por lo regular no nos referimos á 
dos puntos que sean el uno opuesto del otro. Le g e n d u e  fGéoni. 
VII, dif. 9), llama huso (fuseauj al ángulo esférico.
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didos entre los planos c y d; los ángulos esféricos, 
contenidos en estos ángulos diédricos son con
gruentes. De lo cual resulta que un ángulo esféri
co está determinado por el ángulo que forman en 
uno de sus puntos de intersección los círculos má
ximos que le incluyen ó cierran. Un hemisferio es 
un ángulo esférico llano 5.). De los cua
tro ángulos esféricos, constituidos por dos círculos 
máximos, se miran dos contiguos, como adyacen
tes; y dos separados, como opuestos por el vértice.

34. Tres puntos de la esfera, A, B y C (y sus 
opuestos J,, B{ y que no están sobre un mismo 
círculo máximo, determinan tres círculos máximos 
que dividen la esfera en 8 regiones, denominadas 
triángulos esj¿ricos. Los arcos (*) AB, BC y CA 
que unen sucesivamente los puntos A, B y C, se 
llaman lados; y los ángulos A CB, CBA y BA C, 
formados por estos lados en sus puntos comunes, se 
llaman ángulos del triángulo esférico. Esté trián
gulo se denomina isósceles, cuando tiene dos lados 
iguales entre sí; equilátero^ si tiene sus tres lados 
iguales; rectilátero^ cuando uno de sus lados es un 
cuadrante; rectángulo, si uno de sus ángulos es 
recto.

Al triángulo esférico ABC corresponden: 1) el 
triángulo opuesto^ A^ Bt C„ que tiene sus ángulos 
y sus lados respectivamente iguales á los del pri
mero; 2) los 3 triángulos adyacentes, ABC^ BCA^ 
y CABn que tienen iguales con el dado, un lado y

(•) Arco, simplemente significa arco do círculo máximo. La 
denominación de triángulo esférico no aparece en Th e d o s io , 
pero sí en Me n e l a o .
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B, los ángulos respectivamente

opuestos, siendo suplemen
tarios los otros lados y los 

'' / \ otros ángulos; 3) los 3 trián- 
: / i gulos respectivamente opues- 

y tos por el vértice, 
! / B, Ct A y C, A, B , que son 

V los opuestos de los adyacen-
s tes.

"^o y  polígono esférico se comprende la figura de
finida ó cerrada por arcos de círculo máximo que 
unen varios puntos dados de la esfera, sucesiva
mente: el primero con el segundo, ... el último con 
el primero. Las denominaciones, lados, ángulos, 
superficie y área, diagonales, conservan en la Esfé
rica el mismo sentido y significación que en la 
Planimetría; con la diferencia de que ahora susti
tuyen el círculo máximo y la esfera á la recta y al 
plano de ántes. Á toda figura esférica corresponde 
su opuesta, ó sea la figura constituida por los pun
tos opuestos de la dada. Existen figuras esféricas 
que coinciden con sus opuestas: un círculo máxi
mo, por ejemplo, es su propia figura opuesta.

35. Un triángulo esférico y su opuesto, no son, 
en general, congruentes ó superponibles; pero lo 
serán cuando el triángulo sea isósceles. Una figura 
esférica es igual y semejante á su opuesta, y de 
opuesto sentido (Planim. 54): una y otra tienen 
respectivamente sus lados y sus ángulos iguales, y 
también sus áreas (*).

(•) No se escapó á los antiguos que á la igualdad y á la se
mejanza de las figuras en el espacio no iba necesariamente unida 
su congruencia (Eu c l .XI, 26. Ar q u im . Conoid. et Sph.. 20). La ir -
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De mo s t r a c ió n . Si colocamos el ángulo C del 

triángulo ABC sobre el ángulo C^ de su opuesto 
AxBt C„ los arcos O A y CB caerán á lo largo de los 
arcos C.B^ y Ct A,; pero el vértice A no caerá sobre 
B„ ni el B sobre An á no ser que sea CA = C{B{ 
= CB. Para un observador, que por fuera de la es
fera recorriese los lados correspondientes AB y 
AtBt de los triángulos ABC y AtB^^ caería el 
vértice C á la izquierda y el C^ á la derecha.

Designando por O el centro de la esfera, por P 
su proyección normal sobre el plano ABC, y por 
O y Dx los puntos en que corta á la esfera la recta 
OP, los triángulos planos OPA, OPB y OPCse
rán iguales y semejantes; y, en consecuencia, se
rán iguales, tanto los ángulos POA, POBy POC, 
como los arcos DA, DB y DC. Mas los triángulos 
esféricos isósceles DAB, DEC y DCA tienen igua
les áreas que sus opuestos^^,^,^^,^ yD,CXA, 
respectivamente; y, por lo tanto, ABC y AVBXC, 
también tienen áreas iguales 76).

36. En un triángulo esférico, cuyos lados y cu
yos ángulos sean todos menores que 180°, la suma 
de los ángulos es mayor que 180°; y la diferencia 
entre aquella suma y 180° toma el nombre de exceso 

congruencia de un triángulo esférico y su opuesto, algún 
tiempo después comprendida del todo, fué determinada ex
plícitamente entre los modernos por Se g n e r , 1741. (Kl ü g e l . 
Math. 14', 4, p. 859). Le g e n d r e recibió de un matemático ex
tranjero, anónimo, la adjunta demostración de la igualdad 
(equivalencia) de aquellas superficies incongruentes, y la in
sertó en sus Élem. de Géom. VIL 21 (2/ Ed. 1800). Las figuras 
espaciosas, iguales y semejantes, pero incongruentes, son lla
madas frecuentemente por Le g e n d r e íGéom. VI, déf. 16) figu
ras simétricas.
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del triángulo esférico. El área del dicho triángulo 
esférico es igual á la de otro triángulo esférico, bi- 
rectángulo, cuyo tercer ángulo es el exceso del 
primero (*).

De mo s t r a c ió n . La suma de los ángulos esféri
cos (33) ABAXC, BCBXA. y CAVCXBX sobrepuja al 
hemisferio cortado por el círculo máximo ABAXB^ 
donde se halla el punto Gx en los triángulos ABC 
y AXBXC¿ y, por consecuencia, la suma de los án
gulos BAO-V- CBA 4- ACB excede de 180°. Pero 
los dos triángulos ABC y AVBVCX tienen la misma 
área (35); y, de consiguiente, el duplo de esta área 
será la diferencia entre la suma expresada de los 
ángulos esféricos, y un hemisferio: diferencia que 
es un ángulo esférico cuyos lados se desvian el uno 
del otro en el vértice tanto cuanto vale el exceso 
BACA- CBA A- ACB —W.

El círculo máximo, que divide por mitad los la
dos ó brazos de un ángulo esférico, parte este án
gulo esférico en dos triángulos esféricos, isósceles, 
con una base común sobre la cual yacen ángulos 
rectos (10 y 13); pero dichos triángulos isósceles 
son congTuentes, y por esto cada uno de ellos es 
mitad, del ángulo esférico. Luego el área de un

(•) Este teorema era conocido por Gir a r d  (Invention nouvelle 
en algebre, 1629), que lo demostró incompletamente. El mismo 
teorema, con la sencilla demostración del texto, fué publicado 
por Ca v a l ie r i, 1632 (Directorium genérale uranometricum, c. 8, 
pág. 31a). La regla para el cálculo del área de un polígono es
férico fué dada por Br o sc io (.-Ipologla Arist. elEticl. 1690. p. 78, 
ex antiquis in Vitellonem nolis); si bien esta cita así como la no
ticia del mismo autor, p. 79: demonstratio amplitudinis anguli 
solidi refertur ab H. Briggio ad Th. Hdrriotum, carecen hasta 
hoy de confirmación más ámplia.
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tiiAngulo Gsferico es igual a la de otro triángulo 
esférico, birectángulo, cuyo tercer ángulo es el 
exceso del primero.

Ob s e r v a c ió n . Cuando triángulos esféricos de 
esferas diferentes comprendan la misma área,, el 
triángulo de la esfera mayor tendrá el exceso me
nor. Sobre una esfera infinitamente grande no pue
de un triángulo esférico tener exceso finito; des
apareciendo ó anulándose, en tal caso, los excesos 
de todos los triángulos esféricos. Mas, según la hi
pótesis fundamental de la Geometría euclideana 
solamente 15), se considera un círculo
máximo, infinitamente grande, como una recta: y 
una esfera, infinitamente grande, como un plano.

Como unidad de las superficies esféricas se toma 
el triángulo esférico, birectángulo, cuyo tercer 
ángulo es la unidad angular que tiene por arco 1. 
Luego si, como de ordinario, entendemogíj^área 
de una superficie su razón con la uqidad^féíi  ̂
y tomamos por el ángulo su arcojiV^írea^xd 
triángulo esférico será igual á su eSS>. ) S

De lo cual se desprende que un $nSlo esfJíSjí 
es doble del ángulo bajo el cual se coTt&Ss^cu^ 
los máximos que lo forman. Y el área^i^^lí- 
gono esférico de alados VP-ta-uim. 11^, será igual á 
la suma de sus ángulos, disminuida en — 2)180°.

Dos triángulos esféricos, cuyos ángulos dan 
iguales sumas, tienen áreas iguales. Dos polígonos 
esféricos, cuyos ángulos den sumas iguales, ten
drán áreas iguales, ó diferentes la una de la otra 
en un número entero de cuadrantes esféricos.

37. Los círculos máximos, que cortan normal
mente á un círculo máximo dado, pasan por un

d
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punto (y su opuesto) que se llama polo (y antipolo) del 
circulo maocimo dado. Los arcos que unen los pun
tos del círculo máximo con su polo son cuadrantes.

Los cuadrantes que comienzan en un mismo 
punto de la esfera terminan en un círculo máximo 
que toma el nombre de circulo polar del punto (y 
de su punto opuesto). Los círculos máximos que 
pasan por el punto dado cortan normalmente al 
círculo polar de dicho punto (*).

De mo s t r a c ió n . Lo s planos, normales al plano 
del círculo máximo dado, y que pasan por el cen
tro de la esfera, se cortan en una recta, normal al 
plano del círculo máximo (12).

Las rectas, normales á un rádio de la esfera y 
que pasan por el centro de ésta, caen sobre un 
plano (11), normal á dicho rádio y á los planos que 
lo contengan ó pasen por el mismo.

Para hallar el polo de un círculo máximo se 
traza en un punto-cualquiera de éste un círculo 
máximo normal, y en este círculo normal se cuenta 
desde el punto elegido un cuadrante. Para hallar 
el círculo polar de un punto, se traza desde este 
punto un cuadrante cualquiera, y por el remate de 
este cuadrante un círculo máximo, normal al mis
mo cuadrante. Cuando un punto es el polo de un 
círculo máximo, es el círculo máximo el polar del 
punto. Cuando los círculos máximos pasan por un 
punto, sus polos correspondientes caen sobre un

(•) Th e o d o s io  (Sph. I.) (Véase la Obs.al núm.9.) La expresión 
polo de un circulo es más antigua; y se halla, por ejemplo, en 
Ar q u íme d e s  (Esph. el Cyl. II), significando el centro esférico del 
círculo (43). El círculo máximo, polar de un punto, se llama 
también linca polar ó sencillamente polar del punto.
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circulo máximo, que es el polar de dicho puuto • y ' 
si los puntos están sobre un círculo máximo sus 
círculos polares correspondientes pasan por un 
punto que es el polo de aquel círculo máximo.

38. Un arco de círculo máximo estará determi
nado sin ambigüedad por su punto inicial y por 
su punto final, siempre que se conozca ó fije el 
sentido en que se recorra dicho arco desde su prin
cipio hasta su remate (Planim. 30). Para un obser- 
xador, que en el sentido fijado recorra por fuera ó 
sobre la parte convexa de la esfera, un círculo 
máximo, uno de los polos (polo y antipolo) de este 
circulo caerá á la derecha, y á la izquierda el otro- 
y por polo del círculo recorrido se tomará el que 
caiga á su izquierda, siempre que por giros en este 
mismo sentido, de derecha á izquierda, se conside
ren descritos los ángulos sobre la esfera. Según 
esto, el círculo polar de un punto se recorrerá de 
modo que este punto sea el polo situado á la iz
quierda de su círculo polar (*). Con estas premisas 
ya podemos enunciar y demostrar el teorema si
guiente:

El ángulo comprendido entre dos círculos máxi
mos es igual al arco comprendido entre los polos 
de estos círculos, siendo el vértice del ángulo el 
polo del círculo á que corresponde el arco. El arco 
comprendido entre dos puntos es igual al ángulo 
orinado por los círculos polares de estos puntos 

cuyo vértice es el polo de aquel arco. (Advirtiendo

í ) Ga u s s , -1827, hizonotarestadistinción importanle(Disquis. 
generales cn-ea superficies curvas 2, VI). Véase Sc h u l z (SphSrik 

12), y Mo b iu s  (Anal. Spharik, 16 y 18).
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que por brevedad hemos dicho arco en vez de su 
ángulo céntrico correspondiente).

De mo s t r a c ió n . Si los círculos máximos que pa
san por el punto ^4 son cortados en B y C por el 

y círculo polar de dicho 
punto A, en cuyo caso los 
lados y AC del án- 

xq guio que consideramos 
f /V son cuadrantes , el arco 
y \ / , 7? ¿/quedará sin ambigüe- 

/ /y dad determinado; y su 
r / / ' ángulo central, corres- 

pendiente, será una sec- 
—* cion normal (14) del die

dro formado por los planos de los círculos máxi
mos AB y AC^ igual (33) al ángulo de estos 
círculos. Si ahora cortamos en el sentido fijado, y 
sobre el círculo polar del punto A, los cuadrantes 
BD y CE, los puntos D y E serán polos de los 
círculos AB y AC, y tendremos: BE BD
= BE— CE ó BE—BC.

39. A un triángulo esférico ABC corresponde 
un triángulo polar (suplementarió) A'B'C : de tal 
modo que no solamente los puntos A', B' y C' 
son los polos de los lados BC, CA y AB, sino que 
también los lados B'C', C'A' y son los po
lares de los puntos A, B y C; siendo á su vez 
el triángulo AB C el polar correspondiente al 
A'B'C (*). En efecto, si es A' el polo de BC y B'^ 
el polo de CA, cada uno de los arcos CA' y CB'

(•) Véase la (Obs. 9). Por esto los triángulos polares se llaman 
también triángulos recíprocos. Gu d e r ma n n  (Nied. Spharik, 20).
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comprenderá uno ó tres 
cuadrantes; y el arco 
A'B* puede describirse 
en el sentido de que sea 
G su polo; etc.

Los ángulos de un 
triángulo son respecti
vamente los suplemen
tos de los lados de su 
triángulo polar. Sabe
mos (38), en efecto, que 

' el ángulo incluido por 
CA y CB es igual al
arco comprendido en

tre sus polos B' y A"-, pero A" es el punto opuesto 
de A', y por lo tanto: A'B' 4- B'A" = 180°. Lue
go, etc.

El área de un triángulo y el perímetro de su 
triángulo polar correspondiente, componen la suma 
de 360°. Supongamos, en efecto, que los ángulos 
del triángulo dado tengan respectivamente a, p y 
Y grados, y que los lados del triángulo polar ten
gan V y c' grados. Según esto

« + í?' = 180°, p + 5' = 180°, y + c' = 180°
(a p y — 180°) (<z' -1- -L c') = 360°

Y el primer sumando de esta última suma es el 
área del triángulo; y el segundo, el perímetro de 
su triángulo polar (36).

40. A toda figura esférica corresponde una figib- 
ya polary cuyos puntos son respectivamente polos 
de los lados de aquélla, y cuyos lados son respecti-
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vainente polares de los puntos de la misma. Cuando 
el contorno de la figmra no esté constituido por ar
cos de círculo máximo, deberemos considerar sus 
lados como evanescentes y confundidos con círcu
los máximos, tangentes, cuyos polos caen sobre el 
contorno de la figura polar correspondiente. Toda 
figura esférica es la polar de su correspondiente 
figura polar.

Considerando una figura esférica como com
puesta de triángulos, comprendemos (39) inme
diatamente que el área de toda figura esférica y el 
perímetro de su figura polar suman juntos 360°. De 
la cuadratura de la figura dada se desprende la rec- 
tiílcacion de su^gura polar, y vice versa.

, Toda propiedad de una figura esférica puede 
mirarse como propiedad también de su figura po
lar; mediante la cual, por la conexión entre ambas 
figuras, lleg’amos á conocer una propiedad corre
lativa de la primitiva.

En el enunciado de la propiedad correlativa 
figuran círculos máximos en lugar de puntos, lados 
por ángulos, perímetros por áreas; y recíprocamen
te. Las propiedades de las figuras esféricas, por lo 
tanto, se corresponden dos á dos (*).

41. Entre las propiedades del triángulo esférico, 
cuyos lados y cuyos ángulos sean todos menores 
que 180°, deben recordarse las siguientes (Me n e l a o  
S-plb. I):

( ) La figura polar y la relación de su perímetro con el área 
de la figura primitiva, se halla mencionada por Sc h u l z  (Sphdrik 
A p. 21 y M, p. 241). Acerca de la dualidad (9) véase el t. 15 de 
los Aan. de Gergonne, p. 302.
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L—La suma de los ángulos es mayor que 180°. 
La suma de los lados es menor que 360°.

De mo s t r a c ió n . El exceso del triángulo esférico 
ya fué ántes (36) determinado. Y el perímetro del 
triángulo junto con el exceso de su triángulo polar 
completan 360° (39).

II.—Un ángulo externo es mayor que la diferen
cia y menor que la suma de los dos ángulos inter
nos, no adyacentes al mismo. Un lado es mayor que 
la diferencia y menor que la suma de los otros dos 
lados (*).

De mo s t r a c ió n .' Supongamos que en el triángulo 
ABC los ángulos y los lados opuestos tienen, res
pectivamente a, p, y y 5, c grados; en el trián
gulo adyacente A^BC se verificará (I):

« 4- 180° — p + 180° — T> 180°
a + 180° — ¿ + 180° — c < 360°

Y, por consecuencia: 180° — y > ? — — 5 
<c, etc. Luego en el triángulo ABC seráa-f-P 
> 180° — y.

Ob s e r v a c ió n . El arco menor de un círculo má
ximo es la más corta de cuantas líneas pueden tra
zarse sobre la esfera, entre los mismos puntos ex
tremos comprendidas, y da la distancia, esJMca, de 
estos dos puntos. Puesto que AB es más corta que 
las líneas B C + CA, B C 4- CD 4- DA,..., co mpues- 
tas de arcos de círculos máximos; y, por lo tanto,

(*) Ordinariamente se antepone este teorema y se demues
tra, siguiendo á Eu c l id e s  (XI, 20), por consideraciones extra
ñas á la Esférica ó Geometría de la esfera.
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más corta que una línea, constituida por arcos infi
nitamente pequeños de círculos máximos en núme
ro infinito, que coincidiese con una curva esférica 
cualquiera, limitada por los puntos A y B. La línea 
más corta (mínima) que une dos puntos sobre una 
superficie se llama desde principios del siglo xix 
linea geodésica. x

IIL—Á ángulos iguales se oponen lados iguales; 
al mayor ángulo se opone mayor lado. A lados 
iguales se oponen ángulos iguales; al lado mayor 
se opone mayor ángulo.

De mo s t r a c ió n . Si en el triángulo ABC son 
iguales entre sí los ángulos A y B, 

a dicho triángulo ABC coincidirá con
i su triángulo opuesto AVB^CV ajus-

/ tando A con B.g B con A,. Luego 
Á elMoBC=AvCv=AC.

. Pero si el ángulo CBA > BA C,
' haremos el ángulo EBA = BA C y 

obtendremos EB = EA; y, como CE H- EB BC 
(II), resulta CA "> BC.

Si el triángulo dado tiene dos ángulos iguales 
entre sí, su triángulo polar tendrá dos lados igua
les entre sí; etc.

Ob s e r v a c ió n . La suma de dos ángulos, y la 
suma de los lados opuestos, son á la vez menores, 
iguales ó mayores que 180°. Pues si, por ejem
plo, la suma de los ángulos ACB + BAC<Z 180°, 
en el triángulo adyacente CBA^ será el ángulo 
CA^B < BCA^ y, en consecuencia, el lado BC 
< BA„ ó sea, AB -V BC< 180°.

•12. I.—Dos triángulos esféricos, que tengan dos 
lados respectivamente iguales é igual el ángulo
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comprendido, serán iguales y semejantes. Dos 
triángulos esféricos, que tienen dos ángulos y el 
lado contiguo á ellos, respectivamente iguales, son 
iguales y semejantes.

II.—Dos triángulos esféricos, que tienen sus tres 
lados, respectivamente iguales, son iguales y se
mejantes. Dos triángulos esféricos, con sus tres 
ángulos respectivamente iguales, son iguales y se
mejantes.

De mo s t r a c ió n . Con las condiciones dadas son 
congruentes los triángulos, si son del mismo sen
tido; y, si fuesen de sentidos opuestos, uno de ellos 
coincidiría con el triángulo opuesto al otro. El se
gundo teorema se refiere al primero (Plauim. 36). 
Y las adiciones, ó segmndas partes de los dos teore
mas, se demuestran aplicando estos al triángulo 
polar, correspondiente al dado.

III .—Cuando en un triángulo esférico permane
cen dos lados invariables y el ángulo compren
dido por ellos aumenta, aumentará también el lado 
opuesto á este ángulo. Si en un triángulo esférico 
permanecen dos ángulos invariables, y aumenta el 
lado contiguo á ambos, aumentará también el án
gulo opuesto á este lado.

De mo s t r a c ió n . Como la de la (Plauim. 39); y la 
segunda parte se desprende de la consideración del 
triángulo polar. .

IV .—Si en el triángulo esférico ABC es recto el 
ángulo B, y el cateto AB es agudo é invariable, 
mientras el otro cateto BC aumenta primeramente 
desde 0 hasta 90°, y después desde 90° hasta 180°, 
la hipotenusa A C aumentará primeramente desde 
AB hasta 90° y después desde 90° hasta 180° — AB-,
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y el ángulo G, opuesto al cateto invariable, men
guará primero desde 90° hasta AB y subirá después 
hasta 90°. Si en el triángulo esférico ABC es recto
j. el lado A G, y su ángulo contiguo G
\\ es agudo é invariable, mientras su
\ \ otro ángulo contiguo A crece desde 

I \ 0 hasta 90° primeramente, y después 
\ / desde 90° hasta 180°, el ángulo B, 

opuesto al lado recto, menguará pri- 
s mero desde 180° — C hasta 90°, y

después desde 90° hasta G; y el lado AB, opuesto al 
ángulo invariable, bajará primeramente desde 90° 
hasta C; y subirá después desde G hasta 90°.

De mo s t r a c ió n . Para el primer teorema basta 
considerar los ángulos centrales correspondientes 
á los arcos (19); y el segündo se deduce del trián
gulo polar correspondiente al A,B,CV.

Ob s e r v a c ió n . Do s triángulos esféricos que ten
gan un ángulo recto y la hipotenusa y un cateto 
iguales, ó un lado recto y el ángulo opuesto y uno 
de los adyacentes respectivamente iguales, serán 
iguales y semejantes.

Entre los arcos que, procedentes de un mismo 
punto, llegan á un círculo máximo, es el más corto 
el agudo y normal que determina la distancia es/é- 
rica del punto al circulo. La distancia esférica de 
un punto á un círculo, es el complemento de su dis
tancia esférica al polo del mismo círculo.

43. El polo del círculo máximo, cuyo plano sea 
paralelo á un círculo dado de la esfera, equidista 
esféricamente de todos los puntos de este círculo 
dado (16) y se llama centro esférico del mismo. Los 
arcos iguales que unen el centro esférico del círculo
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con los diferentes puntos de éste, se llaman radios 
esféricos del mismo. Un círculo máximo que pase 
por un punto del círculo dado y sea normal al radio 
esférico de este punto, y cuya distancia al centro 
esférico de dicho círculo sea, por lo tanto, un radio 
esférico, toma el nombre de tangente esférica del 
mismo círculo (Planim. 23).

La distancia esférica del polo de una tangente 
esférica del círculo dado al cen
tro esférico del mismo círculo es 

/ | \b complementaria con el rádio es
férico. Pues, si B es el polo del

I \ I círculo máximo, tangente en C 
\ \ / al círculo descrito alrededor de

' A, es CA 4- AB = CB = 90°.
Los puntos equidistantes de 

un punto dado de la esfera, y equidistantes tam
bién, por consecuencia, del círculo polar de este 
punto, caen sobre un círculo cuyo centro esférico 
es el punto dado. Las líneas polares de los puntos 
de este círculo equidistan de su centro esférico y 
forman ángulos iguales con la polar de este cen
tro (38); y por lo tanto, son tangentes á un círculo 
concéntrico (paralelo) que es la figura polar del 
círculo dado. Los rádios esféricos de estos dos 
círculos son complementarios ó componen 90° (*).

En particular, el círculo circunscrito á un trián
gulo esférico tiene por figura polar correspondien-

■ (*) Sc u u l z (Spharik I, 44). El llamado círtiulo polar en Geo
grafía es la figura polar del trópico situado en el mismo he
misferio. El paralelo cuya latitud es 45°, coincide con su 
círculo polar.
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te el círculo inscrito en el triángulo polar del pri
mero. Uno y otro círculo son concéntricos (parale
los), y sus radios esféricos suman 90°. Los círculos 
polares de los centros esféricos de los dos círculos, 
circunscrito el uno é inscrito el otro en un triángu
lo esférico, son respectivamente paralelos á estos 
círculos; y los planos de estos mismos, por conse
cuencia, forman un ángulo diédrico que tiene por 
medida la distancia esférica de sus centros esféricos.

Ob s e r v a c ió n . Dado un círculo, una cuerda es
férica del mismo y el ángulo que forman las po
lares de los extremos de esta cuerda, tangentes al 
círculo polar del dado, suman 180° (39). La máxima 
cuerda esférica del círculo es un diámetro esférico 
del mismo; y las tangentes esféricas en los extre
mos del diámetro esférico incluyen el ángulo mí
nimo. En el triángulo esférico, constituido por una 
cuerda esférica y las tangentes esféricas en los ex
tremos de esta cuerda, la suma de estas dos tan
gentes valdrá 180°, ó más, ó ménos, según que el 
arco circular, comprendido entre ellas, sea un se
micírculo , ó mayor, ó menor que un semicírculo 
(41-III, Obs.).

44. Si el vértice C del triángulo esférico ABC se 
mueve sobre el círculo circunscrito [4B C, la dife
rencia angular BAO + CBA — ACB permanecerá 
constante. Designando, en efecto, por M el centro es
férico de este círculo, dicha diferencia angular será
= (7W+ MBA + BAM+ MAO—ACM- MCB

= ^BAM.

Este valor depende solamente de la posición del 
centro esférico respecto de la base AB, y desapare-
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Si la base AB

cerá cuando AB sea un diámetro esférico del círcu
lo AB O (Plauim.

del triángulo esférico ABC se 
mueve de modo que no deje de 
ser tangente al círculo inscrito 
en el mismo, la diferencia entre 
los lados BC 4- CA — AB per
manecerá constante. Demués
trase esta proposición: ó consi
derando el triángulo polar; ó 
directamente, por el mismo pro
cedimiento que su correspon
diente de la 33). Esta 
diferencia, invariable, es igual 
al duplo de la tangente esférica 
al expresado círculo desde el 
vértice C; y llegará á valer 180°, 

cuando sea ún semicírculo el arco circular, tocado 
por AB y comprendido entre BC y CA (43 Obs.). 

Recíprocamente: los vértices de los triángulos es
féricos con una base común, en los que sea constan
te la diferencia entre la suma de los ángulos en la 
base y el ángulo en el vértice, caen sobre un círculo 
determinado, circunscrito á dicha base común. Las 
bases de los triángulos esféricos con un ángulo co
mún en el vértice, en los que sea constante la di
ferencia entre la suma de los lados que concurren 
en el vértice común y la base, son tangentes por 
fuera á un círculo determinado, inscrito en el án
gulo de dicho vértice común. La diferencia angu
lar, de que ántes hablamos, tiene por expresión:

BAC + CBA —ACB = BAD 4- DBA — ADB.
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Si, pues, designamos por J/y 2Vlos centros es

féricos de los círculos ABC y ABD, será ^BAM 
= "IBAN; y, por consecuencia; etc. (41-11).

Los vértices de los triángulos esféricos, con una 
base común y con ángulos que dén iguales sumas, 
y, por lo tanto, con iguales superficies (36), caen 
sobre un círculo determinado (el circulo ^Le x e l l ), 
que pasa por los puntos opuestos á los extremos de 
dicha base común (*). Las bases de los triángulos 
esféricos, con el ángulo en el vértice, común, é 
iguales perímetros, son tangentes por fuera á un 
círculo determinado, inscrito en el ángulo común. 
En efecto, en los triángulos opuestos por el vérti
ce, ABC y A^B^C, se verifica la igualdad

CBzY + BACA- ACB — 180° =
180° - VCB.A, + B.A.C - AVCBVY, 

y en los triángulos adyacentes, ABCy ABCesta 
otra:

BC A- CA A-AB = 360° — (AC, + CXB - AB)

Pero de las hipótesis establecidas se colige que, 

(* I Esté, teorema f ué descubierto por Le x e l l  y demostrado 
analítica y geométricamente (Acta Petrop., -1781, I, p. 112; y no
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en un caso, 7?^, (74- CB^A, y en el otro,
A (7, 4- CtB — AB, son de valor constante. Luego, 
et caetera. ■

Si el vértice C se confunde, sobre el círculo de 
Le x e l l con el punto An el arco A (7 se con
vertirá en la tangente esférica á este círculo en di
cho punto At (Plauim. 23); y, por consecuencia, 
la superficie del triángulo esférico ABC, es igual 
al duplo del ángulo (36-0^.) que forma en A, el 
círculo de Le x e l l  CAvBv , con la base AB. Cuando 
esta base AB, que toca exteriormente á un círculo, 
inscrito en el ángulo C, coincide con la tangente 
esférica CB á este círculo, es B un punto del mis- 
rnoi y? por consecuencia, el perímetro del triángu
lo esíérico ABC es igual al duplo de la tangente 
esférica trazada pór C al expresado círculo.

Con auxilio del círculo de Le x e l l  pueden cons
truirse triángulos esféricos con áreas ó perímetros 
dados; reducir un polígono esférico de % lados á 
otro polígono esférico de w — 1 lados, con igual 
área, ó igual perímetro; etc. (*).

45. En un cuadrángulo esférico, inscrito en un 
círculo, la suma de dos ángulos opuestos es igual 
á la suma de los otros dos ángulos. En un cuadrán
gulo esférico, circunscrito á un círculo, la suma de 
dos lados opuestos es igual á la suma de los otros 

la iVoi-a acia que citan todos siguiendo á Le g e n d r e , Gdom., note 
X). A Eu l e r  se debe una demostración directa del mismo teo
rema (47). El teorema correlativo es de So r l in  lAnn. de Gerq. 
45, p. 302). J

(*) St e h íé r  ^Transformación y división de figuras esféricas por 
construcciones. J, de Crelle, 2. p. 45).Gu d e r ma n n  (Nied. Spharik 
97ysig.). . ' ' ’ 
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dos lados. Entendiéndose que estos lados llevarán 
signos opuestos, si ocupan, respecto del círculo, 
opuestas situaciones [Planim. 28 y 34) (*).

Y recíprocamente: un cuadrángulo esférico, en 
el que la suma de dos ángulos opuestos sea igual á 
la suma de los otros dos ángulos, está inscrito en 
un círculo. Un cuadrángulo esférico, en el que la 
suma de dos lados sea igual á la suma de los otros 
dos lados, está circunscrito á un círculo.

En efecto, si B, por ejemplo, cae fuera del círcu
lo ACD., y AB es cortada en 
B' por aquel círculo, la suma 
de los ángulos CB’A + ABC 
= BOB’ 4- B'AB y la dife
rencia CBA — B'CB <, CB’A 
(41, II); y, por consecuencia, 
CBA A--ABC < CB’A + ABC

4- B’CB ó que BCB 4- BAB. Para lo demás sub
sisten los razonamientos empleados en la Planime- 
tria (1. c.).

46. Los círculos máximos, que bisecan normal
mente los lados de un triángulo esférico, pasan 
por un punto, que es el centro esférico del círcu
lo circunscrito al triángulo. Los círculos máxi
mos, que bisecan los ángulos de un triángulo es
férico, pasan por un punto, que es el centro esféri
co del círculo inscrito en el triángulo (PloAm. 47 
y 48).

Los círculos máximos, que pasan por los vérti
ces de un triángulo esférico y son normales á los

(•) Le x e l l  (zlcfa Petrop., 1872, I, p. 90 y 100). Ann. de Gerg., 
12, p. 279 y 6 p. 49. Sc h u l z  (Spharik, I, 75 y sig..).
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lados opuestos, pasan por un punto (Planicie- 
tria 49) (*).

Ó bien: los arcos, que unen los vértices de 
un triángulo esférico con los polos de los lados 
opuestos, pasan por un punto. Los puntos en que 
cortan á los lados de un triángulo esférico las po
lares de los vértices opuestos, caen sobre un círcu
lo máximo que es el polar del referido punto (**).

Ó finalmente: si en un cuadrángulo esférico 
los lados opuestos son normales entre sí, las dia
gonales lo son también. Si en un cuadrángulo es
férico cada una de las diagonales vale 90°, la dis
tancia esférica de los puntos en que se cortan los 
lados opuestos vale también 90° (***).

47. Todo cuadrángulo esférico, ABCD, que sea 
dividido por una diagonal A O en dos triángulos 
esféricos, no sólo iguales y semejantes sino tam
bién congruentes, es un paralelógramo esféri
co ^***y Las diagonales se bisecan mútuamente 
en el centro esférico, S, del mismo.

La figura polar de un paralelógramo esférico es 
un paralelógramo esférico concéntrico con el pri
mero. Puesto que el círculo máximo que pasa por

(•) Este teorema fué demostrado analíticamente por Qu e r - 
r e t  ^nn. de Gerg., 15, p. 87) y Sc h ü l z  (Sphdrik, II, 47). La de
mostración geométrica es de Gu d e r ma n n  (Nied. Sphdrik. 68 . 
Véase adelante (63).

(••) Bo b il '.ie r  (Ann. de Gerg., 18, p. 195). Gu d e r ma n r  (Nied. 
Sphdrik, 69).

(”•) Jo a c h ims t h a l , según comunicación de Lie r s e ma r n  en 
ios Arch. de Grunncrt, 32, p. 108.

(“•') Eu l e r  (No v . Act. Petrop.. X. p. 57). Sc h ü l z íSphdrik, I, 
94 y sig.). Gu d e r ma n n  (Nied. Sphdrik, 78 y sig.).
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el centro esférico 6* y corta normalmente á AB, 
es normal también á CD; y el punto 8 equidista

T de AB y CD. Estas distancias 
,/\ esféricas del punto 8 á los la- 

/ \ dos AB y CD son complemen- 
/' \ tarias con las distancias esféricas 
/ \ del punt© S á los polos, E y G, 

' । de los expresados lados; y, por 
/ ’ lo tanto, E y G caen sobre un

‘ círculo máximo que pasa por ó*, 
en el cual es ES = SG. Asimis

mo los polos E y H de los lados BC y DA caen 
sobre un círculo máximo que pasa por S, en el 
cual es ES = SH. Luego EFGH es un paraleló- 
gramo esférico, concéntrico con el ABCD.

Si dos ángulos contiguos de un paralelógramo 
esférico son iguales, este paralelógramo está ins
crito en un círculo; y, si el paralelógramo esférico 
tiene dos lados contiguos iguales, estará circuns
crito á un círculo (45).

Los lados opuestos, BC y DA, AB y CD, se 
cortan sobre el círculo polar del centro esférico S. 
Designando por T la intersección de BC y DA, y 
por T, su punto opuesto, de la congruencia de los 
triángulos esféricos SCT y SATt se deduce que 
ST= T,S = ^0.

Dos vértices contiguos de un paralelógramo y los 
puntos opuestos de los otros dos vértices, se hallan 
sobre un círculo. Porque los puntos Ay B, por una 
parte, y los C y D, por otra, equidistan esférica
mente del círculo máximo que pasa por S y biseca 
los lados BC y DA; y, de consiguiente, también 
equidistan de tal círculo máximo los puntos opues-
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tos J, y por una parte, y los puntos opues
tos C, y por otra. Luego los cuatro puntos

D, y caen sobre un círculo, y sobre otro 
los puntos A, B, C^y y estos dos círculos son 
figuras opuestas. Y del mismo modo los puntos 
B, O, Au y los D, A, B^ C,, caen sobre círcu
los opuestos. En general, dos círculos opuestos, 
cuyos puntos equidistan por uno y otro lado de un 
círculo máximo (ecuaclor), tienen las mismas pro
piedades que en la Planimetría dos líneas cuyos 
puntos equidistan por uno y otro lado de una recta. 
Todo círculo máximo, que corta á uno de los dos 
círculos expresados, corta también á su círculo 
opuesto; el arco comprendido entre los dos puntos 
de intersección es bisecado por el ecuador, y el 
círculo máximo secante forma con los círculos 
opuestos ángulos iguales en los puntos de'inter
sección (correspondientes, alternos). Das círculos 
máximos, que pasen por un mismo punto del ecua
dor, cortarán á los círculos opuestos en los vértices 
de un paralelógramo esférico. Si A es un punto de 
un círculo y DKun arco del círculo opuesto, en el 
triángulo formado por DK con los arcos de círculos 
máximos, KA y AD, la suma de los ángulos vale 
®lo mismo que la suma de los án

gulos formados en el punto A, á 
saber: 180°. Si AB y CD son arcos 
iguales de los círculos opuestos, 
y BCy DA círculos máximos, los 
puntos A, B, Cy D serán vértices 
de un paralelógramo esférico; y la 

suma de los ángulos del cuadrángulo así formado, 
por los arcos de los círculos opuestos y los dos ar-
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eos de círculos máximos, valdrá 360 . Si CD y JK 
son arcos iguales del mismo circulo , los cuadrán
gulos ABCD^ ABJK tienen iguales áreas (Pla- 
uimetTta 69); y, por consecuencia, los triángu
los esféricos A B Gy ABJ^^kxk también iguales 
áreas y el mismo exceso que es el duplo del án
gulo formado por el arco AB con su cuerda esfé
rica (44).

48. De los triángulos esféricos, con dos lados 
, yI dados, O A y AB, cuya suma 

no llegue á 180°, tendrá el 
\ área máxima aquél en que 
\ el lado no dado, BC, sea diá- 

¡ metro del círculo circuns- 
H I 7 crito (*). De los triángulos 
\\ I yB esféricos, con dos ángulos

X^. dados cuya suma exceda de
180°, tendrá el perímetro mí

nimo aquél en que el ángulo no dado sea igual al 
diámetro del círculo inscrito.

De mo s t r a c ió n . Por los puntos At y Bu opues
tos de los A y B, tracemos el círculo cuyo diáme
tro esférico ^^sea suplementario con el lado O A; 
para lo cual es necesario que AB < 180° — CA , ó 
que CA + AB < 180° (43-O^.J. Si D cae sobre el 
círculo B,CAV el área ABD = ABC (44) ; Ha
ciendo ahora EA, sobre DA, igual á CA, será EA

DA; porque A,E = A,C < A,D: de lo cual re
sulta que el área ABE<_ABD y ABE<. ABC. En 
este triángulo esférico ABG es la diferencia angu-

(*) Le g e n d h e (Géom. VII, 26). St e in e r  (J. de Crclle. 2, p. 63 
y 24. p. 402). La adición quedaba por considerar todavía.
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lar B + C— A= — Bv-\- C-V pero AtC es un 
diámetro esférico; y, de consiguiente (44), desapa
rece — B^ + C + A,: luego también se anula B 
4- C — vi; y, por lo tanto, BCes un diámetro esfé
rico del círculo ABC.

Para demostrar directamente la segunda parte 
del teorema, que se desprende de la figura polar, 
inscríbase en el ángulo dado, A CB, el círculo cuyo 
diámetro esférico sea suplementario con el otro án- 

guio dado; para lo cual es pre-
X' \' ciso que ACB sea mayor que 

/ I el ángulo adyacente del otro
/' / ángulo dado (43-Oí».J, y que

/í K, la suma de los dos ángulos da
dos, por lo tanto, exceda de 
180°. Hecho ésto, divídase el án-

/ / guio esférico ACBC^ en los
/ triángulos adyacentes ABC y 

ABC^ de manera que los lados
V* AB y BCi sean tangentes al 

círculo inscrito en los extremos de un diámetro: de 
lo cual resultará el ángulo ABCv igual al diámetro 
esférico del círculo inscrito, y el ángulo CBA igual 
al segundo ángulo dado. Circunscribiendo ahora 
al mismo círculo el triángulo esférico C^DE^ ten
drán ABC y DEC iguales perímetros (44), y el án
gulo DEC^ superará al ángulo ABC^ (43-M»J. Y, 
si hacemos el ángulo FEC^ = ABCU el perímetro 
del triángulo esférico 67^ sobrepujará al de CDE, 
y también, por lo tanto, al de ABC.

En este triángulo ABC es CA A- AB — BC = 
_ ACV + AB 4- CVB; pero el ángulo ABCV es 
igual á un diámetro esférico del círculo inscrito en 
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el triángulo esférico ABCy por estola diferencia 
entre lados, — A C, + A B C1B1, toma (44) el 
valor de 180°; el mismo que toma, en consecuencia, 
la diferencia CA + AB — BC. Del cual se des
prende que el ángulo BA C es igual al diámetro es
férico del círculo inscrito en el triángulo esférico 
ABC.

Ob s e r v a c ió n . Y esto prueba que los teoremas 
demostrados para las figuras planas isoperimétri- 
cas (Plauim. XV) conservan su exactitud para las 
figuras esféricas.

49. Para dos arcos iguales, AB y A'B\ existe 
sobre la esfera un punto B que forma con ellos 
triángulos esféricos congruentes. En efecto, el 
círculo máximo, que biseca el ángulo adyacente del 
formado por AB y A’B’1 es cortado por el círculo 
máximo que biseca normalmente el arco A A', en 

el punto S: de tal suer
te que no sólo los ar
cos SA y SA' son 
iguales, sino que lo 

• son también las dis
tancias esféricas, SJ 
y BJ', del punto 8 á 
los arcos AB y A'B'.
Y, por lo tanto, son

congruentes los triángulos esféricos SJA y 
SJB y SJ'B', y también SAB y SA'B'. También 
es el ángulo ASA' = ASB + BSB' + B'SA’ 
= BSB'.

Infiérese de esto que para dos figuras esféricas, 
congruentes, ABC... y A'B'C... existe un punto x? 
que se corresponda á sí mismo, de modo que las
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figuras SABC... y SA'B'C'... son congruentes, é 
iguales los ángulos ASA', BSB’, CSC',... Si la pri
mera figura gira al rededor de S, hasta que &A re
corra el ángulo ASA', ó el ángulo ASA' + 180°, la 
^gm'a-ABC... llegará á cubrir á la A'B'C'...-, 6 a, 
colocarse en situación tal que ABA'B’, ACA C , 
BCB" C,... sean paralelógramos esféricos, concén
tricos (*). r .

50. Para dos arcos iguales, AB y A B , existe 
sobre la esfera un círculo máximo S, que forma án
gulos iguales y opuestos con ellos; del cual los 
puntos A y A', B y B' tienen distancias esféricas 
iguales y opuestas; y cuyo polo Ny su antipolo TV, 
se corresponden de modo que los triángulos esféri
cos NAB y N.A'B' son iguales y semejantes, y de 
opuestos sentidos. En efecto, conservando S, Jy J 
su anterior significación, y marcando por R el 
punto de intersección de los arcos AB y A B , los 
triángulos esféricos SRJ y SRJ' son igualmente 
opuestos y semejantes. Por lo cual es RJ = RJ , y 
JJ' forma con AB y con A'B' ángulos iguales y 
opuestos. Si, pues, Ny N, son los polos de JJ', los 
triángulos esféricos NJA y N, JA', NJB y N^J B , 
NAB n  N^A'B' son1 igualmente opuestos y seme
jantes Y, por consecuencia, las distancias esféricas 
á JJ' de los puntos^ y A', B y B' son iguales y 
opuestas, y los ángulos ANA', BNB' y JA J 
iguales.

(*) La parte principal de este teorema es de Eu l e r  (Theovta 
molas corp. solid., 978 y sig.j. El resto se encuentra en la Memo
ria del autor sobre la igualdad y la semejansa, 30 y (Planime
tría, 55 y sig.).
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eSt°’ Para doS fi£,lras esféricas ABC... y 

A B'C'... iguales y opuestas, y semejantes, existe 
un punto N que corresponde á su opuesto N.. de 
tal suerte, que las fig-uras jyABO... y jV^A'B'G'... 
son también iguales y opuestas, y.semejantes; y 
los ángulos ANA', BW, CNCV.. iguales.

>Si la primera figura gira en torno de N hasta 
que NA recorra el ángulo ANA' + 180°, ó el ANA', 
dicha figura llegará á coincidir con la opuesta de 
la otra figura, ó á colocarse con ésta simétrkameute 
respecto del círculo polar del punto N: en cuyo 
caso, los arcos AA', BB'... serán bisecados nor
malmente por este círculo máximo.

>. Angulo sólido, prisma y figuras 
en perspectiva.

51. Una série de ángulos con el vértice común 
. cada uno de los cuales con el siguiente, y el último 
* c'Sn el primero, tiene un lado común, separa una 

porción del espacio en derredor del vértice común, 
que se llama á-ugulo sólido (ywvca aiEpea ; Eu c l XI 
de/. 11, augulus solidus, ángulo espacioso^ El vér
tice común lleva el nombre de -oérlice del ángulo 
sólido (sommet, cúspide, centro); los lados comunes 
de los ángulos sucesivos se denominan ‘aristas ó 
cantos; los ángulos planos, contenidos entre las 
aristas sucesivas, caras ó lados; y los ángulos dié- 
uncos formados por las caras sucesivas, ángu
los (14). Según el número de sus aristas (ó de sus 
caras) toma el ángulo sólido los nombres de trilá
tero [triédnco], cuadrilátero Vtetraédrico^ ... multi- 
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latero ^poliédricos que se refieren al de 3, 4,... ó 
varias caras. Un cono puede considerarse como 
un ángulo sólido infinitilátero, ó de infinitas ca
ras (20).

Las secciones paralelas (por planos paralelos) 
del ángulo sólido, ó del cono (con excepción de las 
que pasan por el centro) son figuras semejantes. 
Pues, suponiendo que dos planos'paralelos corten 
á las aristas respectivamente en A y A', B y B', 
C y O',..., las rectas AB y A'B\ BC y B'CS 
CA y C'A'V.. serán paralelas; y semejantes, los 
triángulos ABO y A'B’ABD y A'B'D'... por 
tener sus ángulos iguales (14); de lo cual resulta 
(Planim. XII) que serán también semejantes 1 
figuras AB’CD... y A'B'C'D'... Las áreas d 
secciones paralelas son entre sí como los euad 
de sus distancias al centro S; puesto que

AB . A'B' = SA : &!'; etc.

52. Bajo el nombre de secciou esjerica de-u 
guio poliédrico (ó de un cono) se compr^idé Ja fi
gura esférica que el ángulo sólido (ó el co.noj tiene 
común con una esfera concéntrica, ctA^o-radio es ) 
la unidad de longitud. Las caras del ángiílcKgólidp 
son iguales á los lados de esta figura!^¿sférica, z 
cuando los arcos de círculo máximo son'^ttsti-
tuidos por sus ángulos centrales correspondien
tes (38) y (Plauim. 108). Los ángulos del ángulo 
sólido son iguales á los de la figura esférica expre
sada. Y de estas relaciones se colige que las pro
piedades de las caras y de los ángulos de un ángulo 
sólido se deducirán de las pertenecientes á los lados 
y á los ángulos de su sección esférica. Si las sec
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ciones esféricas de dos ángulos sólidos son con
gruentes, lo serán también estos dos ángulos; y, 
por consecuencia, un ángulo sólido queda deter
minado por su sección esférica.

Dos ángulos sólidos son de igual magnitud (am- 
plituclo^ apertura^ capacitas), cuando sus secciones 
esféricas tienen áreas iguales. La razón de un ángu
lo poliédrico con el espacio entero, es igual á la ra
zón de la superficie de su sección esférica con la 
esfera entera. En suma: la magnitud de un ángu
lo poliédrico es el área de su sección esférica (*).

Las rectas, que van desde los puntos del contor
no de una figura superficial al ojo del observador 
que la mira, caen sobre las caras de un ángulo 
sólido (ó de un cono) cuya magnitud (el área de su 
sección esférica) expresa la 'magnitud aparente de 
aquella figura superficial para el lugar ó sitio dado 
del ojo de quien la mira.

Dos ángulos sólidos se dicen isoperimétricos^ 
cuando sus secciones esféricas tienen perímetros 
iguales. Entre todos los ángulos sólidos, isoperi- 
métricos, tiene el cono de rotación la mayor am
plitud; y entre los ángulos sólidos con igual am
plitud, corresponde al cono de rotación el perí
metro mínimo de la sección esférica (**).

A cada ángulo poliédrico corresponden su án
gulo poliédrico opiles lo y su ángulo polardeter
minados por la figura opuesta y la figura polar de 
su sección esférica (34 y 40).

(*) Según CtBisiLAs (Comm. al Almag., 1350), comunica
do por Vitello (Opt., I, 871). '

(••) De s c a r t e s  (OEuvrcs inéd. II, p. 218 A Véase (48 obs.).
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53. Tres planos que tienen un punto común, á. 

distancia finita, distribuyen el espacio en 8 ángulos 
triédricos. A cada uno de estos ángulos correspon
den, además de su opuesto, 3 adyacentes y los 
opuestos respectivos (34) á estos adyacentes.

Los planos, que bisecan normalmente las caras 
de un ángulo triédrico, se cortan en una recta que 
es el eje del cono de revolución circunscrito á di
cho ángulo. Los planos, que bisecan los ángulos de 
un triedro, se cortan en una recta que es el eje del 
cono de revolución inscrito en el triedro. Puesto 
que el triángulo esférico, que es la sección esférica 
del triedro, admite un círculo inscrito y un círculo 
circunscrito (46). Igualmente, para cada triedro 
adyacente existen un cono de revolución circuns
crito y un cono de revolución inscrito (29 y 30).

Los planos, que proyectan las aristas de un trie
dro normalmente sobre las caras respectivamente 
opuestas (15), se cortan en una recta. Porque en el 
triángulo esférico, que es la sección esférica del 
triedro, los arcos que pasan por los vértices y cor
tan normalmente á los lados opuestos pasan por un 
punto (46).

Para demostrar directamente que 
el plano 081) es normal al pla
no ASB, cuando ASO es nor
mal á BSC, y BSD normal á 
OSA, se cortan las aristas del 
triedro por un plano normal á 
la 8D. Entónces ASO es nor- 

o mal á BO Por ser dicho plano, 
ASD, normal al BBC y al ABÓ

Ob s e r v a c ió n . 
a V

(13); y el plano BSD normal á CA. Luego la recta
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AD, del plano A SD, es normal á ^(7(10), y la recta 
BD normal á CA; y, en consecuencia [Planim. 49), 
CD normal á AB. Y como también es SD normal 
á AB, resulta el plano CSD normal á AB y al pla
no ASB.

54. Una série de fajas ó bandas, cada una de las 
cuales con la siguiente, y la última con la primera, 
tiene un canto común, separa del espacio un 
prisma (*). Los cantos comunes de cada dos fajas 
sucesivas se denominan aristas ó cantos del pris
ma; las fajas mismas, comprendidas entre dos aris
tas sucesivas, caras; y los ángulos diédricos, conte
nidos en cada dos caras contiguas, ángulos. Según 
el número, 3, 4,... de sus caras (ó aristas), el prisma 
toma los nombres de trilátero (ó triédrico}, cuadri
látero (ó tetraédrico^,... multilátero (.ópoliédrico^ 
El cilindro puede considerarse como un prisma in- 
finitilátero, ó con número infinito de caras.

Planos paralelos, que no lo sean á las aristas 
del prisma, cortan á éste en figuras congruen
tes (51). Por sección de un prisma se entiende 
principalmente su sección normal (ó recta), que es 
la sección producida en el mismo por un plano 
normal á una de sus aristas. Dos prismas, cuyas 
secciones normales sean congruentes, son también 
congruentes (14); por lo cual queda el prisma de
terminado por su sección normal. Las caras, los 

(•) La voz itpl<T|xa, derivada de Típico (yo corlo), designa, se
gún acepción antigua, una capa ó porción limitada por dos 
planos paralelos del prisma, abierto, por el contrario, hácia 
dos direcciones opúestas (73). En Óptica se entiende por pris
ma, generalmente, un diedro ^macizo!.
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ángulos y la magnitud ó capacidad del prisma sou 
determinados por los lados, los ángulos y el área 
de su sección normal. La razón del prisma con el 
espacio indefinido difiere de cero tan poco como la 
razón del área de su sección normal con el plano 
indefinido.

Un prisma (ó un cilindro) puede considerarse 
como un ángulo sólido (ó un cono) cuyo vértice (ó 
centro) esté á distancia infinita. La sección normal 
del prisma se ofrece así como sección del mismo 
por una esfera concéntrica (52), cuyo centro se halla 
también á distancia infinita, la cual no se diferen
cia entónces del plano que corta normalmente á las 
aristas (rádios ahora).

Tres planos, con un punto común en el infinito 
(paralelos á una recta, dirigida á este punto infi
nitamente distante), distribuyen el espacio en 7 re
giones (9 y Planim. 74). Una de ellas es un prisma 
trilátero; y tres de las otras pueden considerarse 
como prismas adyacentes de aquélla.

55. Un cilindro (prisma) es cortado en figuras 
iguales y semejantes por las caras de un ángulo 
diédrico, cuyo plano bisector sea normal á las aris
tas del cilindro. Supongamos, en efecto, que las 
aristas del cilindro sean cortadas por las caras del 

diedro en los puntosC...
A. y An (7^.., y por el plano 

31 bisector del diedro en los pun- 
2 tos Aa, B,, y que ademas 

e sean A A 3A,, BB3BV,... secciones
/ normales del diedro AM1VAV.
4‘1, Entónces, los triángulos

AsAaAu B,BaB y B.B^B^...
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serán iguales y semejantes; y, por lo tanto, A y 
B y estarán situados simétricamente respec
to del plano bisector A^MNB^ de suerte que AB 
= AtBir.. y, en conclusión, las figuras ABC... y 
AkBvCv .. serán iguales y semejantes.

Si, particularmente, sobre un cilindro se halla 
un círculo, existirá sobre el mismo cilindro otro 
círculo igual, situado simétricamente con el pri
mero respecto de una sección normal del cilindro 
expresado (*).

En general, si las figuras cilindricas ABC... y 
AVBVCV... son iguales y semejantes, y los segmen
tos de aristas, AAU BBt, CC\V.. no son todos igua
les entre sí, dichas figuras se hallarán situadas si
métricamente respecto de una sección normal del 
cilindro. Si AA^ BBO CCV.. son desiguales, y A„ 
B^, C^... sus puntos medios, los cuadrángulos 
AA^B^, BBt C^,... tendrán dos lados paralelos y 
dos lados iguales; y, en consecuencia, las rectas 
A^B^ B^C^... serán normales á las aristas del ci
lindro, y la figura A^B^C^... una sección normal 
del mismo. Cuando, en particular, sea CCX = BB„ 
serán BC^ Bx Cx y B^C^ paralelas, y el cuadrángulo 
BBXCXC un rectángulo.

Un cilindro es cortado por una esfera, en figuras 
iguales y semejantes, ABC... y AXBXC,..., situadas

(’) Una de estas secciones circulares del cilindróse llama 
con relación á la otra, aUcrna, anlipiralela; scc'io subcontraria, 
Top.7) únevavTÍx, según Apo l l o n io  (Con. I, o), y Se r e n u s  (sobre el 
cilindro, I, 6), en la edición de la Cónica de Apo l l o n io por 
Ha l l e y . Véase la Memoria del autor en el J. de Borchardt, 54 
p. 162.
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simétricamente respecto de la sección normal del 
cilindro que pasa por el centro de la esfera secante. 
Puesto que las cuerdas paralelas BBV son 
bisecadas por el plano central que es normal á 
las mismas.

Si una de las secciones de un cilindro por una 
esfera es un círculo, la otra sección es un círculo 
igual.

Un haz de esferas que tienen un círculo común 
es cortado por un cilindro, sobre el cual está aquel 
círculo, en círculos paralelos é iguales al círculo 
mismo. Puesto que cada uno de estos círculos se 
halla situado simétricamente con el círculo común, 
respecto de una sección normal del cilindro.

Dos círculos iguales y no paralelos, K y Zí,, de 
un cilindro, se hallan sobre una esfera. La esfera, 
en efecto, que contiene el círculo 7¿ y cuyo centro 
cae sobre el plano, respecto del cual son simétricos 
K y 76,, corta al cilindro en el círculo 7¿a, con el 
que 76, coincide necesáriamente; por estar ambos, 

y situados simétricamente con 76, respecto 
del mismo plano.

Dos círculos iguales de una esfera se hallan so
bre un cilindro. Puesto que se hallan simétricamen
te colocados respecto del círculo máximo de la es
fera, con relación al cual son también simétricos 
los centros esféricos de dichos círculos.

56. Si los puntos de una figura dada se proyec
tan (15) sobre una superficie dada por rectas que 
pasen por un punto dado (que forman un haz), se 
obtiene la proyección central perspectiva^ de di
cha figura. Con semejante modo de proyección, un 
segmento se proyecta mediante un ángulo, y una 
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línea mediante un cono (ó un plano). El punto co
mún de las rectas y superficies proyectantes, desde 
el cual es proyectada la figura dada, se denomina 
centro de proyección.

Cuando las rectas proyectantes sean paralelas, 
se obtendrá la proyección paralela de la figura 
dada. La cual puede considerarse como proyección 
central desde un centro de proyección infinitamente 
distante. Las proyecciones normales pertenecen á 
las proyecciones paralelas; y también, por conse
cuencia, á las proyecciones centrales.

Entre las proyecciones centrales de figuras es
féricas, se distinguen principalmente las estereo
gráficas (*): cuyo centro de proyección está sobre 
la esfera, y cuya superficie de proyección es plana 
y paralela al plano tangente á la esfera en el centro 
de proyección.

Ob s e r v a c ió n . Entre las representaciones planas 
de la superficie terrestre, se distingue principal
mente la de Me r c a t o r  (**). En ella los meridianos 

(•) Descubierta por Hipa r c o  (160 a. de /. CJ, según tradición 
de Sin r s io , y denominada por Ag u il l o n  (Óptica, p. 498). Kl ü g e l  
(ma'h. W. IV, p. 492). En los escritos de Plolonieo, impresos 
hasta hoyen latin solamente, Planisphsnum y De analemmaU 
se manejan las proyecciones: en el primero, la estereográfica; 
y, en el segundo, la ortográfica.

(••) Ge r a r d o  Me r c a t o r  (Kr e me r ) publicó esta representación 
(Carta marina, corrección de las cartas planas usadas), en Duis- 
burg, en 1569. El principio en que se funda (á cuya representa
ción consiguiente dió Ga ü s s el nombre de conforme en sus 
Untersuchungen über Geddsie, 1844, Gótt. Abh. II), está anotado 
sobre la carta, y lo hizo conocer más generalmente Wrighlen 
the correctionof certain errors innauigation, London, 1599. (Véase: 
Br e u s in g sobre Ge r a r d o Kr e me r  (a) Me r c a t o r , Duisburg, 1869).
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están representados por rectas paralelas cuyas 
tandas son entre sí como los ángulos de dichos 
meridianos. Un triángulo de la representación es 
tanto más semejante al esférico que representa 
cuanto menores son los lados de éste. En conse
cuencia, las imágenes del ecuador y de los círcu
los paralelos son rectas paralelas que cortan nor
malmente á las que representan los meridianos; 
pero la distancia entre las imágenes de un paralelo 
y del ecuador no es proporcional á la distancia entre 
el paralelo y el ecuador representados. En suma: 
con la proyección de Mercator se consigue que las 
imágenes de las loxodro'niias (curvas que forman 
ángulos iguales con todos los meridianos que cor
tan) sean rectas. Un barco, cuyo camino sobre el 
mar forme un ángulo invariable con la dirección 
también invariable de la aguja de declinación, des
cribe una loxodromia; y el ángulo que debe formar 
con los meridianos la dirección del barco para que

La mb e r t  desarrolló más el principio (BeitrUge, 3, p. ■115 y sig.); 
y lo mismo hicieron La g r a n g e  fjfem. de Berlín. 1779); Ga u s s , 1822; 
(Astronom. de Sc h u ma c h e r , Abh. 3) y Ja c o b i fDynamik, p. 215). El 
derrotero de los barcos dirigidos según el Compás fué determi
nado geométricamente por No n io s  fNuSEz) (De arte atque ratío- 
ne navigandi, 1546), y conocido con los nombres de rhumb-line ó 
línea rómbica. Llámanse rombos direcciones horizontales, pun
tos del horizonte; porque las hojas de la rosa de los vientos son 
rombos congruentes cuyos ángulos agudos comprenden 45°. 
Los vértices de unos ángulos agudos se reunen en el centro, y 
los de los otros se reparten sobre un círculo y se designan con 
los nombres de las regiones del cielo (Br k u s in g  Zeitschr. d. Ges. 
für Erdkundc, IV). La expresión rombo ó linea rómbica fué 
reemplazada por Sn e l l io , 1624, (Tipys. Balavus s. Histiodromi- 
c6 /, 4) con la palabra loxodromia.
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éste vaya desde un lugar dado á otro también dado, 
puede ser medido en la representación de la super
ficie terrestre (carta marina) según Mercator.

57: Silos puntos ^4, B, Cv.. de una figura se 
corresponden, bajo cualquier ley, con los puntos A', 
B*. Crv.. de otra, y ambas figuras están situadas 
de modo que las rectas AA', BB', CC'v.. que unen 
los puntos correspondientes, formen un haz, ó pasen 
por un punto, finita ó infinitamente distante, y cai
gan, por lo tanto, sobre un cono ó sobre un cilin
dro, se dice que las dos figuras expresadas están en 
perspectiva (*).

Una figura esférica y su figura opuesta se hallan 
en perspectiva; porque las rectas que unen los puntos 
opuestos pasan por el centro de la esfera. En las in
vestigaciones sobre las figuras esféricas se dice tam
bién que dos de éstas se hallan situadas en perspec
tiva, cuando los círculos máximos que unen sus 
puntos correspondientes pasan por un mismo punto.

Si dos triángulos ABC y A'B'C' están situados 
en perspectiva, los puntos de intersección de sus 
lados correspondientes, AB y A'B', BCy B' C', CA 
y C'A', caen sobre una recta; y recíprocamente (**).

(•) Según .St e in e r  (Syst. Entw., p. 4 y 29) y St a u d t  (Géom. d. 
Lage, 89.) En ciertos casos particulares las figuras en perspec
tiva fueron llamadas por Eu c l . (VI, 18, XI, 27) semejantemente 
puestas; por Ch a s l e s  (Ann. deGerg., 18, p. 280), hometéticas; y 
situadas colinealmente, por Ma g n o s  (A ufg. d. anal. Géom. I, pA^.

(••) Este teorema, fundamental en la Geometría de posición^, 
proviene de De s a r g u e s (CEuvres ed. Poudra I, p. 413). Véase: 
Po n c e l e t  (Prop. proj., 168), y Mo r io s  [baryc. Calcul., p. 2841/ 346). 
La exactitud del teorema para dos triángulos esféricos de una 
misma esfera se patentiza por relaciones métricas (Go d e r ma n n . 
tüed. Sph., 211.)
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De mo s t r a c ió n . Si los triángulos en perspectiva, 

ABC y A'B' C*no están sobre un mismo plano, los 
puntos Gy U, en que se cortan sus lados corres

pondientes, son pun
tos comunes á los dos 
planos ABC y A'B' C-, 
y se hallan, por lo 
tanto, sobre la recta 
común á dichos pla
nos. Recíprocamente: 
si los triángulos ABC 
y A'B'C no están so

bre un mismo plano, y cada dos lados correspon
dientes tienen un punto común, las rectas AA', 
BB' y CC caerán de dos en dos sobre un plano y 
tendrán un punto común (3).

Si los triángulos ABO y A'B'C', situados en 
perspectiva, están sobre el mismo plano, trácense 
las rectas A'8', B'8', C8', hácia el punto 8' fuera 
del plano de los triángulos; y las rectas B8" y 
y CS", hácia otro punto cualquiera, 8", de la recta 

88". Las primeras líneas 
r auxiliares tienen con las 

últimas los puntos comu
nes i y C respec- 

'''' tivamente; de lo que se 
in^ere T(lue el triángulo 

\/ A"B"C" está situado en
\ perspectiva, tanto respec

to del triángulo A'B'C, 
como'' del ABC. Ahora 

bien: las rectas AB, A'B' y A"B" pasan por un 
punto F, por estar cada dos en un plano; y, por
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igual razón, pasan las BC, B* C y B” C" por un 
punto G\ y las CC, C C y C" 0", por II. Luego los 
puntos F, G y H caen sobre la recta que tienen co
mún los planos ABG y A"B" C".

Si, por el contrario, los triángulos ABC y A'B'C' 
están situados en un plano de modo que los puntos 
de intersección de sus lados correspondientes cai
gan sobre una recta y, se proyectará el triángulo 
A'B'C' sobre un plano que pase por g desde un 
punto cualquiera 8’. Y designando por A"B" C" 
esta proyección, la recta A"B" pasará por el punto 
común de las dos rectas AB y ÁB'\ etc. Luego 
AA", BB" y CC" se hallarán de dos en dos sobre un 
plano y tendrán común el punto 8". Las rectas 
AA', BB' y CC tienen común el punto 8, común 
también de la recta 8'8" con el plano ABC.

Ob s e r v a c ió n . Si en un cuadrángulo, plano ó ala
. beado, ABCD^ se ins-

;i cribe el cuadrángulo 
EFGH^ de modo que 
dos lados opuestos de 

/ ¡ este EFg GH^ 
/ se corten sobre la dia- 

- gonal A C del primero, 
los otros dos lados 
opuestos de aquél, FG 

y HE^ se cortarán sobre la otra diagonal, BD^ de 
éste (*). Puesto que los triángulos AEH y CFG 
están en perspectiva; y, en consecuencia, etc.

58. Si las figuras planas, ABCD...^ A*B' CD'... 
están en perspectiva, pero no en el mismo plano, las

(*) Po n c e l e t  (Prop. proj., 166).
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intersecciones de sus rectas correspondientes AB y 
A'B', AC y A'C', BC y B’Ccaerán sobre la 
recta común á sus dos planos. Si las figuras planas 
ABCD ...y AB’ CD'... se hallan sobre un mismo 
plano, ó sobre planos diferentes, pero de tal modo 
que los lados correspondientes de los triángulos 
ABGy A'B'C' ,ABDy A'B'D' v.. se corten sóbrela 
misma recta, dichas figuras están en perspec
tiva (57). El punto común B, de las rectas AA', 
BB', CG\... que unen puntos correspondientes, 
toma el nombre de ceutro áe coliueacio'ii de las figu
ras en perspectiva. Todas las rectas componentes de 
una de las figuras cortan á sus correspondientes de 
la otra sobre la misma recta que se llama eje de 
colineacion de las figuras planas en perspectiva (*). 
A los puntos qué una de las figuras tiene comu
nes con el eje de colineacion corresponden en la otra 
los mismos puntos; á una recta de una de las figu
ras, que sea paralela al eje de colineacion, corres
ponde en la otra figura una recta paralela; y al 
punto infinitamente distante de otra recta de la pri
mera figura, corresponde en la segunda un punto 
á distancia finita. Los puntos de la figura ABC... 
que corresponden á los puntos infinitamente dis
tantes de la figura A'B'C*... caen sobre una recta

(•) Las figuras planas que tienen un eje de colineacion no 
se diferencian de las figuras homológicas de Po n c e l e t  (Prop. 
proj., 297) y pertenecen á la clase de las consideradas prime
ramente por Mo b iu s  (baryc. calcul., p. 301) en toda su generali
dad, y por éste llamadas colineales. La expresión, homográflcat, 
de Ch a s l e s , es traducción de colineales. Los nombres de centro 
y eje de colineacion proceden de Ma g n u s  (anal. géom. Aufg.I. 
p. 43 y sig.], que también llamó á las rectas p' y 9 ejes opuestos.
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q; los puntos de la A'B'C'... que corresponden

á los infinitamente 
distantes de la figu
ra ABC..., caen so
bre una recta p'. X 
estas rectas q y p’ 
son paralelas al eje 
de colineacion, dis
tando una de ellas 
de este eje lo mismo

que el centro de colineacion diste de la otra.
De mo s t r a c ió n ., Las rectas correspondientes AB 

y A'B’ se cortan en un punto #del eje de colinea
cion; y, si G y j9"son otros puntos cualesquiera de 
este eje, al punto común, P, de las rectas AG y BH 
corresponderá el punto común, P’, de las rectas 
correspondientes A'GyB'H: en tal posición que 
la recta PP' pasa por el centro de colineacion S. 
En efecto, los triángulos AA'G y BB’H están en 
perspectiva (57); y, de consiguiente, los puntos 
comunes de sus lados correspondientes caen sobre 
una recta. Si, pues, AG y BH son paralelas, con 
ellas lo será también SP’; y á su punto común, in
finitamente distante, corresponderá el punto P' 
sobre la recta A'G, & distancia finita. Así también 
se demuestra que cuando P' cae sobre A'Gde modo 
que SP' y AG sean paralelas, á las rectas A'G y 
B'H que pasan por P' corresponden las rectas pa
ralelas entre sí, BG y BH. Completando los para- 
lelógramos GP*SQ, HP'SR, ... se ve sin dificultad 
que, por las mismas razones expuestas, á los hazes 
de rectas de la figura ABC... que pasen por Q, 
R, ..., corresponderán hazes de rectas de la figura
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A'B’C'... que sean paralelas con Los
segmentos y HR son paralelos é iguales; y, 
por lo tanto, son QR y Gil paralelos; etc.

Si los planos de las figuras en perspectiva, 
ABC... y A'B'C^ ... sólo tienen común el eje de 
colineacion FG ..., las rectas trazadas desde el 
punto S á los puntos infinitamente distantes de 
A'B'C' ... caerán sobre un plano, paralelo al de 
esta figura A'B'C' ... X este plano tendrá común 
con el A BC la recta <7, cuyos puntos corresponden 
á los infinitamente distantes de A'B* C'..., y es para
lela (5) al eje de colineacion. Igualmente se encuen
tra sobre el plano A'B'C una recta /, correspon
diente á los puntos infinitamente distantes del plano 
ABC, y paralela al eje de colineacion.

Ob s e r v a c ió n . Cuando las figuras planas, AB C... 
y A'B'C' ... tienen un eje de colineacion, y dos de 
las rectas de unión, AA', BB' ,... son paralelas, 
todas estas rectas lo son; el centro de colineacion 
está en el infinito, y se dice entónces que las figu
ras planas son 'perspectwo-aH'iies (*). A puntos in
finitamente distantes de una figura corresponden 
sólo puntos infinitamente distantes de la otra (los 
triángulos AA'G y BB'Hno sólo están en perspec
tiva sino que son también semejantes, y por esto 
A'G y B'H paralelas).

Cuando las rectas correspondientes AB y A'B',... 
de las figuras planas ABC ...y A'B'C' ... son pa

(•) Las figuras pcrspectivo-afines fueron consideradas por 
Cl a ir a u l t  1731, Eu l e r  (Introd. II, cap. 18), y Po n c e l e t  (Prop. 
proj., 326). El nombre de afinidad viene de Eu l e r . Investigacio
nes generales sobre las figuras afines se deben en primer tér
mino á Mo b iu s  (baryc. Calcul., 144-230).
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ralelas, dícese que estas figuras son perspectivo- 
semejantes. El eje de colineacion entóneos está en 
el infinito; y el centro de colineacion toma el nom
bre de centro de semejanza (Plxmm. XII).

59. Si una de dos figuras planas, con un eje de 
colineacion, gira alrededor de este eje, mientras la 
otra permanece quieta, las figuras no dejan de 
estar en perspectiva (58); y el centro de colineacion 
describe un círculo cuyo plano es normal al eje de 
colineacion y cuyo centro cae sobre la recta que en 
la figura quieta corresponde á la infinitamente dis
tante de la figura movida (*).

De mo s t r a c ió n . Aun cuando gire la figura 
ABC ... alrededor del eje de colineacion FG, per
manecen paralelas QS á las AG y A'G, con
servando también P’S su longitud. Y, como el án
gulo de A G con el eje de colineacion no varía, tam
poco varía el que forma P'S con la recta y, por 
consecuencia, P'S describe en su vuelta un cono de 
revolución al rededor del eje jo', y el punto 8 des
cribe un círculo paralelo del mismo.

60. Si los cuadrángulos alabeados (no planos) 
ABCD^ A'B’CD' están en perspectiva, las inter
secciones de los planos correspondientes, ABC y 
A'B'C-, ABD^ A'B'P’^.. caen sobre un plano; y 
recíprocamente (**).

(*) Mo b iu s  (baryc. Calcul., p. 326), y Bo b il l ie r  (Ann. de Gerg. 
M,p. 335). St e in e r  (System. entwM p. 53). Ma g n u s  (anal. géom. 
Aufg. II, § 16).

(•') Po n c e l e t  (Propr. proj., 582). Otro teorema más general 
acerca de los cuadrángulos no planos, se halla en Ch a s l e s  
Ap. Mst.) y dice así: «Si las rectas A A', ... caen sobre un hi-
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De mo s t r a c ió n . Designemos por K, L y M los 

puntos comunes de AB y A*B'AO y A'C'^ AD y 
5 A'B'. Entónces será KL el 

eje de colineacion de los 
triángulos en perspectiva 
ABC y A'B’C'^ LM, el de 
los triángulos en perspec
tiva ACO y A'C’D’^ y 
MK, el de los triángulos 
en perspectiva ADB y 
A'D'B'. Pero las rectas 
BCy B’C se cortan (57) 

sobre el eje KL; las CD y C’D\ sobre LM; y las 
rectas BB y B'B\ sobre KM. Luego KLM es el 
plano de colineacion de los cuadrángulos ABCB y
A'B'C'B'. , , ,

Recíprocamente: si los planos ABC y ÁB'C 
tienen común la recta/; los planos ABB y A'B'B’ 
la recta g; y estas rectas /y g caen sobre un plano; 
tanto las rectas /, gy AB, como las /, g y A'B' 
tendrán un punto común (3); y, por consecuencia, 
A A' y BB* tendrán un punto común. Del mismo 
modo se demuestra que cada dos de las rectas 
AA’, BB', CC'yBB* tienen un punto común: de lo 
cual se concluye que lo tienen todas.

61. Si las figuras espaciosas (sólidas) ABCB 
y A'B' C'B’, ABCE y A'B' C'E',tienen un plano 
de colineacion común, sobre el cual se cortan (60) 
los planos correspondientes ABC y A'B*C’las

perboloide, las intersecciones de los planos ABC y A'B'C', ... 
también caen sobre un hiperboloide.» He r me n s . (J. de Borchardl
56, p. 218).
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figuras espaciosas ABC DE... y A'B'CD'E'... es
tán en perspectiva. A los puntos que una de ellas 
tenga comunes con el plano de colineacion corres
ponden en la otra los mismos puntos.

A una recta, en una de las figuras, que sea pa
ralela al plano de colineacion, corresponde, en la 
otra figura, una recta paralela. Los puntos de la 
figura AB..., que corresponden á los infinitamen
te distantes de la figura A'B'... (situados sobre el 
plano infinitamente distante de esta figura), caen 
sobre un plano 0; los puntos de la figura A'B' ..., 
que corresponden á los infinitamente distantes de 
la figura AB ..., caen sobre un plano i)'; y los pla
nos 9 y 7)' son paralelos al plano de colineacion, 
siendo la distancia de uno de ellos á este plano de 
colineacion igual á la distancia del centro de coli
neacion al otro (*).

De mo s t r a c ió n . Cada dos figuras planas, corres
pondientes, de las que componen las figuras espa
ciosas, consideradas, tienen un eje de colineacion 
sobre el plano de colineacion (58). Si á los puntos 
infinitamente distantes de las rectas A'B', A'C', 
A'D' y AE' corresponden los puntos Q, Qt, Qa y

las rectas QQt, y QQ3 serán paralelas al 
plano de colineacion; y, en consecuencia, los pun
tos Q, Qay Q3 caerán sobre un plano 0 que es

(‘) Una de estas figuras es un relieve de la otra. Po n c e l e t  
(Prop.proj., 576). Br e y s ig  había enseñado á construir relieves 
según el mismo método en su Versuch ciner Erlauterung der 
Reliefs-perspecUve, Magdeburg. 1798. Véase An g e r  (Arch. de Gru- 
nert kp. 285). La colinealidad de las figuras espaciosas fué tra
tada analíticamente, poco después de Mó b iu s , por Ma g mu s , de 
un modo especial (Analpt. géom. Aufg. II, p. Tí y sig.).
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paralelo al de colineacion. Si al punto infinitamen
te distante de la recta AB corresponde el punto P', 
siendo zS' el punto de colineacion y K el punto de 
intersección de AB con el plano de colineacion, el 
cuadrángulo QSP’K será un paralelógramo; y, por 
consiguiente, el plano 0, que contiene los puntos 
Q, dista del plano de colineacion lo mismo que el 
centro de colineacion del plano de los puntos P'^ 
que designamos por t í'.

62. Las figuras ABGD... y A'B’C'D'..., cuando 
están inscritas en un círculo y en perspectiva, tie
nen un eje de colineacion, sobre el cual no sólo se 

cortan los segmentos 
correspondientes AB 
y A'B'.ACy A'C^... 
BC y B’C'^... sino 

S también las rectas 
AB' y A'B,... y las 
tangentes al círculo 
en A y A',... Al pun
to B', considerado co
mo un punto de la 
primera figura, cor

responde el punto B en la otra. El eje de colinea
cion es la polar del centro de colineacion respecto 
del círculo dado (Planim. 115).

Las figuras ABCD... y A'B'C'D’cuando es
tán inscritas en una esfera y en perspectiva, tienen 
un plano de colineacion que es el polar del centro 
z^de colineacion respecto á la esfera. Puesto que 
las figuras planas, contenidas en las figuras só
lidas dadas, se hallan inscritas en círculos, y sus 
ejes de colineacion son normales al rádio de la es-
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fera dirigido al punto S. Designando por J/el cen
tro de la esfera, por N el centro de un círculo en 
cuyo plano esté el punto S, y porp el eje de colinea- 
cion perteneciente á este plano, será p normal á 
NSy á NM; y, por lo tanto, normal á MS.

Si cada una de las figuras ABCD...^ A' B' CD'... 
está inscrita en un círculo, y ambas colocadas en 
perspectiva de manera que las rectas AA', BB\... 
concurran en un punto de semejanza de los círculos, 
sin que las rectas AB y ArB'v.. sean paralelas, 
dichas figuras tendrán un eje de colineacion sobre 
el cual se cortarán las rectas AB y A'B’, AB' y 
A'B, ... Y los puntos de este eje de colineacion tie
nen iguales potencias respecto de los expresados 
círculos (Plauim. 116).

Si cada una ^\^'S>^MY^,s1ABCD...yA'B,C,D,... 
está inscrita en una esfera, y ambas colocadas en 
perspectiva de modo que las rectas A A', BB'... 
concurran en un centro de semejanza de las esferas, 
sin que las rectas AB y A'B'V.. sean paralelas, 
dichas figuras tendrán un plano de colineacion. Y 
todos los puntos de este plano de colineacion ten
drán iguales potencias respecto de las esferas expre
sadas.

63. Supongamos que cada dos de las tres figuras 
planas/,/'y/" tengan un eje de colineacion y 
estén en perspectiva (58). Si los tres ejes de colinea
cion tienen un punto común, los tres centros de 
colineacion caerán en una linea recta; y recípro
camente (*).

(*) Ma g n o s  (Analyt. geom. Aufg.'l, p. 51), St e in e r  (J. de Cre- 
Uel, p. 41).
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Por el punto O, común á los
ejes de colineacion, trázese la recta J./j’ de la figu
ra /, y las rectas correspondientes, A'B' y A"B", de 
las figuras/' y/". Entónces los triángulos AA'A" 
y BB'B" estarán en perspectiva (57); y, por conse
cuencia, las rectas A A' y BE' (en S1), A'A" y B'B" 
(en S’Y A"A y B"B (en ó"') se cortan sobre una
recta.

Ob s e r v a c ió n . Si cada dos de tres figuras de bulto 
ó espaciosas tienen un plano de colineacion, los cen
tros de colineacion caerán sobre una recta. Porque 
los planos de colineacion tienen un punto común.

64. Dos figuras, que son semejantes á una ter
cera figura y están en perspectiva con ella, son se
mejantes también y están en perspectiva, cayendo 
sobre una recta sus puntos de semejanza (*). Pues
to que las rectas correspondientes, tales como AB, 
A'B’, A"B", son paralelas y tienen común un pun
to infinitamente distante; y, por lo tanto (63); etc.

En particular, dos círculos sobre un plano ó 
sobre planos paralelos, lo mismo que dos esferas, 
pueden considerarse como semejantes y en pers
pectiva de dos modos (Plaum. 99). Y, por conse
cuencia, tres círculos sobre un plano ó sobre planos 
paralelos, lo mismo que tres esferas, constituyen de 
4 modos 3 pares de figuras semejantes y en perspec
tiva; y de los puntos de semejanza

caen 4 veces 3 sobre una recta (**).

(•) Ma g n u s  (I, p. 57, II, p. 97).
(••) Mo n g e , según afirmación dePoMCELET ('Prop. proj. 269). Y 

D’Al e mb e k t , según comunicación de Fuss (Nov. Act. Petrop. 
XIV, p. 139). Las anteriores relaciones fueron consideradas en 
general por Fuss (l. c.).
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Cuatro esferas constituyen de 8 modos 6 pares de 
figuras semejantes y en perspectiva; y de los pun
tos de semejanza /V,,, ... ... caen 8
veces 6 sobre una recta.

Tres círculos de un plano pueden también for
mar tres pares de figuras en perspectiva, pero no 
semejantes, cuyos centros de colineacion se confun
den con los de semejanza (62). Y, como los centros 
de colineacion caen sobre una recta, los ejes de co
lineacion pasan por un punto que tiene iguales po
tencias respecto de los tres círculos dados (Plani
metría 117).

65. Dos figuras esféricas de la misma esfera, 
que están en perspectiva, son isogonales: lo cual 
quiere decir que son iguales sus ángulos corres
pondientes (*).

De mo s t r a c ió n . Sean AB y AC curvas de una 
esfera, y A'B' y A'O* sus proyecciones centrales 
desde 8 sobre la misma esfera. Los planos, que tie

nen común la recta 8A y son 
tangentes á las curvas AB 
g AC, cortan á la esfera 
en los círculos BAA'D* y 
EAA'E'. Y estos círculos 
DAA'D* y EAA'E’ son tan
gentes en A á las curvas AB 
y AC, y en A' á las curvas 
A’B' y A’C-, en atención á 
que los planos 8AD y SAE,

(*) Véase la Planim. 123 y sig. Miq u e l  (J. de Liow. XI, p. 72). 
El principio sencillo de la demostración fué primeramente 
empleado por Da n d e l in  en la Teoría de la proyección estereo
gráfica. fAnn. de Gerg. 16. p. 322).
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en que están dichos círculos, son tangentes á los co
nos proyectantes sobre los cuales se hallan las cur
vas ABy A'B', A Cy A*C' (21). Luego los ángulos 
formados por las curvas AB y A G, y por las curvas 
A’B' y A'C, son iguales respectivamente á los án
gulos comprendidos entre los arcos circulares ^47? 
y AE, A'D* y A'E'. Y, como estos últimos ángulos 
son iguales entre sí, por ser iguales y semejantes 
los triángulos esféricos que forman A y A' con los 
centros esféricos de los círculos, los primeros serán 
también iguales entre sí.

66. Dos figuras esféricas de la misma esfera, 
que están en perspectiva, son Komociclicas; y esto 
quiere decir que á cuatro puntos de una de las 
figuras, situados sobre un círculo, corresponden 
cuatro puntos de la otra, situados también sobre 
un círculo. El círculo máximo, cuyo plano contie
ne el centro de colineacion, y el centro esférico de 
uno de los círculos, pasa también por el centro es
férico del otro círculo.

De mo s t r a c ió n . La esfera es cortada por los pla
nos SAB, BBC, SCB y BOA en los círculos 
ABB'A', BCG'B\ CDD'C y DAA'D'\ de tal suerte 
que los cuadrángulos de arcos de círculo, ABCD 
y A'B'C’D’^ tienen sus ángulos respectivamente 
iguales (65). Ahora bien, si D cae sobre el círculo 
ABC1 la suma de dos ángulos, no consecutivos, del 
cuadrángulo AB CD, será igual á la suma de los 
otros dos (45 y Plauim. 28). La misma igualdad se 
encuentra entre los ángulos del cuadrángulo 
A'B'C'D': lo cual prueba que D' cae sobre el círcu
lo A'B'C. Siendo AI) el diámetro esférico del 
círculo ABC, en cuyo plano está S, será A'B' un
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diámetro esférico del círculo A’B'C'; puesto que el 
ángulo formado por A'B1 con el círculo A'B’ C es 
igual al ángulo formado por AB con el círcu
lo ABC; y como éste es recto, aquel lo será tam
bién.

67. Un haz de esferas que tienen un círculo co
mún, es cortado por un cono, sobre el cual está 
dicho círculo común, en círculos paralelos que son 
también proyecciones estereográficas del expresa
do círculo común desde el centro del cono (*).

De mo s t r a c ió n . Las esferas del haz tienen común 
con el cono, cuyo centro es S, el círculo ABC; y 
son cortadas por aquel cono en las figuras esféri
cas A'B'C\ A"BHC'r, ... que son isogonales y ho- 
mocíclicas con ABC\ y, por lo tanto, círculos. Por 
otra parte , sobre el plano ABS caen los círculos 
ABB'A\ ABB"A'\ ... ABS, y la tangente al últi

mo ST; los ángulos 2A A'B',
(/ //\\ t  ^AA"B"... ^ASB son igua- 

/___A/ „ \ \ les (Plauim. y, por
/ / / /X \ 1° tanto, las rectas A'B',
/ / \ A"B",... ST,paralelas,etc.

/ / Luego los planos A'B' C',
\\ / / A"B"C",... son paralelos al 

plano tangente en S á la 
esfera ABCS-, y, de consi- 

x guíente, los círculos A'B'C',

(•) Véase la nota del autor en el J. de Borchardt, ^4.54, p. 465. 
En general, dos superficies de segundo orden tienen común 
una línea no plana de cuarto órden, que, en casos particula
res, se reduce á dos líneas (planas) de segundo órden; y en el 
caso presente, á dos círculos. Ch a s l e s  4815 (Corresp. sur VÉc. 
polyt. 3, p. 43), y Po n c e l e t  (Prop. proj., 600.)
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A"B"C"..., son proyecciones estereográficas d3 
circulo AB C desde el centro ó1 (56).

Dos círculos, como ABC^ A'B'C, se llaman 
seccio-iies alternas del cono (55). En el cono de re
volución estas secciones son paralelas.

68. Dos círculos, no paralelos, situados sobre un 
cono (y esto quiere decir que están en perspectiva) 
lo están también sobre una esfera.

De mo s t r a c ió n . Si los círculos tienen dos pun
tos comunes, sabemos ya (28) que están sobre una' 
esfera. Sean, pues, dos círculos, como los ABC y

A B C'que no tengan ningún 
y punto real, común. En el ABCt^- 
I cese la cuerda P Q, paralela al pla- 
/ no A'B'C; y por dicha cuerda la 

AV sección cónica A"B^C'^ paralela 
/ b ' con A'B’C, que será como ésta 

y / u« círculo. Los círculos ABC y
A"B"C", que tienen los puntos co
muñes, P y Q, caen sobre una es

- fera-EIconoclado contiene el círcu- 
B' lo ABC, y corta por segunda vez 

ala esfera ABC A" en el círculo A"B” C", y á la 
esfera ABCA', en un círculo, paralelo al 'a"B,,C" 
(67), que, por lo tanto, coincide con eiA'B'C".

69. Dos círculos sobre una esfera están en pers
pectiva de dos modos. Sus centros de colineacion, 
tanto caen sobré el plano del círculo máximo que 
pasa por los centros esféricos de los dos círculos, 
como sobre la recta que une los vértices de los 
conos tangentes á la esfera en las circunferencias 
de los círculos dados.

De mo s t r a c ió n . Supongamos que el círculo máxi
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mo que pasa pbr los centros esféricos de los círculos 
K y corte al primero en los puntos A y B, y al 
segundo en los puntos A* y B'; y que las rectas 

A A' y BB' se corten en el pun
to El cono, que desde /S' pro
yecta el círculo Ii sobre la esfe
ra, corta á esta misma en un 
círculo, del cual es un diáme
tro esférico el arco de círculo 
máximo A'B' (66), y que coin
cide, por lo tanto, con el círcu
lo K'. Cambiando A1 por B' se 
halla el segundo centro de co- 
lineacion, T, de los círculos 
dados.

Las rectas, tangentes al círcu
lo máximo en los extremos de 

las cuerdas A'B' y AB, se cortan en P' y P que 
son los centros de los conos tangentes á la esfera 
en las circunferencias de los círculos B y 7¿ (25). 
Trazando P’Ey P’F paralelas con PA y PB, se
rán P,E—P'A\P'F=P,^'\ y, en consecuen
cia, PE = PE. Luego los triángulos P'EF 
y PAB son semejantes y en perspectiva; y ésto 
prueba que la recta PP' pasa por B.

La recta BT es la polar del punto común de las 
rectas A'B' y AB, respecto del círculo ABB'A' (62).

Ob s e r v a c ió n . Tres círculos sobre una esfera 
pueden considerarse de 4 modos como 3 pares de 
figmras en perspectiva. Sus centros de colineacion

^3, Bm Tw caen sobre un plano, y 
cada 3 sobre una recta 4 veces; porque los ejes de 
colineacion tienen un punto común que es también 
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el punto común de los tres planos de los círculos 
(63 y 64).

Los círculos sobre una esfera, cuyos planos ten
gan una recta común, constituyen un haz esférico. 
Los centros esféricos de sus círculos ortogonales 
caen sobre el círculo principal del haz (*). Desde un 
punto P de la recta común situado fuera de la 
esfera, pueden trazarse tangentes iguales á los 
círculos del haz; puesto que estos círculos están 
sobre una esfera. Y la proyección del punto P sobre 
la esfera, desde el centro de esta misma, es el cen
tro esférico de un círculo determinado que corta 
normalmente á los círculos que forman el haz.

70. Una figura esférica y una proyección este
reográfica de la misma, son isogonales y homocí- 
clicas. La recta proyectante del centro del cono 
tangente á la esfera en la periferia de un círculo 
pasa por el centro de la proyección estereográfica 
de este círculo (**).

De mo s t r a c ió n . Dos curvas esféricas, Au y Ad ,

i

S con un punto común 
A, son proyectadas 
desde el punto xV de 
la esfera, mediante co
nos, sobre un plano, 
paralelo al plano tan
gente á la esfera en S: 
sobre el plano, por 
ejemplo, tangente á la 
esfera en P que es el

(*) St e in e r  (J. de Crelle 1, p. 182). Miq u e l  (l. c., p. 73).
( ) Planimetría (124). El centro de la proyección estereográ-
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punto opuesto de /S. Los planos tangentes á los 
conos proyectantes en su arista común, /Sá, con
tienen rectas tangentes, tanto á las curvas esfé
ricas proyectadas Au y como á sus proyeccio
nes A'u’ y cortan á la esfera en los círculos 
SAB y SAC, situados en los planos tangentes á 
los conos proyectantes, y que por lo mismo tocan 
en A á las curvas esféricas; y cortan al plano tan
gente á la esfera en xS‘, paralelo al de proyección, en 
las rectas ^"y Sd ” que son tangentes á los círculos 
SAB y SAO, y paralelas á las rectas AW y Ad '. El 
ángulo de las curvas esféricas dadas, ó el de los 
círculos que las tocan, es igual (65) al formado 
en B por estos mismos círculos; é igual, por con
secuencia, al formado por las tangentes zSw y iSd , 
ó por las tangentes A'u' y AV*. siendo este último 
ángulo la proyección estereográfica del primero.

Designemos ahora por G el centro ó vértice del 
cono que toca á la. esfera en el círculo DBF; por H 
la proyección sobre la esfera de aquel vértice G 
desde el punto 8; por B’t E’, F’ y H las proyec
ciones estereográficas de los puntos E^ F y H. 
Los círculos SED, SHE y SHF cortan normal
mente al círculo DEF; porque sus tangentes DG, 
EG y FG cortan normalmente á este mismo círculo 
DEF. Y de resultas, las rectas KD', H'E' y H'F\ 
proyecciones estereográficas de los círculos SIID^ 
SHEy SHF, encontrarán también normalmente á 
la proyección estereográfica, D EF\ del círculo 

tica de un círculo fué determinado por Ch a s l e s  del modo ex
presado. (1817 ?lp. Aíst.). El fundamento sencillo de esta teoría 
ya dijimos (65) que pertenece á Da md e l in .
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DEF. De donde se colige que la curva D’E’F' es 
un círculo cuyo centro es H'. También puede de
mostrarse, como antes (69), que H'D' : H'E' 
= GD : GEetc.

Ob s e r v a c ió n . La proyección estereográfica de 
un haz esférico de círculos (69-05».) es un haz 
plano de círculos. -

71. Una figura esférica, y su proyección, no 
semejante, sobre otra esfera, desde un punto de 
semejanza de las dos esferas, son isogonales y ho- 
mocíclicas. Los centros de los conos que tocan á 
las esferas en círculos correspondientes caen jun
tamente con el centro de proyección sobre una 
recta (*).

De mo s t r a c ió n . Sea / una figura de la primera 
esfera;./' su proyección no semejante; y f" su pro
yección semejante sobre la segunda esfera, desde 
un punto de semejanza de las dos esferas. Entónces, 
las figuras /' y /" son isogonales y homocíclicas 
(65 y 66); las figuras/" y/ lo son también, por ser 
semejantes; luego /'y/son isogonales yhomocí
clicas. Designemos por P, P' y P" los vértices de 
los conos tangentes á las esferas en un círculo de./ 
y en los círculos correspondientes de /' y la 
recta proyectante de P" pasará por P' (69), y la 
proyectante de P por P", á causa de la semejanza 
dey/; y, por lo tanto, P' estará sobre la recta 
proyectante de P.

Representando por M y M' los centros de las 
dos esferas; por r y F, sus rádios; y por P, su punto 
de semejanza externo; se verificará la proporción

(•) Miq u e l  (l. c., p. 72).

M.C.D. 2022



SM: t  = SM' : r'; pero, si el centro M' de la segun
da esfera se aleja hasta el infinito, será : r = 1; 
convirtiéndose la esfera en un plano que corta nor
malmente á SM; y la proyección, en estereográfica.

Vio—Yetraedro y paralelepípedo.

72. Una superficie, cerrada por polígonos pla
nos, se llama poUetlro; y el espacio incluido en ella, 
cuerpo (geométrico). Los polígonos circundantes se 
llaman caras (^pa?, faces) del poliedro; y cada lado 
de un polígono, que es también lado de otro polí
gono contiguo, arista ó cauto (14). Toda arista del 
poliedro es arista también- de un áugulo diédrico 
del mismo. Todo ángulo de un polígono lateral 
tiene el vértice común can un ángulo de otros dos 
ó más polígonos; y estos ángulos, con el vértice co
mún, forman un ángulo sólido (triédrico, tetraédri- 
co... poliédrico) del poliedro (51). Admítese gene
ralmente que cada dos vértices del poliedro, que no 
sean extremos de una arista, están unidos por una 
línea compuesta de aristas; y que, saltando por 
cima de la arista común para pasar de una cara á 
otra contigua, podremos llegar sucesivamente á to
das ellas (89). En la determinación de un poliedro 
se toman en cuenta el número y la especie, tanto 
de sus caras, como de sus ángulos poliédricos.

Los planos trazados por el centro de una esfera, 
cuyo rádio es la unidad de longitud, paralelamen
te á las caras de un poliedro, cortan á la esfera en 
un sistema de círculos máximos, en el cual están 
representados: los ángulos de las aristas, por las 
distancias esféricas entre los puntos de intersección 
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de los círculos máximos; los ángulos diédricos del 
poliedro, por los ángulos de los círculos máximos; 
los ángulos poliédricos, por sus secciones esféri
cas (52).

73. El cuerpo que resulta cortado por un plano 
de un ángulo sólido, poliédrico ó multilátero se 
llama pirámide; y esta pirámide tomará el nombre 
de u-látera^ cuando sea parte de un ángulo sólido 
u-látero. La superficie lateral, ó circundante, de 
esta pirámide, consta de un polígono ángulo y 
de n triángulos; uno de sus ángulos sólidos (picos ó 
vértices) es rt látero; y los u restantes, triláteros; y 
el número de sus aristas es 2w. Toda pirámide mul
tilátera, como todo poliedro, puede ser descom
puesta, mediante triángulos diagonales, en pirá
mides triláteras. Un cono (limitado ó cerrado por 
un plano) puede considerarse como una pirámide 
de un número infinito de caras.

La capa ó trozo de un prisma (en sentido lato) 
comprendido entre dos planos paralelos, se deno
mina -prisma (en sentido restringido); y este prisma, 
n-látero^ cuando sea parte de un prisma -n-láte- 
ro (54). La superficie lateral ó circundante del pris
ma -a-látero se compone de dos %-gonos congruen
tes y w paralelógramos; cada dos de sus 2w án
gulos sólidos completan un diedro; y de sus 3% 
aristas son 2w, por pares, iguales y paralelas; y las 
n restantes, todas iguales y paralelas. Todo prisma 
multilátero puede ser descompuesto, mediante pa
ralelógramos diagonales, en prismas triláteros. 
Prisma y cilindro toman el nombre de rectos cuan
do son limitados por secciones normales.

74. Cuatro planos, que no tienen un punto co- 

>
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mun, distribuyen el espacio en 15 espacios ó regio
nes; en virtud de que de los 8 ángulos sólidos, for
mados por 3 de los planos dados (53), uno solo no es 
dividido por el cuarto plano, siéndolo los 7 restan
tes. Uno de estos 15 espacios, ABCD, está comple
tamente cerrado y se llama tetraedro: el cual pue

de considerarse de 
cuatro modos co
mo una pirámide 
trilátera. Entre las 
aristas del tetrae
dro pueden elegir
se 2 por 3 veces, ó 
tres pares de ellas, 
que no están en el 

mismo plano: tales como AB y CD, BC y AB, 
CA y BB; y las aristas que constituyen cada uno 
de estos pares se llaman opuestas (*). Cuatro de 
los otros espacios (^), (J?), (ó?) y (^) son triedros, 
ó ángulos triédricos, opuestos por el vértice á 
los del tetraedro. Otros cuatro espacios (ABO), 
(BOB), (CAB) y (ABB) se apoyan por fuera sobre 
las caras del tetraedro y unidos á éste comple
tan los ángulos sólidos ó triedros del mismo. Los 
seis espacios restantes, (AB) y (CB), (BC) y AB) 
(CA) y (BB), se apoyan exteriormente sobre las 
aristas del tetraedro y son opuestos á los diedros 
de éste.

Un plano, paralelo á dos aristas opuestas, AB y 
CB, del tetraedro, corta á éste en un paralelógra- 
mo A'B B"A"-, puesto que A*B' y A"B" son para-

í •) Mo n g e  (Corresp. sur VÉc. polyt. I, p. 440).
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lelas á la arista AB^ y A'A" y B'B" son paralelas -
á la arista CD ^l-Obs-Y

Entre los ángulos de las aristas, los diedros y 
los triedros de un tetraedro, existe la misma de
pendencia (72) que entre los lados, los ángulos y 
las áreas de una figura esférica formada por cuatro 
círculos máximos (cuad-rUátero esférico completo).

75. Los planos que pasan por cada una de las 
aristas del tetraedro y los puntos medios de las aris
tas opuestas respectivamente; las rectas que unen 
los puntos medios de las aristas opuestas; y las rectas 
(medianas) que unen cada uno de los vértices del 
tetraedro con los centros de gravedad de las caras 
respectivamente opuestas; pasan por un mismo 
punto, que es eY punto ó centro de gravedad del te
traedro (*). En efecto, sean Ey E' los puntos me

dios de las aristas opues
tas A Cy BB; F y F', los 
puntos medios de BC y 
AD; G y G', los puntos 
medios de AB y CD. 
Entónces los cuadrángu
los EFE'F, FGF'G' y 
GEG'E' son paralelógra- 

mos concéntricos, que toman el nombre de secciones 
medias del tetraedro (Planim. 63). Ahora bien, los 
planos A CE’ y BDE se cortan en la recta EE\ etc.

(’) Co mma n d in o  (De centro gravilatis 1565, Prop. 17, 22). De los 
libros de Ar q u íme d e s sobre los Cuerpos flotantes se colige, 
como el mismo Co mma n d in o  observa, que Ar q u íme d e s  determinó 
también los centros de gravedad de los cuerpos ménos 
simples.
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El punto común xS de los segmentos EE\ EF* y 
GG* cae sobre cadauno'de los planos AEG', CDG,... 
Las rectas FE y BE pasan por los puntos de gra
vedad, Hy de los triángulos ABC y ACD; por 
set AF’ y BE medianas del triángulo ABC, etc. 
(Planim. 64).

Además es HJparalela á BD^ y HJ•. BD= 1: 3; 
porque Eli : EB = EJ : ED = 1:3; y, de consi
guiente, HS: SD = 1:3. De esta líltima propor
ción se deduce que el centro de gravedad del te
traedro divide á las rectas que unen los vértices del 
tetraedro con los centros de gravedad de las caras 
respectivamente opuestas en segmentos cuya razón 
es 3. Los centros de gravedad (baricentros) de las 
caras de un tetraedro son los vértices de un te
traedro semejante que está en perspectiva con el 
primero (88, y Plauim. 100).

76. Dos tetraedros, que tengan un ángulo sólido 
y las aristas que en él concurren respectivamente 
iguales, son iguales y semejantes. Y esto significa 
que las caras, las aristas, los ángulos diédricos y 
los ángulos triédricos del uno son respectivamente 
iguales y semejantes á los elementos homólogos 
del otro; y que sus volúmenes son iguales. Pero 
sólo serán congruentes los tetraedros, cuando dos 
de sus ángulos sólidos, iguales y semejantes, lo 
sean; de suerte que, en el caso contrario, la igual
dad de los volúmenes de los tetraedros, éntónces 
incongruentes, se demostrará descomponiéndolos 
en tetraedros congruentes (*). Si M y M' represen-

(•) Le g e n d r e  (Géom. Note 7, 2.a ed.) dedujo esta demostra
ción de la misma fuente que la relativa á la equivalencia de 
los triángulos esféricos opuestos (35).
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tan los centros de las esferas ABCD A’B'C'D' 
(28), y JVy M' los centros de los círculos ABCy 
A'B'C1, los tetraedros iguales y semejantes, ABCD 
y A’B' C 'D', pueden ser descompuestos cada uno 
de cuatro modos en tres tetraedros, ABNM^ BCNM^ 
CANM...^ A'B'N'M',... que son congruentes; por
que los ángulos sólidos Wy^V',.-- son congruentes.

77. El espacio común á tres capas, comprendidas 
entre planos paralelos, ó sea, el espacio limitado por 
tres pares de planos paralelos, se llama paraUle- 
pipedo (KctpaXATjX-EiTjnESov). Este poliedro puede consi
derarse de tres maneras, como un prisma cuadrilá
tero; consta de 6 caras que son paralelógramos, 
dos á dos congruentes y paralelos; tiene 8 vértices 
triláteros (triedros) entre los cuales existe la misma 
dependencia que entre los triedros formados por 
tres planos al rededor de un punto (53); y compren
de 12 aristas, cuatro á cuatro iguales y paralelas.

Si un vértice (triedro) del paralelepípedo está 
formado por tres ángulos rectos, todos los ángulos 
sólidos (vértices) del paralelepípedo serán con
gruentes, y el paralelepípedo rectangular. Si un 
ángulo sólido del paralelepípedo tiene sus tres aris
tas iguales, todas las aristas del paralelepípedo 
serán iguales, y el paralelepípedo, rómbico (*); y, 
si ambas condiciones se realizan, el paralelepípedo 
tomará el nombre de cubo (x6poc) cubus); que, por 
ser congruentes sus ángulos sólidos y sus caras 
(cuadrados), será un exaedro regular.

En el paralelepípedo existen tres pares de para-

(•) Un paralelepípedo se llama romboedro cuando sus caras 
son rombos congruentes (93).
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lelóg-ramos diagonales, ABA'B' y CDCD\ y 
cuatro rectas diagonales, AA', BB', CC, y DD’, 
que se cortan en el ceutro del paralekpipedo; por
que A A' es bisecada por BB' en el paralelógramo 
ABA'B'. Todo plano, como el EFE'F\ que pasa

por el centro B del pa- 
ralelepído, divide á éste 
en dos poliedros igua
les y semejantes, pero 
incongruentes. Pues
to que los tetraedros 
BEFA y SEF'A' son 
iguales y semejantes, 
pero incongruentes co
mo los ángulos sólidos 
en el centro (76); etc. 

78. En el paralelepípedo existen cuatro pares 
de triángulos diagonales, paralelos y congruentes, 
que cortan de los ángulos sólidos (triedros) opues
tos tetraedros iguales y semejantes, pero incon
gruentes. Dos triángulos diagonales, paralelos y 
congruentes, son cortados por una diagonal en sus 
centros de gravedad, y dividen á esta diagonal en 
tres partes iguales. Así, por ejemplo, la diagonal 
A A’ y una mediana del triángulo BCB se cortan 
según la razón 1: 2 (PlaMm. 62).

Los triángulos diagonales, no paralelos, limi
tan dos tetraedros, BDA'C y B’D’AC^ inscritos 
en el paralelepípedo, de tal modo que cada dos de 
sus aristas opuestas caen sobre las caras paralelas 
<lel mismo (*). Aquellos tetraedros se hallan en pers-

(•) Mo x g e  (Corresp. sur VÉc. poliyt. II, p. 266).
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pectiva y son iguales y semejantes (no congruen
tes); porque los segmentos BB', DD\ A A y C'C 

tienen por punto medio co
mún el centro del para
lelepípedo (76). Y sus cen
tros de gravedad coinciden 
en el centro del paralelepípe
do; porque la diagonal AA1 
pasa por el centro de gra
vedad de la cara BBC’; et 
caetera (75).

Ob s e r v a c ió n . Tres rectas A B, O A' y B'C\ de las
cuales no haya dos 
que estén en un 
mismo plano, deter
minan tres capas ó 
estratos, y, de con
siguiente, un para
lelepípedo que tiene 
por aristas no con
tiguas las rectas da

das. Cada una de las aristas AB', C'A y BC^ res
pectivamente paralelas á aquellas rectas, tienen 
un punto común con cada una de las mismas, á 
saber: AB', por ejemplo, tiene común con AB el 
punto infinitamente distante; con C'A', el punto -á'; 
y con B'C el punto B', etc. De lo cual se desprende 
que las rectas AB', C'A y BC se hallan sobre el 
hiperboloide reglado (8), determinado por las rectas 
dadas AB, CA y B'C, que es concéntrico con el
paralelepípedo (*).

(*) Ma c h e t e (J. do Crelle I, p. 345).
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79. Los planos, que pasan por los puntos medios 

de las aristas de un tetraedro y son normales á las 
aristas respectivamente opuestas á las primeras, 
tienen un punto común. El segmento, limitado 
por este punto y el centro de la esfera circunscrita 
al tetraedro, es bisecado por el baricentro de este 
mismo tetraedro (*).

De mo s t r a c ió n . Las aristas opuestas del tetrae
dro ABCD deter
minan tres capas, y. 
por lo tanto, un 
paralelepípedo, cir
cunscrito no sola
mente al tetraedro 
ABCD., mas tam
bién á su igual y se
mejante AB'C’D' 

(78). Estos tetraedros están en perspectiva, y por 
ésto las rectas AA\BB\ ... tienen por punto medio, 
común, el centro de gravedad del ABCD:de donde 
se deduce que los centros de los círculos ABC y 
A'B'C' particularmente, y los de las esferas ABCD 
y A B G D , se hallan en tal situación que los seg
mentos entre ellos comprendidos son divididos por 
mitad por el baricentro del tetraedro expresado. El 
plano, que biseca la arista AB y es normal á su 
opuesta CD, biseca normalmente la arista CD\ etc. 
Los planos, que bisecan normalmente las aristas 
del tetraedro A'B'C'D', pasan por el centro de la 
esfera A'B'C'D' (28); y, de consiguiente, cada 
plano, que biseque una arista del tetraedro ABCD, 

(') Mo n g e  (Corresp. sur VÉc. polyl. II, p. 266,.
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la AB^ por ejemplo, y sea normal á su opues
ta CD pasará por el centro de la esfera A’B'C'D'.

80. Las alturas de un tetraedro ABCD, ó sean 
las normales desde sus vértices A, B, ... á sus ca
ras respectivamente opuestas CBD^ ACD^ no 
pasan generalmente por un mismo punto; sino que 
se hallan sobre un hiperboloide reglado, determi
nado por tres de las mismas (8). Sobre el mismo 
hiperboloide caen las normales á las caras del te
traedro trazadas por sus puntos de alturas respec
tivos; y el centro de este hiperboloide es el punto 
común de los planos (79) que pasan por los puntos 
medios de las aristas del tetraedro y son normales 
á las aristas respectivamente opuestas (*).

Si líes el punto de alturas del triángulo ABC., 
las rectas AH, BH^ CH son las proyecciones nor
males sobre el plano ABC de las alturas del tetrae
dro que pasan por A, B y C; porque el plano pro
yectante de la altura que pasa por A es normal á 
los planos BCD y ABC, y, de consiguiente, á la 
recta BC, etc. La normal en H al plano ABC corta 
también á las alturas del tetraedro' que pasan por

y C, y tiene común con la altura que pasa 
por D el punto infinitamente distante. Etc.

El centro del hiperboloide cae sobre la bisectriz 
de la faja cuyos lados pertenecen á las rectas del 
hiperboloide ^-Obs.y Ahora bien, si el representa

o St e in e r  (J. de Crelle 2, p. 27 y Sisl. Entu). p. 3f6). Hé h me b  
(J. de Borchardt 56, p. 241). La propiedad de las normales á las 
caras por sus punios de alturas y la posición del centro del 
hiperboloide fueron consideradas por Jo a c h ims t h a l  (Arch. de 
Grunert 32, p. 109).
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la proyección normal de D sobre el plano ABC, y 

el punto medio de dU, será la proyección
C normal del centro del 

/ \ hiperboloide; y, si ade- 
/ más S representa el 

/ \ punto de gravedad del 
\ triángulo ABC, y m 
\ el centro del círculo

X---------------------- h y la proyección
normal sobre el plano

ABC del centro de la esfera ABCD, el punto 8divi
dirá la recta Hm según la razón 2 (Plaui-m. 100). 
Tomando en cuenta el tetraedro A'B'CD', que está 
inscrito con el AB CD en el mismo paralelepípe
do (78), S dividide al segmento DD- según la ra
zón 2; y, en el supuesto de que represente d' la pro
yección normal de D’ sobre el plano ABC, también 
dS •. Sd = 2. Luego md' y dm’ son paralelas é 
iguales, wftv es bisecada por dd'j y, por consecuen
cia, m1 es la proyección normal del centro de la es
fera A’B'C'D' Las mismas consideraciones 
pueden hacerse respecto de todas las caras del te
traedro ABCD; de lo cual se desprende que el hi
perboloide es concéntrico con la esfera A’B'C’D'.

81. Si una arista de un tetraedro forma ángulo 
recto con la opuesta, las alturas del mismo que pasan 
por los extremos de aquella arista caen sobre un 
plano; y recíprocamente. Si dos aristas contiguas 
de un tetraedro forman ángulos rectos con sus res
pectivamente opuestas, las alturas del mismo ten
drán un punto común; y recíprocamente (*).

(*, Este tetraedro se halla en L' Hu il ik r  (De relatione mutua
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De mo s t r a c ió n . Sean Áa, JBb, Ce y Dd, las altu-

D ras del tetraedro AB CD; si es

B

la arista CD normal á la AB^ 
el plano CDd será normal 
también á la arista AB, y, 

C por lo tanto, al plano ABD, 
y contendrá la altura Ce. 
Lo mismo se prueba que el 
plano ABb contiene la altu
ra Aa. El plano de las altu

ras Aa y Bb es normal á CD; el de las alturas Ce y 
Dd, es normal á Ab; y, por consecuencia, estos pla
nos son normales entre sí.

Si las alturas Ce y Dd caen sobre un plano, este 
plano será normal á los planos ABD y ABC, y á su 
intersección AB; y también, por lo tanto, será CD 
normal á AB.

Si AB es normal á CD, y BC normal á AD, 
cada dos alturas caen sobre un plano, teniendo 
entónces todas un punto común E (3): luego la 
arista CA será normal á la BD (46 y 53).

Ob s e r v a c ió n . Lo s planos 
ADE, BDE y CDE cortan 
á las rectas BC, CA y AB en 
los puntos F, Gry H respec
tivamente; de modo que E 
es el punto de alturas co
mún de los triángulos ADF, 
BDG y CDH. Las rectas 
FE, GE y HE cortan nor-

página 151). Véanse: Fe r r io t  (Ann. de Gerg, 2, p. 133);Fe u e r b a c h  
'die dreieokige Pyramide, 40 g sig.); y C. F. A. Ja c o b i (van Stuin- 
den p. 453 y sig.).

h
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malmente á las rectas AD, BD y CD en los puntos 
F', G' y IT. Luego, si las alturas del tetraedro tie
nen un punto común, por este punto pasarán tam
bién las normales comunes, FF\ GG* y HH\ á 
las aristas opuestas.

Al mismo tiempo los productos AE. Ea, 
BE . Eb, CE. Ec, BE. El, FE. EF, GE. EG' y 
HE. EH' son iguales entre sí (Plawlm. 117); y, 
por consecuencia, el punto G' cae sobre el círculo 
FF’G\ el punto H’ sobre el círculo FF'H\ y el 
uno y el otro, G' y H', sobre la esfera FF'GH. 
También ¿y c caen sobre la esfera ABCa\ etc. El 
punto E tiene iguales potencias respecto de las 
cinco esferas ABCa, BCDb, CADc, ABDa y 
FGHF'.

82. Para cotejar respecto de su seutilo, dos te
traedros, ABCD y A'B'C'B', dados por sus vér
tices en un órden determinado, se imagina el lec
tor colocado primeramente en la arista AB, con 
los piés en A y la cabeza en B, y observa entónces 
si el moviento de C liácia D se verifica hacia su 
izquierda ó hacia su derecha. Colocándose después

en la arista A'B' del D
mismo modo, con los 
piés en A' y la cabeza 
en B’, observará si el 
movimiento de C' hácia 
D' se efectúa hácia su 

izquierda ó hácia su derecha. Según que estos dos 
movimientos, observados desde el mismo punto 
de vista, coincidan, ó no, respecto de su sentido, 
así los tetraedros serán del mismo sentido, ó de 
sentidos opuestos. En el primer caso, el movi-
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miento efectuado desde B por Abasta D en el con
torno BGD aparece del mismo sentido que el efec
tuado sobre el contorno B'Cdesde B' por C 
hasta 77'; en el segundo, estos movimientos para 
los mismos puntos de vista se muestran con senti
dos opuestos.

Colígese de lo dicho que los tetraedros ABCD 
y AB CE serán del mismo, ó de opuestos sentidos 
según que los vértices D y E caigan, ó no, al 
misino lado del plano ABC. En el primer caso, será 
dividido ó cortado el segmento DE exteriormente 
por el plano ABC; y en el segundo, interiormente.

Si las notaciones ABCD y A'B'CD' designan 
tetraedros del mismo sentido, por el modo de compa- 
iación ántes explicado reconoceremos que los re
presentados por las notaciones ABDCy A'B'C'D* 
ACBD y AB’CD’, BACD y A'B'C'D' son te
traedros de sentidos opuestos. Y esto enseña que 
por el cambio mútuo de dos vértices en la expre
sión o notación del tetraedro siempre varía el sen
tido del mismo (*).

83. Cuando á cada punto de una figura de bulto 
(sólida) corresponde un punto de otra figura del 
mismo género, de tal modo que los tetraedros 
ABCD, ABCE, ..., constituidos por tres puntos de 
la primera figura con cada uno de los restantes, 
sean iguales y semejantes respectivamente álos te
traedros correspondientes A’B'C'D’, ABC'E', ... 
de la segunda figura; y que los tetraedros siguien
tes AB CE, ... sean del mismo sentido, ó de sentido 
opuesto al del primero ABCD, conforme los te-

(') Mo b iu s  (baryc. Calcul. 19 y Statik 63).
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traedros A’B'G’E', ... sean del mismo sentido, ó 
de sentido opuesto al del ÁB' C’D'se dice que las 
figuras expresadas ABOBE ...y A'B'C'D'E' ... 
son iguales -y semeiautes. Y esta denominación sig
nifica que todos los demas tetraedros de la una son 
iguales y semejantes á los correspondientes de la 
otra. Las figuras sólidas tendrán el mismo sentido, 
ó sentido opuesto, siempre que un par de sus te
traedros correspondientes tengan el mismo senti
do, ó sentidos opuestos (*).

De mo s t r a c ió n . De la igualdad y semejanza de 
los tetraedros ABCD^ ABCE, ... con sus corres
pondientes, se concluye que los tetraedros ABDE, 
A O DE, ... son también iguales y semejantes á sus 
correspondientes. De la igualdad y semejanza de 
los tetraedros BACD, BACE, ...se deduce asi
mismo que los tetraedros BADE, BCDE, ... son 
iguales y semejantes á sus correspondientes, etc.

84. Para dos triángulos, iguales y semejantes, 
ABCy A’B'C’ situados en planos diferentes, no 
paralelos, ó de distinta postura, existe un eje s, con 
la propiedad de que los diedros AsA', BsB' y CsC', 
y las proyecciones normales sobre él de los seg
mentos AA', BB’ y CO' son iguales entre sí (**).

De mo s t r a c ió n . Desde el centro O de una esfera 
cualquiera trácense los rádios O-(, 0^ y Oy' en 
las direcciones AB, AC, A'B' y AC’-, y constrú- 
yase sobre la esfera el punto a de modo que los 
triángulos esféricos cp? y t P'y ' sean congruen
tes (49). Trazando ahora las rectas AD y AD' en

(•) Véase la Planimetría (54); y la Memoria allí citada (34).
(“) Véase el párrafo 35 de la citada Memoria del autor.
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IaJ.ireccion del rádio Oa, los ángulos sólidos^B CD 
y A 'B'C’D\ formados en los vértices, A y A1, serán 
congruentes.

Además trácense por A y A1 los planos norma
les á AD y A'I)'\ sobre ellos, las proyecciones nor
males, E'F', de BCy B'C- y sobre el plano 
AEF, la proyección normal, A"E"F", de A’E'F'. 
Entónces los triángulos AEF, AE’F’ y A"E"F" 
serán iguales y semejantes, y del mismo sentido; 
por ser los triángulos AEB y AE'B^ AFC y 
A'F'C', A’E'F y A"E"F", iguales y semejantes; 
y los ángulos EAF y E'A'F'secciones normales 
de los diedros iguales BADC y B'A'D’C.

Construyendo, finalmente, el punto S en el 
plano AEF en tal situación que las figuras SAEF 
y SA' E"F" sean congruentes (Planim. 55); y 
sobre el plano A’E'F’ la proyección normal, S’, 
del punto será el eje buscado í. En efecto, 
los ángulos sólidos, correspondientes, con los vér
tices A y A’, son congruentes; las aristas corres
pondientes de los mismos son iguales; y, por lo 
tanto, las figuras sólidas AEFBC y A’E'F'B’C 
congruentes. Pero también lo son las figuras AEF5» 
y AE'F'B\ y consiguientemente las figuras sóli
das AEFBCS y A'E'F'B'C'S'; por lo cual, los 
ángulos ABE y A'S'E', ASF y A'S'F', ESF 
y E'S'F' serán iguales. Luego los ángulos dié- 
dricos ASS'A'^ BSS'B' y CSS'C' son iguales. Y? 
si designamos por T y T' los puntos de intersec
ción con la recta SS’ de las normales á la misma 
desde B y B\ será ST = S’T'- y, por lo tanto, 
TT' = etc.

85. Para dos figuras sólidas, iguales y semejan
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tes y del mismo sentido, AJ3CD... y A'B'G'D'... 
existe un eje í, con la propiedad (*) de que, tanto 
los diedros As A', BsJ3\ ... como las proyecciones 
normales sobre el mismo eje de los segnnentos AA', 
BB\ son iguales entre sí (84).

Cuando la primera figura, volteando alrededor 
del eje s, recorra el ángulo As A' y llegue así á co
locarse en perspectiva con la otra figura, las rectas 
AA', BB’, ... coincidirán en dirección y longitud; 
por coincidir también las proyecciones normales 
de ambas figuras sobre un plano normal al eje s. 
Mas, si la primera figura, marchando en la direc
ción del eje s, recorre el segmento AA', llegará á 
confundirse con la otra.

Cuando la primera figura marche en la direc
ción del eje s hasta que las proyecciones normales 
de AA', BB', ... sobre el mismo eje se anulen; y, 
volteando después en torno de s, recorra el ángu
lo AsA' 4-180°, llegará á colocarse respecto de la 
segunda figura en tal situación, que todo plano que 
pase por el eje contendrá figuras planas iguales y 
semejantes, correspondientes á las dos figuras só
lidas, y situadas simétricamente respecto del eje 
expresado.

86. Para dos triángulos iguales y semejantes, 
ABC y AB'C’, de posturas diferentes, ó situados 
en planos no paralelos, existe un diámetro con la

(*) El eje s fué descubierto por Eu l b r  en su estudio del 
movimiento de un cuerpo rígido. (Theoriamotus corp. solid. 978- 
(1765) y Nov. Comm. Petrop 20, p. 199-(1776). El eje instantánea 
de rotación (axe instantane) de un cuerpo en movimiento fue 
considerado por D’ Al e mb e r t  (Précession des équinoxes 1749, pá
gina 83). Véase Eu l e r  (Mém. de Berlín 1750, p. 185).
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propiedad de que los diedros AuA\ BuB' y CuC 
son iguales entre sí, y las proyecciones normales 
sobre el mismo diámetro u de los segmentos AA1, 
BB’ y CC tienen un punto medio común 8 (*).

De mo s t r -v c io n . Desde el centro O de una esfera 
arbitraria trácense los rádios Op, Oy, Oy' en 
las direcciones AB, AC, A'B' y A'C' respectiva
mente; y los puntos opuestos, v y V, sobre la esfera, 
de modo que los triángulos esféricos v^y y v'p'y' 
sean igualmente opuestos y semejantes (50). Tra
zando las rectas AH y A’H' en las direcciones de 
los rádios Ov y OV, los ángulos sólidos ABCH y 
A'B'C'H\ formados en los vértices A y A1, serán 
igualmente opuestos y semejantes. Y, si la recta 
A’H” tiene la dirección de Ov, los diedros BAHC 
y B’A’H"C serán iguales entre si.

Por el medio de A A’ trácese el plano normal á 
la recta AH, y en él las proyecciones normales 
JKL y J’K'L’, de los triángulos ABC y A’B’C'. 
Los triángulos JKL y J’K’L', que están en los 
diedros iguales BAHC y B’ A’H" C, son iguales y 
semejantes y del mismo sentido. Construyendo, 
por último, sobre el plano JKL el punto S, de modo 
que las figuras SJKL y SJK'D sean congruen
tes (Plañid. 56), la recta trazada por dicho punto 
S, en la dirección AH, será el diámetro buscado 
u. En efecto, las figuras sólidas SJKLABC y 
SJ'K'L'AB'C son iguales y semejantes y de 
sentidos opuestos; etc.

87. Para dos figuras sólidas, iguales y semejan
tes y de sentidos opuestos, ABCD... y AB’CD'...,

(*) Véase el párrafo 37 de la Memoria, del autor ya citada.
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existe un diámetro con la propiedad de que los 
diedros AuA'BuB\ ... son iguales entre sí; y un 
centro B (*), que se corresponde á sí mismo y es el 
punto medio común de las proyecciones normales 
sobre el mismo diámetro t i de los segmentos AA' 
BB', ...(86).

La primera figura, volteando alrededor del diá
metro t l , llegará á colocarse, cuando haya recor
rido el ángulo AuA', simétricamente con la otra 
figura, respecto del plano central cuya normal es 
aquel diámetro .

Pero la primera figura llegará á colocarse en 
perspectiva con la otra, y los puntos medios de los 
segmentos AA', BB', ... á, confundirse en el centro 
B, cuando, volteando en torno del diámetro haya 
recorrido el ángulo AuA' + 180°.

88. Dos tetraedros ABCD y A'B'C'B’, con dos 
triedros A y A' iguales y semejantes, y las aris
tas de estos triedros proporcionales, esto es: 
AB -. A C : AD = A'B' : A'C' : A'D', son seme
jantes. Y esta denominación significa que las caras 
del uno son semejantes á las caras correspondien
tes del otro; y que los restantes triedros del uno 
son iguales y semejantes á los triedros correspon
dientes del otro. En efecto, según la hipótesis son 
semejantes los triángulos BAC y B'A'C', CAD y 
CA'D’, DAB y D'A'B', DGB y D'CB’-, y la 
igualdad y semejanza de los triedros restantes se 
deduce de la igualdad de sus lados (ángulos 
planos).

La semejanza de dos figuras sólidas ABOBE...

Ma g n f s  (Géom. anal. Aufg. [[, p. 109) y Memoria citada.
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y AB' CD’E*se determina de un modo análogo 
al empleado para determinar su igualdad y seme
janza (83): mediante la semejanza de los tetraedros 
correspondientes ABCD y AB' CD', ABCE y 
A'B'C'E\ etc.

Para dos figuras sólidas, semejantes y del mis
mo sentido, ABCD... y A'B'C'D'..^ existe un eje 
í, y un punto correspondiente á sí mismo S, con la 
propiedad de que los diedros AsAz BsB',... son 
iguales, y las figuras sólidas, 8ABCD... y 
EA'B'C'D'..., semejantes y del mismo sentido. La 
primera figura, cuando, volteando alrededor del 
eje s, haya recorrido el ángulo As A, se habrá colo
cado en perspectiva con la otra; y el punto 8 será 
entónces el centro de semejanza externo de ambas 
figuras.

Para dos figuras sólidas, semejantes y de opues
tos sentidos, ABCD... y AB'C'D’..., existen un 
diámetro u y un punto /S que se corresponde á sí 
mismo, con la propiedad de que los diedros AnA, 
BuB', ... son/iguales, y las figuras sólidas 
8ABCD... y 8AB'C'D'... semejantes y fie opues
tos sentidos. La primera figura, volteando alrededor 
del diámetro w, cuando haya recorrido el ángulo 
AuA + 180° se habrá colocado en perspectiva con 
la otra, y el punto 8 será entónces el centro de se
mejanza interno de ambas (*).

(*) Eu l e r  (de centro simililudinis, 1777. Nov. Acia. Petrop. 9, 
página 154). Má g n u s , (Anal. gcom. Aufg. II, p. 89 y sig.); y pár
rafo 50 de la Memoria citada.
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Vil. — El poliedro.

89. Una superficie finita que constituya una 
sola pieza (plana, poliédrica ó curva) tiene una ó 
varias orillas (contornos) ;¿)ues, áun cuando la su
perficie se doble y pliegue para formar una pieza 
enteramente cerrada, siempre puede considerarse 
con una orilla, infinitamente pequeña, en cualquie
ra de sus puntos. En toda superficie pueden ima
ginarse cortes rodeando, que se encuentren á su 
vez ó vuelvan sobre sí mismos, y la dividan en 
piezas ó trozos separados, uno de los cuales sea to
talmente limitado por el corte ó sección dada.

Cuando la superficie sea de tal naturaleza que 
toda sección cerrada separe ó aislé una porción déla 
misma, entera y exclusivamente limitada por aque
lla sección, se dice superficie de conexiou simple 
(couQiesio). Tales son, por ejemplo, una superficie 
poligonal plana cuyo perímetro no se pliegue ó cor
te; una superficie circular; un tetraedro; una super
ficie esférica, y una zona esférica con una orilla ó 
base. Pero cuando en la superficie existan seccio
nes cerradas, de tal modo que por una de ellas no 
pueda aislarse entera y exclusivamente un trozo de 
la misma, la superficie toma el nombre de superficie 
de couexiou múltiple. Tales son, por ejemplo, una 
faja plana, definida por dos líneas cerradas; una 
zona con dos orillas ó bases, y una superficie anu
lar. Una zona esférica, en efecto, puede ser partida 
mediante una sección cerrada que se extienda por 
entre sus dos bases ú orillas; pero ninguna de las 
partes en que la zona queda así dividida está limi
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tada ó definida entera y exclusivamente por tal sec
ción intermedia. Por el contrario, la zona, mediante 
una sección trasversal, que vaya de una orilla á la 
otra, queda convertida ó resuelta en una superficie 
de conexión simple: por lo cual se dice que la zona 
es de conexión doble. Una superficie anular, re
donda, puede resolverse en una superficie de co
nexión doble, mediante una sección cerrada; y por 
ésto se llama de conexión triple. En general, una 
superficie será de conexión ?i-ple, cuando después 
w—1 cortes ó secciones sucesivas se hace de co
nexión simple, permaneciendo indivisa. Una super
ficie con r orillas es de conexión (?* + 2^)-ple, pu- 
diendo Ktomar los valores 0, 1,2 ...(*). En lo sucesi
vo entenderemos por poliedro el polied.ro co'niu'ii 
(el de una sola celda ó cavidad, cuya superficie es 
de conexión simple) llamado por He s s e l  euleriauo. 

90. Todo poliedro con c caras y n vértices tiene 
c + y — 2 aristas (**).

(•) Esta distinción importante se debe á Rie ma n n  (GruncUa- 
gen, etc., 1851. Lehrsatse der analysis silus, 1857. J. de Borchardt 
d. 54, p. 105). Véase: Ne u ma n -x  (Abelsche Intégrale 1865, p. 291); 
Lis t in g . (Censas rdumlicher complexo 1861, en las Golt. Abh. 
tomo I, y Gott. Nachr. 1867 Nov. 13); Jo r d á n  (J. de Borchardt 
A. 66, p. 22 y 68, p. 297). La misma distinción hizoMómus en su 
Théorie der. Elementar-Venoandtschaft (Leipzig. Berichte 1863, 
página. 18).

(”) Esta ley fundamental de la Poliedrometría fué descu
bierta y dada á conocer porEüLER, 1752. (Nov. Comm. Petrop. 4, 
página 109, y demostrada en la p. 156). Tal vez era conocida en 
lo antiguo, puesto que Ar q u íme d e s  dió ya la série completa de 
poliedros semiregulares; y se halla contenida en un fragmento 
de las obras inéditas de De s c a r t e s publicadas en 1860, por 
M. Fo u c h e r  d e Ca r e il  II, p. 214. Véase el escrito del autor en
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De mo s t r a c ió n 1.a Por la supresión de uno de 

los polígonos de que consta el poliedro queda un 
poliedro abierto con c—1 caras, •y vértices ó picos, 
y a aristas; pues la cara suprimida tiene todas sus 
aristas y vértices comunes con las aristas ó vérti
ces de otras caras. Quitando del borde de este po
liedro abierto un polígono, queda un nuevo polie
dro abierto con ct = c — 2 caras, = d vértices, 
y av = a — 1 aristas. Suprimiendo del borde de 
este último poliedro un polígono, queda un nuevo 
poliedro abierto con = ct — 1 caras, = y, — 
vértices y = av — m— 1 aristas, etc., suponien
do que w, sea el número de los vértices no comu
nes. Tenemos, pues, la ley:

c —1 + » _ a = c v -V-d x — a.v = — aa = ...
independiente del número de caras. Pero, conti
nuando la supresión indicada, queda últimamente 
un polígono con tantos vértices como aristas. Luego

c — 1 + y — a = 1 ó c + y — a = 2.

De mo s t r a c ió n 2.a Para pasar de un vértice á 
todos los demás vértices, siguiendo una línea com
puesta de aristas, son necesarias y suficientes

el Mo n a t s b e mc h t  der BevL Acad. 4861, p. 4 043). Otras demos
traciones de este teorema han sido publicadas por Ca u c h t  4813 
ÍJ. de VEc. polyl. Cah. 46, p. Gr u n e u t  (J. de Crelle A. 2, pá
gina 367 Dem. 4), St a u r t  4 847. (Géom. der Lago 49), Th ie me  
(bnefl. Milheilung, Petersburgo 4867. Nov. [40, Dem, 2). Au g ü s t  
(P^ogr. d. Koln. Realgymn. Berlín 4854, p. ^y1 y por Le g e s d b b  
iGeom. VII, 25), L’Hu j l ie r  4812 (Ann. de Gerg. 3, p. 478) y 
St e in e r  (J. de Crelle A., 4, p. 364), considerando sumas de án
gulos de polígonos esféricos ó planos.
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p — 1 aristas. Cortado el poliedro á lo largo de 
estas aristas, para dividirlo en sus c caras es pre
ciso aún cortarlo á lo largo de las aristas restan
tes. Mas para la división ó partición en c partes son 
necesarios c — 1 cortes á lo largo de otras tantas 
aristas. Luego el poliedro contiene y — 1 + c — 1 
= c + y — 2 aristas.

Ob s e r v a c ió n . Cuando se juntan poliedros de 
modo que una cara de uno de ellos, ó un vértice 
sea cubierto sólo en parte por una cara, ó un vértice, 
de otro, se obtiene un poliedro extraordinario, en 
el que las caras, los vértices y las aristas no están 
sometidos á la ley numérica ántes expresada (*).

Cuando por la adición de ángulos sólidos y 
caras se descompone un poliedro en una suma de 

poliedros que contengan en totalidad c caras, y 
vértices y a aristas, distintos, será c d  — a = 1 
+ t i. Supongamos, en efecto, que el primero de los 
poliedros reunidos tenga cv caras, y, vértices y av 
aristas, que el siguiente tenga caras, y, vértices 
y aristas, no comunes con el primero; que el ter
cero tenga c3 caras, y3 vértices y a3 aristas no co
munes con los precedentes, etc. Cada poliedro tiene 
con el siguiente un polígono común, plano ó no 
plano. Lueg’o, según lo dicho ántes:

+^1 — c2+»a—«a = l,í:34-y3 — a3 = 1, etc.

Y sumando se halla c4-y — íz  = 1 + ?z..Ca u c h y  (l.c.).

(•) Po in s o t  1801 (J. de VÉc. polyt. Cah. 10, p. 46). L'Hu ih k b  
(l. c.), clasificó los casos en que no se verifica la ley de Eu l e h . 
Véase: He s s e l  (J. de Crelle, A. 8, p. 13); y Ja c o b i. (Géom. do Va n  
Sw in d e n , p. 436).
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91. El número de los águlos poligonales (ángu

los planos- de Ips polígonos) de un poliedro es el 
duplo del número de sus aristas. En efecto, en cada 
políg’ono hay tantos ángulos como lados; y cada 
arista del poliedro es lado de dos polígonos. El nú
mero, pues, délos ángulos poligonales, es par: y, 
por consecuencia, sólo en número par podrán 
existir en un poliedro polígonos con un número 
impar de vértices, y ángulos sólidos con un núme
ro impar de caras ó lados.

En un poliedro con c caras, y vértices y a aris
tas, se verifican las relaciones:

6 + <2 «, 6 + «<3z?¿2«
4 + y^2e<4y —8, 4 + c<2y<4c —8.

Según acabamos de demostrar, en efecto, el nú
mero de los ángulos planos ó poligonales es 
cada cara tiene por lo ménos tres vértices y cada 
ángulo sólido tiene por lo ménos tres caras. Ahora 
bien, ya dijimos (90) que c = 2 + a - y ó y = 2 
-Va —c: luego 6 + 3« — 3y g ‘Ha; etc. De las dos 
primeras relaciones ó limitaciones se deducen las 
otras dos, reemplazando a por c + y — 2. (De s 
c a r t e s  y Eu l e r  en los lugares citados ántes).

Si todas las caras del poliedro son y^-gonos, resulta:

mc = y — 2 = í? — e = { c (^ _ 2)
Y si todos los ángulos sólidos son y-láteros: 

y y = ^a, c — 2 = a — y = j y (% — 2).

De las dos condiciones se desprende esta otra: 

(W —2)(%—2) :4 = (y — 2) (e — 2) : ye < 1.
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Y, por consecuencia:

m = 3, n = 3, 4, 5 ; y u = 3, m = 4, 5.

Ni todas las caras de un poliedro pueden tener 
más de 5 vértices, ni todos los ángulos sólidos ó 
picos más de 5 caras; porque, en caso contrario, el 
número de los ángulos poligonales seria, por lo 
ménos, 6c ó 6y; y por lo menos, 3c ó 3c; cuando 
ya sabemos que 6 + « no puede subrepujar á 3c 
ni á3c.

No puede existir ningún poliedro con 7 aristas; 
porque entónces el triple número de sus caras (3c) 
ó de sus vértices (3c) debería estar comprendido 
entre 13 y 14: lo cual es absurdo.

Una clasificación de los poliedros posibles con a 
aristas (con c caras y c vértices) no se ha llevado á 
cabo todavía (*).

92. Supongamos que entre las c caras de un 
poliedro hay c3 triangulares, ct cuadrangulares, ...; 
entre sus c ángulos poliédricos, c3 triédricos, 
tetraédricos ...; y que el número de sus aristas sea 
a. Entónces se verificarán las relaciones si
guientes (**):

c = c3 + cA + c. -V ...
-d = c3+ y4+ ys+

2<? = 3 c3 -j- 4c t 5cs ...
= 3c 3 +4c 4 + 5c, + ...

(•) Principios de ella se encuentran en Eu l e r  (l. c.), St e ik e r  
1828 (Ann. de Gerg. 19, p. 36). Pó in s o t , (Comp. rend. 1858*, p. 65) 
y Jo r d á n  (J. de Borchardt A. 66, p. 22 y A. 68, p. 297/.

(*•) Estas consideraciones fueron iniciadas por Le g e n d r e  
(Géom. Note 8) y concluidas por Ge r g o n n e (Ann. de Math. 15, 
página 157) mediante la ley de la dualidad.
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Ahora bien, según (90) es 2c + 2^.= 4 + 2(Z. 

Luego:

I. 2(c3 + c4 + ...) = 4 + y3 + 2^ + 3ys+... 
2(y3 + ^+ •••) = 4 + c 3 +2c 4 + 3c 5 + ...

Y por adición se halla:

II. c3 + = 8 + (cs + »$) + 2 (c6 + y6) + ...

Sumando las ecuaciones (I), después de multi
plicar por 2 una de ellas, se obtiene:

III. 3c 3+2c 4+c s =
12 + 2y4 + 4y5 + ... +c7 + 2c84- ...

3y3 + 2y4 + ys = 12 4-2c4+4cs + ... 
+ y7 + 2y8 +...

Sumando las mismas ecuaciones (I), después de 
multiplicar una de ellas por 3 y la otra por 2, se 
obtiene:

IV. 4e3 + 2c 4 + y3 = 20 + 2y4 + 5ys + 8ys + ... 
+ 2c g + 4c 7 + ...

4y3 + 2y4 + c3 = 20 + 2c 4 + 5cs + 8c g  + ... 
+ 2yG + 4y7 + ...

De las ecuaciones (II) se concluye que de nin
gún poliedro pueden faltar juntamente caras trian
gulares y ángulos sólidos triláteros; y que el nú
mero de las unas y los otros, cuando existen, es por 
lo ménos 8.

Las ecuaciones (III) enseñan que:
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Un poliedro, sin caras triangulares ni cuadran- 

gulares, tiene por lo ménos 12 caras pentagona
les; y un poliedro, sin ángulos sólidos triláteros ni 
cuadriláteros, tiene, al ménos, 12 ángulos sólidos 
quinqueláteros.

Un poliedro, sin caras triangulares ni pentago
nales, tiene al ménos 6 caras cuadrangulares; y 
un poliedro, sin ángulos sólidos triláteros ni quin
queláteros, tiene por lo ménos 6 ángulos sólidos 
cuadriláteros.

Un poliedro, sin caras cuadrangulares ni penta
gonales, tiene por lo ménos 4 caras triangulares; 
y un poliedro, sin picos cuadriláteros ni quinque
láteros, tiene por lo ménos 4 picos triláteros.

Un poliedro, cuyos picos sean todos triláteros, 
y entre cuyas caras, además de un número cual
quiera de exágonos, haya solamente triángulos, ó 
cuadrángulos, ó quinquángulos, no puede tener 
más ni ménos de 4 triangulares, ó 6 cuadrangula
res, ó 12 quinquangulares.

Un poliedro, cuyas caras sean todas triangula
res, y entre cuyos vértices, además de un número 
cualquiera de exaédricos, haya solamente vértices 
triédricos, ó tetraédricos, ó pentaédricos, tiene 4 
vértices triláteros, ó 6 cuadriláteros, ó 12 qutnque- z 
láteros.

Las ecuaciones (IV) enseñan que:
Un poliedro, sin caras triangulares ni cuadran

gulares, tiene por lo ménos 20 ángulos sólidos 
triláteros; y un poliedro, sin picos triláteros ni cua
driláteros, tiene por lo ménos 20 caras triangulares.

Un poliedro, cuyas caras son pentagonales y 
cuyos picos son triláteros, tiene 20 picos; y un po-
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liedro, cuyos picos son quinquelátetos y cuyas 
caras son triángulares, tiene 20 caras.

Ob s e r v a c ió n . La ley de dualidad, observada (*) 
ya en los tiempos pasados respecto de poliedros 
particulares, existe generalmente: cada poliedro 
dado tiene por correlativo un poliedro polar, de tal 
suerte que á cada vértice w-látero del uno corres
ponde una cara w-gonal del otro; á cada cara 
?t-gonal del primero, un vértice ^-látero del se
gundo; y ambos á dos tienen el mismo número 
de aristas. Para obtener el poliedro coordenado ó 
correlativo con el dado, basta encontrar, respecto 
de una esfera arbitrariamente elegida, los planos 
a, p, y, ••• cuyos polos respectivos sean los vértices

G, ... del poliedro dado (62).
93. Entre los poliedros merecen consideración 

especial los regulares (platónicos) que tienen sus 
caras regulares, y sus ángulos sólidos regulares y 
de una sola especie para cada uno de ellos (**).

Un poliedro regular, cuyas caras sean triángu
los, debe tener sus vértices: ó triláteros, ó cuadri
láteros, ó quinqueláteros. En el primer caso 
(92, III y II), consta de 4 triángulos y 4 vérti
ces triláteros, y se llama tetraedro; en el segundo, 
consta de 8 triángulos y de 6 vértices cuadriláteros, 
y toma el nombre de octaedro; y en el tercero,

(•) Ma u r o l t c u s 1532 (Véase J. H. T. Müller en tos Arch. de 
GTunnertík, p. 1). Ke pl e r  (Harm. mundi V, 4). Me is t e r  4785. 
(Comm. Gotling. VII, p. 39). La ley general recibió de Gk r g o n n e  
(l. c.) su expresión más exacta.

(*’) El descubrimiento de los poliedros platónicosfP/ato Tim., 
p. 55 y de anima mundi 98) se atribuye á la escuela pitagórica. 
De los mismos habla Eu c l id e s en sus Élem. XIII y siguientes.
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consta de 20 triángulos y 12 vértices quinqueláte- 
ros (92, IV y III), y se denomina icosaedro. Ya sa
bemos (91) que no pueden ser todos los vértices, ó 
ángulos sólidos, de seis caras.

Un poliedro regular, cuyas caras sean cuadrán
gulos, sólo puede tener vértices triláteros; y de 
estos vértices sólo 8 (92, II), con 6 caras (92, III). 
Este poliedro se llama exaedro.

Un poliedro regular, cuyas caras sean pentágo
nos, sólo puede tener vértices triláteros ; y de éstos 
sólo 20 (92, IV), con 12 caras (92, III). Este poliedro 
lleva el nombre de dodecaedro. Todas las caras no 
pueden tener seis vértices (91) ó ser exagonales.

Entre los poliedros expresados forman un par ó 
son correlativos: el tetraedro consigo mismo; el oc
taedro con el exaedro; y el icosaedro con el dodecae
dro; de tal modo que á cada cara w-gonal de uno 
corresponde un vértice w-látero de su compa
ñero.

94. Por poliedros semiregulares (de Arquime- 
des) (*) se comprenden los poliedros cuyos vértices 
son iguales y semejantes, pero formados por caras 
regulares de diferentes especies. A estos poliedros 
corresponden otros que tienen caras iguales y se
mejantes, y en cada cara vértices regulares de dife
rentes especies.

(*) Los poliedros semiregulares, descubiertos por Ah q ü íme- 
d e s , fuerondescritosporPAPPüs(Descr. K., Introd^álaprop. 18). 
La red de sus caras se halla en DünER (Unteriueisung, etc. 1538). 
Véase Ke ppl e r  (Harmonices mundi II, 28) y Me ie r  Hir s c h  (Géom. 
Aufg. II, p. 127 y sig.). Los poliedros semiregulares, correla
tivos á los de Arquímedes, son recordados por J. H. T. Mü l l x r  
en su Trigonometría 1852, p. 345.
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I. Si el poliedro tiene solamente vértices w-lá- 

teros será, (91):

2íz = mv = 2» 4- 2c — 4

Los casos posibles son (91):

= 3, 2» = 3® = 6 (c — 2) 
m = 4, a = 2y = 2 (c — 2) 
^ = 5, 2a=5y = ^(c —2)

II. Si cada vértice ó pico del poliedro está for
mado por a caras ¿-g-onales, P caras í-gonales, 
Y caras c-gonales, ... será

2s= («4- P4-...)y.

Sobre el poliedro existen a® ángulos planos, per
tenecientes á las caras ¿z-gonales; y el número de 
estas caras, por consecuencia, será la «va parte de 
ay, ó sea, ay : «, etc. Luego

Y, teniendo en cuenta la igualdad 2c 4- 2® — 2« 
= 4, resulta:
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ó bien:

íex — 2 „ — 2 \ .(2-“^--------...)»-4C).

El sustraendo que figura dentro del paréntesis 
adquiere su valor mínimo cuando a = p = ... = 1, 
y¿z = 3, ¿ = 4, .... Pero2<4+2 + i + r; y esto 
prueba que no existe ningún poliedro cuyos ángu
los sólidos estén todos formados del mismo modo 
por polígonos con más de tres números diferentes 
de lados. .

III. Si todos los ángulos sólidos del poliedro 
están formados de igual manera por a caras a-go- 
nales, p caras ¿-gonales, y y caras c-gonales; y 
uno de los números a, c, el a, por ejemplo, es 
impar, uno de los números a — 1, p ó debe valer 
2 por lo ménos (**). En efecto, juntando con el pri
mero, tercero, quinto ... lado de un polígono con a 
vértices, ó a-gonal, cada vez un lado de un polígo
no, del mismo número de vértices, lograremos al 
fin juntar en un pico ó ángulo sólido tres polígo
nos a-gonales. Y asimismo, adaptando al primero, 
tercero, quinto... lado del primer polígono, a-gonal, 
cada vez un lado de un ¿-gono, reuniremos, por 
último, en un ángulo sólido dos polígonos con 5 
lados. Por lo cual, los números a — 1, p y y no 
pueden ser todos menores que 2.

IV. Por consecuencia, los casos posibles son:
Poliedros de Arguimedes cou 'oértices triláteros.

V) Mk ib r  Hir s c h . (lugar citado, p. 474).
(“) Kh ppl r r  (l. c. II, p. 47) y Me ie r  Hir s c h  (l. c., p. 442).
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Cada ángulo sólido, formado por un polígono 

tf-gonal y dos ¿-gonales. El número 5 debe ser par 
(III). Y como (II)

se obtienen las soluciones siguientes:

a n , 3, 3, 3, 4, 5
b 4 , 6, 8, 10, 6, 6
i) 2n, 12, 24, 60, 24, 60

Un poliedro de esta especie tiene y : a caras con 
a lados, y 2» : 5 caras con 5 lados.

Si cada ángulo sólido está formado por un po
lígono (Z-gonal, uno ¿-gonal y uno c-gonal, los 
números a, 6 y c deben ser pares; y la ecuación

+ 4 + f-lU = 4 
be;

sólo admite dos soluciones:

a b c D

4 6 8 48
4 6 10 120

Semejante poliedro tiene -y : a caras ¿z-gonales, 
d  : b caras 5-gonales y y : c caras e-gonales.

PoliecLros d,e Arquimedes con Dértices cuadrUá- 
teros.

Si cada ángulo sólido está formado por tres po
lígonos con a lados, y uno con b lados, la ecuación

D = 2
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comprende las soluciones:

a

3
4

1) D

71
3 24

Estos poliedros tienen 3® : a caras con a lados, 
y d  : b caras con b lados.

Si cada ángulo sólido está formado por dos ca
ras a-gonales y dos ¿-gonales, la ecuación corres- 
pondiefite

(1 + ^-1)» = 2

tiene las soluciones

ba v

4
5

3
3

12 
30

Y estos poliedros comprenden 2® : a caras a-go- 
nales, y 2® : b caras ¿-gonales.

Pero, si cada ángulo sólido está constituido por 
una cara a-gonal, dos caras í-gonales y una 
c-gonal, el número b debe ser par; y la ecuación 
entóneos resultante

(1+ 2 +1_1K = 2
ya b c J

contiene la solución única

a b
T ”4

c y

60
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Este poliedro consta de 20 triángulos, 30 cua

drángulos y 12 pentágonos.
Poliedros de Arquimedes con vértices quince- 

lateros.
Cada ángulo sólido está formado por cuatro 

polígonos con a lados y uno con b lados. La ecua
ción correspondiente

+ |-3)O = 4

tiene las soluciones 

a l) v

3
3

4 24
5 60

Un poliedro de esta especie se compone de 4 » : a 
polígonos con a lados, y v : "b polígonos de b lados.

Ob s e r v a c ió n . Pa ppu s y Ke ppl e r  cuentan sola
mente 13 poliedros arquimédicos; porque omiten, 
á causa de.su indeterminación, los poliedros con 
2% vértices ó picos, en los cuales cada ángulo só
lido está constituido, ó por dos cuadrángulos y un 
«.-ángulo, ó por tres triángulos y un «-ángulo.

V. Por el cambio mútuo de v y c, de las caras 
rz-gonales y los ángulos sólidos a-láteros, se obtie
nen los resultados correspondientes para poliedros 
que tienen sólo caras «í-gonales ; y se encuen
tran también los poliedros polares, correlativos con 
los de Arquímedes, con caras trigonales, tetra- 
gonales y pentagonales. Entre estos poliedros me
recen especial mención los romboedros (77) con án-
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gulos sólidos de diferentes especies (*): uno, con 
12 rombos, tiene en cada cara dos ángulos sólidos 
triláteros y dos cuadriláteros; el otro, con 30 rom
bos, tiene en cada cara dos ángulos sólidos triláte
ros y dos quinqueláteros.

95. No son posibles poliedros platónicos ni ar- 
quimédicos mediante determinaciones diferentes 
de las explicadas ántes. La realidad de un polie
dro, total ó parcialmente regular, cuyas determina
ciones no-ebtén en contradicción con su naturaleza, 
podrá reconocerse dividiendo una superficie esfé
rica por círculos máximos en un poliedro esférico 
cuyas caras sean polígonos esféricos de la mi^fifár^ 
especie, en el mismo número y con el misme'Ú.tdeíL¿'f' 
de sucesión, que los polígonos planos del^^ti^aro 
que se trata de construir.

Para efectuarlo, es necesario trazar ApSí^un 
punto O, arbitrariamente elegido sobre la^é^sw^ 
los arcos OAn 0.4,... de igual longitud, y de 
ñera que los ángulos rectilíneos de sus cuerdas,

OA„ A, OA3, ... sean iguales á los ángulos de los 
polígonos regulares planos que forman un ángulo 
sólido del poliedro (**). Entónces en los planos^., O A a,

(*) Ke ppl e r  fZ. c. II, p. 27) y Me ie r  Kir s c h  (l. c., p. 186).
(*•) Designando por i) el ángulo central buscado, corespon- 

diente á los arcos iguales O^i, OApor 0u O,, ... los ángulos 
incógnitos también de losarcos .4*Ozli, AaOA3 ...; y por Xlt Xa ... 
los ángulos dados de las cuerdas, A^A,, A,OA3 Estas cuer
das forman con el rádio de la esfera que sale por O el ángulo 
90° — t y, según una fórmula de Trigonomelría se tiene:

eos i n = sen í 0, : sen I X, = ...
y de consiguiente:

sen 4 0 : sen í : sen 4 = sen j X, : sen í X2 : sen X3
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Aa023, ... se hallan polígonos regulares planos, 
inscritos en la esfera, y cuyos lados son de igual 
longitud que las cuerdas iguales O A,, OAa> .... Los 
vértices de estos polígonos, á su vez, determinan 
polígonos esféricos regulares, á saber: a polígonos 
de a vértices, p con 6 vértices, y con c vértices, que 
están situados alrededor del punto O en el órden pe
dido. Entre todos estos polígonos regulares esféri
cos, a» : a de a vértices, p» : ¿ de b vértices, yo : c de 
c vértices, componen, en efecto, la superficie esfé
rica. Siendo, pues, on 0, y 03 los ángulos de los po
lígonos regulares esféricos con a, b y c vértices 
respectivamente, el área del polígono «-látero (36), 
tendrá el valor #0, — (<z — 2) 180°; etc. Pero (94, II).

[ so, - (« - 2) 180” ] + ^ [50, - (5 - 2) 180" ]

+ 22[c 6j_ (c —2)180°] =

[a0,+ po.+tO,- (, + p+Y-^-^_)í 180"]»

= 4. 180°; porque aO, + pe, + y03 = 2.180°.

De aquí se infiere que todos los vértices de un po
liedro arquimédico están sobre una esfera; y sobre 
un plano, los vértices que están unidos por aristas 
á un mismo vértice.

Para hallar el poliedro polar de un poliedro ar
quimédico, se trazan por los vértices de éste los

y además: «6, + PO, -p y93 = 360°. Mk ik r  Kir s c h  (l. c., p. <51 
y 176).
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planos tangentes á su esfera circunscrita. Si varios 
vértices caen sobre un plano, los planos tangentes, 
correspondientes, pasarán por un punto (25). Á un 
polígono regular, a-gonal, por consecuencia, cor
responderá un ángulo sólido regular, a-látero; y, en 
lugar de los ángulos sólidos w-láteros, se obtienen 
determinadas caras w-gonales. Todas las caras del 
poliedro polar son tangentes á una esfera; y las que 
están unidas por aristas á una misma cara pasan 
(prolongadas) por un mismo punto.

Los vértices de un poliedro platónico caen sobre 
una esfera, cuyo centro equidista de las caras, y tam
bién de las aristas del poliedro; y, de consiguiente, 
las caras en sus centros (los vértices de un poliedro 
polar) por su parte, y las aristas en sus puntos medios, 
por la suya, son tangentes á dos esferas, concéntricas 
con la arriba expresada. El plano central que con
tiene una arista 2» del poliedro, corta á las esferas 
según círculos máximos, cuyos rádios son r, r' y 
r"- y al poliedro, en un polígono simétrico, á sa
ber : al tetraedro en un triángulo ; al octaedro y al 
exaedro, en un cuadrángulo; y al icosaedro y al do
decaedro, en un exágono. Expresando mediante a 
el rádio r" y el rádio p del círculo circunscrito á 
una cara del poliedro, se halla (*)

= y y11 = — p2

Ob s e r v a c ió n . Además del icosaedro y el dode
caedro de Platón, existen un icosaedro estrellado y 
un dodecaedro estrellado: aquél, con 12 vértices de

(*) Amt h o r  /'Carta en Dresde 4 87d).
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cinco lados, cuyas secciones esféricas son pentágo
nos esféricos regulares estrellados, que están for
mados por triángulos regulares; éste, con 20 ángu
los sólidos triláteros, formados por pentágonos re
gulares estrellados. Conócense también dos polie
dros regulares extraordinarios V^-Obs.^ ambos con 
12 vértices de cinco lados, que coinciden con los 
vértices de un icosaedro platoniano, y cuyas seccio
nes esféricas son pentágonos esféricos regulares, 
estrellados para el uno, y ordinarios para el otro; y 
ambos con 12 caras que son pentágonos regulares, 
ordinarios en el uno y estrellados en el otro; y 30 
aristas. (*)

96. En un poliedro con d  vértices, cuyas caras 
sean polígonos de contornos no plegados, la suma 
de los ángulos de estos polígonos vale (2y—4) 180°, 
ó sea, el duplo de la suma de los ángulos de un 
polígono con -d  vértices. (**)

De mo s t r a c ió n . 1.a Supongamos que el poliedro 
tenga a aristas, y c caras: entre las cuales haya una 
con x' vértices, una con u" vértices... La suma de 
los ángulos del polígono plano con y'vértices, cuyo 

(*) El dodecaedro estrellado y el poliedro extraordinario con 
pentágonos estrellados fueron descritos y denominados por 
Ke ppl e r  1619 (Harm. mundi II, 26); y los otros dos poliedros 
regulares, por Po in s o t  1801 (J. de VÉc. polyt. Cah. 10, p. 39). De 
las variedades posibles de poliedros platonianos, además de 
Po in s o t , han tratado Ca u c h y  (J. de VÉc, polyt. Cah. 16, p. 68) y 
Be r t r a n d  (Com.pl. rend. 1858, p. 79). Véanse : Ca y l e y  (Philos. 
Mag. 1859, p. 123). Wie n e r  (Vielecke und Vielflache, Leipzig 1864); 
He is  und Es c u w e il e r  (Trigon. 1867, p. 294). He s s e l  (Gleicheckige 
Polyeder, Marburg. 1871); y He t z  (Varictdten der Archimedeischen 
Ktirper, Marburger Berichte, 1872).

(*•) Dis c a r t e s  y Eu l e r  (l. c.).
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contorno no sea plegado, vale (»' — 2) 180°; y, por 
consecuencia, la suma de los ángulos sobre el po
liedro vale (y' + y"4- ... — 2e)180°. Mas la suma 
e' + y" + ... expresa el número de todos estos án
gulos, que es 2»; luego (90)

y' + y" + ... — 2e = 2a — 2c = 2y — 4

De mo s t r a c ió n  2.a Un ángulo sólido con c' ca
ras, del poliedro, está cercado por c' triángulos que 
tienen un vértice común y cuyas bases forman 
un polígono. Separando estos triángulos del po
liedro se produce en él una abertura que puede 
taparse con c' — 2 triángulos. Del poliedro con y 
vértices, cuyas caras están constituidas por ¿trián
gulos, se obtiene así otro poliedro con y — a vérti
ces, cuyas caras están constituidas por ¿ — 2a trián
gulos. Mas con 4 vértices se tienen 4 triángulos: 
luego

¿—2(y — 4) =4 y ¿ = 2y —4.

97. En un poliedro con c caras, cuyos ángulos 
sólidos tengan secciones esféricas de contornos no 
plegados, el exceso del duplo de la suma de sus án
gulos diédricos sobre la suma de sus ángulos po
liédricos ó sólidos vale (2c — 4)180°, ó sea, el duplo 
de la suma de los ángulos de un polígono plano 
con c vértices (*).

(*) Fr a n já is  fAnn de Gérg. 3p, 489); Gr u n e r t  (J. de Crelle 5, 
página 41); Br ia n c h o n  (J. de VÉc. polyt. Cah. 25, p. 317). El teo
rema correspondiente para el tetraedro fué considerado por 
De  Gu a  (Mém. de París 4 783, p. 369).
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De mo s t r a c ió n . Admitamos que el poliedro ten

ga a aristas y d  vértices entre los cuales uno ten
ga c' caras, otro c" caras,.... Si la suma de los án
gulos planos del vértice con c' caras es y', etc.; 
este vértice ó ángulo sólido valdrá y'—(c'—2)180° 
(36 y 52). Luego la suma 5 de los » ángulos sólidos 
del poliedro valdrá

y' + y" + ... — (c' + c' + ... — 2y)180°.

Y, como y' +y" + ... es la doble suma, 2w, de los 
ángulos diédricos del poliedro, y c' + c” + ... el 
número duple, de sus ángulos poligonales, re
sulta :

= 2« — (2¿z — 2y)180° = 2?4 — (2c — 4)180°.

Ob s e r v a c ió n . Designando por t la suma de los 
ángulos poligonales del poliedro, tenemos

t = (2y — 4)180°

2^ —5 = (2c —4)180°

y, por lo tanto:

¿ + 2tí — s = (2« — 4)180° 

que es el duplo de la suma de los ángulos de un po
lígono plano con a vértices.
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VIH. — Cubatura de los prismas y de 
las pirámides.

98. Dos prismas (ó cilindros), cuyas secciones 
normales sean congruentes y cuyas aristas late
rales sean de ig’ual longitud, tienen volúmenes 
iguales (*).

De mo s t r a c ió n . Los prismas indefinidos, cuyos 
segmentos consideramos ahora, por efecto de la 
congruencia de sus secciones normales (54) pue
den sobreponerse de modo que coincidan en AEt 
por ejemplo, un par de sus aristas de igual longitud.

Así, la comparación de los
, C C’ (r f volúmenes ABCDEFGE 
f\ b/1 . /\e 'A ' y AB'CD'EF'G'R' se 

/ i J / j refiere á la de los po- 
/^Di U /i1 liedros ABCDB' Gr D' 

—. • y EFGHF' G’H. Ahora 
bien, las superficies ó ca

ras ABGD y EFGHson congruentes, como tam
bién los ángulos sólidos A y E^B y F, Gy G, Dy H; 
y además son iguales las aristas BB’ y FF\ CG' 
y GG\ DD’ y HH'-. por lo cual son congruen
tes los expresados poliedros, ABCDB’CD* y 
EFGHF’ G'H’. Y, restando estos poliedros del po
liedro ABGDEFG'H', se hallan los prismas

(•) Este teorema se halla en Eü c l . XI, 28; pero en la demos
tración. Modernamente ha subido al rango merecido. Véanse: 
Br e t s c h n e id e r , Géom., §.466) y J. H. T. Mü l l e r  (Stereom., pí- 
gina 93), etc.
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ABCDEFGH y AB'CDEF'G1 H' que tienen, 
por lo tanto, volúmenes iguales.

Ob s e r v a c ió n . Un prisma trilátero es, en cuanto 
á su volumen, la mitad de un paralelepípedo que 
tiene comunes con él un ángulo sólido y las aris
tas que lo forman. En efecto, el paralelepípedo, 
mediante un paralelógramo diagonal, queda divi
dido en dos prismas triláteros, cuyas secciones 
normales son congruentes y cuyas aristas tienen 
igual longitud, que son, por consecuencia, iguales 
en volúmen (77).

99. Dos paralelepípedos, con bases iguales é 
iguales alturas, son iguales en volúmen (*).

De mo s t r a c ió n . Las bases iguales, ABCD y 
A'B’C'F, de los paralelepípedos p y p\ cuando 
sea por ejemplo, A'B' 2> ABpueden colocarse 

también del paralelógramo

sobre un plano, de 
modo que A* caiga 
sobre A y B' sobre 
el lado BC. Entón- 
ces el lado 0'D' pa
sará por el punto D; 
por ser el triángu
lo AB*D la mitad 
del paralelógramo 
ABCD y de con
siguiente , la mitad 

A’B’C'D'. Las ca
ras opuestas á las bases, FGHJ y F'G’H'J', 

(*) Eü c l ., X/, 3i. La disposición de las bases para simplificar 
esencialmente la demostración es de J. H. T Mü l l b r  
pagina 96).
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caerán asimismo sobre un plano, por tenerlos parale
lepípedos alturas iguales; cortándose en Á'las aris
tas FJ y F' G'. Así, la comparación ó cotejo de los 
paralelepípedos p y p' se refiere á la de cada uno 
de ellos con otro paralelepípedo g, cuya base es 
AB'ED y cuya cara opuesta á esta base es KLMN. 
Ahora bien, los paralelepípedos py y son prismas 
de igual volúmen (98); por ser sus aristas longitu
dinales iguales ^A.D, y congruentes sus secciones 
normales: como secciones normales del prisma cua
drilátero cuyas aristas son AD, BE, GMy KJ. Los 
paralelepípedos p* y q_ son prismas de igual volú
men también; porque sus aristas longitudinales son 
iguales á AB', y sus secciones normales, que son 
secciones normales del prisma cuadrilátero cuyas 
aristas son AB’, B’E, NEL' y KG*, congruentes. 
De las igualdadesp = qyp' = deducep = p'.

Ob s e r v a c ió n . Do s prismas triláteros, con ba
ses iguales é iguales alturas, son iguales en vo
lúmen. Pues los prismas triláteros, con iguales 
alturas, cuyas bases sean, por ejemplo, ABC y 
AB'C\ tienen volúmenes iguales por ser mitades 
de los paralelepípedos iguales p y p' (98 Ob s e r 
v a c ió n ).

100. La razón de los volúmenes de dos prismas 
(ó cilindros), con, iguales alturas, es igual á la razón 
de sus bases (Eu c l . XI, 32).

De mo s t r a c ió n . Los prismas de que se trata, 
P y E pueden ser descompuestos, mediante parale- 
lógramos diagonales, en prismas triláteros con 
iguales alturas, y entre cuyas bases figuren, por 
ejemplo, los triángulos ABC y AB’C. Sea D el 
punto de intersección con BC de la recta A C. So-

j
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bre la base ABD constrúyanse dos prismas: uno, 
cuyas aristas coincidan en dirección y longi

tud. A», con las del 
prisma de base AB C; 
y otro, cuyas aristas 
coincidan en direc
ción y longitud,^ a', 
con las del prisma 
de base AB C'. Es
tos prismas así cons
truidos, que desig

naremos por ABDi y ABDA, son iguales en volú-
men (99 Ob s .). (

Para hallar primeramente la razón de los volú
menes de los prismas ABCi y ABDa^ trácense por 
la arista A a paralelógramos diagonales, en número 
arbitrario, pero de modo que cada dos consecuti
vos intercepten sobre la recta BC partes iguales; 
y, en consecuencia, triángulos iguales sobre la 
base ABC, é iguales prismas en el prisma ABC a 
(99 Ob s .). Las razones BC: BD, ABC: ABD y 
ABC a : ABD», por lo tanto, serán iguales; pues 
todas ellas tendrán el mismo valor racional, ó esta
rán comprendidas entre los mismos límites tan 
próximos como queramos (Álgebra-^. De la pro
porción ABC» : ABD» = ABC*. ABD; y de las 
deducidas del mismo modo, ABD»' : AB’D» 
= ABD-.AB’D y \AB'C'a=AB’D-. AB' C, 
en las cuales son iguales ABDa.' y ABD», se con
cluye por multiplicación esta otra: ABC» : AB'C'a' 
= ABC-. AB'C.

Constituidos, pues, los prismas p y g por los 
prismas triláteros pv Pi...y <1^ sus bases a
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y por los triángulos av„ -3 ¿3, ... respecti
vamente, tendremos:

= av : 5,
Pv.q.v = a^. 5,

Y sumando: p : q^x = a : b{. Luego, por último:

: p = bv : a
9i- P = 63 • a

Y sumando resulta: 9 : p — b : s, según quería
mos demostrar.

Ob s e r v a c ió n . La suma ó la diferencia de dos 
prismas, con iguales alturas, es igual á un prisma, 
con la misma altura, cuya base es la suma ó la di
ferencia de las bases de los prismas dados.

101. La razón de los volúmenes de dos prismas 
(ó cilindros) con iguales bases es igual á la razón 
de sus alturas (Eu c l . XI, 25).

De mo s t r a c ió n . Colocadas las bases de los pris
mas sobre un mismo plano, trácense planos para
lelos al plano de la base, en número arbitrario; pero 
de modo que cada dos consecutivos intercepten 
partes iguales de las alturas de los prismas; y, de 
consiguiente, prismas parciales iguales en aque
llos prismas (100). Así se consigue que la razón de 
las alturas y la razón de los volúmenes de los pris
mas dados tengan el mismo valor racional, ó re
sulten ambas comprendidas entre los mismos lími-
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tes, tan próximo como queramos: por lo cual, tales 
razones serán iguales. ,

102. La razón de los volúmenes de dos prismas 
(ó cilindros) es el producto de las razones de sus 
bases y de sus alturas. (

DEMOSTRACION. Sean los prismas^ y, con las 
bases 6 y 5', y las alturas K y Iv, respectivamente. 
Construyendo otro prisma con la base V y la al
tura A, tendremos:

; : 6' (100) y •• (101)-

De las cuales por multiplicación se deduce (Al- 

gebra-* .̂
p : p' = : ¿') (7¿ : Á') •

Ob s e r v a c ió n . Si la razón de las bases y la razón 
de las alturas son recíprocas, los prismas tendrán 
volúmenes iguales (Eu c l . XI, 34). ,

103. El volúmen de un cuerpo se determina por 
su razón con la -iimclad. de -oolúmen. Como unidad 
de volúmen se toma ordinariamente el cubo, cuyas 
aristas son iguales á la unidad de longitud, y,cu
yas caras son iguales á la unidad cuadrada ó de 
superficie. Y esto se hace, porque el cubo está de
terminado por una arista y pertenece á los prismas 
de cuyos volúmenes hemos encontrado las razo
nes (102). La investigación del volúmen de un 
cuerpo se llama, por lo dicho, la cubatura del mismo.

Diciendo por abreviar: maguUud, por su razón 
con la unidad aUwa' Por SU raZ°n
con la unidad de longitud; base, por su razón con
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la unidad cuadrada; y cuerpo, por su razón con la 
unidad cúbica, tendremos (102):

Prisma = Base y. Altura
Paralelepípedo = Longitud x Latitud x Altura 

Culo = ^Aristay

Si por los extremos de una arista longitudinal
de un prisma construimos secciones 
normales, entre estas secciones re
sultará, comprendido un prisma con 
volúmen ig’ual al del prisma dado 
(98). Luego también:

Prisma = Sección normal x Arista 
longitudinal.

Y, comparando esta cubatura con la anterior, 
resulta la siguiente proporción:

Sección normal: Base = A llura : Arista 
longitudinal (*)

104. Un cuerpo, con superficie arbitraria, puede 
ser dividido por planos paralelos, de cualquiera 
postura y en número arbitrario, en capas ó estratos 
de igual altura. Si en cada una de estas capas se 
construyen prismas, proyectando por rectas para
lelas cada sección trasversal del cuerpo sobre el 
plano de la sección siguiente; mediante la disminu
ción suficiente de la altura de cada estrato, se lo-

(*) Véase la Trigonometría (VI).
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g’rará que la diferencia entre el cuerpo dado y la 
suma de todos los prismas así construidos llegue á 
ser arbitrariamente pequeña; y entóneos el cuerpo 
no se diferenciará de la suma de dichos prismas 
cuya altura común es infinitamente pequeña. (*) 

De .mo s t r a .c io n . Supongamos que la distancia 
entre los dos planos de los extremos, el primero y 
el último, quede dividida en h  partes iguales, cada 
una con la longitud 8, arbitrariamente pequeña 
cuando sea u suficientemente grande; y que la 
zona (porción de superficie) de la capa ó estrato só
lido comprendido entre dos secciones trasversales 
sucesivas u y se proyecte por rectas paralelas 
sobre el plano w'. La proyección de la zona expre
sada será un anillo cuya anchura desaparecerá, 
siempre que desaparezca ó se anule 8; ciertas rectas 
proyectantes de la zona formarán un prisma (ó un 
cilindro) incluido enteramente en el estrato consi
derado; y otras constituirán un prisma dentro del 
cual se hallará enteramente el estrato mismo; pero 
la base u del mencionado segmento sólido, ni será

(') Después de haber obtenido la Escuela pialoniana la cua
dratura del círculo y la cubatura de la pirámide, limitó Ar - 
q u íme d e s superficies y cuerpos, en general, entre sumas de 
paralelógramos y de prismas, considerando así sus volúmenes 
como integrales definidas (406) que logró calcular en muchos 
casos. La facultad, que de lo dicho proviene, para considerar 
una superficieó un cuerpo, como una sumadeparaleíógramos ó 
de prismas, infinitamente delgados y en número infinito, fué 
aún más estimada en el siglo xvn por Ke ppl e r  (Stereometría 
doliorum 1615), Ca v a l ie r i (Geometría indivisibilibus continuorum 
promota 1633), Fe r ma t  y otros; encontrando su expresión ade- 
•uada en el descubrimiento del Análisis infinitesimal. Véase 
Kl ü g b l  (Ma'h. W. I, p. 446).
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menor que la base del prisma interno, ni ma}’^'^ 
que la del externo. Ahora bien, la diferencia entre 
la capa sólida y el prisma que proyecta en la mis
ma la base u es menor que la diferencia entre los 
dos prismas, el interno y el externo, es decir: me
nor que un prisma cuya base sea la proyección de 
la zona. Luego la suma de las diferencias entre 
cada una de las capas y los prismas construidos 
dentro de las mismas es menor que un prisma de 
altura o, cuya base está constituida por las proyec
ciones de las zonas de todas aquellas capas, y 
tiene un valor finito. El volúmen de este prisma 
desaparece cuando desaparece ó se anula la altu- 
ra8> y? Por consecuencia, la diferencia entre la 
suma de los prismas construidos en cada una de las 
capas ó estratos del cuerpo y este cuerpo mismo se 
desvanecerá, en el momento que el número de las 
secciones trasversales llegue á ser infinito.

Sirva de ejemplo la pirámide trilátera, ABCS. 
Sus secciones trasversales 
son paralelas á la base 
ABC; y estas secciones 
son proyectadas sobre los 
planos siguientes, me
diante paralelas á la aris
ta As. La diferencia entre 
el primer segmento de la 
pirámide y el prisma en 
él construido, es menor 
que el prisma cuya altu

ra es o y cuya base es la proyección BCDE de la 
zona .SdZ^-Z?, sobre el plano de una sección, etc. 
Lueg*o la suma de las diferencias entre cada uno de
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los segmentos ó trozos de la pirámide y los prismas 
en ellos construidos es menor que un prisma de 
altura 8, y cuya base es la proyección de la superfi
cie BCS sobre el plano de una sección. Y este pris
ma no se diferencia del construido sobre la base 
ABC^ y se anula juntamente con su altura o.

105. Supongamos dos cuerpos, colocados sobre 
un plano, y que ambos toquen en otro plano, para
lelo al primero. Si las secciones de los dos cuerpos, 
tanto en estos planos como en planos paralelos in
termediarios,tienen lamisma razona, los volúmenes 
de los dos cuerpos tendrán también la razón ni (*).

De mo s t r a c ió n . Divídase la capa comprendida 
entre el primero y el último plano en otras de igual 
altura, y en todas estas capas intermediarias, y só
brelas secciones de los cuerpos dados, constrúyanse 
prismas del modo que ántes (104) dijimos. Los pris
mas pertenecientes al primer cuerpo tienen con los 
del segundo respectivamente la razón w; porque, 
según la hipótesis, sus bases tienen la razón y, 
según su construcción, sus alturas son iguales (100). 
La suma de los prismas del primer cuerpo, en con
secuencia, tiene la mencionada razón m con la 
suma de los prismas del segundo. Y estas sumas, 
cuando el número de capas es infinito, no se dife
rencian délos cuerpos mismos (104).

106. La razón de los volúmenes de dos pirámi
des (ó conos), con alturas iguales, es igual á la ra
zón de sus bases (Eu c l . XII, 5) (**).

*; Ca v a l ie r i (Gcometria indivisibilibus conUmtorum promo
ta, II, 4).

(**) No se ha logrado todavía por ningún medio descompo-
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DEMOSTRACION.

s
Supong-amos que la pirámide 
ABCS, cuya altura es QS, sea 
cortada por un plano, paralelo á 
su base, á la distancia RS de su 
cúspide. La sección trasversal 
BE Fes semejante á la base A BC 
de la pirámide (51); y, por con
secuencia:

DEF-. ABC= VDE-.ABY = ^BB: ABY= {BS: QB)2

En otra pirámide, cuyos elementos correspon
dientes se designen por las mismas letras, acen
tuadas, que hemos designado los de la primera, 
tendremos por la misma razón:

B'E'F' -.A-B-C'^ VR’S': QB’Y

Mas, según la hipótesis: QB= Q'B', RB=R,S'. 
Luego

BEFx ABC=B'E’F': A'B'C
ó BEF : B'E'F' = ABC : A’B'C’

Resultando, por último, que la razón de los volú
menes délas dos pirámides es (105) = ABC : A'B'C.

107. Una pirámide (ó un cono) es la tercera 
parte.de un prisma (ó un cilindro) que tiene con 
ella igual base é igual altura (*). Esto es (103):

Pirámide. = Base x Altura

(*) La cubatura de la pirámide fué hallada por Eu d o x o ,

ner dos pirámides, con iguales bases é iguales alturas, de ma
nera que la igualdad de sus volúmenes resultase de la con
gruencia de sus partes.
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De mo s t r a c ió n . El prisma trilátero ABCDEF

E queda dividido por los triángu
los diagonales ACD y ADE en 

/ /\\ las pirámides triláteras ABCD^
r t\l\D DAEC y ADEF. Pero la pirámi-
1 ; y¡\ de ABCD^ como la AEDC la 
\ / /I/ I ADEF, son de igual volúmen; 
i • a  i en a^enc^on Que ia primera y Ia 

segunda tienen las bases iguales 
N BCDy ED0, é iguales alturas; y 

la primera y la tercera tienen las 
bases iguales ABC y DEF, é iguales alturas (106). 
Luego la pirámide ABCD es el tercio del prisma 
ABCDEF.

Que una pirámide multilátera es también el ter
cio de un prisma que con ella tiene igual base é 
igual altura, se demuestra sencillamente, descom
poniendo la pirámide dada en pirámides trilá
teras.

108. La razón de dos pirámides se calcula del 
mismo modo que la razón de los prismas triples, 
que tienen con ellas alturas y bases respectivamen
te iguales, á saber: multiplicando la razón de sus 
bases por la razón de sus alturas (102).

Si las pirámides son semejantes (88), sus bases 
son figuras planas, semejantes, y sus alturas, seg
mentos correspondientes. La razón de las bases será 
el cuadrado de la razón de dos segmentos corres
pondientes; y la razón de los volúmenes de las pi
rámides semejantes, por consecuencia, sera el cubo

contemporáneo de Pl a t ó n , según refiere Ar q u íme d e s en la in
troducción á su primer libro sobre la Esfera y el cilindro.
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de la razón de segmentos correspondientes (Eu c l i- 
d e s  XII, 8).

En general, la razón de los volúmenes de cuer
pos semejantes es el cubo de la razón de sus seg
mentos correspondientes; porque cuerpos semejan
tes están compuestos de tetraedros respectivamente 
semejantes dos á dos, ó cada dos correspondientes, 

109. Un tetraedro es el tercio de un parale
lepípedo, circunscrito al mismo (78) de modo que 
las aristas opuestas del tetraedro caigan sobre las 
caras opuestas del paralelepípedo (*). En efecto, 
cada cara del tetraedro corta del paralelepípedo 
una pirámide que vale el tercio de la mitad del pa
ralelepípedo . Por ejemplo, A B CD' = BD'B' CA'
= ^AD'BC'B'CA'D.

El volúmen de un tetraedro permanece inva
riable mientras las longitudes, las direcciones y la 
distancia de dos de sus aristas opuestas permanez
can invariables.

La distancia de las aristas opuestas, AB y CD.
del tetraedro dado es la 
altura del paralelepípedo 
tomando para su base 
AD'BC. Pero la sección 
inedia del tetraedro, cuyo 
plano es paralelo á las 
aristas AB y CD^ y divide 
por mitad la capa conte
nida entre éstas, es la mi

tad del paralelógramo AD'BC'\ porque la mitad 
de aquella secci on y la cuarta parte de este para-

f) Mo n c e CCorresp. sur l’Éo.polyt. I.p. 444). 

M.C.D. 2022



— 148 —
lelógramo son congruentes. Luego el volúmen del 
tetraedro es -|-del producto de la distancia entre dos 
de sus aristas opuestas por su sección media, pa
ralela á estas mismas (*).

110. Si dos tetraedros, ABCP y ABCQ, tienen 
la base común, el segmento PQ será dividido en R 
por el plano ABC según la razón de los dos tetrae
dros. Puesto que PR : QB es igual á la razón de 
las alturas de los dos tetraedros; y la razón de sus 
alturas es igual á la de sus volúmenes.

Una arista de un tetraedro es dividida por el 
plano que biseca el ángulo diédrico opuesto, se
gún la razón de las caras ú hojas que incluyen el 
diedro (**). En efecto, si el plano bisector del die
dro BADC corta en M á la arista BC^ el punto M 
estará equidistante de los planos BAO y DAC; 
miéntras que BMy CMson entre sí como las dis
tancias de los puntos B y C al plano DAM. Luego

BM-. MC = DABM: DAMC= BAD : DAC.

Si la cara ABC es cor
tada en JVpor el eje de un 
cono de revolución, ins
crito en el triedro opuesto 
á dicha cara (53), tendre
mos:

ABN -. BCN: CAN = ABD : BCD :

Porque los triángulos ABN, son entre sí

(*) Trigonomelria (VI;.
“ ¿4nn. de Gergonne 3, 317.
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como los tetraedros de igual altura ABND, y 
además N equidista de las caras ABD, BCD y 
CAD.

111. Si AB, ACy AD son las aristas que salen 
de un vértice de un paralelepípedo, AF la diago
nal que sale del mismo vértice, y MN representa 
un segmento arbitrario, se verificará, en general, 
la relación ó ecuación siguiente entre tetraedros:

MNAF= MNAB + MNAC-V MNAD

siempre que los tetraedros del mismo sentido (82) 
tengan signos iguales, y signos opuestos los te
traedros de sentidos contrarios (*).

De mo s t r a c ió n . Trácese por el extremo N la pa
ralela con MA, que corte en O

' ------ al plano ABC; y la diagonal
-‘V \i \i) /j\ AE del paralelógramo CABE.

; r • / / i Seoun el teorema de Va r ig n o n  
'J es

A O A B + OAC= OAE 

y para las pirámides con estas bases y con iguab 
altura:

' MOAB + MOA C = MOAE .

en la inteligencia de que los signos respectivos 
de estas pirámides son determinados por los de 
los triángulos OAB, OAC y OAE. Pero MOA 
= MNA, etc.: luego también

MNAB + AINA 0 = MNAE

f) Mo b iu s  (Síah/c §. 63).
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Y respecto del paralelógramo DA.EF se veri

fica también la ecuación

' MNA E + MNA D = MNA F

X sumando las dos últimas resulta, finalmente, 
la que buscamos:

MNAB + MNA C + MNAD = MNAF.

112. Para los tetraedros determinados por cinco 
puntos, que según su sentido serán positivos ó ne
gativos, se verifica la ecuación (*).

ABCD = ABCO^- BADO-V ACDO 4- CBDO.

DEMOSTRACION. Designemos por t , o , y , P, «, los 
valores absolutos de estos tetraedros; y por una, 
dos, tres, ó las cuatro letras A, B, D, los quince 
espacios, en uno de los cuales se halla el punto O, 
como hicimos en otro lugar (74). Si el punto O cae 
en el espacio (ABCD), todos los tetraedros son del 
mismo sentido, y evidentemente será t  = 8 + y  
4- p 4- ct. Si O se traslada al espacio (ABC), el te
traedro ABCO cambiará de signo, y entónces, 
conforme manifiesta la representación misma, será 
t  =_ 5 4- y 4- p 4- e. Con la misma evidencia se 
percibe que, si O salta del espacio (ABC) al (AB), 
cambia de signo BADO y resulta -c = — 8 — T 4-p 
4- a; y, por último, que si O se traslada del espacio

(•) Momus (baryc. Caled. 20). Mo n g e J. de VÉc. polyt. Cali. 
4o, p. 68).
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(AB) al espacio (A), cambia de signo ACDO y 
es t  = — 8 — y  — ? + «. Y esto prueba que, en todos 
los casos, la ecuación establecida al principio con
cuerda con la representación, ó es visiblemen
te cierta.

Ob s e r v a c ió n . Si, en particular, el punto O es el 
centro de la esfera inscrita en el tetraedro ABCD 
(31); y designamos por r la longitud del rádio de 
esta esfera, y por a, 6, c, d,, las áreas de las caras 
del tetraedro, opuestas á los vértices A, B, C, D 
respectivamente, será (*)

T = Z> + c + d}r.

Llamando los radios de las esferas
inscritas en los espacios (CBD^ (AGD), (BAO), 
(ABCj, se obtiene del mismo modo:

T=^(— + í + c + d^r.

y así para los demás espacios.
Y, si en el espacio (AB) puede incribirse una 

esfera, cuyo radio sea^, tendremos:

T = | (« + 1) — c — d^\.

Y así para los demás espacios análogos.
De estas mismas fórmulas se deduce esta otra:

^. — 11 1 __ 1
+ ^3 4

y las demás análogas (**).

(*) La g r a n g e  (Sur le pjr. 24. Mém. de Berlín, 1773;.
(“) St e in ir de Gerg. 19. p. 93, y J. de Grelle,'A. 1,p. 97).
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113. Como en el contorno de un polígono plano 

se distinguió (PlMÚm. la orilla derecha de la iz
quierda (la clara de la sombreada), así en un polie
dro se distinguirá el frente externo del frente interno 
de su superficie. Para que se comprenda bien ésto, se 
pinta enteramente el frente exterior de color claro, 
pasando de una cara del poliedro á otra contigua 
por encima de la arista común, y se deja el frente 
interior de color oscuro; mas, si una cara del polie
dro se compone de celdas de diferentes signos, al 
pasar de una celda pintada á otra con designación 
opuesta, se pasa al mismo tiempo al otro frente de 
la superficie y por este mismo frente se seguirá 
pintando. Entre los poliedros entrecortados existen 
todavía algunos extraordinarios (descubiertos por 
Mó b iü s ), en los que no se distinguen los frentes, in
terno y externo, de sus superficies: de tal modo 
que, pintando sus frentes como ántes dijimos, re
sultan los poliedros pintados enteramente, por den
tro y por fuera, con el mismo color ( ).

En todo poliedro, que no pertenezca á los recor
dados de Mó b iü s , pueden expresarse las caras por 
sus contornos respectivos , de manera que cada 
arista, como lado común de dos caras contiguas, 
reciba expresiones opuestas Cleij las aristas). 
Para esto es necesario y suficiente que en todas las 
caras resulten de igual sentido los giros que se in
dican al expresar sus contornos, para un obser
vador situado en el mismo frente de las mismas.

(•) Üíü b iu s  publicó este descubrimiento y las demostracio
nes de ios siguientes teoremas, en 1865 (Berichten der Sachs. 
Ges. d. W, p. 31).
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Así, por ejemplo, en un tetraedro con los vértices 

D, si una cara se expresa por ABC, la 
cara determinada por los puntos A, B y D recibi
rá la expresión BAD (y no la ABD\, pues así los 
giros ABC y BAD resultan del mismo sentido para 
un observador, colocado por fuera y de pié sobre 
aquellas caras.

Las expresiones de las otras caras serán A CD y 
CBD. Y procediendo de este modo, en efecto, si 
por AB designamos la arista limitada por los pun
tos A y B, como lado de la cara ABC, deberemos 
designarla por la expresión opuesta BA, como 
lado de la cara BAD, etc.; con lo cual la ley de las 
aristas se cumple. Las caras de un prisma, deter
minado por las aristas iguales y paralelas AA', 
BB' y CC, tendrán, según la ley de las aristas, las 
expresiones ABC, ACO'A', CBB'C', BAA’B' 
C'B'Á. Etc.

La pirámide, cuya base sea una cara del polie
dro dado y cuyo vértice sea un punto cualquiera 
del espacio, tendrá valor positivo, ó negativo, 
según que su vértice caiga del lado interno (oscu
ro), ó del lado externo (claro, pintado) de la ex
presada cara. En tal supuesto, la suma de las pi
rámides que tengan un vértice común, y cuyas 
bases sean las caras de un poliedro, es indepen
diente de la situación de dicho vértice.

De mo s t r a c ió n . Designemos por Oa, Ob,... Pa, 
Pb, ... las pirámides, cuyas bases sean las caras 
a,b, ... del poliedro y cuyos vértices sean los pun
tos arbitrariamente situados O y P; y por sus con
tornos, las caras, á saber: a por ABC, ..., etc., se
gún la ley de las aristas. Si la diferencia Oa — Pa

, k
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no se anula, y el plano de la cara a, por consecuen
cia corta en y á la recta OP, tendremos (Plam- 
metria 77): a = QAB + QBC+ y multipli
cando esta igualdad por la tercera parte de la al
tura de la pirámide:

Oa=OQAB-VOQBC-V-... 
Pa = PQAB ^rPQBG-V ...

Mas OQ-PQ-OP, OQA-PQA^OPA, 
OQAB — PQAB = OPAB. Luego

Oa — Pa= OPAB + OPBC + ...
Esto prueba que la suma de todas las diferen

cias, Oa- Pa + Ob - Pb + ..., es igual á la 
suma de los tetraedros que tienen por aristas 
opuestas, la arista común OP y un lado de los po
lígonos que son caras del poliedro. En esta suma 
de tetraedros, según la ley de las aristas, figura 
al lado de cada tetraedro, como OPAB, su opuesto 
OPBA: de lo cual resulta que la suma de las dife
rencias desaparece, y la suma de las pirámides, 
Pa-V Pb + •••, es igual á la de las pirámides, 
Oa + Ob + ••••

Ob s e r v a c ió n . Si el poliedro pertenece á los ex
traordinarios (de Mó b iu s ), en la suma O.i-V- Ob -V--- 
figurará cada pirámide dos veces, una positiva y 
otra negativamente; y dicha suma, por lo tanto, 
será idénticamente nula.

114. La suma, X, de pirámides, Oa + Ob + ..., 
independiente de la situación del vértice O, en un 
poliedro cuya superficie no se pliegue ó corte, es 
igual al volúmen de este poliedro.
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De mo s t r a c ió n . Una recta corta, en general, un 

número par de caras de un poliedro cuya superficie 
no se pliegue: á, las caras /n /2,/3 ..., por ejem
plo, en los puntos 6?1, respectivamente.
Elíjase el punto O sobre la misma recta, de modo 
que la pirámide O/:1 sea una pirámide negativa 
de la suma S; que O/a sea una pirámide positi
va> Ofai otra negativa, etc. Un espacio infinitamente 
pequeño, sobre el segmento exterior OG^ perte
nece á todas las pirámides O/^ ... cuyo nú
mero es par; pero no figura en la suma S. Un es
pacio, infinitamente pequeño, sobre el segmento 
interior G^, pertenece á todas las pirámides 
OA) ... cuyo número es impar, y figura, por 
lo tanto, como parte positiva, integrante de la 
sumas; etc. Luego esta sumas contiene todas las 
partes del espacio interior (y sólo éstas) una sola 
vez y positivamente.

El volúmen de un poliedro multicelular, cuya 
superficie se pliegue, es definido por la suma an
tedicha de pirámides. Así, por ejemplo, para volú- 

men del exaedro con cinco vérti- 
/A oes, formado por los triángulos 

ABD' BCD^ CAI)^ CBB» • 
y » se halla la expresión

\ ABCD-yACBE=ABCB-ABCE, 
suponiendo en A los vértices de 
las pirámides; ó la expresión 

FABD + ECAD 4- ECBE = AEBB 4- ABFC 
— FBCE, trasladando el vértice de las pirámides 
al punto F de intersección de la arista AE con la 
cara BGB.

Para el exaedro con ocho vértices, constituido

M.C.D. 2022



— 156 —
por los cuadrángulos convexos ABCDy D'O'B' A', 

y los cuadrángulos ADD’A\
_ DOC'D', CBB’C' s BAA'B’, cu-

/\ , yos contornos se cortan en E, 
P X y respectivamente, se encuen-

\\ "‘"/P tra el volúmen siguiente:
WV OABCD -VOD'CB'A’
/\j \ 4- O A DFH-V OHFE-V OED 'A'

\ -VOBCF -v OFGE-v OEGC'D' 
-V-OCBHF-VOFHG-VOGB' 0' 
^q BAH +OHEG+OGEA'Bf

Esto es: la suma de las dos celdas exteriores 
disminuida en la celda intermedia.

Ob s e r v a c ió n . Dados los polígonos planos, a, 
c, ... (separados ó reunidos) y pintados todos 'ellos 
por una de sus caras, para así calificar de positivo, 
<) negativo, el valor de una pirámide cuya base sea 
uno de dichos polígonos, según que el vértice de la 
misma mire hácia la cara no pintada, ó á la pin
tada, del plano de su base; la suma de pirámides, 
Oa + Ob + Oc 4- ..., ó tendrá desde luego un 
valor, independiente de la situación del punto , O, 
ó adquirirá ese mismo valor después de añadirle 
otra pirámide determinada Op. En el último caso 
la suma considerada, Oa 4- Ob 4- Oc + ..., pei- 
manece invariable cuando el vértice O se mueve 
sobre un plano de postura determinada (paralelo 
al plano ikep) (*).

(•) Mo b iu s  (Slatik 56). Véase la Planimetría (78) y (86).
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■X. — Cubatura de la esfera y de otros 
cuerpos.

115. El volúmen de una esfera vale dos tercios 
del cilindro circunscrito cuya base es un círculo 
máximo y cuya altura es un diámetro de la mis
ma esfera (*), á saber:

Volúmeu de la esfera = Área del circulo máccimo 

x Diámetro = -3 ” radios cúbicos.

De mo s t r a c ió n . El cuadrado ABCD, volteando
alrededor del eje AB^ describe 
con su otro lado CD un cilindro 
de revolución; con su diagonal 
A C, un cono de revolución; y 
con el cuadrante circular inscri
to, BD, un hemisferio. Cual
quier plano, normal al eje en

corta á las tres superficies 
engendradas, en círculos concéntricos cuyos rá- 
dios respectivos son EF, EG y EH. Ahora bien, 
los ángulos CAB, BOA y EGA son iguales; y por

(*) La medida del volúmen de la esfera, y la de su super- 
ficié (expresadas por el área de un círculo máximo), es uno de 
los brillantes trabajos de Ar q u íme d e s , contenido en su escrito 
sobre la Esfera y el cilindro I, 37. Por esto la esfera y el cilin
dro fueron grabados sobre su tumba en Siracusa; y por estos 
signos la reconoció Cic e r ó n  (Tuse. Qu. V. 23). La nueva fór
mula de la demostración aparece en Se g h e i\.(Anfansgr.d. Math., 
§. 581 de la 2.a ed., 1773).
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lo tanto, EG = AE; y según el teorema de Pitágo- 
ras: EGa + EH1 = AE1 + EJE = AH" = AD" = 
EF". Luego la suma de la sección cónica V^-EG^ 
y de la sección esférica ^.EH'^ es igual á la sec
ción cilindrica '(rt.EF"^ (Planirti. XIII). De esta 
ecuación, que subsiste para todas las secciones 
transversales de los tres cuerpos, cono, hemisferio 
y cilindro, se concluye (105) que la suma del cono y 
el hemisferio, es igual al cilindro. Y, como el cono 
es -5- del cilindro (107), será el hemisferio -|- del 
mismo, etc.

116. La porción de superficie, limitada por un 
plano, se llama z-oua (Sc o v -q , calotte); y el espacio 
cerrado por la zona y el plano que la limita se de
nomina segmento sólido. Por sector esférico se com
prende una parte del volúmen de la esfera, cortada 
ó separada de ésta por un cono de revolución con
céntrico.

El segmento comprendido entre el punto medio 
de un arco circular y su cuerda lleva el nom
bre de sagita del arco circular (desde los árabes). 
Y ásimismo toma el nombre de sagita de una zona 
esférica, ó de un segmento esférico, ó de un sector 
esférico, el segmento comprendido entre el centro 
esférico y el centro plano del círculo que tiene 
común la esfera, ó con el plano que limita la zona 
y el segmento, ó con el cono de revolución que li
mita el sector.

También se llaman zonas y segmentos, porcio
nes de superficies y de sólidos, encerradas entre 
dos superficies, particularmente entre dos planos 
paralelos.

Un sector esférico vale dos tercios de un cilindro
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cuya base es un círculo máximo de la esfera y cuya 
altura es la sagita del sector (*).

De mo s t r a c ió n . Complétese el cuadrante ABD,
del cual es parte el sector cir
cular ABE; constrúyase el 
cuadrado circunscrito ABO!) 
con su diagonal A C; y trácese 
la normal EF al lado AB, que 
cortará en G á la diagonal 
A Cy en Hal lado CD. El sec

tor esférico, engendrado por la revolución del sec
tor circular ABE alrededor del eje AB, y cuya sa- 
gita es BE, le designaremos por (ABE); el seg
mento esférico, engendrado por la revolución del 
segmento circular FBE alrededor de FB, por 
(FBE)^ etc. De la ecuación (115) entre las secciones 
transversales de los tres cuerpos (ABD)^ (ABC) y 
(ABCD) se deduce (105) la referente á los volú
menes, (FBE) 4- (FBCG) = (FBCH); y, en ooiP^. 
secuencia: .

(FBE) = (FBCH) — (ABC) + (AEG)
Además, por la relación entre sus bases, tenemos 
la ecuación de los conos • '

(AFE) = (AFH) - (AEG)

X sumando aquélla y ésta resulta:

(ABE)= (FBCH) — (ABC) + (AFH) 
- = (FBCH) - (FBC) =^(FBCH)

Puesto que los conos (ABC) y (AFH) tienen

(•) Ar q u íme d e s  (Sph. ct. cyl. I, 50).
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bases iguales; y el cono (FBC) tiene comunes 
con el cilindro (FBCH) la base y la altura.

Ob s e r v a c ió n . Representado por t  el rádio, y la 
longitud de la sagita por s, el sector esférico con
tendrá unidades cúbicas, áun en el caso de 
que la sagita sobrepuje al rádio; pues entónces el 
sector esférico es la diferencia entre el volúmen de 
la esfera y el del sector esférico cuya sagita es el 
complemento de la sagita dada respecto de su diá
metro. Expresándolo así tenemos, en efecto:

-y-r3 — ^=(2r — s) = Ws.

Si la sagita es un diámetro, el sector esférico se 
convierte en hemisferio, y en

117. Si el rádio de la esfera es r, y la longitud 
de la sagita s, el Dolúme'n, del segmento esférico 
comprenderá ^rs"1 — -^Tr»3 unidades cúbicas (*).

De mo s t r a c ió n . La ecuación (116) ántes estable
cida ,

(FBE) = (FBGH) - (ABC) 4- (AFG) _ 

da inmediatamente el volúmen que se busca, á 
saber:

r.Fs — ^r3 + f — í)3 = — ^í3 unid, cúbicas.

Si la sagita es mayor que el rádio, el segmento 
será la diferencia entre el volúmen de la esfera y el 
del segmento cuya sagita es 2r — s á saber:

— -nr^r — <y)3 + ^(2r — í)3 = t ^s 3 -f-s1.

Ar q u ímc d e s  f-/. c. H. 3'.
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Ob s e r v a c ió n . Por el mismo procedimiento se 

obtiene la ecuación (AFED) = (AFHD) — (AFG) 
de la cual inmediatamente se deduce el volúmen 
de un segmento, comprendido entre un círculo 
máximo y un paralelo. Dicho volúmen, en efecto, 
designando por /¿ la longitud de la distancia entre 
los centros de los dos círculos, comprende -r FK 
— g7c7¿3 unidades cúbicas.

El círculo común á la esfera y al plano tiene el 
área [ra — (;• — í)2] = — í). El cono, cuya
base es este círculo y cuya altura es la sagita, tiene 
el volúmen ^<92(2r — j). Y la razón del segmento 
anterior con este cono es

- yTt»2 (3r — -y) 3r — ó - 3

- ^7ts2 (¿r — 5) — s 2 2?' — s
118. El segmento esférico, comprendido entre 

dos círculos cualesquiera, es la diferencia de dos 
segmentos esféricos de los ya calculados (117). Re
presentando, pues, por 5 y í las longitudes de las 
sagitas de estos últimos segmentos, el volúmen del 
que buscamos tendrá — ^a) — (¿3 — <y3) uni
dades cúbicas.

o Si en lugar de las sagitas 
OC y OD conocemos su di
ferencia t — s == 7¿, y los rá- 
dios CC' = a y DD' = ¿ de 
los círculos que limitan el seg
mento, será

Z2—s1 = (¿ + 5) 7¿
—F = A3 +

— »aj -- s3) = + sVb — tslt
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Mas, según el teorema de Pitágoras:

^rs = OC"1 = a? + s\ = OD.'1 = P +

y, por consecuencia:

2^(¡í + J) — = tza + 5a -|- ^a

Luego el volúmen del segmento esférico es

— 5a) —- í3) =^(¿ía + ¿a)7¿ + ^7¿s.

Si OE es el medio aritmético de las sagitas OC 
y OE, y se traza EE’ normal á OE hasta la super
ficie de la esfera E’, el círculo de ésta, cuyo centro 
es E y cuyo rádio es EE' = p, por su situación 
toma el nombre de circulo medio del segmento es
férico.

Ahora bien , OE.^r = OE'1 = OE1 + EEn\ 
y, por lo tanto:

r(7 + j) = pJ + 4(¿+ »)a

r^t 4-s')—ts=p1

X el segmento esférico entónces:

7^(¿a — S^ — 57r(¿3 — »3) = — ¿TtÁ3

(Win k h a u s . J. de CrelleA. 44,p.
Esta última fórmula enseña que los segmentos 

de diferentes esferas tendrán volúmenes iguales 
cuando sus círculos medios y las diferencias entre 
sus sagitas sean iguales.

119. El segmento, comprendido entre planos 
paralelos, de una superficie reglada, cualquiera, 
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puede expresarse mediante dos cilindros y un cono. 
Constrúyanse, pues, entre los planos paralelos, 
tanto los cilindros cuyas bases sean las secciones 
producidas por aquellos planos en la superficie re
glada, como el cono director ó correlativo de esta 
misma superficie, cuyo vértice está, en tino de di
chos planos paralelos y cuyas aristas ó .generatri
ces son paralelas á. las generatrices rectilíneas de 
la superficie reglada. Y el duplo del segmento dado 
será, la suma de los' dos cilindros construidos dis
minuida en el cono director ó correlativo (*).

De mo s t r a c ió n . Supongamos un segmento sóli
do, limitado por lostrián- 
gulos ABC y CBD, el 
paralelógramo A CDE^ 
y el cuadrángulo para- 
bolóidico BAED cuyas 
rectas generatrices son 
paralelas al plano BCD 
(8). Completando el pris
ma con las aristas para

lelas CD, AEy BE, las rectas del cuadrángulo pa- 
rabolóidico aparecerán como diagonales de para-

(*) La cubatura de los poliedros especiales de esta clase 
fué calculada por Me ie r  Hinscu -1806, (Géom. Aufg. II, 102, 155, 
■189). Su interpretación geométrica y la deducción de las fór
mulas correspondientes fueron halladas por Ko ppe , 1838 (J. de 
Crelle, .4.18, p. y Neuer Lehrsats der Stereom. Essen 1843). 
Véase Gr u n e r t  (Arch. 9, p. 82). Otra cubatura de los segmentos 
sólidos, arriba considerados, publicó St e in e r  1842 (.1. de Crelle 
23, p. 11^}. Véanse también Br ix  (J. de Crelle A., 25, p. 129); 
Au g u s t  (J. de Borchardt J. 60, p. 377) y la conclusión de este 
párrafo.
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lelógramos, tales como eYpqrs, que son secciones 
del prisma por planos paralelos al B CDF. De la 
bisección de estas secciones paralelas del prisma por 
sus respectivas diagonales se deduce (105) que el 
prisma es bisecado también por el cuadrángulo 
parabolóidico BAED. Si por /¿ designamos la dis
tancia de la recta DE al plano ABC^ el ^olúmen 
del prisma será ABCB^ y el del segmento dado, por 
consecuencia, --ABC.Ib (*).

Sea ahora otro segmento sólido, limitado por el 
paralelógramo ACDE^ los 
cuadrángulos parabolóidicos 

y BAEF^ y por los 
/ 7 /'I triángulos paralelos ABC y

/ el / DFE. Completando el pris- 
/ ////^./ ma con las aristas paralelas 

CD, AE"^ GE, cuya altura 
B es 7¿, el segmento dado queda 

dividido en partes de especie conocida y su volú- 
men es

\aBG.H + + Acy G.h + ^DEF.h.

(’) Este segmento fué cubicado mediante el cálculo inte
gral por Tin s k a ü  1780 (Mém. de Math. et Phys. prés. t. 9, p. 612), 
y por Me ie r  Kir s c h  (l. c. 181) elementalmente. Por el método 
explicado se reconoce también que un tetraedro es bisecado 
por un cuadrángulo parabolóidico que tiene por lados opues
tos las aristas opuestas de aquél. Asi, por ejemplo, el tetraedro 
ABDE es bisecado por el cuadrángulo parabolóidico ABDE; 
porque sus secciones, tales comopq'rs', que son paralelasá las 
aristas BD y EA, son bisecadas por sus diagonales. Mo b iu s  
(barye. Calcul.. p. 238) y St e in e r  (l. c., p. 280).
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Y c@mo (Plawm,. ABG + BCG + CAG 

= ABC, el segmento dado tendrá por volúmen

^(ABC-VDEP)lb.

Si un segmento sólido está limitado por los cua
drángulos parabolóidicos, A CFD^ CBEFy BADE, 
y los triángulos paralelos ABC y DFE^ cuya dis-

eos CBEF y BGFE, y

tancia es 7¿, se trazan por 
F rectas paralelas con 
DA y EB que cortan el 
plano ABC en los pun
tos G y H, y se constru
ye el cuadrángulo para- 
bolóidico BOFE cuyas 
rectas generatrices son 
paralelas al plano FGH. 
Ahora bien, el segmen
to limitado por los cua
drángulos parabolóidi- 
los triángulos GCF y 

GBC, tiene por volúmen:
\GBH.K + + ^CGH.h - GGH.1L

= \bCGJl  - \OGH.H.i 6
El segmento, limitado por el paralelógramo 

GADF, por el cuadrángulo parabolóidico A CFD 
y los triángulos CGF y CAG, tiene su volúmen 
= -^CAG.Il . Y, por último, el segmento, limitado 
por el parelelógramo AGFD, los cuadrángulos pa
rabolóidicos GBEF y BADE, y los triángulos 
ABGy DFE, tiene, según ántes dijimos, un volú-
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men = ^(ABG + DEF)h; y sumando se halla el 

segmento dado = ^(ABC + DEF)1l  — CQH.h. 

Aquí es CGH la base del cono (ó pirámide) di
rector de la superficie parabolóidica. En efecto, 
las rectas que por F pueden trazarse, sobre las 
caras GFH, HFC y CFG del triedro formado 
en F^ son paralelas respectivamente, á las rectas 
mediante las cuales son construidas las caras de 
los cuadrángulos parabolóidicos dados.

Todo segmento sólido, que satisfaga á las condi
ciones del teorema anterior, puede suponerse com
puesto de segmentos sólidos finitos, ó infinitamente 
pequeños, de la especie últimamente considerada.

120. El segmento sólido, más sencillo, pertene
ciente á la clase de los cubicados anteriormente, es 
el tronco de pirámide, ó sea: el segmento compren
dido entre planos paralelos, de un ángulo polié
drico; y el tronco de cono que se considera del 
mismo modo. Las secciones paralelas que limitan 

el segmento, y la base del cono 
® director ó correlativo, que de

signamos por 5 y á, son en 
F'/ / este caso figuras semejantes, 
; / t U cuyos segmentos correspon- 

/ / iX C dientes verifican la proporción 
/ X tí AC-. DF-. GC= \-.m-A — m 

i/ y, por consecuencia: 

d : 1) : ¿I = 1 : ni? : (1 — m^.

De este modo la fórmula ó expresión 4-
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— ^7¿, hallada para el volúmen del tronco de pirá

mide (119), adquiere el valor

j[l + w2 — ^(1 — w )2]í?7¿ = |(1 + w + m^alu

= g"( d + \/Cll) + b)k (*)

Si las aristas de la pirámide (ó del cono) se cor
tan dentro de la capa limitada por los planos para
lelos, como AD y CF\ por ejemplo, deberá susti
tuirse w por — según la figura indica.

El mismo volúmen para el tronco de pirámide se 
halla inmediatamente, considerándolo como dife
rencia (ó suma) de las pirámides cuyas bases son a 
y 5, y cuyas alturas son 7¿ + íz; y a?. En este caso 
tenemos

K h Z x : X : 7¿ = \Ja : \]b : \Ja^ \/b 

y, por consecuencia:

i”5V«6- M

121. Toda sección del segmento sólido conside
rado ántes (119), por un plano normal á su altura, 
puede calcularse mediante sus superficies limita
doras, paralelas, y la base de su cono director 
ó correlativo. Sea, pues, el plano de la sección

(') Publicada por Le o n a r d o  d e  Pis a  (Practica Gcometriae fól. 
113) y Co mma n d in o  (decentro gravilatis prop. 23). Por y I + h i+mi1) 
puede también ponerse 1 (1 4- m)2 + t i (1 — m)2.
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F

CAG el triángulo

A'B’C'^ parelelo á los planos ABC y DEF^ y 
en tal situación que di
vida la capa entre DEF 
y ABC^ de modo que 
A*D=,d .AD^ etc. El cua
drángulo parabolóidico 
A CFD es cortado en la 
recta C'A' por el plano 
A'B'C', al cual son pa
ralelas A C y FD (8).

Ahora bien, la sec
ción A'B’C', comparada 
con la base ABC, con
tiene en lugar del trián- 

v'A'Gr', cuya razón con
A

CAG tiene el valor d ; por ser A'C =AG1 el án
gulo A'G’C' =AGC, y el lado G'C^d . GC.

La misma sección A’B'C' contiene, en lugar 
del triángulo CGH, el semejante C G’H’, cuya 
razón con el otro es T)1.

También contiene A’B’C, en vez del triángulo 
ABC, el triángulo A'B'G' = G'A’J’ + A'B'J' 
+ B'G'J'\ siendo Jy J' los puntos en que son cor
tados los planos ABC y A'B'C' por la recta 
trazada por E paralela con DA. De los últimos 
triángulos, es el G'A'J' = GAJ = DEF\ ^A'B'J* 
= d ABJ', etc.: por lo cual

A’B'G’ = -o .ABJ-Y'd ."BGJA- GAJ 
= d .ABG + (1 — DEF.

Por las mismas razones es
B'CG’ = -d .BCHa-F.CGHa- -d .GBH 

= d .BCG — d^-^ CGH.

M.C.D. 2022



— 169 —
Y, de consiguiente:

A 'B' C = v. O A G + ». AB G + y. B CG
+ (1 — ^DEF— y(l - v) CGH

= -d ABC-V '(V — ^DEF—'d  v x—^c g h .

Designando, pues, por « y ¿ las superficies 
extremas, inferior y superior, por ¿ la base del cono, 
y por / la sección del segmento dado, tendre
mos (*):

/ = av + (1 — - cl-o (1 — y)
= 1) — G> d, — íz ) » + di)'1

Esta fórmula enseña que la sección puede des
aparecer (Plauim. 77), si las raíces \Jy n0 
son entre sí como los lados de un triángulo; y que 
entre todas las secciones hay una mínima, cuando 
d es positiva (Alge"bra-A\Y

La fórmula encontrada expresa X^secciou media^ 
c, del segmento sólido considerado, si en ella se su
pone » = . En efecto, entónces

c = -\d.

Y, utilizando este valor, en vez de la expresión

(’) Esta fórmula para la sección transversal del cuerpo lla
mado obelisco, fué hallada por Tin s e a ü , Ko ppe  y Br ix , mediante 
el cálculo, sin tener en cuenta la significación geométrica de 
d. Con el expresado nombre de obelisco designan Br ix y Ko ppe  
un poliedro, limitado por dos polígonos paralelos y por cua
drángulos ó triángulos planos, que ántes llevó la denomina
ción de prismoide.

I
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3^ _|_ para el volúmen del Seg-mento 
cubicado, encontramos la fórmula (*)

+ 5 + 4c) H ó ch, +

122. Si la superficie reglada, cuyos segmentos 
y secciones hemos estudiado anteriormente, es 
desarrolltibley ó consta de partes planas, finitas, o 
infinitamente pequeñas, el perímetro de una sec
ción transversal, cualquiera, de dicha superficie y 
de su cono director podrá ser expresado median
te los perímetros de dos secciones paralelas de la 
misma.

Supongamos que tres planos paralelos corten 
la porción plana de la superficie desarrollable, con

tenida entre las rectas A O y BD, 
en los segmentos paralelos AB, 
CDy El^ de modo que EC-.A C=d . 
Entónces (Plauim. 64) será

EE = d .AB 4- (1 — ») CD

Completando el paralelógramo 
ACDG, resulta Ct B = AB — CD; 
y designando por a, p, <p y 8 los pe

rímetros de las tres secciones paralelas y de la base 
del cono director, de los cuales son partes los seg’- 
mentos AB, CD, EE GB respectivamente, se 
halla por adición:

o = t u  + (1 — P, o = a — P-

(•) La primera fué demostrada geométricamente por 
St e Íñ e r  4. c.J y la segunda, por Ko ppe en el escrito citado 
ántes.
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Si y = se obtiene el perímetro de la sección 
media (St e in e r , l. c.) a + p.

123. Un segmento sólido, cualquiera, puede cu
bicarse siempre que esté comprendido entre planos 
paralelos y se conozcan sus secciones transversales, 
paralelas á aquellos planos. Si una de estas sec
ciones, á la distancia a? de la base del segmento 
propuesto, es una función dada/ (a?), de a?, el pris
ma, cuya base sea /(^) y cuya altura sea la 7^ 
parte de la altura /¿ del segmento entero, tendrá 
por volúmen ^/ (a?). Y la suma de los prismas con 

igual altura, 

expresará el volúmen que buscamos (104), en el 
supuesto de que u crezca indefinidamente. El 
cálculo de esta suma es un problema del Cálculo iu- 
tegral^ que puede, sin embargo, resolverse elemen
talmente, cuando/(a?) sea una función cutera, de a?, 
tal como

/ (^)- = «o + + a.^1 + ... +

Pues entónces:

/(O) =a0 '
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$5

1 5
^

Y, sumando por columnas y multiplicando por 

, se halla la suma que debemos formar

r + y + .. +(^-1);

+---------
-+............................—

Mas, cuando ?¿ es infinitamente grande, sabe
mos (ArUm. univ. 46) que

1 + 2 .+ •■• +"^adquiere ei valor — 
^ + 1 4 í’ + 1

Luego la suma que se busca, ó sea el volúmen 
del segmento sólido propuesto, tiene el valor

lú1 a, + lt?a, + ... ++

Ej e mpl o . Una pirámide de base b y altura /¿ es 
cortada por un plano paralelo á la base, á la dis
tancia a? de su cúspide, en una figura semejante á 
la base misma. Para la sección resultante, en con
secuencia, se halla el valor

Y, sustituyendo en la fórmula general, «0 = 0,
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= O, íz 2 = se obtiene el volúmen de la pirá

mide (107)
1 6/i3 _ LH
3 "Zí2 — 3

124. Ne w t o n  (*) enseñó á calcular aproximada
mente un segmento sólido mediante sus secciones 
paralelas (ó una superficie plana mediante sus 
cuerdas paralelas) y dió la regla particular para, 
mediante tres secciones equidistantes, hallar apro
ximadamente el volúmen del segmento compren
dido. Esta regla dice así: súmense las secciones 
extremas con el cuádruple de la sección media, y 
multipliqúese esta suma por la sexta parte de la dis
tancia entre las secciones extremas. A las fórmulas 
de Ne w t o n  añadió Ma c l a u r in  1742 (Fluxions, nú
mero 848) términos complementarios, susceptibles 
de ser conocidos inmediatamente, con los cuales 
diese la regla enunciada el volúmen buscado exac
tamente: en el supuesto de que la sección ántes de
signada por /(a?) fuese una función entera de x, que 
no pasase del tercer graHo (**). Segmentos, cuyos 
volúmenes se hallan exactamente por la regla 

(*) Mcthodus diferentialis prop. 6, ampliado por Co t e s  (obras 
póstumas (1722) sobre el Meth. diff. de Ne w t o n ) y perfeccio
nado por Ga u s s (Meth. nova integralium valores, etc., 1814. 
Comm. Gtítting. f. 3). Reglas particulares fueron ya estableci
das por To r r ic e l l i, como Perelli reliere en el apéndice á las 
Instituzioni dclle sezioni coniche, Firenze 1744, de Gu id o  Gh a n d i.

(•*) Br u n a c c i (Compendio del cálculo sublime, Milano 1811, 
II., p. 67); Au g u s t  (Prog. des C6ln. Kealgymn. Berlín 1849,p. 28 y 
J. de Crelle A. 45, p. 239).

M.C.D. 2022



— 174 —
mencionada, han sido indicados por To r r ic e l l i, 
Th . Simps o n  (*), y especialmente por St e in e r  (l. c.).

Para mostrar la eficacia de la reg'la expuesta 
consideremos que el segmento entre /(O) y /(d) es 
la suma de los segmentos comprendidos entre /(O) 
y/(2), y/ (2) y / (4). Ahora bien, si /(a;) es una 
función de a?, de tal suerte que el volúmen del seg
mento dado pueda exactamente calcularse por la 
referida regla, tendremos idénticamente:

5Í/ (0) + V(2) + /(4)1
= 51/(0) + 4/(1) +/(2)J + 2 [/(2J +4/(3) +/(4)J,

/(O) - 4/(1) + 6/(2) - 4 / (3) + / (4) = 0

Pero, en la hipótesis /(a?) = a0 + avx + 
+..., será

/(O) - 4/(1) + 6 /(2) - 4 / (3) + / (4)
= «o
— 4«0 — 4a, — 4«2 — 4/?3 — 4^ — ...
—P 6íZ0 -p l"2a, —P 24íZ2 —p 48í?3 -p 96tz4 —p ...
— 4tz0 — 12#! — 36íZa — 108¿73 — 324íZt — ...
—P a^ —P 4íJ( —P 16í?a —p 64í?3 —p 2o 6íZ4 —P ... 
= ‘24a,i +...

Ecuación idénticamente nula, cuando as ... 
se anulan ó cuando /(a;) no pasa del tercer grado.

(•) .Math. Disertations 1743 p. 109. La regla de Ne w t o n s o  
llama también por ésto regla de Simpson; pero así se llama con 
más precisión otra regla que dió Simps o n  (l. c.}, deducida de 
aquella, para calcular con mayor aproximación un segmento 
de una superficie ó de un cuerpo, mediante mayor número de 
secciones (Klügel math. JV. 4 p. 150;.
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Eneuéntrasé) efectivamente, bajo tal hipótesis, la 
ecuación
/(O) +4/l(1^) 4-/(7^ = ^

+ 4íz 0 + ;ZKcix +
—¿70 -4- ll(lx —H 11?0,1 -f- l?^1!

= 6ti/0 4~ ‘Hl c l x + 2á 2íz 3 + - 1?tía

= lici6 + g lb-ax + - K3ai. + - Á*¿?3

Fórmula que coincide con la deducida (123) para 
el volúmen de un segmento comprendido entre 
/(O) y/(/¿).

En los segmentos cubicados (119) es/ (a?) de se
gundo grado (121); y, por consecuencia, la regla 
newtoniana que, en general, da el volúmen aproxi
mado, sirve para calcularle con exactitud, bajo las 
condiciones establecidas, según demostró St e in e r  
geométricamente.

X. — Superficie del cilindro del cono y de 
la esfera.

125. La lona de un cilindro, comprendida entre 
planos paralelos, es igual á un paralelógramo cuya 
latitud es el contorno de una sección normal y cuya 
longitud es la arista de la zona (*)

(♦) Las zonas de los cilindros y los conos de revolución 
fueron calculadas por Ar q u íme d e s  (Sph. el. Cyl. 14-17). Zo
nas de otros conos fueron expresadas en integrales por Va - 
r ig n o n  (Mise. Beroí. f. ‘3,p. 280) y Eu l e r  4-747 (Nov. Comm. Pe- 
Irop f. I, p. 3 y en la memoria publicada como apéndice de las 
Nova Acta Petrop. f. 3, p. 69.
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AA', BB', CC ... aristas 
de la zona cilindrica. La 
zona de un prisma ins
crito en el cilindro dado 
se compondrá de los pa- 
ralelógTamos ABB'A'. 
BCC'B\ ... que tienen 

todos la misma longitud (A A'), y por latitudes los 
lados de una sección normal del prisma. La suma 
de estos paralelógramos, por consecuencia, es un 
paralelógramo de la misma longitud, cuya latitud 
es el perímetro de la sección normal del prisma re
ferido. Y este prisma se confunde con el cilindro 
en el momento que ambos tengan todas sus aristas
comunes.

La sección normal de un cilindro de revolución 
es un círculo; las de otros cilindros no son círculos, 
sino otras figuras cuyos perímetros se calculan por 
integrales.

126. La íoua He uu couo, limitada por una esfera 
concéntrica, es igual á un sector circular cuyo ra
dio es la arista de la zona y cuyo arco tiene la 
misma longitud que el perímetro de la sección es
férica.

De mo s t r a c ió n . Sean O A, OB, OC', ... aristas 
de la zona cónica, limitadas 

\ por una esfera descrita al- । rededor del centro O. La 
Vi / zona de una pirámide esfé- 

0 rica, inscrita en el cono, se
compondrá de los sectores 

circulares, OAB^ OBC, ...; por cuya adición se 
obtiene un sector circular, de rádio OA, que tiene

M.C.D. 2022



.OAMie,,,

— 1*77 — '
por arco el contorno del polígono esférico AB 
Ahora bien, cuando la pirámide esférica, inscrita, 
tenga todas sus aristas comunes con el cono, su 
zona se confundirá con la de éste, y el perímetro 
de su base esférica coincidirá con el de la sec
ción esférica que limítala zona cónica. Luego, etc.

La sección esférica de un cono de revolución es 
un círculo; las de otros conos son figuras cuyos 
perímetros se determinan mediante el Cálculo ■in
tegral.

Ob s e r v a c ió n . La zona comprendida entre dos 
secciones esféricas del cono, ABC ... y A'B'C ... 
es igual á un parelelógramo cuya latitud es la arista 
de la zona, AA', y cuya longitud es el perímetro 
de la sección esférica A''B"C' ... sobre la cual se 
hallan los puntos medios de las aristas AA1, BB'... 
En efecto, la zona en cuestión es la diferencia de 
dos sectores circulares concéntricos, con el mismo 
ángulo central; y, por consecuencia, la diferencia 
entre dos triángulos isósceles con el mismo ángulo 
en sus vértices, que es un paralelógramo cuya an
chura es la arista AA' de la zona y cuya largura es 
el medio aritmético de los contornos ABC ... y 
A'B'C .... Pero, si el rádio OA" es el medio arit
mético de los rádios O A y OA', el perímetro de la 
sección esférica, A"B"C" ... será también el me
dio aritmético de los perímetros de las secciones es
féricas, ABC ... y A’B'C ... que limitan la zona 
cónica propuesta.

127. La medida de la superficie encerrada den
tro de un perímetro dado sobre una superficie curva 
cualquiera, es generalmente un problema, de ma
yores dificultades que la cuadratura de una figura
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plána, que lleva el nombre de complauaciou de la 
superficie no plana. La complanacion de la esfera y 
de sus zonas puede referirse á la cubatura de la mis
ma esfera y de un sector esférico, mediante el teo
rema siguiente:

Por la revolución del triángulo rectilíneo AB C 
alrededor del eje ^.Zí'quepasa 

í por el vértice A, sobre su
/: \z> mismo plano, se engendra 
/ ! //S un cuerpo de revolución 

, /L/ i \ cuyo volumen es igual al de 
L/Z\ í \ un cono que tiene por altura 

31 a i e la distancia del vértice A al 
lado BC,y por base, la zona 

cónica, descrita por este mismo lado BC (*)
De mo s t r a c ió n . Sea E el punto de intersección 

del eje con BC; la recta DA normal á BC; y la FB 
normal al eje AE. El volúmen del cuerpo descrito 
por el triángulo AEB, por su revolución alrededor 
de AE^ puede mirarse como suma de dos conos, á
saber:

| -n.FBVAE = J ^.PB.^AEB = \v..FB .EB.DA.

La zona cónica, descrita por el segmento EB, 
es •n.FB.EB^ como ya sabemos (126); y, designán
dola por (EB), el volúmen descrito por AEB to
mará el valor i (EB).DA. Del mismo modo, el des
crito por AEC será | (EC).DA;y restando, se halla 

el descrito por ABC^ cuyo valor es ^-(BC).DA.

') Ar q u íme d e s  (Sph. et Cyl. I, 20).
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Si BCes paralelo al eje, se halla para el volú- 
men descrito por ABC la misma expresión, tra
zando GC normal al eje, y calculando, según 
indica la ecuación

ABC= GFBC-VAGC-AFB, 

un cilindro y dos conos.
128. Un sector esférico es igual á un cono cuya 

base es la zona esférica y cuya altura es el radio de 
la esfera. El volúmen de la esfera es igual á un 
cono, cuya base es la superficie esférica y cuya al
tura es el rádio de la misma (*). Una pirámide es
férica es igual á un cono, cuya base es la figura 
esférica que limita la pirámide esférica inscrita, y 
cuya altura es el rádio de la esfera.

De mo s t r a c ió n . Supongamos que el sector esfé
rico sea descrito por la revolución del sector circu
lar OAE alrededor del rádio OA. Si construimos 
en el arco ^d^las tangentes AB, BC, CD y DE, 

la figura OABCDEdescribirá, 
en su revolución alrededor de 
OA, un cuerpo cuyo volúmen 
es igual á un cono cuya altura 
es el rádio OA y cuya base es 
la suma de las zonas cónicas, 
descritas por AB,BC, CDy DE

(127). Pero, cuando la linea quebrada, constituida 
por las tangentes dichas, toque en todos sus pun
tos al arco AE, la figura ÓABCDE coincidirá con 
el sector circular OAE; el cuerpo descrito por la 
revolución de aquélla, con el sector esférico des-

(') Ar q u íme d e s  (l. c. 50 y 36).

M.C.D. 2022



— 180 —
crito por éste; y la suma de las zonas cónicas, des
critas por con la zona esférica, des
crita por el arco AE.

Ahora bien, el sector esférico abraza el volúmen 
de toda la esfera, cuando el arco AE se convierte 
en un semicírculo; y las anteriores consideraciones 
son en este caso aplicables enteramente.

El cuerpo incluido por dos planos, que pasen por 
el centro de la esfera, y un ángulo esférico (huso), 
tiene con el volúmen de la esfera la misma razón 
que el ángulo esférico correspondiente con la su
perficie esférica. De lo que se deduce (36) que tam
bién una pirámide esférica trilátera tendrá con el 
volúmen de la esfera la misma razón que el trián
gulo esférico, que forma su base, con la superficie 
de la esfera. Etc.

129. La superficie de la esfera es el cuádru- 
plo de la de un círculo máximo. Una zona es
férica es igual á un paralelógramo, cuya base 
tiene la longitud de un círculo máximo y cuya 
altura es la sagita ó la diferencia de las sagi- 
tas (*). (

De mo s t r a c ió n . El volúmen de la esfera es (128) 
el producto, q Su pe r f ic ie x  Radio, como también
(115) el producto, g m. Radios cuadrados x Radio. 
Luego

Superficie esférica = 4 tc Radios cuadrados-.

ó igual á la zona del cilindro circunscrito (125). El 

(*) AnQuíMEDES (l. c. 35 ?/48).
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volumen del sector esférico es el producto, Zona 

esférica x Radio, como también it Radios cuadra
dos x Sagita (116). Y, por consecuencia:

Zona esférica = 21: Radios x Sagita.

ó igual al área de un círculo cuyo radio sea el me
dio geométrico entre el diámetro de la esfera y la 
sagita. Una zona esférica, comprendida entre dos 
círculos, es la diferencia de dos zonas esféricas, 
cada una de las cuales está limitada por un círculo: 
luego, etc.

Ob s e r v a c ió n . Zonas de la misma esfera son 
iguales cuando sus sagitas ó diferencias de_sagitas 
(alturas) son iguales. La superficie de un ángulo 
esférico tiene con un hemisferio la misma razón 
que el ángulo de los círculos máximos, que deter
minan el ángulo esférico, con 180°. La superficie de 
un triángulo esférico tiene con un hemisferio la 
misma razón que su exceso con 360°. Etc. (36).

130. Independientemente de su cubatura puede 
hallarse la complanacion de la esfera mediante el 
teorema siguiente:

Por la revolución del triángulo isósceles ABC, 
alrededor del eje AÁ', que pasa por su vértice A en 
su mismo plano, engendra su base BC una zona 
cónica, igual á un paralelógramo cuya latitud es 
la circunferencia del círculo que tiene por rádio la 
distancia DA del vértice A á la base B C, y cuya 
longitud es la proyección normal, B'O, de BC, so
bre el eje AA' (Pa ppu s  V., 21).

De mo s t r a c ió n . Trácense las normales al eje
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BB\ CC y DD’; la última de las cuales, DD\ es 

c el medio aritmético de las
A otras dos, BB' y CC\ en

/ : virtud de la igualdad BD
/ = B C. La zona cónica des- 

orita por BC^ en su revolü- 
—L—L—L— cion alrededor de A A' es 

A C D fi A =^DD.BG
Si se traza BE paralela á B'C\ el triángulo rec
tángulo BCE será semejante al DAD*, por ser 
iguales los ángulos ECB y D'AD; y, de consi
guiente: BC : BE = DA : DD’ ó DD’ .BC 
= DA.BE. Luego

2 it.DD’.BC = 2 ^.DA.B'C’.

Ob s e r v a c ió n . Con auxilio de esta expresión de 
la zona cónica, descrita por BC, se obtiene (127) el 
volúmen del cuerpo de revolución engendrado por 
ABC, á saber: | t ..AD\B'C-, ó  sean, los | de un ci
lindro cuya base es la superficie de un círculo, des
crito con el rádio vi D, y cuya altura es la proyec
ción normal B'C'.

131. Un polígono plano, compuesto de triángu
los isósceles congruentes, ABC, ACD, ADE^... 
por su revolución alrededor del eje AB, engendra 
con sus lados BC, CD, DE, ... zonas cónicas. Pues 
la suma de todas estas zonas es igual á un parale- 
lógramo, cuya longitud es la proyección normal 
sobre el eje AB de la línea quebrada, constituida 
por los segmentos BC, CD, DE, ... y cuya latitud 
es el perímetro del círculo inscrito en dicha línea 
quebrada (130). Cuando el número de puntos de 
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contacto de esta línea con el círculo sea infinito, 
aquélla se confundirá con éste; la suma de las 
zonas cónicas se convertirá en una zona esférica 
(la superficie de la esfera); y la proyección de la 
línea quebrada será la sag-ita (el diámetro) de la 
zona esférica.

Por el mismo método, las cubatnras de la es
fera y del sector esférico, dadas ántes (IX) , se 
deducen de la expresión hallada (130) para el 
volumen del cuerpo que el polígono regular 
ABC DE ... engendra en su revolución alrededor 
del eje AB.

XI. — Centros de gravedad de las figuras.

132. Si los lados de un polígono plano, cerrado, 
se proyectan sobre una reQta cualquiera de su 
plano, por paralelas en cualquiera dirección, la 
suma de las proyecciones es nula. En efecto, si Bv, 
B^ ... Bn son las proyecciones sobre una recta de 
los vértices del polígono A,Aa ... An; y, por conse
cuencia, B^By B^B^ ... BWBV las proyecciones de 
sus lados, tomando en cuenta los signos de los va
lores de aquéllas será (Plauim. 111):

B ^B^ + B^B^ + ... + BnB { = 0

y la proyección de un lado, igual y contraria á la 
suma de las proyecciones de los lados restantes.

Si los segmentos conocidos en su posición y 
magnitud, pero separados sobre un plano, A^B^ 
AaBa, ... AnBn, se proyectan sobre una recta 
cualquiera del mismo plano, por paralelas de direc- 
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cion arbitraria, la suma de las proyecciones depende, 
en general, de la dirección de las rectas proyectan
tes. En efecto, trazando desde un origen arbitrario, 
C, los segmentos ... de igual 
magnitud y dirección que los dados, el punto final 
Cn no coincidirá generalmente con el inicial C. 
Pero, si los segmentos iguales y de la misma direc
ción, AXBV y CCX, se proyectan sobre la misma rec
ta por paralelas, sus proyecciones serán también 
iguales y de la misma dirección; y, por consecuen
cia, cualquiera que sea la dirección de las proyec
tantes, siempre se verificará que la suma de las pro
yecciones de los segmentos AXBX, A.B^ ... AnB 
sobre una recta, es igual á la suma de las proyec
ciones de los segmentos CCVX CXC„ ... Cn-\CH\ ó 
sea, igual á la proyección del segmento CCn. 
Luego, cuando Cn coincida con C, desaparece 
la suma de las proyecciones de AtBv, A^B^ ... 
AnBn sobre cualquiera recta, sea cualquiera la 
dirección de las paralelas proyectantes; porque 
CCn = 0.

Supongamos ahora que los segmentos dados 
AXBV) A^B^ ... AnBn, en un plano, sean proyec
tados varias veces, de diferentes modos, por para
lelas en cualquiera dirección, sobre una recta 
cualquiera; y que cada vez se haga la suma de las 
proyecciones. Si para dos direcciones distintas de 
las proyectantes desaparece la suma de las proyec
ciones, desaparecerá también para toda otra direc
ción; porque todo polígono CCi02 ... Cni consti
tuido por los segmentos dados, trasportados para
lelamente á sí mismos, es un polígono cerrado. Para 
que así no fuese y no coincidiese, por lo tanto, Cn
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con C, sería preciso que las proyectantes fue
sen paralelas con CCn, en cuyo solo caso se anu
laría la proyección de este segmento CCH-. lo 
cual es contra la hipótesis establecida, de que la 
suma de las proyecciones de los segmentos da
dos, y entre ellas la proyección de CCn, se anula 
para dos direcciones diferentes de las proyec
tantes (*).

A una conclusión análoga se llega tratándose 
de segmentos dados en posición y magnitud, pero 
en el espacio, AVBV, ..., que sean proyectados 
varias veces, de diversos modos, sobre una recta 
cualquiera, por planos paralelos de cualesquiera 
posturas. Siempre que en tres posturas diversas de 
los planos proyectantes, que no contengan ninguna 
dirección común, desaparezca la suma de las pro
yecciones, esta suma desaparecerá también para 
toda otra postura de los planos proyectantes; por
que todo polígono formado por los segmentos da
dos, trasportados paralelamente á sí mismos, re
sultará cerrado.

133. Dados en el espacio los puntos A,B, C,... 
con sus correspondientes coeficientes (masas, pesos) 
«, P, y , si la suma a + p + Y + ... no se anula, 
puede construirse un punto 8 en tal situación, que, 
para otro punto cualquiera O, el segmento (a + p 
+ y + ...^OSresulte compuesto de los segmentos 
a.OA, ^.OB^.OC ... trasportados paralelamente 
á sí mismos; ó de otro modo: que el polígono cons
tituido por todos los segmentos dichos, a.OA, 
p.OB, ... (a + p + y 4- ...^80, trasportados

O Mo b iu s  íStatik, 47).
u
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paralelamente, resulte cerrado. Trazando por los 
puntos A, B/C)... 8, paralelas en cualquiera direc
ción, que corten á un plano cualquiera en los pun
tos A\ B', C ... 8' respectivamente, se verificará 
la ecuación

(a4-p_|-T + = a.AA' +^.BB' A-'i-CC' +...

El punto B, determinado así por los puntos 
A C; ... y la proporción de sus coeficientes 
a : p : Y : toma el nombre de ceutro de gravedad 
(baricentro) de los puntos a. A, ^.B, ... (*).

De mo s t r a c ió n . Por el punto O trázcnse las rec
tas cualesquiera, OX, OK, OZ, que no estén sobre 
un mismo plano; y proyéctense los puntos dados 
A, B, C, ... sobre OX, OX, OZ, por planos pa
ralelos á ios OFZ, OZX, OXY. Designando por A», 
Av, Az las proyecciones del punto A, etc.; las posi-

(*) Los centros de gravedad, tanto de los cuerpos físicos 
'figuras materiales) como también de figuras geométricas, fue
ron por vez primera investigados por Ar q u íme d e s y aplicados 
á la Geometría (cuadratura de la parábola, y los dos libros 
acerca del equilibrio de los planos y acerca de los cuerposfio 
tantes). Aplicaciones del centro de gravedad fueron hechas por 
Pa ppu s  (Gu l d in .Í44); y en los tiempos modernos, por L’Hu il ie r  
polygonomelríu, 1789), Ca r n o t  (Gcom. de positian, 1803), St b in e r  
(die Krümmungs-Schwerpuñete 1838, J. de Crelle A. 21, p. 36), 
y, en general, por Mo b iu s  (Barycent. Calcul. 1827). La ecuación 
característica del centro de gravedad, contenida en los teore
mas de Ar q u íme d e s (ecuación de los momentos) figura á la cabeza 
del escrito de Go mma n d in o , titulado de centro gravitatis 1565. 
Sobre la misma debe verse el Cale, baric. de Mo b iu s , 8; y los 
géom. Aufg., II, p. 330, por Me ie r  Hir s c h .
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clones de los puntos , tSy, Ss sobre los ejes OX, 
OY^ OZ, se determinan por las ecuaciones

a.0A5 +y .O^ + ...
« + P + Y +

08,, = _ a.0Ax -V^.OBx -V't-OCx 4- 
« + P4-Y4-...

OS y = a. OAy -1~ p. 0 By 4- Y- OCy —. ..
«4-P4-Y4-...

y de este modo queda determinado el punto ó1 por 
sus proyecciones iSX) como el punto común 
de tres planos proyectantes determinados.

Las tres ecuaciones anteriores, cuando se tras
ladan todos sus términos á un sólo miembro, ó se 
reducen á cero, enseñan que todo polígono, cons
tituido por los segmentos a.OA, ^.OB, ^.OC, ... 
(a -|- p + y  + ...)óO, trasportados paralelamente, 
es cerrado (132). Luego, si los puntos A, B, C, ... 
8) O se proyectan sobre una recta cualquiera P, 
por planos paralelos, de cualquiera postura, la 
suma de las proyecciones de a. O A, p. OB, OG, ... 
(a + p 4- Y 4- ...^80 desaparece ó se anula. Mas las 
proyecciones de O A, OB, OC, ... 8 O son respec
tivamente iguales, en magnitud y dirección, á las 
rectas A'A, B’B, CC, ... SS’, siempre que estas 
rectas hayan sido trazadas paralelamente á la recta 

!>■> y corten en A', B’, C, ... 8' al plano proyec
tante del punto O. Por lo cual también se verifi
cará la ecuación

O^a.^^+p.^'^Y.,^'^... 4- («4-P4-Y4-..W 
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ó esta otra:

(a + P +y + ••■) SS' = a. A A1 +P--S B' -Vx-CC' + ...

AtLidou. Dedúcese de lo dicho que, si para tres 
direcciones (no paralelas á un mismo plano) de las 
paralelas AA',BB', ... limitadas por un plano 
cualquiera, se verifica la ecuación

(a + P + y + =a..AA'+y * "i- ••• 

sin que la suma a + p + y  + ••• desaparezca, dicha 
ecuación se verificará también para toda otra direc
ción de las paralelas expresadas; y el punto será 
el centro de gravedad de los puntos a.A,^.B, y  O» ...

De otro modo: si MNOP ... es un polígono 
cualquiera; 8, un punto cualquiera; y los segmentos 
a.8A, ^.SB, y.SG, ... iguales en magnitud y di
rección á los lados MN, Bv O, OP, ... respectiva
mente; xVserá el centro de gravedad de a.A, ^.B, 
^.C ... (*) Trazando, en efecto, por los puntos /?, 
A, B, ... paralelas, de dirección arbitraria, que 
corten respectivamente á dos planos paralelos, de 
postura cualquiera, en ó7 y 8', A" y A', B" y 
B’^ ... según lo demostrado ántes tendrá lugar la 
ecuación

0 = a. A A" 4- ^.BB" + ^.CC” + ...

Pero también es 88’ = A"A* = B"B' = ... Luego 
idénticamente:

(a+P+Y+-..)*SxSr' = a.A" A' -V^-B' B '+Y1 O" C'+...

(•) L’IIu il ie r  (Polig. 86)yCARNOT('Gtfo/zi. de y os. 269, en el caso 
« = P = Y = ...).
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Y sumando esta ecuación con la anterior resulta, 
finalmente, la que sigue:

(a 4~? + 74~ • = a.AA' + + y.CG' + ...

134. El sistema de los puntos a.J, ^.B, '(.G, ... 
sólo tiene un centro de gravedad /y. Admitamos 
que T sea otro centro de g'ravedad de los puntos 
dados; y tracemos por los puntos S, B, A, B, C,... 
rectas paralelas, en cualquiera dirección, que en
cuentren á un plano que contenga al punto Z, pero 
no al S, en los puntos 8', B, A', B', G', .... Según 
sabemos (133), por ser nulo BB deberá ser

0 = a. A A' + ^.BB’ -V^-CC' + ...

Pero, según las hipótesis sentadas, ni desapa
rece a -r P 4- y + ni tampoco ó’ó"; y, por conse
cuencia, debe ser (a + p + y + ...^SiS' diferente 
de a.AA' 4- ^.BB* 4- -x-GO' 4- ...; y esto pide que 

no sea el centro de gravedad del sistema dado: 
contra lo supuesto.

Si los puntos dados caen sobre una recta, su 
centro de gravedad caerá sobre la misma recta. 
Admitamos que así no sucede, y que el centro de 
gravedad 8 caiga fuera de la recta AB. Tracemos 
por 8^ A, B^ ... rectas paralelas, de cualquiera di
rección , cuyos puntos de intersección con una 
recta paralela á la AB, que pase por /Y, sean 8, A', 
B', ... Porque ó’xS* = 0, y AA' = BB' = ..., es 
= + p 4- y 4- ... = 0: contra la hipótesis.

Si los puntos dados caen sobre un plano, su ba
ricentro cae sobre el mismo plano. Admitamos que
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el centro de gravedad caiga fuera del plano ABC. 
Por los puntos B, A, B, ... trácense paralelas de 
cualquiera dirección, que sean cortadas por un 
plano, paralelo al ABC y que contenga al punto 
B, en los puntos B, A', B', .... Como BB = 0y 
AA' = BB' = ..., se halla, como ántes, a + P + y  
4- ... = 0: contra la hipótesis.

135. El baricentro P, de los puntos a.,4 y 
divide al segmento AB según la razón p : a, inte
rior ó exteriormente, según que P y a teng*a el mis
mo signo ó signos opuestos. En efecto, de la pro
porción AP : PB = p : a se deduce la ecuación

u.AA + p.M' = (« + ^PP'

para cualquiera dirección de las paralelas AA', BB', 
PP', y para toda recta que las corte en los puntos 
A', B’, P' (Plauim. 64).

El baricentro Q, de los puntos a.A, ^.B y y. C, es 
el baricentro de los (a + p)P y y- y divide el seg
mento PC según la razón y : (« + P). En efecto, de 
la proporción PQ : Q,C = y : a + p se desprende la 
ecuación

(a + ^PP' + *(.CC' = (a + p + y) QQ

y, como consecuencia, esta otra:

a. A A' + ^>.BB' + y. CC' = (a + p + y) Q Q

para cualquiera dirección de las paralelas, y para 
todo plano que corte á las mismas en los puntos 
Ar, B', C', P', Q'. Y así sucesivamente.
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En general, en la determinación del centro de 

gravedad de •••> ¿os ó más puntos del
sistema pueden ser sustituidos por su baricentro 
particular, al cual se dará por coeficiente la suma 
de los coeficientes de los puntos que hayan de ser 
sustituidos. .

Cuando algunos de los coeficientes sean ne^a 
tivos, puede determinarse primeramente el centro 
de gravedad, M, de los puntos que tengan coefi
cientes positivos; después el centro de gravedad, 
N de los puntos con coeficientes pegativos; y final 
mente, el centro de gravedad,- de los puntos 
a M y — v.^, en los que |x y — v designan las 
sumas de los coeficientes positivos y negativos res
pectivamente. El punto ó’ será entónces el centro 
de gravedad del sistema propuesto.

136. El centro de gravedad Q, de los puntos a , 
8 B v 1 c, que no están sobre una recta, divide la 
superficie del triángulo ABC según la propor
ción (*):

BCQ ". CAQ -.ABQ : ABC = « :? : Y1. « + ? +

En efecto, si C, representa el baricentro de a.A 
y ^.B, tendremos:

ABQ;ABC= C.Q-. C,C= y : « + P + y ;

porque CtQ : Y : a + ^‘3^- EtC- * „
El centro de gravedad R, de los puntos . , 

^.B, -(.Cy o.B, que no están sobre un plano, di

(* Mo b iu s  (Baryc. Calcul., y s*g- •
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vide el volúmen del tetraedro ABCD según la pro
porción :

CBDR : ACDR : BABR : ABCR : ABCJ) 

= a:í3:T:8:a + p + Y + 8

En efecto, si A, es el centro de gravedad de los 
puntos ^.B, t-C'y se verifica la proporción:

CBBR : ABCB= CBBR : CBBA = AJÍ : A.A

= a:a-|-PH-Y+S;

porque A.R : RA = a : ¡3 + Y + 8 (135). Etc.
Nótese en estos teoremas que ABC = BCA 

= CAB-, ABC4- ACB = 0 (Plauim. IX); ABCB 
= BCAB= ...; ABCB + ABBC= 0 (112).

Un punto cualquiera de la recta AB puede mi
rarse como centro de gravedad de a.A y ^.B- un 
punto cualquiera del plano ABC, como centro de 
gravedad de a.A, ^.B y ^.C; un punto cualquiera 
del espacio, como centro de gravedad de a.A, ^.B, 
y.C, y del punto ^.B que cae fuera del plano ABC: 
con tal que á las razones a : p, « : p : Y, a : p : Y : 8 se 
les asignen los valores convenientes (Principio 
ael cálculo baricéntrico).

137. Si la suma de los coeficientes, a + p + y  + 
se anula, el sistema de los puntos a.A, p.^, T C * ' 
tendrá, en general, un centro de gravedad infini
tamente distante, en una dirección determinada- 
y la suma ’

a.A A’ + ^.BB’ + T. CC + ...

ae anulará para cualquiera dirección de las para-
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lelas AA\ BB', bajo la condición de que el plano 
que las corta en A', B', ... pase por dicho centro de 
gravedad, ó sea paralelo, en otros términos, á la 
recta en cuya dirección se halle tal centro (*). Sea 
R el baricentro de p.5, ••• que se halla á dis
tancia finita; porque la suma p + y + ... no es nula, 
sino ig-ual á — a. El baricentro del sistema dado es, 
pues, el baricentro de a.A y — p.^, que divide el 
segmento AR, por consecuencia, según la razón 
— a:a = — 1, y cae sobre la recta AR, á distancia 
infinita. Trazando por R, A, B, C, ... rectas pa
ralelas, en cualquiera dirección, que sean cortadas 
por un plano cualquiera en R\ A', B', C, ..., se
gún (133) tenemos:

^.BB' + y. CC' + ... = (P + y + ..-)RR' = - ^RR' 

De consiguiente: la suma a.AA' + ^.BB' -Vt-CC' 
+ ... adquiere el valor a (AA' — RR’^ y se anulará 
cuando el plano secante, referido, sea paralelo á la 
recta AR. Designando además por Q el centro de 
gravedad de a. A, y. ...se halla para a.AA’-V^-BB* 
+ ^.CC + ... el valor ^BB' — que se anu
lará en el solo hecho de ser el plano secante para
lelo á BQ. Luego esta recta BQ debe ser también 
paralela con AR; etc.

En el caso particular, de que un punto del siste
ma dado sea al mismo tiempo el centro de gravedad 
de los puntos restantes, cualquier punto del siste
ma será el centro de gravedad de los restantes; y 
entónces el sistema de todos los puntos no tiene 
ningún centro de gravedad; y la suma «. AA' +

(*) Mo b iu s  (Baryc. Calcul., 9 y 10).
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-V ... se anula para cualquiera di

rección de las paralelas y cualquiera postura de su 
plano secante. Así sucede, por ejemplo, si A es el 
centro de gravedad de ^.B. ; porque en- 
tónces, para cualquiera dirección de las paralelas 
y,cualquiera postura de su plano secante, es

^.BB- ^-(.CCr + ...= (p + Y+...)^';

y, como p + y  + ... = — a, resulta: etc.
Se obtendrá un sistema sin centro de gravedad, 

cuando al sistema a.A, ^.B, ..., se agregue 
su centro de gravedad, xS1, con el coeficiente — (a + 
P + y + ••■)

138. Designando por S el centro de gravedad 
de los puntos a.A, ^.B, *(.C, y por O un punto 
cualquiera, se verificará la ecuación (*)

a.O^1 + p.O^34-Y.O6,2+... —(«+P4-y +...)O-6^
_ ap.AB’A-a-í.AO2^- ... A- ^.B^1 + ...
"" a + p + Y + ...

De mo s t r a c ió n . Por el punto O trázense, como 
ántes (133), las rectas OX, OK, OZ; pero de 
modo que sean aristas de un triedro trirectángulo, 
ó, en otras palabras, que aquellas rectas sean tres 
ejes ortogonales. Proyéctense los segmentos OS, 
OA, OB, OC, ... sobre OX, OF, OZ, por planos 
paralelos respectivamente á los OYZ, OZX, OXY-, 
g designemos por x, ,’ a;a, , ... las proyecciones 
sobre OX; g^, y3, ... las proyecciones

(•) Teorema de La g r a n g e  (Mém. de Berlín, 4 783, p. 290).
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sobre O Y; y por í , , 2,, 03, ... las proyecciones 
sobre OZ. Según (133) tendremos:

(a_|_p + T + ...) a? = «^ + + y®, +

et estera. Y por consiguiente:

(&+pd-...) (aíeZ + ^H-•••—(« +P + ...)^ 
= («+?+...) (a^ + P^d-...- («^4-^ +...)2

Desarrollando esta última fórmula se verá que 
no queda ningún término con los coeficientes aa, 
p2, mientras que el coeficiente ap afecta á 
tres términos cuyo conjunto es

ap^,3 — 23?ia;a »2a) = ap (^1 —

et estera. Luego:

(a4_p4- ...) (a-??/ q- p^2 + •..) — (« + P + •••Y®1 
= ap (a?,—a?2)3 4- «y  (^i — ^3)2 + ■ • • + —^3)a 4" ■ • •

Y del mismo modo se deducen las ecuaciones
i

(«4-p + ••■) «y/4- pya2+ •••) — («4-P4- ■•.)’ r 
=aP (y — y y 4- «y  (y-ya)2 + • • • 4- Py  (y,—y3)2+• • • >

(a + p+ ...) (a^.2 — 4- •••) — (« 4-P4- ...)2 2a
= «P (21-^)8+ «y ^i —^)24--- +PY

Mas las diferencias, — 27a, y, — ya, — son> 
según la construcción hecha, las proyecciones nor
males del segmento sobre las rectas OX. O Y,
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OZ, mediante las cuales puede ser expresado el 
segmento mismo. Para esto, por el punto A trázense 

las rectas AK^ AL y AM, paralelas 
respectivamente á OZ, OYy OZ; 
y por el extremo B, planos parale
los con los ALM^ AMK y AKL, que 
cortan á las rectas AK^ AL y AM 

,, en los puntos K^Ly M. Así hemos 
construido un paralelepípedo rec

tángulo, cuyas aristas AK, AL = KN, y AM= NB 
son las proyecciones normales de la diagonal AB 
sobre rectas que tienen las mismas direcciones que 
OX, OFy OZ. Ahora bien, según el teorema de 
Pitágoras:

i|_ KN1 = AN1, AN1 + NB1 =

y, por lo tanto:

AK1 + AV + A= AB'

ó
(a?, — + (yi — y=)a + — ^)s = ABt

et csetera. Por otra parte:

+ yia + = OA', etc.

Y, sumando las tres ecuaciones precedentes, re
sulta, por fin, esta otra:

(a + p + ...) (a.OZ3+p.O^8 +...)-(a + p+...)aO^
= + ay-AC3 + ... + ^.BC" + ...

de la cual se deduce, dividiendo por « + P + ..., 
la que deseábamos demostrar.
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Ob s e r v a c ió n . Si el punto arbitrario, O, coin

cide con el centro de gravedad, S, el segmento OS 
se anula, y la ecuación se convierte en la si
guiente (*)

a.óLlWP.-S'S’H-...
_ap.^S2H-aY./l

‘ a +B + Y+ ...

139. La suma a. O A1 + p. OB'-V-'f-OC1 + ... per
manece constante para diferentes puntos O, siempre 
que OS sea invariable. Si, pues, A, O, ... son 
puntos dados, y «, p, y , números dados cuya 
suma no se anula, los puntos O, para los que la 
suma «. OA1 + p. OS1 4- ... conserva el mismo va
lor, caerán sobre una esfera cuyo centro es el de 
gravedad de a.J., p.^, y -^> ••• (**)■

En general, según la ecuación de La g r a n g e , la 
suma «. O A1 + p. OB1 4- ... tendrá un valor míni
mo, ó un valor máximo, conforme a 4- P + ...sea 
positiva ó negativa: valores que tienen lugar cuan
do el punto arbitrario, O, se confunda con el cen
tro de gravedad, En el supuesto de que la 
suma a. O A2 4- P- OB14-... tenga un valor constan
te que, en el primer caso, no llegue al valor de 

^.SB2 4- ..., y, en el otro caso, le sobrepuje, 
los puntos O caerán sobre una esfera imaginaria: 
con su centro S, real; pero con su rádio imaginario.

Cuando « 4- P + Y + - = °» los Puntos °’ Para 
los que conserva la suma a. O A1 4- P- OB1 4- un

(♦) La g r a n g e  (l. c.) y Ca r n o t  (Géom. de pos. 280 para el caso 

“ Planim. (132); Ca r n o t  (1. c .); Me ie r  Kir s c h  (Géom. Aufg. 

1L p. 336 y sig. '. 
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mismo valor, se hallan, en general, sobre una esfera 
determinada cuyo centro es el punto de gravedad in
finitamente distante del sistema a. (137): lo 
cual quiere decir que dichos puntos están sobre un 
plano determinado, normal á la dirección en que se 
encuentra el punto, ó centro de gravedad, infinita
mente distante. Si es B, en efecto, el baricentro de 
^.B, y.O, ..., para un punto cualquiera O tenemos 
(138) la ecuación:

Bv BC^-V-... 
^.OB'A-VOCW...- (?+y +...) O^ p + y +—=

y, como p + y + • • • = —

a. o^a-hp. OB^. OA"— OB1^

Lo cual prueba que la suma a. O A2 + pOS24- ... 
permanece invariable, mientras la diferencia OA1 
— OB1 no cambie de valor, ó sea, mientras el punto 
O esté sobre un plano determinado, normal á 
OB (Plauim. 112).

En el caso particular, de que los puntos dados, 
«. A, ^.B, ^.0, ...no tengan ningún centro de gra
vedad, y entónces cada uno de ellos es el centro de 
gravedad de los restantes ■ (137), la suma a. OA2 + 
^.OB1 + -f.OO2 + ..., para cualquier punto O 
tendrá el mismo valor (*), que podrá expresarse de 
diferentes maneras: por

PY.^<7a + ...
___________ P + y ...

(*) Mo b iu s  (J. de CFrelle, A. 26, p. 28A
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por ejemplo, cuando se anule la diferencia O A
OR1; por

^.^^ + 7-4^4-

cuando se anule OA; etc.
140. Una figura (línea, superficie, cuerpo) se 

dice homogénea cuando todos sus puntos tienen un 
mismo coeficiente. Todas las figuras geométricas 
se suponen homogéneas en tanto que expresamente 
no se diga lo contrario.

Los centros de gravedad de nn segmento^ de un 
paratelógramo, y de un parelelepipedo, caen en los 
centros de estas figuras. Porque á. cada punto, X, 
de una de estas figuras, corresponde otro punto, A 
de la misma, situados ambos de modo que el centro 
es el medio del segmento XX' y, por consecuen
cia, el centro de gravedad de los puntos X y X' cae 
en el centro expresado; y en este mismo centro, 
el de gravedad de la figura, ó sea: el centro de gra
vedad de todos los pares de puntos, como Xy X .

El centro de gravedad de una figura que tiene 
un eje ó un plano, mediante los cuales es dividida 
en dos partes simétricas respecto del eje ó del pla
no, cae sobre tal eje ó tal plano. Pues á cada pun
to, X, de semejante figura, corresponde otro pun 
to X', de la misma, en tal situación que el seg
mento XX' es bisecado normalmente por el eje ó 
el plano referidos; y el centro de gravedad de A 
y X* cae sobre dichos, eje ó plano. Pero el centro 
de gravedad de la figura cae sobre la recta, o sobre 
el plano, que contenga los centros de grav^ed^ 
todos los pares de puntos, X y Xj (13¿>yld4). 
Luego, etc.
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Cuando un cuadrángulo plano tenga dos lados 
paralelos, el centro de gravedad de su superficie 
caerá solare la recta que une los puntos medios de 
dichos lados paralelos. Si un prisma está limitado 
por dos planos, no paralelos, el centro de gravedad 
de su volúmen cae sobre el plano que pasa por los 
puntos medios de sus aristas paralelas.

Y del mismo modo se concluye que, si una figu
ra tiene un ceutro, como sucede particularmente 
con toda figura regular, el centro de gravedad no 
difiere del centro de tal figura.

141. El centro de gravedad de la superficie del 
triángulo ABC^ es el centro de gravedad de los 
puntos A, B y C, y divide á una mediana del trián
gulo interiormente, en dos partes cuya razón es 1:2. 
En efecto, si desde el punto medio del lado AB, 
se traza la mediana CC„ que divide la superficie del 
triángulo en dos partes iguales, á cada punto, E, 
de una de estas dos mitades corresponderá un 
punto, X, de la otra mitad, situados de modo que 
el segmento EX es paralelo al lado AB y bisecado 
por la mediana CCV Sobre esta recta CC^ caen los 
centros de gravedad de todos los pares de puntos, 
como Xy X'-, y, por consecuencia, sobre la misma 
caerá también el centro de gravedad de la super
ficie ABO. Del mismo modo se demuestra que este 
centro de gravedad cae también sobre las rectas que 
unen los demás vértices, A y B, con los puntos 
medios de los lados respectivamente opuestos, B C 
y CA. Lo cual prueba que tal centro de gravedad es 
el punto común de las tres medianas del triángulo; 
y, de consiguiente, el centro de gravedad de los 
puntos A, B y C (101).
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El centro de gravedad del tetraedro sólido 

ABCD es el centro de gravedad de los puntos A, 
B, Cy D, y divide la distancia entre el centro de 
gravedad de una de sus caras y el vértice opuesto á 
ella, según la razón 1: 3. Por el punto medio de la 
arista AB, trácese el plano G^CD que divide en dos 
mitades al sólido ABCD. A cada punto, X, de una 
mitad, corresponde un punto, X'3 de la otra: situa
dos ambos de modo que su distancia XX' es para
lela con AB y bisecada por el plano CfiD. Y esto 
prueba que el centro de gravedad del sólido ABCD 
cae sobre el plano que pasa por una arista del te
traedro y el punto medio de la arista opuesta; con
fundiéndose, por lo tanto, con el centro de grave
dad de los puntos A, B, Cy D (75).

El centro de gravedad de una pirámide sólida 
divide la distancia entre el centro de gravedad de 
su base y su vértice, según la razón 1 : 3. Pues tal 
punto se ofrece como centro de gravedad de los 
centros de gravedad de todas las secciones trasver
sales del sólido propuesto, paralelas con su base, 
siempre que los coeficientes de los expresados cen
tros sean entre sí como las secciones á que perte
necen éstos. Estas secciones son semejantes y están 
en perspectiva; y, por ésto, sus centros de grave
dad caen, con el de la pirámide, sobre la recta que 
une el centro de gravedad de la base con el vértice 
de este sólido. Mas el centro de gravedad de la pi
rámide lo es también de los centros de gravedad de 
los tetraedros en que aquella se descompone por 
triángulos diagonales; y estos centros de gravedad 
de los tetraedros componentes caen sobre el plano 
paralelo á la base y que divide la distancia entre la

m
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base y el vértice seg’un la razón 1 : 3. Sobre el 
mismo plano debe caer el baricentro de la pirá
mide; luego etc.

El centro de gravedad de un prisma sólido es el 
centro de gravedad de la sección media, que biseca 
sus aristas iguales y paralelas. Puesto que los cen
tros de gravedad de todos los segmentos paralelos 
á las aristas del prisma, y limitados por las caras 
paralelas del mismo, se hallan sobre el plano de la 
sección media. El baricentro del prisma es el bari
centro de aquellos puntos, afectados con iguales 
coeficientes, ó'sea, el baricentro de la sección me
dia; en virtud de que todos los segmentos, que son 
sustituidos por sus centros de gravedad, son 
iguales.

El centro de gravedad de un prisma trilátero 
ABCA'B'C'^ cuya sección media sea 
coincide con el centro de gravedad de los puntos 
A", B" y C"; y, por consecuencia, con el centro de 
gravedad de los puntos A, B, Cj A', B , C".

142. El centro de gravedad de un sistema de 
segmentos (rectilíneos), de superficies planas trian
gulares, y de tetraedros sólidos, es el centro de grave
dad de los puntos a.A^.B^.C, en el supuesto de 
que los centros de gravedad de los elementos dados 
(segmentos, triángulos, etc.) sean designados por 
A, B, C ..., y los coeficientes a : p : y : ... sean entre 
sí como los elementos dados, respectivamente (135). 
Con arreglo á esta ley puede determinarse el cen
tro de g’ravedad del contorno de un polígono, el de 
la superficie de un polígono plano, el de la superfi
cie de un poliedro, y el del poliedro sólido. Cuando 
se trata de una línea, ó de una superficie, curvas, se
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toma como auxiliar un políg’ono inscrito, ó un po
liedro, que tengan respectivamente con la linea, ó 
con la superficie, dadas, cuantos punios comunes 
deseemos; se busca el baricentro para el contorno 
ó la superficie del polígono, para la supe1’ icie ó el 
cuerpo, poliédricos, y se determina su posición en 
el caso limite, en que el polígono con la linea cur
va, ó el poliedro con la superficie curva , tenga 
todos sus puntos comunes. Este-último proceso 
pide de ordinario el manejo del Cálculo iulegral.

El lariceutro d,el coutoruo del triángulo AB C 
es el centro del círculo inscrito en el triángulo 
A’B'C\ cuyos vértices A', B' y C son los puntos 
medios de los lados BC, O A y AB (*). En efecto, 
los centros de gravedad de estos segmentos, BC, 
CA y AB, son A', B' y C (140); y, por lo tanto, el 
baricentro del contorno ABC es el baricentro de 
BC.A*, CA.B' y AB.C. Pero el baricentro de 
BC.A* y CA.B' divide el segmento A*B' según la 
razón CA : BC = CA' : B’C (135), y cae sobre la. 
bisectriz del ángulo A'CB' (Planim. 66): luego, etc.

EL "baricentro de la superficie del tetraedro 
ABCD es el centro de la esfera inscrita en el te
traedro A'B' CD' cuyos vértices A', B', C y D' 
son los baricentros respectivos de las caras CBD, 
ACB, BAD y ABC (**). En efecto, el baricentro de 
la superficie dada es el barmenuro de CBD.A', 
ACD.B’, BAD.C' y ABC.D'. El baricentro de 
CBD.A' ACD.B' divide al segmento A'B' según 
la razón ACD : CBD — A'CD' -. CB D', y cae 

(*) Po in s o t  (Statique 450).
Ce r o s o  (Ann. de Gerg. 47, p. 330).
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sobre el plano bisector del diedro A.’C'D'B* (110); etc.
Para construir el bdricentro ¿Le la superficie del 

cuadrángulo plano ABCD (*), se construyen los 
baricentros By 7^ de los triángulos ABC y ACD^ y 
se determina así el baricentro de ABC. E y A CD.F. 
Admitiendo que BD sea cortada en G por AC, se 
verificará la proporción ABC : ACD = BG : GD; 
y, por consecuencia, el punto que buscamos será 
el baricentro de BG.E y GD.F ó sea, de BG.A,

BG.B, BG.CyGD.A. GD.C 
y GD.D. En lugar de BG.A y 
GD.A, puede ponerse BD.A\ 
por BG.Cy GD.C, puede po
nerse BD.C-, y por BG.B y 
GD.D, puede ponerse BD.K; 
después de haber hecho BK 
= GD sobre la diagonal BD

(135). Y esto enseña que el punto buscado es el ba
ricentro de A, Cy K.

El segmento EF, paralelo con BD, es cortado 
en H por AC; y, de consiguiente: EH : HF 
— BG \ GD. Lo cual prueba que el punto buscado, 
J, cae sobre EF de modo que EJ = HF.

Por otra parte:

ACJ-V CFJ + FAJ = ACE
CFJ= CHE,FAJ=HAE, CHE + HAE = AEC

ACJ-V AEC = ACE

(•) Quart. Journ. 1864, /". 6, p. 147. Este baricentro fué cono
cido en el siglo xvi, S. St e v in  (Statica II, prop. 6); Ho r k e r  1827. 
Astron. Nadir V., p. 281); Mo b iü s (Statik 113).
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Y, por consecuencia:

ACJ= ACE— AEC= ^\ACD — ABC^

Cuando, en particular, sea CD paralela con AB^ 
el baricentro J caerá sobre la recta que una los 
puntos medios de AB y CD (140).

Acerca del centro de gravedad de una figura 
esférica véase la Trigonometría (61).

143. Para un segmento sólido, cualquiera, com
prendido entre planos paralelos, podrá calcularse la 
distancia de su baricentro á su base, siempre que 
la sección trasversal del expresado cuerpo, para
lela á la base del mismo, á la distancia cualquiera, 
x, sea una función entera de 3?, que designamos por

En efecto, el prisma, cuya báse es la sección 
trasversal, /(a?), y cuya altura es la na parte de 
la altura Ib del segmento dado, tiene por volúmen

la distancia de su centro de gravedad á la

base del segmento es ¿ (141); Y dicho 

centro tiene por coeficiente Designando por 

u la distancia del baricentro del cuerpo dado á la 
base de este mismo, formaremos, por una parte, el 
producto de u por la suma, A, de los valores que 

produce la fórmula cuando en ella se atri

buyen á x estos otros:

. 17 2 .0, - Ib, —Ib, .’ n n
n — 1 7------- Ib;

n
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y, por otra, la suma, de los valores que arroja 
/ 2 \ /¿

la fórmula í x 4- ) - f to), para los escritos ante-V 2^/ x
riormente de#. Y el producto uA será igual (133) á 
la suma B, cuando el número arbitrario, aumente 
hasta el infinito.

Ahora bién, la suma A, cuando t i es infinito, 
expresa el volumen del segmento dado (104); la 
suma B consta de la suma, C, de los términos 
que se desprenden de la fórmula ^ #/(#), y de 

la suma, de los términos que se derivan de 

la fórmula — /(#). Pero la suma D tiene el va

lor —^A que desaparece cuando u crece indefinida
mente. Luego para determinar la distancia u nos 
queda la ecuación uA= 67solamente.

Si ./(#),es una función entera de #, que no pasa 
del segundo grado, la expresión #/(#), que desig
namos por g(.x), será una función de #, de tercer 
grado á lo sumo: y, por lo tanto (124):

^ = -6^/(0) + 4/Q/O+/W]

Y, como ahora <7(0) = 0, g^¿/¿) =^7^^ , 
g^ = /¿/(7¿), será (*)

u 2/(^)+ZW

/¿ /(O) + 4-/(4)

(*) Br ix  y Au g u s t  (124).
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Ob s e r v a c ió n . El cuerpo más sencillo, para el 

que puede, según esta fórmula, calcularse la altura 
de su baricentro, es el trauco de pirámide. Por el 
mismo procedimiento puede hallarse también, para 
un segmento superficial plano, comprendido entre 
cuerdas paralelas, la distancia de su baricentro a la 
cuerda que se toma por base, siempre que la sec
ción trasversal, paralela, del mismo segmento, sea 
una función dada de su distancia á la expresada 
base. .,

144. Si una figura plana, dada, da vueltas aire 
dedor de una recta, dada, de su plano, la superficie 
de revolución engendrada por su contorno es el 
producto de su perímetro por el camino u órbita 
que traza su baricentro; y el cuerpo de revo ucion 
engendrado por su superficie es el producto de esta 
superficie por la órbita recorrida por su centro de 
gravedad (*). ,

DEMOSTRACION. Un polígono plano, con un lado 
A B que tiene el punto medio M, da vueltas alrede
dor de un eje, XY, situado en su plano. El lado

(•1 Este doble teorema es conocido por el nombre de ReijU 
de Gu l d Ín . Investigaciones acerca de los cuerpos de revolu
ción hizo Antes que nadie Ar q u íme d e s íDe conoulibus et sp tae 
rotaibus). Las prosiguió Ke ppl e r  en su Stereo.netna. doho- 
rum \6VÓ, donde ya aparecen algunos casos de la le la gu 
diana (Theor. 18 y sig.). Esta regla fué descubiert. poi Pa  pu s  
y publicada al fin de la introducción al 7. libio de la. 
math. yen tiempos más modernos por Gu l d in en a se ui 
parle de su obra, Centrobaryca 1640, en la que se.aplica 
chos ejemplos, pero no se demuestra en genera De a misma 
regla habla minuciosamente Me ie r  Hiu s c h  (Ucom- . Ij- ’ 
y sig.) y Ze u mb  (Géom. d. Korper 1859.)
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AB describe la zona cónica AB2it.MM’ (126- Obs.), 

„ llamando MM' la distancia 
del punto M al eje XY. 

\X El baricentro, TV, del con- 
/ jAy i torno entero, es el bari- 

K. ' centro de los puntos de
X . iFo' m ' gravedad (puntos medios) 

de los lados cuyos coefi
cientes son los lados mismos. Multiplicando, pues, 
cada lado por la distancia de su punto de gravedad 
al eje, y sumando los productos, se obtiene el pro
ducto del contorno por la distancia, NN', de su 
centro de gravedad al eje (130). Luego la suma de 
las zonas cónicas, descritas por los lados, es el pro
ducto del perímetro por ó sea, por la cir
cunferencia descrita por el centro de gravedad TV.

Trazando AA' y BB’ normales al eje XY, el 
cuadrángulo ABXB’ es la suma de triángulos, 
XAB 4- Á'T?'^4, y también la suma XB'B + BB’A 
= XB'B + BB'A' = XA'B; y, por consecuencia, 
XAB = XA'B -XB'A.

El cuerpo de revolución, engendrado por el 
triángulo XA-B, es ^.BB'-.XA' = XA'B‘̂  ,BB'. 
Designando por O el centro de gravedad de la su
perficie XA'B, y trazando 00' normal al eje, será 
O O* = -¿BB'-. y el cuerpo de revolución, por con
secuencia: Jr21'_5.27r. 00'. Del mismo modo se halla
el volúmen del cuerpo de revolución, engendrado 
por XB’A, que es = XB'A^.PP'; si P representa 
el centro de gravedad de la superficie generatriz 
XB'A, y PP' una normal al eje. Designando ade
más por Q el centro de gravedad de la superficie
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XAB = XA'B — XB’Ay trazando QQ normal al 
eje, Q será el centro de gravedad de XA'B.O y 
— XB'A.P^ esto es:

XA'B.OO' — XB'A.PP' =XAB.QQ'

Y, de consiguiente, el cuerpo de revolución engen
drado por XABtiene por volúmen XAB.

La superficie de la figura plana, dada, es la suma 
de los triángulos, cuyas bases son las partes de su 
contorno y cuyo vértice común es X (Píanún. 77). 
Su centro de gravedad, B, es el cen tro de grave
dad de los centros de gravedad de cada uno de los 
triángulos componentes, con tal que aquellos pun
tos tengan por coeficientes las áreas de estos trián
gulos. El producto de la superficie total por la dis
tancia RR', de su centro de gravedad al eje, es la 
suma de los productos de cada uno de sus trián
gulos componentes por las distancias respectivas 
al eje de los centros de gravedad de estos triángu
los (133). Luego el cuerpo engendrado por la figura 
dada es el producto de la superficie generatriz por 
2^.^^', que es la órbita ó circunferencia descrita 
por el centro de gravedad, R, de dicha figura.

Si el polígono AB... está inscrito en una curva, 
con la cual coincide en un número infinito de pun
tos, los centros de gravedad del contorno y la su
perficie del polígono se confunden con los corres
pondientes centros de gravedad de la curva; etc.

145. Si un círculo da vueltas alrededor de un 
eje, situado en su plano, la superficie y el volúmen 
del anillo engendrado por aquel círculo, pueden 
calcularse según la regla de Gu l d in .
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Designando por p la periferia del círculo, por/ 

su área, y por a la distancia de su centro al eje de 
revolución, tendremos:

Superficie anular = p.
Cuerpo anular =/.2^

Puesto que el centro de gravedad de la circunfe
rencia y de la superficie del círculo se confunden 
en el centro de este mismo.

En general, si una figura plana, dotada de un 
eje de simetría, da vueltas alrededor de una recta 
de su plano que sea paralela á su eje expresado, 
las dos mitades de su contorno p, y de su super
ficie/, engendrarán superficies y cuerpos anulares, 
cuyas semidiferencias son iguales respectivamente 
á la superficie y al volúmen engendrado por la re
volución de una de sus mitades al rededor de su 
propio eje de simetría (*). Si representamos por 5, 
V y 5" las distancias de los centros de gravedad 
del contorno de la figura dada y de sus dos mitades 
aleje de revolución, y por O, c y — c, aquellas mis
mas distancias al eje de la figura, será 1) = b + c 
y y = l — c; y, por lo tanto: 
Superficie anular total —p.^b

» externa = ^.2^' =

* > interna = - p.^r.b ' = -^P-^J) — -^p.^c

X estas igualdades prueban que la semidiferencia

(♦) Mf .ie r  Hib s c h (Géom. Aufg. IT, 173).
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de las superficies anulares, externa é interna, 

vale
Así se hallarían las expresiones correspordien

tes para los volúmenes.
Cuando la figura plana que da vuctas no tiene 

eje, pero está dotada de un centro, y se considera 
dividida por el diámetro paralelo al eje de revolu
ción, se hallan los mismos resultados que ante
riormente.

Si se conoce la figura, ó forma geométrica (su
perficie ó cuerpo), engendrada por la revolución de 
una figura plana (línea ó superficie) alrededor de 
una recta de su plano, puede, sin más, calcularse 
también la forma engendrada por dicha figura 
plana, mediante la revolución de esta misma al 
rededor de otra recta de su plano: siempre que los 
dos ejes de revolución sean paralelos. Sea A, en 
efecto, el centro de gravedad de la figura móvil <7, 
y supongamos que la normal desde A, á los ejes de 
revolución, corte al primero en B y al otro en C. 
La diferencia de los dos cuerpos de revolución des
critos e(stará expresada por

q.^Tv.AC— q.^.AB =

donde BCrepresenta la distancia entre los dos ejes, 
positiva ó negativa, según que la distancia del cen
tro de g’ravedad al segundo eje sea mayor ó menor 
que la distancia del mismo centro al primer eje.

146. Dados, la superficie y el volúmen de un 
cuerpo de revolución, pueden calcularse por la re
gla de Gu l d in  los centros de gravedad del con-
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torno y de la superficie de su figura meridia
na (*).

El centro de gravedad, E, del arco circular AB,

- C
por ejemplo, y el centro de gra
vedad, del sector DAB^ están 
sobre el rádio DO que biseca al 
arco y al sector (140). Si arco y 
sector dan la vuelta al rededor de 
la normal á DO trazada por la 
superficie descrita por el arco ten

drá por expresión

AB.^.DE= A’B’.^.DCVW,

en la cual representa A'B' la proyección normal 
del arco AB sobre el eje de revolución; y el volú- 
men engendrado por el sector estará expresado por

DABS-r JíF = A'B’.^.DC1 (131)

y, como el sector DAB = ^AB.DC, será final
mente:

DE _ A'B' 
DO" AB' DF=^DC = ^DE

147. La regla guldiniana sirve también para 
calcular la superficie y el volúmen que engendra 
una figura plana móvil, siempre que los puntos de 
esta figura plana no describan círculos paralelos,

C) Me ie k  Hinscn fGéom. Aufg. II, 192). 
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sino otras curvas cualesquiera, paralelas entre sí, y 
normales al plano de la figura generatriz (*).

La figura plana ABC se mueve de modo: que el 
punto A marcha sobre una curva plana, dada, DE^ 
á la cual corta siempre normalmente el plano ABC*, 
y que la recta AB, común en un instante dado al 
plano de la figura móvil y al de la curva de BE, 
permanece siempre sobre el plano de esta misma 
curva DE. Mientras el punto A recorre el arco AA', 
describen el contorno y la superficie de la figura 
móvil un segmento de superficie y de cuerpo tubu
lar, que podrán calcularse según la regla de Gu l - 
d in , con tanta mayor aproximación cuanto menor 
sea el arco AA'. El segmento descrito, de superficie

c
ó de cuerpo tubular, puede, en 
efecto, reemplazarse por un 
segmento de superficie ó de 
cuerpo, tubulares también, des
critos por la figura plana ABC, 
si comenzase á dar la vuelta al
rededor del eje que, situado en 

su plano ABC, es normal á AB y pasa por el centro 
de curvatura del arco AA'. La suma de todos estos 
seg-mentos es el producto del contorno ó de la su
perficie de la figura móvil por la suma, de todas las 
órbitas ó trayectorias de su baricentro correspon
diente. Y la órbita del centro de gravedad no difiere 
en longitud de su paralela, descrita por el punto A.

(*) Esta consideración fuéhecha, en parte, por Le ib n iz  ('Acta 
Érud., 1695, p. 493); pero Eu l e r  estableció sus condiciones pre
cisas en su Memoria Ucbcr krumme CyUnder. 1778. (Nov. Act. 
Petrop., 12, p. 91). Véase: Me ie r  Kir s c h  (Geom. Aufg. II, y 
siguientes) y Po is s o n  ^Mecaro. 84).
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La curva DE puede también no ser plana; y 

entónces, por su plano en el punto A deberá com
prenderse el plano que contiene su centro de cur
vatura y el arco evanescente AA'. Etc.

148. Por tronco (leprisma (angula) se compren
de un trozo de prisma, limitado por dos planos no 
paralelos. Constrúyase una sección normal del 
prisma; determínese el centro de gravedad de su 
contorno; y por este punto de gravedad trázese la 
recta paralela á las aristas dél prisma. El segmento 
de esta recta, comprendido entre los dos planos no 
paralelos que limitan el tronco, lleva el nombre de 
arista baricéntrica^ correspondiente al contorno ele 
la sección normal.

La superficie lateral de un tronco de prisma (ó de 
cilindro) es el producto del perímetro de su sección 
normal por la arista baricéntrica correspondiente (*).

De mo s t r a c ió n . Supone
mos que ABCD ... es una 
sección normal del prisma; 
y Z, ... , los puntos 
medios de AB, BC. CD, .... 
El baricentro ó'del contor
no ABCD... es el bari
centro de AB.K^ BC.L. 
CD.MV.. Ahora bien, si 
las aristas que pasan por

(*) Gr e g o r io d e S. Vic e n t io  fué el primero que calculó el 
área lateral y el volúmen de los troncos de cilindro sin consi
deraciones baricéntricas (Opas. G<?om.-164-7). Me t e r  Kir s c h  
(Géom. Aufg. Ib 163) estableció el teorema general del texto; 
pero no del todo exactamente, como observaron St e in e r  y 
otros..
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los puntos A, Cv.. y las paralelas á ellas pol
los puntos 8, K, L, M,..., son cortadas por un 
plano cualquiera en A', B', C,... y en /S", A', L’, 
M’,... respectivamente, será (133):

AB,KK' -Y BO.LL’ -V CD.MM'-V ...

= ^AB -Y BOA-...') 86'

Para otro plano, que corte á las mismas rectas, 
tendremos asimismo:

AB.KK" + BC-LIB + OD.AIDA" + ...

= <AB YBC-Y ..^88"

X restando: x

AB.K'K" + BC.LL" + CD.M'M" + ...

= (^5 + 5(7+...) 8'8"

Mas la porción de la superficie del tronco, situa
da sobre el plano ABB'A\ es = AB.K'K", etc., 
y 8'8" es la arista baricéntrica, correspondiente 
al contorno de la sección normal: luego, etc.

Ob s e r v a c ió n . Do s  troncos de un prisma (ó cilin
dro) tendrán iguales superficies laterales (ó zonas) 
cuando sus aristas baricéntricas, correspondientes 
al contorno de la sección normal del prisma, sean 
de igual longitud.

149. Los baricentros de las superficies de todas 
las secciones de un prisma caen sobre una recta, 
paralela á sus aristas (*).

(•) Me ie r  Kir s c h /'í.'c. 161).
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De mo s t r a c ió n .—Las superficies de los triángu

los ABC, ACD,... que componen una sección 
ALCD... del prisma, tienen por centros de grave
dad los puntos K, L,...-, y la superficie de la sec
ción ABCD... tiene por centro de gravedadTra
zando por S, K, L,... rectas paralelas á las aristas 
del prisma, que corten el plano de otra sección del 
mismo A'B'C'D'... en los puntos S', K',L ..., ten
dremos:

AA’ ^-BB' -vCC = ?>KK\

AA' A-CC + DD’^^LL',...

ABC.KK’ + ACD.LL’ + ... = <ABCD...) SB'

Si además por los puntos A', B* ... trazamos pa
ralelas, en cualquiera dirección, que corten al pla
no ABC en los puntos A", B"... los planos AA'A", 
BB'B'', ..., serán paralelos entre sí, y semejantes 
los triángulos situados sobre los mismos; y, por lo 
tanto:

A-'A' •. B'-B' •. ... = AÁ -.BB' •. ...

Síguese de aquí que A"A' + B"B’ + C"C' 
= ^K"K', ó sea, que es K’ el baricentro de los 
puntos A', B' y C', y de la superficie A'B’C', etc. 
Resulta también que

ABC.K'-K'A-ACD.L’L-V... = VABCD-.^S-'S'.

Mas sabemos (103) que

A'B'C'-.A-C’D'-.... = ABC-. ACD-. ...
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Luego también:

A'B'C'.K'K' + A'C'D,.L,,L' + ... = ^A'B'G'D* ..A.S" S'

Y esta ecuación prueba que es S' el baricentro 
de la superficie A'B’CD'...

150. Para hallar el vclúmen de un tronco de 
prisma se determina el baricentro de la superficie 
de su base, y se traza por dicho punto la recta para
lela á las aristas del prisma. El segmento de esta 
recta, comprendido entre los dos planos, no para
lelos, que limitan el tronco, se llama arista lari- 
céntrica correspaudlieute a las áreas de las sec
ciones del prisma (149).

El Dolúmen del tronco de prisma es el producto 
del área de la sección normal del prisma por su 
arista baricéntrica correspondiente (*).

De mo s t r a c ió n . Sean A.'B'C'D'... y A" B" C"D"... 
las secciones del prisma que limitan el tronco, 
y ABCD su sección normal. Las rectas paralelas 
á las aristas del prisma, trazadas por los baricen
tros Lv.. S, de las superficies ABC., AOD,..., 
ABCD..., cortan á los planos de las secciones limi
tadoras en los puntos K', L, ... S' K", L ', ... /S'", 
respectivamente. Así, pues:

ABC.KK' -VACD.LL + ... = (ABCD...) 88*

ABC.KK ' 4- ACD.LE'-V ... = (ABCD...) 88"

(•) Me ie r  Kir s c h  ,l. c. 162). St e in e h  (J. de Crelle, A. 16, p. 90). 
La descomposición del tronco de prisma trilátero es de Lé- 
g e n d r e  (Élém, de Géom., 2.a).
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y, por consecuencia:

abc^’K'’ a-ac d .i;i;,-v  ... = íabc d ...) s *s "

El tronco de prisma trilátero, A'B' G Á,B”C" 
es descompuesto por Tos triángulos diagonales 
A'B’C y A"B C”, en las pirámides triláteras 
A'B’CA", A"B'C,C" y A"B’ CB"-. de las cuales 
es A"B'C'C" = A'B'C’C'', por ser A"A' paralela 
á la cara B’CC y

A"B,C,,B" = A'BC'B" = A'B'O'B"

por ser A”A' paralela á la cara B'C"B'', y C"C 
„ paralela á la cara A'BlB". Mas 

B A'B'C’A” es el tercio del prisma, 
cuya sección normal es ABC y 
cuya arista lateral es A’A"\ et 
ceetera. Lueg*o el tronco trilátero 
A'B'CA"B"C" es

= ^ABC^A'A" + B'B" + CC")
= ABC.K'K"

y el tronco total, por consecuencia:

=ABC.K,K"^ACD.L,L”-V... = (ABCD...)S,S"

Ob s e r v a c ió n . En particular, dos troncos de un 
prisma (ó cilindro) tendrán volúmenes iguales 
cuando sus aristas baricéntricas, correspondientes 
á las áreas de las secciones del prisma, tengan 
longitudes iguales.
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Desig’nando los tetraedros A'B' O' A", A"B' CB”. 

A'B’O’C" por y,, y3, y3, respectivamente, y por ® 
el tronco de prisma, tendremos (106):

; = A'A" : B'B", Di : D3 = B'B" : C C",

D = Dt A-D^A- D3.

Si representamos ahora por H y 2,, 23, las 
distancias al plano de las aristas B'B" y CC", de la 
arista A'A'' y de los baricentros de d ^ d ^ d ^ 
será (141 y 133):

Di = 4- -D.^ 4- D3%3

4st = 27¿, 4^2 = 7¿. 423 = 7¿
4y0 = K^.Dx A-Di A- D^ = /t^D 4"

1 7 Í! ^4'^" \
z=4,lV + A’A" + £'B"+ CC")

Br ia n c h o n , 1839. ,1. de Lío u d UU^ t. 4,p. 345.
151. El volúmen de un poliedro puede conside

rarse compuesto por troncos de prisma (Me ie r  
Hir s c h , 7. c. 165); así como la superficie de un po
lígono, por fajas limitadas (PWi&m. 84). Por los 
vértices del poliedro trácense paralelas, en cual
quiera dirección y cortémoslas normalmente por 
un plano. Así se obtienen tantos troncos de prisma 
como caras tiene el poliedro y la proyección nor
mal de cada cara sobre el plano secante. Designan
do por A, B, Cv.. los baricentros de cada una de las 
caras; por A', B', C... las proyecciones normales 
de estos puntos sobre el plano secante ; y por
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a, p, Yv Ias proyecciones normales de las caras 
sobre este mismo plano; los volúmenes de los tron
cos de prisma Serán a.AA\ ^.CC... (150); y 
el del poliedro dado, la suma

a.^' + ^..bb; + y-^' + •••

Los perímetros de- las caras del poliedro (113) 
determinan los de las proyecciones normales de 
estas caras; y, por consecuencia, los signos de 
a, p, y ---

La suma de las proyecciones normales de las 
caras del poliedro, a + P + y + •••, es nula (Tri- 
gouomelr'ta-^\ y, por lo tanto, el sistema a.A, 
^.B, '(.C... tiene un baricentro, infinitamente dis
tante (137). Si, en particular, el sistema a.A, ^.B,... 
no tiene ningún baricentro, el volúmen del poliedro 
es nulo.
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