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PROLOGDO.

RANDE osadia y ndé pequeia presuncién ha de

& parecer en mi el publicar un libro sobre la Teorfa
de Formas, cuando acerca de esta importante y trascen-
dental materia han visto yd la publica luz, con gran
éxito y general estimacion, obras tan interesantes y
aun podemos decir magistrales, como las Lecciones de
Algebra superior de G. Salmon ; la Teoria de Formas
binarias de Francisco Fad de Bruno; la de Formas algé-
bricas binarias y las Lecciones de Geometria de Alfredo
Clebsch; la Zeoria de Formas en general y principal-
mente de las Oinarias de Rafael Rubini, traducida vy
publicada en castellano esta dltima por el distinguido
catedrdtico de la Universidad de Sevilla D. Emilio
Mdrquez Villarroel; y tantas otras no menos preciadas,
en las que sus autores han dado 4 conocer al par que
un profundo talento matemdtico, galanura de ingenio
y brillantes dotes de exposicion.

Pero como né existe 4 juicio nuestro una Teoria
verdaderamente elemental de las Formas, en la que se
hallen expuestas con sencillez y brevedad los princi-
plos fundamentales de tan bellisima rama del Analisis
moderno; considerando por otra parte la dificultad que
presenta el estudio de las obras anteriormente citadas &
los que carecen de las primeras nociones de csta parte
del Algebra, y la n6 menor con que luchan los alum-
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nos de la Facultad de Ciencias y los de las Carreras
especiales, no teniendo un texto elemental que poder
consultar, en el que se hallen sin6 todas, parte al menos
de las explicaciones de sus Profesores; nos han parecido
razones estas mas que suficientes para decidirnos a re-
dactar y publicar unos ZElementos, cuyo principal objeto
es por lo tanto, que sirvan de preparacién al estudio de
la referida Teorfa, y facilitar la inteligencia de todas las
obras y memorias que sobre la misma publican los mds
ilustres analistas y gedmetras contemporaneos.

Desprovisto nuestro modestisimo trabajo de todo
género de pretensiones, y limitado asi su campo a ser-
vit de introduccién al estudio de las obras que tratan
la Zeoria de Formas con mayor extensién y profundi-
dad, claro es que no deben en €l buscarse proposicio-
nes nuevas ni trascendentales investigaciones, en abso-
luto vedadas 4 nuestro pobre ingenio; sind una exposicion
elementalisima de las teorias de sustituciones lineales,
invariantes, covariantes y formas canoénicas, precedidas
de unas nociones sobre los discriminantes, Jacobiano
y Hessiano, que creemos indispensables para el cono-
cimiento de esas teorias.

Si nuestros Elementos pudieran servir de alguna
utilidad 4 los que se dedican & este género de estudios,
nos creerfamos suficientemente recompensados del tra-
bajo que nos han proporcionado y del tiempo dedicado
4 su publicacion. St por el contrario, d causa de nuestras
débiles aptitudes, no lograran el fin que nos hemos pro-
puesto, concédasenos benévola indulgencia, en gracia
del vehementisimo deseo que nos anima de que se ge-
neralicen los conocimientos matemdticos en nuestra na-
cion mucho mds de lo que lo estdn en la actualidad.




ADVERTENCIA

Las citas que se hacen de tratados de Algebra, se
refieren 4 las obras que a continuacion se expresan y se

indican abreviadamente por los signos comprendidos
entre paréntesis.

Salinas (1) y DBenitez (M.,)—Algebra.— 1.2 y 2.2 parte. Ma-
drid, 1885 y 1888.—2 vol. 8.°—(S. B.—1.° 6 2.°—n.” ).

Briot (Ch.)— Lecciones de Algebra elemental y superior,.—
Traducidas, ampliadas y completadas con numerosas
notas y extensos apéndices por C. Sebastian y B.
Portuondo.—Madrid, 1880.—1 vol. 8."—(B.— 1.2 0
2.2 parte.—n.% ).

Rubini (R.)—Tratado de Algebra—Traducido por D. Emilio
Marquez Villarroel.— 1.2 y 2.2 parte.—Sevilla, 1832.
—2 vol. 8.°—~R.—1.° 6 2°—n° )

Laurent (H.)—Traité d’Algeébre.—4.* ed.— Paris, 18387.—3
vol. 8.0—(L.—1.°, 2° ¢ 3.°).
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CAPITULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

l.—Formas: definicién.—Se d4 el nombre de forma
algéorica d toda funcién algébrica, homogénea, racional y en-

tera de dos 6 mds variables. Por ejemplo, son formas las ex-
presiones siguientes

a0z + by 4 cy?, az® - bay? <+ cy®,
g+ bx" 1y xRy - 4 fxy"t - sy,

- Nota.—La palabra Jorma corresponde 4 la voz inglesa
quaniic, con la cual el matemdtico inglés contempordneo Arturo
Cayley designaba las funciones homogéneas en general,
2.—Clasificacién de las formas.—Las formas algébri-
cas se clasifican 6 por el nimero de variables que encierran,
6 teniendo en cuenta sy grado. Se denominan dinarias, ter-
narias, cualernarias, ete., las formas que tienen dos, tres, cua-
tro, etc., variables respectivamente; v se denominan cnads 4-
licas, cibicas, bicuadraticas, y en general, del/ grado n, las

funciones de segundo, tercero, cuarto, y én general, del 5o orado
Por ejemplo

ﬂ$3“+b$y+€y3 es una forma binaria cuadratica.
Gi}d-ﬁ— bil“y,ﬂ—[—c:ryg-{-(fyg-f-ﬂﬁ'ﬁ es una forma ternaria cibica,
ax"4-hag" - Yt e .—{-fl;“.’yn —1+$y” ¢s una forma binaria del grado 49,



4 ELEMENTOS

3.— Notaciones ¥y simbolos.— Una forma binaria del
grado n tiene, €n general, la forma siguiente

g, a0y 0"y, R g 2T ()

en la cudl se puede observar que los términos que la compo-
nen son iguales 4 los de la potencia n del binomio & < ¥ (a),

s sl
+ o [;] i e [ﬂid oyt=t=Hyls

betraccion hecha de los coeficientes. o€ ha convenido, y apre-
ciaremos mas adelante las ventajas de este convenio, en asignar
4 cada uno de los coeficientes literales @o @y, g, .. Gn, de la
forma, el correspondiente coeficiente numérico del binomio 1,

Ht], {g’] [nf—ll oA escribif la forma binaria an-

terior del modo siguiente:
" n n—1 n n—2 42
aﬂﬂ:+1 ay & y—{-%aﬁm (i
N 5
“ie "‘I— [?3—*‘1 l (]’-n_lﬁy“ 1 ...l_. a, yn. (%)

En el caso de que 4 los coeficientes de la forma se les afecte
de los numéricos del binomio, segin acabamos de decir, se
representa la férmula simbolicamente, siguiendo la notacion
propuesta por Cayley, del modo siguiente

{{fﬂ, Aqy Ogyee oo Cpys ﬂ'ﬂ) (m,?j)'";

y cuando la forma se considera sin los coeficientes numeéricos

e

(a), — Siguiendo la notacién propuesta por el notable matematico suizo
. Py - y
Ieonardo Euler, representamos por €l signo [ P] (1éase 72, sobre p) el nimero

de combinaciones de la clase p que pueden formarse con 7z objetos, es decir,

[ 7 ] 12 (n—1)....(n—p+1).
que =
7 A SOl

E ]
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del binomio, como la (1), se cruzan los paréntesis, ¢ se cruzan
y agrega al primero una flecha, de la manera que expresan
los simbolos siguientes

L

mn
(a{}’ al.’ ITE, e an aﬂ_]_! {Bﬂ. ‘)rl m! y) b
i ik
ﬂﬂ_-, Hlﬁﬂﬁ‘ﬂ”‘ﬂﬂ—j_! Hﬂ- (f {r-‘ y) 4
S

propuestos también por el ya citado matemadtico (a).
Del mismo modo, la forma ternaria del grado n se repre-
sentara con los simbolos

(G'Da iy ees o Mly_qy @ rt}(iﬂ J!"’)
(i' ({EE’J {Il"'”' nn__l’“” E i y': E)H

segun que los coeficientes literales @, @ gy ovo Uyyy Oy, €SLEN
0 nd afectados de los coeficientes numéricos de la potencia
(2 4y -+ z)". Esta notacion puede generalizarse 4 una forma
de cualquier grado y de un nimero cualquiera de variables.
Ademas de la anterior se suele emplear por algunos au-
tores, especiaimente alemanes, ofra notacidn que es tambien
muy ventajosa. En ella se designan todas las variables con una
misma letra afectada de los indices 1, 2, 3, etc. de manera,
por ejemplo, que &, &y, X5, ¥,, designan cuatro variables dife-
rentes; los coeficientes algébricos de los diversos términos de una
forma se indican también con una sola letra, 4 la que se afecta
de todos los indices de las diversas variables que entran en
aquel término, repitiendo cada indice mntaa veces cuantas
unidades tenga el exponente de la variable 4 que corresponde,
con tal que se entienda que una potencia ¢” debe escribirse

bajo la forma de un producto z,.&,. &y ......., compuesto

(a).—Cayley propuso primero los signos ( 3[) y (tﬁ), y posteriormente

empled los ( )( ) y ( E ), que son los que se emplean con preferencia,
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de m factores simples. Con arreglo a esta notacion una forma
binaria ctbica se escribird del modo siguiente

(yyq By By Bq0y90 Ty By Bgi-Qy99 Ty Lo Potogp Tg T Ty
una forma ternaria cuadrada se escribira;

(lyy L1 By —+ Oop Lo Lo
~+ gq &g Tyt 2045 &4 Lot 2045 Xy T3 2093 T T,

0 también

gy Xy Ly~ Qgq Ty To—+sg Ty Ty Cyo Ty To—+013 Ty T4
0y Ty By Qgg Tg By—t0gy Ly Ty 030 T3Ts,

y en este caso se entiende que @ = @1, Goz = Q3 , ¥ €N ge-
netal ~a_ == 0.

De una manera general, y empleando el signo sumatorio 2,
una forma cuadratica, de n variables puede representarse por €l
simbolo

}ﬂﬂm: &y, &;

en el que cada uno de los indices h, ¢ puede tomar todos los
valores 1, 2, 3, .... n, teniéndose ademds de una manera gene-
ralquéen.—a..,

Andlogamente, una cubica de n variables se puede repre-
sentar con el simbolo

Sl Ty X
en el cual los indices k, 1, £, pueden tomar todos los valores
1.2, 3, ... 0, teniéndose ademas ique g T 0 =0

?'Sﬁ N——

——mh

— ..... Esta misma notacion puede aplicarse 4 una forma de
cualquier grado y de un numero cualquiera de variables.

Por dltimo, observaremos que, segiin Aronhold, Clebsch y
algunos otros autores, una forma cualquiera puede represen-
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tarse simobolecamente por la potencia de una forma lineal de

tantas variables como tenga la forma dada, y cuyo exponente

sea igual al grado de la forma primitiva. Asf la forma binaria
del grado n

oo+ (1] oo+ [flasrt a4t
L2y lbamerttae: @)
puede representarse por el simbolo
( %y By =+ % &y ]H.

Desarrollada, como sigue, la potencia indicada

n
n
('11 A ‘3’2) = o [ 1 ] o "oy 2 " o4

n n |
n=2 o 2p n=2 0 2 n-1 n—1 Bop 0
[2]“1 dp 1" Wy +"“+[n 1]"11 g~ Wy Wy Ty Wy

_—

y comparando el resultado con la forma (3) se vé que los coe-
ficientes numéricos y las potencias de las variables son los mis-
mos en el desarrollo que en la forma propuesta, y obtendremos

ésta por completo estableciendo las siguientes igualdades con-
dicionales

n—1 AR
Gl o
n—23 e
R e e O i (4)
o™ ==,

Todavia se simplifica mds esta notacién representando
por «,, 6 simplemente por «, el binomio o #; + % 3,
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en cuyo caso la forma (3) se representa por uno de los sim.
bolos &, 6 «, . |

Del mismo modo, una forma ternaria del grado n, con los
coeficientes numéricos del binomio, 6 mejor dicho del trinomio
en este caso, se representard por el simbolo

n
(“1 By =t %9 Ty +a3ma)

6 mds sencillamente por o, 6 «,; pudiéndose generalizar esta
notacién 4 las formas de cualquier nimero de variables.

De las notaciones anteriormente expuestas adoptaremos
la primera por parecernos la mas clara y sencilla, y por ser
ademds la que se emplea con mads frecuencia.

4k.—Descomposicion factorial de una forma.—Entre
las multiples cuestiones que el Algebra se propone y resuelve
de ordinario, es tal vez la mds importante la siguiente: Dado un
polinomio algébrico, vacional y entero de una variable, con coefi-
crentes reales 0 imaginarios, hallar los valores de la variable
que sustituidos en dicho polinomio le rveducen & cero. Segun ya
sabemos (a), el ntimero de estos valores de la variable es igual

al grado de la ecuacioén: si suponemos ademds que el polino-
mio €s

a, 2", "0y 22 0, 2F0,=0  (B)

y representamos sus raices por o, O, Gg, +... o, Sabemos tam-

bien que este polinomio puede descomponerse del siguiente
modo:

a, :’E"—i-ﬂl i wfm /5 2 = e "[" (y—q $+aﬂ-

=0, (9—%) (#—05) ... (¥—at,);  (6)

 @—=6 B—2°—n° 305)—(R—2°—0° 304.).—(B.—2. parte.—
0.° 188.) \—(L.—3.9—P4g. 6).
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debiendo recordar ademds que en esta ecuacion se verifican las
igualdades que siguen;

(
wdq I 1
al}
a
et 2
2‘3’1 ﬂl‘:g SR + ?
0
.
P (7)

llllllllllllllllll

llllllllllllllllll

Propongamonos ahora verificar una resolucién y descom-
posicién andloga en las formas binarias, pues como mas ade-
lante tendremos ocasién de apreciar, en muchas cuestiones
de la TEORfA DE LAS FORMAS, cuyos principios fundamenta-
les nos proponemos exponer, hemos de emplear dichas for-
mas descompuestas factorialmente. Sea, en seneral, la forma
binaria

0. b, @ gy by O TG Y (8)

y supongamos que se quieren. nallar los sistemas de valores
de # € y que la anulan, 6 en otros términos, que se quiere
resolver la ecuacion

a, i e @4 o'~ Y
F o P Oy oy Gy =0 (8

ecuacién que por contener dos incognitas €s indeterminada.
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Haciendo # = fy en la ecuacion anterior y dividiendo por ¢,
se tiene‘la ecuacion determinada

a, 3“"]‘631 "lt-ay 2 A0, T-a=0 (10)

que se sabe resolver, y cuyas raices se pueden designar por a,,
0o, O, .+u &,. Pero como @ = fy, si se sustituyen en lugar de ¢
sus i valores, obtendremos el sistema de n ecuaciones lineales
que sigue: |

fiemeity el 8 TR o L PSHR S sl RS (1 1)

Ahora bien, cada sistema de valores (2, ;) que verifi-
que a una cualquiera de estas ecuaciones, 4 la primera por
ejemplo, digo que serd un sistema que verificard a la forma (8);

en efecto si en la forma (8) hacemos z =1z, é y =y, se ob-
tiene

-]
a, %" +a, 2," y
-2 2 -
+a2 {Uﬂin yl + R R ﬂ.....l ml ylﬂ 1+I£I'“y1ﬂ"I

pero como 2, = «a, 4, , sustituyendo este valor en la expresion
anterior y sacando g, " por factor se tiene

(G " 4 @y 01 g, 02 L 0y,

y como ¢en este producto, el factor comprendido entre parén-
tesis es nulo, porque o, es raiz de la ecuacién (10), el sistema
(@, y,) anula la forma (8) como querfamos demostrar. De aqui
se deduce ademds, que la resolucién de la ecuacién indeter-
minada (9) del grado n, queda reducida 4 la de la ecuacion
determinada (10), que también es del grado n, y 4 1a de las n
ecuaciones lineales indeterminadas (11); diciéndose por esta

causa que la ecuacion (9) es equivalente al sistema de las
ecuaciones (10) y (11).
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Ademds, considerando 4 la ecuacién (9) como de una
sola incégnita 2, como efectivamente lo es cuando se asigna 4 y
un valor particular, las raices de aquella ecuacion son; # =

oy Uy &5 00 Y, oo &=, Y, ¥ por lo tanto, segin la descom-
posicion factorial antes citada, tendremos

a, &0, 27 yta, 2y My 2y~ +a, Y

=0, (2—u y) (—2%y).....0—e y); (12)
y de este modo el polinomio (8) se halla descompuesto en tantos
factores lineales como unidades tiene su grado, ademds del
coeficiente de su primer término.

Por todo esto se vé, que la ecuacién (9) considerada tes-
pecto 4 las dos variables, admite en general infinitas soluciones,
que son las que se deducen de las ecuaciones (11); pero si
aquella ecuacién se considera con respecto 4 la razén de dichas

variables, y suponemos la de # 4 7, entonces la ecuacion se
convierte en

; ;.r.ﬂ _"1 mﬂ-'—ﬂ

" 7 : @ s
a, F -+ g - a, e e ? L.=0 (13

que no admite mds de n valores, que son los anteriormente
obtenidos para la ecuacién (10) y que yd hemos designado
por Gy, %oy Ogy eees % de consiguiente, Si repreisentamosf
pot (&, y;) uno cualquiera de los sistemas que satisfacen a
la primera de las ecuaciones (11), por (%, y,) uno de los que
satisfacen 4 la segunda, y asf sucesivamente, tendremos

@ 9% e ol

e— _&?_l_ f ; --—-—g' [ T ‘_'_a"“ ....“mnn-—- - 3
1’11...._. § e e 3 a 2 y
Uy 2 Ya Ys f

v estas seran las raices de la ecuacion (13) en la cual la incog-

nita es L . Ahora bien, segin sabemos por el Algebra, se
Y

tendra:

off =Tty Bl a
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6 también
g —2
mﬂi mﬂ- 1 mﬂn :2-;
a‘ ——— a 2 +a =T +ll'l-il-l—an—1_ ﬂ
0 yn + 1 yu it 2 yﬂ 2 y )

= — &) (5~ ). (T =) ({— ).

El primer miembro de esta expresion multiplicado por
reproduce la forma propuesta (8), luego el segundo debe tam:-
bién reproducirla al multiplicar por el mismo factor, mas si efec-
tuamos esta multiplicacion-se obtiene,

Go 2" +a; 2%ty +a, 2" % P40 2P 4 a,

{1 :
; (2yy—ys) (@Ys=y2o) oo (@Yo—y2a)5  (15)
Y1 Yo Yz oo Yn
expresion en la que ya tenemos la forma descdmpuesta. facto-
rialmente. Para reducirla 4 otra forma mas sencilla, haciendo
do

Y1 Y2 Y5 - Yn
miembros de la (1b) por el coeficiente a,, verificar las opera-
ciones indicadas en el segundo miembro, y aplicando las for-

mulas (7) se obtienen las siguientes expresiones:

rmmm——
gL

que desaparezca el factor , podemos dividir los dos

o
G
St )
a{} yl yﬂ yﬁ “‘yﬂ‘
0 b Tei U
ST 3
Qo Y1 Yo Yg ooo o Yn
o s 1o N (___1)?:-1 Exi Lo o+ Tnq Yn
; Forsae )
% Y1 Y2 Y3 ++o Yy

- (__1)?1 _zml $2 :'2;.5 i mﬂ—l ‘Q}ﬂ .
)
Qo Y1Y2 Yz evve Yn

— L m—— s B S e i '

o p—— - w
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de las cuales se deduce ficilmente

bo— Y1 Yg Ygeeee Yn)
A== —21 Y Yg.+++ Yn
5=20; Ty Y3+« Yn

------------------------

llllllllllllllllllllllll

Gl 2 o T,

0= (—1)" 2y Bpu.. Doy B=(—1) @, Bp.0v lay T

en cuyas formulas haciendo y,—y,—y,—...—=y,=1, se obtienen
las conocidas relaciones que ligan 4 las raices de una ecuacion
con los coeficientes de la misma.

Sustituyendo el valor del producto ¥, ¥, ¥,.... 4, que se de-
duce de la primera de las relaciones anteriores, en la expre-
sién (15) se obtiene finalmente

By 8" +ay 0" Y0y @0 YAy 7Y T 0, Y

=(ay;—Yy2;) (@Ys—YZo) ... (BYn—y—Yn—y) (@Y—Yy2,) (16)

que es una expresion factorial de la forma binaria del grado n
de que haremos frecuente uso en los capitulos siguientes.

Nota.—Debe observarse que la ecuacion no homogénea

a, 3"+a, 3" -a, 3" A0, 540, =0

puede siempre reducirse 4 la forma homogénea, haciendo
%t == —— y multiplicando después por y".

g
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CAPITULO 1.

DISCRIMINANTES.

b.—Discriminantes: definicion, notacion y ejem-
plos.—Si de una forma de grado n y con k variables, se ha-
llan las [ derivadas parciales de primer orden y se igualan 4
cero, la resultante de estas [ ecuaciones ha recibido el nombre
de discriminante de la forma dada (a). Por ejemplo, sea la
forma binaria cuadratica

—— 2 ; 2i 1
U=a, 2?20, zy-+a, y?;

hallando sus dos derivadas parciales de primer orden, que de-
signaremos por U, y U/, tendremos:

5 U, —a, v4-a, y—o,
lates, sl

cuya resultante

ﬂ“n {11

[EEre e ) 2
0 "2 1
&y Qg

sera el discriminante de la forma dada.

Anotaremos los discriminantes de una manera abreviada
0 simbolica con la letra griega A, afectada de un sub-indice que
exprese el numero de variables que contiene la forma, y de un

indice que nos haga conocer su grado: asf en el ejemplo ante-
rior el discriminante se designard por

, Wil
2 =0, Go—0, 2,

(2).—La palabra discriminante, empleada primero por el eminente analista
inglés contempordneo Juan Jerénimo Sylvester y aceptada después universal-

mente, proviene del verbo inglés t0 discriminate que significa distinguir 6
seitalay.
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Ejemplos de discriminantes.—1.°—Tomemos como
primer ejemplo la forma ternaria cuadratica

—a, o*+a, P’+a, 224-2a, vy+2a, 22420, 4z
cuyas tres derivadas parciales de primer orden son

e fea
% U, —@, T103 Y10y 320,

F prit,
¥ U/=a, v+a, y+a; z=0,
& U/=a, z+c; y+a, 7=o;

y la resultante de estas ecuaciones, 6 sea ¢l discriminante de la

forma sera

8, az 0, |
Af2=105 & 05\ =q @, 0,420, 0, 05—06 Q37— 0,5 —0, 05",
a, a a,

9.9 _Formemos el discriminante de la forma binaria cubica

U=a, 2°+3a, #2 y+3a, oyta, 9°;

igualando 4 cero sus dos derivadas parciales, se obtienen las

ecuaciones

1 ¢ ¢
= U,/=a, ©*4+2a, 2y-ay y%

&

: o
— U,/ =0, 2°+2a, 2y, y*;

T i

y aplicandolas el método de eliminacién de Sylvester (a) daran:

a, ¥*+2a, ©* y+a, zy’ =0
a, &* y+2a; 2y y'==0,
@, 220, 3 y+ a5 2y’ =1,
0, & y=4-2a, 2y’ —a; y'=0;

(2)—(S. B.—2.°—n.% 337.) —(R.—2.°—n.° 595).—(B.—~2.? parte—n.% 278).
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y el discriminante de la forma sera

a, 2a; a. o0
@ﬂl (13
g2 0 o )
0 @& 2a, a

determinante que desarrollado nos dara:

Ay=a,’ aytha, a5 —60a, a, ay a;4-ha)’ a;—3 o)’ a)f
:(ﬂﬂ @5 32)9“4 (‘{Iu {Ig"“‘*ﬂ.ﬁ) (ﬂ; ﬂg——ﬂ-f)+

3.°—Sea, por tltimo, la forma binaria bicuadratica
U=a, o'4-4a, @ y+6 a; &* y’+4a; xy’~-e,

formemos sus derivadas parciales ¢ igualémoslas 4 cero y se
tendra:

l U j'------t‘ft"«r:: & ""'"3{31 z* ‘y—]—gﬂg un;y%"—ﬂa yﬁzg,
FU/=0, o430 ¢+, oy’+a, y=o!

aplicando 4 estas ecuaciones el método de eliminacién de
Sylvester, se obtiene el discriminante:

; a0 30 00 e
Q.30 30 Ay o
W R R e

] dySay 80 010 Yoiinb
D AR SR
USRI

Ty,

s |
L
Ty
Lo

cuyo desarrollo es el siguiente polinomio:

5
a, 00+ Blaaa’e,— 184 a.a
—9
A 27a,? +04& ROWIT R —|—108a a,a,0,"—180a, 0,0, a5,
— ba a,’ 03 o, +81a, ut at — Bha a’a;’ — 270'a’

.x"“lOBai Q030— b4a e  — dhalale, + 36aja’es’
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g.—Propiedades de los discriminantes. — Teore-
maI.—Z/ discriminante de una forma cuadrdatica de cual-
guicr nimero de variables, es un determinante sunétrico.

Este teorema puede deducirse de la simple inspeccién de
los discriminantes obtenidos en los dos primeros ejemplos del
parrafo anterior, pero puede demostrarse también directamente
del modo que vamos 4 decir; mds antes advertiremos qué, para
las formas cuadrdticas, la notacién mas comoda y sencilla es
la de doble indice explicada en el n.° 3, en la cual se designan
POL @y, @z, Ossy....s, 105 coeficientes de los cuadrados 2,
22 @l Y POr @, G5, @a,...., l0s de los productos z; s,
@, Ts, Ty Ts.....; debiendo recordar también que en ella se es-
tablecié de un modo general que a,,—=a,. Ahora bien, em-
pleando esta notacidn, el discriminante de una cuadrdtica cual-

quiera (@, @iz, Oaye-o) (@i Loy Lsse.0.) ticne evidentemente la
forma

g
A = sy Q3 Qzg. oo o

que es un determinante simétrico en virtud de la relacion
2. =1,

7.—Teorema I1.—S7 e/ discriminante de una jormna cua-
drética es nulo, la forna corvespondiente puede descomponerse
en un producto de dos factores lineales.

Elijamos, por ejemplo, la forma cuadrdtica ternaria

U=a, z’+a, y’+a, 5°4-2a; oy+2a, w5+20; Y2

cuyo discriminante
; 9
ﬁ;:aﬂ- a, a2+2ﬁ35 a; 35'—“&{} ﬂﬁl——ai ﬂ-f-—-ﬂg (-

~ hemos formado en el ejemplo 1.° del nimero B; y vamos 4 de-
mostrar qué, si A=, la forma U puede descomponerse en el
producto de dos factores lineales.
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En efecto, igualando a cero la forma propuesta y resol.
viendo la ecuacion resultante con relacién 4 g, se obtiene

—(s y+a5) + V (05 y + 0, 2 —a, (@, 4 + 2a; ys+a, 2)
Ao

V==

_ —(ay-a0)+Y/ (@5 —a,0)y"+2(a;0—a, ag)yz—(a—a_1,)2> :
[ S—— aﬂ L |

la cantidad sub-radical serd el cuadrado exacto de un binomio
hy—+Fkz, si se tiene

' 2 2 &
(@5 ai—a, a,)*—(a; —a, a;) (0, —a, a5)—0:
y como desarrollando esta expresion se obtiene
ag (ﬂ-g ﬂf—l—a{ a_.;-,g‘l-ag {1;—-&0 {Ei ag_-“ﬂag d&, ﬂ.’;:;): ——*(Zﬂ A;,

que es cero por serlo A% los valores de 2 tendrdn la forma

p— G Y0, 2) + (hy+-kz)
Ao :

mas como 4 su vez la forma propuesta, considerada como fun-
cion de 2 solamente, tiene la forma

U:{Iﬂ (J:_"‘ ﬂ-:) (3?""”‘1%) :

designando por o, Y a5 los valores de #, esta expresion se re-
duce &

&

T aﬂ(&?—-- —(a: y 4 a, 2) 4 (hy + kz) )

0

¥

(m—- _-(aﬁy—l-aiz)*-—(ky-l—/ﬂz))
Ao
0 sea

U=(M, z+N, Y+P, 3) (M, 24N, y+P; 3),

_COmo se queria demostrar,
;
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8. —Teorema IXII.—Z/ discriminante de una forma de k
variables y del grado n, es una funcion homogénea de los coefi-
cientes de la forma dada y del grado k (n—1).

En efecto, el discriminante es la resultante de £ ecuaciones
del grado n—1, y debe contener los coeficientes de cada una
de estas ecuaciones con un grado igual al producto de los gra-
dos de las ecuaciones restantes (a); es decir, con el grado

(n—1)*". Ademds estas ecuaciones derivadas contienen todos
los coeficientes de la forma primitiva con el exponente uno,
por lo tanto el discriminante los contendra con el grado
k (n—1)",

Aplicaciones.—Como aplicaciones vemos que los dis-
criminantes obtenidos en los ejemplos del n.° 5, son funciones
homogéneas de los grados 3. (2—1)*"'=3; 2 B3—1)"'= 4y
2. (4—1)*""=6 respectivamente.

9.—Teorema IV.—S:¢ en una forma U de gradon y k va
riables, se di @ los coeficientes que multiplican @ la primera po-
tencia de una variable x el indice A, @ los que multiplican la
segunda potencia el indice 2, y asi sucestvamente; la suma de
indices en cada térmaino del discriminante sevd constante é igual
¢ 0 (0n—1"1, 6 sea, el discriminante serd una funcion isobdrica-
de los coeficientes y de peso igual ¢ n (n—1)"" (b).

La teoria de la eliminacién (véase la nota del teorema an-
‘terior) nos ensefia qué, si en un sistema de ecuaciones, se atecta

cada coeficiente de un fndice igual al exponente de la potencia
de # 4 que multiplica, la suma de los indices en cada término

de la resultante es igual al producto m » p...., de los grados de

(a)—(R.—2.—n.° 605).—(L.—3.°—P4g. 134).—Sobre este teorema, el si-
guiente y cuantos puntos se relacionen con la teorfa de la eliminaci6n, deben
consultarse las obras siguientes:

Fad de Bruno (F.).— ZVedrie génerale de I Elimination.
Salmon (G.).—Zessons introductory to the modern higuer Algebra.

(b).—En toda funci6n se llama peso de un término 4 la suma de los productos
del exponente por el indice de cada factor; as{ en el término a,™ay ™ a3? 0.0 o
se denominard peso 4 la suma 7+ 22+ 36 + .... Una funcién se llama isoba-
72ca cuando todos sus términos tienen el mismo peso,

3
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las ecuaciones. Supongamos ahora, que en la primera de lag
ecuaciones, el indice del coeficiente de x, sea b en vez de 0; el
del coeficiente de 4! sea -4~ 1, y en general, el de la poten-
cia #° sea 41 en lugar de i; el resultado de esta modificacién
es evidente que serd el aumentar la suma de los indices en tan.
tas veces i como coeficientes de la primera ecuacidn se encuen.
tran en cada término de la resultante: y como cada término

contiene n P....., de estos coeficientes la suma total de indices
se convertira en
o

MO Poeset+hnp....=(m=+h)np.... .

Ahora bien, en la cuestién que nos ocupa, del discrimi-
nante de una forma U del grado n con k variables, podemos
observar qué, en las derivadas U, U,,...., cada coeficiente
multiplica la misma potencia de que en la forma primitiva [,
pero que en la derivada U, cada coeficiente multiplica una po-
tencia de z menor en una unidad que en U; y por tanto el
coeficiente de un término que contenga la potencia 2’ estard
afectado del indice (41, por ser originado por uno que con-
tiene la "' en la forma primitiva: de donde se deduce que la
suma de los indices en cada término del discriminante sera

=1+ -1 "'=pn (n—1)"1
como se deseaba demostrar.
Ejemplo.—Sea la forma binaria

@y '+, ay~+a, 1

su discriminante que segun ya sabemos es

Qa a
7 et oo 1

resulta funcién isobdrica y de peso igual 4 2 (2—1)=2.
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Escolio.—Los resultados obtenidos en los dos feoremas
anteriores se expresan de una manera abreviada diciendo,
que el nimero & (n—1%" es el orden del discriminante, y
n (n—1)*" es su peso.

10.—Teorema V.—La resultante de una forma binaria
U=a,, 0y, tg\.... a,) (&, 9, y de su derivada parcial U, es
wual al producto del discriminante de la forma dada por el
coeficiente ay; ¥y la resultante de o misma Jorma y de su deri-

vade pavcial U/ es igual al producto del mismo discriminante
por el coefictente a,.

En efecto, por definicidn, el discriminante de la forma U
es la resultante de las dos ecuaciones

el B U,/ =o;

asf es que si en una de las dos funciones U,’, U, se sustituyen
las raices de la otra y se efectda el producto de los resultados
obtendremos su resultante, y por consiguiente, el discriminante

de la forma U. Ahora bien, segin el teorema de Euler (a) so-
bre las funciones homogéneas tenemos:

nlU=clU, +yU,

y por consecuencia, st en esta identidad sustituimos por @ € y
* ’ e 5
las raices (@, U1") v (Lo s Yo )y - e de la U, =0/, y designamos

U ’ ’ | ierten
por le ng-uypﬂr Uy:{, Uy*E, ..vev €0 lo que se conv

Uy U, respectivamente por esta sustitucién, obtendremos las
siguientes igualdades:

¥ gptana= /
ﬁ' U].:yrl Ury.li 5 '?3 UB : D‘,y’!,illll & a8 ﬂ Uﬂ‘—"ﬂy T Uy’n'.l

que multiplicadas término 4 término nos daran :

e e [ :.I'f T .T'F,
1" LI Uz EP‘ so 00 Uﬂ;:yrl . yrﬂ"“”yﬂ ; {J il"i 'D 34"':‘,’“" L ¥

n*

(a)—(S. B.—2.0—n.° 289).—(B.—2.2 parte—n.° 146).—(L.—2.9—Pag. 174).
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El primer miembro de esta dltima ecuacion es la resultante
de U—oy U,/—o, segin sabemos; el producto ¢,". 4, .... 4,
es igual al coeficiente ¢, (n.° 4), y el producto U ’yri . U’y.ﬂ.....

U, , esla resultante de las dos ecuaciones U,’=—oy U,=o,
n

6 sea el discriminante de U; por consiguiente es cierto que la
resultante de U y U," es el producto del discriminante de [J
por Q.

Si en la igualdad a U=z U,'+y U/, sustituyéramos en vez
de x € y las raices de la ecuacidon U,'=—o, demostrarfamos en
virtud de un razonamiento igual al anterior, que la resultante
de Uy U, es igual al discriminante de U multiplicado por a,,

Corolario.—-Para obtener el discriminante de una forma
binaria dade U —(a,, a,,... a,) (X, y)", es suficiente dividir
por a, la resultanie de las dos funciones U y U,

Ejemplo.—Aplicando la proposicién anterior 4 la forma-
cion del discriminante de la forma U=—qa, v2-F2a, xy--a, 9,
se obtendrd:

Pl iy
U =a, 1°4-2a, xy-+a, 2,
5 Us=a, v +a, y;

y la resultante serd

to 20, a,
R='|a; a; o |=0,0—20,0°+0a, Aoy A2

y por lo tanto el discriminante

Koo B
2 a5

Observaciones.—I.—En la demostracidn del teorema

anterior hemos supuesto que la forma estaba escrita con los
coeficientes numéricos del binomio para mayor sencillez, pero

el teorema es igualmente cierto cuando la forma no tiene estos
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coeficientes binomicos, porque sus coeficientes extremos a, y a,
no cambian de valor.

II.—Siendo la forma del grado n

U—a, 2"+ [? ] a; " Y+ [g] a 2" P ..

[nil] Gt BY" 100 Y,

su derivada parcial U,  serd

U/=na,a | ] | =)0y 2ty

-+ [g’] (n—2) a, $ﬂ4y9+ + [ ﬂil] Tui 5

y por tanto los coeficientes de esta segunda funcién tienen el

factor comun n; pero como la resultante B (U, U,) contiene los

coeficientes de U, elevados a una potencia de grado n, esta

resultante admitird el factor n*. Por consiguiente, haciendo abs-
traccion de este factor, puramente numerico, tendremos |

; .

A= R(g’ U 0 sea n A;ﬂR(U’ U"’)-.

n'. a, a

B

11.—Teorema VI.—E/ discriminante de una jforma bina-
ria U=(a,, ay,... a,) (¢, Y)* expresado en funcion de las raices
de la forma, se obtiene por la formula

Ag"=(— 1)~ ap, yo—r1y @)@ Y5—Y1Za) o (Lt Yu— Yot Ba)’.

En efecto, para obtener el discriminante A7 de la forma U,
es necesario formar la resultante B (U, U,') y dividitla por ao;
pero para obtener esta resultante, serd preciso sustituir en una
de las dos ecuaciones /=0, U, —o, en la segunda por ejemplo,
las raices de la otra y formar después el producto de los resul-
tados obtenidos. De manera que si representamos por (#y , ¥y)»
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(@) Ys)yeenes (T4, Y,) las raices de la ecuacion U=po, y por U:-;_!:

Ux; ... U, los resultados de sustituir en [

f: 3

estas raices
tendremos:

B U

@

0
]

Ahora bien, hemos visto anteriormente (n.° 4), que la

forma propuesta puede representarse en funcidn de sus raices
del modo siguiente

U= (2y,— yz,) @y — y9). ... (240 — y2,);
de modo que su derivada U serd

£

[ Y @Yy (wys—y ). (@Y, — Y2,

[ ,__\ +Jo (@Y1 —Yy2,) (LYs—y2g).....(2 0, — y2,)

Sustituyendo en esta expresion de U/, en vez de 2 & y las
raices (2, 1), (@ Yo)v-... (2, 4,) de la forma U, veremos que
al sustituir (2, ¥,), por ejemplo, solo nos quedaria la horizon-
tal 1, pués todas las restantes contendrian el factor (@5, Yp —

Yn &x) que es nulo; por consiguiente los resultados de las susti.
tuciones serfan los siguientes:

U =0 (@1 YY1 23) (7 Y5~y 25).... (2, Yo — Y1 Zn),

Us=e @ i—Ya 1) (@ Ys—Yo @)....(@5 4 — 95 ),

lllllllllllll
lllllllllllllllllllllllllllll

lllllll
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
L] [ ] L ] L]

e
U, =0 (91— 20) (@0 Y €. (@ i— Y T 1)

Al formar el producto de estas expresiones debemos tenet
presente que, si el producto contiene un factor de la forma (24 Y
— &y), contendrad también el factor (@x Yoy @) igual y de

— e ——

e . T,
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signo contrario al anterior; y por tanto en vez de estos dos
factores podrd ponerse su producto—(z, Yp—1Ur &,)%; mas siendo
el numero de estos factores igual al de las diferencias dos 4 dos
de las n raices de la ecuacidén I/=p, que son 1 n (n——1), de-

bera afectarse al producto final del signo (-—_1)'% it

; luego la
resultante buscada sera

(U, U)=U0. .U, . U, .. ... U, = (— 1)} 200y

]
-

Yu-Ya-Yae oo Yo (BYa—Y 12 (@ Ys—Y 123 .. oYYz, ).

Dividiendo ahora por a o—11 Yo «o+« Yy, Para obtener el dis-
criminante, obtendremos ﬁnalmente

A= @ 2 s i, 1)
como querfamos demostrar.

Observacion.—Si en la expresién (1) que acabamos de
obtener hacemos y,~=y,—.... y»—1, obtendremos la proposi-
cion siguiente que es de frecuente aplzcacmn EL discriminante
de una ecuacion es igual al producto de los cuadrados de las di-
Jerencias de las raices de esta ecuacion.

12.—Teorema VII.—Si una forma binaria admite raices
1guales, su discriminante es nulo, y reciprocamente.
En efecto, sea la forma U=la,, 0,0 o a)(2 4% y
supongamos que admita solamente dos raices iguales (a:ri, yl)
(@9, yo) : si tal sucede tendremos

Ve el |

y por lo tanto segtin la expresién (1) del discriminante, A F=0,
Reciprocamente, si A o'—0, €l segundo miembro de la expre-

sion (1) no puede anularse de otra manera siné anuldndose uno,
al menos, de sus factores; de donde si

'@1 yﬁqyl -’ff'g:ﬂ se deducira =



26 ELEMENTOS

y por consiguiente la ecuacién U=o tendra al menos dos raices

iguales.

Observacion.—De este teorema puede darse también la
siguiente sencillisima demostracion. El discriminante de la
forma [ es, segin hemos visto (n.° 10), el cociente de la resul-
tante de las ecuaciones U:—¢ y U,'=—o dividida por a,; mas si
esta resultante es nula, estas dos ecuaciones tienen una raiz
comtin que serd una raiz doble de la ecuacidon U=o (a).

Aplicaciones.—La proposicion anterior puede facilmente
aplicarse a las ecuaciones de 2.°, 3.2 y 4.° grado. Asi, dela
ecuacion general de segundo grado

a, 52+ a;, 54+ a,=0

se obtiene, haciendo 3=7 — y multiplicando por y?, la forma

J

& . 2 — s
a, & a, xy -+ a, y* = o;

cuyo discriminante

ey
e G ]

a, 20,

debe ser cero para que la ecuacidn tenga sus dos raices iguales.

Del mismo modo, sea la ecuacién de tercer grado presen-
tada bajo su forma mds sencilla

5+ pe =4 g = o;

haciendo 5= i y multiplicando por 4?, se obtiene la forma

T+ pey’ + gy =o:

(8)—(S. B.—2,9—n.0 310).—(R—2,9~n.% 463),—

. (B.=—2.2 parte,—n.* 200
Y sig.) —(L.—3.9P4g, 13 y sig.).
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formando su discriminante obtendremos,

Jraglicsaiciig
s oo 5 2
A7 = o 2 3¢ o = 3 (dp° + 27¢°)
Lo o 2p 3¢

que igualado 4 cero da la condicion que se obtiene por los pro-
cedimientos vulgares del Algebra (a).

13.—Teorema VIIL.—S7 una forma binaria contiene un
factor elevado al cuadrado, su discriminante es nulo.

En efecto, si la forma [/, contiene un cierto factor elevado
al cuadrado, cada una de sus derivadas U, y U, contendra
este mismo factor elevado 4 la primera potencia, y por consi-
guiente, su resultante serd nula; pero esta resultante es por de-
finicién el discriminante de la forma U, luego queda demos-
trado el teorema.

Observacion.—De un modo andlogo, ha hecho notar
Salmon, que si una forma ternaria puede ponerse bajo la forma

U=Xt o+ XV I+ I? o

siendo X é Y polinomios de la forma
X = aw + by + ¢z, Y=dz+by+csz,

y o, §, o formas del orden n—2, el discriminante de la U se
anulard por las soluciones comunes de las .ecuaciones X==o,
Y—o: porque, en efecto, este discriminante es la resultante de
las tres ecuaciones

izl =0, Ui=0

y cada una de estas derivadas contendrd sea el factor X sea
el ¥; al propio tiempo que cada solucién comin se hallara dos
veces en la forma propuesta U.

(a).—(S. B,—2.°—n.° 317).—(B.~2.* parte,.—n.° 203).—-—(L.——3.1—Pﬁg. 55).
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En general, el anulamiento del discriminante es indicio de
que la forma correspondiente admite raices iguales. Y estag
raices que anulan 4 un mismo tiempo 4 todas las primeras deri.
vadas de una forma se las llama razces sengulares.
14.—Teorema IX.—E/ discriminante del producto de dps
JSormas binarias es igual al producto de los discriminantes Js

estas formas multiplicado por el cuadrado de su resultants.
Sean, en efecto, las dos formas binarias

U:(ﬂg, a"i; AL am) (a:! ?})'m: y V::(bmbi? el &ﬂ) (33, y)n;

designemos con (2, yy), (#, §2), +.vr (T, U) las raices de Ia pri-
mera, y con (@', '), (2", 4"), .ou (6™, y™) las de la segunda:

sus respectivos discriminantes tendrdn sesin sabemos la for-
ma (n.° 11),

o (—-l }% M (Mm—1)

@Y=y 2o (205 — g ) .
(mm—-i ym o ym-E “‘/ym)gj

" %“(ﬂ_” Wt f YN 7 sy y 9

= (—1) @y —y &V @y —y gy

(27 (=1 s yrn—u 2 (™)

)

LT BT Y

ahora bien el producto de las dos formas [y V, 1gu
cero, tendrd necesariamente las m raices de [J—
de V=o; por consiguiente su discri

ducto de los cuadrados de las diferencias de todas sus m 4~ p

raices tomadas dos 4 dos, Por lo tanto, este discriminante con-
endra " ' Ind ¢
tendra, no sélo tod?s los f:acteres de A, v A%, sing también los
cuadrados de las diferencias entre las raices de

pero el producto de estas diferencias es la resul
y V, luego el discriminante del producto serd

0, vy las n
minante sera igual al pro-

o

=0V VY=o
tante R de [J

MR A
52 — Agm _ Agn . R2

como se queria demostrar.

alado 4
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Corolario.—S: una jfuncion ractonal y entera de x es de
la forma (x—a) . @ (X), su discriminante serd el mismo de © (X)

multiplicado por el cuadrado de o (a). |
En efecto, considerando 4 (z—a) . ¢ (#) como el producto

de dos factores 2—a y o (), tenemos que el discriminante del
primero es la unidad, la resultante de estos dos factores es © (a);
luego segun el teorema anterior, el discriminante de (z—a) .
o (#) es igual al discriminante de ¢ (#) multiplicado por
(o (@) .

15.—Teorema X.—ZF/ discriminante de una forma binaria
U=(as, 0. 0,) (2, 0 s de la Jorma a, o0, A0
stendo o una funcion de los coeficientes de U, y A" el discri-
iminanie de la funcion...

e n=(0 0. 0, ) &)

Es evidente, en efecto, que si formamos el discriminante
de la forma dada y hacemos en él a,—o, deberemos obtener el
mismo resultado que haciendo @,—0 en la forma propuesta Uy
formando después el discriminante de la forma resultante. Pero
si hacemos @,—o0 en la forma [/, se obtiene

T (g Bpy ooee Q) (@, 4" Gsea  (a—o0) [ (2, V),

y por consiguiente el discriminante seria, segin el corolario
anterior,

Agr [f(ﬂ: y)]g;

y como f (0, 4)=0a,-, este discriminante sera

2 A =i
a‘ n—1 ‘32 0

r

Ahora bien, es evidente, segun lo antes observado, que a
este mismo resultado se debe llegar si hacemos a,=0 en el dis-
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criminante de la forma dada, lo que exije que este discriminante
tenga la forma

— —1
2?1- e {IH CP + agﬂ'—{ ﬁﬁﬂ )

siendo © una funcién de los coeficientes de U.

Por un razonamiento analogo al anterior se probaria qué,

el discriminante de la forma U es de la forma @, ¢ + a,2

I B=l, . ) =i : s vy e
A'"s siendo A, el discriminante de la forma @y, g, ... a,)

(@, )"\
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CAPITULO III.

JACOBIANO Y HESSIANO.

16. —Jacobiano: definicion.—Sz se tzene un sisteina de n
funciones con 0 variables independientes, y se forma un determti-
nante que tenga por elementos de cada fila las primeras deviva-
das de una misma funcion con relacion ¢ cada una de las va-
riables: el determinanie ast formado recibe el nombre de Qe-
terminante de Jacobi ¢ Jacobiano (a) del sistema
propuesto.

Sean U,, U,,.... U, n funciones con otras tantas varia-
bles independientes #,, @,, ... #,; designemos, de una manera
general, por U, la primera derivada de la funcién U, con rela-
cién 4 la variable z,; y formemos el determinante

) T i) T}
Ull 812 D 13|1||1|-1- blﬂ
ol | T Ty 3
U '21 D 22 D 23 & b6 B d B a4 h U EIH'
1 I | BE }
J_"’" UBI 632 Lgaiilllil'i U?}ﬂ:

-------------------------

------------------------

este determinante serd el Facobiano del sistema U, U,,... U

i
Ejemplos.—1.°—Supongamos que deseamos calcular el
Jacobiano de las dos formas binarias cuadraticas;

U=a, x*+2a, zy+a,y?, V=bo 22420, 2y~+-b, 4.
Designando por U, y U, las derivadas primeras de U con
relacion & ¢ ¢ g3 y por V' y V', las de V; la formula (1) del
Jacobiano nos dard en este caso:
Uy Sl

'VI ) 'Fyr

==

|
|

e . 1

(a)—Se le d4 este nombre en memoria del matemdtico alemdn, del primer
tercio de este siglo, Cérlos Gustavo Jacobi que fué quien primero lo empled.
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y sustituyendo en lugar de Um, U',. V., V,/, sus valores, se
tendra el determinante

e 2 (a, 20, ) 2 (ay @0y )
| 200 &by y) 2 (b by )

que desarrollado nos producira para valor del Jacobiano

=4 | (0, 24-a,y) (by 2+b, y)—(0; 2+a3y) (b, 240, y) b
6 bien efectuando operaciones y ﬂrdenandﬁ,

J=k | (a0 by—u,b,) &°+(a, by—a, b,) 2y+(a by—05 b)) ¥

2.°—Imaginemos ahora que se desea hallar el Jacoblano de
las dos cubicas binarias

U=a,4*+3a,2%y+3a,2y%+a,17,
V=b, 27430, 22y ~-3 bomyP+-b.1y3 -

hallando sus derivadas y sustituyéndolas en la f6rmula del Jaco-
biano obtenida para el ejemplo anterior, se tiene

3 (@220 2y+a;9%) 3 (g 2520, 2y-+a5 °)
9 (0 @720y @y+-by %) 3 (by 4242, ay+-b, o)

que desarrollado nos dard para el Jacobiano el valor

1“39 (@, 7° = 20, 2y 4+ 0, 4% (b, 2® 2, &y bqy)p
—(a, #* 2 {?g'ﬁy-{“‘ﬂ&‘?})(b 12420, zy by 42 )

0 sea, verificando operaciones |,

f‘”-_“‘39f( — 0 b)) 742 (a, by — a, b,) 4 Iirt )
(@ ‘%b ety eyt
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17.—Propiedades del Jacobiano.—Teorema I.—S7 n
funciones Uy, Us,... Uy, de otras tantas variables x,, X,, ....%,, s¢
hallan ligadas entre st en viriud de una velacién o o)
—0, el Facobiano de estas funciones es idénticamente nulo.

En efecto, si entre las funciones propuestas tiene lugar la
ecuacion

¢ (Uys Uy, ... UnJ=o

también se verificardn las n siguientes que de ella se derivan (a):

g I, | dop " 0l I f e oU, L
ol oz, Ol d Jl,
dp AU, dp AU, o 108 oU, —0
o el (] LR R | # LA
o, Az, ol - dm, ol 0w, o
i('P_q 0 Ul : 9 0 UE s EE_ U, =0 )
WUy 9w, o, 0z, o,
Ahora bien, el determinante de este sistema de ecuaciones,
i 00 AR A
eligiendo los valores —I- como incognitas, es el Jacobiano de
o] -

las n funciones propuestas, con la tnica diferencia de que las
filas se hallan cambiadas en columnas. Y como por otra parte
para que exista un sistema de valores que satisfaga a las ecua-
ciones precedentes es preciso que su determinante sea idéntica-
mente nulo, el Jacobiano de las n funciones propuestas es nulo,
como querfamos demostrar.

18.—Supongamos que tenemos 5 funciones Ul, Usiio iy,
de las n variables independientes &y, Lg,.... .y Y SUPONZAMOS
ademds que en la funcién U, no falta la variable #; resolvamos
la ecuacién J,—p con relacmn a 2, y obtendremos un valor que

(2)—(S.B.—2.°—n.® 286).—(B.—2.% parte.—n.° 147).—(L. 2.0—PA4g. 172.)s

Se designa, de un modo general, por CP la derivada de la funcién © con re-

AT

laci6n 4 la variable /.
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tendrd la forma z,,—=f (Uy, g, ... &,). Sustituyamos este valor
de 2, en la funcién U,, en la cual supondremos no falta la va.
riable 2, después de verificar la sustitucion indicada: despeje.
mos en la funcién U, asi trasformada la variable z,, y designe-
mos por z,—I" (U,, Us, x,, .... ) su valor. Sustituyamos ahora
en la funcién U, los valores de @, y #,; supongamos que des-
pués de verificadas estas sustituciones no falte en esta fun-
cién U, la variable #;, y despejemos su valor que tendrd la for-
ma @, == o (U, Us, U,, .... z,). Continuemos de esta manera
hasta que hayamos sustituido en la funcién U, el valor de g, _,
en funcién de Uy, U, ... U,_,, z,. De este modo podemos con-
siderar implicitamente, y de una manera general,

2l acamo’ fanclonide W Ta Ta s a0 L

Ei U2 b 2 % Ul’ 5!'}2, mggt-i xn—a{il iﬁn;
d Ua » b b U:“ UQ? frsj.-- {Bﬂ_...[; I/ﬂg;;
é Un 2 ? 2 U 3 Lfg*: U yeo e U-n—i! éf”ﬂ;

y convengamos ademds en designar por (U], (U 25,) s

(U"mﬂ) las derivadas de las funciones [J asi trasformadas.

Esto sentado vamos 4 demostrar qué:

Teorema II.—E/ Facobiano de las funciones U, Usivi U
liene la forma

J= (U (V)i (U)o )
Consideremos, en efecto, tres funciones

de las tres variables independientes 21, Ty, &5 €n las qué su-
pondremos no falta la variable zyen Uy, la g, en U, y la @,

en U,. Despejemos en Ia expresion U= o (z,, 2, 2,) el valor
-de z;, que tendra la forma .

2= [ (Uy, @y, @,) :
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sustituyendo este valor de 2, en los de U, y U., obtendremos:

Us= Y1 (Uy, @5, @), Ug== 0, (Uy, @ @) -

Deduzcamos de la primera de estas expresiones Us=
Y, (Uy» @5, @g) €l valor de &g, que tendrd la forma

z.—=F (U, Uy, %),

y sustituyendo por tltimo, este valor en la expresion U, = |
0, (Uy, &g &5) Se obtendrd finalmente

U3: 2 (Uh UQ: mﬂ) J

de manera que las tres expresiones (3) se podran sustituir, sin
inconveniente alguno, por las

U1:‘P($1!%~%)1 U= 1, (Uy, %4y %5)s U=, (U, Uy, z3) -

Tratemos ahora de formar el Jacobiano de estas funciones
y convengamos, segun antes hemos indicado, en designar

por (aUl) (—a—l—j;) ; (-a—l—]—-) las derivadas de las funcio-
0%y 0%, 05

nes U,, U, U, asi trastormadas; tendremos, segin ya sa-
bemos (a)

m(25). Tum) V|35
U

o =) G ve=(i)- (G2 - G
= (3 (R PG0)- ()R

(a).—(S. B,—2.2—n.° 286).—(B.—2. parte,—n.° 14'}),—(L.-—2.“5-Pﬁg 172)s
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de manera que el Jacobiano serd el determinante

OUI (z& f%‘l
a?]_ amg La&?g] |
20, 00| (20 20, U [2Ug] (2Ty) , (2T,
GJI.LZ};EI aUﬂ ia;ﬁ'z 33132 YUy Wiks L3
AUg| (0U;) (2Ug) Uy} | E)Uj.EJU2 ol AU : (9T, ‘(OUE_FQ%)
(311'.35::1 [BUI, 2w, | U, Pz, 00, Oa,) * 100, 0a,) "0z
pero este determinante es el producto de los dos siguientes (a):
1 0 0 g_gl) - :
a oz,
el b 0 el gy
! ’ Az, O,
(3_% (LUa.) 1 (?El) [ U‘z) (95,@)
ol IU, 0%4 Ol 0Z4

y de este producto se deduce fdcilmente

s 0l aUQ) (% |
S5 5@)(@; | a%)r

0 sea aplicando la notacién indicada en el enunciado del teorema

J= (U) | (U’%) ‘ (U)

como queriamos demostrar,

Nota.—Aunque la demostracién de esta proposicidn estd
explicada en el caso particular de tres ecuaciones el razona-

miento es completamente general, y el teorema puede aplicarse
por consiguiente 4 un numero cualquiera de funciones.

(8)—(S. B.—2.9—p.0 258).—(R. ﬁ.“-—n.“’n';

)-—(B.— Apéndice n.° XIII).
—(L.—1.—Pip. 142).
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19, —Teorema II1.—Sz e/ Facobiano de un sistema de n
Sunciones Uy, Uy, ... U, se anula idénticamente, estas funciones
no pueden ser independientes.

Efectivamente, segun la proposicion precedente, el Jaco-
biano de dichas funciones estara expresado por la formula (2),
y por consiguiente si J—o, debe necesariamente anularse uno,
al menos, de los factores del segundo miembro. Ahora bien, las

. [ r f .
derivadas (U 12,) s (U ta)) 5 ees (U w—tz _,) 110 pueden ser nu-
las, porque [, contiene, segun las trasformaciones ejecutadas,

4 la variable @,, U, contiene a z,, y asf sucesivamente: por
consiguiente el ultimo factor (U ’m) debera ser nulo; lo cual
n

significa que la funcién U, expresada en funcién de U,
U, ... Ly cn oeneral de g, derivada con relacidon a esta
variable, dd por resultado cero, 6 lo que es lo mismo, es inde.
pendiente de esta variable y por tanto debe verificarse que

Un-—:f (Ul‘ Ug} S Uﬂ__,_{), 65&3, (]Q(U]J UQ!*HUﬂ_” Uﬂ):o;

lo que demuestra el teorema enunciado.

Podria suceder que las funciones U,_y, U,, despucs de ve-
rificadas las trasformaciones indicadas en el teorema anterior,
resultasen ambas independientes de w,_y, &,; y entonces se
tendria |

(U fﬂ_“,,ﬁ,,ﬂ“_i)':ﬂ , (U"ﬂmﬂ):"_.ﬂ,

lo cual darfa lugar 4 dos ecuaciones de relacion entre las fun-
ciones propuestas U;, U,, ... U,. Como este razonamiento se
pucde generalizar, se deduce que si gl Jacobiano de estas fun-
ciones es nulo, las funciones no pueden ser independientes

Nota.—Esta proposicién es la reciproca del teorema 1.0
(0.2 1)

Fscolio.—Demostrados los teoremas 1.y 3.°, 0 sean,
directo y reciproco, pueden admitirse como demostrados los
dos siguientes que son sus contratios respectivos; =S¢ 0 Fu-
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ciones de otras tantas variables son independientes entre si, sy
Facobiano no puede ser nulo; y reciprocamente, st el Facobiang
de varias funciones no es nulo las jfunciones dadas son tndepen-
dientes entre si. |

20.—Teorema IV.—S7 un nimero cualquiera de ecuacio-
nes se verifica pov un sisteme. de valores de las variables , este
sistema satisfard también & su Facobiano: y st las ecuaciones son
del mismo grado, este sistema vertficard igualmente & las ecuaq-
ctones obtenidas lomando las dertvadas del Facobiano con rela-
cton & cada una de las variables. |

1.—Sean, por ejemplo, tres funciones U, U,. U,, de tres
variables #;. @,, z,, y de los grados n,, n,, n, respectivamente:
el teorema de Euler sobre las funciones homogéneas nos da

1 oz, 2 Qs 78 a =t Uy
20, W ol

Z %, ~+ &y I, Dg 0, =ny Uy ) - (4)
2T, 2T, bip \

A o e

Si representamos por M;, N;, P, los menores del Jaco-
biano de estas funciones correspondientes 4 los elementos
Ay ol A,

W, * g, ’ g,

la fila y columna en que estos elementos se hallan colocados,

y resolvemos las ecuaciones precedentes con relacién 4 ,, ob-
tendremos

» 0 sean los menores obtenidos suprimiendo

Jo; =M, n; U+N, n, UgtP, ng Us; (9)

ecuacion de la cual ficilmente se dedyce que todo sistema de
valores que satisfaga 4 las ecuaciones

1:{)1 UB‘::O'} Ua:(}’ "

- e
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satisface tambi€n a la

J=0.

9 o__Ademds, si en la hipdtesis de ser n,==n,—n,, se hallan
las derivadas de la ecuacién (5) con relacién & cada una de las
variables &, &y &5, S¢ obtendrdn las expresiones

o] M N, P
J+2, o —n, U, =— —+n, Uy — _

2)3:1

0 0
i (M 4 + N, — o3 + P UH)

S " O,
Ty ;i_z =n, U, % —+ny Uy % =+n, U, % !
z, -g—ia ==l M —I—nl U 3;:;; -+ Ua%% ~+
1y (M —|—N a% } 1%) |

pero segin una propieddd bien conocida de los determinan-
tes (a) se tiene:

11!1 "é'%*; +17V'1 ami i PI aml e t) §
<] 2y ‘! ===
2, Wl 2T
LN 2 PR e

Ahora bien, todo sistema de valores de las variables que
satisfaga 4 las ecuaciones

) Ui=o, U0, U =05

(8).—(S.B.—2,°—n.° 261).—(R.—2.°—n.° 102).—(B.—2.* parte.—n.% 60)—
(L.—1.°—Pé4g. 133).
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reduce también 4 cero su Jacobiano J, segin lo demostrado
antes, y convertird por lo tanto 4 las ecuaciones (6) en

o] o oJ
B el
0z, 02, oz,

que es lo que nos proponfamos demostrar.

Nota.—Aunque la demostracion de esta proposicion estd
explicada en el caso particular de tres ecuaciones el razona-
miento es completamente general, y el teorema puede aplicarse
por consiguiente 4 un numero cualquiera de funciones.

21. —Hessiano: definicion.— Sz s¢ rallan las n primeras
derivadas parciales de una funcion cualquiera de n variables, y
se forma despues el Facobrano de las n funciones resultanies, el
determinante ast oblenido recibe el nombre de Hessiano (a) de
la funcion propuesta.

La definicion misma de este determinante nos hace cono-
cer que sus elementos no son otros que las segundas derivadas
de la funcién propuesta. Asf que si desighamos por

U=—vlo, @ .00
2ol ol oU

3:31 ¥ axg | B:I'H
92 2 32 2

Yy por _UQ ; 4 : U e ; U
w2’ dp, 0w, ' R, 07,2

gundas, el Hessiano de la funcién [ tendrd la forma

una funcion; por

sus primeras derivadas,

sus derivadas se-

227 23] 2 2]
Omi® Qg w3, Oy D 02y . 0Ty
2 O U 22U 2
H—| %, .0z, g2 OlawOa o 0. 02, |, (7)
oalr 04[] 4] aﬂi['}- |
0. 00 O, ;0w O, dps 0 i

(a).—Se le dd este nombre en memoria del matemdtico aleman contemporaneo
Qtto Hesse, que fué quien primeramente lo empled.
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Ejemplos.—1.—Supongamos primero que se desea calcu-
lar el Hessiano de la forma binaria cuadritica

—~a 72
U=a,z?+ 2, xy+ a, 9>
Las primeras derivadas parciales de esta funcién son

oU
o

oU
*—afg}*—" =20, 2+20, y;

=2a, 2420, v,

y las segundas seran

2l
dr?
o2l] el

i,
rip—

o, ay ay.ag;
<l
ayﬂ

=20,

=24,

=24,

y como la férmula general del Hessiano (7) se reduce en el caso
de las formas binarias 4

2l -

el s 0% . oy
= o2[] 2]
oy . o Sy“‘

verificando las sustituciones convenientes se obtendra

[ 2a, 24,
20, 2a,

H=

2.°—Tratemos de calcular ahora el Hessiano de la forma
cubica binaria

U=a,2®+3a, ¢y 4 3{12 2y® + as 9°.
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Las primeras derivadas parciales de esta forma son

..g_g_ — 30,02+ 3. 2a, oY+ 30597,
9U = 9 3 2.
—-—é?-* __3&1 & “"'I‘ 3 ¢ Qﬂ!? ﬂ?y"I‘ aﬁ y ?

y las segundas seran

22U

%ﬂ_ :3.&&0-@—]‘3.9&13{1
2l i, 2l e 9
dz.0y — dy.dw =3.2.010+3.2.0, 4,

22U

ayﬁ 13121a2$+3'2133?1:

sustituyendo estos valores en la forma del Hessiano obtenida
para el ejemplo anterior, tendremos

_|3.2(a2+ay) 3.2(aqy 2+ 0y 9)
H=

3-2(ﬂ1$+ﬂ2y) 3.2(ﬂ2$+ﬂgy)
QT+ a1Y G &-+ay
Mty 0T+ 0sY

==30

determinante que desarrollado dara para valor del Hessiano:

H=36'{(ao & + a19) (ay @ -+ a3 y)—(a; 7+ 1, Ot

i 36 [(ﬂ{} ﬂg"’"alﬁ) 9-?2—{" (aﬂ a3 —a1 aﬂ) ﬂ:y'l" (al ag—-af) yﬁ} j

22.—Propiedades del Hessiano.—Teorema I.—Z!
Hessiano de una forma es un determinante simétrico. |

Efectivamente, el Hessiano de una forma U de » variables
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independientes &y, Ly, voeev.. Ty sta dado, segin ya sabemos
(n.2 21), por la férmula

2 il U] 2l d2[]
dm? Ay, i, Ay s 0. O,
?U U R2U RU
e 0y « OT1 3%% A i e d%o Bmh,,
R2U 22U 22U 20
X, . 3wy O, . 0Ty OTy . 04 R oz, 2

y como en general para la funcion homogenea M se tiene,

22U U

—

X, « O, ow, . 3L,

los elementos conjugados de este determinante son iguales y
del mismo signo, por lo tanto, es un determinante simétrico (a).
93 __Teorema I1.—FE! Hesstano de toda forma cuadratica
de n variables, es igual & su discrimnnante mulisplicado por 2.
En efecto, sea la forma cuadrdtica de # variables (a,,

ay, ... @) (£, ¥, ... W),2 0 sea adoptando la notacién de doble

indice que en este caso es mds ventajosa:

==, e T Ty

(2).—(R.—2.°~=n.° 54).—Recomendamos eficazmente que no se comience la
lectura de los teoremas que siguen sin haber hecho antes un estudio muy dete-
nido de los determinantes reciprocos, simétricos, hemisimétricos y pseudnsimétri-
cos. Pueden estudiarse estas cuestiones en el Aloebra de Rubini (2.9—ntime-
ros 123 4 142) 6 en las siguientes obras recomendables bajo todos conceptos:

Echegaray ().)—Memoria sobre la teoria de las deter minantes.
Sudrez. (A.) y Gasc6 (L. G.).—Lecciones. de Coordinatoria con las Determi-
nanies y sus principales aplicacrones. ;
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Ias 7 primeras derivadas parciales de esta forma son

U 2 =2 (@ 244-0ng mz—}-aﬂ,ﬁ e S —}-a,,.m ) s
y su discriminante sera por lo tanto

all alg alg ssdwe alﬂ
A2— | Gog oy ' Gog vvees Gy
1

------------------

Hallando ahora las segundas derivadas de la forma pro-
puesta, y formando su Hessiano, obtendremos

rﬁ}ﬂall Qalg {2(513““9{3”3 all aia ﬂl13itl # ﬁ:[ﬂ'
9&'21 Qazg Q{IESHHQ@QH ﬂ21 agg (123”” a%ﬂ

= s L e e men A IS SN Al he ) o ﬁ,f
20,20, 20,...1. 20 . Ot Uuy Dgne o ov Dy

como queriamos demostrar,

24.—Teorema III.—E/ discriminante de una forma cibica
bwnaria, y el de su Hessiano, son iguales y de signo contrario.

Sea, por ejemplo, la forma cibica binaria

U=a, 2* + 30, 22 y + 3a, 292 + a, 43

cuyo Hessiano

H—36 {(ﬂu to—0,%) @40, a5—a, a,) ay-(a, “3‘_"‘322)92}

|
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hemos calculado anteriormente (n.” 21, ejemplo 2.9). Siendo

i g

oste Hessiano una forma binaria cuadrdtica, podemos calcular
oy discriminante, que representdndolo por Ay, serd

ey

i —

2('30 aﬂ“alg) ({IGGS—HI ﬂ;)
(a,05,—0405) 2(a; ¢;— a,°)

=14 (6, 05,—0,%) (0 03—0y%)—(a, 03—, a5);

y como el discriminante de la cubica U es segin ya sabemos
(n.° 9, ejemplo 2.9), |

A—(ao 05—y ﬂz)g‘“& (@, 8,—a,°) (@, 05—0,°)

tendremos, segun querfamos demostrar

9% —Teorema IV.—Si las primeras dertvadas de una
Fforma estén ligadas por una cierta relacion, el Hessiano de esta
forma serd idénticamente nulo.

Efectivamente, por definicién, el Hessiano de la forma
propuesta es el Jacobiano de sus primeras derivadas, y este Ja-
cobiano es nulo (n.° 17) cuando entre las funciones existe alguna
relacion.

96.—Designemos por U una funcién homogenea del grado m
y de las n variables #;, %5, .... @! aplicando 4 esta funcion el
teorema de Euler sobre las funciones homogéneas, obtendremos
la ecuacion,

oU oU AU 0T
I o ———— ST Esbe e o) : 8 8
1 oz, B o, s ALq g gy %y Gl

Podemos ahota observar qué cada una de las derivadas de

U AT 20

la funcion propuesta, ——, == s cers es 4 su vez otra
e ' py | 02y 02y

funcién homogénea, del grads m —1, de las mismas 7 variables;

y por consiguiente que si les aplicamos ¢l teorersa de Euler,
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obtendremos el siguiente sistema de n ecuaciones lineales con
relacidn 4 las variables &y, &g, voos Tn’

2l aﬁU il I i 2l aUhl
| ! T =(m—1
1 dx, *%9@_{_3% 33.’31 025 : “aﬂl.aﬂn ( )6?.-;3[
32 ] 2 U] 3]
{UPE LR l?:j'g. e m ]
mlaﬁﬂ.aﬁ‘i t?;ﬂ S.ir}‘f + 3.133 3-235 2 _'_ a 2 8‘?‘1:. ( )aur:-s;- : (9}
: 3
22U R . *U 2T
x ' x; R /4 —=(Mm—1):—
or, 25, T 92,00, | 03,00 dur, el

sistema de ecuaciones cuyo determinante es precisamente el
Hessiano de la forma dada. Si al sistema de ecuaciones (9), uni-
mos la (8) formaremos un sistema de # -+ 1 ecuaciones con g
incégnitas, sistema que para ser compatible exige que ¢l deter- |
minante de todos sus coeficientes sea nulo (a). Para escribir con |
mas comodidad este determinante representemos de un modo
general por U, la primera derivada de la funcion propuesta con
relacién a @,, y por U',, la derivada segunda de la misma fun-
cion tomada primero con relacidn a #, y después con relacion
a &, y hagamos ademads en la ecuacion (8)

mU=(m—1) U,  6sea U,— ﬂ“?% :

y con estas convenciones el sistema formado por las ecuaciones
(8) v (9) sera el siguiente,

{Bl UII ""'-ﬂg UFQ +$3 UIB + -.u.u—}_ﬂju Urfﬂ :(m"“""l) U{j

2y Uyt oy Uyt U' i+ ... A2, Ui =(m—1) U’y

.ib‘l Uﬂ'21 ﬂg Uﬁﬂg l“ 3 UH:}S‘%—.””-“'I—'{B foan_.-(fn-_‘“'l) U (10)

.........................................

8, Uittty Uttt Ul g+ 0, U pi=sim—1) U,

EET?;._“(S- B.—2.,°—n.° 337).—(R.—2.9—n,° 147).—(B,—2.2 parte,—n.° 277): !
—1,9—Pdg, 1338), = | l

"
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cuyo determinante, después de suprimido el factor (m —1) que
afecta 4 los elementos de una misma columna, serd

K r r
i TR SE i
f " /4 T
Uil Ui i Uy
f 1r It I
R: Ug Uﬁl UEB ...... Uﬁn —_—_-.O' (]])
{f fﬂ U”nl U‘Ff S REURSC RN Rt U”mz

En este determinante, el complemento algébrico del pri-
mer elemento {/, es el Hessiano

1 I " /"
U 11 {] 19 U ]3 U T U in
i hilld !
U 21 U 22 (] P A : Uﬂ:’-‘:ﬁ} F
i et R S R S (12)
Uﬂ'm D{ﬂ - Uﬁfﬂﬂ ““““ U’ff 2

sl 17,
s el s ! i
= U Uy Ugg ... U o (13)
PR e
Ul e e

la expresién (11) se trasforma en la ecuacion

1. U, B ==;

obteniéndose asf una relacién muy sencilla entre el Hessiano de
una fopma y la trasformada B, de la resultante R de las n + 1
ecuaciones (10).



438 ' ELEMENTOS

Teniendo en cuenta las observaciones y notaciones que
acabamos de explicar, podemos pasar 4 establecer el siguiente

teorema, que es de la mayor importancia.
Teorema V.—Dada una forma U de n variables y del

orado m; stendo R=0 /a vesultante del sistema de las n 41
ccuaciones con L incognitas oblenidas aplicando cl teorema de
Euler & la funcién propuesta y @ sus 1 primeras derwadas par-
cinles; y repr esentando ademds por M, v M, los complementos
alodbricos de U’y y U, tomados en el determinante R; vamos

& probar que

Mot Mot Manons Mot VE N By VgtV Mo (16) S

siendo H el Hessiano de la forma U.
Ffectivamente, siendo el determinante R nulo y simétrico,

su reciproco, que designaremos por B, serd tambien nulo y |
simétrico (a). Ahora bien, segun las notaciones sentadas en el |

enunciado, se tendra

M M,

Mo MM
ol MM M.,

o L e M.,

v en este determinante se verificard la propiedad de los deter-
minantes simétricos (b) expresada por la relacidén que queriamos
demostrar:

e e R TR TR T

————

(2)—(R.—2.2—n. 127 y 129).
(b)—~(R.—2.2—n." 30),
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97.—Teorema VI.—Sz en ol determinante R (véase fér-
mula (11) del n.° anterior), es nulo el complemento de un elemento
dado, nulo seva también el complemento de cualguier otro ele-
1Mento.
Efectivamente, hagamos 2,—= —(m—1) en las ecuaciones
(10) del numero anterior y este sistema se convertird en el
siguiente,

Uoxet+ U0, + Uy 24 ... + U, 2,=0 )

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

que tiene n—-1 ecuaciones homogéneas con n—1 incognitas.
Desarrollemos el determinante h segtin los elementos de su

primera fila y tendremos, recordando las notaciones del pa-
rrafo anterior,

B=UH+U M, + Uy My+....+UT, M,=0: (16)

ademds, segun las propiedades de los determinantes citadas
anteriormente (n.° 20, nota), se tendrd tambi€n

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

Si comparamos ahora el sistema formado por las ecuacio-
nes homogéneas (16) y (17) con el sistema (15), facilmente vere-
mos que las razones de los complementos algebricos

B
RS e i M.




50 ELEMENTOS

pueden mirarse como uno de los valores de las razones

.‘I:ﬂ {171 aﬂg *Tﬂ-—i

y g0 et
ﬁn wﬂ g;n ‘rﬂ

que satisfacen al sistema de ecuaciones homogéneas (15); de
manera que tendremos

&£ 1[ ;I;,-"I S J'THI Ly—t iy Mn-—--l

pdy | emm—— R [ e R T TR T T

- =TT ?
bl e 2w M

6 lo que es lo mismo

g e st L T, Ha s Moy oo Mo 88 18]

0

Pero siendo R=—0, se tiene (a)

BM Moo Mo M M Mg Mostiis Mt M (19)

y recordando la férmula (14) del teorema anterior, 0 sea,

Ms Mot Mgt ooos M NE VM s Vil o s VI

tendremos finalmente

Bt s Bpinss B N N B s o v N M 0
y de las igualdades (18), (19) y (20) se deduce qué, si uno de
los complementos M es nulo, los restantes tienen tambien que
serlo, conforme al enunciado del teorema.

Corolario.—S: e/ Hessiano de una forma es nulo, el comple-
mento algébrico de cualquier otro elemento del deteyminanie
R=0, serd nulo; y reciprocamente.

Porque el Hessiano A es el complemento del elemento U
en el determinante &

(@) —(R.—2.9—n.° 127).
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98.—Teorema VIL.—S: o/ Hessiano de una forma es
nulo, y ¢l complemento de uno cualquiera de sus elementos es
soual & cero, nulo serd también el complemento de cualquier otro
elemenio.

En efecto, si el determinante /7 es nulo, representando
por /1 el Hessiano de la forma, su reciproco sera nulo también,
y ademas los elethentos de una linea cualquiera de este rect-
proco, seran proporcionales a los elementos homdénimos de
cualquiera otra lihea (n.” 27, nota). Por consiguiente, siendo
nulo uno cualquiera de los elementos de dicho reciproco, ¢ sea
el complemento de un elemento del Hessiano #, nulos serdn
también todos los demas elementos del reciproco, 6 sean, los
complementos de todos los elementos restantes del Hessiano;
que es lo que tratabamos de demostrar.

——f— .
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[ ]

CAPITULO IV.
SUSTITUCIONES LINEALES.

29.—Sustituciones lineales: definiciones.— Se dd ¢/
nombre de trasformacion ¢ sustitueion lineal, 4 /la opera-
cion en virtud de la que se sustituyen en una funcion fomogénea
las variables que contiene por ofras nuevas, ligadas d las pri-
mitivas por medzo de tantas ecuactones lineales como variables
tiene la funcion. Sea, por ejemplo, la funcién homogénea
f (@, ®, .... x,); diremos que verificamos en ella una zrasfor-
macton O sustutucton lhneal, cuando sustituyamos en lugar de

Dyy Xy voe Ly, 185 nuevas varables X, X,, ... X,, ligadas 4
las primitivas por las ecuaciones

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

siendo los coeficientes A, u, ... w, cantidades constantes.
Las cantidades constantes A, p, ..., w, reciben el nombre
de coeficientes de la sustitucion,y el determinante

Ao W1 ;
’ Ay o AR W i
| f (T P it i ) e (Q)

)\ﬂ Pﬂ ...... W,

formado por estas constantes escritas en el mismo orden en que
se hallan en las ecuaciones (1), se llama #dédulo de ln sustitu-
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cion. Si el modulo de una sustitucidn es igual 4 la unidad la
sustitucion recibe el nombre de wwmodular, segin la denomi-
nacién dada por Sylvester.

En el caso de que una sustitucién tenga pot condicién el
satisfacer a la ecuacion

BF+ Ot o+ B2=X 2 X X2

se la denomina sustztucion ortogonal.
El mddulo de una sustitucion lineal es el determinante de
las ecuaciones (1) cuando se miran en ellas como incégnitas 4

las variables X, X, ..... X,; ¥ ya sabemos (a) qué para que
los valores de estas variables no sean indeterminados, es preciso

. o 301 .
que este determinante no sea idénticamente nulo, mientras las

variables primitivas @,, @,, ..... &, se supongan independientes.
Ejemplo.—Vamos 4 estudiar, como ejemplo, el efecto

producido en el discriminante de una forma binaria cuadratica
por una sustitucidn lineal. Sea la forma

U=a, ,° + 20, &, 6, -+ 0, 2%

sustituyamos en esta forma en lugar de @, x,, los valores

2=k X+ Xy

? : (3)
—hy Xi+po Xg

y tendremos, representando por U, la trasformada

Ui=a, (hy X;7-12q Xo)P 20, (4 Xt Xo) (g Xitpo Xy)
‘+ '-q"l ( Ly A]"I‘H’J )“J);

Ll

: . L = v 7 =ik Fi
6 sea, efectuando operaciones y ordenando con relacién a Xy,

Vi) +’ln1 Ay ;Ti—aﬂ 2) X 22 (a, 1y 20y f-1 o
ay )\3 .J']."t_ag n’w % ) X1 JY ',f“ k 12+9al Y {-’-2“}‘ Uo Ho ) ;'Y :

@).—(S. B.—2.9%—n"° 262).—(R.—2.°—n.° 142 ¥ sig.).—( B.—2.% parte.
—n.% 60 y sig ). —(L.—1,°—Pdg. 135).
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y haciendo para abreviat

A=a, M2 20, A Aty Ay
Ai=a, Myt 0y A P 04 Ay a5 Ay o} (4)
Ag=a, p* 20y (g Potg lo”

la expresidn U, se reducira a
U=d, X224, X, X, 44, X2

que es de la misma forma que la primitiva U.
El discriminante de la funcién U, sera (0.° b),

y en virtud de las formulas (4) podremos calcular este discri
minante en funcidén de los coeficientes de la forma dada 7y de

los de la sustitucién lineal (3); en efecto haciendo las sustitucio-
nes convenientes se tiene

gl | :
Ao Ag—A"=(a, 2?20y by dst-a07) (e, 04°-20y g potag0s?)

(@ Ay g Ny gty g g0, hg )2
- 9. 3.6 , | =
0005 ho? " —20,05h gttt o1 Pix, 2 — 1, %
o i s ot ol
2027 My Ag iy pry—ay® AP

o @y (A po—py Ay)%—a2 () %_H Ay)?

= (05 00,2, O e A

Observando ahora que (a, a,—a,2) es el discriminante de
la funcién U, y (), to—=1ty Ag) es el médulo de la sustitucion (3)
llegalmﬂsl a la siguiente conclusion, que es del mayor interes;
]5:3 éfﬂ{ﬁ?’ﬁﬁﬂlﬂﬂ?ﬁfﬂ’ ae la trasformada de una forma cuadritica
bwnaria, por una sustitucion lineal, es wual al discriminante
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55
de lo forne promiiiv ?J‘f%ffﬂ?[ﬁfc’?dﬂ por el cuadrado del modulo
dp o sustituceon.
2(),—Sustituciones dmestae é inversas.-—Cuando se
tienen dos sistemas de variables

(@)
(%)

: ae quieren sustituir por otros dos sistemas de nusvas variables:
3 SEC _ )

Xy, Xy,
L

a Xﬂ}

7
RN R b

se deben distinguir los dos casos siguientes:

1.°-=Si el sistema () se

sustitucion lineal

2i=hy Xyt Xor
E;} }*ﬂ. .;jpl i_‘:_‘?‘; .;}3::‘ I;"
Bl A r

W ‘}"n il_{"ijﬂn -:kd_k—

" ) . 5

y el sistema (i3) se sustituye pot
trasformacion

11,__)\ F 1—4,1 Yﬁ—..

de manera que

Y2,

}':"

L T |

sustituye pot e

o, X

e [
L UJI:;5

...........................

lllllllllllllllllllllll

2

as dos sustituct

el modulo de la sus
la sustitucién ( (o)
directas,

(
kS
()

b e
e
e

relaciones

(a) en virtud de la

de

tucion (6) sea idéntico al de

los sistemas de variables (zy, @3,

« 1,) se denominan cogredientes.

1:'1 i
nes propuestas se llaman
. o f{‘ﬁ) }r (

.:”1

j 3
¥
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9 °-—Si permaneciendo la misma la sustitucion (5), el sistema
(8) se sustituye por el (2) en virtud de la sustitucion lineal

llllllllllllllllllllllllll

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

V= by Yo 00 4o

en la cual las nuevas variables se determinan en funcién de las
primitivas , y cuyo mddulo es el resultado de cambiar las filas
por las columnas, y reciprocamente, en el mdédulo de la (5);
entonces las dos sustituciones (9) y (7) se dice que son znversas,
6 también reciprocas, y los sistemas de variables (21, s, .... &,)
Y (Y1, Yo, « .. yy) s llaman contragredientes.

Representando por M el modulo de la sustitucidon (B), y
por Ly, My, .... Ty, etc,, los complementos algébricos de los
elementos Ay, uy, .... wy, etc.,, tomados en el mismo determi-
nante M; y resolviendo las ecuaciones (7) con relacién 4 las va-
riables ¥y, ¥, .... y, obtendremos el sistema

My =L, Y,+M, Yo+....+T, Y,
My;—=Lo, Y +M, Yort-.....+ T, ¥,

.............................

My LTl LT,

que puede sustituir sin ningtn inconveniente al sistema de

ecuaciones (5). El médulo de este nuevo sistema de ecuacio-
nes es

llllllll
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que es €l determinante reciproco (a) del modulo M del sis-
tema (D).

Examen de un caso particular.—En el caso parti-
cular de que sean dos unicamente las variables de los sistemas

() y (8), las ecuaciones (0) y (8) se reducen 4

ri=hy Xj+ Xy
=Dy Xtppo Xy )

My,=—L, Y\+M, ¥, | 10
My=L, Y, +M, ¥, }’

pero siendo el médulo de la sustitucién (9)°el determinante

i,q.

M= A W
hy P

los valores de Ly, La, My, M5, seran

de manera que las ecuaciones (10) se convertiran en

My =y, ¥ i—hs Iy
My,—=—p; Y+ ¥

—

(@) —(R.—2.—n.° 123).
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que pueden escribirse bajo la forma

My, =) Totps (—11) ) (1)
M(—y)=) Vot (—T) )

y estas ecuaciones nos hacen ver, teniendo en cuenta lo dicho
en el caso primero, que 4 parte del factor constante [/, las
variables 4y, —y son cogredientes con las @y, xo.

Notd.— Si se multiplica cada una de las ecuaciones (8) por
la correspondiente del sistema (3) y se suman los resultados se
obtendrd

21 Y+ Yot A2, =X, Vi4+-Xo Vot +X, 1Ly (12)

ecuacion importantisima y de la que haremos frecuente uso
mas adelante, A

31.—Propiedades de las sustituciones lineales.—
Teorema L.—57 un sistema de n funciones bncales con ioual
numero de incognitas se trasforma por medio de una sustitucion
lneal en un nuevo sistema, el determinante del sistema trasfor-

mado es igunl al producto del determinante del sistema primit-
lrvo por el modulo de o sustitucion. |

Sean, en efecto, las tres funciones lineales

Ulzﬂil L1 1lyg 3?2+f513 Ly
it ! j
o— 091 B11-0gg TytAop @5 ¢ ; (13)
s—Ug1 X1y To-0sq T,

verifiquemos en estas ecuaciones la sustitucién lineal siguiente

ml:"r‘l XI = %1 X*z Yy Xa
ﬂfz"—:/fd Xyt Xy +v, X ¢ (14)
fv"gh".:.ma A + g X2 —}— Vg ij
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y Sé obtendrdn las tres ecuaciones

U=\ A+ 05901 015h5) X (@304 5050 5t) X
gy V4019 Votais vs) Ag
U. 9:(0-2111+”29}‘2+5I2315)X 1= (g gpbiot-aogits) X
| +(tgy V30 Vort-01a5 Vs) X 2 )
U 3:(‘15111“*‘&39)‘2‘1“”83‘}?3) X (05504 0gaPgt0a548) X !
' +(gq V4050 Yot-153 V5) Xg j

#

pero el determinante de estas tres ecuaciones €s

”11}‘1‘}'“127*2**”137*3 0Py QpotoTyglhg @171 0yoY9 T A4373
%1)‘1""%2)‘2“%313 OoqhqtAooltoTUoglhs  To1¥17TQogVe—-(23Y3

ﬂm)\i"aaa}‘a**%ala AgqPhqtAgoliotggihs  Ag1Y1T (Vo1 (5373

que, segun sabemos (a), es el producto de los dos determinantes

A1y Qg COy3 A
oy Qg9 Uog | Ay Po Yo
(g1 Q39 33 Ag I3 Vs

v estos son respectivamente el determinante del sistema primi-
tivo, v el médulo de la sustitucion lineal (12); luego queda de-
mostrado el teorema
El mismo razonamiento podrfa aplicarse d un nimero cual-
quiera de funciones. .
39.—Teorema II.—S7 una forma del grado n y con k va-
viables se trasforma en otya mediante UnQ sustitucion lineal, los
coeficientes de la trasformada son Ffunciones homogéneas de
grado 1 respecto & los coeficientes de la sustitucton y de primer
grado con relacién & los de la forma prinitiva.
En efecto, siendo la forma propuesta homogénea y del
grado n respecto a las variables que contiene @y, #2,... Tny 54

(a).—(S. B.—2.°—n.° 258).—(R.—2.9—n.° I 17).—(B.—Apéndice n.° XIII).
(L.—1.°—Pég. 142).

8
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trasformada serd también homogénea y del glad{:} n con rela-
cién 4 las nuevas variables X1, Xp, .... X,. Pero en la sustitucién

g, =M X, Xot..o o0y A,

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

ﬂ:)\ﬂ X+ Xg-{—*... +w, X,

los cocficientes A, i, ....w, estdn unidos & las variables X,
Xy, ... Xy, de tdl manera que entran en cada término con los
mismos exponentes que afectan a estas nuevas variables; luego
los coeficientes de la trasiormacion serdn funciones homogéneas
y del grado n de los coeficientes de la sustitucidn.

Ademds, como la sustitucion efectuada no afecta 4 los
coeficientes de la forma propuesta, estos coeficientes entrardn
en los de la trasformada con el mismo exponente que tenfan en
la dada, ¢ sea, con el exponente uno.

Nota.—Como comprobacién, 6 ejemplo, de esta propiedad
pueden verse los coeficientes A, Ay, Ag, del ejemplo del n.° 29,
que son de segundo grado con relacién 4 )y, )\2, o P2 Y del
primero respecto 4 a,, a5, a..

33.—Teorema IIL.—S7 una funcion de varias variables xq,
Xy X, S€ lraSforma por medio de una sustitucién lineal en fun-
cion de otras variables Xy, X, ... X5 las derivadas de la fun-
cLon con relacion & las nuevas variables se expresan linealmente en
Juncion de las derivadas con velacion 4 las prometivas, mediante
la sustitucion inversa de la empleada en ln trasformacton.

Efectivamente, sea la funcién U=o 1z, Do ov s L)y SUPOS
niendo que se verifica en ella la sushtucmn lineal

a:ﬂ:":l X+ Xot.....to, Xﬂ S
la funcién U tomard la forma U—=b(X, X . X
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b1

Al tratar ahora de hallar las derivadas de la funcién U con
. X, , deberemos tener presente que U es .

funcion de &1, X2, .... Ly, ¥ €stas variables son 4 su vez, segin

las ecuaciones (16), funciones de X, Xa,

las derivadas buscadas tendrdn la forma (a);

i o X, v opor lo fanto

o )0l 813::1 ol ?Jﬁg_ | 1 o/ _E]@u
ﬁ'X_I:" o0y T oY i Dt X
a0y 9U a4y S : oU O,
ﬁ; & 2}I"'P‘!’nl : a‘Xﬁ | aﬂﬂ a*‘YL 3;1-’,,_ Z}X-am
o U i\ GU_ 0L, o | o O;I;ﬂ,
m T L:Ij:[ - DXH 011‘2 a,.;‘:.l axn akﬂ .rj

y como en virtud de las mismas ecuaciones (16) se tiene

g Y oy %
o
day My e
aX; e E‘LJ_J axﬁ Voin E"ﬁ: """ an et RN
Qg WMy Qi S
aXﬂ — Wy, a_X: Z= Woy v e aX-ﬂ 79
las ecuaciones (17) se convierten en
o e b g
e e I 9 i S n B.}: \
X Ay 9z, :
ol J s oU
l:u 4 - Uo i e
BXQ vl aml asﬁ’“g ' “mﬁ
oU oT oU ol
— Wy = Wy /
X, 7 0, 280, 0y

(13)

(2).—(S.B.—2.9—n.? 286).—(B.—2.* parte.—n.” 147).—(L.—2.°—Pag. 1 72,
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" ! N7

expresiones de. las que se deduce que las variables a;/ :
1
oU oU DT 3T

se trasforman en las

?llli j

o ] T~ Y A e T
por medio de una sustitucion lineal inversa de la (16), segun
querfamos demostrar. Estas mismas ecuaciones nos muestran,

teniendo presente la definicion del n.” 30, que las variables

* o U )
iy LRy eas Koy SO €§?Ef?’ﬂ§'?'é’d$£’?ﬁ'f€$ conlas —— MRS _g :
0%y g, oz,
Examen de un caso particular.—Cuando las varia-
bles son dos unicamente, las ecuaciones (18) se reducen 4

QU s oU Ty oU
0X 0%y 0,
Wi =0l U\
an === aml ! P‘E amg

r\.

I

de las que se deducen las siguientes, representando por M el
mddulo (A; po—ir; Ay) de la sustitucion,

ol 0l QU
S Ty oy
ol = oAl o
M 5‘,.1:._2'--—31 i ME

ecuaciones que pueden reducirse 4 la forma

que nos prueban qué, aparte del factor constante M , las va-

riables EQ oU :
37, 37, SON cogredientes con las EiV Lo
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94.—Propiedades de las sustituciones ortogonales.
__Teorema I.—ZLn loda sustitucion ortogonal la suma de los
uadyados de los elementos de una columna del modulo es igual
4 ln unidad; y la suma de los productos binarios de los elemen-

tos de dos columnas es igual & cero.
Efectivamente, la sustitucion lineal

serd ortogonal si se verifica la relacion

{Elﬂ +3722 +£E39__—'"X19 __{_ngz ,ng;

ecuacion que debe reducirse 4 una identidad cuando: se ponga

en ella en lugar de @, &, T3, Sus valores dados por las formu-
las (19). Pero haciendo esta sustitucién, obtendremos

(A A1 Xty Xa)a‘f“()‘ﬁ Xipo Ao, KXo+ .
g Kotz & ) —A4, 19"]_;{22"'*1/32;

6 sea, verificando operaciones;
A2 | Xy24p? | X7 vi?| XaPHhy | 245 Ao
2| | | e
+h? et Vs =
e 3 | s =l Cior X%

mas para que esta expresion sea una identidad es necesario que

tengan lugar las ecuaciones siguientes;

L e L ’1 11}’“1‘;‘)\2}’“2’]')‘3}‘330
Pt gt y AVitAg Vot-23 V=02 s (20)
vt st L gV thaVot s Vo— 0

que demuestran la proposicién enunciada.
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Reciprocamente, sienpre quz en el modulo de una sustitu.
cion se wverifiquen las ecuaciones (20), la sustitucion serd op-
fogonal. |

Porque sustituyendo en la relacion

& 12+50"22+ wal=X 12+—/Y 22+ X5*
los valores de z,, @, Z3, la convertiran en una identidad.

Nota.—Las demostraciones anteriores son completamente
generales y se aplican a funciones de un numero cualquiera de

variables. | .
Corolario I.—ZE/ cuadrado del modulo de una sustitucion
ortogonal es 1oual d la unidad.
En efecto, formando el cuadrado del mdédulo de la susti-
tucion (19) obtendremos (a),

2 2 ) :
IV D D )\i}-’q )‘EE'L%+}‘5F'E A=AVt Ay
M S }\jf;l»t_" ‘%F‘i-'—}\EHE ! —I"'H*ﬂ ‘l“E}"aﬁ Y1 eV sV

2 2

)\.1‘?’1 -i‘_lavz_" 15")‘5 P“-l""-l —I—EJ.Z‘@—I—H.EVE y,iﬂ -'_vﬂ -——*‘!5

- pero observando que por ser la sustitucién ortogonal se verifi-

can las ecuaciones (20), la igtaldad anterior se reduce 4 la
siguiente

| Me—

D O e
o e O
— D
i
e

que demuestra la proposicién enunciada.
| Corolario I1.—Z/ médulo de una sustitucion ortogonal es
wual a +1 0 a—1.

Corolario ITI.—S: en el médulo de una sustitucién orto-
gonal se cambian los signos & todos los elementos de una linea,
0 mds generalmente, 4 los de un nhmero npar de paralelas,

la Sustitucion sigue siendo ortogonal, pero el médulo cambiord
de signo. '

(a).—(S. B.—2.2—n.° 260).—(R.—2.°—n.° 119).
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En efecto, si se cambian los signos de los elementos de
una ¢ de un numero impar de lineas paralelas del médulo, las
ecuaciones (20) seguirdn verificindose; luego la nueva sustitu-
cién serd también ortogonal. Ademds, ya sabemos que un de-
terminante cambia de signo, pero nd de valor, cuando se cam-
bian de signo los elementos de una 6 un ndmero impar de
lineas paralelas, de manera que el modulo de la nueva sustitu-
cién serd igual al de la primitiva pero tendrd signo contrario.

3% .—Teorema I1.—Zn foda sustitucion ortogonal el pro-
Jucto del modulo por uno cualquicra de sus elementos es z;gwai:é' al
complemento algébrico de este elemento.

En efecto, designemos por A, empleando la notacion de
doble indice que aqui es mds ventajosa, el elemento del médulo
que se halla en la fila b y enla columna ¢, y representemos
por A, al complemento algébrico de este elemento. En wvirtud
de las propiedades (a) de los determinantes tendremos, repre-
sentando por M el mddulo de la sustitucion:

)\-u: ‘ﬁ—ji"*“ )"ﬂi %H- )‘Ei ﬁﬁi'i" NG )\ﬁi iﬁmz M
)\lhﬁ'irt— )‘Eh AEH- lﬁh ﬁsﬁ* ----- ~+ A

y puesto que la sustitucién es ortogonal tendremos ademas, se-
gun el teorema precedente,

Ay Mgt A Mgt oo + A Au=0. (22)

Si se compara esta dltima ecuacién, que se verifica al
mismo tiempo que las anteriores, con la segunda de las (21),
~ deduciremos ficilmente de esta comparacién que los comple-
mentos algébricos A, Ag, ..... A, son proporcionales a los

elementos h,;, Ay, .uvs. A,y de manera que designando por § una
constante se tiene |

; Aii '&ii AL
el e

i

—

(8).—(S. B.—2.°—n.° 261).—(R.—2.°—n.° 102).—(B.— 2.7 parte.— 0.° 60).
—(L.—1.°—Pig. 133).
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O sea,
‘ﬁ-li:Z )‘H; Aii:: '}“Hl sevsuoe m—-—c -}‘ (‘23)

Sustituyendo estos valores en la primera de las ecuacio-
nes (21) se obtiene

:(lug me lﬂiﬂ 4 eesseii )\Mz}:ﬂf

y teniendo en cuenta lo demostrado en el teorema anterior,

O sea,

resultara
=M
y finalmente segun las ecuaciones (23)

lz—M )‘iu ‘ﬁﬂzw— I” )\iﬂ """ . Am:]” )‘ni!

conforme al enunciado del teorema.

36.—Teorema YI1.—Za suma de los cuadrados de los ele-
mentos de una fila cualquiera del médulo de una sustitucon orio-
gonal es igual & la unidad; y la suma de los productos binarios
de los elementos de dos filas cualquiera es tgual d cero.

En efecto, si ordenamos el mddulo segin los elementos de
su fila fi, tendremos,

)‘m Ahi =5 lﬂ ‘ﬁhﬂ + nees -+ Ao I

hn Im*—"-'

)‘il Ahi + )‘ﬂ Aiﬂ e L )‘m Ahn‘—"'
Ahora bien, segiin el teorema que precede se tiene

hi‘-ﬂﬂnhi: Ahﬁ'—" Mlh%& rerad Im-—-M)‘.’m!
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luego sustituyendo estos valores en las expresiones anteriores,
se tendrd,

)\Mi e )\f-ﬂ% -—i—-_..... e )‘h:r? :1 ]

Dot hp+ Aig o sine e =0 j (24)

conforme se querfa demostrar.,

37.—Escolio general.—Suponiendo que sean 7 las varia-
bles &y, Wiy +eer &uy QuE se tratan de sustituir por otras s X,
X,, .... X,, mediante una sustitucion ortogonal, hemos visto
anteriormente (n.° 34), que representando por

Pl e W,
A% PE '!i'2 ------ L!J'g
Mi== s e :
i e s T I S A e
)‘ﬂ o R S FOE R Wy

el médulo de la sustitucion, las ecuaciones que caracterizan el
que la sustitucion sea ortogonal, son las siguientes;

e o A-h2=1 119141-7\211.2-&5. oA, =0
ol =l Yy Ag Vet e |

lllllllllllllllllllllll

lllllllllllllllllll

pués todas las demds expresiones obtenidas en los teoremas
2.v3.5 (n.® 385 v 30) se han deducido ya en el supuesto de ser
ortogonal la sustitucion y verificarse por lo tanto las ecuaclo-

nes (o) y (u," ). ,

Ahora bien, el nimero de ecuaciones del sistema (&) €s 1,

y las que tiene el sistema («) son ¥ n (n—1), ntimero de com-
9
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hinaciones binarias de n elementos, luego el numero total de
relaciones esencialmente distintas que ligan a los n* coeficientes
de una sustitucién ortogonal es

n-+3% n (n—1)=4% n (n-+1)

y pot lo tanto, si suponemos que los n? coeficientes A, p, v, ...0,
son arbitrarios, podrdn determinarse & n (n--1) de ellos en fun.
cién de los

n?—% n (n-+1)=% n (n—1)

restantes que quedarian completamente indeterminados, y que
podrian emplearse para satisfacer otras condiciones dadas.

Ejemplo. — Tratemos de trasformar una cierta funcién
o (z,, @,) mediante la sustitucion lineal

B =M X+ A } :
To=ho X P Xy
y hallemos las condiciones 4 que deberdn satisfacer los coefi-

cientes de esta sustitucién para que sea ortogonal. Las ecuacio-
nes («) y («') se convierten en este caso en

A2A2 =1
k2t =1 4 (&)
Agty-hoity=0

apliffando ademds 4 los coeficientes de la sustitucién propuesta
las igualdades obtenidas en el Corolario 1.° del teorema 1.°

(n.° 34) y en el teorema 3.0 (n.° 36), se tienen las expresiones

Afp? =1

Agpp? =1 ()
7‘112“‘5*#2:0 s !

M= pg—pr A )2 =1 |



DE LA TEORIA DE LAS FORMAS. 69

Pero, segun lo que antes hemos dicho, de estas siete rela-

ciones solo serdn distintas § n (n+1)=3, en este caso por ser
n—2; de manera que satisfechas tres cualesquiera de ellas las

~ demas lo estardn también. Supongamos en efecto, que las tres

- ptimeras (8) se verifiquen por unos valores de los coeficientes
de la sustitucion y vamos a ver que las ecuaciones restantes ()
son consecuencia de las primeras. Multipliquemos las dos pti-
meras (B), restemos del producto el cuadrado de la tercera y
se tendra

(22 (i) — (Mg hgpo) = (Ao —p gl =1

6 sea la cuarta de las (y). Multiplicando las dos primefas de
las (8) se tiene

)‘12E‘“12+)‘12 %’*22'}‘)‘ 22H12+)‘22 e

L -_ [ ,2 E
y observando que segun la tercera de las ecuaciones (3), A% ¥
—)\.2u.2, la expresion anterior puede tomar las dos formas:

e (T e (APHAA=1,
Ay’ (Ellg‘l‘fkﬁg)‘;b"ﬁz (A2 A2=1,;

ecuaciones qué teniendo en cuenta las dos primeras de las (B)
nos dan las expresiones

L
A+ =,

D, oot
hgi-po"=1;

que son las dos primeras de las (y). La tercera de estas ecuacio-
nes.(y) se obtendrfa multiplicando entre sf las dos obtenidas
dltimamente v restando del producto la cuarta de las exXpresio-
nes (v) después de desarrollada. |

Debiendo por lo tanto los coeficientes Ay, Ag, g, Mo satis-
facer 4 las tres ecuaciones (B) podran determinarse los valores de

tres de ellos en funcién del cuarto que quedard completamente
arbitrario,

—
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CAPETULO V.

INVARIANTES.

38.—Objeto de la teoria.—Al dar principio 4 la exposi.
cién de la parte verdaderamente fundamental de la Zeoria de
las Formas definiremos en breves palabras el objeto principal
y la idea que predomina en esta importantisima rama del Ang-
lisis algébrico moderno. Este_ objeto puede expresarse del si-
ouiente modo: sz una forma de cualquier grado y de k varia-
bles se trasforma en otva por medio de una sustitucion lineal, la
nueva formay la primitiva poseen algunas propredades comunes;
9 €l estudio é investigacion de las propicdades de esta especie,
que no Se alteran por la sustitucion: lineal verificada, constituye
¢l problema principal de la Teoria de las Formas. |

39.—Invariantes: definiciones.—Se lama nvariante
(@) Zoda funcion de los coeficientes de una forma que tenga la
propredad de qué, si se efectiia en esta forma una sustitucion
lineal, la funcion semejante de los coeficientes de ln trasformada
sea wgual & la funcion primitiva multiplicada por una potencia
del modulo de la sustitucion. Al exponente de esta potencia del
modulo se le llama 7#dice del invariante.

Sea, por ejemplo, la forma

U:(am ay O, ... .) (&, s Byeo ) ()

¥ supongamos que

? (@, a1, 0. ...

(a).—Cayley, que fué el matemstico que descubrié los invariantes, les di6 el
nombre de Ziperdeterminantes.
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os una funcién de los coeficientes de U. Verificando en 1 for
ma (1) la sustitucion lineal

r=h XA Vv 24 .
y=hy A+ Y<v, Z+. ..
) 9, € TP (£ ST/ R (2)

ce obtendra la forma

D—=(hd, B SN N, P

Formemos ahora con los coeficientes Ao, 44, dg,. .. -, la
funcion

{:P (fig, Al;. f.iuzj. . e .),

semejante a la © (ao, @y, Ggy - - . ); si llamando A al médulo de
la sustitucion propuesta, y siendo i un numero entero, se veri-
fica qué

o (4 Ay dy oo )= A, ola, 00 ) ()

| i

la funcidn o se dice que es un snverianie de la forma propuesta
U, cuyo indice sera p.

Si el indice w es igual a cero, €n cuyo caso la funcion © no
altera por la sustitucién lineal verificada, la funcion recibe el
nombre de znvariante absoluto.

Del mismo modo que una sola forma, puede un sistema de
formas tener también invariantes. Scan las formas

(] L
--------------------------
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supongamos que en todas ellas se verifica la sustitucion linea]
(2) y que se trasforman en las

i R G
¥ .8 B, JETZ ..

lllllllllllllllllllllllllllllll

si al propio tiempo se tiene una cierta funcion

G ey oyt < il 0oy )

de los coeficientes del primer sistema de formas tal, que satis-
faga a la condicion

CP(AD! A}_! Ag! '*'-Bﬂu- 31, BE? u.)
— A - (a5 Ay Aoy oes b bl* 62, __*)?

esta funcion ¢ recibe el nombre de invariante del sistema dado,
0 mejor, el de zwvariante simulidneo de las formas propues-
tas (a).

Ejemplos de invariantes.—I.—Si tomamos la forma
binaria cuadritica

U=a, v,°4-20, ©, 1,40, 2,2

s T2

[T TIPS

(8).—La importancia grandisima de la teorfa que vamos 4 exponer puede
facilmente comprenderse con recordar qué, en Geometrfa analitica, todas las tras-
formaciones de coordenadas se verifican por sustituciones lineales. En el estudio
de las curvas y de las superficies un invariante, de una forma ternaria 6 cuater-
naria, es una funcién de los coeficientes cuya reduccién 4 cero expresa una cierta
propledad dela curva, 6 de la superficie, independiente de la eleccién de ejes
coordenados. Véase para mds detalles 1a obra:

Clebsch (A.).—ZLegons sur la Géométrie; recueillies e completies por F. Lin-
demann.— T omo 1.°
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y formamos su discriminante

L .
A" =0 a3—a,*;

yamos 4 ver que este discriminante es un invariante: porque ya
hemos visto (n.° 29, ejemplo), que si'se verifica en la forma U
la sustitucion lineal

el discriminante Ao A,— A,® de la resultante U;== A4, X2

04 T XA, KR e

An A%“"Alg":()‘l i"’ﬁ""{j*l )‘2)2 . (“'n l‘?"‘2"""-'312)

que cumple las condiciones exijidas en la definicion.
IT.—Sean ahora las tres formas lineales ternarias,

Ui =0, ;013 Zot+015 L3
Us—ay; @090 To1003 3
U,—04, &0z Tgt-G33 T3

decimos que su determinante

ayy Q9 O3
A— | Gy Gy Qg

Uy Qg9 33

es Un snvariante simultineo de las tres formas dadas. En efecto,
hemos visto anteriormente (n.° 31), que si trasformamos €l sis-
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tema propuesto por medio de una sustitucién lineal, el deter.
minante del nuevo sistema es igual al del primitivo por el m¢.
dulo de la trasformacién, es decir, que representando por A 5
A s e iy iy los coeficientes de Ias trasformadas, y por
A, u, v, los de la sustitucion se tiene

Ay Agg Agg Ao Yy i1y Q19 GQqg
Agy Ag bl = Ay g Vo |. |Gy 0Oy Og
Ay Agy Aag Ag bl DY | G317 Qg9 O3

10.—Propiedades de los invariantes con relacion a
los coeficientes de la forma.—Teorema I.—7odo mnva-
riante de una forma es jfuncion homogénea de los coeficientes de
esta jorma.

En efecto, sea la forma de grado n y £k variables,

o Jwaa, Loy,

-y designemos por

¢ (@r Oy Qg - .. )

uno de sus invariantes de grado r. Si en la forma 7 verificamos
la sustitucion lineal

b et GG
Lo h X

cuyo modulo es
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N 0 )
050 0 vl
.......... Ve e
BRI Gl e )

cada coeficiente a, se convertird en @,A". Por otra parte,
designando por . el indice del invariante ¢, tendremos, por de:
finicion,

0N o0, Vs s =T ol ) )

Cada uno de los términos del primer miembro de esta
icualdad contiene el factor A con un exponente igual a n veces
el grado del término, que serd por lo tanto nr en el de mayor
grado, por ser  del grado r; y como en el segundo miembro,
el factor o (a,, @;, Gy, ....) €s independiente de A, para que la
icualdad tenga lugar, es necesario que todos los términos del
primer miembro sean de igual grado, es decir, que ¢ sea homo-
géneo respecto 4 los coeficientes a,, @y, @y....; que era lo que se
deseaba demostrar.

I.—Teorema 1I.—E! indice de un tnvariante es igual al
producto de su grado por el de la forma, dividido por el nimero
de variables. |

Efectivamente, segin lo demostrado en el teorema ante-
rior, para que la ecuacion (4) se verifique es preciso que todos
los términos de su primer miembro sean divisibles por Nt
siendo # el grado del invariante; luego dicha ecuacion podra re-
ducirse 4 la forma

f.i'} (lﬂaﬂ, )x“al, )\"{12, tlli) :l‘ﬂr (P (aﬂ‘l al!‘ GE? )i ")
:-_lk“ o 6 (o) 0y, Qg =e12)5

expresion que exige se tenga nr—ky, 0 sea,

10
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que es la fsymula enunciada en la proposicion que queriamos

demostrar. | P
Corolario.—Zodos los Invaviantes de una forma binaria

de grado impar , son funcones de grado par. |
En efecto, haciendo en la férmula (8) k=2, se obtiene

y como 1 debe ser un numero entero, si m s impar es preciso
que r, grado del invariante, sea par.
49 —Teorema II1.—7Zodo invariante de una forma bina-
ria es isobdrico, y su peso es igual @ su indce.
En efecto, sea la forma U= (ao, 4y, 0y, ... @) (7, Y)"; Ve-
rifiquemos en ella la sustitucion

r—=X4+0. Y }
y=0 . X+\Y

cuyo médulo es . Designando por © un invariante de la forma

propuesta, por @ el de su trasformada y por w el indice de este
invariante, tendremos segun la definicion de invariante

== }.EL. Q.

Ahora bien, por la sustitucién verificada, los coeficientes
de U se trasforman en |

A{}:a{} )"-U,, Aj_:al ll, A2:a2 )\2, ..... A?:a" }hﬂ;

por consiguiente si un término de ¢ es a e alel 0y 2 on ¢l
0

término correspondiente de ¢ sera

€oq €14 €
A‘D DAI IAE 2 saw A"eﬂ

:)\03(}_ 1 31+Q€2+- oo + ne"

€

e
e

Co, €
Ay a; L,
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y COMO después de la trasformacion el invariante debe conver-

. L % ’ . .
tirse en W .o, es necesario que todos sus términos adquieran el

factor 1° o1 61205t .y que se tenga por lo tanto

0.¢o-1.6,42 gt .. . Ane,—p— Eg— ¢

pero el primer miembro de esta igualdad es el peso del término

ﬂ g e e " By L 3
a,°%; 0, 2 ....4, " ; luego se verifica la proposicion enunciada.

13.—Teorema IV.—Un invariante de una jorimna binaria
5 no altera, 6 varia solo de signo, cuando se permutan entre St
Ios coeficientes equidistantes de los extremos.
En efecto. si en la forma binaria (2o, ay, @5 ... @) (%, y)* se
verifica la sustitucion lineal

2=0.X Y}
y=X40. Y

cuyo médulo es—1, sustitucién que equivale en resumen a per-
mutar entre sf las letras @ é y; dos términos de la forma equi-
distantes de los extremos, @, 2" §" Y Guy o'y ", por ejem-
plo, se trasforman en @, 2"y Y Gu gy, es decir, no
hacen mds que cambiar entre si sus coeficientes. Al propio
tiempo, si ¢ designa un ‘nvariante de la forma propuesta de in-
dice u, y @ el de su trasformada, se tendra

; d=(-—1) I o,

y esta igualdad nos demuestra que el invariante © no cambia de
valor en ningtn caso, y varia o né de signo segun que Su indice
u sea impar O par.

Ios invariantes que pot 1a permutacion de coeficientes equi-
distantes de los extremos en la forma, 1no varfan de signo se de-
nominan sinétricos, y 10s que cambian de signo se llaman Zenz-
Simétricos,
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Nota.—Debe observarse que la permutacion de los coefi.
cientes equidistantes de los extremos no altera el peso del inva.

; " . [ . 0,0 {J‘
riante; porque un término del invariante primitivo. a, “°g, “1

a, G 6’:.'.’ por ejemplo, se convierte en el trasformado

[ 32 €n

7

(m—0) eo+(n—1)e; +(n—2) eg+-....4-(n—n) ¢,
= (¢ote;+egt....,)—(0. ec+1e;+2e04-...4-ne,);

pero como e,+e,-+e,+....4-e,—r, designando por r el grado
del invariante, y siendo ademads (n.° 42),

O‘e{,—l—i.el-l—%.ez-l—,...—l-az*eﬂ““p.“f—?; ;

se tendra que el peso del invariante trasformado es

nr nr

B —

nr ) T )

44.—Teorema V.—Zodo invariante © de una forma bina-

20 (o, g, Ay, ... 0,) (2, Y)* satisface ¢ las ecuaciones de deri-
vadas parciales (a),

atp Jeo 0
= i (P a{P rrm
ac? J Al J
na;=— +(n—1) @y~ +n—9) q, -2 2ol Sl

(a).—Véase antes de comenzar el estudio de este teorema la MNMota sobre (oS
simbolos ;ﬂc:'J Y ¥ & que vi al fin de la obra,
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En efecto, si en la forma binaria propuesta (a,, Qe Breie )
(@, y)" se verifica la sustitucidn lineal

r—=JX +AY }

=044+ Y | (8)

cuyo modulo es la unidad, entre el invariante @ de la trasfor-
mada, y el » de la propuesta se verificard la relacion

P=¢. 9

Ahora bien, la sustitucion lineal (8) equivale 4 poner en la

forma propuesta en vez de o, x—Ay, y conservar sin alteracién
la variable #; mas en este caso es facil demostrar (a) que si de-
signamos por Ao la operacion

Ao—a ? —+-3a i —+na 3
=0 e N,y —
i 2 2 aaﬂ ! n—1i aaﬁ b

el invariante ¢ puede ponerse bajo la forma

b==o-+A. Ao 1 A2, Ao 1

)3 ﬁﬂﬂ_{_ +"'““ }hn Au o,

n

e

expresion que se reduce, teniendo en cuenta la ecuacion (9) a

= =

1 A2, 1 2A3.~_1 | 1
lg )‘;;A?: ‘il.lfﬂ—....im

0= Ao

'l : n—I1 Anr%;
y como esta ecuacién debe verificarse independientemente del

valor de A, es preciso que se tenga

Ao=(),

(a).—Podria repetirse aqui la demostracién dada cn la Nola final para obtener
la férmula (r)
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D

T
oa,

=0 1G]

Al
a, = +20; ~ 300y —a‘—ﬂ-—s N0,

que es la primera de las ecuaciones cuya existencia nos propo-

niamos demostrar.
De una manera andloga se demostraria que haciendo en la

forma propuesta la sustitucion lineal

r— X+0.Y

=1+ I L

cuyo modulo es también la unidad, el invariante o tiene que
satisfacer 4 la ecuacion (a),

v$=0, | |
0 sea

Or:;:a_-l_ 1) G:P

na, — —+—mn—1)a, —

o la o

+( 2) a?—i- ~+-2 °f - i 0 (7)
n—2) @, —4....~+20,_ — a, — =0,
i 3&2 ! od, o 0,

Observaciones.—I.—Esta dltima ecuacién (7) no es mas,
en realidad, que una consecuencia de la (6), cuando la forma
estd escrita simétricamente; pués podria deducirse de ella por
la permutacion en la forma de los coeficientes equidistantes de
los extremos, en cuyo caso el invariante no altera o cambia
unicamente de signo (n.° 43).

II.—Si la forma propuesta estuviese escrita sin los coefl-
cientes numéricos de la formula del binomio de Newton, habria

(a).—Véase la ecuaci6n (nr;’ ) de la Nota final.

I
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que sustituir las ecuaciones (6) y (7) las dos siguientes, que
son las correspondientes 4 este caso (a);

¢ 0% J
a? (?1*'—‘1) al a(P +(n_2) ag I|| 'I""_I-aﬂ'-'l az :0?(11)

s 3&1 B

15 —Teorema VI.—ZEn todo invariante la suma algébrica

de los coeficientes es nula.
En efecto, siendo el invariante ¢ una funcion homogénea €

isobérica (n.°s 40 y 42) de los coeﬁmentes de la forma se podra

representar por

050 ey
o==2a, 20, 10,2, .8, "5
hallando sus derivadas con relacién & ay, Gg, Gg, . . .0 teN
dremos,
J0 € Ot 7 Cn
—_— ﬂ{?l Zaﬂ Gal 1 ag fa-- ﬂ"
004
J0 6o 6y Ol ey
— :32 Eaﬂ GEII 1&2 2 ® ﬂ‘ﬂ
oa,
i :ﬁﬂ Zag Gal 1a2 4 aﬂ /
oa,

y de estas expresiones pueden fdcilmente deducirse las que

siguen

(2),—Véanse en la Nota final las ecuaciones (B) y (5’) :
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a . ﬂ 6 3 Bﬂ SR ,-.

g 20— 3% 0 e =
00,
atﬂ a2 fo f,?l gg f’n LI :

9 =de.2a, a0y °... .4, =260
3a2 |
A 6o €, € e,

Mﬂ—i —ne, 20, Dai 1{12 2 f, =—ne,o /
oa,

Multiplicando los dos miembros de las expresiones ante-

riores por @, @, dq, . ... (4,4, r€Spectivamente, se obtiene
0w a A e, J
Qo . = "-'—81 9 ’CP ’ 9&1 -_a ? :ﬂ S {f']: 302 '—a—?“"
() e Bl
e ng
ag "’aﬂ aﬂ
ecuaciones que sumadas nos dan
dop 0 0% 00
o 20, —— ++3a, —— +..... N,y —
€0, ¢ éq01 0l
o= 22143 832 L +n )wi
( 4 ; aq - aq 33 5 Qg 0

Ahora bien, como la funcién © es un invariante el primer

miembro de la ecuacién precedente serd cero, segun la igualdad
(0) del teorema anterior luego tendremos,

( 1@ €qll (/A e, (0 )
| Q 2”1 l 3 g%o I I n Wp—1i —()
I L IR TR T | n |I

al aﬂ aﬂ a, ?

y esta ecuacion debe tener lugar cualquiera que sean los valo-
res de o, ay, ay, .. .a,; de manera que si todos se hacen igua-
Ifs entre si € idénticos 4 un cierto valor, g por ejemplo, la ecua-
cion también tendrd lugar; pero en este caso el invariante se
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ceduce 4 una suma de términos que tienen por parte literal @',
si por " S€ representa el grado del invariante; y por lo tanto si se

designa por § la suma algébrica de todos los coeficientes nume-
ricos del invariante o, este se reduce 4 s.a", y la igualdad ante-
rior se convertira en

(6,+2e,+3e+ . . . . 4ne,) sa"=0;

pero la cantidad comprendida entre paréntesis no puede ser cero

porque trepresenta el peso del invariante ¢; a" tampoco puede
serlo, luego deberemos tener

§ b
5‘-——-— 3

como queriamos demostrar.

16, —Teorema VIL.—Si una funcion ¢ de los coeficrentes
de una forma U=(0o, 4y, Og,. . - - @) (@, y)" es isobdrica, simeé-
trica y satisface & la ecuacion de derivadas parvciales,

g 2 al

| ‘ | il e=f)
aaz Igaﬂ aaa -l— “““ _!_ Wllp—1 aaﬂ ) (6)

0%
o 30,

-2a,

sera un mvariante.

-

Para demostrar esta proposicion serd suficiente probar que
verificandoven la forma propuesta la sustitucion lineal

g—=h\ X4 ¥

13
y=hy Xy ¥ o

la funcién o se trasforma, designando por A el médulo de la
sustitucion, en

11
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Para ello observemos primero queé ¢ debe ser una funcién
homogénea de los coeficientes de la farma, porque si T'=Fk_

aﬂeﬂaiglaﬂeﬁ g .afﬂ es uno cualquiera de sus terminos, y se le
0 e dt
: ion Ao = - 42, —— +30, -
aplica la operacion A ¢ =do %, +20; % T 9l -
00 :
LN —— , SE obtendra,
oa,
Qo 0) 0 % Ot )
e L e+3 —=et... 0 %
T(a] ot oL et 3 b oot )
v si suponemos que @y=—0;=0,=. . . .==a, ¢l termino T se con-

vertird, designando por p su peso en

T (e,+2e54-3es+. . . .+ne)=pT.

Ahora bien, siendo © una suma de términos andlogos 4 T,
y todos de igual peso por ser ¢ isobarico, se deduce que la

ecuacion (b) aplicada 4 la funcién o nos dard, en el supuesto
anterior,

0.5 T=0;
mas como p no puede ser cero, es preciso que se tenga
a2l=0

y en esta expresion, X T representa una funcién de a¢ que debe
ser cero cualquiera que sea g; pero como no puede admitirse
que cada uno de los coeficientes de los términos T sean nulos,

pues entonces no existirfa o, se sigue de aqui que todos los tér-
minos de esta funcion © deben contener una misma potencia

de @ como factor, es decir, que o es funcién homogénea de 10s
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coeficientes a; Y solo serda cero la suma algébrica de sus coefi-
cientes ().

Esto sentado, si verificamos en la forma propuesta U la

sustitucion ,

=] s Y
lﬁ 5 (ﬂ)
Y=y

la funcion ® permanecerd invariable, pués por hipotesis esta
funcién satisface 4 la ecuacion (6). Si en la primera trasformada
de U, se hace una segunda sustitucion

i ::y 1 ] ’ (al)

Y= —7

la funcién © tampoco variard, excepcién del signoj porque,
por hipdtesis tambicn, €s isobdrica y simétrica. Si en esta se-
ounda trasformada de U se verifica una tercera sustitucion

fr rr
4=

(2).—En lugar de suponer en el enunciado de esta proposicién que la fun-
ci6n ¢ es isobdrica y simétrica, podria expresarse la condicién de que sea homo-
[

7y

2
0 ) S [ | L. ..e=r;
‘ B{}_{'_l s 31'_]_“ : tag—l-' LR +n8ﬂ-—-—' _? 5 y 80 | E] | €2 j eon ¢ e A

génea y de peso . porque entonces se tendria por hip6tesis

de cuyas expresiones se deduce,

(n—0) eo-+(n—1) e,~H(n—2)
+. : .-]-(n——n) o= nNr'— Eg- — HJ’ ,{i‘r S€a (ﬂ-—O) eg—l-(?b—“i) €1
+(n—2) e,4 . . .+(n—n) 6,=0.¢o11 26,4 . N0,

lo que demuestra que la funcién 0 €8 simétrica,
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también » permanece invariable por satisfacer a la ecuacion (6)
antes citada. Finalmente, si en la ultima trasformada de U se
hace la sustitucién lineal

$m: — A ;,"I(
A 3 (oq)
TR e Y f
Yy — e

siendo o una funcion homogénea, todos sus términos adquiriran

el factor A" (n.os 40 y 42), y la funcion se trasformard por lo

tanto en Ao

Mas las cuatro sustituciones («), (o), (%) ¥ (¢5) equivalen
en resumen 4 la sustitucién (13), segin puede comprobarse fa-
cilmente eliminando entre ellas las variables 2, 2", z", ¢/,

", 4" ; luego esta sustitucion (13) trasforma 4 © en At ©, ¥y 9€s

pot consiguiente un invariante de la forma dada, como se que-
ria demostrar.

Observaciones.—I.—La proposicion que acabamos de
demostrar puede considerarse como la reciproca de las demos-
tradas en los teoremas I, IIL, IV y V (0. 40, 42, 43 y 44);
pués mientras en estos teoremas se exponen las condiciones a
que debe satisfacer todo invariante de una forma, en el ultima-
mente demostrado se establecen las condiciones necesarias y
suficientes para que una funcion de los coeficientes de una forma
sea un invariante. Como veremos mas adelante, el teorema V]I
que acabamos de demostrar nos proporciona un método muy
comodo y sencillo para la formacion de invariantes.

II.—Segtn lo demostrado en los teoremas V y VII, todo
invariante de una forma tiene que satisfacer 4 las ecuaciones

atP afﬂ Zj{g ?lrr'
o = %0, - 50, - T e
aﬂl 1 aaﬂ + 2 30:3 + —l_ n—1 aaﬂ
afﬂl a a."'.l‘" D."f"‘ (
na, —— +n—1) a5 ~— +n—2 it O A Lzl
1 l 2 A l { s —
QLA It Vel da, | L,
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¢ la forma tiene los coeficientes del binomio de Newton;

af | 3? a? 3? b

no P?JHI . (ﬂ 1) a4 3'{52 | (\”’ %) {32 aaa l --*"+’ﬂ'n—1 aﬂn-—uq ‘
e 2 g, 2 |

y *a——-% - al, aﬂl ! 3!‘13 —a}}; ..—l—ﬂﬁ'”b ol ==\ \I

i no los tiene; v al propio tiempo toda funcién homogénea ¢
isobarica de los coeficientes de la forma sera un invariante st
<atisface 4 las citadas ecuaciones: asf es que estas ecuaciones
son las que caracterizan la propiedad de la invariacion 'y por
esta causa se las llama ecuactones caracteristicas de los nva
rianies.

TII.— Obsetrvemos por dltimo, que existen funciones que
satisfaciendo 4 las ecuaciones caracteristicas del invariante no
cumplen con alguna de las condiciones de ser homogéneas ¢
isobdricas, y 4 estas funciones se las denominan semzznvariantes
& heninvariantes, segtin propuso Cayley.

I'T.—Teorema VI1L.—Si tenemos dos Fformas de un misnio

grado n
Ay

Utto, ty O -0 @ 9§ V=lbos by By - b @ 9"

v la functon © ((o, @y, Qg- - - ) €S 1 snvariante de la forma U,
la funcion

dw Al 02 e

g i o b L el (14)
=] ) ). sl

: © au{j I 1 aﬂ—l 3 3”‘:_}4 _I i aa?!

o5 un invariante simulténeo de las formas Uy V.
En efecto, el invariante o debe satisfacer, por definicion,
a la ecuacion

0 (Ao, Ays Ao Ag) == AY o (a0, g, g - - .

[
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en la cual A representa el médulo de una sustitucion verificada
en las formas Uy V, cualesquiera qu§ seax} los coeficientes
(o, @y, Oy, - - - 0, de la forma U. Ahora bien, si esta ,fcrrma U se
convirtiera en U--#£V sus coeficientes se trasformarian en

Ao=tot-kbo, A;=tyHhby, . ... A=t kb

y por consiguiente la funcidn & =¢ (ag+kbo, €y-hby,......
a,+kb,) serd un invariante, cualquiera que sea el valor de £. Por
lo tanto si se desarrolla la funcidén @ segin las potencias de £,
todos sus coeficientes en este desarrollo deberan ser invariantes
por ser [; indeterminada. Pero aplicando la férmula de Taylor
oeneralizada (a) 4 la funcidn ¢, los coeficientes de las Eotﬁncias

de k seran

Qo Ao _ Dtp
G L), :
A Al do \2
.1 L(P 1 £ _I.___) &
;(bg dtg ' oay " b o,/

llllllllllllllllllllllllllllllll

y como el primero de ellos es la expresion (14), queda demos-
trado, que ¢ es un invariante simultdneo de las formas Uy V.
Nota.—Este teorema proporciona un medio sencillisimo de
calcular un invariante simultineo de dos formas de un mismo
grado, cuando se conoce .uno correspondiente a una de ellas;
pucs es suficiente aplicar 4 este invariante la ecuacién (14).

Ejemplo.—Tratemos de hallar un invariante simultineo
de las dos binarias cuadriticas

(a)-—Recordemos que la férmula de Taylor generalizada es: f (x+4, y+%
n==n 1 n
g4l ) =F (2, 9, Bjnens) », [n (f’mfz-i-fy f—l—fI z’+) T (S. B 209

n=1

—n.° 296).—(L.—2.9—Pdg. 197)
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U=a02*+2a,2y+05%, V=boa®+-2b, 2y4Doy?.

Recordando que la funcién o=—a, a,-—a,® es un invariante
de U (n.° 39, ejem. 1.%), tendremos aplicandole la ecuacion (14),

—be. Qoby (-—20,)40;. Bo—0obo—2a,0,a5b; ,

que serd el invariante simultdneo pedido.
18.—Propiedades de los invariantes con relacion a
lag raices de la forma.—Teorema IX.—Ura funcion st-
mbtvica de las difevencias de las raices de una forma binaria
sordiun invariante, siempre que cada vaiz entve en la funcion
con el mismo exponente. |
Sea por ejemplo, la forma U=ao #"+ o ya, 2"y
+....~4a, y"=0; segin ya sabemos (n.> 14), llamando ¢, o5,
Uay. . .0y, 4 las raices de esta ecuacién, la forma anterior puede
presentarse descompuesta factorialmente de la manera que sigue:

U0, (5—2, y) (@—23y) (@—25). . . -e—a8):  (15)

sea ademas

= *5308 & (oy=—2g)* (g—2tg)" (25— L)t v s (16)
una funcién dada de las diferencias de las raices que sea simé-
trica y tal que todas las raices de la forma entren con el mismo
exponente, 8 por ejemplo; y vamos 4 demostrar que ¢ es un
invariante de la forma U.

En efecto, si en la forma U se verifica la sustitucion.

r=h X+, ¥ )
=y Abip ¥ )
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cada factor (z—w, y) de U se reducira a
25—, Y= (Ay A4 F)—a, (0, A= =0, —Ay) 44

o }fa 3
)

(P‘l_*l“l‘ﬂ mh) Y:()‘l__‘hﬂ aﬁ) X )"‘1“—12 N

/

y por consiguiente la trasformada de U tendra la forma

U—A, (X —-2 1L ]

a“\l_)xg 111

F Po%—H 4 (Y o % th Y,
( 1. A— g 2, )

}MI_)\.E Gtﬂ '

si hacemos para abreviar

s Ay ) B—Ro i) . o .y—Ag). — (1T)

I.as raices de Ul tendran la forma

X ;ﬂ @ =0 o0 i e
1—12 GEH _ Y }\1"—"‘)\25;“‘

y por consiguiente la diferencia de dos de ellas 6, y 0;, tendrd
por expresion |

§, =t ekl o (), O‘ﬁ*ﬁ“‘f‘lj‘ﬁj :
M=ot A—hgt T (A —hg) A—hgm)

allfermar ahora la funcién o (16) de las diferencias de estas
raices tendremos:

d—A Ei‘ > (y— ) ()‘1}1‘2"_'“1)‘ )k
| ; Z (A=A (hy—Dgo)*
: (12—-13)**(‘}\#2*—&;112) (25— (Apg—phe) . .
A—Pg2a) Oy Oy g
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4 bien designando por p. el nimero de diferencias de las raices,

6 sea la suma k=4I . . . de los exponentes,
. 0
— (N Do) . .
[ 1 : 0‘1*’"7\*3'3"31)}‘°-O‘f[""')‘g%)k-(11'“}‘2"3’52)t (A= Agog)' .
| 2.& (o) (ta—0tg)’ (ag—atg)f . .. . . . g e lh)

mas como cada raiz se repite el mismo nimero o de veces, cada
factor (\;—A, %) del denominador entrard con el exponente 3,y

la fraccién de la expresion (18) se reducira a aDB si se tiene en

cuenta la férmula (17), y por tanto & se reducira a

D=y Pttt M)t - ds Z (=) (0g—0tg) (25—2) - - - -,
0 sea
O=(h; pg—p1 D" - ¢

cuya igualdad nos prueba que ¢ es un invariante, COMO queria-
mos demostrar. |

19, —Teorema X.—Si representamos por oy, dg, . - - -t 428
raices de una forma binarvia G @"=+0, 2 Y—0g il R
~+a, ", y por s, su suma; 10do invariante © de la forma pro-
puesta expresada en funcion de las raices satisface & las ecua-
ciones de derivadas parciales

, h=n
J© Al E}q: ~ ?Jcla
| B ! —— -——--"".__":0, 19)
oy 3:12+' S 0d,, % doly, | (
h—=n
Qo ) e OF o el
19y, T doty Pt 0 Slr?ﬂz% PR Y

h=1

stendo t el grado del invaviante ¢ (a).

(a).—La demostracién siguiente de este teorema €5, con ligeras v-%nantes de
forma, la expuesta por el ilustre matemético contempordneo X, Brioschl.

12
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En efecto, como el invariante ¢ es una funcion de los coe-
ficientes de la forma, vy estos coeficientes son a su vez funciones
’ . ! 0
de las raices (véanse las ecuaciones (7) del n. %), tendremos

do __dp day , 99 day dp  9a,

el e el
il a . & B 0 B -

da, ~ day; Oy J8y  Oay 0, O,

(21)

Sabemos ademds (a) que un cierto coeficiente @, puede ex-
presarse en funcién de una raiz a,, por la ecuacion

=M, %‘l’”‘Nk y

siendo M, y N, funciones simétricas de las raices restantes; y

P
o0,

por lo tanto se reducird 4 M,, que no es otra cosa mas que

la suma de las combinaciones de las n—1 raices a,, d,,. ...
Oty Upits - -+ Oy tomadas k—1 & k—1.

Para hallar el valor de M. en funcion de los coeficientes
de la forma dada y de la raiz «,, observemos qué, siendo a,

%gy . « . « %, las raices de la ecuacién
1 n—1
&X Z
] | a—
Qo " =04 y"“‘ T L) ? -+a,=0,
0 sea,

7=0 "0, 5" ' ... .0, 14-a,—=0

: X i
81 se hace — —z; la ecuacién

—0 tendrd por raices las
&Gy

mismas de Z menos la 5=zu,; y por consiguiente la suma bus:

cada de las combinaciones k—1 4 k—1 de las raices Sl

(3.2.——(’[{*“2‘%—11*”3 407, 408 ¥ 439).—(L.—3.—P4p. 9 y 10).—(S. B.—2.°
—0.% 306).—(B.—2.2 parte—n,° 193).—La férmula a,=M o +N, se deduce

facil :
mente con solo recordar que las ecuaciones (7) del n.° 4, nos hacen ver que

lo ] i : e arny i
S tneﬁc:{antes de una ecuacién son funciones simétricas de las raices, y lineales
con relacién 4 cada una de ellas,
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e s Oytls v+ Oy SCTA el coeficiente de g"~"~"*-'=z"" en el poli-

qomio : pero siendo (—1)*y (—1)*' los signos de los

cocficientes @; y @ de la ecuacion primitiva, expresados en
funcion de las raices, el coeficiente de 2" en el cociente antes

Yo 5

: , e =1
indicado estara multiplicado por ((_ 1))1,;_,1 — —1, y por tanto
este coeficiente sera
e oy, g
M= —2];; = — (@ Ok—2 %03 LB 1. . . .0 Pl B

o en la formula anterior se hace k=1, 2,3,....mn, sucesiva-
mente, vy se sustituyen los resultados en la formula (21) se
tendra

do ' d0 0 ot
e B e 2 i
e Qo 2, +(a1+a0 L) da, +(%+a1%+ﬂn 0 %) da,
i
PR R P RIS S T o B R 2

oa

n

Haciendo ahora en la férmula (22), h=1, DR
sumando los resultados obtenidos, y sustituyendo en lugar de
las sumas o.,'-agio. . .. % =5;, Sus valores en funcion de
los coeficientes @, @y, oy - - - - O (a), se tendra

(2).—La suma de las potencias 7 de las raices de una ecuacién estd dada por
la f6rmula;

e e 0
s G 0
Sii(—-——i)i : 8633 {!2 ﬂrl ....... 0
Wi @ G v 4
! ith o (i
pero en esta formula hay que sustitulr —= & e i— el Slibet de ay,
4 %o %o

(gywer v @ para poder aplicarla 4 la formula que resulta sumando las deducidas
de la (22), porque el valot s; se ha hallado suponiendo =1,
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h=n
do Qo , 0 O 99 00 ©
& : =0 e — —(n0y — n—1) a, L
3&1 aaﬁ | amﬂ h= aﬂ;" ( - aal -l_( )al HE
Ol .
o5 (28)

y como ¢ es un invariante, el segundo miembro de esta f4r-
mula es cero (n.° &4, for. (11) ), y se tiene por ultimo,

hi=n
4 31*:‘:3

a{){h

=1

=,

que es la primera de las férmulas que tratdbamos de demostrar,

Para obtener la segunda, multipliquemos por «,2la f6r.-
mula (22), hagamos después =1, 2, 3,. .. .n, en el resultado,
y sumando todas las igualdades que se obtengan se tendr4,

J { do 0l
z;m& Y, — ) o825, ~+(a, 8, aﬂsa)aﬂ H(0oS o0, 85+a0s8,)

) e dw
N + v oo -+(an32+aﬂ.—-i 33+' Rt '_‘I_af-' S”':"l) .

Itg oy ;

n

sustituyendo en esta ecuacién en lugar de s,, Sey Sus it Sasus

valores en funcion de sy, a,, a;,. . . .q, (a), se tendra
h=n
j_. i g 0
~ 2
Ol 00

a%+ s H) a,0) 5

iR o
(@) —(R.—2.0—n.° 423)-“(3---2313&1‘5&,—"—:1.”271). (L\—3.0—Pég, 118).
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=\ - -0 it -a . | a 5 )3
08 e R S0d
op | op | Jo
+ (20, “Hdag . .. na, )
aﬂj a{gg aﬂﬂ_l s
' do
observando que @,., =0. Sumando y restando s, a, Ta' ada
O
igualdad antetior, se convierte en
h=n \ h=n a : a a
(' ’ :p {D
ZL‘L}; a{ih ity Sl' AR af;h 8 hedy | 3{30 + 9 8{11 | a _"'aaa
=1 =0 |
- oW
= E e T AN T ?lﬂv" l .
- -ne, 0.

El primer término del segundo miembro de esta for-
mula es igual, segtin el teorema de Euler (n.° 10, nota) al inva-
riante o por su grado ¢y por §;; y cOmo ademds se tiene que

Sl — & . 6 sea,—(o §;—a, la formula anterior se reduce 4
do
h=n
- D5 3 : Yoo
T Q0 (8o, (Gloe)
2 1 0 e ) i D =
o 8. ro-+(a L-Ya -
B 9H0y Al “ do, 5 da,
h=1
AL
(G1ds) ;
..... lna, — ) (24)

mas como © es un invariante, la cantidad comprendida entre

paréntesis es cero (n.° &4, fér. (12)), de manera que se tendra
por ultimo,

h=n

£

— d0

» g2 —g ol
> o, §, o=
Jnud Jat SR BT

Ji=e=1
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que es la segunda de las férmulas que nos proponiamos esta-
blecer. |

Observacion.—Si la forma propuesta estuviera escrita
con los coeficientes numéricos del binomio, la demostracién

serfa la misma, pero las ecuaciones (22) y (24) se convertirfan

en las dos siguientes: /

h=n
~ Jo acp Jo E}? )
e T ey R ‘ b el :
{ = da, a0; 00, il da,
h=
h=n
_':1 AL qu at? Jo
P i e St o s a,
ey $17¢=10y 5 F(n—1) a, 3a1+ -+ ¥
=1

——t =
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CAPITULO VL

COVARIANTES.

10, —Covariantes: definiciones.—Se Jama covariante
4 toda functon homogénea de los coeficientes y variables de una
Forma que tenga la propiedad de qué, si se efectia en ésta forma
o Sustitucton lineal, la funcion semejante de los coeficientes y
oariables de la trasformada sea igual & la funcion primitiva,
multiplicada por una potencia del modulo de la sustitucion.
Al exponente de esta potencia del' médulo se le llama indzce

del covariante.
Sea, por ejemplo, la forma

U=(6, Gy, gy -+ -) (Fr Y Boe oo o) (1)
y supongamos que

‘?(aniap%:-*--m:y:zs”-=) (2)

es una funcion homogénea de los coeficientes y variables de U.
Verificando en la forma U la sustitucion lineal

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

se obtendra la forma
U=(do, Ay, dgy- - & Vi By

fﬁfmemc}s ahora con los coeficientes y variables Ao, Ay Agyeees
A,Y,Z7,.... la funcién
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Geeld A X 7 )

A semejante 4 1a o (@5, @y, Ggy. .. &y Y, 5,. .. .); 81 llamando A a]
- modulo de la sustitucion propuesta, y siendo w un nimero entero
se verifica qué,

2 (Ao, Ay Ay X, ¥, Z,..)=0 (06, 0y, Oy 2,9, 5,.0) (B)
la funcién ¢ se dice que es un covariante de la forma propuesta
Cuyo ndce €s .

Si el indice i1 es igual & cero, en cuyo caso la funcién ¢ no

- altera por la sustitucion lineal verificada, la funcidn recibe el
nombre de covariante absoluto. Por ejemplo, toda forma es
covariante absoluto de si misma.

Del mismo modo que una sola forma, puede un sistema de
formas tener también covariantes. Sean las formas

supongamos que verificando en ellas la sustitucion lineal (3) se
trasforman en las i

iiiiiiiiiiiiii

st al mismo tiempo se tiene una funcién homogénea de los
coeficientes y variables de las primeras formas, tal como la

?(ﬂg,ﬂl, ag:---.bg.bl,bz,....m,y, z,....)

que satisfaga 4 la condicién
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EP(A(;H Alli AEI“"BD'I B]_r Bﬂt+i~-X, Y, Z,-nnn)

A6 (a5, Qys Ggv oo boy by bgo v i Y B L)

esta funcion o recibe el nombre de covariante del sistema dado,
6 mejor, el de covariante stmultdneo de las formas propuestas.

Los grados con que entran en un covariante las variables
y los coeficientes de la forma correspondiente pueden ser dife-
rentes, y para distinguirlos, se ha convenido en llamar order
de un covariante al grado con que entran en €l las’ variables de
la forma, v en designar simplemente por la palabra grado, el
grado con que entran los “coeficientes. Asi, por ejemplo, un
covariante que contenga 4 las variables con el exponente 4, y
4 los coeficientes con el B, se dird que es de 4.° orden y 5.°
grado (a).

Del covariante de una forma se puede dar también la defi-
nicién siguiente: Se lama covariante de una forma U, ¢ una
- funcion © de sus variables y de sus coeficientes deducida de la U
de tal manera qué, & excepcion de una potencia del maodulo de
wna sustitucion lineal, la trasformada por esta sustitucion de la
deducida o, sea la funcion ¢ de la trasformada de la forma pro-
puesta, 6 sea en otros términos, gue la funcién ¢ de la trasfor-
mada de U sea la trasformada de la misma funcion ¢. Esta de-
finicién se reduce 4 la primera con.solo observar, que si la
forma es la (1), y el covariante es ¢ (do, 1, G- - - - @1 Y5 %y - - WE

trasformando este covariante por la sustitucion lineal (3), se
tendra

6 (ao, @y, Gg, . . . . N XHp Y444 . . A X—A-irg Y 4-voZ
+. vieel y }'EX—I-HBY_I_‘JSZ'{_‘ oialyetty );
y haciendo el desarrollo de o, se hallaran para coeficientes de

las diversas potencias de las variables las mismas combinacio-
nes de los coeficientes Ao, 4y, 4g,. ..., de1a trasformada U

(2).—Puede observarse que los invariantes no son méds que covariantes de
orden cero. :

13
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que obtendriamos en la funcién (4), 4 excepcion de una potencia
del mdédulo de la sustitucion; de manera que obtendriamos como
ecuacion fundamental del covariante la que sigue

eldod e B2 N e e X
+uy Y4y Z+. .. WX u V49,44 . ., . ). (5)

Debemos observar, por ultimo, que segtin la definicién del
covariante, cada coeficiente de un término X* Y* 7' . .. , del
primer miembro de la ecuacion (b) debe reproducir, 4 excep-

cién del factor A el coeficiente del mismo término del se-
gundo miembro (a).

Ejemplo de covariante.—Tomemos la forma binaria
cuibica |

U=0,2°+-30,2%+3a,2y°+ag;

sea ademas la funcién

?Z({Iﬂﬂﬁ—“ﬂiz) fﬁﬂ‘]—(ﬂnﬂauglaﬁ) v”fy‘i-(ﬂﬁs‘_'%g) Y 2!

y vamos 4 ver que esta funcién es un covariante. Verifiquemos
en efecto en la forma U la sustitucién lineal

=\ X+u ¥
Y=hX4p, ¥

y obtendremos la trasformada

U=AoX°+-34, XY 4+-34,X Vot A, 1,

=l
1 ly — gl 44 .
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representando por Ao, Ay, Ay, A, los polinomios

A —oh P+ 3\ D+ 3ah A2 agh

AIZE‘LI (aﬂllg"r aﬂ)\ﬂg)—{‘gll)‘ﬁ (ai v T aﬂ{""ﬂ)+E‘L2 ("~r‘?"_|l12 -i-aglgg) ( o )
o A%

w—— i 2 2 = s
A=Ay (Gt "+ ol )+ 244155 (@A -+8ghg)+ Dg (@t P+ aging?)
A= oty "+3 By hg+ Bllglhy g+ gy’

Formando ahora la funcién ¢ andloga 4 la ¢ tendrfamos
d=(4o AQ"”‘AF) X?4-(40 Ag—A, 4,) XY+(A1 AS——AEE) e

sustituyendo en esta funcién en vez de A,, 4, Ay, A, sus valo-

res, y en lugar de X' é Y los suyos deducidos de las ecuacio-
nes (¢), que son

. e Y e MNy—h2 4
T Mg : M g—Pi M (%2

se obtendria finalmente

(“lﬂ 42_"4‘ lg)Xﬂ_I_(ADAa_A 11‘1 g)X L (AIA 3—-A 22) Yﬁ_—_(lﬂ}.g_i.l.ll?)ﬂ
i(ﬂ“ﬂﬂ“alg) 2%+ (€003—040p) 93?1’+(a1a3'"'%2) Y } , ©)
0 sea
O=(Mpg—tha)” 9

La misma expresion () se hubiera obtenido muy fdcil-
mente sustituyendo eun o los valores de ¥ ¢ yy dados por las
ecuaciones (), y teniendo en cuenta los valores () ¥ (o).

51.—Propiedades de los covariantes con relacion

5 los coeficientes y variables de la forma.— Teore-
ma I.—E/ indice del covariante de una forma es ioual & la

diforencia entre el producto de su grado por el de la forma y el

orden de dicho covariante, dividida porv el nmimero de variables
de la forma.
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Sea, en efecto, la forma de A variables y de grado n

U=ldsin 00 ) (2. 0. % .
y supongamos que

CP (ﬂ’ﬂi a:{i EIQ,.. -m: yl By ‘)

sea uno de sus covariantes de orden m y grado ., Verificando
en esta forma la sustitucion lineal

iiiiiiiiiiiiiiiiiii

se trasformara en
Ui=l4, A A o Yo7

y el covariante se convettird, segtin hemos visto (), en

O (hey Ay Agsit . X V. 2 .)“_“&P'.cp(aﬂ, Qs .IXIX
g Y4y, 2. . '??‘B‘I_}'H‘E Vebvg 4. . ... ).

Ahora bien, segin ya sabemos (n.° 82) los coeficientes
Ao, 4;, 4,,. ... del primet miembro de la igualdad anterior
son de grado n respecto 4 los coeficientes de la sustitucién, y
CG II il ; b

mo ¢ es del gt‘a:tiiﬂ r respecto a Ao, 44, 4,,. .. .. . serd de
grado nrr con relacién 4 ), Wil Por otra parte, el primer

: L : : j .
factor del segundo miembro A" contiene 4 los coeficientes de

la sustitucién con el grado k., por ser A de grado £, y como el
segundo factor los contiene con el exponente m, por ser m el

orden del covariante ¢, dicho segundo miembro los contendrd
con el grado ku—+m; luego tendremos

mr=fp—~-m
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de donde se deduce

T (6)

f6rmula que demuestra el teorema enunciado,

Corolario I.—En el caso de las formas binarias, la for-
mula (6) se reduce

p=—g— . (1)

Corolario YL.—Los covariantes de una forma binaria de
grado par son necesariamente de orden par.

Porque debiendo ser p. nimero entero, si suponemos en la
formula (7) que n es par, m debera serlo también para que la
diferencia nr—m sea divisible por 2.

Corolario YIX.—Los covariantes de una forma binaria de
grado tmpar, seran de ovden par o impar segin que su grado
sea par o tmpar.

En efecto, siendo n impar para que nr—m sea divisible
por 2 es preciso que 7 y r sean ambos pares 6 ambos impares.

52.—Teorema II.—Los peses de los coeficientes sucesivos
ael covariante de una forma binaria, forman una progresion.
ariimetica cuyo primer término es el indice y cuya razon es lo
undad.

En efecto, verificando en la forma U=(ao, @y, 29, . .€,)
(&, y)* la sustitucién lineal

g—=X )
y=rl )

los coeficientes de la trasformada son

de=a A =g A=), . 4=k 0 G
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y por lo tanto el coeficiente del término X" J* del primey

P, ‘pred
miembro de la férmula (b) adquirira el factor A™, si por 0, re.
presentamos su peso. Mas como el mddulo de la sustitucidn
verificada es ), el mismo término del segundo miembro ad-

quiere el factor A +‘é, siendo p. el indice del covariante o, luego
deberemos tener para todos los valores de f

0, —p+h;

y dando en esta férmula 4 h los valores 0, 1, 2,... n, quedard
demostrado el teorema.

83 .—Teorema I11.—S7 en una forma binaria se permutan
los coeficientes equidistantes de los extremos, en sus covartanies
también se cambiardn entre st los coefictentes de los terminos que
disten igualmente de los exitremos.

En efecto, verificar en la forma propuesta (a,, @;, @5, ... @,)
(, )" la sustitucién lineal

e [
=X ’

cuyo médulo es—1, es lo mismo, segin ya sabemos (n.° 43),
que permutar los coeficientes equidistantes de los extremos; y
en esta hipdtesis la ecuacién fundamental del covariante sera,

“-P(aﬂ, aﬂ_ﬁt, v oa Gl, a{], X.] Y)E(——1)HCF({I{}, {11, Hﬂ? b iﬂﬂﬁ Y} ‘1’)!

expresién que exige que el coeficiente de un término X" 1*
sea igual al del X* ¥** por el cambio mituo de los coeficien:
tes @, ¥ @,_;, que se ha verificado ya en la forma por la sustitu-
cion propuesta.

Observemos ademds, que en el covariante los términos
cambiados de lugar conservaran su signo 6 le variardn segu

que (—1)" sea positivo 6 negativo, es decir, segiin que p 5S¢4

par O impar,
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k. —Teorema IV.—7odo covariante ¢ de una forma bina-
via satisface & las ecuaciones de derivadas parciales

En efecto, si en la forma (a,, a;, a,, .. .a,) (2, y)*, se veri-
fica la sustitucion lineal

r=X+\Y }
n=F :

cuyo modulo es la unidad, el covariante ¢ satisfara, por defini-
cién, 4 la ecuacion

S A AL X D (00,00, G X AL, T,

6 bien, sustituyendo en lugar de X é Y sus valores 2—Ay € ¥,
ala

0 (Aoy Ay Agy . . Auy =Xy, 9)=0 (do, 8y, Oz, - - -Ony T, ). (10)

Pero segtin ya sabemos (véase la Nota final y el teorema 5.°
del n.° 44) los valores de Ao, A, Ag,. .. Ay SON €1 €stE €ASO,

-----------------

|||||||||||||||||

e H SR H C R




de manera que sustituyendo estos valores en la expresion (10),
desarrollando su primer miembro por la férmula de Taylor y
ordenando el desarrollo con relacién & A, tendremos;

y como esta ecuacion debe verificarse para cualquier valor de
A, es preciso que los coeficientes de las diversas potencias de A
se reduzcan d cero, y por lo tanto que se tenga

Jo a@ 0

_ | do -
y D':;; -, . -2a, - 4. =na, T =0

que es la formula primera de las que querfamos demostrar,

De una manera andloga se demostraria que verificando en
la forma la sustitucidn |

p==X }
y=2X4Y )

cuyo modulo es también la unidad, el covariante o satisface d
la ecuacidén

oy Ol Qo .
Zuarinien] T E I e
i 3y na, S H(n l)ag aal—{—,,,-{-aﬂ —0

aan—d

Observacion.—La ecuacién (9) no es méds que una con:
secuencia de la (8) cuando la forma estd escrita simétricamente,
pucs podrfa deducirse de ella por la permutacidn de @ por Y,
¢ y por &, y por la de los coeficientes de los términos equidis-
tantes de los extremos.

05.—Teorema V.—S; una funcion homogénea ¢ (o, Gy
b9, .Gy, @, Y), y de los grados m y t con relacién @ las varia-

ﬂﬁ: Y cocfictentes de una Jorma U0, 07, 03,0 - O) (0 y)'s
satisface 4 las eciuaciones
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Al J d

S Y ¢ 0
ALee Otp 339 J

e el 1) n=—=1a == P

la funcion @ sera un covariante de la forma U.

1.a demostracién de este teorema, que €S el reciproco del

precedente, exige la integracion de varias ecuaciones, entre

d0 00
otras de dos de la forma A ?Jil A _E_f);_ —ud, y excede
por lo tanto el limite de los conocimientos que racionalmente
pueden suponerse €n la generalidad de los lectores de esta obra,

por cuya razén la suprimimos ().

Observacion.—En virtud de los teoremas IV y V que-
dan establecidas las condiciones necesarias y suficientes para
que una funcion homogénea ¢ de los coeficientes y variables de
wna forma sea un covariante de esta forma, y cCOmMoO €sas condi-
clones se reducen 4 que la funcion ¢ satistaga 4 las ecuaciones
(8) v (9), estas ecuaciones reciben el nombre de caracteristicas
del covariante. |

36.—Propiedades de los covariantes con relacion
+ 1ag Taices de la forma.—Teorema VI.— Toda functon
imbtrica de las diferencias de las vaices %y, %g,- - - .4, de una
forma binaria, y de las diferencias @—% Y, ¥ % Y-«
L—0y, 1y Serd un covariante de la forma, siempre que cada rais
entre en la funcion con el mismo exponente.
Sea por ejemplo, la forma

U—a, (x—0 ) (@—% Yoo A% Y) ;

(a).—Puede verse la demostracién que suprimimos €n la obra siguiente:
Fa4 de Bruno (F).— 7%éorie des Formes binaires.— Turin, 1876.— Pég. 190
14
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y sea ademds

= A (a—21g)" (dg—2tg)". . . (B—2 y) (@—2 Y. . .(2—a, y),

una funcidn simétrica de las diferencias (a,—;) ¥ (—a; 4), que
sea del grado m respecto 4 las variables y en la cual supondre-
mos que todas las raices ¢, oy, . . . ¢, entran con el mismo ex-
ponente, & por ejemplo, y vamos 4 demostrar que ¢ es un
covariante de la forma U.

En efecto, si en la forma U se verifica la sustitucion lineal

g=M X—+p ¥
y=h Xy ¥ :

cuyo modulo es A; uo—u; A=A, y se designan por 8, 8,,.. .60,
las raices de la trasformada y por A, €l coeficiente de su pri-
mer t€rmino, para que ¢ sea un covariante debera tenerse;

e (R B R 0 (T o R b I
=A.06° B ()" (tg—tg)'.. (Tt (—0g).. (). (1)
Pero anteriormente (n.” 48) hemos visto que
Aﬂ**__—aﬂ 0‘1“‘_12 ) 0‘1““‘)‘2 o). . +0‘1""‘)‘2 Oly)

T o ﬁl!.h—*tl O, ——(L;
Bh —— {;\2 )\ i 3 eh-—-ﬁzﬂﬁ - f *
1542 % |

(Ay—Ag o) (A —Ag o))

y como ademas se tiene

X, 7= 222l Vg% _)*1317"—1293 e
A ll_)‘ﬂ % A e M— A

el primer miembro de la férmula (11) se convertird en

ARtit.. A.;.B Y (“‘1 SR ma)h (% il ug)i (;L“ gl 7} y)p
(#—ayy) ... (@ — a, y)
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dividido por el producto

()~1“"')‘2"11)h 0‘1'_12*12)h @1‘"‘)\2 o) (A—Ag A ()\1-—-12 o)
(11‘“"_}\9‘12)1? anae ()\1"'""12{1“); ;

y COMO cada una de las raices entra el mismo nUmero 5 de ve-

ces, cada factor (hy—hg %) entrara con este mismo exponente y

su producto se reducira, teniendo en cuenta el valor de A, an-

tes citado, con el factor A . por lo tanto la expresion (11)
e convierte en una identidad y la funcion ¢ €s un covariante de
1a forma U, como queriamos demostrat.

x7 __Teorema VIL.—Si represenianos por Gy, % s
Ins yaices de una forma binarid (@o, Gy Gy - ) (@, 4" y por s
sy suma, todo covarianie P de la forma propuesia expresada
en funcion de las raices satisface & las ecuactones de derivadas

parciales

O 09 00 00 QO O %_H_
*a‘?x‘l"*’ aﬁﬁ t i a%-l'"} "j‘a?-' amh'l'yam—-‘o:ug)
h=
e Al do ®
G ST B AR 2 b s b
&4 aml +U-2 BIQ:B + Sis +':‘:ﬂ a&:“ &L 3 T 31 (P
h—=—n
el =0 3
= Y, e rsy 9 (13)

=1

, B o 1 ﬂ
En efecto, segin hemos visto anteriormente (n.° B4) todo
covariante de una forma binaria satisface a las dos ecuaciones

do Qo d0 do

i e e - Ay —— R o ({9

Yios gy . 0, 0 ' a,

is 00 00 AL 00
T — e el e e

& ay -ﬂ_ﬂaj aaﬂ +(Jn 1) ag aﬂl + + aaﬂ-—-’! /

G ﬂ
Pero segun nemos demostrado en los invariantes (0. 49,
observacion), se tiene
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h=—n
J0 0 ~
— +9a L o=na,
ﬂg aal + la 5 + S a % aﬂh
h=—n
d K 2 0P
ﬂﬂl'ri s Camad VU T e e a T 2‘ iy 5 519

y estas ecuaciones comparadas con las precedentes nos dan

S ) \

vV Uy T =0
dar, RE ) S

h=A

h=n a a

D ) L |
Oy, oy ‘

h=1

que son las que tratdbamos de obtener.

— e,
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CAPITULO V1T

TEOREMAS SOBRE LOS INVARIANTES Y COVARIANTES

bR.—Teorema I.— E/ determinante de un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas es un invariante.
Efectivamente, sea el sistema de n ecuaciones lineales ho-
mogéneas

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

cuyo determinante

B Dot o ky
ﬂﬁ b2 ..... kﬁ
K==t e e S o
b s k.,

vamos 4 probar que es un invariante. Verificando en las formas
lineales (1) la sustitucion

iiiiiiiiiiiiiiiiiii

s€ obtiene el sistema
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(@ F0ho - - -Fey) ) X ‘|’(ﬂ1!*1+b11*2 -l-klp,,,)r Y
4. . A0 Hbyw, Ay 0n) U:O
('—'12)‘1‘1'62 o+ +kﬁ M) A_l"(”ﬂy“i ‘-"bﬁl'*ﬁ'!'- ko) Y
=Fe. o (05003 Fboa 1+ - Ahgw,) U=0

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
i

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii

lllllllllllllllllllllllll

(@M bihot - - Ay X—Hany VO o T S o T I8 4
s (L i A =k o0l =10

cuyo determinante, que representaremos por NG

a3+ ok gy o hy e 0y Ry,

A]t.—-
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

a, 1+ +k )‘ an'f‘t"_[_l— _l'kﬂ}"n a U‘J]_""'- , -+kﬂmﬂ

es el producto de los dos determinantes (a),

ﬂ1 bl kl }\1 [J-I UJI
Uoickliriihs Ao shia i,
----------- =0 y ool SR R
L2 bﬂ kﬂ l‘il P‘ﬂ. Wy

luego queda demostrado el teorema.
Corolario I.— £/ determinante formado por oS prime-

ros miembros de n sistemas de ecuactones de la forma

es un mmuariante.

(8)e—(S. B.—2.0—1.0 258).—(R.—2.9—n © 117).—(B.—Apéndice B X1IL)
~—(L.—1.°—Pég. 142).
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En efecto, segun la multiplicacién de determinantes te-
nemos (a)

@1 Ya 55 - )=tV . ) (X V7. ),

g el primer factor del segundo miembro de la anterior
igualdad es el modulo de la sustitucion

iiiiiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiiiiii

queda demostrado el teorema.

Corolario I11.—S7 (X, vy), (X, Yo Son rasces de la ecua-
cion (g, 3y, - .+ &) (X, Y)'=0, &/ determinante (£, yo—y; %) €
un tnvarianie.

En efecto, los dos sistemas (x4, 4;), (%5, yy) son cogredien-
tes porque se trasforman por las sustituciones directas

By=hy Xy Y 1 } w=h Xgtp 9} ;
=k X;+1 , YoMy Xotpo s

y su determinante serd, segtn el corolario anterior, un inva
riante.

89.—Teorema II.—La resultante de dos ecuaciones homo-
géneas es un invariante.
Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones

6=a, (1—1, y) (1—259). . .(—on Y)=0
Y=bo (2—B, ) (@—Be ). - - (z—Fw ¥)=03

que suponemos ya descompuestas factorialmente para mayor

(a).—Para mayor sencillez no escribimos mds que la diagonal PrinCiPal de
¢ada determinante siguiendo la notacién de Baltzer ¥ Salmon.
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sencillez, Segun sabemos (2) 1a resultante de estas dos ecuacio-
nes puede pPonerse bajo la forma

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii

tttttttttttttttttttttt

y vamos 4 demostrat que R es un invariante. Verificando en las
ecuaciones ¢ y ¥ la sustitucién lineal |

{x":}xl X""'P-l Y J
y=hy Ao I :

cada uno de los factores

L—% Y, m—'[@'k y:

se convierte, segin ya sabemos (n.° 48), en

N S e o P2 Bt .
( i )2 ‘:‘h) (X }*--1"“)*2 0 Y) ) ()‘-1 7"2 ?’k) (X )\I_)‘E BR Y)?

y las trasformadas de ¢ y ¥ tendrdn la forma

PRI O ' B ) B o i W ol

)“-l _—)“i %y 0 )xg ) }x{“—)a% Lo
B—|
w—p, (x— bty p e Pt 1 Bt .
o R e D

designando por A, y B, los valores
AQ:ag ('}\I'—""lg U”l) (l{""")\a '3543) S ()\{""—)\I ﬁ'm) )
Bu: 0 ()‘i—')‘-ﬁ ﬁl) (}'1_“‘ \$ Bi) shals O‘i —hs [3“‘) :

Formemos ahora la resultante R’ de las ecuaciones @ ¥ ¥,

(3}. (R* 2.°—n.° 579). B.—2.2 te. —.p 08 (L 0 e
Pioiias) )—( 2 parte.—n.% 275 y 276) (Lv—3
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y para ello observemos que st designamos por , una raiz de @

y por § una de W, los valores de estas raices son (n.° 48),

i bhg Oy

Do )"..1 "‘__ )'xﬂ o4 I

: (= e ﬁﬁ:"""f’-i :
M—he B

cuya diferencia es

£ lU.ﬂ Olp=— [-"--i P'vz ]?’k““"f"'i ___-) s -} \' mh_'?’k
B—C= Mie—hs Oy A— g @;; = i (A—Aety) (7\-1—)&{3&)’

y por lo tanto la resultante sera,

R'=A" B" o0y prg—py hg)™ <

’5"1*“gi 0ty 0034 \“\

&

(}‘1_}‘2"‘“’1) (}‘1‘}‘2181)*0‘1“)‘2‘12) ()‘1“)‘261) 0\1—)\2’1?;) ()‘1—)‘2?’1)

44444
llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

N gty) (hr=AgB) (hy—hgtg) (hy—hgB)  (hy—hattun) (hg—gfoo

expresion que si se tienen en cuenta los valores de Aoy B, se
reduce 4

B'=(py—ptsdg)"" B,

formula que demuestra el teorema enunciado. ‘
60.—Teorema III.—E/ discriminante de una jorma bina-
Yiq es un invariante. .
Efectivamente, el discriminante de una forma binaria €s
igual al producto de los cuadrados de las diferencias de .l?s
raices de esta forma (n.° 11, obs.), y €s por lo tanto una.funcmn
simétrica de estas diferencias que contiene d todas las raices con
el mismo exponente, de manera que es un invariante (n.° 43).
19
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61.—Teorema IV.—E!/ Facobiano de dos formas binarigs
25 un covariante simulldneo de estas formas.

~ Sean las formas ©=(do, 0, gy - -0u) (L, Y)"; ¥ d=(bs,
by, gy . .b,) (@, y)°, ¥ vamos & demostrar que su Jacobiano

Sl

5 W oY

oy 3 3 (2)
s
o oY

es un covariante, Verificando, en efecto, en las formas propues-
tas la sustitucion lineal

r=—=h, X4y, ¥ }

=, X+, ¥ (3)

y designando por @ y W las trasformadas de ¢ y ¢ tendremos
(n’ 33, for. 15),
IP do o Uy d do
W o 0 O T dy
_a?_-— 9 o L 0P e ol 0
Y = ) : A » A ™ tho

T I ol o dyy
oy = o o | o 1 ALl AL
g ' el e
¢ 1h 0X ay Z}X Al ay

S

A 3
:}‘*1 ”‘*i‘ +P'2 ""‘*LH—

TR TR A e e ey 0y
de manera que el Jacobiano de las funciones @ y W serd
)p AP ¢ B
e e 0%
p 0X Y - s dy ! Qz T _35
QU W T L, 2! l |0 @
0X 9 )‘1““‘1““}‘)‘2—1‘&‘1 . H’“z"a_y"
Y 0 y 0 oY

y como este ultimo determinante es el producto de los
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= A Y =
| ¥ 2 2 =4, (6)
E‘Li YLE a{ﬁ “'j'y_
se tendra
J==nl,

y qﬁéda demostrado el teorema.

62.—Teorema V.—E/! Hessiano de una forma binaria de
grado superior al segundo, es un covariante de ¢sta forma.
El Hessiano de una forma o—(tto, @, @y, . . .@,) (&, y)* es el

determinante

H=

0. Z'ly

o v

e

y vamos 4 probar que este determinante €s un covariante. Pata
ello si verificamos en la forma la sustitucién lineal (3), ¥ desig-
namos por & la trasformada de ¢, las primeras derivadas de @
estaran dadas por las férmulas (4), y para abreviar las designa-
remos pot i y k; las segundas derivadas de @ seran,

R ] e e My 3_]{
0 dar X Wy S ilgE o

VL R e e Kl
vy Ny Tl W
0 k 9 kD ok o
a}fq;x -ii%a_;f"'?f’ 5%;":1’55“ thay
ORI Mo dp s oy Ok ks |
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y por tanto el Hessiano de ¢, que representaremos por H,
sera

e oh dh
}-I }\1 aﬂj | )\EW E-L]_ 3;13 I P‘% ay o ‘)11 )\2 EW .
S L e e
)‘1"5"5"[_)‘239* t* O it ay 12 Jax 31}

i.

pero si en el dltimo factor del segundo miembro de la expre-

oh h ok ok
3{,{}' b ay J E‘.ﬁ 3 ay!

sién anterior se sustituyen en lugar de

sus valores deducidos de las ecuaciones (4), se obtendrd,

oA Sl iy | 2% 0%

. Wy e x?  ox. 9y

ok o e ] P % |
i e S e Wb el s :

a$ ay . e e ay‘aaj ayd

y potr consiguiente

} 2 39? aﬂtp

it dr?t  Ar.o

= e SO 77
I '32({;, 220 exeih i

formula que demuestra el teorema enunciado.

Observacion.— E/ Hossiano de una Jorma cuadrdtica
binaria es un invariante.

En efecto, las segundas derivadas de la forma cuadratica
binaria

O—(o s 0y & Y0 yz,
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son

y su Hessiano sera

2
i 19{10 a4 ——‘i(ﬂﬂﬂgmﬂﬁ),

20, 20,

que es un invariante porque aparte del factor numérico 4 es
igual a] discriminante de ® (23

63.—Teorema VI.—7odo invariante de un covariante de

una forma, es tambien invariante de esta forma.

En efecto seala forma U—la,, 0,50, . )@ 055, )
y 562, 0==(Co, C1; Cay- - +) (@, Y, 5,...) uncovariante de U; desig-
nemos por Uy==(4o, 41, 4,,. . ) (X, ¥, Z,. ..)" 5 v =(l0, s,
Co,...) (X, ¥, Z,...) las trasformadas de U y ¢ por una sus-
titucion lineal de mddulo A. Si tenemos un invariante de o, U
pot ejemplo, este invariante deberd satisfacer 4 la ecuacion

L0 G b, = i, )

Pero por definicién (n.° 50) los coeficientes C,, Cy, Cy, oo,
no difieren de ¢, ¢;, €y, ...., MAS que por una misma potencia
de A; y por lo tanto reemplazando los coeficientes Co, €y, O, ..,
por sus valores en funcién de los 4, Ay, Agy ovvv; ¥ 108 €45 €4,
Coy +++x, POT lOs suyos en funcion de a,, @y, @y, ..+, S€ tendrd

| W

LJ'.J(A(]!' fl]_! 5!2! I a) — & . 'l:J(ﬂﬂ’ al, {Iﬁ, T )

que es lo que se queria demostrar. -
64.—Teorema VII.— Zodo covariante de un covariante de
una forma, es también covariante de esta forma.

La demostracién es casi igual 4 la del teorema anterior y
por esa razon la omitimos.
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63 _Teorema VIII.—ZE! Facobiano de dos covariantes de
una forma binaria, es tambier covariante de esta forma.
Sean o (x, ), ¥ (2, y) dos covariantes de una forma binaria

U=t 0y ) (¢, y)"y vamos a probar que el Jacobia-
no de 0 y ¥,
I 00
Wy
Jd== :
2 Y
ox Y

es un covariante de IJ. Designemos por & (X, ¥), ¥ (X, ¥)
las trasformadas de © y ¢ por la sustitucion lineal

ﬂ?:)a.l X""“"“P—l IT
y=hg X4p, ¥

En virtud de las ecuaciones

® (X, V)=(\ to—1+ M) ¢ (2, 9)
U (X, V)=( po—iy A )J- (7, 9)

4 que tienen que satisfacer los covariantes propuestos, y de las
ecuaciones (4) del n.° 61, se tendra

0P Wi, 9o Qo
ﬁ‘—()”‘l oA il )‘2) (}‘1 A | )%2 @)
a{I’ LA a Bm

e T )\ —_— ; \ g QP =l i

N 4 (A1 ot 2o) (r‘1 o Dy)
oY v ARV AR |
e e )'-. o \ ; w5 _E

_0_11_{ _____(.}\ ) )4 ati'.-r Br,!,l

D Y"_ 1 o] ‘2) : P‘Ia_:g + ) 5_3;)
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de las cuales se deduce, teniendo presente las ecuaciones (5)
y (6) del numero antes citado,

o0, 0 06 g
0X dFY dp D
Sy e s i
?}I_y@ (11"'2 H1l2) aL[; a,\IJ ;
N T 5% Oy

expresion que demuestra el teorema enunciado.

66.—Numero de invariantes de las formas bina-
rias cuadraticas y ciibicas.—Segin se deduce del teore-
ma 3.° (n.° 60) toda forma binaria de grado superior al primero
tiene siempre un invariante que es su discriminante; y vamos
ahora 4 investigar si las formas binarias cuadrdticas y cibicas
tienen algin otro invariante distinto de su discriminante.

Para ello observemos lo primero que siempre que de una
forma se conozcan dos invariantes podrd determinarse un inva-
riante absoluto (n.° 39) de esta misma forma. Porque suponga-
mos que ¢ y ¢ son dos invariantes, de indices {7y v respectiva-
mente, de la forma U=(ao, ay, Ggy...) (&, Y, 5,...)"; despues
de verificarse en la forma una sustitucién lineal de médulo A,

Ehna v :
estos invariantes se transforman en AH{:P y A".¢; elevando el pri-
mero de estos valores 4 la potencia v, el segundo 4 la p, y divi-

Y.

diendo los resultados se obtiene i que es un invariante abso-

q_,E-*'-

luto de la forma 7.

Hecha esta obsetvacién vamos 4 demostrar qué: /as for-
mas binarias cuadrdticas y chibicas no admaien mds invariante
que su discriminante correspondiente.

Si una forma binaria cuadratica 6 cubica admitiera mds de
un invariante admitiria también un invariante absoluto que sa-
tisfarfa 4 la relacion

r‘P(AD: AI’ Ag,. ‘s ):f{) (ELD, ﬂ-l._aﬂ,- . s ;): (8)



122 ELEMENTOS

relacién independiente del modulo y por lo tanto de los coefi.
cientes de la sustitucién. Pero esta relacion es imposible de
verificar porque si U=(tt,, 0y, . . - a,) (@, y)* es una forma bi-
pariay U =M 4, .t 4y (X, ¥)* es su trasformada por
la sustitucion lineal (3), los coeficientes A,, A4, ... . 4, son fun.
ciones de los @, @4, - . . . @, y de los coeficientes de la sustitu-
cién; pero los coeficientes (4) son n-1 y por lo tanto existirdn
n-+1 ecuaciones entre estos coeficientes, los (@), y los A, bos
g, Wy y eliminando estos cuatro dltimos coeficientes se halla-
rdn n—3 ecuaciones entre los (4) y los (@); y por tanto en los
dos casos de las formas cuadraticas y cubicas, 6 sea para n=—2
y n=—3, no existirdn ecuaciones independientes de los coeficien-
tes de la sustitucién y no podrd satisfacerse a la ecuacion (8), y
por consiguiente las formas binarias cuadrdticas y cubicas no
tienen mds invariante que su discriminante.

Esta proposicion puede generalizarse pata las formas cua-
drdticas de un ndmero cualquiera de variables, por medio de
un razonamiento andlogo al anterior.,
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CAPITULO VIII.

EMANANTES.—CONTRAVARIANTES, —CONCOMITANTES
MIXTOS.,—EVECTANTES.—INTERMUTANTES,—
CATALETICANTES.

- §7.—Objeto de este capitulo. - Explicadas en los tres
capitulos anteriores las propiedades principales de los invarian-
tes y covariantes vamos & exponer en el actual la formacion y
propiedades de una scrie de importantisimos simbolos que se
utilizan con suma ventaja en la formacién de invariantes y co-
variantes: limitando nuestra exposicién, en cada uno de ellos,
4 su definicién v formacién, y 4 la demostracion de la propie-
dad de invariacién en la funcién que originan.

63 —Emanantes: definicion.—Supongamos que tene-
mos dos sistemas de variables cogredientes (n.° 30), (7, @,,
Tar. ) € W, Yo Ysy - - ), ¥ s€@ U una forma del primero de es-
tos sistemas: si en esta funcién U se sustituyen en lugar de
By, By, Xy, . . ., 1as expresiones @Ay, Bo=+Mgy TytNfgs- - -5
se desarrolla la funcién resultante por medio de la férmula de
Taylor v se ordena el desarrollo por las potencias de ), los coe-
ficientes de estas potencias de ) reciben el nombre de emanan-
tes de la forma U. Y se llaman premero, segundo, €tc., emanan:
fes 4 los coeficientes de la primera, segunda, etc., potencia de A.

Sea, por ejemplo, la forma U= (%, Ty; %3 - - .); sustitu-
yendo en lugar de &, #, &y, . . ., los valores antes expresados,
se obtendrd |

U[:f (iﬂ1+)xy1 3 93‘2-[—)»?}.2, a;'g"'}_'}‘ 3 R ‘)_:'

y desarrollando por la formula de Taylor (n. &7, nota (a) ), ten-
dremos que los coeficientes de las potencias de X tendran la
forma siguiente, abstraccion hecha de factores puramente nu-
meEricos,

16
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+s S +-~-)h: (1)

3:1:3

E;,:-“( Y, : +Yq

o, 9»’52

y esta expresion es la que se denomina emanante de la

- forma U (a). |
Ejemplo.-—Tratemos de determinar los emanentes pri-
mero y segundo de la forma binaria bicuadratica

3 4

Sustituyendo en lugar de z, y 2, las expresiones x,-4-)y,,
2,2y, y desarrollando, tendremos para valor de los dos pri-
meros emanantes, prescindiendo de los factores numeéricos,

oU oU
Ei—y, o, tllaier 3, =Y (o m13+3ﬂ1¢12%‘|‘3a2 2y y°
+a; £,° )Y, (0, 2,°4-3a; @ % 2,430, @, 2,240, 2.,2),
o/ CHIR EQU 02] 32U
ﬂ"""'" (yl aml +y2 aa}i) 7}1 3:131 le yﬂ 9371'35% +y2 amg
Y1* (00 2,20, 21 w40, @, 2y, Yy, (@) 2420, 2, 2,
+03 ‘”22)“1'3/22 (@, $12+2‘13 Ty Tot0y @"22)-

69.—Propiedades de los emanantes.—Teorema I.
-—Los emanantes de una forma son covariantes.

| En efecto, siendo cogredientes los sistemas de variables
(@1 @9y @5, .. .)€ (¥4, Yy, Y3, - . .), tendremos (n.° 30),

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

lllllllllllllllllll

(a).—Conviene recordar que en el desarrollo de esta expresién los exponentes
of of

311?1 St z, y ++++ deben sustituirse por indices de derivacién.
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y de estas expresiones se deduce facilmente;

20 =M (X AT )y (XA VA

225y (Xy +A V)4 (XA T

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

...................................

ecuaciones que demuestran que las variables &, 4 Ay, 2,
My, . . ..., Son también cogredientes con los &, %,
y ademds que las relaciones que ligan 4 las 2,4+Ayy, @
B . con las X,4-\Y¥,, Xp-+A ¥, ... ., son las mismas
que ligan 4 @y, @y, .. .., con Xy, Xg. .. Si suponemos ahora,
que la forma f (@, &g,....) se trastorma en E(Xy Ny
por la sustitucion lineal (2), de manera que tengamos

[ B i =FX X )

cuando se sustituyen &y, &g, - . .. por sus valores, deberemos
tener también

' f(ml‘l_}‘yl* $2+}‘y21 """ }:F (X1+)*~Y1r Xz"l"}\ les- )

Y como esta igualdad debe verificarse independientemente del
valor de ), es preciso que desarrollando los dos miembros
por la formula de Taylor y ordenando el desarrollo con rela-
cién 4 ), los coeficientes de las diversas potencias de A sean
iouales, es decir, que se tenga de un modo general,

('yl—gf—*-!—y,] Ly =y Ky 0 )

0, Ma

expresion que demuestra el teorema enunciado.
Observacion.—Para que tenga lugar cl teorema ante-
rior s preciso suponer que se han vetificado simultineamente

las dos sustituciones (2) y (3); y entonces s¢ vé facilmente por
la formula (3) que el emanante de la trasformada de una for-
ma es simplemente la trasformada del emanante de la forma
propuesta.
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"0 —Teorema I1.—Si se considera un emanante de yng
Sforma como funcion de las variables Y.y, . ., Suponiendo por
el pronto & X,, Xg, . . . COMO constantes, todo invariante del emq.
nante propuesto serd un covayiante de la forma dada.

Acabamos de ver en el teorema anterior que verificando

en el emanante

0 e oD )" Ry O
(yi aml _[-yﬂ 9 + “‘“yi 3m1 +hy1 y% a.I?Ih'"i zw 'I‘ vy
las sustituciénes (2) y (3) se obtiene la funcion

ahF I Ia;—--i. ahF ; .
Tl RN,

i

y 4 este mismo resultado llegarfamos verificando primero Ia

sustitucion (3) y después la (2). Mas al verificar la suatlf:uczon 3)
se obtendra un resultado de la forma

PRl R

| NG
en el cual (y, C,,. .. son unas ciertas funciones de - il a/
| ﬁi {Lﬂ

y de los coeficientes de la sustitucidn (3) que han de trasformarse
ah F ah I;‘
LD )

por la (2) en

Si consideramos ahora un invariante del emanante pro-

f g

uesto u::u( ,) or ef ] Lo 2
P y & 3z, w07, por ejemplo, y si 1epr¢

sentamos por A el modulo de la sustitucién (3), tendremos

el Lo == &F'.zp(ahf Al )

O 0 M !

St verificamos ahora la sustitucidn (2) el invariante o se
convertira en
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3 aRF ah F ;
(C (,,...)::fr( LT )
B 2t DX R ST e )

y pot tanto

’ (E“;F | o Ir e ,)-_—_—:ﬁ.lj' h (?J’T*f ;jr‘e-f i
P Gx KT, *

icualdad que demuestra que ¢ c¢s un covariante de la forma
propuesta. |
71,—Contravariantes: deidnicion.— Sea U= (a., «,,
e ) (@00 X0 D, ) UDA forma de varias variables; y supon-
gamos que siendo (Y, Yo, Ygr - - - ) un sistema de variables con-
tragredientes con las (z, @y, #,.. . .), se tiene una funcion

0 (@0, @y Qor - Yys Yor Yso - ) (6)

homogéneca respecto & los coeficientes de la Uy 4 las variables
Uio Yoo Ygse - Trasformando el sistema de variables 2z, #,,
Z,,. .. por la sustitucion lineal

sl e e S
:4?.;‘!::)\2 Xi-"{"'—:.:]_g -hr-i—l"'. 3

(7)

llllllllllllllllllll

e .

llllllllllllllll

M=l Vbl Vol
AF}E:LE: r-l‘__qu. jg+ i ' |

......................

inversa de la (7) (n.° 30,2 °%); la forma [J se convertird en

Ut:({lg, r’l.l, 'Ai' i e ) (Xp Xg: fYr-;ﬁ- : -)ﬂ
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y la funcion ¢ en |
=wlds Asd ool Eaidg ).

Si después de verificadas estas trasformaciones la funcién o
satisface 4 la ecuacion

e A SR T e U 00, e )

esta funcién recibe el nombre de confravariante (a) de la
forma U,

Observacion.— Cuando la forma U es binaria, las dos
variables @, &, son cogredientes con ¥,,—y, (n.” 30 caso par-
ticular), y por tanto si o (@, @;, @, . . . Z;, ¥,) €5 un covariante
de la binaria U=(a,, ¢, ¢;.. . .) (@;, @,)", la expresion

% (5 04y Oy - - - Yyr—1Y3)

sera un contravariante de la misma forma, porque satisfard 4 la
ecuacion (9).

72.—Concomitantes mixtos o divariantes.— i la
funcion o considerada en el parrafo anterior es funcion no solo

de las variables y,, 9,, ¥,, . . . sino también de las z,, @,, &,, . .
es decir, si tiene la forma

b, |

O (Boy @y Bge o . Byy Loy Byy oo - Yyy Yoo Ygyo - +)s

y es tdl que verificando las sustituciones lineales (7) y (8) su
trasformada satisface 4 la ecuacion

Glla A A aiy e oy

S | .
=AY . 0 (@014, Ay, . By, Tg\Byy. Yy Yy Yoo - - )3

(a).—E1 primer ejemplo de contravariante lo di6 el matemético alem4n Carlos

Federico Gauss, designdndole con el nombre de Jforma adjunte, nombre que aun
conservan los matemdticos franceses,
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se dice que la funcién es un concomitante mixto, segin el nom-
bre dado por Sylvester, 6 un divariante, segun el p.opuesto
por Salmon. Con el nombre genérico de concomitantes designaba
Sylvester d todas las funciones cuyas relaciones con la forma
primitiva no se alteran por una sustitucion lineal, y llamaba
concomitantes mixtos 4 las funciones cuya definicion acabamos
de dar.

Ejemplo.—Con solo recordar la igualdad demostrada en
la Nota del n.° 30, -

Ly Y25 Yot o ==X FiEE Ko Vo+4.. .4, T,

se tiene un ejemplo de concomitante mixto de una forma cual.
quiera, por ser esta funcion independiente de los coeficientes de

la forma.
v3 _Rvectantes: definicion y propiedades.— Sea la

forma del grado n y varias variables

 U—tow, 0 (0,2, b, 2t ) B
=t [g] (g @2+ o 2° + . - ) By

verificando en esta forma la sustitucién lineal (7) se trasfor-
mard en

U,=d, X 40 (A, LA+B Lt ) X!
oG [g ] (Ag X2+ By X+ . ) X"t

Designemos por (i, U, Ygr- - - ) un Sistema de variables
contragredientes con (%, %y, T3 . - ), y designemos por (s,
Y,, Y,,...)las variables que han de sustituir al nuevo sistema
en virtud de las ecuaciones (8); segin sabemos (n.° 30, nota),
tendremos la relacion

sy, gt =X LA Lt cey
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De esta ultima relacion y de los valores de Uy U, se
deduce, siendo ) una indeterminada, que la funcidn

U~-) (@, Y1+, Yot 20 )
se convartird, al verificar las sustituciones indicadas en

PEE G S s S el

Sea ahora © (@, @, 0, ... 5. by,. . .)un invariante de la
forma [/, por deﬁmmon este invariante tiene que satisfacer 4
la 1elacmn |

o
©(doy Ayy Byy. . gy Dy, JZAT L0 (do, 04 by, 1,05, .0 ),

i

y la condicion necesaria y suficiente para que esta funcidn ¢ sea

O s » * 7 ; 1
tambi€én un iuvariante de la funcion U=\ (@, 4,2, 4o+ . .)
estara expresada por la ecuacidn

¢ (At A Y " A ANV Y, BANY Y, A0 Y T2, )
=A% ¢(t-hy,", a4y, 'y, by gy g1y Y ).

Esta ecuacién debe verificarse para cualquier valor de X,
y por tanto los coeficientes de las. mismas potencias de esta
indeterminada, en el desarrollo de las expresiones anteriores

por la formula de Taylor, deben ser idénticos, es decir, que se
tendrd de una manera general,

— “ ' n—ly aflﬁ - Ol ¥ h

L ot i
=A *(FJ: "‘“5“{‘:‘3{.1_ “'?!2""_““.’?1’1“43!3 ?’Jinhy 2+--*)‘(10)

0= (?j b ac]o Bty o aﬁo f1—1 n=2, 92 :
T R
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1 recibido el nombre de eveciante de la forma propuesta, se-
glin Propuso Sylvester, y se llama primero, segundo, terce-
r0, etc. evectanie segun que h—=1.9 3 etc

Teorema.—Los evectantes son contyavayiantes.

Efectivamente, segtn la expresion (10) el evectante de
orden b de una forma , satisface 4 la ecuacion (9) que nos ha ser-
vido para definir los contravariantes.

Nota.— Teniendo presente un teorema demostrado en la
teoria de invariantes (n.° 47), si se trata de hallar un invariante

simultdneo de las formas Uy

(@ Yy F+2g Yo t-25 Y5t - = "y, " Yo 2" %y
”l—ﬂyiﬂHi Ys 'miﬂ#l 333'!" £ooly |

cuando se conoce un invariante ¢ de U, se debe formar la

funcion

o 0B
2090 3g, ! Yk -t gt o o

evectante de la forma l.

y este simbolo es simplemente un
e una forma se puede mi-

De aqui se deduce que un evectante d
rar 6 como un contravariante de esta forma © como un inva-

rante simultdneo de las formas U y (2 Y, +%s Yot yﬁ----)"-
74 —Intermutantes: definicion ¥ propiedades.—

Sea o (1,, &,) una forma binaria; segin lo demostrado en la

teorfa de las sustituciones (n.” 39, caso particular), si se consi-

_ AL 0w :
4o s funciones —— v —— 'las ‘arlaplesiZiy ¥ oy son Co-
oI, 0%,
. Jw : :
o ‘Y  Si consideramos ahora

oredientes con las
aa:g Y ?Ja:i
una funcién homogénea de las vatiables @y, Zq; [ (@, @,) POT
17
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& 99 .
E 0 respecti-

ejemploy y se sustituyen @, y x, por

vamente (a), la funcién que resulta

P 39)
L ('amg’ 0%,

se denomina sniermutante, adoptando el nombre propuesto por
FFad de Bruno.

Teorema.—Los intermutantes son covariantes.
Sea o (2, 4,) una funcién cualquiera, y sea f (@4, @) tna
forma que se trasforma en F (X,, X,) por la sustitucién lineal

G X b, T, } | i

il Vv
Tg—hg d1=4-pg &

vamos 4 demostrar qué,

¢ J Jo - 06
G i -3
ol Ok - R
En efecto, de las ecuaciones (11) se deduce

L S
s T ('rlg D=t mz) ’ Xo= A ("""1‘*2 71+ ‘?’J?) ;

como ademds (n.° 33, caso particular) se tiene

(a).—En esta sustitucién deben cambiarse

Ao ‘ los exponentes de las variables en
indices de derivacién,
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dmge T A LR f"i_aifg)?_

y se vé por lo tanto, comparando este dltimo sistema con el

(11), que estas ecuaciones se deducen de las (11) con solo sus-
o¢ 0P 1 o

tituir &, por —— , &, Por X OZ‘-—-,
1P 27, o P o, ; por - 851’2}7 X, por
1 Jdo
BXI

| Pudxendose verificar este cambio en las expresiones (11)
también podrd verificarse en cualesquiera otras que de ellas se
deduzcan; y como por la citada trasformacion se tiene

. f @y, 2)=F (X, Xo),

se tendra también

o )= 1 )

y por ser la funcién f (2, ®;) homogénea y de grado n, por
- ejemplo, se tendra finalmente

" O 00 00° 00
-F “:?_ 3 1 ) S ‘-h ( -"L) 3
0., 0X 3&‘:3 04

que es la formula que tratdbamos de demostrar.
Observacion.— Si la funcién o fuera la misma forma
[ (., x,), las derivadas que entran en sus diversos términos seran
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del mismo orden que la forma f, y el resultado serd simplemente
una funcién de los coeficientes de la ferma, y por consiguiente
sera un invariante de dicha forma. Sila funcidn o fuera de]
mismo grado que f el resultado setfa un invariante simultdneq.

75.—Cataleticantes: definicion y propiedades. — Se
llama cataleticante de una forma binaria al determinante (a)

___.Z ( a’;mU 1 aEmU ‘ a‘ﬂmU aﬂmU) 12
Sl ami ! a.ﬂi%m—%‘amf' awiﬂm—:t ‘ B{EE&‘ it am;m : ( )

Observacion.—>Si en esta férmula hacemos m—1 , el ca-
taleticante se convierte en el Hessiano (n.” 21) de la forma.

Teorema.—Los cataleticantes son covariantes.

Para demostrarlo vamos 4 hacer ver que trasformando la
forma U—f (#,, &,) por la sustitucion lineal (11) el determinante
© (12) se reproduce. Con este objeto, observemos lo primero
que de las expresiones (11) se deduce

o, o, 0y 9%y

el

DXI'—' aX ""'"'"F'ﬂ-" aX “—5’2"—5?2:}"'2; (13)

ademas como la trasformada de U es una funcién de X, y X,
y estas variables son d su vez funciones de 2, y ,, al derivar

la forma U con relacién 4 X, y X, se tendrd, segin ya sa
bemos (b)

00 _ U 2, _}_aU 2y oU__ U oz, U O,
0. m oX O 0N 0K T 00, 0% o o

(a).—En este determinante no se ha escrito m4s que la diagonal principal.
(b) T (S B 2, 2 n.° 286) (B — a p&rte s H.D Iq_?)___ (I‘ Tl i Qs
Pag. 172),
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5 bien, en virtud de las relaciones (13),

ol & oU oU ol o ol
o T X Vo Theg,

Volviendo 4 derivar sucesivamente estas expresiones, y
teniendo en cuenta las (13) se obtendria, para las segundas
derivadas

R b o \
gy i) By

aXI 12; }‘1["13'1312 +(}‘1P‘2+r"1 g aﬂ?l.al‘g I~ aothg a&?gg \1( )
‘ 2T 4]

o SRR 0, .r

y de un modo general, siendo r+$=m,

amU -_.w.l Jm U‘
E]XlraX; e aiﬂlm
o T : o] ol
_I_krr,s A" Jgp }, k 1,8 a m —2 '-1 +k?‘ ! __x;ﬁ"? (10)
1 2 3

) ] fiany] " ' ®
designando por k., k'ps, k'psy. .. k.57 funciones determinadas

7.8

de los coeficientes )\1, ')\.2, Uy 5 g, CUYOS valores serfan (a),

] o I ] i - . ! = v 2
(a).-—LDs valores de los coeficientes 4 se hallan facilinente con s6lo observai

aﬂm U

que la derivada se representa simbo6licamente por

X, a,,y ﬂ

m T 9 aU QU s
a D )\. } 6 ‘ I-L '_I_E-Jﬁg .

Lo,
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k: ,8 — )\ : u’ls \
boe =T Mg py® AT 1" (

-1 )— —1 T s =1
k i T)"“]. }\.;‘ H% +3 \9 u~1
]ﬁr,s = )

dando 4 s y r los valores 0,1, 2,... m, enla férmula (15) y
en las (16) se formarfa con los coeficientes £ un determinante
que designaremos por

* =1 r 5
ﬁ:Z i kmﬂ kf-m—i, 1 l" m=2, L+ ¢ fi'ﬂm: {m}‘

Derivando las expresiones deducidas de la (15), primero m
veces con relacion a g, despues m—1 veces con relacién 4 @,
y una con relacion a x,, etc., y formando el determinante

H—-—Z( a%mU aﬁmU aEmU )
:Y maa;.lf.rn aX m—1 aX awlm dam?‘ : anm'aa;.gm !

se tendrd por la regla de la multiplicacién de determinantes

IH=I o.

Llamando ahora ¢ al determinante

7 g.,‘ aﬂm U aﬂm U aﬂm U
(I}"'—' L i T ' T A 3
aXl m aX_lﬂm ..ajjl:?' aj?m :

- %

se tendrd, repitiendo el razonamiento que acabamog de hacer,

o=k H=K .2:5: ; (17)
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=
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ahora solo falta demostrar que K es una potencia del determi-
nante de la sustitucion (11). Para ello observaremos que sustitu-

R f 5
yendo en vez de £, , k', . . . sus valores, el determinante K
se convierte en |

im mllm—-‘l )1? Em
| . 2
im Uiy (m____jl) ‘}‘im 2 lg EJ"1+)"‘1m 1 g 1ﬂm=—i s
B s e ;
" Mg T i s U™

dividiendo la primera horizontal de este determinante pot A7,

la segunda por A" uy,. .. ¥ la dltima por u,”, y aplicando 135

reglas de simplificacion de determinantes (a ( ), se tendrd por
ultimo

K=(\; vs—,0,)*", o

como se queria demostrar.

Ejemplo.—Para aclarar la proposmon precedente vamos
4 aplicarla al determinante de tercer orden

kel ] = iU
0, 2.0z, 0P Ay
Ll ] MU MU
= | Tl w, wpoug 0y . Oy 22
L} 24l Gl
2wy - opong oy

Derivando las ecuaciones (14) primero dos veces con trela-

cion 4 %1, después, una conrelacion a &, y otra respecto 4 %y, ¥
finalmente dos veces respecto 4 Zy, Se obtendran las ecuaciones

=

20—-n0 111 y 112)— (B.— 2. parte.

(@).—(S. B.—2.—n,° 284).—(R.—
-_....n‘ﬂ SS*)
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r ALY 34 ALY R
4l g 0% U 07, }hg ‘ U +122 U {
a2 el 1 ot b . 0, 0 2 10m:"
4 4[] : *U vl
Ll y* 2SS e "92’1 A8 , (19)
0X.2.0m, .02, 02, .0, 0,2 94 02y s
4 S M Akt U
¢ U e \12 a U Q}"‘]_’l‘ﬂ 3 +)k29 1
0X,% 0.2 0142, 9y° 02y 0% 04
1T *U i
—\ o =
axl.an.aQ’;’F lp'] aw14 +( 1PE+L 1 2) 83313,33}2
A ad:U
Thats 303 o
1T 1y 21U
:}x l (1 IJ~ "I—LL )\ ) Z
0X,.04,.92,0%, o 00> .0, L e ,(20)
| [T
X, I,
| Thats 92, .0,8
M1y U iy
| T
A
Thalh 0, |
U 2Bt % M el
: — | 7
0X a2 1 awp g a2 a0,
pet : W ; MIT : aiU (@1)
;. = ARG =3 ’ - y \ad
31’23.8&:1.3&?9 1 amia*aﬁﬁ +atth 33312-35322@%{}% aw1'9m25
U Al e
= : W, A )
| BXEQ.Q{EEE 1 a-ﬂﬁamf el o st a;?i.laiyﬂﬁ +ie 35524
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*U 4l M7
OX 207 90X ,%2.9¢,.9z, X 2.01,2
+U k] AR %l
2X,.0X,.002 0X.0X, 02 dp, X, 0K, x?
2l okl W
3. 0 0X,2.02,0%, X200,

ALy fhee R [ L1 |
g, Wk P, R 0a
0*U iU Ll U]

ity (e titehe) hyitgl 2,2 0m, 08202 0o, dxy® ~K.0.
iy A uy -t LT
02,200,202, 02,5

|l

Del mismo modo se deducirfa la férmula (17), 6 sea
—K®2.o. Ahora bien, si representamos por ¢y ¥ 0y los co-

cientes s lah tendremos;
M ol
A2 2N A, A2 109, ¢
K= | M O‘lF‘E'HJ“i}‘E) Aglky =2l iR 1 Cl+cﬂ. 010
A Qo g 1 2, Cy”
0 o—0y 0 e/ 0 01 ¢
=AP 0 ¢—¢Cy C (¢—Ca) :7\13&*13(31"‘%)2 0 1 ¢,
1 2, 0,2 1 2¢, cy?
0 sea
=) SV (02""01)35

18
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y poniendo en vez de ¢, y ¢, sus valores se tiene

K=\ g —pt, Ag)8 ;

luego

O=(Apg—th 1)) ©.

Observacion.—Cuando la forma U sea de un grado
igual & 2m las derivadas de este orden no contendran 4 las va.
riables sino dnicamente 4 los coeficientes de la forma y el cata-
leticante se convertird en un invariante., En el caso de que la
forma U sea de grado inferior 4 9m las derivadas de este orden
son nulas, y el cataleticante también lo es.
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CAPITULO IX,

FORMACION DE INVARIANTES Y COVARIANTES,

76.—En el presente capitulo vamos 4 aplicar los princi-
pios expuestos en los anteriores 4 la formacién de invariantes y

covariantes fijandonos principalmente en aquellos métodos que
tienen mas importancia practica.

77.—Metodo de las funciones simétricas. - Este
método esta fundado en los teoremas explicados en los nime-

ros 48 v 56, y por tanto solo es aplicable 4 las formas binarias.
Segtin lo demostrado en los citados teoremas, las férmulas

=00 2(0y—0ho)"(tlg—"0lg)'ss1 .,
) i -
o=, (0— o) (lg—0ta)seerey (@—0t Y (B=ctel)%...;

nos dardn respectivamente un invariante 6 un covariante de la
forma propuesta, siempre que las raices entren en ellas con el
mismo exponente; de manera que formada una funcion cual-
quiera que cumpla con las condiciones expresadas en las referi-
das formulas la cuestion queda reducida a sustituir las raices, ¢
las diferencias de las raices, por sus valores en funcion de los
coeficientes, por medio de las formulas estudiadas en la teoria
de las funciones simétricas (a). Este método es muy complicado
y por esta razon es de uso poco frecuente.
Ejemplo.—Sea la forma binaria cibica

a3+ 3a, 02y -+3a,0y? 0.3,

(8)—(R.—2.2—n %8 420, 425 y sig.).—(B.—2.% parte.—n.’8 271 y sig.).—
{TJ"‘E*G-—Pfig. 118y sig.) |
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formando y desarrollando la funcion

?:2(5‘1_5‘3)2 (0—05)?
se obtendra el covariante,

o=(0olly— ;" )00, 05— 01 09)0Y+(0;05—a, %)y,

78.—Método de las ecuaciones de derivadas par-
ciales.—El método que ahora vamos 4 explicar tampoco se
aplica mds que 4 las formas binarias, y estd apoyado en los teo-
remas demostrados en los numeros, 46, 54 y 55. Para mayor
claridad explicaremos por separado la formacidn de invariantes
y covariantes.

Invariantes.—Fundados en una proposicién ya demos-
trada (n.° 46), en la que vimos qué, sz una jfuncion de los coefi-
cientes de una forma es isobdrica, sumétrica y satisface a la
ecuacion de dervivadas parciales

0
&?—'aﬁ a;P +2 al +1 (R +ﬂr aﬂ_iaq) (1)
1

sevd un mvariante, se puede hallar facilmente un invariante de
una forma: porque si designamos por r el grado de este inva-

riante, su peso serd (n.° 42) —%?:, y por tanto tendrd la forma

'EP:E Cl- aﬁﬁ{} fl1€1 aﬁeﬂ CRORN a‘n 3”

expresion gn la cual los exponentes e, ¢, e, 5y +o0e €, tiENEN que
satisfacer d las dos ecuaciones

0. Bg"l—l- 31""‘%7 €2+ W T +n' gﬂ:%?: . (2)
oteit+est oo e, —r |

con estas condiciones y con la expresada en el teorema del
num. 43, relativa 4 la simetrfa de los invariantes, se determina
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ricilmente la parte literal de cada uno de los términos del.inva-
riante buscado (a). .

Para determinar los coeficientes del invariante, que se
representan pot letras cualesquiera, se aplica a la funcién » la
ecuacién (1), y como el resultado debe ser una identidad, al
igualar 4 cero los coeficientes que en esta ecuacion se obtengan,
e tendrdn una série de relaciones que permitiran determinar
con suma sencillez los valores de todos los coeficientes, menos
ano, del invariante. El valor de uno de los cocficientes debe
quedar indeterminado, porque la ecuacidn (1) no se altera si se
multiplica el invariante por una cantidad arbitraria.

Ejemplo.—Determinar un invariante de 4.° grado de la
binaria cubica

007 4-30,0%y+ a2y’ 4-ay° .

Sea el invariante o =¥ C.a,%a," a,” g, ; como en este
nr
%

d

ejemplo se tiene r—4, n=3 y —-6, las ecuaciones de con-

dicién (2) se reducen a

0.0o+1.0, +2.64+3.0, =6 |

{-’D_l" ‘?1'_!;" ‘”»’.:_Tf' P*} :—-4 H

- 1

stendo el invariante o de £.° orado los exponentes o, £y €q) g
deberdn ser iguales 6 menores que L, y con esta condicion las
Gnicas soluciones de las ecuaciones precedentes son

: LI £ & £
(a).——Cuando se sabe yesolver el problema de la particién de los nitmeros pue
- Ll : ‘s rapido que el ex-
de hallarse la parte literal de un invariante por un método mas ra,p]:d. que d
puesto, pero Jo suprimimos por que st explicacion exigiria la resoluci6n del citado
problema y esto nos llevaria fuera de los 1imites que nos hemos sefialado.
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y por lo tanto el invariante sera

. 1 9., 2
o=0,a,%a,+ C,0,0,°+C,0,%0,°+C,0,%a, +Cy000,0,0, .
Aplicando 4 esta expresion la ecuacion (1) se halla

(3C,+2C;) aca?a,+-(2C,+6C,
+3C5) aon,a,°+(Cs4-6 ) ag’ag0,+-(ACH-3C Dace=0;

¢ igualando 4 cero los coeficientes, se hallardn los siguientes
valores

SN 3 3 S o
e e e G
y si hacemos (,=4 se obtendra
¢=i, C=1, —3, —6,

por lo tanto el invariante pedido serd

— 3 t
v=da"a,+haon,-Fa,%0,2—3a 20,2

— 800,851, —=(20,—0,4,)*—4 (a50,—4,?) (7,0,—a,7).

Covariantes.—Segtin sabemos, por definicién, el cova-
riante de una forma binaria

U:(am Hls B aﬂ-) (a’n' y)“

sera una funcién de la forma

0= Co 2"+mC 2™y - [ T@n] Cy @™ P+ +Cy,

y al aplicar 4 esta funcién las ecuaciones caracteristicas del
covariante, que son segtin ya sabemos (n.° 56),
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d J J¢ :
y%:ﬂg—?——l—g%i‘l‘-“'{'na af —Ag, (3)

oa, oa, Y :
dp .~ dp dp ¢
T (n-—-i)agm-%--.—l- O 5y Vs (4)

tendremos que identificar los coeficientes del primer miembro
con los correspondientes del segundo; pero el primer miembro
sera

0
Y %:O.mm—l—m(}’g 2" y+m(m—1) C; 2™ *yP+-. . +mCoyy™;

y como los desarrollos de cada término del segundo miembro
son

0 J J
aﬁ-—i =1 (—0—9 x"-m 2 i

m 7 00,
oa, oa, o, ]

2 m’“‘ﬁyg-i-m) ;

aai
) 20 00 m o :
Eai—a—% :Qai(a_af 2" m 5—51- "y [ 9 ] 2yt )

e

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

....................................................

acﬂ acﬂ | aCﬂ | O
' ] e J—
2C, i e
T T s00 aﬂ-— ST
20 20 20 o,
Pt 2 S i A =00
0 aai +2f}1 aaﬂ +3 ﬂaaﬂ + + i aﬂn |
2C b 2C Wn
a. - U g S [ —k L
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6 sean, de una manera abreviada.

AC,=0, AC,—Cs, AC,=2C,,. . . ACii=mCpy;  (5)

y del mismo modo para la ecuacién condicional (4) se obten-
drian las expresiones

aC‘m af:ﬂ'l I | ac = \
Ny~ (n—1) a, 6 ~a, T 220 |
el ol ol bl
na, da : 1 ('ﬂ: 1) a, aal i +an da : :Cm /
0 o=
acm— BC - aCm— Y
ity — *+(n—1)a, ag g = : =0
0 ;| T}—
o0 o0C o0C
na, aa{; ~+(n—1) a, a; —+. . .40, . =mC; |
O sean,

Vil =0, NG 5=C N O, 20 N Co=mC e ()

Cuando se conozca el coeficiente C, se podrdn hallar por
las ecuaciones (B) y (6) todos los restantes, y como segin la
primera de las mismas ecuaciones (3), AC,.—0, C, es un inva-
riante 6 un heminvarjante (n.° 46), su cdlculo se hard en cada
caso con suma sencillez por el procedimiento antes explicado.
Al coeficiente (, se le ha dado por Roberts el nombre de su7-

gente porque de €l surgen § se deducen todos los demds del
covariante

| Ejemplo-—-sllpongamos que queremos hallar un cova-
riante de 2.° orden y 2.° grado de la forma cubica binaria
a,2°+-30,0%y+-3a,my% a4, covariante que tendrd la forma

o=02?4-20, 2y Coy?.
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Como en este caso se tiene n=3, m=2, r=2, los pesos de los
coeficientes (o, C,, O, seran respectivamente (n.° 52),

3'2;2 —2,2-4+1=3, 34+1=4;

ademds como el primer coeficiente ha de ser un invariante, 0
an heminvariante, aplicando lo antes explicado tendra la forma

operando sobre esta funcién con el simbolo A(,, tendremos se-
oun la primera de las ecuaciones (b),

ACo=2(H,+H,)a,0,=0,
y haciendo H;=1, se tiene H,——1, y por tanto
Cg:@ﬂ%—-—ﬂlg.

Aplicando ahora las dos tltimas de las ecuaciones (6), que
en este caso se reducen a

0. e o
901_:‘;7’00231511 T_ +g ag aﬂl = {13 aa 3
20, o0, o0, |

G=V0,=30 5+ g F g,

se obtiene
MG e T
Y por consecuencia el covariante sera

e
‘P=(ﬂuﬂzmﬂf)ﬁg-l-(%%#%%)W'l‘(%%‘"% Y
19

'\
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79.—Métodos de los emanantes, intermutantes y
cataleticantes.—Las definiciones y propiedades de los ema.
nantes, intermutantes y cataleticantes que expusimos en e]
capitulo anterior, nos proporcionan otros tantos métodos para
hallar invariantes y covariantes.

Método de los emanantes.—Segtn las proposiciones
demostradas en los n.% 69 y 70, los emanantes de una forma vy
los invariantes de un emanante, considerado como funcién de
las nuevas variables, son también covariantes de la forma: de
manera que para formar un covariante de una forma serd sufi-
ciente formar uno cualquiera de sus emanantes, deducir un in-
variante de la funcidn resultante y este invariante serd un cova-

riante de la forma propuesta.
Ejemplos.—I.—Sea la forma cibica binaria

=0, P -00,2, 20, 30,8, 202 40,2,

formando su segundo emanante por la férmula del n.° 68, se
tendra , |

2 9 9
=’ B Uz =249, ) Iy~22} 0
Az, 00, %50

| LT IAN
Y4 ami FJ%W {EEE'

=0 (aqmzt‘}‘ai%)’i‘g%yz (02, 4-0,2,)+y,2 (@ -0,,);

y formando el discriminante de esta funcién, que segun sabemos
0 - oy o s
(n.” 60) es un invariante, tenemos la expresion

(@2 +-a,x,) (%%4‘%59)“‘*(‘31@1 Ay,
=(tottg—a,?) 2,2 (0005—a,a,) 22,4 (0,0,—0,2) 2,2

que sera un covariante de la forma propuesta.,

II.—Segitn ya sabemos (n.° 68, ejemplo), el segundo ema-
nante de la binaria bicuadritica
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U:(ﬂg; ﬂi: fzﬂi aai ad:) (‘ml’ wﬁ)i

€5

2 2
Yy? (@42, " 20,2, 240,222y, (0,27
2 2
+20,% %y + 0;257) + Yo? (2,22 4 20,2, 2, 1+ 0,2,7);
y como el discriminante de esta funcion es

(@220, 2,21 0,2,°) (a2 2-20,2,2,-0,2,%)
—(012,° 2050 8y~ 0,2, %)=

(4,8,—0,) ©,*+2 (ﬂnaﬂ“”ﬁi%) 252, (0,0,4-20,0,— 30,90, °2,°
+2 (a,0,—0,0,) ﬁi%s'i'(%%“%z) ",

obtendremos asi un covariante de la forma propuesta U.

Método de los intermutantes.—Anteriormente hemos
visto (n.° 74), que el intermutante de una funcion es un cova-
riante , v la aplicacién de este simbolo operatorio nos propot-
ciona un método sencillo y muy fecundo para la formacion de
invariantes y covariantes, Recordando la observacion que hici-
mos en el nimero citado, veremos que si en el simbolo

(99 3’»?)
I“'“f(am; 0,

las funciones & y [ son idénticas, el intermutante que s obtenga
serd un invariante; sila funcién o es de grado superior af,y
esta fuese un covariante conocido de o, el mtermutante n0s pro-
ducitd un nuevo covariante; y silas funciones ¢ y f son del
mismo grado, el intermutante produce un invariante simultaneo
de las formas propuestas.
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Ejemplos.—I.—Sea la forma binaria cuadrética f=q,_ 4?

: 0 of ;
+2a,2y+a, y?; poniendo D; Yy 5. ¢ lugar de 2 € y se

tendra,

y verificando operaciones se tendrd el conocido invariante

a, B—0,°.

II.—Si operamos con el mismo simbolo sobre la binatia

fi==b, #>}2b, xy-+b, y*, se obtendra

e Y Lel
b, 2 2 0. oy 1, g2’

0 sea,

b, a,—2b, a,-+0, o,

que es un invariante simultaneo de las formas fy f,.

Método de los cataleticantes. — Va hemos visto
(n.° 75), que el cataleticante de una forma es un covariante, de
manera que aplicando el simbolo

~yfa bl Y ).

Sl

a una forma cualquiera, se obtendrd un covariante de esta for-
ma. i el grado de la forma propuesta fuese 2m, el cataleti-
cante nos producira un invariante,
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Ejemplos.—I.—Sea la forma quintica binaria

U=a,0°+50,2%y +10a,2°y°+-10a,0%°+-5a,2y* - aP ;

formemos el cataleticante

!

O ) U
| ot d.x8. Y dpé ayﬂ
. Ot AL 4[]

0°.0y  dw?. 0yf  dp.0yf
o=l] Ll i [T
OrR0gE 0 R dyy

y se tendrd el covariante

@ 210 Y 0T T0Y AT Y
o=y Ol Y = Gy el (g ity
Gy OG5 Y G X-C Y Oy G505 Y

cuyo desarrollo es

[ G0y, | @Pa,000, | 2Pyt-a,050,] BYPt.0005 | Y.
' —(1,° 0, R —a 0,
0,0, dao0,0. | a0 —a’;
i +20,0,0,)  —05°0, — 0,01, + 20,040,
—a,%a, 0,1, — ot —a,®
\ —aa5 | 050

1I.—Sea la forma binaria cuadratica

U=ao*+20,2y~ ayy;
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formando el ca_.taleticante,

22U 22U

B dz? Az oy

B 2[]
0z. 0y O

obtendremos el invariante

s g
=0,0,—0,°.

e —— e
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CAPITULO X.

FORMAS CANONICAS.

80.—Definicion y primeras nociones.— Se denomina
forma canonica de una funcion dada, & la forma mds senci--

lUa & que puede veducirse sin perder nada de su generalidad.

La trasformacion de una funcidn general 4 su forma cand-
nica se verifica mediante una sustitucién lineal, y para que esta
trasformacion sea posible es preciso, que el nimero de constan-
tes, explicitas 6 implicitas, de la nueva forma sea igual al de
las que contiene la funcidn general propuesta; porque de este
modo, identificando los coeficientes de las mismas potencias de

las variables, podrdn determinarse las constantes de la nueva
forma. Por ejemplo, la forma cibica binaria

(@yy 01, @9, 05) (2, Y)°,

puede reducirse 4 ta X3 F3, siendo

X:ha?‘l‘f"iy ) Y:)“%‘?" _H}'%y

porque la expresion

X P=(y-p )P0t

contiene cuatro constantes, que podrdn determinarse desarro-
llando la tltima igualdad é identificando sus coeficientes con

los correspondientes de la forma general propuesta. En cambio,
la clbica ternaria

(Cl’-ﬂ, Ay gy . ) ({31 Y, 5)3:

que tiene diez constantes, no podrd reducirse, en general, 4 la
forma
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Yok Voo 2700 -y b 2
1 (g0 4 o -+ 3 Qo s + %, B,

que solo contiene nueve; porque los nueve coeficientes (), i1, v)
tendrian que satisfacer 4 diez ecuaciones condicionales, lo que
no es posible en general; pero la forma propuesta podria redu-
cirse 4 la X34-Y3+47Z°4-6C X ¥ 7, porque con la nueva cons-
tante {, tendriamos ya tantas indeterminadas como ecuaciones,

Aunque la condicién que acabamos de sefialar es necesaria
no siempre es suficiente; pues podria ocurrir que aun existiendo
el mismo numero de ecuaciones condicionales que de indetermi-
nadas, algunas de las primeras fueran imposibles de satistacer.
Por ejemplo, la funcion cuadrdtica binatia

U—=a z*+a,2y+0y°+a,0~+09+1,

no puede reducirse a la forma

(r—aPHy—EP =Dy,

apesar de que esta tltima contiene cinco constantes como la
propuesta; pero es porque la ecuacién anterior exige que los
coeficientes de 42 ¢€¢? sean la unidad y que el de zy sea 0, y
estos valores no pueden identificarse con los coeficientes de los
términos correspondientes de U sin que esta funcién pierda su
oeneralidad. - |

Ocurre también, por el contratio, que algunas veces la
trasformacion de una funcién en forma candnica puede verificat-
se de una infinidad de maneras, cual sucede cuando el nimero
de ecuaciones condicionales es inferior al de constantes de la
canonica, en cuyo caso algunas de estas constantes son arbis
trarias. Esto sucede, por ejemplo, cuando se trata de reducir la
forma cuadrdtica binaria U=(ac, a,, a,) (z, )% 4 la candnica

X2+ PP (0o 1, )2 (i)
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pués esta tltima expresion contiene cuatro constantes, y como
la U solo contiene tres, solo se tendrian tres ecuaciones de con-

dicién, v quedaria una constante por determinar. En general,
una forma cuadratica de n variables puede trasformarse de infi-
nitas maneras en una suma de n cuadrados de la forma

Xe=(\+py+va+-. . . )%,

porque la forma dada solo contiene % n (n--1) constantes, y
como la trasformada tiene n4, quedaran completamente arbitra-
rias un numero de constantes expresado por

n2—=i n (n+1)=% n (ﬁ —1).

81.—Formas de grado impar.—La reduccién de las
funciones homogéneas binarias de grado impar 4 su forma ca-
nénica, puede verificarse con relativa facilidad, en virtud del
siguiente teorema debido a Sylvester.

Teorema.—Zoda forma de grado impar, 2n+-1, puede
trasformarse en la suma de las potencias del masimo grado de
n-=1 formas lineales.

Sea la forma

agm%m-i_l_(Qn_l_»l) gim‘zny_l_ [Qﬂg '1] aﬂmﬂn—fiyﬂ__l_i”_l_ﬂﬂn_t_iyin-':i; (1)

y vamos & demostrar que esta funcién puede reducirse 4 la for-
ma canonica

(A& my)*”+"‘+(lg$+wy)*“*'*—l—- o (A1 B Pon 0yl (2)
En efecto, si hacemos
ty==h0y s Pa=hatp, . - - Ut =Ptt Ot
y ademds

' PV Py S
A ] )\Eﬁﬂ'ﬁl:kgj‘ e ti=sl i

20
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la expresion (2) se trasformara en

by (o)™ -fy (@-agy)™ b o (@0, ), (9)

desarrollando esta expresion ¢ identificando el desarrollo cop
la (1) se tendrd el siguiente sistema de ecuaciones condicionales,

ii:]_ -—kz : i | i::._\'- ) T "I_kn_*‘.*[ . B {EG
A:]'_G{'l ‘“'k%ﬁg —_k*ﬂiﬁ o R T +kﬂ+-lc'ﬂﬂ.=[-j T ﬂi

klﬂlg +!‘t:2122 _!—]‘l:gc{:;g o A —l_kﬂ'{"ly"gﬂ‘f'i I ag

| ]ﬂlﬂlﬂ —I—fﬂgﬁ; ]ﬁgf"ugn + .« s "{"kn lqﬂw [~a ty

y como estas ecuaciones son en nimero de 2n--2, se podran
aeterminar en ellas las 2042 cantidades (£) y ().
Para resolver el sistema de ecuaciones (4), seguiremos el

procedimiento siguiente: eliminando f, entre las n+-1 primeras
ecuaciones del sistema, obtendremos,

Qoil@id o | et e el

{Il G:g EH oW "G:'ﬂ 1 | ':‘.:1 &2 DE-B; 8 a.t:{ H--L'i

el % . gaEm g
ilbl-- dis Al g e e ss1endo’ A—| %1 %" %ig. . KLigr ;0

iiiiiiiiiiiiii

"""""""""""""
--------------

desarrollando este ltimo determinante segtin los -elementos
de su primera columna, tendriamos

&%1?,<40. 1+4; 0402t A o
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y como los menores relativos 4 los elementos de las primeras
columnas de los determinantes A y Ak, son iguales, se tendra

Ab=Ac0ot+ 40,1 Attt . 4,0, (9)

Del mismo modo, eliminando ko, entre las n-4-1 ecuacio-
nes que siguen 4 la primera, se obtendria

Alﬁlﬂ]-_:figﬂl-‘— .ﬂ{.ll Ia2+A gag"l_ SR +A alnr ; (6)

y siguiendo el mismo procedimiento, al eliminar £;2,""" entre
las n+1 dltimas ecuaciones (4), llegarfamos 4 la expresion

Aklﬂf i dﬂ_fl.-;—,ﬂﬂ 1"‘|“A - g"l"‘fi.gfzn-r + —}"Aﬂagn g (T)

. De esta manera obtendriamos entre las n-+1 relaciones

Loy
Al oAk AR

el sistema de n-}-2 ecuaciones

—A]bl e Aﬂ@g —I“A_lal "‘"i" Azﬂg +~ .o _*_Aﬂ; Uy :Olﬁ.
”‘Mﬂlml: + Aoty —+4,0, A, e AA4,0,0=

llllllllll
lllllllllllllllllllllllllllllllll
» L

9 L vl
1 ooy oy Uq
a{} 651 HE ! ﬂ; {Iﬂ_’l
i (
Gyilly Mg 0 Gt O i) ()

i L] 1]
llllllllllllllllllll

-------------
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nos dard los valores no solo de o, sino también de a,, «,, . . |
14, CON SOlO sustituir en vez de «; una variable cualquiera, por-
que si en las ecuaciones (4) hubi€ramos eliminado f,, [, ,
k, o2,,.. .k, o,*", por ejemplo, se hubiera obtenido una ecya.
cion que no diferirfa de la (9) mds que por la sustitucidén en Ia
primera fila de las potencias de o, en vez de las de a,; de ma-
nera que la ecuacion

Pogiintips =L ianit

aﬂ ﬂl {Iﬁ a:; LR aﬂ-}[

-------------------

iiiiiiiiiiiiiiiiiii

nos dard los valores de las cantidades (), y con estos valores
las n-}-1 primeras ecuaciones (4) nos dardn los valores de las
constantes (k). Una vez obtenidos los valores de las cantidades

(k) y (D'.) pOdI‘EmOS determinar los de O\) Y (!E“L) s ¥ quedaré, resuelto
el problema.

~ Observaciones.—I.—A la ecuacién (10), que se la llama
canomzante de la forma dada, se la puede dar una forma mds

] ) m i

sencilla observando, que si se hace 7= se tendra
| Y
yﬂ'{'l myﬂ_l_xﬁyﬂ-—i $ m‘ﬂri"i
5 Gy Qg a5

= ) R R SRR B -
Z___ lr]: | ) 9 n+42 : yﬂ-*r'l: : (11)

aﬂ aﬂ-i arﬁ-ﬂ am-H

0 sea, poniendo el factor y"*! bajo otra forma,



|l

y dividiendo por 4",

Fi

B —

Jl—‘

yﬂ-*{"l
Qo QoT—04Y
(g 00105

tttttttttttttttttttttttttttttttttttt
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yﬂ+l_$?}ﬂ+$2?jﬂ_l :

T Tl T Rl e e T L L TREL i R Rr g L s

iiiiiiiii

0

J

Qo104
Ut Y

0
A1y
AT -105)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

(y OG0l Qe @10Q12Y.

ﬂ'ﬂﬂ. A +a'ﬂﬂ. ‘-'iy

e S 00. 0
aﬂ:'{'l :I‘. y 01 --0
yis | 0@ ?}0

Ganpss | 100 0.. 9

& & 8 aﬂ H: aﬂ+jy

R {Iﬂ-{-la:_“ﬂﬂ ﬁi

ﬂgy- : -ﬂ?ﬁz’, + Ay ?}

llllllllllllllllllllllllllllllllll

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

(40 _!_ ﬂu-‘:-Iy

Ay 1 ZFAprol] Aoy i"'l"ﬁmm Yo

»
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=1, 12

—() -
B .:

que es un covariante de la forma propuesta (n.° 75), y que se le
lama covariante candnico de la forma,
II.—-La resolucién de las ecuaciones (4) nos demuestra cla-
ramente, que no se puede obtener mds que una s€rie de valores
para las cantidades () y (k): y por lo tanto, gue o reduccion a
candnica de una forma de grado impar no puede efectuarse Mmas
qite de una sola manera.
Ejemplo.—Sea la forma binaria cubica

0.

3,07y +3 a1y +-0gy",

cuya forma candnica serd, segtn la formula (3) ,

ky (@4ogyP+Hhy @+25y)

(@)

(0)
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desarrollando esta expresion € identificando sus coeficientes con
los de la (@), tendremos las ecuaciones,

by + &y =0
A [ — 2

37, M
ooy’ ky =0, /

eliminando £, entre las dos primeras ecuaciones, ey o, entre la

segunda y tercera, y k; «,” entre las dos dltimas, se obtendri
el sistema

Aoy a0, —ay | - (d)
Aot

f

representando por A el determinante

lgses |
] ;
uﬂj 5".2
la resultante del sistema (d),
Iy,
B B e )
e

nos dard la canonizante de la cibica propuesta al sustituir o,
por una variable z, de manera que tendremos,

1 s
a4y a5 g
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desarrollada esta ecuacién nos dd, |

(@ot5—0a,7) 52’|"(‘31%_ﬂu”3) 2--(a38;—05%)=0, (e)

ecuacion que no es otra cosa mds que el Hessiano de la forma

propuesta, y que podria ponerse, segin hemos indicado (obs. I),
bajo la forma,

A1 041 A0y 0 0
Uytentol Ao—tagy
Resolviendo la ecuacién (¢) con relacién 4 z, 6 la (f) res:
i , | :
pecto 4 y— , los dos valores de z serdn los de o, y a,, y susti-

tuidos estos valores en dos de las ecuaciones (¢), deduciremos
de ellas los correspondientes de %, y £,, v quedard resuelto el
problema.
32.—Formas de grado par.—La reduccién 4 candnica”

de las formas de grado par, es problema que presenta mas
graves dificultades que el anterior. Una forma del grado 2n con-
tiene 2n-+1 constantes, € igualada 4 la suma de las potencias
9n de n binomios, nos darfa un sistema de 2n--1 ecuaciones
con 2m indeterminadas; ecuaciones que para ser compatibles
exigen.que se verifique una cierta relacién entre los coeficientes
de la forma. Si tomdramos un binomio mads, n-1, obtendria-
mos un sistema de 2n-4-1 ecuaciones con 2n-++2 indeterminadas,
ecuaciones que podrian satisfacerse de una infinidad de mane-
ras; v por consiguiente estos dos medios no dan siempre una
sclucién determinada del problema.

Cayley ha expuesto el siguiente método, fundado en el
empleo de los intermutantes, por el cual puede determinarse,
en general, la forma candnica de una binaria de grado par.
Sea la funcién

f—(ao, 0y, . .  ta) (@, Yy, _ (13)

y propongamonos reducirla 4 la forma canonica
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By (@ =+ a)™ + &y (@ ao)™ + . . .k, (@ - o)
+C (zoqy) (x+o). . . (@+ey),  (14)

en la cuil ( es un covariante de la forma

(@) (@4ogy). . . (aFog)=(4,, gy .. 4, ]z z, 4. (15)

El nimero de indeterminadas de la expresion (14) es
2n-+1, y por tanto identificando sus coeficientes con los de
la (13) se tendran 2n-}-1 ecuaciones que permitirdn determinar
los valores de estas constantes. Para conseguirlo, observemos lo
primero, que s¢ operamos con el simbolo intermutante

0
(A,:, by ot 5 Om) (16)

sobre uno cualquiera de los binomios k (x+oy)*, el resultado
serad cero.

En efecto, este resultado se reduce 4

Aoy Ay, A Y oty (AT

y como en virtud de la ecuacién (15), la sustitucion de z=q,
Y= —1, reducird 4 cero uno de los factores del primer miem-
bro de la (13), la expresion (17) es también nula.

Demostrado esto, supongamos ahora que el covariante C

sea tal que operando sobre el producto C (oY) (o). -
(ﬂ’*f"l‘%y) con el simbolo (16), el resultado sea propotcional al
mismo producto, es decir , que el resultado sea de la forma

A (@—-aqy) (@+as) ... (@+oy)=X; (Ao,44,... 4, E @, y)ﬂ,

stendo A, una nueva constante. Aplicando entonces el intermu-
tante (16) 4 los dos miembros de la ecuacién
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(90, 4, . . . a3,) (2, y) "=k, (m‘l“ﬂly)iﬂ'i'kz (@4-a5y)™
T+ (@) G @by g) (@4-o) - - (2+ag),

se obtendria, por comparacién de los coeficientes de las mismas
potencias de las variables, el siguiente sistema de n-4-1 ecuacio-

nes lineales homogéneas entre las n—1 indeterminadas A,,
iy '

Agaﬂ '—'-‘HAJ_ aﬂﬂ + n ‘(1?1_2_1) Aﬁaﬂ-:-g_‘" v e ':)\IAG
Agaﬂ_f—-ﬂAlaﬂ 'I- : Flngi) Aga’n-i-i""' ‘e ':llAl

Aﬂaﬂ—uﬁ ﬂAlaﬂ-ﬂ’l + = (;!’_21) Aﬂaﬂ . :.:)\1 A2 ? (1 8)
Agaﬂ Py ﬂfliﬂi + L (;.1—_2-1) Agag ::)‘1 Aﬂ }

y para que este sistema tenga alguna solucion es preciso que se
verifique la ecuacion

g i =0. (1)

Esta ecuacién nos servird para determinar el valor de Ay, y
para cada raiz que de ella obtengamos, las ecuaciones (18) nos

dardn un sistema de valores para Ao, 4;,...4,; ¥y cOmo uno
21
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de estos coeficientes serd indeterminado, puede hacérsele igual
4 la unidad; determinados los coeficientes (A), la ecuacidn (15)
nos dard los valores de las constantes («), y una vez obtenidos,
para hallar los de %y, %q,. .. &,, desarrollaremos las férmulas
(13) y (14) € identificaremos los coeficientes de n de sus térmi-
nos. La principal dificultad, al par que el mas grave inconve.
niente de este método, es la determinacion del covariante ( que
se hace en cada caso de una manera arbitratia,

Bjemplo.—Vamos 4 aplicar lo que acabamos de exponer
a la forma bicuadrada

aort-Fha, 22y+-6a, 22%+ha, zyPt-ayt. (@)

Comencemos aplicando 4 esta forma el procedimiento
explicado para las formas de grado impar, y tendremos,

a0z ~+ha,a%y-+6a,2%"
+ dagzy® - oyt =k, (v + o))t 4 £y (0 4 a)t; (D)

desarrollando esta expresion é identificando los coeficientes, ten-
dremos el sistema

de cinco ecuaciones entre las cuatro indeterminadas iy Ogy

Ry, ky; sistema que para ser compatible exige que exista alguna
condicidén entre los coeficientes. Para hallar esta condicién eli-
MINEMOs £, y %, primero entre las tres primeras ecuaciones (¢),

después entre las 9.2, 3.2 v 4.2, y por tltimo entre las tres dlti-
mas, y se obtendrd el sistema
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Aaau""’A 1@ 1—_A9£IE:0
| Aﬂal“'A 1!‘12""44.2 fIB:Q ) ( d )
| A ﬁa2+A Ia’ﬁ_"Aﬁ a42‘_—_0

representando por A,, A, 4, los tres determinantes consecu-
tivos de la matriz rectangular (a)

9 2

Gy %o

%y o ;
1 1

eliminando ahora A4,, A;, A, de las tres ecuaciones (d), se
obtiene la relacién buscada

st ', a0
o 0, a; |=0, (e)
Gy O3 G4 |

cuyo primer miembro es uno de los invariantes de la bicuadrada

propuesta. Si esta condicidn se verifica, puede observarse que el
determinante

m—
[
e

0 /s | =Ao+A4,344 252

2 2 na
D:.l mz A

se anula para z—o, y 2=—¢,,y uniendo la ecuacion A,4-4,z
+A,22=0, 4 dos cualesquiera de las (d) y eliminando entre
las tres Ao, 4,, A, se obtendrd la ecuacion

1 2 72

| e
o @, @, ::(ﬁiaﬁ"aﬁﬂ)‘}‘(”-l ”1‘:""”@”3) 5‘}"(‘30{52_@12)5 =) (f)
0 @, a,

—_—

(&) —(R.—2."—-1n.2 g5,
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que setd la canonizante de la bicuadrada propuesta. Una vez
resuelta esta ecuacion ( f'), se continia el cdlculo como en ]
caso de las formas de grado impar.

Si la condicion ( ¢ ) no se verifica, la bicuadrada propuesta
tendrd que reducirse 4 la forma candnica

aori 40,5’y 460,07y ko240t
=k, (2o y) 4k, (04oy) 46 (@42.9) (@F2y), (g)

aplicando el método de Cayley, es decir, aplicando 4 la ecua-
cién ( g) el intermutante

(AD,AI,AEI[ a;, : 31)2,

y en este caso patticular la ecuacion (19) se convierte en

G—h 0 @

representando por A, la expresion 2 (44,4 ,—A4 2).
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NOTTA.
—EESEPEI—

DOBRE LOS SIMBOLOS Ao Y V¢

I.—Vamos a exponer en esta Nofz la formacién y natura
leza de dos simbolos operatorios que se emplean con suma fre-
cuencia en la TEORIA DE LAS FORMAS; simbolos cuyo des-
arrollo y estudio debe hacerse en la teoria de las funciones
simétricas, y por lo tanto seran ya conocidos para la mayor
parte de los lectores de esta obrita; pero como pudiera muy
bien suceder que fuesen por alguien ignorados, y lo seran desde
luego por los cue unicamente conozcan de las funciones simé-
tricas las brevisimas nociones que de ordinario se exponen en
los tratados de Algebra, nos ha parecido conveniente y aun
necesatio darlos & conocer en las breves lineas que siguen.

II.—Sea la forma binaria del grado n

U050y, 05, -2 ) (0 1)) 22007

si en esta forma sustituimos @ por a-4Ay, y desarrollamos las
diversas potencias de este binomio, tendremos




14 | ELEMENTOS
ot o] e [1] [
el + [ ik

v [fg} 0, Ride .—I—[g]agl"'ﬂ

lllllllllllllll

lllllllllllllll

de manera que la forma propuesta se convertira en

U—=—A4,x"+ [ ] A, "y {2] A gm“"ﬂ;zﬁ—i—...—l—ﬂﬁy"',

obteniéndose para valores de los coeficientes Ao, A}, 4500 44,
los siguientes:

Ao

lllllllllllllllll

iiiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Esto supuesto, consideremos una funcién algébrica, racio-
nal y entera delos coeficientes de la forma U, por ejemplo,

la o (a,, a,, 0,,... 0,); formemos la funcion andloga de la tras-
formada U,, que serd |
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=9 (Ao, A1 Ay .. A)==0 (a0, 8,480y, @200+ a5)2,...);

apliquemos 4 esta funcién la férmula de Taylor extendida al

caso de varias variables, y observando que los incrementos de
las variables son en este caso

e irbadt | et [ et

obtendremos el desarrollo siguiente (a):

do Jw

i g ZJE; (2::1:11—]—::19?\2) aég (8 a,h 430,17 4 ao)°) a{;g
AL
4. ot ( [ ] @, I+ [2] Q,_o 2. a, 5 )a

] -DQ(F

S 2 Eagﬂ)‘z (20,040,007 TR

Qa ) (3a. )30, 0\2+a )\3) -'32—(‘?“ i +(Q£I ) lﬂ)g& ~+... i+

- G ( ai} ot 1 0 aaiaaﬁ 1 0 aaﬂz .

.l, 3% 3 3._35?_. 1 ete.:
Lg_grzﬂ A aaﬁ'I"“)"l' :

v ordenando segtin las potencias ascendentes de A resultard;

o0 Ol Oy Lo ))\
‘I]:(P-I- (ﬂg aal } %ai aaz -1-3{12 3(13 -l-ﬂﬂn-i aa“
2
a{D a{P [n i 2 d {P

(a).—La formula de Taylor extendida al caso de varias variables puede re-

presentarse simbélicamente por
n=n

""1

1 ? ’ g ’1 ”..ﬂ
f{.f”i"&}y"i"%gi“f ) f(’x}}r;rﬂj )+M|;’(fm'ﬁ+fy”é infg z+ ) 3

n—1

n {ndices de
entendiéndose que los exponentes d del desarrollo se han de cambiar €

derivacion,
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Esto sentado, representaremos por el simbolo Ao toda Ia
- operacion indicada por el coeficiente de A en la expresidn ante-
rior, O sea,

d Q0 AL 50
P 20,55 430, TR L et

Ao—a
] 0 331

y observaremos que esta operacion Ao puede verificarse sobre
el mismo simbolo, no haciéndose en este caso mds que repetir
sobre © dos 6 mas veces la misma operacidon representada por
el simbolo Av. Asi operando dos veces tendremos

Ju Jo
A Ap=—"° fi il L
&P (@ da, -3, 2a, i )
d2 d20 Q%0
2 I:P 1 4 ' 2 i I PRESEY 2 .
0o a2 -haoa, e o =0

expresion que comparada con el coeficiente de A2 de la f6r-

mula (o) nos hace ver que este coeficiente es igual 4 3 A2o.
Del mismo modo se demuestra que el coeficientc de )3 es

1 | 1
3 A%0: el de M= 7y A%, etc., y por lo tanto que la expre-

A r—

sion (o) puede ponerse bajo la forma

———

S0+ ). Ag |- r%" )2, A%} fé‘ 8. Mg, — W A%, (y)

i

ITI.—Siguiendo el procedimiento empleado en el parrafo
anterior demostrari’amms, que st en la forma U=(a,; al,aﬂ,,.,-ﬂn)
(@, y)* sustituimos en vez de Yy y-+Az, desarrolliramos la
forma correspondiente y formdramos la funcién ¢ de los coefl-

cientes de la trasformada, obtendrfamos por resultado la
formula |
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- . 1 1
Pevitveln PG el e 8

representando por el simbolo yo la operacion

IV.—Hemos supuesto en los dos parrafos anteriores que la
forma propuesta U estaba escrita con los coeficientes nuUMEricos
de la férmula del binomio de Newton, y en el caso en que o
tenga estos coeficientes numéricos es preciso modificar algo los
simbolos Ap y yo. Sea en efecto, la forma

U=(a,, a,, aaﬂ"'aﬂﬁmr y)
—q o' +a, 2"y + 0,5 P AT @Y

sustituyendo en vez de @, -+-)y, tendremos

0, (@gra, @4y, g 0

O sea,
| an=2,,2 _”_l_a n yn.
A" NaoA "y [g] AN "yt | —|—ajl”“‘ ’
B + (n—1) a; A g
o
~+8,

de manera que los coeficientes de 1a trasformada seran
22
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--------------------------

..........................

N\ A=t 0,000 e\ ),
y la funcién @, —=¢ (4o, 4,, 4,,...4,) de los coeficientes serd

D0 (4o, 4, Ay Ay
=% (@0, @;+naoh, a,4-(n—1) a )+ [g’] o )\é, )

que desarrollada por la férmula de Taylor generalizada nos

dara, teniendo en cuenta que ahora los incrementos de las va-
riables son

0, na, A, (n—1) a, A [g] QM2 eis Gy 0, )3, Jan,

B, =0 + N,k ;;i | é(%%l) a;l—!—{g] a.ﬁg %
+ | (-2 [ "5 |t [ 5] e i;: o
- ; Oy, 021 . . - a,\ % g;‘:ﬂ | nﬁaﬂzﬁ%
-+2na,) 3 (n—1) a, x4 [g] 1,12 % aafig% -, .. tetc,, |

ordenando con relacién 4 las potencias de ), se obtendria

Sl e 0 J
0
+otad Ly
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I . . " .
y representando por A'o la operacién indicada en el coeficiente
de'), o sea,

9o do J ¢
5 +n-1)e +(n_2)a%—z;+...+aﬂ_i D: (3)

i
1
a, o,

wd!

se tendrfa como en el nimero X1,

1-_-30_}.)., A’ CPT 2 )\B AFE(P'F }‘% A’ 8ED+,, =) _)\n ﬁfn (T;)

Si analogamente 4 lo expuesto en el pdrrafo III, en la for-

ma { sustituimos en lugar de y, y-+)e, y hacemos los des:
arrollos convenientes, tendremos

3 ; 1 y e ! ) !
d =0+ ). 7 0+ 2 Ny 2‘?+[73,‘)~3-‘Vf3fr"+“'+ % Y 7 (7'4)

r——
P —

representando por y'¢ la operacion

?Jcio dw Bc:: 3{5 a
.f' s . r ﬂ | l S I = bf
V $—@ Jaﬂ | I 2 9 Da1 3’33 a% | ~+na, "—“*—aaﬂ_i ( )

=
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