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ADVERTENCIA

Al publicar esta segunda edicion de las NoTas AL TRATA-
D0 DE GEOMETRIA de MM. Rouché y Comberousse, he afiadido
algunas (reducidas 4 cuatro palabras) para llamar la atencion
sobre la verdad de los reciprocos de algunos feoremas; la cer-
teza del reciproco da cardcter de esencial 4 la propiedad que
se estudie en un teorema, y por eso conviene hacerla constar.

En las Notas 2.2, 18, 32 rectifico algunas ligeras in-
exactitudes 6 faltas de rigor que, en mi entender, hay en el
Tratado de Geomelria. | ‘

- Es algo extensa la Nota 15, para completar el estudio de
los poligonos regulares de especie superior; tambien lo son las

- Notas 21 y 22, en que se estudian los teoremas del parafe-
lismo y la perpendicularidad de rectas y planos en el espacio
por medio de sus proyecciones 6 sus trazas sobre un plano,
porque estos teoremas aparecen muy incompletos en el Trata-
do de Geomelria. Me he detenido bastante en la Nota 28, que
trata de la esfera, para fcompletai" su estudio y discutir deta-
lladamente aleunos problemas importantes, acerca de los cua-
les hay tan sélo ligeras indicaciones en la obra que anotamos.

Lia definicion de niimero inconmensurable reclama indis-
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pensablemente tuna demostracion; damos en la Nota 9.2 13
propuesta por MM. Rouché y Comberousse. oA

Las demas Notas contienen observaciones , ampliacio-
nes 6 discusiones que son de utilidad para el estudiante, 6 que
éste no puede hacer ficilmente por si mismo.

Debo advertir que, cuando no se cite ﬁgura alguna, se hace
referencia 4 la del Tratado de Geometria.

AT A. PorTUuonpo,

Madrid Enero de 1881.
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GEOMETRIA PLANA.

NOTA |.° (de la pag. 11).

Es cierta la proposicion reciproca que dice:

Si las bisectrices de dos dngulos adyacentes son perpendicis-
lares entre si, dichos angulos son suplementarios ; porque siendo
la suma de las mitades de los dos dngulos adyacentes igual 4
un recto, la suma de los dngulos mismos valdrd el doble, es
decir, dos rectos.

NOTA 2. (dela pig. 25).

Lia relacion 6 dependencia légica que hay entre una sen-
¢illa proposicion directa, su reciproca, su contraria y la reci-
proca de su contraria ¢ contraria de su reciproca (que es una
misma ), es la siguiente:

Directa i Reciproca

Reciproca de la contraria
(Contraria de la reciproca

Contraria

La proposicion directa y la reciproca de su contraria $e
entrafian mituamente de tal modo, que la verdad de la una

1



2

implica necesariamente la verdad de la otra (*). Asl, por ejem-
plo, demostrada la proposicion direcia:

St un punto estd situado en la bisectriz de wn dngulo equi-
dista de sus lados , es necesariamente cierta la reciproca de su
contraria, que dice: :

St un punto no cquidista de los lados de un dngulo, no estd
en su bisectriz; porque si estuviera en ella equidistarfa de los
iados segun la directa. Asimismo, si la probosicion tltima
fuera demostrada directamente, la primera (reciproca de la
contraria de esta 1ltima) seria necesariamente cierta.

Andlogamente, la proposicion reciproca y la contraria de
una proposicion cualquiera se entrafian mutnamente de tal
modo, que la verdad de la unaimplica necesariamente la verdad
de la otra. Asi, por ejemplo, la verdad de la proposicion :
50 un punto equidista de los lados de un dndulo estd situa-
do en su bisectriz, lleva necesariamente consigo la verdad de
esta otra : | |

St un punto no estd situado en la bisectriz de un dngulo, no
equedista de sus lados; porque si equidistase de los lados, es-
turfa situado en la bisectriz, segun la propesicion anterior.

Y viceversa: la verdad de laltima lleva necesariamente
consigo la verdad de la primera.

Notando que una cualquiera de las cuatro proposiciones
puede ser l6gicamente mirada como directa, diremos, en vista
de lo que precede, que:

St se demuestran separadamente

DirncTa y RECIPROCA,

o bien

DIRECTA ¥y CONTRARIA,

quedan establecidas las cuatro proposiciones.

(%) En el Tratado de MM. Rouché y Comberonsse hay. como.se ve,
alguna inexactitud al decir que la proposicion direeta. su reciproca Y
la_ contraria estdn ligadas eulre si de manera que una cualguiera de las
dos wtltimas es una consecuencia de las otras dos.
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NOTA 3.7 (de la pde. 27).
TEOREMA.

Cuando dos rectas son paralelas, toda perpendicular & una
de ellas es tambien perpendicular & la otra.

Conviene hacer notar que este teorema es el reciproco par-
cial (%) del sigulente :

Dos rectas perpendiculares sobre una tercera, son paralelas.
Lias dos propiedades contenidas en la hipotesis de este teore-
ma Son una misma , y por eso los dos reciprocos parciales que
admite equivalen en el fondo 4 uno solo, que es el enunciado
primeramente. ' : |

Merece notarse entre los contrarios parciales 1a siguiente
proposicion, que sirvié de postulado & Euclides para fundar la
teoria de rectas paralelas:

St una recta es perpendicular y otra no lo es G una tercera
recta , tienen que cortarse; porque si fueran paralelas, siendo
una de ellas perpendicular 4 la tercera recta, la otra habria
de serlo tambien (en virtud del reciproco), contra lo supuesto.

NOTA 4.° (de la pdg. 31).

Es cierta la proposicion reciproca que dice: |
St dos angulos son iguales 6 suplementarios, y tienen dos de

i

Cuando la hipotesis de un teorema directo contiene dos propie-
dades, llamaremos reciprocos parciales de él los que se forman adop-
tando como hipotesis : la conclusion del directo unida 4 una de las
propiedades de su hipélesis —y como conclusion: la ofra propiedad
de dicha hipdtesis. Llamaremos contrarios parciales los que se forman
adoptando como hipdtesis: una de las propiedades de la hipotesis del
directo unida a la contraria de la otra prepiedad;—y como conclu-
sion: la contiraria de la conclusion del directo.

_ Se ve desde luego que un teorema de este género admite en gene-
ral d os reciprocos parciales y dos contrarios parciales,

Para mas delalles vease el final de la NOT A 22.
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sus lados paralelos, los otros dos lo serdn tambien ; porque si no
lo fueran, se podria trazar por el vértice de uno de los dngu-
los una recta paralela al lado del otro dngulo, y se tendrian
por una parte en virtud de la hipétesis, y por otra en virtud
del teorema directo dos dngulos iguales 4 un tercero, ¢ suple-
mentarios de un tercero, y que no serfan iguales entre si, lo
cual es absurdo.

NOTA 5." (dela pag. 32).

Es cierta la proposicion reciproca que dice:
St dos angulos son iguales 6 suplementarios, y tienewn dos de
sus lados perpendiculares, los otros dos serdn tambien perpesn-
diculares. Lia, demostracion es idéntica 4 la del reciproco ante-
“rior. (NOTA 4.3

Para precisar 1os casos en que dos dngulos que tienen sus
lados respectivamente perpendiculares son suplementarios 6
sguales, conviene observar que:

~ Bi por el vértice O de un dngulo AOB (figs. 1.2 y 2.3) se
levanta la perpendicular OA’" al lado OA, en la misma region
del plano en que estd el lado OB (una recta separa siempre en
el plano dos regiones), y tambien se levanta la perpendicu-
lar OB’ al lado OB, en la misma region en que estd el lado
OA, el cinﬂ‘uln A'OB’ es suplementario de AOB, porque es
de diferente especie que éste; asi, en la figura 1.2, en que el
ingulo AOB es agudo, el A’OB’ es obtuso, como mayor que
el recto A'OA .6 B'OB; y en la figura 2.2, en la cual el dngu-
1o AOB es obtuso, el A'OB’ es agudo, como menor que el rec-
to A’OA 6 B'OB.

En vista de esto, un dngulo cuyos lados sean respectiva-
mente perpendiculares & los del dngule AOB, serd suplemen-
tario de éste sisus lados estdn dos 4 dos dirigidos en los mismos
sentidos 0 en sentidos contrarios que los del éngulo A'OB’ for-
mado como acabamos de decir; y serd igual al AOB si tiene
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un lado en el mismo sentido y ofro en sentido contrario con

‘respecto al dngulo A'OB/.

NOTA 6. (de la pag. 37).

La suma de las medidas de los angulos interiores de un po-
Uigomo coneavo es tgual al ntimero 2n — 4 (siendo la unidad el
angulo recto), sz n es el nitmero de lados del poligono.

En efecto : llegaremos & un poligonosconcavo cualquiera
P (fig. 3.2)sipartimos de un cierto poligono convexo y reem-
plazamos sucesivamente un lado 6 un segmento de lado por
una quebrada de dos rectas. Demostremos, pues, que si en un

poligono en el cual ‘se verifique el teorema hacemos una de

estas modificaciones, el teorema subsiste. - .

1.0 Sea el pulfgﬂno ACDEF (fig. 4.2)enel cual va 4 ser
reemplazado el lado AC por J quebrada ABC. El poligo-
no ACDEF tendrd »— 1 lados, y la suma de las medidas de
sus dngulos es

o2(n—1)—4—2%—6:

“se obtendrd la suma de las medidas de los angulos del poligo-
~no ABCDEF quitando 4 la anterior las medidas de los dngn-

los BAC y BCA, y afiadiendo la del entrante B, que equivale
) 4—-‘ABO A.Sl

=(2n——6)~—BAO—BOA 4 -— ABC=2n —4.

2.9 Dea el poligono DEFGH (fig. 5.2) en el cual va 4 ser
reemplazado el segmento AC por la quebrada ABC. El poli-
gono DEFGH tendrd n— 3 lados, y la suma de las medi-
das de sus dngulos es

2(n—3) —4=2n—10:



g

se obtendra la suma de las medidas de los dngulos del poligo-
no ABODEFGH aumentando la anterior en

| (2— BAC)~+ (4 — ABC)+ (2—BCA) = 6.
Asi,
S=(2n-—10)+6 =2n—4.

El lector verd fdcilmente las transformaciones sucesivas
en la figura 3.2 como en cualquier otro poligono eénecavo.
. La suma algebrdica de las medidas de los dngulos exteriores
- de un poligono comcavo, es igual al nimero constanie 4 (siendo
siempre la unidad el dngulo recto), si se consideran como su-
mandos negativos los exteriores que corresponden & dngulos
entrantes.
En etecto, prolongando todos los lados del poligono cénea-
VO .A.BODDP(I (fig. 6.%) en los sentidos mismos en que supo-
nemos recorridoel perimetro, si representamos por B, ¢, D, E,
F, G, A los niimeros de medida de los dngulos interiores, y
por b, ¢, d, e, f, g, a los nimeros de medida de los exteriores,

Se ve que:
B4-b=2
C—c=2
D4-d =2
Hefo—D.
F—f-—=2
G—g=—2

“ Ad4+ag=2
¥y por tanto,

S+b—cH+dtre—Ff—g+a]=2n;
_ d_edonde |

Lb—c+d+t-e—f—g+a]l=2n—S=20—(2n—4)=4.

Esta mmportante propiedad es mds claramente percibida si
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se imagina que una recta OB’ paralela 8 AB’ (figs. 6.2 4 7.%)
y en el mismo sentido que ella gire alrededor del punto fijo
0, en magnitudes angulares iguales 4 los dngulos exteriores del
poligono, pasando & ser paralela & cada uno de los sucesivos
lados BC, CD, DE,..., y en los mismos sentidos en que estos
gon recorridos: gira primero la magnitud angular B'OC = b
en el sentido (que adoptamos como positive) en que lo hacen
las agujas de un reloj; despues en sentido negativo (retrocede)
la magnitud angular C'OD’ = ¢; luego en sentido positivo
(avanza) la magnitud angular D'OE’ = d, y asi sucesivamen-
te ; la penultima posicion que ocupa la recta mévil es OA', y
al girar la magnitud angular A’OB’ = @ en sentido positivo
(avanzando ), vuelve & la posicion OB’ de que partié, despues
de haber dado wna vuwelta entera alrededor del pll’ﬂtﬂ fijo O.
Cuando el poligono es convexo, es decir, que no tiene ningun
angulo entrante, los dngulos exteriores son suplementos posi-
fiwos de los dngulos del poligono, y, por consiguiente , la recta
m6vil da la vuelia entera alrededor del punto fijo O, avanzan-
do por giros sucesivos, que tienen lugar siempre en el mismo
sentido (sumandos positivos).

NOTA 7. (de la pig. 38).

Se demuestra ficilmente que el punto o en que se cortan
las diagonales de un paralelégramo es un ceniro; es decir, que
divide en dos partes iguales 4 toda recta que pase porély
esté limitada en el contorne ABCD.

En etecto, si se considera una recta cualquiera MON, los
tridngulos opuestos MOB y NOD, 6 bien los MOA y NOC,
son iguales por tener un lado 1gu;_11 adyacente 4 dos a,nﬂ'ulﬂq |
iguales; lnego OM = ON. :




NOTA 8.° (de la pag. 51).

-Son ciertos los tres reciprocos siguientes:

1.2 i dos cuerdas interceptan arcos iguales sobre una cir-
cunferencia (y 1o se cortan en el interior de esta), son para-
lelas. '

2.°  Svuna cuerda y una tangente interceptan arcos iguales,
son paralelas.

3.2 Sidos tangentes interceptan arcos iguales, son paralelas.

En efecto:

1.0 Sise une el centro con el punto medio de una de las
cuierdas, este didmetro serd perpendicular 4 ella y dividird al
arco subtendido en dos partes iguales; por consiguiente, afia-
diendo 0 quitando los arcos interceptados, que son iguales por
hipétesis, se ve que el citado didmetro pasa por el centro y por
el punto medio del arco subtendido por la otra cuerda, y por
tanto serd perpendicular 4 ésta; las dos cuerdas serdn, pues,
paralelas, como perpendiculares & una misma recta.

2.9 Si se une el centro con el punto de contacto, este did-
metro sera perpendicular 4 la tangente ; pero ademds este di4-
metro pasa por el centro y por el punto medio del arco, y se-
14, por tanto, perpendicular & la cuerda; la tangente y la cuer-
da serdn, pues, paralelas, como perpendiculares & una misma
recia.

3.9 Sise une el centro con uno de los puntos de contacto,
este didmetro serd perpendicular 4 la tangente ; pero coma este
didmetro ha de dividiv 4 la circunferencia en dos partes igua-
les, tendrd que pasar por el otro punto de contacto y serd, por
tanto, perpendicular & la otra tangente; las dos tangentes se-
ran, pues, paralelas, como perpendiculares 4 una misma recta.
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- NOTA 9.% (de la pédg. 57).

Para que la definicion de ntimero inconmensurable pueda

, 7 AR i |

aceptarse, hay que demostrar que los nimeros )

tienden hdcia un limite, y que este limite es el mismo, cual-

quiera que sea la ley segun la cual se haga crecer indefinida-

mente 4 ». O mds brevemente: hay que demostrar que el lin-
e existe y que es inico.

La demostracion que proponen MM. Rouché y Comberous-

se estd dividida en dos partes:

R :
1.2 .84 —— 65 el nivmero que expresa la medida de G en

. 1 /4 : A3
menos de — Y ——— es el numero que la expresa en méenos de
7 1 .
1

2N
poniendo que 7 y m son dog ntmeros enteros cualesquiera).
En efecto, si U es la magnitud wnidad, se tiene

el sequndo nivmero es igual 6 mayor que el primero (Su-

RS S L L
/i 12
L e
7N 1T

-y multiplicando estas magnitudes por el numero entero n.m,
se tiene

km U << nm.G < (& -+ 1)m. U
. U<mmG<(EF+1). U}

las segundas desigualdades indican que Z".U es el mayor miil-
tiplo de U contenido en la magnitud nm.G; y como la prime-
ra desigualdad deja ver que %2m.U es un multiplo de U menor
que dicha magnitud, deducimos que
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U i B, de donde &’ Z km;
y dividiendo por nm, se llega 4

k’:}

i —

k
s
2.2 Fijdndonos en una cierta ley para el crecimiento in-
detinido del numero de partes ignales en que se divida la uni-
dad U, y suponiendo que

T i h

h’ 2 3 3 2

3 2 ?"“"E"‘?
2 .48 2

|

" 8B w

son los numeros que expresan la medida de G- en ménos de

S D | 1
2 4 8 2°

se ve (1.9) que cada uno de esos nimeros serd mayor 6 igual
que el })re{;ﬁdent& Pero como todos ellos son numeros de me-
dida de magnitudes menores que G, todos ellos habrdn de ser
: hy +1 T el .
MENores que — —— puesto que este nimero es la medida de

una magnitud mayor que G. Lios nlimeros

i . ]
by Ry o hy o,
: & o = e s ._:!. ] -

GEg R o

tienden, por consiguiente, hécia un cierto limite L cuando s
crece indefinidamente. |
Lios dos numeros
by h +1

=
2331 2

tienden hdacia un mismo limite, porque su diferencia ".2T decre-

ce indefinidamente.
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Para demostrar ahora que este limite es el mismo, sea
cnalquiera la ley segun la cual crezca indefinidamente, obser-

yemos que
i wic
7 4 % i " 97
len ;
h p Bk R s 1 (A W
o8 < T_.—H_{:"__'
2 7 2 7 7
es decir, que
l’!fl? 1 = _:__ = ]’E-S,_;_ 1’
. i i S
o 7 % 2
it estd comprendido entre dos nimeros que tienden hdcia
7 |
L cuando s y » crecen indefinidamente. Por consiguiente,
: /3
lim, —— == L.
7

NOTA |0 (de la pag. 104).

Se sabe que las bisectrices interior y exterior del dngulo A
de un tridngulo ABC descansan sobre la base BC en dos pun-
tos D y D', conjugados arménicos con respecto 4 B y €, y con-
viene hacer notar: :

1.2 Que si el vértice A estd 4 la izquierda de la perpen-
dicular levantada & BC en su punto medio O, es deeir, si dista
ménos de B que de C, 6 lo que es lo mismo, si la relacion de
sus distancias 4 estos puntos es menor que 1, los puntos Dy D"
quedardan ambos 4 la izquierda de O. '

2.9 Que si el vértice A estd, por el contrario, 4 la derecha
de la nerpendicular, es decir, si dista mds de B que de C, 0 1o
que es lo mismo, si la relacion de sus distancias & estos puntos
es mayor que 1, los puntos D y D’ quedarsdn ambos & la dere-
cha de O.
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3.9 - En el caso limite comun de los dos anteriores, en que el
punto A esté,situado en la misma perpendicular levantada
4 BC en su punto medio O, es decir, en el caso en que equi-
diste de B y C (tridngulo isésceles), 6 lo que es lo mismo, en
que la relacion de sus distancias 4 estos puntos es 1, el pun-
to D en que descansa la bisectriz interior coincide con O, y el
punto D’ en que descansaria la bisectriz exterior se ha alejado
al infinito (4 la izquierda 6 4 la derecha), lo cual significa que
esta bisectriz exterior es paralela & BC.

NOT& |1 (de la pag. 106).

Es conveniente que el principiante se acostumbre 4 ver los
lugares gedmetricos en su variacion continua siempre que in-
tervengan magnitudes 6 relaciones que puedan recibir valores
por la ley de continuidad. |

Asl, respecto 4 la circunferencia, lugar geométrico de los
puntos, tales que la relacion de sus distancias 4 dos fijos B y C
'aeer, un nimero constante K, se ve que:
~ Empieza reducida al panto B para K= O, puesto que
log dos extremos de su didmetro se hallan 1&11111{105 en B;

Crece de un modo continuo 4 medida que K aumenta por
la ley de,continuidad, puesto que los des extremos de su did-
metro se alejan de B 4 derecha é izquierda de un modo con-
tinuo ;

Se convierte (como debia ser) en la perpendicular levan-
tada 4 BC en su punto medio O para K= 1, puesto que uno
de los extremos del dlé,metrﬂ se halla en 0 y el otro en el
infinito; '

De,crece hlego de un modo continuo 4 medida que K sigue
‘su aumento por la ley de continuidad, puesto que los dos ex-
tremos de su digmetro se acercan 4 C 4 izquierda y derecha
de un modo continuo;
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Concluye reducida al punto O para K = o , puesto que
los dos extremos de su didmetro se hallan reunidos en C.

El didmetro variable de la circunferencia en todos los es-
tados porque pasa, es la distancia entre eada dos puntos con-
jugados armoénicos con respecto 4 B y C; puntos situados 4 la
izquierda del punto O para valores de K menores que 1, 4 la
derecha del punto O para valores de K mayores que 1.

NOTA |2 (dela pag. 122).

El teorema:

St en una serie de secanies que parten de wn punto O,y
descansan sobre una recte ABCD, ..., se traza uno recia
A'B'C'D ... paralela & ABCD, ..., las secantes quedardn divi-
didas en partes propercionales,
admite este otro como

Reciproco: Si en wuna série de secantes que parten de wn
punto O,y descansan sobre unrecta ABCD, ..., se marcan pun-
tos A', B', C', D', ..., quelas dividan en partes propercionales,
estos puntos estardn en una linea recta A' B' C' D/, ..., paralela
@ ABCD... |

- En efecto, basta observar que la rects de union A’B’ ha-
brs de ser paralela 4 AB; la B'C' 4 BC; laC'D'4CD,. ..,y
que, por hipétesis, los puntos A,B,C,D,... estdn en una linea
recta.

NOTA |3 (de la pag. 132).

Se sabe que: el lugar geomctrico de los puntos tales que la
suma de los cuadrados de sus distancias & dos fijos B y C (tigu-
ra, 8.2) seq K2, es una circunferencia cuyo centro esta en el pum-
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to medio D de la recta BC, y cuyo radio se delermina por la
formula

Observando que la magnitud R es (por su férmula) ca-
teto de un tridngulo rectdngulo que tenga por otro cateto

K
la longitud dada BD, y por hipotenusa la longitud v%._ v

notando que esta longitud es 4 su vez (por el teorema de Pi-
tdgoras) el cateto de un tridngulo rectdngulo isdsceles, cuya
hipotenusa sea la longitud dada K, se llega 4 la siguiente
construccion grifica:

Tricese por uno de los puntes dados, B por ejemplo, Ia
recta indefinida BN con la inclinacien de 45° sobre la recta
dada BC; témese sobre ésta la magnitud BM, igual &4 K, ¥y
bdjese desde el punto M la perpendicular MN 4§ la direccion
BN : haciendo, finalmente, centro en B con la magnitud BN
por radio, eértese la perpendicular indefinida DA y se tendrd
en la longitud DA el radio pedido R, con el cual se trazard
la ecircunferencia lugar geométrico.

La férmula de R nos dice que, segun que

e { imaginario
T BD...serda R { nulo
Y 2 > real

lo cual nos muestra tambien la figura; en efecto, si se toma
BM igual 4 BE (es decir, igual 4 BD{/ 2), la perpendi-
cular M'N’ da lugar 4 un tridngulo BM'N" igual § BDE, por
. tener la hipotenusa y un dngulo agudo igunales; por consi-
oniente, la magnitud BN’ es igual 4 BD y el arco de circule
«descrito desde el punto B como centro con el radio BN ¢s
tangente en D 4 la perpendicular DA. Se ve, pues, gue:

8ila longitud BM' = K es menor que BM' = BD {/ 2, el at-
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co de cireulo descrito desde el punto B con el radio BN’ ex
exterior & la recta DA o no hay lugar geométrico. Si la lon-
gitud BM =K es igual 4 BD {/ 2, el arco de circulo des-
crito con el radio BN’ es tangente 4 la recta DA en el pun-
to D, y el lugar geomélrico es una cireunferencia de radio nu-
lo, cuyo centro es D; es decir, se reduce al punto D. Si la lon-
gitud BM = K es mayor que BM' =BD {/ 2, el arcodecirculo
corta en el punto A, y el lugar geométrico es la circunferencia
deserita desde el punto D como centro con el radio DA.
Creciendo la longitud dada K indefinidamente desde
- BD V 2 por la ley de continuidad, se ve la circunferencia
(lngar geométrico) crecer indefinidamente & partir del pun-
to D, que es el centro comun. Al pasar K por el valor par-
ticular BC, la circunferencia es la que tiene por didmetro BO,
lugar geométrico, en efecto, de los puntos, tales que la suma
de los cuadrados de sus distancias 4 By C es BC*: las cir-
cunferencias envueltas por ésta corresponden & los valores
de K menores que BC, y las circunferencias que la envuelyen
corresponden 4 los valores de K, mayores que BC.

e sabe que: el lugar geomditrico de Tos puntos tales que
lae diferencia de los cuadrados de sus distancias a dos fijos By C
(figura 9.2) sea K2, es el sistema de dos rectas perpendiculares
a4 BC, cuya distancia al punto medio D de esta recta se determi-

na por la formula
| K\?
K* 2

e ——
. e Y — L T e———

USSR o Py

Observando que la distancia 3 es (por su férmula) la ter-
- s y I{ s | #
¢era proporcional 4 B D y (—;T , 1a construccion grafica se

reduce 4 lo siguiente: gk
Témese sobre la perpendicular indefinida DM”, levantada
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4 BC en su punto medio, la magnitud DM, igual 4 (—E—),

unanse los puntos By C con M, y levintense 4 estas rectag
las perpendiculares MN y MP en el punto M, las cnales ecor-
tardn & la recta BC en los puntos Ny P 4 la distancia pedi-
‘da 5 del punto medio D, porque esta longitud DN = DP es la

tercera proporcional 4 BD y DM — ;{ por una propiedad

conocida del tridngulo rectdngulo. |

Este lugar geoméfrico existe siempre, cualesquiera que
sean la longitud dada K y la distancia entre los puntos fijos
ByC.

La formula de 3 nos dice que si K crece indefinidamente
por ley de continuidad desde cero, 5 crece tambien indefini-
damente por ley de continuidad desde cero, y la construe-

~cion grdfica asi lo muestra. Lias dos perpendiculares empiezan
reunidas en la DM’, que es, en efecto, el lugar geométrico de
los puntos, tales que la diferencia de los cuadrados de sus dis-
tancias 4 B y C es nula; se van alejando del punto medio D por
ley de continuidad, y pasan por los mismos puntos dados

- By C cuando K esigual & BC, en cuyo caso particular las
perpendiculares & BC, levantadas en sus extremos, son, en
efecto, el lugar geométrico de los puntos, tales que la diferen-
cia de los cuadrados de sus distancias 4 B y C es BC’. lasper-
pendiculares que estin dentro de éstas corresponden & los
valores de K, menores que BC, y las que estdn fuera corres-
ponden & los valores de K, mayores que BC.

NOTA |4 (de la pag. 139).

Pfﬂpong&monos calecular los valores z é y de las diago-
nales de un cuadrildtero cualquiera, y serd facil luego demos-
trar el directoy el reciproco del siguiente.
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TEOREMA.

En un cuadrilatero inscriptible. la relacion de las diagonales
es wgual & la relacon entre la suma de los productos de los lados
que terminan’ en las extremidades de la primera diagonal, y la
suma de los productos de los lados que terminan en las extremvi-
dades de la sequnda.

Consideremos la diagonal 2 de un cuadrildtero cualquie-
ra ABCD (fig. 10): los tridngulos ACB y ACD nos dan

22— a% -+~ 0% — 2a¢.Bm
1% = ¢* 4+ d* -+ 2d.Dn

de donde

v .ed = (a* + b* ) ed — 2acd. Bm }
0l == (e 3) ab + 2abd.Dn )’

y sumando, se tiene

2 (ab = cd) == (®+1?) cd +-(c®*+ d*)ab+2ad [b.Dn— c.Bm],
¢ bien | I

it (ﬂi‘! + ed) = (ac +bd) (ad + be ) + 2ad [ 0.Dn o ¢.Bml;
de donde se deduce la férmula

k e (ac—+bd)(ad +be)  2ad

ab +cd i S [5.Din—¢.Bm]=H 48,

que da el valor de la diagonal 2.
De los trigngulos BDC y BDA, se deduce analogamente
la férmula |

o (ac+bd) (ab—+ed) 2¢d
ad - be +ad—!—b{,

& [b.Aqg — a.Cp |]= KT,

que da el valor de la diagonal y.
Obsérvese que H y K son esencialmente positivas, y qne

2
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S y T no pueden ser de un mismo signo. Lo primero es evi-
dente. Para hacer ver lo segundo, vamos 4 demostrar que,

= L
segun que S —0..., serd B+ D __ 180",
<< T
En efecto, .
= : = , — ¢.Bm
segun que S =0, setiene b.Dn=c.Bm 6 b= D
< < ST

pero tomando sobre Dn (fig. 11) la longitud Dxn’ =Bm, y for-
- mando el tridngulo rectdngulo D»"C’, la hipotenusa DC’ es la
cuarta proporcional

., ¢c.Bm
o Dhe
comparando este tridngulo rectdngulo D»'C con el BmC (figu-
ra 10), colocado en la posicion Dn'C” (fig. 11), se ve que

= e = =
S1 b= DUC',.. serd B = (CDr=—180°—D; esdecir, B-+D ==180°.
= = =
Del mismo modo
= =
segun que T=0..., serd A 4+ C — 180°,
= <

Se compreude ya que S y T no pueden ser del mismo sig-

no, puesto que la suma de los cuatro dngulos del cuadrildtero
es 1gual 4 360°.

La demostracion del teorema que hemos enunciado y la

de su reciproco, son facilisimas despues del estudio analitico
~ que acabamos de presentar.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DIRECTO.

En efecto, si el cuadrildtero es inscriptible, se tiene
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B 4+ D = 180% por consiguiente, S =0 )
A —+ C =180° por consiguiente, T—=10.)"

y, por tanto,

2 (ac +0d) (ad +be)
g g H —
ab - cd
ek (ac—+0bd) (ab +cd)
: ad -+~ be
de donde .
450 ﬁ ad =~ be

s % K~ ab—+ed

DEMOSTRACION DEL RECIPROCO.

En efecto, i se supone que

St U s es decir, i .
y. ab—+cd - P o RS
se tiene
oS &l
K+T K’

pero como S y T no pueden ser del mismo signo; la relacion
H L] L] . - L L
v 1O puede ser igual 4 — + » quees positiva; por consiguiente,

la igualdad anterior obliga 4

S — 0; por consiguiente, B + D = 180 ]
T — 0; por consiguiente, A +— C =180 )

el cuadrildtero es, pues, inseriptible (*).

(*) Se podria dar la siguiente demosiracion del reciproco:

Fijémonos en dos vértices cualesquiera B y C, y considerando que
CD sea el mayor de los dos lados opuestos BA y D (es decir, @ < ¢} (fi-
gura 12), hagamos pasar la circunferencia por los tres vértices B, C, D:
el teorema consiste en demostrar que el cuarto vértice A no pﬂdra ser
interior ni exterior & ella si se supone que
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NOTA |5 (de la pag. 154).

PoLme_:ros REGULARES DE ESPECIE SUPERIOR.

S1 se comsidera una circunferencia dividida en m partes
iguales, que llamaremos ¢, y se unen sucesivamente & partir
de A los puntos de division entre los cuales medie un mismo
numero p de partes, se llegard por primera vez al punto de

€T ad ——be

e m—

y ~ ab—+ed

‘En efecto: si el vértice A quedara interior ¢ exterior, y se tomara la
cuerda BA' igual al lado BA = ¢, se formaria el cuadrildteroe inscri-
to A'BCD, que tendria comunes con el propuesto dos lados b, ¢ y una
diagonal y; su lado a’ seria igual & @, y por el teorema directo se po-
ria escribir

ot sadli=a=hp

y ab—+cd

Ahora bien, considerando los triangulos A’BD y ABD, que tienen dos
lados iguales, se ve que:
St el vértice A es interior,

-

T

Pero siendo a < ¢, se ve facilmente que
ad’ +be _ ad -+ be

¢l —"i-—_.t'hd* T ab - ed ;

Y. como por hipélesis

r—saaa

ab —+-ed 42
se liene en definitiva
954 T
L/} ie

1o cual es absurdo, porque los tridncules A’BC v ABQ, que tienen dos
fados igunales, dan

f ; ir i ] :1':! &}
& > w, ¥portanio — > —,
' Y g
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partida A; es decir, se cerrard el poligono cuando se hay:
recorrido sobre la circunferencia la longitud que sea minimo
multiplo de ma y pa.

KEn efecto: si se llega al punto de partida A, el arco total
recorrido serd evidentemente un multiplo de pa (avco subten-
dido por cada lado del poligono) y un miltiplo' de ma (circun-
ferencia completa). Y reciprocamente: se llegard al punto de
partida A, si se considera un arco total que sea multiplo co-
mun de pa y ma,; porque, repitiendo un cierto nimero de veces
el arco pa, se tendrd un arco total que abrace un nimero exac-

Si el vertice 4 es exterior,
d' < d.
Pero siendo « < ¢, se ve facilmente que

ad’ - be L ad -+ be
ab - cd’ ab - cd’

y como por hipdtesis

se tiene en definitiva

lo cual es absurdo, porque los triangulos A’BC v AB(, que tienen dos
lados iguales, dan i g -.

f

@x @
x’ < @, y por tanto, {T“

Y i

La demostracion que precede es debida al antiguo oficial de Inge-
nieros D. José Garin, ex-profesor de la Academia del Cuerpo.

Del teorema contrario ha dado el senor comandante de Artilleria
D. Diego Ollero, ex-profesor de la Academia del Cuerpe, la demostracion
siguiente: , s _

Se ha demosirado que si en un tridngulo, cuyos lados designare-
mos por a, b, y ¢, se hace crecer un lado @ por ejemplo, permane-
ciendo constantes los otros dos, el angulo A crece tambien ; y es evi-
dente que para el valor minimo de @, que seria b— ¢ (en el supuesto de
ser b > c) corresponde A =0, y para el maximo ¢ =b-c¢ el valor
de A — 1809 Si se supone que « crece de una manera continna, A tam-
bien crecera de una manera continua ¢ ira pasando por todos los esta-
dos de magnitud intermedios, pues para cualquier valor de A podra

hI

A 4 (]
l'*-.-D 2@ bod
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to (entero) de circunferencias ; es decir, se llegard al punto de
partida A.

Se ve, pues, que el minimo miltiplo comunde pa y ma cor-
responde & la primera vez que se llegue al punto de parti-
da A; puesto que si se hubiera llegado dntes, se tendrfa un
multiplo comun menor que el minimo.

El poligono asi formado es regular, puesto que todos los
lados son cuerdas que subtienden arcos iguales (pa ), y todos
los dngulos son inscritos en arcos iguales (2 pa).

Examinemos ahora toda la variedad de poligonos regula-

siempre eonstruirse el triangulo con los lados b y ¢ y quedara determi-
nado el otro lado a. .
Recordado el principio anterior, pasemos a demostrar que si un

cuadrilatero ABCD ( fig. 13) no es inscriptible, la razon %g- serda diferen-

te de la razon

ad - be
ab—-cd = .

Con arreglo al supuesto, la suma de dos de los dngulos opuestos
del cuadrilatero sera menor que 180°, y la suma de los otros dos mayor
que este mismo valor.

Para fijar las ideas, admitamos que es B— D < 180°, y supongamos
ademas que a ++ b << d - c.

Si se hace crecer de una manera continua la diagonal AC, podremos
concebir las formas que sucesivamente ira tomando el cuadrilatero,
cuyos lados suponemos constantes. Segun se ha indicado, los angu-
los B y D iran creciendo de una manera continua y tambien su su-
ma, convirtiendose en 180° el angulo en D cuando la diagonal AC sea
igual a a0, en cuyo caso la suma B —~D tomara un valor mayor
que 180° Existira, pues, un caso intermedio en el que se verifique que la
suma de los angulos By D sea 180° y en dicho cuadrilatero, que desig-
E;HI‘EII]'DS por A'B’C’'D’ (fig. 14%), se verificara, con arreglo a la proposicion
directa,

AC! - adH-be
BD"  ab--dc

Gomparando fos dos cuadrilateros ABCD y A* B'C’'D’, se observa que,
por ser B+ D < B' 4-D/, debera verificarse - |

e e M R S O

lo cual exige que uno por lo ménos de los 4ngulos A 6 G sea mayor que
sus correspondientes A’ 6 C’. Si se admile, pues, que A > A/, de los
{riangulos BAD y B/A’D’ se deduce . '

BD > BD,

-

N
33!
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res que se obtiene uniendo (de p en p) de todas las maneras
posibles los puntos de division de la circunferencia en m par-
tes iguales.—Observaremos primeramente que unir de m en
m los puntos de division, equivaldria 4 no moverse del punto
de partida A, es decir, 4 no trazar lado alguno de poligono;
y que:

]

unir de unir de

m-41lenm-+1 equivaled 1 en 1
m—4-2 » m-+2 » s

Bagsta,, pues, examinar los poligonos regulares que se ob-
tienen uniendo de - |

lenl;2en2;3en3;... (m—1)en (m—1)

lo cual indica que tambien el angulo C es mayor que C’. Comparando,

AC = AE
BD Y ﬁ;"f}js se observa (ue por ser AC &7, AC!

y BD > B'D’, se verificara

finalmente, las razones

AG L AME
BD SHD’
Y, por le tanto,
AC ad—be
BD ab——de’

Fn el caso de ser B—D > 180° se tendria A -+ C < 480°, Yy por las
inismas consideracicnes deduciriamos

y queda demostrada la proposicion.

Tenemos el mayor gusto en dar a conocer estas demosiraciones
de los distinguidos profesores ya eitados.

=

MCD 20189
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Pero s1 se observa mds atentamente, se nota que:

unir de unir de
m—1Llenm-—1 equivale 4 1len 1
W=D =5 Pt 2 9 .y D
0y == 5 3y 3

porque si dos puntuﬁ de division de la circunferencia com-
prenden en un sentido n — p emésimas partes, abrazan tam-
bien por otro lado p emésimas partes; basta, pues, en definiti-
va, examinar los pﬂligﬂn{}s regulares que se Ubtlenen uniendo de

| Ien 15 2%en 2 3 en ;... m?l en m,_r_ﬁli
| 2 i
g
ten 1 2'en2: 3 en 3 "1; 1 en ?z |3

segun que s sea Impar 6 par; lo cual se expresa diciendo que
basta considerar los niimeros de la escala

m— 1 - m |
Jord Do oA 5 0IRRS SR s 5 1 5
en el caso de ser m par, no se considera la unien de los pun-
m 0

de 5 €Nl -, porque los lados del poligono serian dos sola-

mente y aparecerian reunidos en un solo y inico didmetro; es
decir, que no habria poligono.

- Ahora bien: entrando en el exdmen detenido de los ni-
meros de la escala con el sentido que acabamos de decir, se
ve que los numeros p y m estardn en uno de estos tres casos:

1.2 p divisor de m

2.0 P 1 m. e.d.-
m j

3.° p primo con m

MCD- 2018
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En el primer caso, el arco pa es divisor de ma, y, por con-
siguiente, el minimo multiplo es wna circunferencia; lo que
prueba que el poligono tendrd un niimero de lados indicado
por el numero de veces que el arco pa quepa en la circun-

ferencia ma ; es decir, indicado por el nimero entero ﬁ, y
_ »p
que se cerrard al dar la primera vuelta.

En el segundo caso, el minimo multiplo de pa y ma es

mp - m
220 2 (1) = L ()
lo que prueba que el poligono tendrd un nimero de lados in-
dicado por el nimero de veces que el arco pa quepa en el mi-
m

nimo multiplo; es decir, indicado por el nimero entero e

y que se cerrard al dar el numero de vueltas que quepan en el
minimo multiplo; es decir, que el nimero de vueltas estard

indicado por el numero entero %

En el tercer caso, el minimo miltiplo de pa y ma es

]

mpa=m (pa) =p {(ma);

lo que'prueba queel poligono tendrd m lados, y que se cerrard
al dar p vueltas. |

Para expresarnos brevemente diremos que un poligono es
del género m cuando tiene m lados, y que es de la especie p
cuando da p vueltas para cerrarse.

Tenemos, pues, en definitiva, que entre los niimeros p de
laescala:

oLzl 7 : | o .
1.0 Los divisores dem dan poligonos del género e especic
premera; |
2.° Los que tienen con M un mdaximo comun dwisor 8, dan

: - m :
poligonos del géﬁﬁrﬂ — s ESpecie ,Z'ﬁi_ ;

VICD 2019
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3.0 Los premos con m dan poligonos del género m, especie p.
Como se ve, sélo estos ltimos dan poligonos del géneros:;:

mo., miy . Gl
todos los demas dan géneros [P 0 : ] inferiores 4 m . por

consiguiente, cuando tan sélo se trata de averiguar la varie-
dad de especies que admite un género mz, bastard sefialar los
nimeros primos con m que se encuentran en la escala. Asi se
descubre la variedad de especies que admite el género: iridn-
gulo, el género cuadrildtero, el género pentagono, ete., ete.
Véase el siguiente enadro de algunos géneros escogidos. He-
mos tachado los niimeros primos con m en cada escala:

ESCALA DE NUMEROS. : ESPECIES.
SNl e e G SR B (R ) 7
&t BRL TSN SRR BB e ]
o iy LR S5 K St 8 Cn IR A S PRIO
SRyt [N L I Re Y A T
A R s i e s
20 20 OB e e D] T
15(%,8,3, 45, 6,%.....115[1,2, 4,7
20 | % 2,8, 4,5,6,% 8,%.[20(1,3, 7,9:
30|+, 2,3,4,5,6,%, 8,9,

(i SRR 52T G I e e

Hemos visto: 1.9, que los niimeros p de la escala divisores
m

P
que tengan con s un maximo comun divisor g

de m, dan poligonos del género —, especie primera; 2.9, los

dan poli-

?

ne

gonos del género el especie e Si recordamos todo lo di-

cho anteriormente, es facil demostrar ahora que :
St se unen (de p en p) de todas las maneras posibles los pun-

- eTar e
MCD 2019
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tos de dwision de una circunferencia en m paries iquales, Se 0b-
tendran poligonos requlares, cuyos GENEROS estardn indicados
portodos los divisores simples y compuestos del nivmerom, y apa-
recerdn TODAS LAS ESPECIES que admita cada género.
En efecto:
1.9  Todos los diviseres simples y compuestos del nimero

. L - m &
m (a4 excepcion del mismo m y de su mitad o Sl es par) se

encuentran en la escala

m—1 m
5 01, 2. 85 D, 5

1,985 p it

puesto que un divisor del niimero m no puede ser mayor que

su mitad. SI se ensaya un divisor p, el niumero e (que indi-

ca el género obtenido) es tambien divisor de m; por consi-
guiente, al ensayar todos los divisores simples y compuestos
de m como niimeros de la escala, se obtendrén géneros indica-
dos por todos esos mismos divisores, de tal modo que si se en-
sayan los divisores p por érden creciente de magnitud, log gé-
1eros fﬂ;— irdn dando esos mismos divisores en dérden decre-

creciente. Lios poh’gm@s asi formados son todos de 1.* especie.
2.9 Al ensayar los nimeros p que tienen factor comun

- ; m o
(6) con m, los géneros —5— son divisores de m, y no serdn,

por consiguiente, géneros nuevos, puesto que ya en el ensayo
anterior (1.9) se obtuvieron como géneros todos los divisores
de m. Pero si bien no son géneros nuevos, aparecen, si, es-

PECIEs Superiores (_f;_) de algunos de dichos géneros, y va-

mos & ver que aparecerdn fodas las especies superiores que
. : - : : : m

admita cada género; en efecto, si consideramos un género e

y formamos la correspondiente escala

VICD 2019
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1,258, covevossias61, 23008 i

i : i]f]

i

: - : n ;
en la cual e indique una especie del género —;— (porser el ni-

. m -
Mero e primo con —ﬁu), podremos asegurar que el entero e

se encuentra forzosamente en la escala

n Lot 9 el

| IR (RS <7 s

y es uno de los nimeros p de que estamos tratando; porque
siendo

ny m
(R oo Yeudle el =y,

y ese numero e.p [que llamamos p] no es divisor de m, pues-
. RS : :

to que e es primo con —4— D1 s Primo con s, puesto que ftie-

ne con €l un factor comun 6. Vemos, por consiguiente, que hay

: : - | L

un cierto numero p = e.f que conduce & la especie —*:;f = ¢ Qel
m : . , T

genero ——: lo dicho de una especie ¢ se dirfa de todas; luego

aparecerdn todas lag especies del género — — 10 mismo dirfa-

mos de cada uno de los géneros; y queda asi demostrada la
proposicion que habfamos enunciado.

En resimen:

S1 se usan todos los niimeros de la escala

m — 1 m
e :_61,2,3, P 5

1, 2, 3,”.‘2).. =~ ;

se obtienen todas las especies de los poligonos regulares cuyos
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oéneros son los divisores simples y compuestos de m, de esta
suerte: _

Los divisores de m, dan la prunera especie de todos los géne-
108 indicados ;

Los primos con m, dan todas las especies del género m;

Los que tienen con m un factor comun, dan todas las espe-
cies superiores de los demas géneros.

Hagamos, por ejemplo la division de la circunferencia en
60 partes iguales, y veamos todo lo que dard de si. La escala
es la siguiente :

e 2y 05y 0, 0, 8500, 19 2 =3, 14, 15,
16, +%, 18, 15, 20, 21, 22, %3, 24, 25, 26, 27,
28, 27.

En ella encontramos primeramente todos los divisores d_&
60 (4 excepcion de 60 y de 30)

12,8, 45 56, 10,12 4520,
| que hemos subrayado, y dan la primera especie de los géneros
60, 30¥20. 15, 12. 10::6, 5, 4 3
Lios primos con 60
1,7, 11, 18, 17,19, 23, 29

que hemos tachado, y dan lugar 4 las ocho especies de poligo-
nos regulares de 60 lados.
Por tltimo, los que tienen con 60 un factor comun

8 0 14,16, 18, 21, 22, 24 25. 26,27, 28,

que hemos dejado intactos en la escala, y dan fodas las espe-
cies superiores de los géneros inferiores arriba citades. Kl lec-
tor comprobard esto consultando el cuadro que dimos dntes.

MCD 2019
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En el Tratado de MM. Rouché y Comberousse se dan las
construceiones graficas para la inscripcion del tridngulo, del
cuadrado, del exdgono, de las dos especies de pentdgonos, las
dos especies de decdgonos y las cuatro de pentedecdgonos, y
se calculan los respectivos lados.

Para los dodecdgonos no hay dificultad, porque la division
en 12 partes iguales se hace inmediatamente; el lado del do-
decdgono de 1.2 especie se deduce por la formula

d— V R[2R—{/4R*— ]

en la cual @ es el lado del exdgono.
Asi, se tiene

=RV 23

el lado del dodecdgono de 5.2 especie es la cuerda suplementaria
del lado del dodecdgono de 1.2, y, por consiguiente, su valor es:

V4R: —R? (2 /3)=RV2 + /3. (¥

& e

&

Respecto 4 las cuatro especies del género 20, debe obser-
varse andlogamente que los lados de los icosdgonos de 1.2 y

(*) Lo mismo sucede con los octogonos de 4.* y de 3. especie. El
lado del octégono de 4.% se deduce por la misma {ormula

=V r [2R — V kR2 —@?]
en la cual a es el lado del cuadrado. Asi, se tiene

o’ =R ‘/‘E—\/E:

el lado del octdogono de 3." especie es la euerda suplementaria, y vale,
por consiguiente,

Ve —w e—v2 =Y e V2

-
O

MCD 201
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de 3.2 especie se deducen de los decdgonos de 1.2 y de 3.2 eg-
pecie por la formula ya citada

o=V R[IR— /=]

dando 4 « los valores

si se representan por o, y @', Jos lados de los icosdgonos de
L2 v de 3.2 egpecle, se tiene, pues,

ﬁ-"lmR\/ e \/ 10+2y/ 5

'.".,.-l
4

por medio de la férmula algebrdica, que sirve para descompo-

ner un radical doble en dos radicales, se pueden poner bajo la
forma

\/.J—l—\/ -—\/ —\/75

2

" S —
ai =R

Los lados ', y @, de las-icﬂsa",gonos de 7.2 y de 9.2 espe-
cie son cuerdas suplementarias de ', y a'y,porlocual

10 = 2/45
(fH-—*RVQ“‘f“\/ 4: ‘:'J

()
O
NO
O
-
(e
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= L LTS LIRS R T T T T T T

mgm1{§/9+§/m+ﬂ \/n

que se pueden poner tambien bajﬂ la forma

- Vs /" 3 =
I,VD—I—KD-«}-&';}‘.- e
ﬂr? et o 11- '__'_'““—-H—‘ 9 1/

nd

V3Liys LV By
: Z

e

Lias cuatro especies del género 30 tienen por lados respec-
tivos las cuerdas suplementarias de los lados de las cuatro es-
pecies de pentedecdgonos. S1 representamos por ., Po, Pis Pr
estos lados, y por z,, ., 2,,, Z,, las incégnitas, y se tiene 4
Ia vista los valores conocidos de p,, p,, p,, p-, Se llega & los
siguientes:

Vit i 24/ B () 51
-b

= Vd V10 -2 Vo2 (/b =}

Ln ==Y CAR? — Dy — oE
V10908 /5t
s 3 V10— ..z_g.g:; + (V5 +1
3. V10+~7:: b ]
ﬁj:iﬁ‘/‘é—.ﬂz — =1, ‘/ | %FS ___________ ( _i' 5 )/

El género 60 admite, como hemos dicho, ocho especies, ¢u-
ya inscripcion en la circunferencia es facil per medio del

MCD 2019
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trigngulo y dos de las especies de icosdgonos, por ejemplo la
l2yla 3.2 - n

En efecto, si 4 partir de un punto cualquiera A de la cir-
cunferencia (fig. 15) se toma el arco AB que sea la tercera
parte de la circunferencia, y desde el extremo B, 4 uno y otro
Jado, se toman BC y BD iguales 4 la vigésima parte de la cir-
cunferencia, es decir, que sus cuerdas sean lados del icosdgo-
no de 1.2 especie, se tendrdan en las cuerdas AC y AD los la-
dos de los poligonos del género 60, especies 17 y 23; porque si
representamos por ¢ la longitud de la circunferencia

' ¢ ¢ '178\
L] it Ll i ¥ B P R T
arco AC =— arco AB a1 co G B o= an
: 9
arco AD = arco AB + arco BD = E,—a ke L ~
D 20 60

si 4 partir del punto A se toma nuevamente (pero 4 la izquier-
da para mayor claridad) el arco AE, que sea la tercera parte
de la circunferencia, y desde el extremo E, 4 uno y otro lado,
se toman EF y EG iguales 4 las tres vigésimas partes de la
circunferencia, es decir, que sus cuerdas sean lados del ico-'
sdgono de 3.2 especie, se tendrdn en las cuerdas AG y AT los
lados de los poligonos del género 60, especies 11 y 29;iporque

| . .___ ¢ | 3c 11(3
arco AG = arco AE — arco E(‘“‘* o3 20 . 60

| 2 ¢ 3¢ 29
arco AF — arco AE -+ arco EF — -——— 4 :
| 5 205760

ahora se ve muy ficilmente que las cuerdas Suplemeﬂtariaﬁ
A’C, A'D, A'G, A'F dan los lados de las cuatlo especies res-
tantes, que son las especies 13, 7,19, 1.

Podia haberse dispuesto la construccmninversamente ha-
ciendo uso del trigngulo y delagespecies 7.2 y 9.2 deicosdgonos.

MED 2019
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Los poligonos regulares de especie superior (estrella-
dos) no difieren en nada esencial de los poligonos  regulares
ordinarios.

Son inscriptibles y circunseriptibles, esdecir, que hay una
circunferencia que pasa por todos los wérfices del poligono, y
otra tangente & todos log lados. (*) Téngase bien presente que
se llaman vértices los puntos de interseceion de cada dos lados
consecutivos, pero no los puntos er que se corten dos de los
lados al atravesarse mutuamente. Lias dos circunferencias ing-
crita y circunscrita son concéntricas, y su centro comun se
llama centro del poligono, aunque no lo sea efectivamente
cuando el género es impar.

La suma S de los dngulos interiores de un poligono con-
vexo (*¥) cualquiera del género m, especie p, estd dada por la
formula '

= 2m — 4p.

Para demostrarlo basta observar que la suma de los dn-
gulos interiores y exteriores vale 2m, y que la de los exterio-
res equivale & p veces 4 rectos, porque se pueden ver reunidos
alrededor de un punto cualquiera o,y llenando p veces el es-
pacio angular. x s '

Siendo los radios las rectas OA, OB,..., (fig. 16) que
unen el centro O con log vértices A, B,..., v las apotemas las
perpendiculares OH, OK,..., 4 los lados AB, BC,..., sella-
ma angulo en el centro del poligono el dngulo

AOB — HOK

formado por dos radios consecutivos 6 por dos apotemas conse-

(*) La demostracion que se da para los poligonos regulares ordina-
rios, es aplicable a los estrellados. '

(™) Aqui tomamos la palabra convexo en su sentido propio, que
corresponde al poligono que tenga todos sus angulos interiores meno-
res que 2 rectos, es decir, salientes. Se sabe que los angulos exteriores
del poligono son en este caso suplementos positivos de los interiores.
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cutivas. El valor del dngulo en el centro de un poligono regu-

lar del género m, especie p, es evidentemente _%_, yelva-

lor del dngulo ABC del poligono es

9.0
m

]

como se ve ficilmente sise observa que el dngulo ABC es el
suplemento de HOK. (%)

Es claro que cada apotema es bisectriz del dngulo de dos
radios conseeutivos, y que cada radio es bisectriz del dngulo

- de dos apotemas consecutivas, al mismo tiempo que bisectriz
de un dngulo del polizono. | |

Cuando haya que considerar el drea de un polizono regu-
lar de especie superior, se tratard en general de la suma de
los tridngulos isésceles AOB, BOC, COD,..., que tienen su
vértice en el centro O (fig. 11) y por baseslos lados AB, BC,
CD,... Esta drea, asi mirada , tiene por expresion el producto
del semiperimetro por la apotema (como en los poligonos ordi-
narios); pero se debe tener siempre presente que, al aplicar es-
ta expresion, el drea del nucleo se repite 2, 3,... p veces si
el poligono es de la especie 2, 3,... p; es decir, que el grea
del niicleo aparece multiplicada por el niimero que indica la
especie.

Para concluir estas indicaciones acerca de los polizonos
regulares de especie superior, vamos & demostrar en gene-
ral que:

1.0 Elpoljgono comvexo que envuelve & un poligono regular
estrellado, es siempre regular y de su mismo género. |

(*) Podria llegarse 4 este valor del 4ngulo de un poligono regular
observando que debera ser la mésima parte de S, y, por tanto,

/\ s
ABC = —S— e A *}P — 9
mn. m

6.1

E‘JEGD 20

=l

Eﬁ A
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En efecto, el poligono convexo envolvente tiene ante todo
por vértices fodos los vérticesdel poligono dado; porque estan-
do situados estos vértices en una circunferencia, el poligono
convexo envolvente dejaria algunos vértices fuera de él, si no
pasdra por todos ellos, y no seria envolvente como suponemos:
el poligono ordinario ADGBEHOCKE (fig. 17) es, pues, del
mismo género que el estrellado ABCDEFGH. Para probar
que es regular, basta demostrar que los arcos AD, D&, GB,...
son iguales, y esto se ve con s6lo observar que dos dngulos
como BCD y EFG, cuyosvértices C y F sean seguidos, han de
abrazar arcos DGB y GBE iguales (puesto que son inseritos
€ iguales), y por tanto que el,arco DG ha de ser igual al BE:
dando vueltas al poligono, se ve asi que todog los arcﬂsﬁD?.
DG, GB,..., son iguales entre si. (*) ;

2.9 Elpoligono convexo que forma el niicleo de un polégono
regular estrellado, es siempre regular y de su mismo género.

Que es de su mismo género es evidente, porque tiene sus:
lados en las rectas mismas que forman los lados del estrella-
do. Para, probar que es regular basta demostrar que los ar-
cos MN, NP, PQ,... son iguales, y esto se ve con 86lo ob-
servar que dos dngulos como BCD y EFG, cuyos vértices C
y E sean seguidos, han de abrazar arcos QRST y RSTU igua-
les (puesto que son circunscritos ¢ iguales), y por tanto que el
arco QR ha de ser igual al TU; dando vueltas al poligono, se
ve asi que todos los arcos MN , NP PQ,..., son iguales en-
tre si.

Reciprocamente: Kl poligono estrellado que se forma pro-
longando los lados de un nicleo reqular convexo, es siempre re-
gular y de su mismo género. | . |

_ Que es de su mismo género es evidente, porque tiene sus
lados en las rectas mismas que forman los lados del nicleo. Y

(*) Este teorema es el reciproco del teorema fundamenfal de poli-
zonos estrellados, en que se supone que el conyvexo ADGBEHCF es regu-

' lar y se demuesira que, uniendo los veértices de p en p, el estr ellado
del mismo genero ABCDEFGH lo es tambien. 5 . y
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es regular, porque los arcos MNPQ , QRST, ... que median
entre log puntos de contacto consecutivos M, Q,'T,. .. son igua-
les, puesto que se componen del mismo niimero de partesiguales.

Estos dos teoremas(directos y reciprocos), demostrados del
modo que acabamogs de hacerlo, dejan comprender que se pue-
de razonar siempre en los poligonos regulare‘s estrellados co-

mo Sse razona en los ordinarios.

NOTA |6 (dé lapag. 158).

Conviene hacer notar que teniendo en una circunferencia
sobre el didmetro AF los lados AB y AD de los dscdgonos
regulares de 1.2,y de 3.2 especie, y los lados FB }f FD de los
pentdgonos de 2.2 y de 1.2 especie:

1. ©Si se trazdra por el centro O, en el tridngulo rectdn-
gulo AFB, una paralela & FB, apareceria un tridngulo seme-
jante al AFB, que tendria por hipotenusa OA el radio, y el
angulo .agudo- O seria la mitad del dngulo en el centro del
decdgono ordinario. En este tridngulo : el cateto opuesto al Gn-
gulo O es la mitad del lado del decdgono ordinario, vy el cateto
adyacente & dicho angulo es la mitad del lado del pentdgono es-
trellado.

2.° Si se trazdra por el centro O, en el tridgngulo rectdn-
gulo AFD, una paralela 4 FD, aparecerfa un tridngule seme-
jante al AFD, que tendria por hipotenusa OA el radio, y el

-dngulo agudo O seria la mitad del dngtilo en el centro del de-
- cagono estrellado. En este tridngulo: el cafefo opuesto al dn-
qulo O es la mitad del decdagono estrellado, y el cateto adyacente
& dicho dngulo es la mitad del lado del pentdgono ordinario.

!
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NOTA 17 (de las pigs. 161 y 162)

Es sabido que el lado @’ del poligono regular de 2z lados
(ordinario), insctito en una circunferencia, se calcula en fun-
cion del radio R de ésta, y del lado « del inserito de % lados,
por la formula

@) @ =V B2 B\ IR - a]:

para calcular inversamente ¢ en funcion de @’ y R, basta des-
pejar o de la férmula (1). Elevando al cuadrado, se tiene

a?=2R?—R |/ 4R* — 7,

R 71 g g a?;
de donde, elevando al cuadrado y simplificando
a?R2 — o2 (é_l:R“ =gy

y, finalmente,

i a’\/éﬂ“wa’z
(1) . ; ﬂ-—“— R '

Tambien sabemos que el lado « del poligono regular de »
lados (ordinario) circunserito 4 una circunferencia, se calcula
en funcion del radio R de ésta, y del lado & del inscrito de 7
'ladﬂs, por la formula |

e 2Ra _
VAR g

para calcular inversamente « en funcion de R y ‘c.-., basta des-
pejar ¢ de la férmula (2). Elevando al cuadrado, se tiene  *

@



39

: 4R2a*
T T 4R2 g2’

6 |

4R? o2 — 20 — AR%a%
de donde |

a® (4]51E -+ %) = 4R? ut,_i,
y, finalmente,

(2") = 2Ra _
{/ 4R? + o2

Por medio de las;cuatro f6rmulas (1), (1%), (2), (2') se pue-
de calcular el lado de un poligono regular insecrito 6 circuns-
erito de doble, mitad 6 igual nimero de lados que otro poligono
inserito 6 circunscrito cuyo lado sea dado (siendo tambien co-

nocido el radio de la circunferencia de que se trata), puesto =

que ellas permiten pasar del inscrito al circunserito [férmu-
la (2)] 6 viceversa [férmula (27)] conservando el mismo ni-
mero de lados, y duplicar [férmula (1)] 6 reducir 4 la mitad
[formula (1”)] el niimero de lados en lo inserito. Asf, por ejem-
plo, dado el lado " de un poligono regular circunscrito, se
calcularia el lado « del circunscrito de un nimero de lados
mitad del anterior por el modo siguiente: del dato « se pasa-
- ria [formula (27)] al lado o’ del ingerito del mismo nimero de
- lados; de éste se pasarfa [férmula (17)] al lado @ del inscrito
de un nimero de lados mitad; y,finalmente, se pasaria de éste
(féormula (2)] al lado o. .

Se sabe cudl es el procedimiento gréfico directo que hay
que emplear para tener el poligono regular inscrito 6 circuns-
erito de doble, mitad 6 sgual numero de lados que otro poligo-
no inserito ¢ circunserito dado.
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NOTA 18 (dela pag. 16R).

Cuando una magnitud variable A’ es siempre menor que
otra variable B/, no puede en rigor deducirse que el limite A
de la primera es menor que el limite B de la segunda.

La demostracion 4 que nes referimos en esta Nota que-
daria, sin embargo, rigurosa reemplazando un arco de la linea
B por su cuerda, y cuidando de que ésta sea exterior 6 4 lo
sumo-tangente 4 la linea convexa A ; si, hecho esto, se repre-
senta por B, la longitud obtenida, reemplazando el arco por
la cuerda, esta B, vendrd 4 ser el limite de la variable B', y
de la desigualdad permanente

| 1 -
: A’ << B’ deduciremos A __ B;
pero, como | :

B, << B, se tiene en definitiva A =B

NOTA |9 (de la pag. 180).

Conviene hacer notar que las cantidades

LR o I ) RO S

son negativas, puesto que expresan diferencias ‘entre una me-
dia geométrica y una media aritmética; por consiguiente,
(s s Y
: 3

T L] g L 1 "
es valor aproximado por exceso de —, siendo el error come-
.Ilt -
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4]

4 A7 ak)E'

@

tido menor que

Slay p fl_lera,n valores aproximados por defecto de @, ¥
7y, la expresion |

iy
3

: | a’}',;—l"r-‘?,rt ? :
seria R}?l’ﬂxlm&d& por dﬂfﬂﬂtﬂ de 5 .- S1 en este supuesto

Seihe 2 | 1
el error de —= 3 “sobre - fuera menor que > 107
- 2 ' S T 2

- : ", respecto de — 5

» yoel de

%, fuera tambien menor que

, se podrfa asegurar que el error de = _; & (por defec-

2.0
1

to 6 por exceso) respecto de .—— seria menor que

(1

.
m %

NOTA 20 (de la pag. 260).

Entre las cunatro cantidades R, »,1, S, que representan res-
pectivamente el radio de un sector circular, su nimero de gra-
dos, la longitud de su arco y su drea, se tienen dos ecuaciones
que permiten calcular dos cualesquiera de ellas en funcion de
las otras dos. Ponemos & continuacion un cuadro con las fér-
mulas que resuelven los

— 6,

4.3
I1.2

& vCD 2019
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problemas que corresponden’d las seis combinaciones, dos &
~dos, de las cuatro cantidades.

oy S



GEOMETRIA EN EL ESPACIO

NOTA 21 (de la pig. 290).

Se demuestra que : dos reetas cualesquiera AC y A'C' (figu-
ra 18) son cortadas por tres planos paralelos P, Q, R, en par-
tes proporcionales; 6 en otros términos, que si los tres planﬂs
P, Q, R son paralelos, se cumple Ia pmporcmn

AB BO
AFBI P :Bror :

No es verdadera la proposicion reciproca: es decir, que
si tres planos P, Q, R cortan 4 dos rectas cualesquiera AC y
A’V en partes proporcionales AB, BC, A’ B’y B"C’, no han

~ de ser por esto paralelos, porque estandﬁ sujeto el plano P &

pasar por los puntos A y A’y no més, queda indeterminada su
direccion, y tambien quedan indeterminadas las direcciones
de los planos Q y R, sujetos tan sélo a pasar respectivamente

-por las rectas BB’ y CC'.

Pero es fdcil demostrar que:
TEOREMA.

i dos rectas cualesquiera AC y A'C' son cortadas por otras
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lres AA", BB', CC" en partes proporcionales , estas tres son
paralelas & una misma direccion de plano.

En efecto, si trazamos por el punto B lag paralelas BA, y
BC, 4 las rectas dadas AA’ y CC', y hacemos pasar por ellas
un plano, la recta BB’ estard contenida en él; 6 en otros teér-
minos, este plano pasard por el punto B’, porque dicho-plano
y los paralelos & él, que contienen 4 AA’ y CC/, cortan 4 la
recta A'C’ en partes proporcionales 4 AB y BC, y no pue-
de haber entre A’y C' un punto distinto de B’ que divida &
A'C’ en dos segmentos aditivos que estén en la relacion dada
de AB 4 BC. |

Del mismo modo se probarfa que la recta A A’ estarfa con-
tenida en un plano paralelo 4 BB" y CC’ que se trazdra por
el punto A, 6 que la recta CC’ habria de estar situada en
el plano que se hiciera pasar por el punto C paralelamente &
AA"y BB (* |

Se ve, pues, que el hecho de ser cortadas dos rectas cua-
lesquiera por otras tres AA’, BB’, CC/ en partes proporcio-
nales; solo indica que por estas tres rectas se pueden hacer
pasar tres planos paralelos, lo cual no es posible por tres ree-
tas cualesquiera que no estén sujetas 4 la condicion de ser pa-
ralelas & una misma direccion de plano. |

S1 las dos rectas AC y A'C’ estuvieran situadas en un
plano, los tres planos paralelos P, Q, R cortarfan 4 su plano
segun tres rectas AA’, BBy CC paralelas entre sf (figu-
ra 19), y el teorema directo se convertiria en el teorema co-
nocido de Geometria plana que dice: dos rectas cualesquiera
AC y A'C/, son cortadas por tres paralelas en partes propor-
cionales. | |

() En el Apéndice al libro V del Tratado de Rouché y Comberous-
se, se demuestra este.teorema, enunciado del siguiente modo:

«Toda recta que divida proporcionalmente ¢ dos lados opuesios de un
fugd?'ﬂdtﬁrﬂ alabeado, estd- situada en un plano paralelo a los otros dos
ados.» '
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COROLARIOS.
Cuando son vdrias las rectas AC, A’C’ A”(C",... cor-

tados por tres planos paralelos, P, Q, R, se tiene (por el
intermedio de relaciones comunes) la série de razones igua-

les (fig. 20)
4B A0 AR o AR
B =t BT BrC = B s s

Si varias rectas AC, AC’, AC"... (fig. 21) concurren en wn
punio A (formando un haz en el espacio) y son cortadas por
dos planos paralelos Q y R, se tiene andlogamente la série de
razones iquales |

.A_B AB' AB”- _A:;Brrr
BO : Brcr TR BHGH R B.rrro,r” ——— e

I

RECIPROCAMENTE. st en una série de secantes AC, AC,
AC" ... que parten de un punto A y estin cortadas por un pla-
no R, se marcan puntos B, B', B"... que las dividan en partes
pr oporcionales, estos puntos esmrm en un ﬁlma paralelo al
primero.

Porque, en efecto, las rectas de union BB, B'B”";B"B"”....,
habrén deser respectivamenteparalelas 4 CC', C'C”, C” C"”,...;
luego el plano BB'B”, paralelo & CC'C”, deberd ser el mismo
que el B’B”B"” pd,ralelo 4 C'C'C", que'es R,y asi SIIEEbl-
vamente.

Tambien se ve que : .

Si dos lineas quebradas cualesquicra BB"B""B’"’, ... y
CC'C”C" ... (planas 6 no) tienen sus lados paralelos y pro-
porcionales, las rectas de union BC, B'C’, B"C", B”'C",... con-

surren en un cierto punto A.
- En efecto, sies » el valor constante de las relaciones

BB." BIBH" ;E.EF;BFFF' 1
UG pIOn g e

se observa que el punto A en que se corten CB y C'B’ satisfa-
: I

i
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AB’

ﬁ_or""—' b

pero como el punto A’ en que C’B” cortdra & OB’ habria de
~ satisfacer tambien 4 la condicion .

AB" ;
Arcf =nam Y

y no hay méds que un punto que satisfaga 4 esta condicion, se ve
que la recta CB” habrg de concurrir en A: con las dos prime- -
ras, y asf sucegsivamente todas las demas.

En el caso particular de ser la relacion # igual 4 1, las
rectas de union se cortan miutuamente por mitad si los seg-
mentos en que el punto A las divide son aditivos; si los seg-
mentos son sustractivos, las rectas de union son paralelas: en
este 1ltimo- caso se dirfa que el punto de concurso estd en
el infinito. |

NOTA 22 (de las pags. 297 y 298).

Se demuestra que : si dos rectas AB y OD (fig. 22) son. pa-
valelas, sus proyecciones ab y cd sobre un mismo plano P son
paralelas. (%) ' |

No es verdadera la proposicion reciproca; es decir, que si
lag proyecciones ab y cd de dos rectas AB y CD sobre un mis-
mo plano P son paralelas, no kan de ser por esto paralelas las
rectas AB y CD,/porque quedan indeterminadas las direceio-
nes de una y otra recta, como sujetas tan sélo 4 la condicion
de estar respectivamente en log planos proyectantes M y N.

Pero es ficil demostrar que:

() Se prescinde aqui del caso en que las rectas sean perpendicu-

lares al plano de proyeccion, porque las proyecciones son en tal caso
puntos. :
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TEOREMA.

Si las proyecciones ab y ed de dos rectas AB 1y CD sobre
un mismo plano P son paralelas, los planos proyectantes My N
son paralelos. .

En efecto, siendo paralelas las rectas aA y ¢C levantadas
perpendicularmente al plano P por dos puntos cualesquiera a
y ¢ de las proyecciones dadas ab y c¢d, los planos de los dngu-
los Aab y Ced, es decir, los planos proyectantes M y N son
paralelos. |

COROLARIO.

Si las proyecciones ab y cd (fig. 23) de dos rectas AB y CD
sobre un mismo plano P son paralelas, y tambien lo son las pro-
yecciones a'b’ y ¢'d" de las musmas rectas AB y CD sobre otro
plano P" (no paralelo & P), las rectas AB y CD son paralelas
enire si. S

Porque, segun el reciproco anterior, los planos M y N son
paralelos, y tambien lo son los planos M’ y N’; y las dos rec-
tas AB y CD son, por consiguiente, paralelas 4 la recta H 6

- 4 la recta K, y por tanto paralelas entre si. (¥)

HEste corolario cae en defecto cuando las proyecciones ab y
cd son perpendiculares & la interseccion 1 de los dos planos Py
P’ (fig. 24), porque enténces, segun un teorema conocido, los
planos proyectantes M y N serfan perpendiculares & la recta

(*) Es necesaria la restriccion de que el plano de proyeccion P’ no
sea paralelo a P, porque teniendo dos planos paralelos sus perpendi-
culares comunes, el plano proyectante de una recta AB sobre P seria
tambien proyectante de AB sobre P?, y las proyecciones de AB sobre
P y P’ dejarian indeterminada la direccion de AB, equivaliendo a una
sola proyeccion. Cuando, tratando de direccion, se hable de proyeccion
de una recta sobre un plano, entiéndase que se habla de una direccion
de plano y no de una determinada posicion. En general no deberia de-
cirse que una recta-es perpendicular 4 un plano, sino que una direc-:
cion de rectas es perpendicular a una direccion de planos. Del mismo mo-
do, deberia decirse siempre : perpendicularidad (6 inclinacion cualquie-
ra) de dos direcciones de rectas, de dos direcciones de planos, ¢ de una
direccion de rectas y una direccion de planos.
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I, y tambien perpendiculares, por tanto, al plano P’ que pasa
por esta I; pero conteniendo los planos M y N 4 las rectas
AB y CD, y siendo perpendiculares al plano P’, habrdn de
coincidir con los planos proyectantes M’ y N’, y la demostra-
cion del corolario no es aplicable: queda nuevamente indeter-
minada la direccion de las rectas ABy CD, y no se puede
afirmar, por consigulente, que estas rectas sean paralelas.

Aqui se ve que: las proyecciones a’b’ y ¢'d’ habran de ser
en este caso particular perpendiculares & 1 en los mismos puntos
m y n en que lo sean ab gy cd; porque, siendo intersecciones de
P’ con M y N pasan por m y», y estando situadas en los pla-
nos M y N, son perpendiculares 4 I. | =

Las rectas AB y CD son perpendiculares & la intersec-
cion I.

Estdn demostrados los dos teoremas siguientes: _
1.0 §i dos rectas AB y CD (fig. 25) son perpendiculares en-
tre si, o una de ellas CD es paralela al plano P 8 estd contenida
en-.el, sus proyeccrones ab 1 J cd sobre este plano son per ‘pendicii-
lares entre si.

B e ﬁa*@yecc-iﬂnes,ab y cd de dos rectas AB y CD so-
bre un plano ¥ son perpendiculares entre si, y una de ellas CD
es paralela al plano P 6 estd contenida en ¢l las rectas AB y
CD son perpendiculares entre st. |

Véase ademas que:

ITEOREMAL

.0 Sa las proyecciones ab y cd de dos rectas AB y CD so-
bm un plano P son perpendiculares entre sé, y estas rectas AB
y CD son tambien perpendiculares entre si, una de ellas, AB’6
CD, habra de ser paralela al plano P 6 estar contenida en €.
En efecto, si la recta AB no es paralela al plano P ni estd
eontenida en ¢l, le cortard en un punto p, que (como se sabe)
pertenece 4 su proyeccion ab. Ahora bien, si la recta CD' no
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fuera paralela al plano P ni estuviera contenida en él, se podria
trazar por uno de sus puntos % una recta C'D’ paralela al pla-
no P (que habria de estar forzosamente contenida en el plano
N), y tendriamos: por una parte la recta pba, que, siendo
perpendicular 4 ocd y 4 una proyectante oo, es perpendicular

“ al plano N; y por otra parte la, pBA, que, siendo perpen-
dicular & CD por hip6tesis, lo serfa tambien 4 C'D’ en virtud
del teorema 2.9, y seria, por consiguiente, perpendicular-tam-
bien al plano N; es decir, que tendriamos desde el punto p
dos perpendiculares gjbm y »BA al plano N, lo cual es ab-
surdo.

CAso PARTICULAR. 1 una de las dos rectas estd situada
en el plano P, sélo tienen razon de ser los dos primeros teo-
remas, que pueden enunciarse enténces de este modo:

1.0 Si una recta AB es perpendicular a otra cd situada
en un plano P, la proyeccion ab de AB sobre este plano, tan-
bien lo es.

2.2  Rgcfrroco. F—Sa la proyeccion ab de una recta AB so-
bre un jﬂﬂb?z{} P es perpendicular & ofra cd situada en este pla-
no, la recta AB tambien lo es.

Si en este caso particular las dos rectas AB y ¢d se cor-
tdran en un punto p (fig. 26 ), podrfan enunciarse los tres
teoremas conocidos por Teoremas de las tres perpendiculares,
4 saber: | |

TEOREMAS.

1.2 8% una recia AB corta peryeaadﬁczdawn&aﬁe en p & otra

- cd situada en un plano P, y se baja la perpendicular Aa desde

wn punto cualquicra A de la primera sobre el plano P, y se

unen los piés a y p (es deeir, se proyecta la recta AB), esia
recta ap serd perpendicular ¢ cd.

2.0 86 desde el pi¢ a de una perpendicular Aa @ un plano

P se baja la perpendicular ap G una recta cd sitwada en este pla-

4
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70, Y Se une un punito cualquiera A de la primera con P, esta
recta Ap serd perpendicular & cd. (%)

3.9 Siuna recta AB corta per pendzcul’wmem’c en p a otra
cd siuada en un plano P, 1y por el punto p se levania en este
plano la perpendicular pa & cd, y desde un punto cualquiera A
de la primera se baja la perpendicular Aa sobrepa, esta recta Aa
serd perpendicular al plano P ; porque, si asi no fuera, bajando
la perpendicular Aea’ al plano P, la recta de union a’p seria

- perpendicular & ed (1.9) y se tendrian por el punto p dos per-
pendiculares 4 ¢d en el plano P.
Como se ve, las tres propiedades de perpendicularidad son:

1.2 T.a de la recta Aa y el plano P;

2.2 La de las rectas AB y cd;

3.2 lia de las rectas ap 'y cd.

Estd demostrado el siguiente
THEOREMA.

St una recta AB (fig. 27) es perpendicular ¢ un plano Q, su
. proyeccion ab sobre otro plano meai’gmea a P es per -pendicular ¢
la traza cd de Q sobre P.

- Noes verdadera la proposicion reciproca; es decir, que si
la proyeccion ab de una recta AB sobre un plano P es perpen-
dicular 4 la traza cd de un plano Q sobre P, no ha de ser por
esto perpendicular la recta AB al plano Q, porque la direc-
cion de la recta AB queda indeterminada, como sujeta tan sé-
lo 4 la condicion de estar situada en el plano proyectante M.

Pero es fdcil demostrar que:

TEOREMA.,

Si la proyeccion ab de una recta AB sobre un plano P 0§

(*) Estos dos primeros teoremas no son otra cosa que el directo y
el reciproco de!l caso particulav gue se acaba de considerar.

MCD- 2019



ol
perpendicular @ la traza cd de un plano Q sobre P, el plano pro-
yectante M es perpendicular al plano Q. |
En efecto, la recta ed es perpendicular 4 ab por hipétesis,
v & una proyectante cualquiera de AB; por consiguiente, es
perpendicular al plano M; luego el plano Q, que pasa por cd,
tambien lo es.

(COROLARIO.

Si las proyecciones ab y a'b’ (fig. 28) de una recta AB so-
bre dos planos P y P’ (no paralelos), son vespectivamente per-
pendiculares @ las trazas cd y c'd" de un plano Q, sobre los
mismos Py P', la recta AB es perpendicular al plano Q.

Porque, segun el reciproco anterior, los planos pr ‘oyectan- -
tes M y M’ son perpendiculares al plano Q, y, por conslgmen-
te, su interseccion AB tambien lo es.«

Este corolario cae en defecto cuando la proyeccion ab es
perpendicular G lo interseccion T de los dos planos Py P’ (figu-
ra 29), porque entdnces el plano proyectante M es perpen-
dicular & la recta I, y, por tanto, al plano P” que pasa por es-
ta I; pero conteniendo el plano M 4 la recta AB, y siendo
perpendicular & P’, coincide con el proyectante M’, yla de-
mostracion del corolario no es aplicable: la direccion de la
recta. AB queda nuevamente indeterminada, y no se puede,
por consigulente, asegurar que sea perpendicular al plano Q.

Como se acaba de ver, la proyeccion ad” ha de ser en este
caso particular perpendicular & T en el mismo punto m en que
lo sea ab: las trazas c¢d y ¢'d" del plano Q serdn paralelas 4 T,
_como perpendiculares & ab y a'd" respectivamente; el plano Q
es paralelo 4 la recta I, v la recta AB es perpendicular 4 ella,
como sitnada en el plano M, que lo es.

En la figura 27 se ve ficilmente que los tcoremas ante-
viores dan lugar 4 estos otros

i
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TEOREMAS.

1.0 Si dos planos Q y M son perpendiculares enlre s, y uno
de ellos M es perpendicular al plano P, sus trazas ab y ed sobre
este plano son perpéndiculares entre si; porque siendo los dos
planos P y Q perpendiculares & un tercero M, su interseccion
cd tambien lo es, y, por consiguiente; e¢d es perpendicular 4 la
recta ab, que estd situada en el plano M.

2.9 Si las trazas ab y c¢d de dos planos M y Q sobre un
plano P son perpendiculares entre si, y uno de los pi’fmﬂs M es
perpendicular @ P, los planos M y Q- son perpendiculares entre
si; porque siendo la recta ed, en el plano P, perpendicular 4 la
recta ab, lo es tambien al plano M; luego el plano Q), que pasa
por ella, es perpendicular al plano M.

3.9 8¢ dos planos M.y Q son perpendiculares entre st, 1y sus

- trazas ab y ed sobre un mismo plano P son tambien perpendicy-
lares entre si, uno de los planos Q 6 M habrd de ser perpen-
dicular al plano P. |

-En efecto, si el plano Q ( fig- 27 ) no es perpendicular & P
(como suponemos que le corta), serda oblicuo & P, y la recta ab

~es en este supuesto oblcua al plano Q: porque si le fuera per-
pendicular, el plano P, que pasa por ab, tambien lo seria.
Ahora bien, si el plano M levantado por ab no fuera per-
pendicular 4 P, se podria levantar otro M’ que lo tuese, y
tendriamos: por una parte, el plano M perpendicular & Q por
hipétesis, y por otra parte el plano M’ tambien perpendicular
4 Q, en virtud del teorema 2.9; es decir, que tendriamos por
la recta ab (oblicua 4 Q) dos planos M y M’ per pendmﬂares
al pl,;um Q, lo cual es absurdo.
Las tres propiedades de perpendicularidad son aqui:

1.2 Ta de los planos M y P;

2.2 T.a delos planos M y Q;

3.2 L de las trazas ab y cd.
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Fu o que precede se ven ejemplos de proposiciones cuayas hipdte-
sis contienen dos propiedades, de las cuales depende la conclusion. Asi,
en esta proposicion:

Si dos rectas AB y CD son perpendiculares entre si, y una de ellas CD
es paralela al plano P,.6 esta contenida en él, sus proyecciones ab 1y cd so-
bre este plano son perpendiculares entre st, la conclusion depende de dos
propiedades contenidas en la hipotesis, que son:

1.2 Ser las rectas AB y CD perpendiculares entre si.
2.2° Ser una de las rectas CD paralela al plano P, 0 estar contenida
en él. :

En este género de proposiciones infervienen tres propiedades, y
puede verse (con entera generalidad) que si se demuestran los tres teo-
remas formados, combinando dos a dos las tres propiedades, es decir,
que si se demuestra que una cualquiera de ellas es consecuencia de

-~ las ofras dos, Serd NECESARIAMENTE cierto que si una delas tres propieda-

des se cumple y olra no, la tercera no se cumplird; porque si esta tercera
se verificase, deduciriamos de su union, con la que se cumple por el su-
puesto, que la otra habria de cumplirse tambien, lo cual es confra el
supueslto.

Enunciaremos asi seis teoremas (que podrian llamarse contrarios
parciales de los tres primeros), porque cada uno de estos tres primeros
dara origen a dos contrarios parciales, si 'se supone que la propiedad
que se cumple es ya una, va ofra de las dos que enfran en su hipotesis.

Si bien se mira, dos cualesquiera de los fres teoremas que se for-
man combinando dos a dos las tres propiedades, son reciprocos parcia-

~les del tercero, puesto que entra en sus hipotesis la conclusion de este,

y pasa a ser conclusion una de las dos propiedades que estaban conte-
pidas en la hipotesis. Asi, las dos reciprocas parciales de la proposi-
clon que citamos antes como ejemplo, son:

1.2 Si las proyecciones ab y cd de dos rectas AB y GD sobre un plano
P son perpendiculares entre si, y una de estas CD es paralela al plano P o
esta contenida en él, las rectas AB y CD son perpendiculares entre sk.

. 2. 8Si las proyecciones ab y cd de dos rectas AB y CD sobre un plano P
son perpendiculares entre 3t. 1y estas dos rectas son tambien perpendiculares
enire st, una de ellas AB 0 CD habra de ser paralela al plano P o estar con-
tenida en él. (*)

Los seis contrarios parciales se enunciarian sin. daﬁcultad por
elemplo: il
81 dos reclas AB vy CD son werpendzcu!are& entre sb 1y mngu.na; de ellas

(*) En la obra de MM. Rouché y Comberousse se cousidera solo

la £.% reciproca, y queda, por consiguiente, mcm‘r}pleto el estudio de
eata teorema.
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es paralela @ wn plano P ni esta conienida en él, sus proyecciones ab y cd
sobre este plano P no son perpendiculares entre si;
Ele. , ele. : |
- La dependencia logica de estos conirarios parciales, respecto del
teorema primero y de sus dos reciprocos parciales, puede representar-
- se por medio de tres cuadrados colocados en los fres lados de un triin-
culo de esta suerte: (%) |

1-:* ¥ nog:*

- Considercmos tres propiedades, 1.2, 2.2, 3.2, de tal manera ligadas
entre si, que cada una de ellas sea consecuencia de las otras dos; es de-
cir, que adopiando como,

liipotests conclusion
fetyEes se deduzea - 3.2
| BRaR » 2.2
E-ﬂ. Y- 3Iﬂ ﬂ' 'I ia

Las sels proposiciones que hemos llamado contrarias parciales de
esfas, son:
hipoles's conclusion

| B B e G S R 1 3.‘“}

1:_:}_'-3 S'T 1o !-l‘ﬂ' [i=ar el iy el RO P e L ek & no 31:& X
'lll#a Y [10 3-;'11 L] L L] L] L L] L] L] L] - nﬂ iﬂ-&
SRR o i e R P A S B no 2.° '

2500 8.5, 0 ol Ll s d s non L8
S NN B v e G h s SR HEEE ) [ T

(*) La representacion que damos es puramenle schémdtica.
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La represenlacion Schémdtica qque proponemos, es como sigue: En
cada uno de los nueve puntos estd puesta la hipdtesis de un teorema.

Las hipélesis de los lres primeros estin en los tres vértices del fridn-
gulo de manera (ue, si se consideran dos de ellos, por ejemplo:

hipotesis conclusion

Si ‘1 2 -I-l-liﬂu - - L] w . = - . s " & 3-31
Si Ii Y 3- ! L] L] L] L ] L] #® L ] L] [ 1 L] L] glu)

se advierte que, siendo la 1.% propiedad un supuesto comun de los dos

leoremas, podemos tratarios como directo y reciproco simples, puesto

(jue sus enunciados se reducen (sobre el supuesto comun de estar sa-

tisfecha la 1.2 propiedad) a los siguientes: :
hipotesis - conclusion
Direclto: = Si o eI : 3.0
Rectproco: Si 3 P i DS, e o sy

Mirados estos dos teoremas como directo y reciproco simples, [or-
ese el cuadrado € dela Nota 4.* v veremos- reproducido lo que alli
dijimos:

Coptearios S a0 28, i At et
(que se deriva necesariamente del

Hempmcﬂ BB e i e D=8
y tambien :

Contrario’del recipraco: Sino-3, v viviois o vra NO2.3,
(que se deriva necesariamente del

sDsraelor s Sid: N SR g

Estas coatro proposiciones, lo repetimos, se enuncian asi sobre el
supuesto comun de estar satisfecha la 1.% propiedad, de la cual hace-
nos abstraccion (en los enunciados que preceden) para apreciar mas.
facilmente el enlace logico que hay entre las cualro proposiciones.

El cuadrado C’ corresponde a las dos proposiciones:

hipdiesis ' conciusion

Si LEJH Y.::%-“-. Nt enl T T aae S T Tt S Wk . . 'i-ﬂ
S i s e a et o e 7 g
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miradas como directa y reciproca simples sobre el supuesto comun de
la 2.2 propiedad.” -
El cuadrado C” corresponde a las dos

hipélesis conclusion

T O e T a.ﬂ._}
STRER Pl 0 RS SR e S g 1.2

rairadas tambien como directa y reciproca simples sobre el supuesto
comun de la 3.* propiedad. :

Se ve que la verdad de cada teorema de los que ocupan los vertices
del triangulo implica necesariamente la verdad de dos de los confra-
rios parciales, y que la verdad de uno cualquiera de estos Implma ne-
cesariamente la verdad de uno de los pnmems.

Diremos, pues, en definitiva que:

St se demuestran separadamente
DIRECTA Y SUS DOS REGIPROCAS PARCIALES ;
0 bien '
DIRECTA Y SUS DOS CONTRARIOS PARCIALES
quedan establecidas las nueve proposiciones.

Lo més natural (y ordinariamente lo més sencillo) sera demostrar
la directa y las dos reciprocas parciales, lo cual equivale a hacer ver
que cada una de las tres propiedades que infervienen en la cuesfion es
consecuencia de las otras dos. .

Se podria generalizar esio considerando proposiciones en (ue infer-
vinieran cuatro 0 mas propiedades.

NOTA 23 (do la pag. 303).

%

Se sabe que si por un punto de la arista de un diedro se -
levantan perpendiculares & esta arista en cada una de las ca-
ras, las magnitudes de estos dngulos rectilineos sow proporcio-
ﬂ_lﬂles a las magnitudes de los diedros, porque se cumplen las dos

4
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condiciones que son esmamal&s para la proporcionalidad, 4

saber:
1.2 Que dos rectilineos correspondientes @ diedros iguales,
son tgquales; .

- 2.2 Que st un diedro es igual-@ la suma de otros dos, el rec-
tilineo correspondiente es igual & lo suma de los rectilineos cor-
respondientes & los otros dos. _

- YVeamos si estas dos condiciones pueden cumplirse con al-
gun otro dngulo formado por dos rectas trazadas en uno y otro
plano. | o | |

Ante todo, la correspondencia en la igualdad exige que
haya coinecidencia de los dngulos rectilineos al superponer dos
diedros iguales, y esto, 4 su vez, exige que las inclinaciones de
sus lados sobre la arista sean dos & dos ignales; pero hay que
considerar dos casos: _

1.2 Que los dos lados oa y 0b del dngulo rectilineo tengan
la. misma inelinacion o, sobre la arista OI;

2.9 Que el lado oa tenga una 111:;111'1&{:1011 v, Y eI lado ob
tenga una inclinacion ¢ sobre OL.

En el primer caso (fig. 30), el lado ob del rectilineo aob
correspondiente al diedro PolQ), es tambien uno de los lados
del rectilineo boc correspondiente.al diedro QoIR: y entén-
ces las tres rectas oa, ob, o¢ no pueden estar situadas en un
mismo plano; porque la recta Io formaria dngulos agudos igua-
les con las tres rectas oa, ob, oc¢, que pasarian por su pié o so-

~ bre ese plano, lo cual se sabe que no puede ser. Se tendrd,
pues, un triedro oabe, en el cual

aoc < aob <+ boc ;

luego no hay correspondencia en la suma.

En el segundo caso (fig. 51), el lado ob del rectilineo aod
forma con la arista ol un dngulo ¢ diferente del dngulo o« que
el lado oa forma con la misma arista; y, por consiguiente, el
lado ob del rectilineo aob es distinto del lado o’ del rectilineo
a'ob’: en este segundo caso tampoco puede haber correspon-
dencia en la suma para magnitudes, cualesquiera de los diedros.
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En efecto, coloquemos el diedro QolR, adyacente al PolQ,
y supongamos que, dejando fijos los planos P y Q, pase el pla-
no R4 ocupar la posicion R, y el lado ob & la posicion 0b,.
S1 hubiera correspondencia en la suma, se tendria

aob - a'ob’ = aob’ - -
aob =+ a'ob’, = aol’,

(e donde
ﬂﬂbr T ﬂ-’rﬂbr : ﬂﬂ'brla‘_ {I‘rﬂbri;

lo que no puede ser si tomamos dos p{Jr;?:.iwz':'in;:un:.a&amr ob" y ob', que
no estén situadas en el plano aod’, porque se tienen dos trie-
dros oaa’b” y oaa’d’; con una cara comun, dos caras que se
cortan y dos que no se cortan, y en ellos se tiene

aob’ 4 a'ob’y = a/ob’ + aol/,; I
de donde

aob’ — a'ob” > aol’; — a'ob’,

Vemos, pues, que, si hay correspondcncm%u la igualdad,
no la hay en la suma.

St dejdramos satisfecha, por el contrario, la curresgonden—
cla en la suma por medio de dngulos rectilineos tales que al
colocar los diedros como adyacentes aparecieran ellos tambien
adyacentes en un mismo plano oblicuo & la arista, quedaria
desatendida la correspondencia en la igualdad, porque las in-
clinaciones de los lados sobre la arista OL serfan diferentes.

Queda asi demostrado que sdlo los rectilineos formados por

 perpendiculares & la arista cumplen las dos condiciones esen-
ciales para la proporcionalidad con los diedrogs.
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NOTA 2 4 (de la pag. 307).

Como restimen de las diversas propiedades de paralelismo
y perpendicularidad de rectas entre sf, de planos entre si, ¥y
de rectas y planos, conviene ver que:
Son DETERMINADOS [0S siguientes

PROBLEMAS GENERALES:

1.©  Trazar por un punto A unae recta paralels & otra recta
B, porque se imponen 4 la recta dos condiciones, que son: pa-
sar por un punto y tener una direccion dada. 5
2.9 Trazar por un punto A un plano paralelo & otro plano
B, porque se imponen al plano fres condiciones, que son: pasar
por un punto y ser paralelo & dos direcciones situadas en el
plano B, |
3.9 Trazar por una recta A un plano paralelo & otra recla
B, porque se imponen al plano fres condiciones, que Son:
pasar por ®os puntos de la recta A y ser paralelo & la direc-
¢ion de la otra recta B.

Esta tercera condicion serfa una consecuencia de las dos
primeras si B fuera paralela & A, en cuyo caso el problema
serfa indeterminado, porque se impondrian sélo dos condicio-
nes al plano. o

4.9 Trazar por un punto A una recta perpendicular & wn
plano B, porque se imponen & la recta dos condiciones, que
son: pasar por un punto y tener la direccion de una perpen- .
dicular 4 un plano. S

5.2  Trazar por un punio A un plm't_iib perpendicular & une

recta B, porque seimponen al plano fres condiciones, que son:
pasar por un'punto y ser paralelo 4 dos direcciones en un pla-
no perpendicular & la recta B.

6.2  Trazar por una recia A un plano perpendicular @ un

plano B, porque se imponen al plano fres condiclones, que son:

 VMCD 2019
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pasar por dos puntos dp la recta A, y ser paralelo 4 la diree-
cion de una per pendwuhu* al plano B.

La tercera condicion serfa una congecuencia de las dos
primeras si la recta A fuera perpendicular al plano B, en cu-
yo caso seria wndeterminado, porque el plano quedaria solamen-
te sujeto 4 dos condiciones. |

Son INDRTERMINADOS los siguientes

PROBLEMAS GENERALES:

L.° ' Trazar por un punio A un plano paralelo & una recta
B, porque sélo se imponen al plano dos condiciones, que equi-
valen 4 que el plano contenga la paralela trazada por el pun-
to A 4 la recta B.

2.2 Trazar por unpunto A una recta paralele & wn planc
B, porque g6lo se impone 4 la rectauna condicion: la de pasar
por el punto A en el plano trazado por él paralelamente al
plano B. |

3.9  Trazar por wn punto A wun plano perpendicular & u
plano dado B, porque s6lo se imponen al plano dos condicio-
nes, que son: pasar por A y ser paralelo 4 la direccion de una
perpendicular al plano B, 1o cual equivale 4 que el plano con-
tenga la perpendicular trazada por el punto A al plano B.

4.° Trazar por el punto A una recta perpendicular G una
recta dada B, porque s6lo se impone 4 la recta una condicion:
la de pasar por el punto A en el plano trazado por él perpen-
dicularmente 4 la recta B.

Son ABSURDOS [os siguientes

PHUBL EMAS GENERALES :

1. Trazar por una recta A un plano paralelo & un plano
dado B, porque se imponen al plano cuatro condiciones, que
son : pasar por dos puntos de la recta A y ser paralelo & dos
direcciones en el plano B. -

Una de estas cuatro condiciones serfa consecuencia de las
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otras tres si la recta A fuera paralela al plano B, en cuyo
caso las condiciones quedarian reducidas 4 ¢res y el problema
serfa determinado (el 2.2 de los engnciados). |

2.9 Trazar por una recta A un plano perpendicular & una
recta dada B, porque se imponen al plano cuairo condiciones,
que son: pasar por dos puntos de la recta A y ser paralelo &
dos direcciones en un plano perpendicular.d la recta B.

Una de estas cuatro condiciones seria consecuencia de las
otras tres sila recta A fuera perpendicular 4 la recta B, en
euyo caso las cnndiciﬂges quedarian reducidas 4 tres y el pro-
blema serfa deferminado (el 5.2 de los enunciados).

#

Conviene ver tambien que es, en general, deferminado el
siguniente

PROBLEMA.

Trazar. por un punto A una recta que se apoye sobre dos
rectas dadas B y B'. .

Quedd sujeta la recta 4 las dos condiciones de estar situa-
da en el plano AB y-tambien en el plano AB, y estas dos com-
diciones la detel minan en general.

Si una de las rectas, B por ejemplo, fuera paralela al pla-
no AB’, la intersecéion de los planos AB y AB’ serfa paralela
4 B; enténces podria decirse que la recta que resolviera el
problema se apoyaria sobre B en el punto del infinito.

Si las dos reectas B y B’ estuvieran en un mismo plano,
podrian cortarse ¢ ser paralelas, y en uno y otro, caso podria
estar el punto A en ese plano 6 no; si el punto A no estd en

el plano BB’, la recta estd determinada y es la que une el
punto A con el de interseccion de By B’ (si éstas se cortan),
¢ la paralela 4 ellas que pasa por el punto A (si son parale-
las): si el punto A estd en el plano BB’, el problema es unde-
terminado , porque sélo queda sujeta la recta & ung condicion:

/

MCD 2019



| G2

la de pasar por el punto A en el plano BB/, ya se corten
B v B’ ¢ sean paralelas. | | |

i en cualguiera de los casos anteriores el punto A perte-
neciera & una de las rectas, B por ejemplo, el problema seria
evidentemente indeferminado, puesto que solo quedaria sujeta
la recta & una condicion : la de pasar por el punto A y apo-
yarse en la recta B'; es decir, la de pasar por el punto A en
el plano AB'. :

El examen del problema que preced@ hace ver que es -
determvinado €l siguiente o '

PROBLEMA.

Hallar una recta que Se apoye sobre ires rectas dadas
BBt B | |
| Si se toma un punto cualquiera A en la recta B , oS en-
contramos en el problema anterior, que es fZeie?‘mmaf?ﬂ. S1 nos
fijaramos en el punto A de la recta B”, tal que el plano de-
terminado por él y una de las.otras dos reqtas; B’ por ejem-
plo, fusra paralelo 4 B, la recta correspondiente 4 este punto
serfa paralela & B (como ya vimos), y serfa la solucion del si-
ouiente problema deierminado :

PROBLEMA. /

Hallar una recta pm*al&hx @ B que se’ *apoye: en ofras dos
vectas dadas B y B”. |
. Este problema se resunelve, como ambamos de Ver tI azan -
“ do por B’ un plano paralelo 4 B, hallando la interseccion de
este plano con B” y trazando por este punto la paralela 4 B;
6 1o que es ignal, trazando por B’y B” do.s planos paralelos
4 B y ballando su interseccion.' St
Fdcil es ver todas lag combinaciones de casos part 1{3111&1*&5

qua pueden ofrecerse en estos ultimos problemas.
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NOTA 25 (dela pic. 353).
PROBLEMA.

Se de el volivmen V, la altura h y el lado A de la base infe-
rior de un tronco de pwéamide de bases paralelas ; se supone giie
 esta base es un exdgono (4 otro poligono cualquiera) regular, 4
se pide el lado X del exdgono reqular que sirve de base superios
al tronco.
Se sabe que este problema numérico queda planteado en la
ecuacion de 2.° grado

Bh s :1:“)
V(1 f )

6 it
ot +Ar+ A (10 2¥ Y=o,

Bh

en la cual B representa el drea del poligono regular que sirve
de base, y cuyo lado es A ; sise trata de un exdgono, como en
el enunciado se ha dicho, la expresion de B es

B3V 3 As
2 |
Resuelta la ecuacion, da
| S A 8 B __)‘
B e s
RS V Nk

. Bl problema admite, pues, en general dos soluciones.

Di1scusIoN.

Bh
Las rafces son magma::ms cuando V << T reales ¢
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A Sy
5 euu,n*dﬁ Vo= ——133-3’-, reales 4 desiguales,

v— Dk e .
cuando V > o KEn este ultimo caso, el radical es menor,

wguales @

igual 6 mayor que 1, segun que V sea menor, wgual 6 MY oY

B e , .
que —,—; ¥y por consiguiente: las raices reales y desiguales

3 ‘
| : 2 Bh 2
son ambas negatwas cuando V < ——; una raiz es cero, y

3
.. _ Bh il -
otra — A cuando 'V = —_—; una es positiva y otra ne-

5
o B )
gativa cuando V > R En este ultimo caso, todavia vemos

que, segun sea YV menor, igual 6 mayor que Bh , la raiz positi-

~ va 2’ serd menor, igual 6 mayor que A,y la raiz negativa

2" serd numéricamente menor, igual 6 mayor que 2A..
Para mayor claridad agrupemos los resultados dados por
la férmula que resuelve el problema:

-

B2 ! Py
V<—~—£— .................. raices imaginarias
Bh ’ rr -A-
G AE=S Co e ey r — g — 5
B
V-::'i——;i ............ g O glioeal)
Bh R R s S
Bl e At
rey * 0 0 )
T -"::7-“ H"{ !
N Bl e s Z <A}m Z9AS
Bk. = '
R o lasiic -'>’0 rr "'i..._{.) l
s VH—-B}&......:I::A]Q: T
.F:>O -rr-ﬁ:::o E
Yeel " >A]$ = 9A.
INTERPRETACION.

Para interpretar estos resultados, hagamos observar pri-

4 e
e
o
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meramente que la inclinacion del eje del tronco de pirdmide
sobre el plano de la base es arbitraria, y en nada afecta ni
interesa al problema de que tratamos; porque estando situada
la base inferior B del tronco en el plano P (fig. 32), y en una
posicion dada , bastard colocar el exdgono regular, cuyo lado
sea z, en el plano P’ y con sus lados paralelos 4 los del exi-
gono B: en cualquiera de estas posiciones, el exdgono situado
en el plano P’ determinard, en union de B, un tronco de pirs-
- mide cuyo volimen es V y cuya altura es 7, pero de ficura
indeterminada, con tal que se tenga presente que debe formar-
se tronco de primera espécie st el lado 2’ -de la base superior
es posutwo, y de sequnda especie s1 el lado 2™’ es negativo.
Ahora bien, si teniendo el plano P’ paralelo 4 P, y 4 1a
distancia /%, concebimos un plano Q' paralelo 4 ellos y 4 la
distancia (24 ) del plano P, é imaginamos una pirdmide cual-'
quiera (la llamaremos ¢') que tenga por base B y su vértice
en el plano @', y otra pirdmide cualquiera (la llamaremos #’)
que tenga por base B y su vértice en el plano P’, el volimen

de la primera (q’) seria }?— , ¥ el volimen de la segunda (')
seria, ~—B:,)k—~ . en vista de esto, la interpretacian de los resulta-

dos que preceden es clara.

Considerando B y 7 constantes, y haciendo variar V por
ley de continuidad, diremos que: |

51 el volumen dado 'V es menor que el voltimen %i—}-a-dela'
pirdmide ¢’, no hay solucion. |

Sl el volumen dado V es igual al volimen _B;_ de la pi-

rdmide ¢’, hay un solo tronco de pirdmide que resuelve el pro-
blema, y es tronco de 2.2 especie ; las dos piramides opuestas
por el vértice que lo constituyen, tienen su vértice comun en
el plano D paralelo 4 P, y 4 la distancia %/,h de él, puesto
A

9

que 2’y 2" son iguales 4 — lo cual indica (en virtud de

5
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la. propiedad conocida de'las secciones causadas en una pird-

mide por un plano paralelo 4 la base que la altura de la pi-

1&1111&& superior es mitad de la altura de la pirdmide inferior.
Bk

Creclendo el voliimen desde

hasta -%}4?’— (el dela p’), h@}r ’:1empre dos troncos de pirdmide

de 2.2 especie que 16311&1’6"611 el problema para cada valor de'V.

o1 el volumen dado V es 1gual al volimen —]—?ﬂ de la pi-

ramide 2/, resuelven el problema por una parte la pirdmide 1},

(el de la pirdamide ¢")

¥ por otra un tronco de 2.2 especie, constituido por dos pird-

mides opuestas é ignales, cuyo vértice comun estd, por consi-
ouiente, en el plano M paralelo & P 4 la distancia 1/ de éste;
como se ve, el vértice de uno de los troncos de pirdmide
de 2.2 especie (que resolvian el pr oblemﬂ para valores de V

]?f’ y %}z’—) ha 511131(10 hasta el planﬁ P

y un tronco se ha convertido en pnamlde miéntras que el

vértice del otro tronco de 2.2 especie ha bajado hflsta el pla-
no medio M.

comprendidos entre

Cuando el volumen dado V es ya mayor que :E’.h ,hay
siempre dos troncos, uno de 1.2 y otro de 2.2 especie, que re-
suelven el problema para cada valor de V, y se ve que:

SL el volumen dado V es menor que el volimen B del
prisma que tiene por base B y por altura %, la base superior
del tronco de 1.2 especie es menor que la inferior B, puesto
que la raiz positiva 2’ es menor que A ; y el vertice comun de
lag dos pirdmides opuestas que constituyen el tronco de 2.2 es-
pecie, estd comprendido entre el plcme medio M y el plano E
que se halla 4 la distancia /.4 de P, pue*sto que x’ es menor
que 2A.

Si el voltimen dado V es igual al volumen B/ del prisma
citado, el tronco de 1.2 especie se convierte en este prisma,

puesto que 2’ es ignal 4 A ; y el vértice comun de las dos pi-

)
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ramides opuestas que constituyen el tronco de 2.2 especie est,
en el plano K, paralelo 4 P 4 la distancia !/,4: como se ve, el
vértice de la pirdmide 4 que pertenece el tronco de 1.2 espe-
cie ha subido hasta el infinito.

S1 el volumen dado V es, finalmente, mayor que el voli-
men B/ del prisma, el tronco de 1.2 especie pertenece 4 una
pirdmide que tiene su vértice debajo del plano P, puesto que
2" es mayor que A; y el vértice comun de las dos pirdmides
opuestas que constituyen el tronco de 2.2 especie estd debajo
del plano E paralelo 4 P 4 la distaneia !/,/. creciendo el voli-
men V desde BA indefinidamente, el vértice de la pirdmide 4
que pertenece el tronco de 1.2 especie (que estd debajo del
plano P) se acerca & ¢l indefinidamente, miéntras que el vér-
tice del tronco de 2.2 especie (que estd encima del plano P) se
acerca tambien indefinidamente & él. :

NOTA 26 (de lapie. 360).

Se sabe que cuando dos figuras B y B son simélricas
(simetria respecto & un centro 6 & un plano) de una tercera F,
son tgquales entre si. Pero conviene ver cudl es el movimiento
mas sencillo para llevar 4 coincidir la figura F' con 1a F” en
los diversos casos.

1.° 8¢ las dos simelrias sow respecto & dos centros o 1y o
(figura 33) & respecto & dos planos paralelos P y P’ (fig. 34), el
movemiento mas sencillo es un simple movimiento de traslacion,
porque las dos figuras iguales B’ y F” estan 1gualmente orien-
tadas. |

Se ve ficilmente que, en ano y otro caso, la magnitud de
la traslacion es doble de la distancia que media entre log dos
centros 6 enfre los dos planos de simetria, y en la direccion
indicada por esta distancia. En el caso de dos planos de sime-
metria paralelos P y P’, se tiene ’

M
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aa. == 2ap Yy oo = 2ap;
de donde, restando,
a:a’ = 2nn.

2.0 Silas dos sumetrias son respecio G dos planos Py P’
que se corten (1ig. 35), el movimiento mas sencillo es un simple
moviniento de rotacion.

Para demostrarlo, hagamos el dibujo sobre un plano per-
pendicular & la interseccion I de los dos planos: enténces es-
ta interseccion aparece representada por el punto I, y los
planos P y P’ por rectas. Se ve primeramente que la figura F’
podria pasar & ocuparla posicion F, por un primer giro de 1800
alrededor del eje p, y que de esta posicion F, podria pasar
g F" por un segundo giro de 180° alrededor del eje ',
siendo I, la figura siméftrica de F' respecto 4 un punto cual-
quiera I de la interseccion, y p, p"las perpendiculares levan-
tadas 4 P y P’ en dicho punto.

Pero se puede llevar directamente E’ 4 F” por un simple
giro alrededor de la recta I en una magnitud angular doble
del éngulo que forman entre si los dos planos P y P’ de sime-

~ tria. En efecto; si se mira un corte como el representado en
el dibujo, se nota que el punto I equidista de a’ y @” (6 de ¥’
yb',dec yci;...)yaue

qioai==hoh s e PR

lo cual prueba que el corte plano de la figura F” llegaria 4
coincidir con el de la figura B por un giro alrededor del pun-
t0 0 en una magnitud angnlar doble del 4ngulo PIP’. Ahora
bien, lo dicho para un corte se dirfa para todos, y el conjunto
de giros planos quedarfa realizado de una vez mediante el

giro en el espacio de la figura F' alrededor de la recta I. (*)
#

(*) Elcaso de dos planos de simetria paralelos, es un caso particu-
lar de éste: la intersecion I esta en el infinito y el movimiento de rota-
cion se convierte en un movimiento de traslacion perpendicularmente
a los planos.
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5% las dos simetrias som respecto & un centro o 1y & wn
plano P (fig. 36), se requicren dos movimientos: wno de traslacion
i ofro de rotacion ; el primero para llevar la figura ¥’ 4 la po-
sicion K, y el segundo en 180° alrededor de una perpendicu-
lar al plano P para llevarla de la posicion K, 4 la B, siendo
¥, la figura simétrica de F respecto 4 un punto cualquiera del
plano P, por el cual se levantard la perpendicular que ha de
servir de eje de giro.

Los dos movimientos mds sencillos son: 1.2, movimiento
de traslacion, cuya magnitud sea doble de la distancia op que
media entre el centro oy el plano P, yen la direccion y sentido
de esta distancia; 2.2, movimiento de rotacion en 1800 alrede-
dor de la perpendicular op. Es decir, que los dos movimientos

- mas sencillos consisten en un movimiento paralelamerite 4 op
seguido de otro alrededor de la misma op : el punto cualquiera
que habia que escoger en el plano P, es ahora el pié mismo de
la distancia entre el centro y el plano de simetria.

L)
tj-D

NOTA 27 (de la pag. 375).

El primer Liema considera exclusivamente el caso en que
~uno 6 vdrios diedros no adyacentes 4 la cara ASB (del dngulo
poliedro SABCDEF) que puede variar, aumenten ¢ dismi-
nuyan. | |
No se puede suponer que anmente 6 disminuya uno de los
diedros SA 6 SB adyacentes 4 dicha cara. En efecto, si ASB
es la inica cara que puede variar, es decir, si se sabe que lag
demas caras permanecen constantes, no se puede suponer que,
permaneciendo constantes los diedros SC, SD, SE, SF, varien
en manera alguna el diedro SA ¢ el SB ; porque si se cons-
truye el déngulo poliedro S 4 partir de la arista SB, yde la ca-
‘a BSC, habremos de colocar sucesivamente en posiciones

L
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obligadas las caras CSD, DSE. ESF, FSA y llegcaremos, por
consiguiente, 4 una obligada posicion de la ultima arista SA,
lo cual significa que no hay variacion posible para la cara
ASB, ni para el diedro SA, ni para el diedro SB.

Kl tinico supuesto admisible es el de qué aumente ¢ dismi-
minuya un diedro como el SD. En este supuesto se nota que
uno de los diedros adyacentes 6 los dos SA y 5B habrdn de
variar: porque si se empieza la construccion del ingulo polie-
dro por la arista SB yla cara BSC, y se pone la cara CSD
(con lo cual tendremos ya el dngulo BSD), y se aumenta, por
ejemplo, el diedro SD, dejando constante lo demas, al llegar &
la dltima arista (que llamaremos SA”) se observa queel triedro
SBDA’ quedaria, con respecto al SBDA, en la posicion si-
guiente: la cara BSD, comun; el diedro BSDA . siendo una
parte del BSDA'; y la cara DSA, igual & DSA’. Se ve bien
que, en cualquiera de las tres posiciones en que puede quedar
la arista SA con respecto & la cara BSA’, habrd variado for-
zosamente uno de los diedros adyacentes ¢ los dos.

Es evidente que en un dngulo triedro no se puede suponer
que varie ningun diedro si permanecen constantes las tres
caras, puesto que dos triedros que tengan sus caras iguales una
4 una, tienen tambien sus diedros iguales uno 4 uno. Por esta
razon, al suponer que todas las caras de un poliedro sean cons-
tantes y que varien todos los diedros, no cabe pensar en que .
se trate de un dngulo triedro.

NOTA 28 (de la pag. 415).

ESFERA.

PR{}PIEI}ADES GEI&EEH.&LES.

Asimilando la superficie esférica de un casquete & la Su-
perﬁm plana de un circulo; el polo (que estd en el casquete)
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de la circunferencia menor queda asimilado al centro del
circulo plano, y podremos llamar cuerda esférica de un cas-
quete al arco de circulo mdximo (el menor) que una dos pun-
tos de la circunferencia que lo limita ; y didmetro esférico de
un casquete 4 una cuerda esiérica que pase por el polo, asi
como se llama radio esférico al arco de eirculo miximo que
une el polo con un punto de la circunferencia.

Un didmetro esférico de un casquete, se compone de dos
radios esféricos; y como se sabe que todos los radios esféricos
de un mismo casquete son iguales, queda establecido que todos
sus duiymetros esfericos son iguales.

TEOREMAS.

Ein una misma esfera, 6 en esferas iguales, dos casquetes del
masmo radio esferico_son iguales ; porque, superpuestas las es-
feras de modo que los polos de los circulos coineidan, estos
coinciden tambien. . |

Un punto de una superficie esférica es inferior 6 exterior
4 un casquete, segun que su distancia al polo sea menoy 6 nig-
yor que el radio esférico. .

Todo didmetro esférico divide al casquete en dos partes igua-
les; porque si completada la circunferencia de eirculo maximo

~de que forma parte el didmetro esférico, se hace girar uno de
los hemisferios alrededor del eje polar hasta que coincida con.
el otro hemisferio, las dos partes en que estaba dividido el
~ casquete coinciden tambien.

Kl diametro es la mayor de las cuerdas esféricas de un cas-
quete, porque una cuerda cualquiera, como lado de un triédn-
gulo esférico, es menor que la suma de los dos radios esféricos
que términan en sus extremﬂs y esta suma equivale 4 un did-
metro esférico.

Una cuerda esférica que no es didmetro de un casquete,
subtiende dos arcos diferentes de la circunferencia menor que
sirve de base. Refiriéndonos al menor de los arcos subtendi-
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dos, diremos que en una misma esfera 6 en esferas iguales, y

~en un mismo casquete 6 en casquetes iguales:

TEOREMAS.

1.2 Dos arcos iguales, son subtendidos por cuerdas esféricas
iguales; porque, superpuestos los casquetes de modo que coin-
cidan los arcos de que se trata, sus cuerdas coincidirdn tam-
bien por tener sus extremos comunes; si los arcos aby a't/
(fig. 37) estdn en la base de un mismo casquete, bastard tra-
zar el didmetro esférico mPn que pase por un punto cualquie-
ra m del arco aa’, y hacer girar el semicasquete mPnb alre-
dedor del eje }_)Oldl‘ PoP’, hasta' que el punto ¢ llegue 4 &',
porque en esta posicion el punto b estard en a’ por la supues-

ta igualdad de los arcos ab y a0/, y las cuerdas habrdn coin-

gidido tambien.

2.2 De dos arcos desiguales acy ab, el mayor ac es sublten-
dido por mayor cuerda ; porque si se trazan los radios esféricos
Pb y Pc correspondientes 4 los puntos b v ¢, se tiene

ab + Pe < ac —l— Pb;
y suprimiendo los radios Pe y Pb, que son iguales, se llega 4
ab < ac;

si los arcos fueran ac y a'd’, se llevaria éste 4 la posicion b
por un giro alrededor del eje polar PoP’.

Los reciprocos de los dos teoremas (1.° y 2. ﬂ*) son eiertos
y se demuestan por reduccion al absurdo , como todos los que
se hallan en un caso andlogo.

TEOREMA/

Ll didgmetro esférico mPm’ (fig. 38) perpendicular & wna

cuerda anb, divide & ésta y & los arcos subtendidos amb y am’b
en dos partes iguales. En efecto, al trazar los radios esféricos
Pa y Pb, que son oblicuos iguales que caen sobre anb, habrén

&
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- de equidistar (segun se sabe) del pié » del perpendicular. Por
otra parte, siendo mnPm’ el lugar geométrico de log puntos
equidistantes de @ y b, las cuerdas esféricas ma y mb serfan
iguales; luego los arcos ma y mb lo son tambien: otro tanto
se dirfa de los arcos am’ y bm'.

El didmetro esférico m'Prm tiene las cinco propiedades:

1.2  Pasa por el polo P;

2.2 Pasa por el punto medio % de la cuerda anb;

3.2 Pasa por el punto medio m del arco amb ;

4.2 Pasa por el punto medio " del arco am'd :
. Y b.2 EHs perpendicular 4 la cuerda anb.

Dos de estas condiciones determinan el arco de efreulo

maximo m/Prm; por consiguiente, si se cumplen dos cuales-

quiera de ellas, habrédn de quedar satisfechas las otras tres.
e pueden enunciar tantos teoremas como combinaciones dos
4 dos puedan hacersecon las cinco condiciones.

Todas las cuerdas perpendiculares 4 un didmetro mPm’
(fig. 39) forman parte de lag circunferencias de efreulo méxi-
mo que concurren en los polos Q y Q del didmetro; por lo
que acabamos de decir, este didmetro divide en dos partes
iguales 4 todas esas cuerdas, 6 bien es el lugar geométrico de
log puntos medios de las cuerdas.-

En una misma esfera 6 en esferas iguales, y en un mismo
casquete 0 en casquetes iguales:

TEOREMAS.

1.2° Dos cuerdas iguales anb, a'n’b’ (fig. 40), equidistan del

polo 6 de los polos, porque las distancias Pr y Pn’ son catetos

- homélogos de los tridngulos-rectdngulos Pon y Pa's/, que son

ignales por tener las hipotenusas P y Pa/ iguales como ra-

dios, y los catetos'bn y o'z’ iguales como mitades de las cuer-
das dadas. o | o

2.2 De dos cuerdas desiguales a'b" y a'b”, la menor a'b" dista

- miis del polo; porque siendo, como ya sabemos, el arco a'd’ me-

}
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nor que a'b”, el perpendicular Pn’ cortard & la cuerda a'd’’
entre P y %/, y, por tanto, |
Py =Ee.
pero ‘4 su vez
RPe=P»n’,
porque el nbllicuo es mayor que el perpendicular; luego

g Pnl = Pn'":

si las cuerdas no partieran de un mismo punto de la circunfe-
rencia, se las llevaria 4 esta disposicion mediante un giro.
Los reciprocos son ciertos y se demuestran por reduceion
al absurdo. | R
Los teoremas que preceden tienen lugar si los casquetes
son menores que el hemisferio: si se tratira de casquetes ma-

‘yores que el hemisferio, los tem emas se Invertirian. Asi, en

tales casquetes:

Ll didometro es la menor de las cuerdas, porque los SUple~
mentos 4 cuatro rectos (circunferencia ocompleta de cireulo
mammﬂ) estan en oOrden inverso de magnitud en el casquete
que falta para completar la superficie esférica.

De-dos arcos desiguales (en casquetes iguales de esferas
iguales), el mayor es subtendido por menor cuerda ;

La menor cuerda dista ménos del polo ; *
Ete., ete.

- Se dice que una circunferencia de cireulo méximo es fasn-
gente & una menor cuando no tiene mds que un punto comun
con ella , 6 mejor: cuando es el limite de una circunferencia
mdxima secante que gire alrededor de uno de los puntos de

interseccion hasta que el otro llegue 4 confundirse con el
~primero.



5
TEOREMA .

La circunferencia maxuma perpendicular & wn radio esfe-
rico de circulo menor en sw extremo, es tangente & este; por-
que halldndose todos sus puntos, & excepeion del punto de con-
tacto, 4 distancias del polo mayores que el radio (como obli-
cuos), estardn fuera del casquete. Si el casquete que se consi-
dera es mayor que el hemisferio, se dird, por el contrario, que
halldndose todos los puntos de la circunferencia médxima, &
excepcion del punto de contacto, 4 distancias del polo menores
que el radio (como oblicuos), estardn dentro del casquete.

Cuando se considera el primer casquete, se dice que la
circunferencia maxima estd en contacto exterior con su base;
y sl se atlende al segundo casquete, se dice que estd en con-
tacto interior con su base.

~ Reciprocamente:

TEOREMA.

Toda circunferencia mdxima tangente & ung menor, €s per-
pendicular al radio esférico que termina en el punto de con-

tacto; porque, teniendo por hipétesis todos sus puntos, 4 ex-
‘cepcion del punto de contacto, fuera del casquete, estdn 4 una,

distancia del polo mayor que el radio esférico; por tanto, el
radio esférico que va al punto de contacto es la direccion de
la minima distancia, y, por consiguiente, la perpendicular. Si
se considera el casquete mayor que et hemisferio, se dice lo
inverso, y se llega 4 la misma consecuencia.

Se ve que por un punto de una circunferencia menor se

_puede siempre trazar una, y s6lo una circunferencia mdxima

tangente & la menor, puesto que por un punto se puede levan-
tar una, y so6lo una mdxima perpendicular al radio esférico.

Kscorro.
Los radios esféricos son, pues, las direcciones de las cir-
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cunferencias méximas normales 4 una menor. Asi, desde un
punto interior m 0 exterior z» & un casquete P (fig. 41) se
pueden trazar dos mormales ma y ma’, 6 na y na', que Son
las distancias minima y mazime de los puntos m 6 n @ los de
la circunferencia menor. En efecto, si se trata del punto m,
se tiene uniéndole con un punto cualguiera b de la circunfe-
rencia, y trazando el radio Pb,

mb > Pb— Pm, 6 bien mb > Pa — Pm = ma

mb << mP - Pb, 6 bien mb < mP + Pa’ — md/,

Andlogamente, para el punto »

nb > nP — P, 6 bien nb>nP — Pa—=na,
nb < nP —+ Pb, 6 bien b < nP + Pa’ = na. (%)

TEOREMA. ' :

St dos arcos de cireulo mdximo concurren en dos puntos Q

(que serdn diametralmente opuestos) (fig. 42) de la circunfe-

rencie maxima Py, cuyos polos son los mismos de wnw menor,
anterceptom en esta menor arcos iguales.
Se distinguen tres casos :
1.2 Que los dos arcos de circulo mdximo sean secantes 4

la circunferencia menor ;

2.° Que uno sea secante y otro tangente;

3.2  Que los dos sean tangentes.

Sean en el primer caso los arcos secantes amb y cnd que
concurren en Q; trazando el didmetro ¢Pe/ perpendicular 4 uno
de los arcos, end por ejemplo, se ve que tendrd su polo en un

(*) 8i el casquete P es un hemisferio, las dos normales ma y mb son
tambien mdaxima y minima entre los diversos arcos de circulo maximeo
que caen de m sobre ab, propiedad muy conocida.
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punto de este arco end, puesto que es perpendicular 4 &1,y en
un punto de la méxima pg, puesto que ha de pasar por P, y,
por consiguiente, que sus polos serdn precisamente los puntos
(; por tanto, este didmetro ePe’ serd tambien perpendicular
al otro arco ab que por el supuesto pasa por Q; ahora bien,
segun un teorema ya demostrado, i

ace — edb Y ce= ed;
luego
e == b |

A

Sean en el segundo caso los arcos Qey Qcd, el primero
tangente y el segundo secante, que concurren en Q; trazando,
como anteriormente, el didmetro esferico ePe’ perpendicular 4
4 cnd (cuyo polo es Q), verd tambien perpendicular 4 Qe; Iuego
terminard en el punto de contacto e, y segun el mismo teore-
ma aplicado dntes, |

ce—ed.

Sean en el tercer caso los dos tangentes Qey Q¢”; trazan-
do el didmetro perpendicular & Qe (cuyo polo es Q), serd tam-
- bien perpendicular 4 Q¢’; luego terminard en los puntos de
contacto ey ¢’ y dividird 4 la circunferencia menor en dos
partes ignales. |
Reciprocamente:

b

%

TEOREMA.,

Si dos arcos de circulo mdximo interceptan en una circunye-
rencia menor arcos tguales, concurrirdn en dos puntos Q (dia-
metralmente opuestos) de la SWE%#‘EfETEﬁEEﬂ IMALING a5 cuyos
polos son los mismos de la menor. :

Digtinguiendo los mismos tres casos, vemos que:

1.2 Si los arcos interceptados acy bd son iguales, bajando
el didmetre ePe’ perpendicular 4 la cuerda cd, se tiene

FWSD 2019



3

ce=—=ed,
¥, por consiguiente,

ac+c¢:bd+dcéme=ed;

lo que indica que el didmetro serd tambien perpendicular al
arco ab; luego los dos arcos de circulo méximo ed y ab, perpen-
diculares 4 ePé¢’, concurriran en los polos de éste, que pertene-
cen 4 la eircunferencia pg.

2.0 Silos arcos interceptados ce y ed son iguales, el did-
metro ePe’ que baja al punto de contacto e es perpendicular
al tangente Qe, y tambien al secante c¢d, puesto que pasa por
el polo y por el punto medio e del arco subtendide ced; luego

Jos dos arcos de circulo méaximo eoncurrirdn en los polos Q de
ePe’, que pertenecen 4 la circunferencia pyg. _

3.0 S los arcos interceptados eae’ y ebe’ son iguales, los
puntos ey e estardn diametralmente opuestos en el casquete, y,
por consiguiente, Qe y Q¢, perpendiculares al didmetro ePe/,
concurriran en los polos de éste, que pertenéecen 4 la circunfe-
rencia q. |

TEOREMA.

Tres puntos a, b, c (1ig. 43) de la superficie esférica 1no sti-
tuados en una misma circunferencia maxima, deternvinan una
circunferencie menor,-porque s1 se levantan los médximos
perpendiculares PmP’ y PnP’ en los puntos medios m y » de
los arcos de circulo mdximo amb y bne, los puntos P y P’ de
interseccion equidistan de @, b y ¢, y son, por congsiguiente, log
polos del menor pedido que existe siempre, y es tnico; como
comprobacion, el mdximo perpendicular en el punto medio
de ac concurrird en los mismos puntos P y P’ (puesto que
éstos equidistan de ¢ y ¢), lo cual se expresa diciendo que:
los tres arcos de circulo mazximo, perpendiculares & los tres lados
de wn triangulo en sus punitos medios, concurren en los polos
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~del circulo menor circunserito al triangulo. Si los tres pun-
tosa, b, ¢ estuvieran situados en una misma circunferencia
maxima, no habria tridangulo.

Se sabe que : sz dos circunferencias menores se cortan (figu-
ra 44), el arco de circulo mdaximo que une sus polos Py Q es
perpendicular & la cuerda comun ab y la divide en dos partes
aguales, porque los puntos P y Q equidistan de a y b.

Tambien se sabe que cuando los dos puntos de interseccion
@y b se reunen en uno solo @, el arco PQ pasa por este
punto.a” y es perpendicular al limite de ab, que es el médxi-
mo tangente en a'. |

Asi, pues:

St dos circunferencias menores som tangentes, el puniteo de
contacto esta en la circunferencia maxvma que une los polos,
y la circunferencia maxime. perpendicular & ésta en el punto
de contacto, es la tangente comun d las dos menores : el punto
de contacto deja 4 diferente lado 6 4 un mismo lado 4 los dos
polos, segun que el contacto sea exterior ¢ interior.

De aqui los cinco teoremas conocidos y sus reciprocos, en
que se expresan las condiciones necesarias y suficientes para

° definir la posicion relativa de dos circunferencias situadas en
una superficie esférica. No hay lugar de distinguir estas vdrias
posiciones relativas cuando se trata de dos circunferencias .
médximas, puesto que dos de éstas se cortan siempre en pun-
tos diametralmente opuestos y se cumplen las condiciones

D < R+ R = 3 circunferencia mdxima,
T >R—R=0, |

porque dos puntos cualesquiera de una superficie esférica
distan siempre uno de otro ménos de ‘media ecircunferencis
maxima. | | S ‘ |

~ Recordamos estos teoremas con el objeto de hacer ver que
las condiciones |
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D > » -+ », para dos circunferencias menores exteri~ 7, e

D<r—r, » ) » interior una 4 otra,
D= 5 » tangentes exteriormente,
D=r—r, > 3 > interiormente,

se refieren 4 la distancia de los polos P y P, que estdn en los
casquetes menores que el hemisferio y* & los radios esiéricos
ry r, correspondientes & estos casquetes; pero no 4 la combi-
nacion de un casquete menor que el hemisferio para una cir-
cunferencia y el mayor que el hemisferio para la otra , ni 4 la
combinacion de los dos mayores que el hemisferio, como vamos
4 demostrar. |

Representaremos siempre por Py P’ los dos polos de la
primera circunferencia menor, cuyos radios esféricos respec-
tivos llamaremos » y #'; por P, y por P’, los dos polos de la
otra circunferencia menor, cuyos radios esféricos respectivos
llamaremos #, y #’,; y por D la distancia entre los polos P
y P,. Notese, ante todo, que

R S A e — R

| pﬂ.sicimz. Exreriores: PP, =D >7» -+ 7,.

Considerando (fig. 45) las otras tres distancias que me-
dian entre los cuatro polos, se tiene i

PP 9. D %y g
PPr=2 D<2 Pty == e A
PP,= D Zr+r=2v+42 9 =4(+r))

~ En ninguna de estas tres combinaciones de polos se veri-
fica que la destancia. de los polos sea mayor que la suma de los
radios esféricos correspondientes. En dos de ellos, la distancia
de los polos es menor que la diferencia de los radios estéricos
correspondientes, y en la dltima, la distancia de polos es ma-
yor que el suplemento 4 cuatro rectos de la suma de los radios
estéricos correspondientes.
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2.2 posicion. INTERIOR UNA 4 OTRA: PP, =D '<<r —r,.

Considerando (fig. 46) las otras distancias entre los cna-
tro polos, se tiene

S T e A N et e
—D>2—r+r—=2—r+2—r i_—fi ( ,*r’l')
B Rt = » —T_T’-—r—(‘?_?l)m?i vl

J

In ninguna de estas tres combinaciones se verifica que Iy
distancia de los polos sea menor que la diferencia de los radios
esféricos correspondientes. Se enunciarian sin dificultad, por
simple lectura, los resultados de las tres combinaciones.

3.2 posicion. CONTACTO EXTERIOR: PP, =D =7»r 47, .
' __ : . /
Considerando (fig. 47 ) las otras tres distancias de polos,
se tiene

PFPIZQ—D:2 7” .}-I:
PPFI — 2 , SN D e 2 ¥y 'F'] — g
PPhy="D =rtr=2—¢+2 1, =4—(' +r))

lllllllllllll

En ninguna de las tres combinaciones se verifica que la
distancia de los polos sea igual & la suma delos radios esféricos
correspondienies. Se podrian leer facilmente los resultados ob-

tenidos.
4.2 posa&wn Coxracto INTERIOR: PP, *HD =r—7;.

Las otras tles distancias de polos (fig g 48) son

B —2-—-D—‘) ;*+¢1ﬂ? S PR )
PP =2 —D==2—r—+r =2—r42 :r,~—4 o ‘}) -
PPy= D ==r—rym=2—0 —(Z—1 )=ry- ?rs

Tampoco en-ninguna de estas tres combinaciones se veri-
fica que la distancia de polos sea igual & la diferencia de los ra-

£

6 SR
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dios esféricos correspondientes. Se podria ver tambien el enun-
ciado propio de cada combinacion.

En vista de todo lo dicho, aparece claramente la ventaja
que hay en hablar siempre de los polos que estdn en los cas-
quetes menores que el hemisferio, y de los radios esféricos
correspondientes, que son enténces menores que un cuadran-
te; de esta suerte se conservan los mismos enunciados de
Geometria plana, y no hay equivocos. Como se sabe, las tres
magnitudes D, », », satisfacen entdénces & la condicion

D+&*—Fﬂ-',<4.

Cuando se trate de una circunferencia méxima y una me-
nor, deben considerarse tan sélo tres posiciones relativas, &
saber: que la maxima sea exterior, tangente 6 secante & la me-
nor (ig. 45) (lo mismo que una recta con respecto & una cir-
cunferencia en Geometria plana), puesto que las posiciones de
exterior é interior son una misma, é igualmente el contacto
es interior 4 la vez que exterior. El cardcter que distingue 4
las tres posiciones es: que la menor distancia del polo P ol
maxvmo sea mayor, igual 6 menor que el radio esféricor.

TEORIEMA.

St se consideran varias circun ferencias menores ABzx,
ABy,... (iig. 50) que pasen por dos puntos A y B sobre una
superficie esférica, y desde un punto P de la cuerda esférica co-
mun AB prolongada se trazan los mdaximos Px.Py, ..., tan-
gentes 4 dichas menores, las longitudes de estas tangentes serin

-~ iquales. S :

Para demostrarlo , observemos ante todo que la recta
ABM es lainterseccion comun delos planosde las menores con
el plano del mdximo ABP, y que esa recta ABM prolongada
Cortara en general al radio oP (tambien prolongado en un
cierto punto M). Fijémonos ademas en que, si se une con M el

icb201e s '
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punto 2 de econtacto de una de los menores ABz con el mdximo
Pz, la recta de union Mz es la tangente comun §la menor que
consideramos y al médximo, porque es la interseccion de sus
planos. . ' |
Visto esto, es facil demostrar el Teorema, porque basta
unir el centro o con los puntos 2, »,... y formar asf los tridn-
oulos rectangulos Moz, Moy,... que tienen la hipotenusa oM

“comun, y los catetos ox, oy,... ignales: (*) la igualdad de

estos tridangulos demuestra ya que los dngulos Poz, Poy,...es
decir, que las longitudes de las tangentes Pz, Py, ... son igua-
les. En el caso particular en que la recta AB fuera paralela
al radio oP, el punto M estarfa (como se dice vulgarmente)
en el infinito, y los arcos Pz, Py.... serfan- cuadrantes:
la circunferencia zy ... serfa mdxima. _

- El Teorema de Geometria esférica que acabamos de demos-
trar, es andlogo al siguiente de Geometria plana:

Sz se consideran virias circunferencias que pasen por dos
puntos A y B, y desde un punto M de la cuerda comun AB pro-
longada se trazan las tangentes Mx, My, ..., estas tangentes

seran iguales. | |

Su demostracion es mucho més sencilla que la de Geome-
tria esiérica, porque basta notar que

* = MA.MB |
} T]'.AMBg

LI

para deducir que Mz = My — .. -

Cuando el punto M se aleja al infinito , lag tangentes Mst:
My, ... son paralelas, y la circunferencia 2y, ... es una linea
recta. ’ "

-

(*) “Se ve tambien divectamente que los catetos Ma, My,... son'igua-
les, puesto que

.

LS

M 52 — MB.MA ; *

L CNLE REE R I N SO R " & @

}f PUF tﬂﬂtﬂ., }Iﬂf — My —
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COROLARIOS.

La circunferencia menor que tiene su polo en P, y Pz por
radio esférico, es el lugar geométrico de los puntos de contac-
to z, u,... Esta circunferencia menor wy,... corta normal-
imente 4 todas las dadas,; puesto que éstas son tangentes 4
los radios esféricos Pz, Py ,... en log puntos #, #,:.., y estos
radios esféricos son normales 4 la menor zy,. ..

En Geometria plana se ve igualmente que la circunferen-’
cia que tiene su eentro en M y Mz por radio, es el lugar geo-
métrico de los puntos de contacto zy, ..., ¥y que esta circunfe-
rencia es normal & todas las circunferencias dadas.

Proble_ma,s de Geometria esférica.
PROBLEMA 1.0

Trazar por un punto dados A una circunferencia maxima
tangente @ una menor dada, cuyo radio es T.

Se sabe que para resolver este problema hay que deseri-
bir desde el polo P (fig. 51) con el radio esférico 2» una cir-
cunferencia, y desde el punto dado A, con el radio esférico AP,
otra circunferencia ; unir con P por arcos de circulo méximo
los puntos M y N comunes & estas dos circunferencias auxi-
liares, y los puntos en que estos arcos de union corten 4 la
circunferencia dada son los puntos de contacto z € y que se

~ buscan. Conviene, para mayor claridad en la discusion, supo-
ner que la distancia D & que se halla el punto dado A del po-
lo P de la circunferencia menor, pase por todos los estados de
magnitud desde 0 & 2.

B

DiIscusIoN.
1.0 D < r:en este caso, el puntﬂ A es interior al casque-

te dado y se verifica
D< 2y — D,

“por lo cual la circunferencia auxiliar descrita desde el punto
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A como polo, con el radio esférico D, es interior & la descrita
desde el punto P con el radio 27, y no hay solucion.”

90 D= r:en este caso, el punto A estd en la circunfe-
rencia menor y se verifica

D =Zr—"1)

y la primera circunferencia auxiliar es tangente interiormen-
 te 4 la segunda; €] punto de contacto es el mismo dado A,y
hay une solucion , que no aparece determinada por esta cons-
truccion, porque el punto dado y el de contacto son uno mis-
mo; pero que se obtiene (como es sabido) trazando en el pun-
to A la perpendicular al radio esférico; es deeir, haciendo po-
lo en el punto que dista un cuadrante del punto A sobre di-
cho radio esférico.
312 DZ; __,. - en este caso, el punto A estd en la zona
comprendida entre la circunferencia menor dada y su simétri-
¢a, y se verifica

D;:g;i ]I::;} D4-2r4+-D=2 (r +-D) << 4;
y las dos circunferencias auxiliares se cortan, y hay dos solu-
ciones, que se trazan facilmente, porque aparece determinada |
cada una de ellas por dos puntos.

4.9 D=—2-—r:en este caso, el punto A estd en la cir-
cunferencia simétrica de la dada y se verifica |

D=4— (D4 2r),

que es la condicion del contacto interior cuando (como en el
caso presente) una de las circunferencias tiene radio esférico
D mayor que un cuadrante; el punto de contacto estd sobre la
superficie esférica, diametralmente opuesto al punto dado A
y hay una solucion que no estd determinada por los dos puntos
(por ser éstos los extremos de un didmetro de la esfera, eomo
acabamos de decir): se la obtendrd trazando unaperpendicu.
lar al radio esférico de la circunferencia menor dada.
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5.0 D> 2 —#:en este caso, el punto A es interior al
casquete simétrico del dado y se verifica

D>4— (D-+2r),

que es la condicion para que la circunferencia auxiliar, cuyo
polo es A, y su radio D (mayor que un cuadrante) sea inte-
rior 4 la circiinferencia auxiliar cuyo polo es P y cuyo radio
es 2r: no hay solucion.

En todos estos casos, el radio 2» de una de las circunfe-
rencias auxiliares puede ser menor, igual 6 mayor que un cua-
drante, y todo lo dicho subsiste.

Hé aquf el Cuadro de discusion:

(Casos. Soluciones.
J oSl ety o ety [ e e B R e 0
2 D:fr...... D=9y ] 1
S ek | D??“*D)D+%+D<4 2

<’:2———1r) <2?*-{—DJ
=2 —r.. . D= Dl S
S.DD:;)?—?*:. D>4 — (D+2r).. ...

[

Si se imagina (para verlo todo mas claramente) que el pun-
to A recorre la zona A’ A" (fig. 52) bajando desde la posi-
cion A’ (en la circunferencia dada) hasta la posicion A" (en
su simétrica), se ve en la primera posicion una sola circunte-’
rencia maxima tangente en A’ 4 la menor dada, y en A’, 4 su
simétrica ; para todas las posiciones sucesivas hay siempre dos.
soluciones, cuyos dos puntos de contacto se van separando en
arcos iguales sobre la menor dada & uno y otro lado del punto
A’ (4 medida que el punto dado A va descendiendo por el m4-
ximo A’ A’’) hasta llegar 4 reunirse en A”’, cuando el punto
dado llega 4 A", en cuya ultima posicion las dos soluciones se
convierten de nuevo en una sola. Cuando el punto dado A
ocupa la posicion media, se encuentra 4 la distancia un cua-
drante de los polos P y P’; la primera circunferencia auxiliar
es la maxima Pxy’P'z’y, y al unir con P los puntos comu-
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nes que tendrfa con la 2.2 circunferencia auxiliar, se obten-
drian los mismos puntos z € #, que son los de contacto; este
es el inico caso en que los radios estéricos Pz y Py, que ter-
minan en los puntos de contacto z é y, estdn en prolongacion
uno de otro, siendo estos puntos diametralmente opuestos en
la circunferencia menor; entonces las dos solueciones forman
entre si el mayor dngulo posible, que (como se ve) tiene la
misma medida que el didmetro esférico 2» de la circunferencia
menor dada. _

Se sabe que, en todos los casos; lag circunferencias méxi-
mas que se obtienen sofftangentes 4 la menor dada y 4 su si-
metrica, siendo los puntos de contacto con*una y otra dlﬂl’ﬂ%-
tralmente opuestos aubw la superficie esférica.

PROBLEMA 2.0

Trazar una circunferencia menor que pase por un punto
dado B, y sea tangente G wna mdaxime dada en un punto A. Lie-
vintese la mixima XAX' ( fig. 53 ) perpendicular 4 la dada
en el punto A, yla XmX’ perpendicular en el punto medio
de AB: los puntos X y X’ en que estas dos maximas se cor-

ten serdn los polos de la menor pedida, que tendrd por radie
esférico XA —= XB.

|
L

PROBLEMA 9.9

Trazar una circunferencia menoy que pase por wn punio
- dado B, y sea tangente & otra menoy dada en un punto A,H Tra-
cese el radio esférico PA (fig. 54), y levdntese la perpendicu-
lar mX en el punto medio m de AB; el punto X y su diame-
tralmente opuesto en que Se corten las dos mdximas, serdn los
polos de la menor pedida. '

- Es evidente que la menor que se obtenga estard en el mis-
mo casquete P’ en que se nos da el punto B; y que si este
punto estuviera situado en la circunferencia menor, la solu-
cion del problema coincidird con esta misma.

O
=iy %2
N
G
i
cc
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PROBLEMA 4.°

Trazar ung circunferencia menor que sea tangente & una
mdxima dada en un punto A, y & una menor b. Levintese 1a

maxima AQ (fig. 55) perpendicular 4 la dada en el punto A;,

tomese sobre ella, 4 partir del punto A, la magnitud AD, igual
‘al radio esférico » de la menor dada b; inase P con D por un
arco de circulo mdximo, y levdntese una mdxima CX perpen-
dicular'd él en su punto medio C: en X se tendrd el polo de
la menor pedida, que serd tangente eXterior & la dada . To-
mando AD’ igual 47, y procediendo andlogamente, se hallarfa
otra solucion tangente interiormente 4 &, que no representa-
mos en la figura por temor de hacerla confusa.

o1 las circunterencias méxima y menor dadas tuvieran los
mismos polos como en la figura 56, la mdxima levantada per-
pendicularmente 4 la dada en el punto A pasaria por el polo
P, y al hacer la construccion anterior llegariamos 4 los puntos
X €'Y sobre la misma circunferencia AP, y los puntos de
contacto B y B de las soluciones tangentes exterior é interior-
mente, estarian dmmetmlmeute opuestos sobre la menor da-
da b. - | - %

En el caso en que la maxima dada fuera tangente 4 la me-
nor b (fig. 57 ), se observa que la segunda solucion serfa la
misma circunferencia méixima dada; porque al tomar AD’
igual 4 #, unir P con D', y levantar la perpendicular EQ en su
punto medio, esta perpendicular pasaria por el polo Q, puesto

que, siendo MP = AD’, el punto Q equidista de P y D'. Sien
_este.caso el punto A fuera el mismo de contacto, el pr oblema

seria evidentemente mdetm minado.

PROBLEMA DH.C

Trazar wna cireunferencia, menor. que pase por dos puntos
dados A y B y sea tangente ¢ una marima dada CD.

Elpolo de la circunferencia pedida ha de estar situado en St

T
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la midxima YmX (fig. 58 ), perpendicular en el punto medio
m al arco de efrculo méximo AB. Pero si vemos el punto P en
que el arco de circulo mdximo AB prolongado corta 4 la cir-
cunferencia CD, la distancia esférica desde el punto P al pun-
to de contacto que se busca habrd de ser igual 4 la longitud
de la tangente trazada desde el punto P 4 una cualquiera de
las menores que pasan por A y B (en virtud de un teorema
demostrado dntes);luego bastard trazar una tangente de es-
tas PT, y llevar su longitud 4 uno y otro lado del punto P,
_ sobre la maxima dada, para tener los puntos de contacto C ¥
D. Es evidente que los puntos A y B no pueden estar en dis-
tinto hemisferio con respecto 4 la maxima dada; si uno de los
puntos A estuviera en la misma circunferencia dada, este pro-
blema serfa uno de los anteriores (2.9).

PROBLEMA 6.9

Trazar una circunferencia menor que pase por dos puntos
A y B, y sea tangente @ otra menor dada NMC, cuyo polo es
P. El polo de la circunferencia pedida ha de estar situado en
la maxima YmX (fig. 59), perpendicular en el punto medio e
. al arco de circulo maximo AB; pero si trazamos por A y B
una menor cualquiera que corte & la dada en dos puntes M y
N, se observa que, si.desde el punto P en que se corten los
dos arcos de cfreulo méiximo AB y MN, se trazan las tangen-
tes PC y PD 4 la menor NMC, las circunierencias que pasen
por los puntos A, B, C y por los A, B, D son tangentes 4 la
menor dada. En efecto, P es un punto de la cuerda esférica
comun NM prolongada ; por consiguiente, las tangentes PD y
PT son iguales; lo mismo que PC'y PT; tambien P es un pun-
to de la cuerda BA prolongada ; por consiguiente, el arco de
circulo maximo tangente que se trace desde el punto P 4 la
menor BAD ha de ser igtial 4 PT; pero como el arco PD tiene
ya gsta longitud, se deduce que este arco PD serd el tangente
4 la menor BAD: las dos menores CMN y BAD tienen, pues,
en D la tangente comun PD; luego son tangentes entre si.
Lo mismo se dirfa de la otra solucion BAC. -

- ™
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PROBLEMA 1.9,

Trazar una circunferencia masime langente das MENOres
dadas Py P,.

Se sabe que para determinar el polo X de la circunferen-
cla mdxima tangente comun exterior, hay que construir sobre
PP, =D un tridngulo cuyos otros dos lados sean

(1—"’1).’?(1—?‘1) )

ccrnstruyendo el tridngulo esférico ‘Slmétl"lﬂﬂ del anterior eon

respecto 4 PP, se hallarfa el polo X, de la otra circunferen-
cla mdxima tangente comun exteuor

Se sabe tambien que, para determinar lnspolosY ¢ Y, de las
circunferencias mdximas tangentes comunes interiores, hay
que construir sobre PP, dostridngulos mmetncos con 1*espeet0
a PP,,y cuyos otros dos lados sean

(L-—r) ¥ (h-ar e )

DiscusIon.
Para fijar las ideas, supongamos #=> 7,.
Antes de entrar en la discusion detallada, vemos desde
lego que la construccion de los primeros tridngulos requiere
la condicion de posibilidad :

DA (1 —9)+ (1 —r) <4
O sea : '

: D=2 rrtr;

y la construccion de los segundos tridngulos requiere la con-
dicion

(52) Pﬂdm construirse el triangulo Cuyos tres lados fueran D,
b e s R e WO E
(**) Podria construirse el Luanﬂulﬂ cuyos tres lados fueran D.

Gl (E=n):
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Dt = p e ey
0 sea |
| D<2-tr—7:

una y otra estdn cumplidas siempre, porque la distancia D en-
tre los polos P y P, es menor que 2.

En vista de esto, quedan como necesariasy suficientes para
la existencia de los primeros tridngulos las condiciones =

D<(1—?’1)+(1—?‘)}
el

habrd , por tanto, dos fangentes comunes exteriores cuando la
corcunferencia menor Py sea exterior & la simétrica de P, y al
MISMO_ Liempo  exterior, taﬂgenﬁe ea:z‘emm*menfe 0 s*emﬂﬁe & la
circunferencia P. Pero en los casos limites

D—+r f ‘5"1--—*—2,6]):?"#—?‘1:'

los tridngulos simétricos de que tratamos quedan reducidos &
un arco de circulo méximo en la direccion misma de PP,,
puesto que, en el primer caso limite, el lado D es igual 4 la
suma de los otros dos, y en el segundo caso limite es igual &
su diferencia. Se tendrd un punto sobre el arco PP,, en el
cual aparecerdn enténces reunidos los 'pﬂlo'a Xy X, que eran
_en general simétricos respecto de PP, : hay, por tanto, una
Ssola tangente comun exterior cuando la circunferencia menor
P, sea tangente exteriormente G la simétrica de P, 6 tang gente
mteriormente & lo circunferencia P.
Quedan' asimismo, como necesarias y Suficientes pemra. la
existencia de los segundos tridngulos, las condiciones

D((I—F-?"I)-!- (1—?’)} éseanD—l-?‘—?’l{?}
:>(1+?)—(1—~r) 1B e S

habrd, por tanto, dos tangentes comumes interiores cuando la
corcunferencia menor P, sea exterior, tangente exteriormente 6
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secante @ la simétrica de P, y al mismo tiempo exterior @ esta
circunferencia P. Pero en los casos limites

o Dr—r, =2 6 D=r—+r,

los tridngulos de que tratamos ahora se reducirdn 4 un arco
de circulo mdximo en la direccion PP,, puesto que en es-
tos casos limites el lado D es igual 4 la suma ¢ diferencia de
los otros dos. Aparecerdn reunidos en un mismo punto de PP,
los polos Y é Y,, que eran en general simétricos respecto
de PP,: hay, por tanto, wna sola tangente comun interior
cuando la circunferencia menor P, sea tangente interiormente &
la simétrica de P, 6 tangenie exteriormente & la circunferencia P.

Los resultados que preceden serdn vistos con toda clari-
dad sise imagina que la distancia D, 4 que se hallan los po-
los P y P, (de las circunferencias menores de rdadios esféricos
constantes » y »,) pase por todos los valores-de 0 4 2, segun
ley de continuidad, y para fijar mds ain las ideas supondre-
mos que la circunferencia P estd fija, y que la P, ocupa diver-
sas posiciones. Hay que considerar 10s siguientes cagos:

- 1. Que la circunferencia P, sea interior 4 P:D <r—1r,.
RO Que la circumferencia P, sea tamgente interiormente d
B sy a B AN IS e e PR S, D=r—u,.
Pl
< ¥ =7y
En este caso la circunferencia P, puede ser exterior, tan-
gente exteriormente 0 secante (no puede admitirse el supuesto
de ser tangente interiormente ni interior) & la simétrica de

8.9 Que la circunferencia P, sea secante d P

| . <

| SRy R S R T e e e D74, = 2.

x | _ RS
4.°  Que la circunferencia P, sea tangente exteriormente d

P}D:#ﬂ[—ﬂ

En este caso la circunferencia P, puede ser exferior, tan-
gente exteriormente 0 secante (no puede admitirse el supuesto

I
3
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de ser tangente interiormente ni interior) ¢ la simétrica de
s <
| S e R L R s SR e S e R Da4-r—+r, =2.
sl =
5.9 Que la circunferencia P, sea exterior & P : D> r—-r,.
En este caso la circunferencia P, puede ser ezferior ¢ tan-

! ri‘: 2

gente exteriormente d la simétrica de P: D -+

O bien puede ser secante, tangente interiormente 6 inderior
: i
@ lo simétrica de P: D +r—+r, >2; D +¢r —r, =2.
. | o , | - >
Los distintos casos que preceden estdn reunidos en el si-

gulente Cuadro:

CASOS _ ‘ SOLUCIONES

Exteriores Intoriores
$o rargapinn s il sl id 0 0
PO o p O Sl S ol 0
Sk e s s (2 0
o Dz:_f_n;])_;_r—z—rl: ..... 1 Q)
G
e S - 1
g Pre—pcp s D) Lo - e g9 s 1 1
| S maenn (0 1
1D Sy e R L 2 2
Bt el e e d 2
5.0 D>r—+r, = | sl 2
D trtri>2Dr—ri=2 (0 1
: =Rk 0

Habiendo dicho ya que las condiciones para la existencia
de los tridngulos que dan los polos X y X, de las tangentes
comunes exteriores, son: |

D<<1--*-*'1)+(1-'—?)? D+ r-tr <2

>(1—r)—(1—)) GbleﬂD>a~--—».a~1
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y que las condiciones para la existencia de los tridngulos que
dan los polos-Y é Y, de las tangentes comunes interio-
res son :

D= R4 () g D F =<2 ]
(14— (L—=7r) D e

1o hay dificultad en seguir paso 4 paso 4 la eircunferencia P,
verla en todos los casos y descubrir las soluciones. Ast (*)

*  EN EL 1.2 cago, siendo D < » — 7, los primeros tridn-
oulos no existen , puesto que un lado es menor que la diferen-
cia de los otros dos: @ fortiors, D <<» —+#; por consiguien-
te no existen los segundos tr 1dngulos, y por la misma razon.
No HAY SOLUCION EXTERIOR NI INTERIOR.

Ex 51 2.° caso, siendo D = #» — r,, los primeros tridn-
gulcrs simétricos se 1*educe11 4 un arco de ¢irculo maximo en
la direccion misma de PP, , y aparecen log dos vértices X
y X, reunidos en un solo, punto sobre dicho arco: @ jfortio-
re D) —r -7 ; por consiguiente, no existen los segundos
tridngulos. HAY UNA SOLUCION EXTERIOR, NQ LA HAY IN-
TERIOR. | | L R A |

| N =y —7
ExNEL 3° gAg0 . sitendo D 1.
: IR el

Si D » 47, <2, existen los primeros triangulos si-
métricos; pero no existen los segundos tridngulos. HAY pos
DOS SOLUCIONES EXTERIORES, NO LA HAY INTERIOR.

Si D~ »+ r, = 2, log primeros tridngulos se reducen
4 un arco de circulo méximo en la direccion misma de PP,
y aparecen log dos vértices X y X, reunidos en un solo
punto sobre dicho arco; pero no existen los segundos tridn-
onlos. HAY UNA SOLUCION EXTERIOR, NO LA HAY INTERIOR.

SLD =+ 7+, > 2, los primeros tridngulos no existen,
puesto que un lado es mayor que la suma de los otros dos;
tampoco existen los segundos triangulos. No HAY SOLUCION
EXTERIOR NI INTERIOR. : |

T e

(*) Recomendamos al lector gue haga las figuras.

n._E
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Ex oL 4.9 0450, siendo D=#»~r,, y, portanto,D>»—,,
se ve que :

| Si D - r 7, < 2, existen los primeros tridngulos si-

/ métricos; pero los segundos tridngulos se reducen 4 un ar-

f co de circulo méximo en la direccion misma de PP. y apa-

recen log dos vértices Y € Y, reunidos en un solo punto

sobre dicho arco. HAY D0S- SOLUCIONES BXTERIORES Y UNA
INTERIOR, ' | |

Si D242, =2, los primeros tridangulos se reducen

4 un arco de circulo maximo y aparecen los dos vértices

X y X, reunidos en un solo punto;los segundos tridngu-

.| los siguen reducidos 4 un arco de circulo mdximo y los dos

vértices Y 6 Y, reunidos en un solo punto. Hay UNA So-

LUCION EXTERIOR Y OTRA INTERIOR. ;

SiD 77 >2, los primeros tridingulos no exis-
ten, puesto que un lado es mayor que la suma de los otros
dos; los segundos tridngulos siguen dando los dos vértices
\ Y é Y, reunidos en un solo punto. No HAY SOLUCION EX-

TERIOR, Y HAY UNA INTERIOR.

Ex EL 5.9 0As0, siendo D:>¢*¥i—a~{, y, por tanto, D >»—#,,
se Ve que :

SiD +7—+7, <2y, por tanto, D -7 — r, < 2, HAY
/ DOS SOLUCIONES EXTERIORES Y DOS INTERIORES.

g SL D 4+ 7, = 2. y, portanto, D~;—fr—~—ﬂ <12 HAY
UNA SOLUGIGH EXTERIOR ¥ DOS INTERIORES.
wDa4r—+r, =2 '
S1 . ) NO HAY SOLUCION EXTERIOR, Y
D=y —r, <2 :

HAY DOS INTERIORES;
el oy > S e
S1 | g0 NO HAY SOLUCION EXTERIOR, Y
Dar—rn=2) "

HAY UNA INTERIOR ;

| Ditr+r,>2) '
< Si 5 NO HAY SOLUCION EXTERIOR NI
\ D _lL"I ?‘_ Tl P,

INTERIOR.

......."-'-.
Ly
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Poligonos esféricos.

~ Se sabe que poligono esférico es la porcion de superficie es-
férica comprendida entre vdrios arcos de circulo maximo.
Diremos que un poligono esférico estd inscrito én una eir-
cunferencia menor cuando sus vértices son puntog de esta me-
- nor; los lados del poligono son enténces cuerdas esféricas de
la circunferencia menor. Diremos que un poligono esférico
estd, circunserito & una circunferencia menor cuando sus lados
son tangentes 4 esta menor. En un poligono esférico inscrito,
las circunferencias mdximas perpendiculares & los lados en
sus puntos medios concurren en los polos de la menor, puesto
que éstos equidistan de todos log vértices. En el poligono cir-
cunscrito, las circunferencias maximas bisectrices de sus dn-
gulos concurren en los polos de la circunferencia menor, pues-
to que estos equidistan de todos los lados. En uno y otro ca-
30, los polos de esas circunferencias mdximas concurrentes en
dos puntos diametralmente opuestos, estdn en la cireunferen-
cia de circulo mdximo que tiene por polos estos dos puntos de
CONCUurso.
Se sabe que las tres circunferencias méximas perpendicu-
lares en los puntos medios de los lados de un tridngulo con-
curren en dos puntos diametralmente opuestos, y que las tres
bisectrices de los dngulos de un tridngulo tambien concurren,
y, por consiguiente; que wn tridngulo esférico es siempre ns-
creplible y corcunseriptible. Es evidente que para trazar la cir-
cunferencia maxima bisectriz de un dngulo bastard hacer po-
lo en el punto medio del arco de cireulo méximo que une ios
polos de los dos lados del dngulo; y tambien que las biseetrices
de dos dngulos adyacentes suplementarios son perpendiculares

entre si; es deecir, que los polos de cada una de ellas estdn en

la otra.

Si se completan las tres circunferencias de circulo mdxi-
mo de que son partes los tres lados de un tridngulo estérico,
se forman ocho tridngulos, y hay, por consiguiente, ocho cir-
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cunferencias menores tangentes 4 las tres mdximas; las ocho
circunferencias menores son dos & dos simétricas; una de
ellas estd propiamente inscrita en el trigngulo dado, otra ests
inserita en €l trigngulo simétrico, y de las seis restantes pue-
den considerarse tres de ellas como ex-inscritas al tridngulo
que se considera, y las ofras tres como ex-inscritas 4 su simé-
trico. Asi, se ven en-la fig. 60 las cuatro circunferencias me-
nores, cuyos polos o, o, 0", 0"’ son los puntos de interseccion
de' lag circunferencias médximas bisectrices de los dngulos
A, B, C y sus suplementarios adyacentes: los puntos de la su-
perficie esférica diametralmente opuestos de o, o', 0”, o”’, son
los otros puntos.de interseccion de estas bisectrices; estdn en
el hemisferio posterior y son los otros polos de las mismas
circunferencias menores y de sus cuatro simétricas.

Si se representan por a, b, ¢ las longitudes de los tres la-
dos del tridngulo ABC, y por 2p el perfmetro (a - b + ¢), se
encuentran las distancias de los cuatro puntos de contacte
F, E, D, G, con el lado AB, 4 uno de sus vértices (A por
ejemplo), por las férmulas |

AR =P AB=p —a; AD =p —b; AG=p —¢,
que se demuestran como en Geometria plana.
TEOREMA .
Las tres mediants de un trigngulo esférico, concurren en un

punto; porque siendo M, N, Q (fig. 61) los puntos medios de
los tres lados, se ve que los radios de la esfera oM, oN, 0Q

-dividen tambien en dos partes iguales 4 las cuerdas BO, AC,

AB, y, porconsiguiente, los planos AoM, BoN, CoQ de las tres
mdximas que son medianas del tridngulo esférico ABQC, con-
tienen respectivamente 4 las medianas Am, Bn, Cq del fridn-

gulo plano y rectilineo "ABC; pero siendo estas tres tiltimas
concurrentes en un punto d, los tres planos se cortan segun el

radio odD, y las tres meﬁmnas del trmnguln esférico concur-
ren, por lo tanto, en el punto D |

)
N
£
B
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Lag tres alturas de un tridngulo esférico no concurren en
general en un punto, salvo en algunos. casos particulares, co-
mo-en el tridngulo equildtero, en que las alturas son al mismo
tiempo perpendiculares levantadas en los puntos medios de los
lados, bisectrices y medianas, ¢ en el tridngulo rectdngulo, en
que el vértice del dngulo recto es evldentemente punto de con-
curso de las alturas.

Entre los cuadrildteros esiéricos; merecen especial mencion
log que tienen sus lados opuestos igudles dos & dos.

TEOREMA.

Si un cuadrildtero esférico tiene sus lados opuestos iguales
dos & dos, sus dngulos opuestos serdm tambien iguales dos & dos i
sus diagonales se cortaran mutuamente en partesiguales. En efec-
to, sien el cuadrilatero ABCD (fig. 62) se supone

AB:—UD vy BG=—=Al);
trazando la diagonal BPD se descompone en dos tridngulos
ABD y BDC, que son iguales porque tienen sus tres lados
respectivamente iguales; por la mismarazon, la diagonal APC
descompone el cuadrildtero en dos tridngulos iguales; se ve,
pues, que los dngulos opuestos son dos & dos iguales: ademas,
dos tridngulos opuestos como APB y CPD son iguales, por-
que tienen un lado igual adyacente &4 dos dngulos respectiva-
mente igunales; por consiguiente, AP = PC y BP = PD; lue-
g0 las diagonales se cortan mituamente en partes iguales.
RECIPROCAMENTE:

%

TEOREMA.

St las diagonales de un cuadrildtero esférico se cortan mitua-
mende en,_partes iguales, sus lados opuestos serdn iguales dos i dos,
y sus dngulos opuestos tambien lo serdn. En efecto, los tridngu- .
los APB y CPD tienen un dngulo igual comprendido entre la-

.r‘-.-"~.,.f o
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dos iguales, y en el mismo caso se hallan los tridngulos BPC
y APDj; luego los lados opuestos son iguales dos & dos; de
aquf se deduce ya que sus angulos opuestos son tambien igua-
les dos 4 dos. |

Este cuadrilatero corresponde al dngulo pohedm en el
vértice de una pirdmide, cuya base plana fuera un paralel§-
gramo que tuviese el centro corréspondiendo al punto P y los
lados y diagonales correspondiendo 4 los lados y diagonales
del cuadrildtero esférico que consideramos.

Como caso particular:

TEOREMA.

St los cuatro lados de un cuadrilatero son iguales entre si, las -
diagonales (ademas de cortarse mituamente en partes iguales)
son perpendiculares entre si y son bisectrics de los dngulos del cua-
drilatero. En efecto, las diagonales son perpendiculares entre
sf, porque los puntos A y C (fig. 63) equidistan de B y D, ¢
B y D equidistan de A y C: las diagonales son bisectrices
porque son alturas de trmngulﬂs lsésceles

RECIPROCAMENTE :

TEOREMA 1.0
St las diagonales de un cuadrilatero esférico se cortan en
partes tguales y son perpmdmulwes entre st, los cuatro lados
del paralelogramo seran iquales entre si y las diagonales se-
ran bisectrices. En efecto, los puntos A y C equidistardn de B
yD,yByDde Ay C por un teorema conocido: de aqui se
deduce ya que las diagonales serdn bisectrices.

TEOREMA 2.°

St las diagonales se cortan en partes iguales y son bisectri-
ces de los dngulos opuestos del cuadrilitero, éste tendri sus UG-

tro lados iguales entre si y sus diagonales perpendiculares entre

V]
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si. Em efecto, por cortarse las diagonales en partes iguales,
log lados opuestos del cuadrildtero serdn iguales dos 4 dos, v,
como ya se vio, el dngulo ABD gerd igual 4 BDC; pero el
ABD es tambien igual por hipétesis al DBC ; luego BDC —
DBC, y en el tridngulo BDC, 4 d4ngulos iguales se oponen la-
dos iguales BO= DC; de aqui se deduce ya que las diagonales
serdn perpendiculares entre si. Este caso particular eorrespon-
de al dngulo poliedro de una pirdmide cuya base plana fuera un
rombo en condiciones andlogas 4 las dichas anteriormente
para el paralelogramo en general. El rombo esférico de que

hablamos ahora es circunsecriptible 4 una circunferencia me-

nor, puesto que el punto P equidista de sus cuatro lados.
- Como caso particular:

TEOREMA.

St un paralelogramo esférico tiene sus cuatro dngulos igua-

les entre si, las diagonales (ademas de cortarse en partes igua-
les) seran iguales entre si. En efecto, los tridngulos ABC y
" ABD (fig. 64) son iguales por tener el lado AB comun, los

lados BC y AD iguales, puesto que se supone que el enadril4-

tero es un paralelégramo, y el dngulo ABC igual al BAD

tambien por hipdtesis; se ve, pues, que APC = BPD.
Reciprocamente:

TEEEE MA.

St las diagonales de un cuadrildatero se cortan mituamente
en partes wguales y son tguales entre si, los cuatro dngulos del

cuadrilitero serdn iguales entre si. En efecto; por cortarse las

- diagonales en partes iguales, el cuadrildtero tiene sus lados

MCD 2

opuestos iguales dos 4 dos, y sus dngulos opuestos iguales dos

a dos; pero por ser iguales entre si las diagonales, los trign-

zulos APB, BPC, CPD, DPA 501 isésceles, y, por tanto,

ABP — BAP, yPBC —POB = PAD;

luego

(319
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ABP + PBC — BAP 4 PAD,
¢ bien | s

y los cuatro dngulos son iguales entle si porque se cﬂmponen
de dos partes respectivamente iguales.

Este caso particular corresponde al rectdngulo. Bl rectén-
gulo esférico de que hablamos es inscriptible en una circun-

ferencia menor, puest{} que sus cuatro vertices eqmdlstan
del punto P.

Kinalmente:
TEOREMA.

St el cuadrildtero esférico tiene sus cuatro lados iquales en-
tré sty sus cuatro dngulos iguales entre st, sus diagonales se
cortan mituamente en partes iguales, son perpendiculares entre
si 6 iguales entre si. Basta 1‘6111111‘ las demostraciones de los
teoremas anteriores.

Reciprocamente:

TEOREMA.

St las diegonales de un cuadrildtero esferico se cortan ni-
tuamente en partes iquales, son perpendiculares entre si (6 son
bisectrices de los angulos opuestos) y sown iguales entre si, el
cuadrilitero tendra todos sus lados iguales entre st y tambien
sus angulos iguales entre si. Basta reunir las demostraciones
de los reciprocos anteriores.

Este caso particular corresponde al cuadrado. El cuadra-
do esférico es inscriptible y circunscriptible.

Ny

Cuando los poligonos esféricos corresponden & dngulos
poliedros iguales, y pertenecen 4 superficies esféricas de ra-
dros diferentes R y R/, sus dngulos son iguales y sus lados
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proporcionales, y los poh’gohos se llaman semejantes; la rela-
cion de un lado cualquiera del uno & su homdélogo en el otro,
R

€s 57, ¥ 86 llama relacion de semejanza.

Se llaman puntos homélogos los puntos de una y otra su-
perficie esférica que, unidos & dos vértices homdlogos, dan
lugar 4 tridngulos semejantes y semejantemente colocados.
Hs evidente que si se hicieran coincidir los centros de las es-
feras y los dngulos poliedros correspondientes (que son igua-
les), los puntos homélogos serfan puntos de una y otra Super:-
ficie esférica situados en un mismo radio. |

TEOREMA.

La relacion de dos. arcos de circulo mdximo homélogos es
wgual & la relacion de semejonza, puesto que haciendo coin-
cidir los dngulos poliedros correspondientes & los poligonos
(como acabamos de decir), los arcos de circulo maximo cuyos
extremos son puntos homdlogos son arcos descritos desde
el centro con los radios R y R’ entre los lados de un mismo

. angulo. Dos lados homdlogos, y en general dos arcos de circu-
lo méximo homélogos, son del mismo nimero de grados.

- Dos poligonos esféricos semejantes se pueden descompo-
ner en igual miniern de tridngulos semejantes y semejante-
mente colocados, ya tomando puntos de las superficies esfé-
ricas en el interior de los poligonos, ya en los perimetros mis-
mos, ya. fuera; en las dos primeras descomposiciones los
triangulos son todos aditivos, y en la tiltima hay tridngulos
aditivos y tridngulos sustra.ctwos '

TEOREMAS.
1.°  La relacion de los perimetros de dos poligonos esféricos
/ ; A z . : R ?
semejantes, es igual & la relacion de semejanza 7 puesto que

siendo los lados proporcionales, se tiene una série de razones
1guales de la cual se deduce la relacion de los perimetros.
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2.9  La relacion de las dreas de dos poligonos esféricos se-

mejamtes, es igual al cuadrado de la relacion de semejanza

]f:, . porque siendo sus dngulos l'espectwamente iguales, los

numeros de medida d,e las dreas son los mismos, y, por tanto,
1a relacion de las dreas de los polfoonos es ighal 4 la relacion
de las unidades, que son los tridngulos esféricos trirectdngulos
en una y etra esfera: pero siendo cada uno de éstos la octava
parte de la superficie esférica 4 que pertenece, la relacion es,

en definifiva, la misma que la de las dos superficies esférlcas
R |
que es .

3.2 La relacion de los volitmenes de dos pirdamides esfericas
semejantes, es el cubo de la relacion de semejanza, porque
cada uno de ellos tiene por expresion el producto del drea del
policono esférico que le sirve de base por el tercio del radio;
luego su relacion serd el producto del cuadrado de la relacion
de semejanza por esta misma relacion; es decir, el cubo de la

relacion de semejanza.

Lilamaremos #ngulo poliedro regular al que tiene todas
qus caras iguales entre si, y tambien sus diedros iguales entre
si. Un dngulo poliedro regular es forzosamente convexo, por-
que si tuviera diedros entrantes y salientes no serian todos
iguales entre si.

Se llama poligono esférico regular el que tiene todos sus
lados iguales entre si y tambien todos sus dngulos iguales en-
tre si. A todo dngulo poliedro regular cuyo vértice esté en el
centro de la esfera, corresponde un poligono esférico regular,
y viceversa. Todo poligono esférico regular es, pues, con-

. VeX0. :
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TEOREMA.

Ll angulo poliedro en el vértice de una pirdamide reqular, es

- un dngulo poliedro regular.

)

En efecto , *siendo regular la pirdmide, sus arvistas latera-
les son iguales, como oblicuas cuyos piés equidistan del pié de
la altura, y, por consiguiente, log tridngulos que sirven de
caras laterales 4 la pirdmide son todos iguales entre sf; de
lo cual se deduce que las caras del dngulo poliedro son igua-
les entre sf. Lios dngulos triedros formados en los vértices de
la base son iguales, por tener sus tres caras respectivamente
iguales; por consiguiente, sus diedros lo son; asi pues, los die-
dros de los dngulos poliedros que se consideran son tambien
iguales entre si. Sy g s

- Reciprocamente: '

TEOREMA.

Si sobre las aristas de un dangulo poliedro regular se toman
distamcias iguales, se forma una pirdmide regular.

In etecto, los puntos asi obtenidos estdn en un mismo
plano; porque siendo iguales los tridngulos laterales isdsceles,
se ve que en los extremos de las aristas se forman dngulos
triedros que son iguales, por tener un diedro igual com-
prendido entre dos caras iguales; luego los planos BCD y
ABC (fig. 65), que pasan por la recta BC y forman el mismo
diedro con el plano ¢BC, tienen que coincidir: lo mismo se
dirfa de los demas vértices. Este poligono, base de la, pirami-
de, es, pues, regular, porque tiene sus lados ignales y tambien
sus dngulos iguales. Finalmente, la altura de la pirdmide
caerd en un punto equidistante de los vértices A, B, C, .. .;
es decir, en el centro de la circunferencia circunscrita & este
poligono, puesto que las aristas son oblicuas iguales por cons-
truceion. %

De lo dicho se deduce que:

N
D
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TEOREMA .

Su se divide una circunferencia menor de una mp&rﬁm es-
ferica en 1 partes iguales, 1y se unen dos G dos consecutivamen-
% te los pumtos de dwision por arcos de circulo mdximo, se for-
ma un poligono esférico regular, puesto que la pirdmide que
tenga por vértice el centro de la esfera, y por base el poligo-
no plano (regular) inserito en la circunferencia menor, es re-
oular, y lo es, por tanto, el angulo poliedro en su vértice;
luego el poligono esféu{,,o corespondiente es 1*egular

TEOREM A.

St se trazan los avcos de circulo mdximo langentes' en los
pumtos de division, el poligono esférico que se forma es lam-
bien regular, puesto que su dngulo poliedro correspondiente
es el dngulo en el vértice de la pirdmide regular, cuya base
es el poligono plano regular de » lados circunscrito 4 la cir-
- cunferencia menor; los lados de este poligono plano son,
como se ve, las tangentes rectilineas comunes al menor y 4
cada uno de los lados del poligono esférico; y asi como el po-
ligono plano es la, base de una pirdmide ordinaria regular
de » caras, asi el poligono esférico es la base de una pll‘ﬂ.l’lll-»
de esférica regular de » caras. |

-~ En una palabra: si se considera una cénica de revolucion
y dos angulos poliedros regulares de n caras, uno inscrito
en ella y otro que esté circunscrito, al cortar por una superfi-
cie esférica cuyo centro sea el vértice comun la ¢énica da una
circunferencia menor, y los dngulos poliedros dan poligonos
estéricos regulares-de s lados, uno insecrito y otro circunscrito
a la eircunferencia menor; los lados del primero son cuerdas
esféricas de la circunferencia menor, y los lados del segundo
son tangentes 4 ésta. Se forman, pues, dos pirdmides esféricas,

| una inscrita en el sector esférico, y otra circunscrita 4 él.

T Recfprocamente
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TEOREMA.

Todo poligono esférico regwlar es anscriptible y coreunscrip-
tible. |
En efecto, al poligono esférico regular corresponde, como

ya hemos demostrado, -un dngulo poliedro regular; y siendo

iguales 4 R las longitudes de sus aristas laterales, al unir los

_ Vértices del poligono dado por rectas se tieme un poligono

plano regular. Ahora bien, el plano de este poligono corta & la
superficie esférica segun una circunferencia menor que pasa
por todos los vértices; luego el poligono esférico dado estd ins-
crito en ella; y siendo ya sus lados cuerdas esféricas iguales de
una menor; equidistan de su polo; Inego si con un radio esfé-
rico igual & esta distancia se describe una circunferencia me-
nor, se tendrd el poligono circunserito 4 esta circunfereneia,
puesto que sus lados le serdn tangentes.

Se ve que las dos circunferencias menores inscrita y cir-
cunscrita 4 un poligono esférico regular tienen los polos co-
munes. Llamaremos radio del poligono regular al radio esfé-
rico de la circunferencia circunserita; apofeme del poligono
regularal radio esférico de la: inscrita, y dngulo en el polo el
angulo de dos radios consecutivos 6 de dos apotemas conseet-

, . AN
tivas, cuyo valor es constante é igual & (;) Trazando las

tangentes en los vértices de un poligono esférico inserito, 6 en
los puntos medios de los arcos subtendidos por sus lados, se
obtiene el esférico regular ecircunserito del mismo niimero de
lados; cuando se hace Ja segunda construccion, los vértices de
los dos poligonos ‘estédn dos 4 dos en arcos de cirenlo médximo
que pasan por el polo, y son las bisectrices de los dngulos for-
mados por dos apotemas consecutivas.

En una misma esfera 6 en esferas iguales, dos poligonos
regulares del mismo nimero de lados son iguales cuando lo
son Jlas ecircunferencias menores circunscritas ¢ inscritas, 6
bien cuando lo son los angulos poliedros correspondientes; los
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poligonos regulares que corresponden & dngulos poliedros
iguales, son semejantes cuando pertenecen & esferas de dife-

~ rente radio, y su relacion de semejanza, que es (como se sabe)

la relacion de los radios de las esferas, es igual 4 la relacion

de sus radios esféricos 6 de sus apotemas esféricas, 6 en gene-

MCD

ral, de sus lineas homélogas.
i dividida una eircunferencia menor en m pa,rtes iguales
se unen los puntos de division de p en p por arcos de circulo
miximo, se forma un policono esférico regular de m ludos
de la especie P Si este nimero es primo con s, porque serd
preciso dar p vuneltas para cerrarlo y se habrdn trazado m
cuerdas. A esta clase de poligonos esféricos regulares de es-
pecie superior corresponden dngulos poliedros regulares de
especie superior, cuyo vértice es el centro de la esfera y que
perteneee 4 una pirdmide regular, cuya base es el poligono
plano regular de m lados y de la especie p, inserito en la eir-
cunferencia menor. Todo cuanto se dice en Geometria plana
de las vdrias especies de poligonos regulares, es aplicable 4 los
esféricos. |
Hs facil hacer la inseripeion en una mrcuuferencm menor
de los poligonos esféricos regulares de 3, 4, 5,... lados.
Cuadrado.—Basta trazar por el polo P de la circunferencia
menor dos didmetros esféricos perpendiculares entre si, para
lo cual se hace polo en dos puntos que disten un cuadrante

sobre la maxima C descrita desde P: se tendrd asf dividida la
circunferencia menor en cuatro partes iguales, y se inscribird

el cuadrado esférico. Lios angulns de este cuadrado esférico no

S0n I‘EGtGS

Exdgono.—FPara- dividir la circunferencia .menor en seis -
partes iguales, se empieza, como dntes, por describir, desde P

como-’polo, la circunferencia mdxima C y dividir ésta en seis .

partes iguales llevando el radio R; si se hace polo en fres
puntos consecutivos de estos seis y se trazan tres circunte-
rencias maximas, éstas dividirdn 4 la menor en seis partes

iocuales. Es-evidente que los otros tres puntos consecutivos de

la circunferencia C serfan polos de las mismas circunferencias

M
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maximas ya descritas. El lado del exdgono esférico regular
es menor que el radio esférico de la menor circunserita, por-
que la cuerda rectilinea del lado, que es el lado del exdgono
plano regular (y, por tanto, igual al radio rectilineo del me-
nor) es menor que la dlstdncla. polar.

Trigangulo.—Unlendo de dos en dos los puntos de division
de la circunferencia menor en seis partes iguales, se tendrd el
tridngulo equildtero ¢ regular; pero en éste la apotema no es,
como en Geometria plana, la mitad del radio.

- Decigonos.—Se empieza siempre por describir desde P
como polo la circunferencia maxima C, cuyo radio es el mis-
mo de la esfera (hay que determinarlo préviamente cuando se
trata de hacer construcciones sobre la superficie esférica): ha-
ciendo en un papel la division de esta circunferencia en diez
partes iguales, y trasladando éstas 4 la superficie estérica por
medio de sus cuerdas rectilineas, bastard, trazar las circunfe-
rencias de circulo mdximo que bajan desde el polo P 4 esos
diez puntos de division, y ellas dividirdn & la menor dada en
diez partes iguales. Kl decigono de 1.2 especie se obtendra

uniendo los puntos de division de uno en uno por cuerdas es-

féricas, y el de 3.2 especie uniéndolos de fres en tres.
Pentagonos.—Uniendo los mismos puntos de division en
diez partes iguales de dos en dos, se obtendra el pentdgono de
1.2 especie, y uniéndolos de cuatro en cuatro se obtendrd el
‘pentagono de 2.2 especie. | - '

Pentedecigonos—Dividiendo la circunferencia menor dada

en 15 partes iguales por el procedimiento dntes indicado, se
tendran los pentedecdgonos de 1.2, de 2.2, de 4.2 6 de 7.2 es-
pecie si se unen los puntos de division de uno en uno, de dos
en dos, de cuatro en cuatro, ¢ de siete en siete.

Lo mismo se procederfa para todos los géneros y especies de
~ poligonos esféricos regulares. Eu cualquiera de ellos quedard
~determinado el lado (arco de circulo maximo) por medio de su
cuerda rectilinea en la circunferencia maxima; esta cuerda rec-
tilinea es & su vez el lado del poligono plano del mismo génere
y de la nvisma especie inscrito en la circunferencia menor da-

=
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da. (*) Se dirfa lo mismo para los icosdgonos regulares ¢ para
los poligonos regulares euyos géneros fueran 30, 60, etc., ete.
Las construcciones gréficas para tener el poligono esférico
regular inscrito 6 circunscrito de doble, matad 6, igual niimero

de lados que otro poligono inserito 6 circunsecrito dado, son lag
mismas de Greomeftria plana.

NOTA 29 (de la pag. 474).

Funddndose en la propiedad de Geometria plana de que
los segmentos de dos rectas A'B’ y CD, la primera paralela y
la segunda antiparalela § AB (fig. 66) comprendidos entre
dos paralelas AA’ y BB’ son ignales entre si (*¥), se ve ficil-
mente que en el cilindro oblicno de base circular las seccio-
nes antiparalelas & la base y las paralelas & ésta son circunfe- .
rencias iguales éntre si, puesto que tienen igual difimetro.
Se demuestra (como para el cono circular oblicuo) que dos
secclones, una paralela 4 la base, y otra antiparalela 4 la base
de un cilindro oblicuo de base circular, estdn siempre situa-
das en una misma esfera. Pero se ve ademas, como acabamos
de decir, que son circulos iguales en dicha esfera.

I

*) Si esta circunferencia menor esta dada por su radio esf¢rico, es

ficil determinar en un papel su diametro rectilineo como cuerda que
subtiende a su diametro esférico en una circunferencia m.’axlm'].

(**) Esta propiedad se demuestra con sélo notar que los triangulos
PA’C y PB'D son isdsceles; y esto es evidente, porque

‘angulo A’ = angulo A = angulo D = angulo C,
¢ ignalmente
angulo B’ = angzule D;
por consiguiente,
PA? = PC y PB’ = PD; :
de donde
AR = CD:

MCD 2019



110

E inversamente: Que por dos circulos iguales situados en
una esfera se puede siempre hacer pasar un cilindro oblicuo
ademas de las dos hojas de un cono oblicuo.

Los circulos iguales que consideramos serdn mdximos en
la esfera cuando la interseccion de sus planos sea un didme-

tro comun. -

NOTA 30 (de la pag. 490). :
Poliedros regula,reé canjuga,dés.

La esfera inscrita en un poliedro regular P estd eircuns-
crita 4 su conjugado enferior P,, porque los centros de las
caras del primero, que son los puntos de contacto ‘con la su-
perficie esférica, son al mismo tiempo los vértices del segun-
do; por consiguiente, las apotemas del poliedro son los radios
de su conjugado P,. E inversamente: la esfera circunscrita al
primer poliedro P estd inscrita en su conjugado exterior P’,

porque los vértices del primero, por los’ cuales pasa la super-

-.1 .f’ f-w.

B

ficie esférica, son al mismo tiempo los centros de las caras de
este otro conjugado, y estas caras son planos perpendiculares
4 los radios respectivos; por consiguiente, los radios del po-
liedro P son las apotemas de su conjugado P'.

Si' representamos por Ry » el radio y la apotema del
primer poliedro P; por R, y r, el radio y la apotema de su
conjugado P,, y por R" y # el radio y la apotema de su conju-
gado P’, se ve que las tres apotemas

'?'1, r, ?_r,
y los tres radios |
R[: R: Rr!

no corresponden mds que & cuatro esiéras concentricas (cuyo
centro comun es el centro comun de los tres poliedros P,, P, P’),

E-‘ ;M'l_.‘ i &
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de las cuales la de radio r estd inscrita en el poliedro interior
Py, la de radio R estd circunserita al exterior P, y las dos
intermedias de radios

?'”_*Riwai"

.estau la primera circunserita al poliedro P, é inscrita 4 P y

la segunda circunserita 4 este P 6 inscrita en P'.
En vista de esto, se puede afirmar que 4 la série infinita
(creciente 6 decreciente, segun se mire) de poliedros regulares

.P, P, P, P, P, P, PP P,

deducidos uno de otro segun la ley de conjugacion (directa 6
inversa) corresponde una série infinita (creciente ¢ decrecien-
te) de esferas inscritas y circunseritas 4 dichos poliedros re-
gulares. Los radios de esta série de esferas son

A I Sy s e e S G

0 del e H I

R, R, R, Ry, R, R, R, R”, R,

Esta série de radios es una progresion geométrica. En efec-
to, se sabe que en dos poliedros conjugados P, y P, la relacion
del radio 4 la apotema es la misma; es decir, que

R oR
B
0 bien |
S L, qué es lo mismo que B ol ,
7y ¥ R R,

lo cual prueba que la relacion de un radio (6 apotema) al que
le precede es constante.

Slendo una progresion geométrica, se ve que cada radio »
es medio propoircional entre el precedente r, y el siguiente #’;
lo cual se podria hacer ver mds directamente observando que
una apotema # es cateto de un tridngulo rectdngulo que tiene

)
&)
N
—

lrA
O
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por hipotenusa el radio R, y en.',el cual la proyeccion de » so-
bre R es la apotema precedente 7»,.

En la série de poliedros regulares

PP P, P.P P, PP P

dos términos consecutivos son conjugados, y dos tbrminos alterﬂas
son semejantes; de manera que las dos séries

P P, P P Pw. -

P PLPL P A

son séries de poliedros semejantes.
La relacion de semejanza es constante y la misma para wne
Y olra série. ) |
En efecto, tomando la relacion de las apotemas de los dos
poliedros semejantes que se comparen, se ve que

rrr

Py Pres 7

~

| PH’ 5,. P % L
la relacion de semejanza entre ?:
> Ply P ¥y

7

([
i

P}’PE:}

Basta poner 4la la vista la progresion geométrica

o Ll R NS,
--r*,raw?‘ﬂj‘i'j?,‘}jrj? b BLELE

para que resalte la gérie de relaciones iguales

y' 2! | 2 7
7 7 7

l .

cuyo valor constante es el cuadrado de la razon de la progre-
ston de radios; porque, en efecto, si se lama K esta razon, se

MCD 2019,
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2

ve Inmediatamente que una cualquiera = de las relaciones

de semejanza es
-T
r o i >
r r K 5
e = K%
2 75 1
S AN 1 G

De aquf se deduce ficilmente que las dos séries de ntime-
ros de medida de las superficies de los poliedros semejantes
SR A Y S R
...Sg, S“ S S
asi como tambien las dos séries de nume1 os de IIIBdIdEL de sus
voliimenes

' S i e b T 400
'lll..-Vi: Vi}-‘,-,-" jVIvjllﬂl
S el U Ve Vflrr:_” .
SON Progresiones Geométricas, cuyas razones son respectivumenle

K* y K®. En efecto: se tiene por comparacmn de las superfi-
cies de pﬂhedrns semejantes |

._l q (-y ) Kﬂ)a*—*]ﬁzqm (r ) T Kﬂ)u_ﬁa?
v )—<KE>“_K*5 — (& 'y )

y por comparacion de los voliumenes,

MCD 2019
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S1imagindramos inscritos en la esfera de radio R el polie-
dro regular P y otro Q semejante 4 los conjugadosde P(¥), es
evidente que la apotema 2z de Q serd la misma que la apote-
ma » de P; es decir, que el poliedro Q estard circunscrito 4 la
misma esfera que P, puesto que las relaciones de radio & apo-
tema : |

R R
% T r

son las mismas para los dos poliedros. E inversamente: si hi-
ciéramos que () estuviera circunsecrito 4 la misma esfera que
P, quedarfa inscrito en la misma esfera que éste.

Ahora bien, si & partir del poliedro Q formdramos (en o6r-
den creeciente y en érden decreciente) la série de poliedros

ey Q:’H Q3= QEF Ql! Q! Qvfa er, QHI} Qw: b :r.

se ve desde luego que las dos séries distintas

L Py PP, B P B RUPY P |
o4 Q--i: Q:j'x Q‘;: Ql-w Q: er Q.”:l Q'”r: Q-Iv:‘ ,

se corresponderian de tal suerte que un término cualquiera de

la, primera série y su correspondiente en la segunda apare-

‘cerfan inscritos en una misma esfera y circunseritos & otra,

por lo cual habria una sola y lunica série de esferas, cuyos
radios son

SR i <o R A iy o A
Wy Py Vo Py T, 00, 15 F Ko £ BT
Lios poliedros | |
: ' o e |
Taras P!u QE!.P-E! QL}P: Qr‘l P 3 Q ) Pl‘?} n ey

son semejantes entre si: tambien son semejantes entre si 108
poliedros | SR, | |

Sh Q}’ P Qﬂ’_P” QP Q0 P”’,-,j .

(*) Si ademas lo colociramos semejantemente, los radios de Q y de
fodos los conjugados estarian en las mismas lineas rectas.

+

&
A P R
MCD 2019
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La relacion de semejanza entre dos consecutivos de los

primeros ¢ de los segundos, es ahora la razon K de la progre-
sion de radios, puesto que

Q yP es-%_

la relacion de semejanza entre :
PyQ, es -

1

,-

y la relacion de semejanzaentre { | :
el \ Q¥ By 85*;:

por consigniente , las progresiones geomeétricas de sus super-
ficies y de sus volimenes tienen por razon respectivamente
K* y K?; estas progresiones no son otra cosa que las que se
obtienen interpolando un término entre cada dos consecufivos

de las progresiones de superficies y Vﬂlumenes que conmderaa
mos antes.

NOTA 31 (dela pig. 493).

La determinacion geométrica de los radios » y R de las
esferas inscrita y circunscrita 4 un poliedro regular;:puede
hacerse tambien del siguiente modo:

Sea ABCD (/g. 67) uno cualquiera de sus dngulos po-
liedros; AB = @ la arista; oA =R el radio de la esfera cir-
cunscrita; o'C = R/ el radio del poligono BCD que se obtiene
uniendo los extremos de las aristas que concurren en el veér-
tice A : este poligono (trigngulo, cuadrilitero ¢ pentdgono, se-
gun que el dngulo A sea triedro, tetraedro ¢ pentaedrp) es re
cular y su plano es pemendmul&r al radio oA de la esfera.
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Badio de le esfera circunserita.— Considerando el didmetro
AA’ de la esfera, y uniendo C con A’ se tiene

| = 2R.Ao’ = 2R.\/a®*—R?;
de donde

e a?
24/a*—R?

Para aplicar esta formula 4 los cinco poliedros regulares,
habrd de calcularse préviamente el valor de R’, lo cual es
tacil si se determina, como diagonal de una cara, el lado BC
del poligono regular BCD. |

Radio de 'la esfera inscrita.—Si Om = r es el radio de la
esfera inscrita, y mA =+’ es el radio de la cara del poliedro,

-se tiene en el tridngulo omA

’I\“:.‘/ Rﬂ —_ '.""rg.

Para aplicar esta segunda férmula, habrdn de calcularse pré-

s

Hagamos aplicacion & los cinco poliedros regulares.

TrrrRAEDRO: El lado BC es en este caso igﬁa.l d la aris-
ta a, y el radio

ot | @i '{m\/ﬁ"

El radio mA—a es tambien en este caso lgua.l 4 ‘—/_f},: _

1or consiguiente,‘la, segunda f{irnitlla da

2019
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guiente, la segunda formula da

117

s/ B L By e eV(E.
12

2487

Exanpro : El lado BC es en este caso \/ 2 y el radio

i g 0V 2
V3

por consiguiente, la primera férmula. da
% s _aVys
' 2 9%
2\/ a’ 23 | |

3 .

‘ |
: : 4/
El radio mA =7’ es en este caso igual 4 — _,_, por consi-

\/ 2

. \/31'12 g% oia
e - Dt

Octarpro: El ld.do BC es en este caso ln'tml a arista «, |
y el radio

: | ERTEE Y
0C =R = .

Ve

por.consiguiente, la primera férmula da

w

a e 1/
\/_-cﬁ_ E;: .:2

1 radio mA =7 es en este caso Wua,l

a
Vi ; POr consi-

gtuente l& segunda formula da

| \/Qﬂﬂ m?__ 2@2 aVb
[ e 4 = .

12

209!
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DopecAEDRO : Para determinar en este caso el lado BC,
conviene hacer uso de Ia férmula (1’) dada en la NOTA 17,
que es aqul

Sna \/4?’2% a*
BC = o :

pero el valor del radm 7' del pentagono se sa,f'a,l.‘:i de la
- ecuacion -

6= \/10—2»/5=
de la cual se deduce
S 20 _2&\/5 +f*5"'_a \/*J—i—;/fr
10 -2viB - BN 10

sustituyendo este valor en el de BC, se'tiene

Ya se ve que

DFGZRI--_.-H- Bg—mﬂ:. 6+2‘/5 ;
\/ 3 2 AT

por consiguiente, la primera férmula da

S R R A a(\/—+vm) .

%\/ﬂﬂ aHﬁ—l—E\/j Ve—ay/B VB=A .

Ya hemos visto cudl es el valm del radie mA-—r, por
conguiente, la segunda formula da |

D2

b,
-
(o)



’ e = et . L e e el el
LB, / a*(18+by/ ‘:.',,) (> 5;’:.{_5/511 o 5&4-’22_””5 i m\/ﬂﬁ-}-—.lhf 5
\ 16 O \/ SR T

Icosampro: El lado BC es en este caso igual 4 la arista a
y el radio o'C = R’ es ¢l de un pentdgono ;" se saca de la re-

lacion
; | e 4—=—R2+ V 10.%-'2;\_«% 5, :
de donde | |

por consiguiente, la primera férmula da

n ar: b 15 P o a bt koG \/ b=v/8,
3 2 e CET T, o, (e
| Q\/ﬂ,'—’ .52(5"}“\/;) 3 \/5_‘/5 | ._

El radio mA =" es en este caso Igual & por . consi-

t/3’

oniente, la segunda férmula da

: ___\/ A6+ D) “a® . V11 3V5

pero se tiene

,.,—I—?_}* L %—l—f VB35 ]
fr
Vo

Vita/s « V 14485 45“\/

y, por tanto,

LAl R

(*} Debemos el metudn expuesto en esta Nota al distinguido profesor
D. Jose Garin, ex- prnfeanr de la Acadetnia de Ingenieros mlhtams
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NOTA 32 (de la pag. 501).

!

Poliedros de especie superior.

Veamos la férmula de Eulel generalizada para los pohe-
dros de especie superior. =~

Adoptando las mismas notaciones del Tratado de NMM. Rou-
ché y Comberousse, se sabe que el drea a del pﬂligono esféri-
co de especie super ior (%) carraspﬂndlente 4 una_cara del po-
liedro es

==

Si las diversas caras del poliedro son poligonos de géne-
ros y especies distintos, las dreas de todos los poligonos es-
féricos correspondientes & todas lag caras del poliedro ten-
drdn las expresiones: |

- ==8 "l"“i;.n -"--2‘?'?.-
a =38 + 4o — 20
”28’1_}_ 4:(PII'*""'T' 2%.")’ .

gue, sumadas, conducen 4 la formula
SE=(s4+8'4s8"4+.)+4(o+ ¢ ¢ +..)—2 m4n'"4-n"4. ).

Ahora bien, la suma (s~ s"+s” ...) de los dngulos esfé-

ricos de todos los poligonos equwale 4 la suma 'de los que

(*) Tomada esla area esférica en el sentido que dijimos en la No=

“ta 13, pag. 3‘:* al hablar del area plana de un poligono regular de es-

pecie superior,

018
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-
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hay en los vértices; pero si los angulos poliédricos son de las
especies.s, o/, o,..., 1as sumas de los dngulos esféricos en esos
diversos vértices son

'4:.G, ’-Ei:-i!, 4:.5”}. o ;
por tanto,

Se ve, pues, que la féormula anterior debe escribirse del
modo siguiente : |

i ]

8B —45s 4y, —4A,

que, simplificada, es la formula general de Euler

Como caso particular de ella, puede ‘considerarse la for-
mula,

A"f—gﬂ“"“ﬂ?.F"’—nS

para los poliedros requlares de especie superior. Se deduce de
la general con s6lo notar que, por ser el poliedro regular, las
especlies '

de las caras son iguales entre si, por cuya razon su Suma equi-
vale al producto del nimero «» que indique la especie de una
cnalquiera de lag caras por el nimero F de ellas; y que, asi-
mismo, las especies '

R T N AP

(*) Hemos repetido aqui la demostracion que hay em el Tratado de
/ MM. Rouché y Comberousse, porque creemos equivocada la formula

, A + 28 =2 (0.F)+ X (a.8)

~que se da en el original francés,

MCD 2019
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de los dngulos poliédricos son iguales entre si, y, por tanto, su
suma equivale al producto del nimero s que indiqus la especie
de un dngulo poliédrico por el numero de e]lﬂs es decir, por el
numero S de vértices.

En el caso particular de ser el pc}hedm CONYVEXO u ordina-
rio, los nimeros K, o, - son iguales 4 la unidad , y la formula
general de Euler se convierte en la formula muy conocida

R

MCD 2019
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