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INDICE.

Nociones generales concernientes á la extension. Pág. l
i. El espacio que los cuerpos ocupan tiene tres 

dimensiones, longitud, latitudo anchura i^ frojun^ 
dida^ f grueso ó altura.

Los límites de los cuerpos son superficies, que so
lo constan de dos dimensiones, cuales son longitud/ 
latitud.

Los límites de las superficies ó sus mútuos encuen
tros son líneas, las cuales no tienen mas de una sola 

• dimension que llamamos longitud.
Los límites de las líneas ó sus recíprocos encuen

tros son /juntos que no tienen dimension alguna...... 13
2. La línea recta es el camino mas corto por don

de se puede pasar de un punto á otro.
La posfCfOTi déruna Unen fSClíT se liana determina- 

da por dos puntos, y no es posible prolongaría á ma
yor distancia sino de un solo modo.

El plano es una superficie á la cual se puede apli
car una línea recta en todos sentidos.

PRIMERA PARTE.

SECCION PRIMERA.

De las fro/^iedades de las lineas rectas / cir^ 
culares.

Definiciones y nociones generales..... ...................... 15
En los Elementos de Geometría no se consideran 

mas de dos especies de líneas, á saber: la línea rec- 
ííí, y la línea circular ^ cuyos puntos hallándose to
dos situados en un mismo plano, distan igualmente 
de otro punto tomado en el mismo plano, y llama
do centro.

Las rectas que miden la distancia de cualquiera
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punto de la circunferencia á su centro, se Haman 
radios del círculo: una parte cualquiera de la cir
cunferencia se llama arco: por círculo entendemos 
la porción de plano terminada por todas partes por 
la línea circular.

A fin de determinar todos los puntos que se ha
llan á una distancia dada de un punto dado, debe
mos describir desde este ultimo como centro, y con 
un radio igual á la distancia dada, una circunferen
cia de círculo................................................................. i6

4. Medir la distancia de dos puntos ó la longitud 
de una recta, es investigar cuántas veces en esta rec
ta está contenida otra recta adoptada por unidad.

£n general, medir una recta con otra es investi
gar la relación que tengan estas dos líneas entre sí, y 
averiguar si hay alguna otra línea mas pequeña que 
se halle contenida un exacto número de xççt^s en am
bas, y que por consiguiente sea la medida común de 
ellas................................................................................. id,

5. Problema. Siendo dadas dos rectas, determi
nar su común medida, ó cuando menos la próxima 
relación de la una á la otra......................................... id,

6. Una recta no puede encontrarse con otra mas 
que en un solo punto............................  18

7. El espacio indefinido, comprendido entre dos 
rectas que se coitan en un punto, y que podemos 
imaginar prolongadas cuanto queramos, se llama 
ángulo.

£1 punto en que se encuentran las líneas ó lados 
que forman el ángulo, se llama 'véríice,

8. Dos ángulos son entre sí iguales, siempre que 
colocados el uno sobre el otro se cubren perfecta
mente.

Para que se verifique la igualdad de dos ángulos, 
no es necesario que los dos lados del uno tengan exac
tamente la misma longitud que los del otroj basta
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V
para ello que se cubran el uno al otro en la parte 
que les sea coman.... ..............................................   l8

9. La porción respectiva de dos rectas depende 
del ángulo que entre si forman.

Una línea es perpendicular sobre otra, siempre 
que forma con esta otra dos ángulos iguales.

La perpendicular no se inclina mas hacia un lado 
que hacia otro de la recta á la cual encuentra.

Los ángulos que estas rectas forman se llaman án
gulos rectos.

Todo ángulo menor que uno recto se llama án
gulo a^u¿io.

Todo ángulo mayor que uno recto se llama dn^ 
^ulo obtuso.

Todos los ángulos rectos son entre sí iguales... 19 
10, La suma de todos los ángulos que se pueden 

formar" dé' ti'ñ'ñíísmo lado de lina récta , ^ toífl^fido 
por vértice á uno cualquiera de sus puntos, equiva
le en todos casos á dos ángulos rectos, sea cual fue
re el número de los ángulos propuestos.................... 20

11. Siempre que una recta cae sobre otra, for
ma con esta otra dos ángulos, que reunidos equiva
len á dos rectos.

Dos rectas que entre sí se encuentran, forman al 
rededor de su mútuo punto de encuentro cuatro án
gulos, de los cuales dos á dos son ojjuestos j)or el 
vertice....................................................  ¡d,

12. Teorema, Los ángulos opuestos por el vérti
ce, son entre sí iguales.....................................   id.

13. Corolario. Dos perpendiculares forman entre 
sí cuatro ángulos rectos.

La suma de todos los ángulos que se pueden for
mar al rededor de un punto, no vale nunca mas que 
cuatro rectos................................................................... 21

14. No es posible encerrar espacio alguno por un nú
mero de rectas menor que tres, y este espacio se 11a-
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mà íriángulo....................     21
15. La suma de dos lados de un triángulo es ma

yor que el tercero.
Si en el interior de un triángulo tomamos un pun

to cualquiera, y desde este punto tiramos rectas á 
dos de los ángulos del triángulo, la suma de estas 
rectas será menor que la de los dos lados del trián
gulo que las envuelven.

Seis cosas pueden distinguirse en un triángulo; á 
saber, tres ángulos y tres lados.

Existen entre estas seis cosas relaciones necesarias. 22 
16. Teorema. Siempre que dos lados de un tri

ángulo sean respectivamente iguales á otros dos de 
otro triángulo, y que el ángulo comprendido por los 
primeros sea igual al formado por los segundos, ha
brán de ser iguales en todas sus demás partes  23

17. Un triángulo se halla enteramente determi
nado con solo que se conozca uno de sus ángulos, y 
los dos lados que lo comprenden................................ ¿^

18. Teorema. Siempre que dos triángulos tengan 
un lado del uno igual á otro del otro, y que sean 
respectivamente iguales los dos ángulos adyacentes 
en ambos, habrán de ser perfectamente iguales los 
triángulos........................................................................ i¿,

19. Si dos lados de un triángulo fueren respecti
vamente iguales á otros dos de otro triángulo, y que 
el ángulo comprendido entre los primeros sea menor 
que el comprendido entre los dos últimos, el lado 
opuesto al mayor de estos dos ángulos deberá ser 
mayor que el opuesto al otro....................................... 25

20. Corolario. Dos triángulos cuyos tres lados 
son respectivamente iguales cada uno á su corres
pondiente, son iguales en todas sus partes................ 26

21. Dados que nos sean con separación los tres 
lados de un triángulo, describirlo........ ..................... 27

22. Observaciones, Para que se pueda formar un
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triángulo con tres líneas, dadas, es indispensable que 
'la suma de cualesquiera dos de ellas sea mayor que 
la tercera  27

23. Problema. En un punto dado, tomado en 
una recta dada, construir un ángulo igual á otro 
dado  28

24. Dado que nos sea un triángulo, construir otro 
que le sea igual, empleando en la construcción de 
este último uno de los ángulos del primero, y los dos 
lados que lo comprenden............................................. 29

25, Dado que nos sea un triángulo, construir 
otro que le sea igual, empleando en la construcción 
de este último un lado del primero y los dos ángu
los adyacentes................................................................ 20

De las líneas fer/endieulares )' âe las obh'euas....... id.

26. Teorema. Las líneas que parten de un mismo 
punto cualquiera de la perpendicular, y que se apar
tan igualmente de su pie, son iguales; y las que mas 
distan son mas largas..................................................... ¡d

27. i.® Corolario. Dos oblicuas iguales caen ne
cesariamente á diferentes lados de la perpendicular, 
yá igual distancia de su pie...................................... 21

28. 2.® Corolario. La perpendicular es la línea 
mas corta de cuantas pueden tirarse de un punto á 
una recta dada, cuando caiga en el _medio de esta 
recta, tiene todos sus puntos igualmente distantes 
de Ias dos extremidades, de las cuales distan desigual- : 
mente todos los puntos tomados fuera de la perpen
dicular. De un punto á una recta no es posible tirar 
tres rectas iguales.......................................................... 2a

29. Problema. Tirar sobre una línea dada una 
perpendicular que la divida en dos partes iguales... id»

30. Problema. Por un punto dado en una recta 
levantar una perpendicular á esta recta............ . ...... 33
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3 r. Problema. Por un punto tornado -fuera de 

una recta, bajar una perpendicular sobre ella..........
32. Teorema. De un punto tomado fuera de 

una recta, no puede bajarse sobre ella mas de una 
sola perpendicular. Lo mismo se verifica aun cuan
do se tome el punto sobre la misma línea.................

33. i? Corolario. Dos rectas perpendiculares á 
una tercera no se encuentran jamas, por mas prolon
gadas que las supongajnos, ya sea hacia la parte de 
arriba, ó hácia la de abajo de esta última................

34

id.

34. 2? Corolario. Dos triángulos, cada uno de 
los cuales tenga un ángulo recto, son iguales: 
i.® siempre que ademas sean iguales los lados res
pectivamente opuestos á los ángulos rectos, y algu
no de los otros ángulos sea igual á su correspondien
te: 2.® Cuando ademas de tener iguales los lados 
opuestos á los ángulos rectos, tiene también cada 
uno de ellos uno de los lados igual á otro de
los otros ..............

35. Observaciones. El segundo caso de igualdad 
de que acabamos de hacer mención, relativo á los 
triángulos que tengan un ángulo recto, no conviene 
generalmente á todos los demas.................................

36. Teorema. Cuando dos lados de un triángulo 
sean entre sí iguales, los ángulos opuestos á estos.la
dos lo serán tambien; y cuando sean desiguales el 
mayor de ellos se hallará opuesto al mayor ángulo.

37. Corolario. Si dos ángulos de un triángulo 
son entre sí iguales, los lados opuestos á estos ángu
los habrán tambien de serlo entre sí. El mayor de 
los lados es el opuesto al mayor de los ángulos. Fi
nalmente, siempre que sean entre sí iguales los tres 
lados de cualquier triángulo, los tres ángulos lo se
rán tambien entre sí, y reciprocamente.....................

38. Los triángulos cuyos lados son todos desigua
les, se llaman escalenos', los que tienen iguales dos

35

id.

36

37

38
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de sus lados , îiàjfi/wîlôs qiæ todos sus très la- , .
dos entre si iguales, equiláteros.....................  3^

Teoría áe lasj^aralelas....................... 39

39. Dos rectas que, aunque situadas en un mis
mo plano, no se encuentran jamas por mas que se 
prolonguen, se llaman paralelas entre sí............... id.

Son, pues, entre sí paralelas dos rectas que sean 
perpendiculares á una tercera................ .........    id.

40. JVota. Siendo una recta perpendicular á 
otra, cualquiera otra recta que sea oblicua á esta, si 
se la prolonga suficientemente, encontrará necesaria
mente á la primera....................................................... id.

Tíota en que se hace ver esta proposición............ 40
41. Teorema, Cuando dos rectas sean paralelas, 

todas las que fueren perpendiculares á una de ella, 
lo habrárfál'mrfmó tiempo de ser á"^ la óff3.7?7?;:.;...- id.

42. Corolario. Dos rectas paralelas á una terce
ra, son paralelas entre sí.............................................. 4a

43. Teorema. Cuando dos rectas paralelas se ha
llan cortadas por.una tercera, .los ángulos que ellas 
hacen con esta ultima en un mismo lado ,el uno en 
la parte de afuera y el otro en la de adentro, son 
iguales entre sí........................   id.

44. Teorema. Siempre que dos rectas hagan con 
otra tercera y á>un mismo lado con respecto á esta, 
ángulos iguales, uno eh la parte de_jfuera y otro 
en la de adentro, habrán de ser entre sí paralelas.... 43

45. Observaciones. Llamamos secante á toda 
recta que corte á otras paralelas. Los ángulos situa
dos al mismo lado de la secante , y cuya abertura se 
halla dirigida hácia una misma parte, se llaman án~ 
^ulos corresponátentes. Todos los ángulos cuya aber
tura se hallan entre las paralelas, se llaman ángulos 
internos; asi como se llaman ángulos externos aque-

TOMO III. 2
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líos, cuya abertura se halla dirigida á la parte de 
afuera. Los ángulos que se encuentran en una situa
ción opuesta, tanto con respecto á la secante como 
a las paralelas, se llaman ángulos aliemos.............. ^j

46. Teorema, Siempre que dos paralelas se ha
llen cortadas por una secante:

l .° Los ángulos correspondientes son iguales, 
a.® Los ángulos alternos internos son iguales, 
3? Los ángulos alternos externos son iguales, 
4 .® Los ángulos internos de un mismo lado for

man dos ángulos cuya suma equivale á la de dos 
rectos,

5 / Los ángulos externos de un mismo lado for
man otros dos ángulos cuya suma equivale á otros 
dos rectos,

6 .® Siempre que se verifique cualquiera de estas 
propiedades, las rectas son necesariamente paralelas. 44

47 . Corolario. Dos rectas respectivamente per- 
pendiculares á otras dos rectas que se cortan, deben 
necesariamente encontrarse.........................................

48 . Problema. Por un punto dado tirar una rec
ta paralela á otra dada.............. ................................/ ¡4^

49 . Problema, Por un punto dado fuera de una 
recta , tirar otra que haga con ella un ángulo igual 
á otro dado...........................................    ¿4

$0 . Teorema. Los ángulos, cuyos lados son res
pectivamente paralelos los del uno á los del otro, 
y que tengan su abertura dirigida en un mismo sen- 
^^o,.SQn iguales entre sí.........................   ^^

5 r. Teorema. Los tres ángulos de todo triángu
lo reunidos, equivalen en todos, casos á la suma de 
dos ángulos rectos.............    ^4^

N. B. El ángulo externo de un triángulo equivale 
por sí solo á la suma de los dos ángulos internos 
opuestos.,................................................     jQ

52. Çorolario. Siempre que dos ángulos de un 
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triángulo sean respectivamente iguales á otros dos án
gulos de otro triángulo, el tercero del uno habrá de 
ser igual al tercero del otro»

Ningún triángulo puede tener mas de un solo 
ángulo recto, ni mucho menos, mas de un ángulo 
obtuso............................. ......... ......................... ...........

53. Se llama triangulo rectángulo al que tiene 
un ángulo recto i acután^ulo ^ñ^ que tiene sus tres án
gulos agudos, y obtusán^ulo al que tenga un ángu
lo obtuso. Las dos últimas especies se comprenden 
bajo de la denominación común de trián^uloc obU- 
euán^uloc» En el triángulo equilátero, que tiene sus 
tres ángulos entre sí iguales, cada uno de ellos equi
vale á dos tercias partes de un ángulo recto....... id.

54. Teorema. Las partes de paralelas intercep
tadas entre paralelas son entre sí iguales, y recípro- 
camenté.................................ok“.'¿..'.'.oL.Í.Í.'“:':rX“--‘ $r

5 $. Dos paralelas distan igualmente en todos sus 
puntos la una de la otra....... .............     51 

56. Teorema. Siempre que dos rectas cualesquie
ra esten cortadas por un número cualquiera de para
lelas tiradas por puntos tomados á distancias iguales 
en la primera, serán también entre sí iguales las par
tes de la segunda...................       id.

57. Cualquier número de partes de la primera 
recta es á igual número de partes de la segunda co- 
moja primera recta entera es á la segunda entera.... 53

58. Tresparalelas cortan en todos casos á dos rec
tas cualesquiera en partes proporcionales................ . id.

Nota sobre las razones incomensurables................ $§
59. I.® Corolario. Si en un triángulo se tira una 

recta paralela á uno de sus lados, cortará á los otros 
dos en partes entre sí proporcionales.......................... 56

60. 2.° Corolario. Reciprocamente cuando una 
recta corte á dos lados de un triángulo en partes pro
porcionales, habrá de ser paralela al tercer lado..... id.
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^^61. 3.° Corolario, t^ recta que divida en dos 
partes iguales á uno de los ángulos de un triángulo 
cualquiera, divide al lado opuesto en dos segmen
tos proporcionales á los lados adyacentes..... ........

62. Problema. Hallar una cuarta proporcional a 
tres líneas dadas..;....... ........ •••••;..... ............•...•.•••■•

62. Dos triángulos son.ym^/«Mí^í cuando los án
gulos del uno son respectivamente iguales a los del 
otro, y son entre sí proporcionales los lados que en 
ambos se hallan opuestos á ángulos iguales, y que 
por esta razón se llaman lados homologos. Una de 
estas condiciones está necesariamente unida con la

64. Teorema. Siempre que dos triángulos tengan 
respectivamente iguales los ángulos de^ uno a os e 
otro, sus lados homólogos son proporcionales, y los 
triángulos son por consiguiente semejantes.............

6< Corolario. Dos triángulos son semejantes: 
i ’ siempre que dos ángulos del uno sean respectiva
mente iguales á otros dos del otro: 2/ siempre que 
los lados del uno sean respectivamente paralelos a los 
del otro : 3.° siempre que los lados del primero sean 
respectivamente perpendiculares á los de según o..

66. Teorema. Dos triángulos son semejantes siem
pre que un ángulo del uno sea igual á otro ángulo 
del otro, y esten comprendidos los dos ángulos por 
lados entre sí proporcionales...... ..................... .

67. Teorema."Dos triángulos, de los cuales los 
lados del uno son respectivamente proporcionales a 
lús del otro, son entre sí semejantes....... ........... .

68. Problema. Construir sobre una recta dada 
un triángulo semejante á otro dado................ .

60. Teorema. Cuantas rectas queramos, tiradas 
por un‘ mismo punto, y encontradas por dos parale
las, están cortadas por estas paralelas en partes pro
porcionales , asi como tambien las cortan en partes

57 

id.

SS

59

6o

62

id.

63
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proporcionales................... .................. .........................
70. Problema-Dividir unarecta dada del mismo 

modo que. se halle dividida otra recta .............. ......
71. Observación. Otra solución de la misma

cuestión ................................
72. i.® Corolario, Division de una rectaen par

tes iguales......................................................................
72 2° Corolario. Construcción de las escalas...
74. Si desde el vértice del ángulo recto del tri

ángulo rectángulo se baja una perpendicular sobre el 
lado opuesto que llamamos hifotenusai 1. esta per
pendicular dividirá al triángulo en otros dos que le 
serán semejantes, y que por consiguiente serán se
mejantes entre sí: 2.” la misma dividirá a la hipo
tenusa en dos partes ó segmentos tales, que cada uno 
de los lados del ángulo recto sea medio proporcional 

64

65

66

68 
id.

entre el segmente que -¿«-«••-««T*®®"® z xa piputc- 
nusa entera: 3.’ la perpendicular sera media pro
porcional entre los dos segmentos de la hipotenusa.

7¿ Corolario. La segunda potencia del numero 
que exprese la longitud de la hipotenusa, es igual a 
la suma de las segundas potencias de los números 
que expresan las longitudes de los otros dos lados.y.

76 Teorema. Estando referidos a una medida 
común los tres lados de un triángulo, y expresados 
por consiguiente en números; si de la extremidad de 
cualquiera de estos lados se baja una perpendicular 
sobre otro cualquiera de los otros dosrla segunda po- 
tencia' del primero será igual á la suma de las segun
das potencias de los dos últimos, menos dos veces el 
producto del lado sobre que cae la perpendicular, 
por la distancia de esta perpendicular al ángulo 
opuesto al primer lado, en caso que este ángulo sea 
agudo; y mas dos veces el mismo producto cuando 
este ángulo sea obtuso............................ ;...................

77. Corolario, Un triángulo es acutangulo, reo-

7^

7^

73
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ungulo Ú obtusángulo, según .que la segunda po
tencia del mayor de sus lados es menor, ó igual ó 
mayor que la suma de las segundas potencias de los 
otros dos lados........

7S
Di los /absonos»

_ 78. Las superficies planas terminadas por un con. 
junto cualquiera de líneas rectas, se llaman poli- 
gonos.......................................

Elmas sencillo de todos es el triángulo; los po- 
hgonos de cuatro lados se llaman en general cuadri
láteros-. los de cinco, pentágonos i los de seis, exá
gonos-. los de siete, eptágonos-, los de ocho, of/4>í>- 
nos: los de nueve, eneágonos-, los de diez, decá
gonos-.los de doce, dodecágonos-, los de quince, ^en- 
tedeci^onos.,

Los ángulos cuya abertura se halla mirando á la 
parte interior del polígono, son los llamados ángu
los salientes, y aquellos, cuya abertura mira á la par- 
te de afuera, se llaman ángulos entrantes.

Las lineas tiradas de los ángulos de un polígo
no, sin ser adyacentes á los mismos lados, tienen el 
nombre de diagonales...................

79. El polígono de cuatro lados, cuyos Íadó? ^^ 
opuestos son paralelos es el llamado parale/ógranio. 

i. Cada una de las diagonales divide al para
lelogramo en dos triángulos entre sí iguales.

2? , Los lados opuestos de un paralelogramo son 
respectivamente iguales. ®

3. ’ Siempre que sean entre sí iguales los lados 
opuestos de una figura de cuatro lados, ó en caso 
que cada dos lados opuestos sean entre sí iguales v 
paralelos, la tal figura viene necesariamente á ser 
mr paralelogramo...........................

So, . .Trorímrr. Lasdos diagonales de unparaíeió- 

76

id.
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XV 
gramo se cortan mutuamente en ¿os partes iguales.. 77

81. Teorema. Juntando uno de los ángulos de 
un polígono á todos los demas, resultará dividido el 
polígono en un numero de triángulos igual al de sus 
lados, disminuido de dos unidades.

82. Corolario. La suma de todos los ángulos in
teriores de un polígono, vale tantas veces dos rectos 
como lados tenga, menos dos................................... yg

83. Teorema Si se prolongan en un mismo sen
tido todos los lados de un polígono que no tenga 
ningún ángulo entrante, la suma de los ángulos ex
teriores será exactamente igual á la de cuatro rectos, 
sea cual fuere por otra parte el número de los lados 
del polígono.................................... . .......... .......... . 7^

84, Observación. Dos polígonos son iguales 
cuando se componen de un mismo número de trián
gulos iguales y semeiantemente-dÚDUéStos............. jj, 
; 8$, ‘Teorema. Cuando conocemos todos'los la- 
dos de un polígono, á excepción de uno solo, y que 
al mismo tiempo conocemos los ángulos comprendí-: ' 
dos entre los lados dados, se halla determinado el 
polígono, y puede ser construido sin obstáculo....... gg

86. Observación. Para determinar un polígono 
de un número N de lados, es necesario tener co
nocidas aN—3 cosas, entre las cuales los ángulos no 
.han de coutarse mas que N—1 datos........... ............. . gj

87. Se llaman^^o/^owoí semejantes aquellos en 
que los ángulos del uno son respectivamente iguales 
á los del otro, y cuyos lados homólogos son pro- 
pórcionales.......................... . ..... . ................................. Ida,

88. Teorema. Dos polígonos compuestos de un 
mismo número de triángulos respectivamente seme
jantes cada uno al suyo, y semejantemente dispues
tos, tienen sus ángulos iguales cada uno á su corres
pondiente, sus lados homólogos proporcionales, y 
por consiguiente son entre sí semejantes.................. id.
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89, Teorema. Siempre que ¿os polígonos son se

mejantes , se hallan compuestos de un mismo número 
de triángulos semejantes, cada uno al suyo, y seme
jantemente dispuestos.................................................. 8a

90. Problema. Construir sobre una línea dada un 
polígono semejante á otro dado..................   83

91. Obser'vaeion, Otro modo de dividir polígo
nos en triángulos..... . .................................................... 84

T^ota respectiva al arte de levantar planos..... 85 
92..... Teorema. Si en dos polígonos semejantes se 

tiran dos rectas que se hallen colocadas de un modo 
semejante en ambos, estas habrán de ser proporcio
nales á los lados homólogos de los polígonos............ id.

93. Teorema. Los contornos de dos polígonos se
mejantes son entre sí como los lados homólogos de 
estos mismos polígonos...................   86

De la línea recia ^ .4el.cí}:culo............. 87

94. Una recta y una circunferencia de círculo no 
pueden cortarse en mas de dos puntos.

Toda recta que corta á la circunferencia de un 
círculo, y se halla prolongada hácia afuera, se llama 
secante.

La parte de esta recta, comprendida dentro del 
círculo, se llama cuerda.................................... ........... id.

95. La recta que pasa por las extremidades de - 
un arco, ó que lo subtende, se llama su cuerda.

Una misma cuerda pertenece á dos arcos, que 
reunidos forman la circunferencia entera.................. id.

96. Cuando una cuerda pasa por el centro del 
círculo, se la da el nombre de diámetro.

Todos los diámetros de un mismo círculo son 
iguales entre sí.

Un diámetro es la mayor de las rectas que se 
pueden tirar dentro de la circunferencia de un círculo, id.
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97. El diámetro divide á la circunferencia en dos 

partes iguales.
Dos círculos descritos con un mismo radio son 

entre sí iguales.................................................... ;.........
98. Teorema. Si aplicamos un arco cualquiera de 

círculo sobre otro arco del mismo circulo, ó de otro 
círculo descrito con el mismo radio que el primero, de 
modo que dos cualesquiera puntos de uno de los arcos 
caigan sobre otros dos del otro, y las convexidades 
esten mirando hacia un mismo lado, el menor de es
tos dos arcos se habrá necesariamente de confundir
con el mayor......... .............. . ........................................

T/oía relativa á la propiedad del círculo,que ie 
es común con la línea recta, y que nos hace ver la 
semejanza de sus partes, ó la uniformidad de su cur
vatura....... ...........................    ^9

99. ^r^it^rivi' fe* THiiíHiJHmxú'ewlo- ó- en dos cír
culos descritos con un mismo radio, los arcos cuyas 
cuerdas sean iguales, habrán de ser necesariamente 
iguales, siempre que ambos sean de una misma es
pecie; es decir, ó ambos menores, o ambos ma
yores que la semicircunferencia; y reciprocamente 
cnando los arcos sean iguales, las cuerdas tambien 
habrán de serlo entre sí.............................................. id.

100. Teorema. En un mismo círculo ó en círculos 
iguales, al mayor arco le pertenece la mayor cuerda, 
y reciprocamente ; con tal sin embargo que los arcos 
que comparamos sean menores qüe^a semicircun
ferencia    9®

loi. Problema. Estando dados dos arcos de un 
mismo círculo ó de dos círculos iguales, determinar 
la razón que entre sí tengan sus longitudes...... . id. 

102. La recta que no tiene mas que un puntode 
común con un círculo, y que no hace mas que tocar
le, se llama tangente.................................................... 9^^

103. Teorema. La perpendicular tirada sobre un 
TOMO 111. 3
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punto de la circunferencia del círculo sobre el radio 
que pasa por este punto, es tangente al círculo; y 
reciprocamente la tangente á un punto cualquiera de 
la circunferencia, es perpendicular á la extremidad 
del radio tirado por este punto.................................. 92

104. Corolario^ Se tira una tangente á un punto 
dado de una circunferencia del círculo, levantando á 
la extremidad del radio que pasa por este punto una 
perpendicular........... .....................................................

105. Teorema, Toda recta levantada perpendi
cularmente sobre el punto de enmedio de una cuer
da, pasa por el centro del arco, y por el punto de 
enmedio del arco subtendido por la tal cuerda....... ¡d.

106. i.® Corolario^ Estando en una recta el 
punto de enmedio de una cuerda, el centro del 
círculo, y el punto medio del arco subtendido por 
la cuerda, luego que se verifique que están en la 
recta dos de los tres indicados puntos, lo habrá de 
estar necesariamente el tercero.

Toda perpendicular bajada desde el centro ó des
de el medio del arco sobre la cuerda, caerá sobre el 
punto medio de la cuerda........................     ¡¿^

loy. 2.® Corolario Para dividir un arco en dos 
partes iguales, basta levantar una perpendicular so
bre el medio de la cuerda que subtende al arco..... ^4 

108. Teorema. Los arcos interceptados en un 
mismo círculo entre dos cuerdas- paralelas, ó entre 
una tangente y una cuerda paralela’,"son iguales..... id. 

109..... Teorema. Si de lós vértices de dos ángulos 
describimos con un mismo radio los dos arcos que les 
corresponden, la razón de los dos arcos comprendi
dos entre los lados de cada uno de los ángulos ha
brá de ser la misma que la de los mismos ángulos... 95 

lío. 1.® Corolario. Siendo la misma la razón 
de los arcos que la de los ángulos, es consiguiente 
que la medida de un ángulo sea el arco de círculo

MCD 2022-L5



XIX
comprendido entre sus lados, y descrito desde su vér
tice como centro........................................................... 27

II i. 2.® Corolario, Las rectas que dividan á un 
arco en partes iguales, dividen juntamente en el 
mismo número de partes iguales al ángulo, cuya 
medida es el tal arco..................................................... 29

112. Teorema. Cuando un ángulo tiene su vér
tice colocado en la circunferencia de un círculo, su 
medida es la mitad del arco comprendido entre sus 
lados  ¡d.

113. 1/ Corolario. El ángulo formado por una 
cuerda y por la prolongación de otra, tiene por me
dida la mitad de la suma de los arcos subtendidos 
por estas cuerdas, al lado de afuera del ángulo que 
ellas forman.................................................................... 101

114. 2.® Corolario, i.® Todos los ángulos cu
yos vertiees-oe- btrUmi eH' 'hl"fftLUUffeienn'a -y--que 
se apoyen sobre un mismo arco, son entre sí 
iguales  102

2. ® El ángulo cuyo vértice se halla en la cir
cunferencia , pasando los otros lados por las extre
midades de un diámetro, es un ángulo recto........... id. 

115. Teorema. El ángulo cuyo vértice se halla 
dentro del círculo entre este y la circunferencia , tie
ne por medida de la mitad del arco comprendido 
entre sus lados, y juntamente la mitad del arco 
comprendido entré sus prolongaciones............ . id. 

116. El ángulo cuyo vértice sehálla fuera del 
círculo, tiene por medida la mitad de la diferencia 
de los arcos comprendidos entre sus lados, uno de 
los cuales vuelve su concavidad hácia el vértice, 
mientras que otro dirige su convexidad................... 103

117. Problema. Elevar una perpendicular en la 
extremidad de una línea recta sin prolongaría.......... id.

118. Problema. De un punto dado fuera de un 
círculo, tirar una tangente á este círculo.................. 104
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119. Problema, Por tres puntos que no se ha

llen en línea recta, hacer pasar una circunferencia 
de círculo...,.,............................................................... 104

120. I.® Corolario. Por tres puntos dados no 
es posible hacer pasar mas de una sola circunferencia 
de círculo.

Esta cuestión no admite solución siempre que los 
tres puntos dados se hallen en línea recta................. 105 

121... 2.® Corolario. Dos círculos no pueden tener 
tres puntos comunes sin confundirse , y á consecuen
cia no podrán mutuamente encontrarse en mas que - 
en dos puntos............ .......................................... . id.

122. Teorema. Dos círculos que pasan por un 
mismo punto de la recta que reúne sus centros , no 
tienen de común mas que este punto, en el cual se 
tocan por consiguiente j y reciprocamente, siempre 
que dos círculos se toquen, sus centros y el plinto 
del contacto habrán de estar en una misma recta.... 106 

122. Observaciones. Condiciones que deben 
verilícarse para que se corten dos círculos..

La perpendicular levantada por el punto de con
tacto de dos círculos sobre la línea que junta sus 
centros, toca al mismo tiempo á estos.dos círculos.

Entre un círculo y su tangente no es posible tirar 
ninguna recta; mas se puede hacer pasax una infini
dad de círculos diferentes,......,......................   107

N'oia. con respecto al ángulo de contingencia...... 108 
124. Pf oblenja. Pejeribh un circulo que toque 

en un punto dado a una recta dada de posición, y 
que pase por otro segundo punto dado.................... jj,

125^. Problema. Describir un círculo que toque 
en un punto dado á otro círculo dado, y que asimis
mo pase por un segundo punto dado..... ................... jop^ 

126..... Problema,. Describir sobre una recta da
da un círculo tal que todos los ángulos que tengan 
su vértice en la circunferencia, é insistan sobre es-
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ta recta, sean iguales á un cierto ángulo dado; ó des
cribir un sfpmc^to de círculo ca^az de un ángulo
dado

127. Dos secantes que parten de un mismo 
punto tomado fuera de un círculo, y se hallan pro
longadas hasta la parte de la circunferencia mas dis
tante de aquel punto , son reciprocamente proporcio- 
nales á sus partes exteriores..........................  — 

128. Observacien. La tangente es media pro
porcional entre la secante y su parte externa.^

Demostración de esta proposición a priori... m 
129. Dos cuerdas que se encuentran en un cir

culo, se cortan en partes reciprocamente proporcio-
............................................................................. ;

N. B. Propuesta común al teorema anterior y ai 
del 5. 127: Siempre que dos rectas que se cortan en- 
cnenrreu al mismo tkmnn nna cneunfcrencia de cir
culo, cada una ^ dos puntos, las distancias dé su 
punto de encuentro á cada uno de aquellos en que 
cortan la circunferencia del círculo, son reciproca
mente proporcionales.................. .......... .....................  

130..... Co^o/íífío. La perpendicular levantada so
bre un diámetro, y terminada en la circunferencia, 
es media proporcional entre los dos segmentos del 
diámetro...................................................  7

131. Observación. Demostración de la proposi
ción anterior, deducida del triángulo rectángulo.

La cuerda tirada por la extremidad del diáme
tro, es media proporcional entre el diámetro y el 
segmento formado por la perpendicular bajada de la 
otra extremidad de esta cuerda.

Otro modo de hallar una media proporcional en
tre dos líneas dadas..........................  -;.....

1^2. Problema. Dividir una linea en media y 
extrema razón; es decir, de modo que la parte ma
yor sea media proporcional entre la linea entera y la

113

id.

id.
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Otra parte.......................................   ^^

133- Problema. Describir una circunferencia 
de círculo que pase por dos puntos dados, y que 
toque á una recta indefinida dada de posición...?.... ur 

N'oía sobre las diversas soluciones de que* son ^ 
susceptibles este problema v el anterior t ,^

134. Teorema. En un semicírculo las segundas 
potencias de las longitudes de las cuerdas que parten 
de la extremidad de un diámetro, son proporciona
les a los segmentos comprendidos sobre este diáme
tro entre la extremidad común de todas las cuerdas 
y el pie de la perpendicular bajada de la otra extre’ 
midad  .,

De lospoh^onoe inscritos)^ cireuneírttoe al etreulo. 117

135- Observaehn. Se puede hacer pasar un 
circulo por los vértices de los ángulos de un trián- 
guío cualquiera. En tal caso el triángulo se halla 
inserito en el círculo, y este eireunserito al trián
gulo.

Otra demostración de las proposiciones de los nú- 
eneros 36, 37 y .................... id

136. Problema. Inscribir un círculo en ün’tri- 
angulo dado, es decir, describir en el interior de este 
triangulo un círculo cuya circunferencia no haga mas 
que tocar los tres lados.................................... .. j^g

^37; Observaeion. En un círculo-ííd*se pueden 
inscribir todos los polígonos de cuatro ó de mayor 
número de lados............................ ........ .

Nota relativa al carácter de los cuadriláteros ^^ 
inscritos en el círculo....... ........................ ^^ 

138......Teorema. Siempre que un poií¿ono’de ° 
cualquier numero de lados sea recular, es decir ten
ga entre sí iguales todos sus ángulos, y juntamente 
sus lados, puede ser inscrito y circunscrito al círculo, id.
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139. Los ángulos formados por los radios tira

dos desde el centro de un polígono, se llaman án
gulos en el centro i y equivaliendo la suma de ellos 
á la de cuatro ángulos rectos, cada uno de aque
llos vendrá á ser igual al cuociente de esta su
ma, divi lida por el número de los ángulos ó lados 
del polígono propuesto............................................... 121

140. Los polígonos regulares de un mismo nu
mero de lados son semejantes: y sus contornos son 
entre sí como los radios de los círculos á que se ha
llen inscritos ó circunscritos.................................   122

141. ProbJetna. Hallándose ya inscrito en un 
círculo un polígono de cualquier número de lados, 
inscribir en el mismo círculo un segundo polígono 
que tenga un número de lados doble del del prime
ro, y determinar el valor de uno de los lados del ZQ- 
gu nd 0. .. .........*123

142. El cuadrilátero cuyos ángulos son .todos 
entre sí iguales, siéndolo asimismo sus lados, se lla
ma cuadrado. Cualquiera de sus ángulos es recto... 124 

143. Observaciones, Todo cuadrado es un parale
logramo í el paralelogramo que tiene los lados igua
les y los ángulos desiguales, se llama rombos aquel 
cuyos ángulos son rectos y los lados desiguales, se 
llama rectángulo. Todo rectángulo puede ser ins
crito en un círculo,............... . ...................................... id.

144. Problema, Construir un cuadrado sobre 
una recta dada....... . ........ ........ .............77,...................  125 

145- . Problema. Inscribir en un círculo los po
lígonos de 4, 8, 16, 32, 64 &c. lados..................... 126

Nota respectiva al modo de determinar geomé
tricamente á / 2  id.

146. Problema. Inscribir en un círculo los polí
gonos de 3, 6, 12, 24, 48 &c. lados............... ........ 127 

147. Problema^ Inscribir en un círculo los po-
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ligones de dneOf dtgZfVeinig, euargnta 8cc» lados.. 128 

148. Observaciones. La diferencia entre los arcos 
subtendidos entre los lados del exágono y del de
cágono, da la décimaquinta parte de la circunferen
cia; la cuerda de este arco es el lado del pentedecá- 
gono, y por su bisección obtendremos los polígonos 
de 30, de 60 &c. lados.    129

I^oía sobre la division del círculo en 2-1-1 par

tes........................................................... ;..... ..........  130
149. Problema. Hallándose inscrito en un cír

culo un polígono regular de cualquiera número de 
lados, circunscribir al mismo círculo un polígono re
gular del mismo numero de lados; y reciprocamente, 
estando dado el polígono circunscrito, construir el 
polígono inscrito.........................    id, 

i$o. Corolario. Expresión del lado del polígo
no regular inscrito correspondiente......... ....1-'.;;...;.-; ija 

151. Observaciones. La diferencia entre el con
torno del polígono inscrito y el del polígono circuns
crito correspondiente, disminuye á proporción que 
el número de lados aumenta; y en todo raso nos es 
posible determinar dos polígonos, el uno inscrito, y 
circunscrito el otro, tales que la diferencia de sus 
contornos sea menor que cualquiera cantidad dada, 
por pequeña que esta sea.............................  133 

152. La circunferencia del^cúculo es menor 
que el contorno del polígono circunscrito, y mayor 
que el del polígono inscrito. En todo caso podemos 
determinar un polígono inscrito ó circunscrito, tal 
que la diferencia entre su contorno y la circunfe
rencia del círculo sea menor que cualquiera otra 
cantidad dada, por pequeña que sea....................... 134 

153. Teorema. Siempre que dos cantidades in
variables A y B sean tales que se pueda probar que 
la diferencia A—B de las dos es menor que otra
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tercera cantidad </', por pequeña que pueda ser esta 
última, las otras dos habrán de ser necesariamente 
iguales entre sí.......... .......      135 

154..... Teorema. Las circunferencias de los círcu
los son entre sí como sus radios ó sus diámetros......  136 

Nota. Otra demostración del mismo teorema. 137 
155-.... Corolario. Medio de calcular la longitud 

de una circunferencia, cuyo radio se conoce......... id. 
156..... Problema, Hallar la razón aproximada 

de la circunferencia al diámetro................................. 13S
Nota, Razón de la circunferencia al diámetro, 

consignada en una obra de los Bramas  142
157. Observaciones. Solución compendiada del 

último problema............................................................ 143

SECCION II,

Del area de los jpoli¿onos y de la del circulo............. 145

158. La porción de extension comprendida en
tre las líneas que terminan una Ji^ura, se llama la 
su/erficie ó el area de esta figura............................... id.

Nota tocante al uso de las palabras superjicte y 
area................................................  id.

159. Dos figuras de diferentes formas, bien que 
de una extension igual, ó que contienen areas igua
les, se llaman equivalentes.....................   id.

jóo. En los triángulos y en los pTíralelógramos 
se toma arbitrariamente por base uno de los lados, 
y se da el nombre de la altura á la perpendicular 
bajada desde el ángulo opuesto á aquel lado del tri- • 
ángulo, ó de cualquier punto del lado opuesto en 
el paralelogramo........................................................... 146

161. Teorema. Dos paralelogramos, con una 
misma base y con una misma altura, son equiva
lentes...,,....^.......................... ..............;................  id.

TOMO iir. 4
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102. Cualquiera triángulo es ]a mitad de un 

paralelogramo que tenga la misma base y la. mis
ma altura........................................................... ....147

163. Corolario. Dos triángulos que tengan la 
misma base y la misma altura, son equivalentes..... 148. 

1.64 . Problema. Trasformar un polígono en otro 
que tenga un lado menos y que sea, equivalente...,, id.

16$. Corolario. .Por este medio se puede con- , 
vertir un polígono cualquiera- en un triángulo equi
valente....,142

166. Teorema. Dos rectángulos quetieuen una 
misma base, son entre sí como sus alturas.;............... id... 

167. Teorema. Dos rectángulos ^cualesquiera 
son entre ,sí como los productos de sus bases por 
sus alturas..................................................................

N^oias sobre la consideración de los productos 
de las areas.................................................................... 1^2

1.68 . Observaeion. Sobre la medida de las areas 
en general, y sobre el sentido de la expresión de 
que el area de un recíán^ulo es i^uaí al producto 
de su base por su altura............................................ id.

169. 1? Corolario. El area de un cuadrado se 
mide por la segunda potencia de uno de sus lados,, 154 

170. 2? Corolario. El area de un paralelogra
mo se mide por el producto de su base por su altura, id.

Dos paralelogramos cualesquiera tienen la mis
ma razón que los productos de sus bases por sus al
turas................   .. id.

171..... 3? Corolario. El area de un triángulo se, 
mide por la mitad del producto de su base por su al
tura....... .       id.

Cualesquiera triángulos son entre sí como los 
productos de sus bases por sus alturas..... ................. j^g 

172..... Problema., Trasformar un, paralelogramo 
ó un triángulo en un cuadrado...... . .........   id.

^73* Corolario. Trasformar cualquiera pohgo-
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110 en un cuadrado equivalente...;....:/.....'  156 

174. Observación, El area de cualquier polígo
no se valúa determinando la suma de las areas de los 
triángulos que lo forman  id,

175. Teorema. El area de un cuadrilátero que • 
tiene dos de sus lados paralelos, que’sellama trape- 
zioj se mide por el producto de la semisuma de los 
dos lados paralelos, multiplicada por la altura to
rnada entre ellos............................................................ id.

Tambien se la puede medir por el producto de 
su altura multiplicada por una paralela tirada á 
^úal distancia á los lados paralelos................... . 157 

176..... Teorema. Las areas de los polígonos seme
jantes' son entre sí como los cuadrados de los lados 
homólogos de ellos...................................................... Id.
l .'•''I■77.- - Teorema. Las areas de dos triángulos que 
tengan un'dijgulu' cujiiilfn"WT5n-ëfl' la lyzw de los 
productos de los lados que comprenden este ángulo, 159 

178. El cuadrado construido sobre la hipotenu
sa de un triángulo rectángulo equivale á la suma de 
los cuadrados construidos sobre los otros dos lados 
del mismo triángulo....      id.
' 179. 1? Corolario. Los cuadrados construidos 
sobre los lados del ángulo recto, y sobre la hipote
nusa de un triángulo rectángulo, son entre sí como 
los segmentos adyacentes, y la hipotenusa entera.... 160 
. iSo.- 2? Corolario. Cualquiera polígono cons- 
truido-sobre la hipotenusa de un triángulo rSctángú- 
lo, es- equivalente á la suma de los dos polígonos se
mejantes construidos sobre los otros dos lados.......... 161 

181..... Problema. Construir un polígono seme
jante á otro dado bajo la condición de que su area 
tenga, con la de este una razón dada, ó sea equiva
lente á un cuadrado dado.............. . .......................... id.

182. Teorema. El area de un polígono regular 
tiene por medida la mitad del producto de su coutor-
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no por el radio del círculo inscrito. Este contorno se 
llama perimetro, y el radio del círculo inscrito se 
llama apotema............................................................... 163

183. Corolario. Las areas de los polígonos re
gulares son entre sí como los cuadrados de los radios 
de los círculos en que los polígonos se hallen inscri
tos ó circunscritos.......................................    id-

184. Observación. En todo caso es posible ha
llar dos polígonos del mismo número de lados, el 
uno inscrito y el otro circunscrito, tales que la di
ferencia de sus areas sea menor que una cantidad da
da, por pequeña que esta sea.............................   164

185. Corolario. En todo caso podemos asignar 
un polígono regular inscrito ó circunscrito, cuya 
area se diferencie tan poco como se quiera de la de 
un círculo dado......................      165

186. Tros■ema. Si tres cantidades A, B, X son 
tales que la primera A, á la cual supondremos varia
ble» mas que sin embargo sea mayor en todo caso 
que las otras dos B y X, que jamas varían, y pue
da acercarse á entrambas á un mismo tiempo tanto 
como se nos antoje, debemos estar ciertos de que 
B=X ..............      « id.

187. Teorema. El area de un círculo tiene por 
medida la mitad del producto de la circunferencia 
por el radio...............................  166 

l^ota. Otra prueba de la misma, proposición. ,id. 
188. Corolario. Las areas de los círculos son en

tre sí como los cuadrados de sus radios ó de sus diá
metros.

El area de un círculo es igual al cuadrado del ra
dio, multiplicado por la razón de la circunferencia 
al diámetro..........................    167

189. Teorema. El area de un sector de círculo 
tiene por medida la mitad del producto del arco por 
el radío... . ....................................   168
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190. Ohervaeion. El area del se^menio se dé

termina quitando de la area del sector la del trián
gulo correspondiente....................................................  168

N. B. Que cosa sea el sf^mento y su Jieeha....... . 169

PARTE SEGUNDA.

SECCION PBIMERA.

De los /lanosf y de los euerpos tertninados for suffers 
Jleies flattas.

De los planos y de las líneas redas.............. . ...... 171
191. Una linea que tiene dos puntos en un mis

ino plano, se halla en el mismo plano toda entera., id.
192. Ea intersección de dos planos es una línea 

recta. .¥r?Tr7WT?7T?TTTr?írr?TTrr7r7rT!TTÍT?!T7?TSf^^
193. Son necesarios tres puntos para determinar 

un plano, ó coinciden perfectamente dos planos que 
tengan tres puntos comunes, los cuales no se hallen 
en una línea recta......................................................... id»

194. Dos líneas que se cortan, se hallan en un 
mismo plano. Todo triángulo se halla en un solo pla
no, y cuatro puntos que no se hallen en un mismo 
plano, forman lo que llamamos un euadrilátera 
oblicuo ....................    id.

195. En el espacio dos rectas pueden ser per
pendiculares á otra tercera, sin sér paráletas entre sí. rya

196. Teorema. Una recta levantada fuera de un 
plano perpendicularmente á otras dos tiradas por su 
pie en este mismo plano, es perpendicular á todas 
las que por el mismo punto se podrían tirar en el 
mismo plano............. .......................   id.

197. Observación, Ea línea tirada con arreglo 
al teorema anterior, es perpendicular al plano sobre 
que está levantada...........................................  175
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195. Teorema. Si tres rectas son todas perpen-^ 

diculares á otra misma recta en un mismo punto, se 
hallan todas aquellas tres en un mismo plano per
pendicular á esta recta...........................................  173

199. Teorema. Por un punto tomado en un pla
no ó fuera de,él, no se puede tirar más de una sola 
perpendicular á este plano; y por el mismo punto 
de una recta no puede pasar mas que un solo plano 
perpendicular á esta recta............................................ 12^4

200. Teorema. Las oblicuas que igualmente se 
apartan de la perpendicular á un plano , son igua
les; siendo las mas largas las que mas se apartan 
de ella ; y siendo la perpendicular la recta mas corta' 
que es posible tirar desde un punto dado á un 
plano. ................................................. ........... .

201. Observaciones. De cualquier punto de. 
una perpendicular á. .un plano.,, podemos hacer, uso. ■ - 
para describir en el mismo plano círculos cuyos cen
tros esten á su pie............ .......   j^^

Siendo la perpendicular á un plano la línea mas 
corta que puedç tirarse al plano desde un punto to
rnado fuera de el, babrá de ser Ia medida natural: 
de su respectiva distancia;....... ,....;............... ..'.\.^...; ¡d-^

202, . Teorema. Si por. un punto de una recta 
oblicua á un plano se baja sobre este plano una per
pendicular, y. por otra recta.se juntan los. pies..de 
la oblicua y de la perpendicular, la^perpendicular - 
a.la, última recta lo será tambien á la-oblicua»...J..'.¿.\id- 

203. Teorema. "Una recta .situada fuera de un 
plano, pero paralela á otra línea cualquiera tirada 
en este plano, no lo encuentra, por mucho que se 
la suponga prolongada, y al mismo tiempo es pa
ralela .á toda recta tirada en. el plano paralelamente 
á la primera,...         j^y

204. - ' Dos rectas paralelas á otra tercera son pa
ralelas, entre sí..,.............................................    id*.
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205'-. Teorema. Los ángulos que tengan los la

dos’, paralelos y la abertura dirigida en un .mismo 
sentido, son iguales, aunque se hallen situados en 
planos diferentes............................................................

206. Teorema. Si por cualquiera punto de la 
sççfioa común .de dos planos se tiran en cada uno de 
ellos rectas respectivamente perpendiculares á la 
mencionada sección común ; y siendo el ángulo que 
ellas forman entre sí igual al formado por otras dos 
rectas tiradas de la misma manera en otros dos pla
nos, se, podrá hacer que coincidan los dos primeros 
planos con los dos últimos......... ......'....................  ..

207,, j? Corolario. El espacio indefinido, com- 
prendido^entre^ dos planos que se cortan, se llama 
ángulo elieeiro o ángulo ¿le ¿ios caras, y mide la in
clinación de.ellos, ,

El ángulo dicdiu iWBS'^or medida al ángulo 
plano formado por. dos rectas tiradas en cada una de 
sus catas perpendicularmente á su común sección 
y por un mismo punto de esta recta.

Los ángulos diedros gozan de las mismas propie
dades qüe los ángulos planos que los miden.............

Nota. Razón de la. denominación de ángulo 
^teJro............ ........ ...............................................

208. a?^ Corolario. Un plano tirado por una lí
nea perpendicular á otro plano, es perpendicular á 
este último:

Por una recta tomada en un plano no es posible 
levantar mas de un solo plano perpendicular al pri
mero.

209. Teorema. Si por un punto cualquiera de 
la común sección de dos planos que se encuentran 
en ángulo recto, se levanta perpendicularmente al 
primero una recta, se hallará esta comprendida en 
el segundo.....................................................................

31o. Corolario. La intersección de dos planos

178

id.

179

180

181

18a
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perpendiculares a un tercero, es perpendicular á es
te ultimo....................................................................... ^^®

an. Teorema. La recta tirada en un plano 
perpendicularmente á la común sección de este y 
de otro que lo encuentra en ángulo recto, es per
pendicular á este otro...........................................  Id.

ai2. Teorema. Dos rectas perpendiculares á un 
mismo plano son entre si paralelas; y reciprocamen
te si una recta es perpendicular á un plano, cual
quiera otra recta paralela á esta habrá también de 
ser perpendicular al mismo plano..............................  183 

313..... Teorema, Dos planos perpendiculares á 
una misma recta no pueden ¡amas encontrarse......... id. 

214..... No encontrándose jamas dos planos per
pendiculares á una misma recta, habrán de ser para
lelos entre sí.... ............................................................ ^®4

215. Teorema. Cuando dos planos paralelos se 
hallan cortados por un tercero, las intersecciones 
son entre sí paralelas..................................................... ¡d.

ai6. Corolario. Dos planos paralelos tienen co
munes sus perpendiculares:

La distancia de dos planos paralelos es una mis
ma en todos lugares...... . ................. — *d.

2iy, Teorema. Si dos rectas que se cortan son 
paralelas á otras dos que tambien se cortan, el pla
no determinado por las dos primeras será paralelo al 
determinado por las otras dos..„jj,,^r»*.«.*..........  ^^5

218. Corolario.. Por dos rectas que no cortán
dose ni siendo entre sí paralelas no pueden hallarse 
comprendidas en un mismo plano, se pueden en to
do caso hacer pasar dos planos paralelos cuya mas 
corta distancia nos dé la de las dos rectas propuestas, id.

219. Observaeion. La mas corta distancia de 
las rectas del artículo anterior, tiene lugar en una 
recta que es perpendicular á entrambas á un tiempo. i8(í 

aao. Teorema» Dos rectas comprendidas entre
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dos planos paralelos, resultan en todo caso cortadas 
en partes proporcionales por medio de un tercer 
plano paralelo á los dos primeros................................  l86

221. Cuando muchos planos que pasan por un 
mismo punto se encuentran dos á dos, el espacio que 
comprenden entre sí, indefinido en el sentido opues- . 
to al punto en que se encuentran, se llama angula 
foliéíiro ó de muchas caras

El ángulo de tres caras se llama ángulo Irú- 
dro Síc.

El punto de encuentro de todas las caras de un 
ángulo poliedro, viene á ser su vértice.

Las comunes secciones de las caras son las aristas.
En cualquier ángulo triedro nos ocurren seis 

cosas que considerar; á saber, tres ángulos planos y 
tres ángulos diedros.....................................................  187

2 22. -Xfi^t^Hn»»^- J»H>-wwnwnde -cualesquiera dos 
de los ángulos planos que componen un ángulo trie
dro, es en todo caso mayor que el tercero  188 

223, Teorema. Si dos ángulos triedros se hallan 
formados de los mismos ángulos planos, serán igua
les los ángulos diedros comprendidos entre los ángu
los planos iguales........................................................... 189 

224..... Teorema. Dos ángulos triedros compues
tos por tres ángulos planos iguales, y semejantemen
te dispuestos entre sí, son iguales en todas sus 
partes..................................................................................191

225. Observación. Dos ángulos triedros, com
puestos de los mismos ángulos planos reunidos de un 
modo diferente, ó dos ángulos triedros inversos el 
uno del otro, no pueden coincidir, mas encierran el
mismo espacio................................................................ 192

Nota relativa á los ángulos triedros inversos........ 193 
226. Teorema. La suma de los ángulos planos 

que componen un ángulo poliedro convexo, es de
cir, cuyas aristas son todas salientes ó exteriores, pe-

TOMo iii 5
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ro que por otra parte sean cualesquiera, es en todo 
caso menor que la de cuatro ángulos rectos...............  193

Dg loí cuervos terminados por planos.............. 194

227. Los cuerpos terminados por planos, se lla
man poliedros.

blo se puede cerrar por todas partes un espa
cio por un número de planos menor que cuatro; 
y el cuerpo que en tal caso resulta, se llama te^ 
traedro..........................     Id.

Todo cuerpo que tenga por una de sus caras á 
un polígono cualquiera, y cuyas caras son todas tri
ángulos que tienen su vértice en un mismo punto, 
se llama pirámide; y el punto en que se reúnen es
tas últimas, es el vértice, y la cara opuesta la 
base.

228. Teorema. Si dos tetraedros tienen cada 
uno un ángulo triedro compuesto de triángulos 
iguales y dispuestos de un modo semejante, serán 
iguales, aun cuando dos caras del uno sean iguales á 
dos del otro, y se hallen reunidas del mismo mo
do, y formen entre sí el mismo ángulo diedro que 
estas       195

229. Los poliedros semejantes son aquellos que 
tienen las caras en un mismo número, semejantes, 
semejantemente dispuestas, é igualmente inclinadas 
las unas con respecto de las otras.....................   id.

230. Teorema. Cuando los triángulos que for
man dos ángulos triedros homólogos de dos tetraedros 
son semejantes cada uno al suyo, y se hallan dis
puestos de un modo semejante, estos tetraedros se
rán semejantes; y ademas lo son tambien siempre 
que dos caras del uno hacen entre sí el mismo ángu
lo que dos caras del otro, son ademas semejantes á 
estas, y reunidas por lados homólogos........................ 196
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231. Teorema. Dos pirámides cualesquiera son 

semejantes, cuando sus caras lo son, y se hallan 
dispuestas de un modo semejante................................ 198

232. i.° Corolario. Cuando cortamos por un 
plano paralelo á la base una pirámide, la quitamos 
una pirámide que la es semejante  id.

233. 2.° Corolario. Las aristas homólogas de las 
pirámides semejantes son proporcionales entre sí y a 
las perpendiculares bajadas desde sus vértices sobre 
las bases .................................     199

234. Observación. Por lo anterior podemos ha
llar la altura de una pirámide, cuando conocemos 
las dimensiones de un tronco que tenga bases para
lelas   200

235. Teorema. Las bases de las pirámides se
mejantes son entre sí enmo inc z-tiar^pdn^ de ¿05 
aristas homólogas cualesquiera, y como los cuadra
dos de las perpendiculares bajadas desde el vértice 
á su plano        id.

236. Corolario. Las secciones hechas á una mis
ma distancia de los vértices en dos pirámides cuales
quiera, se hallan en una razón constante, sean cua- 
les fueren por otra parte las distancias y las figuras 
de las bises.....................................................................  201

237. Los poliedros que tienen dos caras opues
tas, iguales y paralelas, y en que todas las demas son 
paralelógramos, se llaman prismas. —

Los polígonos opuestos son las bases del prisma.
Cada ángulo poliedro de un prisma no está com

prendido mas que por tres ángulos planos.
Cuando sus aristas son perpendiculares á su base, 

le llamamos prisma recto ^ en vez de que á cualquie
ra otro les damos el nombre de prismas oblicuos...... id. 

238,.El prisma cuya base es un paralelógramo 
se llama paralelepípedos sus caras son opuestas y pa
ralelas....................................................................   202
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239’ Teorema. Un poliedro comprendido entre 

seis planos paralelos dos á dos, es un paralelepípedo. 202 
240. Teorema, Siempre que de dos prismas ten

ga alguno un ángulo triedro compuesto de polígo
nos iguales y. semejantemente dispuestos, serán igua- . 
les estos dos prismas....   203

J>/ota sobre la semejanza de los prismas...;............ id.
241. Obser-vaeiones. Juntando con el auxilio de 

rectas el vértice de un ángulo á todos los demas, y 
dividiendo todas sus caras en triángulos , se pueden 
dividir en todo caso cualesquiera poliedros en pirá
mides triangulares.

Dos cuerpos compuestos de un número igual de 
pirámides triangulares iguales y dispuestas de un mo
do semejaiíte, son iguales.

Siempre que un poliedro tenga un número de 
ángulos N , está determinado por 3N ^ 6 datos 
adoptados entre las distancias de estos ángulos.......... 204

Idiota sobre el número de ángulos, de caras y de 
aristas de un poliedro................................................  205

242. Teorema. Dos poliedros, que se compo
nen de igual número de pirámides semejantes y se
mejantemente dispuestas, son semejantes.................... id.

243. Teorema.- Siempre que dos poliedros sean 
semejantes, se les podrá dividir en un igual número 
de tetraedros semejantes ysemejantememe dispuestos. 207 

244. Teoretna. Las aristas homólogas de los po
liedros semejantes Son proporcionales, asi como las 
diagonales de las caras homólogas y las diagonales in
teriores á los poliedros  209

245. Observaciones sobre la medición del area 
de los poliedros.............................................................. id.

246. Teorema. Las areas de los poliedros seme
jantes son entre sí como los cuadrados de las aristas 
homologas.....................................     210
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De la medición de los z'oliitnenes. 211 

247. El espacio comprendido por la superficie
de un poliedro, û ocupado por este cuerpo, está ya 
designado bajo el nombre de volumen y aun de ca
pacidad, cuando tratamos de un cuerpo hueco.......... id.

Í<i'oía que da á conocer los motivos para excluir 
la palabra solidez      i^* 

248. Teorema. Dos paralelepípedos construi
dos sobre una misma base, y terminados superior
mente por un mismo plano paralelo á su base, son 
equivalentes en volúmen.... ......................................... 212

249. Corolario. Un paralelepípedo cualquiera 
puede ser trasformado en un paralelepípedo rectán
gulo, que tenga una base équivalente y^a misma 
altura................................................................. 213

La altura de un prisma ó de un paralelepípedo 
es una perpendicular tirada entre las dos bases: la 
altura de una pirámide es la perpendicular bajada 
desde el vértice sobre la cara opuesta, la cual se lla
ma generalmente base.............................  id.

250. Teorema. Si se forma sobre la base de un 
prisma triangular un paralelogramo, y se levanta so
bre este paralelógramo, tomado por base, un parale
lepípedo de la misma altura que el prisma triangu
lar, vendrá este á ser la mitad del otro........... 214

Nota en que se demuestra la igualdad de los vo
lúmenes de los dos prismas triangulares del §. ante
cedente, que aunque construidos sobre las mismas 
partes, jamas pueden coincidir...................................   215

■251. Corolario. Dos prismas triangulares de 
iguales bases é iguales alturas son equivalentes......... id.

2§2. Si se corta un tetraedro por planos para
lelos á su base, y equidistantes, se podrá formar á 
cada corte un prisma exterior y otro interior, de
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modo que la suma de los primeros se diferencie tan 
poco como se quiera de la de los segundos, y por 
consiguiente tambien del tetraedro  215

253. Teorema. Dos tetraedros de una misma 
base y de una misma altura son equivalences.....  217

T/ota, Otra demostración de la proposición an
terior................................................................................ 218

254. Teorema. Un tetraedro es equivalente al 
tercio del prisma triangular de la misma base y de 
misma altura.................................................................. jj,

^SS* Teorema. Los paralelepípedos rectángulos 
de una misma base, son entre sí como sus alturas...... 2ip 

256..... Teorema. Dos paralelepípedos rectángulos 
son entre sí como los productos de las aristas que for
man un mismo ángulo triedro....................................... 220

257. Observación. La medida del volumen de 
un paralelepípedo rectángulo es el producto de sus 
tres aristas contiguas, tomando por término de com
paración al paralelepípedo, cuyas tres aristas conti
guas son iguales á la línea escogida por unidad........  221 

258. Corolario. Cuando las aristas son 
iguales entre sí, el paralelepípedo, que en tal caso 
toma el nombre de cubo, tiene por medida la ter
cera potencia de su arista..................................   222

^$9’ ■^^ volumen de un paralelepípedo 
cualquiera tiene por medida al producto de su base 
por su altura      223

260. 3.° Corolario. El volumen de un prisma 
cualquiera es igual al producto de su base por su 
altura ............................................................... ¡j.

Dos prismas cualesquiera son entre sí como los 
productos de sus bases por sus alturas......................... 224 

261..... 4.‘' Corolario. El volumen de un tetrae
dro tiene por medida la tercia parte del producto 
de su base por su altura.................................... ........

^^2. j? Corolario. El volumen de una pirárni- 
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de malquiera tiene por medida á la tercia parte del 
producto de su base por su altura.

Dos pirámides cualesquiera son entre sí como 
los productos de sus bases por sus alturas...................  224 

263..... Observación. El volumen de un tronco 
de pirámide se obtiene sacando la diferencia entre el 
de la pirámide entera y el de la pirámide truncada..., 225

El volumen de un poliedro cualquiera puede 
valuarse descomponiendo en pirámides á este polie
dro, ó reduciéndolo en prismas triangulares trun
cados..........................................   id.

264. Teorema. Un prisma triangular truncado 
es equivalente á tres tetraedros de una misma base, 
que tienen sus vértices respectivos, colocados en ca
da uno de los ángulos del triángulo opuesto á esta 
base... . ..............................   226

26^, vtrtinTfeu de' un prisma tri
angular truncado tiene por medida al producto de su 
base por la tercia parte de la suma de las tres per
pendiculares bajadas sobre esta base desde cada uno 
de los ángulos de la base superior  227 

266. Teorema. Dos poliedros semejantes son 
entre sí como los cubos de sus aristas homólogas  id.

T/oía. Eos volúmenes de los tetraedros que tie
nen un ángulo triedro común, son entre sí como los 
productos de las aristas que en cada uno compren
den este ángulo.............................   228

SECCION II.

De los cuerdos redondos................ 229

267. Los cuerpos redondos son los que se pro
ducen haciéndolos girar á una figura plana al rede
dor de una linea recta,
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No se consideran en los Elementos de Geome

tría mas que el cono recto, el cilindro recto y la 
esfera,

El cono recto se engendra haciendo girar un tri
ángulo rectángulo al rededor del uno de los lados 
del ángulo recto , de modo que la hipotenusa venga 
á describir la superficie cónica recta.

El lado al rededor del cual gira el triángulo ge
nerador , se llama el eje,

La base del cono es un círculo.
Toda sección ejecutada por un plano paralelo á 

esta base es igualmente un circulo.
Las circunferencias de estos círculos son propor

cionales á sus distancias al vértice,
Sus areas son entre sí como los cuadrados de es

tas distancias.........;........................................................  2,29
2^oía sobre el cono oblicuo.................................. 2¿o

268. Observación. Cuando tenemos conocimien
to de todas las dimensiones de un tronco de cono 
recto con bases paralelas, podemos con el auxilio de 
lo que antecede determinar la altura del cono en
tero 

269. Teorema. Se pueden describir en todo 
caso dos pirámides regulares, la una inscrita y la 
otra circunscrita á un cono recto, tales que la dife
rencia de sus areas sea menor que cualquiera mag
nitud dada, por pequeña que esta sea.

El area de una pirámide regular, cuando en ella 
no se comprende su base, tiene por medida U mitad 
del producto del contorno de esta base por la per
pendicular bajada desde el vértice sobre uno de sus
lados................................................................................ 231

270. La area del cono es en todo caso menor 
que la de la pirámide circunscrita, y mayor que la 
de la pirámide inscrita; pero cada una de estas últi
mas puede acercarse á la primera como se quiera..... 233
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271..... Teorema. El area de un cono recto tiene 

por medida la mitad del producto de la circunferen
cia del círculo que le sirve de base por su lado......... 234 

'Nota donde se da à conocer otro género de de
mostración para la proposición anterior y sus análo
gas  id.

272. Teorema. El area de un tronco de cono 
recto con bases paralelas ó de un cono truneaiio, 
tiene por medida la mitad del producto de la suma 
de las circunferencias de sus dos bases por su lado, ó 
el producto de este lado por la circunferencia hecha 
á igual distancia de las bases....................................... id.

N. B. Sustituyendo el vértice en vez de la base 
superior, vienen á convenir estas medidas al cono 
entero.............................................................................. 236

273. Teorema. En todo caso se pueden deter
minar dos pTrâlindes, la UM inscrita y la otra circuns
crita, que se diferencien tan poco como se quiera del 
.cono, siendo menor la una y mayor la otra............... id- 

274. Puede siempre asignarse una pirámide ins
crita y otra circunscrita á un cono recto, tales que 
la diferencia de sus volúmenes sea menor que cual
quier cantidad dada, por pequeña que ella sea........ 237 

275, Teorema. El volumen de un cono tiene 
por medida al tercio del producto del area de su ba
se por su altura............................................................. id.

Nota sobre el cono oblicuo....,..... ........................ id.

276. Problema. Hallar el volumen de un tron
co de cono recto con bases paralelas........................  238

277. Un rectángulo que da vueltas al rededor 
de uno de sus lados engendra un cuerpo llamado ci- 
Hnílro reeto.

Las bases de un cilindro recto son círculos igua
les y paralelos, asi como todas las secciones paralelas 
á estas bases.

TOMO iir 6
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El lado al rededor del cual se vuelve el rectáu- ' 

guío generador, se llama el eje.................................. id;
^ota sobre el cilindro oblicuo,^...,............... ,....239 

278. Teorema. Se puede inscribir y circunscri
bir á un cilindro recto dos prismas rectos, tales que 
la diferencia de sus areas sea menor que .una mag
nitud dada, por pequeña que sea esta cantidad........ id, 

279. Nota. Corolario. Se puede en todo caso 
determinar un prisma inscrito ó circunscrito que se 
diferencie cuan poco se quiera del area del cilindro 
recto, mayor que la primera, y menor que la se- 
-gunda......»..........     a^fl

aSo. Teorema. El area de la superficie convexa 
del cilindro recto tiene por medida al producto de 
la circunferencia de su base por su. altura..... .............. id. 

281..... Teorema. Se pueden en todo caso formar 
en el cilindro dos prismas, uno inscrito y otro circuns
crito , tales que sus volúmenes se diferencien entre sí 
tan poco como se quiera...................  id.

282. Corolario. Se pueden construir un prisma 
inscrito y un prisma circunscrito, tales que sus volú
menes se difencien tan poco como se quiera del del 
cilindro, que será en todo caso mayor que el pri
mero y menor que el segundo...............................  24a

283. Teorema. El volumen de un cilindro rec
to tiene por medida el area de su base por su altura, id. 

Nota sobre el cilindro oblicuo..,,...    id. 
284. Un semicirculo, girando al rededor de su 

diámetro, engendra la esfera y la semicircunferencia 
que la envuelve, describe la superficie esférica,

El diámetro, al rededor del cual gira el semicír
culo generador, es el eje, y sus extremos son los 
foloSf

La superficie esférica tiene todos sus puntos 
igualmente distantes del centro del círculo generador. 243 

285. Teorema. La sección de la esfera por me
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XLIII
dio de un plano cualquiera, es en todo caso un círculo, id. 

286. Observación. Los círculos cuyo plano pa
sa por el centro de la esfera, son círculos maximos, 
todos los demas son círculos menores  244

Todos los círculos máximo^ son entre sí iguales.
287. Corolario. Dos círculos máximos se cortan 

constantemente en dos partes iguales.....)..................... id.
288. Cuando tres círculos se cortan dos á dos 

en la superficie de la esfera, forman un triángulo es
férico, de los cuales se consideran en los Elementos- 
los únicos que están formados por tres arcos de cír
culos máximos................................................................ id.

289. Teorema La suma de dos lados cuales
quiera de un triángulo esférico es constantemente 
mayor que el tercero.............................................   245

200. I? Corolario. El camino mas corto para 
pasar dé uS'punw à otro ¿obre Ja superncTe esférica, 
es el arco de círculo máximo determinado por el pla
no que pasa por estos dos puntos y por el centro de 
la esfera   id.

291. 2? Corolario. La suma de los tres lados 
de un triángulo esférico es menor que la circunfe
rencia de un círculo máximo........................................ 246

292. Teorema. Si por el centro de un círculo 
cualquiera trazado sobre la esfera se levanta una 
perpendicular, pasará esta por el centro de la esfera, 
y la cortará en dos puntos, cada uno de los cuales se 
hallará igualmente distante de todos los de la circun- 
ferencia del círculo propuesto..................................... 247

293. Corolario. Cada uno de estos puntos, que 
se llaman polos-, servirá para describir este círculo.

La recta que los junta, es el eje del mismo cír
culo   248

294. Teorema. El plano tirado por un punto de 
la superficie de la esfera perpendicularmente al radío 
que pasa por este punto, es tangente á la esfera; y
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XLIV 
reciprocamente el plano tangente á un punto cual
quiera de la superficie esférica, es perpendicular á la 
extremidad del radio..................................................... id.

295. Teorema. Dos porciones correspondientes 
de polígonos regulares, la una inscrita y la otra, cir
cunscrita al círculo generador de la esfera, describen 
al tiempo de girar al rededor del diámetro de este 
círculo dos cuerpos, cuyas areas pueden diferenciar
se en menos que ninguna cantidad pequeña, por chi
ca que esta sea.

El area de cada uno de estos cuerpos tiene por 
medida al producto de su altura por la circunferen
cia del círculo inscrito al polígono que lo engendra., 249 

296. Corolario, El area del cuerpo inscrito es 
menor que la de la porción correspondiente de la es
fera j mas el area del cuerpo circunscrito es mayor, y 
sin embargo se pueden encontrar dos cuerpos cuya 
area se diferencie tan poco como se quiera de la de 
la porción de esfera........................................................ 251

297. El area del casquete esjérico es igual á la 
altura multiplicada por la circunferencia de un cír
culo máximo.................................................................. 2$a

298. I? Corolario. La area de una esfera entera 
es igual á su diámetro multiplicado por la circunfe
rencia de un círculo máximo, y la de una zona cual
quiera es igual al producto de esta zona por la cir
cunferencia de un circulo máximo...... ........... 1. 253

299. 2? Corolario. El area de la superficie es
férica es cuádrupla de la de uno de sus círculos má
ximos..............................................   2^4

300. Teorema. El area del huso esférico es á la 
de la esfera como el ángulo plano que mide al ángu
lo diedro que forman los planos que determinan este 
huso, es á cuatro rectos.............................................. id.

301. Teorema. El area de un triángulo esférico 
es á la de la esfera entera como la diferencia entre la
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suma de los tres ángulos diedros formados por los 
planos de los círculos que componen este triangulo 
y dos ángulos rectos, es á ocho ángulos rectos.........  255 

2^ota donde por medio de la proposición ante
rior se demuestra que dos triángulos esféricos que 
tienen sus lados respectivamente iguales cada uno 
al suyo, mas que reunidos nos presentan alguna in
version, son equivalente?....................................   id.

302. Teorema. La diferencia entre los volúme
nes de- los cuerpos engendrados por dos porciones 
correspondientes de polígonos regulares, la uiia ins
crita y la otra circunscrita á un arco de círculo, 
mientras la revolución de este arco al rededor de es
te eje, y mientras se hallan cerrados por U superfi
cie cónica, descrita en la misma circunstancia por el 
radio que termina las dos porciones del polígono, 
pueda ser un prquciia cuniu st ¿julcia!;

El volumen de cada uno de estos cuerpos tiene 
por medida la suma de las areas descritas por los la
dos del polígono generador, multiplicada por el ter
cio del radio del círculo inscrito á este polígono......... 258 

303. Corolario. El sector esJéricOf engendrado 
por la revolución del sector circular, es menor que 
el cuerpo circunscrito, y mayor que el inscrito; 
mas su diferencia con el uno ó con el otro de estos 
cuerpos, puede reducirse á cuanta pequenez se 
quiera..........................................    361

304. Teorema. El volumen de un sector esféri
co es igual al area del casquete sobre que se apoya, 
multiplicada por el tercio del radio............................. id.

30$. 1? Corolario. El volúmen de la esfera es 
igual á su area, multiplicada por el tercio del ra
dio, ó al area de su círculo máximo multiplicada por 
los dos tercios de su diámetro............ ......................... 263 

306..... 2? Corolario. La medida del sector esfé
rico, aun cuando supere á la semiesfera, es la mis*

MCD 2022-L5



XLVI
ma que en el numéro 304...................   jj

307. 3? Corolario. £l volumen de la porción 
de esfera engendrada por el semisegmento circular, 
y que se llama s^^menío esférico, se obtendrá qui
tando del volumen del sector esférico el del cono 
correspondiente,

£1 volumen de la zona se obtendrá considerán- 
dolo como diferencia de dos segmentos formados en 
la esfera por los planos qué terminan esta zona......... 26a

De la eomfaracioft de los cuervos redondos... 263

308. Los cuerpos redondos semejantes son los 
que se hallan engendrados por figuras semejantes,

£n los conos semejantes, los lados, las alturas, 
los radios de las bases, sus circunferencias son pro
porcionales, y las areas de las bases son como los 
cuadrados de sus líneas homólogas; lo cual se verifica 
del mismo modo con respecto á los cilindros seme
jantes.

Las esferas son cuerpos semejantes....................... U.
309. Teorema. Las areas de los conos semejan

tes son como los cuadrados de los lados de estos 
conos, y sus volúmenes como los cubos de estos mis
mos lados..................................................................... .

3^^* Teorema. Las areas de los cilindros seme
jantes son como los cuadrados de los lados de estos 
cilindros, y sus volúmenes como los cubos de estas 
mismas líneas............................................................... 264

311. Teorema. Las areas de dos esferas son co
mo los cuadrados de sus radios ó de sus diámetros, 
y sus volúmenes como los cubos de estas mismas 
líneas  265

313. Observación. El area convexa del cilindro 
circunscrito es igual á la de esta esfera, y el volú- 
men de este último cuerpo no es mas que los dos
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tercios del primero........................   aóó

313. Conclusion, en la cual se hace ver que 
no puede haber mas de cinco especies de polie
dros regulares, y que las caras de estos poliedros 
no pueden menos de ser ó triángulos equiláteros, ó 
cuadrados ó pentágonos............................................... id.
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SUPLEMENTO

AL TEATADO ELEMENTAL DE ARITMETICA,

NECESARIO PAMA ESTUDIAR EN SEGUIDA

LOS ELEMENTOS DE GEOMETRÍA.

i. iara abreviar el discurso se han sustituido sig
nos particulares á las palabras mas frecuentes; y cuan
do se trata de un número ó de una cantidad cualquiera, 
sin considerar su valor particular^ysí solo para indicar 
sus relaciones con las'óTr3?‘2SnÍT3aa^ ó las operaciones 
bajo las cuales debe estar sujeta, se la designa por una 
letra del alfabeto, que entonces toma el nombre abrevia
do de esta cantidad.

-i- Significa mas ó sumado con.
La expresión Á-n-B indica la suma que resulta del 

valor que representa la letra A sumado con el que re
presenta B, ó A mas B.

— SigMJica menos.
A—B indica la diferencia cuando se quita del valor 

que representa A el que representa B, ó A menos B.
xSi^nÿiea multiplicado por. '
AxB indica el producto del valor que representa A 

multiplicado por el que representa B, ó A muléi/lieaeío 
for B.
A '
g-indica el cuociente del valor que representa A dividi

do por el que representa B, ó A Aividieío/)or B.
TOMO nr. A

MCD 2022-L5



2 ELEMENTOS

A=B signijíca que el valor que representa A es 
igual al que representa B, ó A igual a B.

A>B significa que el valor que representa A es 
mayor que el que representa B, ó A major i^ue B.

A<B significa A. menor que B.
2A , 3A &c. indican el dufiOf el trifio &c. del va

lor que representa A.
2. Cuando se multiplica un número por el mismo, 

se ioimâ su segunda/potencia ó su cuadrado’. 5x5,0 25. 
es la segunda potencia de 5, ó el cuadrado de 5.

La segunda potencia es el producto de dos factores 
iguales; cada uno de estos factores es la raiz cuadrada 
del producto: 5 es la raiz cuadrada de 25.

Si se multiplica la segunda potencia por su raiz, se 
tendrá la tercera j^otencia ó el cubo: 5x25 , ó 125, es 
la tercera potencia de 5.

La tercera potencia es un producto formado por la 
multiplicación de tres factores iguales: cada uno de estos 
factores es la raiz cúbica de este producto: 125 es el 
producto de 5 multiplicado dos veces por sí mismo, 
ó 5x5x5; y 5 es la raiz cúbica de 125.

En general A’ es la abreviación de AxA, é indica la 
segunda potencia, ó el cuadrado de A.

/A indica la raiz cuadrada de A ó el número que, 
multiplicado por sí mismo, producirá el valor que repre
senta A.

A’ es la abreviación de AxAxA, é indica la tercera 
potencia ó el cubo de A.

^A indica la raiz cúbica de A ó el número que, 
multiplicado dos veces por sí mismo, producirá el valor 
que representa A.

Todos los números no son cuadrados ó cubos perfec*
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DE GEOMETRIA. 3 
tos; es decir, no tienen raíces cuadradas ó cúbicas exacta» 
mente: 19, por ejemplo, está entre 16, que es el cua« 
drado ¿04/25, que es el cuadrado de § , es un núme
ro cuya raíz está comprendida entre 4 y 5 » pero qtse 
no se podrá hallar ni aun por medio de las fracciones: es 
por lo mismo incomensurable.

Igualmente 89 se halla entre 64, que es el cubo 
de 4, y 125 , que es el de 5 , pero que no se podrá ja
mas señalar exactamente. Se hallarán en los Elementos de 
Algebra los métodos para aproximar cuanto se quiera las 
raíces cuadradas y las raíces cúbicas de los números que 
no son cuadrados ó cubos perfectos.

¿éOs tres artículos sís^^íentss se deben ístUíHar antes del 
" Humero ^8.

3. Cuando dos proporciones tienen una razón co* 
mun, es patente que con las otras dos razones se podrá 
formar proporción, porque cada una de estas es igual á la 
razón común.

Sitenemos A:B::C:D
E : F : : C : D 

resultará necesariamente A : B : : E : F.
Cuando dos proporciones tienen los mismos antece

dentes, los consecuentes formarán'proporcionj pues si te
nemos A:B::C:D

A:E::C:F 
mudando de lugar los medios, resultarán las proporciones

A:C::B:D
A:C::E:F 

de donde se deduce B : D :: E : F 
ó lo que es lo mismo B ; E ; : D : F.
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4 ILEMENTOS
4. Se podrán hacer con las proporciones otras altera

ciones que la inversión de los términos, las cuales no in
fluyen en la igualdad de los productos de los extremos 
con el de los medios.

i? Si ai consecuente de una razón se le añade su 
antecedente, y esta suma se compara con el antecedente, 
este estará contenido en dicha suma una vez mas que lo 
que está eu^el primer consecuente; la nueva razón será 
igual á la razón primitiva aumentada de la unidad. Si se 
hace la misma Operación sobre las dos razones de una 
proporción, resultarán evidentemente dos nuevas razones 
iguales entre sí, y por consecuencia una nueva proporción.

Sea por ejemplo la proporción

se tendrá 6-1-4 : 4 : .• 18-1-12 ; 12,
ó io:4::3o:i2.

; 2.* Sí del consecuente de una razón se resta el ante
cedente, y esta diferencia se compara con el anteceden
te, este estará contenido en dicha diferencia una vez me
nos que en el primer consecuente: la nueva razón será 
igual á la razón primitiva disminuida de la unidad. Si se 
hace la misma operación con las dos razones de la propor
ción, resultarán dos nuevas razones iguales entre sí, y 
por consiguiente una nueva proporción.

De la proporción 4 : 6 : : 12 : 18
se deducirá 6—4 : 4 : : 18—12 : 12,
ó 2:4:: 6:í2,

r En una proporción cualquiera entre cantidades seña
ladas por letras A : B :: C : D
se tendrá por la operación dicha arriba

B-1-A : A : : D-1-C ; C, 
B-A:A ::D-C:C.
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DE GEOMETRIA. J
Sí se cambian de lugar los medios en estas últimas, 

resultará B-i-A ; D-nC : : A : C;
B-A : D-C : : A : C; 

y por la misma operación, la proportion
A : B : : C : D

se convertirá en A : C : ; B : D;
y porque las razones A : C, B : D son iguales, se con
cluirá B-í-A : D-+-C : : A : C ó : ; B : D,

B-A : D-C : : A : C ó : : B : D, 
resultado que se expresa del modo siguiente.

£n to¿ia jjroporcion la suma o la ¿Herencia de los 
dos j^rimeros términos es d la suma 6 la difereneia de 
los dos últimos, corno el primero es al tercero, 6 como el 
segundo es al cuarto, . . _

Las 'dórTazdnerTrT^^oBTDTson colines á las 
dos últimas proporciones ^ de donde resulta que las otras 
razones de las mismas proporciones son iguales, y por 
consecuencia

B-hA : D^C : : B-A : D-C, 
ó, mudando de lugar los medios,

B+A : B-A : : D+C : D-C; 
quiere decir que la suma de los dos primeros términos de 
una proporción es d su diferencia como la suma de los dos 
últimos es i^uabneníe d su diferencia. —

Por ejemplo:
6-Í-4 : 6—4 : : 184-12 : 18—12,

ó io:2::3o:6.
Cuando la proporción

A:B::C:D
se cambia en A:C::B:D,
A y B son los antecedentes, C y D los consecuentes; y 
las proporciones
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B+A : D-^C : : A : C ó : : B : D,
B-A : D-C : : A ; C ó : : B : D, 

que dicen lo siguiente:
La suma ó la ¿Diferencia de los antecedentes de una 

j^roporclon es d la suma ó la diferencia de los consecuett’ 
teSf como un antecedente es d su consecuente.

De donde se deduce que la suma ¿de los antecedentes 
es a su diferencia como la suma de los consecuentes es d 
su diferencia.

Si tenemos una continuación de razones iguales
A:B::C:D::E:F, 

considerando en primer lugar que las dos primeras forman 
la proporción

A:B::C:D, 
se deduce por lo que precede

A-4-C : B^D : : A : B;
y porque la tercera razón E : F es igual á la primera 
A : B, se tendrá

A-hC : B^D : : E : F.
Si se toma la suma de los antecedentes y la de los 

consecuentes en esta última proporción, resultará
A-í-C-hE : B-i-D-+-F : : E : F ó : : A : B,

Siguiendo el mismo método, sea el número que quie
ra el de estas razones iguales, se tendrá finalmente: la 
suma de un número cualquiera de antecedentes es d la 
sufría de sus consecuentes ^ como un antecedente es d su 
consecuente.

5. Cuando hay dos proporciones cualesquiera
A : B : : C : D
E:F::G:H, 

y se multiplican ordenadamente^ esto es, término por 
término, los productos formarán proporción, y será
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DE GEOMETRIA. 7
AxE : BxF : : CxG : DxH.
-J 1 ^>^F

Esto es evidente, porque las nuevas razones-;—, 
AxE

Q^i serán respectivamente los productos de las razo

nes primitivas.
B F D H 
A ' if’ G ’ 

que son iguales.
Si se multiplica la proporción

A : B : : C : D
por A:B::C:D 
se tendrá (2)

de donde se sigue que los cuadrados de las cuatro cafi"" 
tidades forman una nueva j^roporcion.

Multiplicando la proporción
A\B’::e:D\

por A : B : : C : D,
se tendrá A’: B’: : C^ D’, 
esto es, que los cubos de cuatro cantidades en J)rojpor* 
cioUf forman otra nueva froyorcion.

J^os dos articulas siguientes se re^eren al numero ^6,

6. Muchas veces se consideran las cantidades des
compuestas en varias partes, y se necesita sumarias, res
tarías ó multiplicarías en este estado, esto es, determinar 
de qué modo los resultados de estas operaciones se for
man de las partes de las cantidades propuestas. Vamos 
á dar una regla sobre esto:

I .® Es evidente que si se quiere sumar la cantidad 
B—C con la cantidad A, es preciso escribir A-+-B—C,
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respecto á que no es ni B ni C lo que se propone su
mar con A, sino solamente el exceso de B á C.

Por otra parte si se toman las rectas MP, PN y QN 
para representar las cantidades A, B y C, se vera que

PQ^PN-QN,
MP4-PQ—MP^PN-QN.

2® Si de la cantidad A se quiere quitar la cantidad 
B—Cj se escribirá An-C—B, ó lo que es lo mismo, 
A-Bm-C.

En efecto, la diferencia de dos cantidades no se alte
ra cuando se añade á cada una la misma cantidad; luego 
si se añade C á B-C, resultará B; haciendo la misma 
adicción á la cantidad A se tendrá A-*-C, y la sustracción 
de B dará entonces A-t-C—B.

M------------------------~P Ó

Esta línea confirma este resultado, porque si se to
man las rectas MN , PN, PQ para representar las canti
dades A, B, C, será

QN=PN-PQ,
' MN--QN-MQ=MP^-PQ, 

y pues que MP=MN—PN , saldrá
MPh-PQ=MN-PNh-PQ Í

lo cual corresponde á A—B-i-C,
3 .® El producto de la cantidad A por la cantidad 

B-i-C, está representado por AxB-+-AxC; porque debe 
de contener tantas veces el número A como unidades 
hay en la suma de los números B y Cj por consiguien
te debe de componerse de A tomado tantas veces como 
unidades hay en B, mas de A tornado tantas veces co-
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mo unidades hay en C, lo que se escribe asi AxB-h 
AxC.

4? El producto de A por B—C se representa por 
AxB—AxCj porque si se expresa B—C por D, es cla
ro que se tendrá B=:D-*-C, y por consiguiente AxB— 
AxD-t-AxC: de donde se deduce que AxD—AxB— 
AxC, lo que forma la proposición antecedente, pues que 
D=B-C.

y. De esto se sigue que el cuadrado de un núme
ro compuesto de dos partes, contiene el cuadrado de la 
primera, dos 'veces el producto de la primera por la se
cunda, y el cuadrado de la segunda. El numero 13, 
por ejemplo, es lo mismo que 9-1-4, su cuadrado 169 
se compone _

del cuadradode 9 , ó 81 
de 2 veces 9x4,0 ya 
del cuadrado de 4, ó 16

Total..,. 169

Para probar esto en general, basta observar que el 
producto de A por B-t-C es AxBh-AxC, si se hace A= 
B-»-C, los productos parciales AxB y AxC darán 
BxB-4-BxC, y BxC-+-CxCj reuniéndolos, saldrá lo si
guiente; —

BxB+BxCh-BxCh-CxC , 
lo que puede escribirse del modo siguiente:

B"-t.2BxC-+-C\ 
que es el cuadrado de B-i-C, conforme se dijo arriba.

Por el mismo medio se demuestra que el cuadrado 
de la diferencia de dos cantidades se compone del cua
drado de la primera, menos dos 'i>eces el producto de la 
primera por la segunda, mas el cuadrado de la segunda.

TOMO III. B
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El número 9, que es igual á 13—4» por ejemplo, su 
cuadrado 81 está formado de 169—2 veces 4x13^-16, 
lo que fácilmente se puede comprobar.

La demostración general de la proposición antece
dente se da haciendo A=:B—C, en el producto de A 
por la diferencia B—Cj porque este producto siendo re
presentado por AxB—AxC, si se sustituye B—C en lu
gar de A, en los productos AxB y AxC, resultarán res
pectivamente

BxB—BxC y BxC—CxC; 
y para restar el segundo del primero será preciso, se
gún el artículo 6, escribir

BxB—BxC—BxC-í-CxC, 
ó lo que es lo mismo

B’—2 BxC-i-G^',
que dan el cuadrado de B—C, conforme á lo arriba dicho.

Las nociones precedentes son suficientes para enten
der las proposiciones necesarias de la Geometría, porque 
se puede, en el número 141, limitarse á la solución grá
fica, y pasar los números i$o, 156, 157, que no sir
ven sino para calcular la relación de la circunferencia al 
diámetro, que puede obtenerse fácilmente en la Trigono
metría por los senos y las tangentes de los arcos pe
queños.

OBSERVACION.

En la forma de razonamiento adoptado para la expo
sición de los Elementos de Geometría, es necesario enten
der que

Un axwtna es una verdad evidente por sí misma.
Un teorona es un-a proposición que necesita demos

tración.
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Un corolario es una consecuencia de una proposición 

que se ha demostrado,
Un jfrohlcma es una cuestión que se ha de resolver.
Una proposición, que solo sirve de preparación para 

otra, se llama lerna.
A las notas se les da el nombre de escolios.
Es de observar que un teorema contiene dos partes; 

á saber: la hipótesis, y la conclusion, que es su conse
cuencia. No siempre es posible invertir el enunciado; es
to es, que tomando la conclusion por hipótesis, no se tie
ne siempre por conclusion necesaria la hipótesis primiti
va; y esto consiste en que la conclusion primitiva convie
ne algunas veces á un número mayor de casos que la hipó
tesis; de donde viene la necesidad de demostrar las pro
posiciones inversas, que umbien se llaman recíprocas 
cuando se quiere hacer uso de ellas.
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ELEMENTOS

DE GEOMETRÍA.

NOCIONES GENERALES RELATIVAS A LA EXTENSION.

I. lul espacio que cada cuerpo ocupa tiene nece

sariamente tres dimensiones, que designamos por los nom
bres de lofí^üudf latitud ó anchuraí y profundidad ó 
altura ó grueso.

No es posible despojar á cuerpo alguno de ninguna 
de las tres expresadas dimensiones sin que al mismo tiem
po se le prive enteramente de la existencia; y no podría
mos distinguirlos del espacio indefinido si no se hallaran 
terminados, ó si no tuviesen límites, sin los cuales nos se
ria absolutamente imposible formamos idea alguna de 
ellos. Estos límites, que percibimos por medio de nues
tros sentidos, y que consideramos como destituidos de 
todo grueso, son las que llamamos suyerjlcies.

Cuando un cuerpo nos presenta muchas caras ó fa
chadas, cada una en el lugar en que se une con alguna 
otra, tiene sus límites que no tienen grueso ni anchura, á 
los cuales llamamos líneas.

Finalmente, estas últimas tienen en los lugaies en 
que se encuentran unas con otras sus límites ó extremi
dades, que ni tienen grueso, ni latitud, ni longitud, y 
se llaman juntos.

La existencia de estas diversas especies de límites es 
indudable, pues que de ellos nos valemos para juzgar de 
la figura del cuerpo. Nosotros consideramos á cada lími- 
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te con separación, y prescindiendo de una ó de dos de las 
dimensiones del cuerpo, las cuales por otra parte no pue
den ser aniquiladas; porque no pudiendo hacer otra 
cosa que modificar las formas de la materia, se efectúan 
siempre nuestras operaciones sobre cuerpos, y jamas so
bre stiperficies, ni sobre líneas, ni Sobre puntos; pero su 
resultado discrepa tanto menos del del razonamiento, 
cuanto mas cuidado ponemos en disminuir las dimensio
nes extrañas á las del límite que hayamos considerado en 
el cuerpo. Por medio del razonamiento alcanzamos este 
límite; con el auxilio del cálculo nos podemos aproxi
mar á él indefinidamente, mientras que la exactitud de 
las operaciones necesarias encuentra su término en la in
evitable imperfección de los instrumentos.

a. Entre las líneas, Tarimera que se nos ofrece es 
la línea recta; de la cual damos una idea bastante clara 
diciendo que es el camino mas corto por donde puede 
pasarse de un punto á otro.

En esta idea se halla asimismo comprendida la posi
bilidad de prolongar la línea recta indefinidamente mas 
allá de cada uno de los extremos que anteriormente se la 
hayan asignado, asi como la imposibilidad de efectnarlo 
de varios modos.

Bien claro se ve que no hay mas que una sola es
pecie de línea recta, y que necesariamente debe ser cur^ 
'va toda la que no sea recta, ó no esté compuesta de dos 
ó mas líneas rectas. Ya se deja ver que debe haber un 
número infinito de diferentes especies de líneas curvas.

Entre las varias superficies con que se nos presentan 
terminados los cuerpos, notamos desde luego el plano ó la 
superficie plana, que se diferencia de otra cualquiera en 
que se la puede exactamente aplicar ó trazar en ella una
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línea recta en todos los sentidos. No hay ni puede haber 
mas de una sola especie de planos, ó de superficies planas.

Toda superficie que no sea plana, ó no esté compues
ta de muchas planas, ha de ser necesariamente curva; y 
el numero de especies de superficies curvas es infinito.

Expondremos sucesivamente las propiedades mas no
tables de las líneas, de las superficies y de los cuerpos, ci* 
ñéndonos á aquellas cuyo conocimiento sea indispensable 
para cultivar con fruto los diversos ramos de las matemá
ticas puras y mixtas.
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PRIMERA PARTE.

SECCION PRIMERA.

De las fro/iedai^es de las líneas rectas ^ circulares.

N. B. En toda esta primera parte las líneas repre
sentadas en las figuias se hallan situadas en un mismo 
plano.

DeJiniciones y nociones preliminares.

^. En los elementos de Geometría no consideramos 
otras especies de líneas sino solas dos, á saber: la línea 
recta, que es el camino mas ,cort.o que puede imaginarse 
para pasar de un punto a otro; y la circunferencia del 
círculo ó la linea circular, cuyos puntos están todos situa
dos en un mismo plano y á igual distancia de otro punto 
del mismo plano, el cual se llama su centro.

AB, fig. i, es una recta. Bien claro se ve (2) que Fig. i- 
nada se opone á que se la prolongue indefinidamente y 
cuanto se quiera hacia la izquierda del punto A, ú ha
cia la derecha del punto B, de modo que resulte ter
minada de nuevo por otros dos cualesquiera de sus pun
tos C y D, del mismo modo que antes lu.estaba por los 
puntos A y B; es decir, que si nos propusiéramos juntar 
por medio de una recta los dos puntos C y D, el trazo 
pasaría necesariamente sobre la línea AB.

ABCD, fig. 2, es una circunferencia de círculo cu- Fig. 2. 
yo centro es el punto 0. Las rectas AO, BO, CO, que 
miden la distancia que hay desde cualesquiera de los 
puntos A , B, C de la circunferencia al centro O, y son 
todas entre sí iguales, sollaman radios del círculoj á una
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parte cualquiera de su circunferencia, se la da el nombre 
de arcoi y bajo la denominación de círculo entendemos la 
porción del plano que por todas partes se halla termina
da por la línea circular.

Con mas que suficiente claridad se echa de ver que 
para determinar todos los puntos que en un mismo plano 
se hallen igualmente distantes del punto 0, y su distan
cia sea la conocida ¿ra, basta describir, haciendo centro 
en 0, y con un radio igual á ao, una circunferencia de cír
culo, en la cual deben forzosamente hallarse todos los 
puntos del plano cuya distancia al O sea la dada ao.

En esta suposición pasemos á tratar primeramente de 
las líneas rectas.

4. Medir la distancia de dos puntos ó la longitud 
de una recta es determinar cuántas veces contiene esta 
recta á otra que hayamos adoptado por unidad; lo cual 
se consigue aplicando sucesivamente esta segunda á la 
primera cuantas veces sea esto posible; y en caso que por 
último resulte algún resto, es necesario que procuremos 
apreciarlo como fracción de la unidad.

En general, medir una línea con otra es buscar la 
relación que entre sí tengan estas dos líneas, ó indagar si 
por ventura existe alguna línea mas pequeña, que estan
do contenida un número exacto de veces en la una y en 
la otra, sea la medida común de ambas. Tiene, pues, se
mejanza esta investigación respectiva á las líneas con la 
del divisor común de los números.

PROBLEMA.

5. Dacias que sean dos rectas, hallar su medida 
comunt 6 for lo menos determinar con aproximación la 
relación que entre sí tenían.
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Solución. Sean AB y CD, fig. 3, las dos rectas da- Fig 3- 

das. Aplíquese sucesivamente la menor á la mayor cuan
tas veces pueda estar contenida la una en la otra ; y asi ve- 
remos que la línea ÁB, ademas de contener tres veces á la 
DC desde A hasta E, nos presenta después de esto el 
exceso EBj de modo que á consecuencia tendremos:

AB=3CDH-EB.
Inmediatamente aplicaremos á la línea CD el exceso 

BE, y veremos que despues de estar contenido en ella 
cuatro veces, resulta un segundo exceso FDj lo cual 
nos dará

CD=4EB^rD.
Aplicaremos del mismo modo este segundo exceso FD 

al primero EB; y hallaremos que este le lleva al otro el 
exceso GB, de manera que^

E B=:FD-i-G B.
, Aplicando finalmente el exceso GB al FD, y hallán

dole contenido en él tres veces, tendremos por último 
resultado

FD=3GB.
Reascendiendo ahora del valor de FD al de EB; 

desde este al de CD, y desde este último al de AB, se 
nos presentarán sucesivamente:

FD-3GB; EB=4GBí CD=i 9GB; AB~6iGB: 
en donde se ve que el último exceso GB es la medida 
común de las rectas AB y CD; y puesto que se halla con
tenido 61 veces en la primera y 19 veces en la segunda, 
es consiguiente que estas dos rectas tengan entre sí la mis
ma relación que los dos números 61 y 19«

Ya no puede ser difícil hacer uso de la misma prácti
ca en cualquier otro ejemplo. La comparación de los exce
sos sucesivos debe continuarse hasta que se nos presente

TOMO in. c
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uno que esté contenido un número exacto de veces en el 
inmediato anterior, ó que sea tal, que el exceso que en 
la comparación pueda notarse, sea imperceptible por* su 
pequenez. Asi lograremos en todos casos por lo menos un 
resultado aproximado.

6. Es evidente que una recta no puede encontrarse 
con otra mas que en un punto (3),

7. El espacio indefinido, fig. 4, comprendido entre 
dos rectas que se cortan en un punto A, y se pueden supo
ner prolongadas cuanto se quiera, se llama ángulo. Aun
que este espacio no esté cerrado por el lado BC, se le 
distingue, sin embargo, bien del resto del plano por me
dio de los límites AB y AC. Dos ángulos se pueden dife- 
renciar uno de otro, considerándolos bajo este respecto : la 
re- .a AD, por ejemplo, hace evidencemente con AB un 
ángulo mayor que el que forman entre sí las rectas AB 
y AC.

Se designa por lo común cada uno de los ángulos por 
medio de tres letras, siendo la del medio la que ocupa el 
punto en que las dos rectas se cortan; punto conocido ba
jó el nombre de vértice del ángulo. Él formado por las 
rectas AB y AC se denomina el ángulo BAC. Cuando 
en un punto, como a por ejemplo, no hay mas de un 
solo ángulo, se le puede indicar con sola la letra del vér
tice llamándole sencillamente el ángulo ¿z.

8. Dos ángulos son enteramente iguales cuando co
locado el uno sobre el otro se confunden y se cubren 
exactamente. El ángulo hac será igual al BAC, si estan
do colocada la recta db sobre la AB de modo que el pun-, 
to a caiga sobre el A, caiga al mismo tiempo la otra 
recta ac sobre la AC. Pata que se verifique la igualdad 
de dos ángulos, no es necesario que sean iguales entre sí
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Ias longitudes de las líneas que los forman, como por 
ejemplo las AB y ab, AC y ¿ífi porque bien se deja co
nocer que si las rectas AB y AC se confunden con las ab 
y ae en las porciones Ab^ y Ác', lo mismo habrá de su
ceder en todo cuanto se nos antoje prolongarías mas ade
lante.

9. La posición respectiva de dos rectas depende del 
ángulo que entre sí formen. Entre todas las situaciones 
que puede tener una recta con respecto á otra con la cual 
concurra, la mas notable es la perpendicular-, por cuyo 
medio se designa el caso en que una recta AC, 6g. 5, Fig. $. 
que cae sobre otra AB, hace con ella, prolongada, si es 
necesario, por ambos lados del punto del concurso A, los 
dos ángulos BAC y DAQjg.uaie5-eatx.e^sj¿,es decir , que 
si despues de tirada la recta AC, se dobla por ella la fi
gura, la parte AB de la recta BD debe caer exactamen
te sobre la restante parte AD.

Bien claro se ve que en tal caso la recta AC no se 
inclina ni hácia B ni hacia D.

A los des ángulos BAC y CAD se les da el nombre 
de ángulos rectos.

Todo ángulo menor que un recto, se llama ángulo 
atildo. El ángulo BAE es un ángulo agudo.

Todo ángulo mayor que un recto, se llama ángulo 
obtuso. El ángulo BAF es un ángulo obtuso.

Es bien visible que un ángulo recto, colocado sobre 
otro de la misma especie, debe cubrirlo y confundirse 
exactamente con élj y que por tante el ángulo recto 
A^B^DC fig- 6, por ejemplo, colocado que sea sobre el Fíg. 6. 
ángulo recto ABD, debe cubrirlo con toda exactitud.
Cón efecto, si después de haber tomado AB=:A^B', co
locamos la figura A'C'D^ sobre la ACD, haciendo coin-
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cidir respectivamente los dos puntos A^ y B' con los otros 
dos A y B, las rectas A'C' y AC se confundirán perfec
tamente, puesto que no es posible hacer pasar mas de una 
entre dos puntos determinados; y si en esta disposición 
no cayese la recta B'D' sobre la BD, sino que tomaba 
otra cualquiera posición B¿/, los ángulos A^B'D^ y D'B'C', 
que en la otra figura estarían representados por AB¿/ y 

¿/BC, no serian iguales entre sí, y por consiguiente no 
podrían ser rectos.

Fig. 5. 10. La sola inspección de la figura § basta para ha
cemos ver que la suma de todos los ángulos BAE, EAC, 
CAF, FAD, que pueden formarse á un mismo lado 
de una recta con un mismo punto de ella por vértice co
mún de todos, equivale en todos casos á dos ángulos rec
tos, cualquiera que sea el número de los ángulos de que 
se trate.

Fig. 7. 11. Toda recta AE, fig. 7, que cae sobre otra pro
longada hácia los dos lados del punto de encuentro A 
forma con ella en aquel punto dos ángulos EAB y EAD, 
cuya suma equivale á la de dos rectos.

Dos rectas BD y EF, que se cortan y se hallan 
prolongadas hácia los dos lados del punto A del encuen
tro, forman en este punto cuatro ángulos EAB, EAD, 
DAF y FAB, cada uno de los cuales se llama oj^uesto 
for el 'vér/iee á otro de los restantes. El ángulo EAB, 
por ejemplo, es opuesto por el vértice al DAF; y el 
EADalFAB.

TEOREMA.

12 Los angulas oj^uestos jjor el verilee firmaiios 
for í^os reetas que se cortan entre síf son entre sí iguales.

Demostración. Con efecto, según del párrafo anterior
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resulta, tanto la suma de los dos ángulos BAE y DAE, 
colocados á un mismo lado de la recta BD, equivale á 
dos rectos, como lo equivale la de los ángulos DAE y 
DAF colocados al mismo lado de la recta EF ; de con
siguiente los dos ángulos BAE y DAE reunidos equi
valen á los dos DAE y DAF. Quitando, pues, de las 
dos sumas ó reuniones iguales el ángulo DAE que las es 
común, resulta que el ángulo BAE restante de la una 
sea igual al DAF, que es su opuesto por el vértice y 
resta de la otra.

Del mismo modo se puede demostrar que el ángulo 
DAE es igual á su opuesto BAF.

13. Corolario. De esta proposición se sigue que si 
continúa por debajo la recta BD, fig. 8, la prolongación Fig. 8» 
de la AC, que hace con ella los dos ángulos rectos CAB 
y CAD, su prolongación AE, hará igualmente al otro 
lado de la recta DB otros dos ángulos rectos DAE y 
BAE ; pues siendo estos los respectivamente opuestos por 
el vértice á los dos primeros, habrán de ser forzosamante 
iguales á estos, y por consiguiente rectos como ellos (9).

De esto resulta tambien que siendo la recta CE per
pendicular á DB, debe asimismo serlo DB á CE.

Si ahora tiramos por el punto A cuantas rectas que
ramos FG, HI &c., se ve bien claro que la suma de 
todos los ángulos BAF, FAC, CAH, HAD; DAG, 
GAE, EAI, lAB, que aquellas rectas formen entre 
sí, ni pasará jamas ni bajará de la de cuatro ángulos 
rectos.

14. Ningún espacio puede encerrarse por un núme
ro de rectas menor que el de tres. El espacio asi cerrado 
se llama triangulo. Las tres rectas que lo terminan se 
cortan dos á dos, y forman tres ángulos. ABC, fig. 9, Fig. 9.
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es un triángulo, cuyos tres lados son AB, AC y BC; y 
los tres ángulos son A, B y C.

Como las primeras propiedades del triángulo sirvan 
de base á todo lo que es relativo á la situación respectiva 
de las-rectas, tenemos por conveniente darlas á conocer 
antes de pasar mas adelante.

15. Observaciones. Siendo la línea recta AB el ca* 
mino mas corto que puede seguirse para pasar del punto 
A al punto B , es consiguiente que la suma de los otros dos 
lados AC y BC del triángulo ABC sea mayor que el 
tercero AB; y del mismo modo la suma de dos cuales
quiera lados de un triángulo es mayor que el lado restante.

Mas si en el espacio interior de un triángulo se toma 
un punto cualquiera E, y por él se tiran las rectas AE 
y EB, las sumas de estas dos rectas será menor que la 
de las otras dos AC y CB que las envuelven. Con efec
to, si por el punto E se tira una recta GF que corte á 
un mismo tiempo las dos AC y BC, tendremos que

GF<GC+CF ;
y que de consiguiente el contorno AGFB es menor que 
la suma de las dos rectas AC y CB. Por la misma razón

AE<AGm-GE ; EB<EF-hFB ;
y á consecuencia

AE-r-EB<AG-í-GE-t-EF-i-FB ;
ó lo que equivale á lo mismo, la suma de las dos rectas 
AE y EB es menor que el contorno AGFB, y por tan
to con mayor razón es menor que la suma de las dos rec
tas AC y BC.

En todo triángulo se distinguen seis cosas, á saber, 
tres ángulos, y tres lados. Entre estas seis cosas existen 
ciertas relaciones necesarias que se hallan contenidas en 
las proposiciones siguientes.
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TEOREMA.

16. Siew^re que dos lados de un triángulo sean res
pectivamente iguales á dos de otro, si al mismo tiempo 
el ángulo formado por los dos lados del primero fuere 
igual al formado por los del segundo, los dos triángulos 
habrán de ser totalmente iguales.

Si el ángulo C del triángulo ABC, fig. 10, fuere Fig. 10. 
igual al 0 del triángulo A'B'C^, y los dos lados AC y 
BC que comprenden al primero de estos ángulos fueren 
respectivamente iguales á los otros dos A^C^ y B'^C^ que 
comprenden al segundo, el triángulo ABC deberá ser 
igual al A‘'B C^ en todas sus dénias^ partes restantes ; es 
decir, que el ángulo ATraT^de ser igual al A''; el án
gulo B al BC y el lado AB al A'B'.

Demostración. Colóquese el triángulo A'B‘'O^ sobre 
el ABC , de modo que el lado A^C^ caiga sobré el AC, y 
puesto que sea el extremo C' sobre el C, el otro ex
tremo A^ deberá hallarse sobre el restante extremo A, 
pues que por su posición AC.'=AC. Siendo ademas igua
les entre sí por suposición los ángulos A'C B^ y ACB, se 
confundirán exactamente, y de consiguiente el lado Ç'B' 
caerá sobre el CB, en términos que el extremo B' caiga 
sobre el B, pues que por suposición la recta C'B'=CB. 
Es pues consiguiente que teniendo la recta A'B' sus dos 
extremos colocados sobre los de la AB, se confunda con 
ella ; y que cubriendo el triángulo A'C^B' exactamente al 
otro triángulo ACB, sean los dos perfectamente iguales 
entre sí,
. Es muy importante observar que en dos triángulos, 

como A''C'B' y ACB, enteramente iguales entre sí, son
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siempre iguales los ángulos opuestos á los lados qiie sean 
entre si iguales. Asi al lado A^B' del primer triángulo, que 
es igual al AB del segundo, se opone al ángulo C' de 
aquel, el cual es igual al C de este ; y lo mismo se debe 
entender de los restantes y en todas las proporciones que 
siguen.

17. Corolario. Podemos mirar como enteramente de
terminado á un triángulo siempre que conozcamos la mag
nitud de uno de sus ángulos y la de los dos lados que lo 
comprenden; porque dos triángulos que sean iguales en 
estas tres partes, deben serlo asimismo en todas las demas. 
Nos podemos igualmente convencer de esta verdad, ha
ciendonos cargo de que cuando se nos haya dado la mag
nitud del ángulo C, conocemos al mismo tiempo la situa
ción respectiva de los dos lados AC y CB que lo forman; 
y que si por otra parte nos es conocida la longitud de es
tos, y podemos fijar ciertamente como sus extremos á los 
puntos A y B, es bien claro que ya no nos es posible 
juntar estos puntos sino por medio de la única recta AB, 
para obtener de este modo al único triángulo ABC.

TEOREMA.

18. Siempre que un íat^o de un iriangulo sea igual 
d oíro lado de otro triangulo, y que los dos ángulos adya- 
sentes al lado del primero sean respecti'vamente iguales a 
los dos ángulos ad)'aeentes al del segundo, serán los dos 
triángulos totalmente iguales.

Si el lado AB del triángulo ABC fuere igual al la
do A^B' del triángulo A'B^C\ y los dos ángulos CAB y 
CBA del primer triángulo fueren respectivamente igua
les á los ángulos C^A'B^ y C'B'A' del segundo, estos dos 
triángulos deberán ser totalmente iguales entre sí.
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Demosíracion. Para convencemos de la verdad de es

ta proposición, debemos imaginamos colocado sobre el 
triángulo ABC al A'B'C', de modo que el lado A'B' 
caiga sobre su igual AB\ y en términos que el uno de sus 
extremos A' caiga sobre el punto A, y el otro B' sobre 
el punto B. Y pues que son iguales por suposición el án
gulo CAB y el C'A^B^, la dirección del lado A'C^ ha
brá de coincidir con la del lado AC ; é igualmente, sien
do por la misma razón iguales los ángulos CBA y C'B'A, 
la dirección del lado C'B' coincidirá con la del lado CB; 
y el punto C\ común á los dos lados G^'A' y C''B', caera 
exactamente sobre el punto C, común á los lados CA y 
CB; y los dos triángulos se cubrirán perfectamente y se 
confundirán uno con otro, y en una palabra, serán igua
les entre sí en todas sus partes.

TEOREMA.

19. Silos lados Á^B / B'C^ del triangulo AíB^C', 
Jig, xi, fueren respeetivamente iguales á los otros dosVig. II. 
AB y BC del triangulo ABC, siendo al mismo tiempo el 
ángulo ^' comprendido por los dos primeros menor que el 
ángulo B comprendido por los dos últimos f sera menor que
el ¡ado AC opuesto al ángulo B en el triangulo ABC, el 
lado Á'Q' opuesto al ángulo B' en el tria'n^ulo Á'Q'W

J)emostracion. Con efecto , cuando hayamos colocado 
el triángulo A^B'C' sobre el triángulo ABC ajustando el 
lado A'B' al AB, pues que por suposición son entre sí 
iguales, el punto C^ no puede menos de tomar una de 
las tres posiciones representadas por C'' en los numéros i, 
2 y 3 de la figura.

En la primera, en la cual el punto C", que represen
ta al C' del triángulo sobrepuesto A'C'B\ cae sobre el

TOMO III D
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lado AC, se ve con bastante claridad que AC^', que re
presenta al lado A^C^j es menor que AC.

En la segunda, en que se supone ai punto C^' den
tro del triángulo ABC, tendremos:

AC/^-FBC'kAC+BC ; (15)
y pues que BC''^ representa al lado B‘'C'', y este es por su
posición igual al BC, se infiere con evidencia que el la
do AC^', que representa al A^C\ es menor que el AC.

Por último, en la tercera posición, en la cual se ha
lla el punto C''^ fuera del triángulo ABC, tenemos:

AC"<OC'^-hOAí y BC<OB-hOCí 
de donde se infiere que

AC''^BC<OC^'^-OA+OB^OC ;
lo cual equivale desde luego á decir que

acvbc<ach-bc';
pues que OC''-i-OB=BC^'; y OA-(~OC=AC. Quitando 
ahora de una y otra parte las líneas BC y B'C' que por 
suposición son iguales, nos resultará por conclusion que 
AC", ó lo que es lo mismo, A^C^<AC.

20. Corolario. De esto se sigue que siemjjre que ¿los 
triángulos tengan sus tres lados resj^ectivamente iguales, 
cada uno d su corresj^ondiente, los dos triángulos kan de

• ser totalmente iguales', porque si los lados AB, AC y 
Fig. lo. BC del triángulo ABC, fig 10, fueren respectivamen

te iguales á los lados A'B\ A^C', y B^C^ del triángulo 
A'B'C', el ángulo formado por cualesquiera dos lados 
del primero, deberá ser igual al ángulo comprendido por 
los lados respectivamente iguales á aquellos en el segun
do. Si, por ejemplo, el ángulo B del un triángulo fuese 
menor que su correspondiente B^ en el otro , el lado AC, 
opuesto al primero, habría de ser menor que A'C', opues
to al segundo (§. ant.)} y esto es contra la suposición.
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Es, pues, visto que los triángulos ABC y A'B^C' tie
nen no solo sus tres lados, sino tambien sus tres ángulos 
iguales cada uno á su correspondiente, y por consecuen
cia son entre sí enteramente iguales (§. 16 ó 18).

PROBLEMA.

21. Estándonos dados con separación los tres lados 
de un triángulo, construir este triángulo.

Solución. Sean M, N y P (fig. 12), las tres líneasFig. 12. 
que se nos hayan dado para que sean respectivamente 
iguales á ellas los très dados del triangulo. Para construir
lo habremos de tomar una de ellas, por ejemplo la M, y 
destinaría á que sea el lado AB del triángulo. Inmediata
mente describiremos desde uno de sus extremos A como 
centro, y con una de Ias "Sos líneas restantes N como ra
dio, un círculo CDC^j y por último, desde el otro extremo 
B como centro, y con la tercera P como radio, describi
remos otro círculo CECÍ Las circunferencias de estos dos 
círculos se cortarán en dos puntos C y C^, situados el uno 
sobre la línea AB, y el otro debajo de ella: y juntando 
cada uno de estos puntos con los extremos de la línea AB, 
habremos formado dos triángulos que satisfacen a la cues- 
sien, pues que cada uno de ellos tiene sus tres lados res
pectivamente iguales, como se ve, a las líneas que con 
este objeto se nos han dado.

22. Si tomásemos al acaso y sin un particular y de
tenido examen las primeras tres rectas cualesquiera que 
se nos ofreciesen, podriá muy bien suceder que las dos 
circunferencias de círculo que para la construcción del 
triángulo nos es forzoso describir, no se encontrasen en 
punto alguno. Esta circunstancia habrá necesariamente de 
verificarse: 1.® siempre que la suma de dos cualesquiera
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de las'tres lineas que para el objeto se nos presenten, sea 
menor que la restante; como si en el caso propuesto fuera 
la suma P-j-N menor que M. Con efecto, es bien visible, 
y se demostrará ademas en lo sucesivo, que dos circunfe
rencias de círculo no pueden cortarse la una por la otra 
sino en el caso en que Ia distancia de sus dos centros sea 
menor que la suma de sus dos radios.

2 . Cuando uno de los dos círculos contenga al otro; 
es decir, cuando

AD>ABh-BF, ó N>M-^P.
Estos dos casos están comprendidos en la condición 

general de que en todo triángulo la suma de dos lados 
cualesquiera debe forzosamente ser mayor que el tercero; 
lo cual se puede simplificar expresándolo de este modo: 
¡a suma ¿¿^ los dos ¿ados mas j^equsnos ds un triangulo 
cualesquiera es siemjjre ma^^or que el tercero restante. Con 
efecto, para evitar tales casos debe bastar la condición de 
que cuando cada una de dos líneas N y P sea menor 
que la tercera M, la suma de aquellas N+P sea mayor 
que esta; pues asi estarán necesariamente satisfechas las 
otras dos condiciones N-t-M>P y P-i-M>N.

La solución del problema anterior nos pone ya en es
tado de construir un triángulo totalmente igual a otro da
do, valiéndonos para ello de los tres lados de este último; 
y al mismo tiempo nos suministra el medio de formar un 
ángulo igual á otro dado.

PROBLEMA.

23 lEn un/unto dado y escogido en una recta dada, 
firmar un ángulo i^ual d otro dado.

Rg. 13- Soiucion. Sea, fíg. i 3,CAB el ángulo dados A'B'la
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recta que se nos propone para formar en su punto A' co
mo vértice el ángulo igual al dado CAB. Desde el vér
tice A de este ángulo desígnense con distancias AB y AC 
entre sí iguales, y júntense por medio de la recta BC los 
dos puntos B y C en que se terminan. Colocando en se
guida la recta AB desde el punto A' al punto B, no nos 
quedará mas que hacer sino describir sobre la recta A^B' 
un triángulo, cuyos dos lados A'C^ y B^C^ sean respecti
vamente iguales á los otros dos AC y BC: lo cual se eje
cuta marcando una de las intersecciones C^ de las circun
ferencias de círculos descritos con los radios AC y BC 
desde A^ y B' como centros. Tirando ya entonces la recta 
A'C\ el ángulo C^A^B^ será igual al CAB, pues que los 
dos triángulos CAB y Q'A^ son entre sí totalmente igua
les por construcción (§. 2 ij.

PROBLEMA.

24. Dado que sea un triangulo, construir otro que 
Je sea totalmente i¿ualf haciendo uso j}ara la construc
ción de este de un ángulo del frimerOf y de los dos lados 
que loforman.

Solución, En caso que el ángulo y los lados de que 
hayamos de hacer uso para la construcción, sean el án
gulo C y las rectas AC y BC del triángulo ABC, fig. 10, Fig. 10. 
se formará sobre la recta A^C^ un ángulo C^ igual al C: 
despues se tomarán de los lados A^C^ y BC'', comenzando 
á medir desde el punto C^ dos distancias respectivamen- . 
te iguales á los lados AC y BC, que nos determinarán los 
puntos A' y BÍ Juntando, pues, estos dos puntos por me
dio de una recta, resultará formado el triángulo A^B^C' 
totalmente igual al ttiángulo ABC con arreglo al §. 15.
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PROBLEMA.

25. Dado ^ue sea un triangulo ^ construir otro que 
le sea totalmente igualé haciendo uso^ ^ara la construc
ción de este último, de uno de los lados del jjrimero y de 
sus dos a'ngulos ad^'acentes.

Solución. Suponiendo que el lado propuesto en el 
primer triángulo sea el AB, y que los dos ángulos adya
centes sean A y B; tomaremos de la recta A'B^ una parte 
A'B'=ABí en las extremidades de A'B' formaremos los 
ángulos A^ y B\ respectivamente iguales á los ángulos A 
y B. Habiendo ya fijado por este medio la dirección de 
las rectas A^C^ y B^C^, las prolongaremos hasta que se en
cuentren en 0, y nos resultará formado el triángulo 
A'BO totalmente igual al triángulo ABC según el §. i8.

De las lineas perjfendiculares )' de las oblicuas.

TEOREMA.

Fig. 14. 26. Las lineas AC y CB, fig. 14 , que partiendo 
de un punto cualquiera C de una recta CD perpendicular 
d la AB, se apartan igualmente del pie de esta perpen
dicular, es decir, del punto D, en que se encuentra con 
la recta AB, son entre si iguales s )> las que mas se apar
tan son mas largas.

Demostración. Suponiendo, como suponemos, que 
» las distancias AD y DB son entre sí iguales; y viendo 

que por la naturaleza de la perpendicular son al mismo 
tiempo ¡guales los ángulos CDA y CDB (§. 9.); y que 
por último la recta CD es un lado común de los dos tri
ángulos ACD y DCB, podremos inferir que teniendo 
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cada uno de estos triángulos los dos lados del uno respec
tivamente iguales á dos del otro , y siendo al mismo tiem- 
por entre sí iguales los ángulos comprendidos, habrán de 
ser totalmente iguales entre sí los dos triángulos (§. i6.)í 
y que de consiguiente el lado BC"AC. Lo cual hace 
ver que las dos rectas que igualmente se apartan de la 
perpendicular CD son entre sí iguales.

Si por el punto C tiramos la recta CE que se aparte 
de la perpendicular CD mas de lo que se aparta la CA, 
y prolongando á CD por debajo de la recta AB torna
mos la parte C D^CD, y después tiramos las líneas AC' 
y EC', tendremos que

CE-i-C'E>CA-fC'A (§. 15).
Y como en virtud del C 16 deben ser entre sí total- 

mente iguales los triángulos CAD y C AD, por ser en
tre sí iguales los ángulos ADC y ADC^ (§. 13^, y los 
lados CD y C^D entre sí iguales por construcción ; y sien
do común á los dos triángulos el lado AD, tendremos por 
conclusion que la línea CA=zC'A; y del mismo modo ha
remos ver que CE=C^E: de donde resultará que

2CE>2CA, ó que EC>CA:
lo cual nos manifiesta que entre las diferentes líneas que 
pueden tirarse á la AB desde un punto cualquiera C de 
la perpendicular CD, las que mas aparten de esta son 
las mas largas.

27, 1° Gor dar 1'0. Las líneas CA, CB , CE se lla
man oblicuas con respecto á la AB; y en su consecuen
cia se dice que las oblicuas ^ue igualmente se apartan de 
la perpendicular son iguales s }' que las que mas se apar-~ 
tan de ella son las mas larvas: de lo cual podemos infe
rir con la mayor certeza que siempre que se nos presen
ten dos oblicuas entre sí iguales, debemos asegurar que

MCD 2022-L5



ELEMENTOS
no se hallan ambas á un mismo lado de la perpendicular, 
sino cada una en diferente lado; bien que á igual distan
cia de su pie.

28. 2? Corolario, De lo dicho se sigue; 1?: que 
la perpendicular es la mas corta de todas las lineas que 
pueden tirarse desde un punto determinado C á la recta 
AB, y de consiguiente es la medida natural de la distan
cia del mencionado punto á la expresada línea.

a.° Que todos los puntos de la perpendicular se ha
llan á iguales distancias de los dos A y B; y que si por 
consiguiente tomamos en su dirección un punto cualquie
ra F, tendremos indefectiblemente

AF=FB.
3 .® Que un punto cualquiera G, tomado fuera de 

la dirección de la perpendicular, está á distancias desigua
les de los dos puntos A y Bj porque desde luego tene
mos que

BG<BF-4-FGí
y de consiguiente BG<AG;
pues que BF=AF y AG=AF-4-FG.

4 .® En fin, que de un punto á una recta no pueden 
tirarse tres rectas entre sí iguales.

PROBLEMA.

29. Tirar d la linea AB una j^erpendieular que la 
divida en doejjartes i¿ualee.

Fig. 15. Solución. De los puntos extremos A y B tomados su
cesivamente como centros, y con una abertura de compas 
mayor que la mitad de la recta dada AB, describiremos 
dos pequeños arcos de círculos CF y CE, que se cortarán 
en C. Lo mismo haremos en la parte inferior á la recta
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AB, y ¡untando entonces los dos puntos designados C y 
C' la recta CC será la perpendicular que buscamos. Con 
efecto, los triángulos CBC' y CAC' son totalmente igua-

’ . * v AC^=BC * v comúnles, pues que tienen AC-CB, y , y
el lado CC': son, pues, entre si iguales los ángulos ACO 
Y DCB. Y siendo respectivamente iguales los lados Al> 
y CD, CB y CD que los comprenden en los triángulos 
ACD y DCB, deben ser totalmente iguales estos últimos 
niánsulos en consecuencia de lo demostrado (§. i6):el 
ángulo ADC será pues igual al CDB, y por tanto estos 
do! ángulos habrán necesariamente de ser rectos; y por ul
timo, hiendo, como se ve, AD=DB, es bien claro que 
la recta AB está cortada en el punto D en dos partes 

iguales.
PROBLEMA

30. En nn fnnío da^o D, fig. 16, d, una rictabis- 16- 

AB, kvantar una ferfendicular á esta recta.
Solución. A uno y otro lado del punto dado D en la 

línea AB, en el cual se trata de levantar la perpendicu
lar, se tomarán dos distancias iguales AD y DBi y des
de los puntos A y B como centros con una recta mayor 
que cualquiera de las distancias AD ó DB como radio, 
se describirán los dos arcos de círculo CF y CE,.que se 
cortarán en el punto Ci y juntando por Último este pun
to D, la línea CD será la perpendicular que se nos pide, 
á la recta AB. Con efecto, siendo iguales las rectas AC 
y CB, como asimismo las partes AD y DB, los triangu-

Mí4. Pava la mayor sencillez de la figura hemos evitado el tra
zar enteras las circunferencias de los dos círculos , según * 
la fig.^t», sino solo las pcquofias porciones inmediatas al punto d 
tcrseccion.

TOMO III. £
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Jos ACD y BCD, que ademas de eso tienen común el 
lado CD, habrán forzosamente de ser totalmente iguales 
entre sí, y de serio por consiguiente los dos ángulos ADC 
y CDB.

PROBLEMA.

Fjg. 17. 31. Por un punto ^a^o C. fig. jy, Uma^o fuera 
de una reeta AB, bajar á esta reeta una perpendieu/ar.

Solution, Desde el punto C como centro y con ua 
radio cualquiera, bien que mayor que la mas corta distan
cia del punto C a la recta AB, se describirá un arco de 
circulo que corte a la recta AB en los dos puntos A y B 
Tomando en seguida por centro á cada uno de los puntos 
A y B, se describirán con un mismo radio dos arcos de 
círculo, que cortándose en C^ determinarán un segundo 
punto de la perpendicular CC^ que se nos ha pedido. Con 
efecto, hallándose por construcción los dos puntos A y B 
igualmente distantes del C y del punto C', podemos pro- 
bar, como lo hemos hecho (J. 29), quelos ángulos ADC 
y BDC son rectos.

TEOREMA.

33. Desde un punto C tornado fuera de una reeta, 
no es posible bajar á esta mas ^ue una sola perpenaicu- 
lar CD.

Demostraeion. Siendo entre sí iguales las dos cbli- 
cuas AC y BC determinadas en la solución del picblema 
propuesto (§. 30), pues que se apartan igualmente de la 
perpendicular (j. 27), la cual no puede pa.ar por «tro 
punto que el D, que es el medio del intervalo AB. A’-ora 
bien, por los dos puntos C y D no se puede hacer pasar 
mas que una sola recta CDi y todas las oblicuas quesean
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entre sí iguales dosa dos, cualquiera que por otra parte sea 
su longitud, no pueden encontrar á la AB sino en puntos 
igualmente distantes del D. Con efecto , en caso que esto 
no se verifique en las oblicuas EC y FC, por ejemplo, por 
ser ED menor que DF, podríamos tornar DF^=:DE, y ti
rar la oblicua F^C, la cual seria igual á CE ; y entonces se 
encontrarían á un mismo lado de la perpenduular CD dos 
oblicuas entre sí iguales; lo cual es imposible (§. 27). 
Es, pues, consiguiente que el arco de círculo descrito con 
el radio CE haya de cortar á la línea AB también en F, 
y por tanto es única la perpendicular CD.

Cuando se haya escogido en la recta dada el punto 
en que se haya de levantar la perpendicular, es evidente 

la proposición (§. 9).
33. 1/ Corolario. De esto se sigue que cuando dos

rectas DE y FG sean ambas perpendiculares á otra tercera 
línea AB, fig. 18, ¡amas se encontrarán en punto algu-Fig. 18. 
no, por mas que se prolongue hacia el uno ó hacia el 
Otro lado de la recta AB; porque si se encontrasen, se 
podrian desde el punto de su mutua intersección bajar dos 
perpendiculares sobre la recta AB; lo cual es un absurdo.

24. a? Corolario. Tambien se sigue de la misma 
proposición: i.° que dos triángulos ABC y A'B'CL.fig.
19, que tengan cada uno un ángulo recto en A y en A,Fig. 19. 
y cuyos lados BC y B'C', respectivamente opuestos á los 
ángulos rectos sean entre sí iguales, al mismo tiempo que 
lo sean el ángulo B, por ejemplo, del uno, y el ángulo B 
del otro, deberán ser totalmente iguales.

Con efecto, sí colocamos el triángulo A'B'C' sobre 
el triángulo ABC de modo que el ángulo B^ caiga sobre 
el B, el lado BV cubrirá exactamente á su correspon
diente BCí el lado A^B' coincidirá con la dirección de
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AB î y si el lado A'C' cuyo extremo C' se encuentra ya 
sobre el C no resultase exactamente aplicado sobre AC, 
se seguiría que se podrían bajar desde el punto C dos per
pendiculares á la recta AB, cuya dirección se halla actual
mente confundida con la de A^BÍ

2.° Asimismo se verificará la total igualdad de los 
mismos triángulos en caso que los lados AC y BC del uno 
sean respectivamente iguales á los lados A'C^ y B^C' del 
otro; porque colocando al uno sobre el otro de modo que 
el lado A'C' se ajuste con el AC, el lado A'B' se ajusta
rá con el AB, porque siendo rectos los dos ángulos BAC 
y BA'C\ deben ser emre sí iguales; y viniendo á ser los 
lados BC y B^C^ oblicuas iguales situadas á un mismo 
lado de la perpendicular AC, se habrán de apartar de 
ella con igualdad, y de consiguiente caerá la una. sobre 
la otrai

3$. Observaciones. El primer caso de igualdad total 
que hemos demostrado con relación á dos triángulos que 
tengan un ángulo recto, se puede mirar como general á 
cualesquiera triángulos; los cuales deberán ser entre sí to
talmente iguales luego que el uno tenga dos de sus án
gulos respectivamente iguales á dos del otro, y al mismo 
tiempo igual el lado en que los dos triángulos se oponga 
á dos ángulos entre sí iguales; pero este caso no es nece
sario para lo que sigue, y por otra parte resulta de la 
proposición que mas adelante demostraremos Ç§. 5 1).

No sucede lo mismo con el segundo. Si en los trián
gulos ABC y A'B^C', fig. 20, tuviésemos Az=A^; AC= 
A^C^; BC=B'C\ y que el ángulo A sea agudo y que 
AC sea mayor que BC, no podremos de tales datos con
cluir que los indicados triángulos sean entre sí totalmente 
iguales; porque si en el triángulo A^B'C^ bajamos la
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perpendicular CD', tendremos a cada uno de los lados de 
ella cada una de las dos oblicuas CB' y C'B'^ que son 
entre sí iguales; y en los dos distintos y desiguales trián
gulos CA'B' y CA^B^ en los cuales son comunes el án
gulo A y el lado A^C\ aparecerán cumplidas todas las con
diciones propuestas, sin embargo de que solo uno de ellos 
sea totalmente igual al triángulo ABC; á saber, aquel 
cuyo ángulo B es de la misma especie que el B': es de
cir, es agudo, en el caso que nos ofrece la figura. Por 
otra parte se ve que el ángulo C^"A'es obtuso, porque 
reposa sobre la misma recta que el ángulo C B B — 

C'B'B^Í
teorema.

36. Siempre que í^os Íadoe de un triangulo sean en- 
iré sí iguales t deberán serlo tambien los dos ángulos que 
les son opuestos; y en caso que uno de aquellos sea n¡a* 
jor que el otro, habrá de estar opuesto al ángulo ma^ or.

Deftiostracion, SÍ en el triangulo ABC, fig. 21 , sonFig. 
entre sí iguales los dos lados AB y BC, la perpendicular 
bajada desde el punto B sobre el lado AC, como que 
debe pasar por el punto D medio de este mismo lado (§. 
32), habrá de dividir al triángulo propuesto en otros 
dos , que han de ser entre sí totalmente iguales (§. 36), 
pues que el ángulo recto ADB del uno se hallará com
prendido por los lados AD y DB, que son respectivamen
te iguales á los dos lados DC y BD que comprenden al 
ángulo recto del otro: será, pues, igual el ángulo A al 
ángulo C.

Con respecto al triángulo ACE, en el cual son des
iguales los lados AE y EC, es evidente que el punto E, 
en que concurren estos dos lados, debe caer fuera de la

2 1.
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perpendicular BD hacia la extremidad de AC á que se 
halla mas cercano (§. 28); y por consiguiente en el án
gulo FDC. Si tirando ahora la línea BC se forma el tri
ángulo ABC, sus dos ángulos BCA y BAC deben ser en
tre sí iguales como lo son los lados opuestos AB y BC 
por ser oblicuas igualmente distantes de la perpendicu
lar imas siendo el ángulo BCA parte del ángulo ECA, 
se sigue que este ultimo opuesto al mayor lado AE 
sea mayor que el ángulo EAC, opuesto al lado EC, me
nor que AE.

37. Corolario. De esto se sigue que si dos ángulos 
de un triángulo son entre sí iguales, deberán igualmente 
serlo los dos lados opuestos á estos ángulos; porque si 
fuesen desiguales, el ángulo opuesto al mayor de los lados 
debería ser mayor que el otro; lo cual es contra Io su
puesto. Los mismos razonamientos prueban al mismo tiem
po que cuando sean desiguales dos ángulos de un triángu
lo al mayor de los dos ángulos se halla opuesto el mayor 
de los lados, pues que la desigualdad de los primeros es
tá unida con la de los segundos; y siempre que sean des
iguales dos lados, el mayor de estos se hallará opuesto al 
mayor de los dos ángulos.

Por último, cuando sean entre sí iguales los tres la
dos de un triángulo, lo serán tambien entre sí sus ties án
gulos, y reciprocamente.

38. Todo triángulo cuyos lados sean entre sí des
iguales se denomina eseakno; el que solamente tenga dos 
lados entre sí iguales, se llama isósínks s y finalmente, 
aquel cuyos tres lados sean todos entre sí iguales lleva 
el nombre de equilátero.
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Teoría de las paralelas.

39. Dos rectas, que sin embargo de estar situadas 
en un mismo plano, y por mas que se las prolongue, no 
se encuentran jamas en punto alguno, son llamadas2^4f4« 
lelas entre sí.

Es, pues, claro que las rectas DE y FG , fig. i8,FiglS. 
perpendiculares á una misma recta AB, sean paralelas en- 
«re sí (§. 33).

40. Observaeion. Cuanto vamos á exponer relativo 
a este asunto, esta fundado sobre la verdad de las siguien
tes proposiciones, cuya evidencia depende inmediatamen
te} al parecer, de la nocion que tenemos de la línea rec
ta. I^ Si por el punto D, fig. 22, se tira una recta HH^Fig. 22. 
que haga en la recta DB un ángulo HDB menor que el 
recto EDB, ó que se halle inclinada hacia la parte FG 
de la recta GG^ perpendicular á la AB, deberá necesaria
mente encontrarse con la GG^ cuando las dos líneas esten 
suficientemente prolongadas hacía la parte superior de AB. 
2? Si por el mismo punto D se tira la recta 11' que ha
ga con la DB el ángulo IDB mayor que el recto EDBj 
asi como hacia la parte inferior de la recta AB hará el án
gulo I'DB menor que el recto E^DB, habrá forzosamen
te de inclinar hacia la parte FG' de la recta GG', y en
contrará a esta recta en algún punto siempre que se las 
prolongue á las dos hacia la parte inferior de la AB cuan
to sea suficien-re.

De lo cual resulta la siguiente proposición, que es 
uno de los fundameníos de la teoría de las paralelas: to
da recta que sea perpendicular d otra, ha de ser encon
trada por todas las que sean oblicuas d la tnisma í de 
consiguiente en ningún plano puede haber mas rectas que
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«£) se âneuentren, pof tJiíts ^ue se las j^rolongue, en punto 
alguno t ó i^ue sean entre sí paralelas ^ sino las ^ue sean 
^erpendieulares á una misma recta. *

TEOREMA.

Fig. 24. 41. Siempre quedos rectas DE y FG, fig. 2 4,íí.tk 
entre sí paralelas, cualquiera otra recta que como LM

A la dificultad de probar inmediatamente esta proposición está 
reducida toda la imperfección de la teoría de las paralelas Varios au
tores han hecho esfuerzos inútiles para conseguiría; y algunos co
mo Bezout se han contentado con disimular el vicio del razonamien
to; en lo cual á mi entender se han desentendido de la estrecha obli
gación en que se constituye todo autor de obras elementales, de no_ 
dar jamas de cosa alguna mas que nociones exactas, y sobre todo dy 
á conocer con claridad y cuidado su origen. Yo en vista de esto he 
creído conveniente poner en la mayor evidencia este punto tan deli
cado, formando, á imitación de Euclides, una demanda, que en mi 
concepto es mucho mas fácil de concederse que la suya, porque 
presenta la dificultad reducida á sus menores términos. (Vease en 
los Ensayos sobre la enseñanza el párrafo de los Elementos de ^jeo-’ 
metría.') j j

Muchos geómetras se han propuesto probar la verdad de esta de
manda , los unos directamente, y los otros trasponiendo la dificultad; 
mas todos han incurrido en el defecto de ser demasiado extensos, o 
en el inconveniente de complicar con razonamientos oscuros proposi
ciones, cuya prueba directa es sumamente sencilla. Debemos sin em- 
barso exceptuar de esta censura la demostración dada por Bertrand, 
la cual me ha parecido la mas clara y mas ingeniosa de cuantas he po
dido ver : á esto se reduce en sustancia.

Por decentado es bien claro que si se juntan unos con otros mu
chos ángulos de una magnitud cualquiera, como ló presenta la fig. 23, 
ofreciéndonos reunidos los ángulos edk, hdh', h'dh", h‘’dh' , h‘'dk' , 
se conseguirá al cabo formar un ángulo total edh'“> mayor que el recto 
edb ; mas si se elevan á la recta DB las dos perpendiculares DE y 
FG, prolongadas indefinidamente, nos resultará una banda o faja la- 
definida EDFG, que por muchas veces que se la repita, jamM se po
drá cubrir con la reunion de ellas todo el espacio comprendido por el 
ángulo recto EDB. Con efecto, si despues de haberse tomado FK- 
DF, v levantado en K. á la recta AB la perpendículo KL ^ doblase 
la figura por toda la longitud de la FG, la banda EDFG cubrirá
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serio también et la otra.
Demostraeion. Supongamos por un momento que tal 

cosa no se verifique, y que la recta LM que suponemos 
perpendicular en el punto M á la recta FG no lo sea en 
L á la ED. En tal caso se podría elevar en el punto E 
á EM una perpendicular distinta de la recta EL, y" a la 
cual esta misma recta seria interior ó exterior con rela-

esactamente á la GFKL; porque siendo rectos por ^“P^^*^^. ^ ® 
culos GFD y GFK, la parte DI* habra de ajustarse con la FK . y como 
Istas dos Últimas partes sean por construcción iguales entre si, el pun
D habrá de confúndirse con el K; y siendo por otra 
culo FKL , lo mismo que el ADE la línea P^J^^^^^^^ 
lamente con la KL. Y pues que en la recta indefinida ^^J “ ^ " ^i 
mar cuantas partes se quieran iguales a la DF sin que po J-mero 
llegar hasta su último extremo , se i^^’-^ŸæM ^^^Kr',S^^ 
tan grande como se quiera de bandas iguales a laEDFG ^ P 
eso Cubrir totalmente el espacio indefinido que compreriden lo do 
lados del ángulo recto EDB. De lo cual se sigue que ^ «^^ b 
ángulo eái « mayor que la de la banda EDFG, ^"s^"/ “ 
dos con relación a sus límites laterales ; y'que si se y cosible 
banda sobre la recta ED el ángulo EDH igual ^^ ^^ ? "° ^ J^/S 
que este quede encerrado entre las lineas ED y FG, q 
DH ha de cortar necesariamente á la recta FG. J»niostia_

Para hacerse el debido cargo de toda la fuerza de esta <^emostia 
cion, es sobrenecesario haber observado y tener muy P^^®^ 
cuando se aplica el ángulo recto edb al ángu o recto EDB, dos 

• superficies deben siempre coincidir entre sus limites laterales 4e y ^^ 
DE y DB, por mucho que se les prolongue: entonces se v«^‘ 
los ángulos construidos en las bandas no saliesen 1’^/* ^’^ ^^; 

■ jarian un vacío indefinido después de la ultima an ' ’ Y .■ ■ , 
La de ellas; mas este, que siempre tiene lugar en »» «‘^^,^*^ 

vértice, está mas que comunes cuando llegan á salir de las bandas; pues cruzando e entoi ces 
sus lados, se confunde en parte el espacio del uno con el del oU^ 
Tal es, por ejemplo, el espacio MNO, común a los dos ángulos EDH 
y GFR\ Con esta explicación no debe quedar duda alguna fundad 
Lbre que entra el infinita en todas las consideraciones antecedentes 
pues sL, se trata de ‘hacer formar idea de que en todo caso es po b e 
colocar en el ángulo recto un número de bandas mayor que otro cual
quiera número dado, por grande que este sea.

TOMO IU. F
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cion á FG A lo cual seria consiguiente, en virtud de la 
proposición del §. 40, que la recta EL debiese encontrar 
á la GM; y esto jamas puede acontecer siendo, como 
por suposición son entre sí paralelas las rectas DE y FG. 
Es pues visto que en el punto L no puede levantarse á 
la recta LM otra ninguna perpendicular distinta de la EL; 
y de consiguiente la recta LM , que por suposición es per
pendicular á la FG en M, debe igualmente serlo á la 
paralela DE en L.

42. Corolario. De esta última proposición se sigue 
que como dos rectas sean paralelas á una tercera , deben 
serlo tambien entre sí; porque toda recta que sea per
pendicular á esta tercera ha de serlo igualmente á las dos 
primeras, las cuales, siendo por este medio perpendicu
lares á una misma recta, no podrán jamas encoiitrarse en 
punto alguno, y de consiguiente habrán de ser entre sí 
paralelas.

TEOREMA.

43. Siempre que dos restas entre si paralelas DE y 
Fig. 25.FG, fig. 25 , sean cortadas por otra cualquiera, serán 

entre sí iguales los dos ángulos ELI y GMI que aquellas 
forman con esta idíima, situados hacia un mismo lado, el 
uno dentro p el otro fuera del espacio interceptado por 
las paralelas.

J)emostracion. Si del punto K, medio de la LM, ba
jamos sobre cualquiera de las dos paralelas ED, FG la 
perpendicular DF, esta misma recta será al mismo tiem
po perpendicular á la otra (§. 41). Y pues que en Í<« 
triángulos DLK y KFM son iguales entre sí por cons
trucción los lados LK y KM, respectivamente opuestos 
á los ángulos rectos D y F, siendo ademas entre sí igua
les por opuestos en el vértice los ángulos DKL y MKF,

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 43 
serán entre sí totalmente ignales los dos triángulos, y de 
consiguiente el ángulo restante DLK del uno, ó lo que 
es lo mismo, el ángulo ELI debe ser igual al ángulo res
tante KMF del orro, ó lo que es equivalente, al GMI, 
opuesto en el vértice á este ultimo.

TEOREMA.

44. Siempre que dos rectas DE y FG /orinen con 
otra tercera IH, y hacia el mismo lado con respecto á 
esta, dos ángulos ELI, GMI entre si iguales, el uno en 
la parte interior y el otro en la exterior del espacio inter
ceptado por las tales dos rectas, puede contarse con lei 
mayor seguridad con que estas son entre sí paralelas.

Demostración. Si del punto K, medio de LM, se ba
ja á DE la perpendicular DF, resultarán formados los 
triángulos DLK y MKF, totalmente iguales entre sí 
(§. 18), pues que conforme á la suposición, el ángulo 
DLK ó el ELI es igual al ángulo KMF opuesto en el 
vértice al ángulo GMIj los doS ángulos DKL y MKF, 
como opuestos que son en el vértice, habrán necesaria
mente de ser entre si iguales , y por último el lado LK es 
igual al KM por construcción. Será pues el ángulo KFM 
igual al LDK; y siendo este por suposición recto, debe
rá tambien serlo el otro ; con lo cual tenemos ya que las 
dos rectas DE y FG son entrambas perpendiculares á la 
misma recta DF, y por tanto deben ser entre sí paralelas.

45. Observaciones. El frecuente uso que general
mente se hace de las propiedades de las paralelas, ha in
ducido á los geómetras á designar con nombres particula
res los varios ángulos que ellas forman con Ias rectas que 
las cortan, y que por esta razón son conocidas bajo el 
nombre de secantes.
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Fig. 26. Los ángulos, que como ELI, GMI, fig. 26, se ha- 

• lían situados á -un mismo lado de la secante IH, y cuya 
abertura está vuelta hacia la misma parte, se llaman án^ 
^uloí corresj^ondíeníes. Los ángulos DLM y FMI son 
tambien ángulos correspondientes.

Todos los ángulos cuya abertura se halla entre las pa
ralelas, son comprendidos bajo la denominación general 
de ángulos internos', y todos aquellos cuya abertura está 
de la parte de afuera de ellas se llaman ángulos externos»

Se distinguen ademas estos ángulos por su posición 
con respecto á la secante. Los que se hallan á un mismo 
lado de esta recta, se llaman ángulos internos ó externos, 
según sean, de un mismo ¡ado.

ELM, GML son dos ángulos internos del mismo lado.
HLD, FMI son dos ángulos externos del mismo lado.
Los ángulos que se hallan en situación opuesta, tan

to con respecto á las paralelas, como á la secante, se lla
man ángulos alternos. Entre estos los hay alternos inter
nos, como ELM y FML, ó DLM y GML; y alternos 
externos , como HLE y FMI, ó HLD y GML

TEOREMA.

Fig. 26. 46. Siempre que dos paralelas DE y FG, fig, 26. 
esten cortadas por una tercera recta IH,

I .® Los ángulos correspondientes son entre si igualesí 
2.® Los ángulos alternos internos son entre sí iguales;
3 .° Los ángulos alternos externos son entre sí iguales;
4 .® La suma de los dos ángulos internos de un mismo 

lado equi'vale á la de dos ángulos rectos;
^ .^ La suma de los dos ángulos externos de un mismo 

lado equivale á la de dos ángulos rectos;
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6 .® Siempre que llegue a vert^iearee una cualquiera de 
estas propiedades que acabamos de expresar, deberemos^ 
estar ciertos de que las dos rectas DE / FG son entre st 
paralelas.

Demostración. l? La igualdad de los ángulos cor
respondientes está ya vista en el teorema del §. 43 i pues 
que los ángulos ELI y GMI. fig. 25 , son evidentemen- F:g. 25. 
te ángulos correspondientes en el sentido que hemos dado 
á esta expresión. Probada como ya esta la igualdad de es
tos ángulos, se deduce de ella facilísimamente la de to
dos los demas ángulos correspondientes. Por lo respectivo 
á los ángulos DLM y FMI, por ejemplo, fig. 26 . habré- Fig- 26. 
mos de tener presente que la suma de los dos ángulos 
DLM y ELI, adyacentes á la misma recta DE, equiva
le á la de dos ángulos rectos (§. ii)» y Q"® po*^ ^® ”^’^' 
ma razón la suma de los dos ángulos FMI y GMI es asi
mismo igual á la de dos ángulos rectos. Quitando pues 
de estas dos sumas iguales los dos ángulos iguales ELI y 
GMI, deberán resultar necesariamente iguales entre sí 
los dos ángulos restantes DLM y FMI.

a,® La igualdad de los ángulos avernos internos^ la 
de ELI y FMH, por ejemplo, es indudable, pues sien
do, como se ve, entre sí iguales los dos ángulos FMH y 
GMI por opuestos que son en el vértice, al mismo tiem
po que este último ángulo es igual a ELI como su cor
respondiente , deben ser entre sí iguales los dos ángulos 
ELI y FMH, que son alternos internos. Del mismo mo
do se puede demostrar la igualdad de los otros dos DLI 
y GMH.

3 .’ Tampoco puede caber la menor duda sobre que 
son entre sí iguales los andidos alternos externos ^ por 
ejemplo , DLH y GMI i porque siendo opuesto en el vér-
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tice este último ai FMH, deben forzosamente ser ígnales 
entre sí; y siendo FMH igual á DLH como correspon
dientes que son, es bien claro que los dos ángulos DLH 
y GMI que son iguales á un tercero FMH, han de ser 
por necesidad iguales entre sí. Por el mismo medio po
dríamos hacer ver la igualdad de los ángulos aitemos ex
ternos ELH y FMI.

4? La suma de los dos angulas internos ¿ie un mis-^ 
tno ladoy la de ELE y GMH, por ejemplo, equivale á la 
de dos ángulos rectos; porque siendo entre sí iguales los 
dos ángulos ELI y GME por correspondientes, y equiva
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los dos GMI 
y GMH como adyacentes que son á la misma recta IH 
(§ Ii), es evidente que si en lugar del ángulo GMI 
sostituimos su igual ELI, resultará igualmente que la su
ma de los dos angulas internos ¿ie un mismo lado ELI y 
GMH equivale á la de dos ángulos rectos.

5 . La suma de los dos ángulos externos de un mismo 
lado ELH y GMI, por ejemplo, equivale á la de dos 
ángulos rectos, en vista de que siendo entre sí iguales co
mo correspondientes los ángulos GMI y ELI, y equiva
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los dos án
gulos ELM y ELH como adyacentes que son á la misma 
recta IH (§. 11), se ve con la mayor claridad que si se 
sostituye al ángulo ELI su igual GMI, la suma será 
igual á la anterior, y equivaldrá por consiguiente á la de 
dos ángulos rectos.

6 .° Por último, luego que observemos verificada cual
quiera de estas propiedades en dos rectas cortadas por una 
tercera, podemos estar ciertos de que las tales dos rectas son 
entre sí paralelas; porque si lo primero que observamos 
en ellas es la igualdad de los ángulos correspondientes, en
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el §. 44 hemos hecho ver el necesario enlace que la igual
dad de los ángulos correspondientes tiene con el paralelis
mo; y por lo que respecta á las otras cuatro propiedades, 
basta tener presente que de cualquiera de ellas se infiere 
necesariamente la igualdad de los ángulos correspon
dientes.

Con efecto, los ángulos alternos internos ELI y FWH 
no pueden ser entre sí iguales sin que el ángulo GMI, 
igual á FMH como su opuesto en el vértice, no lo sea de 
consiguiente á ELI. Es pues visto que en tal caso los án
gulos correspondientes ELI y GMI son entre sí iguales.

Lo mismo podemos decir de los ángulos alternos ex
ternos ELH y FMI; pues siendo entre sí iguales los án
gulos FMI y GMH como opuestos que son en el vérti
ce, ha de resultar por consecuencia forzosa que GMH sea 
tambien igual á su correspondiente ELH.

Cuando sepamos que la suma de dos ángulos inter
nos ó externos del mismo lado equivale á la de dos ángu
los rectos, podremos cercioramos del modo siguiente de 
que los ángulos correspondientes son entre sí iguales. Si, 
por ejemplo, la suma de los ángulos ELI y GMH equi
vale á la de dos rectos, el ángulo ELI equivaldrá á Ia 
suma de los dos rectos menos el ángulo GMH; y como 
por ser adyacentes á una misma línea HI los ángulos 
GMH y GMI, equivale la suma de ellos á la de dos án
gulos rectos, resultará que el ángulo GMI equivaldrá á 
esta suma de los dos rectos menos el ángulo GMH; y 
siendo este valor igual al que hemos determinado del án
gulo ELI, se ve con la mayor claridad que son entre sí 
iguales los dos ángulos correspondientes ELI y GMI. 
Del mismo modo podemos discurrir con relación á los án
gulos extex^os de un mismo lado.
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AT. Corolario. Pues que en todos casos dos^ rectas 

que sean paralelas han de gozar de todas las propiedades 
que acabamos de expresar y probar, y que siempre que 
observemos una cualquiera de las mismas propiedades en 
dos rectas cortadas por otra tercera, podemos estar ciertos 
de que las tales dos rectas son entre sí paralelas, es consi
guiente que no lo sean cualesquiera otras en que no a e 
mos las mencionadas propiedades.

Fig. 27. Las dos rectas DE y FG, por ejemplo, fig. 27» q«« 
son respectivamente perpendiculares á las otras dos AB y 
BC que entre sí se cortan, no son paralelas; porque si 
tiramos la secante IH, está bien patente que la «m de 
los ángulos internos de un mismo lado EIH Y GHi es 
menor que la de los dos ángulos rectos EIB y GHB.

PROBLEMA.

Fig. aS. 48. Por un punió dado C, fig. 28 . tirar unarecta 
paralda d larecta dada AB.

Solución. Tírese por el punto C una recta cualquiera 
CB que encuentre á la AB; fórmese en seguida en el pu^ 
to C y sobre la recta CB el ángulo BCD igual »'^BC 
rt» a3)í y ^^ ®5te modo obtendremos la recta CD, la 
cual habrá de ser la paralela que se nos ha pedido , por
que ademas de pasar por el punto dado C, con solo que 
consideremos á CB como secante, tendremos a los dos án
gulos alternos internos ABC y BCD entre sí iguales por 

construcción.

PROBLEMA.

49. Por un punto dado C, tomado fuera de una 
Fig. 29.mí^ AB, fig. 2^» tirar otra recta que forme con aque

lla un ángulo i^ual d otro dado A.
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Soluâon, En un punto cualquiera A de la recta AB 

fórmese (§. 23) ^^ ángulo DAB igual al dado A^Y ti
rando por el punto C paralelamente a la recta AD (§. 
ant.) la recta CE, esta formará con AB (§. 47) el án
gulo CEB, que siendo igual á su correspondiente DAB, 
debe por consiguiente serlo el ángulo dado A^

TEOREMA.

50. Los ángulos ABC, DEF, fig. 30, que tienen'Fsg. 30* 
respecti'vamettte paralelos los lados del uno d los del otro 
y las aberturas colocadas en un mismo sentido, son entre 
si i{^uales. 

demostración. Si prolongamos cualquiera de los lados 
del segundo ángulo, el DE, por ejemplo, hasta que en
cuentre á otro de los lados del primero, con solo conside
rar á las paralelas EF y CH como cortadas por la secante 
DH, echaremos de ver que los dos ángulos DEF y DHC 
deben ser entre sí iguales, como que son correspondien
tes (^§. 47)í y considerando á las paralelas AB y DH co
mo que están cortadas por la secante BC, habran de ser 
tambien y por la misma razón iguales entre sí les ángu
los ABC y DHC. Es pues consiguiente que siendo igua
les á un mismo ángulo DHC los otros dos DEF y ABC, 
lo sean estos entre sí.

TEOREMA.

51. La suma de los tres ángulos de cualquiera iri^ 
ángulo equivale á la de dos ángulos rectos.

demostración. Si por el vértice del ángulo BAC del 
triángulo ABC, fig. 31, tiramos la recta AD paralelaFig. 31. 
al lado opuesto BC, los ángulos ABC y EAD formados

GTOMO 111

MCD 2022-L5



Jo ELEMENTOS
sobre la secante AB, habrán de ser como correspondien
tes, iguales entre si ^§. 47)’ y asimismo deberán serlo 
los dos otros ángulos DAC y ACB por ser alternos in
ternos con respecto a la secante AC^j por consiguiente el 
ángulo EAC, que es igual á la suma de los dos EAD y 
DAC, lo será asimismo á la de los dos ángulos ABC y 
ACB del triángulo propuesto, que les son iguales/ y 
agregando a! ángulo CAE el tercero CAB restante en 
el tiíá igulo, vendremos á tener formados en el punto A 
y sobre la recta EB los tres ángulos EAD, DAC y CAB, 
cuya suma equivale á la de dos ángulos rectos (§. 10).

N. B. Conviene tener presente que el ángulo EAC es 
conocido bajo la denominación de ángulo externo del tri
ángulo ABC, y que equivale por sí solo á la suma de 
los dos ángulos internos opuestos ABC y ACB.

52. Corolario. Del teorema que precede se sigue 
que cuando dos ángulos de un triángulo sean respectiva
mente iguales á dos de otro, el tercer ángulo restante 
del primero habra de ser igual al tercer ángulo restante 
del segundo; pues reunido cada uno de estos terceros án
gulos á los otros dos, componen en cada uno de los dos 
triángulos la misma suma de dos ángulos rectos.

El mismo teorema nos hace tambien ver que en nin
gún triángulo puede haber mas de un solo ángulo recto, 
ni con mayor razón mas de un ángulo obtuso.

53' Se llama triángulo rsetángulo el que tenga un 
ángulo recto; aeutángulo el que tenga agudos todos sus 
aiigulos; y ohíusangulo el que tenga un ángulo obtuso; 
y se comprenden las dos ultimas especies bajo la denomi
nación general de triángulos ohlieuangulos.

Bien claro se ve que debiendo ser entre sí iguales 
(§■ 37) ^os tres ángulos de todo triángulo equilátero,
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cada uno de los ángulos equivale á dos tercias partes de 
un ángulo recto.

TEOREMA.

$4. Las partes AC y BD, fig. 32, de dos reetasV}^. 32. 
paralelas, interceptadas entre otras dos rectas parale
las ^ son entre si iguales ^ y reciprocamente.

Demostración. Si se tira la recta AD, resultan for
mados los dos triángulos ABD y ACD, que deben ser 
totalmente iguales entre sí; porque considerando á la AD 
como secante de las paralelas AB y CD, se verá que sien
do, como son, ángulos alternos internos los dos BAD y 
ADC, han de ser entre sí iguales (§. 47). Mirando en 
seguida á la misma recta AD como secante de las parale
las AC y BD, echaremos de ver que los dos ángulos 
ADB y DAC son por la misma razón entre sí iguales; 
y siendo ademas común el lado AD á los dos triángulos 
ABD y ACD, habrán estos de ser entre sí totalmente 
iguales (§. 18).

Sean pues entre sí iguales los dos lados AC y BD 
opuestos á los ángulos iguales ADC y BAD, como asi
mismo lo habrán de ser los otros dos lados AB y CD, 
opuestos á los ángulos entre sí iguales ADB y CAD, que 
es rodo lo que nos propusimos demostrar en la primera 
proposición.

Por lo que toca á la recíproca, es bien claro que 
siendo iguales entre sí las dos partes CD y AB; y sién
dolo asimismo las otras parces AC y BD, serán respecti
vamente iguales los tres lados de un triángulo á les tres 
del otro; y los dos triángulos habrán de ser entre sí to
talmente iguales. Por la igualdad de los ángulos altemos 
internos CAD y ADB vendremos en conocimiento del
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paralelismo de las dos rectas AC y BD, asi como la 
igualdad de los dos ángulos BAD y CDA nos da á co
nocer el de las otras dos rectas AB y CD.

Con la misma facilidad se puede demostrar que cuan
do sean entre sí iguales y paralelas las dos rectas AB y 
CD, deben serlo asimismo las otras dos rectas AC y BD, 
que juntas con ellas cierran el espacio.

$5. Corolario. La proposición precedente no dejará 
de verificarse aun cuando las rectas AG y BD sean per
pendiculares á las AB y CD, pues que por esta circuns
tancia se conservan paralelas entre sí; y como en tal caso

•■ las partes AC y BD miden las distancias de las dos rec
tas AB y CD, podemos inferir que dos paralelas distan 
igualmente en todas sus partes una de otra.

TEOREMA.

33» 5^« «í^’ ^'’■^ recias cualesquiera AF y GM, fig. 33, 
se hallan cortadas for un número cualquiera de farale- 
las AG, BH, d &c. tiradas por puntos tornados d dis
tancias iguales en la frimera, las fartes GH, HI, IK 
&c. de la secunda, habrán tambien de ser iguales en
tre st.

Demostración. Si tiramos por los puntos G, H, I &c. 
las rectas GN, HO, IP &c. paralelas á la AF, nos re* 
soltarán formados los triángulos GNH, HOI, IPK &c. 
cuyos lados NG, OH, IP &c. por ser respectivamente 
iguales á las partes iguales AB, BC, CD &c., como 
paralelas que son comprendidas entre paralelas (§. 54), 
han de ser forzosamente iguales entre sí. Los ángulos 
NGH, OHI, PIK &c. deben ser entre sí iguales, como 
correspondientes que son con respecto á la secante GAí; y
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finalmente los ángulos GNH, HOI IPK &c. serán ne
cesariamente iguales entre sí. porque son entre si parale
los los lados que los forman , y tienen sus aberturas diri
gidas en un mismo sentido (§. 5o> Teniendo pues cual
quiera de estos triángulos un lado igual a otro de cada 
uno de los demas, y respectivamente iguales los ángulos 
adyacentes á les lados iguales de los dos triángulos, ha- 
btáo estos de ser totalmente iguales (§. 18), y de con
siguiente los lados GH, HI, IK &c. deben ser todos 

iguales entre sí.
¿7. Corolario. De lo que acabamos de exponer, se 

sigue que la parte AB está contenida en la AF tantas ve- . 
ces como la parte GH lo está en la GM; de suerte que 
podemos contar con esta proporción:

AB : AF : : GH : GM;
là cual puede trasformarse en esta otra:

AB : GH : AF : GM:
y de esta última se pueden deducir las siguientes: 

ïAB : aGH : : AF : GM;
3AB : 3GH : : AF : GM;

&C. &C.
lo cual nos manifiesta que un número cualquiera de par
tes iguales de AF es á otro número igual de partes de 
GM, como la recta entera AF es á la recta entera-GM,

teorema,

j¡8. Las cuatro f^aríes AD, DF, GK y KM, fíg. Fíg. 34' 
34, en que dos rectas cualesquiera resultan cortadas for 
las tres paralelas AG, DK y FM son entre sí propor
cionales, de modo que forman la siguienteproporcton ;

AD : DF : ; GK : KM.
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Demostraron. Con relación á esta proposición pueden 

ocunir estas dos cosas: 1/ Que AD sea comensurable con 
AF, es decir, que Ja razón de AD á AF pueda exprès 
sarse exactamente por medio de la de dos números. Su
pongamos, por ejemplo, que sabemos que

AF : AD : : 4^ : 2 5 ;
de lo cual se puede inferir que imaginándonos dividida 
en 47 partes iguales, 25 de ellas han de corresponderá 
la AD, y las 22 restantes á DF. Tirando en seguida pa
ralelas á la GA por los puntos de las 47 divisiones, re
sultará dividida la recta GM en otras47 partes iguales, de 
las cuales 25 compondrán la GK, y 22 la KM. Ten
dremos, pues:

AD : DF : : 2 : 2 2, 
GK;KM::25 122;

y de consiguiente AD : DF : : GK : KM.
Ademas, en vista de las proporciones

AF :AD::47:25,
GM : GK : : 47 : 2 j, 

podemos inferir que
AF : AD : : GM : GK.

2. Si AF y AD fueren incomensurables, haremos 
ver del modo siguiente que la razón de la una á la otra 
no puede ser menor ni mayor que la de GM á GK.

Sea primeramente AF : AD : : GM : GI, 
siendo GI menor que GK. En todo caso se podrá dividír 
el lado AF en partes tan pequeñas, que tirando por to
dos los puntos de division paralelas á la FM, haya de pa
sar una de ellas de por entre los puntos I y K ; y con 
arreglo á lo que precede, tendremos, á causa de la co
mensurabilidad de AF y Ad,

AF : Ar/ : : GM : Gf.
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Siendo unos mlsnios los antecedentes de las dos últi
mas proporciones ,se inferirá de ellas esta tercera, que ha
brá de existir entre los consecuentes de entrambas.

AD : Á¿/: : GI : Gí;
resultado absurdo, pues que siendo AD mayor que Ad, 
GI es menor que Ge.

Tampoco es posible que tengamos esta proporción:
AF : AD : : GM : Gf,

siendo GF mayor que GK; porque suponiendo dividida la 
AF, de modo que una de las paralelas d^ e^ pase por en
tre los puntos K é I\ tendremos:

AF : Ad^ ; : GM : GZ;
y deduciendo de estas dos últimas proporciones, cuyos 
antecedentes son los mismos, esta tercera que de ellas ré
sulta para entre los consecuentes, vendremos á tener:

AD : Aíf : : GF : GÓ
resultado igualmente absurdo, pues que siendo AD me
nor que Ad, GF es mayor que GF. Es pues necesario que 
sea GK el cuarto término de la proporción, cuyos tres 
primeros son las rectas AF ; AD y GM.

De esta proporción AF : AD : : GM : GK, se infie
re que

AF-AD;AD : :GM-GK:GK; 
la cual equivale á estotra:

DF : AD : : KM : GK; 
ó invirtiendo los términos de las dos razones de esta últi
ma proporción, tendremos la siguiente:

AD:DF:.-GK: KM*.

* No será extraño que se experimente alguna dificultad en trasfe
rír a las partes de la extension Ia nocion de la razón, tal como la en
tendemos con respecto á los números, mayormente siempre que se tra
te de líneas entre sí incomensurables; mas toda la oscuridad que sobre 
esto puede ofrecerse, deberá desaparecer enteramente luego que fije-
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59. i.® Corolario. Si por el punto G se tira la rec

ta GN paralela á AF, resultará
GO=ADíON=DF (§. 54); 

y conforme á lo que precede,
GO : ON : : GK : KM,
GO : GN : : GK : GM.

Si pues en un triángulo cualquiera se tira una recta 
OK paralela á uno de los lados NM, los otros dos lados 
GN y GM estarán cortados por Ia tal paralela en partes 
entre sí proporcionales.

60. 2.° Corolario. Por la inversa, siempre que una 
recta corte á dos lados- de un triángulo en partes propor
cionales, debe ser paralela al tercero restante.

Fig. 3 5« *^oíi efecto, si en el triángulo ABC, fig. 35, tuvié
ramos:

AB : A<? ; : AC : A/, 
sin que la línea ef fuese paralela á la BC, se podría toda
vía tirar por el punto e una recta i’ll que fuese paralela 
á la BC, y en tai caso tendríamos :

AB : Ai : : AC : AH (§. 59), 
en cuya proporción los tres primeros término son los mis
mos que los de la anterior, y de consiguiente el cuarto AH 
de esta última habrá necesariamente de ser igual al cuar- 

mos nuestra atención en que nos es imposible comparar dos líneas una 
con otra sino refiriéndolas á una medida común (§. 5), y que en tal caso 
la razón de ellas es verdaderamente un níimero entero, ó una fracción 
cuyos términos están expresados por los respectivos números de me
didas comunes que están contenidas en cada recta. Y aunque no pueda 
asignarse con toda exactitud esta fracción cuando la razón sea ¡neo- 
mensurable, no por eso deja de existir; pues podemos aproximamos á 
ella cuanto queramos, y debemos mirar como enteramente iguales dos 
razones incomensurables, luego que echemos de ver que por mucho 
que adelantemos la aproximación de la una y de la otra, permanezca 
constantemente nula la diferencia de entrambas.
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to término A/de la otra; lo cual nos pone de manifiesto 
que las supuestas dos rectas ef y fH se confunden en una 
misma, y que la primera debe ser paralela al tercer lado
BC del triángulo BAC. c ü'

6i. 3.“ Corolario. Siempre que la recta BD, fíg. Fig. 36. 
36, divida en dos partes iguales á uno de los ángulos B 
de un triángulo cualquiera ABC, divide asimismo al la
do opuesto AC en dos segmentos proporcionales á los la
dos adyacentes; es decir, que tendremos:

AD :DC: : AB : BC.
Esto se demuestra tirando por el punto C la recta 

CE paralela á la BD, y que encuentre en el punto E á 
la AB prolongada. De esto resultara (§. 59)

AD : DC : : AB : BE.
Por otra parte es isósceles el triángulo CBE, porque 

son entre sí iguales los ángulos BCE y CBD, como al
ternos internos que son con respecto a la secante BC, 
siendo al mismo tiempo iguales entre sí los ángulos BEC 
y ABD como correspondientes con respecto á la secante 
AE ; y ademas sabemos que los dos ángulos ABD y CBD, 
siendo, como por suposición son, mitades de un mismo 
ángulo ABC, deben necesariamente ser entre sí iguales. 
Será, pues, forzoso que también lo sean los dos ángulos 
BCE y BEC, y asimismo los lados opuestos BE y BC;
y por último resultado tengamos

AD : DC: : AB : BC.

PROBLEMA.

62. Hallar una cuarta proj^orcional á las tres rec- 
tas dadas M, N y P, fig. 37; ti determinar el cuarto Fig. 37. 
término de esta proporción :

TOMO m. H
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M : N : : P : JT.

Solución. Fórmese con dos rectas indefinidas AB y 
AC un ángulo cualquiera : tómese en la primera desde A 
hasta B la distancia AB igual á la M, y desde A hasta 
D otra distancia AD igual a la N ; en seguida tómese 
desde A hasta C la tercera distancia AC igual á la P. 
Júntense por medio de una recta BC los dos puntos B y 
C, y tirando por el punto D la recta DE paralela á la 
BC, la intersección de esta paralela y de Ia recta AC nos 
determinará a la AE, que es la cuarta proporcional que 
se nos ha pedidos pues que (§. 59)

AB : AD : : AC : AE:
lo cual equivale á M ; N :: P : AE;

Si fueren entre sí ¡guales las dos rectas dadas N y P, 
la línea AE que obtendremos como cuarto término de la 
proporción M:N::N-. AE,
será la que los geómetras acostumbran llamar tercera ÿro- 
fordonal á las dos rectas dadas M y N. La construcción 
en este caso no se diferencia de la del anterior, sino en 
que el punto C del primero viene á ser el c, y en que la 
recta De paralela á la Be, corta de la AC la parte Ai, la 
cual es la tercera proporcional que buscábamos; pues que 
tenemos: AB : AD : : AftAf;-
Q la equivalente N : N : : N .• A^.

63. Dos triángulos son semejantes siempre que los 
tres ángulos del uno sean respectivamente iguales á los 
tres del otro, y que sean proporcionales los lados que en 
ambos esten opuestos a dos ángulos entre sí iguales, y 
que por esta razón se llaman lacios homólogos.

Esras dos condiciones están tan unidas y enlazadas en
tre sí, que no puede separarse la una de la otra.

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 59

TEOREMA.

64. Siempre que dostrián_^uloe ABCy DEF,fig. 38,Fig. 38. 
tengau los tres ángulos del uno respectivamente iguales á 
los tres del otro , deben ser proporcionales sus lados homó
logos, y de consiguiente habrán de ser semejantes los dos 
triángulos.

Demostración. Si en los dos lados AB y AC toma
mos las partes A^ y Af respectivamente iguales á sus la
dos homólogos DE y DF, por estar opuestos á los ángu
los F y E de un triángulo respectivamente iguales á los C y 
B del otro; y si en seguida tiramos Ia recta ef, los trián
gulos eA/ y EDF deberán ser entre sí totalmente iguales 
(§• 16); porque siendo por suposición iguales los ángu
los A y Dj y siendo al mismo tiempo respectivamente 
iguales por construcción A^, Ay del uno y DE , DF del 
otro que los comprenden , habrán de ser totalmente igua
les los dos triángulos Aef y DEF, y de consiguiente el 
ángulo Aef será igual al E , y por tanto al B. Siendo pues 
paralela por esta razón la recta ef á 1 a BC, tendremos es
ta proporción:

Ai : AB : : A/: AC Q. 59); 
equivalente á estotra: DE ; AB : : DF : AC.

Si ahora tiramos la recta Oif paralela á la AB tendre
mos la siguiente:

A/: AC : : BG : BC, 
ó la equivalente DF ; AC : : EF : BC, 
pues que BG es igual á ef (§, 54), y esta lo es á EF. 
Reuniendo finalmente esta última proporción comuna la an
terior por medio de la razón DF : AC, que es común á las 
dos, nos resultará la siguiente serie de razones iguales:
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DE : AB : : DF : AC ; : EF : BC ; 

en la cual se nos manifiesta que los lados homólogos de 
los triángulos ABC y DEF son entre sí proporcionales.

65. De esta proposición se sigue que son semejantes 
dos triángulos:

i? Cuando dos ángulos del uno sean respectivamen
te iguales á dos ángulos del otro, pues que en tal caso el 
ángulo restante del primero es necesariamente igual (§. 52) 
al restante del segundo:

2. ® Siempre que sean entre sí paralelos los tres lados 
del uno á los tres del otro:

3. ° Cuando los lados del uno sean respectivamente 
perpendiculares á los del otro.

La segunda de estas tres proposiciones es evidente 
por lo tocante á los ángulos colocados según lo están los 
dos ABC y DEF ; porque los ángulos que como el A y 
el D tienen respectivamente paralelos los lados que los 
comprenden, y dirigida su abertura en un mismo senti
do, son necesariamente iguales entre sí 0. $0).

Con respecto á los triángulos que se nos presentan 
en una situación trastornada, como los que vemos en la 
figura 39, es claro que si prolongamos el lado EF del 
triángulo DEF hasta que corte los del triángulo ABC en 
G y en H, los ángulos AGH y DEF , como alternos ex
ternos que son con respecto á las paralelas AB y DE, y á 
la secante FH , deberán ser entre sí iguales : asimismo lo 
serán los ángulos AHG y DFE, como alternos internos 
que son con respecto á las paralelas AC y DF. Será pues 
semejante al triángulo AGH el EDF, asi como el AGH 
lo es al ABC, por ser los ángulos AHG y AGH iguales á los 
ángulos ACB y ABC, como correspondientes que son con 
respecto á las paralelas GH y BC y á las secantes ACy AB.
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Es de consiguiente bien manifiesto que en el caso 
propuesto son entre sí paralelos los lados homólogos.

A fin de demostrar la tercera y última parte, supon
gamos á los dos triángulos ABC y DEF, fig. 40, colo-Fig. 4°« 
cados de manera que el lado EF sea perpendicular á la 
BC prolongada; que el lado DF prolongado sea perpen
dicular á la AC, y por último, que el lado ED prolon
gado sea perpendicular á la AB. Tírense por el punto A, 
opuesto al lado BC perpendicular al EF las rectas AG y 
AH respectivamente paralelas á las otras dos rectas DF 
y DE lados del triángulo DEF, y de las cuales la una 
es perpendicular á la AC y la otra a la AB, Ahora bien, 
los ángulos CAG y BAH han de ser rectos por suposi
ción, y de consiguiente si á cada uno de ellos se agrega 
el mismo ángulo CAH, los dos ángulos resultantes BAC 
y GAH deben ser entre sí iguales; y siéndolo los ángulos 
GAH y EDF por tener por construcción sus lados res
pectivamente paralelos entre sí, y sus aberturas dirigidas 
en un mismo sentido, habrán de ser necesariamente entre 
sí iguales los ángulos BAC y EDF.

Tirando después por el punto B las rectas BI y BK 
respectivamente paralelas á los lados EF y DE, resultaran 
formados los dos ángulos rectos CBI y ABK, de los cua
les, quitada la parte común ABI, quedarán por residuos 
iguales los ángulos ABC ó IBK; y siendo este ultimo 
igual á DEF, á causa de ser respectivamente paralelos 
los lados BI y BK del uno á los lados EF y DE del 
otro, habrán de ser también iguales entre sí los ángulos 
ABC y DEF. Y teniendo los dos triángulos ABC y 
DEF dos ángulos del uno respectivamente iguales á dos 
del otro, deberán por consiguiente ser semejantes. 

Por otra parte se ve que los lados homólogos son los
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respectivamente perpendiculares; pues que siendo el án
gulo D igual al A, el lado EF es homólogo al BC, y 
asi de los demas.

TEOREMA.

66. Dos triángulos son semejantes siempre que un 
ángulo ílel uno sea i^ual á otro eiel otro, y que sean pro- 

poreionales los cuatro lados que forman á los dos ángulos 
iguales.

Fig. 3 8. Demostración. Si el ángulo A del triángulo ABC , fíg.
38, fuere igual al ángulo D del triángulo DEF, y te
nemos al mismo tiempo que AB : DE : : AC : DF, to
maremos en los lados AB y AC del primer triángulo las 
dos partes Ae y Af respectivamente iguales á los lados 
DE y DF del segundo; y tirando la recta ef resultará 
formado el triángulo Aef totalmente igual al triángulo 
DEF (§. 16), y la recta ef que corta los lados del trián
gulo BAC en partes proporcionales, pues que por su
posición

AB : DE ó Ai : : AC ; DF ó A/, 
habrá de ser paralela á BC (§. 60); y los ángulos ey f 
respectivamente iguales á los E y F, lo serán tambien á 
los ángulos B y C; y de consiguiente, teniendo los dos 
triángulos ABC y DEF respectivamente iguales los án
gulos del uno á los del otro, deben necesariamente ser se
mejantes (§. 64).

TEOREMA.

67. Dos triángulos, de los cuales nos conste que los 
tres lados del uno son proporcionales á los tres del otro, 
son semejantes.

Demostración. Supongamos que en los triángulos
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ABC y DEF se nos piesente la siguiente serie de ra
zones iguales:

AB : DE : : AC : DF : : BC : EF.
Si se toma de AB una parte Ae igual al DE, y se 

tira una recta £f paralela 4 BC, los triángulos ABC y 
A^, semejantes entre sí (§. 65), nos darán:

AB : Ai ; : AC : A/: ; BC : f/;
y siendo Ae igual 4 DE, todas las razones de esta segun
da serie deben necesariamente ser iguales á las de la pri
mera; y siendo unos mismos los antecedentes de entram
bas, deberán serlo asimismo los consecuentes; por cuyo 
medio tendremos ^—DF ; i/^EF. De consiguiente el 
triángulo DEF es totalmente igual al Aef; y siendo este 
Último semejante al ABC, lo será asimismo el prime- 
xo DEF.

TROBLEMA.

68. Construir sobre una recta da¿ia EF un trían- 
¿uJo semejante al ABC.

Solución. Podemos ejecutaría de diferentes modos, sir- 
Tiéndonos para ello de cualquiera de los varios caracteres 
por cuyo medio venimos en conocimiento de la semejan
za de dos triángulos. Proponiéndonos pues formar sobre 
la recta dada EF un triángulo semejante al ABC, podre
mos conseguirlo:

I .° Tirando por los dos extremos E y F rectas que 
hagan con la EF los dos ángulos E y F, respectivamen
te iguales á los dos B y C (§. 65):

2 .° Haciendo en el punto Esobre la recta EF un án
gulo igual al B, y tornando por segundo lado de este án
gulo E una distancia DE, cuarta proporcional á las tres 
lineas BC, EF y AB; por cuyo medio tendremos dos tri-
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ángulos entre sí semejantes, pues que un ángulo del uno 
es igual á otro ángulo del otro, estando comprendidos 
estos dos ángulos iguales por lados entre sí proporciona
les (§. 66):

3 .° Por último, hallando primeramente la cuarta 
proporcional á las tres rectas BC,EF y AB; y en segui
da la cuarta proporcional á las BC, EF y AC; y forman
do con estas dos líneas que ya suponemos determinadas, y 
con la dada EF el triángulo DEF í en cuyo caso los dos 
triángulos DEF y ABC serán entre sí semejantes, por 
ser los tres lados del uno proporcionales á los tres del otro
0- 67)-

TEOREMA.

69. Cuantas rectas AB, AC, AD, AE, AF ^ue- 
Fig. 41.ramos, fig. 41, tiradas por un mismo /unto A, y en

contradas j^or dos paralelas GE y BF, están cortadas 
j?or estasfaraleias en /artes /ro/orcionales, asi como lo 
están las mismas /aralelas»

Demostración. Siendo entre sí semejantes los triángu
los BAC y GAH (§. 65), nos darán esta serie de ra
zones iguales:

AB : AG : : AC : AH : : BC : GH;
y los triángulos CAD y HAI nos darán la siguiente:

AC : AH : : AD : AI : : CD : HI;
los triángulos DAE é lAK. nos daran estotra:

AD : AI : : AE : AK : : DE : IK;
v los triángulos EAF y KAL la que sigue: 

AE : AK : : AF : AL : : EF : KL.
Todas las razones de estas series son entre sí iguales, 

pues que la segunda razón de cada serie es la primera de 
la que la sigue. No tomando primeramente de todas ellas
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sino las en que se comparan líneas tiradas desde el punto

A, tendremos:
AB:AG:: AC:AH::AD : AI : : AE : AK: : AF: AU 
y reuniendo después las en que se comparan las partes de
las paralelas BF y GL, nos resultará que

BC : GH : : CD : HI : : DE : IK : : EF : KL; 
lo cual nos hace ver que estas paralelas están cortadas en 

partes proporcionales. z-^.T^ T^AU
Considerando ahora los triángulos BAC,CAU, UAü 

y EAF, como que dos de sus lados se hallan cortados por 
una recta paralela al tercer lado, tendremos (§. 59):

AG : GB : : AH : HCí 
AH:HC::AI -ID;
AI :ID : :AK:KEi 
AK : KE : :'AL : LFí

de donde se infiere que
AG:GB::AH:HC::AI:ID:: AK: EK::AL:LFí 
de lo cual resulta que las rectas AB, AC, AD, AE y 
AF están cortadas por la GL paralela á la BF en partes 
proporcionales.

PROBlEMA.

70. Diviíiír una recta dada en partee proporcio
nales d las de otra ya dividida.

Solución. Sea gl la línea que nos proponemos dividir, 
y BF la que se nos da ya dividida. Describase sobre esta 
Última un triángulo equilátero BAF, efectuando para 
ello lo prescrito (§. 2i> es decir, describiendo desde los 
puntos B y F como centros, y tomando por radio á la rec
ta dada BF dos circunferencias de círculo; aplíquese des
pués al lado AB desde A hasta G la recta ^/, y ejecúte
se lo mismo en el lado AF desde A hasta L» tirese por

TOMO in. *
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ultimo la línea GL, y las rectas que junten con el punto 
A á los C, E>, E de la division de la recta dada BF cor
tarán á la línea GL, igual á la^1 en partes proporciona
les á las de BF, según lo requiere la propuesta de la 
cuestión.

Con efecto, pues que AB—AF, y AG—AL, ten
dremos esta proporción evidente AB : AG : : AF : AL; 
de la cual resulta (§. 6o) que la GL es paralela á la 
BF. Siendo pues semejante al triángulo BAF el GAL, 
tendremos esta proporción:

AB : AG: : BF : GL;
y siendo por corxStruccion BF=AB, es consiguiente que 
GL—AG=^Z. Según esto, y en vista del teorema antece
dente, las paralelas GL y BF están divididas en partes 
entre sí proporcionales.

Si la línea que se nos proponga para dividiría fuere 
^'1' mayor que la BF que se nos da dividida, habremos 
de prolongar los lados AB y AF indefinidamente por la 
parte de abajo de la BF ; y deberemos en seguida aplicar 
la recta ^7^ al lado AB desde A hasta G\ y lo mismo al 
lado AF desde A hasta LS y por último tiraremos la 
GL ; despues de lo cual, si prolongamos, como es ne
cesario, las rectas AC, AD y AE, dividirán á la GL' en 
los puntos H\ I^, K' en partes proporcionales á las de la 
recta BF.

71. Obiervaaon. La cuestión precedente puede tam
bien resolverse del siguiente modo:

4^' S^3 AH, fig. 42, la recta que se nos haya dado pa
ra efectuar su division. Tírese por su extremo A una rec
ta indefinida AP que forme con la dada AH un ángulo 
cualquiera PAH, y sobre la cual colóquense, á continua
ción unas de otr as, todas las paites en que esté dividida
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la línea que se nos ha Bado para que nos sirva de modelo 
en la nueva division. Juntese el extremo P con el H de 
Ia linea que nos proponemos dividiri y en seguida se ti
rarán por los puntos I, K,L, M, N y O las rectas IB, 
KC, XD, ME, NF, OG paralelas á PH, las cuales 
cortarán á la AH en partes proporcionales á las de AP.

Este último método se demuestra haciendose cargo 
de que el triángulo ACK, cuyos dos lados AC y AK es
tán cortados por la recta BI paralela al tercer lado CK, 
nos da esta serie de razones iguales (§- 59)*

AB : AI : : AC : AK : : BC : IK;
el triángulo ADL, considerado con respecto á la recta 
CK, nos da la siguiente:

AG : AK : ; AD : AL : : CD : KL; 
el triángulo AEM, considerado con respecto a la recta 
LD, nos da estotra:

AD : AL : : AE : AM : : DE : LM;
y asi de los demas.

Todas estas series de razones se enlazan unas con 
otras por medio de la segunda razón de cada una, que 
viene á ser la primera de la serie que inmediatamente la 
sigue. No tomando de todas las razones mas de las que 
contienen las divisiones de la recta AP, tendremos:

AB ; AI : : BC :IK: : CD : KL : : DE : LM &c.- 
lo cual manifiesta que las partes AB, BC, CD, DE &c. 
de la recta AH son proporcionales á las de AP.

Se puede simplificar un poco este ultimo procedi
miento , tirando por el punto H una recta QH paralela a 
la AP, y tomando en ella desde el extremo H las partes 
HX, XV. VU, UT &c. respectivamente iguales á las 
partes PO, ON, NM, ML &c., y ¡untando los corres
pondientes puntos de division, las rectas que los junten,
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que (§. 54) deben ser entre sí paralelas, cortarán á la 
recta AH en partes proporcionales á las de la AP ó á las 
de la HQ.

72. 1? Corolario. Si en la figura 41 las partes de 
la recta BF, y en la fig. 42 las de la AP fueran entre sí 
iguales, las de la recta GL en la primera, y las de la rec
ta AH en la segunda, habrian de ser tambien iguales en
tre sí.

De esto se sigue que el procedimiento del §. 70 y 
el del §. 71 nos pueden servir para dividir una línea rec
ta en un número pualquiera de partes iguales; para lo 
cual es necesario mirar primeramente como indefinida á la 

Fig. 41« tecta BF , fig. 41 ; tomar de ella una parte BC de mag
nitud arbitraria , y repetiría á continuación un número de 
veces igual al de las partes en que debe dividirse Ia recta 
dada GL. Siendo el punto F el extremo de estas partes, 
se acabará la construcción con arreglo á lo que hemos 
practicado 0. 70).

Observando lo hecho (§. 71), habremos de tomar 
Fig. 4^*^® ^^ recta AP, fig. 42, considerada como indefinida las 

partes iguales y arbitrarias, á continuación unas de otras, 
pues que la r^cta AH representa la que se nos ha dado 
para ejecutar su division.

73. 2.®- Corolario. La division de las rectas en par
tes iguales es el fundamento de la construcción de las í-j- 
calass es decír, de las rectas que se destinan á que sir
van de medida de las demas. Con efecto, si desde luego 
se hubiese dividido en partes iguales la recta CD, fig. 3, 
no hubiéramos necesitado para averiguar la razón de la 
AB á la C.D , ninguna otra cosa mas que determinar cuán
tas de aquellas partes iguales de la CD contenía la AB, 
y por este medio habríamos puesto en claro la razón de
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estas dos rectas, á lo menos con tanto mayor aproxima
ción, cuanto mas pequeñas fuesen las partes iguales de la 
recta CD. La imperfección de los instrumentos y la limi
tación de nuestros sentidos, nos obligan con frecuencia en 
la division de líneas, cuyas partes se nos escapan por 
su pequeñez; y para ensanchar mas nuestras facultades 
con relación á este punto, se ha hecho uso de la divi
sion por transversales, que manifestamos en la fig. 43»^iS- 43- 
y cuya construcción es la siguiente:

Habiendo dividido primeramente la recta AC en un 
número cualquiera de partes iguales, tales como BC, y 
queriendo todavía dividir á BC en un número de partes 
demasiado grande y expuesto á que se las pueda confun
dir ; se levantarán á laAC, para evitar este inconveniente, 
por los extremos A y C las dos perpendiculares AA^ y 
CL; se tomará de la AA'"^ una parte arbitraria AA , y 
se repetirá esta á continuación, una de otra, tantas veces 
cuantas indique el número de partes en que nos propon
gamos dividir á la BC, las cuales en la figura son solo 
cuatro; por los puntos de division A', A", A'^' se tiraran 
rectas paralelas á la AC; y por Último se juntarán los 
dos puntos B y L con la linea transversal BL.

Si despues de hecho esto se tira la recta BK paralela 
á la CL, resultarán los triángulos BDE, BFG, BHI, 
EKL evidentemente semejantes entre sí (§. 6$), y que 
nos darán estas proporciones:

BD : BK : : DE : KL;
BF :BK::FG:KL;
BH :BK : : HI : KL;

de las cuales se deduce: iZ que siendo BD una cuarta 
pane de BK, lo habrá tambien de ser DE de KL ó de 
BC, que (§. 54) es igual á KL; 2/ que siendo BF las
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‘^^^ "“^V"^ P"^^^® ° ^" "’’^"^ de BK, Io debe también 
ser FG de KL ó de BC: 3/ que siendo BH las tres cuar
tas partes de BK, lo será igualmente HI de KL ó de BC.

Por este medio se ve que si tomamos en la primera, 
en la segunda y en la tercera de las rectas paralelas á AB 
Í^A/i^^T’ ^'^’ ^"^^ respectivamente iguales 
a AD-hDE, A"F-r-FG, A"^H-hHI, tendremos en ellas 
las siguientes:

AB+JBC; AB-H^BC; AB^JBC.
Esto nos parece suficiente para dar á conocer cómo se 

pueda construir una escala de transversales con destino á 
obtener cualesquiera divisiones, y el uso que puede hacer
se de ella.

Cuando la escala contiene diez paralelas á la recta 
AB, toma el nombre de escala ele décimas, porque en 
tal caso nos da las décimas de BC.

TEOREMA.

74. Az del Venice del angulo recto de un triangulo 
rectángulo se^ baja una /erjjendieular d su lado opuesto, 
llamado la hipotenusa :

I ^ La perpendicular dividirá al triangulo propues- 
to en otros dos, que le serán semejantes, y que de consi
guiente lo serán entre sí:

2° La misma perpendicular dividirá á la hipote-- 
nusa en dos partes ó segmentos tales, que cada uno de los 
lados del ángulo recto será medio proporcional entre el 
segmento adyacente y la hipotenusa entera :

3 - La perpendicular será media proporcional entre 
Jos dos segmentos de la hipotenusa,

L>emosiracion. Supuesto que es rectángulo en B el
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triángulo ABC, fig. 44, y que la recta BD es perpendi-Fig. 44. 
cular a la AC, deberán ser semejantes (§. 65) los trián
gulos ABC y ABD, por ser dos ángulos del uno respec
tivamente iguales á dos del otro; á saber, el ángulo A, 
que es común á entrambos, y el ángulo recto ABC del 
primero, igual al ángulo recto ADB del segundo. El tri
ángulo BDC es por lo mismo semejante al ABC, por ser 
común á los dos el ángulo C, siendo recto el ángulo BDC 
del uno como lo es el ángulo ABC del otro.

Si comparamos sucesivamente con el triángulo pro
puesto ABC cada uno de los triángulos parciales ABD 
y BDC, y tenemos presente que los dos ángulos ABD y 
CBD son respectivamente ¡guales á los dos C y A, echa
remos de ver las siguientes proporciones entre los lados 
homólogos :

AD ; AB : : AB : AC;
CD : BC : : BC : AC; 

las cuales forman la segunda parte de nuestra proposición.
Comparando ahora uno con otro á los dos triángulos 

parciales ABD y BCD, tendremos estotra:
AD :DB: : DB : DG; 

que viene á ser la tercera y última parte de la propuesta 
que hemos establecido.

75. Corolario. Del teorema que acabamos de demos
trar se infiere que estando referidos á una medida común 
los tres lados de un triángulo rectángulo, la segunda po
tencia, llamada ordinariamente el euadradOi del número 
que nos indique la longitud de la hipotenusa, es igual á 
la suma de las segundas potencias ó cuadrados de los 
números con que expresamos la longitud-de los otros dos 
lados.

Con efecto, de las dos proporciones
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AD : AB : : AB : AC,
CD : BC : : BC : AC,

AB* _ BC
résulta que AD=—ly que CD = —•

AC AC

Siendo pues la hipotenusa AC —AD-+-CD, sera por

ÂB* BC*
consiguiente AC =------ 1------5 de donde fácilmente se

AG AC

deduce que AC = AB-1-BC .

De esto se sigue que podemos determinar sin la me
nor dificultad cuánta sea la longitud de la hipotenusa de 
un triángulo rectángulo, luego que conozcamos la que 
tiene cada uno de los otros dos lados. Si, por ejemplo, ABz=

2

3 , y BC^4, tendremos AC =9-1-16 = 25; de lo cual 
se infiere que AC = \/25 = 5.

Del mismo modo podemos determinar la longitud 
de cualquiera de los dos lados del ángulo recto, cuando 
previamente conozcamos la de la hipotenusa, y la del

——2 2

otro lado restante! porque de la ecuación AC =AB -t-
-^3 ---- - ---- Í ---- ----
BC se deducen estotras dos: AB = AC — BC , y BC

= AC — AB. Sí, por ejemplo, fuere AC—13, y BC
=: i 2 , tendremos: .

AB = 169 — 144 =: 25 ; de donde se infiere que
AB=s.
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Generalmente, AC^^^AB -b BC;AB—V^-^^ ^^’

BC^V^AC-AB.

TEOREMA.

76. Estando referidos á una medida eomun he tres 
lados de un triángulo cualquiera, 7 expresados por me- 
dio de los números que les corresponden i si desde el ver
tice de uno de los ángulos se baja sobre su lado opuesto una 
perpendicular, la segunda potencia de uno de los lados 
que forman el ángulo es igual á la suma de las segundas 
potencias de los otros dos lados, menos dos veces el pro
ducto del lado sobre que caiga la perpendicular, mul
tiplicado por la distancia de la perpendicular al ángulo 
opuesto al lado que por primero ka}fam.os escogido, en ca
so que este ángulo opuesto sea agudoi y mas dos veces el 
mismo producto, en caso que el mismo ángulo sea obtusoi 
es decir, que en el primero, fíg. 45 7 4^» tendremos ■, Fig. 4 5 7

ÂC = ÂB + BC- 2ABxBD, 46-

y en el segundo, fig. 47, ^^S' 47'

AC = AB'h- BC-H 2ABxBD.
Demostración. Cuando hemos dividido con la per

pendicular CD, fig. 45, al triángulo ABC en los otros Fig. 45. 
dos ACD y BCD rectángulos en D, tenemos en el pri
mero ac'=ad'h-cd\

y en el segundo CD r= BC — BD ,

Sostituyendo pues esta expresión del valor de CD en

la del AC , tendremos que AC = AD -b BC — BD.
TOMO m. K
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Ahora, viendo que AD=AB—BD, la expresión de 

la segunda potencia ó del cuadrado AD equivaldrá á 

AB >bBD — 2ABxBD*.  Sostituyendo, pues, esta última 

expresión en la última del valor de AC , nos resultará 

que AC = AB -^ BD — lABxBD^BC — Bd\ 
la cual se reduce á la siguiente:

* En esta proposición, en que considero á las líneas como valua
das én números, he debido suponer que se tiene conocimiento del mo
do de componer la secunda potencia de un número que sea la suma ó 
la diferencia de otros dos ; mayormente cuando no es dificU adquirir
lo por solo el propio razonamiento.

Ac' =z Ab'-f BC'-2AB x BD.
Fig. 46. En el caso que nos presenta la figura 46, y en el 

cual cae fuera del triángulo la perpendicular, consiste la 
diferencia en que AD=BD—AB, sin que por eso deje de 

ser la misma la expresión del valor de su cuadrado AD j 
la cual es:

Ad'= Bd'h- Ab'-2ABxBD,

de modo que AD tiene la misma expresión que en el ca
so anterior. He ahí la primera parte del teorema.

Fig. 47. Mas cuando el lado AC, fig. 47, esté opuesto á un 
ángulo obtuso, debiendo necesariamente caer fuera del 
triángulo ABC la perpendicular, tendremos todavía en 
los dos triángulos ACD y BCD rectángulos en D, que 

AC zzAd'-h CD i y que CD = Bc’- Bd\
’2 —2 —2 —2

de donde se infiere que AC — AD -t- BC — BD j 
mas como tenemos que AD=AB-hBD, y de consiguien-

MCD 2022-L5



BE GEOMETRIA. 75
——à —i —a

te el cuadrado AD equivale à AB -niABxBD-^-BD ; 
si sostituimos esta expresión en la que acabamos de deter-

—~—2

minar del valor de AC , nos resultará estotra:

AC = Ab\ lABxBD -4- BD n- BC - BD ;
Ia cual se reduce á la siguiente:

AC= AB + Bc’+^ABxBD;

en donde se ve el segundo caso de nuestro teorema.
N. B. Las partes AD y BD determinadas en el lado 

AB por la perpendicular CD, se llaman segmentos.
77. Combinando con este teorema el inmediato an

terior, echaremos de ver que cuando conozcamos la lon
gitud de cada uno de los tres lados de un triángulo, po
dremos determinar si el ángulo opuesto á cualquiera de 
ellos es agudo, recto u obtuso. Con efecto, en el pri-

—2 —2 — 2

mer caso en que sabemos que AC = AB -+- BC —aAB 
xBD, es bien claro que la segunda potencia del lado AC 
es menor que la suma de las de los otros dos lados AB 
y BC.

En el segundo caso, en el cual el ángulo B es recto,
——3 ——2 —2

tenemos que AC = AB -h BC î de modo que la según* 
da potencia del lado AC es exactamente igual á la suma 
de las de los otros dos lados.

■1 —2 —^3

Finalmente, en el tercer caso, en que AC = AB

-+- BC -+'2ABxBD, la segunda potencia del lado AC 
es mayor que la suma de los otros dos lados.

Aplicando estas observaciones al triángulo cuyos la
dos tengan de longitud la expresada por los números 5, 
7 y 8, cuyas segundas potencias son 25,49 Y ^4» v®”'
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dremos en conocimiento de que el ángulo opuesto al 
mayor ludo 8 es agudo, pues que su segunda potencia 64 
es menor que la suma 74 de las segundas potencias de los 
otros dos lados.

Bueno será tener presente que la especie del ángulo 
opuesto al mayor lado nos debe hacer conocer la del 
triángulo (§. 53).

De los j)olí¿onoí.

78. Las superficies planas terminadas por un con
junto cualquiera de líneas rectas, se llaman jyoh^onos.

El mas sencillo de todos es el triangulo. Los polígo» 
nos de cuatro lados se llaman por lo general cuadrUa''' 
Uros:

los de cinco, penta^onosi
los de seis, exágonos :
los de siete, e/}tâ^onosi
los de ocho, octa^onosi
los de nueve, eneágonos»
los de diez, decágonos’,

&C.

No se continúa, por lo común, esta nomenclatura 
mas arriba del polígono de diez lados, sino para llamar 
■.dodecágono al que tenga doce lados, y /entedecágono al 
que tenga quince.

Fig. 48 y En las figuras 48 y 49 se nos presenta en ABCDEF
49. un polígono de seis lados ó un exágono. Teniendo todos 

los ángulos de la primera figura su abertura dirigida ha
cia la parte interior del polígono, se les da el nombre de 
ángulos salientes', y al ángulo DEF de la figura 49 , cu
ya abertura está mirando á la parte exterior del polígono, 
se le llama ángulo entrante.
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Las rectas, que como la CA, la CF &c. que están 
tiradas de un ángulo á otro del polígono, sin ser los ángu
los adyacentes á un mismo lado, se llaman diagonales.

79. Entre los cuadriláteros ó polígonos de cuatro la
dos se designa con particularidad el llamado paralelogra- 
jno, porque tiene á cada dos de sus lados paralelos en
tre sí.

Del §. $4 se infiere: i.® que cada una de las diago
nales AC y BD divide al paralelogramo en dos triángu
los totalmente iguales entre sí: 

2,“ Los lados opuestos AB y DC, AD y BC, son 
entre sí respectivamente iguales:

2«° Que reciprocamente, si los lados opuestos de 
una figura de cuatro lados fueren entre si iguales, ó si 
dos lados opuestos fueren entre si iguales y paralelos, la 
tal figura habrá de ser un paralelogramo.

TEOREMA.

80. T,as dos diagonales AC y BD de un parale- 
lógramo se eertan mutuamente en dos partes iguales.

Demostración. Los triángulos AOD y BCC son to-Fig. 50. 
talmente iguales entre sí (§ iS), porque lo son por su
posición los lados AD y BC, y lo son asimismo los ángu
los DAO y GCB , como alternos internos que son con res
pecto á la secante AC y á las paralelas AD y BC; y por 
último son entre sí iguales los ángulos ADO y OBC, co
mo alternos internos que son con respecto á la secante 
BD. Luego AOzzOC y DO^OB.

TEOREMA.

81. Juntando un ángulo eual^uiera de un polígono
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eon io¿¿os los demás ^ quedará dividido el polífono en tan
tos triángulos eomo lados tenga, menos dos.

d^emosíraeion. Esta proposición se nos hace casi evi- 
Fig. 48.dente con solo fijar nuestra atención sobre la figura 48, 

en la cual se nos pone de manifiesto que las diagonales 
CA , CF y CE, tiradas desde el ángulo C á los ángu
los A, F y E, dividen al polígono ABCDEF de seis 
lados en los cuatro triángulos ABC, ACF, FCE y ECD; 
siendo mas fácil echar de ver que habremos de observar 
un resultado semejante en todo polígono de cualquier nú
mero de lados, en haciéndonos cargo de que cada uno de 
los triángulos extremos ACB y ECD, entre los cuales es
tán comprendidos todos los demas en que puede dividir
se el polígono propuesto, contienen dos de los lados del 
mismo polígono, mientras que cada uno de los otros tri
ángulos intermedios no contiene mas de uno solo. Habrá, 
pues, en los triángulos extremos cuatro lados del polígo
no, y el numero de los intermedios deberá ser igual al de 
los lados del polígono menos cuatro. De lo cual se dedu
ce que el numero total de triángulos es igual ai de los 
lados del polígono, menos dos, según manifiesta la pro
puesta.

82. Corolario, Alo que acabamos de hacer veres consi
guiente que la suma de todos los ángulos internos ABC, 
BCD, CDE.DEF, EFA, FAB &c. de cualquier po
lígono equivale á tantas veces dos rectos como lados ten
ga, menos dos; porque la suma de los tales ángulos in
ternos del polígono viene á ser la misma que la de los án
gulos de los triángulos; y ya se sabe que la suma de los 
ángulos de cada triangulo equivale á la de dos ángulos 
rectos, y que el polígono contiene untos triángulos como 
lados tengan, menos dos.
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En la figura 49 el ángulo entrante DEF es externoFig. 49. 
y no interno, y haciendo partir las diagonales desde el 
vértice E del ángulo entrante se sostituye en lugar de 
este para determinar la suma de los ángulos internos, la 
de los ángulos DEC, CEB, BEA y AEF, que agrega
da al entrante DEF, equivale á la de cuatro ángulos 
rectos (§. 13).

TEOREMA.

83. Si, como sff ve en el fritner j^oUgono de laJigU‘ 
ra ^8, el cual no iiene ningún ángulo entrante, se frôlons 
gan en un mismo sentido todos sus lados, la suma de los 
ángulos externos formados j^or cada lado y jjor la frôlons 
gaeion del que se le halla contiguo, equivaldrá á cuatro 
rectos, cualquiera que sea el número de los lados del po
lígono.

Demostración. Cada uno de los ángulos externos, co
mo <zAB, agregado al interno que le es adyacente, equi
vale á la suma de dos ángulos rectos ; y esto se halla re
petido en el contorno de todo el polígono tantas veces 
como lados ó ángulos tenga. De consiguiente la suma de 
todos los ángulos, tanto internos como externos, equival
drá á la suma de tantas veces dos ángulos rectos como la
dos tenga el polígono; y rebajando de esta suma rotaría 
de los ángulos internos, que como ya se sabe, asciende á 
la de tantas veces dos ángulos como lados tenga el polí
gono, menos dos, resultará que la suma de los ángulos 
externos equivalga á la de dos veces dos ángulos rectos ó 
á cuatro ángulos rectos.

84. Observación. Dos polígonos serán iguales cuan
do se compongan de un mismo número de triángulos res
pectivamente iguales colocados en una disposición seme-
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jante, ó reunidos de un mismo modo; pues bien se ve 
que con estas condiciones dos polígonos, puesto el uno 
de ellos sobre el otro, se cubrirán y confundirán perfec
tamente.

TEOREMA.

85. Siem^rff que de un ^olí^ono eonozeamos todos 
los lados, menos uno, jf que al mismo tiemj^o eonozeamos 
los ángulos comprendidos por los lados dados, está deter
minado el polígono, y se le puede construir fácilmente.

Demostración. Si del polígono ABCDEF conocemos 
los lados AB, BC, CD, DE, EF y los ángulos que es
tos lados forman, podremos hacer sobre el nuevo lado 
A^B^~AB en su extremo B^ el ángulo A''B’'C^=ABC}, 
y en seguida tornar B'C''—BC; hacer en el extremo C^ 
del lado B^C^ el ángulo B'C^D^-=;BCD ; tomar despues 
C^D =CD ; hacer en el extremo D' del lado C^D' el án
gulo C'D^E'z=CDE, y á continuación tomar D'E^ 
DE; construir en el extremo E'' el ángulo D'^E^F^zzOEF, 
y tomar por ultimo E'F^=EF. Habiendo llegado por es
te medio al punto F', no nos queda sino un solo modo de 
juntarlo con el punto A^, para cerrar y concluír el polí
gono A'B^CD'E'FÍ

Bien visible es que este nuevo polígono será igual en 
todas sus partes al polígono anterior ABCDEF , porque si 
se coloca acjuel sobre este, poniendo el lado A^B' sobre su 
igual AB, el lado B'C' caerá asimismo sobre su igual BC; 
y continuando del mismo modo de uno en otro, echare
mos de ver que los puntos A'B'C^D^E'F' habrán de caer 
respectivamente sobre los puntos A, B, C , D, E, F; de 
lo cual se sigue que los dos polígonos se ajustan y con
funden perfectamente.
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86 Oiserwion. Hay otros muchos medios de ave
riguar la total igualdad de dos polígonos; mas nosotros 
nos hemos limitado á dar en el anterior un ejemplo de 
esta igualdad con el fin de hacer ver que un polígono de 
cualquier número N de lados, y que de consiguiente tie
ne el mismo número N de ángulos, está determinado con 
solo que conozcamos de las aN cosas que concurren á su 
formación, un número de ellas representado por la expre
sión aN—3. Aquí se notará, como se debe haber notado 
en los diferentes casos de la total igualdad de los triángu
los, que los N ángulos no han de contatse sino por N-I 
datos, pues que la suma de todos los ángulos es una can
tidad que en todos casos puede mirarse como dada (§. 8 2).

87. Se llaman polígonos semejantes aquellos cuyos 
ángulos son respectivamente iguales los del uno a los del 
otro, y cuyos lados homologos o colocados en la misma 
disposición son proporcionales.

TEOREMA.

88. -Dor polífonos compuestos de un mismo número 
de triángulos respectivamente semejantes, y semejante>- 
mente dispuestos, tienen respectivamente iguales los dn^ 
gulas del uno d los del otro, j/ proporcionales los lados 
homólogos, y de consiguiente son entre si semejantes.

Demostración. Sean BAEDC y baedc, fig. 51» losFig. JI. 
dos polígonos propuestos; y pues que los triángulos ABC 
y abc son semejantes, habran de tener sus ángulos respec
tivamente iguales, y de consiguiente B=¿; BAC=:¿¿rr; 
por la misma razón en los triángulos semejantes ACE y 
ace tenemos la igualdad respectiva de los ángulos; es de
cir, que

TOMO III I.
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CAE=iiîf; CEA—i^iï; 
à lo cual es consiguiente que el ángulo BAE, formado 
por la reunion de los dos ángulos BAC y <,AE en el pri
mer polígono, sea igual al ángulo hae filmado de la re
union de los otros dos bae y (ae en el segundo. Del mis
mo modo se hatá ver la igualdad AED y úíJ y la de EDC 
y e^ic; y por lo que respecta á los últimos ángulos BCD 
y bed, bien claro se nos muestra que son entre sí iguales, 
por estar firmado el primero por la reunion de los tres 
BCA, ACE y ECD, al mismo tiempo que el segundo 
se nos presenta formado por el conjunto de los otros tres 
ángulos bea , ace y eed^ los cuales como ángulos homolo
gos de triángulos semejantes, habran de ser iguales á los 
tres primeros.

Desenvolviendo las proporciones que resultan de la 
semejanza de los triángulos ABC y abc, de ACE y ace, 
de ECD y eed, tendremos:

BC : be : AB : ab : : AC : ae;
AC : ae : : AE : ae : : CE : ee ;
CE : ce : : ED : fíZ : : CD z edi

Siendo la primera razón de cada serie la mí<ma que 
la última de la serie inmediata anterior, deben ser entre 
sí iguales todas las razones que se nos ofrecen en rodas las 
series. No tomando , pues, de ellas mas que los que con
tengan los lados homólogos de los dos polígonos, nus re
sultará:
BC : be : : AB : ab : : AE : ae : : ED : ed : : CT) : ed; 
lo cual nos manifiesta que los lados homologos de los dos 
polígonos son entre sí proporcionales.

TEOREMA.

89. Dos foJi^onos semejantes se dividen en i^ual
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ni'imff'o £¿e irian^ulos respeetivamente semejantes, y seme- 
Janieniínte aisj^uestos,

Demostsadon. Siendo por suposición los ángulos de 
uno de los polígonos respectivamente ¡guales á los d^t 
otro, y siendo al mismo tiempo los lajæ.-’tendremos des- 
porcmiiales á los hogà'Tfes iguaÍí, y que BC : ¿r : : 
•.Í>':'«Z>i de lo cual se sigue que los dos triángulos ABC 
y abe sean semejantes (§. 66); y que por tanto los ángu
los BAC y bac sean entre sí iguales. Si de los ángulos 
BAE, bae, que como propios de los polígonos se suponen 
entre sí iguales, se quitan los ángulos BAC y bae^ los re
siduos CAE y cae deberán ser entre sí iguales. Por otra 
parte, dándonos los triángulos semejantes ABC y abe, 
esta proporción AB '. ab ‘. '. AC : aa y los polígonos esto
tra AB : ab :•. AE : ae^ tendremos por resultado de ellas á 
la siguiente AC t ae : : AE : ae i de lo cual se sigue que 
los triángulos CAE y cae son entre sí semejantes(§. 66). 
Del niLmo modo se puede hacer ver la semejanza que 
tienen los triángulos de un polígono con los del otro, 
cualquiera que sea el numeio de estos triángulos,

PROBLEMA.

90. Construír sobre una recta dada un y^oJi^ono íí- 
mejante d otro dado.

Solución. Sean be y BAEDC la recta y el polígono 
dados; hágase sobre be por uno de los métodos prescritos 
(§. 68) un triángulo abc semejante al ABC, por cuyo 
medio determinaremos el punto a; y para determinar el 
punto e se construirá del mismo modo sobre la recta ae 
un triángulo cae semejante al CAE, y asi de los demas.
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De este modo habremos conseguido que el polígono abcáfi 
sea semejante al ABCDE , pues que están formados de 
un mismo número de triángulos respectivamente semejan
tes, y semejantemente dispuestos.

el lado be sobre el BC desde C hasta b, bastaría Lirj^ww„i - y i >, \ A la recta ba^ paralela a la BA; tirar en seguida por i'i pn , ,
lela á la AE &c., á fin de construir los tnanguT^VE^ÍÍ! 
a'Qe SíC., respectivamente semejantes a los triángulos 
BCA, ACE &c.; por cuyo medio quedará construido 
sobre el lado dado el polígono b ¿t tf ei C ^ semejante al po
lígono BAEDC.

91. Observación. Hasta aquí hemos tirado desde un 
mismo ángulo del polígono las diagonales que se termi
nan en todos los demas; pero los polígonos pueden ser 
divididos en triángulos de otros muchos modos; y las pro
posiciones anteriores se extienden con igualdad á estos ca
sos, entre los cuales suele ocurrir uno , que es muy con
veniente conocer: es justamente el en que se juntan todos 
los ángulos del polígono con los puntos extremos de uno 
de sus lados. Este caso se nos ofrece representado en la fi> 

Fig- 52.gura 52 , en la cual por medio de diagonales se han jun
tado los puntos C, D, E con los dos A y B.

1. ® Es bien claro que la posición de los tres prime
ros puntos está determinada con respecto a la recta AB, 
luego que esten dados los triángulos ABC, ABD y ABE; 
y de este modo se evidencia que para determinar un po
lígono, basta un número de triángulos que tenga dos uni
dades menos que el de los ángulos ó los lados del polí
gono. Se ve asimismo que si designamos por N este últi
mo número, la determinación de la figura dependerá de 
las 2(N—a) diagonales tiradas de cada uno de los án-
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culos áe la base, y de la magnitud de la misma base, lo 
cual hace subit à 2N-3 à todo el numero de datos

86)- , , ■
2. ° Sin grande dificultad se puede demostrar, casi 

del mismo modo que en los §§. 88 y 89 , que si los tri
ángulos ABC y abc, ABD y abd, ABE y abc fueren 
respectivamente semejantes, lo serán también os po igo- 
nos ABCDE y abedc , y que mutuamente si los poligo- 
.««lo son, lo serán los triángulos de consiguiente .*

* Todo el arte de levantar los planos está en suma redundo á 
construir en el papel polígonos semejantes a los que se hallan foi mados 
sobre el terreno por los puntos cuyas situaciones respectivas queremos 
conocer. Bien claro se ve que por último análisis debe reducirse a jma- 
ginamos que estos puntos se hallan enlazados unos con otros por me
dio de triáneulos, y á medir en estos triángulos un número suficien
te de ángulos ó de lados, que nos habiliten á construir otros semejan
tes en el papel, con arreglo á lo prescrito (§ 68). He ahí cuanto se 
puede decir acerca de este objeto, sin entrar en el pormenor de los 
instrumentos á propósito para medir los ángulos ; descripción que en 
los tratados generales se halla fuera de su lugar, es casi ininteligible á 
los que no hayan visto los tales instrumentos, y superflua á los qu« 
tengan conocimiento de ellos.

92. Si en dos jjoUgonos semejantes se tiran dos~m^ 
tas i semejantemente colocadas en cada uno de ellos s es de
cir, i^ue j^asen j^or j^untos semejantemente colocados sobre 
lados homólogos, y que formen con estos lados ángulos en- . 
tre sí iguales , ó que en cada jjolígono corten en j^artes 
j^rojjorcionales dos lados homólogos, deberán ser jjrojjorcio- 
nales las tales rectas á los lados homologos de los j^olí- 

gonos.
Demostración. Sean las rectas GF y gf, tiradas de 

los puntos G y ^ j y sabiéndose que BG '• bg '. : AB : ab, 
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supongamos que igualmente se sepa que son iguales los án
gulos FGB y fgb; en tal caso los triángulos BGC y hpí 
h^n de ser entre sí semejantes á causa de ser iguales los 
ángulos B y ¿, y proporcionales los lados BG y bg á BC y 
a ¿í, pues que los unos y los otros lo son á AB y á ah. 
leñemos, pues:

GG:¿r^:;BG :¿^,Ó:: ABj ab; 
y ademas BCG=¿fg; CGB-r^Z-.

De lo cual se infiere que GCF ó BCF—BCG - 
igual á gef ó á bef-be^i y por ser F<"--7/^’ ’iJS 
resultará CGF ó FGB—«gual á e^f ó á f^b^-e^b. 
Seiáu, pues. pni*e sí semejantes los triángulos FCG y 
y^» y uos darán:

^G;^ : : FC '-fc’.'. GC : ge, ó : : A^ab j 

pues que ya antes sabemos que GC • ge i t AB : ab.
Si en lugar de hacer iguales los ángulos FGB yf^b 

se hubiesen tomado los puntos F y / de modo que BG : 
b^ • • FC '.fc^ serian en tal caso semejantes los triángulos 
FCG y fig, por tener, como tienen, un ángulo igual 
comprendido por lados proporcionales. Fas consecuencias 
serán las mismas que antes, y se demostrará en este caso 
la igualdad de los ángulos FGB yfgb.

TEOREMA.

93. Los coníomos 6jjerímeíros ¿be ¿los foUgofíos se- 
tnejaníes son eníre sí ¿orno ¿os ¿a¿los homologos ¿le los mis
inos polígonos.

Demosiracion. Los polígonos semejantes ABCDE y 
abeele nos dan esta serie de razones iguales:
AB : íz¿ : : BC : : ¿r : ; CD : £-¿/ : ; DE : ¿/f : : AE : ¿TG- 
de donde se infiere que

MCD 2022-L5



PE GEOMETRIA. 8/

AB-t-BCM-CD -hDE-i-AE : ab-i-hc-^cd ■+■ de-i-ea : : 
AB tab!
es decir, que el contorno ó perímetro A BCDE es al con
torno ó penmetio ahccie, corno el lado AB es á su homó
logo ab.

De la línea recia y del círculo.

94. Ya hemos visto (§. 28) que desde un mismo 
pumo no podían tirarse á una recta otras tres rectas entre 
sí iguales; de lo cual se infiere con evidencia que una 
recta no puede cortar á una circunferencia de circulo en 
mas que en dos puntos.

Toda recta que corte á la circunferencia de un cír
culo, y esté prolongada fuera de él, se llama su secan-- 
te. La recta EF, fig. 5 3 , es una'secante del círculo Fig. $3. 
AHBCG. La parte CD de e^ta recta, comprendida den
tro del círculo, se llama cuerda del arco ó de circunferen
cia, cuyos extremos junta.

95. Se dice de general’ acuerdo que la cuerda 
CD, que reúne los extremos de un arco CGD de 
la circunferencia del círculo, subtende al mismo arco; 
mas es necesario no perder de vista que la misma recta 
es al mismo tiempo cuerda del otro arco CHD, que agre
gado al GCD, componen entre los dos la circunfereñeia 
entera. De consiguiente, siempre que el primer arco sea 
menor que la semi<ircunferencia, el segundo habrá nece
sariamente de ser mayor que ella.

9Ó. Cuando una cuerda p.ase por el centro del cír
culo, se la da el nombre de diámetro. La recta AB, que 
pasa por el centro O, es un diámetro.

Todos los diámetros de un mismo círculo son entre 
sí iguales, pues que cada uno de ellos equivale á dos ra-
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dios puestos en línea recta; y ya se sabe que todos los 
radios son entre sí iguales.

^ien visible es que cualquier diámetro es la mayor 
de todas las rectas que pueden tirarse dentro de la cir
cunferencia del círculo, pues cualquiera otra cuerda CD 
es menor (§. 19) que la suma de los dos radios OC y 
OD dirigidos á los extremos C y D.

97. El diámetro AB divide á la circunferencia y al 
círculo en dos partes iguales, porque si á lo largo de la 
recta AB se dobla toda la figura del círculo una de sus 
partes, la AGB se habrá de confundir con la restante AHB, 
debiendo coincidir con la mayor exactitud las dos partes 
de circunferencia, pues de lo contrario no estarían equi
distantes del centro O todos los puntos de la circunferencia.

El mismo razonamiento hace también ver que dos 
círculos descritos con un mismo radio, ó con dos radios 
iguales, son entre sí totalmente iguales, porque si coloca
mos el centro del uno exactamente sobre el del otro, sien* 
do como se supone, iguales entre sí los radios de los dos 
círculos, las circunferencias habrán necesariamente de ajus
tarse y confundirse una con otra.

TEOREMA.

98. Siempre que aj^liquewos un arco ¿Íf círculo sobre 
algún oíro del mismo círculo , ó de otro descrito con el mis
mo 6 con igual radio, de modo que cualquiera dos puntos 
del arco aplicado caigan sobre el otro^ y estando las dos 
convexidades dirigidas hacia un mismo lado, el arco apli
cado se confundirá en toda su extension con el otro.

Demostración. Con efecto, si aplicamos el arco A^C^, 
Fig. 54-fig. 54, al arco AE, colocando el punto A^ exactamente

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 89 
sobre el A, y suponemos que caiga justamente èn C el 
punto O; y á consecuencia la cuerda A^C^ cubrirá con 
la mayor exactitud á AC; y como los radios O A^ y O C 
son iguales á los radios OA y OC, el centro O debe ha
ber caído sobre el O (^^. 20), y de consiguiente todos los 
puntos del arco A'Cí deben caer sobre los del arco AC> 
porque los primeros distan tanto de su centro O^ como los 
segundos distan del suyo O; por lo cual es claro que el 
arco A^G^ se confundirá con el AC*.

* La propiedad de la circunFerencia del círculo que acabamos de 
demostrar, es tanto mas notable, cuanto que solo pertenece á esta cur
va y á la línea recta, y que nos manifiesta con la mayor evidencia la 
semejanza de iodas las partes de la circunferencia del círculo, ó la uni
formidad de su curvatura. E^ta ha sido la razón que me ha movido á pre
sentar el teorema bajo otra propuesta diferente de la que por lo co
mún tiene en la mayor parte de los libros elementales.

TOMO Ilf.

99. Corolario. De esto se sigue que en un mismo 
círculo ó en dos distintos círculos descritos con uno mis
mo ó con dos radios iguales, los arcos , cuyas cuerdas sean 
iguales, siendo ellos de una misma especie, es decir, o 
ambos menores ó ambos mayores que la semicircunferen
cia, deben ser entre sí iguales. Con efecto, cuando las 
cuerdas esten colocadas una sobre otra, como en el caso 
precedente, los arcos se cubren y confunden exacta  
mente.

*

Es igualmente verdadera la proposición recíproca; á 
saber, siempre que en un mismo círculo ó en dos descri
tos con radios iguales fueren entre sí iguales dos arcos, 
sus cuerdas serán asimismo iguales j porque poniendo á los 
arcos uno sobre otro y ajustándose exactamente, las ex
tremidades del primero se confunden con las del segundó? 
Asi que, colocado que sea sobre el arco AC el A'C' de 
modo que el punto A' se halle sobre el punto A y el C'

M
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sobre el C, las rectas A'C' y AC se cubrirán exactamen
te, y por tanto serán entre sí iguales.

TEOREMA.

loo. £n un mismo circulo ó en círculos iguales, el 
ma^'or arco íiene la major cuerda, ^ al conSrario, con tal 
^ue los arcos comjfarados sean menores ^ue la semicirr 
cunferencia.

Demostración. I.® Siendo mayor que el arco AC el 
AE , sera por consiguiente el ángulo AOE mayor que el 

-^OCj y (§• 19) el lado AE del triángulo AOE 
será mayor que el lado AC del triángulo AOC, puesto 
que los dos triángulos AOE y AOC tienen entre sí igua
les los lados AO y OE del uno á los AO y OC del otro, 

a Í^ Siendo mayor que la cuerda AC la AE, el ángu
lo AOE sera mayor que el AOC, y de consiguiente el 
arco AE será mayor que el AC.

PROBLEMA.

101. Dados que sean dos arcos de un mismo círcu-^ 
lo ó de dos círculos iguales, determinar la razón de sus 
longitudes.

Solución. La cuestión propuesta se resolvería del mis
mo modo que la del §. 5 , si pudieran aplicarse uno so
bre otro los arcos de círculo, como se aplican una sobre 
Otra dos líneas rectas; pero no pudiendo verificarse en la 
práctica semejante superposición, se suple su uso sirvién
donos de las cuerdas, que siendo ¡guales, corresponden 
necesariamente á arcos iguales. La cueida del arco CD, 

^^S' S5' P‘’*^ ejemplo, fig, 5 5 , podrá aplicarse dos veces sobre el 
arco AB desde A hasta E ; y determinado por este medio el
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arco AE, resultará compuesto ¿e las dos partes Ád y 
dEf iguales cada una de ellas á CD. Tendremos que

AB-2CD-hEB.
Tómese ahora la cuerda de la última parte EB, y 

aplíquesela sobre el arco CD desde C hasta F; lo cual 
puede en este caso efectuarse una sola vez, resultando por 
exceso el arco FD; de donde se sigue que

CD=EB+FD :
por último, pudiendo la cuerda del segundo exceso FD 
aplicarse cuatro veces exactamente sobre el primero EB, 
nos resultará que

EB=4FD.
De este último valor, volviendo á subir á la deter

minación de los arcos anteriores, hallaremos que
ER-4FD ; CD=5FD ; AB-14FD ;

y estando contenido 14 veces en el arco AB, y 5 veces 
en el CD el arco FD , que es la medida común de aque
llos otros dos, podremos estar ciertos que los dos arcos pro
puestos tienen entre sí la misma razón que los dos núme-

14 y 5.
Aqui se termina la operación del mismo modo que 

cuando tratándose de líneas rectas se nos presenta un re
siduo, al cual contenga el precedente un número exacto 
de veces, ó que es tal, que el residuo siguiente se esca
pe de los sentidos por su pequenez.

102. Observación. Si nos imaginamos que una recta 
AB ,fig. j6, que corta Ia circunferencia de un círculo Fig. 56. 
en dos puntos A y B, gire al rededor de uno de ellos, 
de A por ejemplo, y que dirigiéndose á salir del círcu
lo tome posiciones semejantes á la AB, veremos que los 
dos puntos de intersección de la recta y de la circunferen
cia del círculo, se van aproximando sin cesar, hasta líe-
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gar á la posición AC, en la cual reunidos los puntos de 
intersección en uno solo, no tiene la recta mas punto co
mún con la circunferencia del círculo, ó no hace mas que 
tocarle. En tal posición la recta AC se llama tangente al 
círculo.

TEOREMA.
103. La j^erjjendùîilar levantada en un funto de la 

dreun/erencia de un círculo sobre el radio que ^ase for el 
mismo punto , es tangente al círculo ; y reciprocamente la 
tangente en un punto cualquiera de la circunferencia, es 
perpendicular en la extremidad del radio que pasa por 
aquel punto.

^’S* 57*‘ Demostración. Siendo la línea AB, fig. 57, perpen* 
dicular al radio AO en el punto A, rodos sus demas pun
tos han de estar mas distantes que este mismo punto A del 
centro O del círculo, porque todas las rectas que como 
la OB y la OC están tiradas desde el centro á la recta AB 
en una ú otra banda de la AO son oblicuas, y de consi
guiente mas largas que la misma AO (§. 28). Están, 
pues, fuera del círculo los puntos C y Bj y no teniendo 
la recta AB mas que el único punto A j común juntamen
te á la circunferencia del círculo, debe necesariamente set 
su tangente.

Con igual facilidad se puede ver que la tangente 
al círculo en el punto A no puedé ser otra que la recta 
AB perpendicular al radio AO en su extremo A; porque 
no teniendo la AB mas punto común con la circunferencia 
del círculo que el punto A del contacto, y estando todos 
sus otros puntos mas distantes que el A del centro, es 
con iguiente que el radio AO es la línea mas corta que 
puede tirarse desde el centro á la tangente, y que por 
tanto es perpendicular á la misma tangente.
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1Ó4. Corolario. De esto se sigue que con solo le

vantar la perpendicular AB en la extremidad A del radio 
AO dirigido al punto dado A de la circunferencia del cír
culo, tendremos la tangente al círculo en el punto A.

TEOREMA.

10$. Toda recta CD.fig. ^^ , ferpenMcular á uttaFi^. 58. 
cuerda AB en su jy unto medio, fasa for el centro O del 
círculo, 7 for el funto medio dd arco subtendido ^or la 
cuerda.

Demostración. Siendo por suposición la recta CD 
perpendicular á la AB en el punto de enmedio, deberá 
necesariamente pasar por todos los puntos igualmente dis
tantes de A y de B i y el centro O es uno de ellos, por 
estar á igual distancia de los extremos A y B , que se ha
llan en la circunferencia ACB. Y pues que el punto C, 
en que la perpendicular CD encuentra á la circunferen
cia , se halla á igual distancia de los extremos A y B del 
arco ACB, las cuerdas AC y BC han de ser necesaria
mente iguales entre sí, y del mismo modo deberán serlo 
los arcos sotendidos por estas cuerdas (§ 99). Será, pues, 
el punto C el de la mitad del arco ACB; y de consi
guiente la recta CD habrá de pasar por el centro CT, y 
por el punto de enniedio del arco sotendldo por la cuer
da AB.

ic6. i." Corolario. i.“ Pues que para determinar 
la posición de una recta no se necesitan mas de dos pun- 
t®® (§ 3)» y hallándose necesariamente en una misma rec
ta el punto de enmedio de una cuerda, el centro del cír
culo, y el punto de enmedio del arco sotendido por la 
cuerda , es consiguiente que apenas sepamos que una rec-
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ta dada pasa por dos de los tres mencionados puntos, haya
mos de inferir que debe necesariamente pasar pur el 
tercero.

2. Como desde un punto dado no puede bajarse so
bre una recta mas de una sola perpendicular ^^ 3^)> se 
infiere también de lo dicho que toda perpendicular baja
da sobre la cuerda desde el centro ó desde el punto de 
enmedio del arco, habrá de cortar á la cuerda en dos par
tes iguales.

107. 2,° Corolarzo. Se deduce asimismo del teore
ma precedente que para dividir en dos partes iguales un 
arco cualquiera, basta levantar una perpendicular 4 la 
cuerda que sotienda 4 este arco en su punto de enmedio, 
pues que esta perpendicular debe pasar por el punto de 
enmedio del arco que se nos haya propuesto.

TEOREMA.

108. Zoj areos ¿ie un mismo cireuloj iníeree/taííos 
Fig. 59. entre dos cuerdas entre sí paralelas, ó entre una tangen* 

te y una cuerda que le sea paralela ^ son entre sí iguales. 
Demostración. Si las cuerdas BC y DE y la tangen

te FG son entre sí paralelas, y juntamos el ceutro O eón 
el punto A del contacto con el auxilio del radio AO; 
siendo, como es, perpendicular este radio á la tangente 
^^ C§’ ^°3)í ^0 habrá también de ser á las dos cuerdas 
paralelas BC y DE (^, 42), y dividirá en dos parres 
iguales los arcos BAC y DAE. De consiguiente si de los 
arcos AB y AC, iguales por ser mitades del arco BAC, 
se quitan los otros dos AD y AE, iguales tambien entre 
si por ser mitades del arco DAE, deberán asimismo re
sultar entre sí iguales los residuos BD y EC : lo cual es
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la primera parte de la propuesta del teorema; y la igual
dad de lus arcos AB y AC hace ver la segunda,

TEOREMA.

109. Si haeieniio eeniros en los vertices 0 y 0' de 
dos ángulos AOC 7 A'0'C^, fig. 60, se describen con un Fig, 60. 
mismo radio dos arcos de circulo, la razon de los dos dn^ 
¿ulos sera la misma que la de los arcos comj^rendidos en^ 
ire los lados de cada angulo.

Demostración. Si los arcos AC y A^C^ tuvieren por 
medida común al AB=A'B\ aplicando esta medida co
mún á cada uno de ellos tantas veces como se halle en 
él contenida, resultarán entrambos divididos en partes en
tre sí iguales; y si por medio de rectas semejantes á las 
OB y O'B'' se juntan los diferentes puntos de la division 
del arco con el vértice del ángulo correspondiente, re
sultarán divididos los ángulos AOC y A^O^C^ en tantas 
partes iguales cuantas sean las contenidas en los arcos AC 
yAV.

Con efecto, siendo entre sí iguales las cuerdas AB y 
A'B', deben ser totalmente iguales los triángulos A0B y 
A'0'B\ como que tienen los tres lados del uno respecti
vamente iguales á los tres del otro (§. 20), ademas~de 
que las rectas OA, OB, O‘'A\ O^B* son entre sí iguales 
como radios que son de dt'S círculos iguales: es pues el 
ángulo AOB igual al A^O B^ B Jo esta suposición , com
prendiendo cada uno de los des ángulos AOC y A O'C' 
tantos otros iguales al Af-B, cuantas partes íg laUs á la 
AB esten contenidas en los arcos AC y A^C\ se infiere 
con evidencia que los dos ángulos propuestos habrán de 
tener entre sí la misma razon que los arcos descritos con
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un mismo radio desde sus vértices como centros, y com
prendidos por sus respectivos dos lados, teniendo al mis
ino tiempo por su medida común al ángulo AÜB.

El anterior razonamiento requiere que los dos arcos 
AC y A C^ sean entre sí comensurables ; pero aun cuando 
fuesen incomensurables, no dejaría por eso de verificarse 
la proporción; porque es imposible suponer que los dos 

Fig. 6i.ángulos AOC y A''0''C', fig. 6i, tengan una razón ma» 
yor ó menor que la que entre sí tienen los respectivos dos 
arcos AC y A'CÍ

Sí, por ejemplo, en vez de tener esta proporción:
AOC : AVe': : AC : AVi 

tuviéramos la siguiente:
AOC : A'OV: : AC : A'^i

en la cual Ad es mayor que A'C', y si supusiésemos dividí- 
do al arco AC en cierto número de partes iguales bastan» 
te pequeñas, para que aplicadas al arco A'C' caiga entre 
los puntos C' y d uno de los puntos de división ^, nos 
resultaría entre los ángulos AOC y A'O^^, y los arcos AC 
y A^e, respectivamente comensurables, esta proporción: 

AOC : A'O>í í AC : A'í,
cuyos antecedentes son los mismos que los de la anterioí, 
y de consiguiente de la combinación de las dos nos re
sultará la proporción que sigue:

AVC : A'Oá- : ; A'd : A'n 
resultado absurdo, pues que siendo -A'0^C'<A'0V, se 
nos presentan como entre sí iguales las dos razones de 
A^O^'C : A'0^e y la de A'd : A'e en la cual A'd>A's.

Si tomásemos el arco A^d' menor que el A'C\ ten
dríamos que

AOC : AOV : : AC : A'/;
y por lo tocante al punto de division /, tenemos que
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AOC : AW: : AC : AVí

y de la combinación de ambas proporciones se deduce es

totra:
A'OV .• AW : : A'/ : A?;

la cual tambien es absurda, pues que siendo A'O'O 
A^O'? es Á'd' <A.'e'.

La proposición recíproca á la que acabamos de de
mostrar no necesita de demostración particular; porque 
mal podría ser la razón de los arcos la misma que la de 
los ánguloSj sin que esta segunda sea constantemente la 
misma que la primera*.

* Yo me creo en la obligación de. hacer notar que^ esta proposición 
que en los elementos adoptados en Francia antes del año de 1794 » 
si se contentaban con solo enunciaría, ha sido demostrada casi del 
mismo modo que lo acabamos de ejecutar desde el año de 1760 en los 
elementos de Karsten, y acaso tambien lo estaba en obras mas anti
guas. Por otra parte el medio de efectuar la demostración se nos ofre
ce por sí mismo en una forma de razonamiento, de que^ se ha servido 
Euclides en una transición semejante de lo comensurable á lo incomen- 
surable; y como ya en otra parte lo he dicho ( Eneayo sobre la en
señanza'), cuando nos reducimos á las proposiciones verdaderamente 
necesarias en unos Elementos de geometría, nos resta todavía que ave
riguar la colocación en que mejor se enlazan unas con otras, y las ha
ga mas evidentes y mas fáciles de retener.

TOMO 111. N

i lo. i.° Corolario. Siendo la razón de los arcos AC 
y A^C' la misma que la de los ángulos AOC y A'O'CV 
se infiere que los arcos de circulo deben ser la medida na
tural de los ángulos; y á consecuencia de estas nociones, 
se dice generalmente que la medida de todo ángulo es el 
arco de la circunjerencia de círculo, que este comjjretidido 
entre sus dos lados, y descrito desde su vértice como centro.

Al principio nos parece oscura esta definición porque 
miramos como imposible que haya cantidad alguna cuya 
medida no sea otra cantidad de la misma especie ; y sien
do línea todo arco de círculo, y superficie todo ángulo
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0. 7) se nos ofrece alguna dificultad en admitir por me* 
dida de una cantidad otra de tan difeienre naturaleza. 
Mas es necesario tener presente que cuando se ha defini
do la medida de un ángulo se ha subtendido el arco to
mado por unidad, y el ángulo correspondiente á este arco; 
de modo que la definición que acabamos de dar, viene á 
decimos lo que sigue: todo ángulo contiene á otro cierto 
ángulo, aribitrariamente escocido fara que sirva de unidad 
ó de término de comparación, tantas veces como el arco de 
circulo, comprendido entre sus lados y descrito desde su 
vértice como centro, contenga d otro arco de un circulo 
i¿ual, comprendido entre los lados de este segundo ángulo^ 
^^ descrito desde su vértice como centro.

Por este medio se ve que solo nos valemos de arcos de 
círculo para medir la magnitud de los ángulos, porque 
nos sirven de términos de comparación j y que para de
terminar la razón numérica de dos ángulos cualesquiera, 
es indispensable buscar con arreglo al método prescrito 
(§. loi) la razón que entre sí tengan dos arcos de círcu
lo descritos desde sus vértices como centros con un radio de 
magnitud arbitraria, pero de la misma para entrambos. 

El ángulo que nos parece mas adecuado para servir 
de unidad es el ángulo recto; del cual sabemos con la 
mayor evidencia que comprende entre sus lados la cuarta 
parte de la circunferencia de un círculo; pues si desde el

Fig* 62.punto 0 como centro, fig. 62, se describe una circunfe
rencia de círculo, la recta AB subtenderá la mitad de ella 
(§■ 97)í y siendo entre sí iguales los dos ángulos rectos 
COB y COA , comprenderá cada uno de estos entre sus 
lados la mitad de la mitad Ç^. preced.') , ó lo que es lo mis
mo la cuarta paite de la circunferencia entera. Sabre
mos, pues, la medida de un ángulo cuando comparemos
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el arco descrito desde su vértice como centro, y compren
dido entre sus lados, con el del mismo círculo que esté 
interceptado por el ángulo recto que tenga su vértice en
el centro.

iil. 2." Corolario. Tambien se infiere del teorema 
precedente que las rectas que dividan en muchas partes 
iguales un arco cualquiera, dividen al mismo tiempo en 
igual número de partes iguales el ángulo medido por 
aquel arco, y que de consiguiente la division de cualquier 
ángulo se reduce á la division del arco que le sirva de 
medida. Por desgracia, la geometría elemental no nos su
ministra mas medios de efectuar estas divisiones, que el 
de dividir en dos partes iguales un arco,

Este medio consiste (§• 107)00 levantar una perpen
dicular CO, fíg. 58, á la cuerda AB en su punto de en-Fig. 58. 
medio; y la perpendicular dividirá á un mismo tiempo el 
ángulo AOB en dos partes iguales. Por otro camino po
dríamos convencemos a priori de la igualdad de los án
gulos AOD y BOD por medio de las de los triángulos 
del mismo nombre.

Por el mismo medio se podrá dividir de nuevo en dos 
partes iguales cada mitad del arco ACB ó del ángulo AOB, 
y llevar adelante la division siguiendo la serie de los nu
méros 2, 4,8, 16, 32, 64 &C.Î pero no será imp-osi- 
ble dividir al arco ni al ángulo en 3 ó en 5 &c, partes 
iguales.

TEOREMA.

112. Todo ángulo^ cuyo ^vértice até situado en la 
circunjérenda de un círculo, tiene por medida la mitad 
del arco que sus lados comprenden.

Demostración, i.” Supongamos que el ángulo pro-
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puesto sea el BAC, uno de cuyos lados AC pasa por el 
Fig. 63.centro O del círculo, fig. 63. Si por el mismo centro ti

ramos el diámetro DE paralelo al lado AB, resultará for
mado en O el ángulo DOC, que como correspondiente 
del propuesto BAC con respecto á la secante AC, debe 
serle igual. De modo que el arco DC seria Ia veida'dera 
medida del ángulo BAC si su vértice A se trasladase ai 
centro O. Ahora bien, el arco DC es desde luego igual 
al AE, por ser este la medida del ángulo AOE, opuesto 
en el vértice á DOC, y que de consiguiente debe serle 
igual. Por otra parte, siendo entre sí iguales los dos ar
cos AE y BD, como comprendidos que están entre dos 
cuerdas paralelas (§. 108), se ve con la mayor claridad 
que el arco DC es tambien igual al BD, y que de con
siguiente el arco BC, compuesto de la agregación de los 
dos BD y DC, es doble de cada uno de ellos, y por 
tanto doble de la medida del ángulo BAC.

2 . Sea ya el ángulo BAG, que contiene al centro 
entre sus lados; y componiéndose este ángulo de los dos 
BAC y CAG reunidos, habrá de ser su medida la suma 
de las medidas de estos dos últimos; y pues que cada uno 
de ellos tiene uno de sus lados que pasa por el centro , la 
medida del BAC será la mitad del arco BC, y la del 
CAG sera la mitad del arco CG; y componiendo la su
ma de estas mitades de los arcos BC y CG á la mitad del 
arco BG, que es igual á BC-bCG, es consiguiente que 
el ángulo BAG tenga por medida la mitad del arco BG 
comprendido entre sus lados.

3 .“ Pudiendo ser considerado ei ángulo FAB, que 
no contiene al centro entre sus lados, como diferencia de 
los otros dos ángulos FAC y BAC, es de inferir que ten
ga por medida á la diferencia de las de estos dos. Y como
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SU lado común AC pasa por el centro, sus respectivas me
didas deben ser la mitad del arco FC y la del BC, cuya 
diferencia equivale á la mitad del FB; pues que todo es
te arco viene á ser—FC — BC. Resulta, pues, que la 
medida del ángulo FAB sera mitad del arco FB compren
dido entre sus lados.

4,° El ángulo formado por una tangente y una cuer
da tiene asimismo por medida la mitad del arco compren
dido entre sus lados ; porque siendo recto el ángulo CAH 
formado por la tangente AH y el diámetro AC, que la 
perpendicular^debe tener por medida a la mitad de la 
circunferencia'ABC (J. 110); y si á este ángulo recto 
se agrega el CAG formado por dos cuerdas, y cuya me* 
dida es la mitad del arco CG, nos resultará por suma el 
ángulo GAH, cuya medida será la suma de la mitad del 
arco ABC y de la mitad del arco GC, la cual suma equi
vale á la mitad del arco total AEG, comprendido entre 
los lados del ángulo. Ahora, si del mismo ángulo recto 
CAH se quita el ángulo FAC, cuya medida es la mitad 
del arco FC , resultará como diferencia de los dos, el án
gulo FAH, que debe tener por medida a la diferencia de 
las mitades del AB y del FC, la cual diferencia equivale 
á mitad del arco AF.

113, I.” Corolario. El ángulo FAI formado por la 
cuerda AF y por la prolongación AI de la cuerda AG, 
tiene por medida la mitad de la suma de los dos arcos 
AF y AG que las dos cuerdas sotienden.

Con efecto, el ángulo FAI, equivalente á dos rectos 
menos el ángulo FAG Ç§. 11)» tendrá por medida á la 
diferencia que hay entre la semicircunferencia y la mitad 
del arco FG, la cual es la medida del ángulo FAG; mas 
esta diferencia equivale á la mitad de la que se advierte
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entre la circunferencia entera y todo el arco FG, lo cual 
viene a ser lo mismo que la mitad de la suma de lus dos 
arcos AF y AG.

114 . 2. Corolario Del teorema anterior se infiere 
^amblen: i.” que todos los ángulos que como EGF. 

Fig. 64.EHF, EEF, KEF. fig. 64, tengan su vértice situado 
en la circunferencia, é insistan sobre un mismo arco, son 
entre si iguales, pues que cada uno de ellos nene por me
dida a la mitad del mismo arco EAF, sobre que todos 
insisten, y que se halla comprendido entre sus lados.

2 .° Que el ángulo BAG, cuyo vértice se halla en 
la circunferencia , y cuyos lados AB y AC pasan por los 
extremos de un diámetro BG es recto ; pues que tiene por 
medida á la mitad de la semicircunferencia BGC com
prendida entre sus ladosj cuya mitad equivale á la cuar
ta parte de la circunferencia entera (§. 110).

TEOREMA,

Fig. 65. 115. £1 ángulo BAC, fig. 65, cuyo vértice ee ka^ 
lía dentro del círculo entre el centro y la circunferencia 
tiene j;or medida la mitad del arco BC comp-endido entre 
sue lados, mas la mitad del arco ED comprendida entre 
las prolongaciones de ellos.

Demostración. Por el punto D tírese la cuerda DF 
paralela ai uno AC de los lados del ángulo propuesto y 
resultará formado el ángulo BDF igual al BAG, como 
correspondiente que le es con respecto á la secante BD y 
que tiene por medida á la mitad del arco BCF compren, 
dido entre sus lados, pues que su vértice se halla situado 
en la circunferencia (J. 112); mas siendo entre sí igua- 
es los dos arcos FD y FC, por estar comprendidos entre 

cuerdas paralelas (§. 108}, se infiere que siendo el arco
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BF equivalente a BC-t-CF, habrá de ser por consiguien
te igual á BC-hDEí y pues que la mitad del arco BF 
es la medida del ángulo BDF, y por lo tanto de su igual 
BAC, vendrá esta último á tener por medida á la mitad 
de la suma de los dos arcos BC y ED, la cual es equi
valente á la mitad del arco BF.

TEOREMA.

II6. El ángulo'RÁQ, fig. 66, cu}'o vertice se liaUaEig. 66. 
situado fuera del circulo, tiene j^or medida á la diferen
cia de los dos arcos BC y DE comprendidos entre sus la- 
dosi de los cuales arcos el uno dirime ha'cia el vértice su 
concavidad, y el otro su convexidad,

Demostración. Tirando, como en el caso anterior, 
por el punto D la recta DF paralela al lado AC, resul
tará formado el ángulo BDF igual al BAC, como cor
respondiente que le es con respecto á la secante BD, y 
que tiene por medida á la mitad del arco BF, compren
dido entre sus lados (^§. l i 2); mas siendo entre sí iguales 
los ateos DE y FC por estar comprendidos entre cuerdas 
paralelas (§. 108), es de inferir que siendo el arco BF 
igual á BC—FC, sea tambien igual á BC—ED; y pues 
la mitad dej arco BF es la medida del ángulo BDF, y 
por consiguiente de su igual BAC, tendiá tambien esfe 
último por medida á la mitad de la diferencia de los dos 
arcos BC y ED, equivalente á la mitad del arco BF.

PROBLEMA.

117. Levantar una perpendicular en la extremidad 
A d una recta dada AB, fig. 64, sin prolongaría comoE'i^. 64. 
se requiere si se si^ue el método prescrito (^§. 30).
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Solution. Tómese fuera de la línea AB un punto O, 
desde el cual, como centro y con un radio igual á AO, des
críbase una circunferencia de círculo BAH Tpor el punto 
B en que esta encuentre á la recta AB y por el centro O 
.tírese el diámetro BOC, que determinará en la circunfe
rencia el punto C; y juntando este punto con el extremo 
A de la recta AB, la AC será la perpendicular que se ha 
pedidoj pues que el ángulo BAC es recto (§. 114).

PROBLEMA.

118. Desiíe un jjunío dado A fuera de un eireulot 
Fig. 67.fig. 67, tirar una tangente al mismo circulo.

Solución. Se juntará con el punto dado A el punto O, 
centro del círculo dado, y sobre la recta AO como diá
metro se describirá una circunferencia de círculo que en
contrará á la otra BOB' en los dos puntos B y B'; y jun
tando cada uno de estos puntos con el punto dado A por 
medio de las rectas BA y B^A, estas serán dos tangentes 
al círculo BDBÍ

Con efecto, si se tiran en este último círculo los dos 
radios BO y B'O, que serán cuerdas en el círculo BB'A, 
será recto cada uno de los ángulos OBA y OB'A, pues 
que sus vértices se hallan en la circunferencia del círcu
lo BB A , y sus lados pasan por los dos extremos de uno 
de sus diámetros (§. 114). De consiguiente las dos rec
tas AB y AB' serán ambas tangentes al círculo BDB'

PROBLEMA.

Fig. 68. 119. Por tresJ)untos A, B, C, fig. 68 , ^ue no es
tén en linea recta, hacer fasar una circunferencia de 
círculo.

MCD 2022-L5



DB GEOMETRIA. 10$
Solution. Si se ¡untan los tres puntos dados A, B, C, 

por medio de las dos rectas AB y BC, estas dos rectas 
vendrán á ser otras tantas cuerdas del círculo que haya 
de pasar por los puntos propuestos; y levantando en el 
punto de enmedio de la recta AB la perpendicular DE, 
y en el punto de enmedio de la BC su respectiva per
pendicular FG, el centro O, que á un mismo tiempo de
be hallarse en una y en otra perpendicular (§. 105), no 
podrá menos de ser el punto de la mutua intersección de 
ellas, la cual necesariamente habrá de verificarse (§. 47).

120. i.® Corolario. La construcción que acabamos 
de exponer no nos da mas de un solo punto para que nos 
sirva de centro, asi como nos da un solo radio, pues que 
siendo Ias rectas OA y OC iguales á BO, como oblicuas 
que se hallan á iguales distancias de las respectivas per
pendiculares OD y OF, habrán de ser iguales entre sí. 
Es, pues, evidente que no hay mas de una circunferen
cia de círculo que pueda efectivamente pasar por los tres 
puntos propuestos A, B y C.

Cuando estos tres puntos se hallan en una misma rec
ta, viene á ser insoluble la cuestión, porque en tal caso 
son entre sí paralelas las perpendiculares DE y GF (§. 
39), y no pudiendo de consiguiente encontrarse, no es 
posible nos indiquen para centro á punto alguno. Con 
efecto , ninguna circunferencia de círculo puede pasar por 
los tres puntos propuestos, porque con solo que pasase 
una, se nos presentarían en ella tres puntos que la serian 
comunes con una recta, lo cual seria contrario a lo de
mostrado (J. 94).

121. 2.® Corolario. De la misma proposición se si
gue que las circunferencias de dos círculos no pueden te
ner tres puntos comunes sin que resulten enteramente

TOMO III. O
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Confundidos los círculos; porque si por tres puntos dados 
en una circunferencia de círculo practicamos la construc
ción que nos indica la solución d.el pioblema anterior, nos 
ha de resultar necesariamente que el radio del nuevo cír
culo ha de ser totalmente igual al del primero, y los cen
tros de ambos han de confundírse con un mismo punto.

4 Por esra razón las circunferencias de dos círculos no 
pueden mutuamente encontrarse en mas que en dos puntos.

TEOREMA.

122. Dos circunferencias de círculo que pasen por 
un mismo punto de la recta que jujita sus centros ^ no iie~ 
nen común mas que aquel punto, en el cual de consi^uien* 
te se tocan} y por la in'versa^ siempre que se toquen dos 
círculos, sus centros y el punto de contacto se hallan en 
una linea recta.

Demostración. l.® Si los centros 0 y 0^ de las 
Fig. 69. circunferencias de los círculos AC y AC\ fg. 69, estu

viesen ambos situados á un mismo lado del pumo A co
mún á las dos circunferencias en la recta OO\ y si hubié
semos tomado en la circunferencia del mayor radio un 
punto cualquiera M', iuntando este punto con los centros 
0 y O', resultará formado un triángulo O^CM', en el 
cual tendremos:

OO%-OM'>O'M' ; Ú O'O-í-OM'>O'Aj 
y siendo O^A—OO^-nOA, se inferirá que

OO'-+-OM'>OC'-4-OA;
y que de consiguiente OMSOA. Se ve, pues, que en 
todo caso se halla el punto M^ fuera del círculo mas pe
queño AC.

2.® Si los centros se hallan situados á distintos lados
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del punto A, por ejemplo en O y en O", el triángulo 
OM C" nos dará desde luego que OM"h-O"M >0A 
4-0’A, de donde se infiere que OM'>OA; pues que 
O' A=O'M". Por consiguiente se halla fuera del círculo 
AC el punto M".

A fin de demostrar la proposición inversa habremos 
de observar, que siendo común el punto A á las dos cir
cunferencias, si no estuviesen sus centros en una misma 
recta OA, esten, si se quierej sobre otra cualquiera recta 
O'M\ de modo que el centro del círculo menor se halle 
en o. En tal caso tendremos:

0'o4-oA>O^A , ó>0^M^i
de lo cual, quitando de una y de otra parte á la O o, nos 
quedará oA>oM^í
lo cual es absurdo, porque siendo por suposición oA radío 
del círculo pequeño AC, debe ser igual á ow, que es 
necesariamente menor que oMí

Cuando dos círculos se toquen exteriormente como 
AC y AC", es bien claro que la línea mas corta que se 
puede tirar desde el centro del uno al del otro deberá ser 
igual á la suma de sus respectivos radios,y que esta línea 
mas corta pasa por el punto de contacto; pues si pasase 
por cualquiera otro punto M' y juntásemos con este pum 
to los centros por medio de las rectas OM y O M , ve
ríamos que la suma de estas es mayor que la de los ladios; 
y como deba ser recta la línea mas corta que pueda ti- 
rarse de un punto á otro, es consiguiente que sea recta 
la línea OAO". _

123. Observaciones. En el §. 2a hemos ya indica
do las condiciones que deben tener lugar para que se cor
ten dos circunferencias de círculos, y las vemos aquí con
firmadas de nuevo por el teorema antecedente; pues se
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ve con bastante claridad que las circunferencias AC y AC' 
no se tocarían ni menos se cortarían, si la distancia 00' 
de los centros fuese menor que la diferencia de los ra
díos, asi como siempre que la distancia 00^' sea mayor 
que la suma de los radios de los círculos AC y AC", no 
será posible que se toquen sus circunferencias.

Pues que los círculos AC, AC' y AC" tienen sus 
centros, y el punto de su mutuo contacto en una misma 
línea recta, la perpendicular AB levantada á esta recta 
en el punto A los debe tocar á todos á un tiempo (§. 103). 

Por otra parte es bien visible que aunque no pueda 
tirarse recta alguna entre el círculo AC y su tangente, 
se pueden hacer pasar sin embargo por entre los dos una 
infinidad de circunferencias de diferentes círculos. *

* Esto es lo que en sustancia quiere decir aquella proposición que 
muchos geómetras sostuvieron, y en que afirmaban que el ángulo de 
contingencia CAB formado en el punto del contacto entre la circun
ferencia y la tangente es menor que cualquiera otro ángulo rectilíneo ó 
formado por dos rectas, por pequeño que sea este último. La disputa 
que ocurrió sobre este negocio no procedió de otra causa sino de que 
no estaban todos de acuerdo sobre el significado que en este caso atri
buían á la voz ángulo. Los que aplicaban al ángulo la nocion deducida 
dé las líneas rectas, viendo en el ángulo de contingencia un espacio in
definido CAB, comprendido entre la circunferencia AC y su tangen
te, tenían razón en negarse á mirarlo como menor que otro cualquiera 
ángulo rectilíneo; porque se ve con bastante claridad que se puede ti
rar por el punto A una recta que pase por entre los puntos C y B. 
Pero toda esta disputa, que en realidad giraba sobre ¡as palabras, ha 
caído en el olvido desde que se advirtió que no interesaba cosa alguna 
á los principios. ■■ ’

PROBLEMA.

124. Deserihir un círculo que toque en un punto da- 
^^S  7®' ^^ A, fig. 70, d una recia AB dacia de posición, y cu- 

^a circunferencia pase por otro punto dado C.
*
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Solución. Levántess a la recta AB en el punto A la 

perpendicular AO', y juntando los puntos A y C, leván
tese en el punto medio de la recta AC la perpendicular 
DO'; y el punto 0' de la intersección de las dos perpen
diculares será el centro del círculo que se nos ha pedido.

Con efecto, el centro de este círculo debe hallarse 
en la recta AO' perpendicular á la tangente AB-, y que 
pasa por el punto A, lugar del contacto del círculo y de 
la recta AB (§. 103)» debe Igualmente hallarse en la DO' 
perpendicular en el punto de enmedÍo de la recta AC, 
que juntando los dos puntos A y C de la circunferencia 
pedida, viene á ser una cuerda (§. 105). Debe, pues, 
ser el centro del círculo el punto común 0' de la mutua 
intersección de las dos perpendiculares.

PROBLEMA.

125. Describir un circulo que toque en unj^unío da^ 
do A á otro circulo dado AE, 7 quemase por otro punto 
dado C,

Solución. Se juntarán como en el problema preceden
te los dos puntos dados A y C; y levantando en el pun
to de enmedio de la cuerda AC la perpendicular DO', 
habrá de pasar esta por el centro del círculo pedido. En 
seguida se tirará por el centro 0 del círculo dado y por 
el punto A una recta, en la cual tambien deberá estar el 
centro del círculo pedido (§. 122^; y el punto 0^, en 
que esta recta prolongada, si acaso es necesario , encuen
tre á la recta D0\ será en tal caso el centro del círculo 
pedido.

Ni aun cuando el punto dado C pasase á ser C', y 
estuviese dentro del círculo dado AE, habrá de variar la

MCD 2022-L5



IIO ELEMENTOS 
construcción, y solo se notará la diferencia de que el cír
culo pedido quedará envuelto por este otro.

PROBLEMA.

Fig. 64. 126. Describir sobre una recta dat^a EF , fíg. 64, 
un circulo tal, que tocios los ángulos que tenían su 'vérti
ce en la circunferencia, )> esten colocados a un mismo lado 
de la tal recta é insistan sobre sus txiremidades, sean 
iguales d un ángulo dado.

Solución. Tírese por el punto E la recta KM que ha
ga con EF un ángulo KEF igual ai ángulo dado, y cu
ya abertura esté dirigida hacia el mismo lado que las de 
los demas ángulos que se han pedido. Después de lo cual, 
no habrá otra cosa que hacer que construir (§. 1 24) una 
circunferencia que pase por el punto F, y que toque en 
E á la recta KM.

Por lo expuesto (§. 114) es bien claro que teniendo 
todos los ángulos EGF, EHF, EIF la misma medida 
que el ángulo KEF, serán iguales al ángulo dado.

N. B. Este problema suele tambien proponerse en los 
términos siguientes: Describir sobre una recta EF un 
segmento 6 una forcion de círculo, ca^az de contener un 
ángulo dado,

TEOREMA.

127. Sidos secantes quegarten desde un mismo/unto 
Fig. 71. E tomado fuera de un círculo,. fig. 71, están /rolongadas 

hasta, la /arte de la circunferencia que mas diste de 
aquel /unto, serán recí/rocamente /ro/orcionales á sus 
/artes exteriores-, es decir, que tendremos la siguiente 
/ro/orcioni

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. HI
AE : DE : : CE : BE ;

en la cual una de las secantes )> su parte exterior forman 
los extremos, mientras la otra secante y su respectiva 
parte exterior forman los medios.

J^emostracion. Tírense las cuerdas AC y BD, y 
resultarán formados los dos triángulos AEC y BED, 
que son entre sí semejantes, por ser dos ángulos del 
uno respectivamente iguales á dos del otro (§. 65)} 
conviene saber, el ángulo AC2D es igual al ABD por 
tener el uno y el otro su vértice en la circunferen
cia, y ambos insisten sobre un mismo arco AD (§. l 14); 
y ademas de eso tienen común el ángulo AED. Com
parando , pues, sus lados homólogos, tendremos esta pro
porción:

AE : DE : ; CE : BE;
la cual viene á ser el objeto de la proposición.

i 28. Observación.. Si nos imaginamos que la secante 
EC gire alrededor del punto E adelantándose hácia F 
como para salir y desembarazarse del circulo , los dos pun
tos C y D de intersección con la circunferencia se irán 
aproximando uno á otro sin cesar, haciéndose cada vez 
mas pequeña la diferencia entre toda la secante y su parte 
exterior ; y no dejando por eso de ser verdadera la pro
porción que acabamos de demostrar, es muy natural in
ferir que habrá de verificarse aun cuando sea enteramen
te nula aquel'a diferencia; es decir, aun cuando llegue 
la recta CE á ser la tangente EF, y haya venido la parte 
exterior á igualarse con toda la secante. En tal caso ten
dremos esia proporción:

AE : EF : : EF ; EB;
la cual nos hace ver que la tangente EF es media propor
cional entre toda la secante BE y su parte exterior AE.
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Esta proposición puede tambien demostrarse à frío-' 

ri del modo siguiente.
^^§’7¡^’ ^®’^ haber tirado las cuerdas AF y BFj fig. 72, nos 

resultan los triángulos AEF y BEF, en los cuales es 
común el ángulo E, y entre sí iguales los dos ángulos 
EBF y EFA, como que ambos tienen el vértice en la 
circunferencia, é insisten sobre un mismo arco AF. La 
comparación, pues, de sus lados homólogos nos dará

AE : EF : : EF : BE.

TEOREMA.

129. Dos cuerdas AB y CD que se encuentran 
^'^S’ 73* ^^^^^^ ^^ ^^ círculo, fig. y^f se cortan entre sien j^artes 

6 segmentos recíj^rocamente ^proporcionales, )• de modo que 
en la proporción que nos resulta,

AE : DE : : CE : BE, 
laspartes 6 segmentos de una de las cuerdas venían d 
ser los extremos, mientras que los de la otra formen los 
medios.

Demostración, Tirando las cuerdas AC y BD, resul
tan formados los triángulos AEC y BED, que deben ser 
entre sí semejantes por ser los ángulos del uno respecti
vamente iguales á los del otro (§. 65)5 á saber, el án
gulo ACD igual al ABD, por tener ambos su vértice en 
la circunferencia é insistir sobre un mismo arco AD (Í. 
114)} por otra parte el ángulo CAE es igual por la 
misma razón al EDB; ademas de que los ángulos opues
tos en el vértice E han de ser iguales. Comparando, pues, 
entre sí sus lados homólogos, tendremos esta proporción:

AE : DE : : CE : BE;
la cual es el objeto de la proposición.
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N. B. Es muy fácil echar de ver que este teorema y 
el del §. 127 no son mas que dos casos particulares de 
nna misma proposición, que se puede expresar en estos 
términos:

Sietn^re que dos rectas se corten entre sí y encuentren 
á una circunferencia de círculo, cada una en dos y/untos 
diferentes, las distancias del j^unto de su mutuo encuen^ 
tro d cada uno de aquellos en que ellas cortan la circunfe^ 
renda del círculo, son reciprocamente proporcionales.

130. Corolario, Si la cuerda AB pasare por el cen
tro ó fuere diámetro, y fuere perpendicular á este la cuer
da CD, fig. 74, esta última estará cortada en dos partes Fig. 74. 
iguales (§. 106), y la proporción

AE : DE : : CE ; BE 
vendrá á ser AE : CE : : CE : BE, 
pues que DE=CE. Será, pues, la recta CE media pro
porcional entre las partes ó segmentos AE y BE del diá
metro AB.

De lo cual se sigue que para determinar una inedia 
proporcional entré dos rectas dadas M y N, bastará po
nerlas en línea recta la una á continuación de la otra, la 
primera desde A hasta E , y la otra desde E hasta Bj en 
seguida sobre la suma AB de las dos dadas, como que 
debe ser un diámetro, descríbase un círculo; y por últi
mo en el punto de reunion de las dos rectas dadas M y 
N levántese al diámetro AB la perpendicular EC: y es
ta última será la media proporcional que se nos ha 
pedido.

131, La proposición que forma el asunto del coro
lario precedente, resulta inmediatamente de la propiedad 
del triángulo rectángulo demostrado (§. 74); porque si se 
tiran las cuerdas AC y CB, será recto (§. 114) el ángu-

TOMO III. P
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lo ACBj y con arreglo á lo establecido (§. 74") pode
mos contar seguramente con las siguientes proporciones: 

AE : CE : : CE : BEí
AE : AC: ; AC: AB;
EB :BC::BC: AB;

resultando de estas dos últimas que la cuerda tirada por 
una de las extremidades de un diámetro es media propor
cional entre todo el diámetro y la parte cortada de él por 
la perpendicular que se le baje desde el otro extremo de 
la cuerda.

Por este medio podremos tambien determinar una me
dia proporcional entre dos rectas dadas, eligiendo á la ma
yor AB para diámetro de un círculo; aplicando sobre es
ta la segunda desde A hasta E; levantando la perpendi
cular EC; y tirando por último la cuerda AC, la cual 
será , según lo expuesto, la media proporcional que se nos 
ha pedido.

PROBLEMA.

Ï^^S' 75* ^3®* Dividir una linea recta dada AB, fig. 75, 
en media y extrema razón; es decir, de modo que ten^a-- 
moe esta froj)orcion :

AC : BC : : BC : AB,
en la cual la farte BC, que es la ma^or de las dos en que 
debemos dividir d la recta dada, sea media frofordonal 
entre toda esta recta AB 7 su otra farte menor AC.

Solución. Levántese en una de las extremidades 
de la recta AB la perpendicular AE que sea igual á la 
mirad de aquella recta; tírese BE; dede el punto E co
mo centro y con el radio AE descríbase un círculo ADF; 
por último desde el punto B como centro, y con un radio 
igual á BD, descríbase el arco DC que corte á la recta
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dada en el punto C, en el cual quedará dividida en me
dia y extrema razón.

Para demostrarlo prolónguese BE hasta F para te
ner con arreglo al §. 128

BD : AB : : AB : BE;
de donde se deducirá que

AB-BD : BF-AB : : BD ; ABj
pero AB-BD=ABRC=AC;
y pues que por construcción la perpendicular AE es la 
mitad de la AB, es consiguiente que AB=2AE=FD;
de lo cual se deduce que BF—AB=:BF—FD = BD— 
BCj y por tanto AC ; BC : : BC : AB; proporción en
teramente conforme á la propuesta del problema.

PROBLEMA.

13g. Describir un círculo cuya circunferencia fase 
for dos funtos dados C y D, fig. 76, y toque ademas ¿fFíg. 76. 
una recta indefinida AB cuja fosicion este dada.

Solución. Júntense los puntos D y C por medio de 
una recta, y prolónguese esta hasta que encuentre a la 
AB en A; hállese inmediatamente después una media 
proporcional entre AC y AD, con arreglo al método in
dicado 0. 131); y siendo la AE la medía proporcional, 
se la aplicará á la AB, describiendo desde A como cen
tro y con un radio igual á la AE el arco EF, el cual de
terminará el punto F que debe ser el de contacto de la 
recta AB y de la circunferencia que se busca. Podremos, 
pues, describiría siguiendo el método prescrito (^§. 119) 
ó el del §. 124.

Esta solución se demuestra con solo hacerse cargo de 
que la línea AC es una secante, y de que la cuestión es
tá reducida á determinar en la recta AB la posición del
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punto de contacto., con respecto al cual,según lo estable
cido (§. 128), debemos tener:

AD : AF : : AF : AC; 
de donde se infiere que obtendremos la distancia AF, de
terminando la media proporcional entre la AD y la AC*,

* El problema del párrafo anterior y el de este_ son susceptibles 
de dos soluciones. En el primero satisfacen á las condiciones de la pro
puesta, no solo la línea BD, fig. 75, sino tambien la línea BE, en tan
to que AB es media pioporcionaí entre BE y BD. (Véase la Aplicación 
del ál'geíra á la geometria.')

En el íiltimo problema se puede llevar la línea AE, fig. 76, no 
solo desde A hasta F, sino tambien por el lado opuesto hasta F'', con 
lo cual tendremos otro circulo, cuya circunferencia toque á la recta 
AB en F', y que pase por los puntos D y C.

Si desde luego se nos presentase paralela á la línea AB la DC, no 
dará á conocer al puqto F la construcción que hemos indicado; mas 
bien se ve que en tal caso la perpendicular levantada en el punto de 
enmed'O de la cuerda DC y que pasa por el centro del círculo pedido, 
debiendo también ser perpendicular á la targente AB, determinará el 
punto de contacto F (§. 103);

TEOREMA.

134. En un setnícírcuío las secundas ¿potencias 6 
cuadros de las longitudes de las cuerdas AC y AF que 

Ï^^g’74 E^f'i^f^ ^^ ^^^^ ^^ ^^^ extremidades del diámetro^ fig. 74, 
son grogoreionales d los segmentos AE y AG camj^rendi- 
dos en el mismo diámetro entre la extremidad común de 
las cuerdas y el pie de la perpendicular bajada desde la 
otra extremidad de cada una de ellas.

jDemostracioñ. Siendo las cuerdas AC y AF respec
tivamente medias proporcionales entre el diámetro AB y 
cada uno de sus segmentos AE y AG (§. 130» ^®^" 
dremos

—2 —í
AC=ABxAE y AF rzABxAGí
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de donde fácilmente se infiere que

AC : Af": : ABxAE : ABxAG, 
de la cual, con solo suprimir el factor AB por ser común 
á los dos términos de la segunda razón, resulta que

Âc“:”ÂF : : AE : AG.

Di Jos foJi^onos insíritos y eireunscrítos aJ círculo.

135. Observación. Bien claro es que en todo caso, 
pues que se puede hacer pasar la circunferencia de un 
círculo por tres puntos dados que no se hallen en una 
misma línea recta (§. 119), se la podrá tambien hacer 
pasar por los vértices de los tres ángulos de un triángulo 
cualquiera ABC, fig. 77 ; y en tal caso el triángulo ABC 
se llama inscrito al círculo, asi como este se llama cir
cunscrito al triángulo.

Esta propiedad del triángulo comunica la mayor cla
ridad á todas las que en los §§. 36, 37 y 5 i se ha de
mostrado pertenecerle:

i .° Se ve bien claro que la suma de los tres ángu
los de cualquier triángulo rectilíneo ha de equivaler á la 
de dos ángulos rectos; pues suponiéndolo inscrito en un 
círculo, se verá sin la menor dificultad que teniendo cada 
ángulo su vértice en la circunferencia, habrá de tener 
por medida á la mitad del arco que comprenden ; y como 
la suma de los tres arcos equivalen á toda la circunferen
cia , es consiguiente que Ias mitades de los tres arcos equi
valgan á la semicircunferencia, que es justamente el va
lor de la suma de dos ángulos rectos 0. i 10).

2 .® La igualdad de los ángulos, de A y B por ejem
plo, trae consigo la igualdad de los dos arcos opuestos
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CB y AC, que como ya se sabe, han de ser respectiva
mente dobles de los que sean las justas medidas de los 
ángulos (§. i I2)i serán, pues, iguales entre sí las cuer
das de los arcos entre sí iguales CB y AC, las cuales no 
son otra cosa que los lados respectivamente opuestos á los 
dos ángulos A y B (§. 99). Con igual facilidad se demos
traría la inversa de esta proposición.

3 . Como cuando un arco es mayor que otro, con 
tal que cada uno de ellos sea menor que la semicircun
ferencia, debe el mayor estar subtendido por mayor cuer
da, se infiere con evidencia que al ángulo mayor de un 
triángulo, le está opuesto el mayor de los lados del mis
mo triángulo.

PROBLEMA.

136. Jnseribir un círculo en un triángulo ABC, fig. 
^^g* 7^* 7^ ’ ®s decir, describir en el interior de esíe triángulo un 

círculo cuja circunferencia to^ue dios tres lados del tri
angulo.

Solución. Divídanse en dos partes iguales dos ángulos 
cualesquiera del triángulo dado (§. 1 n), A y B por 
ejemplo; y el punto O de intersección de las dos rectas 
AO y BO por cuyo medio se ejecuta aquella division, se
rá el centro del círculo pedido.

Con efecto, si desde el punto O se baja una perpen
dicular á cada uno de los tres lados AB, AC y BC, se
rán entre sí iguales (§, 34) los triángulos AEO y ADO, 
asi como los triángulos DOB y EOF; pues por lo res
pectivo á los dos primeros, tiene cada uno de ellos un án
gulo recto en D y en E, y ademas son entre sí iguales 
los ángulos EAO y DAO ,conio mitades que son del mis-
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mo ángulo DAE, y fuera de eso el lado AO les es co
mún. Lo mismo podemos decir de los dos últimos trián
gulos, pues que tambien son rectángulos el uno en D y 
el otro Fí los ángulos DBO y FBO son entre sí Iguales, 
como mitades que son de un mismo ángulo DBC ; y á los 
dos triángulos les es común el lado BO. Son, pues, los 
dos primeros totalmente iguales entre sí, y los dos segun
dos lo mismo: de lo cual se infiere que lastres perpendi
culares EO, FO y DO son todas entre sí iguales, y que 
de consiguiente la circunferencia de círculo que se describa 
desde el punto O como centro, con un radio igual á cual
quiera de las tres perpendiculares, no hará mas que tocar 
á los tres lados del triángulo ABC.

Como para esta demostración no hemos hecho hasta aho
ra uso mas que de los dos ángulos A y B, será convenien
te repetiría, combinando con cualquiera de esos dos ángu
los al tercero C, para que igualmente se vea que el cen
tro del círculo pedido es constantemente el mismo punto 
O, Para esto júntese el punto O con el vértice del tercer 
ángulo C, valiéndonos de la recta CC; y la total igual
dad de los triángulos CEO y CFO, por ser rectángulos, 
el uno en E y el otro en F, y por tener entre sí iguales 
los lados EO y FO, y últimamente común el lado CO 
C§‘ 34) ^°5 ^^^® ^^® tambien la recta CO diviJe en-dos 
partes iguales el ángulo C.

137. ObserTaeion. Pues que por tres puntos dados 
que no esten en una misma recta no se puede hacer pasar 
mas de una circunferencia de círculo, es bien claro que 
si se nos diese ademas un cuarto punto D, fig. 77, po- Fig. 77. 
dria muy bien caer este punto fuera del círculo ABC, 
y en tal caso seria imposible inscribir en un círculo al cua
drilátero ACDBí y con mas justa razón deberán hallarse
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excepciones respectivas á polígonos cuyo número de lados 
sea mayor que cuatro*.

* Por la sola Inspección de la figura se pone en claro que todos los 
' cuadriláteros, tales co tuo ACEB, en los cuales la suma de los ángulos 

'E y A equivalga á la de dos ángulos rectos (§. 112) pueden inscribirse 
en un círculo; y justamente en el ACDB aquella suma es mayor que la 
de dos rectos por Jo respectivo á los ángulos C y B, y menor por Io 
que toca á los dos A y D. (§. 116).

TEOREMA.

138. To¿ío poU^ono de cualquier numero de ladosf 
en caso de ser regulari ee decir, siembre que todos sus 
angulas sean entre si iguales, y lo sean tambien entre si 
todos sus lados, ^uede inscribirse / circunscribirse d un 
circulo,

^'•S‘79*  Demostración. Sea el polígono ABCDEF, fig. 79, 
cuyos ángulos ABC, BCD, CDF &c. sean todos entre sí 
iguales, sucediendo lo mismo á todos sus lados:

l .® La circunferencia de círculo que pase por los 
vértices A, B y C de tres ángulos cualesquiera del po
lígono , habrá necesariamente de pasar por todos los de
más; porque si desde el centro O del círculo ABC se ti
ran las rectas AO, BO, CO, DO &c., las tres primeras 
serán por construcción radíos del círculo, y de consiguien
te iguales entre sí; los triángulos isósceles AOB y BOC 
deberán tambien ser entre sí totalmente iguales, por ser los 
tres lados del uno respectivamente iguales á los tres del 
otro, pues que por suposición BC—AB; y siendo entre 
sí iguales los ángulos ABO y CB0, cada uno de ellos se
rá la mitad del ángulo ABC del polígono ; el ángulo BCO, 
que es igual á los dos ya mencionados, será tambien por 
consiguiente la mitad del ángulo BCD, igual por supo-
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sicion al ABC ; el ángulo OCD será la otra mitad, y de 
consiguiente será igual al BCO. Ahora bien, siendo igual 
por suposición CD a CB, los triángulos BCO y OCD, 
que tienen dos lados y el ángulo comprendido del uno 
respectivamente iguales á otros dos lados y al ángulo com
prendido del otro, habrán de ser totalmente iguales y 
darnos OD—OC; de modo que el punto D deberá ha* 
liarse en la circunferencia del círculo ABC. Del mismo 
modo se demostrará que se hallan tambien en ella el pun* 
to E y los demas que le siguen.

2 .® Si desde el punto O, centro del círculo circuns
crito, y juntamente del polígono inscrito ABCDEF se 
baja una perpendicular á cualquiera lado AB de'los del 
polígono , la circunferencia GH, descrita desde el punto 
O como centro con el radio GO, y que en consecuen
cia de su construcción toca al lado AB en el punto G, 
tocará asimismo á cada uno de los lados en su respectivo 
punto de enniedio; porque si desde el punto O se baja al 
lado BC inmediato al AB la perpendicular OH, los tri
ángulos OBG y OBH, que en primer lugar son rectán
gulos, el uno en G y el otro en H; que tienen ademas 
el ángulo GBO. igual al OBH, y común la hipotenusa 
OB, serán totalmente iguales (^§. 34), y de consiguiente 
darán 0G=0H. Tocará, pues, la circunferencia GH al 
lado BC en el punto H, que es el de enmedio, pues que 
son entre sí iguales las oblicuas OB y OC, El mismo ra
zonamiento nos hará ver que la tal circunferencia tocará 
asimismo á cada uno de los demas lados del polígono en 
su respectivo punto de enmedio.

139 . Obsemacion. Los ángulos A0B,BOC, COD 
&C. formados por los radios tirados desde el centro O á los 
vértices de los ángulos del polígono, se llaman ángulos

TOMO III. Q
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tn el eeniroy para distinguirlos de los otros cuyos vertices 
se hallan en la circunferencia, cuales son ABC, BCD, 
CDE &c., los cuales por esta razon son conocidos bajo la 
denominación común de angulos en la eireunferentia. Son 
enteramente iguales entre sí todos los ángulos en eleentroi 
y equivaliendo la suma total de ellos á la de cuatro rec
tos (§. 13)» equivaldrá cada uno al cuociente que resul
te de la division de esta suma por el número de ángulos 
ó lados del polígono propuesto.

TEOREMA.

• 140. jLos /)úlígonos regulares áe un mismo número 
áe laáós son entre sí semejantes, y sus contornos ó perí
metros son entre sí tomo los radíos áe los círculos á ^ue 
esten inscritos ó circunscritos.

Demostración. i.“ Estos polígonos tienen todos sus 
ángulos respectivamente y entre sí iguales; y siendo asi
mismo los lados del primero ¡guales entre sí,"y los del 
segundo tambien iguales entre sí, los unos y los otros es
tarán todos en la misma razón , y de consiguiente son entre 
sí proporcionales. Son, pues, entre sí semejantes los polí
gonos 0. 87).

2.” Siendo entre sí iguales los ángulos AOB y aobi 
y siendo por otra parte isósceles los dos triángulos AOB 
y aobf serán entre sí semejantes (§. 66), y nos darán:

AB •. ab M AO : ao;
y siendo entre sí los contornos ó perímetros de los polí
gonos ABCDEF y abcáef, como sus respectivos lados 
homólogos AB y ab (§. 93), habrán de tener entre sí, 
en consecuencia de esta última proporción, la misma ra
zón que los radios AO y ao de los círculos en que se ha
llan inscritos los polígonos.
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La igualdad de los dos ángulos BAO y bao nos ha
ce conocer la semejanza de los triángulos AGO y ago, de 
la cual se deduce que

AO ; ao :: OG og-, 
y de esta se concluye que AB : ab : OG : og; y de 
consiguiente, siendo los contornos ó perímetros de los po
lígonos propuestos proporcionales á sus lados homólogos 
AB y ab, deberán asimismo serlo á los radios OG y og 
de los círculos á que se hallan circunscritos.

PROBLEMA.

141. í/allándose inscrito en un circulo un foJígono 
regular de cualquier m'imero de lados , inscribir en el mis
mo círculo otro jjoligono regular de un número de lados 
doble del de los del primero, y determinar el valor de 
cada uno de los lados del segundo.

Solución. Sea AB , fig. 8o, uno de los lados del pri- Fig. 80. 
mer polígono, y A0B uno de sus ángulos en el centro: 
divídase este ángulo ó el arco AB'B que lo mide en 
dos partes iguales en el punto B^ ^§. 111), y las rectas 
AB^ y B'B, que son entre sí iguales, serán evidentemen
te dos lados contiguos del nuevo polígono.

Para determinar ahora el valor de AB', prolónguese 
el radio B'O hasta D, y en tal caso tendremos (§. 131):

AB ' zzzB'DxB'E-ACxBŒ ;

y siendo BF=B'O—EO, y sabiendo que en el triángu-
-1/------a ---- 3 

lo AEO rectángulo en E es el lado E0= ^ AO—AE ; 
y AEzzijABí que B'0^0; y que ACzzzAO; po
dremos concluir de todo que
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B'E=A0-V^ÂÔ’ -(í AB)

y que AB'’=2A0 (AO-V^Ao’-(iAB)

Si adoptamos por medida común ó por unidad al ra
dio AO del círculo, en que están inscritos los polígonos 
propuestos, será A0—1 ; y resultará

^=,(1-1/77^5^).

En caso que en el punto B'^ dividiésemos al arco 
AB^ en dos partes iguales, veríamos del mismo modo que 
el lado del polígono que tenga un número de lados doble 
del precedente, tendrá por expresión de su valor

AB" =2(i-A/i-(4AB') );

y asi de los demas.
142. Después del triángulo equilátero, el polígonoi 

mas sencillo que se nos presenta es el cuadrilátero que 
tenga sus lados entre sí iguales, y lo mismo todos sus 
ángulos. Este polígono es comúnmente conocido bajo el 
nombre de cuadrado.

Y equivaliendo Q. 82) la suma de los ángulos inte
riores de cualquier cuadrilátero á la de cuatro ángulos 
rectos, y siendo entre sí iguales todos los del íuadra¿Í0t 
forzoso es que cada uno de ellos sea un ángulo recto. Asi

Fig. 81.el cuadrado ABCD, fíg. 81 , ademas de tener entre sí 
iguales sus cuatro lados AB, BC, CD y AD, tiene sus 
cuatro ángulos A, B, C y D rectos.

143. Observaciones. El cuadrado es evidentemente 
un paralelogramo (§. 79) , cuyos ángulos son entre sí 
iguales, y cuyos lados lo son tambien ; y es necesario no 
confundirlo con el paralelogramo, que teniendo sus lar
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dos entre sí iguales, tenga al mismo tiempo desiguales sus 
ángulos. A este último, cuyo ejemplar se nos muestra en 
la figura 82, lo denominamos rombo. Fig.82.

Siempre que sean desiguales los lados contiguos, y 
permanezcan rectos los cuatro ángulos, el paralelogramo 
toma el nombre de r^aángülo í cuyo ejemplar se nos pre
senta en la fig. 83. í^^S- ^3*

Es bien visible que todo rectángulo puede ser inscri
to en un círculo ; porque siendo en este caso entre sí igua
les sus dos diagonales AC y BD , se cortarán mutua mente 
entre sí en un punto O, que se halla igualmente distante 
de los puntos A, B, C y Di pues en general AO^OC; 
y Dü^GB (§. 80); y de consiguiente los tales puntos 
se hallarán en la circunferencia del círculo descrito desde 
el punto 0 como centro con nn radio igual á AO.

PROBLEMA.

144. Sobre una recta dacba AB construir un cua- 
drado f üg. 81. Fig. 8i.

Solución. Levántense en los dos extremos A y B de la 
recta dada las dos perpendiculares AD y BC i y que estas 
sean iguales á la AB; y juntando por medio de.una recta 
los extremos C y D de las dos perpendiculares, resultará 
formado el cuadiado ABCD que se nos ha pedido.- 

: Con efecto, siendo por construcción paralelos é igua
les entre sí los lados AD y BC, lo serán asimismo entre 
sí los dos lados restantes DC y AB (§. 54); y equiva
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los ángulos 
ADC y BAD internos de un mismo lado (§. 47); y sien
do por construcción recto el segundo, deberá serlo asimis
mo el primero. Lo mismo se demostrará con respecto al 
ángulo BCD comparándolo con el ABC.
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PROBLEMA.

145. Inscribir en un circulo los foU^onos regulares 
de cuatro f de ocho, de diez y seis, de treinta / dos, de 
sesenta y cuatro, de &c. lados.

Solución. Esta cuestión está enteramente reducida á 
inscribir en primer lugar un polígono regular de cuatro 
lados, para pasar después á formar por medio de este to
dos los demas, con arreglo á lo prescrito (§. 141).

Fig. 84. Para inscribír, pues, en el círculo ABCD, fig. 84, 
un cuadrado, tendremos que levantar perpendicularmen
te á un diámetro cualquiera AC otro BD ,-por cuyo me
dio resultarán determinados en la circunferencia los cuatro 
puntos A, B, C y D; y juntándolos por medio de rec
tas, estará formado el cuadrado pedido.

Con efecto, los cuatro ángulos ABC, BCD &c. son 
todos rectos (§. 1145» y los cuatro lados AB, BC &c. 
son entre sí todos iguales, por ser hipotenusas de los tri
ángulos rectángulos AOB, BOC, DOC y AOD, que 
con evidencia son totalmente iguales (§. 16).

Dándonos el triángulo rectángulo AOB la siguiente 
ecuación:

——j ^^—2 ——2
AB =:AO + BO ; y siendo A0=B0;

se infiere de ella que AB =2AO ; y de consiguiente 
AB-A0v/r¡ 

de donde, adoptando al radio AO por unidad, nos resul
tará AB—^/2 *.

* Siendo, como se ve, rigoroso el método que hemos seguido 
para determinar el valor de AB, venimos en conocimiento de que la 
geometría nos presenta exactamente la magnitud de la incomensurable 

3/2, cuyo valor no puede obtenerse mas que por aproximación, con
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Si sostituimos este valor en la expresión (§. 141) 

del de AB', y en seguida este último en la del de AB", y 
asi de los demas, obtendremos sucesivamente la longitud 
de cada uno de los lados de los polígonos de 8, de 16, 
de 32 &c. lados, referida á la del radio del círculo.

PROBLEMA.

146. Inscribir en un círculo los j?olí^onos reculares 
âc tres, Ic seis, de doce, de veinte y cuatro, de cuarenta 
y ocho &c. lados.

Solución. El lado del exágono regular es el primero 
que se nos presenta, por ser exactamente igual al radio 
del círculo en que se halle inscrito. Con efecto, equiva
liendo á la sexta parte de la suma de cuatro ángulos rec
tos el ángulo AOB del polígono en el centro, fig. 85, Fig. 85. 
habrá de ser igual á cuatro sextas partes ó á dos tercias 
de un recto. Rebajando ahora este valor de la suma de 
los dos ángulos rectos á que equivale la de todos los án
gulos de cualquier triángulo, resultará 2— |, equivalen
te á 1 de un ángulo recto, por valor de la suma de los 
ángulos BAO y ABOí y siendo estos entre sí iguales, es 
consiguiente que cada uno de ellos equivalga á dos ter
cias partes de un ángulo recto. Teniendo, pues, el trián
gulo ABO sus tres ángulos entre sí iguales, habrá de ser 
forzosamente equilátero, y de consiguiente darnos AB=A0.

Se podrá, pues, fácilmente inscribir en un círculo un

el auxilio de los números ; pero es necesario tener presente que el nú
mero que en tal caso buscamos no es sino la expresión de la razón de 
AB á AO: y si fuese posible efectuar con rigorosa exactitud con estas 
líneas la operación indicada (^. ¡ç) jamas tendría fin; porque ninguna 
recta, por pequeña que sea, puede á un mismo tiempo medirías á en
trambas.
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exágono, con solo aplicar el radio del círculo ála circun
ferencia cuantas veces sea esto posible, que justamente se
rán seis, y juntar por medio de rectas uno con otro cada 
dos puntos de division consecutivos. Suponiendo que es 
A0=:i, resultará AB=ií y con el auxilio de este va
lor, y el de las fórmulas (§. 141), podremos ascender á 
la determinación de los valores de cada uno de los lados 
de los polígonos inscritos de 1 2 , de 24, de 48 &c. lados.

Para determinar el valor de cada uno de los lados de 
un triángulo equilátero inscrito ACE, basta tener presen
te que este triángulo está formado juntando por medio de 
rectas los dos vértices de los dos ángulos extremos de tres 
que se hayan tomado en el exágono; y que el triángulo 
ACD rectángulo en C, nos da (^§. 114^:
AC=^ÁD -ED “^(2AO)-Ao"=AOvJ; y 

suponiendo que sea A0=i , vendrá á ser AC^v/^.

PROBLEMA.

147. Tnscríbif en un círculo los polígonos regulares 
de t de 10, de 20, de /fo ^c, lados.

Solución. Hállese primeramente el valor del lado del 
decágono ó polígono de diez lados, tomando para esto al 
mayor de los segmentos del radio dividido en media y 

extrema razón (§. 132).
Con efecto, en el decágono el ángulo A0B en el 

Fig. 86. centro, fíg. 86, equivale á una décima parte de cuatro 
ángulos rectos ó á las dos quintas partes de un recto; que
dan, pues, para expresión del valor de la suma de los 
dos ángulos ABO y BAO 2-| de un ángulo recto, que 
vienen á ser | de ángulo recto ; de lo cual se infiere que
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el valor de cualquiera de ellos es f, y poi tanto resulta 
doble del ángulo AOB. S¡ se tira AG que haga con AB 
el ángulo BAG igual al AOB, los dos triángulos AEG 
y ABO, que ademas tiene un ángulo común B , habían 
de ser semejantes (§. 65), y darnos

BG: AB:: AG : AO;
ahora, siendo isósceles el triángulo ABO, lo será igual
mente el triángulo ABG, y tendremos que AG = AB.

Por otra parte, siendo el ángulo BAG=AOB, sera 
la mitad de BAO, y la otra mitad GAO será de consi
guiente igual á AOB; de Icr cual resulta (^§. 37) 4*^® 
GO= AGzzAB; y la proporción precedente podiá tras
formarse en estotra ;

BG : GO : : GO ; AO 
la que nos manifiesta que el radio BO esta efectivamente 
dividido en el punto G en media y extrema razón, y que 
el lado AB es el segmento mayor.

Si de cada tres ángulos de un decágono se juntan 
por medio de rectas los dos vertices de los extremos, re
sultará formado el pentágono. No me detengo a calcular 
el valor de cada lado del decágono porque juzgo por mas 
curiosa que útil esta investigación.

148. Observación. Ya. puede haberse comprendido 
que la inscripción de los polígonos regulares en los círcu
los está reducida á la division de la circunferencia en un 
cierto número de partes iguales. Los métodos que hemos 
indicado para inscribir en el círculo los polígonos de 4, 
de 8, de 16, de 32 &c. lados; los de g, de 6, de 12, 
de 24 &c.; los de 5 , de 10, de 20, de 40 &c. po
drán servir para dividir la circunferencia de un circulo 
según los números de estas diversas progresiones.

No será fuera de propósito advertir aquí que se pue- 
TOMO m

MCD 2022-L5



13® ELEMENTOS
de también dividir la circunferencia siguiendo la progre
sión 15, 30, 60 &c.j porque dándonos el polígono de 
seis lados la sexta parte de la circunferencia, y dándonos 
el de diez lados la décima parte de la circunferencia, la 
diferencia de los arcos subtendidos por los lados de estos 
dos polígonos será igual ¿—^3 de toda ella, lo cual viene 
a ser ^. Llevando, pues, desde A hasta H el radío del 
círculo, el arco BH deberá ser la décimaquinta parte de 
la circunferencia, y su cuerda habrá de ser el lado del 
polígono que tiene quince ó del jjentedeea^ono. Por medio 
de la continua division de los arcos en dos partes iguales, 
0 de su biseceion se pueden fácilmente obtener los poli* 
gonos regulares de 30, de 60 &c. lados*.

PAOBIEMA.

149. Estando insertio en un círculo un j?olí¿ono re» 
^ular ale cualquier m'intero de lados, circunscribir al mis» 
mo circulo otro jioli^ono recular de i^ual número de la» 
^oss ^j}or la inversa, estando dado el folí^ono circuns
crito , construir el inscrito.

^'^é' ^7* Solución. Sea abede, fíg. 87, el polígono propuesto; 
tírense los radios Oa, Ob, Oí &c. y en el extremo de 
cada uno de ellos levántense las perpendiculares AE, BA, 
CB &c.; y en el conjunto de estas perpendiculares, que

* Estas divisiones de la circunferencia del círculo no son Ias fínicas 
que se pueden efectuar geométricamente. M. F. Gauss, en una obra ti
tulada Disguiiítiones arithmeticae, publicada en Leipsic en 1801, y 
traducida al francés por M. Delisle, hace ver que se puede ejecutar dej 

mismo modo la division en 2 -+- 1 partes, siempre que este número sea 
frimo. Véase tambien el Comflemento de los ¿lementos de .Al^ehra. De 
esto resulta la division en 17 partes iguales, de que hay una demostra
ción particular ; pero que no es para ser colocada en este lugar.
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tocarán todas á la circunferencia del círculo abcííef ten
dremos el polígono que se nos ha pedido.

Con efecto, los triángulos aA.b, b'&Ct cCci &c. son 
todos isósceles y entre sí iguales, porque lo son los lados 
abf bCf ed &c.} y los ángulos A.abi Ábc, 'RbCf J^ebt 
Ced, Cdc 8íc. formados por estos mismos lados, com
prendiendo los arcos iguales ab, be, cd 8z.c,, son tam
bien entre sí iguales(§. 114). Tendremos, pues, i.° aAh. 
^.bBezzcCd Scc,

2° aÁ~Áb = b^ = 2^ = cC = CíZ; de donde se 
concluye que AB=2A¿; BC=2B¿‘í CD=2Cí¿ &c,, y 
por consiguiente AB=rBC“CD &c.

Teniendo, pues, el polígono ABCDE todos sus án
gulos entre sí iguales, y sus lados tambien, habrá de ser 
el mismo que se nos ha pedido.

Podemos deducir del polígono circunscrito el inscrito 
juntando los puntos a, b, e, d Ócc., que son los de enme
dio de cada uno de los lados del primero, y los de con
tacto de la circunferencia.

Para que sobre esto no quede la menor duda, nos 
bastará observar que los triángulos aÁ.bf b'Re, cQd &c. 
son entre sí totalmente iguales, como que tienen un án
gulo igual comprendido por dos lados respectivamente 
iguales, siendo como son los ángulos A, B, C &c. los 
de un polígono regular, y ak, Ab, J^b Scc. las mitades 
de los lados AE, AB, BC &c. que son iguales entre sí. 
De lo cual resulta que los lados ab, be, bd &c. son entre 
sí iguales, y que de consiguiente lo son los arcos subtendidos 
por ellos, y por tanto, los ángulos abe, bed 8cc., cuyos 
vértices se hallan en la circunferencia, y que entre sus la
dos comprenden un mismo número de estos arcos, son 
iguales entre sí (J. 114). Es, pues, el polígono abede.
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que tiene todos sus ángulos entre sí igualès, y todos sus 
lados tambien, el inscrito que se nos ha pedido.

Tambien podríamos haber formado al polígono ins
crito a'b'c'd'e't que no se diferencia del ahede mas que en 
la posición, tirando las rectas AO, BO, GO &Ci desde 
los vértices de los ángulos del polígono circunscrito ABC 
DE al centro del círculo inscrito, y juntando los puntos 
ab^c' &c. en que estas líneas cortan á la circunferencia de 
este mismo círculo. Con efecto, pues que A0=B0, ¿í''O 
=b'O, tendremos que

AO : ^'O : : BO : ¿D;
y de consiguiente la recta a'b' habrá de ser paralela á la 
AB 0. 60^; los triángulos A0B y a'Ob' serán entre sí 
semejantes, y lo mismo podemos decir de BCC y b^0í\ 
y asi sucesivamente: siendo homólogos á los lados AB, 
BC, CD &c. los lados ab', b"d, c'd' Sac. habrán estos de 
ser iguales entre sí; y ademas se probará como anterior
mente que comprenden ángulos iguales.

150. Corolario. En vista de lo que precede será fá
cil determinar el valor del lado AB del polígono circuns* 
crito. Con efecto, siendo entre sí iguales las rectas Aa y 
Ab 0. 149), asi como las Ca y Cb, la línea AO es 
perpendicular á la ab en su punto de enmedio 0. 29); 
y los triángulos OGd! y O A a por tener los dos ángulos 
rectos, el «no en G y el otro en a, y ademas un ángulo 
común en O serán semejantes. De esto se deduce que

OG '. Oa : i aG ■ aAi 
ó que OG : Ca t : ^ab : -^AIE ;

ab>íOa
de lo cual resulta que AE ó AB= —■ ■' . < te-

niendo presente que el triángulo rectángulo OG/z nos da:
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1(1 Ohsei-vacion. Es muy importante observar que 
á proporción que se multiplican los lados de un polígono 
inscrito, aumenta su contorno ó perímetro; al paso que 
en las mismas circunstancias disminuye el del polígono 
circunscrito. Con efecto, si dividimos el arco aab.
88 en dos partes iguales, y tiramos las cuerdas aa yMg.SÚ. 
a'h, tendremos en ellas dos lados consecutivos del polí
gono inscrito cort un número de lados doble del que ten
ga el polígono cuyo lado sea el ab. Tirando en segui
da á a'O la perpendicular A'B', las rectas nA , ha, 
a'W y B'í, serán otros tantos seroilados del polígono cir
cunscrito correspondiente al inscrito cuyo lado sea aa 

149). Ahora puede ya bien verse que las porcio
nes aAb, aA'&'h, ah, aa'b estarán contenidas en los con
tornos ó perímetros de los polígonos de que forman parte, 
tantas veces como el arco ac¿h lo esté en la circunferen
cia entera; y de consiguiente serán partes semejantes de 
cada contorno ó perímetro. Y pues que aa'-t-a'b>ab, 
el contorno del segundo polígono inscrito debe ser mayor 
que el del primero.

Por otra parte, siendo B^A^<AA^h-AB^, resulta que 
a.Wb<a^-^b^ (§. 15)» 

y que de consiguieme el contorno ó perímetro del segun
do polígono circunscrito es menor que el del primero.

Bajo esta suposición, una vez que el polígono inscri
to es siempre menor que el correspondiente circunsento, 
y aumenta de contorno cuando se multiplican sus lados 
mientras el otro disminuye, es de inferir que la^ diferen
cia de los polígonos disminuye asimismo en las mismas cir
cunstancias. Aun se pueden determinar dos polígonos, uno
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inscrito y otro circunscrito, tales que Ia diferencia de sus 
contornos ó perímetros sea menor que cualquiera canti
dad dada ■^, por pequeña que sea. Para convencerse de 
esta verdad, basta traer á Ia memoria que los contornos 
de los polígonos regulares de un mismo número de lados 
son entre sí como los radios de los círculos á que están 
circunscritos (§, 140); pues si designamos por P al con- 

Fig. Sy,lomo del polígono ABODE, fig. 87, y por^ al del po-
lígono abedCf tendremos:

de donde se inferirá que
^~/ • ^ : * ^^"OG : Oííí y de consiguiente 

í»'GxP
-------- -

0^
debiendo tener entendido que nada se opone á que tome- 
mos á la pequeña línea r»'G mas pequeña que cualquiera 
otra cantidad que se quiera; porque habiendo aplicado 
sobre el radio Oy una parte a'G de la pequenez que se 
apetece, se tira la cuerda abi y en caso que el arco aa'b 
no sea parte alícuota de la circunferencia, bastará tornar 
una parte alícuota menor que el tal arco, y por este me
dio vendrá á ser mas pequeña la línea análoga á la r?G.

Se puede, pues, multiplicando cuanto sea necesario 
los lados del polígono, reducir al grado de pequeñez que 
se quiera á la cantidad P—j?. *

152. Corolario, Pues que segun cuanto precede 
disminuyen mas y mas los contornos de los polígonos cir- 
cunscritos, á proporción que mas se van acercando á la 
Circunferencia del círculo; al mismo tiempo que en Ias 
mismas circunstancias aumentan los de los polígonos ins
critos, es bien claro que la circunferencia del círculo es
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menor que el contorno ó perímetro del polígono circuns
crito, y mayor que el del polígono inscrito. Se diferen
ciará, pues, menos de cualquiera de los dos contornos la 
circunferencia que lo que ellos se diferencian entre sí; y 
de consiguiente se podrá determinar un polígono inscrito 
ó circunscrito, tal que la diferencia entre su contorno yla 
circunferencia del círculo sea menor que cualquiera canti
dad dada, por pequeña que sea.

En esta propiedad está fundado el método de que se 
valió Arquímedes para determinar de un modo aproxi
mado la razón de la circunferencia al diámetro; y yo ha
ré de él un uso semejante cuando haya hecho ver qu'e 
la tal razón es una misma en todos los círculos; para lo 
cual estableceré un teorema que pueda aplicarse a todas 
las proposiciones del mismo género que la que me pro
pongo demostrar.

TEOREMA.

153. Si ¿iof cantiiiades invariables A y B son tales 
^ue se jjueden demostrar t¡ue su diferencia A —B es me
nor ^ue otra tercera cantidad «T*, por pequeña ^ue sea es
ta iiltima, en tal caso son entre sí iguales acuellas dos 
cantidades,

Demostración. Con efecto, si fuesen desígualesTne- 
cesariamente tendríamos A—B=D, indicando por D la 
diferencia de ellas; en cuyo caso sería ya imposible tomar 
á / de modo que fuese menor que la D, ni por consi
guiente tan pequeña como se querría.

Observación. En la última preposición merece la ma
yor atención la palabra invariable, porque puede muy 
bien hallarse, por ejemplo, una cierta expresión de 1/2, 
que no se diferencie de la verdadera mas que en una can-
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tidad menor que cualquiera otra que se quiera, sin llegar 
jamas sin embargo al valor exacto de 1/^; pero los re
sultados varían á cada nueva aproximación, mientras que 
las cantidades A y B no son susceptibles la una y la otra 
mas que de una sola determinación.

TEOREMA.

154. Las streunferenaas de los cireurs son entre sí 
como sus radios ó sus diámetros.

Demostraeion. Pues que dos polígonos de cualquier nú
mero de lados, con tal que el uno tenga tantos como el otro, 
son entre sí como los radios de los círculos en que se hallen 
inscritos ; si designamos por ÿ y ^' los coniornos ó perímetros 
de los polígonos, y porK y R' los radios de los círculos cor-

respondientes, tendremos —=—. Por otra parte pode- 
f R

mos imaginamos que el número de los lados de los polí
gonos sea tal, que las diferencias entre sus contornos y 
la circunferencia del círculo en que cada uno de ellos es
té inscrito, sea menor que una cierta cantidad que se quie-

ra. Si, pues—representa la razón de la circunferencia, la 
C

diferencia, en caso que exista alguna, entre las dos razones
C^ /
— y — podrá reducírse á tal grado de pequeñez cual

se quiera. Siendo tambien esta diferencia la de las razo- 
C^ R^ y R^

nes invariables —— y —, pues que —=—, se infiere 
CR ^R
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que se puede demastrar que la diferencia entre las canti-

C' R'

dades invariables r— y es menor que toda cantidad
G R

dada; y de consiguiente, con arreglo á la proposición an-
Q R'

terior, tendremos-— =—; ó C : C^ : : R •■ R^; ó lo que
C R

equivale á Io mismo, C : C' : : iR : aR^ : ; D : D', de
signando por D y D^ los diámetros de los círculos pro
puestos *.

* Esta proposición puede demostrarse inmediatamente de muchos 
modos por medio de razonamientos análogos á los del §. 58, Iiacién- 
donos cargo de que por pequeña que sea la diferencia de la magnitud 
de dos círculos, siempre podemos formamos idea de un polígono re
gular mayor que el uno, y menor que el otro. Euclides (ZZ^. xrr-^fo^ 
fos. ió) ha presentado bajo una forma muy elegante esta propos cion, 
que resulta de la del §. 152. Supone el citado autor que desde un cen
tro común 0', fig. 89, se hayan descrito los dos círculos-, en cuyo ca-Fig. 89. 
so es bien visible que si se tira al circulo interior la targente MN, y 
se toma sobre el círculo exterior una parte alicucta menor que el ar
co MQN, el contorno del polígono D E'F G H' construido sobre esta 
parte, no llegará á tocar la circunf erencia del círculo pequeño.

He aquí cómo Maurolico, autor de un célebre Comentario sobre 
Arquímedes, impreso en Palermo de Sicilia en i68j, se ha servido 
de esta observación para demostrar la proposición superior (fá^. 5 y ¡^g-')-

Si en vez de saber que C : C^ : : DO : d^O', tuviéramos C : C' : i 
DO ; D'O', de modo que fuese D'Ü' > d^O^, describiríamos sobre

TOMO Ul S

155. Corolario. La ultima proposición nos hace ver 
que la razón de la circunferencia al diámetro es una mis
ma en todos los círculos, y que por medio de ella se pue
de calcular en todo caso la longitud de una circunferen
cia, cuyo radio se conoce. Con efecto, si por tt designa
mos aquella razón, ó lo que es equivalente, la circunfe
rencia de un circulo, cuyo diámetro sea tenido por uni
dad, tendremos constantemente esta proporción:
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l : íT : ; aR : C ;

de la cual se deduce: <3-
C = 2^RîR=—î'

2 T

formulas con cuyo auxilio se determinará faeilísimamen- 
te la magnitud de la circunferencia C, siempre que esté 
conocido prevíamente el radio' R ,^ se‘hallará él valor dé 
este, en caso que supongamos sabido de antemano el de 
la circunferencia.

PROBLEMA.

156 Determinar la razón--a/ffaximáda de la cir^ 
eunfereneia al diámetro.

Solución. En el §. 152 podemos ver que no nos debe 
ser difícil resolver la cuestión propuesta , calculando en 
una de las series de polígonos que ya sabemos inscribir 
en un círculo, el contorno de un cierto número de los 
primeros, y el contorno de los polígonos circunscritos que 
les correspondan. Por este medio tendremos dos series de

D'O^ un círculo concéntrico al círculo Ç', y en el primero inscribi- 
ríamos un polígono D^EŒ^G'H', cuyeí contórno no llegase á tocír al 
segundo. Comparando ahorá este polígono con sü correspondiente 
DEFGH en el círculo C, y designando por "f' y f los respectivos 
contornos de estos polígonos, tendremos:

DO : D'O'
dé donde se seguiría : C : C^ : ; y» : /' ; ptoporcion absurda, pués -^uè 
^^ f t Y C^<p'. Tampoco se puede suponer que el cuarto término 
de la proporción, cuyos tres primeros son Cj C' y DO sea meúo/ 
Jf^O'; -porque si asi fuese, en designándolo por X tendríamos:

X : DO : : d'O' : Z; siendo 2>D0 ;
é invirtiendo la proporción C : G : : DO •. X, nos resultaría C' : C : : 
X, DO : : ¿^0'' ; Z : es decir, que el cuarto término de Ia proporción 
G:C::á'0:Z, sería mayor que el radio del segundo círculo, lo 
cual se ha demostrado qUe es absurdo fin el primer caso de la demostración.

La ventaja que puede hallarse en este giro de demostración, que 
torno se ve, es muy antigua, es qué nos pone en cierto modo á la vista 
el polígono que debemos cons iderar.
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números, los unos mas pequeños, y los otros mayores 
que la circunferencia; y las continuaremos hasta ver qué 
la diferencia de dos números correspondientes de las dos 
series venga á ser, menor que el gr^do.dé»aproximación 
que nos hayamos propuesto obtener en el válor de la cir
cunferencia. Yo voy á practicar esta investigación en los 
polígonos de 6, de 12 , de 24 &c lados inscritos y cir
cunscritos a un círculo, cuyo radio sea — i.

Sea, pues, ¿r el lado de un polígono inscrito cual
quiera ; A el- del polígono cúcunscrito correspondiente; y 
por ultimo í»^ el del polígono inscrito con un número de 
lados doble del del primero.

Por de contado tenemos ^§, 150^:

A z=  ------- -------______

Comenzando ya por el exágono inscrito, tendremos

2
«= i ; y nos resultara A = ^. Será consiguiente igual 

a 6 el contorno del polígono inscrito; el del exágono cir- 

. 12
cunscnto equivaldrá y h circunferencia se hallará 

comprendida entre los dos números 6 y —L. ge obten- 

dran hmitej. mas estrechos y aproximados, pasando á los 
^guÍn^°^ regulares de 12 lados, y á los demas que le
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Sean, pues, a',a'', a'" Síc, los lados de los polígonos 

inscritos de 12,de 241 de 4S &c. lados; A, A , A 
&c. los lados de los polígonos circunscritos correspondien
tes; siendo i el radío del círculo, su circunferencia sera 
2’^ (§• ^5S)» y “ ® ^ ^® abreviar se supone que r=

J ^4-’; -"=i í/4-<«"*=  ^'"=Í AA^ 

&C. nos resultarán con arreglo á las fórmulas anteriores:

* Véanse las Memorias 4e la Academia de Ciencias de 174/, 
pág. 44J-

«=^/2 - '/ai A.'=-^ ír
> 12 a' 
< 12 A'

¿r'^r^y/a - 2/ i A'^=—i > 24 a'^ 
< 2 4 a"

&c.

2-2r';A =-p;y;
f> 48 ^"' 
l< 48A

&C. &C.

Se tendrá presente que^^3 = 1,732 
a' = 0,517638090205 15 

/ = 0,965925826289 12

0 5 08075 68877*,  
a^ =6,2116571-^ 

A' =6,43 078063

2

2

a'^ = 0,261052384440

r'' = 0,9 914448^13 74

a"^ =. 0,1308062 58460 

r'" =: 0,997858923234 
a" = 0,065438165643 

IV
r = 0,9994645 87476

48 ¿»''' = 6,2787004-

48 A'" = 6,2921724. 
iv

964 =6,2820639 
IV

96A =6,2854292
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tf’ =0,0327^3463^53 

r^ =o,999^^^^379^9 

a^^— 0,016362279208 

r "^^ 0,9999665 3 5917

”= 0,008181208052

r =0,99999163 3444
=0,004090612 502 

r =o,9999979°i>3 59 

a =0,002045 307361

T 0,999999477^^9 
a^ = 0,001022653814

r =0,999999^69272

a’'= 0,000511326934

r =0,99999996731®

192a =6,2829049^

192A =6,2837461)
VI

384^ =6,283115 21

384A =6,2833260)
VII

768^1 =6,28 316781
VII V

768A =6,2832203)
Vlll

15 36^2 =6,2831809-)
Vin 7

I536A =6,2831941)
IX

3072^f =6,2831842-)

3072A =6,2831875)
X

6i44iï =6,283185 0-

6144A =6,2831858^
XI

i2288¿z =6,2831852-

I2288A =6,2831854

Por el estado que precede, se viene en conocimiento 
de cómo se van aproximando mas y mas entre sí los perí
metros de los polígonos inscritos y circunscritos eorres- 
pondientes ; pues, como bien se ve, los de los polígonos 
de 12288 lados se diferencian solo en dos unidades de
cimales del séptimo orden. Por tanto podremos inferir 
que las siete primeras cifras, que son comunes al uno y 
al otro, pertenecen necesariamente á la circunferencia del 
círculo* cuya longitud será de consiguiente 6,283185, 
con menos de una millonésima de diferencia.

Si adoptamos como expresión del valor de la magni-
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tud de h e/rcunferencia de un círculo al valor medio de 
los polígonos inscrito y circunscrito con 12288 lados ca 
da uno, nos resultaría 6,283 1853 como valor exacto de 
ella, sin exceptuar ni la última cifra. Será, pues, la ra
zón del diámetro á la circunferencia la de 2 ■ 6 ascisci 
ó la equivalente i : 3,1415926, dividiendoÍos dos tér
minos por 2 De modo, que 3,1415926 es un valor 
aproximado de la razón designada por rs i^^V y- 
suponiendo que sea C=i, vendrá á ser 2R::=o 318:3.00o 
número que nos representa al diámetro, siempre que Z" 
suposición sea la circunferencia la unidad.

de los perímetros de 
los polígonos inscrito y circunscrito de 96 lados, y deter
mino que la circunferencia del círculo era ¿ji® y>oi?. 
lo cual nos dio á conocer la razpn tap sabida d¡ i ral A 
la de 7 : 22. Posteriormente se ha llevado muchos mas 
adelante la exactitud; mas entre todas las razones cono
cidas merece por su sencillez y exactitud una particular 
atención la razón de r 13 4 3 5 5 . pues trasformándo-
a en una expresión decimal, se reduce á 3,14, 

la cual es enteramente verdadera, á excepción de la 611’• 
ma cifra. Al dar cuenta Adriano M,,ío en su Geometría 
/raettea de tal razón, la atribuye á su padre Pedro Me‘ 
eio, que la había publicado en una refutación de la cua-' 
dratura del círculo de Simón Duchesme *

Las investigaciones de los sabios ingleses en la india nAc 1,0 j 
do a conocer una razón de Ja circunferenría »1 J-' ”” ’ ^^^ ^^” ^*’* 
mada á la verdadera que la de Arquimedes v 1°' 
mas antigua Es justamente la de goir Í liío-X * *5 
de Bramido, titulada Ayún ^Uny^ia^h’l" “” °^" 
decimal 3,14.6, que no es exactafcuando L s?^ L m

Bueno es saber que las razones 7 1 aj y „3:355 .„ ^^^
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157 . Obíervadoneí. No es el estado de que hemos 

dado muestras el medio mas expedito de obtener el valor 
del lado del último polígono que en él está contenido; 
queda reducido á la mitad el número de extracciones de 
raíces; calculando en vez de los lados de los polígonos in
termedios las cuerdas BC, B'C, fig. 8o , dé los arcos queFig. So. 
és riecesário agregar á los arcos AB y AB' para completar 
la semicircunferencia. Con efecto,

BC=V^Ac’- Ab’; B^'= v" AC -ÁFs

pues .que los triángulos ABC y AB'C, formados sobre el 
diámetro, y que tienen el vértice de uno de sus ángu
los en la circunferencia, son necesariamente rectángulos 
(§. 114); y si tomamos por unidad al radio AO, y que 
designemos por <? y <?' á las AB y AB', y por ¿ y á las 
BC y B^C; siendo, como suponemos, AC=2, resultará:

y pues 4ue (§. ant.) tenemos a'=\^2—y/— ith nos 

resultará:

a'=V'2-^bi ó, lo que es lo mismo, ^’=2—Í; 
y sostituyendo este valor en el de b', vendrá á trasformar-

por sí mismas en la serie de las fracciones aproximadas que encontra
mos , cuando convertimos á fracción continua ( Arítm. §. 163 ) la frac- 
cioiyordinaria que corresponde á Ja razón expresada anteriormente en 
decimales ( ^ritm. §. 85 ). Mas como no sea rigurosamente exacta la 
tal razón, no debemos avanzar el cálculo hasta el extremo; y nos 
convendrá operar á un mismo tiempo sobre las dos fracciones: 

3141592^ 31415927
——----y—-------

10000000 lOOOOOOO
Ia una menor y la otra mayor que la razón exacta,_y reducimos á los 
cuocientes que son comunes á las dos operaciones. (Para mayor ex
tension véase el Comfletnente ¿le lo/ Elemento/ de Aloel>ra.')
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seen b'=\^2^ ’ en seguida pasaremos de b^ b' extrayen
do la raíz cuadrada de la primera cantidad au meditada del 
a ; y del mismo modo tendremos á ^ =v/2-hy, en la cual 
b" representa la cuerda B''C del arco correspondiente á 
AB" mitad de AB'; y asi sucesivamente.

Dando por supuesto que ¿z—i, nos ocurrirán:
3= 1,73 2050807c

y Z= v^2-+- 1,7320508075 

P = ^2-1-1,9318516525 

¿"'=^^2 H- 1,9828897227
ly 11 .. ----- --------------------------------------— 

b =v 2-4-1,99571784^5 
b ='^2H-i,99S9 2 9i749 

/ = ^2-t- 1,9997322758 

b =V 2H- 1,9999330678 

= 1,9318516525

= 1,9828897227

= 1,9957178465

= 1,9989291749

= 1,9997322758

= 1,9999330678

=^3-9999330678;

y correspondiendo el símbolo ¿ á un polígono de seis la
dos, y habrá de corresponder al de m b" al de 24; 
¿''al de 48 ; b^^ al de 96; ¿’al de 192; ¿’’al'de 384;' 
y b'^^ al de 768. Designando por a^^' el lado de este 
último, tendremos :

«’“=^/4 - ¿™“ == ■^4-3.9999330678

= V^o,000066932 2 = 0,0081 81 2 1; 
y multiplicando este último número por 768, obtendre
mos el contorno del polígono inscrito de 768 lados, en los 
mismos términos que en el estado anterior; y calculare
mos en seguida el perímetro del polígono circunscrito cor
respondiente.
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PRIMERA PARTE.

SECCION SEGUNDA.

Del area de loe j^oU^onoe t y de la del círculo^

i 58. Por superjicíe de una figura cualquiera enten
demos la parte de extension que se halla comprendida 
entre las líneas que terminan la tal figura. A esta exten
sion la damos tambien el nombre de area de la figura.

Seria muy conveniente aplicar con especialidad la voz 
area á la extension superficial, siempre que la considere
mos con relación á su magnitud; en vista de que se ha
ce con mayor frecuencia uso de la palabra superjieíe, pa
ra designar la forma, prescindiendo de toda especie de lí
mites *:  y esto es lo que yo pienso hacer en el curso de 
esta obra.

* Ordinariamente decimos con efecto una lupef’Jtcie cuiva por 
Oposición al plano y á la superficie plana; y para determinar su exten
sion, seria necesario que hiciésemos uso de la expresión la íuperjicie de 
una jufxrfícle curva, la cual es muy viciosa en todos sentidos mien
tras que el area de una luperjicie curva es una expresión clara y cor
recta al mismo tiempo. Adoptándola, conservamos la analogía entre 
las líneas y las superficies, pues que estas palabras se aplican sola
mente á las formas; y de este modo la voz area viene á ser para este 
segundo caso la análoga de la voz ¡on¿iíud para el primero.

lOMO in. T

159. Por otra parte, es muy evidente, como que 
se nos ofrecerán muchos ejemplares de ello en lo sucesi
vo, que dos figuras de muy diferentes formas pueden con
tener areas iguales. Esta circunstancia me reduciré á ex
presaría, diciendo con Af. d^egendre que las dos tales fi
guras son ei^ui-valentee, y reservaré la denominación de 
iguales para las figuras semejantes que en caso de sobre-
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poner la una á la otra, pueden confundirse exactamente 
en una.

160. En los triángulos y en los paralelogramos se 
elige arbitrariamente uno de los lados, al cual se da el 
nombre de base, y al mismo tiempo llamamos a/íura á la 
perpendicular bajada desde el vértice del ángulo opuesto 
al lado elegido en el triángulo, ó de un punto cualquie
ra del lado opuesto en el paralelogramo.

Fig. 90. BD y B^D'j fig. 90, son las alturas de los triángu
los ABC , A''B^C\ en la suposición de que se hayan esco
gido para bases á los lados AC y A'C\ Conviene tener 
presente que cuando la perpendicular caiga fuera del tri
ángulo, viene á ser, propiamente hablando, perpendicu
lar sobre la prolongación de la base.

El vértice del ángulo opuesto á la base se llama el 
•vértice del triángulo.

La recta IK es la altura del paralelogramo EFGH. 
Bien claro se ve que permanecerá la misma, sea cual fue: 
re el punto del lado HG, de donde se la baje (§. 65^, 

No es menos evidente que los triángulos, cuyas ba
ses se hallen en una misma recta, y cuyos vértices exis
tan en una línea paralela á las bases, tienen la misma al
tura; es decir , que los triángulos comprendidos entre 
unas mismas paralelas tienen una misma altura. Los trián
gulos ABC, A''B'C^ y. el paralelogramo EFGH tienen 
todos tres la misma altura, pues que en virtud de la na
turaleza de las paralelas AF y BG, las tres perpendicu
lares BD, B'D^ é IK, son todas entre sí iguales (§. 55).

TEOEEMA.

16 í. Dos jjaraielo^ramcis de una misma 6 de i^ua-
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les bases, j ¿íe una misma 6 de iguales alturas^ son 
equivalentes^ ■ ' -

J^emostraeion. Teniendo, como se supone, una mis
ma ó iguales bases los dos paralelogramos, podremos 
considerarlos como colocadas la una sobre la otra de mo
do que se contundan entre sí; y como tienen ademas 
la misma altura, es forzoso que el lado paralelo á la base 
del primero coincida con el opuesto á la base del segun
do, ó que se hallen los dos en la prolongación de una 
misma línea, según se nos presentan en las figuras 91 conFig. 91. 
respecto á los paralelogramos ABCD y ABEF.

En esta suposición, los triángulos ADF' y BCE son 
iguales por tener respectivamente iguales los lados AD 
y BC, y tambien los AF y BE, como lados opuestos que 
entre sí son de unos mismos paralelogramos; y ade
mas tienen iguales los ángulos DAF y CBE por ser en
tre sí paralelos los lados que los comprenden, y estar di
rigidas en un mismo sentido sus aberturas. Si del cuadri
látero ABED se quita por una parte el triángulo ADF, 
y por otra al BCE, nos resultarán necesariamente dos 
cantidades entre sí iguales, de las cuales será la una el pa
ralelogramo ABEF, y la otra el paralelogramo ABCD.

TEOREMA.

162. Cualquier triángulo es la mitad de un para
lelogramo de la misma base y de la misma altura.

Demostración. Si por los vértices B y C de dos de 
los ángulos del triángulo ABC, fig. 92, se tiran las rec- Fig.92. 
tas BD y CD respectivamente paralelas á los lados AC y 
AB, la figura ABCD será un paralelogramo (§. 79) 
que tiene la misma base y la misma altura que el trián-
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gulo propuesto (§. 160); y siendo entre sí iguales los 
dos triángulos ABC y BCD por tener entre sí iguales así 
los lados AB y CD corno los AC y BD (§. 54), y ade
mas común el tercer lado CB, vendrá á ser necesariamen
te el triángulo ABC la mitad justa del paralelogramo 
ABCD, que tiene la misma base y la misma altura que él.

163. Corolario. De lo cual se sigue que dos trián
gulos que tengan la misma base y la misma altura, son 
equivalentes, pues que son mitades de otros dos paralelo
gramos de la misma base y altura; los cuales, como ya 
se sabe, son equivalentes (§. 161^.

PROBLEMA.

164. Tranformar un /olí¿ono de un cierio número 
de iados en otro f que teniendo un lado menos le sea equi^ 
valente,

Solueion. Sea por ejemplo el pentágona’ABCDF, 
í^^S’93* ^K’ 93* Júntense por medio de una recta los ángulos E y 

Cí y por el vértice del ángulo D, que se halla situado 
entre los dos primeros, tírese paralelamente á la EC la 
recta DF , que determina en la prolongación del lado AE 
un punto F, el cual, junto con el punto C, formará el 
cuadrilátero ABCF, equivalente al pentágono ABCDE.

Para convencerse de esta verdad, basta tener presen
te que siendo una misma la base EC de los dos triángu
los CDE y CFE, y hallándose comprendidos entre las 
paralelas CE y DF, deben ser entre sí equivalentes 
0. ant^fo, y que agregando sucesivamente cada uno de 
los mencionados triángulos al mismo cuadrilátero ABCF, 
resultan del mismo modo el pentágono ABCDE, y el 
cuadrilátero ABCF.
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No padecerá variación alguna el método, aun cuan
do el pentágono ABCDE tenga algún ángulo entrante, 
como en la figura 94; solo habrá que tener en la demos- Fíg.94. 
tracion cuidado que el pentágono ABCDE y el cuadri
látero ABCF se forman entrambos, quitando del cuadri
látero ABCE los triángulos equivalentes CDE y CFE.

Bien claro se ve que la construcción y los razona
mientos que preceden pueden aplicarse a cualquier polí
gono que se quiera.

165. Corolario. Si efectuamos en el cuadrilatero 
FABC una construcción parecida á la que acabamos de 
efectuar, lo vendremos ó trasformaremos en un triangulo 
equivalente; y del mismo modo convertiremos a un polí
gono cualquiera en un triángulo que á él equivalga. Si 
nos propusiéramos, por ejemplo , un exágono, podríamos 
trasformarlo primeramente en un pentágono; en seguida 
haríamos de este un cuadrilátero equivalente ; y finalmen
te lo convertiríamos en un triángulo que á él equivaliese.

TEOREMA.

166. Dos recíán^ulos ABCD y EFGH que íetigan 
ía misma base, fig. 95 , son entre sí como sus alturas *. Fig. 95.

Demostración. En este caso, lo mismo que (§. 58), 
las alturas AD y EH de los des paralelogramos pueden 
ser entre sí comensurables ó incomensurables.

En el primer supuesto si dividimos las alturas AD y 
EH en partes como Aá y EA, iguales á su común medi
da. y levantamos perpendiculares en los puntos de divi
sion, nos vendrán á resultar en cada uno de los rectangu-

* He variado la propuesta de este teorema á fin de hacerto seme
jante ai de la proposición del §• 255, que le es analogo.
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los propuestos tantos rectángulos iguales, cuantas divisio
nes haya en la altura de cada uno; pues que la base de 
todos estos rectangulitos habrá de ser igual á AB, y to
das sus alturas deberán ser iguales entre sí. La razón de 
los dos rectángulos ABCD y EFGH será evidentemente 
igual a la de los dos números que nos expresen cuántos 
rectangulitos contiene cada uno de ellos : números que son 
precisamente los mismos de las partes iguales contenidas 
en Ias alturas AD y Efí. Tendremos, pues:

ABCD : EFGH : : AD : EH.
Y como en el caso propuesto el rectángulo ABCD apa- 
rece dividido en cinco partes iguales á la ABí^Z, al mis- 

tiempo que el rectángulo EFGH se nos representa 
dividido en solas tres, deduciremos esta proporción-

ABCD : EFGH:: 5 : 3.
< -ST^® ’‘ in“mensurables las alturas AD

•9'7 EH, fig. 96 , se puede fácilmente hacer ver que la ra- 
zon de los rectángulos ABCD y EFGH no puede ser ni 
mayor ni menor que la de sus alturas.

Con efecto, sí tuviéramos
ABCD : EFGH :: AD : El, 

siendo El mayor que EH, é imaginásemos dividida la 
AD en partes iguales menores que HI, y que se lleva
sen estas partes sobre la EH desde E hacia H, caería ne- 
cesanamente un punto de division h entre H é I- y le 
vantando por este punto à la EH la perpendicular /m" 
tendremos el rectángulo EF^A, que nos dará:

ABCD : EF^á : : AD : EA,
pues que las alturas AD y EA serian incomensurabies en
tre si por construcción ; y comparando esta proporción con 
la anterior, se deduce facilísimamente de ellas

EFGH : £F¿^/¡ : : EI : EA;
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lo cual no es humanamente posible, por ser EFGH< 
EF^A, y EMA.

Llevando el punto I al otro lado del GH en I\ tam
poco se podrá obtener la siguiente proporción:

ÁBCD : EFGH : : AD : EI^í 
porque al tomar en h' el punto de division correspon
diente á h, tendriamos primeramente con respecto á las 
alturas AD y EZiS que son comensurables entre sí, 

ABCD ; EI-^7? : : AD : EZZ, 
la cual nos conduciría todavía á esta otra:

EFGH : EF/A^ : : El' : EA', 
y que no puede ser menos de ser absurda, á causa de que 
EFGH>EF^7/, y ElkEZZ.

No pudiendo, pues, ser mayor ni menor que la de 
AD á EH, la razón del rectángulo ABCD al otro rec
tángulo EFGH, será forzosa consecuencia:

ABCD : EFGH : : AD : EH.

TEOREMA.

167. Dos rectángulos cualesquiera son entre si como 
los productos de su base por su altura^ 6 como los pro^ 
duetos de dos lados continuos.

Demostración. Si de la base del paralelogramo ABCD, 
^2' 97> tosíamos una parte Áb, igual á la base del pa- Fig. 97. 
ralelógramo EFGH, y tiramos la recta be paralela a BC, 
nos resultará, con arreglo al teorema anterior:

AAíD : EFGH : : AD : EHí 
tomando despues AD por base de lós paralelogramos 
ABCD y AbcD , que entonces tendrán por alturas la AB 
y la Ábf podremos concluir:

ABCD : AArD : : AB í^ AA.
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Multiplicando ahora por orden estas proporciones 
con el cuidado de omitir el factor A^rD , común a los 
dos términos de la primera razón compuesta, y sostituir 
en lugar de Ab su igual EF, tendremos :

ABCD : EFGH ; : ABx AD ; EFxEH, 
resultado en que se verifica la propuesta del teorema *.

168. Observación. No siendo otra cosa medír las 
cantidades que comparar entre sí las de la misma especie, 
bien se deja conocer que la medida de las cantidades de
be tener por objeto el determinar cuantas veces contiene 
una area cualquiera á otra que arbítrariamente hayamos

* Aquí me he valido de la multiplicación por orden, como del 
medio mas sencillo de conseguir el resultado que se apetecía’, mas po
dría muy bien suceder que se experimentase alguna dificultad en con
cebir esta variación , en la cual parece que se deben multiplicar las areas 
entre sí. Con todo, esta dificultad dejará de existir luego que se iina- 
gine que estas areas, para ser comparadas unas con otras, están previa— 
mente referidas á una cierta y determinada area, adoj^ada por medida 
común ó por unidad. Y aun puede darse mayor claridad a este pasa- 
ge, poniéndolo en estos términos:

EFGH EH
A¿rD:EFGH::AD:EH, -77-77= TH

Las proporciones <lan A¿yD Aí
ABCD : AfeD : : AB : Ai ~= -

lo cual no presenta oscuridad alguna, puesto que tratamos de razones 
de cantidades homogéneas. En este supuesto, designando el quebrado

__ cuantas veces está contenida el area A¿fD en la EFGH, asi co- 
A^

mo la fracción T^nos manifiesta cuántas veces está contenida el area

ABCD en la AícD, el número de veces que la primera está contení-
□ EH A¿ 

da en la última , estará de consiguiente expresada por——-x tt= 
_ ADAB

- x concibiendo referidas las rectas á una medida común. 
ABAD’
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adoptado para que nos sirva de término de comparación 
ó de unidad. Medir, por ejemplo, el rectángulo ABCD, 
fig- 9^, ®5 tratar de determinar cuántas veces contie- Fig. 98. 
ne este rectángulo á un cuadrado abed ^ en el cual se su
ponga que el lado ab sea igual á la recta elegida para 
medida común de las longitudes de las rectas; y con arre* 
glo á lo expuesto, y refiriendo á la medida común la ba
se y la altura AB y BC del paralelogramo ABCD, nos 
resnlMrá: ¿g gQ
abed : ABCD : : abxbc : ABxBC ; ó : : i :-—x—; 

ab be

lo que pone en claro que el reeían^ulo ABCD contiene 
al rectángulo abcd, 6 al area adoptada for unidad tan
tas 'veces como el j^roducto del número de unidades linear 
res contenidas en su base AB, y multij^Ucado por el núme
ro de unidades lineares contenidas en su altura BC, con
tiene á la unidad numéricas expresión cuya exactitud es 
evidente, por estar ya reducidas á números las razones. 
El deseo de abreviar ha inducido á decir, que el area de 
cualquier rectángulo es i^ual al producto de su base por 
su altura s debiendo estar siempre con el cuidado de en
tender y restablecer la primera proposición, cuando dé 
motivo á ello la mala inteligencia de la segunda.

La verdad de la proposición antecedente resultalle la 
mera inspección de sola la figura, siempre que el lado del 
cuadrado elegido por medida común esté contenido exacta
mente en la base y en la altura del rectángulo ABCD. Ti
rando entonces por todos los puntos de division de la altura 
BC recias ef paralelas á la AB, nos resultará dividido el 
rectángulo ABCD en tantos rectángulos iguales, ó en 
tantas bandas ó fajas iguales, cuantas contiene su altura á 
la ab; y cada una de estas bandas puede dividirse, del

TOMO m. V
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mismo modo que Ia ABi/, en tantos cuadrados Bf^A, to
dos iguales al abcd, cuantas veces contiene la base AB á 
la ab. El número total, pues, de los cuadrados iguales al 
B^^A, contenidos en el rectángulo ABCD, es igual al de 
las bandas ABí^, multiplicado por el número de cuadra
dos contenidos en cada una : lo cual compone el producto 
del número de unidades lineares de la base por el núme
ro de unidades lineares de la altura.

169. i.® Corolario. Siempre que sean entre sí igua
les los dos lados AB y BC del rectángulo, en términos 
que haya pasado á ser cuadrado, en tal caso su area se 
medirá formando la segunda potencia de su lado ABi es 
decir, que contendrá al cuadrado abcd elegido por uni
dad, tantas veces cuantas la segunda potencia del número 
de unidades lineares contenidas en su lado contenga á la 
unidad numérica; y de esto nace que se llama tambien 
cuadrado de un número á la segunda potencia del mis
mo número.

170. 2.® Corolario. El area de cualquier paralelo
gramo se mide por el producto de su base por su altura. 
Con efecto, siendo entre sí equivalentes los paralelogra
mos de una misma base y de una misma altura (§. 161), 
cualquier paralelogramo habrá necesariamente de ser 
equivalente al rectángulo de la misma base y la misma 
altura. Se infiere asimismo que siendo entre sí dos parale
logramos cualesquiera como sus respectivas medidas, es
tarán de consiguiente en la razón de los productos de ca
da base por cada altura respectiva, ó simplemente en la 
razón de las bases, si son iguales las alturas; ó en razón 
de las alturas cuando tengan la misma base.

171. 3.° Corolario. Siendo todo triángulo la mitad 
de un rectángulo de la misma base y de la misma altura.
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habrá de medirse el area de todo triángulo tomando la 
mitad del producto de su base por su altura. Y siendo en
tre sí las mitades como los todos, cualesquiera triángulos 
vendrán á tener la misma razón que los paralelogramos de 
que hacen parte j y de consiguiente la misma que la de 
la respectiva base por su correspondiente altura (§, anteí.yi 
ó como sus bases, cuando sean iguales sus alturas; ó co
mo sus alturas, cuando sean iguales las bases.

PROBLEMA.

172. Trasformar en un eua¿irado dunparalelo^ra- 
mOf 6 d un triángulo dado.

Solueion. i? Determinando una media proporcional en
tre la base AB y la altura DE dd paralelogramo propues
to ABCD , fíg. ÇQ , hallaremos el lado Fíj del cuadrado Fig, pj. 
EFGH equivalente al paralelogramo dado.

Con efecto, en virtud de la última construcción te
nemos:

AB: FG : : FG:DEí

de donde se infiere que ABxDE = FG ; 
y como la medida del area del paralelogramo propuesto 
es ABxDE, y la del cuadrado EFGH, construido so- 

bre FG, es FG , esta última figura debe ser equivalen
te á la otra.

2. “ Por lo que respecta al triángulo A'B D'. debere
mos primeramente buscar la media proporcional FG entre 
la base A'B' y la mitad de la altura D'E', pues en tal caso 
tenemos :

A^B^ : FG : : FG : ^D'E';

de la cual se sigue que ^A^B^ xDE'^FG i en cuya
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ecuación el primer producto representa el area del trián
gulo, y el segundo la del cuadrado.

173. Corolario. Por medio del problema anterior se 
puede trasformar cualquiera polígono en un cuadrado 
equivalente; para lo cual será indispensable trasformarle 
en primer lugar en un triángulo, según el método 0. 164), 
y en seguida se convertirá inmediatamente el ral triángu
lo en un cuadrado.

174. Observación, Pudiendo todo polígono ser di
vidido en triángulos (§. 81), no habrá inconveniente en 
valuar su area, calculando con separación la de cada uno 
de los triángulos que lo componen, y tomando la suma 
de sus resultados.

TEOREMA.

Fig. 100. 175' ^^ ^^^^ ^^ ^^ euaí^rilátero ABCD , fig, 100, 
en el cual son entre sij?aralelos dos lados, ^^ que se llama 
traj^ezio t se mide j^or el j^rodueto de la semisuma de los 
dos lados paralelos t AB 7 CD, multij^lieada for la alta- 
ra EF tomada entre estos lados.

Demostraeion. Si tiramos la diagonal CB, dividire
mos él trapezio en dos triángulos ABC y BCD, cuya 
altura común será EF; y siendo AECD^ABC+BCD;

ARC-’ ABxEF;

BCD^'CDxEF; 
podremos concluir de estos antecedentes que

ABCD=iAB x EF-H ^CDxEF = j CABx~CD)EF, 
lo cual es justamente la propuesta del teorema.

Bueno será observar que la recta GH, tirada por el 
punto G de enmedio de uno de los lados no paralelos

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 1^7 
del trapezio, es igual á j (AB-nCD); porque siendo H 
el punto de enmedio de la línea BD (§. 58) la semejan
za de los triángulos BCD y BHI hace ver con evidencia 
que IH=| CD; asi como la de los triángulos ACB y 
Gd prueba del mismo modo que Gí—|AB, de lo cual 
resulta que

GH=GMH=| (AB-bCD).
Dividiendo también la recta GH á la EF en dos par

tes iguales (§. 58) se habrá de hallar á igual distancia 
de los lados paralelos del trapezio; y se podrá decir de 
consiguiente : que el area del trapezio se mide j>or el fro- 
ducto de su altura j multijjlicada jjor una línea tirada á 
i^ual distancia de las dos bases paralelas.

TEOREMA.

176. JÛas areas de los foli^onos semejantes son en
tre si corno los cuadrados de los lados homólogos de las 
mismos polígonos.

Demostración, Si los polígonos propuestos fuesen 
unos triángulos cualesquiera ABC y abc, fig. 101, los Fig. 
triángulos rectángulos BDC y bdc, formados por las altu
ras de los primeros, serán semejantes, como que ademas 
de tener los ángulos rectos D y ¿Z, tienen ademas entre sí 
iguales los ángulos B y ¿j lo cual nos da:

CD : cdt : BC : be; 
pero en virtud de la semejanza de los triángulos ABC y 
abc¡ habremos de tener tambien:

AB : ab t : BC : be; 
multiplicando estas dos proporciones por su orden, y di' 
vidiendo por 2 los dos términos de la primera razón de la 
proporción compuesta, nos resultará:

101.
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J ABxCD : ^ abxcd : : BC : be j 
resultado, cuyos primeros términos expresan las areas 
respectivas de los triángulos ABC y abe (§. 171) » y de 
consiguiente

■■-'—a —a 

ABC : abe :: BC : be .
2/ Estando divididos dos polígonos semejantes 

Fig. 51.ABCDE y abceie, fíg. 5 i, en un mismo número de til- 
ángulos semejantes (§. 89) y semejantemente dispuesto?, 
cada uno de los triángulos del primer polígono será á su 
correspondiente en el segundo como el cuadrado de uno 
de los lados del primer polígono es al cuadrado del lado 
homologo del segundo. Tendremos, pues:

ABC : abe ; : AB : ab

AEC ; ¿ríT : : AE : ae
EDC : í^í : ; ED : íZ

Mas la semejanza de los polígonos nos da la siguiente se
rie de razones iguales:

AB : ab : : AE : ae : : ED: e¿Jt 
de la cual se deduce

AB t ab t ‘ AE : ae ; : ED *. ed , 
lo cual demuestra la igualdad de las razones de cada uno 
de los triángulos de cada polígono á su correspondiente 
en el otro; y de donde resulta

ABC : abe : : AEC : aee : : EDC : ede.
Y de esta última serie de razones iguales se deducirá por 
último
ABC-h AEC-H EDC : abe-i-aee-^ ede : : ABC : abe,

ó ABCDE : abede : : ABC : abe : : AB : ab .
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El mismo razonamiento tendría manifíestamenle lugar, 
cualquiera que fuese el numero de lados de los dos polí
gonos propuestos.

TEOREMA.

177. Las areas ¿i^ dos triángulos que tenían un 
ángulo eomun, tienen la misma razón que los froáuetos áe 
los laáos que comprenáan el tal ángulo.

Demostración. Luego que bajemos las alturas CD y 
FG, fig. 101, de los triángulos ABC y AEF resultan Fig. lol. 
formados los triángulos semejantes ACD y AFG, que dan

CD : FG : : AC : AF;
y con arreglo al §. 171, tendremos:

ABC : AEF : : ABxCD : AExFG.
Si ahora se multiplican por orden las dos últimas propor
ciones, suprimiendo á un mismo tiempo el factor CD co
mún á los antecedentes, y el factor FG común á los con
secuentes, resultará, conforme á la propuesta, que

ABC : AEF : : ABxAC : AExAF.

TEOREMA.

178. £1 cuaáraáo AEHL, fíg. 102 , eonstruiáo so^ Fía. 102 
bre la hipotenusa áe un triángulo rectángulo ABE, es 
equivalente á la suma áe los cuaáraáos ABCDy BEFG, 
construiáos sobre los otros áos laáos áel mismo triángulo.

Demostración. Podríamos con razón deducir esta pro
posición de la del §. 75, ya que se ha hecho ver en 

aquel párrafo que AB'-h Be'= Ae' ; y que conforme 

al §. 169, los AB , BE y AE son las respectivas me-
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¿idas de los cuadrados ABCD, BEFO y AEHL; mas 
suponiendo estas consideraciones que las líneas y las areas 
se hallan referidas á números, he juzgado conveniente 
demostrar la proposición, va’iéndome inmediatamente de 
las areas, á imitación de Euclides, y sin hacer uso algu
no de razones de líneas.

Para ello es indispensable bajar desde el ángulo recto 
B del triángulo ABE sobre la hipotenusa AE la perpen
dicular BK, y prolongaría hasta I, y en seguida tirar las 
líneas DE y BL. Teniendo el triángulo DAE la misma 
base AD que el cuadrado ABCD, y hallándose com
prendido entre las mismas paralelas AD y CE, deberá ser 
equivalente á la mitad del tal cuadrado (§. 162); asi
mismo el triángulo BAL habrá de ser equivalente á la 
mitad del rectángulo AKIL, construido sobre su base AL, 
y comprendido entre las mismas paralelas AL y BL Aho
ra bien, los triángulos DAE y BAL son entre sí iguales 
(§• 16)» porq^s e^ ángulo DAE, compuesto del ángulo 
recto DAB y del ángulo BAE es necesariamente igual al 
BAL, compuesto igualmente de un ángulo recto EAL y 
del ángulo BAE, y siendo ademas respectivamente igua
les entre sí los lados AD y AB, AL y AE, como lados 
que son de un mismo cuadrado: es, pues, la mitad del 
cuadrado ABCD equivalente á la del rectángulo AKIL; 
y de consiguiente el mismo cuadrado ABCD sera equi
valente al rectángulo AKIL. Del mismo modo se hará 
ver que el cuadrado BEFG es equivalente al rectángulo 
EHIK; y de todo esto resultará que el cuadrado AEHL, 
compuesto de los dos rectángulos AKIL y EHIK es equi
valente á la suma de los dos cuadrados ABCD y BEFG.

179. i.® Corolario. Pues que tienen una misma al
tura AL los rectángulos AKIL, y EHIK y el cuadrado
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AEHL, habrán de ser entre sí como sus bases (§. 170); 
de modo que tengamos:

ABCD : BEFO : AEHL : : AK : KE : AE ;
es decifj que los cuadrados construidos sobre los lados 
del ángulo recto de un triángulo rectángulo son al .cua
drado construido sobre la hipotenusa, como los segmentos 
adyacentes AK y KE son á la hipotenusa entera AE. 

180. 2.° Corolario. Ya que las areas de los polígo
nos semejantes son entre sí como los cuadrados de los 
lados homólogos de los mismos polígonos (§. 176), si 
se construyen sobre los dos lados del ángulo recto del tri
ángulo ABE y sobre su hipotenusa AE, fig. 103, tres Fig. 103. 
polígonos semejantes X, Y y Z, vendremos á tener:

X : Ab\ : Y : Be\ : Z : AE ; 
de donde se inferirá:

Xh-Y : Ab'-h BE*: : Z : ÂË*j

“—3 ^^—3 

y del teorema precedente, que nos da AB -+- BE =
■ 3

AE , se podrá concluir que X ■+• Y = Z; es decir, que 
el polígono construido sobre la hipotenusa es equivalen
te á la suma de los otros dos.

PROBLEMA.

i8r. Consiruir un j^olí^ono semejante á ofro daí^Of 
y cu)'a area se halle en una razón elaeia con la del fri- 
mero, 6 que sea equivalente d un cuadrado dado.

Solución. En el primer caso, en que ha fig. 104, Fig. 104. 
designe uno de los lados del polígono dado, y en que el 
area de este polígono tenga á la del buscado la misma ra-

TOMo m. X
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zon que tienen entre sí dos rectas cualesquiera M y N; 
tómense de una recta indefinida AEdos partes AK y KE 
que se hallen en la misma razón: sobre la suma de ellas 
AE, como diámetro, descríbase una semicircunferencia; 
levántese la perpendicular BK; tírense las cuerdas AB y 
BE; por último, llévese sobre la AB, desde B á C, el 
lado he de la primera figura, y habiendo tirado CD 
paralela á la AE , tendremos en BD el lado que en el po
lígono buscado es homólogo á he. La cuestión, pues, que
dará reducida á construir sobre BD un polígono semejan
te al polígono X, lo cual se efectuará con arreglo al mé
todo del §. 90.

Para demostrar la construcción anterior deducimos 
desde luego de los triángulos ABE y CBD, semejantes 
entre sí, las siguientes proporciones :

AB : BE : ; BC : BD y AB' : Be' : ; Bc\ BD 
mas con arreglo al §. 179

AB* : Be\ : AK : KE ó : : M : N;

-^—2 —— 2'

de consiguiente BC : BD : : M : N;
y por tanto (§. 176) el polígono construido sobre BC se
rá al polígono construido sobre BD en la misma razón que 
M á N, como lo exige la propuesta de la cuestión.

Si el lado he de la figura X fuese mayor que AB, 
prolongaríamos esta línea hasta C?; mas no por eso varia
rían la construcción ni la demostración.

En el caso en que el area del polígono pedido debiera 
ser equivalente á un cuadrado dado N®, se trasformaría 
igualmente en un cuadrado el polígono dado, y represen
tando por M^este cuadrado, seria necesario que tuviésemos

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 163

BC: Bd": : M= : N , 
á h dial se sigue M : N : : BC : BDj 
asi (,brendriamos entonces á BD con el auxilio de las lí
neas proporcionales (§. 62) ó bien podríamos tomar AK 
y KE en la misma razón de los cuadrados M^ y N®.

TEOREMA.

182. El area de un folí^ono regular tiene jíor me-^ 
dida ¿a mitad del j?rodueto de eu contorno j>or el radio 
del ív culo inscrito,

Demostración. El tal polígono puede ser dividido en 
.tantos triángulos igualescomoladostiene(§. 13 9); uno de

estos triángulos ABO, fig. 79, se halla medido por JABxFig. 79.

OG} y repitiendo este producto tantas veces como lados 
tiene el polígono, nos resultará, siempre que designe
mos por N al número de lados,

^NxABxOG i
mas representandoN xAB al contorno ó perímetro del 
polígono, si lo designamos por P, vendremos á tener por 
resultado á

^PxOG, 
como nos lo anuncia la propuesta del teorema.

Al radio del círculo inscrito se le llama también apo
tema ^ y en consecuencia se dice que el area de un polígo
no regular tiene por medida la mitad del producto de su 
perímetro por su apotema.

183. Corolario. Del último teorema y del §. 140 
se sigue que siendo entre sí las areas de los polígonos re
gulares de un mismo número de lados como los cuadrados
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¿0 SU lados, lo son asimismo entre si como los cuadrados 
de los radios de los círculos, en los cuales esten inscriros, 
ó á los cuales se hallen circunscritos. Con efecto, tenemos 
sucesivamente

ABCDEF : abcíief : : AB ab •, 
AB ■. ab AO : ao ^§. 140), 
AB : ah : : A0' : ao j

de lo cual resulta ABCDEF ; abedef-, : AO': ao^.
Por otra parte, observando que AO : ao : : OG : 0^ 

^§. 140^, tendremos del mismo modo que

ABCDEF : abnief : : OG : 0^ .
1 84. ObserT^aiion. Haciendo aplicación de la propo

sición del párrafo precedente á los polígonos regulares ins
critos y circunscritos á un mismo círculo, se echa de ver 
que en todo caso es posible hallar dos polígonos del mis
mo número de lados, inscrito el uno y circunscrito el otro, 
tales que la diferencia de sus respectivas areas sea menor 
que cualquiera otra cantidad dada, por pequeña que pue
da esta imaginarse.

Fig. 8/. Efectivamente, en la figura 87 tenemos con la ma

yor evidencia ABCDE t abede : : O^\ Oc";
y designando por P el area del polígono circunscrito, y 
por y la del polígono inscrito, resultará

Piyi-Otf": OG’,

: P:: 0# -OG\ O^“í

de donde se deduce que P — 7?— ^(^^ ^^ )

O4
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valor en el cual se puede hacer tan pequeño como se

------2 ' 2 

quiera, el factor Orf — OG , multiplicando los lados de 
los pí ligcnos.

jS$. Ccrolarío Siendo visiblemente mayor que el 
círculo el polígono circunscrito, mientras el inscrito es 
irenor que el misn.o cirtu^o , se infiere claramente que en 
todo caso podremos asignar un polígono regular, ora ins
crito, oía circunscrito , cuya area se diferencie , cuan po- 
co se quiera, de la de un círculo dado. Para lo cual bas
tará escoger un polígono de un número de lados bastan
te grande, á fin de que la diferencia entie el polígono 
inscrito y el polígono circunscrito no supere á la cantidad 
asignada.

TEOREMA.

186. Óf ífes canfidades A, B, X, son iaks, ^ue la 
primera A, á la eual su/cntmos Tarlahlef j que jamas 
deja ¿le suj:eraf‘ á ca¿la una ¿le las otras ¿los B ^ X que 
no 'lartan, fucila afroilmarse ¿í unmismo tieinj}0 , cuan
to se quiera a entrambas, será forzoso áecir que BzzX.

¿emostradon. Sea 1.® X>B; y con arreglo á esta 
hipótesis, y en virtud de la propuesta, _

A>X;X>Bi
de lo cual resulta que si te-mames A de modo que la di
ferencia A —B sea menor que una cantidad cualquiera J', 
lo cual siempre se mira como posible, la diferencia X—B 
habrá de ser con mas fuerte razón menor que /.

a.® Sea X<B; y en tal caso tendremos A>B; B>Xí 
y tomando A de modo que A—X sea menor que /, con 
mucho mayor razón la diferencia E—X será menor quccT.

Y conduciendo este razonamiento á manifestar que la 
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diferencia de las dos cantidades invariables X y B es necesa
riamente menor que cualquiera cantidad dada , por peque
ña que esta sea, se sigue forzosamente que B::zX (§, i 5 g).

TEOREMA.

187. £1 area ¿ie un círculo tiene por medita la mi-» 
taJ ¿iel producto de la circunferencia por el radios ó 
■JCR, designando por C la circunferencia^ y por R el 
radio.

Demostración. Con efecto, cuanto mas aumenta el 
número de los lados del polígono circunscrito, tanto mas 
se aproxima á la circunferencia su perímetro P (§. x j 2), 
y tanto mas se aproxima al producto JCR el JPR, sin 
embargo de que este segundo será siempre mayor que el 
primero, bien que pueda disminuirse el exceso cuanto se 
quiera. Por otra parte, el area del mismo polígono, que 
siempre es mayor que la del círculo, puede aproximarse 
á esta con cuanta cercanía se apetezca (§. 185). Se ha
llan , pues, los productos JPR, JCR, y la verdadera 
medida del area del círculo, en las.mismas circunstancias 
que las tres cantidades A, B y Xdel párrafo precedente. 
De consiguiente la verdadera medida del area del círculo 
es JCR*.

* Se demuestra inmediatamente que la medida del area del círculo 
no puede ser mayor ni menor que Í-CR: en vista de que si se verifica
se que fuera mayor, ICR seria en tal caso la medida de un círculo 
mas pequeño que aquel cuyo radio fuese=R; mientras que inscribien
do en este último círculo un polígono mayor que el otro círculo (véaie 
la nota de la fá^. 1^4"), este polígono tendría sin embargo por medida 
un producto menor que íCR, puesto que su contorno y su apotema 
son respectivamente menores que C y R.

Tampoco se puede suponer que el producto 4CR sea la medida 
de un círculo mayor que el propuesto ; pues inscribiendo en el círculo
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188. Corolario. De esto se infiere que las areas de 
los círculos son entre sí como los cuadrados de sus respec
tivos radios ó diámetros. Con efecto, pues que tenemos 
esta proposición:

C:C::R:R^(§. 154),
si la multiplicamos por estotra

ÍR : íR' : : R : R; 
la cual es evidente, producirá la que sigue:

ÍCR : K/K' : : R“ : IVs
en cuya proporción los dos términos de la primera razón 
son, con arreglo á lo que precede, las respectivas medi
das de las areas de los círculos, cuyos radios son R y Rí

Por otro lado , es bien manifiesto que designando por 
D y por D' á los respectivos diámetros, y siendo, como 
es bien sabido, D—2R, D^=2R\ tendremos esta pro
porción :

R* : R'’ : : D’ : D'5 
y de consiguiente

iCR : iC'R' : : D' : D'4
lo cual completa la propuesta de la proposición.

Si representamos por ^ la circunferencia de un cír
culo cuyo diámetro esté designado por 1, la superficie 
de este círculo deberá ser ^x:r—^^; y por tanto

iCR':: I 
de donde se infiere que

lo cual nos hace ver que el area de un eíreulo es j^ual al 
cuadrado del diameíro multiflicado for | de la razón de 
la circunferencia al didmeíro. Si sostituimos en vez de 

mayor un polígono mayor que el círculo propuesto, este polígono ten
dría una medida mayor que la que se asigna al círculo en que se halla, 
inscrito.
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D'’ SU equivalente 4R'*, nos resultará^rR'’, ó el cuadra- 
do del radio tnulíiflicado por la razón de la circun/eren- 
da al diámetro.

TEOREMA.

Fíg. 105. 189. El area de la figura AFBO fig. 105 , termi
nada j^or los dos radios A0/ BO, <¡ue forman un ángulo 
cualquiera, y por el areo de eíreulo AFB, la cual se lla
ma sector del círculo, tiene por medida á la mitad del 

producto del arco AFB, multiplicado por el radio AO.
Demostración. Si por el centro O levantamos sobre 

el diámetro AE la perpendicular DO, los lados del ángu
lo recto AOD y el arco ABD comprenderán evidente- 
mente entre sí la cuarta parte de la area del círculo; y el 
razonamiento del §. 109 nos hace ver que el area del 
sector AFBO es á la del sector AOD en la misma razón 
que el arco AFB al arco AD. Mas por cuanto el area del 
sector AOD es la cuarta parte de la del círculo, ven
drá á ser

A 0D=^x i CxA0=^Cx AO ;
y la proporción presentada mas arriba

AFBO : AOD : : AFB : AD, ó ^C, 
se trasformará en la que sigue:

AFBO : jCxAO : : AFB : ^Cí
lo cual nos dará: 

AFBO=:^AFBxAO, 
según nos lo anuncia la propuesta de la proposición.

190. Observación. Podremos determinar el valor 
del espacio AFBA, que se halla comprendido entre el 
arco AFB y la cuerda AB, sustrayendo del area del sec
tor AFBO la del triángulo ABO.
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Esta última se expresará por | BG x AO, siempre 
que BG sea perpendicular á la AO (§. I7i)i y quitan
do su valor del del sector AFEO (§. 189), tendremos 
por residuo.

AFBA-| AFBxAO-jBGxAO = |(AFB^BG) AO, 
que es decir: la mitad del producto de la diferencia en
tre el arco AFB / la perpendicular BG, multiplicada 
por el radio AO *.

N. B. El espacio AB se llama segmento, y á la por
ción FH del radio OF perpendicular á la cuerda AB se 
la da el nombre ás^echa.

* En la Trigonometría se hace muy frecuente uso de la perpendi
cular BO f dándola el nombre de uno del arco AFB*

TOMO III. Y
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SEGUNDA PARTE.

SECCION PRIMERA.

DE LOS PLANOS Y DE LOS CUERPOS TERMINADOS 
POR SUPERFICIES PLANAS.

N. B. En todo lo que va á seguír, las figuras abra

zan el espacio con todas sus tres dimensiones. Las líneas 
puntuadas pasan por la espalda de los planos.

los glanos ^ de las líneas rectas»

191. Ya que la línea recta se aplica exactamente al 
plano en todos sentidos (§. 2), es bien claro que en te
niendo una recta dos de sus puntos en un plano, debe 
hallarse en él toda entera, sin lo cual se podrían tirar 
por dos puntos muchas líneas rectas; la una que estaría ti
rada en el plano mismo por los puntos dados, y las otras, 
que tendrían prolongaciones fuera del plano; lo cual no 
puede acordarse con la idea que tenemos formada de Ia 
línea recta.

192. La intersección de dos planos es una línea rec
ta, según resulta de las definiciones del §, 1 ; y bien se 
concibe que si por dos puntos de la intersección se tira 
una recta, deberá hallarse á un mismo tiempo en el uno 
y en el otro plano (§. preced.") ; y de consiguiente no po
drá menos de ser su mutua intersección.

Fig. 106. 193« Por una misma línea recta AB, fig 106, se 
puede hacer pasar una infinidad de planos diferentes CD,
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EF, GH &c. Para convencerse de ello, basta observar 
que á un plano se le puede en todo caso suponer girando 
al rededor de una línea recta tirada por dos de sus pun
tos, y tomando por este medio un infinito número de di
ferentes posiciones, sin que los puntos de la recta varíen 
de lugar; mas no por eso se deja de ver que este plano 
permanecerá inmoble siempre que se fije fuera de la recta 
un punto, por el cual deba necesariamente pasar. De lo 
cual resulta que se halla determinada la situación de un 
plano cuando se conozcan y no se hallen en una misma 
recta tres de los puntos donde haya de pasar, asi co
mo está determinada la posición de una recta luego que 
tenemos conocimiento de dos de sus puntos.

Se puede igualmente demostrar esto mismo hacien
do ver que dos planos que tengan tres puntos comunes 
A, B, C, fíg. 107, se confunden en toda su extensión; Fig. 107. 
y para convencerse de ello basta observar que si por un 
punto cualquiera E, tomado en uno de estos planos, se 
tira una recta EF que encuentre á dos de las tres rectas 
AB, AC y BC que juntan á cada dos de los tres pun
tos comunes, y que por esta razón se hallan á un mismo 
tiempo en dos de los planos (^§. 191), esta recta será 
igualmente común á los mismos planos, por tener en_ellos 
los dos puntos y y, en que corta á la AB y á la BC. 

194. Están por consiguiente en un mismo plano dos 
rectas que se cortan; porque haciendo pasar un plano por 
una de ellas, por la AB por ejemplo, y por un punto 
C, tomado sobre BC; teniendo esta última dos de sus 
puntos B y C sobre el plano, habrá de hallarse en el 
mismo toda entera (§. 191).

De esto se infiere que juntando dos á dos, por me
dio de rectas, tres puntos tomados de cualquier modo en
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el espacio, el triángulo que resulte ABC, habrá de ha- 
llarse todo entero en un mismo plano.

No acontece lo mismo con cuatro puntos tomados 
por casualidad, pues el plano que pasa por tres de ellos 
no siempre pasa por el cuarto; y como no se halla en un 
mismo plano el cuadrilátero que en tal caso resulta, se le 
conoce bajo el nombre de cuadrilátero oblicuo,

195. Las paralelas, en consecuencia de su definición, 
han de estar siempre en un mismo plano; pero es necesa
rio tener muy presente que en el espacio dos rectas pue
den ser perpendiculares á una tercera sin ser entre sí pa
ralelas ni encontrarse; porque pueden tirarse por un solo 
punto tantas perpendiculares á una misma recta, cuantos 
planos se pueden hacer pasar por la indicada recta; es 

Fig. 106. decir, una infinidad. Las rectas AC, AE, AG, fig. 106, 
pueden todas ser perpendiculares á la AB, la primera en 
el plano CD, la segunda en el plano EF, y la tercera 
en el plano GH. Si sucediere lo mismo á las líneas BD, 
BF y BH, serán entre sí paralelas las rectas BD y AC, 
como que son juntamente perpendiculares á la misma 
recta AB en el plano CD; pero estas mismas rectas no 
serán paralelas á ninguna de las demas.

TEOREMA.

Fig. 108. 196. Una recta CD, fig. 108, levantada fuera 
de un ÿlano AB, ferfendieularmenie á otras dos DE, 
DF tiradas /or su /ie en el mistno /laño, es /er/endi^ 
eular á todas las que se /ueden tirar /or aquel /unto 
en el mismo /laño.

Demostración. Sea DG una recta tirada por el pun
to D, de cualquier manera en el plano AB ; y ademas es 
necesario tirar una recta EF que corte á la DG; prolón-
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guese por ¿ebajo del plano AB la CD en «"^ cantidad

Qf); y tírense por último las rectas di, Cd 
CF C^E, C^G y GF. Y pues que la CD es perpen- 
dicu’lar sobre la DE y la DF, estas lo habrán de ser sœ 
bre C'D (§. 13)5 las oblicuas CE y C'E CF y CF 
serán ¡guales, como que distan igualmente del píe D de la 
perpendicular 27); y por otra parte siendo común el 
lado EF á los triángulos CEF y C'EF, tendrán respec
tivamente iguales entre sí todos sus lados, y serán por 
consiguiente totalmente iguales (§. »9): serán, pues, 
iguales los ángulos CEF y C'EF. Lo mismo puede de
cirse de los triángulos CEG y C'EG, en los cuales se ha
llan comprendidos los tales ángulos entre un lado común 
EG y otros dos lados respectivamente iguales entre si CE 
y C'E (§. 16). A lo cual es consiguiente que los lados 
CG y C'G sean iguales; y como que distan igualmente 
del punto D, resulta de esto que la recta DG es perpen
dicular sobre CD (§. v)’ y Slue reciprocamente lo es 

la CD sobre la DG*.
197 . Obíervacion. Cayendo la recta CD de modo 

que forma ángulo recto con cada una de todas las que se 
pueden tirar por su pie en el mismo plano, y no mcli- 
nándose de consiguiente hacia lado alguno de él, se dice 
con propiedad que le es perpendicular.

TEOREMA.

198 Sitresrectas ED,FD y GD, fig. 109 fue- Fig. 109. 
ren perpendiculares d otra misma recta CD en un mis-

Esta demostración, del mismo género que la de Euclides, pero 
mas sencilla, me ha sido comunicada por M. Cauchy, geómetra joven 
muy distinguido.
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mo^ funto D, udas las tres habrán de hallarse en un 
wismo plano perpendicular d esta Última.

Demostraeion. No siendo esto asi, podríamos hacer 
pasar por dos^ rectas ED y FD un plano AB, al cual 
sena perpendicular la CD, y que cortaría el plano GDG, 
tirado por la GD y U CD en una recta G'D, que tam
bién seria perpendicular á la CD (§. 196): y entonces 
tendríamos sobre una misma recta CD en el mismo pun
to D y en un mismo plano dos perpendiculares GD y 
GDj lo cual es imposible (^§. 33^.

TEOREMA.

199* Por un punto eseo^ido fuera de un plano, 6 
^ue se halle en el mismo piano , no se puede tirar mas que 
una sola perpendicular al indicado plano ; asi como por 
el mismo punto de una recta no puede pasar mas de un 
solo plano perpendicular á ella.

Demostración. El pñniet caso de la proposición es 
casi evidente por sí mismo; pues sí por el punto C, üg.

■ 108. ro8 , pudiéramos bajar sobre el plano AB otra perpendi
cular distinta de la CD, por ejemplo CG, seria tambien 
perpendicular esta recta sobre la GD, y el triángulo 
CGD vendría á tener á un mismo tiempo dos ángulos 
rectos; lo cual es, como bien se ve, una consecuencia ab
surda (§. ga).

’• “«“"‘^ perpendicular 
109. CD, fig. 109, y por la primera CD se hiciera pasar 

un plano, seria indispensable que las dos rectas CD y 
C D fuesen á un mismo tiempo perpendiculares á la rec
ta DE, en la cual encontraría él al plano AB; lo cual es 
asimismo otro absurdo. Se ve, pues, que es verdadera la 
proposición en sus dos primeras partes.
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por lo que respecta á la tercera, si por el punto D 
se pudiera tirar perpendicularmente á la CD otro plano 
distinto del AB, y'que se tirase por aquel punto en el 
primero una recta cualquiera GD, encontrando en tal 
caso el plano GDC, tirado por esta recta y por la .per
pendicular CD al plano AB en una recta G"D diferente 
de la GD , vendría á seguirse que dos rectas G'D y GD, 
comprendidas en el mismo plano que la CD, serian per
pendiculares en el mismo punto de esta recta; lo cual es 
absurdo (§. 32).

TEOREMA.

2 0 0. Las oblicuas que igualmente distan de la/er- 
^endicular á un jylano, son entre sí igualesi las que mas 
se apartan de ella son las mas largas ; )/ la perjfendicular 
es la mas corta de cuantas rectas se j^ueden tirar desde 
un j)unto dado d un j^lano.

Demostración. Siendo CD la perpendicular, fig. 110, Fig. lío. 
1.“ todos los puntos situados en la circunferencia del cír
culo EF, descrito desde el ponto D como de centro, se 
hallan igualmente distantes del punto C; pues que sien
do rectos los ángulos en D, habrán de ser iguales los tri
ángulos CDE y CDF, como que tienen común el lado 
CD, y entre sí iguales los lados DE y DF; es por con
siguiente CE—CF.

2 .° Si se junta con el centro D el punto G exterior 
al círculo, la recta GC, situada en el mismo plano que 
las rectas CF y CD, será mas larga que la CF (§. 27).

3 .° La línea CD , que sin la menor duda es mas cor
ta que la CF, habrá forzosamente de ser mas corra que 
todas cuantas se puedan tirar desde el punto C sobre el 
plano AB.
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201. Observacioftes. Hallándose cada punto de la 
recta CD igualmente distante de todos los de la circun
ferencia EF, se puede hacer uso de él en la descripción 
de esta circunferencia; cual si fuese el centro D.

Valiéndonos de este medio, podríamos bajar desde un 
punto exterior una perpendicular i un plano. Para ello 
describiriamos en primer lugar desde el punto C sobre el 
plano AB un círculo, cuyo centro D buscaríamos; y jun
tándolo con el punto C, tendremos la recta CD perpen
dicular al plano AB.

Siendo la perpendicular CD la línea mas corta que 
se puede tirar desde el punto C al plano AB, se nos pre
senta en ella la medida natural de la distancia del indica
do punto C al mencionado plano.

TEOREMA.

Fíg. iii. 202. Si Jesiie un punto C Je la recta CG oblicua 
al plano AB, fig. 111, x^ bajare sobre este plano la per^ 
penJicular CD, / se juntaren por medio de una recta los 
puntos G y D; la recta EF tirada en el plano AB 
perpendicularmeníe d la GD, será tambien perpendicular 
a la CG.

Demostración. Después de haber tomado GE=GF, 
y de haber tirado en el plano AB las rectas ED y FD, 
tendremos ED=FD (^§. 27). Tirando en seguida las 
oblicuas CE y CF, habrán estas de ser entre sí iguales 
por hallarse á igual distancia de la perpendicular (§. 200)5 
mas considerándolas con respecto á la CG en el plano 
ECF, hallaremos que distan igualmente del píe G de la 
recta CG, la cual será por consiguiente perpendicular á 
la EF (§. 30).
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TEOREMA.

203 . Unit recia DE, fig. 112, situada fuera de Eig. 
un flano AB 7 paralela a otra euahiuiera AC tirada en 
et mismo flanc, no to encontrará jamas, /for mas froton- 
^ada ijue la sujfon^amos , / habrá de ser at mismo tiempo 
f araleta á toda recta BF, tirada en el flano AB parale- 
lamente á la AC.

Demostración. 1.“ Hallándose la recta DE con la 
recta AC en un mismo plano AD, no podría encontrar 
al plano AB, sino en su intersección con el anterior^ es 
decir, sobre AC; mas no pudiendo DE encontrar á la 
AC, por suposición, tampoco podra encontrar al pla
no AB.

2 .° Sí por la rectaDE y por uno de los puntos B de la 
recta BF, paralela por suposición á la AC en el plano AB, 
se tira el plano Ey, la recta B/'habra necesariamente de ser 
paralela á la DE. pues que se acaba de hacer ver que la DE 
no puede encontrar al plano AB, en el cual se hada tam
bién contenida Ia 1^; y con arreglo á lo que precede, no 
pudiendo la recta AC, paralela á la DE, encontrar tam
poco al plano D/ en que se halla contenida esta última, 
le habrá de suceder lo mismo con respecto á la recta ^, 
la cual se halla alli también. No encontrándose, pues, en 
ningún punto las rectas AC y B/que se hallan conteni
das en un mismo plano, habrán de ser entre si paralelas; 
y como por el punto B no es posible tirar mas de una so
la paralela á la AC (§. 40), es consiguiente que ly se 
confunda con BF, ó que la DE sea paralela a la BF ; lo 
cual viene á ser la segunda parte de Ia proposición.

2r4. Corolario, Por lo dicho se ve claramente q[uô
TOMO III, 2

112.
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cumo sean dos rectas DE y BF paralelas á una misma ter
cera AC, habrán de ser paralelas entre sí; porque si ima
ginamos nn plano AB que pase por la recta BF y por la 
recta AC, la recta DF deberá satisfacer á las condiciones 
de la propuesta del teorema anterior.

TEOREMA.

205. Los angulas BCD / EAF, que iienen ¿os la
bios j^aralelos y la abertura ei¿ri¿ic¿a haeia una misma 
farte, son entre st iguales, aunque se hallen situaelos 
en distintos flanos.

Demostración. Si por los lados paralelos CD y AE, 
CB y AF se hacen pasar dos planos AD y AB; que se 
tome CD—AE; CB—AF; y que ademas se tiren las 
DE, BF, DB y EF, las figuras ACDE y ACBF serán 
paralelogramos (J. 79); los lados ED y FB serán por 
consiguiente iguales á la AC, paralelos entre sí (J./r^f.), 
y formarán un paralelogramo, en el cual tendremos DB 
—EF. Teniendo los triángulos DCB y AEF los tres la
dos del uno respectivamente iguales á los tres del otro, 
cada uno al suyo, habrán de ser por consiguiente total
mente iguales los triángulos, y por tanto BCD=EAF.

TEOREMA*

206. Si en cada uno de los dosflanos AB 7 AD se 
tiran for un funto cualquiera H de su común sección AC 
las rectas IH 7 HG, resfectivamente ferfendieulares á 
la indicada común sección; }> con tal que el ángulo IHG 
que ellas forman entre sí, sea igual al ángulo ihg, 

formado for las rectas ih 7 hg, tiradas de la misma 
manera en los flanos ab 7 ad, con resfecto á la común
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sección ac de estos ^ se ^odi'cin heuer coincidir los dos ^ri“ 
meros j^lanos con los dos últimos.

demostración. Si se aplica el plano ah sobre el AB 
de modo que ac caiga sobre AC , y que el punto h se ha
lle sobre el punto H, la recta h^ coincidirá necesariamen
te con la HG por ser rectos los dos ángulos ah¿ y AHG. 
Ademas, las rectas IH y HG, perpendiculares a la AH, 
determinan un plano GHI perpendicular á la misma recta 
(§. I98)i las rectas ih y h^ determinan igualmente otro 
plano¿hi, perpendicular á la ah. Mas cuando la ah se ha
ya confundido con la AH, los planos GHI y ghi deben 
confundirse tambien; sin lo cual seria posible tirar por el 
mismo punto H dos planos perpendiculares á la misma 
recta (§. 199); y siendo por suposición entre sí iguales 
los ángulos GHI y ghij es consiguiente que coincidiendo 
hg con HG, coincida tambien ih con IH; de lo cual re
sulta que los planos ad y AD coincidan asimismo, pues 
que las dos rectas ah é ih situadas en el primero se con
funden con las otras dos rectas AH é IH, colocadas en el 
segundo (§. í94)’

207. i.® Corolario, De esto se sigue que el espacio 
comprendido entre dos planos AB y AD que se cortan, 
considerado entre estos límites, puede, sin embargo de ha
llarse indefinido en todos los demas sentidos, compararse 
á cualquiera otro espacio terminado de la misma manera. 
Este espacio, que es con respecto á los planos lo que el 
ángulo primitivo es con respecto á las rectas (§. 7) , vie
ne á constituir el ángulo de los mismos jjlanos, y mide su 
inclinación.

Lo llamaré de aqui adelante ángulo diedro, querien
do decir con esto, ángulo de dos caras¡ y lo designare 
por cuatro letras, de las cuales las dos del medio nos in-
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dicaran la comun sección de los planos, ó la arista del án
gulo diedro *.  El ángulo formado por los planos ÁB y AE, 

Fig. 113- fig. 113, que se encuentran á lo largo de la línea AG, 
viene á ser el ángulo diedro BGAE, ó DHGC.

* Se le da ordinariamente el nombre de ángulo plaw; pero esta 
denominación es muy viciosa, porque no nos presenta del ángulo otra 
idea que la de estar contenido en un plano, y por consiguiente la de 
cualquier ángulo formado por dos rectas. La palabra íHedro es com
puesta de otras dos griegas, de las cuales la primera significa dos, y la 
segunda cara ó base.

Ademas de lo dicho se sigue del §. precedente que 
el ángulo CHD, formado por las rectas HD y HC, ti
radas perpendicularmente á la comun sección AG de los 
planos AB y AE , es la medida natural del ángulo diedro 
que ellos comprenden entre síj pues que es bien visible 
que si hacemos girar al plano AC al rededor de la recta 
AG, comun sección de los dos planos propuestos, ó aris
ta del ángulo diedro, la recta HC, que coincidirá con 
HD, cuando el plano AC se halle exactamente aplicado 
sobre AB, describirá en este movimiento un plano perpen
dicular á AG (^§. 198), y vendrá á colocarse en HF en 
la prolongación de HD, cuando el plano AC se halle en 
el de AB ; de suerte que el ángulo CHD tiene su prin
cipio, aumento y conclusion, juntamente con el de los 
planos. Por otra parte, si comparamos el ángulo de los 
dos planos ab y ae con el de los otros dos planos AB y 
AE, hallaremos que la razón de estos ángulos diedros es 
la misma que la razón de los ángulos ch¿i y CHD. Con 
efecto, cuando estos ángulos son comensurables entre sí; 
que se les divida en partes que sean alícuotas del uno y 
del otro, por medio de las rectas hd'^ HD\ HD ; y que 
se tire por la comun sección a^ y por hd' el plano ad'i 
y por la comun sección AG y por HD\ HD", los planos
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AD, AD”, se formarán por una parte los ángulos die
dros dhgd', d'ligc, y por la otra los ángulos diedros 
DHGD\ D^HGD", D'HGC, que serán todos iguales
(§. 206); y el ángulo diedro dk§c será al ángulo diedro 
DHGC como el número de partes contenidas en el ángu
lo ehd es al número de partes contenidas en el ángulo
CHD.

Si los ángulos diedros hgac y BGAC no fuesen co- 
mensurables entre sí, nos valdríamos de un razonamiento 
absolutamente semejante al del §. 109, y uos haria ver 
que su razón no podia ser menor ni mayor que la razón de 
los ángulos M y CHD. Resulta, pues, de esto que el 
íífigulo diedro túnff por medid^ ¿il cíngulo ^IctnOf J'oj'wado 

j)ot' dos rectas tiradas cada cual en cada una de las caras 
ó fachadas jjerjjcndicularmente d su común sección ^ 7 for 
un mismo punto de la tal recta.

Bien se ve que los ángulos diedros gozarán de las mis
mas propiedades que los ángulos planos que los miden : los 
ángulos diedros LGHI y BGHC, por ejemplo, opuestos 
por la arista GH, son entre sí iguales por tener como me
didas á los ángulos planos IHF y CHD, opuestos por el 
vértice.

208. 2.° Corolario. Un plano CD tirado por la lí
nea FG perpendicular al plano AB,fig. 114, no se in- Fig. 114. 
clina hácia lado alguno de este último, al cual es por con
siguiente perpendicular i pues si en el plano AB se tira 
perpendicularmente á la CE la recta FK, prolongándola 
hasta K',siendo rectos los ángulosGFK y GFK^(§. ^9^)» 
se infiere del párrafo precedente que los ángulos diedros 
BECD y ACED, formados por el plano CD sobre las 
dos partes AE y CB del plano AB, como rectos que son, 
han de ser forzosamente entre sí iguales.
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Bien claro se ve que por la recta CE, tomada en el 

plano ÁB, no puede levantarse perpendicularmente sobre 
este plano sino el único plano CD.

TEOREMA.

209. Si jjor un j}unto cualquiera de ¡a común sección 
CE de los planos AB ^ CD que se encuentran en an
gula recto, se levanta perpendicularmente al primero una 
recta FG, se hallará comprendida esta recta en el se^ 
¿lindo.

dDemosfradon, Con efecto, si no se hallase en él, se 
podría todavía tirar por la tal línea y por la CE un se
gundo plano perpendicular á AB; lo que es absurdo 
(§. preced.').

Por otra parte la recta FG es perpendicular sobre la 
común sección (§. 196).

2 10. Corolario. De aquisesígue que la intersección 
^^5' ^^5' OH, fig. 11 ^ , de dos planos CD y EF, perpendicula

res á otro tercero AB , es perpendicular á este último; 
porque debiendo, por el párrafo precedente, la perpen
dicular levantada por el punto 0 del plano AB hallarse 
á un mismo tiempo en el plano CD y en el plano EF, 
no puede menos de ser su común sección OH.

TEOREMA,

Fig. 114. 211. Ha recta FG, fig. 114, tirada perpendicu
larmente d la CE en el plano CD que encuentra al AB 
en ángulo recto ^ es perpendicular d este último plano.

Demostración. Si por el punto F se tira en el plano 
AB Ia recta FK perpendicular á la CE, el ángulo GFK
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será forzosamente recto, pues que el plano CD es, por 
suposición, perpendicular sobre AB (§. 208). Y hallán
dose á un niismo tiempo la línea GF perpendicular á las 
dos rectas CE y FK, tiradas en el plano AB, deberá tam
bien ser perpendicular á este mismo plano (§. 196).

TEOREMA.

212. Dos rectas FG 7 HI, ^erj^endiculares a un 
mismo plano, son entre sí paralelas í / reciprocamente ^ si 
la recta FG es perpendicular al piano AB, siendo al mis^ 
mo tiempo HI paralela á la FG, deberá tambien ser la 
HI perpendicular al plano AB.

Demostración. Si por medio de la recta CE se juntan 
los puntos F y H, y por la misma línea y la FG se tira 
el plano CD, que será perpendicular á AB, él compren
derá á la recta HI, pues que esta es tambien perpendicu
lar á AB (§. 209); y hallándose entonces esta .última ea 
el mismo plano que FG y perpendicular á la misma recta 
CE, habrá de ser paralela á la FG (§. 39).

Reciprocamente, si las líneas FG y HI son entre sí 
paralelas, el plano CD que las contenga será perpendi
cular sobre AB, siempre que una de ellas, FG por_ejem- 
plo, sea perpendicular sobre este ultimo; y como en vir
tud del paralelismo, vendrá la otra recta HI á resultar 
perpendicular sobre CE lo mismo que FE, deberá ser 
perpendicular al plano AB en consecuencia de lo expues-

(§• freteá.).
TEOREMA.

Ji 13. Dos planos perpendiculares á una misma rec' 
ta GH , fig, 116, no pueden jamas encontrarse. Fig. Ii6.
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Demostraron. Sí efectivamente se encontrasen, y se 

¡untase uno de los puntos de su común sección, la cual 
suponemos sea EF, con los puntos G y H, en donde la 
perpendicular GH los encuentra, las rectas HF y GF, 
que saliendo de un mismo punto formarían un triángulo 
con la GH, se hallarían necesariamente en el mismo pla
no que esta ultima; y pues que ellas la deberían encon
trar en ángulos rectos (§. 196), se seguiría que desde un 
mismo punto se podrían bajar á un mismo plano dos per
pendiculares sobre una sola recta; lo cual es un absurdo 
G- 3^)-

214. No pudiéndose jamas encontrar dos planos per
pendiculares á una misma recta, habrán de ser j^aralelos 
entre sí.

TEOREMA.

215. Siempre que ¿los planos paralelos AB / CD, 
F’g* ^^7‘ ^g* ^^7» ^^f^ft eortados por un tercero FH, las inter-^ 

secciones EF / GH habra'n de ser entre si paralelas.
Demostración. Bien claro se ve que las rectas EF y 

GH, comprendidas en el mismo plano FH, no podrán 
jamas encontrarse por mas que se las prolongue, á no ser 
que igualmente se encuentren los planos AB y CD que 
respectivamente las contienen; lo cual es absolutamente 
imposible , pues que son paralelos.

216. Corolario. De esto se sigue: 1.® que dos pla
nos paralelos tienen comunes sus perpendiculares.

2. ° Queson entre sí ¡guales estas perpendiculares, y 
de consiguiente es una misma la distancia de dos planos 
paralelos en todos sus puntos.

Fig. 118. Con efecto, si se levanta sobre el plano AB, fig. 118, 
la perpendicular GH, y por su píe se tiran las rectas GL
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y GI, los planos LGH é IGK cortarán á los AB y CD 
en las direcciones de las rectas HM y HK, paralelas a las 
rectas GL y GI, y de consiguiente perpendiculares como 
estas últimas á la GH. Es, pues, GH (§. 19^) perpen- 
cular al plano CD al mismo tiempo que al plano AB.

En segundo lugar, si se levanta por otra parte sobre 
el plano AB la perpendicular RS, y concebimos el plano 
GRS. Ia figura GHSR será un paralelogramo rectángu
lo (§. ^15). y nos dará por consiguiente GH=RS.

TEOREMA.

217. Si doí rectas ^ue entfe sí se cortan, fueren res- 
peetivamente jjara^elas á otras e^ue tawhietn se corten en
tre sí, el ylano determinado for las dos jjrimeras será 
paralelo al ^ue determinen las dos segundas.

£)emostracion. Con efecto, si las rectas HM y HK
son paralelas á las rectas AP y AN, y se baja desde el pun
to H perpendicularmente al plano AB la recta GH, será 
perpendicular esta sobre cada una de las rectas GL y GI, 
tiradas en este plano paralelamente á las rectas HM y HK 
(§. 2O4);será, pues, la línea GH perpendicular tambien 
sobre estas últimas, y por consiguiente sobre el plano CD, 
determinado por ellas (§. 196). Siendo, pues, en tal ca
so perpendiculares á la misma recta GH los planos AB y 
CD, habrán de ser emre sí paralelos (§. 214)«

Fig. 118

218. Corolario. Deesto se sigue que por dos rectas 
HQ y GI, fig. 119, que no cortándose ni siendo para Fig. 119. 
lelas entre sí no pueden estar comprendidas en un mismo 
plano, se puede en todo caso hacer pasar dos planos para
lelos, cuya mínima distancia nos dé la de las dos rectas
propuestas.

TOMO 111.
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Efectivamente, si por un punto cualquiera T de,la 
recta HQ se tira una recta TD paralela á la GI , y por 
un punto cualquiera R de la recta GI, una recta RO para
lela á la HQ; las rectas HQ y ÏD , respectivamente pa
ralelas á las rectas RO y GI, determinarán un plano pa
ralelo al que pase por estas ultimas.

Por lo cual es bien visible que las rectas HQ y GI 
DO pueden aproximarse mas entre sí que estos -mismos 
planos.

219. Observación. Si por un punto cualquiera R de 
la recta GI se tira una perpendicular RS sobre el plmo 
CD; el plano GS, que pasa por SR y por Gl, será á 
un mismo tiempo perpendicular sobre CD y sobre AB 
C§- ^16), y encontrará al primero en la dirección de la 
recta HK paralela á GI (§. 215), y el cual cortará á la 
recta HQ en el punto H, en donde mas se aproxima esta á 
la GI; porque si desde el punto H se baja sobre GI la per
pendicular HG, será esta perpendicular al plano AB 
f§- 211), y por lo mismo lo será tambien al plano CD 
C§. 216}; y de consiguiente medirá la mas corta distan
cia de los planos y de las rectas.

Conviene observar bien que esta recta es á un mismo 
tiempo perpendicular á las dos rectas propuessas HQ v 
GI(§. 196).

• TEOREMA.

220. Dos rectas GH e IK, comjjrendiíias entre dos 
Fig. 120. pianos paralelos AB y EF, fig. ¡20,.son en todo caso 

cortadas en partes proporcionales por un tercer plano 
CD, paralelo á los dos pritneros.

Demostración. Para ponerlo de manifiesto juntaremos 
primeramente los puntos H é I por una recta HIj y en
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segiíida tiraremos sobré el plano CD por los Apuntos"!., 
M, N, en que las’rectas GH, HI é IK le encuentran, 
las rectas LM y MN, á las cuales podremos considerar ' 
como las intersecciones del plano CD con los planos trian
gulares' GHÎ y' HÍK; y qué serán por cónsiguiénte pa
ralelos á las rectas GI y HK , en las que GHI' encuentra- 
á AB y HIK encuentra á EF (§. 2 i 5). Teniendo, pues, 
el triángulo GHI dos de sus lados, GH y HI, cortados 
por la'línea LM paralela á GI-, nos dará:

= ' . HL : LG HM : MI; ; \
• -HLzHGíCHM: HI;’

y siendo paralela la MN á la HK, el triángulo HIK nos
dará: HM : MI : : KN t NI;

HM: HI: :KN:KI;‘ - 
de donde se concluirá, en confórrnidad coñ'4a"propuesta,

HL : LG : : KN : NI;
HL ; HG : : KN : KL

221. Siempre que muchosplanos ASB , BSC, CSD, 
DSE, ESF, FSG/GSA , fig. 12 1, pasando por un mis- Fig. 121. 
nao punto S se encuentran dos á dos, el espacio que en
tre sí comprenden, indefinido en el sentido opuesto al pun
to S, se llama ordinariamente ángulo sólido; mas yo he 
creído deber llamarle ángulo poliedro ó ángulo, de muchas 
caras, por la misma razón que he tenido para imponer el 
nombre de ángulo diedro ó ángulo de dos caras al que 
forman dos planos entre sí .  Esta nomenclatura ofrece por.*

* Mas adelante se vérán razones bastante fuertes para desterrar de 
Ia Geometría la palabra s6lt^o , cuya significación mas conocida entre 
nosotros, corresponde á una idea muy diferente de la que se la atribuye 
en Geometría.

Otra parte la ventaja de distinguir á los ángulos de este 
género por el número de sus caras ó fachadas. El angu-
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Fig. 122. lo de á tres caras SABC, fig. 122, tendrá el nombre de 
ángulo triedro} un ángulo que tenga cuatro caras será un 

Fig. 12 1. ángulo tetraedro} el ángulo SABCMFGde la fíg. 121 
vendrá á ser un ángulo ej^taedro.

El punto S en que se encuentran todas las caras ó 
fachadas del ángulo, viene á ser su vértiee} y sus inter
secciones sucesivas SA, SB, SC, SD, SE &c, son las 
aristas del ángulo. Lo que constituye al ángulo poliedro 
y lo distingue de cualquiera otro ángulo compuesto del 
mismo número de caras, son los ángulos planos ASB, 
BSC, CSD &c. formados por sus aristas consecutivas, y 
las inclinaciones respectivas de las caras, ó los ángulos die
dros que estas forman entre sí. Hay, pues, en un ángulo 
triedro seis cosas que considerar; á saber: tres ángulos 
planos y tres ángulos diedros.

TEOREMA.

222. Z^a suma de dos euáles^uiera de los ángulos 
flanes ^ue comfonen un ángulo triedro, es en todo caso 
ma^or que el tereero.

Demostración. Si los ángulos planos ASB, ASC, 
Fig. 122, BSC , fig. 122, fuesen iguales entre sí, Ia proposición se

ria evidente por sí misma. Para en el caso contrario, sea 
el ASB el mayor de los tres, y tírese en él la recta SD 
de modo que el ángulo ASD sea igual al ASCí tómese 
SD=SC, y tírense las rectas ADB, AC, BC. Los dos 
triángulos ASC y ASD habrán de ser entre sí iguales, 
pues que los ángulos ASC y ASD, iguales por construc
ción, se hallarán comprendidos entre lados respectivamen
te iguales: tendremos, pues, AC=AD; pero AC-+-BC> 
■^ (§• ^5)í 0 ACh-BC> AD-+-BD: quitando» pues.
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de una y otra parte las líneas iguales AC y AD, habrá 
de resultar BC>BD. Ahora bien, teniendo los triángu
los BSC y BSD los lados SC y SD entre sí iguales, y 
común el lado SB, el ángulo BSC, opuesto al lado BC 
mayor que el BD, habrá forzosamente de ser mayor que 
el ángulo BSD opuesto á este ultimo (§. 19)} por cuyo 
medio se evidencia que ASC -t- BSC=:ASD-(-BSC y 
que mayor que ASD-t-BSD, ó que ASB.

TEOREMA.

223. Siempre que doe ánguloe triedros SABC, 
S'A'B'C\ fig. 123 , esten formados de tres ángulos pia-- Fig. 123. 
nos respeetivamentâ iguales entre si, cada uno al su^o, 
/labrdn de ser iguales los ángulos diedros comprendidos 
entre los ángulos planos iguales; es decir: las caras 6 
fachadas semejantes se hallarán igualmente inclinadas 
entre sí en cada uno de los ángulos triedros propuestos.

Demostración. Sea ASB = A^S^B^j ASCrzA'S'C'; 
BSC—B'^S^C^i y sí sobre las aristas BS y BS\ por cuyo 
medio se juntan ángulos planos iguales, se toma BS=B'S'í 
y por los puntos B y B^ se conciben planos ABC, A^B^C^, 
perpendiculares á estas aristas; siendo rectángulos xn B 
los triángulos BSC, ASB , asi como lo son en B' los trián
gulos B'S'C\ A'S'B', serán iguales á estos últimos á causa 
de la igualdad de los lados BS y B'S^; de la de los ángu
los BSC y B'S'C', y de la de los ASB y A^S^B' (§. 18). 
Tendremos, pues: SC = S'C'í SA = S'A'i BC^B^C^j 
AB=A^\

Mas siendo ASC=A^S^C\ serán iguales los triangu
les ASC y A'S'C^ (§. 16), y por consiguiente darán 
AC=A^C\ Por último, siendo iguales los tres lados de
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los triángulos ABC y Á'B'G^, los ángulos ABC y A^B'C^, 
que miden los ángulos diedros formados por los planos 
BSC y ASB, B'SV y AS'B' (J. acó), habrán de ser 
iguales , según lo anuncia la propuesta dél teorema.

Suponiendo esta construcción que el plano ABG.en
cuentre á un mismo tiempo las aristas SA y SC, no po
drá verifícarse cuando los ángulos ASB y BSC no sean 
entrambos agudos ; mas en el caso de que alguno de ellos, 
ó que entrambos á dos sean obtusos, se prolongaría mas 
allá del punto S la una de las aristas SA, SB, ó á entram
bas. Estas prolongaciones producirían un nuevo ángulo 
triedro, en el cual el ángulo diedro formado sobre la 
arista SB, seria ó el suplemento de CSBA, ó la con
tinuación de.este ángulo (§. 207). La misma construc
ción causaría una variación análoga sobre el ángulo trie
dro SWB,V.-

Cuando las dos aristas AS y SC sean perpendiculares , 
á SB, serán paralelas al plano ABC; mas en tal caso su- 
ángulo ASC mide la inclinación de los planos -SBA y 
SBC. Lo mismo se observa en el segundo ángulo triedrop 
y resulta evidente por sí misma la proposición.

Si uno solo de los ángulos ASB,BSC fuere recto, eí. 
FÍg. 124. primero por ejemplo, fig. 124, habiendo prolongado las, 

aristas SA y SB en caso necesario, á fin de que sean agu-- 
dos los ángulos ASC y BSC, se tirarán desde un punto, 
cualquiera de la arista SC los planos CAD y CBD per
pendiculares, el uno sobre SA, y el otro sobre SB : BSA 
les será perpendicular (§. 208); y ellos se cortarán por 
consiguiente según la dirección de una recta CD perpen
dicular á este plano (§. 210). Tomando ahora S^C'=:SC, 
y haciendo la misma construcción sobre el ángulo triedro 
S'A'BV, serán respectivamente iguales los triángulos
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SAC y S'A'C^ SBC y S'B'C\ por tener iguales ¿os án
gulos y un lado. Será, pues: AC=AVí BG=XG'« 
AS=AS ; BS=B'S': las dos últimas igualdades estable
cen la de los rectángulos ASBD y A^S'B'D': es por tanto 
BD^BD'; y en tal caso, teniendo los triángulos CBD, 
C'B'D', rectángulos en D 5 D', dos lados del-uno respee- 
tivamente iguales á dos del ctro, de los cuales es el uno 
la.hipotenusa , habrán de ser entre sí iguales (§. 3 4^: asi 
será CD=C<D', y por consiguiente los ángulos CBD y 
CBD, que miden las inclinaciones de los planos ASB. 
y BSC , A^S^B^ y B'S^C' deberán ser también iguales en
tre sí*.

* Mr. Vecten, profesor en el liceo de Nîmes, me ha hecho obser
var q^e tirando por el vértice S el plano perpend eular á la arista SR, 
se podía formar una construcción aplicable á todos los casos ; pero sien
do mas díficil. de concebir la figura que' la 123, he creído deber 
conservar aquí la depiostracion de Roberto Sinvon, que ha sido el. pri
mero que ha dado este teorema y el sicuiente para llenar una laguna 
«¿ue presentaba el Jib. 11 de los £iementos de Eutlidíí.

TEOREMA.

224. Dos ángulos frie¿^ros SABC y S^ÍA^B^'C^\ 
^S’ ^ ? 3 iforpiados for tres ángulos fulanos iguales y se- Fig. 
mejantemente eiísjjuestcs entre sí, son i^t/ales en to¿ías sus

/artes. ,
Dernosfraeion. Con efecto, habiendo hecho coincidir 

las caras iguales ASB y A'^S^^B^^ por las aristas AS y A^^S'\ 
las caras iguales ASC y A ^S^^C'^ que están igualmente 
inclinadas á las anteriores (J. /reeeei,') habían también de 
coincidir; y a causa de la igualdad de los ángulos planos 
^^^/’ ^ ^S^'B^^j ASC, A^'S^'C", las aristas SB y S"B", SC 
y ^.:^ .coincidirán también, y por consiguiente las= caras 
ó fachadas BSC, y B''^S^^C'^‘', determinadas por estas aristas.

123.
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225. Obiervadon. Es muy importante observar que 

no puede realizarse la coincidencia de los ángulos trie
dros , sino en el caso en que las caras iguales esten seme
jantemente colocadas en ambos ; es decir, cuando estando 
los dos situados sobre caras iguales, y teniendo su vértice 
vuelto del mismo lado están abiertos en un mismo senti
do los ángulos diedros, como sucede á los ángulos SABC 
y S"A'^B"C^S y no á los ángulos SABC y SA^B^CÍ En 
este último el ángulo diedro C^B^SA\ comprendido en
tre los ángulos planos ASA^, BS^C^, tiene su abertura 
en sentido contrario de la del ángulo diedro CBSA, que 
le es igual, como comprendido entre los ángulos planos 
ASB, BSC, respectivamente iguales á los anteriores; y 
bien se ve que es absolutamente imposible hacer coincidir 
estos dos ángulos triedros.

La igualdad de los triángulos ABC y A^B'C', sobre 
la cual se funda la de los ángulos diedros formados por án
gulos planos iguales, subsiste siempre, porque si se les 
concibe separados del ángulo triedro, se puede volver el 
plano del segundo para aplicarlo sobre el primero ; inver
sion que no es posible efectuar en los ángulos poliedros. 
No se puede, pues, concluir la igualdad de los ángulos 
triedros SABC y SA'B'C' sino de la de sus partes cons
tituyentes, y porque no puede haber razón alguna para 
que se diferencien uno de otro, estando, como están, for
mados de los mismos ángulos planos y de los mismos án
gulos diedros»

No resultando la diferencia de estos ángulos, sino de 
una simple trasposición de partes; es decir, de que siendo el 
orden de los ángulos planos del uno ASB, ASC, CSB, el 
de los ángulos correspondientes del otro viene á ser A^S B, 
C'S'B\ AS^C'i me parece que á unos ángulos triedros se

MCD 2022-L5



DE GEOMETRIA. 193
les podría llamar inversos de los otros, y decir en conse
cuencia que con respecto al espacio que encierran, dos 
ángulos triedros inversos uno de otro, son iguales*.

* Mr. Legendre, á quien se debe la observación y el desvanecimien
to de Ia dificultad que presenta la igualdad de los ángulos triedros in
versos, les da el nombre de simétricoí, considerándolos como construi
dos de diferentes lados de un mismo plano. Con efecto, si se volviera 
el ángulo triedro S'A'B'C^ á fin de colocarlo por debajo de S^''A' B' C'^ 
en S"A*B^^C", haciendo coincidir el ángulo plano A^S'B' con su igual 

por las aristas correspondientes A'S^ y , B'S y B''S", 
los dos ángulos triedros presentarían por cada lado del plano Á^ S''B'' 
espacios simétricos. Mr. Legendre ha dado á esta ingeniosa idea ciertas 
exposiciones que han difundido mucha luz sobre la teoría de los po
liedros ó cuerpos de caras planas, para cuya inteligencia remitimos á 
su obra.

TOMO III.

Hay en los ángulos triedros otros muchos casos de 
igualdad^ mas el precedente basta para nuestro objeto.

TEOREMA.

226. La suma de los ángulos glanos que comj^onen 
un ánguloj^oUedro convexo, es decir, cujas aristas sean 
todas salientes ó externas, cualquiera que ella sea, ha 
de ser sietnj^re menor que la de cuatro rectos.

Demostración. Si se cierra el ángulo poliedro SABC 
DE, fig. 125, por un plano cualquiera, los lados del Fig. 126. 
polígono ABCDE formado por las intersecciones de este 
plano, con cada una de las caras del ángulo poliedro pro‘ 
puesto, se convertirán estas caras en otros tantos triángu
los. Considerando ahora con separación al ángulo triedro 
BACS, tenemos que

SBA-4-SBC>ABC (§, 222)i 
y el ángulo triedro CBDS nos da asimismo

SCB-hSCD>BCD ;
y asi de los demasí la suma de los ángulos SAB, SBA,

BB
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SBC, SCD &c* formados sobre los lados AB, BC &c. de 
los triángulos ASB, BSC &c. habrá de ser mayor que la 
de los ángulos internos del polígono ABCDE, y por con
siguiente valdrá mas de dos veces tantos rectos como lados 
tenga el polígono, menos dos, ó como caras tenga el án
gulo poliedro, menos dos ^§. 82). Si quitamos esta suma 
de la de todos los triángulos SAB, SBC, SCD &c. com
puesta de tantas veces dos ángulos rectos como caras ten
ga el ángulo poliedro, quedarán forzosamente menos de 
dos veces dos ángulos rectos, ó menos de cuatro ángulos 
rectos para la suma de los ángulos planos ASB, BSC &c. 
formados en el vértice S del ángulo poliedro SABCDE.

De ¡os cuerj^os íerminaclos j^or glanos.

227. Los cuerpos terminados por planos se llaman 
sueryos jyoliedros, ó simplemente poliedros.

No es posible cerrar por todas partes espacio alguno 
por un número de planos menor que cuatro. £1 cuerpo 

Fig. 126. SABC, fig. 126, comprendido entre los cuatro planos 
ASB, ASCj BSC y ABC, se llama teíraet^ro.

Todo cuerpo que nos presenta por una de sus caras á 
un polígono cualquiera, y en que todas sus demas caras 
son triángulos cuyos vértices se hallan en un mismo pun-

F’g« 1 ^7' to, se Wama j}¡rámÍ£le. El cuerpo SABCDE, fig. 127,05 
una pirámide pentagonal, por ser su base ABCDE un 
pentágono; el punto S, vértice común de todos los trián
gulos ASB,BSC, CSD, DSE, ESA, es tambien el 'ver
ilee, y se llama la eíispiele de la pirámide. El tetraedro 

Fig. 126. SABC de la fig. 126 es asimismo una pirámide trian
gular. Ningnnodelos ángulos poliedros de esta tienen mas 
de tres caras ; lo cual no se verifica en las demas pirámi-
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des sino en los ángulos adyacentes á la base; y por base 
se puede tornar en el tetraedro la cara ó fachada quese quiera. 

Los tetraedros son en el espacio lo que los triángulos so
bre un plano; porque asi como se fija en un plano la po
sición de un punto, juntándolo por medio de un triángu
lo con otros dos puntos dados, se fija tambien la de un 
punto en el espacio, juntándolo con el auxilio de un te
traedro á otros tres puntos dados. Aqui á continuación 
pueden verse las principales propiedades de los tetraedros, 
al mismo tiempo que algunas de las de las pirámides, que 
tienen la mayor analogía con los tetraedros.

TEOREMA.

228. 5í los áfíí^ulos triedros Sy S' de los tetraedros 
SABC, SWB'C', fig. 126, estuviesen eom^^uestos de Fig. 126. 
triángulos iguales ^f semejantemente disjjuestos, estos te
traedros serán entre sí iguales! y lo mismo lo serán, si 
las caras SAB y SAC del unofiieren iguales á las S^A'B' 
y SWC'' del otro, reunidas de una misma manera, y 
formasen entre sí el mismo ángulo diedro que estos»

Demostración. Es evidente en primer lugar que ha
ciendo coincidir la cara SAB con la S'A'B'', y estandor-co- 
mo están, igualmente inclinadas sobre estas las otras caras 
iguales (§. 223), habrán de coincidir igualmente.

En segundo lugar, coincidiendo la cara SAB con Ia 
S'A'B', la cara SAC habrá de coincidir con la S''A'C^ 
cuando el ángulo diedro CSAB sea igual al C'S'A'B'j y 
hallándose entonces confundidas las rectas SB y SC con las 
S'B^ y S'C\ las caras SBC y S'B''C^ habrán tambien de 
coincidir necesariamente.

229. Se da el nombre de j/oliedros semejantes á
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aquellos cuyas caras son polígonos semejantes, y cuyos 
planos son en un mismo número semejantemente dispues
tos é igualmente inclinados los unos con respecto á los 
otros, ó formando ángulos diedros iguales. Ya veremos 
que esta última condición resulta de las demas en lo res
pectivo á los tetraedros y á las pirámides *.

* El ya citado Mr. Cauchy, ha demostrado en el cuader
no 16 del Diario de la Eícue\a folitéenica, que lo mismo acortecia 
á rodos los poliedros convexos; y que esto se había supuesto sin prue
ba en los Eiemeutos de Euclides, y que ademas se habia extendido á to
dos los poliedros, sin aquella restricción, cuya necesidad habia ya re
conocido Roberto Simson. Véase al mismo tiempo la Geometría de 
Mr. Legendre, novena edición.

TEOEEMA.

230. Siemj^re que los triángulos que forman áos à»’ 
galos trieáros homólogos áe áos te/raeáros son semejantes 
entre sí, y se hallan semejantemente áísj^uestos, los tales 
íeiraeáros son entre si semejantes ; 7 lo serán también en 
el easo en que áos caras áel uno hagan entre sí el mismo 
ángulo que áos caras áel otro, sean aáemas semejantes á 
estas, y se hallen reuniáas j}or laáos homólogos.

Demostración. i.° Si los triángulos SAB, SAC, 
Fig. 126. SBC , fig 126 , fueren respectivamente semejantes á los 

triángulos S DE , S'DF, S'EF, y se hallan en la misma 
disposición, tómese en la arista S^D, homóloga en el te- 
traedio S'DEF á la arista SA del tetraedro SABC, la 
parte SA'=SA , y por el punto A**  tírese el plano A'B'C^ 
paralelo á DEF , y se determinará en el tetraedro S'DEF 
un tetraedro S^A^B''C^ semejante á S''DEF é igual á SABC.

Con efecto, es bien claro que en virtud del parale*  
lismo de las rectas A^B' y DE, A^C^ y DF, B'C^ y EF
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C§' ^°55’ ^^5 caras S'A'B' y S'DE, S'A^C' y S'DF, 
S^Ë'C^ y S^EF, situadas dos á dos en el mismo plan, ha
brán de ser semejantes. Por otra parte, los triángulos 
Á'B'O y D'EF, situados en diferentes planos, y que 
ademas tienen sus lados paralelos, y de consiguiente sus 
ángulos iguales (§. 205) deberán ser semejantes. Tenien
do, pues, los dos tetraedros S'A^BV y S^DEF sus caras 
semejantes, y sus ángulos triedros formados por ángulos 
iguales, tendrán respectivamente todos sus ángulos die
dros iguales (§. 223), y de consiguiente serán necesaria
mente semejantes.

Ahora bien, los triángulos S^A'B', S'A'C', equiángulos 
por construccioná S'DE y S'DF, y por consiguiente, con 
arreglo á la hipótesi, á SAB y á SAC, serán iguales a 
estos últimos, en vista de que son iguales los dos lados ho
mólogos S'A^ y SA (§. 18): tendremos, pues, de este 
modo ST=SB, $^C~SC; lo cual atraerá la igualdad 
de los triángulos equiángulos S'B^C' y SBC, y a conse
cuencia la de los tetraedros S^A^B^C* y SÁBC (^§. 228^, 
y por último los tetraedros SABC y SDEF, el uno 
igual. y el otro semejante á S'A'B'C^ son semejantes en
tre sí.

2? Si los triángulos SAB y SAC son semejantes á 
los triángulos S'DE y S'DF, juntos ademas por los lados 
homologos á los que reúnen á estos últimos, y siendo 
igual el ángulo diedro CSAB al ángulo diedro FS'DE, 
el tetraedro S'A'BV, construido poco antes, será igual á 
SABC (§. 228), como que tiene dos caras S'A'B' y 
S'A'C' iguales á las caras SAB y SAC, y que forman 
entre sí el mismo ángulo diedro que estas últimas: sera, 
pues, el tetraedro SABC ademas semejante á S'DEF.
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TEOREMA.

231. Dosffiramicis cualesquiera serán setKejanteSf 
síetn^re que tengan ¿odas sus caras eníre sí semejaníes y 
semejantemente dispuestas.

F)g. 127. Demostración, Sean SABCDE, S'FGHIK,fig. 127, 
las dos pirámides propuestas: bien visible es que todos sus 
ángulos diedros hacen parte de los ángulos triedros adya
centes á las bases ABCD£, FGHIKí mas cuando estos 
son homólogos, como B y G, C y H &c, hallándose com
prendidos entre caras semejantes y semejantemente dis
puestos, están formados de ángulos iguales, y por consi
guiente tienen sus ángulos diedros iguales; y por tanto las 
pirámides reúnen todos los caracteres de la semejanza 
(§• 229)-

232. i. Corolario. Si se cortase la pirámide S^FG 
HIK por un plano A'BG'D'e; paralelo á FGHIK, re- 
sukaría una pirámide S'A^B'GD^E' semejante á la pirá
mide entera ; porque es fácil reconocer que todas Ias caras 
de la una serian semejantes á las de la otra, y todas esta
rían semejantemente dispuestas, pues que los triángulos 
A'B C , Á^C'D', A'D^E' son respectivamente semejantes 
á los triángulos FGH. FHI, FíK; de lo cual resulta 
que las bases A B''C D'E' y FGHIK sean entre sí seme
jantes.

Con bastante claridad se ve que Ias pirámides S^A^B' 
CDÉ y SABCDE serán iguales, si una de las aristas 
SA^ de la primera fuere igual á su correspondiente SA 
en la segunda; porque siendo las caras de entrambas se
mejantes á Ias de la pirámide S'FGHIK, serán forzosa
mente semejantes entre sí, y habrán de consiguiente de
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hacerse iguales luego que tengan un lado común; asi co
mo dos triángulos equiángulos vienen á ser (§. 18) entre 
sí iguales, cuando ademas tienen un lado del uno igual al 
homólogo del otro. Por otra parte, estando formados de 
ángulos planos iguales los ángulos triedros de cada una 
de estas pirámides, habrán de tener sus ángulos diedros 
iguales (§. 223). Por consiguiente, siempre que coinci
dan las bases A'B'C'D'E' y ABCDE , deberán tambien 
coincidir las pirámides S^A^B'OD'E^ y SABCDE.

Tirando planos por los vértices S y S' y por las dia
gonales AC , AD, FH y FI, se demostraria asimismo 
con un poco de atención que las pirámides SABCDE, 
S^A'B^C^DŒ' y S^FGHIK están compuestas de un mis
mo número de tetraedros semejantes y semejantemente 
dispuestos; y que las pirámides S'A^B'C^D^^y SABCDE 
lo están de tetraedros iguales: de lo cual se podría tam
bien inferir que estas últimas son iguales.

Conviene observar que la igualdad de estas pirámi
des lleva consigo la de las perpendiculares SP y ST', ba
jadas desde los vértices S y S' sobre sus respectivas bases.

^33 ^ * Corolario. De la semejanza de las caras de 
las pirámides SABCDE, S'FGHIK se signe que las aris
tas de estas pirámides son proporcionales entre sí y-á las 
perpendiculares SP y S'Q, bajadas desde sus vértices á sus 
bases: pues comparando las caras triangulares homólogas 
SAB y STG, SBC y S'GH &c. nos resultarán estas se
ries de razones iguales:

SA : S'F : : AB : FG : : SB : S^G;
SB : S'G: : BC : GH : : SC : S'H; 

de las cuales se deducirá la siguiente:
SA :S'F:: SB:S^G : : SC : S'H &c. : : AB : FG : : BC : 
GH &c.
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Ademas, el paralelismo de los planos A^B'G^D^E' y 
FGHIK nos da 0. 220):

S^A' : S^F : : S'P' : S^Q;
ó SA :S'F::SP : S^Qj 

pues que S'A^^SA, S'P^—SP; y la razón SA : SF en
laza esta última proporción con las anteriores.

234. Observación. Por medio de lo que precede, se 
puede determinar la altura de una pirámide siempre que 
conozcamos las dimensiones de un tronco tal como FGHI 
KA^B^C^D^E\ que queda despues de haber quitado la 
parse superior S''A^B'C^D^E^ por medio de un plano 
A'B C^D^E^ paralelo á la base FGHIK. Para lo cual 
basta considerar la proporción

A^B' : FG : : S^P^ : S'Q; 
de la cual se infiere

FG-A'B^ : FG : : S'Q-SP^ ; S^Q;
ó FG-A B : FG : : P^Q : S Q; 

en cuya última proporción los tres primeros términos es
tán dados por el tronco mismo cuya altura es P^Q, y dan 
á conocer la altura de la pirámide entera.

TEOREMA.

235. Las bases de las pirámides semejantes 
S^A^B^C^D^E^ ^ S^FGHIK, son entre sí como los cua~ 
drados de dos aristas homólogas cualesquiera SA\ S'F, 
^ como los cuadrados de las perpendiculares S'P^ / S'Q, 
bajadas desde su vértice á su plano.

Demostración. Siendo semejantes las bases, tendremos 
desde luego: _____ —s

Á'B'CD'E' : FGHIK : : A'B'’: FG (§. 176);

y siendo (§. 233) A'B' : FG : : S^A^ ; S'F : : S'P^ : S'Q;
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será por consiguiente A^B' : FG : : S^A' : S'F^ : : 

S^’í S'q\ ____

de donde resulta A'B^C^D^E^ : FGHIK : : S^A" : S'F

Io cual contiene las dos partes de la proposición.
Con suficiente claridad se ve que en las proporciones 

obtenidas anteriormente podemos sostituir en vez de la 
pirámide S'A'B'GD'F' , y de las líneas que la pertenecen, 
la pirámide igual SABCDE y las líneas correspon
dientes.

236. Corolario. De esto se sigue que las secciones 
hechas en dos pirámides cualesquiera a la misma distan
cia de sus vértices, se hallan en una razón constan
te, cualesquiera que sean por otra parte estas distan
cias y las figuras de las bases. Con efecto, si en el tetrae
dro de la figura laó las distancias S^Q y ST' son ¡gua
les á las distancias S^Q y S'F', en la pirámide de la fíg. 
127, siendo como es la razón de los cuadrados de las Fíg. 126 
dos primeras, igual á la de los cuadrados de las dos ulti- y 127. 
mas, la razón de los dos triángulos DBF y A‘'B^C^ sera 
por consiguiente igual á la de los pentágonos FGHIK y 
A'B'C'D'E^i de modo que tendremos:

DEF : A'BV FGHIK : AWDŒ'î 
ó DEF ; FGHIK : : A'B'C^ : A'B'C'D^E\

237. Ademas se distinguen entre los poliedros, bajo 
el nombre de j^rismas, los que tienen dos caras opuestas, 
iguales y paralelas, que llamamos bases, y donde todas 
las demas son paralelogramos. El cuerpo ABCDEFGHÍK, 
fig. 128, es un prisma; su base ese! pentágono ABCDE, Fíg. 128. 
y he aqui su construcción: por el vértice de los ángulos

TOMO 111. CC
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de esta base y fuera de su plano, se han tirado las rectas 
AF, BG &C. paralelas entre sí, y teíminadas.en un pla
no FGHIK paralelo al plano ABCDE. Las aristas AF, 
BG, CH &c. tomadas dos á dos, determinan las caras 
AFGH, BGHC &c. que son paralelógranios, pues que 
las rectas AB y FG, BC y GH son paralelas dos á dos

Bien visible es que el polígono FGHIK que forma 
la base suj^erior del prisma, es igual al polígono ABCDE, 
que viene á ser la base inferior; porque tienen sus lados 
y sus ángulos iguales, cada uno al.suyo (§. 205). Por 
la misma razón cualquiera sección ejecutada en el prisma 
propuesto por lodo plano paralelo á su base, será también 
igual á-esta misma base.

Se debe tener muy presente que cada uno de los án
gulos poliedros de un prisma no se compone mas que de 
tres ángulos planos.

Todo prisma, cuyas aristas sean perpendiculares á su 
base, se llama rectoi y iodos los demas tienen el nombre 
de oblicuos.

Fig. 129. 23S. ' El prisma ABCDEFGH, fig. 129, al cuál 
se le podría tambien designar por AG, y cuya base 
ABCD es un paralelogramo, tiene el nombre de y^ara- 
¿clcfi/cdo ; y sus caras opuestas ABFE, CDHG por ejenv 
pío, son iguales y paralelas. La igualdad de ellas es bien 
manifiesta en vista de la construcción del prisma 0. 297); 
y el paralelismo de las mismas resulta del de los lados 
de los ángulos EAB, HDC, iguales entre sí (§. 217).

TEOREMA.

239. Tocio foU^dro cotnj^renciiíio entre seis glanos, 
paralelos dos á dos, es un jparalelejjíjjedo.
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Demosiraeion. i.® Cortando el plano ABFE á los 

dos planos paralelos ABCD y EFGH, según las rectas 
AB y EF paralelas entre sí 0. 215), y á los planos pa
ralelos ADHE y BCGF, según las rectas AE y BF, pa
ralelas entre sí, la figura ABFE habrá necesariamente de 
ser un paralelogramo. Del mismo modo se puede mani
festar que lo es cualquiera de las otras caras del polie
dro AG.

2.® Estando entre sí opuestos los lados AB y DC 
del paralelogramo ABCD, deben sér forzosamente igua»- 
les; asi como los lados HD y AE, CG y BF lo son del 
mismo modo, por opuestos que entre sí son en los parale
logramos ADHE, BCGF : finalmente, los ángulos CDH 
y BAE, DCG y ABF, habrán de ser iguales, como que 
tienen sus lados paralelos, y sus aberturas dirigidas en un 
mismo sentido (§. 205). Teniendo, pues de este modo 
los paralelogramos opuestos ABFE y CDHG, tres lados 
y dos ángulos iguales, cada uno al suyo, deberán por ne
cesidad ser iguales entre sí (§. 85).

TEOREMA.

240. Jí los ángulos írie¿íros B y B' ¿le los j^rismas 
AI y A.P, fíg. 128, sff hallan compuestos de polígonos Fig. 128. 
iguales y semejantemente dispuestos, estos prismas ha
brán de ser entre st iguales.

Demostración. Bien se ve que cuando se halle esta
blecida la coincidencia de los ángulos triedros B y B' (§. 
224), estando entre sí confundidas las caras ABCDE y 
A^BVDŒ; y las BCHG y BVH^G\ las rectas CD y 
C'D\ CH y C^H'^, deberán tambien coincidir necesaria
mente á causa de la igualdad de estas caras. Mas como las 
lineas CD y CH, determinan la cara CDIH, asi como
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las líneas C^D^ y C^H^ á la cara correspondiente C^D’^I^H', 
se sigue que estas caras habrán asimismo de coincidir. Del 
mismo modo se demostraría que todos los demás paralelo
gramos del prisma AI deben confundirse con los del pris
ma A^I'í de lo cual resulta que los polígonos FGHIK y 
F'G'H'1'K' coincidirán tambien, pues que los lados del 
primero se hallarán confundidos con los del segundo *.

* Seria muy fácil probar que la igualdad de los prismas se conver
tiría en semejanza , si los polígonos reunidos en el mismo ángulo trie
dro fuesen solo semejantes y semejantemente dispuestos.

241. Observaciones. Paso ya á tratar de los polie
dros de una figura cualquiera. £n todo caso se puede, jun
tando con el auxilio de rectas el vértice de uno de sus án
gulos á todos los demas, y dividiendo á todas sus caras 
en triángulos, repartirlos en pirámides triangulares, que 
tienen para las caras planos tirados desde aquel punto has
ta las aristas y las diagonales de las caras del cuerpo pro- 

Fig  130« puesto. Sola la inspección de la fig. 130 hace evidente Ia 
cosa. El poliedro ABCDEFG se halla dividido en las 
cinco pirámides

*

GABC, GABF, GAEF, GAEC, GEDC.
cuyo vértice se halla en el punto G, y que se forman 
juntándose desde luego este punto con los vértices A,B, 
C,D,E, de los otros ángulos poliedros ; lo cual nos da las 
pirámides GABCDE, GABF, GAEF, que tienen por 
bases las diversas caras que no hacen parte del ángulo po
liedro G; y repartiendo en triángulos la cara que tiene 
mas de tres lados, tendremos las bases de las pirámides 
triangulares anteriormente designadas.

No me detendré á hacer ver que dos cuerpos com
puestos de un mismo número de pirámides triangulares 
iguales y semejantemente dispuestas son iguales ; mas ha-
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re observar, por analogía con lo que hemos ya dicho res
pectivo á los polígtjnos 0. 91), que se halla determina
do un poliedro cualquiera, siempre que esten dados los vér
tices de tres de sus ángulos poliedros y sus distancias á to
dos los déraas 0. 2 27). De lo cual se sigue qué designando 
N el número de los ángulos de un poliedro, su determi
nación absoluta depende de las 3 (N—3) lineas tiradas 
á los ángulos del triángulo tomado por base, y de los 
tres lados de este triangulo; que en todo vienen á com
poner 3 N—6 datos *.

* El numero de los ángulos de un poliedro, el de sus caras, y el 
de sus aristas satisfacen á una condición muy notable descubierta por 
Euler, la cual se reduce á que designando por S el número de los án
gulos poliedros, por H el de las caras, y por A el de Ias aristas, se 
observa constantemente que S-*-H=A-t-2. Por lo que respecta al cu
bo, por ejemplo, Sr:8; H=6; A=i2. Véase el cuaderno 16 del 
Diario de ¡a Ésíuela foUtécnica , en el cual Mr. Cauchy ha dado teo
remas nuevos y curiosos relativos á este asunto.

** Para facilitar al lector el formarse idea de las pirámides com
prendidas en cada uno de los poliedros, he colocado la primera la le
tra que designa al vértice; y las otras dan á conocer la base.

TEOREMA.

142. Dos jjolúiiros que se hallen comjjuesíos ele un 
tnismo numero ele ^írámíeles semejantes ^f semejantemente 
eiísjjuestas, son semejantes.

Demostraeion. Sean los dos poliedros ABCDEFG, 
abedej^, fig. 130 , compuestos de un mismo número de Fig. 130. 
pirámides semejantes,

GABCDE y gabedef
GA^EF y £aeff
GABF y ^abf ** 

cuyos vértices se hallan en los puntos Gj^-, y semejante-

MCD 2022-L5



200 ELEMENTOS

mente dispuestos. Debemos, pues, hacer ver que todas 
las caras de uno de estos cnerpos son semejantes á las del 
otro, semejantemente dispuestas y forman ángulos diedros 
iguales.

Con solo fijar los ojos sobre la figura, se ve inmedia
tamente que todas las caras de los dos poliedros son ó caras 
semejantes de pirámides homologas, ó se hallan compuestas 
del mismo numero de estas caras, semejantemente dispues
tas entre sí.

En el primer caso se hallan las caras tales como ABGDE 
y abcdtf, pues que pertenecen á las pirámides GABCDE 
y ^abede f situadas del mismo modo en ambos poliedros.

Lo mismo acontece á las caras ABF, ab/^ comunes á 
los poliedros y á los tetraedros GABF y ¿obf.

Al segundo caso corresponde la semejanza de las ca
ras DEFG y defg, por haUarse respectivamente formadas 
de los triángulos DEG y EFG, de^ y ef^, pertenecien
tes á las pirámides GABCDE y GAEF, ^abede y^aef, 
de las cuales las dos primeras son semejantes á las dos úl
timas. Lo mismo habremos de decir de las caras BFGC y 
b/^Cf compuestas de los triángulos BCG y BFG, bc^ y 
bf^ i perteneciente á las pirámides GABCDE y GABF, 
^abede y gabf. >

Con el auxilio de un razonamiento semejante podre
mos hacer ver la semejanza de todas las,caras de los po
liedros, fuera cual fuese el número de ellas.

Del mismo modo nos podremos valer para reconocer 
la igualdad de los ángulos diedros que estas caras compren
den. Los unos son iguales, porque son comunes á los po
liedros y á dos pirámides semejantes. Tales son los ángu
los GDEA y gdea^ qué forman parte de los poliedros y 
de las pirámides GABCDE y gabcdei tales son también
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los ángulos GEFA y^efa, pertenecientes á los tetraedros 
GAEF y gaef.

Los otros ángulos son iguales, porque están formados 
de la reunion de un mismo número de ángulos iguales, 
como pertenecientes que son á pirámides semejantes. Ta
les son los ángulos BFAE y h/ae^ compuestos respectiva
mente. de los ángulos BFAG y GA£F, ¿/% y ^aef, 
pertenecientes á las pirámides GABF y GAEF, ^abf y 
gaef. EI mismo razonamiento tendría lugar, cualquiera que 
fuese el número de los . ángulos de los poliedros. Podría 
ciertamente acontecer que estos ángulos estuviesen com
puestos de mas de dos ángulos de las pirámides; mas no por 
eso variaría en este caso la demostración: por otra parte se 
observará su analogía con la del §. 88, que se refiereá los 
polígonos,

TEOREMA. -
M3* Siemj?re que dos jjoliedros sean semejaníes, po

drán ser divididos en un mismo número de feíraedros se- 
wejaníes y semejanfemente díspuesíos.

Demostraeion. Porde contado es indudable que si en 
fas caras semejantes de los poliedros propuestos se juntan 
los ángulos homólogos por diagonales, se formará sobre 
estas caras un mismo número de triángulos semejante's y 
semejantemente dispuestos.'Escogiendo en seguida en los 
dos cuerpos dos caras semejantes, y tomando en cada una 
un ángulo homólogo para juntarlo á todos ¡os demas án
gulos del cuerpo, de que hace parte, los poliedros pro
puestos se hallarán divididos en un mismo número de te
traedros semejantemente dispuestos, y cuyas bases serán 
todas semejantes.

A estos tetraedros podremos dividirlos en dos clases: 
los unos tendrán dos caras comunes con los poliedros, y
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que comprendan entre sí ángulos diedros iguales, como 
pertenecientes que son á los pohedrosi y serán por con
siguiente semejantes. En esta clase se hallan tos tetrae
dros GCDE Y^cílet cuyas caras GDC y GDE,¿-£/í y 
^de son semejantes como triángulos homólogos de las ca
ras semejantes DEFG y dff^ de los poliedros, y que com
prenden los ángulos diedros CGDE, egde, pertenecientes 
á los poliedros-

Eos tetraedros de la segunda clase están compuestos 
de caras homólogas de los tetraedros de la primera, y 
comprenden ángulos formados por la diferencia de ángu
los iguales de estos tetraedros, y de ángulos iguales de 
los poliedros. De este número son los tetraedros GAEC, 
^asc. Con efecto, la comparación de los tetraedros GCDE 
y gedíf cuya semejanza hemos demostrado ya, hace ver 
que los triángulos GEC y ^¿’í son semejantes, y que los 
ángulos diedros DCGE y âe^ÿ son iguales. Ea compara
ción de los tetraedros GABC y gahe, que también tienen 
dos caras comunes con los poliedros, a saber, BCG y 
ABC por lo respectivo al primero i he^ y abe por lo per
teneciente al segundo 1 hace ver la semejanza de los trián
gulos ACG y ae^, asi como la igualdad de los ángulos 
diedros BCGA y bega. Ahora bien: si de los ángulos die
dros BCGD y hegd iguales por estar formados por caras 
homólogas de los poliedros, sé quitan respectivamente los 
ángulos DCGE y dege, BCGA y bega, cuya igualdad 
se ha manifestado ya, habrán de ser iguales los ángulos 
diedros restantes ACGE y aege-, y por consiguiente serán 
semejantes los tetraedros GAEC y gaec. Iguales conside
raciones harían manifiesta la semejanza de todos los te
traedros que no tienen dos caras comunes con los po
liedros.
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Conviene mucho hacerse cargo de la semejanza de los 
triángulos ACG y ac^ f formados por las diagonales de 
los poliedros; porque de ella resulta que los vértices de 
los ángulos poliedros A, G,C, a,gf Cf homólogos en 
caras semejantes se hallan semejantemente colocados los 
unos con respecto á los otros en todos los planos que los 
juntan, y que están asimismo semejantemente colocados é 
igualmente inclinados con respecto á las caras que en
cuentran. De esto se infiere que los vértices de estos án
gulos están semejantemente colocados en los dos cuerpos, 
asi como con respecto á las caras homólogas, y que son 
por consiguiente homólogos en los cuerpos. Esta demos
tración es enteramente análoga á la del §. 89 , relativa á 
los polígonos.

TEOREMA.

244. Las aristas homóh^as de los poliedros seme
jantes son proporcionales s corno tambien las diaconales de 
las caras homólocas, y las diaconales interiores de los 
poliedros.

Demostración. Con efecto, si se comparan sucesiva
mente las caras homólogas BCGF y beef, y ^°5 triángu
los AGC y ace, nos resultarán Ias dos siguientes series de 
razones iguales:

BC : ¿f : : BF : ¿/ : : BG : ¿^ : : GC :^f ,•
GC ^c^ • : -^^ : í7í : : AG : ac! 

las cuales se enlazan entre sí por medio de la razón co
mún GC : c^t y del mismo modo se las combinaría con 
las series de razones iguales deducidas de la comparación 
de las otras caras homólogas.

245. Observación. No tengo por necesario detener
me á hablar de la medición del area de las superficies que

TOMO III. DD
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terminan á los poliedros, en vista de que se componen de 
figuras planas, cuyo valor será fácil determinar con el au
xilio de liS proposiciones de la segunda sección de la pri
mera parte. Solo advertiré que las suma de las areas de los 
paralelogramos que envuelven á un prisma , no compren
diendo en ellas las dos bases, es igual al producto de una 

Fig. 128. de las aristas AF, BG,CH &c. de este prisma, fig. 128, 
multiplicada por el contorno de la sección LMNOP, he
cha por un plano que la sea perpendicular. Con efecto, 
de lo expuesto (§. 196) se sigue que los lados LM, 
MN, NO &C. de la indicada sección vienen á ser las al
turas de los paralelogramos ÁBGF, BCHG, CDIH &c., 
tomando por bases las aristas AF, BG, CH &c. Tendre
mos, pues:

ABGF=:ÁFx LM;

BCHG = BGxMN; &c.
y siendo entre sí iguales las aristas AF, BG &c., Ia su
ma de las areas de los paralelogramos que envuelven al 
prisma, será igual á una de ellas, multiplicada por LM 
H-MN-H&c.

TEOREMA.

246. Las areas de Jos jjoliedros semejantes son en
tre sí como Jos cuadrados de sus aristas homologas.

Demostración. Cada una de las caras del primer po
liedro es á su correspondiente en el segundo-, como el cua
drado de uno de los lados de aquel es al cuadrado del la
do homólogo del otro (§. 176): mas siendo estos lados 
aristas homólogas de los poliedros, se hallan de un polie
dro al otro, en una misma razón (§.244): sus cuadra
dos formarán, pues, una serie de razones iguales! y sien-
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do al mismo tiempo estas razones las de las caras homólo
gas, habremos de inferir que estas últimas son iguales en
tre sí. Por consiguiente, la suma de las caras del primer 
poliedro es á la suma de las caras del segundo, como una 
cualquiera de las caras del uno es á la correspondiente del 
otro; ó como el cuadrado de una arista del primer polie
dro es al cuadrado de la arista homóloga del segundo. Y 
sostituyendo en esta proporción en lugar de las somas de 
las caras las areas totales de los poliedros que ellas forman, 
vendrá á resultar que estas areas serán entre sí en la mis
ma razón que los cuadrados de las aristas homólogas.

Delà medición de loe 'volúmenes.

247. Se designa generalmente por el nombre de i/o* 
lumen* e\ espacio contenido por la superficie de un po
liedro, ú ocupado por este cuerpo. Cuando consideramos 
una vasija ó cuerpo hueco, designamos su volúmen, va
liéndonos para ello de la palabra capacidad. Entre innu
merables cuerpos de formas diferentísimas, se hallan no 
pocos equivalentes en volumen, asi como hay muchas fi
guras planas de formas muy diferentes, y equivalentes en 
areas (§. l 59).

* Esta voz, entendida por todos, me ha parecido preferible á la de 
JoUrltz, que se suele emplear en el mismo sentido, sin embargo de te
ner á veces otra muy distinta acepción. Tan solo cuando en una lengua 
se echen de menos palabras propias para designar una idea, podí a ser per
mitido introducir al efecto una nueva, ó apartar de su ordinaria signi
ficación cualquiera palabra <onocida. Y pues que todo el mundo com
prende que se entienda por volú>nfn de un ruerfo, no vemos necesidad 
alguna para designarle por medio de la palabra íoJIdez, destinada ya á 
recordamos la resistencia á las diversas causas de destrucción.
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TEOREMA.

248. Dos /arable/tpedos eonstruiidûs sobre ana 
misma base, y terminados suj^eriormente j?or un mismo 

j^lano jjaralelo á su base, son equivalentes en voliimen.
Demostración. Se nos ofrecen dos casos que conside- 

Fig. 131. rar: en el uno, que nos representan Ias dos figuras 131, 
y de que hablaré en primer lugar, los paralelepípedos 
propuestos AG y AL se hallan contenidos lateralmente 
entre los mismos planos paralelos AK y DL. En tal esta
do de cosas es bien visible que los prismas triangulares 
AEIDHM y BFKCGL son iguales (§. 240); pues que 
los triángulos AEI y BFK que les sirven de bases, lo son 
(J. 16), á causa de las paralelas AE y BF, AI y BKí y 
los paralelogramos AEHD y BFGC, AIMD y BKLC 
son asimismo iguales (§. 238). SÍ, pues, quitamos del 
poliedro AL, por una parte al prisma AEIDHM, y por 
otra al prisma BFKCGL, los paralelepípedos restantes 
ABCDEFGH y ABCDIKLM, ó AG y AL, habrán 
de ser equivalentes.

Fíg. 132. El segundo caso se nos presenta en la figura 132, 
en la cual los dos paralelepípedos ABCDIKLM y.......... . 
ABCDNOPQ no tienen común mas que su base inferior 
ABCD, y el plano que contiene sus bases superiores 
IKLM y NOPQ. Podremos reducirlos al anterior prolon
gando los planos ABIK y DCLM al mismo tiempo que 
los planos ADQN y BCP0 , para formar el paralelepípe
do ABCDEFGH (§. 239), que resulta equivalente en 
primer lugar al paralelepípedo ABCDIKLM, como com
prendido que está lateralmente entre los planos paralelos 
AK y DL. EI mismo paralelepípedo ABCDEFGH, con-
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siderado como comprendido entre los planos paralelos BP 
y AQ, es asimismo equivalente al paralelepípedo............ 
ABCDNOPQ. Son, pues, equivalentes entre sí los pa
ralelepípedos ABCDIKLM y ABCDNOPQ, ó AL y 
AP.

24^. Corolario. Por medio del teorema precedente 
se puede hacer ver que todo paralelepípedo ÁL, cuyas 
aristas AI, BK, DM, CL, se hallen inclinadas á la ba
se, es equivalente á otro AP, construido sobre la misma 
base, mas con las aristas AN , BO, CP, DQ perpendicu
lares á Ia base.

Se puede trasformar despues este último, fig. 133, 
en otro ABRSNOTU, ó AT, que tenga por base al rec
tángulo ABRS, equivalente ai paralelogramo ABCD, y 
cuyas aristas sean tambien perpendiculares á su base; por
que si consideramos á los paralelepípedos AP y AT, co
mo que tienen por base común al paralelogramo ABON, 
entraián de nuevo en el primer caso del párrafo prece
dente.

Bien claro se ve que todas las caras del paralelepípe
do AT son rectángulos; por cuya causa se le da el nom
bre de faralekfip^íió rectángulo : y de lo que acabamos 
de exponer se infiere, que cualquiera j}aralelej}^eáo_j}ue- 
áe trasjormarse en otro paralele^ijjeáo rectángulo que 
tenga una base equivalente á la áel primero, y la misma 
altura.

La altura de un prisma ó de un paralelepípedo es la 
perpendicular levantada entre sus bases.

N. B, Es necesario tener presente que las bases ABCD 
y ABRS tienen necesariamente un lado común.

• í33-
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TEOREMA.

250. Si sobre la base de un j^risma triangular se 
forma un faraleiô^ramo ^ 7 tomando a este por base se 
levanta sobre él un paralelepípedo de la misma altura 
^ue el prisma triangular, kabrd de ser este la mitad 
del otro.

Detnostraeion. Sea el prisma triangular ABCEFG, 
Fig. 129. fig. 129, si se acaba sobre su base el paralelogramo 

ABCD, y se levanta en el punto D la recta DH parale
la á las rectas AE , BF, CG, y terminada en el plano de 
la base superior EFG del prisma propuesto; los planos 
AEHD, DHGC, respectivamente paralelos á los planos 
BFGC y AEFB (§. 237), completarán el paralelepípedo, 
y formarán con el plano AEGG un segundo prisma trian
gular ADCEHG, cuyas partes constitutivas serán las mis
mas que las del prisma ABCEFG. Con efecto, las bases 
triangulares son las mismas; la cara ACGE les es común, 
y las otras caras paralelógramas son iguales, como opues
tas que son en el paralelepípedo. Sin embargo de esto no 
podemos concluir del §. 240 la igualdad de estos pris
mas, por no hallarse semejantemente dispuestas sus ca
ras. Solo los ángulos triedros, tales como H y B, diago
nalmente opuestos en el paralelepípedo, se nos presentan 
enteramente formados de ángulos planos iguales. Compa
rando la posición de estos ^§. 223) venimos en conoci
miento de que los ángulos diedros AEHG y GCBA, 
DHGE y FBAC, AEGH y EACB son iguales. Y por 
aqui se ve que el prisma triangular ADCEHG está 
construido por debajo del plano EHG de Ias mismas par
tes que constituyen al prisma ABCEFD por encima de 
ABC, y que por consiguiente estos dos poliedros, com-
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prendidos en la clase de los que no pueden coincidir 
(^§. 225), deben encerrar el mismo espacio: será, pues, 
el volumen de cada uno de ellos la mitad del del pa- 

. ralelepípedo que ellos componen*.
251. Corolario. De esto se sigue que dos prismas 

triangulares que tengan una misma base y la misma altu
ra , son equivalentes, como mitades que son de paralele
pípedos equivalentes.

TEOREMA.

352. Úí se corta un tetraedro for glanos paralelos 
d su base y equidistantes, se podrá formar en cada uno 
de los cortes un prisma externo y otro interior^ de modo 
que la suma de los primeros se aproxime á la de los se
gundos, )> por consiguiente tambien al tetraedro.

Si ann quedase alguna duda sobre esta igualdad, se la podrá di
sipar del siguiente modo. Por las extremidades A, E de una arista del ^. 
paralelepípedo BH, fig. 134, se tirarán planos perpendiculares á esta ■^^^’ ^34' 
arista, y asi se formará el paralelepípedo NE, cuyas aristas son perpen
diculares á la base AMNO, y es ademas equivalente al paralelepípedo 
BH. por tener una misma altura, ser equivalentes sus bases AOLE y 
ADHK. y tener por otra parte un lado común (§. 249). Ahora bien, 
el plano DBHF divide al paralelepípedo NE en dos prismas triangula
res rectos AOMELI, MNOIKL, evidentemente iguales; porque sus 
otras son iguales, semejantemente dispuestas, é iguales los ángulos die
dros correspondientes. Es, pues, cada uno de estos prismas la~initad 
del paralelepípedo NE, y por consiguiente la del paralelepípedo BH. 
Esto supuesto, es fícd ver que las pirámides cuadrangulares AMBDO 
y EH-HL son ¡guales, como que tienen todas sus caras iguales cada 
una a su correspondiente, semejantemente dispuestas, y sus ángulos die
dros correspondientes iguales; y que si á consecuencia se quitan altcr- 
nativa mente del cuerpo AMOEFH, los residuos serán los dos prismas 
triangulares AOMELI, ABDEFH. Son, pues, equivalentes estos dos 
prismas; y siendo el primero la mitad del paralelepípedo BH, habrá 
de suceder lo mismo al segundo

Esta demostración me la comunicó en 1803 Mr. Fournier el joven; 
pero Mr. Ampere, profesor entonces en la Éscuela central de Lyon, 
había ya descubierto por su parte el principio en que se funda.
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Fig. 135. Demosíradon. Sean ABC, fíg. 135 ¡ la base del te
traedro propuesto, y FGH , LMN, QRT los planos se
cantes., Tírense por los puntos A y B, F y G, L y M, 
Q y R, las rectas AD y BE, 1*2. y O, 0/ y P^, UZ y 
Vw, paralelas á la arista CS y terminadas en los planos 
secantes superiores. En el primer corte el prisma externo 
será ABCDEH, y el interno¿rZ-CEGH. Por abreviar de
signaré al uno por AH y al otro por <#H. En el corte se
gundo FGHLMN el prisma externo será FN y el interno 
yN; y asi sucesivamenre hasta el ultimo corte SQRT, el 
cual no tendrá prisma interno, sino solo el externo QS.

Todos estos prismas tienen por altura común al grue
so de las rebanadas; y estando comprendido el prisma in
terno de cada una entre Ias mismas paralelas que el pris
ma externo de la inmediata superior, habrá de ser igual á. 
este último (§. 240); de modo que

ïiH=FN;/N=LTî ZT=QS;
y por consiguiente

^HVN-^^T=FN-4-LTH-QS ;
suma que comprende todos los prismas externos, á excep
ción del primero AH. Es, pues, este el exceso que lleva 
la suma de los prismas externos á la de los internos.

Yo no he considerado mas de cuatro rebanadas, pero 
pueden ser tantas cuantas se quieran; y cuanto mayor sea 
el número de ellas, tanto menor será su grueso, ó el del 
prisma AH. Por consiguiente se le podrá hacer menor que 
un prisma dado, por pequeño que sea este; y lo mismo 
sucederá con la diferencia de la suma de los prismas ex
ternos y la de los internos. Mas siendo el tetraedro SABC 
menor que la primera suma y mayor que la segunda, su 
diferencia con relación á cualquiera de las dos será toda* 
vía menor que su diferencia propia: podremos, pues, ha-
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cer de modo que la una y la otra suma se aproximen 
cuanto se quiera ai volúmen de este tetraedro.

teorema.

253. Dos tetraedros de una misma base y de una 
misma altura, son equivalentes.

Demostración. Imaginémonos que sobre cada tetraedro 
SABC, S'A^B^C' se haya construido una serie de prismas 
externos correspondientes. Estos prismas, comprendidos 
entre planos paralelos, tienen necesariamente una misma 
alturas y estando las secciones qué les sirven de bases 
respectivamente á una misma distancia del vértice, asi 
como los triángulos iguales ABC, A'B'CS bases de los 
tetraedros, son iguales cada cual á su correspondiente 
(§. 236): son,'pues, equivalentes los prismas externos 
correspondientes; y por consiguiente la suma de los pris
mas externos de un tetraedro es igual á la de los prismas 
externos del otro. Si, pues, designamos por S y S^ estas 
dos sumas, tendremos

S=S' o—=15

mas como podamos reducir á la pequeñez que queramos 
la diferencia de cada una de estas sumas y del tetraedro 
á que pertenece, podremos hacer ver que la diferencia eo-

S SABC
tre las razones ç,-^,7^', es menor que cualquiera

Otra cantidad dada; y viniendo por este medio á serlo asÍ-

SABC
mismo la de la razón invariable----------- y de la unidad»

TOMO UL ££
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SABC
resultara de esto que——,-7=1 (§. 153), y por con-

siguiente que SABC=S'A'B^C' *.

* Se haría ver inmediatamente que se cometería un absurdo en su
poner á uno de los tetraedros mayor que el otro; pues que para ello bas
taría considerar tales á los prismas externos, que la diferencia entre los 
que esten formados sobre el tetraedro supuesto mas pequeño , y el 
mismo tetraedro fuese menor que la diferencia de los dos tetraedros; 
porque de esto resultaría que la suma de los prismas externos corres
pondientes , formados sobre el tetraedro que se mira como el mayor, 
seria menor que este tetraedro.

TEOREMA.

254. Cualquier tetraedro ee equivalente d la tereia 
aparte del grisma trian^^ular que ten^a la misma base y 
la misma altura.

Demostraeion. Si por los puntos A y C de la base 
Fig. 136. ABC áel tetraedro EABC, fig. 136, tiramos las rectas 

AD, CF, paralelas á la arista BE, y por el punto E un 
plano paralelo al ABC, resultará formado (§. 237) el 
prisma triangular ABCDEF. Si ahora hacemos pasar por 
los vértices A, E, C de los ángulos triedros de este pris
ma un plano, separará primeramente de él el tetraedro 
propuesto EABC, cuya base y altura son las mismas que 
Ias del prisma : después de lo cual resultará una pirámide 
cuadrangular EACFD representada con separación en 
EA'C'F'D', cuyo vértice se hallará en E, y que tendrá 
por base la cara posterior ACFD del prisma. Y si por 
los puntos D, E, C hacemos pasar un nuevo plano, di
vidiremos con él la pirámide en dos tetraedros EACD, 
ECFD, representados aparte en E A CD^^ E^''^C"‘^
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^m jyf/z ¿ cuyas alturas serán iguales, pues que tienen su 
vértice en el mismo punto E, hallándose sus bases sobre 
un mismo plano. Estas bases son por decontado iguales, 
como mitades que son del paralelogramo ACFD: son, 
pues, equivalentes los tetraedros EACD, ECFD (§. 
yíFííTíí/.) í y pudiendo el segundo ser considerado como 
que tiene por base al triángulo DEF igual al triángulo 
ABC y su vértice en el punto C, vendrá á tener Ia mis
ma base y la misma altura que el prisma, y á consecuencia 
será equivalente al primer tetraedro EABC. Es, pues, 
visto, que los tres tetraedrosEABC ,EACD, ECFD son 
entre sí equivalentes, y por consiguiente cada uno de ellos 
viene á ser la tercia parte del prisma triangular que entre 
todos componen. -

TEOREMA.

255. iojparaÍekj7Í/)fíios rectángulos áe una misma 
base son entre sí como sus alturas.

Demostración. Sean los paralelepípedos rectángulos
AG é IP, fig. 137, cuyas bases AC é IL son rectángu- Fig. 137. 
los iguales.

I.*’ Si las alturas AE é IN son comensurables, de 
prodo que se las divida en partes Á.a é 1/, iguale^á su 
medida común , y,que por los puntos a é i &q tiren pla
nos paralelos á AC y á IL, se formarán paralelepípedos 
Ai" é I/ iguales entre si (§. 240); y siendo el número de 
estos paralelepípedos en AG el mismo que el de las par
tes iguales contenidas en AEj y en IP el mismo que el 
de las partes iguales contenidas en IN, tendremos evi
dentemente AG : IP : : AE : IN, 
conforme á lo que hemos propuesto.

a.® Cuando las alturas AE é IN no sean comensu-
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rabies, el giro de demostración de que se ha hecho 
uso (§. i66) hace igualmente ver que la razón del pa
ralelepípedo AG al paralelepípedo IP no puede ser ma
yor ni menor que la de AE á IN. Con efecto, si supone
mos la proporción

AG : IP : : AE : IR,
siendo IR>IN; 
tornaremos sobre IN partes alícuotas de AE, mas peque
ñas que NRi y por el punto de division n que cae entre 
N y R, tiraremos un plano paralelo á IL, para formar 
el paralelepípedo Íp^ con respecto al cual tendremos

AG : ly; : : AE ; 1«;
y de esta proporción y de la anterior deduciremos: 

IP:I/z: ;IR;Í«5
resultado absurdo; pues siendo IP<I^, es IR>I«. 

Tampoco se puede hacer
AG : IP : : AE : 1RS

siendo IR^<IN; 
porque para un punto de division «\ colocado entre R'y 
N, tendríamos: .

AG : I/: : AE : I«'; 
de donde inferiríamos que

IP:I/::IR':I«'¡
lo cual es asimismo absurdo, pues que IP>^', siendo 
IR<W.

TEOREMA.

256. Dos faraíekpípedos rectííngulos íua/esquíera
Fig. 138, AG é IP, fig. 138, son entre sí como los productos de 

las aristas ^ue formen un mismo ángulo triedro.
Demostración. Si de la arista IN del paralelepípedo 

IP tomamos una parte ITz^E; y de la arista BC del
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paralelepípedo AG una parte BC'=IMj y después tira
mos el plano VL' paralelo á IL, y el plano C'H' parale
lo á AF, resultarán construidos los paralelepípedos IL'y 
AG', que tendrán por bases los rectángulos IM^ y AH', 
formados sobre bases y alturas iguales. Tendremos, pues,

AG':IL': : ABHK;
y comparando los paralelepípedos AG y AG', considera
dos como que tienen por base al rectángulo AF, resultará

AG : AG' : : AD : ADÍ
Multiplicando estas proporciones por orden, omitien

do el factor AG' común á los dos términos de la primera 
razón compuesta, y sostituyendo á AD^ su igual IM, ven
dremos á concluir que

AG : ID : : ABxAD : IKxIM.
Finalmente, por tener una misma base IKLM los pa

ralelepípedos IL' é IP, nos darán esta proporción:
ID : IP : : ir : IN.

Multiplicando ahora por orden estas dos últimas pro
porciones, omitiendo el factor iD, y reemplazando á 11^ 
por su igual AE, tendremos:

AG : IP : : ABxADxAE :IKxIMxlÑ; 

lo cual viene á ser la propuesta del teorema.
257. Observaeion, Si adoptamos por término de 

comparación de todos los paralelepípedos rectángulos al 
paralelepípedo rectángulo ^^, üg. 139, cuyas tres aristas Fig. 139. 
contiguas abf adí ^^t sean todas iguales á la línea esco
gida para unidad ó para medida común de las rectas, su 
producto habrá de ser la unidad; y tendremos :

a^ : AG :: 1 : ABxADxAE;
es decir: ^uc el farakk/tfedo rectdn¿uh AG eoníendra

MCD 2022-L5



2 2 2 ILEMENTOS
al faralelejjifedo ag tantas veces como el producto de 
las líneas AB, AD / AE, referidas d la medida común 
ab contiene á la unidad. Esto es justamente lo que debe 
entenderse siempre que se diga que la medida del volt'f 
men de un faralelefífedo rectángulo es el producto de 
sus tres aristas contiguas; y si tenemos presente que 

el producto AB xAD expresa el número de cuadrados 
iguales á ac que se hallan contenidos en la base AC 
(§. i68), ó lo que viene á ser lo mismo, nos da la me
dida del area de la base, vendremos á concluir que el vo^ 
himen de un paralelepípedo rectángulo tiene por medida 
al producto de su base por su altura, valuadas entrambas 
numéricamente.

En el caso de que las aristas AB, AD y AE contu
viesen un número exacto de veces al lado ab del parale
logramo ag, se reconocería á la sola inspección de la figu
ra, que se podrían colocar sobre la base AC tantos para* 
lelepípedos iguales á ag, como veces contiene la base AC á 
Ia aci y que de este modo se formaría un paralelepípedo 
de la misma base que AG^, 3eTa misma altura que ¿r^, y 
que estaría contenido en AG tantas veces como la altura AE 
contiene á la ae, ó al lado abi de lo cual se sigue ade
mas que el paralelepípedo AG contiene tantos paralelepí
pedos iguales á ag, cuantas unidades contenga el produc
to de base ABCD por la altura AE.

258. i.® Corolario. Si Ias aristas AB, AD, AE fue
sen entre sí iguales, el volúmen del paralelepípedo AG

—!t —— —“3
se mediría por AB x AB—AB , ó por la tercera po
tencia de AB; mas es bien visible que en este caso las 
seis caras del paralelepípedo rectángulo AG vienen á ser 
cuadrados iguales. Entonces se le da el nombre de cubo, y
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de aquí nace el llamar cubo á la tercera potencia de cual» 
quier número.

259- 2.0 Corolario. Puesto que un paralelepípedo 
cualquiera puede en todo caso ser trasformado en parale
lepípedo rectángulo de la misma altura, y construido so
bre una base equivalente (§. 249), habrá de ser consi- 
guiente que el volúmen de un paralelepípedo cualquiera 
tenga por medida al producto de su base por su altura; y 
que por consiguiente dos paralelepípedos de una misma 
altura y de bases solo equivalentes, comprendan el mismo 
volúmen.

260. 3.® Corolario. Siendo equivalente el volúmen
del prisma triangular ABCEFG, fig. 129, á la mitad Fig. 129. 
del del paralelepípedo ABCDFFGH (§. 2§o), habrá 
de tener por medida, á consecuencia de lo que precede, 
la mitad del producto de la base del tal paralelepípedo 
por su altura; mas no siendo el triangular ABC, que for
ma la base del prisma, mas de la mitad del paralelepípe
do, es evidente que el volúmen de un prisma triangular 
tendrá por medida al producto de su base por su altura.

Del mismo modo se expresa el volúmen de un pris
ma que tenga una base cualquiera ABCDE, Íig. 128; Fig, 128. 
porque si se divide el polígono ABCDE en triángulos con 
el auxilio de Ias diagonales AC, AD, y por estas diago
nales y por las aristas paralelas que las son contiguas, AF 
y CH, AF y DI, se tiran planos, se dividirá el prisma 
AI en tres prismas triangulares de una misma altura, y 
cuyas bases serán ABC, ACD, ADE; y designando por 
H la altura común de estos prismas, ó la distancia per
pendicular de los planos que contienen sus bases inferio
res y sus bases superiores, serán las medidas de sus volú
menes respectivos.
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Fig- I a/.

ABC x H; ACDícHi ADExHj
y por tanto su suma (ABC n- ACD n- ADE) H =

ABCDE x H dará el volúmen del prisma total AL
De esto se infiere que los volúmenes de dos prismas 

cualesquiera son entre sí como los productos de su base 
por su altura, y que por consiguiente cuando tengan ba
ses equivalentes, serán entre sí como sus alturas; y cuan
do tengan una misma altura, serán entre sí como sus ba
ses; y que finalmente serán equivalentes cuando tengan 
á un mismo tiempo una misma altura y bases equivalen
tes, cualesquiera que sean las figuras de estas bases.

afir. 4/ Corolario. El volúmen de un tetraedro tie
ne por medida á la tercia parte del producto de su base 
por su altura; puesto que este volúmen es la tercia par
te del del prisma que tiene por medida al producto de su 
base por su altura (§. 254).

262. J.** Corolario. Las mismas medidas convienen 
á todas las pirámides, cualesquiera que ellas sean; pues si 
dividimos en triángulos la base ABCDE de una pirámide 
cualquiera SABCDE, fig. 127, y tiramos el plano por 
el vértice y por cada una de Ias diagonales AC, AD, re
sultará dividida la pirámide en tres tetraedros de una mis
ma altura, y cuyas bases serán respectivamente ABC, 
ACD, ADE: y siendo la medida del volúmen de cada 
uno de estos tetraedros la tercia parte del producto de su 
base por su altura, la suma de los volúmenes de todos 
tres ó el de la pirámide propuesta, vendrá á ser necesa
riamente igual á la tercia parte del producto de la suma 
de sus bases por la altura común; es decir, á la tercia par
te del producto de la base de la pirámide propuesta por 
su altura.
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De lo cual resulta que dos pirámides cualesquiera 
son entre sí como los productos de sus bases y alturas; y 
solamente como sus bases cuando sean unas mismas sus al
turas; ó solamente como sus alturas, si son equivalentes 
sus bases; ó finalmente, que las tales pirámides habrán de 
ser equivalentes en caso que sus alturas y sus bases lo sean 
á un mismo tiempo, cualesquiera que por otra parte sean 
las figuras de estas bases.

263. Observaciones. Puesto que podemos hallar la 
altura de una pirámide cuya parte es un tronco que se 
nos ha dado con bases paralelas (§. 234), no puede 
ocultársenos que podremos asimismo determinar el volíi- 
men de este tronco, calculando con separación el de la pi
rámide entera, el de la que la falta, y tomando la dife
rencia de estos dos resultados.

Se puede ver igualmente que pudiendo ser dividido 
en pirámides un poliedro cualquiera (§. 241), la valua
ción de su volumen se efectuará calculando con separa
ción, conforme á lo prescrito, el de cada una de las pi
rámides que el poliedro propuesto contiene; y tomando 
por último la suma de los resultados. No tengo por nece
sario detenerme mas en este asunto.

Hay sin embargo una especie de poliedros, á la cual 
se pueden reducir todos los demas, y por esta razón con
viene hacer conocer; y son los jjrismas irian^ulares trun- 
cadas, que no se diferencian de los ordinarios sino en que 
el plano opuesto á su base no es paralelo á ella; y en que 
á consecuencia sus caras vienen á ser trapezios, en vez de 
ser paralelogramos. ABCDEF, fig, 140, representa un Fig. 140. 
prisma triangular truncado.

TOMO 111 PF
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TEOREMA.

264. Un j^rtsma triangular truncado es en todo ea^ 
so equivalente d tres tetraedros de una misma base^ y 
que tienen sus resj^eetivos vértices colocados en cada uno 
de los ángulos del triángulo opuesto á esta base.

Demostración. Haciendo pasar un plano por los tres 
puntos A, C, E, separaríamos en primer legar del pris
ma ABCDEF al tetraedro EABC, cuya base es el trián
gulo ABC, base del prisma, y cuyo vértice se halla co
locado en el ángulo E del triángulo DEF opuesto á esta 
base. A consecuencia de esto resultará la. pirámide cua
drangular EACFD, que se dividiria en los dos tetraedros 
EACD, ECFD, tirando por la diagonal DC y por el 
punto E el plano DEC. Estos tetraedros no son los que 
se hallan designados en la propuesta; mas restableciendo 
el prisma en su total entereza, se hace fácilmente ver que 
aquellos son equivalentes á estos últimos.

Con efecto, si en la cara ABED tiramos la diagonal 
BD, é imaginamos el plano BDC, nos resultará el tetrae
dro BACD, construido sobre la base ACD del tetraedro 
EACD, y de la misma altura, pues que los vértices B y 
£ del uno y del otro se hallan en una misma recta BE, 
paralela al plano de su base; pero tambien se puede con
siderar al tetraedro BACD como que tiene su vértice en 
el punto D, y por base al triángulo ABC: y de este mo
do este tetraedro es cual lo requiere la propuesta.

Para hallar ahora el tetraedro equivalente á ECFD, 
es necesario tirar las diagonales AF y BF en las caras 
ACFD y BCFE; é imaginando entonces el plano AFB, 
tendremos al tetraedro BACF, cuya base ACF es equi
valente á la base CFD del tetraedro ECFD, pues que
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estos dos triángulos tienen una misma base CF y se ha
llan comprendidos entre las paralelas AD y CF: tenien
do ademas los tetraedros sus vértices en la misma recta 
BE , paralela al plano de su base, tienen por consiguiente 
una misma altura; y son por tanto equivalentes. El te
traedro BACF, considerado como que tiene su vértice 
colocado en F, y por base al triángulo ABC, será el 
tercer tetraedro designado en la propuesta.

265. Corolario. Del teorema precedente se sigue 
que el volumen de todo prisma triangular truncado tiene 
por medida al producto de su base por la tercia parte de 
la suma de las tres perpendiculares bajadas sobre esta ba
se desde cada uno de los ángulos de la base superior, pues 
que estas perpendiculares son las respectivas alturas de 
los tetraedros, á cuya suma es equivalente el prisma, y 
que tienen todos por base la misma del prisma.

TEOREMA.

266. Dospolie¿iros semejanífs son sntre st como los 
cubos de sus artsías bom6lo¿^as.

Demostración, i.° Si los poliedros propuestos fueren 
las pirámides SABCDE, S'FGHIK, fíg, 127, tendre- Fig. 127. 
1^05 (§. 235):

ABCDE : FGHIK : 
y multiplicando esta proporción por la proporción evi
dente |SP : jS Q : : SP : S Q; 
nos resultará

----------- - —----------- -------- _.3 ---- 5 
ABCDEx|SP : FGHIK x S'Q : : SP : SQ .
Los dos primeros términos de esta proporción, que 

expresan los volúmenes de las pirámides propuestas, nos 
manifiestan que estos volúmenes son entre sí como los cu- 
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bos de sus alturas; mas la semejanza de las pirámides nos 
da asimismo:

SP ; S'Q : : SA : S'F : ; AB : FG (§. 233); 
de lo cual se deduce:

---- 3 ---- 3 ---- 3 —3 ---- 3 -—3 
SP : S'Q : : SA : S'F : : AB : FG í 

y por consiguiente
——3 ----- 3 ----- 3 “—3

SABCDE : S'FGHIK : : SA : SF : : AB : FG ; 
es decir: que las j^irámides semejantes son entre sí como 
los cubos de sus aristas homologas ^ ja jjartan estas aris^ 
tas desde sus “vértices^ ó ya se hallen en sus bases*,

* Imitando la construcción y el razonamiento del §. 177, seria 
fácil hacer ver que los volúmenes de dos tetraedros que tenían un dn^ 
¿uló triedro común, son entre sí como los firoductos de las aristas, que 
en cada uno de ellos, comprenden aqtul ángulo.

2° Cuando tratemos de otros poliedros cualesquie
ra, los podremos imaginar divididos en un mismo nu
mero de pirámides semejantes y semejantemente dispues
tas ^§. 243). Cada una de las pirámides del primer po
liedro será à su correspondiente del segundo como el cu
bo de una de sus aristas, es al cubo de la arista homóloga 
de Ia otra pirámide; mas estas aristasj que necesariamen
te son ó las aristas mismas de los poliedros propuestos, ó 
las diagonales de sus caras, ó finalmente las diagonales 
que juntan interiormente los vértices de sus ángulos po
liedros, se hallan de un poliedro al otro, en una misma 
razón (§. 244); formarán por consiguiente sus cubos una 
serie de razones iguales; y siendo al mismo tiempo igua
les estas razones á las de las pirámides, nos será forzoso 
concluir que estas ultimas han de ser iguales entre sí. Por 
tanto, la suma de las pirámides del primer poliedro es á 
la suma de las pirámides del segundo como una cualquie-
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ta de las pirámides del uno es a la correspondiente del 
otro; ó como el cubo de una cualquiera de las aristas del 
primer poliedro es al cubo de la arista homóloga del se
gundo. Y sostituyendo en esta última proporción en lugar 
de las sumas de las pirámides, los poliedros que ellas com
ponen nos vendrá á resultar por conclusion que estos cuer
pos se hallan entre sí en la misma razón que los cubos 
de sus aristas homólogas.

PARTE SEGUNDA.
SECCION n. 
los cuerdos redondos,

Q.6y. X-os cuerpos redondos son los que podemos 
imaginar como producidos á consecuencia de dar una fi
gura plana vueltas al rededor de una linea recta. De en
tre ellos trataré solo aquí con especialidad del cono redOj 
del cilindro reetOt y de la esfera.

El cono recto se puede imaginar formado con el au
xilio de hacer girar un triángulo rectángulo SAC, fig. 
141, al rededor de uno de los lados del ángulo recto; Fig. 141. 
de modo que la hipotenusa SA describe en este movi
miento la supeificie cónica recia que envuelve al cuerpo.

Un punto cualquiera A' de esta recta describe una 
circunferencia de círculo, cuyo centro se halla en la rec
ta SC, al rededor de la cual gira el triángulo SAC, y 
que por esta razón se llama el eje del conoi porque si ima
ginamos tirada en el triángulo generador la recta A'C 
perpendicularmente al eje, y girando con él, habra de 
describir un plano perpendicular al eje SC (§. 198)1 y 
será claramente el radio del círculo A'D'B .
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De esto se sigue que siempre que cortemos la super
ficie cónica por un plano perpendicular á su eje, nos re
sultará una circunferencia de círculo; y es bien visible 
que un plano tirado por su vértice, la corta en general 
siguiendo dos líneas rectas.

El círculo ADB, descrito por el lado AC del trián
gulo generador, y que cierra al cono, es su base, mien
tras que el punto S es su vérticei y esta base es perpen
dicular al eje SC *.

* Se da el nombre de cono recto al que describimos aquí para dis
tinguirlo del cono oblicuo con base circular, que se forma haciendo gi- 

Fiff 14'2. ^^’^ ^^ rededor de un punto S, fig. 142, una recta SA, sujeta á tocar 
°' ^ * continuamente á la circunferencia de un círculo ADB, situado en un 

plano que no pase por el punto S. En tal caso la recta SC, que tambien 
se llama el fjc dfl cono, deja ya de ser perpendicular ai plano de la 
base ADB.

Los triángulos semejantes SAC y SA'C', que nos dan 
AC : AV : : SC : SC' : : SA : SA';

nos hacen ver que los radios de los círculos ADB y 
A'D'B' son proporcionales á la distancia que hay desde su 
respectivo plano al vértice del cono; mas siendo entre sí 
las circunferencias de los círculos como sus radios(§. 15 4), 
y siguiendo sus areas la razón de los cuadrados de los 
mismos radios (§. 188), vendremos á tener ademas:
circ.ADB : circ.A'D'B': : AC : A'C': : SC : SO: : SA : SA'; 
area ADB : area A'D^B" : : AC ; AV : : SC : SC'*:  :

SA : SA';
propiedades que vienen á ser las mismas que con respecto 
á las pirámides hemos demostrado (§§. a.33 y 235).

268. Observaeion. Cuando conocemos las dimensio
nes de un tronco de cono con bases paralelas...................  

Fi? 144 BDDAEB'D'A'E', fi. 144, podremos calcular por un
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método análogo al del §, 234, la altura del cono entero. 
Con efecto, siendo semejantes los triángulos ASO y A'SO', 
nos dan

AO : A'O^ : : SO : S0^í 
de donde se deduce que

AO-A^O^ : S0-S0' : ; AO : SO;
Ia cual viene á ser la siguiente

AO-A'O^ : 00^ : : AO : SO;
proporción en la cual nos están dados los tres primeros 
términos, y que de consiguiente nos puede dará conocer 
la altura del cono entero.

TEOREMA.

269. Si sf consfru)>en feh^onos reculare/ inserífof 
y circunscritos en la hase íic un cono, ^ se juntan los án^ 
¿ulos de estos foli^onos con el vértice del cono, estas lineas 
determinaran pirámides que se llaman regulares, jorque 
todas sus caras triangulares serán squales; ^ entre estas 
j^irámides se pueden en todo caso encontrar dos^ la una 
inscrita )’ la otra circunscrita » tales que la diferencia de 
sus areas sea menor que cualquiera cantidad dada, por 
pequeña que sea la magnitud de esta,

Demostración. Sea ahedef, fíg. 143, el polígono re
gular inscrito en la base del cono: y tirando las rectas ¿rS, 
bS, cS &C., y juntando estas rectas por planos, nos resul
tará la pirámide Sabedef. El area de esta pirámide, no 
comprendiendo en ella su base abedef, se halla compues
ta de los triángulos aSb, bSc, cSd &.c. iguales entre sí, 
pues que están formados de los lados del polígono abedef 
regular por suposición, y de las oblicuas Sa, S¿, Sc &c., 
que igualmente se apartan de la perpendicular SO. El 
area de cualquiera de estos triángulos, la d« aSb por

Fig- 143-
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ejemplo, tiene por medida •líTZ’ x S^t siendo S^ per
pendicular á la abs la suma de las areas de todos tendrá 

por medida gN x ab>c S^, designando por N al número 
de lados del polígono abedefi y representando Nxíj!¿ al 
contorno de este polígono, se habra de concluir induda- 
blemente que el area de la pirámide regulari no corn- 
prendiendo en ella la de su baee^ tienepor medida la mi~‘ 
tad del producto del contorno de esta base por la perpen
dicular bajada desde el vértice á cualquiera de los Íados 
de la misma base.

En la pirámide circunscrita, de la cual he represen
tado solo una cara ASB á fin de no complicar mas la íi- 
gura, son iguales entre sí todas las caras como en la pirá
mide inscrita, porque las aristas SA, SB &c. son asimismo 
oblicuas que se apartan igualmente de la perpendicular 
SO. Y siendo el punto de enmedio del lado AB del po
lígono circunscrito precisamente el punto de su contacto 
con la circunferencia del círculo aGbff se habrá de con
fundir con el lado la perpendicular SG, bajada desde el 
punto S sobre el lado AB. El area del triángulo ASB 

tiene por expresión jAB x SG¡ y por consiguiente la de 
la pirámide entera, sin incluir la de su base, vendrá á sej

’ N x AB x SG.
Supuesto esto, si designamos por^ y P las areas de 

la pirámide inscrita y de la pirámide circunscrita, y por 
P y P' los contornos de sus bases, tendremos:

p—^p'xSgi P—^P^xSG; 
de donde podemos inferir que

P-/=iP^ X^-2/x S^-.
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Mas resultando de la naturaleza de los polígonos regula
res inscritos y circunscritos al círculo (§. 151) que los 
contornos de estos polígonos se aproximan á ser iguales á 
proporción que se multiplican sus lados; es bien visible 
que en igualdad de circunstancias la diferencia entre las 
rectas SG y S^ puede llegar á ser tan pequeña como se 

quiera: de consiguiente los productos JP'xSG y j^x

S^ se aproximarán tambien sin cesar á la igualdad; y la 
diferencia de las areas de las pirámides inscrita y circuns
crita podrá á consecuencia llegar á ser menor que cual
quier cantidad que se quiera.

270. Corolario. £s bien evidente que cuanto mas se 
multiplican los lados de los polígonos inscritos y circuns
critos, tanto mas se aproximan á confundirse con el cono 
las pirámides inscritas y circunscritas; y tanto mas aumen
ta el area de la pirámide inscrita, al mismo tiempo que 
disminuye la de la circunscrita. Con efecto, constante
mente aumenta el contorno del polígono inscrito, asi como 
la recta S^, que acercándose á la superficie cónica, se ale
ja sin cesar de la perpendicular SO, mientras que el con
torno del polígono circunscrito disminuye sin cesar acer
candose al circulo, y que la recta SG conserva la misma 
magnitud. De aqui se sigue evideutemente que por lo 
respectivo á la extension, el area del cono se halla siem
pre comprendida entre las de la pirámide inscrita y de Ia 
pirámide circunscrita; y como, según el teorema prece
dente, se puede hacer la diferencia de estas últimas menor 
que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea la 
magnitud de esta, con mayor razón podremos hacer en 
todo caso tan pequeña como queramos la diferencia entre

TOMO 111. GG
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el area del cono y la de pirámide inscrita ó la pirámide 
circunscrita.

TEOREMA.

271. £/ area de un eono recio tiene ^or medida !a 
mitad dei producto de la circunferencia del circulo que le 
sirve de base ^or su lado: lo cual, designando jror C a 
la primera p por R al secundo, vendra á estar bien eX“ 
presado por ¿CR.

Demostración. Si P representa actualmente el perí- 
metio del polígono circunscrito, el area de la pirámide 
circunscrita habrá de expresarse por |PR (§. 269^, pues 
que R es lo mismo que SG ;' y si desÍgnamós por X la 
verdadera medida del area del cono, tendremos las canti
dades JPR, gCR y X, que se hallan en el mismo caso 
que se supone en el §. 186; pues que siendo constan
temente la primera mayor que las otras dos, en virtud del 
§. 270, y á causa de ser P>C, se pueden aproximar una 
á otra cuanto se quiera. Tendremos, puesj que

PROBLEMA.

272. Di area de la porción que resta de una supers 
Jicie cónica después de kaberle quitado por un plano pa^

* Este teorema podríamos demostrarlo valiéndonos inmediatamen
te de un razonamiento semejante al de la nota del §. 187, sostituyen- 
do pirámides á los polígonos empleados en la nota citada. Fácil es 
descubrir cómo sea necesario modificar el mismo razonamiento y apli- 
carlo á Ias proposiciones de los §§. 279, 280, 283, 297 y 304, que 
completan la medición del area y del volumen de los cuerpos re
dondos.
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raklo a su base una parte SA'DIS'; ó lo que viene á ser 
lo mismo, el area del cono truncado ADBEA'D'B'E', 
fig. 144, tiene por medida la mitad del producto de la Fíg. 144. 
suma de las circunferencias de sus dos bases ADB y 
A^D'W por su lado ÁAí

J)emostracion. Si en el punto A se levantan perpen
dicularmente á SA, la recta AC, igual en longitud á la 
circunferencia ADBE, y se tira la SC; teniendo el area 
del triángulo rectángulo SAC por medida jACxSA, 
habrá de ser esta equivalente al area del cono SADBE 
(§. preced^. Tirando en seguida la recta A^C' paralela á 
la AC, los triángulos SAC y SA^C^ entre sí semejantes, 
nos darán:

AC : AV ; ; SA : SAj 
mas tambien tenemos: 
circunf. ADBE :circunf. A'D'BT' : : SA: SA' (§. 267^» 
y siendo común esta segunda razón á las dos últimas pro
porciones, resultará de ellas la siguiente:

circunf. ADBE zcircunf. A'D'B'E' : : AC : A'C'} 
y puesto que AC=circunf. ADBE por construcción, 
deberá ser por consecuencia A'C^=círcunfer. A'D'BTí

De esto se sigue que el area del triángulo SA^C^

igual á jA'CxSA^ será equivalente á la del cono

SA'D'B'E' que se echa menos: será, pues, el area del 
trapezio ACCA' equivalente á la del tronco de cono 
ADBEA'D'B'E'j y pues que la recta AA' es perpendicu
lar á las rectas AC y A^C', la medida del trapezio ACC'A 
será iAA' (ACn-AV) (§. 175).
ó -^AA'(circunf. ADBE-KÍrcimf. A^D'B'E')
como anuncia la propuesta.

Y pues que podemos tomar en vez de ^(AC-HÂ'C')
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U recta A''C" tirada paralelamente á AC por el medio 
de AA^ (§. 175), es consiguiente que en lugar de 
|- (circunfer. ADBEn-circunfer. A^D'B'E^) podamos 
sostituir la circunferencia A"D'^B"E" de la sección hecha 
en el tronco de cono á distancia igual de las dos bases y 
.paralelamente á sus planosj pues tendremos esta serie de 
razones iguales:
AC : A"C" : : SA : SA" : circ. ADBE : círc. A"D"B"E^; 
á consecuencia de la cual la igualdad de circunferencia 

' ADBE, y de AC nos hace ver la de circunferencia 
A'D'K'E" y de AV'.

De lo cual podremos concluir que el area convexa 

del tronco de cono tiene por medida AA' x circunfer..., 

A^'D^'B^^E^^, ó al />ro¿¿ucio de su lado j^or la eireunferen- 
eia de la seceion hecha d una i¿ual distancia de las bases

N. B. Sostituyendo el vértice á la base superior, vie
ne á ser esta medida la del area del cono íntegro.

TEOREMA.

273. Afulíiflicando vt^eienfefnefite Isrlados delpo^ 
Ugono inscrito, podemos en todos casos formar dos jjird’ 
mides, la una inscrita y la otra circunscrita, tales que la 
diferencia de sus volúmenes sea menor que cualquiera 
cantidad dada, f or pequeña que sea la magnitud de esta. 

Demostración. Con efecto, teniendo la pirámide ins- 
Fig. 143. crita y la circunscrita la misma altura SO, fíg. 142, si 

designamos pory? y P los volúmenes de estas pirámides; 
f y P' las areas de los polígonos abcdef, ABCDF que 
las sirven de bases, tendremos:

/=|/xS0 ; P^Xpx"^;
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Îo cual dará P-^=|S0 (P'—/9î 
y pudiéndose reducir al grado de pequeñez que se quie*  
ra, Ia diferencia P'~^' entre el area del polígono inscri
to, y la del polígono circunscrito (§. 184), se podrá 
igualmente reducir á que sea menor que tal cantidad 
dada como se quiera, la diferencia P—^ entre el volu
men de la pirámide inscrita y el de la pirámide circuns
crita.

* El teorema anterior tiene igualmente lugar aun cuando sea obli
cuo el cono propuesto; pues bien se ve que ni en el teorema del 
§• 273, ni en el corolario del §. 274 se supone que la perpendicular 
SO caiga sobre el centro del círculo aGbf, y pueden por consiguíen-

274. Corolario. Siendo visiblemente el volumen del 
cono Intermedio entre los de la pirámide inscrita y de la 
circunscrita, se infiere del teorema precedente que en to
do caso se pueden asignar una pirámide inscrita y otra 
circunscrita, que se diferencien de él en cuanto menos se 
quiera.

TEOREMA.

275. £1 'volumen ííe un eono tiene/or medida la ter
cia /arte del/rodueto del area de su base /or su altura» 
á lo cual equivale |CH, siempre que Ia primera se desig
ne por C, y la segunda por H.

Demostración. Sea P el area del polígono que sirve 
de base á la pirámide circunscrita , cuyo volumen tendrá 
en tal caso por medida }PHj y represente X la verdade
ra medida del volumen del cono. Asi tendremos tres can
tidades fPH, jCH y X, que se hallarán en el caso de las 
del §. 186; puesto que |PH es siempre mayor que las 
otras dos, y puede aproximarse á ellas cuan cerca se 
quiera. Tendremos, pues, X—|CH *.
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PROBLEM A.

276. ííaUar el volumen de un tronco de cono recto 
con basesj?aralelas.

Solución. Sera indispensable prolongar los lados AA' 
Fig. 144. y BB\ fig. 144, hasta que se encuentren, y asi nos den 

á conocer la altura SO del cono entero (§. 268), con el 
auxilio de la cual tendremos para volumen de este cuer

po á iSOx ADBE; y quitando de SO la altura del tron
co OO\ el residuo SO' será la altura del cono sustraído,

cuyo volumen estará expresado por fSO'x A^D'B'E'j y 
por tanto la diferencia entre este producto y el anterior ha* 
brá de ser la medida del volumen del tronco de cono pro
puesto.

277. Sí nos imaginamos que el rectángulo ACC'A', 
Fig. 145. fig. 14$ » gire al rededor de uno de sus lados CO, ven

dremos en conocimiento del cómo podemos suponer for
mado el cuerpo que llamamos cilindro recto s en cuya su
posición la recta AA' descflblfá la'sujfer/i'cte cJíindrtca.

Un punto cualquiera de esta recta describirá la cir« 
cunferencia del círculo A"D'"B'', Igual y paralelo al cír
culo ADB engendrado por AC, al cual se le llama la 
base del cilindro ; en vista de que la recta A"C", perpen
dicular á CC', igual á AC, describirá girando al rededor 
de CC'i un plano paralelo al ADB, y cuya intersección 
con la superficie cilíndrica será A''D"B". De lo cual re
sulta que la sección de la superficie del cilindro recto por

Fig. 142. te adaptarse al cono oblicuo que se nos presenta en la figura 142. Lo 
mismo puede decirse, con respecto á la investigación del volumen del 
cono truncado del ^. siguiente.
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un piano paralelo á su base, es un círculo igual á esta 
jnisnu base.

£1 cilindro está terminado en su parte superior por 
una base A'D‘'B' iguíil y paralela á su- base inferior ADB. 
La recta CO, al rededor de la cual suponemos que ha 
girado el paialelogramo ACC'A^ y en la cual evidente- 
mente se hallan los centros de las bases de todas las sec
ciones que las son paralelas, se llama el eje del cilindro, 
y es perpendicular á la base *.

TEOREMA.

278. Si ee inscriben y se eireunseriben al efreulo que 
sir've de base á un cilindro, poli^onos de un mismo nume» 
ro de ladoSf por los vértices de los ángulos de estospo~ 
Ugonos se tiran rectas paralelas al eje OO', fig, 147; Fíg. 147. 
juntando sus extremidades superiores con otras rectas, 
resultaran formados dos prismas, el uno inscrito p el otro 
circunscrito al cilindro propuesto i los cuales podran en 
todo caso ser tales que la diferencia de sus areas sea me
nor que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea 
la magnitud de esta cantidad.

El cilindro oblicuo es el que contiene la superficie descrita por 
una recta cualquiera AA', fig. 146, forzada á deslizarse paialelamente p« _ x 
á sí misma á lo largo de la circunferencia de un círculo ADB. Sí ‘^*0’ *4^* ji 
consideramos á la recta generatriz A A' como existente en una po- !Í 
sicion cualquiera, cual DD', y por el centro de la base tiramos la CC'' ‘i 
paralela é igual á la AA' ,y terminamos el cuerpo con un plano A^D'B' i 
paralelo al ADB; tirando C^D, nos resultará formado el paralelógra- 
mo DCC'D^, y tendremos C'D'=CD. Es, pues, visto que la base 
superior A'D^C' del cilindro oblicuo debe ser un círculo, lo mismo 
que su base inferior y todas las secciones que la son paralelas; mas el 
eje CC' no será perpendicular á esta base, como lo es en el cilindro
recto.
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Demostración. Las rectas ai¿, hb', levantadas parale* 
lamente á 00', y por consiguiente perpendiculares al 
plano abede/f se hallarán sobre la superficie del cilindro, 
pues que los rectángulos aOO'a',bOO'b son iguales al rec
tángulo generador. Por otra parte es evidente que los rec
tángulos abb'a\bccb' 8cc. son entre sí iguales, puesto que 
visiblemente tienen dos ángulos y tres lados respectiva
mente iguales (§. 85). Siendo las aristas aa',bb' &.c, per
pendiculares á ab, be 8cc. las areas de los rectángulos ab\ 
be' 8íc. se expresarán por abxaa'y bexbb' &c.

Reuniendo estos productos con la advertencia de que 
todos tienen un factor común, pues que aa'=zbb' &c., 
el area del prisma inscrito, sin comprender las bases abedeft 
a'b'eei'e'/^ vendrá á estar expresada por (ab-r-be-t-ed-^ 
de-^ef-^fa") aa, ó por /xH, designando por ^ al pe
rímetro del polígono abedef, y por H á la altura aa' co
mún al prisma y al cilindro.

Con el fin de evitar cualquiera confusion, no he re
presentado mas de una sola cara ABB'A' del prisma cir
cunscrito. Bien se ve "qué 81 én ' esta cara y por el pun- 
to G, en que el lado AB toca al círculo, se tira GG' 
paralelamente á 00', esta recta se hallará sobre la su
perficie cilíndrica, en vista de que el rectángulo GOO'G' 
es igual al rectángulo generador. Y estando expresada el 

area del rectángulo ABB'A' por AB x GG'j el area 

total del prisma circnnscrito, sin comprender las bases, 
será igual al contorno P del polígono circunscrito, mul
tiplicado por la altura GG' ó H, común á todos los para
lelogramos que envuelven al prisma circunscritoj y lo 
mismo puede decirse de los del prisma inscrito.
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Supuesto esto, la diferencia del area convexa del 

prisma inscrito y la del circunscrito vendrá á ser PxH — 
^xH —(P—/) H, y se la podrá hacer tan pequeña 
como se quiera, tomando polígonos inscritos y circunscri
tos, cuyos contornos tengan una diferencia menor que 
cualquiera cantidad dada, por pequeña que la magnitud 
de esta sea.

279. Corolario. De la proposición anterior y de las 
razones expuestas (§. 270) se sigue que la superficie ci
líndrica es menor que la del prisma circunscrito, y mayor 
que la del inscrito, y que por consiguiente podemos de
terminar un prisma inscrito ó circunscrito, cuya area se 
diferencie en cuan poco se quiera, de la del cilindro 
recto.

TEOREMA.

280. £1 area de la su/erjicie convexa del cilindro 
recio tiene j^or medida al j^roducto de la circunferencia de 
su base j)or su altura H, que representaremos por CH.

Demostración. Si P designa al contorno del polígono 
que sirve de base al prisma circunscrito al cilindro, y X 
la verdadera medida de este último, vendrá á representar 
PH al área del prisma circunscrito, y visiblemente se 
hallarán las tres cantidades PH, CH y X en el caso que 
las del §. 186e Será por consiguiente X—CH.

TEOREMA.

281. En iodo caso se pueden formar dos prismas^
el uno inscrito y el otro circunscrito al cilindro, ta--

TOMO III. HH
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les ^ue sus •volumsnss se diferencien en cuan j}oco ciue- 
ratnos.

J^emosíracion. El volumen del prisma inscrito abedef 

a'b'dd'ef es igual á abede/xü (§. 260)1 y designando 

el area del polígono inscrito por ^, y la del circunscrito 
por P, el volumen del prisma inscrito vendrá á tener por 
medida áyjH, el del circunscrito á PHj y siendo su dife
rencia (P—/) H, podrá venir á ser tan pequeña como se 
quiera , en consecuencia de que P—f, diferencia de las 
areas de los polígonos inscrito y circunscrito, puede llegar 
a ser menor que cualquiera cantidad dada, por pequeña 
que sea la magnitud de esta (§. 184),

282. Corolario. De esto se sigue que se pueden 
construir un prisma inscrito y otro circunscrito, tales que 
su volúmen se diierencie del del cilindro en cuan poco se 
quiera; en la inteligencia de que este ha de ser siempre 
mayor que el primero y menor que el segundo.

TEOREMA.

283. El 'voTú^n^e un cilindro recio llene por me
dida al producto del area de su base por su altura, 6 
designando por C' al area de esta base, por CH.

Demostración» Si designamos por P^ al area del polí
gono circunscrito, habrá de ser P'H la medida del volu
men del prisma circunscrito; y por X designamos la ver
dadera medida del volumen del cilindro; hallándose las 
tres cantidades P H, C''H y X en el mismo caso que las 
del §. 186, habremos necesariamente de tener X = 
C'H

* Este teorema se verifica igualmente con respecto al cilindro obli-
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284. Sí el semicírculo ACB gira al rededor de su 

diámetro AB, fig. 148, podremos imaginamos que por Fig. 148. 
medio de este movimiento forma la esfira, al mismo 
tiempo que la semicircunferencia describe la su^erjicíe es^ 
fériea.

En este movimiento cada punto del arco ACB des
cribe evidenteraente la circunferencia de un círculo, cu
yo radio es la perpendicular DE, bajada sobre el diáme
tro AB, al cual se llama el eje. Se deben sin embargo 
exceptuar de esta observación los dos puntos extremos A 
y B del eje, que permanecen inmóviles, como todos los 
demas puntos de este eje, y que se llaman los polos.

La superficie de la esfera tiene todos sus puntos igual
mente distantes del punto 0, centro del círculo genera- 
dori porque habiendo conservado este puuto la misma si
tuación en el plano del semicírculo ACB en todas cuantas 
posiciones ha tomado este plano, no ha variado su distan
cia á ninguno de los puntos del arco ACB, que sucesi
vamente han pasado por todos los de la esfera.

De nqui se sigue que el radio del círculo ACB es 
asimismo el de la esfera.'

TEOREMA.

285. Za seeeion de la esfera por un plano cual
quiera, es Indefectiblemente un circulo.

Demostración. A consecuencia de lo anteriormente 
expuesto, es por sí misma evidente la proposición, siem
pre que el plano secante pase por el centro de la esfeiaj 

cuo; pues es muy fácil de ver que ni el teorema ni su corolario requie
ren que el eje del cilindro ni las aristas de los prismas sean perpendicu
lares al plano de la base.
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en cuyo caso la circunferencia de esta sección tiene por 
radio al mismo de la esfera.

Mas si DGFH designa á un plano cualquiera, y si 
del centro 0 se baja sobre este plano la perpendicular 
CE, el pie E de esta perpendicular se hallará á distancia 
igual de todos los puntos de la sección DGF; pues que 
siendo entre sí iguales, como radios que son de la esfera, 
todas las oblicuas OD, OG, OF, OH, estarán igual
mente apartadas de OE (§. 200). Será, pues, la curva 
DGFH un círculo cuyo centro sea E, y cuyo radio 
sea DE.

286. Observación. Siendo necesariamente menor 
que el radio OD la recta DE, el círculo DGFH habrá 
de ser menor que el que habría resultado si la sección se 
hubiese hecho por el centro de la esfera; pues en este 
caso se nos presentaría un círculo máximo^ en vez de que 
cualquiera otro habrá de ser un círculo menor.

Teniendo todos los círculos mayores un mismo radio, 
habrán de ser entre sí iguales.

287. Clftrfíla^iq^ ^, Dos— xíjxulos.«jnáximo& AGBF, 
AIBK se cortan siempre en dos partes iguales; pues, 
como bien se ve, no pueden encontrarse mas que en la 
recta AB, sección común de suí dos planos, la cual pa
sando por su centro común, viene á ser á un mismo tiem
po diámetro común de entrambos, y los divide por con
siguiente en dos partes iguales,

288. Tres círculos que se corten dos á dos en la 
superficie de la esfera, forman un irian^ulo es/éricof mas 
de ordinario no se consideran sino los que están formados 
por tres arcos de círculo máximo, menores que la semi
circunferencia , cual es el ICM.

Si del centro de la esfera se tiran radios á los puntos
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C, ly M, bien se ve que estos radios determinarán un 
ángulo triedro OCIM, cuyos ángulos planos I0C, lOM, 
MOC, tendrán por sus respectivas medidas á los arcos 
CI,IMyCM.

TEOREMA.

289. La suma de dos lados cualesquiera de un tri- 
ángulo esférico es siempre ma)'or que el tercero.

Demostración. Puesto que en virtud de lo expuesto 
(§. 222) la suma de dos cualesquiera de los tres án
gulos planos IOC, lOM, MOC, que forman el ángulo 
triedro OCIM, es mayor que el tercero; y siendo de un 
mismo radio los arcos d, IM y CM, que son las medi
das de estos ángulos, resulta de esto por necesidad que 
la suma de dos cualesquiera de estos arcos, la cual será 
forzosamente la medida de la suma de los dos ángulos á 
que corresponden (§. no), habrá de ser mayor que el
tercero,

290. i.® Corolario. De esto se sigue que el camino 
mas corto para ir de un punto á otro sobre la superficie 
de la esfera, es el arco de la circunferencia de un círculo 
máximo determinado por los dos puntos ya indicados y 
por el centro de la esfera; porque si se asignase como ca
mino mas corto desde el punto A al B, fig. 149, una Fig. 149. 
línea AMNB, diferente del círculo máximo , cuya circun
ferencia pasa por los dos puntos propuestos; tornaríamos 
en esta línea un punto M, y tirando desde él los dos ar
cos de círculo máximo AM y MB, tendremos (§. ^recedé^

AMh-MB>AB.
Tomando en seguida el punto N entre M y B ; y ti

rando por él los dos arcos MN y NB de círculo máximo,
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nos resultará de consiguiente que AM4-MN-t-NB> 
AMh-MB.

Continuando del mismo modo, veremos con claridad 
que cuanto mas nos acerquemos á Ia línea AMNB, mas 
se aumenta el camino que hay que andar para pasar de A 
á B: por lo cual es evidente que el arco AB de la cir
cunferencia de un círculo máximo es el camino mas cor
to, sin ser posible que lo haya menorj porque el círculo 
máximo que de nuevo se tirana por dos cualesquiera pun
tos del arco AB, se confundiría con este mismo arco, en 
vista de que todos sus puntos y el centro de la esfera se 
hallan comprendidos en un solo piano.

Yo he supuesto que la línea AMMB fuese exterior á 
todos los círculos máximos tirados por dos cualesquiera de 
sus puntosi mas en caso de ocurrir lo contrario, según 
puede verse en la parte puntuada MN'A, tiraríamos los 
arcos de círculos máximos MN^ y AN'; y como entonces 
tendríamos AN^-hMN'>AM, 
resulta asimismo que

AN'-i-MN'-t-MN-bNR^ AM-u,MR> ar . 
291. 2? CoroÍario. Del mismo teorema se sigue 

tambien que la suma de los lados de un triángulo es
férico es menor que la circunferencia de un círculo má
ximo ; porque si se prolongan los lados Af y AM del trián- 

F^g- ^48* guío MAI, fig. 148, hasta que vuelvan á encontrarse 
en B, tendremos que

IM<BMh-BI (§. 289); 
añadiendo á una y á otra parte la suma de los lados AM 
-hAI, resultará que

IM ■+• AM H- AI <BM -+- BI -H AM -1- AI.
Ahora bien, los dos arcos AM y BM juntos, com

ponen la semicircunferencia ACB: y los dos AI y BI
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juntos componen otra semicircunferencia AIB ^ igual á la 
primera. Equivale, pues, la suma de estos cuatro arcos 
reunidos á una circunferencia de círculo máximo, la cual, 
según se ve, es mayor que la suma de los lados del trián
gulo MAI.

Fácil es ver que esta proposición resulta igualmente 
de lo expuesto (§§. 226 y 288).

TEOREMA.

292. Sí por el centro de un circulo cualquiera DGFH, 
trazado sobre la esfera, se levanta una perpendicular 
AE, pasará esta por encentro de la esfera,'fia-cortará 
en dos puntos A^ B, cada uno de los cuales se hallará 
i^ualmentè^ distante de todos los de la circunferencia 
DGFH.

Vemostradon. Con efecto, de lo expuesto (§. 200) 
se infiere con evidencia que la perpendicular AE debe pa
sar por una serie de puntos tales, que cada uno de ellos 
se halle á igual distancia de los puntos de la circunferen
cia DGFH , descrita desde el pie E de esta perpendicular 
como centro. Pues ahora, teniendo el punto 0, centro de 
la esfera, la misma propiedad, deberá por consiguiente 
hallarse en la misma línea AE; y los puntos A y B, en 
que la AE encuentra á la esfera, habrán de estar cada 
uno á igual distancia de los puntos de la circunferencia 
DGFH: bien entendido que la distancia de estos últimos 
al punto A no es igual á la distancia de los mismos al 
punto B, sino cuando el punto E coincida con el O, ó lo 
que es lo mismo, cuando se trate de un círculo máximo 
CILK.

Bien claro se ve que los arcos AD, AG, AF, AH,
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tornados en las circunferencias de círculos máximos, que 
son necesariamente iguales, y que tienen por cuerdas á 
las distancias del punto A á cada uno de los puntos de 
la circunferencia DGFH, deben ser entre sí iguales.

^93* Corolario. De lo anteriormente expuesto se si
gue que los puntos A y B nos pueden servir para descri
bir el círculo DGFH, sin necesidad de conocer su centro, 
colocado en el interior de la esfera; pues que basta con 
marcar todos los puntos cuyas distancias al punto A o al 
punto B, medidas sobre la superficie de la esfera por los 
arcos de círculo máximo AD y AG, ó BG, sean igua
les á la que se haya escogido para describir el círculo
propuesto. . ,

En consecuencia los puntos A y B se llaman los /0- 
hs del círculo DGFH; y la recta AE es su r/f.

TE0REM.\.

açq. El plano draJo for un funto ík la .wp^rjKÚ 
di f.j ¿.s/'<f4>Jifrj<«iAtfM^«i—<i^< ^1 MdtA ,^iu fiaí^ por 
isfi pufíto t cí /.minenti ‘1 la ¿sjera» y mipí 01 dm/na , d 
plano ian^inte en un punto fualpdira de la super/ate es* 
fériea f es perpendieular en la exíremidad del radio t^ue 
pase por aquel punto.

Demostración. Siendo perpendicular el radio OC en 
el punto C el plano AB, habrá de tener todos sus demas 

Fig. 250. puntos mas apartados que el punto C dei centro O de la 
esfera; pues que las oblicuas cualesquiera OD , OE &c. 
son mas largas que la perpendicular OC (J. 200); se 
hallan, pues, fuera de la esfera los puntos D, E &c.i y 
no teniendo el plano AB mas que el solo punto C común 
con la superficie de la esfera, debe ser la tangente.
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Reciprocamente, el plano tangente á la esfera en C 

no puede ser otro que el plano AB, perpendicular al ra
dio OC; porque no teniendo este plano de común con la 
esfera mas que el punto del contacto C; y hallándose mas 
distantes del centro que este todos sus demas puntos, es 
consiguiente que el radio OC sea la línea mas corta que 
pueda tirarse desde el centro al plano tangente, y que á 
consecuencia sea perpendicular á este plano.

TEOREMA.

295. 5/ jí tnscríbcn y sc circunscriben a un arco 
cuaíquiera de un semicít^lo dos j^orciones dr/^tdig^nas re
gulares de un mismo número de lados, y se hace girar al 
semicírculo al rededor de su diámetro, Juntamente con las 
indicadas porciones de los j^oltgonos, jpodremos en todo 
caso conseguir que la diferencia entre el area del cuerdo 
descrito for la forcion inscrita y la del merjpo descrito 
for ¡a circunscrita, sea tan fcqueda cu^tnto se quiera^

r>emtisfrariún. El arca del cuerpo descrito por la 
porción del polígono abcd, fig. 151, cuando esta gira Fig. ip. 
juntamente con el arco ab al rededor del diámetro af, se 
compone de las areas que en particular describe cada uno 
de sus lados. El primero ab describe un cono entero, mien
tras los demás describen troncos de conos, cuyas bases son 
los círculos engendrados por las perpendiculares be, cf, 
dg, bajadas de los puntos b, c, d, al eje aO (§. 267). 
El area de uno de estos cuerpos, del que, por ejemplo, 
describe cd, se determina, bajando de enmedio de este 

lado sobre aO la perpendicular Iq, y se expresa por cd

x circunfer. Iq-, mas esta expresión se puede trasformar en
TOMO III. 11
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otra que no contenga al factor cire. Iq^ que varía para 
cada cono. Con este objeto se baja la cr perpendicular 
sobre la d^i se tira la Óli y siendo semejantes los trián
gulos dcr y qlO t como que los lados del uno son respec
tivamente perpendiculares á los del otro , cada uno al su
yo (§' ^5)’ tendremos que

cd : ír ; : 10 : 1^-
Pero siendo cr igual ^J^^t v teniendo entre si las circunfe
rencias de círculo la misma razón que sus lespectivosradios, 
podremos sostituir en lugar de la razón de íO á íq la de 
las circunferencias de círculos cuyos radios sean aquellas 
rectasí y en tal caso tendremos:

Cíi ' f^ ' ' circ. 10 : circ. Iqi 
de lo cual deduciremos que

fí^xcirc. l^=fg xcirc. 10, 
y por consiguiente el area del cono descrito por cÁ ten
drá asimismo por expresión á j^xcirc. /O; es decir, al 
jjroduíto ¿le su altura y^or la circunferencia del circula 
inscrito alj^oU^ono de que su lado hace farte. Lo mismo 
podemos decir de^Las^afeas-d»Ueft-có«ot-4Í4isc^^ los 
otros lados, y cuyas alturas son ef y ae. Siendo un factor 
común de todas estas areas la circunferencia del círculo 
inscrito; es consiguiente que la suma de ellas, ó el area 
del cuerpo descrito por la porción abcd del polígono ins
crito sea igual al producto de la suma de las líneas f^, 
eff ae', es decír, de la partea^ del eje, comprendida en
tre la extremidad a del primer lado, y la perpendicular 
bajada sobre el mismo eje por la extremidad del último 
lado, multiplicada por la circunferencia del círculo ins
crito, ó á a^x circ. lO»

Por la misma razón, el area del cuerpo descrito por 
la porción ABCD del polígono circunscrito tendrá por
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expresión a AGxcirc. LOj la cual cantidad será en todo 

caso mayor que la primera, lo uno, porque circunf. LO 
será siempre mayor que circunf, /0, y lo otro, porque 
AG es mayor que a^. Con efecto, desde luego tenemos 
que AG — ¿zG-i-Aí^; y a^=aG -í-G^í 
de lo cual resulta que

AG —Áa— G^ = Dí/— G^ ;
pues que A¿z=D¿¿j mas siendo bien claro que G^<D¿Z, 
y que se puede disminuir cuanto se quiera, la Aa ó la 
Dí/, multiplicando suficientemente los lados de los polí
gonos, podremos hacer lo mismo con la diferencia de las 
líneas D¿/ y G^, necesariamente menor que la'mayor de 
estas líneas. Por consiguiente la AG será siempre mayor 
que la a^ f y se las podrá aproximar una á otra cuanto 
se quiera *. En esta circunstancia, aproximándose mas y 
mas LO y /0; y diferenciándose cada vez menos circ. LO 
de circ. 10, podremos de consiguiente hacer á la diferencia 
AGx circ. LO—¿7^xcirc. 10, menor que cualquiera canti
dad dada, por pequeña que sea la magnitud de esta can
tidad, considerando á esta diferencia como la de dos rec
tángulos , cuyas bases y alturas pueden aproximarse cuan
to se quiera á ser iguales.

296. Corolario, La expresión AG—íí^=D¿/—G^, 
nos hace ver al mismo tiempo que AG disminuye al mis-

* El triángulo DOG nos da (§. 59)5 áO : ^O : : D¿ ; : G^; y de 

aquí se deduce que Gj=:Dí/x^^ ; lo cual hace también ver que 
íiO

G¿’<D</, en vista de que ^0 no es mas que uno de los lados del tri
angulo rectángulo, cuya hipotenusa es dO. Ademas, siendo el punto 
¿ la extremidad común de todas las porciones de los polígonos inscri
tos al arco ad , no varían ni un punto las líneas ^0 ni ¿O ni la razón 
de ellas. Disminuye, pues, G^" al mismo tiempo que 'DJ.
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«10 tiempo que D¿/, por ser común á todos los polígonos 
inscritos en el arco aJ la altura a^i y permaneciendo 
igualmente la misma la LO, resulta que el area del cuer
po descrito por la porción A BCD disminuye al acercarse 
á la esfera. El aumento de lo en la misma circunstancia 
prueba que el area del cuerpo descrito por abcd, aumen
ta entonces, y que por consiguiente el area de la por
tion de esfera descrita por el arco aLd es menor que la 
del primero de estos cuerpos, y mayor que la del segun
do. A lo cual es consiguiente que se puedan asignar dos 
cuerpos de este género, cuya area se diferencie tan poco 
como se quiera de la porción de la de la esfera descrita 
por el arco.

TEOREXíA.

297. El area de la j?orewn de esfera, eonocida 
j)or el nombre de casquete ó solideo esférico , descritafor 
un arco que no sea mapr que la cuarta parte de la cir- 
cun/erencia del círculo generador, es i¿ual al producto 
de esta circun/erenei^- tnult/fffhcidü pdf tU pñTíf' ifFl did^ 
metro que mida la altura del tal casquete ó solideo.

Demostracion. Designando por X á la verdadera me
dida del area descrita por el arco ad, y comparándola con 
las de los cuerpos descritos por la porción del polígono 
circunscrito ABCD, y por la porción del polígono inscri
to correspondiente, tendremos las tres cantidades

AGxcirc. LO, 4gxcirc. LO y Xj 
la primera de las cuales, siendo siempre mayor que las 
otras dos, pudiéndose aproximar á estas cuan cerca se 

quiera, podremos inferir (§. 186) que X^^r^xcirc. 
LO.
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298. I.” Corolario. De lo expuesto se sigue que el 

area de la esfera entera es igual á su diámetro multipli
cado por la circunferencia de un círculo máximo, ó á 

^xcirc. LO. Con efecto si aplicamos el teorema ante

rior al cuarto de círculo aLm ^ nos resultará /lOxcirc. 
LO para el area de la semiesfera que él engendra giran
do al rededor del eje LOi y lo mismo por lo que res

pecta al segundo cuarto de círculo fnm, tenemos j)0 x 
circ. LO: y la suma de estas dos cantidades viene á ser

(tfO-í-^0)xcirc. LO=;¿r^xcirc. LO.
En geneíal, el area de una porción cualquiera^de- U su
perficie esférica , comprendida entre dos planos paralelos, 
ó de una zona^ es igual a la altura de esta zona, ó á la 
distancia perpendicular de los planos que la terminan, 
multiplicada por la circunferencia de un círculo máximo: 
porque si del casquete descrito por el arco ^Lm, y cuya 

area tiene por medida á zjOxcirc. LO, se quita el cas
quete descrito por el arco aLU, y cuya area se mide por 
a^ xcirc. LO, tendremos á __

(¿rO — í7^)xcirc. LO = 0^xcirc. LO.
para medida del area de la zona descrita por el arco dm.

Con arreglo al mismo método podríamos hallar que 
el area de la zona descrita por el arco mn debe expresar

se por Ooxcirc. LO; y agregando este producto al 0^ 
xcirc. LO, tendríamos en el resultado (Oon-0^)xcirc.

L0=o^xcirc. LO la expresión del area de la zona des
crita por el arco (imn» la cual comprende al centro de la 
esfera.
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299. 2.® Corolario. Se sigue asimismo de lo que 

precede que el area de la superficie esférica, es cuadru
pla de la de su círculo máximo; porque el area de este 
se expresa por ¿CR, designando por C la circunferencia 
y por R á su radio (§. 187); y como designando por D 
al diámetro, tendremos á consecuencia R=^0 , nos re
sultará igualmente ¿R = ¿Dj de donde podemos con en
tera seguridad inferir que JCD viene á ser la justa ex
presión del area del círculo máximo, la cual no es efecti
vamente mas que Ia cuarta parte del producto CD, que 
es la medida del area de la esfera Q^.príc.').

TEOREMA.

Fig. 14S. 300. El area ¿le la fordon ACBIA, fig. 148, 
comjjrendida entre dos círculos máximos que se cortan, 
llamada huso esférico, es d la sujjerJicie de la esfera , co^ 
tno el arco Cl del círculo CILK perpendicular á la in~ 
ierseccion común de los planos BCÁ y BIA es á su circun^ 
ferendaí 6 como el ángulo que mide al diedro de estos es 
a cuatro rectos^ ... —  -   _

Demostración. La proposición es de suyo evidente 
cuando el arco CI es parte alícuota de la circunferencia 
CILK; porque si suponemos dividida efectivamente en 
sus partes alícuotas á la circunferencia, y tirados por los 
puntos A, B, y por los puntos de division círculos má
ximos, la superficie esférica resultará dividida en tantos 
husos iguales á ACBIA, como partes contenga el círculo 
CILKj pues que es bien visible que dos husos de una 
misma esfera son iguales siempre que los planos de los 
círculos que los determinan forman respectivamente un 
mismo ángulo diedro.

Mas cuando el arco CI no sea parte alícuota de la
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circunferencia , se puede hacer ver por medio de un ra
zonamiento análogo al del §. 109 que la razón del huso 
ACBIA á la superficie entera de la esfera, no puede ser 
menor ni mayor que la del arco d á la circunferencia 
CILK.

Siendo perpendicular á la recta AB el plano CILK, 
el ángulo plano COI medirá evidentemente el ángulo 
diedro CABI ; y pues que la razón de este ángulo á cua
tro rectos es la misma que la del arco CI que lo mide, 
á la circunferencia CILK (§. 110), se sigue necesaria
mente que el ángulo COI es á cuatro rectos como el 
area del huso ACBIA es á la de la esfera.

TEOREMA.

301. El area de un triangulo esférico es d la de la 
esfera entera como la diferencia que ha^fa entre la suma 
de los tres ángulos diedros formados por los círculos que 
cotnj^onen al tal triángulo, j la de dos ángulos rectos es 
d la de ocho ángulos rectos.

Demostración. "Los tres círculos ACBL, CILK y MIFK, 
que forman el triángulo esférico CIM, reparten la su
perficie esférica en ocho triángulos, de los cuales los 
CKM y FIL son entre sí iguales, según podemos con
vencemos de ello, con solo observar que los ángulos 
triedros OCKM y OFlL, á los que corresponden (§. 288), 
tienen todas sus partes iguales *.

* la igualdad de las partes de estos ángulos triedros demuestra con 
bastante claridad la de las partes de los triángulos esféricos; pero, se
gún es muy fácil de ver, los lados de estos triángulos no se hallan re
unidos de un mismo modo, y no es posible de consiguiente aplicar al 
uno sobre el otro. CabaUeri, a quien debemos la proposición anterior 
(Direítcriunt ¿enn-ale urattometricutn, Bononiae, 1632, pág. gió. y 
los autores que le han seguido, han mirado la igualdad de los triángulos
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En esta suposición, si designamos por S a Ia superfi
cie de la esfera, y por D al ángulo recto, el area del 
huso ICKMI vendrá á tener por expresión á

^^^- CIKM^^------- ----- {^. precedí j

y componiéndose este huso de los dos triángulos C M, 
CKM, nos resultará que

anF. CIKM 
CIM-hCKM = Sx .

4D

y siendo el area del huso MIFAM 
án¿^. IMFA 

S X — :
4D

vendremos á tener:

esféricos cuyos lados sean respectivamente iguales, cada uno á su cor
respondiente , como análoga á la de los triángulos rectilíneos, sin 11a- 
marlcs la atención que na-aa-ymlblej Jjr~vueftaf A la-roperfieíe esférica 
como á la plana; pero en el fondo esta dificultad es mas bien aparen
te que real, pues tenemos muchos medios de convencemos de la igual
dad de las areas de los triángulos de que se trata: y hé aqui, para que 
no quede sobre esto la menor duda, una demostración de ella.

Si por los vértices de los ángulos de los triángulos propuestos se 
hace pasar un círculo, y por su polo se tiran arcos de círculo máximo 
á los ángulos de los triángulos propuestos, estos arcos habrán de ser 
iguales (§. 293); y por este medio se formará sobre cada lado de los 
triángulos propuestos un triángulo esférico isósceles. Ahora bien, sien
do iguales las cuerdas de los lados de los triángulos esféricos propues
tos (§. 99), los círculos, de que acabamos de hablar, habrán asimismo 
de serio (§. 119"), y tendrán sus polos situados á unas mismas distan
cias de sus circunferencias. De consiguiente los tres triángulos esféricos 
isósceles del primero de los triángulos propuestos serán evidentemen
te iguales respectivamente á los tres del segundo, cada uno al suyo, y 
las areas de los triángulos propuestos habrán de estar formadas de la 
misma manera que la de los nuevos triángulos.
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IMFA

CM+GIF=S x —— :
4D

y por ultimo el huso CILBC, cuya area se halla expre-

1 ICLB
sada por Sx--------------- , nos dará

CIM+MIL = S x—Í

Y si en lugar del triángulo CKM sostituimos á su 
igual FIL. y sumamos estas expresiones, observando que 
CIM -t- GIF H- FIL -i-MIL componen la mitad de la 
superficie esférica, situada por delante del plano ACBL, 
ó al kimtsfirto lACBL, nos resultará:

S
2CIM-H J S = —— (áng. CIKM -+- áng. IMFA 4- áng.
ICLB.) 4^

Ahora bien : los tres ángulos diedros CIKM, IMFA, 
ICLB. son evidentemente los que entre sí forman los 
planos de los lados del triángulo esférico CIM; y á fin 
de abreviar , los designare por una sola letra de su arista, 
cual es la que se halla en la intersección de dos lados 
de cada triángulo; por cuyo arbitrio los ángulos CIKM, 
IMFA, IGLB, vendrán respectivamente á ser los ángu
los 1, M, C; y por consiguiente

2CIM-^ÍS = _ (I+M+C);

y quitando de ambos miembros á gS, nos resultará:

S (Ih-Mh-C) 
2CIM= ---------------Í-^ S.

4
TOMO III. KK
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Keduciendo en seguida a un mismo denominador to

dos los términos de esta expresión de 2CIM, y tomando 
la mitad de ambos miembros del resultado, tendremos:

S (Ih-M + C- aÆ>) 
CTM=—------------------------5 

8D

lo cual nos dará:
CIM : S : : Ih-M-í-C-íD : 8D *.

* Los ángulos I, M, C, son los mismos ángulos del triángulo es
férico. (Véase el Tratado elemental de Tri¿ottotnetrta, y de aplicación 
del Aliebra a la Geometría, cap. 11.)

TEOREMA.

302. 5/ por las exíremidades de las jjoreiones cor- 
resj^ondientes de polígonos regulares inscritas y circuns
critas en un mismo arco se tiran dos radios f se formarán 
dos sectores poligonales, que girando al rededor de uno 
de estos radios, engendrarán 'oolítmenes, cuya diferencia 
podrá disminuirse cuanto se quiera, siempre que se 
multiplique síficientemente el número de los lados de los 
polígonos.

Demostración. ^ nnm^rrtorradios RO, GO, fig. 
Fig- i$i' 15’’ ''^"^^^ ^^® ®^ cuerpo engendrado por la figura 

abedO, girando al rededor del eje ¿lO, se compone de 
los engendrados por los triángulos abO, bcO,cdO,cuyo 
valor se debe determinar con separación. Bajo esta supo
sición, si bajamos sobre la ^0 la perpendicular be, echa
remos de ver que girando la cuerda ab y el radio Ob al 
rededor de ^aO, engendran dos conos, los cuales tienen 
ambos por base al círculo descrito por la perpendicular 
be. La suma de sus volúmenes, ó el volumen del cuerpo
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engendrado por el triángulo abO se expresará de consi- 
guienre por ^¿rOxcírcul be (§ 275). Esta expresión 
se tra^forma en orra en que no se halla el círculo be, ob
servando que el area del cono engendrado por la cuerda 

ab tiene por expresión á |íí¿xc¡rcunf. be (§. 271). Pe
ro Cambien sabemos que

circuí. be = ^bexcírcunf, be (§, 187);
de donde resulta que

Area del cono ab : círculo be : : ¿^^xcircunferencia hez 
ibex circunferencia bes
ó ’.‘.abtbe,
dividiendo los dos términos de la segunda razón por ^cir
cunferencia be. Si ahora bajamos sobre la ab la perpendi
cular Oh, y comparamos entre sí los triángulos abe y ahO, 
semejantes, porque ademas de ser ambos rectángulos tie
nen un ángulo común en ¿í, tendremos esta proporción:

ab i be i i aO : O/zj
en donde se nos presenta tambien la razón ab/. bei y asi 

Area del cono ab : círculo bs ; ; ¿0 : OA;
y por consiguiente

circulo be = —xarea del cono ab. 
aO

Por medio de esta expresión el volumen del cuerpo en
gendrado por el triángulo abO, é igual á |«Oxcírculo 
be, vendrá á ser jO/rxarea del cono abs de Jo cual ré
sulta que el 'Dolíimetí í¿e un euerjjo descrito ^or un trian-^ 
^ulo que ^ira al rededor de uno de sus lados, tiene /¡or 
medida la tercia j^arte del area del cono engendrado ^or 
uno de sus otros dos lados, multiplicada por la perpendi
cular bajada sobre este lado desde su ángulo opuesto.
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Con respecto al segundo triángulo bcO, debemos pro

longar la be hasta que encuentre á la íO; y en virtud de 
lo expuesto, siendo el volumen del cuerpo engendrado 
por el triángulo r/O igual á |0íxarea del cono ct. mien
tras que el del cuerpo engendrado por el triángulo btO, 
C3 ¡0A<area del cono bt, la diferencia de estas expresio
nes, ó la medida del cuerpo engendrado por el triangulo 

bcQ será visiblemente igual á | Oix la diferencia entre la 

area del cono et y la del cono bu diferencia que es jus
tamente el area del cono truncado descrito por el lado be. 
Los mismos razonamientos harian ver asimismo que el 
volumen del cuerpo engendrado' por el triángulo r¿rO, 
tiene por medida á iÜ/xarea del cono truncado descrito 
por cd. Continuando del mismo modo sucesivamente de 
uno en otro, y observando que las perpendiculares Oh, 
Oi^ 01 &c. son todas iguales, llegaremos á ver que, sea 
cual fuere el numero de los lados áb , be, ed 8i.c., el vo
lumen del cuerpo engendrado por el sector poligonal 
abedO tendrá por -metítrda '6 -iOZ'ínT-üllW'J deltas areas 
descritas por los lados ab, be, ed &c. ; suma que no es 
otra cosa que el area descrita por la porción de polígo

no abed.
Aplicando este resultado al sector poligonal circuns

crito ABCDO, hallaremos que el volúmen del cuerpo 

que este engendra es igual a jOLxarea descrita por 

la porción de polígono ABCD : y estando ya demos- 
frado (§. 295) que las areas descritas por las porciones 
correspondientes de polígonos regulares inscritos y cir
cunscritos pueden aproximarse cuando se quiera, mien
tras que la diferencia de las apotemas OL y 0/ disminu-
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ye sin cesar, resultará evidentemente que los volúmenes 
engendrados por el sector poligonal inscrito, y por el sec
tor poligonal circunscrito correspondientes, se encaminan 
asimismo sin cesar á la igualdad, y pueden aproximarse 
á ella cuanto queramos.

303 Corolario. Bien se ve que el cuerpo descrito 
por el sector circular aLdO ^ y al cual llamamos sector 
esférico, es menor que el cuerpo descrito por el sector 
poligonal circunscrito, y mayor que el descrito por el 
sector poligonal inscrito: es, pues, consiguiente al teore
ma anterior que la diferencia entre el primer cuerpo y el 
de cualquiera de los otros dos puede llegar á ser tan pe
queña como_sc quiera^., multiplicando cuanto sea necesa
rio á los lados de los polígonos.

TEOREMA.

304 . El 'volumen de un sector esférico es J¿ual al 
area del castjuete, sobre el cual se aj)0ja, multij^licada 

j^or la tercia farte del radios 6 lo que “viene d ser lo 
mismo, d jSR, designando el area for S, / al radio 
for R.

Demostración. Si por P representamos al area des
crita por la porción de polígono circunscrito ABCD, el 
volumen del cuerpo engendrado por el sector poligonal

ABCDO, seiá Px|0L, ó ^PR (§. 302); y designan

do por X á la verdadera medida del volumen del sector 
esférico, tendremos las tres cantidades ^PR, |SR, y X, 
que se hallan en las mismas circunstancias que las del §. 
ibó, y de esto inferiremos que necesariamenteX=j.SR.

Es evidente que por medio de este resultado venimos 
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en conocimiento del sector esférico, pues que su area S 
representa la del casquete descrito por el arco a¿i.

305 i? Corolario. De esto se sigue que el volú- 
men de la esfera es igual á su area multiplicada por la 
tercia parte del radio; pues que si tomamos en lugar del 
arco a¿i la cuarta parte de la circunferencia, ó á am^ el 
sector esférico vendrá á ser igual á la semiesfera, porque 
el radio wO, perpendicular á ¿íO, describirá un plano 
que dividirá á la esfera en dos partes iguales ; y tendremos 

como mitad ó como hemisferio superior á ^S x fwO, re
presentando por S el area de la esfera entera; y reunien

do las dos mitades, el total SxjwO vendrá á ser el vo- 
lúmen de la esfera.

Siendo el area de la esfera cuádrupla de la de uno de 
sus círculos máximos, ó equivaliendo á la de cuatro cír
culos, su volúmen vendrá á ser fRxcírculo, ó iDxcír- 
culo; es decír, que el ‘volúmen ¿le la esfera es i^ual al 
area ^e su círeulo máximo, multifUcaíia j}or las dos fer^» 
das partes de sj^^i^/rJi^^— -

306. 2.° Corolario. Siempre que nos propongamos 
determinar el volúmen engendrado por un sector ¿3:0«, 
mayor que el cuadrante de círculo, quitaremos de la es
fera entera al sector engendrado por nOp, y equivale 

á J»íO xarea del casquete descrito por el arco np ; y la 

diferencia vendrá á ser -wO multiplicada por la diferencia 
entre el area entera de la esfera, y la del casquete descri
to por np s diferencia que no es otra cosa sino el area des
crita por el arco amn, ó la del casquete que sirve de ba
se al sector propuesto.

307. 3.® Corolario. El volúmen de la porción de
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esfera engendrada por el semisegmento circular 4L¿(^, y 
al cual llamamos segmento exj-értcot se puede determinar 
quitando del sector esférico descrito por el sector circular 
<íLí/0 el del cono descrito por el triángulo <^0.

Por lo que respecta al volumen comprendido entre 
la zona engendrada por el arco Ær y los planos descritos 
por las perpendiculares íí¿ y (f, sQ obtendrá quitando el 
segmento esférico descrito por el semisegmento circular 
aef, del que se describe por ad^.

Cotn^aracíon de ¡os euerj^os redondos.

308. L^s cuerpos redondos semejantes'^Trdos que 
resultan engendrados por figuras semejantes, tales como 
son los conos SADB y SA(D'B\ fig. 141, engendrados Fíg. 141. 
por los triángulos semejantes ACS, A^C'S.

Del §. 267 se sigue que los lados, las alturas y las 
circunferencias de Ias bases de los conos semejantes son 
proporcionales; y que asimismo las areas de sus bases son 
entre sí como los cuadrados de sus líneas homólogas.

l«os cilindros ADBA^DB^ y adha^d^h'j fig. 145, Í^I^* 145' 
engendrados por los rectángulos semejantes ACC^A', aeda', 
son tambien semejantes; y la semejanza de estas^guras 
nos dará igualmente las razones iguales.

AA^ : aa' \ : AC : as : : circunf. AC : clrcunf. as,
——2 —2 ------a—.3

AA' : aa' : : AC •. as t : círc. AC : círc. as.

Por último, siendo figuras semejantes los círculos, ha
brán tambien de ser las esferas cuerpos semejantes.

TEOREMA.

309* ^^^ areas de ¡os conos setnejaníes son entre sí

MCD 2022-L5



264 ELEMENTOS 
CQWQ los cuadrados de sus ladosi y sue volúmenes como 
los cubos de los mismos lados.

Demosíracion. i.’ Si se multiplican ordenadamente 
las dos proporciones que siguen,

circunf. AC : cincunf. A^C^ : : AS ; AS, fig. 141,
US : jAS : : AS : ASí

nos resultará ^ASx circunf* AC : gASxcircunf. A C^ : :
——2 —2
AS : A'S ; 
proporción cuyos dos primeros términos expresan las 
areas de los conos SADB y SA^D^B'' (§. 271}.

2.° Si multiplicamos ordenadamente los términos de 
las dos proporciones que siguen;

circuí. AC : circuí. A^C'' : : AS : A^S ,

|CS : |CS : : AS : A'S; 
tendremos estotra :

-----  — ^—3 ----73

fCSxcírcul. AC : jC'Sxcircuí. A^C': : AS : AS; 

proporción cuyos dos^'lnietos-tetminos expresan, la razón 
de los volúmenes de los conos propuestos SADB, SA^D'B 
(§• 275)-

TEOREMA.

310. Las areas de dos cilindros semejantes son en^ 
tre sí como los cuadrados de sus lados homólogos^ jf sus 
volúmenes lo son como los cubos de los mismos lados.

Demostración. 1.® Siempre que multipliquemos or
denadamente los términos de estas dos proporciones: 
circunf. AC : circunf. ac: ; AA^ : aa' (§. 308) fig. 14$,

Ák' aa' : : ÁA! z aa 
nos habrá forzosamente de resultar :
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AA'xcircunf. AC ; ^^xcÍrcunf. ac : ; AA' : aa'i 
proporción cuyos primeros términos expresan la razón que 
tienen entre sí los cilindros propuestos (§. 280).

2.® Y en caso que multipliquemos ordenadamente 
los términos de estas dos proporciones, cada uno por su 
correspondiente,

circuí. AC : circuí, ac :: AA^ ; aa' ^§. 308);
AA' : aa' : ; AA^ : aa', 

nos habrá de resultar como producto 
___  ___ ___ 3—“3 
AA'x circuí. AC : aa' x circuí, ac : : AA' : aa' , 
proporción cuyos dos primeros términos representan los 
volúmenes de los cilindros propuestos (§. 283).

TEOREMA.

311. Las arcas de dos esferas son entre si como los 
cuadrados de sus radios 6 de sus diámetrosi / los volt'f 
menés son entre sí como los cubbs de aquellas mismas 
líneas.

Demostración. Sean R y R' los respectivos radios de 
Ias esferas propuestas; D y D^ sus diámetros; S y S' sus 
areas; C y C' las circunferencias de sus círculos máxi
mos; y con esto tendremos i.°

C : C : : D : D's 
y multiplicando esta proporción por estotra evidente,

D : D\ : D : D;
tendremos:

CD : C'D ; : D’ : D^’.
Ahora bien , los representados productos CD y C'D' 

designan las areas de las esferas (§. 298): por consi
guiente

TOMO III.
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S : S' : : D' : D'\ : 4R’ : 4R’ : : R’ : R^ 

poniendo la atención que D=:2R, y D'=2R.
2? Y sí multiplicamos ordenadamente los términos 

de estas siguientes proporciones,
S : S^ : : T : R^"

fR : ÍR^ : : R : R'i

nos resultará estotra:
|RS : |R'S' : : R’ : R'^j

proporción cuyos dos primeros términos representan los 
volúmenes de las esferas propuestas 0. 305^; y asi como 
tenemos R’ : R'^ :: D’ ; D'^, tendremos asimismo

IRS : ¡R^S^: : D’ : D^
312. Observación. Por lo común se compara la es

fera con el cilindro circunscrito; es decir, con el cilindro 
ï^^S' ^5°‘ FGG^F, fig. 150, cuyas bases son iguales á un círculo 

máximo de la esfera OCC', y cuya altura FF' es igual á 
un diámetro de la misma esfera. Equivaliendo el area del 
tal cilindro al producto FF^xcircunferencia FC (§ 2S0), 
viene á ser igual á la de la esfera (§. 298); pues que 
FF^=CC', y circunferencia FC=circunferencia CO.

El volumen del mismo cilindro, representado por 
FF'xcirculo FC (§. 283), si lo comparamos con 
el de la esfera, nos resultará medido este por |CC' 
x círculo OC (§. 30$), y que de consiguiente no equi
vale á mas que á dos tercias partes del volumen del ci
lindro.

3 13. Corolario. En todo cuanto precede no he com
prendido otras proposiciones que las absolutamente necesa
rias para la medición de las areas y los volúmenes; y los 
lectores que deseen tomar conocimiento de la teoría de las 
intersecciones de los planos y de las superficies curvas que
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abraza el complemento de los Elementos de Geometría, 
mirados en toda su extension, podrán recurrir á los En
sayos de Geometría resy^ectivos á los j?lanos y su/erjicíes 
curvas f ó Elementos de Geometría descriptiva.

Por lo que toca á los cuerpos regulares ó poliedros 
terminados por polígonos regulares iguales, que forman 
ángulos diedros iguales, se hallan tratados con mucha de
tención en la Geometría de Mr. Legendre. Yo, por mi 
parte, pienso reducinne á poner en claro que no puede 
pasar de cinco el número de tales cuerpos, y que no es 
posible formarlos sino por medio de triángulos equiláteros, 
ó de cuadrados, ó de pentágonos. Esto se deja ver con 
claridad , observando que debiendo la suma de los ángulos 
planos que componen un ángulo poliedro ser menor que 
la de cuatro rectos (§. 2 26) , no es posible, ni aun con tres 
solos exágonos, formar un ángulo triedro , porque en tal 
caso la suma de los tres ángulos planos equivaldría á la 
de cuatro rectos (§. 82): y con mucha mayor razón no 
podemos para este objeto hacer uso de mayor número que 
el de tres exágonos ú otros cualesquiera polígonos de un 
mayor número de lados. De esto se sigue que podemos 
reunir tres, cuatro ó cinco triángulos equiláteros para for
mar cada uno de los ángulos poliedros, y solamente tres 
cuadrados ó tres pentágonos í y asi completamos los cinco
cuerpos.

El que tiene los ángulos triedros, y triangulares las 
fachadas , es el tetraedro recular, formado por cuatro tri
ángulos equiláteros, fíg. 152. Fig.

El octaedro regular tiene sus ángulos tetraedros, y es
ta formado por ocho triángulos equiláteros, fig. 153. Fig.

El icosaedro tiene sus ángulos pentaedros, y es
ta formado por veinte triángulos equiláteros, fig. 154. Fig.

15a-

153.

154.
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El exaedro ó cubo tiene sus ángulos triedros, y está 
Flg* 155* forniado por seis cuadrados iguales, fig. ISS

EI dodecaedro tiene asimismo sus ángulos triedros, y 
Fig. 156, está formado por doce pentágonos, fig. 156. 'Cc^^^-
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