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LIBRO PRIMERO

LÍNEAjg Y ^UPEHBIGIEg

CAPÍTUnO I

Propiedades primeras de ias curvas alabeadas

§ i." Tangente y plano normal

1. Coordenadas homogénas. 

de una superficie se cambian .r, j/, 

denominadores, dicha ecuación se 
del mismo grado /(.r, s’, /) = 
forma primitiva.

Si en la ecuación /(,r, y, s) = o 

- poi*7> . , -, y se quitan los 

transforma en otra homogénea 
o que para /= o adquiere la

Los puntos en el infinito corresponden al valor Z= o. Si se 
observa que toda ecuación de primer grado, en ,r, y, 2, í repre
senta un plano, exceptuada la ecuación que contiene tan solo /, se 
podrá convenir en que aun en este caso representa un plano en el 
infinito. Así la ecuación í = o es la ecuación límite hacia la que 
conveige la ecuación a,r -f- ^-E ¿2 + e¿í= 0, lo cual conviene 
con el crecimiento indefinido de las coordenadas en el origen 

d d d
— Todos los puntos en el infinito pueden pues con

siderarse como pertenecientes al plano ana/Ztico í = o.
Sea'la recta

-y - -L, _ j --j'„ _ £ — gp
(!)
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4 LIBRO I.°—CAPÍTULO I

Esta recta que pasa por el punto M (-fo» J'o’ ■^u) corta á una su
perficie /(.r, j*, xr) = o en z« puntos, cuyas distancias p á M están 
determinadas por la ecuación /{x^ -|- ^?» yo + ^?’ ^o + ^B) = ®'

Si esta ecuación pasa del grado m al m — i, se podrá decir 
que tiene una raíz infinita y que uno de los puntos de intersección 
con la recta de la superficie, ha pasado al infinito. Si se expresa 
por Ÿ (4r, ^, 2} el conjunto de los términos de mayor grado de 
f(.x, y, 2}, se ve que para que una recta tal como (1) encuentre 
á una superficie en el infinito, es necesario y suficiente que sea

(a, ó, c) = o, condición independiente de -fo, j/y, 2o. Así pues, 
diremos que toda recta paralela á una recta que encuentra á una 
superficie en el infinito la encuentra también en el infinito.

Las rectas que encuentran á una superficie en el infinito son 
rectas asintóticas y sus direcciones se llaman direcciones asintóticas. 
Las rectas asintóticas que pasan por {Xo^fo, 20} forman el cono de 
las direcciones asintóticas relativas á este punto, para obtener su 
ecuación, se elimina ¿z, ó, c entre cp (¿z, 3, c) — o y las ecuaciones 
(1). El cono de las direcciones asintóticas se llama cono director.

2. Tangentes Á las curvas alabeadas. Sean las ecuaciones

y, 2) — o (x, y, 2} = o (1)

que determinan una curva de doble curvatura, ;r, /, 2 las coorde
nadas del punto M y .r-j- A^r, ^4- Ay, ¿r 4" ^■^ las del punto M'. 
Las ecuaciones de la secante MM' serán

en la que X, Y, Z expresan las coordenadas generales. Y si M' se 
aproxima á M indefinidamente, en el límite, se tendrá que las ecua
ciones de la tangente son

dy d2

Dividiendo estas ecuaciones entre sí, se obtiene la ecuación de
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PROPIEDADES PRIMERAS DÉ LAS CÜRŸAS ALABEADAS 

la proyección de la tangente á la curva sobre el plano yz,
5

La forma de estas ecuaciones hace ver que la proyección de la 
tangente sobre cada plano coordenado es tangente á la proyección 
de la curva sobre este plano.

Los coeficientes diferenciales — y — se obtienen por la dife- 

renciación de las ecuaciones (i), lo que da

^a: ^j' d^v'^is da: °’ S-r Sy ¿/,r aa da: ^"^^

Sacando los valores de los coeficientes diferenciales, y sustitu
yendo en (2) se obtendrán las ecuaciones de la tangente. Pero se 
llegará más brevemente á este resultado, deduciendo de (2) que

dy Y—y dz Z — z 
da: X. — a:' da: X—a:' 

y sustituyendo en (3), lo que da

) + $(Y-,) + ^(Z-,) = o.

Se obtienen pues las ecuaciones de la tangente, sustituyendo en 
las ecuaciones diferenciales, da:, dy, dz por las diferencias X — .r,

Observación. Para expresar que una recta, representada por 
las ecuaciones (t) del número 1 es tangente á una curva basta, en 
general, expresar que encuentra á la curva en dos puntos coinci
dentes, es decir, que las ecuaciones de la recta y*las de la curva 
tienen dos soluciones comunes coincidentes, ó que las ecuaciones 
en o obtenidas sustituyendo .r + 3,.........porX,.......... tienen una
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ó LiBRO I?—CAPÍTULO!

solución doble. Pero en el caso de que el punto sea singular, una 
recta encuentra á la curva en dos puntos coincidentes; por esta 
razón es preferible expresar que la recta coincide con una tangente, 
identificando las fórmulas (i) del número i con las de la tangente. 
Tendremos, i-especto á los planos .r^ éyz,

í " 7
que deben verificarse independientemente de Z, lo que da 

dy dz

3. Ángulos de la tangente. Supongamos que los ejes de 
coordenadas son rectangulares. Por la figura se ve que

)¡dx'^ -f 4/''^ -p dz'^

Concluyéndose para todos los ángulos

dx dz
cosa = .- - , eos 3= , cos% = —, ds ds ’ ■ ds 

como en el casó de las curvas planas.
4. Pi,AN0 NORMAL. Las ecuaciones de un plano y de la tan

gente á una curva, que pasan por el punto M (,r, ^, ^), son

A (2< — A') -p Í^ C^' —y) T C (Z — 2) = o

dy dz
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PROPIEDADES PRIMERAS DE LAS CURVAS ALABEADAS 7

Para que el plano sea perpendicular á la tangente, se necesita 
que se tenga

B ¿^ C íZ^
A dx' A dx' 

luego la ecuación del plano normal es
(X — .r) íZ.r + (Y —7) ¿Zj/ + (Z — z) ds = o.

También podemos obtener este resultado sus
tituyendo en la expresión conocida

eos TMN = eos a eos a' -{- eos (3 eos ¡5' 
H- eos Y eos y' 

los valores de los cosenos

, ^ —-^ ü, . Z — zeos a = -777?- , COS P = , eos 7 = --------- ,MN MN ’ ' MN

dx n ^y ^^ cos a = , eos a , eos y = — .
ds ‘ ds ' ds

§2? PlaNO OSCULADOR

5. Definición. Se llama p/aM oscu/ador de una curva ala
beada al límite hacia el que tiende el plano que pasa por tres 
puntos de una curva, que tienden indefinidamente á reducirse á 
uno solo, ó lo que es lo mismo al límite de las posiciones de un 
plano que pasa por la tangente en uno de los puntos M de la 
curva, cuando pasa por otro punto ni que tiende á confundirse con 
el primero.

Sea un plano que pasa por el punto M(.r, j/, z)

Figura 3

A(X -.r) -b B(Y—jF)-l- C(Z —2) = o. (1) 

Si pasa además por Ia tangente en M, 
dy dz 

Y —y=~ (X — .r), Z — z=-^ (X — .r), dx ' dx 
. dy dz 

tendremos A(X — .r) + B (X ■— ,r) + C (X — = o ' dx ' dx
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8 LIBRO I?—CAPÍTULO I

Ó Ar/.r + Bí^ + Cdz = o. (2)

Puesto que dicho plano ha de pasar por el punto

M' (.r -p j/ -|- Aj', g -p As)

tendremos AA.r + Baj + CA^ = 0. (3)

Considerando á .r, /, s como dependientes de un parámetro /, será

. dx á,í^/d-x \ dy

dz ^('^
As = A? dt 1.2

de manera que la ecuación (3) se reducirá á

dx dy
dt 1.2

[dz /d'^z ,
Á^^+T72 +

que, en virtud de (2), y pasando al límite, se reduce á

Adtv 4- B¿/^;K + Cd-z =0. (3)

Eliminando A, B, C entre (1), (2) y (3) resulta la ecuación del
plano œculador

X — x y ~y 

dx dy

d'^x d^y

dz = 0. (4)

También habríamos llegado á este 
resultado suponiendo que el plano pasa 
por los puntos .r, jr, z, x-{-àx, y-[-t^y,

z-]-^z y .r + 2A,rH-Aír, >'H-2A>'+ A^j/, s + 2A2-pA^s, y haciendo 
tender á los puntos M' y M" hacia el M.

6. Ángulos con los planos coordenados. Sean X, u, v los 
ángulos que forma con los ejes la perpendicular PM al plano oscu-
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PROPIEDADES PRIMERAS DE LAS CERVAS ALABEADAS Q

lador, que se llama èmorina/. Se tendra

ABC
C0SX = —, cos a — —, COSV =^- (t>® = A^ 4. B® + C^)

Haciendo, por brevedad, dx = a, d}' = è, ds — e, d'^a: = a', 
d^y = è', d'-s = c, obtendremos

D^ — (âd — cè'y + (ca' — adj- -[- (ad — ¿df

D^ = (a- -j- d^ -1- c-) (^a'^ 4- d~ -1- d-) — (ad + éó' + ed), 

que, en virtud de ser
¿/5- i= a- -}- b'^ + ^5, ds d'^s = ad bb' + cd, 

se transforma en

I) = ds Ud*^y + (¿»‘4- (d^-zÿ — 

que puede escribirse también bajo las formas

D = 1' (dsd^,r — d,vd-s)' (dsdy ■—dyd^sy 4-

eos À =

dy dz 
ds ds 
dy d'^s 
dz- ds-

eos ¡J-

dz d.v 
ds ds 
d^z dy 
ds- ds'‘

eos v =

dx dy 
ds ds 

d'^x d'^y 
ds- ds‘^

eos X = -^ (dyd-z — dzdy), eos ¡x = ^ (dzd-x —■ d-rd^z),

eos y — ^ (d-vd-y — d^d'^ar).

7. Orden de contacto del plano osculador. Puesto que el 
plano osculador en un punto M de la curva, la corta en tres puntos 
confundidos, puede decirse que tiene con ésta un contacto de se- 
£'Ufído orden.

Esta consideración permite obtener la fórmula ya obtenida del 
plano osculador, pues siendo
AX 4- BY -(- CZ + D = o y .v—f(u), y='¿(íí), á' = |(M)
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lO LIBRO I?—CAPÍTULO I

las ecuaciones de un plano y una curva cualesquiera, las condicio
nes del contacto de segundo orden están dadas por las ecuaciones

A/(«) 4- B®(«) 4- C'H«) = D, j

A/' W + B («) + C (a) = D, (i)
A/'(«) -b Bf H + 017«) = D, J 

que son las condiciones para que una ecuación tenga una raíz triple.
Teorema. E¿ ^lano oscuiador de una curva eji un ^imío M de 

esta curva, es un />/ano situado á una distancia ir^nitamente /e- 
guena de tercer orden de un />unto M' de ¿a curva i^nitamente /frd- 
ximo dei M.

En efecto, la distancia del punto .r 4- A.r, y -|- ày, s 4- Ú? al 
plano se expresa por

Aá.r 4“ BAy 4- CA5
|CV + B‘"+ C’

Y para hacer ver que esta distancia es de tercer orden, basta 
sustituir por A,r, A^', As sus expresiones

¿r 4-- 4-. . .., ¿^ 4-- ¿íj? ds-V ~ d-s .
2 2 2 

é igualando á cero los términos que contienen infinitamente pe
queños de primero y de segundo orden, resultan las ecuaciones 
(2) y (3).

8. Puntos en que el plano osculador permanece estacio
nario. Pueden existir en una curva alabeada puntos excepcio
nales en los que el plano osculador tenga más de tres puntos 
comunes confundidos. Se dice que en estos puntos el plano oscu
lador es estacionario, análogamente á la tangente de inflexión de 
las curva.s planas. En el caso de que tratamos, á las tres ecuacio
nes arriba consideradas hay que agregar una cuarta

A/'" («) + B/'" («) 4- C/'" (a) = o.
Sustituyendo en ésta, valores proporcionales á A, B, C sacados 

de las ecuaciones (1), tendremos la condición
í/r - I'f)/" + (‘1-7" -77") ?“ + (77" - 77") 1"' - 0,
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PROPIEDADES PRIMERAS DE LAS CURVAS ALABEADAS II 

que determina los valores de lí correspondientes á los puntos en 
que el plano osculador es sodreoscu^ador ó esiac/onano.

9. Disposición del plano osculador respecto á la curva. 
Teorema.—En ^'eneraZ, e/p/ano oseu/ador aíraviesa á ¿a curva. En 
efecto, si suponemos que un móvil al re
correr la curva, encuentra á los puntos 
M,, M, M^ en el orden indicado, antes 
de llegar á Mi describe un arco i situado 
en la parte inferior del plano (fig. 5 a), 

1'5 gu ra

atraviesa después el plano en M, y recorre un arco 2, en la parte 
superior, enseguida el arco 3 infei-ior, y por último, el arco 4. Si 
pues Mj y M^ tienden hacia M, el plano tiende hacia el plano oscu
lador en M, los arcos 2 y 3 se anulan, quedando la disposición de 
la figura 5, â, por la que se ve que la curva atraviesa al plano.

Exec/fción. Cuando el plano osculador corta á la curva en 
cuatro puntos coincidentes, no atraviesa á ésta.

10. Perspectiva de una curva alabeada. Sea 0 un punto 
fijo, P un plano fijo y C una curva alabeada. Para definir su pers

pectiva, uniremos 0 con el punto M de la curva 
alabeada, obteniendo la traza tu en el plano P. 
El lugar de los puntos m es una curva plana c 
llamada perspectiva ó proyección central de C. 
Cuando el punto 0 se aleja indefinidamente, la 
perspectiva se transforma en la proyección de C 
paralela á dicha dirección.

Figura C

Se ve inmediatamente que la tangente á la curva perspectiva 
es la perspectiva de la tangente en M á la curva C.

Teorema. Si Cfi una curva C eansie 
un Zhunio p tai, guc ci /iano oscuiador P en 
este /unto /asa /or ei centro de /ers/ectiva 
0, ia /ers/ectiva p' de p es un /unto de 
ij^exión de ia curva /ers/ectiva c. En 
efecto. Sea aè la traza del plano osculador 
en / sobre el plano de proyección Q y
0//' la proyectante de /> situada en el plano P. El punto /' estará
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12 LIBRO I?—CAPÍTULO I

Figura 8

en ab. Si AB es la tangente en / à la curva alabeada estará en 
el plano osculador P y su perspectiva sera æ^î luego la curva pers
pectiva será tangente en /' à aâ. Además la tangente aô atraviesa à 

la curva perspectiva en /', pues en el espacio, la 
curva C atraviesa al plano osculador P, hallándose 
el arco M/ delante y el ^M' detrás; y por consi
guiente, m/' estará delante y p'm' detrás de ai. Por 
atravesar la tangente aó á la curva plana c en p', 
éste será un punto de inflexión.

Caso de excepción. Cuando la tangente AB 

u aa\ a ^z = o. 

el plano

en p pasa por el centro de perspectiva, la perspectiva de AB será un 
punto p', y la curva presentará en este punto un retroceso (fig. 8).

11. Plano osculador de la hélice cilíndrica. Supongamos 
que el eje del cilindro sea el eje de las z. Puesto que la ordenada 
de la hélice es proporcional al arco AP, llamando u al ángulo A0P, 
tendremos para un punto M (.r, y, xr)

= a eos u, y = asenu, s = éu.

Diferenciando dos veces será

dx =—asenuda, dp = acosudii, dz — ^du

d-x= — a cosuda^, d-y = — a sen

Para que sea osculador en el punto M

A(X — .r) + B(Y —j) + C(Z — = o, 

tendremos que hacer

A = dyd-z — dz dy = a^ sen u du^

B — dz d-x — dx d^z = — a^ eos udu^

C = dxd^y — dy d'\r = a^du^.

La ecuación del plano osculador será

(X —■ .r) ak sen a — (Y — y) a^ eos « -{- (Z — z) d^ = o

ó (X —•.r)^— (Y —y) &X 4- (Z — s)a- — o.
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PROPIEDADES DESCRIPTIVAS DE LAS SUPERFICIES 13

GAPÍTUDO II

Propiedades descriptivas de las superficies

§ I.° Plano tangente de una superficie

12. Teorema. Las tangentes á todas tas curvas que /fasan ^or 
un /unto P en una su/efjície se kat/an contenidas en un /laño, que 
se llama el plano tangente Á la superficie.

En efecto, si trazamos en la superficie j (,r, /, ¿r) = 0 una cur
va cualquiera, que podremos obtener considerando simultáneamen
te la ecuación f{x, y, 2) — o y la de otra superficie ^ (-"i^» J> ^) = 0, 
las ecuaciones de las tangentes á la curva, intersección de dichas 
superficies, son

v(Y-^) + ^(^-") = o

Í7(X-4r) + ^(Y-;,) + ^(Z-x) = O. (2)

Pero dicha tangente se hallará siempre en el plano representado 
por la ecuación (1), cualquiera que sea la superficie :p = o que 
pase por el punto P de contacto; luego dicho plano es el lugar de 
las tangentes á todas las intersecciones ó curvas que pasan por P 
en la superficie propuesta.

Otra forma de la ecuación del plano tangente. Dividiendo 

la ecuación (1) del numero anterior por — , y sustituyendo por los 

coeficientes que resultan sus valores / y q, tendremos

/(X — x)-]-q (Y- —j)_ (Z — 2r) = o.
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14 LIBRO ] ^—CAPÍTULO II

13. GrADO DE LA ECUACIÓN DEL PLANO TANGENTE. PodemOS 
escribir el plano tangente bajo la forma

y y y y y
04r

y agrupando los términos de los diferentes grados, será

igualdad en la que u expresa la suma de los términos de grado 
m, u^ la de los términos de grado m — i, y así sucesivamente. 
Además, tendremos

à/ ??¿ Szz 2if Zu iií. ^f Zu---  = ---  -j------ • —-------------------- 1 __ Í 1 • __ __  r
?.r í-r S4? 3;/ áj* ?;/ Í^ 0.^ ”

Multiplicando respectivamente por ,r, j^, z y sumando, tendremos 

y, y, V / ^^^ ^^^

(ú‘Z¿| ÔZZ, c'Z/A

y en virtud de una propiedad conocida de las funciones homogé
neas, será

y y y

Por lo tanto, ia ecuación deiy^iano tangente es dei g'rado m — i 
con relación á ias coordenadas dei punió de coníacio.

14. Superficies podares. Definición. Sean 0 un punto fijo 
y S una superficie fija. El lugar de los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el punto 0 á los planos tangentes á la superficie se 
llama superjiciepodar de.la superficie S con relación al punto 0.

15. Superficies paralelas. Definición. Sea M un punto 
cualquiera de una superficie S y MN la normal en M. Si se toma
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PROPIEDADES DESCRIPTIVAS DR LAS SUPERFICIES 15

MN = const., el lugar de los puntos N será una superficie 2 á la 
que se llama superficie paraie/a á la S. Los puntos M y N se lla
man piiuios correspondientes.

16. TeoreMa. Los pianos tangentes en dos puntos correspon
dientes í¿e dos supejficies paraieias son paraieias.

En efecto, sean .r, y, 2 las coordenadas del punto M situado en 
S y ■''''',y, 2' las del punto correspondiente N de la superficie pa
ralela, sea además i la longitud constante cuyos extremos son M y 
N. Se tiene

y — +/a, y «jz-f-Zp, z' = z -\-iy

expresando a, ^, y los cosenos directores de la normal á S, y di
ferenciando tendremos

d,r' = d,r-]-ida, dfi = dy-y id^, dz' = dz -\-idy.

Multiplicando respectivamente por a, pi, y, sumando y supri
miendo la parte que se anula, en virtud de la relación conocida de 
los cosenos directores y su derivada, resultará

adx' y H¿¿7' + ydz' = <y.d,v -(- ^dy -f- ydz.

Pero el segundo miembro es nulo, luego el primero también lo 
será; luego la dirección dx, dfi, dz' situada en el plano tangente, 
es normal á a, ¡3, y.

17. Puntos singulares. Cuando en la ecuación/(,r, y, 2)= o
V ¥ Vse verifica que / = o, = o, / = o, deja de existir la ecua- y ^2

ción del plano tangente. Los valores de / y ^ se presentan bajo la. 
forma indeterminada -^, los puntos especiales que se hallan en 

estas circunstancias se llaman puntos singuiares.
Las tangentes á las curvas que pasan por él se hallan en un 

cono cuyo grado puede ser más ó menos elevado.
O¿>serz>acio'n. Si M' y M" son dos puntos infinitamente próxi

mos al M, el plano M'MM" tenderá hacia límites distintos, según 
las circunstancias. Así, cuando M' y M" tienden hacia M de ma
nera que las rectas MM' y MM" tienden hacia dos tangentes 
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lÓ LIBRO 1.°----CAPÍTULO 11

distintas á la superficie, el plano MM'M" tiende hacia el plano 
tangente, porque su posición límite contiene dos tangentes á la 
superficie. Pero si los puntos M' y M" tienden hacia M, siguiendo 
los dos una misma curva trazada en la superficie que pasa por M, 
dicho plano tiende hacia el plano osculador á esta curva y no hacia 
el plano tangente á la superficie.

18. Posición de una superficie con respecto al plano tan
gente. Tomemos en la superficie 2=/(;r,^) un punto A(íX, b, c), 
ó sea í =f(a., b), cuya proyección sobre el plano de las .ry es 0'. 
Sea M un punto próximo al A, cuya proyección sobre el mismo 
plano es P.

Transportemos paiaielameníe los ejes al punto 0', y tendremos 
.r = a q- y, /:^¿-i-y, conservando £ el mismo valor. Ten
dremos

ó desarrollando según la fórmula de Taylor.

^) + p^' + ^y + " (r.r'^ -|- 2s.vy 4- y'^} -)-

La ordenada MP encuentra al plano tangente en A, en un 
punto M,, cuya ordenada M, P designaremos por ¿r,. Siendo

2 — c = p (X ~ a) + q (Y — b} 

la ecuación del plano tangente con relación á los ejes primitivos, y

Figura 10

X=íji4-4r', Y=¿+y las coordenadas de 
P, la ordenada z^ del plano tangente será 
.^, = ¿: + px' -}- qy. Pero .tenemos que

— ^i = — (,rx''^ 4 2sxy +

ó, pasando á coordenadas polares

;r' = o COS », y = ^ sen © se tendrá

^ — ‘S'j = ^ [í'cos® Ÿ 4- 2s cos cp sen ? + Zsen® ? -j- p/3 (cp) 4- ....[

expresando /3 (®) un polinomio homogéneo de tercer grado en
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COS cp y sen ^. Si el valor de » no anula ai trinomio, haciendo á p 
suñeientemente pequeño, la diferencia s — ^| tendrá el mismo 
signo que el trinomio. Y razonando como en el tomo primero (pá
gina 254) veremos que en caso de ser rí — s^ ^ o, la superficie se 
hallaiá totalmente á un mismo lado del plano tangente, es convexa 
en este punto, como sucede en la esfera, el elipsoide y el hiperbo
loide de dos hojas, y se dice que ¿¿ene cuT^afura ¿ofalpositiva.

En el caso de ser r¿ — j* <^ o, podremos escribir

ÁCt) = cos^ í (£ tg’ ÍD + 2J tg ® + r)

que se anula para dos valores tg ^ = X, tg © = X', Y se verá que 
3—-2,, cuando tg íp no es igual á X ni X', tiene el mismo signo que 
el trinomio para valores suficientemente pequeños de ?; y puesto 
que este trinomio tiene signos distintos según que tg » se halle ó 
no comprendida entre dichas raíces, s — 2¡ cambiará de signo, al 
pasar de una región á la otra. La superficie afraviesa al plano tan
gente en la proximidad del punto A.

La proyección de la intersección de la superficie con el plano 
tangente, será

o = * -j- ...., p p

y o = ry--' + 2.r:ry+ z/^ Figuran

la ecuación del haz de tangentes, que son reales. Luego el plano 
tangente corta á la superficie según una curva, cuyas dos tangen
tes se llaman las direociofíes asifitofloas en el punto A.

Un hiperboloide de una hoja, un paraboloide Hiperbólico (figu
ra ii) son superficies, cuya convexidad se cambia en concavidad

_____ á lo largo de las dos direcciones asintó-
-< ’^i^ï^ï^ '‘^ ^'■æ ®® expresa también diciendo

1 ^'T iS' 1__^ ^''æ ‘^^'^^’^ ®^ signo de su curvatura.
1 1 y J Cuando ri— í®= o, el trinomio es 
\ / un cuadrado perfecto

ícosxtg^ —

cuyo signo es constante para cualquier valor de ®.
Para ? suficientemente pequeño, z — z^ tiene el signo del primer

2
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término de su desarrollo que no se anula para Z^i = À; luego la 
superficie se halla à un mismo lado del plano tangente, en todas

direcciones alrededor de A, excepto en una 
dirección AD, cuya proyección es O'E y la di
rección opuesta. Para estas direcciones opues
tas no se puede afirmar nada, sin estudiar los 
términos sucesivos del desarrollo de z — ¿f,, 
cuando se hace ® =

El plano tangente én A corta á la superficie 
según la curva cuya proyección es

o = rx"^ + 2sx'y + +.........

En el caso actual esta curva tiene en 0' un punto doble con 
iang-enies eoincideníes con O'E. El plano tangente en A corta pues, 
á la superficie según una curva que tiene en A un punto de retro
ceso cuya tangente es AD, ó más generalmente, un punto singular 
en el que dos ramas de la curva son tangentes entre sí y á la recta 
AD. Las dos direcciones asintóticas en A están confundidas con 
esta recta AD.

Por ejemplo, siendo en una superficie cónica ó cilíndrica el 
plano tangente en A, tangente á lo largo de la generatriz AD del 
punto A, corta á la superficie según dos rectas confundidas con AD. 
Así, la cantidad rí — s- es nula en todos los puntos de una super
ficie cónica ó cilíndrica. Vereihos más adelante que ésta es una 
propiedad característica de las superficies desarrollables.

En un toro, el plano tangente perpendicular al eje es tangente
á la superficie á lo largo de una circunferencia 
C. En un punto A (fig. 12) de ésta, la curvatura 
es nula. La tangente ÂB á C es la dirección 
asintótica en A. El círculo C y su simétrico res
pecto al ecuador del toro dividen á la superficie 
en dos partes. En la opuesta al eje la curvatura 
es positiva, en la vuelta hacia el eje es negativa-

19. Normal. La perpendicular al plano 
tangente en el punto M de contacto (fig. 15) se llama normal á la
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superficie. Para obtener su ecuación, observaremos que una recta
X — jr Y—j^ Z —

a â c 
que pasa por el punto (,r, y, 2) será perpendicular al plano tangen
te, cuando los coeficientes directores Æ, b, c, sean proporcionales á 

las derivadas parciales .
'¿>2 

Las ecuaciones de la normal serán pues 

X — j;  Y—y Z — .? 

~ " 
^^ 'éy 22 Figura 15

y sustituyendo^y ^ por sus expresiones conocidas, las ecuaciones 
(1) se reducirán á las siguientes;

X —4;H-/(Z — 2) = o, Y—j* + ÿ (Z — ^) = o. 
Las expresiones de los ángulos que forma con los ejes son 

cosa= — cosP=—   , cosY=  - 
F/'"l-f' + i J^/’^ + í’‘4-i //’‘-Pÿ’+i

§ 2.° Superficies regladas

20. Fórmulas generales. Consideremos la generatriz G

4r = Æar + /2!, y = b2-i-^, (I)
en la que Æ, b, k, i son funciones continuas de un parámetro u.

Figura 16

Cuando u varia, la generatriz G engendra 
una superficie reglada, cuyas generatri
ces son las rectas (1).

Tracemos la tangente Mí á la inter
sección C de la superficie con un plano P 
paralelo ai de las xj.en el punto M de 
intersección de P con la generatriz AM.

Puesto que el plano tangente en M 
debe contener las tangentes á todas las curvas que pasan por M
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20 LIBRO l/ — CAPÍTULO II

en la superficie, contendrá à las dos rectas MZ y MA, que determi
nan el plano ZMA, cuya traza A/ con el plano de las .ry es paralela 
á Mí, que tiene por coeficiente angular

dy zdô-\-d^
d.v zda-{-d/i'

siendo w también el coeficiente angular de Ai'.
Cuando M se mueve á lo largo de la generatriz AM, u perma

nece constante, así como da, dó, dk y dé, mientras que z varía 
desde — 00 hasta + co. Además, m varía con s siempre en el 
mismo sentido, tomando una sola vez todos los valores posibles 
comprendidos entre dichos límites, puesto que no cambia de signo 
al variar z, la derivada

dm dadé — dkdk
dz {zda-\-dJi^ ’

Cuando M describe la generatriz AM, de un extremo á otro, el 
plano gira pues, en el mismo sentido alrededor de AM y adquiere 
una sola vez todas las posiciones posibles, exceptuándose cuando /11 
sea independiente de s, lo que se verificará cuando dadé — dèdé=o, 
en cuyo caso el plano tangente será el mismo en todos los puntos 
de la generatriz.

21. Clasificación de las. superficies regladas. Cuando se 
verifica la condición última, ¿Tel caso excepcional, para todas las 
generatrices de la superficie reglada, es decir, que se halla satis
fecha para Cualquier valor de », se dice que la superficie es des- 
arrollable.

En el caso contrario, la superficie reglada se llama aiakeada. 
Para las superficies desarroUables, el plano tangente es el mismo á 
lo largo de cada generatriz; para las superficies alabeadas, el plano 
tangente varía, cuando el punto de contacto se mueve á lo largo 
de la generatriz. En estas últimas existen generatrices excepciona
les para las que se verifica la condición dadé — dádk = 0.

Oéservadún. ■ El plano tangente corta á la superficie desarro- 
llable según dos rectas coincidentes con la generatriz de contacto,

MCD 2022-L5



PROPIEDADES DESCRIPTIVAS DE LAS SUPERFICIES 21

como se verifica en los conos.y cilindros; y en las superficies alabea
das, el plano tangente queda á distinto lado de la superficie, varian
do el sentido de la curvatura, como se verifica en el hiperboloide 
de una hoja, conforme expresan las condiciones r/ — j^ = o 
y rt—s^ < o (casos de la curvatura tota/ nu¿a ó neg-ativa).

22. Teorema. Dos superficies reg-iadas alabeadas, que lleueu 
una g-eneraíns común, son, en g-eneral, tan^-entes á lo más en dos 
puntos de dlcba generatriz; y si son tangentes en más de dos plintos, 
se ajustan, es decir, son tangentes á lo largo de la generatriz.

Sean las generatrices de las dos superficies (fig. 16)

= asfi y bz-^ ^^ .v = a^z À^,y = b,zfi-/^p, 

y supongamos que estas dos superficies tengan una generatriz 
común AB. Los coeficientes angulares de las trazas de sus pianos 
tangentes con el ;Fy, en el punto M de la generatriz común AM,' son

^^^à + dP záb^fidb.
zda db * zda^-f-db,'

Y la condición de coincidencia de los dos planos tangentes es 
la ecuación de segundo grado que resulta de igualar estas dos 
ecuaciones, cuando es ^ = /«^.
t emplo. Para construir un hiperboloide que tenga el mismo 

plano tangente que la superficie en M, consideremos 
tres puntos A, B, C de la generatriz, la tangente AA' á 
lé superficie en A, la BB' en B y la CC' en C; y consi- XT 
deremos también el hiperboloide engendrado por una 
recta móvil que se apoya en las tres rectas AA',BB',Ce’. ZÍ-'^' 
Este hiperboloide tiene común con la superficie la gene- ^ 
ratriz ABC y el plano tangente en cada uno de los tres ' 
puntos A, B y C; luego tiene el mismo plano tangente ^'‘®“™ 
que la superficie á lo largo de ABC, es el hiperboloide tangente.

Para obtener el plano tangente en M de la superficie, basta tra
zar el plano tangente al hiperboloide en M, es decir, construir la 
generatriz rectilínea del hiperboloide del segundo sistema MM'. El 
plano tangente buscado será AMM'.
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Definición.. Se dice que una superficie reglada tiene un plano 
director, cuando sus generatrices son paralelas á un mismo plano, 
que es ^iano director.

Teorema. Di dos supeffides regladas aiaóeadas, con ei mismo 
piano direcíor, iienen una generaíriz común, son ¿angenies en general 
en un solo punió á disíancia fi^niía en esta generatriz. Y si son tan
gentes en más de un punto á distancia finita en la generatriz, lo son 
totalmente á lo largo de la generatriz.

En efecto, suponiendo que el plano director común sea el de 
las yz, las ecuaciones de una generatriz de cada superficie serán 
respectivamente

a: = h, y = és fi-^^ .r ~ k^, y = ó^z-{-^^^, 

y la ecuación de segundo grado arriba considerada, se reduce á la 
de primero

zd¿> fi-dié zdó^ -}~ dé^
dh dk^'

23. Punto central. Línea de estricción. Parámetro de. 
DISTRIBUCIÓN. Se llama punto central de una generatriz, en una 
superficie reglada, al pie de la perpendicular común á esta genera
triz y á la generatriz infinitamente próxima. El lugar de los puntos 
centrales forma una línea situada en la superficie, que se llama 
linea de estricción.

Para estudiar la distribución de los planos tangentes á lo largo
de una generatriz, tomemos esta generatriz 
por eje Oz, por origen 0 el punto central y 
por eje de las -r la perpendicular común OA 
á la generatriz Oz y á la generatriz infinita- 
mente próxima AB (fig. i8).

Siendo AB perpendicular á O.r, su pro
yección AH sobre el plano ^rO^i se expresará 
por ,r = o y su proyección sobre el yOz por 
y = z tg a, siendo a el ángulo de AB con Oz. 
En estas ecuaciones, 8 y a representan la dis

tancia de las dos generatrices infinitamente próximas Oz y AB, y el
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ángulo que forman, ias cuales son cantidades infinitamente peque
ñas. Elijamos el sentido de 0;/ de modo que a y 8 sean positivas.

Si se corta la superficie por un plano Q, paralelo al de las ^ry, 
encontrará á Os y AB en M y M'. El plano tangente en M se halla 
determinado por la generatriz Os y por la tangente en M á la curva 
de intersección. Esta tangente es la recta MM' porque M' se halla 
infinitamente próximo á M. La traza horizontal 0/ del plano- 

tangente en M es pues paralela á MM\ siendo w = ~ su coefi- 

ciente angular. Pero haliándose el punto M' cuyas coordenadas 
son 4r éj/, en AB, éstas satisfacen á las ecuaciones

— ^) j = s tg a de donde ;« = s . 
o

Y siendo a y 0 infinitamente pequeñas, la relación — tiene el 
tga

mismo límite que —. Si pues se hace = lim —, se tendrá //2 = —. 
a a 'k

Este coeficiente ,è se llama /arámeíro de disíriáucion á lo largo 
de Os.

24. Angulo del plano tangente con el plano central. 
Sean 0 y G' dos generatrices infinitamente 
próximas de una superficie reglada. Trace
mos la perpendicular 00' (flg. 19) común á 
G y G'. El límite de las posiciones del pie o 
es el punto central y el lugar de los puntos 
centrales la línea de estricción de la superfi

o________ e—
1 Z 5

Figura 19

cie reglada. El plano de G y de la perpendicular común 00'^ es el 
plano central para la generatriz G.

Tracemos por 0' una paralela G, á G y por un punto de 
G tracemos un plano perpendicular á esta recta. Este plano corta 
á G, en el punto ¿ y á G^ en el c. Siendo G una generatriz in
finitamente próxima á G, el punto r se halla infinitamente pró
ximo del ay la recta ac es la tangente en a á la línea de estric
ción de la superficie reglada y del plano que hemos trazado en a 
perpendicularmente á G. El plano de G y de ac es entonces el

MCD 2022-L5



24 URRO I.°—CAPÍTULO 11

plano tangente en a de la superficie reglada. Tenemos tg 0 = --.

Y siendo = 04X y î el ángulo de G y G , tendremos tg 6 = —y-, 

fórmula en la que ab expresa la longitud de la perpendicular co

mún á G y G', que llamaremosy sera tg 0 = - — , o tgS —-—,

sustituyendo el ángulo á la tangente. Representando por .é el pará

metro de distribución, será tg 0 = j. La ían^enie de/ áng^/o que e/ 

p/ano ían^'en/e en un punto de G forma con e/ p/ano centra/, es pro
porciona/ á /a distancia de/ punto que se considera a/ punto centra/.

25. Superficies alabeadas. Si suponemos que a y S son 
infinitamente pequeños de igual orden, ^ es finito y diferente de 
cero. El plano tangente M varía, cuando M describe la generatriz; 
la superficie es a/abeada. En el punto central 0, m = o, el plano 
tangente se confunde con zO,r. Cuando M va de 0 al infinito posi
tivo en O0, 2! varía desde o hasta -j-oo, é igualmente m. El plano 
tangente gira alrededor de Oz desde la posición xOz hasta la yOg. 
Cuando M va de 0 al infinito negativo, en Os, s varía desde o 
hasta — co, é igualmente m. El plano gira al rededor de Qz en 
sentido contrario desde .rOsi hasta fOz.

26. Superficies desarrollables. Puede suceder que 8 sea 
infinitamente pequeño de un orden supererior á a. Entonces el pa
rámetro de distribución -é es igual á cero, y para z diferente de cero 
se tiene wz = 00, cualquiera que sea s. El plano tangente es el mis
mo á lo largo de la generatriz 02;. Si esto se verifica para todas las 
generatrices de la superficie, esta es desarro//ab/e.

El ejemplo más sencillo es el del cono. Entonces S es rigorosa
mente nulo, porque las dos generatrices se encuentran. Puede 
suceder que también a sea infinitamente pequeño de orden supe
rior á o, entonces ^ = co y m — 0, para cualquier valor de z. El 
plano tangente lo es todavía á lo largo de O2. Así, en un cilindro, a 
es nulo, porque las generatrices son todas paralelas; luego ^=00.

27. Superficie cónica. Teorema 1. Todo p/ano tangente a/ 
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cono ^asa /or el vériiee, y rec/procanteníe, ioda superficie cuyo piano 
tangente pasa por un punió es un cono cuyo -veriiee es dic/io punió.

En efecto, siendo

^s — a
S — C ’ -------- I = o 0 — C f

la ecuación de una superficie cónica (t. I, pág. 103), por depender las 
— a, y — è 

lunciones —— - e , la una de la otra, su determinante es

nulo, es decir,

i — ¿ü
z—c ^ (s — í)*

4r — a

y — ó

I y — ¿ 
s — c ^ (s — cy^

ó bien z — c —p — d) — (y — ¿) = 0.
Esta ecuación expresa que el plano tangente en (x, y, z) pasa 

por (¿z, h, c), y fácilmente se demostrará el recíproco.
Teorema ii. Ei piano ian^enie ai cono es ei mismo á io iar¿-o 

de ia ^enerairis. Este teorema que ya se ha demostrado, se puede 
demostrar también diferenciando la ecuación de las superficies có
nicas respecto á éy. Hagamos

iy z — c z — c

r 1 y — b y resultara —p  q

be ve que p es función de-------- y - ------- , lo mismo se verá— c z—c 
respecto à ^; y en virtud de

z — c —p (x — æ) — q (y — b) = 0, 

lo mismo sucede respecto á ^ — px — ^y. Los tres coeficientes 
Py —px — ^y del plano tangente

2 — z—pfX — x^ — ÿiY —j^) = 0
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son funciones- de dichas fracciones, que son las mismas á lo largo 
de una generatriz.

Para las superficies cilíndricas enunciaremos:
Teorema i. Todo T^ano ¿anuente á un cilindro contiene á ia 

generatriz dei T^nto de contacto.
Teorema ii. Si ei T^^^^ tang‘ente á una superficie permanece 

parateto á una recta fija, esta superficie es citindrica.
28. Conos Y CILINDROS CIRCUNSCRITOS. DEFINICION. Se dice 

que dos superficies se hallan circunscritas entre sí según una curva 
común, llamada curva de contacto, cuando tienen el mismo plano 
tangente en todos los puntos de esta curva.

Problema i. Tiazarpor un punto dado un piano tang-ente á ia 
supe/^cie

= (i)

Este problema es, en general, indeterminado, existiendo una 
infinidad de planos que satisfacen al enunciado. Sea

Z — z ^p (X — 4?) -|- ÿ (Y — y}

la ecuación de un plano tangente á la superficie (i); y puesto que 
pasa por un punto (a, â, c), tendremos

c — z=p(a~:r) -h^{¿> (2)

Las ecuaciones (l) y (2) dan las coordenadas .r, y, z de los 
puntos de contacto posibles. Agí pues.

Las ecuaciones (1) y (2) son ias de ia curva de contacto dei cono 
circunscrito á ia supet^cie representada por ia ecuación í = o y cuyo 
vertice es (a, b, c).

En efecto, la ecuación (2) expresa que el plano tangente á la 
superficie en (;r, y, z}, pasa por («, b, c); y lo mismo sucederá á una 
superficie cónica cuyo vértice sea (¿z, b, c^y cuya directriz es el lugar 
de los puntos (;r, y, z), representado por las ecuaciones (1) y (2), es 
decir, que el cono cuyo vértice es (íí, ¿, ¿:) y cuya directriz es la 
curva (1) y (2) se halla circunscrito á la superficie.

29. Polar de un punto. Teorema. Si desde un punto dado 
como vértice, se circunscribe un cono á una superficie aigebráica de 
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gf'af¿ú m, ¿a curva de contacto se kattará en una sufiei^de de orden 
m — i, pues siendo/= o de grado m, la ecuación (2), es algebraica 
de grado m — 1. Dicha superficie de orden ;« — i se llama la /o/ar 
del punto (æ, ó, c) con relación á la superficie (1).

Oése/vación. La teoría de Ias superficies polares es análoga á 
la de las curvas polares de la geometría plana.

Problema 11. Hallar la ecuación del cono circunscrito á una 
supef^de dada por la ecuación f (x, y, z) = o, cuyo vertice es el 
punto (a, b, c).

Hagamos pasar por el vértice {^, ó, c) la recta

4r—a__y — b 2 — c
a ~ fá 7~

(«* + ^2 4- ^,2 =, I)

Las generatrices del cono son tangentes á la superficie/ = 0; 
porque hallándose contenidas en el plano tangente común á laS dos 
superficies, son tangentes á ambas.

Para expresar que la recta (1) encuentra á la superficie en dos 
puntos coincidentes, formemos la ecuación en o

f[a + a?, b + Ph c -h Y^) = o,

y expresemos que tiene dos raíces iguales, eliminando ? entre esta 
ecuación y su derivada

7— + P TT “^“ Y V ~

Obtendremos una ecuación de la forma a. (a, p, y) = 0 (2).
Eliminando a, p, \ entre (1) y (2), se tendrá el lugar buscado, 

es decir, el cono circunscrito.
Ejemplo. Sea la superficie f = 11. a^-Xi^t;^- = o. Se tiene

f{a -[- ao,

expresando ^ los términos de segundo grado en /{a, / y). La con
dición de tener raíces iguales es

H if ifV
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Por ser homogénea, eliminaremos fácilmente a, P, y, y tendremos

|_ M oO ÓC

= 4/? [(^ — «). (J - ^), (^ - ^)]

\ /

Problema ni. Trazar por una recta dada un plano tang'ente á 
una supcfjicie dada.

La ecuación de un plano tangente á la superficie f= 0 es

^
2^ 2y 2z

Si ;ro, ^0, -^o, to y ^1.71, ^1» A son 
puntos de la recta, se tendrá

y v

T =^ o.

las coordenadas de dos

Estas dos ecuaciones con la de la superficie determinarán los 
puntos de contacto, cuyo número es m{m — 1)* si la superficie es 
algebráica de grado m, y se obtendrán en la intersección de las 
curvas de contacto conos circunscritos cuyosvértices serán (4rg,/o,.?o)

Definición. Se llama clase de una superficie al número de pla
nos tangentes que se le pueden trazar por una recta. Si la superfi
cie es de orden w, la ciase será lo más m^m — i)’í

Problema iv. Trazar por un punto dado una normal á una 
supe?Jic¿e dada.

Sea la ecuación de la superficie
f{x,y, ^) = o. (i)

Las ecuaciones de la normal serán
X —4; Y-jz Z — z

MCD 2022-L5



PROPIEDADES DESCRIPTIVAS DE LAS SUPERFICIES 29

Si expresamos que pasa esta normal por el punto (a, ¡3, y), 
tendremos

a—4r pi—y Y — 2

/. “ A

Estas ecuaciones con la (i) determinarán el punto f^r, j-, 2) de 
la normal en la superficie. Las ecuaciones (1) y (2) son de grado m, 
darán pues tn^ soluciones. Pero algunas son extrañas. En efecto, 
si (a, 3, y) está en el origen, las ecuaciones (2) se reducirán á

y Z
r y puede escribirse

71 Ji /3 

f(^,y, 0) + ^/3(^,j', 0)4- = o.

Y estas dos últimas ecuaciones quedarán satisfechas haciendo
^ = o, /(Æ-, ^, 0) = o, /3 = 0.

Las mim — 1) soluciones de estas ecuaciones son extrañas á 
la cuestión (*),  luego: Por un /unío dado no se pueden ¿razar más 
^ue m’’ — m’^ -f- m norma/es á una supetpicie de ^ado m.

(*) o. Terquem. Journal de Liouville, 1.‘ serie, t. IV,

§47 Envolvente de una familia de curvas en el espacio

30. Condición para la existencia de una envolvente. Sea 
una curva definida en el espacio por las ecuaciones dependientes 
del parámetro a

/(^>7! ^, a)=o, íf^.J', ^, a) = o. (i)

Cuando se hace variar á a de una manera continua, la curva 
C mueve de una manera continua. Vamos á hallar las ^condiciones 
para que exista una curva á la que sean tangentes todas las 
curvas C.

Supongamos que exista la envolvente E, y sea M (.r, ^, 51) un 
punto de contacto de una curva C con la envolvente. Las coorde
nadas de un punto cualquiera de C son funciones de un parámetro 
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u que verifica idénticamente á las dos ecuaciones (l), en las que a 
tiene un valor constante dado. Cuando « varía, las funciones 
/(^^y, z, a.) y <f (.-'^,y, z, a) permanecen nulas, y por tanto, sus 
diferenciales. Tendremos pues

-dx -j- - -dz = o, dx T --dy dz = o. (2)

Estas ecuaciones definen Ias proyecciones dx, dy, dz de un ele
mento infinitesimal MM' de la curva C (fig. 20) y dan valores deter- 

j , dy dz minados de -7—, , , mientras que no sea dxdx

^Z a^ ^ a^ ^ a'.f' 
a^í ' ^x (íy ' liy ()z ' "èz

Si estas condiciones se verifican, el punto es singular. 
En el caso de no ser M un punto singular, se tendrá

X— 4r__ Y—J _ Z — S
dy dz '

Para obtener las proyecciones d^ x, d^y, di z de un elemento 
de arco infinitamente pequeño MM, de la envolvente E, observare
mos que á lo largo de la envolvente, las coordenadas x, y, z de uno 
de sus puntos, son funciones de a, porque para cada valor de x 
existe, en la envolvente, un punto de contacto con la envuelta C 
correspondiente. Sean -r = •};, (a), y= .j,^ (a), z = -ij (a). 
Estas funciones de a verifican idénticamente á las dos'ecuaciones

/ (_~r,y, z, a) = o, ^ (•=‘^,7'. ^, a)—• o.

Permaneciendo nulos los dos miembros de estas ecuaciones 
cuando varía a, sus diferenciales son nulas. Se tiene pues, expre
sando por d^x, d,y, d^z las diferenciales de z,y, x consideradas 
como funciones de a,

Z Z Z Z
d^y + d^z -1- - - = o.
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Las proyecciones del elemento de arco inftnitamente pequeño 
MM, verifican estas dos relaciones. Las ecuaciones de la tangente 
en M á la envolvente E son

X—Y—Z -.S 
d^x d^y d^s'

Para que esta tangente coincida con la de la curva C, es nece
sario y suficiente que se tenga

d^x d^y d^z
dx dy ds

Podemos, mediante estas relaciones, eliminar xd,,yd^, zd, en (3) 
y resultará

/ \
-è ( — dx + — dy H- —- dz ) -J- < det = 0, 

\c)4r S^ / 3a

é 1 ~ dx 4- — dy -[- dz ) -f —d&. = 0. \ úx 2y 3s’ / 3a

Pero, según las relaciones (2) estas ecuaciones se reducen á

3®•<- = 0, —= o;3a 3a

luego, si las curvas C tienen una envolvente, las coordenadas x,y, z 
de un punto de esta envolvente, consideradas como funciones de a, 
deben satisfacer á las cuatro ecuaciones simultáneas

fÇx.y, z, a) = o. í (x,y, z, a.) = 0, \

3a 3a )

Es necesario, por consiguiente, que los valores de x,y, z en 
función de a sacados de las tres primeras ecuaciones (4) satisfagan 
idénticamente á la cuarta. Si esta condición no queda satisfecha, 
no hay envolvente.

Si queda satisfecha, sean

;i'=|aH ^='p3(«) (5)
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los valores de ;r, j, ^ en función de a sacados de (4). La curva de
finida por las ecuaciones (5) es, ó bien la envolvente de las curvas 
C, ó bien el lugar de los puntos singulares de estas curvas En 
efecto, llamando ¿¿,4^, ^iy, (i^z las diferenciales de las funciones 4r, 
j', S' de a definidas por las relaciones (5), estas funciones hacen 
idénticamente nulas á las expresiones f(x, y, z, a) y ¡^(.r, y, z, a). 
Por consiguiente hacen idénticamente nulas á sus diferenciales, y 
se obtiene

— d x -f- — d y -A- — d.z da. = o

d^z da. = o.ex ' ' 2iZ óa

Pero los valores (5) de .r, _r, z anulan por hipótesis á — y ^;
3a 3a 

luego será

Estas relaciones determinan las relaciones y si las de- d^x d^x

rivadas parciales no son proporcionales á las —,esoX ¿x 
decir, si el punto considerado no es un punto singular de la curva 
C. Por ser estas relaciones idénticas á las (2), se ve que la curva 
(5) es tangente á la curva C,"con la condición de que el punto 
considerado no sea singular.

Aplicación Á la recta. Para que las rectas
;r = az 4“ ^, ,í = ^2-|-yè 

en las que a, ó, e son funciones del parámetro a, tengan una en
volvente es necesario y suficiente que

dad^ — dód/i = 0.
Esto resulta de considerar el sistema de ecuaciones de la recta 

y de sus derivadas respecto á a

da dk dé dé
da. da. da. da.
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obteniendose 3 =----- 3 =-----------------
da

que deben ser idénticas para que las rectas dadas tengan envol
ventes, ó formen una supet^fície (¿esarro/Me. En este caso, las 
coordenadas de un punto de la envolvente quedan definidas por

dk d^ *
= •’^ = ® + ^. J- = & + ¿.

Esta envolvente se llama"ñrisía de reíroeese de ¿a sujjefJieie des- 
arrol/aá/e.

Tenemos pues, nuevamente, que:
S¿ Zas rectas móviZes no íZenen envaZvente, eji^endran una su/>er- 

deie aZaZ^eada; y si tienen una envoZvente, en^-endraran una superficie 
desarroZZaZZe, siendo envoZvente de ésta Za arista de retroceso.

Teorema. EZ pZano tan^-ente á una supef^cie desarroZZaóZe coin
cide con eZ piano oscuZador de Za arista de retroceso.

En efecto, cuando el punto M representado por

y=^(.U}, 3=^'^(U), ]/

describe la arista de retroceso, la tangente W en- // 
gendra la superficie desarrollable; y el plano tan- - / 
gente á la superficie desarrollable en un punto ]»/^ 
cualquiera M, de la generatriz M.Z es el mismo

' Figura 21 
para cualquier posición del punto M,, y coincide
con el plano osculador en M á la arista de retroceso. Para deter- 
minarlo, observaremos primeramente que un plano tangente á una 
superficie se determina por las tangentes á dos curvas trazadas en 
ésta por el punto M. Desde luego vemos que M, pasa por la genera
triz M,M; luego el plano tangente en M, contiene á esta generatriz.

En cuanto á la segunda curva C, que pasa por M,, vemos que 
al describir M| esta curva, la longitud MM, de la tangente á la 
arista de retroceso varía en función del parámetro u que fija la po
sición del punto M, siendo las ecuaciones de la tangente MM,,

X — ,Y _ Y — 7 Z — s 
f'W í'(«) 17^)’ 

3
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y por hallarse el punto M, (.r,, /,, zj en esta recta, tenemos 

y puesto que ;r =/(«), _;;' = f («), z = ’Ka), las coordenadas de 
M, serán

.r, =/(«) +p/(a), 7i = í(w) 4-??'Wi £r = 'Wp'/(«).

En estas expresiones debe considerarse á p como una función 
de u tal, que cuando u varía, el punto M, describe la curva C,. 
Esto sentado, el plano tangente á la superficie desarroilable en M, 
contiene á la generatriz MM,, y pasa, en virtud de lo dicho, por el 
punto M, siendo su ecuación de la forma

A(X — Æ-) 4-B (Y ~7) 4-C(Z —s) = o. (i).

Y si expresamos que contiene á la recta MMj, tangente á la 
arista de retroceso, tendremos

A/'(“) “1“ B<p7*^) + C'y(«) — o. (2)

Es necesario que contenga también á la tangente Mi/, de la 
curva C,. Pero, según las expresiones de las coordenadas del 
punto M|, los cosenos directores de esta tangente M,/, son pro
porcionales á las diferenciales dx^, dy¡, dze, luego 

âxi-=f'{u)\du-i- d'f}~}-pf {u}du^ dy^=:^'(u)\du-\^■d?] 4- ^--^"(uydu,

dzj = '/ («) [ du -f- Jp] -h p'y'(«) dw, 

y debe pues, verificarse que

Adxi -[- Bí^i Cdz^ =- 0.

Sustituyendo los valores de las diferenciales, y en virtud de (2), 
se anula el coeficiente de du q- d'^, y queda

Ar(«) 4- Bf («)-Hcr(^) = o. (3)

Las condiciones (2) y (3) determinan los coeficientes A, B, C 
del plano tangente (1), que son las ecuaciones del plano osculador 
en M á la arista de retroceso.
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31. Consideraciones geométricas. Una serie continua de 

planos engendra una superficie tangente á todos estos planos y 
desaiTOllable en un plano.

ICn efecto, los planos E,, E-, se cortan en una recta ^,, los E„ 
y E^ en otra recta ^g, y así sucesivamente. La superficie puede 
también engendrarse por la serie de rectas
^i.«?8. de manera que se corten cada dos 
rectas consecutivas. Así. es la intersección 
ele El y Eg, g^ la de E^ y E^, etc. Y puesto que 
los elementos lineales de la superficie que unen 
un punto de ^, á otro infinitamente próximo de 
^j se hallan en E^, este es un plano tangente á 
la superficie, lo mismo que el E^, etc. Todos 
estos planos tangentes á lo largo de cada recta, 
al girar respecti vamente, el Eg alrededor de g,, 
el Ey alrededor de g2,... podrán colocarse en 
un mismo plano.

Las generatrices de la superficie son tangentes á la arista de 
retroceso. En cada plano del sistema se hallan tres puntos conse
cutivos de la arista de retroceso, por ejemplo, en Eg los puntos 
P. Pi y Pg. Así pues, los planos tangentes á la superficie son los 
planos osculadores de la arista de retroceso.

Reciprocamente, las tangentes de una curva alabeada cualquie
ra son las generatrices de una superficie desarrollable y los planos 
osculadores de la curva son tangentes á dicha superficie, ó la 
envue/vm. La superficie es, por tanto, la envolvente del plano oscu- 
lador, quedando dividida en dos partes cada generatriz en el punto 
de contacto por la arista de retroceso, cada una de las cuales 
engendra una de las dos hojas de la superficie, que son tangentes 
en la arista de retroceso.

Podemos concluir brevemente que: Una superficie desarrollable 
puede aplicarse eccadamenie sobre un plano, pues si consideramos 
la arista de retroceso como un polígono ABC..... (fig. 23) de un 
número infinitamente grande de lados infinitamente pequeños, las 
tangentes sucesivas serán las prolongaciones de los lados del poli-
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gono. Una primera tangente es ABB', la segunda BCC , etc. Las 
tangentes definen una superficie poliedra! íormada por los ángu
los B'BC\ CCD', .......  y cuyo límite es la superficie desarro-

llable, cuando el polígono ABC......se reduce á una

Figura 23

curva.
Haciendo girar el plano de la primera cara alre

dedor de BCC', hasta que se halle en la prolongación 
de la segunda, y así sucesivamente, se habrá efec
tuado el desarrollo de la superficie en el plano.

§ 4.° Superficies envolventes

32. Definición. Sea f {^r^y ^^ ^} = o (l) 
una ecuación de tres variables con un parámetro variable a. Al va
riar a, se obtendrá una serie de superficies que forman una familia.

Supongamos que se da á a un incremento do.; tendremos otra 

superficie f (^, y, 2, a 4- do) = 0 {2) 

que cortará á la primera según una curva, que para do = o adqui
rirá una forma límite llamada caracierisíica. Las ecuaciones de la

característica son (1) y (2) ó (1) y ._ = 0. (3}

Si se elimina a entre/= oy ^ = 0, se obtendrá el lugar de 

las características ó la envolvetite de la superficie (1). La envolvente 
puede representarse también por las dos ecuaciones simultáneas 
(1) y (3) á condición de considerar 0. como función de 4?, y, z, dedu
cida de una de las dos ecuaciones..

Teorema. Las superficies de ia,fami¿ia (1) son iang'eníes á la 
envolvente á lo larg'o de una misma característica.

En efecto, f{.v, y, 2, 0) = 0 representa á voluntad una envol
vente ó una envuelta, según que se considere á 0 como una cons
tante ó como una función de .r, y, 2 deducida de

3a
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Vamos ahora á demostrar 'bz.
Í mismas

para la envolvente y para la envuelta. Para ello calcularemos estos
valores.

Diferenciemos/ = o con relación á ;r y tendremos:

i-f 'èz 3a \¿/,r dz^J = o, (4)

ecuación de la que se deducep, y derivando con relación áy sq 

obtendrá la ecuación análoga por la que deduce a. Pero — es nula,

poi que la ecuación --— o sirve de definición á a: y la ecuación fi)

□ .3/ 3/se reduce a 1- _ / = o, resultado que se habría obtenido 

considerando á a como constante; y lo mismo se habría llegado á

+ '^£ ? = o; luego y son las mismas para la envolven

te y la envuelta á Io largo de una característica, sus planos tangen
tes son pues los mismos, y dichas superficies se hallan circunscrita 
la una á la otra.

Reciprocamente S¿ una superjíde mávü f (x, y, z, a) = o se 
kaUa siempre circunscrita á otra dja F = o, ésta es su envoizrente.

En efecto, toda superficie fija F = o puede representarse por 
la ecuación / (4;, y, z, i) = 0, siempre que » se halle determinada 
por la identidad / (.r, y, z, = F.

Resolvamos estas dos ecuaciones, la una con relación á a y la 
otra con relación á ^. Los valores de a y de 0 serán idénticos, y se 
tendrá « = ». Las fórmulas

J (i^, y, z, a) = 0 (5) y p (:r, Ji, z, ^) = o (6)

no podrán verificarse simultáneamente, más que siendo » = a. 
Esto sentado, calculemos p en la superficie (ó) y tendremos

3/ 3/ 3^. \

MCD 2022-L5



38 LIBRO I?—CAPÍTULO II

La - de Îa superficie (5) esta dada por la ecuación

Para que los valores de p sacados de estas ecuaciones sean 
iguales, es necesario que

Igualmente, para que los valores de g sean iguales, es necesa
rio que

Pero las cantidades

no pueden anularse á la vez sin que d-í; sea nula ó una constante, 
en cuyo caso la superficie F = o se confundiría con una de las

envueltas; luego es necesario que se tenga — =0, para cada pun- 

to en el que es tangente la superficie F = 0 á una de Ias superfi- . 
cies de la familia, es decir, en ¿íada punto de F = o; luego <p se 
determina por medio de la misma ecuación que la envolvente pro
piamente dicha de las superficies de la familia considerada.

33. Teorema. Todas Zas caracterísíicas son ¿anuentes d una 
misma curva reai ó imag-inaria.

Desde luego podemos ver que dos características sucesivas se 
encuentran, cuando se prescinde de los términos de segundo or
den, pues siendo

y(a4-¿Za) = o y _/' (a-h ¿Zx) = o 

ó / (“) -h_/'(‘x)da = 0, /'(a) + J"((i)dct. = 0, 

la primera de estas ecuaciones es una combinación de las ecua
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ciones /(.r, y, 2, a.) = o y ^- ~/' (a) = o, lo que conduce á 

/" (a) = o.
Por otra parte, las ecuaciones de las dos caracteríscas son 

y(^-) = 0, y'(a) = 0, /(«) -|-/'(a)íZa = 0, y'(a) + /’(a)íZa = 0, 
que se reducen á

y(“) = o, /'(a) = o, /"(a) = o.

La curva obtenida eliminando a, es decir, ^Z lu^-ar de ¿os puníos 
de ¿níersecddn de dos oaracíerísíicas pro^vimas, es ¿a ajdsía de re
troceso de ¿a envoívente; y á esta curva es tangente cada una de Ias 
características, pues / = 0 y /' = 0 representarán á voluntad 
una característica ó la envolvente, según que a sea constante ó se 
determine por medio de /" = 0.

Diferenciando /=0 y /' = 0 respecto á 2, tendremos, supo
niendo á a variable,

3/, ^/ > 3/ ^flda. da da\

— —v 4.— 4-=02)4; ^2

Las derivadas y é y de 4r é /, respecto á ^, tendrán los mismos 
valores en el punto común de la característica y la arista de retro
ceso, porque ?Z y ^ ó/'(a) y/"(«) son nulas en cada uno de di- 

chos puntos: y para obtener la 4;' y la y de la característica será 
preciso suponer que Sean nulos los coeficientes de "^ y -¿, lo que 

3a 3a
conduce al mismo resultado. Los coeficientes directores de las tan
gentes en los puntos comunes á las dos curvas son iguales; por 
consiguiente estas curvas son tangentes.

34. Teorema. La arista de retroceso es ei ¿ugar de ¿as inter
secciones sucesivas de ¿res superedes próximas de ¿a /amitia.

En efecto, las ecuacianes de las tres superficies próximas son

/(a) = o, /(a + ^) = 0, /(a + ^) «= 0 

MCD 2022-L5



40 LIBRO I.®----CAPÍTULO 11

ó /(a) = o, /(«) + */(«) + = 0. /(«) + >^/'(^) + = 0.

que equivalen á

/(«) = 0* /'(a) = 0’ /"(«) = 0.

Estas ecuaciones determinan un punto de la arista de retroceso.
PjEMPLO i.® Envohente de un p¿ano moví/ con un /farámeíro.

Sea A^r + B^» C¿r + D o (i)

la ecuación de un plano móvil, cuyos coeficientes A, B, C, D son 
funciones de un parámetro a.

Primeramente obtendremos la característica según la que este 
plano es tangente á su envolvente, adjuntando á la ecuación (i) la 
que se obtiene derivando esta con relación á a,

A'.r + B> + O q- D'= o. (2)

La característica es por tanto una recía, y la envolvente será 
una superficie reglada, que será desarrollable, porque al ser tan
gente el plano móvil á su envolvente á lo largo de la característica, 
el plano tangente á la superficie reglada es el mismo á lo largo de 
la generatriz. Además las características (generatrices rectilíneas de 
las superficies) tienen una envolvente A, cuyos puntos se hallan de
finidos por las ecuaciones

A-r -1- Bj + C^ + D = o, + B> -1- C's + D'= o,

A’4r + B'> + C"^ -I- D" = 0, (3) 

que determinan á x, y, z en función de a, y cuando varía a, el 
punto así definido, describe la envolvente de las generatrices de la 
superficie desarrollable, es decir, la arista de retroceso de la su
perficie.

Hemos visto que el plano tangente á una superficie desarrolla
ble es el plano osculador á la arista de retroceso definida por las 
tres ecuaciones (3), de manera que un plano móvil, con un pará
metro, envuelve una superficie desarrollable, siendo osculador á la 
arista de retroceso de la superficie.

Reciprocamente, toda superficie desarrollable puede considerarse
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como envolvente de un planp móvil de un parámetro, puesto que 
es la envolvente de su plano tangente, es decir, del plano oscuíador 
de su arista de retroceso.

Problema 2.° /fallar /a ¿nvoheníe de una esfera de radio cons- 
ianíe R, cuyo ceniro deseriâe una eurva dada, es decir, kaiiar una 
superficie canai.

Expresando a, pi, y Ias coordenadas de un 
punto de esta curva, la ecuación de la super
ficie será

(,r — + + (i) 

á la que uniremos Figura 24

(jr — a) a' 4- (j — p) [5' q. (^ _ y) y'== 0, (2) 

expresando a', p', y' las derivadas de a, pi, y con relación á un pa
rámetro t.

Diferenciemos la ecuación (1), y será

(;i;—a) {dx — aidt} -f (j —p) (dji—fi'd/) + {^—y) [ds-^y'di} = o, 
que, en virtud de la (2), se reduce á

(;r — a) ¿Zr -|- (y — ^) dy + (e •— y) dz = o; 

luego la dirección a- — y., y — .6, xr — y es perpendicular á la direc
ción dx, dy, dz. La recta que une los puntos (4?, y, z) y (a, p, y) es 
normal á la superficie; luego: Sn ias superficies canaies, ia no^ynai 
encueníra á ia curvafifa descriia por ei centro de ia esfera envueita.

Caso de nos parámetros. Sea la ecuación

f (x, y, z, a, p) = o.

Las tres superficies infinitamente próximas

/(a, P) = o, f (a + da, P) = O, / (a, p H-¿Zp) = o 

se cortan en cierto punto, que tiene una posición determinada para 
¿Za = o y í/p = o. En efecto, la intersección de dichas superficies 
es la misma que la de las tres siguientes:

y = o> f-i-~-da-i-= o, fd^= o
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/ = o, —= 0i ^ = ■^ 3a 3p

Si se eliminan a y ^ entre estas tres ecuaciones, se tendrá el 
lugar de las intersecciones de tres superficies consecutivas, que se 
llama la envolvente de la superficie f = o.

Se demuestra repitiendo el razonamiento ya empleado:
i? ■ Que ea^ia envolvente es tangente á la envuelta y reciproca

mente, si una supeí'tieie es tangente á todas las de una Jamiliay lo es 
á su envolvente.

2.° Las su/ejJieies envolventes que resultan de eliminar tan solo 
o. ó ^ tienen por envolvente á la envolvente Jija, y dos envolventes de 
Jamilias distintas son tang-entes entre si.

Ejemplo. Hallar la envolvente del plano

X.r 4- u^ -j- = o.

Eliminaremos X y p. entre esta ecuación y sus derivadas parcia- 
les 4r -|- p. = o, y -|- X = o, y obtendremos el paraboloide

z — xy — o.

§ 5.° DeSARROLLABLES ISÓTROPAS

35. Definiciones. Si empleamos coordenadas rectangulares, 
la ecuación de las esferas de radió nulo y cuyo centro es el punto 
(a, y) se expresará por

(4í — aZ)’ + O^pzy + (^ - y4* — 0 (<=I)-

Esta ecuación puede considerarse como representación de un 
cono imaginario cuyo vértice es (a, p, y). Este cono asintótico á 
todas las esferas cuyo centro es (a, ^, y,) se llama cono iso'tropo; sus 
generatrices son lo que se llama rectas isótropas. Si se represen
tan por íX, b, c los coeficientes directores de una recta isótropa, 
tendremos

a^ + ^^ + = 0;

esta ecuación caracteriza á las rectas isótropas que, en virtud de
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la misma ecuación, son perpendiculares á sí mismas. Si se supone 
r = o se tendrá Æ^ -|- b^ = o, y se ve que de los coeficientes an
gulares de las rectas isótropas del plano 4>- son + [^— i.

Un plano ¿sóiropo es un plano asintótico de la esfera, ó tan
gente al cono isótropo. Dos planos isótropos, infinitamente próxi
mos, se cortan según una recta isótropa, y dos rectas isótropas, 
infinitamente próximas, que se cortan en un punto (a, p, v), deter
minan un plano isótropo.

Todas las esferas pasan por una cónica fija situada en el plano 
del infinito, que es imaginaria, y se llama la umbilical (Laguerre) ó 
el círculo imaginario del infinito. Esta cónica es el lugar de los 
umbilicos de todos los planos del espacio.

Todas las rectas isótropas, que pasan por un punto del espacio, 
forman un cono Isoíropo ó es/d'a de radio nulo, cuyo centro es este 
punto.

Por una recta cualquiera pasan dos planos, cuyas trazas sobre 
el plano del infinito son tangentes á la umbilical ó círculo imagina
rio del infinito, que son los planos Isótropos relativos á esta recta.

Se llaman desarrollables Isótropas aquéllas cuyas generatrices 
son isótropas; son por tanto, las envolventes de los planos isótropos.

A toda superficie se le puede circunscribir una desarrollable 
isótropa que se llamará la desarrollable Isótropa de esta superficie.

Teorema. Las normales de las desarrollables Isótropas son sus 
generatrices.

En efecto, siendo una recta isótropa generatriz del cono
(x — a)í 4- (jz - p)* + (¿r — Y)‘ =:^ o, 

se la puede representar por

4r — a y — (3 z — y

Para que esta recta engendre una desarrollable, es necesario que 
encuentre en cada una de sus posiciones á la generatriz próxima. 

Siendo pues,
^ = a + íTp, y p -T be, z = y co

.r = a da.(ada) ade) a, 
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las ecuaciones de dichas rectas, deberemos eliminar .r, y, s, ç, dz 
entre las mismas, para obtener dicha condición. Obtendremos, eli
minando JT, 2,

o — 7a + adr + oda, o = ¿/^ + édo -h ^dè, o = dy -{■ ....

Se eliminarán o y do multiplicando estas ecuaciones respectiva
mente por a, 0, c y sumando; y por ser además

^2 ¿2 Q y ¿i¿ia _p ¡jdb -|- cdc = o, 

se tendrá ad^t + bd''^ + cdy = o.

La dirección a, b, c de la generatriz es, por consiguiente, per
pendicular á la de la recta da, d^^l», dy trazada en la superficie. Pero 
la dirección Æ, b, c es ya perpendicular á sí misma; luego la gene
ratriz de una desarrollable isótropa es normal á la superficie. Esta 

desarrollable debe ser tal, que si se hace ^ = --, q = ^, se tenga

^'^ + I = 0»

lo que expresa que la normal á la superficie es normal á sí misma.
Reciprocamente: Esta ecuación es la de una desarrollable. Para 

tener la ecuación finita de ésta, basta buscar la envolvente de un 
plano representado por

Z =/X 4,^Y +/(^),

siendo./(/-) cualquiera y ^ = /i-|-/*y— i. La característica, ó 
la generatriz de la envolvente quedará determinada por la ecuación 
anterior y su derivada

o = x+ '’ j iV +f'W.

Los coeficientes de esta recta son —pi-— i, — Ç^ — 1, /— 1? 
siendo la suma de sus cuadrados nula. Luego la generatriz es isó
tropa. Por consiguiente la ecuación /’ + $'^ 4- 1 «o caracteriza 
á las desarrollables isótropas.
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§ 6.° Focos Y FOCALES DE LAS SUPERFICIES

36. Definiciones. Se llama foco de una superficie al centro 
de una esfera de radio nulo doblemente tangente á la superficie.

Dicho punto tiene con la superficie dos secciones planas comu
nes. Los planos de estas secciones son los dos reales ó los dos 
imaginarios. En ambos casos se cortan según una recta real, que 
se llama la direcíriz correspondiente al foco, y es la recta de los 
contactos.

La esfera de radio nulo es un cono. Podremos pues decir tam
bién que foco de una supei-ficie es el vértice de un cono isótropo 
doblemente tangente á la superficie.

Un foco es, por consiguiente, un punto por el que se puede 
trazar á la superfice dos planos tangentes isótropos á la superficie.

Unamos el foco F á los puntos de contacto M y M' con la su
perficie del cono isótropo, cuyo vértice es F. Entonces serán FM 
y FM' dos generatrices del cono isótropo bitangente, que serán dos 
rectas isótropas tangentes á la superficie.

Esto sentado, se llama focal de una superficie al lugar de sus 
' focos.

37. Existencia de las focales. Sujetar á una esfera ser 
tangente á una superficie es sujetaría á una condición. Sujetaría á 
ser doblemente tangente es sujetaría á dos condiciones; y sujetaría 
á tener un radio nulo es sujetaría á una tercera condición. Luego, 
en general, existirá un lugar de focos que será una línea.

38. Nueva definición. La Jocal de una siiLerfcle es la linea 
doále de la desarrolloále ¿sótro/>a djcunscrlla á la suLerfde. Esta 
definición resulta de que por todos los puntos F de la focal <1’ de la 
superficie S podemos suponer trazados conos bitangentes; y si FM 
y FM' son las generatrices de contacto y P, P' los planos tangentes 
correspondientes, el plano P cortará al plano infinitamente próximo 
según una recta isótropa que pasa por F, y que sólo puede ser una 
generatriz del cono isótropo, cuyo vértice está en F. Esta recta es 
FM. Las generatrices de contacto FM y-FM' son pues las genera
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trices de la desarrollable isótropa circunscrita á la superficie S. 
Pero esta desarrollable se halla determinada, porque siendo

X H-?' + i = o

su ecuación diferencial, es también la ecuación de la curva de 
contacto con la superficie. Esta desarrollable se corta á sí misma, 
porque dos de sus generatrices pasan por un mismo punto (sin 
formar ángulo infinitamente pequeño). Tiene pues una línea, según 
la que se corta, ó una ¿ÎKea dodie ó sin.^'ular, lo que justifica la 
anterior definición.

39. Focales y focos de las superficies de segundo orden. 
Se obtienen Ias focales de las superficies de segundo orden, obser
vando que si S = o es una superficie de este orden, S + XPQ = o, 
expresando P y Q dos polinomios de primer grado, representa 
la ecuación de las superficies de segundo orden bitangentes á la 
primera. Si expresamos que esta superficie es una esfera de radio 
nulo

(4r — a/" + (j — p)- + (^ — V)’ = o,

a, fi, Y representarán los focos. Se deberá tener pues idénticamente

S + À PQ = fx [(4: - a)^ T (J/ - Pr + (^- y)’] 

siendo [x un factor constante, ó

S - 1* [(* — “)' + {y — 1^)' + (^ — y)’] = ^PQ-

El primer miembro de esta ecuación deberá pues reducirse á 
una suma de dos cuadrados. Sea la ecuación dada,

S = A jr* 4- By*' y C.s^ — H = .o.

Debiendo ser

Ay y By + Cy — fj. [(,r — a)’» y (j — p)« y (^r — y)"] — H 

una suma de dos cuadrados, es necesario que desaparezca una de 
las variables. Luego a = o y ¡x = A; luego

By y cy — A [(/ — p)^ y (^—y)’] — h 
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debe ser una suma de dos cuadrados que puede escribirse

(B — A)/ -i (C — AUM 2Afíy + 2Ay^r —A(P® 4 y^) — H

° [(B - A)j- + APf + ((C-A)í + Atf

A^ P'^
B^A

A^ y’- c:z^ - A (P' + ï’) - H.

Esta ecuación, unida con a = 0, representa ia focal. Hay pues 
tres cónicas focales, una en cada plano principal. Cuando H =Oi 
las cónicas se reducen á rectas. Así, las focales de los conos son 
líneas rectas.

Supongamos que se trate de un elipsoide cuyos ejes sean 
2a > 2¿ > 2c, las ecuaciones de las focales serán

í^' 1 T" , Y” a®

a» P’
+ 1 = 0.

La primera es imaginaria, la segunda es una hipérbola, la ter
cera una elipse.

Se ve que estas ecuaciones dependen tan solo de las diferencias 
de los ejes.

Las superficies comprendidas en la fórmula

son pues homofocales; las secciones principales tienen los mismos 
focos.

Para hallar la focal del paraboloide

P-^^ + Q/' = 2Xf, 
se deberá hacer de modo que

P.r^ 1- Q;/" —2ír —X[(dr —tt)«+ p)«_|_(^_y)*J

sea una suma de dos cuadrados. Es necesario pues queX = P ó Q 
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y que a ó p sea nulo. Por consiguiente, es necesario que descom
poniendo

P;t;a — Q (^ - a)® — Q (.^ “ y)^ — 2S 
en cuadrados, no se obtengan más que dos, lo que exige que

PQ
Q-P Q

E'emplo. Para el paraboloide

se tienen las dos focales

que son dos parábolas.
40. Superficies con centro. Sea la superficie

Vamos á razonar, con pocas variantes, como lo hemos hecho. 
Para obtener los focos de la superficie identificaremos esta ecua
ción con la ecuación S —LM=o, en la que S representa el punto- 
esfera siendo L = o, M = o las ecuaciones de dos planos. Resulta, 
de que esta ecuación debe poder identificarse con la (i), que el 
producto LM no debe contener términos rectangulares de ias va
riables. Será pues de la forma

ajr“-^ -| - a'y- + a'z^ + bx + b'y + b"z + c, 

ó lo que es lo mismo
a(jr — «)’ + b{y — P)’ + c (^ — y^ + d.

Debiendo poder descomponerse en factores, es necesario que 
sea ¿/=0 y que una de las tres cantidades a, ^, c sea nula. Supon
gamos í=o. Identificando la ecuación (i) con

(.r — y)® + (y ~y'Y + (.^ — ^'Y + «('1^— a)® + ^ Cj' — Py = ® 
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tendremos

z' = o, y -j- ay. = o, y-}-¿^ = o

C = A C + .) = B ( x + .) = î2+ZliÇ+y± .̂

De estas ecuaciones se deduce, eliminando Æ, b, a, p,

A —C“^B —C

La hipótesis adoptada corresponde á una focal situada en el 
plano de las -r/.

Los dos planos L y M, correspondientes á un foco, representa? 
dos por las ecuaciones

(x — a)/á + (^ — 3) )/¿ = o.

(x — a)/« — (j — P) /¿ = o, 

son perpendiculares al plano principal, en el que se halla el foco; 
y por consiguiente lo mismo sucede á la directriz, correspondiente 
á este foco.

41. Caso de las superficies con centro. Sea la ecuación

íí ^ _L £.
A B C

= H.

Teorema L £¿ Jfbano que /asa /or un foco y ¿a (¿¿rectriz co- 
rres/ondieníe es nortnai á ¿a focal, y corta á la su/efficie seg^ín una 
cónica, de la que son foco y directriz este /unto y esta recta.

En efecto, la ecuación de la normal en un punto x', y de la 
focal situada en el plano de las xjz es

(A C)(x-x') (B-C)(^-y)

x y

ecuación que queda satisfecha por las coordenadas a y [^ del pie 
de la directriz.

4
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Así el plano normal á la línea focal en el ponto E pasa por la 
directriz D. Este plano corta á la superficie según una cónica y al 
punto-esfera, según un punto-círculo F', que tiene con la cónica un 
doble contacto según ia recta D.

Teorema II. El pie de la directriz correspondietite d un foco es 
el polo, con relación á la sección principal, de la tangente á la focal 
trazada por el foco considerado.

En efecto, el punto a, ^ tiene por polar, respecto á la sección 
principal, la recta cuya ecuación es

Sustituyendo a y p por sus valores en función de las coorde
nadas del foco correspondiente, esta ecuación se reduce á la de la 
tangente á la línea focal en este punto,

xx' yy'________ 1 T_r
A—C'B—C

4-2. Naturaleza de las líneas focales.
Caso i.° Elipsoide. Sea A ^ B ^ C. En el plano .i^, la focal 

es una elipse interior á la superficie. En el plano yz es una elipse 
imaginaria. En el plano zx es una hipérbola, cu-

Z

Figura 25

yos vértices reales están en el eje de las ,r á una 
distancia del centro menor que la de los vértices 
de la elipse focal en el plano de las ;ry, situados 
en este mismo eje.

Caso 2.° Hiperboloide de una bofa. Sea 
C<o y A>B. La focal en el plano de las 4^ 
es una elipse exterior á la superficie. En el plano 
de las yz es una elipse imaginaria. En el plano de 
las zx es una hipérbola cuyos vértices se hallan 
en el eje de las .r, interior á la superficie (fig. 25). 

Caso 3.° Hiperboloide de dos bofas. Sea G^o y A*^Bl La 
focal en el plano de las .ry es una elipse imaginaria, en el plano de 
las yz es una elipse cuyos vértices en el eje de las z son interiores á

MCD 2022-L5



PROPIEDADES DESCRIPTIVAS DE LAS SUPERFICIES 51
, la superftcie; en el plano de las ^.r es una hipérbola cuyos vertices 

reales en el eje de las z, están inás próximos que los de la elipse focal.
Caso 4.” Cono. Las focales, en el cono, se re

ducen á sistemas de rectas, de las que son reales 
únicamente, las situadas en el plano dei ángulo ma
yor del cono.

Teorema III. Las focases de tw cono son ^erj^en- 
dicu/ares á ¿os^ Llanos cícdcos de¿ cono i'ecí/roco. En 
efecto, si las ecuaciones del cono propuesto y de su 
reciproco son

A "^ B” ~^ "c “ ®’ 4 By^ 4-CL-== o,
Figura 26

la ecuación de las focales del primer cono, situadas en el plano J^, es

—— + = 0;
A—C B-C

y las trazas de los planos cíclicos del segundo, perpendiculares 
al plano de las .ry, están representadas por la 
ecuación

(A — C) y^ 4- (B — C)/ = o.

Estas ecuaciones representan dos sistemas
Figura 27 de rectas perpendiculares, respectivamente.

43. Focales en las superficies sin centro. Empleando el 
mismo método, obtendremos que el paraboloide elíptico admite dos 
focales parabólicas. La situada en el plano de 
la parábola principal del mayor parámetro es in
terior á la superficie: la situada en el otro plano 
principal, tiene sus ramas infinitas dirigidas al 
otro lado y es, parcialmente, interior á la super
ficie (fig. 27).

El paraboloide hiperbólico admite dos focales 
parabólicas situadas en los dos planos principales; 
y presenta sus ramas infinitas en el mismo sentido 
que la sección principa!, en el plano en que se 
una (fig. 28).

Figura 28 
encuentra cada
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§ 7.° Superficies homofocales de segundo grado

44. Definición. Sea la superficie de segundo grado 
.r'^ y’ ¿i^ 

(i) ;7+^ + jT+7 + 7+7-i = « (-«>í>í) 

y hagamos variar á p desde — 00 hasta y co . Para cada valor de 
este parámetro, obtenemos una superficie de segundo grado; y el 
conjunto de todas éstas se llama tm sisíema de su/ef^des /iomofo- 
ca/es, porque cada uno de los tres planos de simetría de las super
ficies, se cortan según una serie de cónicas homofocales. •

Teorema. £stas supef^des son ¿aleSy qne sus secciones /’rind 
Jiaíes denen ¿os misinos focos que ¿os de¿ e¿¿f soide

^, por cada punto tea¿ de¿ espacio pasan ¿res superficies reaies de ¿a 
famiiia, siendo una de e¿¿as un dipsoidey ¿as otras ¿iiper¿>o¿o:des de 
una > de dos ¿lofas.

En efecto, podemos considerar, en la variación de p los siguien
tes intervalos:

p = --  CO, p = --- a® --- £, p = ---¿ï'+s, P = ---- ¿’«,

P = --  í^^ + s, p= --- ¿^^ -- -^, p =----Í^’H-S, p = co , 

siendo e una cantidad positiva muy pequeña.
1 .° En el intervalo (— a- — 00), los denominadores son nega

tivos. Todas las superficies son imaginarias.
2 .® En el intervalo (— d — d^}, los denominadores de 7® y 

de a- son negativos. Los dos ejes principales situados en los ejes 
de las jK de las z son imaginarios. Todas las superficies del se
gundo intervalo son ¿iiperáo¿oides de dos ¿lojas, de los que el eje de 
las ,r es el eje real.

3 .® En el intervalo (—c^ — ó-}, el denominador de z'^ es 
ahora negativo, y el eje principal, que se halla en el de las a, es 
imaginario. Las superficies son kiper¿io¿oides de una kofa.
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4 .'’ En el intervalo (—â + 00) son positivos los denomina
dores de .r\ y, ¿r^ Las superficies correspondientes a este intervalo 
son elipsoides.

Para los valores de p comprendidos en dichos intervalos, el pri
mer miembro de la ecuación (i) adquiere los signos siguientes:

Hay pues, una raíz entre — a^ y ~ b\ otra entre — ¿2 y — ^2 
y otra en — c- y + ce . Expresándolas por X, ^t, v, tendremos las 
ecuaciones de las tres superficies que pasan por .r, y, g bajo la 
forma

y suponiendo a^ ^ x <^ — ¿'^ c^ ¡x <^ — ¿^^ c^ v, la primera super
ficie es, como hemos visto, un hiperboloide de dos hojas, la se
gunda un hiperboloide de una hoja y la-tercera un elipsoide.

Problema. Dados ¡x, v, calcular x, y, 2.
Siendo X, ¡x, v raíces de la ecuación (1), podemos escribir

- + 4- " .ti ~7í_p^2_^a "T I» 

haciendo — a^, tendremos:
-r" (m4-¿2_^4 ^^4^ ? —a^) 4-... — it {u^b"-—a'^) («-^ca —a^} = 0.

El producto de las raíces es æ"’ (¿’ — a"’) (c' — a^j; y puesto que 
las raíces son X -P a'’, p, 4- a*, v 4- íí^i se tendrá

.T* (¿^ - a^) (c^ — Æ-) = (X + a^) (p + a«) (v 4- «»)

y ^(^ + ^’) Í^) (* + ¿*) , (X-|- C*) (p+ f^) (v + c*)(
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Teorema. Las su/fer^des komofocaLs (2) se corlan oríos^onaL 
menie, es decir, que sus glanos ían^enies ó sus normales en los puntos 
comunes se corlan así, ó bien las superjicies homo/ocales de segundo 
^rado forman un sistema triplemente ortogonal.

En efecto, si se restan unas de otras las fórmulas (2), tendremos

.r‘fu. — L) x- x^-
' (a* + X) (a' + -1- -

podremos escribir la ecuación anterior así:

Las direcciones

a^^K'^â'^ + V ¿^ 4-X ^ Æ'^ 4-í^ ’'^^-1-H-’

de las normales á las superficies (2) en -r, y, 2 son pues, rectan
gulares. "

45 . Coordenadas elípticas. Las tres ecuaciones (2), repre
sentan un elipsoide, un hiperboloide de una hoja y uno de dos, que 
pasan por un punto P Çr, j/, 2).

En vez de determinar el punto P por medio de las coordenadas 
rectilíneas .r, j/, z, podemos determinarlo por medio de los paráme
tros X, a, v de las tres superficies (2) que pasan por P. Dichos pa
rámetros se llaman las coordenadas elípticas del punto P.

Ya que X, p., v son Ias raíces de la ecuación (1) cuando se dan 
4r, j, 2, tendremos la identidad

^^+3 ¿í + & + f’-|-3 («’+5)(^* + 3)(c*-+-3)’ •
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puesto que los dos miembi-os se anulan para 3 = x, 3 = u., 3 = v 
y el coeficiente de 3^ es también igual á i, como en el segundo 
miembro, después de haber multiplicado por (a'' + .3) ( ’̂^-1-3) 
(í^' + -^P

La identidad (i) queda satisfecha para todos los valores de 3, 
y haciendo 3 = — a^, ,:7 = — ¿«^ 3 — — ^2, obtendremos las 
fórmulas (3) pág. 53.

Las ecuaciones ("3) (pág. 53) quedan tan solo satisfechas, cuando 
se hallan X, p., v en los intervalos considerados.

Dividiendo las (3) por (a* -f X)^ fa^ + a)’ (a^ + v)^ y sumando, 
se obtiene

ÍX-ix)(X-v)
(«^ + X) (V’ + X) (c^’ + xj (3) 

y sus análogas por permutación circular.
Y de estas y las (4) (página 54), obtenemos por sustracción 

fácilmente

" (»* + *)’ («’ + ») ~ (a’ + i) (¿' -pHT+T) 

y sus análogas por permutación circular.
Para obtenei el elemento lineal ds, se toman los logaritmos en 

(3) y, por diferenciación resulta

Æ -|-X ¿z^-|-tx ¿^2 _j_ >

}>d\ yd-J. ydv 2dy = — 4q 
<^'-f-x ¿^ + jx d^ 4“ v ’ 

sd\ sdií cd'i 2ds = 1

Elevando al cuadrado, sumando y haciendo reducciones, se 
obtiene finalmente

(^■^ 4“ x) (¿' 4“ x) (íJ" 4- X)
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4-6. Paraboloides homofocales. Las focales de los parabo
loides

/£)------1- — = 22, -------- 7 +------- 7 = 2^ + Z: l^J

son respectivamente

p—q P—q

--------- ;---------------;2Z H- (q -}- --- k = o, 
{p + ^) — {q + ^)

o - 22 + q = o, 
p — q

Los paraboloides

7 H7 = 22 + k

son pues homofocales, y se tiene que
i,® Las soorde/íadas de los focos de las secclones principales son 

z = —, z = —. Esíos focos son pues los mistnos para ¿odas las su- 

perfcies consideradas. -
2. ® Por cada punía real del espacio pasan ires paraboloides de 

la familia (i), dos elipíicos, inversamente semejantes, y uno hiperbó
lico, pues si se dan -r, 7, 2, la ecuación (2) será de tercer grado en 
h, y si se hace, suponiendo p <fq y & positivo é infinitamente 
pequeño,

k= — 00, h = —p — e, ^ — —p -[- s, h — — q — s,

la cantidad -7—1—r + —í— — 22 —n 

tomará los signos H-, —, 4-, —. Habrá pues una raíz de (2) entre 
— 00 y —p, otra entre —p y —q y una tercera entre y -(- 00, 
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Sean x, ¡x, v estas raíces. Las ecuaciones de los paraboloides ho- 
mofocales que pasan por y, z serán

+ FM = “ + + = “ +

La primera y la última representan paraboloides elípticos y la 
segunda un paraboloide hiperbólico.

§ 8.® Rectas mínimas

47. Definición. La ecuación

(4:-a/)’ + (j-pí)‘ + (4r-Y/)’ = O (/=!) (I) 

manifiesta que la distancia de cualquier punto del cono isótropo á 
su vértice es nula. Las generatrices del cono se llaman, por lo 
tanto, rectas de longitud mínima ó rectas minimas. Tenemos pues

Teorema I. Por todo^un¿o det esj^acio Xc y^, z^ pasan injini- 
dad delectas miomas que cortan ai círculo del ít^níto, y son las ge
neratrices del cono isótropo que proyectan el círculo del lignito desde 
el punto (Xo, yo, Zo). Las rectas mínimas son todas ima¿;inarias.

Teorema II. Las ¿■enej^atríces ima^-ínarias de la esfera son rec
tas mínimas. Las paralelas trazadas por un punto cualqiiiera del 
espacio á dichas ¿'eneratríces proyectan el círculo ima¿'inarÍ0yy deter
minan un cono de seg-undo orden (cono director); sus generatrices son 
rectas mínimas, pues si v es un parámetro variable, las ecuaciones

x = :Vqav, y~y^ ^ hv, z = z^ + ^^ (2) 

representan una recta mínima que pasa por el punto ■^u)» 
cuando satisfacen las cantidades a, p, y á la ecuación

a“ + P= + f = 0, (3) 

puesto que la ecuación (1) queda satisfecha por todos los valores 
de v, cuando se sustituyen por a-, y, z sus valores (2).
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'fambién podemos considerar engendrada cada superficie de 
segundo orden por dos sistemas de generatrices, aun en el caso de 
ser imaginarias, reales para el hiperboloide de una hoja, imaginarias 
para el elipsoide y especialmente para la esfera. Los puntos en el 
infinito de éstas forman el círculo imaginario.

48. Expresión analítica. Para expresar analíticamente las 
rectas mínimas, consideremos la esfera

+ (4)

puesto que es indiferente la elección del centro y del radio.
Para obtener la ecuación de las generatrices, escribamos en vez 

de la ecuación (4) las siguientes;

.r+?> 1-1-xr —z> l + ír I
(5) -------- = --------^ = ^)--------- ---- ----= — - (ó)

Las ecuaciones (5) representan, para cada valor de u, una recta 
situada en la esfera, así como las (6) para cada valor de v. Cada 
una de estas ecuaciones define un sistema de generatrices imagi
narias. Además se ve que son sistemas de rectas mínimas, porque 
la ecuación de las paralelas trazadas por el origen al sistema (5) es

X -p/y 2 
 =  7- = U, — 2 x — ty (7)

y estas rectas se hallan en el cono .r^ -h j^ + ^'^ := o, lo mismo que 
sucede para la serie (6). De las ecuaciones (7) resulta

I---U^ ^(l + ^5): y : 2 =------- : ------------ : u
2 2 (8)

W ¿W 
ó 4r= — (l —2^2), y = (i +«’), 2 = wu,

siendo w el factor de proporcionalidad.
Estas ecuaciones son equivalentes á la (4). Así pues, son Zas eeua- 

dones de Zas recias mínimas que pasan por eí oríg'cn. A cada valor 
de u corresponde en (12) una recta mínima. Las ecuaciones de las
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rectas mínimas que pasan por el punto (,r^ j/j -?o) son

''^ = ^«+ v (I «’)» y^^yo + -— (i + »*), z = Zc + ^^^i (9) ¿

pues la ecuación (i) queda satisfecha idénticamente por los valores 
(9) de -r, j, s. A cada valor de u corresponde en (9) una sola 
recta mínima, siendo w el parámetro.

Observación. De las ecuaciones (5) y (6) de las generatrices de 
la esfera, resulta la expresión siguiente de las coordenadas 4;, j/, 2 
de la esfera como funciones de los parámetros u y v

—-------- . (10)U — V U — V U — V '' '

fistos valores satisfacen á la ecuación (4) para todos los valores 
de u y de v. Las ecuaciones (10) representan pues la esfera ('4). 
Cuando u es constante y v variable, el punto .r, j/, z recorre una 
generatriz del primer sistema y viceversa.

49. Curvas mínimas. Se llaman así las curvas cuyas tan
gentes engendran rectas mínimas ó que cortan al círculo imagina
rio. Para obtener su ecuación, debemos hallar la condición á que 
han de satisfacer las coordenadas x, j/, z de uno de sus puntos, como 
función de uno de sus parámetros.

Las ecuaciones de la tangente son

X = .r-|-í/a, Y==j^4"^^> 2 = z 4- vy.

Por ser esta tangente una recta mínima, se tendrá

^' + P* ^f = 0

5’ eis^ = dx^ -!^ dy -^ dz'^ = o es decir ds = o

Las curvas minifnas son pues curvas de iong-iiud nuia.
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GAPÍTUDO III

Propiedades métricas de las curvas alabeadas

§ i.® Longitud de un arco de curva

50. Definición. La definición que se dió en eí tomo III (pá
gina 64) de la longitud del arco de curva plana se aplica á las 
curvas alabeadas. Así: La ion^'iiud de un arce de curva aladeada es 
el llmiíe hacia el çue tiende el /foU^'ono inscrito, cuyos lados se hacen 
cada vez más />equeños, cuando su número crece indefinidamente.

Sean -r, j/, z Ias coordenadas rectangulares de un punto cual- 
quiera del arco. La expresión de la longitud L de 
un polígono inscrito CEF........D (fig. 30), será

Figura 30

i/ , l^z'^ -1/' / dyV 1 dzV , +U')
siendo £ una cantidad que se anula con A,r. Tendremos pues

T dy^ dz^ „L=. X A^r M i + + L s A;r,

Si suponemos que ;r sea la variable independiente, entonces 
fiy dz dy^ dz-

y / í + .--podran considerarse como funcio- dx dx f dx' dx‘- 
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nes de .r; y si consideramos, en un sistema de ejes rectangulares, 
la curva ef (fig. 31) cuya ecuación es

dy- ds-

suponiendo que .r varíe desde x- = a hasta ,r = ^, resultará

dy-^ 1 ds-
dx- dx- X (Y \ 47).

Pero Y (Yù.r) tiene por límite el área e/g-k] luego el límite de L 
y el área ejgh se hallan expresados por los mismos números.

Se representará, por consiguiente, el arco comprendido entre 
dos puntos Po y Pi cuyos parámetros son í^ y ^,, 
mediante la integral

suponiendo .r=/(/), j' = íp(/), ^ = r|(/).
Tenemos para la hélice que 

o
Figura 31

dx — — a sen td(, djf = a eos ídí, dz = madí (m = cot 8)

ds=.a^l -\-m^ d¿, s = a^ i-\-m- a

§ 2.° Primera curvatura

51. Ángulo de contingencia. Se llama así al ángulo d^ que 
forman entre sí dos tangentes infinitamente próximas, ó con más 
precisión, una cantidad cuya relación al incremento de la variable

gulos que MT ú

independiente es igual al límite de la relación del 
ángulo de dichas tangentes á este incremento.

Para valuar dx, tracemos por 0 las rectas ON 
y 0N' iguales á la unidad y respectivamente pa
ralelas á las tangentes MT y M'T' (fig. 32). Sean

dx dy dz , 
a — -j-, c = los cosenos de los an- ds ds 

ON forman con los ejes y «', ^', d los ángulos 
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análogos de la tangente M' T' ó de la recta 0N\ y tendremos

dx
NN' = 2ON sen — - ír;

y, puesto que ON — i,

, sen - ¿T = |/Sí^+^AF4^c-‘

que, pasando al límite se reduce á 
dx = ^ dd^ -1- dè~ 4“ de.

52. Curvatura. Expresando por f el radio de curvatura, se 
tiene como para las curvas planas

dè'^ dc'
ds^ ~ds'^'

dx i  -i/í/íi^ 
ds ^ fds^

y sustituyendo por a, ó, c sus valores

Y, puesto que ^ = ---, podremos escribir Ias dos expresiones de &

o =
ds'

^{d\xr 4- (^»“ + {d^^Y - C^^^)“ ’ 
«fe"

^ ]/(dyd~2—dzd-y)-^ 4- {dzd^v ^—d.xd-zY 4- (d.vdy dyd'^z^^

53. Normal PRINCIPAL. Se llama normal principal, á la nor
mal situada en el plano osculador. De la identidad

I

dx: dy dy dz dz 
se deduce d + ds ds ds ds ds ds
Además Ia ecuación Ad'x -J- B</^^ + Cd'^z = o puede escribirse así

Ád + BíZ "j" 4“ C’d -j- = o. 
ds ds ds

(2?
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Las ecuaciones (i) y (2) establecen la perpendicularidad de la 
recta, cuyos cosenos directores son proporcionales á

f¿s
as

con la tangente MT y la binormal MP.
Las ecuaciones de la normal principal son

d.r (¿y d2
d~ ds ds ds

Los cosenos de los ángulos Í, r¡, Ç que 
con los ejes, se expresan por las fórmulas

forma la normal principal

eos ;
d'x 
ds'^ eos 7j = o

dy 
d^ eos Ç =

d'^z

Llamando R á la distancia de un punto M cualquiera de la 
normal al pie de ésta, podremos escribir sus ecuaciones de la ma
nera siguiente

d'^x
Z —ír=Rp

d^y

La normal principal MN' (fig. 33), definida por los cosenos di
rectores a', p; y', está situada al lado de la concavi
dad de la curva.

Para cercioramos de esto, debemos demostrar í^^^ 
que si M[ (fig, 33) es un punto infinitamente próxi
mo del M, la proyección del segmento MM, sobre la ** 
dirección MN^ es positiva. , Figura 33

En efecto, siendo r,_y, z las coordenadas del punto M y .rjjy^, ¿r, 
las del M,, las proyecciones del segmento MM, sobre los ejes serán 
^1 4r, j/, —y^ s^ — g- y tendremos, en la dirección MN'

P = a'— jr) -}-p'(j, —-j-y'f^i — z). (t)

Sean ^=f(s'), y (s\ z (s).
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Tendremos .r, =/(í-{-^), Ji = ? (^ + ^)i 
k 

/(í + A)=/M+y/'W + ^/"W +

í/a a' 
y /W = ^. /'(^) = ^=R

y en virtud de ser
aa'4-+ ïï’= o, a'^ + fJ'* += I, 

sustituyendo en (i) los valores de -t — -Th ^—^i, 2 — ^,, 
k‘ a! 

,r, — .r = + — — +

n . fi' 
y, -^ = *^ + ^8 +

_2 = /zY + -^+

resultará P =h. cantidad positiva para infinitamente 
2R

pequeño
54. Círculo osculador. En las curvas de alabeadas, como 

en las planas, llamaremos círeu¿o asentador al límite del círculo que 
pasa por tres puntos infinitamente próximos. Las ecuaciones gene
rales de un círculo son

(X - «r + (Y - P)? + (Z
A (X —a) + B(Y —^) + C(Z —Y) = o, 

siendo a, P, y las coordenadas del centro y R el radio. Y podremos 

determinar los seis parámetros a, p, y, o, —, —, de modo que se 

tenga un contacto de segundo orden en el punto (a, P, y), pues ten
dremos las ecuaciones

(.r —ay^ + (j'-P)^ + (s —ïr--f' = o
— a) 4-y (j — P) + s' (s — y) = o (3) 

y'(;t;— a)+y'(7 —P) + s"(s —y) + y"4-y' + s'^=o, (3)
A Gr — a) y A (jr — P) + C (^ — y) = o, 

ajc' y sy ycs' = o, ajt" y By + cy = o, 
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deduciéndose de las tres últimas

j 47 — a y — ¡3 
dy

d":^ dy 

z — Y 
dz 

d''z

= o

ó A (;ir — a)-f-B ( JZ — P)-|-c (ár — 7) = o.

Esta ecuación manifiesta que el punto (a, ¡3, y) está en el plano 
osculador.

La segunda y la tercera manifiestan que este punto se encuen

tra en los dos planos N = o (plano normal), 3N
-^— = 0, cuya inter

sección es el eje de¿ Jf/ano oseu/ador. Así pues: £¿ ceníro de/ eírcu/o 
ascu/ador se encuenira en ¿a ¿nterseccion de‘esíe eje con e¿ J>¿ano oseu- 
/ador.

Para calcular a, [3, y y o, resolveremos las ecuaciones (1), (2) 
y (3) con relación á x — y-, — 3, ^ ~ y; y siendo

x' y s' 1

.r" 2 = A'^ + B* + C*
A B C

se obtendrá

+ B^ + C- '

A* + B* + C* ’®*®-

y sustituyendo en (1)
-1-

‘ ¡A*4- R- L c^J^ ^^^ B5r)^-j-(A£ C.r )- -j- (B.r'— Aj)®]

y siendo la cantidad comprendida en el paréntesis igual á
(A* + B^ + c*) (y’ -y/í + y^) — (Ay + b/ + c«7«;

por ser A-r' -f- Bjz' 4- = o, se tendrá

, _ ('^'^ + /' + 
M^ -h B* AO

5
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55. Propiedades del centro y radío de curvatura. Teo
rema i. £/ radio de¿ círculo oscu/ador en ei punto M es i¿uai ai 
radio de oujvatura en este punto.

En efecto, la ecuación de la perpendicular á la cuerda MM' en 
su punto medio, es

Atí ó (X — .r) + (Y- j) Aj +

Figura 34 = - (AZ _|_ J^y _J_ ¿^i)

Eliminado X — .r, Y- -j/, Z — >? entre esta ecuación y las de 
la normal principal, se tendrá

—(3r2+“)> Ay = A.f^ + (^ + P), 
ds 2 \ds^ 7 ds \ds^ 7

Sustituyendo en la ecuación precedente, y suprimiendo los tér
minos multiplicados por Aj, cuya suma es nula, se tendrá

A,r* 4- Ay-* 4- aZ

y en el límite p . — . lim R — i ó lim R = p.

Teorema ii. La intersección de ¿a normat principat MN con el 
piano normai á ia curva ^ue pasa por ei punto M' es, en ei iimite, ei 
punto K ó ei centro de curvatura.

En efecto, la ecuación de este plano normal es

dx\ i dy . dy\

7 dz dz\ ^- ( V + ^ (Y - ^ — M = 0 
\ ds ds 7

Sustituyendo X — .r, Y —y, Z —z por sus valores en la
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ecuación de la normal principal, se tendrá

Rp
dA:
ds 4- A -f-

Simplificando resulta

A.r ¿/;r 
às ds + U +ds‘^ ds

y teniendo presente el valor de en función de las derivadas se- 
gundas, se llega á

-limR=i ó limR = p.

Corolario. S¿ centro de curvatura J^uede considerarse como ia 
intersección dei piano oscuiador en M con ei piano nofjnai en este 
punto y un piano normai en otro punto injinitamente pro'ximo ai M.

Para obtener Ias coordenadas Í, 7j, Ç del centro de curvatura K, 
se sustituirá en las ecuaciones de la normal X, Y, 2 por ^, 7], i;. 
Entonces R se hará igual á p, y se tendrá

i — .r =
‘ ds^'

dy
ds^ ' K~z = f

d'‘z
~d^'

§'3-° Torsión ó segunda curvatura

56. Definición. Consideremos cuatro puntos P, P', P", P'" 
tan próximos como se quiera de una curva alabeada. El plano 
que pasa por P', P" y P'", es decir, los planos ostuladores de la 
curva en P y P' se cortan según una recta y forman un ángulo ‘I». 
Y razonando como anteriormente, tendremos que

.2 sen - <1) = g + Ad- -j- Aí-. 
2
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Si se pasa al límite, expresando con ¿Z' el límite de 'l», es decir, 
el ángulo de dos planos osculadores infinitamente próximos, se 
tendrá

í/t = l ¿Z«2_^ dè^ -^í¿c^ ó dz = ^(dc05')^^-{'{d eos ;x)2 + {d eos*)® 

siendo X, a, v los ángulos que .forma con los ejes la perpendicular 
al plano osculador de la curva en M, y tendremos

/^./2^—¿Z^íZ^j dzd'^x - dxd'^z 
eos À =  ,̂ eos u =  ^^ ,

d:vd'^y — dyd^x 
eos v =--------- ----------- .

El ángulo infinitamente pequeño dz formado por dos planos 
osculadores consecutivos se llama ángulo de ¿orslón y se llama 
segunda ciírvalura ó torsión á la relación de dx á ds. Si se toma ds 
constante, esta curvatura será proporcional al ángulo d‘.

Por analogía con lo expuesto al tratar de la primera curvatura,
¿tI ^ds

se representa la relación -^- por y, de manera que T — ^_ ; y se

dice que T es el radio de la segunda cur
vatura ó radio de torsión.

En la fig. 35 PB y P'B,, perpendiculares 
respectivamente á los pianos que pasan por 
los puntosT, P', P" y P'. P", P'", son las 
rectas cuyos ángulos determinan los de los 
dos planos osculadores infinitamente pró
ximos, en los puntos P y P’, las cuales se 
llaman binomiales.

Teorema. La intersección de dos planos osculadores i/^nita- 
mente próximos es una tangente á la curva.

En efecto, si P = o es la ecuación del plano osculador en el 
punto (-r, j, .s), la del plano osculador en .r + dx, y-\-dy, z — dz 
será P 4- ¿ZP = o, puede sustituirse por ¿ZP = o. De manera que 
la intersección de ambos se representará por las dos ecuaciones

A(X — .r) + B{Y —^) + C(Z — z) = o, (i)
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rfA(X — ^) + rfB(Y—j) + ¿6(2 -c) —(A¿x+Bí^+C¿xr) = o, 
que se reduce á

¿A (X jt) + ¿ZB (Y—j*) + ¿C (Z — s') = Q. (2) 

Combinándola con (i), resultará

X — ;r __ Y—y Z — s
BdC^CdE ~ C¿A — A¿C ÁJB — B¿A’ ^^^ 

ecuaciones que expresan la intersección de los planos' osculadores 
intinitamente próximos. Pero haciendo

— dsd'^y) íí^.r 4 {dzdy - dyd'h) dy

+ (d.rdy — dyd^^) d's,

se tiene B¿C - C¿B = ¿r.A, C¿A - AdC = dy. A, 

x\¿B —B¿A = dz. A.

Las ecuaciones (3) se reducen pues, á

X — ;r Y—y Z—s
dx dy dz ' 

que son Ias ecuaciones de la tangente.
Corolario. La enw/veníe de ¿os pianos oscu/adores de una 

curva anadeada es e¿ ¿ug'ar de sus ían^eníes; luego:
E¿ ¿Ugar de ¿as íangentes de iina curva a¿aáeada es una suJ^ejJi- 

cie desarro¿¿aá¿e cuyos p¿anos ¿angelíes son oscu¿adores á ¿a arísia 
de retroceso.

El punto en que la característica encuentra á la arista de retro
ceso se halla definido por las ecuaciones (1) y (2) juntamente con 
la diferencial de la ecuación (2) que se reduce á

¿‘A(X —jr) + ¿^B(Y—j/) + ¿^C(Z—s) = o. (4)

Las ecuaciones (i), (2) y (4) combinadas, conducen á X — 4:, 
Y —y, Z — z-, luego:

La superficie envo¿veníe de ¿os p¿anos oscu¿adores tiene for carac- 
tensticas ¿as tangentes á ¿a curva propuesta y por arista de retroceso 
esta curva.
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57. Envolvente de los planos normales. Sea la ecuación 
del plano normal en (;r, j/, ¿r) que contiene el parámetro t,

N ^dx (X — .r) + ¿y (Y —y/ -\~ dsÇZ — 3) = o.

La característica de esta superficie es el eje del plano osculador. 
Sus ecuaciones son

N =^ o, ¿/N = (X — x)d^x + (Y —y)dy

+ (Z — s} d'^2 — dx- + dy^ — ds^- = o.

Es perpendicular al plano osculador, en virtud de las ecuacio
nes (2) y (3) de la pág. 8. La arista de retroceso se halla expresada 
por las ecuaciones N = o, ¿ZN — o, í/’^N = 0.

Angulo de los planos osculadores. Sea | el ángulo que for
man los dos planos osculadores P y P, para los valores t y t -\- dt 
de la variable independiente; tendremos la fórmula análoga á la 
(2) pág. 76.

(AiC — CAB)'^ 4 (CAA — AAC)^ +
“ (Á* +B‘TC0 [{A + ^Ay + (B + ABy +...... ]

Podemos despreciar en el denominador AA, AB, AC y sustituir
los en el numerador por sus valores aproximados

í/A = (y 3'” - 3'y'") dé, dB = (2 x"' — xz"') dé,

D =y haciendo

y 2'

y" ^2"

y'" 2"'

se obtendrá

BAC — CAB = Dx'dé, CaA — AAC = Dy'dé,

y por consiguiente
D'^ (.r'^ +y'^ + 3'-)dé'^ D- ds^

y sustituyendo el seno por el arco

—A’ + B^-l-C* ’ ® ds A2 + B* + C* ’ 

nueva forma de la torsión de la curva.
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58. Arista de retroceso de los planos normales. Ante 
todo observaremos, que se puede establecer un contacto de tercer 
orden entre una curva alabeada y una esfera, por tener cuatro 
parámetros la ecuación de ésta

(X — ay + (Y - ¿)« -p (Z - cy = Rí 

Para lo que se deberá satisfacer á esta ecuación y á las

M ^ y (x — a) +y (y — ó)-j~ 3 (3 — c) = 0,

5M 3iM

Teorema. Bl ¿u^'ar de ¿os ceníros de ¿as esferas oscu¿a¿rices es 
¿a ar¿sía de retroceso de ¿a envo¿vente de ¿os p¿aKos nomia/es, porque 
se obtiene este lugar, eliminando t entre las tres últimas ecuaciones; 

y la arista de retroceso, eliminando / entre N = o — = o ^—= o 

no difiriendo M de N más que por ef signo y por la denominación 
de las coordenadas generales (a, b, o en vez de X, Y, Z).

Tomemos, para simplificar, por variable independiente el arco ó', 
de manera que = j-, y

d£=ds = f/p^ + y^ 4- z^ at y y2+y2_p^<2_, 
Derivando la última ecuación, se tendrá

y y + fy 4- s'z" = 0, 

y, en virtud de estas relaciones, será

o =

0 = M = (jir — «) y + (j —¿) y 4. (^ _ ^) z', 

d-y d'^s j^ - (4r-») — + (j,_ + 1

o = ----  =3^2
. d^v

y haciendo

J'

.r' y z'
D = x" y s" deduciremos

S‘

MCD 2022-L5



Observación. Las conclusiones obtenidas se hacen visibles
por medio de la fig. 36; AB, BC, CD son tres lados consecutivos
de un polígono

ji

infinitesimal. La intersección de dos planos per
pendiculares en los puntos medios de dos lados 
AB y BC es el eje de curvatura aH, siendo a el 
centro y ? = Eíi el radio de curvatura. El ángulo 
EÆF de dos normales consecutivas es el ángulo de 
contingencia í/t; el plano normal en F contiene 
dos ejes de curvatura consecutivos, que se cortan 
en el centro H de la esfera osculatriz.

Como sabemos, las coordenadas de H se ob
tienen buscando la intersección de tres planos 

Figurase normales consecutivos

Í ; — -r) dx -)- (y, —}')dy-\~(Q~ s} ds = o, 

(; — .r) d'^x -(- (Ti —7) í/>+ (Ç ~ 3) d^s = ds^, 

— jv) d^x + (7, --j) d^'y + (^ — ^) d^^ =2dsd'^s, 

obteniéndose

§ 4.” Problemas sobre distancias y ángulos

I. Baiiar ei disiancia mínima de un /unto á una recta.
Sean a,, a^, a, las coordenadas del punto, Æp a^, a^ las de un 

punto arbitrariamente tomado en la recta, ¿,, b.^, b^ sus cosenos di-
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rectores. Las coordenadas .r,j, g de un punto situado en la recta, 
á la distancia / del punto (¿z,, æ,, ¿Zg), serán

^í, j'= a, + ^,í, = «3 + ¿,/: 
y su distancia 8 al punto P estará expresada por
Í’= (a + bt a)^+(íZ|+ b^í— a,)»-f-Æj-pb^¿—aj)»^!:a \-bt - a)\ 

Para que esta distancia sea mínima, se igualará su denvada á 
cero, y será

a) + = o, de donde / —

Sustituyendo en la expresión

resultará

i‘ ï .; , . , ^ ’ ^' -!' , |SÍ (a - «)1*

* — 5? + Cf — i)» +■ (s — Q» = (a — a 4- ¿Z — pv)’

= (^1 " «i) + [C«| — P

+ 1X^2 — “a) ^ — (a ~ a. ^b^Y

Esta expresión representa un mínimo, porque su derivada se- 

~ positiva.

11. Hallar la mínima dlsíancla de dos rectas. Sean

las coordenadas de un punto de cada una de Ias' rectas. La expre
sión de la distancia de estos puntos será
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Vamos á determinar las variables Z y t, de manera que esta ex
presión sea un mínimo. 'Pendremos

- — = ¿(a ~ a -|- ¿Z — pt) + ¿i («, — a, + b^t — P,t)

“|~ ¿2 (l®2 '^Í ~P ^íZ fi^T) ^ 0.

Eliminando sucesivamente las cantidades entre paréntesis, y 
escribiendo por brevedad

b^^,^b,^, = A, M-¿Ps = Ap ¿,Í3 = A3,
tendremos *
a — a-j-¿Z — ^T íZ, — ai -|-¿,Z — ,3v ^í —“a + ^gZ—-pgT 

Á “ “ Aa

Sea X el valor común de estas relaciones. Tendremos para de
terminar Z, T y X las tres ecuaciones lineales

AX-)-Pr — bt = a — a,
A,X + ^jT ■— b(t = a^ — a,,

- A2X+P,T — b^¿ = a.^ — a.^i.

de las que se deduce
L M N

^=0’ ^“D’ ^~D’

expresando L, M, N y D los determinantes

a —a p —z5

= A2 + A, 2 + Agí

/

4
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Por último se tiene

5 = /Á*X‘ + A,*V + A?À^ =_____  
/A^+ A,* + A.’ ■

Oèservacion. Las derivadas segundas son

2 = ¿- + ¿1’ -t- ¿2®

2 ^ = — ¿P — — ¿,p3

La.cantidad AC — B'^ es igual á

4 + ¿2«) (¡3’ + ¡3/ + p^á) _ 4 (¿p; ¿^p^)^

ni. Hallar la dlsíanda wlmma de un />unto á un plano. Sean 
à, c las coordenadas del punto y

mx + ny + pz 4- = o

ia ecuación del plano. Para que sea un mínimo la expresión

S- = ÍX — «)2 4- (j ¿p + (^ — í)’, 

según las reglas para la obtención de los mínimos relativos, debe
mos igualar á cero las derivadas parciales de la expresión

(æ" a)® + (jf — ¿y + (s — c)’ -|- X (?«;r 4- «j /ir 4- ÿ):

y tendremos las ecuaciones

2(jr a)-¡-Xwz = o, 2(j/ —¿)4-X« = 0, 2(^ — r) 4- X/— 0, 

á las que será necesario agregar la siguiente:

o = mx 4- nj' 4- pz + ÿ
= TM (;ir íz) _J_ ;2 (jz — ¿^ 4, ^ (^ .— ¿;j _|_ »2^ 4-«^ 

y obtendremos

x a—, y— ~¿ —
2 2 2
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I »?« -f- «¿ -4-/i^ + ÿ
2^ + A^

3^
T V (7«« + ^^ + /‘^ + ^^’^
-kJ (m® + «« +/’) = ■ —^2-^-r+ÿ

Para verificar que esta expresión representa un mínimo, halle
mos las derivadas parciales de 3-^, siendo -t, j' las variables inde
pendientes, y tendremos

£L = 2 (A- - a 4- 2 (2 — c) — = (2^ — «) — - — ^)*

Y se obtendrá igualmente, = 24-

Las expresiones AC — B- y A de la teoría general son

que son positivas. Habrá pues, un mínimo.
IV. Ángulo de dos tangentes. Sea {p el ángulo de dos rec

tas cuyos cosenos directores son respectivamente proporcionales á 
Æ, ^, f, y á «1, ¿i, ¿n que se expresa por la fórmula 

gg, -j- bby 4~ ^4

De esta se deduce

Para aplicar esta fórmula á dos puntos P (A-, y, s} y P, (.r’, y', ^)
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correspondientes á los valores t y í-p di de la variable, sustituiremos 
Or^ Ó, c, a¡, é¡, f, por sus valores actuales -v', j/', z', x' -1- á.r',y + ■^y', 
z' -f Aár', lo que dará

{y ^Z'---z' á>y + (0' A;r' — 4'' Ú£')* 
+/“ + «'^) [X^' + Ay)-^ 4- (/ + Ay)p +...

Podemos despreciar en el denominador las cantidades infinita
mente pequeñas A-r, à^, ¿i^z y sustituirías en el numerador por sus 
valores aproximados, :i;"di, y'd¿, z"dt; lo que dará (7).

sen* a
A* + B’+ C^ 

(ír'* +/’+ y)« ‘‘‘‘-

Y puesto que s y sen » difieren en un infinitamente pequeño 
de tercer orden, tendremos

" + + ^^■

Oéservacidu. De esta fórmula resulta la expresión de la curva
tura bajo la forma

' .^M*4-B* + C^ 
ds (y^ + j/'^ + í:'^^'^ p 

designando & el radio del círculo oscuíador.
V. ÁNCJULo DE UN PLANO CON UNA TANGENTE. Sean el piano 

oscuíador en (;r,jr, z) correspondiente al valor t de la variable in
dependiente y la tangente correspondiente al valor i -f- d¿.

Llamando 0 á dicho ángulo, tenemos

ggj^ 5 - + ® (y + A^O + c (y y Ay)

Podemos despreciar ly, Ay', ¿iz' en el denominador y sustituir 
estas cantidades en e\ numerador por sus valores aproximados 

yífey 1 x-''df\ y'dty^y"dt\
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y observando que se tiene

A;r'-|-By + C^'= o, Ay' + ... = o, A4;"' + ... = D, 

resultará
i _____________D r^ds'
I |/A^ + B^-H C^ ^/y^ + y^^7^ "^^^

siendo -é = —, siendo ® el ángulo límite de las dos rectas conside

radas en el problema anterior.
VI. Distancia de un punto Á una tangente. Este problema 

es el I, resuelto para el punto (a,, a^, ag) y la recta

X = ¿z —(-ó/, Y = zz^ y ¿^ t, Z = ^2 “1“ ^2 ^*

Pero actualmente el punto es (-r,y, s) y la recta corresponde, 
como el punto, al valor ¿ de la variable. Tendremos pues

í2! = .r, íZ, =}>, a.2 = s,

« = .«•-1- A^r, ai =j/-}- ¿y, Xj = + ^Z,

¿ = x', ^^=:y\ ¿^ = z'] 

y la fórmula se reduce á

g__ 1 /(y A^r — s' ü^yY y (¿r'A.r — ^A^)'^ y (x' ^y —y'^x}^

sustituyendo á^r, A^, zS por sus valores

= xdí y x" —}-..., ^y =yd¿sz =z'díy

será A^ y B^ y c- dí^ 
x'- yy^ y z'-1.2 = — ^ds‘\ 2

3 =

VII. Distancia de un punto al plano osculador. Conside
ramos el plano osculador en x, y, z y el punto correspondiente á 
/y ¿d. Dicha distancia será

A (;r y Ajr — jr) y B (j y A;^ —y y ■. ■ 
/A^^B^y^
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Sustituyendo A-r, Ij, A^ por sus valores aproximados

+ . etc.,

se tendrá
£D^^¿^3
2 |/ A^ + B^ + C^ ^^' ~ ~6~

VIII. Distancia de dos tangentes. Se trata de las dos tan
gentes que corresponden á / y á t + dt.

Aplicando la fórmula ya obtenida para la distancia de dos rectas 
(prob. IV), tendremos que sustituir

a, at, a.,, â, ¿„ á,, a, a„ a^, 8, (3,, p, 
por sus valores actuales

y tendremos

± L
^{y’^z' — ?Á7)'^(7Ay^yVj^”(P^'^7^'A^

A^r'

de donde L = Ay A_/ —y
A^ A^' — s'

El valor principal del denominador es /A® + B'^+ O’* dt. Des
arrollando en L, tendremos el nuevo determinante L

.vdí + y'
2 + .... .v"dl 4- ;r"' dy

2

yd} 4- y dt^
2 + .... . yd¿ 4- x di*

2 ■ —y

^'d¿ + s"
df^

2 z"d¿ + s'"
dt'^
2 — s'

Y sumando á los términos de la primera columna los de la se- 

gunda-y de la tercera, multiplicados respectivamente por---- - di y
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por dt, se tendrá para L el valor de

\O4/ 2
Zl l\ d¿-
\o 4/ 2

z''d¿- {- —-) -\-z"dí4- z-"—+— 2 
\6 4/

Y reduciendo cada término á su valor principal

± D dí'^ _|_ k^ds^ 
pA^ + B^-l-C* 12 12

§ 5. " Problemas sobre distancias y ángulos

59. Teorema de Bouquet. Si ia distancia más corta de dos 
rectas que contienen en su ecuación un parámetro, es de orden supe
rior ai primero, es por io menos de tercero.

Sea la recta móvil

,r = az p, y = ózq (l) 

que depende de un solo parámetro, y sean

jr = (a -|- Ay^y^-I- A/, y = (¿ + A¿) ^ + ? "h ^7 • (2) 

las ecuaciones de una recta infinitamente próxima. La distancia 
más corta se expresa por

, SaSq — i^d^p
FAíí^ + A¿2 _p (^^^ ^. ^¿^a-f

{*) C. Jordan Cours d'Analyse, l. I, págs, 462-66.
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Sustituyendo por Úa y ^â sus. valores

Sa = da -f—¿/"^(í-j-! Aó = dó -i—d'^ó 4- ■ 

tendremos

{dadç — dâdÿ) 4- - {d^ad^ 4 dad^q ~ d-^0d/>—) 

dd^ + dd^ 4“ (d^^ — ôday

Si k es de orden superior al primero, dadç — dodp es nulo. 
Pero el segundo grupo escrito entre paréntesis, en el numerador, 
es la diferencial del primero, que será nulo al mismo tiempo que 
éste; luego ^ es de orden superior al segundo.

Reciprocamente: Ó"/ /a disíancia más coría»de dos generatrices 
de una su/fe/^cie reg/ada es de orden superior a/ ^riineíOi estas gene
ratrices serán tangentes á una misma curva.

Si identificamos las ecuaciones (1) con una tangente

tendremos

a =
dx
dz '

, da:
q = J —.2 áy

dz ’
Para que estas ecuaciones sean compatibles, se necesita que 

exista entre ellas una condición independiente de — v — • v eli- 
dzdz 

minando estas cantidades, se tendrá
/==,r — az, q—y — áz

dy — d.v — adz — zda, dç ~ dy— ódz —zód.

f’®^^^ d.r^adz, dy = ddz: ' luego

dy.dó — da.d^ = o.
Esta es la condición para que la distancia de dos generatrices sea 
de orden Superior al primero.

Oáservadán. El plano que pasa por una tangente paralela- 
mente á una tangente intinitamente próxima, se halla siempre á 

6
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una distancia de segundo orden de esta generatriz; y por consi
guiente toca al lugar de las tangentes á lo largo de una de ellas.

60. Serie de rectas. Podemos establecer geométricamente que
i .® 5/ ¿a disíancia ^ de dos recias consecuiivas -cuaksquiei'a de 

una serie es un if^niíameníe pequeño de orden superior ai primero, ias 
rectas de esta serie son ias tangentes de una misma iinea dei espacio.

En efecto, considerando la superficie reglada S, cuyas genera
trices son las rectas de la serie dada; siendo el ángulo w de dos 
generatrices consecutivas de primer orden, y su distancia más corta 
de orden superior al primero, el parámetro de distribución de los 

planos tangentes á lo largo de cada generatriz ^ = lim ^ es infinito.

La superficie tiene el mismo plano tangente á lo largo de cada 
generatriz, y coincide con la superficie desarrollable que sería la 
envolvente de estos planos tangentes. Además, las rectas de la serie 
dada, cada una contenida totalmente en la superficie, coinciden con 
las tangentes de su arista de retroceso.

También podemos considerar la línea de estricción 00' de S, 
considerando las dos generatrices infinitamente próximas que cortan 

á esta línea en 0, 0'; y sea 00, su menor dis- 
'Xg________ Ç tancia. Por ser esta última línea, al menos de se- 
sl^__________ gundo orden, se concluye mediante el triángulo
0,.... , rectángulo 00,0', ó que la cuerda 00' de la 

línea de estricción es de segundo orden, ó que 
Figura 37............................................................................. , . , r 'permaneciendo de primero, el ángulo que torma 

en 0' con la generatriz 0'0' es infinitamente pequeño. De esta 
segunda hipótesis se deduce inmediatamente que las generatrices 
son tangentes á la línea de estricción 00\ que se convierte en la 
arista de retroceso de la superficie. La primera hipótesis conduce á 
que la línea de estricción se reduce á un punto, y la superficie á un 
cono cuyo vértice es este punto.

61. Aplicación Á las tangentes Á una curva. Sean las ecua
ciones de una tangente cualquiera á una curva

MCD 2022-L5



PROPIEDAOES MÉTRICAS DE LAS CURVAS ALABEADAS 83

'rendremos en este caso

ds (is ds ' dz

'lomemos s por la constante que determina la posición de la 
recta y de la cual son -v éjr funciones. Esto sentado, tendremos 

da . d'^r dâ d'y 
ds ds'' ds ds-' 

dy. d-^i: d^ dy
ds ds- ds ds^

luego dady. — dâd[^ = 0;

luego: For ¿0 ^'enerai, en toda etirva aladeada ia disiancia ^nás coria 
de dos ian^entes, ¿f^niia/nente ^ro'.v¿mas es un ¿f^niiamente /^e^ueno 
de iercer orden, si ia disíancia de ios dos punios de coniacio es de 
primero.

§ 6° Órdenes de contactos

62. Contacto de las curvas alabeadas. Definición. Dos 
curvas alabeadas que pasan por un punto M tienen en este punto 
un contacto de orden n, si considerando una secante PP' común á 
estas dos curvas, trazada en la proximidad de M, la parte PP' de 
secante comprendida entre las dos curvas es de orden ;z 4- 1 con 
relación á las distancias MP ó MP'.

Suponerse que MP \- MP' son de igual orden, equivale á supo
ner que PP' no es paralela á la tangente en M á una de las dos 
curvas. Y como se vió en Geometría plana, el -orden de PP' no de
pende de su orientación.

Sean á:, y, s ó .v,, y^, s^ las coordenadas del punto M, según : 
que se le considere en la primera ó en la segunda curva. Las coor
denadas de un punto P próximo al M, serán

,r + ú;r, y 4- Ay, ^-f-A^, j;, + ^.r,, 4, -(- Aj/,, s, -j- A^-,

Y para que exista un contacto de orden n, será necesario que
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PP' Ó SUS proyecciones ù.r- à,ri,........ sean por lo menos de 
orden n + i (o una de ellas por lo menos).

Pero es necesario, en estas condiciones, que la variable inde
pendiente sea tal, que PP' no sea paralela á la tangente á una de 
las 40s curvas. Se podrá tomar, por ejemplo, ,r = .r, por variable 
independiente y los puntos P y P' se obtendrán cortando á las dos 
curvas por un plano paralelo al yz. Y puesto que

1,1?— A,ri = ¿ár -¿¿f, :—(¿Zír—<Z“;ri) +.

A>' - Aji = dy — dy^ +- {d^y — d'^y^} + 

^z — ^z^ = dz — dz^ -i-— (d^z — d'^Zi) +  

las condiciones de un contacto de orden n serán 

dx — dxi — o, d^x— d'x^ — o,   d^x — d^'x^ = 0,

(fy — ¿Zi'i — o, d^y — í/2j*, = o, .............  d’^y — d^''y^ = o,

¿I2 — dzy — o, d'^z — d^z^ = 0, .............. d^z — (f^z^ — o.

Cuando se toma .r = -r, por variable independiente, se tiene

dx = o, dx^ = 0, ........... d^v = o, d”'x^ — 0; 

y las condiciones escritas en la priníéra línea quedan satisfechas; 
luego son necesarias 2n condiciones para que exista el contacto de 
de orden ti.

Teorema I. Dos curvas tiencfi un ooniacío de ordeu n, cuando sus 
proyecciones sodre un piano cuaiquiera ¿ienen un coníac¿o de orden n, 
y reciprocamente.

En efecto, la distancia PP' arriba considerada, es de igual orden 
que su proyección, siempre que ésta no se efectúe sobre un plano 
normal á las dos curvas.

Teorema II. Dos curvas ¿ienen un con¿ac¿o de orden n cuando 
son iími¿es de dos curvas variadies ^ue se cortan en n-r 1 puntos 
coincidentes.
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En efecto, las proyecciones de las dos curvas tienen un con
tacto de orden «, teniendo MP y MP' la misma posición límite,
puesto que en el triángulo MPiM' se tiene; ^£2^ _ ^22Z

PP' MP' ’ siendo

P finito por hipótesis y M nulo en el límite, cuando PP' es de se
gun.do orden.

63. Contacto de las curvas y de las superficies. Una 
curva tiene con una superficie un contacto de orden ;z en el punto 
común M, cuando una recta PP', próxima á M, encuentra á la su
perficie en puntos P y P' tales, que PP' sea de orden « i. Supo
niendo que PP' no sea en el límite, ni tangente á la curva ni á la 
superficie, se prueba que esta definición es independiente de la 
orientación de PP'.

Para hallar las condiciones de contacto de orden « de una 
curva y de una superficie, supondremos que el eje de las s no sea 
paralelo ni á la tangente en M á la curva, ni al plano tangente en 
M á la superficie. El cilindro que proyecta la curva sobr^ el plano 

corta á la superficie según una curva que debe tener con la 
propuesta un contacto de orden «, porque Ia distancia de dos 
puntos de estas curvas, contada paralelamente al eje de las z, es de 
orden n -^ i, y reciprocamente. Sean pues

.r=<p(£), 
las ecuaciones de la curva, y

F (^, >, ^) == o (2j 
la de la superficie. Para asegurar el contacto de orden «, bastará 
expresar que las curvas

F = o, /=0 y ,r = ^(,r), j, 
tienen un contacto de orden n. Con este objeto, se expresará que 
los valores de d,v, dy, dz,...... , deducidos de las ecuaciones de la 
curva, propuesta son los mismos que los que se deducirían de

y f= o. Para expresar estas condiciones, se puede dife
renciar « veces F = o y /=0, sustituyendo x,y, z, d.r, dy, ..... 
por sus valores sacados de .r = ^(z\ j^,^^^}', pero entonces 
/=0, d/= o,...... dan identidades: y las condiciones de contacto
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de orden n son que las ecuaciones
F = o, 4F = o, 4”F = o

se verifiquen cuando se sustituyan ,r,y, 2 por sus'Valores deduci
dos de ;r= «(¿r), ^= 'X^)-

Teorema. Si una curva variaé/c de forma, encueníra á una su- 
ferfeie en n + i puntos, y teniendo en cuenta ta variación de ciertos 
parámetros, dichos puntos iiegan á confundirse en uno soto, ia curva 
y /a stiperficie tetidrán un contacto de orden n.

En efecto, si se proyecta la curva sobre la superficie, con auxi
lio de proyectantes paralelas á una dirección fija, se obtendrá una 
curva, que en el límite, tendrá un contacto de orden n con la pro
puesta, porque tiene evidentemente con ésta « + i puntos comu
nes que, en el límite, terminan por confundirsc con uno solo si
tuado en la superficie.

64. Osculación. Dos curvas son osculatrices y una curva 
es osculatriz de una superficie, cuando el orden de su contacto es 
lo más elevado posible, según el número de parámetros arbitrarios 
que contienen sus ecuaciones respectivas.

Pueden además dos curvas ó una curva y una superficie tener 
accidentalmente un contacto más elevado que el que se debiera es
perar, según el número de parámetros. Entonces hay sohreoscu/ación.

65. Valuación de algunos infinitamente pequeños. Dis
tancia de un punto de una curva á ia tang'ente tra2ada por un punto 
i/^nitame/ite proZrimo. Siendo

X — .r Y—7 Z—2
d,v dy ds

las ecuaciones de la tangente, la distancia /z del punto (-v -j- A-V, 
4- Aj', 2 12) á ésta será

_  ^{^dy — ^ydzf^{àxdz — ^zdxY-f- 
^dx^ -{- dy- -j- dz'^

Sustituyamos A-v, Ay, As por 
d'\v d^x d'^y d^2

2
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y despreciando los términos de orden superior, tendremos

i '
es decir, ^ = ~ "^5 Í^ cantidad h es de segundo orden.

Disíancia de un /funío de "una curva ai /flanc oscu/ador ¿rasado 
púj' un /fun¿o 2f^ni¿amen¿e pró.r¿ino. Tenemos

(X — .r) (dzdy — dyd^s) -(-

ó A(X--.t) + B(Y—j) + C{Z —£r) = o.

La distancia del punto .r -j- A-v, y -^ bicy, z -\- l^z al plano se 
expresa por la fórmula

__  AA4r + BAj -|-CA£r

~ 1' A‘ + B*'+C‘

y siendo Adx 4- B¿i^ -{- ... = 0, Ad^,r 4- B<¿-j' 4- ... = 0, si susti-

tuímos ÙÆ- por d.r 4- ^'• 4-etc., se tendrá

^ Ad^x 4- BíZ'>4- Cd^z
~ 6 fAs-^ B» TfC’ ’

y en virtud de expresiones conocidas será finalmente

AR ds^

66. Diferencia entre un arco y su cuerda. Empleando las 
mismas notaciones y expresiones de Aa-, Ay, Az, llamando c á la 
cuerda, y sumando los cuadrados de las tres diferencias, será

í’= ¿£y®4- (d.vd’ .r4- ■..) 4” y (d,rd'\v 4- ...) 4- — (¿/Lr® 4- ...), 

prescindiendo de los términos superiores al cuarto orden. Diferen
ciando dos veces la expresión

4- dy'‘ 4* dz^^ = ds^,
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y haciendo sustituciones, se llegará á

í?® — ¿T-= —--- T^r Ó (c-Uí/í) (C — ds)s= —---- —

Sustituyendo r + ds por 2 ds, llegaremos á

ids'

La diferencia buscada es por consiguiente de tercer orden.

§ 7.° FÓRMULAS DE SeRRET C) DE FrENET

67. Triedro móvil. La tangente, la normal principal y la 
binormal forman un triedro trirectángulo. El eje de las x se podrá 
considerar como fijando la dirección de la tangente en sentido po
sitivo, así como el eje de las _>' y el de la normal principal y el eje 
de las e representará en sentido también positivo la dirección de la 
binormal. Este triedro se considerará en cada punto de la curva, 
y el triedro móvil podrá siempre llevar á la coincidencia con el 
triedro fijo (fig. 35).

Los ejes móviles se determinan por los cosenos de los ángulos 
que forman con los ejes fijos. Las relaciones de los nueve cosenos 
se reducen á

a* 4- ¿2 _|_ j-2 _ j ^^1 _j_ ^¿' ^ç^' — Q

d^-^ a''^ ^ a"^ ~ 1 aè-[~ a'0'-\-a"ó" = o

a = b' c" ~ d "

a è c

a' b' d

b" c"

= i

juntamente con las que pueden obtenerse mediante las permuta
ciones circulares efectuadas sobre las letras ó sobre los índices.

68. Fórmulas de Serret-Frenet. Vamos á establecer las 
fórmulas que expresan las derivadas de los cosenos de las tres
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direcciones principales mediante los mismos cosenos y los radios 
«y T de primera y de segunda curvatura.

Expresemos por «, p, y, por/, m, « y por A, fi. y v los ángulos 
que forman respectivamente con los ejes la tangente, la normal 
principal y la binormal. Y veremos que, desde luego, tres de las 
fórmulas resultan de las (i), pág. 89. Así tenemos

__C0£/ ¿/cOS P COS 77/ ¿ZcOSy COS «

Derivando con relación á j la ecuación 

cosacosX4~cospcoS{*.+ COSYCOS/=O y eos®A4. cos®(x-J- cosS = i 
tendremos

d eos A ¿/cosa 
eos a —J— eos 3 —Í- 

ds
d eos v

, ¿ COS |X ílcosv
°" ’' d~ + -^ + COS»-^=o. (3)

Combinando la (2) y (3), resulta

¿/cosA d eos p. dcosv
' ^^ = eos /: eos m ■. eos «.ds

Por consiguiente 

d eos A

d eos [x
= + eos m

d eos v
~dr - ■: ^»' «

2

y, dejando por ahora indeterminado el signo, tendremos

dcosl cosZ d eos jx cos 7« d COS v cosn
ds ds (4)ds T ’ T
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Completaremos Ias fórmulas (i) y (4) cof^ 1^ relativas á tos 
cosenos de la normal principal, observando que se tiene 

eos / = eos y eos — [x eos eos v. 
Si derivamos esta ecuación con respecto á 5, en virtud de (1) 

y (4) resultará
¿f eos / I s-------- = — (eos n eos — eos m eos v) 

ds a
T cosa eos).

Reuniromos las fórmulas en el siguiente cuadi’o:

d eos a COS / d eos P eos M d eos y eos n

ds ds ds

dcos l COS a eos X d eos m eos pi COS IX

ds T ’ ds o l T ’

d eos )< cosZ d eos ix eos m d eos v eos «

ds “ T ’ ds “T’ ds 4'

que son las fórmulas de Frenet, más conocidas con el nombre de
Serret.

69. Empleo de la representación esférica. Estas investi
gaciones se facilitan empleando la representación esférica de Gauss, 
como lo hace el Sr. Apell en su obr^ Elements d'Analyse.

Así, para valuar la variación continua de la dirección de la tan
gente M/ considera la esfera de radio 1 cuyo centro es el origen 

de coordenadas, trazando por 0 un radio OA, pa
ralelo á Mí. Al describr el punto M la curva ala- 
beada en el sentido de los arcos de M, la recta 
describe el cono director de las tangentes y el

Figura .38

extremo del radio OA describe en la esfera una 
curva A„A^ cuyo arco u, tomado en sentido posi
tivo, es la dirección de A^A,; y este arco medirá 
la variación continua de la tangente desde Mj/j 

hasta Mí. A A-r = arc MM, en la curva alabeada corresponde 
^,j _ arc AA, en la curva esférica. Y tendremos que la curvatura
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^*5 ' de media es , ia curvatura en M es -- y el radio de curvatura en

dicho punto R = —.

Para obtener la torsión y el radio de torsión se repite la cons
trucción con la variante de que los radios de la esfera sean parale
los á la binormal. Correspondiendo á la curva alabeada la curva 
esférica t.

70. Propiedades geométricas de las curvas e v a. Para 
llegar sencillamente á las fórmulas que dan la curvatura y la torsión, 
podemos hacer las construcciones geométricas siguientes:

Sea A F la tangente á la curva esférica a en el sentido de las 7 
positivas. Esta recta es paralela á la normal principal MN' (fig. 39').

En efecW, el cono engendrado por las rec
tas OA es el cono director de las tangentes á 
la curva. El plano tangente OAF es paralelo 
al plano osculador en M á la curva. Y por 
hallarse AF en un plano paralelo al osculador 
y ser perpendicular á la recta OA, que es para
lela á Mí, será paralela á la normal principal MN'. 
Podemos elegir como sentido positivo en la 
normal principal el sentido AF.

Figura 39

Consideremos ahora el cono engendrado por las paralelas B'OB 
á las binormales y á las curvas esféricas, lugares de los puntos B 
y B' á las que trazaremos las tangentes BH y B'H' en el sentido 
en que se ha descrito cada una. Y puesto que el plano tangente 
OAF al cono 5 es paralelo al plano osculador en M, la Tecta B'OB, 
paralela á la binormal, será perpendicular al plano OAF. Se obtiene 
pues, el cono descrito por las rectas B'OB, trazando las peirpen- 
diculares en 0 á los planos tangentes OAF' del cono'C.

El cono obtenido ó cono t, se llama cono suplementario del 
cono í, y reciprocamente, pues siendo los planos tangentes próxi
mos OAF y 0A,Fi del cono a perpendiculares á las generatrices 
OB y OB,, del cono t, su intersección OI es perpendicular al plano 
BOB,. Cuando OA, tiende hacia OA, la intersección OI de los dos
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planos tangentes tiende también hacia OA; el plano BOBi tiende 
hacia el plano tangente OBH ai cono t; y puesto que BOB, es per
pendicular á OI, el plano tangente OBH es perpendicular al límite 
de OI, es decir, á OA.

Las tangentes AF y BH de las curvas esféricas 5 y t son para
lelas, pues AF es perpendicular al radio OA de la esfera y á la recta 
OB, perpendicular al plano OAF; luego AF es perpendicular, asi 
como BH al plano AOB. Dichas rectas son pues, paralelas. Podemos 
en fin suponer que son de ¿g‘na¿ seníidó, habiéndose trazado las 
tangentes en el mismo sentido de descripción de las curvas. Siendo 
B y B' simétricos con relación á 0, las dos tangentes BH y B'H' 
son /ara/elas y de sentidos contrarios.

a
§ 8. ® Aplicaciones de las fórmulas de Serret

71. Envolvente de los planos osculadores, Designaremos, 
para mayor sencillez, por æ, ó, c, a', é', d] a", è^, c" los cosenos di
rectores de la tangente, normal principal y binormal de una curva 
alabeada. Podremos representar el plano osculador por

a"(X — ;P) + ¿"(Y— j^) + F'(2 — 2) = o. (i)

Para obtener su envolvente diferenciaremos, y tendremos 

da!' \(X — x)— = 0.
ds ds

dx
Sustituyendo por a, y en virtud de las formulas de

Serret que dan ^ =-“ , ...... : y por ser aa" -|- âô" + ce" = o>

tendremos

a' (X — 4f) + ¿'(Y —j') -H F (Z —c) = 0, (2)

ecuación de un plano perpendicular á la normal principal, que corta 
al plano osculador según la tangente á la curva, que es la caracte
rística de la envolvente.
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Diferenciando la ecuación (2), se tendrá la arista de retroceso 
de la envolvente

(X .r) - — += o.

\r (¿¿íY por ser, — = ¿z, aa' + èô' o, si se sustituye por 

su valor — ( - + y 1, deducida de las fórmulas de Serret, tendremos

\R T^ (X —;r) + Ç- + —(Y — j) 4.0. 

que, en virtud de (1), se reduce á la ecuación del plano normal 

a{X —.r) 4-^ (Y—j') + í (Z — ^) = o.

Las fórmulas (1), (2) y (3) dan X = ;r, Y y, Z =-z. La 
ansia de retroceso de ¿a supe/Jieie enw/venie de /os /¿anos oscu¿ado- 
res es esta misma eiirva.

72. Envolvente de los planos normales ó superficie po
lar. Conservando las mismas notaciones, la ecuación del plano 
normal será

Æ (X — .r) 4-¿ (Y—j/) + c (Z — ¿r) = 0. (1)

La característica de su envolvente estará dada por esta ecua
ción y su diferencial

^<2: d,v
~(X - = 0:

y, en virtud de las fórmulas de Serret, \
R’/

Æ (X 4r) 4-¿’(Y—j)-|-c'(2¿r) — R, (3) 

ecuación de un plano perpendicular á la normal principal, situada 
a una distancia R del punto (4?, y, z). Las fórmulas (1) y (2) repre 
sentan el eje del círculo oseulador.

Eliminando í entre las ecuaciones (1) y (2), se obtendrá la
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envolvente de los planos normales, que se llama superficie polar 
cuya arista de retroceso se obtiene diferenciando la ecuación (2) 
lo que da

y por las fórmulas de Serret, 
a a"\ 
r+ t1 " =

y en virtud de la (i)

ff" (X — -r) + ¿" (Y — >) + í" (Z — 2) = — T —.

■^ Teorema. Las recias polares relaüvas d 
los diferentes puntos de una curva aladeada 

?^’- son las ^eiieratriees de la superficie desarro- 
\ liable llamada superficie polar. La arista

\^ ^^-''‘r <^^^lf'<^^ ^^ ^^^ ESFERAS oscuLATRicES de la 
\\^ ^\. X^ ^^^^^ primitiva. Y pasa por cada punto de 
\s’ la. superficie polar una evoluta de la linea 
\ "^ primitiva, formando la serie de estas evo- 

luías una serie de lineas geodésicas de la 
Figura 40

superficie polar.
Considerando una línea alabeada, inscribamos en ésta una linea 

poligonal o^yS... de lados iguales, y tracemos por los puntos medios 
m, m',...de estos lados,planos normales á los mismos. Estos planos 
se cortarán dos á dos y consecutivamente, según las rectas es, c s ,... 
respectivamente por perpendiculares á los planos a^y, PySj.«« de dos 
elementos consecutivos de la línea poligonal primitiva y que en
cuentran á estos planos en los puntos 6, c',... centros respectivos 
de los círculos «Sy, ^yo,... que pasan por tres vértices consecutivos 
de dicha línea; y las rectas es, c's, formarán por sus intersecciones 
sucesivas una nueva línea poligonal .f?í“... cuyos vértices J, /,••• 
representarán los centros de las esferas «Pyo, ^yos,... que pasan por 
cuatro vértices consecutivos de la línea primitiva.

MCD 2022-L5



PROPIEDADES MÉTRICAS DE LAS CURVAS ALABEADAS 95

Tomando ahora un punto cualquiera d en la recta es, unamos 
dm que corta á es en d'. Unamos enseguida d'm" que corta á c"s 
en d , d m' que corta á e'"s'" en d"', y así sucesivamente. Y sea dd'd"... 
la línea resultante.

La igualdad hipotética de los lados de la línea poligonal primi
tiva, la definición de las rectas <;t y de los puntos c, conducen á 
las igualdades em = e'm', dm' = c'm",... y á las d'm' = d'm", 
d m = d m'',... y en fin á la igualdad de las inclinaciones de d'm' 
y d'm" respecto á dd', de ^'m" y d''m"' respecto á d'd",,.. Pero re
sulta, desde luego de estas últimas, que la línea dd'd''... sé transfor
ma en una recia por el desarrollo en un plano de la superficie polie
dra! formada por las rectas es, c's',... sobre la que está construida. 
Y resulta de lo precedente, que esta misma línea es una verdadera 
evoluia de mm'm"..., cuyos vértices son los puntos medios de los 
elementos de la línea primitiva; porque, si se concibe un hilo arro
llado parcialmente sobre la línea dd'd"... cuya parte actualmente 
libre d'"m:" llegaría por su extremo al punto m"'; y si se desarrolla 
este hilo, de manera que su parte libre esté dirigida sucesivamente 
según las prolongaciones de los lados d'd", dd',...de la linea d"d'd, 
el extremo de este hilo pasará sucesivamente por todos los vértices 
m", m', m de la línea mm'm''... (Pau¿ Serrei).

Si pues se imagina que la longitud común de los lados de la 
línea poligonal ít¡3Y..., inscrita en la curva, disminuye indefinida
mente y se pasa al límite, tendremos demostrado el teorema.

73. Envolvente de los planos rectificantes. Sea la ecua
ción del plano rectificante

(X x}l 4-(Y —T') m -p (Z— .s) « = o ó (X — jr) a'-p ... ss= o (i)

Diferenciando y empleando las fórmulas de Serret — = ~

l^y + ~y tendremos llamando rj'? á los radios de pri

mera y segunda curvatura
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De las ecuaciones (i) y (2) resultan las siguientes del plano 
rectificante

X = ,r + x, Y=/ + xí“------- (3 
\? r/ \f ?/

siendo x un factor de proporcionalidad.
Obtendremos la arista de retroceso, diferenciando otra vez, y será

Zar' «"p'X , /^"pA
(X -

Sustituyendo en (4) los valores de X, Y, Z dados por (3), resulta

Y sustituyendo el valor de x en (3), tendremos las ecuaciones

, ar—„ èr—
X=;p-+- ? -;------- / , Y =^+ ? -,--------r,^r—ro '^r-—r? 

ecuaciones de la arista de retroceso de la superficie desarrollable 
del piano rectificante.

Oèservac/ôn. La envolvente del plano rectificante ó la super
ficie desarrollable rectificante debe su nombre á que la curva, por 
el desarrollo de la superficie en un plano, se reduce á una recta de 
la superficie desarrollable.

Para completar las aplicaciones de las fórmulas de Serret, repe
tiremos el siguiente

Teorema. E/ Zug^ar de ¿os ceníros de ¿as esferas oseu¿aír¿ces es 
¿a arisia de retroceso de ¿a su^erfde po¿ar. Sea la esfera

(X-j;/-+. (Y -j)«+ (Z - s)^ = R\ (.1)
Diferenciando, tendremos

(X —jr)í/;r + (V ~ y) dy íZ Z; ds = o, j

(X — ;r) rfír + (Y—_;>''; íí“j)''1 - (Z — s} ds ~ ds^, ? (2) 
ÍX — 4r)<¿’.a?4- (Y —» -+-= 2>dsd‘y, '
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Estas ecuaciones dan los valores de X - .r, Y —7', Z — ¿j, que 
sustituidos en (1) dan el valor de R. Las tres ecuaciones (2) repre
sentan la arista de retroceso de la superficie polar. Estas ecuacio
nes son equivalentes á las tres det párrafo anterior, que multipli
cadas, la primera por a, la segunda por a’ y la tercera por a y 
sumadas, conducen á

X . - «"T^, Y—7/ = ¿Y —¿"T-',

s — c I — ,

y sumando los cuadrados, en virtud de (1), será

R«

lEOREMA. El plano normal á la ansia de retroceso de la su- 
Pi'jplae polar es paralelo al plano osculador de la curva propuesta.

Este teoi-ema se demuestra considerando las cantidades «,, 
^'’ ^i» ......análogas á a, ó,..... T; pero relativas á la arista de re
troceso de la superficie polar; y puesto que el plano normal de la 
curva propuesta es el plano osculador de la arista de retroceso de 
la superficie polar, será

a\ = a, è\ = ô, c\ = c. (1.)
Diferenciando, y aplicando tas fórmulas de Serret, se tendrá

~ds,=~ds, -~ds, = ~ds, ^ds, = -ds-, (2)

y elevando al cuadrado y sumando, será ^ = —.

Multiplicando las dos últimas ecuaciones (2) y las dos últimas 
ecuaciones (i), tendremos

^i<^i — dfd'j é'c — dá
--------dSi =------------- ds,

P
Y en virtud de (3), æ, - a",

o -- ds, = -------ds.
b P

— y, Oi = —

(*) Póngase p por R en las fórmulas de la pág. 93.
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74. Aplicaciones Á la hélice cilindrica. Tenemos que. 
MP = «, AP = «Zi, siendo Z A0P = « y ¿í el radio, 5 el ángulo 
PMA. Por consiguiente,

,t- = acos«, j' = Æsen«, ^ = íím cot o (i) 

Figura 41

los parámetros z¿ y z¿ A 27: corresponden á los mis
mos valores de .r é /, de manera que h = 2zrTc cot 8, 
siendo k el paso de la hélice.

Eliminando u, resultará
/¿'tgo\ Z-^tgo 

}z' = eos( ), j/ = «senl 

Consideremos las ecuaciones (i), y diferenciando, tendremos 

d,v = — asen/íí^z/, dy = a eos udu, ds = a cot o du

d'-.r = — a eos udu\ dy ~ — asen udu\ d'Z = o

d^x = a sen udu^, d^y = — a eos iídu'\ d''z = o

y obtendremos
adzí au ,

ds =------ , í (cuando Z4=o, ¿'=o}.
seno seno

dx dy ds
= —, 3 = —, y = — resulta

ds ds ds
a = — sen u sen 8, 

drí = — eos « sen odu,

^ = — sen u sen 5, v = eos o

d^ = — sen zz sen 6 du, oy = o.

Y en virtud de la expresión del ángulo de contingencia
i sen^ó 
— = ------- , = o,

v ¿= — eos zz, m = — sen zz, « = o;
K = coso sen zz, jx =

y por las fórmulas

R-lai y

— eos u eos o, v = sen o
<Z¡x w d'/ u 
ds p’ ds ?’
i sen o eos o

Las ecuaciones del plano normal, del plano rectificante y del
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plano osculador son

X sen 21 — Y eos u - cot 5 (Z — au cot 3) = o,

X eos/< Y sen u = a ó X-v -j- Yj/ = æ’,

X sen u — Y eos u + Z tg S — au = o.

Las ecuaciones de la tangente, normal principal y binormal son

X = a cos «zz sen « sen 8, Y = ¿z sen « + z'coszzcos8, 

Z = au cot 8 + 2? coso;

X = (a — î2)coszz, Y = (æ — v) sen u, Z= au cot 8;

X = acosa [ v cos 8 sen u, Y — a sen u — v cos 8 cos ?z, 

Z = ati cot 8 -1- D sen 5.

Las coordenadas del centro de curvatura son

^ = — Æ cos « cof 8, Y = — Æ sen « cof 8, Z = au cot 8.

Teoremas, i.® La tangente forma con el eje de las Z un án
gulo constante 5 y la binormal un ángulo constante Qo” — 5. 2.® La 
normal principal es la perpendicular trazada desde un punto del 
cilindro hasta el eje, ó el plano rectificante es tangente al cilindro. 
3- La torsión es constante. 4." El radio de la esfera osculatriz es 
igual al radio de curvatura. 5.® El centro de curvatura coincide 
con el centro de la esfera osculatriz, y el lugar de los centros de 
curvatura es una hélice.

I ambién podemos partir de tas fórmulas

k .r = reos y = rsen z

y tendremos:
Tangente. Las ecuaciones de la tangente son

X — jf Y—y Z — s
/i^ (¿y ÍÍ2

. X — x Y—J/ z—g
-------------=----------= ----- ;---- 2«. — rseno reosep ñ
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El ángulo 6 que forma la íangenle con la generatrl2 del cilindro 
es consíanle. En efecto, se tiene

COS o = - sen 0 = -

3

Plano osculador.

X — r eos

— rsen

îl

es decir, ÍD

ó también

2-nr
cot 0

Su ecuación es

reos f

A 
2r. 
lí 
27:

= o,

— — r Y eos íp + 1 Z —27: ^\
/ A \2‘!^r

X sen ¡p — Y eos ( Z------- ^]------— o.‘ \ 27: / 2

Si se hace Z = o, la ecuación de la traza con el plano -ry será 

X sen f •— Y eos íp — r» = o.
Su envolvente estará dada combinando esta ecuación con

X eos í- + Y sen o*^- r = o lo que da

Luego la ecuación de la envolvente es 

rx» + Y’ - r’ F'X’
X COS- — Y sen - 7

El ángulo que el ^lano osculador forma con el flano de la ¿ase 
del cilindro es conslaníe, porque el coseno de este ángulo es

■ 2Kr

a>

— r eos

k
— r X sen 27:

Y — r sen ®

— r sen 'i

ó

Z

0

----- a, ) r^ = o 
27: '/

I

r
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Forma, por consiguiente, el ángulo 0 con la generatriz del ci
lindro. El p/ano oseii/ador coría ai eje dei diindío á ia aifara deí 
Junio en que es oscuiador, porque para X = o, Y = o, se tiene

Radío de curvatura, arco, radio de torsión. Tenemos que 

d-r = — rsen ® dy = reos d'i,

d\v = — reos » d’^"^, dy = — rsen® d'f, d'^s = o, 

d\v = rsen a rff\ d^ = — r eos ^ d--^^^ d^s = o;

luego rfj2 = ^^2_p_ íí-^i = ----- L 
‘ sen-O

Ademas ( —rr- + r'‘ rf-i®

471^ / sen’^o
Si se hace

— r sen »

— reos ^

rsen a

reos®

— rsentp o

— reos© o

d^

ó

será

A := — r^di'^, 
27C

ds'’' d 2TÍ r
R’^A • sen‘^0 ^ sen 0 eos 0 ’

El radio R de la esfera oseulatriz es igual á o, porque

ds

Normal PRINCIPAL. Sus coeficientes son

d^vds — d^sd-r, d-yds — d^sdy,

MCD 2022-L5



102 LIBRO I.®----CAPÍTULO IlI

Ó simplemente d'^x, dy, d-s por ser d^s = o. Sus ecuaciones son

|Z

Figura 42

Z--------- a. .r — reos s — tsen® 2~ ■
y sen a r sen a o 

y k
ó ------  = ------ , z~—

cosa sen Y
La norma/Lr¿nc¿/a¿ esperpendicu/ar a/ eje del d/indro.

Observaremos, por otra parte, que por formar la hélice un án
gulo constante con una directriz fija 0^ (flg. 42), el cono director de 
las tangentes es un cono de revolución alrededor de Oz, y la curva a 
intersección de este cono con la esfera de radio 1 es un círculo
menor cuyo polo se halla en Oz. La tangente AF á la curva a es 
ahora perpendicular al plano AO2 y, puesto que es paralela á la 
normal principal, ésta es perpendicular á 0^, es decir, á las genera
trices del cilindro en el que se ha trazado la hélice.

75, Hélice circular osculatriz. Se llama /té/tce oscu/airiz,
en un punto M de una curva alabeada, á la hélice 
circular que tiene en este punto, las mismas tan
gente MZ, normal principal MN', binormal MN" 
y los mismos radios de curvatura y de torsión. 
Un arco muy pequeño de esta hélice, en la proxi
midad de M, puede sustituirse por un arco muy 
pequeño de la curva.

Figura 43

Sean R y T los radios de curvatura y de torsión de la curva en 
M, a el radio del cilindro de revolución, en el que se halla trazada

la hélice osculatriz, h su paso y k la cantidad - - . Tenemos
27r

d' 4- a^ + ^’^
R = —-----, T = -—r— a

Y puesto que R y T son conocidos, despejaremos los valores de 
a y de ^, y tendremos

R^ T* —R^'P
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RT« ^ R-^T
R2 4. T*’ ^"R^Tt^'

Puesto que la normal principal á una hélice circular encuentra 
normalmente al eje del cilindro, en el que está trazada la hélice, y la 
generatriz MG del cilindro que pasa por un punto M de la hélice, 
está situada en el plano N"MA e,r¿er¿ormen¿e al ángulo N’Mí y for
ma con Mí un ángulo agudo íMG = ?, cuya tangente trigonomé- 

trica es es decir, sera necesario, para obtener la dirección 

de las generatrices del cilindro, trazar por el punto de la curva en 
el plano M" Mí (fig. 43) una recta MG situada fuera del ángulo N" Mí 
y que forme con Mí un ángulo agudo íMG = ?, cuya tangente es 

T
‘g' = R-

Se toma enseguida, en la normal principal MN', una longitud

MB = Æ= j^¿-;^ ,p^ y se tendrá un punto del eje del cilindro. El 

eje es la paralela BB' trazada á MG por B. La hélice osculatriz 
queda definida así.

76. Helicoide DESARROLLABLE. Esta supei'ñcie es el lugar 
de las tangentes á la hélice. Siendo las ecuaciones de la hélice

ó

1 — rcos-i Y — - r sen » Z --------cji
271 '

— rsen» r cos s. k : 27:
k \ 277X = rcoS'i — ^Z r sen a,

k \ 27:’V =rsen^ + ^^
27: / h reos s,

(!)

de estas ec uaciones resulta

X cos « -p Y sen ? = r
v xr ír, \X sen a — Y cos » = 1 Z-------- ® I' ' \ 271'/ /2

(2)
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La traza de/ kelicoide soire el p/ano de Zas xy es una evomente 
de eírcu/o, pues haciendo z = o, se tiene

X = reos » + Ti sen i, Y = rsen ^ — 7'^ eos®. • (3)

Oéservaeidn. Todas las secciones horizontales del helicoide 
son evolventes de círculo.

Las generatrices de/ /le/icoide desarroZ/a/f/e cortan á /a evo/vente, 
traza de/ ke/icoide con e/ ^Za^no de Zas xy según un ánguZo recto. 
En efecto, los coeficientes directores de la tangente á la hélice son:

— r sen ? + 7'ï eos ® -H 7' sen », 7' eos » -1- 7'^ sen © — 7' eos », 0 

ó r-¿ eos ©, + r©sen », 0.

Los de la generatriz al helicoide son: — r sen », r eos » y 0. 
Estas dos direcciones satisfacen á la condición de ortogonalidad.

L^as evoZventes de Za ke'ZZee son evoZventes de círcu/Oy pues las in
tersecciones del helicoide por planos perpendiculares al eje son las 
evolventes de la arista de retroceso.

La su/erjicie L^Zar de una /le'/Zce es un ke/icoide desarroZ/aó/e, 
pues la ecuación del plano normal es

47 sen © —y eos © -j- l ¿r — (4)

Las ecuaciones de la recta polar son ésta y su derivada

r eos » + sen © — —= 0. ‘ • 4~-7- (5)

Si comparamos las fórmulas (4) y (5) con (2), yernos que las 
ecuaciones (4) y (5) representan un helicoide cuya arista de retro- 

ceso se halla en un cilindro cuyo radio es ^—çi cuyo paso es /7.

77. Evolutas de la hélice. Las ecuaciones de una evo
luta son

X—47 = R(a'—Æ"tgO), Y—_y=R(¿'— ¿"tg6), Z—2’=R(£'—4"tgO)

idonde = 7,-. Y por ser T constante, tg 9 es una constante ar-
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bitraria que llamaremos ^. Tendremos pues,

</iï da í¿<^
^<^ d'^ ds

^' = — Rz-sen d = 0 
ds

a ^èc —có' = R-- (ôde — cdô},

Sustituyendo en (i) se obtienen Ias ecuaciones buscadas.
78. Proyecciones de la hélice. Teorema. Si se/royera 

oáiicuame^iíe una Zie'iice soáre un /j/ano, se oóíietie una cieioide yrú- 
ion^-ada d acontada.

En efecto, siendo las ecuaciones de una recta paralela al plano 
de las .r^,

y = a, z =: ui.r ~^-n, (l)
Ia condición para que corte á la hélice será

k
rsens — a, ~? = mreos ^ -f- n. (2)

Eliminando ?, tendremos una relación <„ (a, «) := 0; eliminando 
« y « entre esta ecuación y las (1), se tendrá á la ecuación del ci
lindro paralelo á la recta (1) que pasa por la hélice, ó

<■•> (.fy ^ --- mx) = 0.
El cilindro se obtiene pues, eliminando æ, n y © entre (1) y (2). 
Eliminando a y n, tendremos

^sen?, z = — 0 = m (a' - reos?).

Para hallar la traza del cilindro sobre el piano de las 4.% hare
mos s= o, lo que dará

— rsen ?, A' = reos sa, 
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ecuaciones de una cicloide prolongada ó acortada, pues tianspoi- 

tando el origen al punto lo, —, tendremos \ 2T(m f

y = —--------f-rsení-, a* = —----- ? 4“ ^'cos®.
•^ 2^;/Z 27:W

Cambiando de signo á -r é ^, resultará
k

— r eos », y =----------r sen Ÿ,

ecuaciones de una cicloide prolongada ó acortada.

§ 9.° EvOLUTAS y EVOLVENTES

79. Diferencial de un segmento de recta. Sean un seg
mento de recta AB, -r, j/, z las coordenadas de A y .ri, j¿, xij las 

de B; y supongamos que estas coordenadas 
/ , sean funciones de un parámetro u, de manera 

que los extremos describan dos curvas, cuando 
xF K varía u. Si este parámetro adquiere un incre- 
/ mentó infinitamente pequeño, los puntos A

Figuia44 ^ j^ varían de posición infinitamente poco; y 
las proyecciones de sus mutaciones infinitamente pequeñas AA' y 
BB' sobre los ejes son respectivamente d.r, dy, ds y d.r,, dy,, ds^. 
La longitud / del segmento se expresará por

Z = /(4r — >,)* -F (/ — J.Z + (^ — ^1)’'.

siendo su diferencial
, (4; — -r,)(í/.r — ¿4;,) + —j,) (d/ — dy^} -F

d¿ = --------- ----------------------------;----------------------------

la cual puede escribirse bajo la forma
, C-v, — 4r) + (7, — j^) + (z^~s}ds 

di   j 

(x --- 47,) ¿¿.Vi + (y ---^1) 4(^1 "F (z--- gi) d3^
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Los cosenos de las proyecciones de AA se expresan por —,-,

ÁA'
ds

AA' y los correspondientes al segmento AB por '^-^___-^*,

luego

eos A'AB - ~ ^^ ‘‘^ O. —y) dy + («, — ^) ds
AA'./

y análogamente

eos B'BA ) ^J^i + (^ —gj ds^
BB’.Z

Juego d¿= — AA' eos A'AB — BB' eos B'BA

80. Definición. Dada una curva C, podemos trazarle una 
serie de normales que formen una superficie desarroUable, es decir, 
que admita una envolvente, y esta envolvente (arista de retroceso 
de la superficie desarroUable formada por las normales) se llama una 
evoiula de la curva.

Vamos á demostrar que una curva tiene una infinidad de evo- 
lufas. En efecto, tomemos arbitrariamente una normal M^Nq en el 
punto M„. Podemos, en el punto próximo M, trazar 
una normal M,N, que encuentre á M^N., en un punto /"•
N,. Para ello basta unir M, al punto Ni en que se y*' 
cortan el piano normal en M, y la recta M„N„. De /< 
igual manera en^l punto M^, próximo al M,, se puede ^ÿ4-ÎV 
trazar una normal M^N^ que encuentre á M,N,, etc. Fieui"'«
Se obtiene de este modo una superficie poliedra! 
cuyas aristas, formadas por las prolongaciones de los lados del 
polígono NoN,N,... son normales á la curva.

Si suponemos ahora que los puntos M^, M,, Mg,... se aproximan 
indefinidamente, esta superficie poliedra! se convierte en la super
ficie desarroUable, cuyas generatrices son normales á la curva. El 
polígono NnN,N2... se reduce á la arista de retroceso de la super
ficie desarroUable, es decir, á una evoluta de la curva. Se tiene así 
una evoluta tangente á la normal M„No elegida arbitrariamente.
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81. Propiedad fundamental. Consideremos una evoluta D, 
de la curva C, y sea MMi una normal á C en M, tangente á D,

Figura 46

en M| (fig. 46). Llamemos /= MM' á la longitud de 
esta normal, y .?, al arco O^M, de evoluta, contado 
á partir del origen 0,, de manera que la tangente 
M, M se trace en el sentido de los arcos j, positivos. 
Sea M/M' una normal á C infinitamente próxima, 
tangente á D, y Z + ¿/Z la longitud de M'.ML

Según la fórmula arriba obtenida, tendremos

^/ _ _ MM' eos M'MM, — M, M\ eos M'M, M.

Pero cosM'MM,=o, porque MM^ es normal á MM';cosM',M,M=i, 
porque M,M es tangente á la evoluta D, y M,M\ — ¿Zip luego: 
(¿¿ — — ¿Zip é integrado, tendremos Z-f- i, = c.

Luego; la suma de M.Mj del arco Û,M, í’i consíanie. Si supo
nemos conocida ia evoluta, podremos trazar mecánicamente la 
curva C, tomando un hilo inextensible de longitud c, fijándolo en 0, 
y arrollándolo parcialmente en la evoluta de 0, á M,, mantenién
dolo tenso desde M, hasta M. El extremo M describe la curva C.

Observación. Por un punto A tomado 
en la curva (flg. 47), tracemos una normal 
cualquiera que encuentre al eje de curva- 
tura a-y. en el punto a. Usamos a al punto 
siguiente A' de la curva y prolonguemos | \ W' 
A'a hasta que encuentre en a' al eje de cur- L V^^^^' 
vatura a'a' correspondiente al punto A'. 3r^
Unamos a' al punto siguiente A" y proion- Figura 47

guemos A"a' hasta encontrar en a" al eje 
de curvatura d'^l\ correspondiente al punto A". Continuando así, 
se'formará, por las intersecciones sucesivas de las normales un 
polígono infinitesimal, cuyo límite será la envolvente de las noima
les, que será la evoluta de AA'A"... Todas estas evolutas se hallan 
en la superficie polar de ia curva propuesta.

Como en geometría plana, se puede obtener una infinidad de 
evolventes de una evoluta, que en el caso actual se hallan en la 
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superticie desarroUable, cuya arista de retroceso es la evoluta. De 
manera que:

Las irayecíonas' oria^vaa/es de ¿as ¿"enerairices de ana su/erjicie 
desarro¿¿aá/e son ¿as evo¿veftíes de sn ar¿s¿a de j elroceso.

82. Lugar de los centros de curvatura. Para las curvas 
alabeadas, las evolutas son alabeadas, y las de las curvas planas 
son alabeadas, salvo las situadas en el plano de
la curva. El lugar de los centros de curvatura 
se encuentra en la superficie polar, lugar de los 
ejes de los círculos osculadores, que contiene 
los centros de estos círculos. Sean MT, MN, MH 
y NN', respectivamente, la tangente á la curva 
propuesta, la normal principal, la binormal y el 
eje del círculo osculador.

La tangente á la evoluta en el punto NP 
de esta curva es la normal MM' á la curva propuesta, la paralela 
M'« a M T es la normal principal de la evoluta. Se tiene pues,

-,¡2,¿r = o, ^a^a = const, 

líí',íí= 0, ^«'jíz' = o,

L¿2 ,¿r = 0, ù’a'iÆ' = sen/,

ÏîZjæ" = sen/, 

^a ^a = 0, 
\'''lri-a ia = cos 1 a'l = a.

-Además, el piano osculador de la evoluta MM'» es normal a la 
superficie polar, porque la normal principal M'» es perpendicular á 
la tangente MM' de ’la evoluta y à la generatriz M'N de la superfi
cie polar, es decir, à dos tangentes de la superficie polar.

Una curva trazada en una superficie cuya normal principal y 
por consiguiente su piano osculador es normal à la superficie, se 
fiama ¿inea ^eodésiea. Así:

Feorema L Las evo¿u¿as son geodésicas de ¿a superficie poiar.
Teorema II. Si se arrosa ci piano M'MN en ¿a supei^cie po¿ar, 

iodas ¿as evoinías son curvas seizin ¿as que se a?ro¿¿an ¿as nor- 
maies taies como MM', y por consiguiente, ¿odas ¿as evo¿utas 
pasan por un punto _^jo, pues el plano M'MN es tangente á la su
perficie polar, por contener dos tangentes. MM' y la generatriz M'N; 
> si indicamos con el subíndice o los transformados de los puntos
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M', N',...... cuando M pasa á Mq en la curva propuesta, la^recta 
MM' se arrollará en la superficie polar, y coincidiendo el punto M' 
con M'o, llegará á aplicarse el Mu en la superficie polar, coinci
diendo entonces este punto con el M.

Teorema III. E/ /u^ar de /os centros de curvatura es, despues 
de/ desatro//o de /a superjic/e po/ar, /a podar de/ punto por e/ gue 
pasan /as evolutas, con re/ac/dn á /a transformada de /a arista de 
retroceso, porque al desarrollai’se la superficie polar, las evolutas se 
transforman en rectas que pasan por un punto fijo; y el lugar de los 
centros de curvatura es el lugar de los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el punto M á la generatriz de la superficie polar.

Teorema IV. Ea norma/ principa/ á /a evo/uta en e/ punto Mi 
es para/e/a á /a tangente enM á /a curva.

Llamando sij, ¡3,, y, á los cosenos directores de la tangente 
M,M á la evoluta «',, h\ , /1 á los de la normal principal y R, al 
radio de curvatura en "M,, tendremos

4rsss4r, + Za,, y =yy == ni^y, 2 = Zy + «y,,

y diferenciando, será

¿/.r = d,r, + a, «//-}- /do.¡........ (l)

Además tenemos, en la curva C y su evoluta, 

d.r = c/.ds, dy = ^ds, ds = yds; d,ry =cí^ ds^, dy, ~ ¡3, dsy   

da.^=z^dsy, d^^=^ids^, dy,=^^'-dsy, .

reduciéndose las fórmulas (1) á

xds = (dsy d/) dSi,...

Pero, según la propiedad fundamental de las evolutas, 

jj —H/=c, dsy-]—d/=^o; 
luego

o.ds = -^'^■'ydsy, pds = 77-1^'1 ds, yds = ds.
Ri R»
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Los cosenos directores de la normal principal y de la evoluta 
en M, son proporcionales; luego son paralelas.

Podemos demostrar más brevemente estas propiedades enun
ciadas en el siguiente

Teorema. Si una ¿ínea de doá¿e curvatura L se kat/a cortada 
ortog'onatmente por tas tang'entes de una tínea L', 
un arco cuat^uiera de esta íHtima es i^uat á ¿a 
diferencia de tas tang-entes trazadas por sus e.v- '^ .V 
iremos y terminadas en ia Unea primitiva de ta ^%--¿^\ 
cuat es una evotuta. Además se tiatta totaimente '^*/-----~~s 
contenida en ta supej^ciepotar retativa á ta tinea----- / 
primitiva y sus normates principates son para- 
tetas á tas tangentes de esta tinca.

En efecto, si se desarrolla sobre un plano Figura 49 
la superficie desarrollable -cuya arista de retro
ceso es L', la línea L, que es una trayectoria ortogonal de las ge
neratrices rectilíneas de esta superficie y la línea L' se transforman 
®n una línea plana t y en su evoluta t', lo que demuestra la primera 
parte del enunciado.

Además, cada punto de la línea L', pudiéndose considerar como 
límite de la intersección de dos normales infinjtamente próximas de 
la línea primitiva, pertenece á una de las rectas polares de ésta; y la 
línea L' está por tanto situada totalmente en la superficie polar de 
la linea primitiva. -Por ultimo, las tangentes de esta última y las 
normales principales de la evoluta L' son paralelas, porque se hallan 
situadas, dos á dos, en un mismo plano, el plano tangente á la su
perficie desarrollable, que coincide con el plano osculador de la 
línea L'; y en este plano son perpendiculares á la misma recta, la 
generatriz de la superficie, que coincide con la tangente de la 
linea L' (P. Serret. Théor. n. geom. et me'c. etc., p. 22).

83. Dada la evolvente -hallar la ecuación de la evoluta. 
Sean ^r, ^, z las coordenadas de un punto Q de la evolvente, consi
deradas como funciones de un parámetro u. Tracemos en el plano 
normal de Q una recta cualquiera, cuyos cosenos directores repre
sentaremos por a, â, cy que forma un ángulo c con la normal princi
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pal, cuj^os cosenos directores representaremos por Z, ;«, «, y en el 
punto próximo Q', otra recta que forme el ángulo 7 + ^‘’ con la 
normal principal. Para expresar que estas rectas se cortan, conside
raremos á 5 como función de w, y por consiguiente la superficie 
desarrollable con su arista de retroceso; y puesto que

a¿ -|- ém + en = eos a, «X -p ¿p 4- fv = seno;

obtendremos para a, ó, c las expresiones
iï=Zcos ff + X sen 7, ¿^=z;z eos o + ix sen ff, 'í:=;zcos <7-p'^ sen 4 

y expresando X, Y, Z las coordenadas de P y x un factor de pro
porcionalidad,

X = ,r-px(Z+Xtg-7), Y=>'+x(»i + ,u.tg5), Z=^-j...... (i)

El punto (X, Y, Z) es un punto de la arista de retroceso de la 
superficie desarrollable, ó evoluta que se busca, cuando la normal 
ct^ Q\ Que forma con la normal principal el ángulo e H- d-y, pasa 
por P. Las ecuaciones (1) quedan también satisfechas cuando se 
incrementan .r, Z,......en d.v, d/,........es decir, cuando se diferen
cian X, Y, Z, y en virtud de las fórmulas de Serret, resulta

zZx r X\,Z , À

Obteniendo las ecuaciones análogas, por permutación cíclica y 
sumando, despues de multiplicar respectivamente por a, ^, v, Z, w, 
n y X, p, resultará

x dy. y. dy 7. xd'^

d'
Là primera ecuación da y. — r, y las otras, por eliminación, ^^ 

ds,
da — — = dx y 5 = T -L c '^

Y de (1) (2), juntamente con x = r, tendremos las ecuaciones 
de la evoluta

X = .r + r[Z+Xíg(T + ¿)J, Y =/ d- r|í« + p tg (t-P í)], 

Z = z + r|« -P vtg (t 4-o|.
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A cada valor de C corresponde una evoluta de la curva dada.
Problema. Hallar las evolulas de ana curva /flana. Suponien

do que la curva se halle en el plano de las 4^, tendremos z = q,

-- = 0, T = C, « = o, X=fx = o, v = i; 

por consiguiente, las ecuaciones de la 
evoluta son

X = ,r+/r, Y^jz+íKr, Z = ?-tgC.
Las dos primeras ecuaciones repre

sentan un cilindro perpendicular al plano 
-V, al que corta según la evoluta plana 
Pi P', P"i... de la evolvente dada. Este 
cilindro es el lugar de las intersecciones 
sucesivas de los planos normales á la 
evolvente, lugar de las evolutas, que son sus líneas geodésicas. 
Siendo, en virtud de la ecuación última el ángulo C constante, cada 
evoluta corta á las generatrices del cilindro, según un ángulo cons
tante, y es, por consiguiente, una hélice del mismo.

Teorema I. Si se cousldefan dos evolulas D, y D^ de una cuf^va 
C, las ¿angentes MM¡ j' MM^ á ague'llas, se corlan 

*^/ '5'í^« un ángulo conslanle ett M, á lo largo de la 
curvaC.

Á /S^V Expresando por a, P, y, «,,?,, y, y «s. P„ y^ 
^^''"" "^^ ' los cosenos directores de Ias tangentes Mí, MM, 

Figura 51 ^ MM^, por íp jg los arcos y por R„ R^ los radios 
de curvatura de las dos evolutas, el ángulo & de 

las dos normales á MM, y MM^, estará dado por
eos ft = a,a, + ^Pj + y,y,. 

Diferenciando, se tiene:
- sen 0^0 = «,rfa, + p,rfp, + v^í/y, -f- «,^a, -^ ^^¿p, + y,dy,^,

Pero, según las fórmulas de Serret, aplicadas á las dos evolutas, 
se tiene

d^¡^^dsi, 4^1—^ d^i = ^ds¡,

8
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6
1^2 ^2 

porque, siendo paralelas á la tangente Mí las normales principales 
de las dos evolutas, sus cosenos directores son a, p, y. Sustituyen
do estos valores de .í/a, dá.^,... en la expresión de — sen Orf® se 
obtiene — sen Oí/O = o, puesto que

««í + P?» + TY2 = o> «ai+P?i + ïïi = o-
Y por ser d<i = o, será 0 constante.
Teorema. Las normales /rlnclpales de lína curva no pueden 

envolver á una evoluta, y /or consiguiente, el lu£;ar de los centros de 
curvatura no ^uede ser una evoluta.

En efecto, siendo

X — áí Y—X—xr — da: Y—y—dy__ 
al é'_______ y a'-[~da' è'dá'

las ecuaciones de las normales inñnitamente próximas, la expresión 
de la distancia de éstas es

k =

da: dy dz

a' 0'

da' dé'

c'

de'

: / {b'dc — cdó'Y -h

Y, en virtud de las fórmulas de Serret

: ^ da"^ + dé''^ + dc''‘

^ds 
y T^+V ’

cantidad de primer orden infinitesimal.
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GAPÍTUDO IV

Teoría de ias líneas en las superficies

§ i.® Curvatura de una línea en una superficie

84- . Fórmula general. Sean la superficie y la normal

/ (-V, J/, £r) = o, (I)

X —,r=—/{Z —¿r), Y— J = — ? (Z — s).

Expresando por d¿ la diferencial del arco, y p 
ángulo que forman entre sí la normal PM á la su
perficie y la normal principal MN de la curva, 
tendremos

</'ír dy d'^s

eos =--------- ------------- ;

6 el coseno

y por ser dz— pdx + qdy, dp = rdx -j- sdy, dq = sdx 4- ¿dy, 
tendremos

dx^^ dx dy Z^yŸ 
'dl)

y i 4"Z^ + ÿ^ eos o
/dx^ dx dy , / dy\^^\~dZ) ~di~d¿^^\^)

_ ________^+/ + eosQ_______
rcosa+ 23-eos a cosfJ + ícos®p, ^^^ 

siendo a, 3, y los ángulos que la tangente forma con los ejes. 
observación. Debiendo ser R positivo, es necesario que eos 0
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tenga el mismo signo que el denominador. Así 6 será agudo ú 
obtuso, según que el denominador sea positivo ó negativo.

85. Teorema de Meusnier. Si suponemos en la fórmula (2) 
eos 6 = + i, es decir, si el plano osculador pasa por la normal á 
la superficie, se tendrá para el radio p de curvatura de la sección 
normal

_ ___ _______ ÍI
~ r cos‘^ a 4" 2J eos a cos ¡3 + ^ cos’^ ¡3’

luego R=pcosO (4)
y podremos enunciar el teorema de Meusnier: £1 radío de curvatu
ra eu un ÿunto de una curva cualquiera, trazada en la su/>erjicie, es 
igual al producto del radio de curvatura de la seccio'n normal que 
contiene la tangente á la curva, multiplicado por el coseno del ángulo 
queporma el plano de la sección normal con el plano osculador de la 
curva, ó también: El radio de curvatura de una sección oélicua es la 
proyección, soére el plano de la curva, del radio de curvatura de la 
sección normal.

86. Identificando la ecuación inversa de la (3) con la

(l -|-/-) eos- a + 2pq cos « cos Íi + (l + ^®) cos^ ^ = o 

que resulta de sustituir en

cos^ a + cos®? + cos’Y = i el valor cosy =p cos a + q cosp, 

que resulta de dividir por^.í la ecuación dz = pdx -[- qdy, tendre
mos la ecuación

\ cos’a, 
\ 1'1 4-/4-^7 -0^ :^

/ s? \ cos a t^

Y para que ? sea un máximo ó un mínimo, es necesario que 
cosa 

esta ecuación en   tenga raíces iguales, o que 
cos

(rt — s^) p2 „ [(1 t „ 2pqs 4-4 4- ?") ^J
x 1^1 +/ + ?'? (1 +/+ ?7 = Û. (6)'
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Observaremos que . (7)

■ Para que la ecuación (5) tenga una raíz infinita es necesario 
que z'Z — s^ = o, que es la ecuación diferencial de las superficies 
desarrollables. .

La ecuación (5), en virtud de la igualdad de las raíces, conduce á

i + /- -
rp \ eos a

/1 + A^ H- íJ eos ¡3
ra

fi + p^ + ÿ^ = 0

(1 + /’’^) eos a. -^ p^ eos P = (^ eos a 4- ^ eos p) — —- -5=—^ . 
+ A^ + A^

> COSSi en la ecuación (5) se hubiese tomado por incognita-, se cosa
habría obtenido análogamente

(1 -1- ÿ*) eos p -}- pq eos a = (í eos P H- ^ eos a) —
Fl + q^

de donde
r eos i3L-\-s eos pZeosp + 3-eos a 

(í + /') eos a 4-/^ eos p (1 -J-A^) eos p 4- pq cosa
1/1 ÿ- -1- z/Z 

= L. ó [/^r — (1 _j_ A") íJ eos- a

4- [(i-{-ÿ®) r—(i 4-/2) Z] eos a eos P—[/ÿZ — (14-3«) j] cos^ p — 0 

que determina los dos pares de valores de eos a y eos p.
También, podemos calcular los radios de curvatura principales 

en el punto (^, /, z) de la superficie f (:v, y, z} ~ o, partiendo de 
las ecuaciones

(X — ,r);r' 4- (Y —y^y 4- (2 — z^z' = 0, (i)

* (X — ;r),r’4-(Y —j)y 4-(Z — £:) s" = 0, (2) 

del plano normal y su derivado, que representan el eje del círculo 
osculador y de la ecuación de la normal á la superficie,

X — 4r Y—jT Z—e R
/■ = Á “~“Ñ’ <3>
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donde se indica por brevedad, con N la expresión V// 4- /2=“ +/3^ 
y siendo R el radio de curvatura.

Si eliminamos X — -v, Y —y, Z — ^ entre (1) y (3)» seiá 

expresión de la perpendicularidad de la dirección /^, /a, /3 de la 
normal á la superficie y la de la tangente y, jr'. ^' á la sección 
considerada.

De las ecuaciones (2) y (3) resulta

ZR ,, AR < ' _____

Y diferenciando la (4) con relación á í, 
/.*’+/^+/Z+/.i^‘4 Á^r*+/«*-+2/„y*’+ = »’ 
mediante la cual reduciremos la última ecuación á la forma

- (6)
N “ /..^'- + /22/'+/33^''+ 2^3/^ +

ó abreviando, — = — a. « J, 2).

Para hallar los radios de curvatura principales, basta calcular el
Nmáximo y el mínimo de -^, cuya condición se expiesa poi 

= 21 + 21¿y+ 4 ¿Z. (7)
^r' 3/ ' 3^

De las relaciones (4) y
.r'’‘ 4-y^ 4- ¿r'’ = i (8)

se deduce
f.d.v' ^f.,dy +fsd2'= o, xdy -^ydy g’dy = o. (9)

Y aplicando á las fórmulas (7) y (9) el método de los multipli
cadores, se obtienen las tres fórmulas

^ + V. + l^’ = o- ■^ + V,+ M'' = oJ

+ V. + 1«' = o-

(IO)
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En Ias que se han de eliminar los parámetros X y pt. Eliminando 
entre (5), (4), (8) y (10), se obtendrá la ecuación que 

N
da el máximo y mínimo de Para obtener el resultante, eliminate
remos primero Z, multiplicando la primera ecuación (10) por .r', la 
segunda por/ j^ la tercera por s' y sumaremos, teniendo presentes

2N 2N
la (5)» (7), (4) y (8), resultará — — ¡z = o ó }x = ^. Sustitu-

yendo en (10) a por este valor y los desarrollos de —, , —,se

obtendrá

/8i-^+/3íy + (/a3 + ‘p)^’ + -V3 = O» Í

y eliminando -r', y, 2', resulta la ecuación de los radios de curva-
tura principales

N
Aá 713 -/1

N
Al /22“)“ A3 A

=0. (12)

Jai /32 o33 T ^' J3

Conocido ^, las ecuaciones (n) darán los valores de las di

recciones de las secciones principales .r', y, z.
87. Discusión. Teorema. La ecuaeioM (12) de ¡os radios de 

curvaíura /rinei/faies es de señando ¿•rado jy tiene reales sus raíces, sí 
la su/>erjície í=o es real.
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En efecto, si hacemos
/11 712 7« y.

0 ^
^21 /22 /23 y
Ái Zaa /33 y
7. Á y o

la ecuación (12) podrá escribirse así:

N’ N/2>0 , 30 , S0\
R* R Wi. ^^2 ^33 1

La ecuación (12) es pues, de segundo grado. Para probar que 
tiene reales sus raíces, observaremos que, si fuesen imaginarias, se 
deducirían, para .r', y, z', X, dos sistemas de valores conjugados y, 
jp', z, X y .v",y', z", )/; y multiplicando la primera fórmula (11) por 
-r", la segunda por y" y la tercera por 2" y sumando, tendríamos

+/23 yy y y ^"'i +................~ R' ^^^^ +/■/ +

El coeficiente X se anula en virtud de /ly +.......... = 0. Lla
mando ^ el valor conjugado de se obtiene análogamente 

R

+Â3 yy+y^"")

deduciéndose

N' 
(4r'»'+.. ) = 0.

/N N'\
\ JV -K /

y por
N ser distinto de
K R"

puesto que son conjugados.

_{_ y y" _|_ 2'z" = O, 

lo que prueba que las direcciones principales son rectangulares, y 
enseguida, que no pueden ser imaginarias, porque y.v" = (mod y)*; 
y se tendría

(mod y)- + (mody)* -{- (mod /)’ = o,

MCD 2022-L5



TEORÍA EN LAS LÍNEAS DE LAS SUPERFICIES 121

Ó .v'=y =2=0^ lo que está en contradicción con la relación

Si en la ecuación (i2) que da los radios de curvatura principa
les, se hace f = o(,r, y) — 2^ se reduce á

N^ N

R* ~ = o,

expresando N la cantidad ^i -p/® -j- ç'^. F'J producto de las curva-
_  ^-2

turas principales es por tanto —^ -. Si pues r¿ — s'^ = o, una 

de las curvaturas principales es nula, uno de los radios de curva
tura principales es infinito, resultando que en las superficies des- 
arroUables, caracterizadas por la relación rí — j« = 0, un radio de 
curvatura, es infinito. Si el plano tangente á la superficie principal lo 
es á lo largo de una recta, se tiene rí — s- = 0, y un radio de cur
vatura es infinito á lo largo de esta recta. Tales rectas se llaman 
rectas de puntos paradójicos, llamándose puníos paradójicos como 
hemos visto, aquéllos en los que rí — = o.

Ahora bien, el término independiente de R en la ecuación (12) es 
el determinante 6; é igualándolo á cero, se obtienen los puntos pa
rabólicos; y si es idénticamente nulo, la superficie es desarrollable.

Vamos ahora á demostrar que la relación 0 = 0 es equivalente 
á la ecuación

/22 /23

/43

Obtenida igualando á cero el Hessiano de la función /, hecha homo
génea por la introducción de la variable A

Multipliquemos la primera columna del determinante 0 por .r, 
la segunda por >', la tercera por z, la cuarta por m — 1 y restemos 
la suma de las tres primeras, de la última, cuyos elementos serán 
^/14’ ^/24’ CA34, </44. Multiplicando ahora la primera línea por .r, la
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segunda por j, la tercera por xf y la cuarta por m — i, y restando la 
suma de las tres primeras de la cuarta se obtiene el Hessiano de f.

La ecuación 6=0 determina en la superficie /=0 una línea de 
puntos parabólicos, 0 es de grado 4 (w — 2). La línea de los puntos 
parabólicos es por tanto de grado 4m(m — 2). No existen pues lí
neas de puntos parabólicos en las superficies de segundo orden no 
desarrollables. La línea de los puntos parabólicos separa, en general, 
la superficie en dos regiones: En la una la superficie es de curva
turas opuestas, en la otra es convexa.

Para que dos radios de curvatura sean infinitos, es necesario 
que se tenga, no solo 0 = 0, sino además

, a» , S0 _
Vil Vía Vas

Esta ecuación es de grado 37// — 4; la ecuación 0 = 0 es de 
grado 4 (m —■■ 2); por consiguiente existen, en toda superficie de 
orden m, 4m {m — 2) (3^ — 4) puntos en los que dos rayos de 
curvatura son infinitos.

88. Discusión de las ecuaciones de las secciones princi
pales. Estas ecuaciones son las (12), pág. 119).

Llamando R y R, á los radios de curvatura principales, 4;', y, z\ 
,v\,y\, z'i á los cosenos directores de las tangentes á las secciones 
principales, X, Y, Z, X,, Y,, Zi las coordenadas de los centros de 
curvatura principales, se= tendrá, multiplicando las tres primeras 
ecuaciones, respectivamente por .ryyp /p y sumando,

ü + +yy, 4"7 ) = o.

y en virtud de /^x' J- /^y + f^z' = o, (^)

Q = — - x + 2 2 

expresando Q una función de segundo grado de -r, y z' y -ryyy 
a'j, se obtendrá análogamente

N 
(^’1 -1^ 4-y ,y 4- 2'^2 ).
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Es necesario concluir que, si R ^ R^

0 = o, y 4-y,y + 0.

Esto demuestra que dos secciones principales, son siempre rec
tangulares, en un punto donde los radios de curvatura principales 
son desiguales. Se tiene pues

x = * + ^Z. v=j' + ¿A. z = ^ + ^x,

de donde

¿íx = ¿z.r + —í/y+y¿Z—, ¿/Y = ¿i^ + — 4/3+73^—,

¿ZZ = ¿fe + — ¿Z/g -E /gíZ —.

y en virtud de (a),

•VdX -f-y^ZY + s'dZ = y¿Z.r -}-y¿^ 4-. ■. + ^ (y^/i +)•

Pero, de las tres primeras ecuaciones (12), multiplicadas respec
tivamente por d:t:, dy, dz y sumadas, resulta

N’
■^'#1 4- ydf^ + z'df 4- — (x'd.v 4- y'dy + z'dz) = o.

Multiplicando por — y sumando en cruz con la anterior, tendremos

y¿ZX 4- y¿ZY 4- z'dZ = o;

lo que prueba la perpendicularidad de la mutación dX, d\, dZ, en 
el lugar de los centros de curvatura principales, con la tangente á 
la sección principal. Así pues:

E¿ hi^-ar de los centros de curvatura prind/ales es la envolvente 
de los J>lanos de las secciones principales.

89. Curvatura en las secciones normales. Tomemos el 
punto M (,r, y, z) como origen 0 de coordenadas rectangulares 
y por plano de las ,-ry, el plano tangente á la superficie en dicho
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punto. Sí s representa el ángulo que la tangente OT á la sección 

normal considerada forma con el eje de las .r, se tendrá = eos »,

= sen a.; y puesto que sera eos 6 = ± i, según que el radio 

de eul-vatura esté dirigido en el sentido de las 2
* ^ positivas ó en el sentido contrario, tendremos

^/Z c °~z-cos2s -}- 25 sen s eos s + ícos'^ »’
Figura 53 •

pero se puede suprimir el doble signo, siempre 
que se convenga en tomar el valor absoluto del radio de curva
tura en el eje de las 2 positivas ó negativas, según que el denomi
nador sea positivo ó negativo.

90. Secciones principales. Si el plano normal gira alrededor 
de! eje de las z, el radio p variará al mismo tiempo que el ángulo ». 
Vamos á obtener los valores máximo y mínimo del radio. Para ello 
igualaremos á cero la derivada del denominador, y tendremos

(/ — r) 2 sen ». eos © + 25 (eos"- © — sen'^ ©) = 0,

ó ^tg®f -1-(r — Z) tg » —5 = o. (0

P2sta ecuación da, para tg », valores reales cuyo producto es 
igual á — i. Y puesto que haciendo variar á » desde o hasta ír, se 
obtienen todos los planos normales que pasan por 0, bastará con
siderar los dos ángulos menores que 180°, correspondientes á las 
dos raíces de la ecuación (1), expresando el uno por a y el otro 

por 1 H-a.

Si pues trazamos en el plano de las ^ry dos rectas OC y OL 
que formen con O.r dichos ángulos, las secciones normales situa
das en los planos ^0C y sOL corresponderán á los radios de cui- 
vatura máxima y mínima. En efecto, la derivada de segundo orden 

de — es

2 (Z — /) (cos’^ » — sen^ 5p) — 85 sen » eos »;
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y esta expresión toma valores iguales y de signos contrarios, cuan- 

do se sustituye por a y por a -j—.

Las rectas OC y ÜL son perpendiculares entre sí; luego los 
planos ^OC y ^ÜL, que determinan la máxima ó mínima curvatura, 
son perpendiculares entre sí, y son las secciones />r¿nc¿/>aies.

91. Variaciones de la curvatura en las secciones norma
les. Tomemos las secciones principales por planos de Ias .rs y de 
las ys. Los valores de ç., correspondientes al máximo y al mínimo 

del radio de curvatura, deberán ser o y ^. Pero la ecuación (i) del 

número anterior sólo dará, para tg o los valores o é oc, cuando 5 sea 
nula. Por consiguiente, el valor de p tomará la forma

i

rcos^'^ + Zsen^'í"
De esta expresión deduciremos inmediatamente los valores de 

los radios p' y p" de curvatura principales, haciendo en ella s = o 

y Ip que dará

Así pues, ¿as derivadas ^arcia¿es i' y t red^resentan ¿as dos curva- 
turas pr¿7ícid>a¿es en el punto 0.

Podemos introducir los valores de p^ y p" en ¡a expresión general 
de la curvatura. Así

- = reos’' ® 4- ísen^ 0 ó - = - eos- 0 + — sen^ », (2) 

fórmula debida á Euler, que da la curvatura de una sección deter
minada por un plano normal, cuyo ángulo con la sección principal 
20,r es

Corolario 1.® Puesto que la expresión (2) no cambia, cuando 
se sustituye por » su suplemento: Dos secciones norjnaies, ¿^ua¿- 
mente inciinadas resd>ec¿o d una sección d^rincipai, ¿ienen sus radios 
de curvatura ¿g-uaies con ig‘ua¿ si^io.
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Corolario 2? La suma de ¿as eu7'va¿uras de dos secciones 
normaies /frinci/^aies entre sí, es constante, pues llamando ?, al radio 
de curvatura de una sección normal perpendicular á la que forma 
el ángulo ^ con el plano principal zOx, se tendrá
ii i iiii
- = -7 sen’ ? + -r cos^ », y sumando con (2), —|— = — + — . 
H P fi P P

92. Discusión de la fórmula. Suponiendo p' y o" positivos 
y p' > p", la fórmula (i) da, para p un valor siempre positivo; luego 
todas las secciones normales están situadas sobre el plano tangen
tes, y la superficie es convexa alrededor de 0. Si ?' y p" fuesen ne
gativos, la superficie sería convexa, pero debajo del plano tangente.

Escribiendo la ecuación (2) bajo la forma

- = - + —----- ; sen-* »,
® P \P P/

se ve que - aumenta desde hasta cuando » crece desde o 
? PP

TC II
hasta—, y que disminuye desde ~ hasta —, cuando » aumenta 

2 PP
desde - hasta tc. 2

Cuando d = p" la fórmula (2) da — = ^ ó p = p' para cual- 
P ?

quier valor de ». Todas las secciones normales en 0 tienen la 
misma curvatura. Este punto es un umáiíico.

Supongamos que p' y p" tengan signos contrarios, siendo p" 
negativo. Si hacemos esplícitos los signos, tendremos

i COS? sen'?

Para ? = o se tiene p = p'. Al crecer el ángulo ? desde 0 hasta 

el valor ê dado por la ecuación tg’ 6 = -^, p crece desde p' hasta
P

el infinito. Más allá de ? = 6, se hace p negativo decreciendo hasta 

p", valor que corresponde á ? = —. Los valores de p se reproducen 

en seguida, pero en un orden inverso.
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93. Determinación de los umbílicos. Para obtener los um
bilicos, es necesario buscar los puntos en que el radío de curvatura 
de las secciones normales tiene el mismo valor. Con este objeto, 
sustituyamos en la fórmula (2) del núm. 84, dí^ por d.r- -|- iJ^’+^fe^ 
y dividiendo por d,r^, tendremos

Expresando por m el coeficiente dy 
d.v' tendremos

d^ =/d.v-{-çdjf ó
ds

R =

p _ 1^^ +/ + g- [1 + >«^ + (? + gw)*] 
r + 2sm + ím-

i + /’^ -j- 2/fçm -j- (i 4- ^-) m^ 
r -j- 2sm + bn’^

Cuando el punto es un umbilico, el radio es independiente de m 
y tendremos

i+/* /7 l + í*
~7~- v o ^(i+A)=0, I +g‘)=0- (1)

Ejemplo 1.” Sea el paraboloide elíptico

Tenemos ^ = —, ç = = —, ¿ — —, S = 0a o

I + — aô
I : a o l:¿

A estas ecuaciones se satisface haciendo 4r = o,
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de donde 7= ± Í^ (^ — ^J» ^ = —Z—•

Existen dos umbilicos en el plano yOs.

2° Sea el elipsoide + (^Í>^^^)

Sustituyendo los valores de ?', í, ¿ en las ecuaciones (i), resulta 

a^ {á‘ — r) f + b- (a^ — c") ^^ — c' (a® — ¿*) — o.

La hipótesis p = Q debe desecharse, porque la segunda de las 
ecuaciones (i) da un valor imaginario para q. Haciendo ^ = o, de 
donde y = o, tendremos

Hay pues, cuatro umbilicos situados en el plano principal, que 
comprende el mayor y el menor de los ejes, con relación á los que 
están situados simétricamente.

94. Superficie cuyos puntos son todos umbílicos. Cuando 
las ecuaciones

i +/ _ >7 _ f
r s í

que determinan los umbílicos se reducen á una sola, la superficie 
tiene una infinidad de umbílicos, situados en una línea que se llama 
¿mea de ¿as curvaturas esféricas. Si las ecuaciones (i) son idénti
cas, todos los puntos de la superficie son umbílicos. Para obtener 
una superficie que goce de esta propiedad, observaremos que las 
ecuaciones (i), escritas bajo la forma

p dp 1 dq g dq   i dp
1 p"^ dx q dx' 1f^ dy p dy 

pueden integrarse como las ecuaciones ordinarias, y se tendrá 
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siendo X é Y funciones de .r óy solas, respectivamente. Obtendre
mos de las ecuaciones (2),

Pero ;> y deben satisfacer á la ecuación ^ = 4-. Se tendrá pues 
ay í¿:V

i dX i rfY
(i + X)^^^ 17 '

Siendo el primer miembro función de -r sola, y el segundo de 
y, esta ecuación solo podrá subsistir cuando el segundo miembro

2 
sea una constante, sea esta -. Entonces se tendrá

dX 2d.r (i H- Y)3 = 2 2dy 
(I+X)^^^— R ’ ~

é integrando,
R R

Zn-X fTPY 

siendo a y b constantes arbitrarias. Si sustituimos los valores de 
X é Y en (3), resultará

_ b—y

dz= ^^ ^^
/R' — (a — .r)® — (b — yf 

é integrando nuevamente,

{a — Æ-y — (¿ ~yy 

ecuación de una esfera. Así, ¿a esfera es /a única saferjicie cuyos 
punios son iodos umbíUcos.

9
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§ 2.° Teoría de la indicatriz

95. Paraboloide de ajuste ()  (de raccordemení} ú osculador. 
Sea la superficie

*

(*) Proponemos esta traducción de la palabra raccordement.

Ç = », Ç -(- ¿1 Ti 4- «2 5^ + ^-i ’'^ 4“ ^i ■*! ’ + ^3 ” + ^3 5*  ^1 + ■ ■ ■

referida á su plano tangente en el origen de coordenadas ;, y,, Ç, 
en el que

«, =?0, <^1 = ?ü. 2æ^ = r^, â^, = ío, 2C^ = Zq etc.,

que por ser />^ = a^ = o, Çq = a„ = o, se reduce á la forma

en la cual aun puede hacerse desaparecer el término en Çn por un 
giro conveniente alrededor dél eje Í, pudiéndose escribir bajo la 
nueva forma

2Í = -^ + -pa" 4- *̂3  ” + Í^3 ^'^

Si consideramos tan solo hasta los términos los términos de se
gundo orden, quedará reducida á

expresando R, y Rj los radios de curvatura principales.
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De la ecuación (a) resulta que los radios de curvatura princi' 

pales tienen signos iguales en los puntos 
elípticos, y opuestos en los hiperbólicos, 
es decir, que en los puntos elípticos los 
dos centros de curvatura se hallan al 
mismo lado (fig. 56), en los hiperbólicos al 
lado opuesto de la superficie. En los pun
tos parabólicos uno de dichos radios R, ó 
Kj es infinito, según que lo sea a- ó

Este paraboloide osculador es la se
gunda aproximación á la superficie (siendo la primera el plano tan
gente Í = 0).

Su intersección con el plano tangente Ç = 0 es la curva

que representa un par de rectas, reales, 
imaginarias ó coincidentes, según que 
a’ y ?’ tengan signos distintos, iguales 
ó cuando a^ ó ¡3^ sean infinitos, que 
corresponden al paraboloide hiperbó-

Figura 57 Hco, al elíptico Ó al cilíndrico (figu
ras 54, 55 ó 57).

Diremos pues, que; Toáa su/erjicíe eorta ai piano ian^'endai en 
una curva, que tiene en ei punto de contacto P un punto doéie, aisiado 
o de retroceso, según que ei paraáoioide oscuiador sea kiperódiieo, 
díptico ó sea un diindro paraédiico.

96. Indicatriz. Se llama indicatris en un punto P de una 
superficie á la curva semejante á la sección hecha en esta superfi
cie por un plano paralelo al plano tangente en P, trazado á una 
distancia infinitamente pequeña de este plano, siendo la relación de 
semejanza del orden de la raíz cuadrada de esta distancia.

Dupin, en su Troisième Mémoire obtiene la ecuación

r (X — ;r'r -|- 25 fX — ,r) (Y — j») + t (Y — /)* = C 

de la indicatriz por la integración de la ecuación de las tangentes
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conjugadas
rdx -1- sdy
sdx 4- tdy = 0)

que bajo la condición ^— = ^^ adquiere la lorma

r (X- .r) í/X + ^[(Y-^) rfX+ (X—.r) úíY] + Z (Y—^) í/Y=o.

Pero de otra manera, considerando la superficie primitiva z — to 
Çr, y), é incrementando -r éy en dx y dy, llega à la expresión

dz=pdx-\-gdy \ - (rdx^-P2sdxdy + idy^) +1.2 1.2.3

Puesto que la ecuación del plano tangente es

Z —2 =/(X — -r) + ?CY— /), 

la dèl piano tangente paralelo, a una distancia dk, será

Z — z — dk = p (X — x}-{-ç Çd — y).

Y puesto que X, Y, Z son puntos de la superficie infinita
mente próximos á .r, y, 2, porque dk es infinitamente pequeño, será 
Z — 2 = ¿/2, X — x — dx, Y —y—dy, y la ecuación del plano 
secante se reducirá á

dz — dk = pdx + gdy.

Restando del desarrollo, se obtiene

dk = — (ríZy^ + 2sdxdy + tdy^} + —7^ (ydx^ + ....) +.....
1.2 1.2.3 

y quedará 2dk ~ rdx^ + 2sdxdy + idy', 

como proyección sobre el plano ;try, de la sección buscada. Y des
pués de comparar con la ecuación obtenida de la indicatriz, con
cluye Dupin enunciando el teorema siguiente:

Un piano ii^niiamenie proximo dei piano fang'enie y gue ie ¿s 
paraieio, coria á ia superjicie según una curva de segundo grados 
INDICATRIZ de ia curvafura de ia superjicie á paríir dei punto que se 
considera.
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Así pues, siendo la ecuación del plano secante infinitamente 
próximo al plano tangente

2 — ¿r =/» (X — x)-p ^ (Y —^)-l-/z fi) 

y la de la superficie, según la fórmula de Taylor,

Z — s = / (X — ,r) + ? (Y —^)

+ i [^(^ - + 2^ (X — ;r) (Y + t (Y -j/^J +

La proyección de-su intersección con el plano (i), sobre el plano 
de las x, ^, será una curva representada por la ecuación 

^ = |RX-,r)2r + 2 (X-^) (Y-^) ^ + (Y-7)'/] + .. ■ -

X_ Y______ yY si sustituimos , - é __ — por ? y por 71, haciendo tender 

á k hacia cero, tendremos

que es la ecuación de la proyección de la indicatriz 
sobre el plano tangente. Las ecuaciones de esta curva

son Z —2=/(X — 4:) + í(Y—»,

i = r {X — »® + 2í (X » (Y — » + ^ (Y — »^

Observación. La secdoK de una superficie por su piano ian- 
¿■ente presenta un nudo en ei punto de contacto, ias tangentes ai nudo 
son ias asíntotas de ia indicatriz.

En efecto, sí se corta la superficie por su plano tangente en 
-1^,/, ¡2!, la proyección de la intersección se expresa por

i
0“-k(X-»‘ + 2j(X-» (Y-» + /(Y-»’]4.

EI punto (.r, j/) de esta curva es un nudo cuyas tangentes se 
hallan expresadas por el grupo de términos de menor grado 

r (X — »’ + 2J (X — » (Y — » + t (Y — »^ = o, 

que es la asíntota de la indicatriz.
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Podemos considerar la ecuación del paraboloide osculador

i
= - ^5* + 2^5^ + ^■<--

En virtud de la ecuación O'M'^ = 00' (20 — 00') existente 
para el círculo osculador de la sección OM'C (fig. 58), tendremos

OM"^ OM"^ O'M'2 
p = lim = lim —= iim . 2OO 2/z 2-^

Y si hacemos

^=zO'M'cos ^, -q = O'M'sen ®, (siendo /, ^rON = f),

se tendrá O'M'^ (rcos^ ? -|- 2^ sen © -{■ ^sen® ©) = 2h

i 
de donde p =------ ;---- :---------------------- ;-------- — .

reos- ^4’2«fsen ©eos Z sen'^ «

’O'M'®La igualdad p = —manifiesta que los radios de curvatura

de las diferentes secciones normales, son proporcionales á 0’M'L 
Supongamos pues, que en la traza del plano xrON sobre el plano de 

lasse tome ON —se

/ i.^r^^^^5síí^ Í tendrá o = ON^. Además, la re- 
1 '''1 ) l ‘ ) O M^ 

1 ación • será constante para 
fi/ [y ON 

todas las secciones normales. La
Figura 59 , tcurva ALB asi obtenida, sera se

mejante á A'MB' siendo su centro 0, y esta curva es la indicatriz.
OèservadoK. En el caso de ser la indicatriz hiperbólica, la su

perficie se halla á los dos lados del plano tangente, cambiando de 
signo el radio de curvatura (fig. 95).

Cuando el punto t recorre la hipérbola, el radio vector O? varía 
desde Op. hasta el infinito, y el radio de curvatura de la sección 
normal desde p, hasta el infinito. Cuando la recta cOt se halla en 
el ángulo suplementario de Ias asíntotas, la cantidad Or' es nega-
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de curvatura. Pero si trazamos una

Figura 60

tiva, y el radio p de curvatura se halla dirigido en sentido contrario 
de los precedentes. La hipérbola cuyos vértices son 71 y ¡x, no indica 
ya variaciones en el radio 
hipérbola en el ángulo su
plementario de las asíntotas, 
tendremos una indicatriz que 
corresponderá á un valor ne
gativo del radio. Así:

E¿ radio de curvatura de 
una sección normai es positivo 
ó negativo, según que ia traza 
dei piano tangente está com
prendida en uno ú otro de ios 
ánguios de ias asíntotas de ia indicatriz. Cada una de ias secciones 
normaies, cuyo piano contiene una de ias asíntotas de ia indicatfiz, 
tiMe un radío de curvatura if^nito, y por consiguiente, ias asíntotas 
de ia indicatriz tienen un contacto de segundo ordeti con ia superjicie.

Las superficies que tienen por indicatrices en cada uno de sus 
puntos hipérbolas, se llaman de curvaturas opuestas. La indicatriz 
se compone de dos hipérbolas conjugadas.

97. Definiciones. Se llama curvatura totai de una superficie 
en un punto, á la inversa del producto de los radios principales de 
curvatura, y curvatura media, á la suma de las inversas de los 
mismos. Así escribiremos

K =

Oéservación. Los puntos cuya indicatriz es elíptica ó hiperbólica 
se llaman como se dijo puntos dípticos ó kípei'éóiicos; y la línea lí
mite de los puntos de curvatura nula, que son los puntos paraédiicos.

§ 3.° Tangentes conjugadas

98. Definición. Sea MM' una curva cualquiera situada en 
una superficie. Consideremos los planos tangentes en los puntos
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M y M'. Si ei segundo punto se aproxima indefinidamente ai pri
mero, la intersección de los dos planos variará de posición y se 
convertirá, en el limite, en cierta tangente á la superficie en el 

punto M. Esta recta límite y la tangente MT á la 
z _^ curva MN se llaman tangentes eonjugadas.

^^ Tomemos como origen el punto M y por planos
•*■ coordenados -i^, .r^,_y^,el plano tangente y los planos 

/ de las secciones normales principales correspondien-
Figura GI tes á este punto. Se tendrá en M, .^ = o,j'= o, s =o, 

^ = o, q = o, S = 0.
La ecuación del plano tangente en M' (;r\ y, z), es

z — =p' (X — 4r') 4- / (Y 

expresando/' y y los valores de / y q en el punto M'. Y, en virtud 
de la fórmula de Mac Laurin, se tendrá

Y despreciando infinitamente pequeños de tercer orden,

y derivando con relación á .r' é y, tendremos /' = r.v', q' = ty. 
Por tanto, las tangentes en M j?' M' serán Z = o y

rj;' {X — V) 4- ÍJ'’ (Y —7') 4“ — — Z = o.

Estas dos ecuaciones representan la intersección de los planos 
tangentes, que será

z-r' X4-(/ Y — — (r-r'® y ¿y^) — 0.

Hagamos y = m.r', siendo m el coeficiente angular de la pro
yección de la recta MM', que se confunde en el límite con la tan
gente MT. La ecuación última se transforma en

rX 4- tm^ — — 4--' (r 4- tm'^') = o, 

MCD 2022-L5



TEORÍA DE LAS LÍNEAS EN LAS SUPERFICIES 137

y cuando el punto M' se confunde con M, se tiene ,1;' = 0 y 
rX 4- ímV = o, 

ecuación de la tangente conjugada arriba definida. Si m' expresa 
su coeficiente angular, se tendrá

o .

Teorema. Dos ía/í^eníes cofiju^adas son /araie/as á dos diá
metros conjurados de ¿a indicatriz.

En efecto, si = 1 es la ecuación de la indicat'riz, se 

tendrá, entre los coeficientes angulares de dos diámetros conjuga- 

dos, la relación /mn' = . Pero

a‘‘ = —, luego mm =

lo que demuestra el teorema. Y siendo los radios de curvatura pro
porcionales á los cuadrados de los diámetros de la indicatriz, re
sulta que: ia suma air^áraica de tos radios de cuj^vatura corresj>on- 
dieníes á dos ianr^iies conjuradas es consíaníe.

Otro PROCEDIMIENTO. Podemos llegar á la familia conjugada 
de otra familia de curvas, trazadas en una superficie, observando 
que para que dos direcciones d.r, dj/, dz y S.r, 57, 0^ sean conjuga
das, basta que sus proyecciones lo sean con relación á la proyec
ción de la indicatriz sobre el plano de las 4r/. Y puesto que la 
ecuación de ésta es

rX^ + 2jXY 4- A'^ = i,. 
dichas direcciones serán conjugadas, si se tiene

rda:Z:v 4- s (d:ciy 4- dy^x} 4- íd^oy ~ o. (1)
En general, la ecuación de una familia de curvas es reducible á 

la forma |(.'r, y, z, a) = 0. La eliminación de a y ¿r entre esta 
ecuación, la de la superficie y la

\2i4r ' ^ ^z/ ' \57 ^-¿z/ -^

MCD 2022-L5



138 LIBRO I.”—CAPÍTULO IV

da una relación entre -r, j/, dx^ dy. Se obtiene el valor de -^; y 

sustituyendo en (i), obtendremos una ecuación de la forma 
MS.r + N5>' = o, que es la de la familia conjugada. Entre las redes 
conjugadas, podemos distinguir:

1/ Las lineas asiniólieas, tangentes en cada uno de sus 
puntos á las asíntotas de la indicatriz. Sus ecuaciones diferenciales 
se obtienen, escribiendo que las direcciones dx, dy y o.r, Sj/ coinci
den. La ecuación (1) se reduce entonces á

' rd^-\-2sdxdy-\-td}l^ Q, {2)

que es ia ecuación diferencial de las asintóticas, las cuales son 
reales tan solo en el caso de ser r¿ — s^- <^ o. Si se observa que

d'^z = yd'^x -¡- qd'^y -|- rdx- -j- 2sdxdy -{- td^, 

ia fórmula (2) se escribirá

— d^¿; 4- pd'Kv + qd-y = o, 

que expresa que la dirección {d'^x, d-y, d^e) de la normal principal 
es perpendicular á la dirección L> ^¡ — ^ ^® ^^ normal á la superfi
cie. Así; Las asiníólicas esíán caracterizadas ^or que su ylano oscu- 
ladcr es tangente á la su/erjicie.

21^ Las lineas de curvatura son líneas tangentes en cada uno 
sus puntos á los ejes de la indicatriz; son pues líneas conjugadas 
ortogonales. Sus ecuaciones se obtendrán escribiendo, que no sola
mente se verifica la ecuación (1), sino además la siguiente

dx^y -j- dyoy + d2o2 = 0

ó dx^x -|- dy^y + {/fox -}- ^3/) {pdx + qdy} = 0,

es decir,

dx^x (l -1-/-) + dy^y (1 -}- ?^) + pq {oxdy + oydx) = 0.

Si eliminamos la relación — entre esta ecuación y la (j), ten- 

dremos la ecuación de las proyecciones de las líneas de curvatura
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sobre el plano de las

“ ^dx [(1 + ^^) dy + /^íf.rj j |rfjr [(1 -)-/^) dx + /ÿ] dy 
- rf/[(i + ?‘) rfr +/5'¿?.r]( + /rfjz[(i -1- /) d.r +/^¿/7] = o, 

que Se reducirá á la expresión que daremos más adelante.
Oèservadon. Las líneas de curvatura son las bisectrices de Ias 

líneas asintóticas.

§ 4'° Líneas de curvatura

normales en

Figura 62

99. Líneas de curvatura. Definición. Líneas de curvaiuta 
de una su/e^cíe son a^ue7¿as cujeas normales sueesivas se encueníran, 
formando sufe/fícies desarrollaéles.

Para obtener su ecuación consideremos las dos 
los puntos M y M'.

X — 4y |'Z -,Í-| _ - o fi)
■ Y— >/ +í (Z — 2) = o, (2)

—-^’+/(2 —^)= o (3)
Y—y+ /(Z —^') = o. (4)

Eliminando X entre (i) y (3) é Y entre (2) y (4), 
tendremos dos expresiones de Z, que igualadas dan

Esta ecuación y la de la superficie s’=zf (jr-y; representan 
una curva MM' situada en ésta, que pasa por el punto M y tal, que 
todas las normales á la superficie trazadas por la curva encuentran 
a la normal MN.

Si ahora suponemos que M' se'halla infinitamente próximo ai 
punto M', en vez de las diferencias escribiremos diferenciales, y 
tendremos

~I~ fds -|- sdf__ d}/ -\~ ^ds -f- sdç

ó ^_-^^dz__dj'-j-^dz
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Sustituyendo por las diferenciales sus valores, se reduce á

Cl.V

dx d^'
/ dyó bien [(14-?*)^-“/?^] (7:)

dy
+f(i+?’)^“(i +/’)d^+/^-’(i +f)^ = ^ (7)

dy,Esta ecuación da dos valores de 3— é indica dos direcciones, 

según las que es necesario pasar del punto M á otro punto infini
tamente próximo de la superficie, para que la normal de dicho 
punto encuentre ¿1 la normal en M. Si tomamos uno de ellos y el

valor correspondiente de — podremos pasar a! punto infinitamen

te próximo M' y enseguida' de éste al M", y asi sucesivamente, ob
teniendo una de las dos líneas de curvatura MM'M"...; y de igual 
modo obtendremos la otra. '

Oéservacíon. También podríamos haber expresado inmediata
mente la intersección de las dos normales

Y—j Z—s

X — x — d-v__ \ —y — dy __ Z — z — dz

bajo la forma
d-r

A 

d/i

dy 

Á 
dh

dz: dy d2

/1 /2 /3

f^d^+fu dy+f,,dz....
dy pdx-]-gdy

rd.v-\-sdy sdy ^ idy o
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100. PROPIEDADES. Tomemos la normal MN por eje de las 
■2: ? y son nulos, y la ecuación (7) se reduce á

El producto de las raíces de esta ecuación es igual á — i; luego 
las tangentes trazadas á las líneas de curvatura que se cortan en M 
son perpendiculares entre sí.

Tomemos por planos principales los de las zj’ y zx, entonces 
í= o. La ecuación (8) tiene una raíz nula y otra infinita; luego las 
líneas de curvatura son tangentes en M al eje de las ,v y a! de las 
_7, es decir, que éstos son tangentes á las secciones principales. Las 
dos series de líneas de curvatura se cortan según ángulos rectos 
en la superficie, y la dividen en rectángulos infinitamente pequeños.

Si se tuviese á la vez í = o, r — /, los dos valores de ~ se- 

rían indeterminados. Habría una infinidad de líneas de curvatura 
que pasasen por el punto M, alrededor del cual todas las curvaturas 
serían iguales, el cual sería un umbilico. Este carácter puede servir 
para hallar los umbílicos de una superficie; porque si se expresa que 

la ecuación (7) da para-j— una infinidad de valores, se obtendrán las 

dos ecuaciones ya conocidas

1 +/* _ 1 + f
r í s‘

Sean 0 un punto de la superficie, 0¿r una normal, ÜA y OB las 
dos líneas de curvatura, O.r y Oy sus tangentes. Si 0' y 0" son 
dos puntos infinitamente próximos al ‘0 en las líneas OA y OB, 
puede admitirse que las normales O'K y 0"L encuentran á Oz. Sean 
K y L los puntos de intersección. Vamos á demostrar que OK y OL 
son los radios de curvatura, en el punto 0, de las secciones princi
pales ^Ox y ^Oj. En efecto, puesto que O.r es tangente á la curva 
OA, el punto 0' infinitamente próximo del 0 en A, puede conside
rarse como perteneciente al plano ^O.r; luego la recta O'K, que es 
normal á la curva, puesto que es normal á la superficie, determinará 
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por su intersección con la normal O^ el centro de curvatura de la 
sección principal situada en el plano 2C,r. Y de igual manera se 
verá que OL es el radio de curvatura de la sección principal en el 
plano ^Qy (fig. 53). También puede obtenerse este resultado por el 
cálculo, pues siendo

X—.r+/(Z — ¿r) — o, Y—> + ÿ (2 — ¿r) = o (l)

X — y + /(Z — z') = o, Y—y+ÿ'(Z — /)=o (2) 

las ecuaciones de las dos normales, si el punto (.r, y^ s) coincide 
con el origen y el punto (.r', j'', 2:') está muy próximo, las ecua
ciones (1) se reducen á X = 0, Y = 0; y las otras dos dan en el 
punto común

— íi.v -\- dp(Z dz) — — dx — Zrdx = 0,

— 4y + rf^(Z — ds) = — dy -{- Z¿dy ~ 0, 

ó bien d:v (Zr— 1) = 0, dy{Z¿— 1) = 0.

Y no pudiendo ser d.v y dy nulas al mismo tiempo, se podrá 
suponer

o d.v = o, Z = — o dy = o, Z = —.í r

En el primer caso, puesto que d,v = o, la tangente coincide 

con el eje de las j, siendo Z = y el radio de curvatura principal; 

en el segundo caso, la tangente coincide con el eje de las 4; y el 

radio de curvatura principal será Z = y-

Oáservación, No se debe inferir de lo dicho que los puntos 
de intersección de las normales son los centros de los círculos 
osculadores de las líneas de curvatura, porque estas normales se 
cortan sucesivamente y son tangentes á una misma curva, pro
piedad que no tienen las normales trazadas por los centros de cur
vatura de una curva alabeada. Y al mismo tiempo las líneas de 
curvatura pueden ser planas, sin que sus círculos osculadores se 
confundan con los de las secciones principales, pues para esto sería 
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necesario que sus planos oscuíadores fuesen normales y que, por 
tanto, las líneas de curvatura fuesen líneas de distancia mínima 
(t. IV, pág. 425). Por ejemplo, en las superficies de revolución, las 
líneas de curvatura son los meridianos y los paralelos. Los meri
dianos son secciones principales, porque sus planos oscuíadores son 
normales á la superficie. Los paralelos son líneas de curvatura plana, 
no siendo secciones principales.

101. Distancia mínima de dos normales. Distancia mínima 
de dos nonnaíes ¿razadas por dos puníos inpiníía- 
meníe próximos MM' de una superjieie.

Sean MM' = d<j, 11' = du la distancia mínima 
de las normales I'N paralela á IM en I', terminada 
en el plano tangente en M.

Por ser la recta MN perpendicular al plano 
Ní'M', el ángulo MNM' es recto. La recta MN, 
está contenida en el plano tangente en M y es pa
ralela al plano tangente en M'; por consiguiente es 

Fi2ura'63

paralela á la intersección de estos dos planos, en otros términos, es 
la tangente conjugada dé MM’.

Si pues œ es el ángulo de estas dos direcciones, se tendrá

du = da eos ítí. (i)

Podemos obtener la expresión analítica de du, considerando las 
dos normales infinitamente próximas

X = — pZ ~1- .r 4- px, y = — gZ-j-y-^qs

y será X= — (/+ dp}Z-\-dx-\-{p-\-dp}z-\-pdz

~ dy -P (d -\- dç} s -}- gds.

Y, en virtud de la fórmula de la mínima distancia de dos rectas

d» — (dx-\-pds) dq -{-{dy-}~^dz) dp 
l/df + d/ + {pdç — çd)p-^

z/v —P^r]dx^ -}- [fi + g^) 5 —y| dr +......
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Cálculos de los radíos de curvatura. El teorema arriba de
mostrado permite calcular las curvaturas principales en un punto 
de una superficie, siendo el origen un punto cualquiera. Séale 
normal en el punto M (.r, .s)

X —.r + />(Z —^) =0, V — 7'Z —

Si M' es un punto infinitamente próximo tomado en la línea de 
curvatura, la normal correspondiente encontrará á la primera nor
mal en un punto cuya coordenada Z estará dada por cada una 
de las dos ecuaciones

Z — z = z — 2 ------
dx

Eliminando entre estas dos ecuaciones, tendremos 
dx

{ré - J*) (Z —-g)* — [(1 +Z)^ + (i + í')^— i/H (2 — ^)

+ i+/ + ?* = <5. (!)

Esta ecuación da dos valores de Z — z,y por consiguiente de Z, 
que corresponden á los centros de curvatura de las dos secciones 
principales. Si expresamos por o uno de los radios de curvatura, 
tendremos

o = ^(X — '¿/4. (Y -^y+íz- «y 

que en virtud de las ecuaciones ( ) se reducirá

P = (Z — 2) A + A^ de donde Z — 2:= —==•

Si se sustituye el valor de Z — 2; en la ecuación (1), tendremos 
después de reducir y ordenar

{r¿ — J*) ?" — [(1 + /) # -h (1 + /“) r — 2 pgs] ^í + / + /

— P + (i + /* + /) = 0.

de la que se deducen los dos radios de curvatura principales.
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102. NoRMALÍAs. EI Sr. Mannheim llama norma¿¿a de una 

superficie al lugar de las normales á esta superficie que pasan por 
todos los puntos de una línea trazada en ésta.

Una fiorma/ia desa7'rú¿¿aó¿e es el lugar de Ias normales á la su
perficie trazadas por los puntos de una línea de curvatura, porque 
dos normales consecutivas se encuentran. Para obtener su ecuación 
basta eliminar ,r, j, g entre la ecuación de la superficie propuesta, 
las ecuaciones de una normal y la ecuación (7) de la pág. 140, que 
expresa que el punto (,r, y, está en una línea de curvatura.

103. Teorema de Olindes Rodrigues. £¿ ¿uga}- de ¿as arisías 
de retroceso de ¿as norffia¿¿as desarro¿¿a¿)¿es es tamáie’n. e¿ ¿ugar de 
¿os centros de curr/atufa de ¿a su/>ef^cie, j/ dos 7íor/!ia¿es ¿f^nitamente 
¿fíoxijnas de una ¿mea de curvatura se cortan en un centro de curva
tura /r¿nc¿/a¿.

Sean .r, 7, g las coordenadas rectangulares de un punto de una 
superficie, a, ^, y los cosenos directores de la normal en este punto. 
Esta normal forma parte de dos normalias desarrollables. Sean 
X, Y, Z las coordenadas del punto en que dicha normal es tan
gente á la arista de retroceso de una de estas normabas. Sea X la 
distancia de los puntos (.r, j, 2) y (X, Y. 2). Se tendrá

X —Y =:^-|-3X, Z —s-j-yX, (1) 

y el punto (X, Y, Z) se obtendrá expresando que la recta represen
tada por las ecuaciones (i) corta á la recta infinitamente próxima, 
cuyas ecuaciones pueden sustituirse por las diferenciales de éstas, 
á saber:

dx -1- ad). + \dy. = o, dy -)- ÜdK + XíZ¡íJ = 0,

dz-i-yd\ -I- Idy = o. (2)

La condición que se busca se obtendrá eliminando X, Y, Z, X y 
dk entre (1) y (2), ó eliminando X y ¿/X entre las ecuaciones (2), lo 
que da

dx (pdy — yd^^) -1- dy (ydy. — ady} 4- dz {íid'ii ~ '^da^ = 0.

Suponiendo satisfecha esta ecuación (que es la ecuación de las 

10
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líneas de curvatura) se deducirá de (2), multiplicando por «, ^, y y 
sumando, di —o. Estas fórmulas (2) darán pues

dx d}> dz 
da. ff^ dy

Escribamos estas relaciones debidas á Rodrigues, bajo la forma 

dx + lda. = o, dy -h X¿/p = o, dz + Idy = o (3) 

ó dx 4- >U — ■ dx + — dy + —dz} = o, \7)X Ze / 

dy + — dx — dy + dz ) = 0, \ oz /

dz 4- X ( dx + H’-¿/^1 = 0. \ Zx Zy Zz /

Eliminando dx, dy, dz, sé tiene

I Sa Sa Sa

1 Zx Zy Zz

S^ I S^ S3
= 0, {4)

S^r À S/ S.sr

21 21 1 21
S4; Sjv X Zz

ecuación de segundo grado, siendo el término independiente de 1, 
^1 y) j^^^^ puesto que a--:3- 4- y- = 1. La ecuación (4) es 

una nueva forma de la ecuación de los radios de curvatura princi
pales. Calculemos X. Para ello, escribiremos las ecuaciones (3) así: 

rf4r + X¿Z^ = 0, dy ■ ¡- id = o, dz 4- id = 0, (5)

expresando f el primer miembro de la ecuación de la superficie, 
por/,, .... sus derivadas y por N el radical y/f^^ +/2’' + /3’^- Estas
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ecuaciones pueden escribirse bajo la forma

Á(N#, -Z^N)
--------- Ñí--------- = o, o óí.r y + ^Z—/. — = 0, .

ó, por último

N \y + /n ) ^-■‘^ +Zs<ú' +/„ífe —/. ¿ZN
N = ^’

/21^^ + (^Y +/22^ ^^y +/§3^^ —Á y= '-^

/N\ ¿ZN
Ái^'"*^ +/32^ + Çy +/33) ^■^ —/3 y“ = ^’

y, por ser /,¿Z,i; + /2^ +/8<3fe = 0, se deduce eliminando dx, dy, 

y -^ , la ecuación (12) de la pág. 119, en la que R se halla sus

tituido por A, lo que demuestra que X son los radios de curvatura 
principales de la supei-ficie. La ecuación (4) puede escribirse así

X'' X \3^ 2jf ^^J 'á(x,y) ^{^i^) '¿(s, x} ^'

Teorema de Gauss. Sean dsi y ds., los arcos elementales 
á que corresponden los radios R, y R, de curvatura principal, 
^•^üp ^^0i sus imágenes esféricas y da,, dâ,, de,, da.,, dè^, dc¡ 
sus proyecciones sobre los ejes. Tendremos en virtud de (3) las 
ecuaciones

R,da, = — ¿Z.r,, R,ífó, = --dy¡, RiíZci — — dz,, (1)

RjtZíXa = — dx.¿, 'R^dâi = — dy.,, R^^dc., = — ds^ 

y la relación
da, da^ —J— dû, dó^ -j— dc^ dc^ ^= o. (2)

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones (1), lo mismo 
que las (2), resultará

R,Wío.- = íZí,^ R2"^ío2^ = ds^\
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R1R2 íisids^ RiR¿

£Z/roducto ■ de Zas curvaturas />r¿ncipa¿es, en un /unto M

de tina su/erjiete, es ¿g'uaZ á Za reZadón entre eZ eZemento su/erJiciaZ 
y su re/resentación esférica.

Expresando en las ecuaciones de Rodrigues las diferenciales 
totales da, dâ, de por medio de sus diferenciales parciales y elimi
nando dx, dy, dz, obtendremos

= o;

^a 'èa Tta
S.r R 'Óz

?¿ ció I 30
ájr 3/ ■’‘R ZiZ

Sí Sí be i
ó.r "éj/ R

y ordenando con relación á , será R

R’ R2 R ^ (4)

pero el determinante Z es igual á cero; luego

(5)

Zi es la curvatura inedia 4 + ~^~y curvatura total . 
R, Rg

R, Rg Z^zZ

3«2 lía 30 30 he he

I 5.r ?y ly liZ hz h,r
(7)

Ri E2 he he ha ha
c),r ây hy hz hz S.r
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Podemos escribir también
149

Multiplica

'èa i 3^

^¿> líb i

Sí df

a b
'lí T

ido las tres líneas

5« 
— a^3

22

2C I

C
T

horizontales re

=0- (8)

spectivamente por
a, &, c y restando su suma de la cuarta, obtendremos el primer

Se
¿ — = o,z= i.

d4r 2)47 3;r

Considerando ahora en vez de a, ó, c y sus derivadas parciales

las de F 2), haciendo V = —\ y en virtud de 
• /F/ + Fg^ + Fg-^

û!:^:c = F,:F3:F3 «^ + ¿^ +

tendremos

^ = VF„ + F, —, — = -VÍF, F„ + F,F„ + I F„).etc.

Sustituyendo en (8) resultará

VR F„ F.

F,.
I

VR F«, F, = o

Pa. Fa, VR F.

Fa o

MCD 2022-L5



150 LIBRO I.®— CAPÍTULO .IV

y se obtienen los valores de ^ y -è:

Z: = V= [2 (F,, F, F, + F„ F, F, + F.. F. F,)]

- F„ (F,‘ + F,’) F„ (F/ + F.’) - F„ (F,‘ + F,«)

F., F.. F„ F,
F F F F

;è=_V‘* ’
^31 ^32 ^33 ^3

F. F, o

104 . Algunas líneas de curvatura, i.® Las líneas de cur
vatura de las superficies desarroUables son las generatrices y sus 
trayectorias ortogonales, porque siendo el mismo el plano tangente 
á lo largo de una generatriz Mi M (fig. 64), el lugar 
de las normales á lo largo de esta generatriz es un 
plano. Puede decirse que su envolvente es un pun- Xl
to llevado al infinito en una de las normales. Este 
es uno de los sistemas de líneas de curvatura; el ^ 
otro está formado por curvas trazadas en la super- Figura 64 
ficie ortogonalmente á las curvas del primer sis
tema, es decir, á las generatrices rectilíneas. Uno de los radios de

curvatura principales es infinito. La curvatura total — ^; es pues nula 

en cada punto.
En particular, las líneas de curvatura de un cono son sus gene

ratrices y las curvas de intersección de la superficie con esferas 
cuyo centro se halla en el vértice del cono. Después de desarrollar
se una superficie desarrollable, las líneas de curvatura, distintas de 
las generatrices, se convierten en las evolventes de la transformada 
de la arista de retroceso.

2 .® En una superficie alabeada, lás generatrices no son líneas 
de curvatura, porque las normales, á lo largo de una generatriz, 
forman un paraboloide hiperbólico.

3 .® Las líneas de curvatura de las superficies de revolución 
son los meridianos y los paralelos, porque las normales á la super
ficie á lo largo de estas líneas, forman planos ó conos. Por consi
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guiente, los radios de curvatura principales en un punto de la su
perficie, son el radio de curvatura del meridiano y la longitud 
obtenida (en virtud del teorema de Meusnier) trazando un triángulo 
cuyo cateto es el radio del paralelo y la hipotenusa una recta diri
gida según la normal; de manera, que será la normal terminada en 
el eje de la superficie, lo que podemos verificar por el Análisis en 
algunos ejemplos, considerando la ecuación de las líneas de cur
vatura

a) Sea la superficie de revolución z = (^{x-^ + ^2^.

Se tendrá ^ = ^'2;r, = y 2y
^P = ^" 4''i^ {^dx -}- ydy) + 2 s' dx,

^^ = f* 4J' (^dx -j- ydy) 4- 20' dy, 
luego la ecuación (1) se reducirá á

dx 4- ¿[x tt'^ {xdx -hydy) dy -1- 4>'»'^ [xdx -{-ydy)
4-^'í’{xdx + ydjf') + 2^'dx ¿^ '^'' (xdx + j/dy + 2<B'dy 

4'/ (,xdx 4- ydjr^ {ydx—xdy) j- 8 o''^ (xdx-^-ydy) (xdy —■ydx} = 0, 

de donde xdx ydy = o ó x^ -}~y- = const. 

que es la ecuación de los paralelos. Se tiene además

{ydx — xdy) (c&" ■—■ 2®'’) = 0, 

es decir ydx—xdy = o ó y = x. const, 

que es la de los meridianos.
Pero si se tuviese ç" — 2®'^ = 0, no sería preciso concluir 

ydx—xdy=o, sino —^=1

.1 i 
° 7? = - {-^^ -+-y) + C ó -y = 

f yc — {x^-[-y-) 
es decir, = —i/c —(^fS-j^jS) — 0 4r® +7'^ + 

que es la ecuación de la esfera. En la esfera, las líneas de curva

MCD 2022-L5



152 LIBRO I?—CAPÍTULO IV

tura son indeterminadas, porque todas las normales pasan por un 
punto fijo, ó son paralelas á una misma recta.

ó) Sea la superficie engendrada por la re
volución de la catenaria

a /

alrededor del eje de las
Los centros de curvatura principales se ha

llan, el uno en C', el otro en el centro de cur
vatura C" de la catenaria. Y puesto que el radio de curvatura de 
una catenaria es igual á la normal, se tiene que AC' = AC". Los dos 
radios de curvatura principales son iguales y de signos contrarios 

p, + ^ = o. Y la superficie tiene una curvatiíra media nuia en 

cada uno de sus puntos.
105. Líneas de curvatura del elipsoide. Sea el elipsoide

<í;r« + ¿y 4- cs'^ = i. (l)

La ecuación de las líneas de curvatura es

dx dy dz

ax éy CZ —o;

adx èdy cdz

5' observando que }iia,vd.v = o y que L^^.v- = i, resulta

'¿xdx dx dy

i ax ¿y = o.

o adx ády

Desarrollando, se tiene

aáy.rdx (xdy — ydx:') — dxdy {ó — a) — o;

, axdx-{-6ydy 
sustituyendo sd2 por — — -^ , se tendra

a¿| íi^dx [c — d) -\-ydy (c — é)] (xdy —ydx) — c(é a} dxdy = o.
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Si en la fórmula del elipsoide se sustituye a, ó, c por -- -- 
y se hace

se obtiene para la ecuación de las líneas de curvatura del elipsoide

la ecuación siguiente

A.vyy^ -p (jrs _ A/ — B)/ — .ry = o, (2)

expresando y la derivada

Esta ecuación se integra diferenciando, y se obtiene

2A,ryyy + çAy^ — i) (jr/ + j)

+ y" Çx^ — Ay — B) -{-/ (24r — 2Ayy} = 0.

Eliminando 4^2 _ Ay^ — B^ résulta

V y -r/
Suprimiendo el primer factor, é integrando

— = const = 0 v = —

Si se sustituye este valor en (2), se tiene la ecuación de la 
proyección de las líneas de curvatura en el piano ;^, à saber 

Azèir® + (j^ - A/ — B) ^ —y — 0

0 .y (A^-^ + ¿) —y (Ajè+ i) = BÀ

Esta ecuación representa una serie de secciones cónicas.

106. Paraboloide hiperbólico equilátero. Sea ^ = ^. La 
ecuación

^^ y ydz dy y çdz
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se reduce á

a

Quitando denominador y reduciendo ^rá

(«2 _L ;r") dy- — (fl’ 4- /) d,v^ = o,

y resolviendo, 

dy -./a^-^x'

Separando las variables, resulta 
d,r dy

É integrando,

log (áT + y¿M^) ± log (7 + Í«‘^ +/) « log C.

.Según el signo que se tome será

Haciendo variar á C se tienen las proyecciones horizontales de 
las dos familias de líneas de curvatura.

107. CaSO de LAS SUPERFICIES HOMOFOCALES DE SEGUNDO 
GRADO. Teorenía. La mfersecciÓK de dos su/er^cíes komofoea¿es 
de segundo gj'ado es una ¿inea de curvatura de tas dos superficies 
ó bien: Las superficies de un sistema tripio ortogonai se cortan según 
¿ineas de cuj'vatura. Sean las superficies

íZ —j—X ¿ —p X C —|— X

11j = o. (2)
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La ecuación de las líneas de curvatura de (1) es

x dx
dxa^ + l d^ -\-y.

y dy
í’ + x

ay = 0 (3)

Z dz
C^-^l c^ + X

dz

ó :i:ífy¿¿2 (¿2 _ í;^^ ^ ydzdx (c'^ ~ a^) -|_ sdxdy(a‘^ — ¿‘^) — 0

y puesto que se verifican para (i) y (2) las ecuaciones diferencia
les, tendremos que

xdx ydy

ydy zdz
+ ¡x c’+ fx

de las que resulta

X z

dx : dy-.dz —

y z

¿’+h- í^+íx

Sustituyendo en (4) por dx, dy, dz sus valores proporcionales, 
tendremos

xyz {d^ — è^) (¿2 ^) ^^i _ ^2^
(«‘ + K)(¿*+X)(tf*+x) («*+jx) (Ó^+ |x) (,^4 jx) ^ ^ (^’+jj^rt 

expresión que es igual á cero (4) (pág. 54); luego la intersección de 
as superficies (1) y (2) satisface á la ecuación diferencial de las lí
neas de curvatura.

Corolario. La primera setie de ¿meas de curvatura de un 
eh/soide se forma for ¿as ¿nierseceiones con ¿os /i¿feráo¿oides ¿lomo- 
foca¿es de una ¿ioja y ¿a se^nda serie for ¿as de ¿os kiferMides de 
dos ¿lojas.
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Teorema de Dupin. Si ¿res familias superficies se corían orío- 
gonaimente, ias intersecciones son iineas de curvatura.

Sean las tres superficies

P{x,y, z) = o, ^>{-r,y, 2} = o, T (;i^,J', s) = « 

que se cortan ortogonalmente, y sea P^v.y, s) un punto común. 
La condición de ortogonalidad es

F.fl’.+F/^ + Fa’^-O. <Í>?r.+'I-?l% + ‘I‘a’í'3=-0. i .
T,F. + T,F, + T,F,«o. i

En este caso, en cada dos superficies, por ejemplo, F = o 
y 4J = 0, las intersecciones son perpendiculares entre sí, y la pri
mera de estas ecuaciones se verifica para el punto P' (;r + d.r, 
j -L dy, s + dz}. La tangente de esta intersección coincide con la 
normal de la superficie T = o, es decir, que

d:t:-.dy.dz = 'V^ :T2:T8. , (2)

Sustituyendo d.v, dy, ds'por ^ + d.r, y + dy, 2 -{- dz en dicha 
primera ecuación, tendremos

[*, (F,, 1^ + F„T, + F,.T.) + -^ (F», 1^ + F-V. + F„T.) 

+ <1.. (F„T, + F^T, + F„¥,)] + [F. (*„*, + 4>«T. + ♦«f.) 

+ F,('I-„Ta 4-«V.+ 4-..T.) + F,(«.,'ir,+ *„'r. + ®«,T,)] = o.

Expresando, para abreviar, por (^^ el primer paréntesis cua
drado, tenemos que (4» T) = (T*). Y procediendo con las ecuacio
nes segunda y tercera como con la primera, resultará

(4>T)-|-(FT) =o, (TF) + pl’F) = o, (F<I>) + ('F<i>) = 0 

y además
(F’^) = (‘l’F), (‘hT) ^(^‘P). (TF)=»(FT): (3)

de lo que resulta
(F'h)(0'F) = (TF) = o. (^)
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De las dos primeras ecuaciones y (<!> T) = o, resulta eliminando, 
'*'i> ‘*’2» ‘**j,

T, F, 
'P* F,

(F,. f, + F,, T, + F,. TJ 
(F„ Ï, + F„ T. + F,3 'D = 0

'1^3 F, (Fa, T. + F„ T. + F„ U-U
y en virtud de (2)

dx F, ¿ZF, 

dy F, í/Fs 

ds Fg ¿ZFg
que es la ecuación de las líneas de curvatura de la superficie F = o. 
Poi consiguiente en el punto P, la dirección de la curva de inter
sección de f = o y 0 = 0 coincide con una dirección de curva
tura principal de la superficie F = 0.

Corolario. 6/ ¿a mief's^cczoK de dos suj^ef^des F = oy *1* = 0 
«y, eH cada una, ¡mea de curvaiura, será constante e¡ ánguto de 
a^uedas^ á ¡o ¡argo de esta y reciprocamente: ¿V se cortan sie/npre dos 
superjicies segán áng^ito constante, y su ¿ntersecdón es dnea de cur
vatura de ¡a una, tambien ¡o será de ¡a otra.

Podemos observar que, en el plano y en la esfera, toda línea es 
línea de curvatura porque fórman las normales á lo largo de cada 
cuiva una superficie desarrollable, y tendremos como caso espe
cial el

Teorema de Joachimsthal: Si zm />¿ano 0' una esfera cortan á 
ztna sufetjicie según un ánguio constante, ia intersección es una tinea 
ác curvatura y reciprocamente: Si zma tinea de curvatura es ftana 
o esférica, su ftano ó su esfera corta á ta superficie según uN ángulo 
CONSTANTE.

108. Torsión geodésica. Siendo

X = jif-+-aÁ, Y==y+^?,, Z = ^+yX
Ias ecuaciones de la normal á una superficie en el punto M (x,p, 3), 
las ecuaciones de la normal infinííamente próxima son

'í^ + o.d\ + Kda = o, dy ó- prfx -P Áí/f:í =0, de + ydk -¡- Idy = 0,
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Eliminando X, Y, Z, À y ¿X, se obtiene la ecuación de las líneas
de curvatura

dx dy dz
o.- = 0.
dcí '^Y

que podemos escribir de la manera siguiente:

d:r dy dz
lis ds ds

dsCÍ Y
o. + da. Y + ^Y

dz dy dx
Pero p “7- --  Vds ‘ ds ' ds

dz dy ñ^^
ds' ds ds

son los cosenos directores de la perpendicular á las direcciones 
a, P, y y dx, dy, dz. Son pues los cosenos directores de una tan
gente á la superficie perpendicular á la tangente dx, dy, dz. El pri
mer miembro de la ecuación es pues, salvo el factor ^, el coseno 

del ángulo que forma la normal en M' con una tangente á la su
perficie, perpendicular á la dirección d^v, dy, dz. Llamemos d-]> al 
complemento de este ángulo, el cual será el ángulo que forma el 
plano normal en M á la curva (dx, dy, dz} con la normal á la su
perficie en el punto próximo M'.

La relación ^ se llama torsión g-eodesica de la curva. La ecua

ción de las líneas de curvatura puede por tanto escribirse ^^ — u. 

La torsión ¿'eodósica de las iineas de curvatura es nuia.
La torsión ¿•eodesica de una curva, reiativamente á una sti^eifi- 

cie en ¿a oue está trazada, es ei iimite de ia reiación expresando 
ds

ds el elemento de arco de esta curva y í?| el ángulo que forma la 
normal á la superficie en M con el plano normal á ésta en el punto 
infinitamente próximo, tangencialmente á la curva.
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109. Teorema de Lancret. Sea una curva que pasa por el 
punto M (.r, j/, z) de una superficie en la que está trazada; y sean 

¿, ¿:; a', b', c'; a", b" c" los cosenos directores de la tangente, nor
mal principal y binormal á la curva, ds y dx los ángulos de contin
gencia y de torsión, 0 el ángulo que el plano osculador de la curva 
forma con el plano tangente á la superficie, a, ^, y los cosenos di
rectores de la normal á ésta. Tendremos

aa -|- ¿3 -j- cy= o, ya-j-¿’P -j- c'y— sen &, ¿í"a-J-¿"¡j-[-c"y=cos 0, 

ó resolviendo con respecto á a, p, y,

asen6-1-a"eos6, ¡3=^'sen'J-|-<5"cosó, y=c'senil -f-í’cosó, (i) 

ó diferenciando y aplicando las fórmulas de Serret-Frenet,

ds — (a' eos 0 — a" sen 6) dd — (a" dx -f- ads') sen 6 4. a'd^ cos 0,

que puede escribirse

da. = a' cos 0 [d^i -|- í/t) — a" sen 0 (d^i -j- dx) - — a sen ^di.

Formemos la cantidad bdy — ed^, y tendremos 

bdy — ed^ = (a’ cos 0 -|-y sen 6) (df) -|- d^)^ 

es decir, en virtud de (1)

bd-f — cd^ = a. (d^i -j- dx), cda. — ad'f — [3 (d<) -j-rfr), 

íí:rf¡3 — bda. = y (d^ -{- dr).

Multipliquemos la primera ecuación por a, la segunda por ^ y la 
tercera por y, y sumemos. En el primer miembro tendremos el de
terminante que hemos llamado ¿/|, y que dividido por ds, da la tor
sión geodésica. Así,

í?| = d^) 4- dx,
d-¡¡>  d^ dx 
ds ds ds'

es decir, que: Si una curva es ¿inea de curvatiira de zíua su/ferjdeiey 
se tiene t^ue db -p dx = o, enunciado del teorema de Lancret.
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110. Variación de la torsión geodésica. Sea la fórmula 
conocida

dx
a

da.

dy dz 

P Ï 
rf¡3 dy

Si se toman por ejes la normal á la superficie y las tangentes á 
las líneas de curvatura, se tendrá

dx dy o
£ da.

= ° “ * " ” * “ * 
da. d^ dy

Pero, en virtud de ser,

£a_£ / _ d/ (i + /) — pgdq
~ds ^ ds /14-/ + / ¿/5(1 +/" + ?7'^ ’ 

y del sistema de ejes adoptados, 

da. dp   d^ d[i dy
ds ds ds ’ ds ds

La fórmula (1) se reducirá á

ds 'dsds

Sean R y R' los radios de curvatura principales de la superficie 
y o el ángulo que forma el elemento ds con la sección principal de 
radio R. Tendremos

ds 2
i \i

R
sen 2^;

1/1 i\ ■y si se hace — ( 7: — K7 ) = ^ sera -j- — a sen 2-i.2 \R R / ds

111. Consecuencias del teorema de Lancret. Teorema- 
La difercncial del ángulo., se^ún el cual se corlan dos superjicies, es 
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igual, presebidieudo del /'acfú}' ds, d la diferencia de las torsiones 
geodésicas de sii intersección.

En efecto, sí S y S' son las dos superficies y C la curva de su 

intersección, ds el elemento de C, su torsión en el punto M, 6 

el ángulo que forma su plano osculador con el plano tangente á 
S, 0' el ángulo que forma dicho plano osculador con el plano tan

gente á S' en M y -^, ~- las torsiones geodésicas, según que 

se considera á C como trazada en S ó en S', el teorema de Lan- 
cret conduce á las ecuaciones

rff = r/6 + dx, df = db' dT, y rf(| — y) = í^(6 — 6').

Pero G — 0' es el ángulo V, según el que se cortan las super
ficies en M; por consiguiente

d‘^—dy = dy. (i)

Corolario L Si dos superficies se cortan según una linea de 
curvatura de cada una de ellas, se cortan según un ángulo cons~ 
tante, pues en este caso r/'} y d-f son nulas; luego dy = o y V 
es constante.

CoROLARíQ II. 5/ dos superficies se cortan según un ángulo 
constante y, y si la interseccio'n es una línea de curvatura de una de 
ellas, será una línea de curvatura de la otra, pues si en la fórmula 
(i) se hace V = const à dy = q y d']^ = o, será f/'V = o.

Corolario III. SÍ tres familias de superficies se cortan siempre 
ortogonalmente, se cortan según sus líneas de curvatura.

Sea M el punto de intersección de tres superficies de familias 
diferentes y ¿r, a' las torsiones geodésicas de la intersección de í y / 
respecto á las superficies s y s'; ó y ¿>' las torsiones geodésicas de 
la intersección de f y j" relativas á las superficies j' y Z; c'' y c las 
torsiones geodésicas de la intersección de s" y j respecto á estas 
superficies. Se tendrá

— a'= o, é' — 1)" =s o, c" — c= o.

11
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Pero, siendo ortogonales las 
se tendrá en virtud del teorema 
torsión geodésica,

intersecciones que consideramos, 
anterior sobre la variación de la

Æ 4-c = o, «'+ ¿'« o, ¿" + c" = o;

luego a —a' ^0' = ó" = c" = c = o. Así pues, ^, ?, s" se cortan 
según sus líneas de curvatura.

Corolario IV. Si una linea de curvatura de una su/fer/icie S 
es plana ó esférica, el plano o’ la esfera ^ue la contiene corta á ae^uélla 
según un áng^ilo constante, porque toda línea trazada en un plano 
ó una esfera es línea de curvatura en este plano ó en esta esfera.

Corolario V. Si una linea de cíirvatura C de una suferfeie S 
es plana, la arista de retroceso de la nortnalia desarrollaóle relativa 
á esta linea de curvatura es una hélice.

En efecto, sean æ, b, c, a', b', c-, a", b", c" los cosenos directores 
de las direcciones principales de la curva C; a„ ¿„ fu a,, ¿',, c\\ 
a^f, b''^, c'\ los cosenos directores de la arista de retroceso D de la 
normalia desarroUable de que se trata. La línea D es una evoluta

de C: de manera que, si se llama ds. ^, ^- á las cantidades aná-

logas relativas á D,- se tendrá (pág. 109)
í/R = rfj„ 

v aa' = o, 

S íí\<x, = eos 0, 

X d'a^ = sen 0,

a = d„

>^ aa\ = i, 

S «'y, = o, 

E d'a'i = 0,

¿> = bf c ^c\ 

11 da'i = o, j 

S dd\ = sen 6,1 

S d'a\ = cos 0,

siendo 0 el ángulo que el plano oseulador de C forma con el plano 
tangente á la superficie. Diferenciando H Æiz"i = 0, tendremos poi 
las fórmulas de Serret

a-ds ,, .-,^¡'ds^
-^— «1 +^ *-4;— ^ — 0,

, ds^ 
:ó en virtud de (2)

sen 6 ds 
R

(3)
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Diferenciando — aa, = o, se tendrá igualmente

ó en virtud de (2)

De (3) y (4) resulta

cosOíZf ds^
R R? o. (4)

tgO - Tp

el ángulo 0 es constante para una línea de curvatura. Se ve pues, 
que la relación de la curvatura á la torsión en cada punto de la 
curva D es constante. Esta curva es por lo tanto una hélice traza
da en un cilindro.

112. Envolventes de esferas. Teorema I. I^as líneas de 
curvatura de toda envolvente de esferas son sus características y sus 
trayectorias orto^'onaies. '

En efecto, la característica de toda envolvente de esferas es una 
circunferencia, que es línea de curvatura de la esfera envuelta; y 
puesto que esta esfera envuelta encuentra á la envolvente según 
un ángulo constante (nulo), la característica es también una línea 
de curvatura de la superficie. El radio de la esfera envuelta es evi- 
denterhente un radio de curvatura principal de la envolvente; por
que el radio de curvatura de la característica debe ser, según el 
teorema de Meusnier, la proyección del radio de curvatura princi
pal sobre el plano dé la característica. Este radio de curvatura prin
cipal es por tanto, el radio de la esfera envuelta: Reciprocamente:

Teorema II. Si un sistema de ¿incas de curvatura de una su- 
Perfeie se compone de circunferencias, esta su-
/erfeie es ¿a envoivente de una /amiiia de es
feras.

En efecto, sea MNM' una línea de curvatu
ra circular que pasa por un punto. M, y MH 
otra línea de curvatura que también pasa por M. 
Sea Mw la normal á la superficie. Si se levanta 
en 0 una perpendicular Ow al plano del círculo 
MNM', encontrará en œ á la normal á la superficie en M, que será, 
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en virtud del teorema de Meusnier, el centro de curvatura de la 
sección normal, que pasa según la tangente MT á la línea de cur
vatura MNM' en M. Si desde w como centro con el radio wM, se 
describe una esfera, contendrá al círculo MNM', que será una línea 
de curvatura de la esfera; pero ésta será tangente á la superficie 
según esta línea de curvatura, en M. Y, puesto que debe cortaría 
según un ángulo constante, debe también ser tangente á ella á lo 
largo de la circunferencia MNM'. La superficie en cuestión es una 
envolvente de esferas.

Corolario I. El lu^^ar de los centros de las esferas envueltas 
es tamálen el lu^ar de los centros de ttna de las curvaturas principa
les, que se seduce entonces, en este caso particular, á una recta.

Corolario II. -En las envolventes de esferas, las normales en
cuentran d una rectafja.

113. CíCLiDA DE DupiN. Problema. Oétener el lug‘ar de los 
vertices de los conos de revolución que pasan por una cónica dada.

Supongamos dada la cónica A-r^ -|- A^' = I en el plano de 
las

La ecuación más general de la superficie de segundo grado que 
pasa por esta cónica será

A-r- + A'/ + AV + 2B_y2 + 2B'.r2r + 2C2 = 1;

si es de revolución, será necesario que B' ó B se anulen. Sea B' = 0. 
Entonces será necesario que se tenga B" = (A — A') (A — A ); 
y la ecuación de las superficies de revolución que pasan por la 
cónica podrá expresarse así

Av’ 4" A'y^ 4" + 2Bj’’2' -f- 2C''2 = i, 
B‘ = (A - A') (A—A"). S

Establezcamos que el centro se halla en la esfera y hallemos el 
lugar de este centro. Será necesario hacer

Ajr = o, A'7'4"B2 — o, B> 4" ^"^ 4" C" = 0, C"^—1=0.

La primera de éstas manifiesta que el lugar es plano y que se 
halla contenido en el plano de pe. La eliminación de B, A', C entre 
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la segunda ecuación (i) y las tres últimas, da

A'y’ + (A' — A) (As- — A'y 4- i) = o,

AAy 4- A (A' — A) 2^ -j- (A' — A) = o.

Ej lugar se compone pues, de una cónica colocada en el plano 
de las yz, y también de otra cónica colocada en el plano de las xz. 
Las ecuaciones de la cónica propuesta y las de las que constituyen 
el lugar pueden escribírse así

X^ 1*3

a- — ' a'
Z^

el foco de cada cónica es el vértice de otra cónica, y el lugar de los 
vértices de los conos de revolución que pasan por la cónica (B) es 
la cónica (A). Si una de ellas es una elipse, la otra es una hipérbo
la. Estas dos cónicas se llaman foea/es, la una respecto de la otra.

Pues si buscamos el lugar de los puntos cuyas distancias á un 
punto de (A) son funciones racionales de las coordenadas de este 
punto, será necesario que, llamando a, p, y las coordenadas de 
estos puntos ó focos, se tenga

(.r — «)* 4- (jz — ¡3)® -j- y’ — {Ix 4- my + «)®, 

expresando Z, m, n números por determinar. Y por identificación 
con (A), tendremos

(i — /4 a- = (i — m^) ó- = K^ — 'y.^ — 3- — y*,

Im = o, a 4- “^^ = o, [3-|-?«« = o.

Limitándonos á las soluciones reales, tenemos la ecuación (B). 
La ecuación (C) sería otra solución. Y se obtiene también

Zr 4-»?y + « = j/--—^.> ^-“+ yZ;-

Se ve que la suma de las distancias de un punto de la hipérbola 
focal á dos puntos diametralmente opuestos de la elipse, es cons
tante. Los puntos de la focal son pues verdaderos focos en el es
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pació. Se ve también que la suma de las distancias de un punto de 
la elipse á dos puntos fijos de la hipérbola es constante.

Es evidente que el cono de revolución cuyo vértice es un 
punto de (C) y cuya base es la cónica (A), tiene su eje dirigido 
según la tangente á la hipérbola. En efecto, esta tangente divide 
en dos partes iguales ai ángulo de las generatrices del cono que se 
hallan en el plano de la hipérbola y terminan en el vértice de la 
elipse, que es el foco de la hipérbola.

Definición. La cíc/ida estudiada por Dupin es una superficie 
cuyas líneas de curvatura son todas circulares.

Según lo que se ha dicho, las normales encuentran á dos 
curvas fijas C y C'. En efecto, la cíclida será de dos maneras una 
envolvente de esferas, y la normal encontrará á los lugares de los 
centros de estas esferas. La normal á la cíclida que se apoya en 
una línea de curvatura circular, pasa por un punto fijo de la curva 
C y sigue á la curva C'. Esta curva se halla pues en un cono de 
segundo grado, cuyas bases son líneas de curvatura del mismo sis
tema. Esta curva C' es pues una cónica. En efecto, por una curva 
de cuarto grado, propiamente dicha, no se puede hacer pasar una 
infinidad de superficies de revolución, y lo mismo sucede á la 
curva C.

La curva C' es el lugar de los vértices de los conos de revolu
ción que pasan por C; luego C y C son focales la una de la otra.

Busquemos la traza de la superficie sobre los planos de las 
curvas C y C. Sean T esta traza, M uno de sus puntos. La normal 
en M á la superficie debe encontrar á C y CÍ Luego encuentra á 
una de las curvas, y pasa por el vértice de la otra, que es un punto 
fijo; luego T se compone de dos círculos, cuyos centros se hallan 
á la vez en los puntos que son simultáneamente el foco de una de 
las curvas C y el vértice de la otra.

Pero debe tenerse presente que la cíclida es una envolvente de 
esferas. Los planos de las curvas C y C' deben ser planos de sime
tría. Puede considerarse á la esfera envolvente como si tuviese 
su centro en un punto w de C, su radio es la línea wM que une o 
con un punto de la superficie, que puede suponerse en el plano de 
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la hipérbola y que podrá ser la hipérbola. Es por consiguiente, tan
gente á dos esferas cuyos círculos máximos son las trazas de la su
perficie en el plano de la hipérbola. Pero la diferencia de las distan
cias del punto ¿z á dos puntos diametralmente opuestos de la elipse 
es constante; luego la esfera envolvente es tangente á una infinidad 
de esferas fijas. Luego:

La eíc¿¿da puede considerarse como /a envo/venie de una serie de 
esferas íang-enies á ¿res esferas Jifas.

Este teorema de Dupin constituye la definición de la cíclida.

§ 5.® Líneas asintóticas

114. Definición. Se iiaman iíneas asiníoPicas de una superfi
cie con curvatura opuesta, las que en cada uno de sus puntos son 
tangentes á una de las asíntotas de la indicatriz. Existen pues, dos 
series de líneas asintóticas, de las cuales una, en el caso de las su
perficies alabeadas, es el conjunto de las generatrices rectilíneas, 
porque para éstas el radio de curvatura es infinito.

Ya al considerar las asintóticas como pertenecientes á familias 
de curvas conjugadas, hemos establecido una de sus más principa
les propiedades. Ahora observaremos que por cortar las asíntotas 
de la indicatriz á la superficie en tres puntos confundidos, tienen 
con ésta un contacto de segundo orden; luego

Teorema. Las íang'entes á ias iíneas asintdíicas iie^íen un con- 
tacio de segundo orden con ia superficie.

Oèservaciones: 1.” Resulta de la definición de las asintóticas 
que, si se proyectan sobre un plano que pasa por una de sus tan
gentes normal á la superficie, serán tangentes en proyección, á su 
tangente en un punto de inflexión.

2. “ La fórmula de Lancret d'^ = d^ -\- d': se reduce, para una 
línea asintótica, á ¿/’j- = d^, porque el ángulo 0 del plano oscula- 
dor y del plano tangente á la superficie es siempre nulo. Así pues:

La torsión geodésica de una iinea asinióiica es iguai á su íorsión 
propiameníe dicka.

Efemfio i.” Sea la superficie reglada z = ^ arc tg —
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llamada ke/ieoide aiaâeado de /iano direeíor, qué se engendra de la 
manera siguiente:

Consideremos un cilindi-o de revolución alrededor de 0^ y en
este cilindro una hélice cuyo paso es A = 2z,è, 
que parte del punto A de O.r (fig. 67).

Supongamos una recta móvil NM que se 
apoya en el eje 0¿r, sobre la hélice y permane
ciendo paralela al plano de las .ry. Esta recta 
describe el helicoide de que tratamos. Y se 
tendrá

2^4ry ^ {y^ — '1^^) 2^X}f
W+J^' (**-y)’ ’ '“~ {^* +y)‘’

La ecuación diferencial

rd,r^ -}- 2sd.rd}> -(- ¿dy^ = 0

de las líneas asintóticas es, en este caso,

xydx^ -{- {7/^ — 4?^) d,rdy — .rydy^ = 0.

Resolviéndola con relación á se obtienen los dos valores

dy y dy   ^^^
¿Za' ;r’ d,r y'

que dan las proyecciones horizontales de los dos sistemas de líneas
dy , dy 

asintóticas. El primer valor de conduce a una ecuación —- = —, 

ó integrando

logj/= log A-+ C y =

Esta ecuación representa rectas que pasan por el origen. Son 
las proyecciones del primer sistema de líneas asintóticas, formado 
por las generatrices rectilíneas de la superficie, NM.
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El segundo valor de — conduce á una ecuación

siendo a una constante arbitraria.
Las líneas asintóticas del segundo sistema se proyectan hori

zontalmente según circunferencias cuyo centro es 0. En la super
ficie, son hélices, cuyo paso es h = 211^, trazadas en cilindros de 
revolución alrededor de Os. Una de estas líneas es'la hélice direc- 
tiiz. Y se ve que los dos sistemas de líneas asintóticas se cortan 
ortogonalmente. En cada punto, las direcciones asintóticas son rec
tangulares. La indicatriz está formada por dos hipérbolas equiláte
ras conjugadas.

!^i^£ráo/oíde de una koja. Sea

Tenemos 21 ±
A« B^V

Sustituyendo en la ecuación de Ias líneas asintóticas (pág. 138) 
resulta

dy- dv

y diferenciando.

La integral general es ^^ = const.; y sustituyendo en (1) resulta

()é4r—J)‘ = A’^ + B®. (2) 
que representa dos rectas, que son las generatrices rectilíneas de 
•a superficie.
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La ecuación (2) admite como integral singular

Si se sustituye el valor de ^ en la ecuación (2) resulta

que comparada con la del hiperboloide conduce á = o; luego la 
solución singular da una curva á la que se proyectan tangenciai- 
mente las generatrices rectilíneas sobre el plano ;r0y.

115. Líneas asintóticas de una superficie de revolución. 
Suponiendo ¿i =/(;r' + /) = /(7¿"), ^ « eos f),y = sen 6. Si en 
la ecuación diferencial de las líneas asintóticas se sustituyen los 
valores de d,v, dy

dx = cos^du — í<senO¿¿fJ, ú^ = sen ^ dit-{- ucos^idu, 

tendremos
(reos’’ 6 + 2ísenocos0 4- ísen'’0)¿/«-

-1 - 2 [(/ — r) sen 0 eos 0 -f- j (eos’ 6 — sen’ ó)] « dudri

4- rsen® 0 — 2s sen 0 eos 6 + icos” 6) ü^ ¿ó” = 0.

Sustituyendo los valores obtenidos de r, s,'t en función « y de 0, 
resulta para la ecuación de las líneas asintóticas

+¿« =y- v

ó, haciendo «” = z»,

Aplicaciones: i.® Hiperboloide de ievolución de una hoja.
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Se tiene

de donde u = —, (expresando a una constante) 

ecuación de una tangente á la línea de estricción.
2? Su/>erJic¿e e-M^endraeia por ¿a /raciris

, = - l „= + a log +1^?^
U

Tenemos haciendo u^ = v, 

/(v) — — |Z¿za — 57 + Æ log ~ÜÍ—

=

Haciendo u = a sen se obtiene 
sen 6 ’

0, expresando A una constante, 

sens, Aa
i + cos<p A®^e 

(Resal. Exposition de ia t/ie’orie des sus/aces, pág. 62).

§ 6.° Líneas geodésicas

116. Definiciones. Según se expuso en el tomo IV (pág. 425) 
e llaman Eneas geodésicas al más corto camino entre dos puntos de 

a supeificie. Pero también se las suele definir diciendo que son 
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aquéllas cuya ucrínal principal coincide cou la uoruial à la superficie, 
ó cuyo plano osculador es nortual d la superjlae, y que se demuestta 
como propiedad principal en la pág. 174-

Podemos demostrar por consideraciones elementales que el arco 
de una línea geodésica es el mínimo entre dos puntos de la super
ficie basándonos en esta definición. En efecto, sea C el centro de 
curvatura de una sección hecha en la superficie por un plano que 
pasa por la cuerda aè = ^, ? = «C, d- Z. C¿, arc aè= d'7= zd‘..

Se tiene = 20 sen y = zdz (^1 —p

Í > ^' \ 
ó, sustituyendo d-^ por —, da = rl 1 + '

se ve que d's será mínimo cuando p sea un máximo, ó según 
el teorema de Meusnier. cuando el plano aCè sea normal á la su
perficie. Un hilo tendido entre A y B, en una superficie, trazara 
una línea geodésica.

Esto sentado, las ecuaciones de las líneas geodésicas, tomando 
el arco por variable, serán

d'^r dy d'^z

ó bien, llamando A, B, C á los coeficientes del plano osculador,

A/ + Bÿ — C = o.

Supongamos que la ecuación de la superficie sea f{.r, y, k)=o, 
la ecuación de las líneas geodésicas será

+ + = o ó A/, + BA+ C/. = o.

Y haciendo N = VZ? + /? + /3% se tendrá
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Ó, diferenciando,

Sustituyamos /g, y^ por las cantidades d'\x, d-y, d'^s que 
les son proporcionales, cuando se toma s por variable indepen
diente, ó mejor, por Ias expresiones d-:xds — d-sd.x, ...... relativas 
á una variable cualquiera; y tendremos

Ï {d^-xds — d'^sd-v} d = o

ó ^(d-.rds — d'-^sd.r) (Nd/j—f^dN^ — o, 
es decir,

N6Í5 ïyf,rf«x—N</*j Sy/, dx—d^ds '^f^d'^x + d-^d^s ^y. dx = o; 

y, en virtud de las fórmulas

^J^dx = o, '^{d/¡dx-{-J^d'^x') = o, 

la anterior se reduce á

N¿r Sí/y, ¿-^r — l^dj.dx >[<d^s — d^ds) = o.

Esta ecuación puede escribirse de la manera siguiente, 

^d/^d-x d-s í/N
^df^dx ¿/ó-' N 

fóimula dada por Joachimstahl para las líneas geodésicas. 
Ejemplo. Sea la superficie

— 1 21 i
7^ = ^’

se tiene

^^ 2dxd-x 2dx‘^-^, df,d^x= ^, , d/,d.r = ~

luego Ï df,d-^x = ~dy:dp,dx;

MCD 2022-L5



174 LIBRO I?—CAPÍTULO IV

y la ecuación de las lineas geodésicas será 
idXdfidx d^s d^
2Íl>dfid,v dtf ’ N

Ó — log Ùi df^ ¿i.v — log ds -|- log N = const., 
2

que es una integral primera.
Propiedades. Teorema I. . La noítna!/>ríKc¿/a¿ de una g'eode'- 

sica es nonnai d /a su/^erficie en que se kaüa e's(a ¿razada; 6 también: 
jEn ¿odo /unto de una g'eodésica, ei piano oscuiador correspondiefite 
pasa por ia nortnai d ia superficie.

Sean A, P, B tres puatos consecutivos de una línea geodésica

Figura 68

(ftg. 68) y AP = BP. De la definición de esta línea 
resulta que de todos los triángulos isósceles cuya 
base es AB, y cuyo vértice .está en la superficie, el 
de menor altura es el APB. Estos triángulos tienen 
sus vértices en una curva CPE de la superficie que 
es la intersección del plano perpendicular á AB 
en su punto medio y la superficie. PD es la altura 
del triángulo isósceles APB, siendo P el punto de 

la curva CE, cuya distancia á D es un mínimo, es decir, PD es per
pendicular á la tangente á CPE y PD pasa por el centro del círculo 
circunscrito al triángulo, siendo en el límite la normal principal de 
la geodésica APB en P, y es perpendicular á su tangente en dicho 
punto. La normal principal PD es pues perpendicular á dos tangen
tes, y por consiguiente normal á la superficie en P. El plano oscu
iador APB de la geodésica contiene pues á la normal PD.

Teorema II. La proyección de una línea geodésica soire el plano 
¿ang'enie presenta una inflexión en el punió de con¿ac- 
¿o, porque el plano tangente pasa por la tangente per- —ÍL~^ 
pendicularmente á la normal principal.

Teorema II1. Dada una curva cualquiera MS 
(fig. 69) ¿rasada en una superficie, se ¿rasan lineas 
geodésicas MN, M N',...... normales d MS, y se ¿orna 
MN = M'N' = .... £■/ lu¿;ar de los punios N, N',.....  
las lineas MN, M'N',.....

Figura 69

s^d íiúrfníd a
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Sean r el arco de geodésica MN, t el arco de curva NN', V el 
ángulo de NN' con NM. Se tendrá

eos V = 23 "^2
^r 'és ’

cl4r ^-V 

3r is Sr ^s

Supongamos que se haga variar las longitudes tales como MN. 
Se tendrá:

ScosV yr áír ó,r S^r 
ár ??- ^r ?j +

Pero se tiene que .

Sr Sr Íí ?r Sr 3j 3? áróí 2 17 3Í^^ 2 17“^^ 

luego

s eos y _

Sustituyendo ~,por sus valores, deducidos de las ecua

ciones (R es el radío de curvatura de la geodésica)

que expresan, que la normal principal á la línea geodésica es la 
normal á la superficie, se tiene

^cosV f3^^ i 
yhq7+7F+7'

La dirección — 1 es normal á la dirección

3 eos V
=

Así el ángulo V no depende de r. Se puede pues, tomarz'=o. 
ntonces eos V = 0; luego eos V es siempre nulo.

Oóservaciáií. Si por un punto fijo 0 se imagina una serie de 
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geodésicas de igual longitud OM, se obtendrá una curva, que se 
llama eírcu/o geodésico^ cuyo centro es 0 y OM el radio geodésico.

Los radios geodésicos corían ai circaio según un ánguio redo. 
Este teorema resulta del anterior

I'eorema IV. Si dos geodésicas se corían segíín un ángulo infi- 
niiamenteLc^ueño d^yy si se ¿rasan, en cada una ápartir de stipunto 
de intersección 0, longitudes iguales OM, 0M' = di iiifimtamente pe- 
(j>ueñas, se tendrá MM' = dldw.

En efecto, proyectemos la figura 0MM' sobre el plano tangente 
á la superficie en 0. Sean m y ni las proyecciones de M y M’, Om 
y Om tienen c?n 0 un punto de inflexión.

La diferencia entre m/n y MM' es de segundo orden con rela
ción á cada una de estas líneas; se puede pues tomar MM' = mm'. 
El ángulo díü se proyecta según su verdadera magnitud, porque las 
tangentes á OM y á 0M' están en el plano tangente. Estas tangen
tes lo son también á Om y á Om'. Pero, como hay inflexión en 0, 
las distancias de M y m' á sus tangentes son de tercer orden, sien
do mm' de segundo. Se pueden sustituir los puntos m y né por sus 
proyecciones sobre dichas tangentes, y se tendrá

rfifft = MM' = dií^dl.

Teorema V. La torsión geodésica de una linea geodésica es 
igual á su tors ón propiamente dicha, lo que just^ca la denomina' 
ción torsión geodésica.

En efecto, siendo ¿Z'^ == dh -[- dx, por ser 0 = —, dh^o y por 

consiguiente, la torsión geodésica es igual á ^^ que es la torsión 

propiamente dicha de la curva.
Teorema VI. Las torsiones de las curvas geodésicas que pasan 

por un mismo punto de una superjicie varian como los cuadrados de 
los radios vectores de una lemniscata de Bernoulli.

117. Curvatura geodésica. Puesto que las líneas geodésicas 
son en una superficie S como las rectas en un plano, se llega pot 
analogía á la noción de curvatura geodésica.
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Sea una línea cualquiera L trazada en una superficie S. Tra
cemos la línea geodésica M^ (fig. 70) tangente á la línea L en un
punto M; y, desde un punto infinitamente próxi
mo M' tomado en L, tracemos la línea geodésica 
M'P perpendicular á M^. Se llama radio de curva
tura geodésica de la curva en el punto M al límite

hacia el que tiende la relación --—,-- cuando M' 
2M P Figura 70

tiende hacia M. Llamando R^ al radio de curvatura geodésica de la 
línea L en M, se tendrá por definición

RS
MP<

'™ 5m¥

La curvatura geodésica es 1 : R^. El radio de curvatura geodé
sica definido así, no cambia cuando se deforma la superficie como 
una pieza de tela flexible é inextensible; porque conservándose las 
líneas geodésicas, las longitudes de los arcos MP y M'P penna- 
necen invariables así como el ángulo M'PM, 

118. Geodésicas Á las superficies de revolución. Siendo la 
ecuación de las superficies de revolución

-P y} = o,

sus ecuaciones diferenciales son

d'^.r d-y d^z __ — —yf
ds~ ds^ ds-

de las que resulta

d^v dy d

que es la ecuación diferencial de la proyección de las líneas geodé
sicas sobre el plano de las ,r, Escribiendo la última ecuación en 
coordenadas polares, será

ds\ Is/^^ ® integrando const = r^. (1)

12
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Figura 71

Clairaut dió la representación geométrica en el siguiente
Teorema. Azz ¿o¿¿o punió de una superjide de revolución, el 

producto del radio del paralelo y del seno del ángulo de la ¿•eodésica 
con el meridiano es consíanle, pues siendo 
en la figura PQ = rd'-s¿, PP' = ds, repre
sentando por a el ángulo PP'Q será

rdz
= sen a y rsen a = ro. (2)

EI ángulo PP'Q = a de la geodésica con el meridiano del punto 
P' forma, con error de un infinitamente pequeño ¿/a, un ángulo 
igual que el formado con el meridiano en el punto P.

AI crecer r, disminuye a y viceversa. Si el radio del paralelo es 
menor que la constante r^, no puede cortar á la línea geodésica 
de este paralelo, puesto que sen a •< 1. Consideremos pues una zona 
limitada por dos círculos paralelos de radio r^, en la que los demás 
radios sean mayores que ro, la ecuación (2) se verificará en todo el 
intervalo. Supongamos que la integral de (1) sea

ó e^f(r), (3)
en coordenadas polares. Tenemos

ds'^ = d.r^ + dy^ + ds^ — dr'^ + r^d-^^ + f (rydr-

= r^d^' + [1 + /'M'l ^f''^
r^d'i>^ 

y puesto que ds^ ~,

sustituyendo, tendremos
r' d<í>'^
- > (r* — /yj = [I + /'W^l dr\ 

'0

[nL}íl±£^
J r[ r^ — r^^ dr-]- C,

que es la ecuación de las líneas geodésicas.
Si sustituimos el valor de d^ dado por la ecuación (1) será

1
. 2 
O

+ Ci.
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§ 7. ° Líneas de nivel y de máxima pendiente

119. Definición. Se llaman líneas de nivel en una superficie 
á las secciones en ésta por planos horizontales = const.

Estas líneas se proyectan según su verdadera magnitud sobre 
el plano de las .1^. Si la ecuación de la superficie es F (.r,/, z) = o, 
la ecuación de las proyecciones horizontales de las líneas de-nivel 
es F(-r,j', C) = o. Se llaman ¿Mías de máxima />endiett¿e á las líneas 
trazadas en la superficie según ángulo recto, respecto á las líneas 
de nivel.

Ecuación diferencial. Sabemos que para los incrementos 
dx y dy se tiene

dz = pdx 4- qdy

Por un punto de una superficie pasan una 
línea de nivel y otra de máxima pendiente. 
Llamemos d^x, d^y, d^z á Ias proyecciones 
de la mutación MM, infinitamente pequeña, 

/í
Figura 72

efectuada en la línea de nivel y dx, dy á las de una mutación MM' 
efectuada en la línea de máxima pendiente. Tendremos

d^z = pdiX + çd^y

Pero como á lo largo de la línea de nivel es ^ constante, d^z es 
nula y se tiene

pd^x + ^dj/ = o. (l)

Además por ser rectangulares las mutaciones MM, y MM', se 
tiene

dxd^x 4- dyd^y 4- dzd^z = o, 

es decir, puesto que diZ es nula,

, dy d.x
dxdiX 4- dyd.y = o o .

dx d¡y
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Y, según la condición (i), se tiene

i

pdy ■—= o. (2)

Esta es la ecuación diferencial de las proyecciones horizontales 
de las líneas de máxima pendiente.

Si la ecuación está en forma explícita

E (''*^1 T'i 2) = o, 
tendremos .

SF íF 3F SF

y la condición (2) se reduce á

3F SF
~ dy = o.

Observación. Las proyecciones horizontales de las lineas de 
má-rima pendiente cortan seg'án un dng^uio recto á las proyecciones 
horizontales de las lineas de nivel^ pues el ángulo recto M, MM' tiene 
el lado MM, paralelo al plano de proyección.

Ejemplo. Lineas de jnáx^ima pendiente del elipsoide. Sea un 
elipsoide

y^ z^ 
-------- 1 = 0.az c

Las linas de nivel son elipses, obtenidas cortando á la superficie 
por planos paralelos al plano horizontal Para calcular /> y q, dife
renciaremos, considerando á z como función de .r, y tendremos

ar z y z

La ecuación diferencial

pdy — ^d.r = 0
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de la proyección horizontal de las líneas de máxima pendiente es 
por tanto,

habiendo hecho m = y

Iog4r = ?«log,r + log^ ó y = 

ecuación de la proyección horizontal de las líneas de máxima pen
diente.

§ 8.° Geometría esférica

120. Coordenadas esféricas. Se puede representar un pun
to M en la esfera, refiriéndolo á un triángulo 
trirectángulo -r,jj/, z (fig. 73). Sea 0 el centro de 
la esfera, y hagamos pasar arcos de círculo má
ximo .rQé j'P por el punto M.Haremos ^=tg.?P, 
7l = tg 2Q; y representando por .r, ^, 2 las 
coordenadas cartesianas rectangulares de M, 

tendremos5=—, •/) = —. (1)

En efecto, se tiene
.s — OM eos MP eos .2P, A' = OM eos MP sen .sP

de donde
.r sen .s P
- = ---------  = tg £P = 5.
2 COS 2 P

Las fórmulas (i) servirán para calcular las coordenadas esjericas 
^ y T de un punto, por medio de sus coordenadas ordinarias; y se 
pueden considerar las coordenadas x, y, 2 como coordenadas esfe'~ 
ricas homogéneas.

121. Ecuación de un círculo máximo. Una circunferencia 
máxima de la esfera es la traza sobre ésta de un plano que pasa 
por el centro; su ecuación es

A^r + By + C2 = O. (2)
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Dividiendo por s, y aplicando las fórmulas (i), la ecuación de la 
intersección del plano y de la esfera ó la ecuación homogénea de 
un círculo máximo será

AS + B'-i + C = o.

Reciprocamente: Toda ecuación de primer grado ç y r, ú homo
génea en .r, j/, s, representa un círculo máximo; eos a, eos p, eos y 
son las coordenadas homogéneas del polo de este círculo, cuando 
la ecuación tiene la forma .r eos a + j/ eos p -f- á: eos •'' =j).

Ecuación de un círculo menor. Haciendo .v = ls,y = r^z en 
la ecuación de un plano

A.r + B/+ CíT-1-D = o será (AS + B-/i + C) s + D = o.

que representará un círculo menor. Pero, suponiendo el radio de la 
esfera igual á la unidad, se tiene

.r« + £r»= i ó xr®(?^+y,’-h l) = i.

Por consiguiente z= ------- —;
l'i + S’ + V 

luego la ecuación de un círculo menor será
«S + Br, + C = D F'í H- 5«+^* ó (A^r -1- B^ + C-p^^D  ̂(4:» +j^-l-A 

que es la ecuación del cono recto de base circular. Las coordena
das homogéneas del polo del círculo son A, B y C.

122. Distancia de nos puntos. La distancia esférica S de dos 
puntos (S, 75) y (S', Y|') ó (,r, ^, xr) y (y, y, xr') se expresa por la 
fórmula

cosS= ,r,r'
A^- + r.* + I) (f/” + V^ + I) 

que es la ecuación de un círculo menor.
Observación. jE¿ án^u/o de dos areos de eíreu/o Máximo es 

i^uai á ia diferencia de sus /fo/os. -
123. Tangentes. Sea la curva/(S, 71) = o óf {x,j/, z) = 0. 

La expresión de un arco de círculo máximo tangente á esta curva 
se obtiene expresando que pasa por los dos puntos infinitamente
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próximos ^, -/j y ; + ¿/^ y, H ¿/y,. Así tendremos que

H_, = (a-o±.

La ecuación del arco del círculo máximo tangente será

S23^

Las coordenadas del polo son , —, — ó dr,, —di, rdk—H¿/t. ‘ ‘
124. CwRVA POLAR. Se llama cur^va po/ar de una curva dada, 

el lugar de los polos de arcos de círculo máximo, tangentes á la 
curva dada. Su ecuación se obtiene eliminando .r, y^ z, entre

= o y X = ^. Y = ÿ. Z =

125. Envolvente v curvatura geodésica. La envolvente de 
una curva esférica que contiene en su ecuación un parámetro, es 
el lugar de las intersecciones sucesivas de esta curva. La teoría de 
las envolventes en la esfera es la misma que en el plano.-Observa
remos que la curva polar de una curva es envolvente de los círcu
los máximos cuyos polos son los puntos dé la curva propuesta.

Si se trazan por los extremos de un arco í/í de curva esférica 
arcos de círculos máximos tangentes á éste, el ángulo s que éstos 

forman se llama ángulo de eoníingencia geodésico. El límite de -7- se 
ds 

llama curvaiura geodésica.
126. Indicatriz esférica. Si por el centro de una esfera, 

cuyo radio suponemos igual á 1 por sencillez, se trazan radios para
lelos á las tangentes de una curva dada, se formará una superficie 
conica cuya traza sobre la esfera se llama indicaíriz esférica de la 
curva propuesta (pág. 90). Esta indicatriz tiene á su vez una indi- 
catriz que se llama segunda indicaíris de la curva propuesta.

Teorema Í. 3z por ei ceniro de la esfera se ¿razan planos pa
ralelos á los planos osculadores de una curva, los arcos de círculos 
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má^rimos ÿue deíermínan ej^ la esfera envuelven á la ¿ndlcalrlz de 
esla C2¿rva.

En efecto, por ser el plano osculador paralelo á dos tangentes 
infinitamente próximas, el plano paralelo al plano osculador, tra
zado por el centro de la esfera, contendrá dos generatrices del cono 
cuya base es la indicatriz. Será pues tangente á este cono; y las 
trazas de este plano y del cono en la esfera serán tangentes.

Teorema II. 5/ for el eenlro de la esfei'a se ¿rasan ¿res ejes pa
ralelos á las ¿res direcciones principales de tina curva, el prlmeiv 
(paralelo á la ¿an¿-en¿e) describirá la lndlca¿rlz, el seg^tndo (paralelo 
á la noí'jnal principal} describirá la secunda lndlca¿rls, el ¿ercero 
(paralelo á la binormal) describirá la polar de la lndlca¿rlz.

En efecto, la paralela á la normal principal se halla en un plano 
paralelo al plano osculador. Su traza está pues en el arco de círculo 
máximo tangente á la indicatriz y á una distancia del punto de 

contacto igual a —; el punto correspondiente de la segunda indi

catriz se halla situado del mismo modo.
127. Imagen esférica. Imagen esfe'rlca de una porción de 

superficie, terminada por una curva cerrada, es la parte de esfera 
inscrita en lo que llama Gauss imagen de la curva, es decir, la 
curva que se obtiene, cuando se busca en una esfera de radio 1 el 
lugar de las trazas de los radios paralelos á las normales á la su
perficie á lo largo de la curva C.

Teorema. La Imanen esfe'rlca de una línea asln¿ó¿lca es la 
curva polar de su lndlca¿rls esfe'rlca.

Teorema de Gauss. Describamos alrededor de un pun¿o M de 
una superficie un área cerrada dQ; sean dÜ' su Imagen esférica, Ry

R' los radios de curva¿ura principales en M; se ¿endrá RR' =
d^l 
diï ‘

Tomemos por elemento del área 0 el triángulo cuyos vértices 
son el punto M (r, p, z) y dos puntos cuyas coordenadas son

.^ R- d.v, y -h dy, z f dz y .r R- ^r, y 4- áy, 2’ -f- D.^ 
y sean X, Y, Z,

X + í/X. Y + rfY, 2 + í/Z, X + ÍX, Y + óY, Z + 3Z
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los vértices del triángulo imagen 0'. Las proyecciones de las áreas 
Q y Q' sobre el plano de las 4r,>'son

Í?y§;r — rfársj y ¿/YsX — rfXsY.

Y por ser paralelas las áreas Ü y ir, sus relaciones serán igua
les á las de sus pj-oyecciones. Se tiene pues

__ d^oX — ^XoY , SU' 3(X, Y)

Pero haciendo

se tiene X = - 
r?

'“^®° SS =- LLY = a(X, Y) a (A y)

Pero — —____ L+ Pí
¥ {A + í’+i)’'»’ iÿ (/* + ?*+ i)®'S’

luego « (i +g')(i +/*) —/7' i
¿1/. q}

y se tiene además 

luego, en vez de (r),
ÔÜ' rt — j- i
3Ü (I +# + íT ~ RR' ’

o que demuestra el teorema. Por consiguiente

(I + / +
Para obtener una porción finita de la imagen, se sustituirá rfü 

por ¿/r¿^ |/i -p^-i _. . ^2, y SQ integrará para todos los puntos de la 
paite de área considerada, obteniéndose

0' = r¿ — s- 
d + /' + /)’”
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Y por ser r¿ — ï= —----- - tendremos

La cantidad Ü' es la curvaiui'a íoíaZ, según Gauss, de esta por
ción de superficie, que puede escribirse bajo la forma

//RR'¿¿Í2', ó //RR^ó/o sen Oi/l, 

expresando û la colatitud y | la longitud de la imagen del ele
mento ■

128, Sobre las imágenes de las líneas de curvatura. Sean 
-r, y, ¿: las coordenadas del punto M de una línea de curvatura de la 
superficie Sy?, t,, Ç los cosenos de los ángulos que forma la nor
mal á la superficie S con los ejes; ?, yj, Ç serán también las coorde
nadas de la imagen del punto M sobre la esfera de radio uno, des
crita desde el origen como centro.

Sean R y R' los radios de curvatura principales en M. Se tiene 
por el teorema de Rodrigues

az dr^ (Í¡^

y llamando ds y d^ á los arcos con-espondientes de la línea de cur
vatura considerada, se deduce de (i)

R = — y d:v ~ Rdz, dy = Rí/t], dz = R¿/^, 

de donde

i/^;r = R¿/^;-f-¿Z?¿/R, d'^ — R¿/®7j 4-¿/t|c/R, d^z — Ri/^Ç 4- ¿Z^í^R;

luego dyd'^z — dzd'^y = R-(///,¿Z-Í^ — d^d^r^, (2) luego

Teorema. Las líneas de eurvaíura y sus imágenes íieneny m ies 
juntos eorres^ondienies’. id tangentes parateias; 2." dinormaies L^ra- 
telas; gd normales principales paralelas.

Luego, tienen las mismas indicatrices esféricas, y los planos ñor' 
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juayes á ¿a síi/er_ficie y á ¿a esfera son fara/e/os seg^ín dos areos eo~ 
ms/ondieníes.

Dos areos eorresfondientes ds y d^ de ¿a suferfeie y de /a esfera 
se iai/an entre sí en ¿a retaetén : = "^^^^ etesignande R et radio de 

eurvaiura de ¿a curva írasada en /a suferfieie.
Las imágenes de ias iineas de eurvaiura forman, como estas cur

vas, una red ortogonai.
Las ecuaciones (2) elevadas al cuadrado y sumadas dan, llaman

do p al radio de la curva imagen,

Así; Di radio de curvatura de ia imagen es iguai ai radio 
de ia esfera.

Observación. Si la superficie S es unicóncava en el punto M, 
es decir, si las dos secciones principales tienen sus concavidades 
vueltas en el mismo sentido, entonces los radios de la esfera, tra
zados en el mismo sentido, á partir del centro, que las normales á 
S. dirigidas hacia la convexidad de esta superficie, determinarán un 
triángulo ii-ff', cuyo plano será paralelo al del triángulo MM'M", 
hallándose recorridos los contornos en el mismo sentido.

Sí la superficie tiene indicatriz hiperbólica, se podrán tomar 
para MM' y MM" dos direcciones correspondientes á secciones cu
yas concavidades están en sentido contrario. Entonces, si las nor
males en M y en M' que determinan el lado na' del triángulo esfé- 
nco, se hallan situadas á un cierto lado de la superficie S, las que 
deteiminen el otro lado p-u.", deberán ser, la una prolongación de 
la_ normal precedente en M, la otra, ia normal en M", situada al 
mismojado de S que ésta prolongación; y los dos triángulos MM'M" 
y WV* tendrán sus vértices dispuestos en sentido inverso.

Por último, si la superficie S es desarrollable, tomando siempre 
paia MAI y MM" dos secciones principales, una de estas secciones 
IM será la generatriz rectilínea. Las normales en M y en M’ serán 

paralelas y, por consiguiente, p.' se confundirá con j*. El triángulo
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ixfj.'[x" será pues nulo, y por consiguiente, la medida de la curvatura 
será igual á cero.

Si expresamos ahora, bajo forma de determinantes las áreas de 
los dos triángulos dS ydy^, por medio de las coordenadas de sus 
vértices, proyectados sobre un mismo plano, las expresiones darán 
las áreas con el mismo signo ó con signo contrario, según que los 
dos triángulos tengan dispuestos sus vértices en el mismo sentido 
ó en sentido opuesto. Resultará pues, que la relación k de estas 
expresiones será positiva ó negativa, según que la superficie S 
tenga sus dos curvaturas principales en el mismo sentido ó en 
sentidos contrarios. La superficie será, según esto, una superficie 
de curvatura positiva ó negativa. Una superficie desarrollable será 
una superficie de curvatura nuia.

Podemos obtener una expresión geométrica de la medida de la 
curvatura. Tomando el tiiángulo MM' M", en el que dos lados sean 
las secciones principales, MM' será igual al radio de curvatura 
principal correspondiente R, multiplicado por el ángulo de contin
gencia, que se hallará representado por el lado uu.' del triángulo 
esférico íZ^; luego MM' = R. p-jx' y también MM" = R'. -xu", siendo 
R' el otro radio de curvatura principal. Por otra parte, es fácil ver 
que el triángulo ix^V" es rectángulo, como el MM'M"; luego la re
lación de las áreas de estos triángulos es

^^ MM’. MM" = RÎT’

La medida de la curvatura de la superficie es pues igual al pro
ducto de las curvaturas de las secciones principales.

Luego, si se representan por ¿r, ¿, c los cosenos de los ángulos 
que la normal á S forma con los ejes, ó las coordenadas del punto 
¡x de la esfera S, correspondiente á M, y si hacemos

da = a^d:t: -p aidy, d¿> —é^dx -p è^dy,

tendremos K =
^1

a.¿ rt — s^
¿3 (> + ?" + i?’
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LIBRO SEGUNDO

APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

CAPÍTULO I

Aplicaciones de las integrales definidas simples

§ i. ® Cuadraturas

129. Parábolas. Vamos á obtener la expresión del área de 
las parábolas representadas por la ecuación

y'^ = /;{;”’,

en la que m y n son positivos. Tendremos

/’ - /¡y¿i:v i ,r 1- C.

Si se toma el área á partir de ,r = o, se tendrá C = o, y la ex
presión del área terminada en la ordenada relativa á un valor cual
quiera de será

1 ". + 1

m-\-fi m-\-n'

De manera que el arco de la curva divide al rectángulo :i:y en 
la razón constante n : m.

Hipérbolas. La ecuación general .r” y’^ ~ p representa las
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hipérbolas, cuyas asíntotas son los ejes de coordenadas. Se tendrá

Sea m <Ífi, y supongamos que el área principia en el punto 
cuyas coordenadas son a, ê. La expresión del área será

Vr " — g » ) , « (xy —
n — m -n — m'

Este valor es finito para a = o, aunque se extienda el área inde
finidamente en el sentido de las j^, puesto que el eje de las j es 
asíntota de la curva; pero se hace infinita al mismo tiempo que 4r. 
Así pues, el área contada, á partir de una ordenada arbitraria y 
prolongada al infinito hacia una de las asíntotas, es finita ó infinita, 
según que la coordenada contada sobre esta asíntota tenga en la 
ecuación el mayor ó el menor exponente.

Buscando — /^ .rí^, tendríamos el área comprendida entre el 

arco y las abscisas trazadas por sus extremidades; su expresión es

.Estas dos areas están en la relación de los exponentes ny m.

Si fuese m ^ n, se obtendría la misma conclusión.
Si m = n, la ecuación será de la forma ,ry =/’^, y represen

tará una hipérbola equilátera, puesto que los ejes son rectangula
res. Se tendrá entonces

En el caso de comenzar el área en el eje de las y, se tendrá 
a = o; de modo que el área comprendida entre una ordenada cual
quiera y el eje de lasj/ es infinita.

Si a = ^, el área principiará en la ordenada que pasa por el 
vértice; y si se toma / por unidad, su expresión será log .r. En esta 
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propiedad tiene su origen la denominación de /o^aritmos /i¿/>eráo7¿- 
cos, que se ha dado á los logaritmos neperianos.

Sea UMV una de las ramas de las hipérbolas de diversos 
órdenes. Contando los segmentos desde el origen de las absci
sas, contiene el espacio infinito en longitud, comprendido entre
la parte CV de la curva y su asíntota AY, cuya 
niía ó finita, según que m es mayor ó menor que 
obtener el espacio BCMP, tomado desde
la abscisa AB = a hasta la AP = z5, es

área es infi- 
«, pues para

necesario hacer sucesivamente A: = a, 
1

x=b en la expresión —-— .r « v res-

tar el primer resultado del

Figura 74

segundo, ob
teniéndose ,

Si hacemos a = o, el punto B coincidirá con el A, y el espa
cio BCMP se cambiará en YAPMV; pero la cantidad «(«-«)•« será 
infinitamente ó nula según que sea ?;z> ó <«. En el primer caso,

YAPMV = — (b’n — 0) =

Dejando a con un valor finito y haciendo b infinito, se tendrá 
el área XBCU, que será infinita si m es menor que u, y que será

’^^^ ^ m — n si m > n. Resulta pues, que cuando m y

« son desiguales, de los dos espacios asintóticos el uno es infinito 
y el otro finito.

La razón de esta diferencia se encuentra en la mayor ó menor 
rapidez con ¡a que se acerca la curva á su asíntota; y puesto que

y = ^^■’^X^'^''^, x = p^'”i •, yn;m

se ve que, cuando m^n, y crece mucho más rápidamente que .r 
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y por consiguiente, la curva se acerca con más rapidez al eje de 
abscisas que al 'de ordenadas y vicevej^sa.

Ya hemos visto que cuando m=n, la expresión del área se pre
senta bajo una forma infinita y que adquire la forma / log -r-j-const. 

Sea UMV (fig. 75) una de las ramas de la hipérbola equilátera
cuyo semi-eje transverso es AC = a,

siendo BC . AB = AB- = ~. Tendre- 2

mos / = -y; y si contamos las áreas

á partir de la ordenada BC, corres
pondiente al vértice C, se obtendrá

« a- AH
BCMP = — log AP log AB = — log — .

2 2-----------------2 AB
Si se hace AB = 1, será

BCMP = log AP, BCM'P' = log AP', BCM"P" = log AP"...

Así pues, si las abscisas AP, AP', AP"... se hallan en progre
sión por cociente, las áreas correspondientes estarán en progresión 
por diferencia.

Oáserziadó^i 1“ Los espacios asintóticos correspondientes á 
Ias abscisas negativas no pueden hallarse comprendidos en la misma 
fórmula, pues la función log -r se hace imaginaria. Esta anomalía 
depende del paso de la ordenada y por el infinito. Cada una de estas 
áreas se expresa separadamente.

Oóservación 2“ En la logarítmica cuya ecua
ción es jz = log .r, se tiene

fydx = / dx log x = x log — 4r + const. •
La parte variable de esta expresión se hace nula 

cuando = o, porque haciendo = I : m toma la 
forma — log m : m = 1 : m, bajo la que es nula, 
cuando m es infinito. Es por tanto inútil añadir 

Figura 76

una constante, cuando se obtienen los segmentos á partir del punto 
A (fig. 76.) Haciendo .r = AE = 1, tendremos la expresión del es
pacio asintótico <;AE.r finito é igual á 1.
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Sí se toman Ias ordenadas por abscisas, se tendrá

Í xdy = f dx = x‘

para el espacio cOMr apoyado en el eje de ordenadas AC, cuya 
expresión es algebráica, sin añadirse constante, porque se anula al 
mismo tiempo que jr. El área cAE^r, correspondiente á r ~ AE — 1, 
tiene por esta fórmula el mismo valor que la anterior, prescindiendo 
del signo.

Si en vez de ser el módulo igual á i fuese M, tendríamos

/ Í3f;r log log 4; — / AWx = .r/jr — M;r, f ^dy ~ M^.

Curva _r= ^ . Se obtiene la forma indicada en la fig. 77. El 

eje CC' de lasj/ es asíntota de las ramas HE, 
R'F' y AB', parte negativa del eje de las .r, es 
la rama M'K\ La cuadratura de esta curva de- 

pende de la integral / ----- , cuyo desarrollo 

en serie-parece no conviene al área correspon
diente á las abscisas negativas, porque su pri
mer término log x se hace imaginario; pero si 
se considera una integral

í‘x¿r>«(A + A, + .... + A„_,) y <«(A,+ .... +A.), 

aproximándose cada una de estas sumas cuanto se quiera á la inte
gral, llegaremos á la expresión

j.X4r=í[A, + ... + A,_, ^ |(A+ Aj] + |Í.i(A--A\)

< ) Lacroix, 7-raité élémentaire de calcul différentiel et integral, t. I, p, 278.

18
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Aplicando este procedimiento, obtendremos resultados reales. 
Esta dificultad se salva, cambiando el signo de x antes de inte
grar, porque

Ca-^^dx , log(loga)’*
Í________ — I -------------  ner ir-------------- 1----------------- .... -H V.

Para obtener los espacios asintóticos de la curva propuesta se 
deben buscar los valores de la integral de que se trata entre

,r = o y a- = «, x = o y ..r = — «» 4r = —« y x — — x>, 

expresando n una cantidad finita. En el primero y el segundo 
caso se encuentra un resultado infinito. Pero nada se concluye les- 

i-a~‘^dx
pecto al tercer caso, porque en el desarrollo de 1 —^^-—, los térmi

nos son alternativamente de signos contrarios; y puede suceder 
que la diferencia entre la parte positiva y negativa permanezca fi
nita, aunque las dos sean infinitas; lo que sucede determinando la 
constante arbitraria de modo que se anule la integral cuando 
es infinito, y el espacio B'P'M'K' comprendido entre x = — n, 
y= — 00 es finito.

130. Elipse. Sea la ecuación de la elipse

tendremos j ydx = — 1" dx^a-— x\

Integrando por partes, resulta

¡ dx\ = .r Va- —+ / 7—- - -- •
1 J

Pero

j ra^^‘ J
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Sustituyendo, resulta 

j fa^ — j?® = ,-r [ ¿z' — ,r'' + a^ arc sen - — í/;í; f^TZT^ 

y, en fin,

^J 2a '2 iz '

Si el área principia en el eje de las >/, será C = o; y si se hace 

enseguida .r = a, sera — el valor de la cuarta parte del área de 

la elipse. El área de ésta será pues, izaá, y i^a'^ si ô = a.
. dx^d- — xy

El termino= — expresa el area del triángulo rec

tángulo, cuyos catetos son .r é luego el término — arc sen — mide 
2 a 

el área del sector formado por el eje de las y, el arco de la elipse y 
el radío vector correspondiente al extremo del arco.

131. Hipérbola. Sea la ecuación de la hipérbola

dy — é^x^==a.^~ ó y = -fy — a^, 
a

Tendremos 1 ydx = ~ 1 dx^l^^^^.

Procediendo como para la elipse, tendremos

Si se hace principiar el área en el vértice, su expresión será 

nula para x ~ a, y tendremos que C = ~ loga; y el valor del 

área estará expresando por
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Siendo el primer termino igual a - , sera ^ / • - —^

la expresión del sector comprendido entre el eje transverso, el arco 
de hipérbola y el radio vector que pasa por el extremo de éste.

132. Área de un sector elíptico. La ecuación de la elipse 
referida al foco, tomado como polo y al eje FA como eje polar, es

Æ(I — ^’) 
i q- ^cos w (0

Expresando por zz el ángulo NOA, tendremos

3 = a — ^.r = a (l — É?cos «j,

3 eos di = a eos u — ae] 

y sustituyendo el valor (i.) de 3, será

eos u — e =
eos u — e
eos œ =--------------- I — ÍCOS U

i -j- eos co =
(1 — ^) (1 -j- cos m)

I — à? eos «

0)
‘82

- COS»

yi + cosw y i — e 2 

¿/o -i/i-1-du dd} __1 /1-t-_ du. 
10 1/1 — e ,u' i-l-cosw___ r 1 —¿’iq-cosw 

COS'-^— cos'- ' 2 2 

luego 

i-dw — a^(i — ecos uV 1/ _  .   77777 * ■' 1 I — ^ 1 + COSU I — ÍCOSW 

= a^ ^1 — e^ (i — ^cos u} du 

íw = — 11 — (« — é’sen uj.

133. Área de un sector parabólico. Sea y- — 4ax la ecua
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ción de la parábola, F el foco. Calculemos el sector MFM'. Tene-
22mos OMP = — ,r7, OM'P' = — .ry; luego

22A = MFM' = ^ .r'j/'------ j;_^ 9
PiMF — P'M'F' = — {xy — j^y

j/fa —y /(y —a) r a (y'—y}
~------------------ -— = 6 (^y - ^) + —¡—

Pero J''= 2Íax', y = 2y¿z.r; luego

■^ = ;i/|6r'—;r/4r + 3a (f^v'—fx} ~yx)

X (4P -j- 4; ^xx' -(- 2a).

Si representamos por « la cuerda MM', tendremos:

Off
Figura 79

0 = a-^x, '/=a — x, o + p* « 24:-j-,r-P 4P {2)

«*={^— y)* + (4r —y)*= {p + py — 4(«+i^^)’. (3) 

Haciendo c-p f’ + ’ = 2m, ?-{-&' — 5 = 2«, las ecuaciones 
(2) y (3) se reducen á

4r-fy=í«-p « — 2a, a -{-^xx' = ^mn, 
de las que se deduce

({(4^' — ^x) = m -[- n — 2 ^mn = (/w — 1^«)^:

luego -= = (¡/»2 — /«) [(/w ■—• l/«)’ -p. 3 />««]

= ()^7;z — /«) (w -p « -|- /^) = »^8:2---- ^3:2,

fórmula que constituye el teorema de Lambert.
134. Folium de Descartes. La ecuación del folium ú hoja 

de Descartes en coordenadas polares, es

3a sen w eos o 
eos® w ~p sen® 0
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y tenemos que

haciendoy

c^dbi = Z'

El bucle del folium se obtendrá haciendo variar wFigura 80

y por consiguiente z desde i hasta 00. El área

— 3#;»^ — o,

habiendo hecho y=íx; y haciendo variar Át desde o hasta 00, será

A

y tendremos, sucesivamente:

3í'^dí
A = + 9^2

i
= ± 9 ̂ 2

I o

3«í"

3 .7de este bucle sera pues, — ar.

Podemos considerar también la ecuación en coordenadas carte
sianas y las coordenadas en función de un mismo parámetro,

I + tg’ (0 = Z, 

Qa- C dz

2t'^di

TI 
desde o hasta — 2

3«®
+ Cf 

2Z '

LA (I + í*)’

3^^

I + ¿^ ’

(I _ 2/’) í^dt

¡^ db)
/ “ C0S%)

? ■ 1 i - - i

/sen2 0 cos^ ci d^ 
(cos^ 0) 4- sen'

3 y debiéndose tomar el signo —, resulta A = — .2
135. Cardioide. Siendo la cardioide la podar del círculo, 

cuando el punto desde el que se bajan las perpendiculares á las 
tangentes está en la circunferencia, su ecuación en coordenadas 
polares es ? = R + R eos w, siendo R el radio del círculo y el polo 
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el punto desde el que se bajan las perpendiculares á las tangentes. 
Y tendremos

i- Í c2jj„ __ / /p2 _j_ 2R COS w -j- R- cos’ w) dü) =
^Jo ^Jo 

por consiguiente, el área buscada es la mitad 
del área de la cicloide engendrada por un 
punto del círculo que rueda sobre una de 
sus tangentes.

Cicloide. Se tiene que
U 

yax = ^2(1 — QQs u^du = 4a* sen^ — du

2 ’

A = 4a'^ 1 sQn‘^ — du = 8a'^ /
Jo 2 Jq

También desarrollando (1 — eos «P 
l + C0S22í—!--------- , se tendra

2 

sen^ - du =2

y sustituyendo cos’ u por

2tíA.I- C0S2«\ 1 I — — 2 COS 4-  du. 

La integral indefinida es — 2 sen z¿ 4- —la diferencia 
2 4 

de los valores para íí = 2«, u = o es 3-;:. 
También, siendo 

ÍÍ 
yzay—y- J J ^2ay—yi'

expresión que puede integrarse por arcos de círculo; pero podemos 
formar la diferencial del segmento ACQM {fig. 82), cuya ordenada 

QM = AC— PM=:2íí — y. Haciendo pues, 
2a —y—z, se tendrá d. ACQM^zdx y será

, (2Æ —y^ydy ,
zdx = —------- -—- = dy [ 2ay — y--,

y2ay — y^

luego ACQM = f dy } 2ay — y^ -\- const, 
expresa el área de un segmento de circulo 

Figura 82

Pero esta integral
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cuyos diámetro y abscisa son 2« é >'; representa pues el segmento 
Imn que se anula cuando y = o, así como el segmento ACMQ; 
luego ACMQ — Imn. En el punto K, donde ^ = 2a, el segmento 
ACK se transforma en el semicírculo I«zKI. Por último,

KMQ = ACK — ACQM = K««.
Por tener el rectángulo AK la altura IK y la base Al = IwK, 

será cuadruplo del semicírculo I»íKL Restando de este rectángulo 
ACK = IwKI, quedai’á AMKI = 3 veces I/«KI; luego AKLM es 
el triplo del círculo generador.

Espiral logarítmica. Sea r = ae”^^. Se tiene

- / e^”^^d() = ---  ^2mO 1 Q
2j '

gura 83) de un círculo

diferencial sera .
2

E1 área del sector está expresada por

También, si consideramos la espiral 
u ~ ai”', en la que / es el arco ON (fi- 

cuyo radio AO = i siendo u = AM. La

Sustituyendo e integrando, tendremos ^ const; y si «

es positivo, se debe despreciar la constante, cuando se cuentan las 
áreas partiendo de la línea AO, en la que i= 0. Pintonees el área 

— a^t^^"^^
ACM = - -,—-. Después de una revolución, se tendrá4>í+2

ACMB = ,4« + 2 
siendo ír la semicircunferencia del círculo ON.

En la espiral de Arquímedes a — — , Z2 = r

y ACM =-----5, que si hacemos t = 27r, da247:’

Figura 84

ACMB = -, es 
3
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decir, la tercera parte del círculo ON, puesto que se trata de uni
dades cuadradas, y el área del círculo es -^(1)^

En la segunda revolución, el radio vector ON vuelve á pasar 
por el área trazada en la primera, y así sucesivamente en cada re
volución, de manera que estas áreas se suman las unas á las otras, 
y que para obtener tan solo la que termina en la w’^™» revolución, 

la integral j —— debe tomarse entre los límites t = — i ) 2^: y

t = m . 2iz.

Se obtiene así, para la espiral de Arquímedes,

Si se calcula el área terminada en la revolución siguiente, es 
decir, la (m + i)«ma, y se resta la precedente, se tendrá para el 
espacio comprendido entre dos revoluciones

{m -f- 1)3 — 2m^ + (»2 - i T
r----------------------- — 7: = 2Z«7r,

lo que se reduce á 2:: cuando m = i: y hace ver que el espacio 
comprendido entre las revoluciones w®’""® y (?« -j- i)es¡nia gg ¡gQ^l 
á m veces el comprendido entre la primera y la segunda.

Observación. En la espiral hiperbólica se tiene « = — i, 

0 u^dí a'^
1 ----- =-------+ const.

El área comprendida entre los dos radios vectores correspon

dientes á t = b, í = c será y ^ — yj , expresión que se hace 

infinita, cuando /= o.
Lemniscata. Sea la ecuación r= a/cos 2b. Se tiene

Í- 1 r^db — ~ eos 2bf¿b = — sen 20 4 C.
4

Si se quiere tener el área de un bucle, se integrará desde 

~ hasta —, y será el área - 2 ó — . 
^4 4 .2
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CoNCHoioES. Sea ^=/(0) una curva, r = a -\-f>f>) su con- 
choide. Será

2^ Í^ Í"’ + 2«/W+/’W]^^

2A = (9 — Qg) a- + 2a/f(0'i db + /p(b') dO.

Pero -//^Í'^)dh es el área del sector de fa curva, que repre- 

sentaremos por 2; y tendremos

2A — 2S = Æ-(9, — 64) + 2¿r / /(O) d^i.

Para el círculo se tiene r = 2R eos 9; luego

2A — 2£ = Æ® (9 — 9ft) — 4<íR (sen 9 — sen 9^);

Tt
Para = 0 y 9 = —, resulta

2A — 2Ï = — a® — 4£xR.2

Caracol de Pascal. Sea la ecuación

r = a (1 — cos 0) = 2Æsen^ — 9, 

que expresa un caso particular de la conchoide de círculo r = 
— a cos 9. Su área se expresa por

- r\¿fi = — 1(1 — 2 cos 9 + cos® 9) db.

Para obtener el área total, integraremos desde o hasta - y des-
2 

doblaremos este resultado, obteniendo -
3

Teorema de Holditch. Tracemos en una curva cerrada C una 
cuerda de ¿on^itud constante MN = c + c; e¿ />unto que divide á esta 
cuerda eti dos /artes AP = c, PB = c' describe cierta curva C. S/ 
área com/rendida entre Cy C' es i^uai á «ce'.
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Sea [A] el área de la curva dada, [P] y [QJ las engendradas 
por los puntos P y Q, AP = r, BP = c-p? — r. Tendremos

[A]-[P]--/ >^di>, lAI-fP] = - (c + c-r/dO, (i) 

expresando d^i el ángulo de dos cuerdas próximas: y resulta que

o~2{e~^c'')j rdfi — [cc'y j dO;

luego / rdf) = Tt(-c-]-c}. (2)
Jo

Pero |Q| — |P)=-/ (c — rydf¡;
o

luego |A1 — [QJ = -/ (2íZ'—c^)df)~c / drh —

y en virtud de (2), •

[AJ — [QJ = ni (<; -|- i'} — = Tzee'.

§ 2. ® Rectificaciones

136. Rectificación de la parábola. 1.® Sea la parábola 
/ = 2/-r; tendremos que

Integrando por partes, resulta

i/r~+ f‘=j> F? ;

pero se tiene que
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luego, sustituyendo y transponiendo, será:

2 1 dyÍy''‘-\-f‘ íZy

y por sel-
dy

será ¡ áyiy^ -\-f = ^^^-^-^- + ~

Debiendo anularse la integra! para .y =.o, tendremos que 

o = 71og/ + C, C=-^logA

2/ 2

2.’ Podemos obtener y será

2
2;r

Hagamos ~ = / de donde 2.r 2 {t'^ —

y tendremos

—- =: í dx . t = xí — ( xdí = xt — 
2X . f* — i

= xt------/ —— 1 + 2-^ 
2X 4

— i

2;r

f — - ^/^r + 4^‘ + -/>log
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3.® También podemos partir de la ecuación
d.r }>

de la que resulta y 1= p cota, .r = - cot- a, 
2

da.
'•a da.

sen® a
2

Diferenciando —, se obtiene sen- a 

2cos ada. 1 
z — d, . sema sena

y multiplicando los dos miembros por eos a,

22
— da. -j- 

sen® a
COS a

------ da. — d----- ~ sena sen^a ---- r- d COS a sen a

En fin, 2 , cosa
----— da. = d  sena sema

da.
sen a

é integrando, se obtiene el arco de parábola

p 1 eos a , . ai
J = - ---- ~ log tg - .2 Lsen a 2I

Elipse. Consideremos el arco de elipse contado á partir del 
vertice del eje menor, que se halla en el primer cuadrante. Ten
dremos que

1 /»“1/«

ds = 1’ — b^} :v-

Hagamos ya’ — ¿^ = ae, siendo ^ la excentricidad, y resultará:

ds ^ d.v
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y puesto que .r varía entre o y æ, si hacemos ,r=« sen », variando
TU

7 desde o hasta —, resultará que

, , i/i — sen’^ » . 2 í/j = adfi eos » 1/sen ?
COS^ » ' '

y s = a 1' d‘̂ ^i — í’sen®».

La última integral es una función transcendente, cuyo valor 
solo puede obtenerse por un desarrollo en serie; y puesto-que

i ii 
fi — sen^ = i sen^ » sen-^ 2 '24

— —sen'^ '■?sen 
2.4.6 2.4.6.8

será j Æ sen- » —■í dc> sen' » 2 ' ' 24 

1.1.3 
/ d^ sen^» —) 2.4.6 ■

Las integrales del segundo miembro se obtienen sustituyendo ? 
á j; en las fórmulas de la pág. 95 (t. IV). , 

Para la cuarta parte de la elipse será ^ = 2’ ^ tendremos 

P , 1-3.5—3)(i» —i)« 
Jq ' 2.4.6W 2 

P II 1.3 
/ fi — ^“sen'?¿Z9 = Jo 2 2 2 2 24 2.42

2.4.6 2.4.62
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y la expresión del cuadrante será (fig. 78):

IABM = — 
2

ip-3-5 
5\2.4.6

2 p-3.5.7 A
7 \2.4.6.8 / 

serie tanto más convergente, cuanto más pequeña sea f, ó cuanto 
« difiera menos de ó.

137. Hipérbola Se tiene que

habiendo hecho V'¿z' + (^^ = ae-, y puesto que .r varia desde a

hasta 00, hagamos :v= -——, variando 'y desde o hasta y
COSí- . 2 

tendremos;
asen s

COS^ ^

C0S’‘ c^

Para obtener esta integral, se desarrollará el radical por la fór
mula del binomio, y será

COS^ <P

I
I--------
2

cos^ 9 I [ cos'* f 
34“?“

1.1.3..............(2« — 3) COS^O

2.4.6............2n

la= te ®-------- a, — I IC0S-<5 1.1.3005^® \
24 ^-2.4.6 e^

y basta ahora integrar expresiones de la forma eos”’ íd-i, siendo 
»t par.
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138. Espiral logarítmica. Sea : = ae''^'’\ Tenemos que 
j =: I^do^ + ^'^dM^ = 1 doi^ç>‘^ -^ z'- = a I'e”>‘^'^'^i q- m^dw

139, Cardioioe. Prolonguemos cada radio vector OP del 
círculo en una longitud constante igual al diámetro PM=a (fig. 8iL

Tomando el diámetro OA como eje polar, la ecuación de la 
curva es r = ¿m -j- eos 0) y será

í¿j = ízysen'^ ú + (i + eos O^í/fj = ay2(i-H eoso)/(i = aacos^í/O.

El arco AM=j, que se anula eos 6 es por tanto A —qa sen .

La longitud del arco AMO, correspondiente á 0 = t: será 
arc AMO = 4«.

14-0. Evoluta de la elipse. Se tiene que
a 2

_ ^ (a,’^ sen- to 4- ¿,^ cos’* wp — ô^^

5’ el perímetro de la evoluta seni

íZi® — ¿/ 4 aâ

141. Cicloide. Tenemos que

ds'^ = dx~ -P dy* = 2a~ (1 — cos id du^ = 4«" sen'' - udu^;2

luego j = 4£Z cos -w + C.

Si se hace principiar el arco s en el vértice donde « = ", 
cuando u aumenta desde o hasta «, la diferencial ds es negativa. 
Es preciso por tanto, cambiar el signo del resultado; y como en
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este caso la constante C es nula, será

eos — .2

142. Epicicloide. Siendo æ el radio de la circunferencia que 
lueda sobre otra de radio r y y el ángulo que ha girado, suponiendo

-, la ecuación de la cicloide es

4r «+l
— = -----------  0Qg ^ç ----  ^Qg /^^ j\

J «4-1
- = -------- sen — sen(;í + i)»;

y resulta que:

— (« + I)* (i — eos cp) = 4(;2 + 1)2 sen^4^

- ds = 2 (fí-\-í) sen— = C — 4(« 4- íleos — . 
2a '2

Si se cuentan los arcos á partir de un punto de retroceso, 
(? = o), se obtiene

- = 4(« 4- 1) i — eos -

Para la hipocicloide se cambiará a en —a.
143. Catenaria. Sea la catenaria

2

Haciendo ur^ = 0, es decir, contando el arco desde el punto 
más bajo, será

a. /Tl^ Llí \ " 
   dx = ay'^-\J + e “4- 2^ — 4 

Setene a, = - y/ _ 4 = ,5?:r^. . .

14
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144. LOGARÍTMICA. ScR jF = <3^ log -'í^- Sc tiene que
a a dT 
~ x = — = a cot w, dx = — a — y sen w

cotusen'^oj’

i cos^ w + sen- w eos œ i 
coto? senatu eos o» sen'^ 0) sen’oí eos w

COStó dm i

sen* w sen w eos w

s = a sen w sen Wo
i i

145. Curva de las tangentes iguales. Siendo constante la 
longitud CP de la tangente, tendremos

Elevando al cuadrado y sustituyendo, será 

y {d.v'^ -r dy-} = a^dy y dx = —}a^ —f, 

y ar~^^^jjlf^^^. (0

Para integrar, hagamos 

y = a sen w, l'a^ — y^=a eos w, dy = a eos bidw.

Sustituyendo en (i), será

eos® í£¿a; = a------- dbi y d.v = a [sen w 1 d<j). sen w------------------- \senw /

La integración da

.r — a (log tg - + eos

Las coordenadas-de un punto de la curva están expresadas poi
dy 

el parámetro w; y tendremos -^ = tg
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Construyamos la curva correspondiente á ir^ = o,

= Æ (log tg — -|- eos w), y = ¿xsen w.

Para que tg - sea positiva, es necesario que o varíe desde o
hasta TC. Dos Valores suplementarios de w dan dos puntos de la
curva simétricos respecto á Oj'. En efecto, sean -r^, ;j/^ los valores 
de Ias coordenadas correspondientes á w, = tt — w. Se tiene

;r, = Æ logtgí--—- H~.cos (TC — cü), j/^ = Æ sen (ti — w).

/TC w 
‘8(?-ïPero Ü) (Ü

= cot - = i : tg - , 
2 ̂ 22

eos (TC — w) = — eos w, 

Luego
sen (tc — w) = sen w.

J. = f-

Hagamos variar w desde o hasta —. Para œ = o, .r = — 002 ’
y = o. La curva es asíntota de 0^. Cuando œ aumenta, jr é ^

í¿y aumentan, porque y ~ son positivas. Para œ = — se 
2 tiene

-r = 0 é j/ = «,.En el punto B así obtenido, la tangente se 
funde con el eje las y. La curva es simétrica respecto á Oy. 

Para obtener el arco í, tenemos

ds = ^ dx^ +

Sustituyendo é integrando, resulta sucesivamente
eos to

ds = a ------- dm, s = a log sen w, senw

sin añadir constante, porque, al contarse j desde el punto B, 

con

debe
anularse para 0 = -, lo que se verifica, puesto que log 1 = 0.

146. Lemniscata. Sea f® = 2¿z- eos 2(d. (1) Tenemos 

í/?= í¿?^+ = 20^ ; luego 5 — »(/'2 Í /-
CQS2u> ® ^ J ycos 2íü
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y haciendo 2w = ®,

a]^ C^ d<^ __a __  a \4/ ^^j

La rectificación de la lemniscata depende de las funciones elípti
cas, pero su longitud total depende como hemos visto, de las 
funciones eulerianas.

Observaremos además que, siendo la lemniscata el lugar de los 
puntos M tales, que se tenga MF . MF' = OF" = 0, su ecuación 
en coordenadas polares se expresará bajo la forma (1).

La longitud del arco AMO, cuarta parte de la longitud total, 
quedará expresada, como se ha visto, por

Jo reos 2œ

Hagamos 5 = 2w. La integral se reducirá al primer miembro de (2) 
que es la integral euleriana de primera especie B (^-, -^) dividida 

por 2. Así la longitud total será

■jí

Pero

Luego

147. Cardioide. La ecuación de la curva es r=ír(i + cos 6), 
y tenemos que

¿s = sen" 6 + (1 + eos 6)^ = 2a eos
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El arco AM = t (fig. 8i) se anula con 0; luego

ft
T = 4a sen — , 

2

La longitud del arco correspondiente á 0 = - será igual á 4a.

§ 3.° Problema inverso

148. Hemos visto que cuando se da una curva por su ecua
ción, se puede obtener en términos finitos, ó por medio de un des
arrollo en serie, la relación que existe entre un arco de la curva y 
las coordenadas de su extremidad, lo que permite calcular exacta
mente ó con tanta aproximación como se quiera, la longitud del 
arco comprendido entre dos puntos dados.

Ahora podemos proponemos el problema inverso, á saber: 
Dada ¿a reiacídn ^ae e.v¿síe eníre un arco dc una curva _y una de Zas 
coordenadas de su e.rtremidad, kaZZar Za ecuación de Za curva (*).

(*) Abbé Moigno. Leçons de calcul differUel et integral, l. II, p. 115.

Sea j = f (,r); tendremos que

- En muchos casos puede sustituirse á -r el ángulo 0 =-__- 
2 

que la tangente á la curva forma con el eje de las j, obteniéndose 
sucesivamente las relaciones:

^y = tgTí/.r = cotóí/4;, d,r zz= ¿Asen 0. dy = ¿ficoso.

Y siendo d.x = • =------ = cosec 0, 
? Gr) sen O ’

resulta .r = T icosec 6), dx = — (cosec 0) dO 
sen-0

, cos’9
y = (cosec 0) —do + C. sem O
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Eliminando 6 entre esta ecuación y la que da el valor de ;r, se 
llegará á la ecuación buscada F (.r, j) = o.

El arco í de la curva y su radio de curvatura se obtienen por 
las ecuaciones

(x) = Ÿ [? (cosec e)] = /(cosec 6)

ds _ ds
dx d<) 

ds''

cosec® 9 /cosec® O — i
4 - (cosec 9)

o =

Ejemplo i.'

“ d,vdy ~ fCr) 1 

Sea el arco dado por la ecuación 

j®=:/,r, s — ^px.
Se tendrá

2'^pX
— = sen 0 = —-—, 

'ds P
/ sen® 0 /sen 0 eos 3db

4 2

s = — sen 6, dy = — cos^^db, y =

Integrando desde 9 = o, y = o; y haciendo p = 8R, 29 = w, 
se obtiene

y = R (ü) -j— sen œ), R (i — eos w)) 

ecuaciones de una cicloide, cuyo radio generador es R.
2.“ Sea la ecuación que liga el arco á la abscisa de una pará

bola de orden m 4- n,

Se tendrá {m + n) s^'^^~^ds — mp^,v^ ^d.v, 

d^: (m 4-;¿) í’^d-”—1 (m 4- «) x m-\-n
-j- = sen 6 = ---------------- ;-----=-------------- =--------- 1-7 1ai mp‘’^x''”‘~^ 7fis w \p/ 

eos 9 =
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y haciendo 
Z m V^:” fji m + n m 

? = ?( ;—) , - —asen s = ^sen” 6, 

ma 
será ax = —sen” 0 co5 6¿/o,

m^ ~—i ^
¿¿y — sej^tt 6008*0^6 = a cosfidsen’^h.

Se obtendrá además para el valor del radio vector, la expresión 

mq -”^-^ 
o = + — sen ” o coso.

Consideremos el caso particular en que, 7z = i, siendo la pa
rábola de orden m + i y su ecuación í^+i es entonces 

igual a p; y se tiene \777

s = g sen’”6, ds = mÿ sen’”~’ 0 cos (idh,

A' = —;— a sen*®"’"^ 0, dx = ma sen’” 0 cos odd,

= 777^sen’”“i 6 cos’6if0, ? = ± ^nq sen’”“^ 0 cos 0.

Integrando por partes, resulta

j/ = (sen’” 0 cos 6 +/sen’”+^ (i¿/6) C.

Haciendo 772 -j- i = p., según que p- sea par ó impar, se aplica
rán las fórmulas de la pág. 95 (t. IV), y se obtendrán inmediata- 
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mente las relaciones que ligan .r, con el ángulo 0, y por consi
guiente la ecuación F (.r, /) = o de la curva que se busca.

£jemp/o. Sea »2 = 2. La parábola es 'de tercer orden y está 
dada por la ecuación ? =px^. Tendremos en este caso

4 26-
a x = — sen® 0, s o sen® o.

3-

dy = 2q sen 0 cos^Oí/O, j/ -- --------- cos^O + C;

pero cuando 0 = o, j/ es también nula; luego

Se tendrá en este caso todavía ? = 2^ sen 0 eos o = ^ sen 20. 
Para obtener la ecuación de la curva en coordenadas cartesia

nas, hagamos 
2 2/2Ÿ

y obtendremos así;

$ = Asenso, Yj = A eos® 0, Í — 1 = sen 0, L^J =cosO,

ecuación de la curva cuyos arcos son iguales á las ordenadas de 
una parábola cúbica.

Análogamente, la ecuación de la curva cuyos arcos se hallan 
representados por la parábola de quinto grado J” = p^x^, es
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CAPÍTULO II

Aplicaciones de las integrales definidas múltiples

§ I? Curaturas de los sólidos y áreas

149. Definiciones. Sea /(.r, y) una función de dos variables 
independientes -r, y, que suponemos conserva valores finitos entre 
los límites -fy, A'i é j'g, 5/1, Podremos efectuar en cualquier orden 
las dos integrales, y tendremos, por ejemplo,

pi pt

que expresa la suma de todos los valores infinitamente pequeños 
de segundo orden que adquiere la función f{,r, /) d,v dy, cuando 4; 
éy varían por intervalos infinitamente pequeños d.v y dy.

Es decir, que, si se divide el intervalo .r, — 4ry en m partes 
iguales á-r \- el intervalo j', —y^ en « partes iguales ày, y se toma 
la suma de todos los valores de la función /(.r, y) S^áy, combi
nando todos los valores de -r con todos los valores de y compren
didos respectivamente en las dos series

^0, -^0 + A.r, 4/3 4- 2A-r, ..........  .r^-l- {m — i)á.r;

>0» J'o + Ar. Jo 4- 2Aj, ........... Jo + (« — i)Aj, 

la suma convergerá hacia un límite, á medida que se tomen, para 
á4? y Aj, fracciones más pequeñas de los intervalos primitivos.

Si ahora construimos la superficie cuyas coordenadas rectan
gulares son ^r, y y z =f(,r, y), la función /(.r, j) ^,r^y medirá el 
volumen de un paralelepípedo cuya base es Aa-Aj y cuya altura 
es z. Las intersecciones de los planos laterales de este paralelepí
pedo con la superficie, circunscriben un cuadrilátero curvilíneo 
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cuya proyección sobre el plano .ry es el rectángulo à-r à,_y. El volu
men comprendido entre estos planos laterales, la base del paralele
pípedo fÇr, j') ^x^y y la superficie 2 =f(.'^, >') no difiere de este 
paralelepípedo más que en cierto volumen menor que A-rlyás, 
siendo As la diferencia de los valores extremos que adquiere z para 
todos los puntos que se proyectan sobre el plano .rv, en el interior 
del rectángulo A^rAy. Así pues, la integral considerada es el límite 
hacia el que tiende la suma de los paralelepípedos elementales, 
cuando A-v y Ay decrecen indefinidamente. El cociente

-/(5. rO,

(indicando ; y y, valores comprendidos respectivamente entre a*„, 
-fi é y^, yj, expresa la media entre todos los valores, en número 
infinito, que adquiere la altura z en el intervalo considerado.

Y por ser la integral doble una función .continua de .v é y, la 
podremos expresar por F(-r, y); y tendremos:

2'F(4r,y) f^ 2)F(.r,y)
——= f[^^<:n^b'< f{-v,y)dx.

S-V^y ^M'

'Poda función de la forma
F(,r,y) + Ÿ(^') + 'H^)’ ^'^^ 

en la que ^ y | expresan funciones absolutamente arbitrarias, sa
tisface á la ecuación (¿í), pues, cuando se toma la derivada parcial 
de la función (¿) con relación á .r, desaparece 'J/(y); y enseguida 

desaparece - ---- de — + al derivar con relación ay.
d.r

En vez de tomar la integral If{^, y) dy entre límites yo é yt que 
no varían con .r, se la podrá tomar entre límites variables ®o C-^)’ 

?i Wi y entonces la integral definida / ‘ /(4.', y) dy sera una
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función de la sola variable ,r. É integrando otra vez entre los lími
tes -ro y .r,, se obtendrá la integral definida doble

rviix

Para formamos idea clara de este resultado, imaginemos que 
los valores extremos árg y .r, están representados por Ias abscisas 
O/o y 0A> 1^.3 funciones ©oW, ŸiC-A por las ordenadas de las 
líneas m^naí/ii y m^n^m^ (jn^ y x«,, n„ y n^ son puntos de Ias orde
nadas y de las abscisas extremas, respectivamente) y la f{x,y}~s 
por la ordenada de la superficie, levantada perpendicularmente al 
plano de las ,rj/. En virtud de estas hipótesis, la integral V mide 
el volumen limitado por el plano ^y, por la superficie curva, cuya 
ordenada es y por la superficie cilíndrica, cuya sección recta es 
el perímetro m^n^n^iiy.

Tracemos paralelamente al eje de las ,r, las rectas n^Ço Y «i^u 
y representemos por j/^,, j/^ las ordenadas 0^o» 0?i y por '-p^, Aj^ á 
los valores de la abscisa x en función de y, para las porciones de 
línea nJH^n^ y tendremos

Podemos razonar también considerando 
las superficies cuivas en general, refirién- 
dolas á los tres planos perpendiculares, por 
medio de las coordenadas AP = 4r, FM'»/,
M'M=;¿r(fig. 86). .

El segmento APGMM'QHD que tiene su 
base APM'Q en el plano de las ,1^, hallán
dose terminado por los dos planos PM'MG 
y QM'MH, respectivamente paralelos á los 
de las yz y .rar, y por la superficie propuesta, 
es una función de las dos variables x é j^; y puede extenderse su
cesivamente en el sentido de cada una ó variar con relación á las 
dos simultáneamente.

En efecto, si se supone que, permaneciendo y constante, .r
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se cambie en AP -j- P/» este segmento aumentará en la zona 
PGMM'^'^^^ y en la zona QHMM'w'»^^, si se hace variar tan 
solo á en Q7. Por último si ,v é 7 se cambian en AP + P/, 
AQ + Qí, el mismo segmento limitado ahora por los planos /N’N^, 
^N'N-^, diferirá de su estado primitivo por las dos zonas ya indi
cadas y por la especie de prima truncado M'»?'N'«'«MwN, que es 
el incremento de la primera zona, cuando se hace variar solamente 
á jK, ó el de la segunda, si en ésta se hace variar solo á .r.

Si se representa por u á la función de 4: é y, que expresa el vo
lumen del segmento APGMM'QHD, es evidente que en la expre
sión del cambio total de esta función, los términos en que varía .v 
solamente, darán la expresión de la primera zona, aquéllos en los 
que ha variado solo y, la de la segunda y los demás pertenecerán 
al prisma truncado M'N. Se tendrá pues

<)'Z¿ I 3^2/
2 Ó.r'í^ 2

dividiendo los dos miembros de esta ecuación por kk, y pasando á 
los limites relativos á la anulación de k y ^, el del segundo miem

bro será . Pero el prisma truncado M'N tiende incesantemente 

hacia el paralelepípedo formado sobre la base M'w’N'«' y con la 
ordenada M'M, pudiéndosele aproximar cuanto se quiera; y si ío- 
mándolo por éste, puesto que se trata de los límites, se sustituye 
M'w’.M'w'.M’M al prisma M'N, y se hace M'/«' ó P/=^, M'«’ ó

M'N= ■^, la relación ,, se reduce á M'M=xf. Resulta pues, que

= y para obtener el segmento APGMM'QHD, es nece- 

sano pasar de a la función u.

Puesto que es indiferente el orden de las integraciones, tendre
mos desde luego

— = ¡ sd^', u = f dy f gd.r ó u = HzdA-dy.
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Sjemp/o. Sea l'endremos

// dxdy dx
»2 ■

La primera integral dará

arc

expresando X' una función arbitraria de ,r. Integrando de nuevo 
con relación á x, y haciendo f X'dx = X, será

¡ dx / dx\ — arc

n- ¡ dx / 
rara integrar / — 1 aretg = — 1, escribamos el desarrollo

Y puesto que se debe agregar, después de haber integrado, una 
función arbitraria, Y, de j^, será

dxdy
.r 9;r’ 2Sx'' 4gx

Operando en un orden inverso, según la última integral, se obtendrá

dx i
— are

dx Fi
—7 = 1 dy — arc

arc

Oèservacidn. Se ha visto que se llega á la expresión general 
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de la diferencial del área de una superficie curva, considerándola 
dividida en zonas (fig. 85) tales como EG^é’, por planos paralelos á 
uno de los planos coordenados y concibiendo que cada una de 
estas zonas se divida en porciones cuadrangulares Mz«N« por pla
nos paralelos á otro plano coordenado.

Por la figura se ve que el área DGMH, que podemos repre
sentar por j, aumenta en el cuadrilátero curvilíneo GMm^, cuando 
-r aumenta en P/, y que este cuadrilátero aumenta en M/«N« 
cuando y aumenta enseguida en Q^. Un razonamiento análogo ai

ya hecho maniñesta que el límite de la relación es igual á

la derivada ^^- Para llegar á este límite, se observa que los cuatro

planos w'M y N'«, «'M y N'/« paralelos, dos á dos, á los planos -va 
® y^y y que determinan el cuadrilátero curvo MwN;?, determinan 
también, en el plano tangente en M, un paralelógramo MXZY (fi
gura 87) en el cual,, todas las líneas trazadas por M serían las tan
gentes á las diversas secciones que determinarían en el cuadrilá
tero curvo, planos trazados por la ordenada M'M, y que tendrían 
con los arcos de estas secciones una relación cuyo límite es ¡a 
unidad. Se puede pues, sustituir en el límite, al cuadrilátero curvo 
MwN/í, el paralelógramo MXZY cuya área se halla con la de su

Figura 87

proyección en la razón del radio al coseno del án
gulo comprendido entre el plano tangente y el de 
las .ry. Pero, por ser la normal MG y la ordenada 
MM' perpendiculares á cada uno de estos planos, el 
ángulo que forman es igual al GMM'; luego se ten
drá para el coseno, la expresión

M'M
MG 1/1 + f _, ^5 ’

lo que da MXZY = MWN'«'. ^^^ = ¿¿.r¿¿yj/i +/® + ÿ^;

luego 

expresando

s = ff d.rdy^i +/’'^ + ^^

(^y!<fy^í 4-/’ + q' el área de la zona FHV-
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150. Coordenadas polares. Supongamos que la superficie 
del sólido se halle referida á coordenadas polares. Un punto m es
tará determinado: i.® por la longitud r del radio vector Qm. 2° por 
el ángulo ^ de la proyección Om' de este radio vector sobre el 
piano de las xy con el eje Oa'. 3,° por el ángulo | que dicho radio 
vector forma con su proyección.

Supongamos que la superficie esté dada por 
la ecuación

Para obtener el volumen del sólido que se 
considera, determinaremos el volumen de un 
cono cuyo vértice es el origen y cuya base 
sea una parte cualquiera de la superficie del 
sólido, para lo que se debe determinar el con

Z

n

Figura 88

torno de esta loase, lo que se conseguirá observando que á un 
valor arbitrario del ángulo 0 corresponden dos valores 1, y !-> del 
ángulo 1, pertenecientes respectivamente á la hoja superior é infe
rior de la superficie.

Sean ®, ó, r las coordenadas del punto n. Demos á ^ un incre
mento d^ representado por n'Om' en la figura y otro t/ó á ó re
presentado por el ángulo «Ov. En la pirámide cuyo vértice es 0, 
cuya base es ?«¡t «v y perpendicular á 0«, el lado nm es igual á su 
proyección n'm' sobre el plano de las y por ser Ow' = z'cos ó, 
será mn = r eos fi/i?.

El lado «V es igual á r. d'¡;>-, luego el volumen de la pirámide es

- reos f ¿/^ . rd’^ .r ó — d-^d-^i eos Ir’, 

que solo difiere en un infinitamente pequeño de tercer orden del 
volumen comprendido entre las caras laterales de la pirámide y la 
superficie del cuerpo. Calculando la integral

- d-^ I ¿¿1. eos 1. r’

tendremos el volumen comprendido entre los dos planos que pasan 
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por el eje z y cuyas trazas son 0«' y Üm'. Y si se calcula la integral
i f? /’I2

- / d'^ 1 ¿Z|coS’j-r^
Yo Tl

se tendrá el volumen comprendido entre los planos que pasan por 
el eje s y forman con el plano ,r2 los ángulos ®o y □. Por consi
guiente, si ?o y ^^ son el menor y mayor valor del ángulo ^ que 
corresponden á la base del Cono, su volumen completo estará re
presentado por

¿/| . COS 1 .

Si el polo estuviese situado en el interior del cuerpo, y quisié

ramos obtener su volumen completo, tomaríamos '1 desde ----- 2

hasta — y í desde o hasta 2?:; y tendríamos

1

^Jo. J_rv 
2

151. Loxodromia. Se llama así una curva trazada en una 
esfera y que corta á todos los meridianos según el mismo ángulo.

Sea a el radio de la esfera, -¿ la longitud y 0
la colatitud de un punto. La ecuación 
curva en coordenadas polares es

sen 0 (í"T + = 2, 

de la que resulta

de la

COS O 
— e~'^^ = + 2 . 

sen 0

(!)

(2)

La expresión del arco infinitamente pequeño es

MM'* = MP- + PM'2 = íz2¿^S^ -H a^ sen^ GtZ?^ 

ds'- = a ^d^'^ H- sen- 0¿/:f‘^ s = a i ^d^- + sen’' ^d^'\

(3)
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Diferenciando (i) resulta

eos Oí/O (^»T + ^-«?) + sen ô (^"? — ^-»?) nd's = o.

Y sustituyendo las exponenciales por sus valores,

= + nsenbd'i,

luego s= I—do = a' - (6 — Oo).

Ei arco es proporcional al cambio de latitud.
152. Áreas de las superficies de revolución. Sea la su

perficie descrita por una curva plana cuya ecuación esy —f(.v), al 
girar alrededor del eje O.r. Al incremento A.r de -r, corresponderá 
el incremento -^u del área descrita por la revolución del elemento 
Ai, que podrá considerarse como igual al área de un tronco de 
cono, cuya altura es ó^- y éf, ^e los radios de las 
bases. Tendremos pues j, ....

Áu = 2-^ (y 4- Ay) Ai; Z 
y en el límite

/ du = 2~y(/s ó du — 2Ttd.V.y{/l Figura ao

La expresión del áre^ comprendida entre dos planos perpen
diculares al eje, cuyas distancias al origen son .r y .rg, será

u = 2T^ dx .y\/1. 
J Xo V ^’^' 

¿jem/^o. Sea ei elipsoide de revolución

(^>¿).

Tendremos j

15
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U =
b

2ae
2t^ —

a
— arc e

arc sen — i

ex sen — a

Haciendo ;r = a, se tiene, para la mitad del elipsoide,

-ab (l/i —e^ -¡- — arc sen ^) ó k f¿' + — arc sen e

Supongamos « <; i$, es decir, que la elipse gira alrededor del 

eje menor. Tendremos ——— — É’- v

y haciendo, por brevedad —— H, 
a

—. bex ,---------  
H-= C 4 y^z- -h ] 2a

--------- bex ,______  
«+ H*= — i ,r ! l 

bx ,a^ 
— 1 a^ + H* + — 1a e

a^

2 a

a

= Kb

Haciendo .r = a, resulta

que es la mitad del área del elipsoide.
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§ 2? Integrales de superficies

153. Definición. Sea S una parte de superficie S, limitada 
por una ó varias curvas, distinguiéndose en aquélla dos lados ó 
caras, de modo que no pueda pasarse de la una á la otra sin atra
vesar las curvas límites (t. II, pág. 299). Fijemos sobre la normal 
en un punto P de la una, una dirección determinada y la dirección 
opuesta, en el punto correspondiente P' (que coincide geométrica
mente con P) de la otra. La dirección de la normal está determi
nada, sin ambigüedad, en cada uno de los puntos de la una y de 
la otra cara, si el punto P ó su correspondiente P' se mueven sobre 
las caras respectivas, arrastrando consigo la dirección elegida de la 
normal, que varía de una manera continua.

Por ejemplo, en el caso de que cualquier paralela al eje Oá" en
cuentre solo en un punto á la parte de superficie considerada, se 
podrán distinguir dos lados en ésta, si se asocia á un punto P del 
uno, la dirección de la normal que forma un ángulo agudo con Oz, 
y al punto correspondiente P' del otro la dirección opuesta, que 
forma un ángulo obtuso. Estos dos ángulos variarán de una ma
nera continua, permaneciendo el uno agudo y el otro obtuso, 
cuando los’ puntos P y P' se muevan en sus lados respectivos. 
Bastarán pues, dichos ángulos para distinguirlos.

Sean ahora C (.r, 7/, z} una función de ,r, y,sy una superficie S, 
2 = ^(.r,>'), limitada por una curva L, que se supone tener tan 
solo un punto de intersección con una paralela al eje Oíi; L se pro
yecta sobre el plano de las .r, y según una curva Z.

Formemos la integral doble

nC{.v,y, s^dxdy, (i)

extendida al área Z, suponiendo que se sustituya z por su valor en 
función de 4: é j^. Esta integral tiene un sentido preciso cuando 
se dan el contorno L y la supei-ficie 2=9 (.r,_r), que pasa por di
cho contorno.

Introduzcamos los elementos íZ'í de la superficie, para lo cual 
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sustituiremos dxdy por eos ydc, en virtud del teorema que da la 
expresión de la proyección de un área.

Y la integral (i) se transformará en

If 2) cosyde:, (2)

cuyo concepto tiene más generalidad que el de la primera.
Para obtener esta generalidad, hemos supuesto que á un valor 

de -r é 7 corresponde tan solo un punto de la superficie. En esta 
hipótesis eos y conservaba un signo invariable; pero suponiendo á 
eos y positivo, se ha podido sustituir dxdy por eos y da. Se dirá 
que la integral (1) está tomada en et área S, hacia el lado de ésta 
donde la normal, considerada como semi-recta, forma con el eje Os
un ángulo agudo. Pero, como se puede considerar en S la segunda 
cara, podemos tener en cuenta ésta, para la que la normal, consi
derada como semi-recta, forma un ángulo obtuso con Os. Diremos 
entonces que la integral (2) representa la integral (1), tomada en la 
segunda cara ó lado de S.

Cualquiera que sea el área y el lado que se considere en la 
misma, la integral (2) tendrá un sentido perfectamente determi
nado, tomando por eos y, el coseno del ángulo formado por Os y 
la dirección de la normal correspondiente á este lado. Y se dirá 
que esta integral (2) tomada así, representa la'integral (i) exten
dida al lado considerado de la superficie. En este caso el elemento 
d,rdy no es ya necesariamente positivo. Podremos considerar aná
logamente integrales como

}/ Á^.Vyj'y 2} dyd2, /l'B{Xy}', 2')d2d^y 

extendidas á un lado determinado de una área, cuyos elementos de 
integración son dyd2 ó d2d.ry que estarán representadas por

fl ^} coso.da é 2} cosida,

en las que a, ¡3 expresan los ángulos formados por la dirección de 
la normal correspondiente al lado elegido, con los ejes de las x'^ 
de las y.

Sumando las tres integrales precedentes, se tiene todavía una 

MCD 2022-L5



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS MÚLTIPLES

inieg^^ai de área
ff Adyds + Bdsd,r -|- Cd,vdj/, (3) 

que puede escribirse bajo la forma

II (A eos a + B eos 3 4- C eos v) da.

Es importante el tener la expresión de la integral (3), cuando se 
expresan y, s en función de dos parámetros uy v.

Siendo los cosenos, eos a, eos p, eos y proporcionales á los 
determinantes funcionales

0(^,4;) D(4r,j-)
D(«, »)’ D(«, í>)’ D (a, ») ’

salvo el signo, que se tomará según el lado de la superficie que se 
considere; la expresión (3) será igual á

154. Independencia de la integral respecto al contorno.. 
Vamos á obtener la condición para que sea independiente del con
torno la integral

1 = 11 Adyds 4“ 3dzd^ 4- Cd:3:djf.
Supongamos que las coordenadas jr, y, s estén expresadas en 

función de dos parámetros u y v, para una superficie S. Entonces 
tenemos la expresión (4) de dicha integral.

Consideremos ahora una familia de superficies, que tengan el 
mismo limite y dependan del parámetro a. Cada valor de a deter
mina una parte de superficie correspondiente al área S en el plano 
(», z'); y se pueden elegir estas funciones de manera que la curva, 
correspondiente a! perímetro de S, no dependa de a, y sea, por 
consiguiente, la misma para todas las superficies. Además, admiti
remos que los límites entre los cuales varía a sean tales, que, las 
funciones A, B, C y sus derivadas parciales de primer orden per
manezcan continuas, en todo el espacio recorrido por las superfi
cies correspondientes, al elegir convenientemente los límites entre 
los cuales varía a.
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Calculemos la variación de I, es decir, las diferenciales respecto 
á a. La variación de

(f kdydz ó ff ---- 7 dudv

será igual á D(J. g)
D(«, 2?) D (7/, i’) dudv,“F As

ó desarrollando, á

-777? auav D («, zi)

SSjz iz 'èy SS7 à^j ^2 "èy SS^r
Tm iv tin. "èu 2>v '¿)ii 3^* dudv. )

La segunda integral puede transformarse por medio de integra
ciones por partes. Así, se’tiene

1 f dudv — — f f 1 A — I Zydudv,

teniendo presente que la variación de Sj' es nula en el borde; y 
cada una de las integrales que forman el segundo término de (5) 
puede transformarse de igual manera. Sustituyamos enseguida, 
desarrollando los cálculos.

3A sA 3.r
— por —
liu íjv 3«

3A 3y SA ^2 
2y i>u '(i2 ^u'

y procedamos análogamente con ^. La expresión (5), se reducirá á

!j t^-V pD (M, 2^) D (a, íí)

Y haciendo cálculos análogos en las otras

777---- T ^7 díidv.

integrales, se obtendrá

31 =

x F— 
Ld («, í»)

/fié , ® 1 ^1 
/ |_34r 3^ 3^J
D(Xf, 4?) , D(4f,/) 1, ,—----- - 3v ------------- 02" 1 dudv.
D{u,-v) -^ D (#,«') J
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Pero si debe ser nula; y puesto que los signos de las variacio
nes 8;r, o^', 02’ son arbitrarios, debe resultar idénticamente

SA
(6)2y S2

Esta condición que es necesaria, es también suficiente, puesto 
que dadas dos superficies con el mismo contorno, podríamos for
mar una familia con este mismo contorno, que dependa de un pa
rámetro a, de la que formen palle dichas dos superficies.

Sin que sea necesario insistir, y refiriéndonos á las integrales 
curvilíneas, podemos enunciar el teorema siguiente:

La relación (6) e.r/>resa la condición necesaria y suficieníe para 
que sea ig-ual á cero la integral I, ex^íendida á una superjicie cerrada, 
en el interior de la que A, B, C y sus derivadas parciales de primer 
orden son continuas.

155. Fórmula de Stokes. Hemos visto que

If Ádyds 4“ 3d2d^; -f- Cd.rdy,

extendida á una área limitada por un contorno L, no depende más 
que de este contorno, cuando se verifica la condición

3A , aB , aC ------ --------------- Q 
a^r a^ a-s 

(7)

pudiéndose en este caso escribir la integral doble bajo la forma de 
una integral curvilínea, tomada á lo largo del contorno L.

Vamos á demostrar ahora que, dadas tres funciones que satis
facen á la identidad precedente, pueden obtenerse tres funciones a, 
P, y de 4r, /, 2 tales, que se verifiquen las relaciones

= = = (8)

Tomemos, por ejemplo, y = o. Satisfaremos á las dos prime
ras, haciendo

“ = — í ¿}d2, p ~ f A(,r,^, 2} d2 4- ?(^>j)»
«0 1 Zo
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expresando Zq una constante numérica y » una función arbitraria 
de jr éjr. Sustituyendo estos valores en la tercera ecuación y te
niendo en cuenta la identidad (7), resultará

^ + C Gr, 7, ^) =,o;

y se podrá, mediante una integración, determinar una función 
» (^jj') que satisfaga á esta ecuación. Es evidente que si ai, (3,, 
expresan una solución particular de las ecuaciones (8), la solución 
más general estará dada por

siendo F una función arbitraria de -r, y, z.
Vamos á considerar ahora integrales de superficie de la forma

1 1 Í----------]í¿y¿iz4-( —------ ) + (------------|íf;P¿ír. (9)

Estas integrales se encuentran en varias teorías de física ma
temática.

■Sí? puede expresar ¿a ift¿e¿;ra¿ (9) por medio de ia iuíegrai eur- 
vHínea

f oidx + íSí^ 4- ydz,

¿ornada á io iarg'O dei couioruo L.
Ante todo, debemos definir el sentido en el que se toma la inte

gral curvilínea. La integral (9) se aplica á un lado determinado de 
la superficie S. Á cada punto de S corresponde una dirección de la 
normal. Tracemos alrededor de P un elemento de superficie limi
tado por el contorno w. El sentido directo en el contorno « será de 
izquierda á derecha, para un observador colocado en la normal, con 
sus pies en P y la cabeza en la dirección de esta normal. Suponga
mos ahora que el punto P esté próximo al contorno, C y que una 
parte del perímetro tu pertenezca á este contorno. Se habrá fijado 
en éste un sentido determinado siempre el mismo, cualquiera que 
sea la parte del contorno á que se aproxime el punto P. Fijado
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así el sentido en el contorno L, vamos á demostrar que las dos in
tegrales (9) y fío) tienen signo contrario, si el sentido de rotación 
del triedro (Oxyz) es directo.

Supongamos que el contorno C sea plano, y tomemos un 
nuevo sistema de coordenadas, tomando el sistema de ejes (QXYZ) 
con igual sentido de rotación que el primero, y tal, que el plano 
Z = o sea el plano de la curva C. Supongamos además que se in
tegra en el lado del plano correspondiente á la dirección del eje QZ. 
El sentido directo en la curva C, será entonces el sentido de OX 
hacia OY, es decir, el sentido positivo tal como se definió en el 
tomo II fpág. 296). Si a", á" y c" expresan los cosenos directores 
de ÜZ, la integral doble (9) puede escribirse así

//[(=-ï)--+e-5)'-+e-sd* 
además, las fórmulas de transformación de las coordenadas dan

.v^aX + a'Y + a"Z p, y = èX + ¿'Y + è"Z + q,

^ = íX + c'Y + c"Z + r, 
y se sabe que

c" 1= aè' — èa', a" = âc' ~ câ', b" = ca' — ac'.

Por ser dZ = 0, la integral curvilínea se reduce á

fç (aa. /<- + cy) dX + (a'a f ¿'g 4- í'y) dX,

y, según lo expuesto (t II, pág. 200-204), es igual á

extendiéndose esta integral al área L. Las derivadas parciales, fun
ciones de ;r, y, z, son

c'a Sa 3a

y análogamente para p y y.

3a 3a 3a, 3a
3Y 3.r 3j/ ~ 3^
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Por consiguiente

Por consiguiente, la expresión (9) es igual á

/ 'y.dx + 3 4;' -H ydz,

cuando la curva es plana.
PLs fácil pasar al caso de un contorno cualquiera, pues dicho 

contorno puede reducirse á un contorno poligonal, puesto que bas
taría aumentar indefinidamente el número de lados para tener una 
curva cualquiera. Se puede hacer pasar enseguida por este con
torno poligonal una superficie poliedra! cuyas caras sean triángu
los. Aplicando la fórmula demostrada para el caso de las áreas 
planas á cada uno de estos triángulos, y sumando los resultados 
obtenidos, se llega á la fórmula que se trataba de demostrar, que 
se llama fórmula de Stokes.

Aplicación. Consideremos una curva cerrada L y un punto 
cualquiera M(æ, b, c). Sea una superficie cualquiera S limitada por 
L y en la que consideramos dos lados. Un elemento d'J de esta su-

, <cos(r, 
peificie se ve según un ángulo igual a - - — a'J.

Llamando r á la distancia del punto M á un punto P(.i^,y) ^) 
del elemento, y (r, fi) al ángulo que forma la dirección PM con la 
dirección de la normal en P á la superficie, este ángulo será posi
tivo ó negativo según que el ángulo (r, «) es agudo ú obtuso. Y 
expresando por eos a, eos ¡3, eos y los cosenos de los ángulos que 
forma la normal con los ejes, tendremos

eos (r, n} —-------- eos a -j----------- eos p + —~ eos

La suma de los ángulos triedros para todos los elementos d^
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de S será pues

5 — y 
“sP +

C —z \
—- COS Y\d^. (li)

Será pues una integral de superficie extendida á S, indepen
diente de S, porque se tiene

fr’ = (.r ~ «)2 + (jF — ¿y + {z — í)®].

Puede decirse que representa el ángulo sólido (contado con un 
signo) bajo el que se ve el contorno C desde el punto M.

Vamos á obtener, antes de aplicar la fórmula de Stokes el valor 
de la integral (n). Si el punto (a, á, c} es exterior á la superficie, 
esta integral es nula, según el teorema fundamental.

Supongamos que (æ, áy c) sea interior á la superficie, é integre
mos en el lado interno de ésta. La integral es independiente de la 
superficie. Tomemos pues, una esfera de radio R y centro (¿y, b, f); 
la integral se reduce á

ÍÍ^'^ , c f f eos (r, da
J J Se tiene pues / / ---------------= 4tt.

Tendremos ahora que la integral I, extendida á una superficie S 
limitada por un contorno C, se puede sustituir, según la fórmula de 
Stokes, por una integral curvilínea tomada á lo largo de C. Esta 
transformación sería complicada y no ofrecería gran interés. Por el 
contrario, es interesante en diversas teorías, particularmente en el 
electromagnetismo, expresar las derivadas parciales de I, conside- 
lada como función de a, ¿ y c, por integrales curvilíneas. Sea, por 
ejemplo, la derivada parcial de I con relación á a. Tendremos

3a eos ¡3

3

3a

3

3a
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Debemos buscar funciones a, p, y de -r, j/, z tales, que sea 

c>.3 Sy '6 — .r\ Sy Sa  2 /à—
S2 ~ ~ SÆ \ r^ r 22 S^x r^

aa S¡3 s/c—^\ 
2^ a.r Sæ\ r^ J

Hagamos a = o; y tendremos que elegir, si es posible, ^ y y de 
modo que satisfagan á las ecuaciones 

ay _ 3(^—J)(^--^) ^__|_ 3 (g — ^) (¿i^ —

ay3 
a^ Sj/ r^

Estas ecuaciones quedarán satisfechas, si se toma

y—ó 2 — c

Y, por consiguiente, la integral curvilínea

C {2 — c) dy — (y — ô')d2 
se reducirá á / ----------------- :--------------- •

Y tendremos análogamente

Si f (;p—d)d2—{2 — c^dx Sl C (y—d)d,r —(.v—a)d}>

fórmulas importantes en la teoría del magnetismo (*).

(*) E. Picard. Traite d'Anabjse, 1.1, p. 123, (primera edición).
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LIBRO TERCERO

ESTUDIO DE LAS SUPERFICIES EN FORMA PARAMÉTRICA

CAPÍTULO I

CoorcT©ixo.cl£is ovn-vlXíireeisi

§ I.® Fórmulas fundamentales

156, Definiciones. En general, la posición de un punto se 
determina por la intersección de tres superficies. Así, en los siste
mas de coordenadas rectilíneas, las tres superficies son tres planos 
paralelos á los coordenados. En el sistema de coordenadas polares 

6, f las tres superficies son una esfera de radio r, un cono des
crito alrededor del eje de las á^ cuyo semi-ángulo del vértice es 0 y 
un plano que pasa por el eje de las z que forma un ángulo ■} con 
el plano de las xz.

Sabemos que una curva se puede definir analíticamente, en 
función de un parámetro u por medio de las ecuaciones

suponiendo las tres funciones finitas y continuas, así como sus de
rivadas primera, segunda y tercera, excepto á lo más en algunos 
puntos especiales. A cada valor «, del parámetro ti corresponde 
una posición Mi del punto generador M.

• Si consideramos un nuevo parámetro v, las ecuaciones

í^), 7^ = ?(«, ^)* z ='^ (u, v) (2) 
para cada valor », de » determinarán una línea; y si el parámetro » 
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varía de una manera continua, esta curva se moverá describiendo 
una superficie, que resulta definida analíticamente por medio de Ias 
fórmulas (2). Y si eliminamos w y entre las ecuaciones (2), ob
tendremos la ecuación ordinaria de la superficie /(.r, y^ ^) = o.

Esta superficie quedará cubierta por el sistema de lineas ante
riormente considerado, de las cuales corresponderá cada una á un 
valor de z^, y se dirá una línea v = const., ó una línea -v.

Podremos razonar análogamente respecto á u. El valor «1 de u 
determinará una línea

y el conjunto de todos los valores de u la superficie.
Un punto P de la superficie quedará determinado, cuando se 

conozcan dos valores «,, z», de los parámetros u y v, es decir, que 
un punto P quedará determinado en la superficie, por la intersec
ción de las dos líneas

Los valores í¿i y z^, de los parámetros se llaman las coordena- 
das curvilíneas del punto P, ó también coordenadas de Gauss, y las 
líneas « = zzj, z’ = z', curvas /arameiricas.

Ejejnplo 1.° Sea la superficie de revolución

jv = « eos z’, jiz = zí sen zí, g^f^u) (3j 

u = const determina un paralelo, y z' = const, un meridiano de la 
superficie. Hagamos z' = 0, y obtendremos el meridiano situado 
en el plano .rs. Las ecuaciones son *

4r = «, ^ = 0, .2=/(m), ó, eliminando u, s=f{x\ / = 0.

Si eliminamos m y z; en el sistema (3), obtendremos la ecuación 
de la superficie de revolución bajo la forma

2. ® Para la esfera de radio r, las ecuaciones (3) se reducen a 

,r = «cosz’, y= usQnVy z = ^r^— u‘>

MCD 2022-L5



COORDENADAS CURVILÍNEAS 239

157. Primera fórmula fundamental. Si consideramos dos 
puntos próximos (.r,j/, ^) y (^ + í¿r, j + rfj, í + <fe), las dife
renciales (i^r, (¿y, ds serán, en valores paramétricos,

— dz>, z—du -{dv, 

az = — au H d-v. olí 'íiv

Y sustituyendo en ds^ = d.r- -(- dy- 4- dz^ se tendrá

¿/j- = E4/«-4- 2Vdudv + Gdv^ (4) 

que es la..pnmera forma cuadrática fundameníai, habiéndose hecho, 
por brevedad,

Su discriminante es

í^fV . f^V 4 ( VySzi/ \?z¿/ \íiU/ c)U Sz' 57/ Sz' 'bu 'èv

ó4rSjr ()y iy 'bz ^IZ zíA-V z_^? p^Y
<>?< Sz^ 2)7^ í>z/ 'èu 'ciV

34 >4 3 'èz 2iZ •2 Yr Yr
Sm St* 0« c'y Ô7Z 3z?

'èz 'bz Yr Yr
liu ':iv S/z Ttv 'bu bv

Los coeficientes E, F, G son funciones finitas y continuas de u 
^ ^® ^ y admiten (por hipótesis) derivadas primera y segunda fi
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nitas y continuas. Y además con los símbolos 

/É, /0, /ËG — F-

expresaremos los valores positivos de los radicales. Tenemos ade
más las siguientes fórmulas

i 3E 3.1' 3Lr I 3E 3F
liUclU^ 2 'bu' « — 3?/ lUi'^ 2 3^) 3«

1 SE l 30
ciíi 'èu'èv 2 3z/’ 7Z = S — = 2 3z¿

I SG 3F I 30
'¿>U <)V^ 2 3« "^ 3?/’ “ 3¿' 3z/- 2 3;r

Y también definiremos las seis cantitades /, p', Jf", q, q, q” pol
las fórmulas

S-p = wG — «F, ^^^ = z/E — ?«F,

Á^p' = m'C: — «'F,

^Y = m’'G — n'F,

3 log 4 
quedan p + ^ — ^^ ,

Si las curvas u = const, v = const se cortan perpendicular- 
mente, se dice que las coordenadas son ortogonales. Entonces 

F = o, porque y son los coeficientes di- 

rectores de las tangentes á las curvas v = const y « = const. La 
fórmula (4) se reduce entonces á

En cada punto de una línea coordenada u = const ó v = const 
distinguiremos la dirección positiva de Ia negativa, y convendremos 
en que la primera corresponde á valores crecientes y la otra á va
lores decrecientes del parámetro.

Expresaremos por dsu y ds^ los arcos elementales positivos de
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Ias líneas « y z/, y se tendrá, siendo

« = const, dtí = o ó í’= const, dv = o,

Y representando cos(zz;rí, eos (z^y), :...., cosz/.r,los co
senos de las direcciones positivas de las tangentes á las líneas 
coordenadas n y z/. será

cq5(ti.v} — - -- eos (uy) =-, — COS (zz^r) = —

c^- : = COS , eos (í-«) = —

Y si designamos con o el ángulo comprendido entre 0 y que 
forman en un punto de la superficie las direcciones positivas de 
las líneas coordenadas u y v que pasan por él, tendremos 

eos w = eos (zí,r) eos (ar) 4- eos (?íj) eos (zy/) + eos (tíz) eos {-vs}.

o costo = _^ . (5) y sen w , (6)
I'EG )/EG

De la ecuación (5) resulta que: La condición necesaria y suficienie 
para que ias coordenadas u y v sean orio^onaies es que sea E = 0.

158. Elemento de área. Consideremos el cuadrilátero infi
nitesimal comprendido entre las líneas coordenadas u, u-^du, v, 
v-^-dv, que despreciando infinitamente pequeños de órdenes su- 
periores, puede considerarse como un paralelógramo; y puesto que 
ÍEíZa, y )lQd-v son las longitudes de los lados que comprenden el 

ángulo w, su área quedará expresada por /ËG — F-dudv. Y, en 
virtud de (6), resulta que: Bi eiemenfo de área d- de ia su/er/ciese 
é-^presa /or ia fármuia

d<^ = )/EG — E'dadz' = ^dudv.

159. Ángulo de una línea con las líneas coordenadas. 
Consideremos una línea cualquiera trazada en la superficie, para la

16
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que se ha fijado la dirección positiva del arco. Para determinar sin 
ambigüedad los ángulos que forma con las líneas coordenadas u y

supongamos trazado el plano tangente en cada punto P de la 
superficie. Indiquemos con 0 el ángulo, comprendido entre o y 2«, 
que debe girar sobre el plano tangente y en sentido positivo, la di
rección positiva de la tangente á la línea z’,. hasta superponerse con 
la tangente á la curva C.

Si se mueve un punto M á lo largo de C, sus coordenadas cur
vilíneas u,-v y las cartesianas A', j/, e se pueden considerar como 
funciones de í; y tendremos

^x dií 1)X dv , ^r du dv

cis du '^3 dv 
= J- * + te * •

Y por consiguiente
eos 0 = eos (C-r) eos (zía) + eos (Cy) eos (üj) + eos (C^) eos (ws); 

y sustituyendo los valores de los cosenos en el segundo miembro, 

cosO E —+ .

Pero, en virtud de (4), tendremos la identidad

1 L. ^^^
E r

dv
dsl

EG — h^pGG 
E \í¿T/

2

|/EG —F* dv 
y por consiguiente, sen 0 = + p-g:^* •

Y desaparecerá la indeterminación del signo, conviniendo en 
contar á O como positivo, si z*crece con s.

l'EG — F'^ dv
Tendremos pues, sen 0 = -- ÍE ^^^'

De estas fórmulas y de las (5) y (6) se deduce
FEG —F* du 

sen (co - 0) =- (8)
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y además tg 6 = VEG — F^’----------------- (9)

poi la cual se ve que el ángulo de inclinación de una curva, tra
zada en una superficie, depende solamente de la relación de los 
incrementos du, dv de las coordenadas curvilíneas á lo largo de 
la curva.

Si las líneas coordenadas son ortogonales, F = o, y las fór
mulas anteriores se reducen á

cos.-,^E^, se„0 = >'G¿, (xo)

160. Ortogonalidad de dos líneas. Vamos á establecér la 
condición de ortogonalidad de dos curvas C y C' en un punto P, 
y expresando con oj el elemento del arco de C' y con Gz, Í?; los 
incrementos de las coordenadas curvilíneas, tendremos

, S-T OZZ cl,V OV eos (C -r) ---------------------------COS (C» = ~—p — —

COS {Cz} 'áz ou Tíz Szz

3z¿ OT "év OT ’

y la condición de ortogonalidad
eos (C.r) eos (C'^r) + eos {Cy) eos (C» + eos (62-) eos (C'z) — 0 

se reduce á E¿/M5a -f- F(í/moz< 4- dvou) -f- Gz/z'Sz’ = 0, (n) 

la cual expresa la condición para que dos elementos lineales, traza
dos desde el punto («, íz) de la superficie hasta dos puntos infinita
mente próximos (» + du), {v + dv) y (u + Sm), (v -f- ^v), sean 
perpendiculares entre sí.

161. Segunda fórmula fundamental. Sean «, ó, c tos cose
nos directores de la normal á la superficie y w el ángulo de tas 
líneas coordenadas. Tendremos
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I
c =-------  sen oj

i ^.r i 4>' 
pE ^^^ ^E ^^ 

i yr i ^r 
y'G ^7^ /g’ ^^

(I)

ó bien,
«¡y cí^
tl2í 'éu
'by 'be
bv bv

^EG

32 ?-r 
'bu bu 
'be bx 
bv bv

fEG — F*

I 
/EG^Fí

S-r ^j 
bu bti
W by 
bv bv

La segunda fórmula fundanteniaZ de ^a superficie es

— (d.rda dydâ dzdefi 

que en función de u y v puede escribirse así

® — 'y.íiet:da = Ddu^ 2r)'dudv 4" D dv-.

Vamos á exponendas diversas formas de los coeficientes D, D 
y D" de ». Derivando las identidades

^¿r — = o, bu
bx

a-— = o bv

se obtiene:
v

?// bu'

b-:v ba 2)4; __ V 2^ 2£.
bubv bx bu bv

y 22
bv'

ba
bti

2i.r

y tendremos
2iír ^, S-r S<z 
bu- bu bu '
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^«32/ "bU 2lV ““ liV ^li '

§ 2.° Sistemas isotermos

y en virtud de las (1) se obtienen 
3'2

éu- 3«" 3«’

j^_  I 3.r 3_/ 3^
I^PLG — F’ 3zz '^21 'bu,

by '^2 
bu bv bv

os valores bajo la forma

3zz3z/ bu bv

|/EG — F' ^« bu 

b.v by 
bv bv 

b-,v b'^y b^s
bd- bv^ bv'^

3-r Sj' bz
bu bu bu

3,r 3j b2
bv bv bv

l'EG — F*

162. Definición. Consideremos descompuesta la forma cua
drática (4) en dos factores imaginarios conjugados

|/E¿/m -{- (F + zj/KG-

X

,- ^'' I

/ÉzZzz + (F — /fKG — F" dv )

PÉ V
Pero según se ve en el cálculo integral, existen factores que 

al multiplicar por ellos ciertas diferenciales, las reducen á diferen
ciales exactas. Sea ¡x -p zv un factor de esta clase, de manera que 
tengamos

(1* + zv) l'Eí/zz + (F + i /ËG — F* dz^l 
ÍÉ J

— íi-i -)- id-\ .,
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y por consiguiente

(a —/V) /E¿/« + (F - ?7EG — F* -- = í/f — íW-i;
L PEj

multiplicando estas dos expresiones y haciendo À = —-—, ten- 

dremos
í*’=K(4Íí’ + rf'J/«). (l)

Estos sistemas ortogonales especiales que dan la forma (12) al 
elemento lineal de la superficie se llaman sistemas isotemos. Su ob
tención depende de la integración de

l'EíZzí + (F + í^EG^F^ -^ = o.

ó ds'‘= E¿Zm^-|- 2^dudv 4“ Gdv‘^= o. {2)

Las tineas imaginarias de la superficie, que determina esta 
ecuación se llaman líneas de longitud nula, rectas minimas. Están 
caracterizadas por que sus tangentes encuentran al círculo imagi
nario del infinito.

Su ecuación diferencial es

¿/4.-2 4-¿3^2 ^^2 _Q (^ ¿¿f2 _ g^^2 2Fdudv 4- Gdv- = o,

pór medio de los parámetros u y v, que descompuesta en los dos 
factores lineales imaginarios da

|^í/w 4~ “^^“'^‘^ = /Eí/zí 4“ —^^ = 9, {3)

expresando A- el discriminante EG — F^ que, como sabemos, no 
se anula. Los dos valores de du : dv son imaginarios conjugados. 
Y si ¡x y v son dos factores de integrabilidad, obtendremos dos di
ferenciales exactas

^a = ¡x (^du 4- —dv), 
FE

(4)

¿P = V (|/Éí/« + F —/A
(5)
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ecuaciones, que por integración, conducen á

Q (íí, z») = a, 'H«, ^)=P> (6)

ecuaciones de las rectas mínimas.
El elemento lineal de la superficie adquiere una forma especia!, 

pues si multiplicandos las ecuaciones (4) y (5), escribiendo por bre

vedad — = X^, será Jí- = ÁMa¿/¡3 (7)

en la que podemos introducir los parámetros « y por medio de 
las ecuaciones (6). Resulta pues el

Teorema. 5/ descomponemos el se^'icndo miembro de

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv-

en sus dos facíores, que igualamos d cero, oéíendremos dos ecuaciones 
difei'endaies, cuyas iníe^’aies resiidías respecío á Zas consianíes a. y ^ 
de Za integración, adquieren Za forma

®(u, v) = a, 1 (u, v) = p.

Si introducimos, por medio de estas ecuaciones, en ves de a y ^, 
uy v como parámetros en Zas ecuaciones de Za superficie, eZ eZemento 
ZineaZ de esta adoptará Za forma ds® = Á-d7,d3.

EjempZo 1° Sea el plano XY (z = 0).
El elemento lineal es #

ds^ = dx- + dy- = (dx -fi idy) {dx — idy).

Las ecuaciones (3) dan

dx -f idy = o, dx — idy = 0', 

é integrando -r + (y = o, -r — iy = o. 

Introduciendo a y P, resulta ds- = dy.d'f 

EjempZo 2° Sea la esfera de radio =1. 
Las ecuaciones de la misma son

x~ucosv, y = usQnv, z = ^i - n\ (8) 

y el elemento lineal ds^ =-------- - n av .
i — u-
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Las ecuaciones (3) dan

■ - ■ - ■ = o,
|I — U~

du
^1 — U- — ¿udv = o,

é integrando, resulta

, i fi — u^ , . .

■(9)

--- /.........  W =

Multiplicando estas ecuaciones, tendremos

U
= i. — I \ = I W

y efectuando operaciones, después de reducir, será

2 ^3
22 = ----- . (10)

De igual modo, de las ecuaciones (9) resulta

. I ^ — H^ZV =: ¿y.------------------  
U

— ¿V = 13 -
U

Sustituyendo el valor de z¿, obtenemos las ecuaciones

a
-— = eos 2/4-2 sen 2/, JL = COS v — i sen í»,

y. COS 2» = -----— ,
2 ^¡3

sen v =

y siendo sera ds- =---------— (12)

Si sustituimos los valores 

« + P

y sen 2/ en (8) resultará 

a¡3 — i
■ (13)

de u, eos v

En muchos casos es conveniente sustituir el parámetro ? por
■^, siendo por tanto ay — -^ imaginarios conjugados.
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Las ecuaciones (12) y (13) se reducen á
249

I — a¡3

Z =

Los sistemas isotermos están caracterizados por una propie
dad geométrica. Para enunciaría, observaremos que el cuadrilátero 
construido entre dos líneas '^ y '| y las dos infinitamente próximas 
en los sistemas respectivos ® i- dís y tp -p ¿/1^ pueden conside- 
rarse como un rectángulo. Pero si el sistema es isotermo, y se hace 
crecer á ® y .} por incrementos di y ¿Z’P constantes, tomando ade
más da = ¿Z-p, se tiene que: Los sistemas ¿sotennos dividen á ia 
supeijicie en euadrados ¿n^niiesirnaies, ó en otra forma, siendo

dsu = Ádu, dsj, = \dv,

construyamos en Ia superficie las curvas n = const, así como la 
í' = const, tomando respectivamente las series de valores

^1 « -p du, U -}- 2du, ......... v, V -}- dv, V + 2dv

Y si dsu = dsj,, tendj-emos un sistema de curvas isométrico. Y 
podremos enunciar el

Teorema. La cond¿eio'n necesaria y sn/denteLara ^ne ei sistemá 
de ení-vas coordenas sea isométrico es ^ue se verif^uen ias ecuaciones

G í(v?’

siendo -pj/ ® res/ectivameute funciones de u y de v.
LjemLio. Sea la esfera de i-adio = 1. 
Podemos hacer en (12) y\i3) « = 7^-4- iv, ^ = u — iv, y ob

tendremos

2U 2V
W + v' -P ’

ds^ -±t"\+±ÍL 
(«- + V- ^ 1)2 ■

u- 4-2?^--- I
M^ + ^'^ + I
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Las curvas a ^= const y v = const son circunferencias que 
pasan por el punto (jf = o, j'= o, s= i) y cuyos planos son 
respectivamente paralelos al eje de las X y al eje de las Y.

observación i.‘' Lame definió las curvas isotermas, con rela
ción á la teoría del calor, en la que tienen su origen. Y en efecto, 
se demuestra en la Teoría matemática del calor que, si los puntos 
de un plano se hallan en equilibrio de temperatura, es decir, si la 
temperatura V en cada punto es simplemente función de las coor
denadas JT éj de este punto, y no del tiempo, esta función V(.r,;r) 
satisface á la ecuación

y^V S-V
3^ (0

Para cierto estado de equilibrio de temperatura, una familia de 
curvas (.r, j/) = const se llama isoter/na, si la temperatura es la 
misma para todos los puntos de cada una de estas curvas. Esta 
variará de una á otra curva. Para que las curvas » = C sean iso
termas, es necesario y suficiente que exista una función de ^ que 
satisfaga á la ecuación (i), puesto que V (jr, j) debe ser una fun

ción de
Vamos á hallar la condición para que sea así: Supongamos

V = V (ÿ). Sustituyendo en (i) resulta

Puesto que el primer miembro solo depende de ?, también el 
segundo. Pero ^ está dada, por lo que podremos formar el segundo 
miembro. La condición necesaria para que la familia » — C sea 
isoterma, es que dicho segundo miembro se reduzca á una función 
de f. Esta condición es también suficiente porque, si queda satis
fecha, la relación precedente permite hallar la función Vis) poi 
una cuadratura.
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2. Si co satisface á la ecuación A^s = 0, ósea

±|_^«  3£| j 3( 3ï^ 5» |

La expresión

ZEG^ '^+^7ÊG--F. ‘^

es la diferencial exacta de cierta función ó, y se tiene

Estas ecuaciones, resueltas respecto á '7, dan

S« /EG-F^ ‘ j/EG-F^'

La función '^ determinada, salvo una constante arbitraria, pol
las ecuaciones (1), es á su vez una solución de Aj| = 0, que lla
maremos so/ucion conjurada de ^.

■ Observaremos, respecto á las fórmulas (1), que si el sistema pri
mitivo (zq z») es ya isotermo, se reducen simplemente á

3? __ 3’1 3^1 3tp
3z¿ ’ 3z’ iiu '

Estas ecuaciones expresan que ^ + z> es una función de la 
variable compleja u + ¿v. Y puesto que cambiando f en — |, la 
ecuación característica ds^ = A (dz^ + ¿/.i^j no cambia, tendre
mos que:

Y/ está dado en ¿a su/erjicie S un sisiema ¿soten/w (®, |), cual
quier otro sistema isotermo (d, -/) se obtiene iiaeiendo

+ Z'j/' = E (® +
hiendo F e¿ simáoio de una función aréitraria de variable comfieja.
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Supongamos que el elemento lineal ds^ = y^^dj. d^íi se haya es
crito de dos maneras distintas bajo la forma

ds-^^ y^^doidf^ = V^da-'d^'. (l)

Vamos á ver que esta ecuación solo puede verificarse cuando 
a' y ^' dependen de una sola de las variables a y ¡3.

En efecto, si se suponen a' y ^' expresadas en función de' las 
variables a y ^, y sustituimos ^a y í¿^' por sus valores 

la identidad (i) conducirá á las tres ecuaciones
3p' __ óa' 33' __ 2^ ^É" 2È = —.

3717“°’ 73 17’“°’ Sa Sfi 33 3a

La primera no puede tener lugar más que en el caso de ser 7 
y 3' dependientes de la sola variable a; y considerando la segunda, 
tendremos los dos sistemas de soluciones

a'==F(a), 3' = FJ3); a' = F(3), ?'= Fi («)• (2)

Luego: Cuando e¿ elemenio ¿meal íiene la forma ds^ = /.'dad! 
solo se podrá conservar esta forma al elonento lineal, cuando se sus- 
tituj/e á las variables ay^^ las variables a.' y 3' determinadas por uno 
de los dos sistetnas (2).

163. Red isométrica. Liouville demostró que se puede adop
tar, en una superficie, un sistema de coordenadas tales, que se 
tenga E = G, F = o, donde E = o, G = o. razonando de la 
manera siguiente:

l'enemos ds^ í^du^- + 2pdudv -|- Qdv'.
Descomponiendo el segundo miembro en dos factores de la 

forma P¿/« -|- Q^v, estos factores serán imaginarios conjugados, 
que tendrán factores de integrabilidad también conjugados m -^u^ 
^—fii^ que los transformarán en las diferenciales exactas do. + idi^¡

— /¿/^; y podremos escribir
¿fa /¿8 doidñ , , do^ + d^^

/7e-   -------------  ------------- - Ó dS~   3 i ~ ‘ffiifi fn — zn m n
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Se />ue.¿e /mes, ¿ornar de itua ¿njimdad de maneras E = G, F—o. 
Las líneas coordenadas forman lo que se llama una red ¿some'trica.

§ 3? Representación conforme

164. Definiciones. Cuando se ha establecido entre los pun
tos de dos superficies S y S' una correspondencia tal, que á cada 
punto M' de la superficie 5' corresponde un punto M {imagen 
en S); y que moviéndose éste en S con continuidad, el punto M' 
se mueva con continuidad en S', diremos que la superficie S' 
está representada en S. Esta representación es perfecta cuando sa
tisface á las dos condiciones siguientes:

1. ° Igualdad de ángulos correspondientes. 2.° Proporcionalidad 
en Ias áreas correspondientes.

Pero si entre S y S’ no existen relaciones especiales, tendremos 
que limitamos á establecer la correspondencia entre las dos super
ficies, de manera que se cumpla una de estas dos condiciones.

Nos limitaremos á tratar de la primera representación ó repre
sentación conforme según expresó Gauss que estableció esta teoría.

Sean (zz, z^j y (zz', z?') los dos sistemas de coordenadas que se con
sideran en las dos superficies, cuyos elementos diferenciales serán

_ds^ = Erf«’-|- 2pdadv -f- Gf/v'ó (1)

ds''^ = K'du''^ + 2F'dii'dv' -P G'dv''^. (2)

Si por la representación, á cada punto (z/, v'} de la segunda su
perficie debe corresponder un punto (z¿, v) de la primera, esto sig
nifica analíticamente que (zz* zz) deberán' ser funciones de (u', v'} y 
vice-versa. Supongamos

u = u'(u, zz) z/'= d (u, v), (3) 

y que estas funciones sean finitas y continuas, así como sus deri-
,

superficie S, sobre la que se 

hace la representación.
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Si por medio de las (3) operamos en la (2), tendremos 

ds'- = E,^/»’^ + 2F1 dudv + Giífe/Sj

donde se ha hecho, por brevedad, 

E. = E' — + 2F'~ — + G' — , óU / óU. CU \ 7)U/

,'íiu' 'iiU ^./'ài^' ^^■^' 
f 1 = E 7 i- h ( — 

liU "éZ)' 
liv 'bu

^ bv' 'b'V'
'bu bV ’

G, = E'
W\ bu bv .Íb'v\
— I + 2p — - + G { — ). 

bv/ bV bV Xbv /

La condición impuesta á la representación exige la semejanza 
ds' 

de las partes infinitesimales, ó sea que la relación -y- de dos ele-

mentos lineales correspondientes que unen en S y S' los puntos 
(a, «/), (u -|- du, v 4- dv), pudiendo depender de la posición del 
punto en S, sea independiente de las direcciones de dichos ele
mentos, es decir, que se tenga

ds''^ 
ds- dv 

du

independientemente del valor del cociente -^, lo que da las pro

porciones
E. _ F, _ G.
E F G’ (4)

que son dos ecuaciones de derivadas parciales de primer orden, 
cuya integración resuelve el problema propuesto. Pero indepen
dientemente de los teoremas generales acerca de la existencia de 
la integral, se puede resolver de muchas maneras en el caso de 
estar representadas las dos superficies por sistemas isotermos.

165. Resolución del problema. Teorema. Sk ioda fí- 
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presentación conforme, á un sistema orto^onai isotermo en ia primera 
superficie corresponde un sistejua orto^onai isotermo de ia seg-unda.

En efecto, se tiene en S un sistema ortogonal isotermo (a, ^) 
que puede suponerse reducido á los parámetros isométricos, de 
modo que se tenga para el elemento lineal ds

ds- = X (dy.'‘ -J- ¿ZÍ^^.

Debiendo conservarse en S' los ángulos, corresponderá un sis
tema ortogonal, que conservará los parámetros « y P, y tendremos

ds"^ = Ei d^' -f- Gi rf^í

Pero, puesto que la representación es conforme, deberán quedar 

satisfechas Ias ecuaciones (4), y por consiguiente será — 

esto es, E, = G, lo que demuestra que el sistema (a, ¡3) sobre S' 
es también isotermo, y a y p son parámetros isométricos.

Recíprocamente. Si en una representación de S' soáre S se kace 
corresponder d un sistema isotermo en S un siste/na isotemno e7t S’, 
podrá determinarse ia reiaaón ejitre tos parámetros, de manera c^ue 
ia representación sea conforme.

Se tiene, en efecto, en S el sistema isotermo (a, P) reducido á 
los parámetros isométricos con ds^^ = X (da.^ + ¿/32^¡ y análoga
mente el sistema isotermo (a', p') en S' con ds'^ ^ V (da.''^-]-d^'^).

Si queremos que corresponda al sistema (a, ¡3) el (a', p'), será 
necesario tomar

La condición impuesta á la representación exige que se tenga

líonde m es una constante. Integrando, resulta

?(a) = ?A!a + n, p'= ■’» (p) = + ^¿p _p. n',
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siendo 7«, n. ti constantes arbitrarias reales; es por tanto nece
sario hacer

a + zp'= m (a ± zp) + f, (5)

con la constante real m. Esto sentado, sean (a, P) y (a,, ¡3,) dos sis
temas isotérmicos (reducidos á parámetros isométricos) en S y S'. 
Si suponemos que existe una representación conforme de S' en S, 
al sistema isotermo (a, 3) en S deberá corresponder un sistema iso
termo (a', p') en S', que podremos suponer reducido á parámetros 
isométricos. Entonces se verificarán entre a' q- zP' y a ± ¿p las 
relaciones (5). Por otra parte, siendo (ai, p,) otro sistema isotermo 
en S', se deberá tener

«i + 2^1 = E (a' + zp');

y por consiguiente será
ai + zpi = 77 (a ± zp). (6)

Así pues: Si en S y S' se eonocen dos sisiemas isoíermos (a, p) 
(*í3 ^1) reducidos á pa?'ámettos isomc'iricos, ei modo más general 
de oèietter una reitreseníación conforme de ¿a una suferfiae soére 
oíra, es¿á dado for la fórmula (6) en la que "^ es el simáolo de una 
función arbitraria.

166. Representación conforme de un pláno sobre otro. 
Consideremos dos planos referidos á las coordenadas rectangu
lares’(.r, f) y (X, Y), y establezcamos la correspondencia

■ X = P(.r,7), Y = QCr,7)

entre sus puntos.
Según se ve (pág. 255) la condición necesaria y suficiente para 

que la transformación conserve los ángulos es que

dX^ ~\-dY^=-K (da:~ + ¿yt), 

siendo X independiente de las diferenciales, es decir, dependiente 
solo de x Q y. Esta condición equivale á las dos relaciones
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Estas condiciones que deben verificar Ias funciones P y Q, se 
pueden simplificar, pues la segunda se i’educe á

siendo

el valor común de dichas relaciones, que es igual, en virtud de la 
primera ecuación, á + i. Se tiene pues

_ ^Q SP óQ

Y, para pasar del segundo sistema ai primero, basta cambiar 
Qen—Q.

Sea él primer sistema. Si P y Q satisfacen á las relaciones co
rrespondientes, la transformación X = P (.r, j'), Y = Q (.r, y) con
serva los ángulos, y efectúa por tanto la re/reseníacion con/orfíte 
entre los dos planos.

Ejemplo iP Plano eon plano. Sean (4:,^) y (4;,,j,) las coor
denadas de dos puntos correspondientes. Las fórmulas más ge
nerales de la representación conforme son (F y F, expresan dos 
funciones conjugadas)

x — iy = F, (4:1 — «X) 
Ó .r + z> = F (4r, — ;>,). —

Sea como ejemplo en (1), F(3) = ^, expresando a una cons-

tante y J el argumento complejo de .r± ¿y, lo que constituye la 
representación por radios vectores recíprocos. Las fórmulas de repre
sentación son /

a‘x -y- zy =------- X — íy =----------- .

De estas fórmulas resulta *

ó

17
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Para esta representación geométrica, consideremos superpuestos 
los planos, de manera que + X y + Y coincidan con + X, y 
-1-Y,. Tendremos así una representación del plano consigo mismo.

£je/n//o 2." Sea la ecuación que representa el sistema de 
elipses é hipérbolas homofocales

Si X^ ^ ¿:^ se tiene una elipse y si X- <^ C- una hipérbola. Ha
gamos c= i, y consideremos las curvas

— 4. —----  = i con X«>i (elipses) 
X«'X*— I

1- — ---- i 0 < < I (hipérbolas).
¡X^ I

Supongamos x éy positivos. A todo valor de X- y x'^ corres
ponde un punto (.r, >'). Y se tiene resolviendo

^=(X* --i)(i -|x«).

de lo que resulta

d.r’ + dy^ = 4 (^‘ — rt ( . + 7ZrpX

Pero, si se hace = ap,

se tendrá dx'* + dy^ = m {d^^ -1- rfS*); 

luego la correspondencia entre (.r, j') y (a, p) conserva los ángulos.
Se tiene por otra parte

a = Iog(X + yv^i), p = arc sen p.; 

y, por consiguiente, sustituyendo X y ¡x por sus valores en función 
de a y ¡3,

Æ-= — ¿““)senp, jp — — — ^~'“) cosp. {2)
2 2
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Esta transformación entra en el segundo tipo. Cuando el punto 

(a, ¡3) describe en su plano una paralela á uno de los ejes, el punto 
G^j^) describe una elipse ó una hipérbola. Estas elipses é hipérbo
las son homofocales.

La transformación (2) que conserva los ángulos, transforma 
estas elipses y estas hipérbolas en dos sistemas de rectas

a = const., ¡3 = const.
Estos sistemas de rectas for

man sistemas isotermos; y po
dremos enunciar el

Teorema de Lamé. Las elip
ses y las kiperéolas /¿omofocales 
forman un sisléma de curvas or- Figura 92
Ic^'onales isolermas.

Figurato . Figura 94

Observación. La transformación por radios vectores recípro
cos cambia entre sí sistemas ortogonales, un sistema isotermo en 
otro. Así:

i. ® Un sistema isotermo de dos series de rectas se transforma 
en el sistema de todas las circunferencias .que pasan por un punto, 
siendo tangentes á una de dos rectas perpendiculares entre sí (fi
guras 91 y 93).

2. ® Un sistema isotermo formado por circunferencias concén- 
tiicas y sus radios se cambia en un sistema de circunferencias de 
las que, una serie está formada por todas las que pasan por dos 
puntos fijos, mientras que la otra se compone de los círculos orto
gonales á los primeros (figuras 92 y 94).
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3? Sistemas isotermos de elipses é hipérbolas confocales en 
sistemas isotermos de dos series de curvas de 4? orden (*).

(*) 8<>fus Lie Ge^imelrie der BeriAmng.‘¡transformalinnen. Erst. Band. p. 8

167. Representación de la esfera en el .plano. Conside
remos las ecuaciones del ejemplo tratado en la pág. 249. Tomando 
''’^n^'i pof coordenadas del plano, será (6} (pág. 256)

7¿ 4- iv = F (.r, -{- 2/1), u — w sa: F, (.r,— ¿y^}, 

expresando F y F, dos funciones conjugadas.
Podemos decir, que: La represenlaeio'n conforme más Refiera/ áe 

una supeífeie soére otra se obtiene ¿guayando la variable compleja de 
la una á una función de ia variable compleja de la otra.

Ejemplo z,^ Superfeies de revolución.
Las coordenadas son

.r = rcosw, j*  sen <», s-= s (r),

siendo e = ^(f) la ecuación de la curva meridiana. El elemento 
lineal es

ds‘^ = [1 -^ í'' (^)| dr- -J- r-dtó^.

Cambiando el parámetro r por el arco u del meridiano, contado 
á partir de un punto fijo, tendremos

7/=yyi -F f-f)dr y ?'=|(zí).

La función ó estará dada por la naturaleza de la curva, y se tendrá 

ds' = d2Ó -|- r-doi'^.

Corolario. En toda superfcle de revolución los meridianos y 
los paralelos forman un sistema ortog'onal Isotermo.

Observación. Por ser
Idu- \ 

ds^ = r^ —,

se ve que los paramétras isométricos son o y u^ = j

Ejemplo 2." Esfera. Sea x' -t -\~ z^ = !•
Tenemos x—- sen u eos i", jy = sen «senz^, .a = eos u,
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siendo v la longitud y la zz la distancia angular del punto ai polo 
u = o, ó sea el complemento de la latitud. Tendremos

ds^-
Cdu i

7^ =: / ----- -  = log tg — U.

Podremos hacer la re^rese/itancion estereogr^yica J>oiar, tomando 
como variable compleja en la esfera

T = ^-«l+" ó T = COt — « . ^ + **’

de la esfera en el

2
y por variable compleja Ç en el plano del 
ecuador = p^*^: y haciendo t=Ç, ó sea

U 
c = c0t-, =

tendremos la representación conforme de 
la esfera en el plano del ecuador. Desde 
el polo « = o se proyecta el punto M («, v} 
plano ecuatorial. Podemos considerar la transformación 

w + 72/= ,r, + ¿y,, u — w = ,r¡ — iy^ ó j;^=u, y^ = -v.

Y tendremos entre las coordenadas (.r, y, z) de la esfera y las 
del plano (zrp j/,), las relaciones

Mediante estas fórmulas se corresponde cada punto (.r,, j/J 
del plano con un punto (ár, y, z) de la esfera; y de ellas se deducen 
las siguientes:

zrji — z} = xy /, (i — z)=y.

En la figura 95 se establece la correspondencia, de manera que 
coincidan los ejes de las .r y de las ;r del plano y de la esfera. Rectas 
trazadas por el origen y círculos concéntricos cuyo centro es el 
origen, representan á los. meridianos y á los paralelos. A un círculo 
de la esfera cuyo plano es

A.r -j- By -(- C^ -j- D = o, 
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corresponde en el plano la curva
3A,r, + 2Bj, + C (^\ + /, — i) -h D (jT^ -|-y, -[- 1) = o, 

que es una circunferencia.
yf Prúyeceión de Mercator. Tenemos la representación

» +/p ^i+^i. u — w = e-'^-'^^ 

que conduce á u = e^' eos/,, v = sen/i

y en virtud del ejemplo de la pág. 249

2í‘^* eos/, 21?^'sen/, — í

Á los paralelos 2 = const, corresponden en el plano paralelas 

al eje de las Y, ;r, = const., á los meridianos - = const, de la es

fera las paralelas al eje X, = const., /, = const., resultando en el 
plano, dos series de paralelas que se cortan perpendicularmente. 

y.® Determinar todos los sistemas ortogonales de círculos 0’ de 
rectas soére el plano. La condición necesaria y suficiente para que 
dos círculos de la esfera se corten según ángulo recto es que el 
plano del uno pase por el polo del otro. Y debiendo, por consi
guiente, los polos de los planos de los círculos de uno de los sis
temas (C), hallarse situados en cada plano de un círculo de (C'), 
su lugar es la recta r', por la que pasan todos los planos del se
gundo sistema. Y análogamente todos los planos de los círculos 
del sistema (C) pasan por una recta r, que es la polar recíproca de 
r' respecto á la esfera.

De esto concluimos que el modo más general de construir un 
doble sistema ortogonal de círculos de la esfera, es cortaría por dos 
haces de planos, cuyos ejes sean rectas polares recíprocas respecto 
á la esfera.

Supongamos en primer lugar que la recta r no sea tangente 
á la esfera, ó que su polar recíproca r' corte á la esfera en dos 
puntos reales distintos, que serán comunes á todos los círculos del 
sistema respectivo. Proyectando estereográficamente sobre el plano, 
tendremos:
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-0.) Dûs kaces orio^-onaZes de circulos, uno eon dos /bunios de 
¿ase rea/, y e/ oíro con junios de ¿ase ima^'/Harios.

En particular, si r es el eje polar de la esfera, el sistema i.° se 
cambia en las rectas de un haz y en círculos con el centro en el 
centro del haz.

Si r es tangente á la esfera, r' será tangente á la esfera en el 
mismo punto, en dirección ortogonal á r, y por proyección este
reográfica se obtiene en el plano:

¿J Dos sistemas de circu/os ian^'entes en e¿ mismo />iín¿o á dos 
rectas ortogona/es.

En particular, si el punto de contacto de r, r' con la esfera es 
el polo de proyección, tenemos en el plano, como caso límite, un 
sistema doble ortogonal de rectas.

168. Representación de la esfera en sí misma. De

a — ¡3 ’ a —f5’ a — 0

resulta

A cada par de valores a, pi corresponde un punto de la esfera 

real, cuando ay — _ son imaginarios conjugados. Á otro par ai, 

Pi análogo, corresponde un punto (-fpj',, xf,) de la esfera

siendo el elemento lineal <¿ri® = J^l^^
(«,-P.)“

Hagamos a, = F (a), 3. = F, (p).

A cada punto de la esfera (a, p) corresponde otro (a,, p,). La 
esfera queda representada por sí, y por representación conforme, 
cuando se corresponden las rectas mínimas.

Si al hacer girar á la esfera alrededor de su centro, expresamos 
por la variable compleja t los puntos de la esfera y por t' el punto 
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á que llega t, después del movimiento; en virtud de ser ¡guales dos 
figuras descritas por puntos correspondientes t y t', será t' una 
función lineal de t

ya que t' tiene tan solo un valor para un valor de t é inversamente 
y además, porque en la esfera como en el plano de representación, 
á cada circunferencia descrita por t corresponde una circunferencia 
descrita por t'. Y las representaciones conformes del plano en el 
mismo, que cambian circunferencias en circunferencias, se dan me
diante sustituciones lineales.

Igualemos á i el determinante ao — .Sy de la sustitución lineal, 
que es distinto de cero. Y vamos á obtener las relaciones, particu
lares que deben existir entre los coeficientes a, [3, y, $ para que la 
sustitución represente un movimiento de la esfera. Para ello, ex
presemos el elemento lineal

ds- = du- + sen- udv’^ 

de la esfera mediante la variable compleja t y su conjugada t„.

Siendo t = cot — t,,= cot — ”’» 
2 2 

resulta que ds-=   

Para que la sustitución (i) represente un movimiento, es nece
sario y suficiente que sea

d^d^Q dzd-ZQ

■ (’'’'o+l)* ~ ('”ú+ I)’’ . 

y siendo, en virtud de (i),

(at -j- ¡3) (a^Tg 4- Po) 4- (Y'C + S) (Yot^ 4" %) = '^"o+ !•
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Puesto que la última relación se verifica para cualquier valor 
de será

«a«+yTo=lj a.3, + YÔ„=0.

que poi ser «3 — 3v = 1, se reducen á las condiciones necesarias 
j'' suficientes, o = ao, y— p^^ esto es, que 3 es la conjugada 
de a y y la conjugada de (3, cambiada de signo. Resulta, pues, el 

Teorema. El movhnieníú más ^meral áe la esfera eomfleja en
si misma se representa mediante la sustítucion lineal

, at 4- 3

169. Ejemplos de representación conforme. La teoría de 
las funciones de una variable compleja ofi-ece sistemas de funcio
nes P(r, j/) y Q (,r, 7) que permiten efectuar una representación 
conforme.

Consideremos una fracción racional de z, F (s'), cuyos coeficien
tes son cantidades reales ó imaginarias. Hagamos z =,r + ly, y 
podremos escribir F(.g) bajo la forma P(4r,/) 4- zQ (.»■,/) siendo P 
y Q funciones racionales de x y de y. Derivando, sucesivamente 
los dos miembros de la identidad

P íT) -= P (x, j) -|- zQ (x, f) 

con relación á .t é _y; siendo Py Q funciones racionales reales, 
tendremos 

de lo que resulta z f— + z —) = ~ 1 / 2^ . 

luego

La transformación X = P(x, y), V ~Q(x, j) conservará los 
ángulos.
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as ~\- ó
CZ -\- dSea F(^) = (0 (ad — èc =^ o).

expresando a, é, e, d cuatro constantes reales ó imaginarías.
, az + â

Tenemos la sustitución lineal ¿ =---- ;—□ que establece la co-cz-\~d
rrespondencia entre el punto (X, Y) y el {a-, y). Esta correspon
dencia resulta de las transformaciones siguientes;

Consideremos la sustitución Z = az.

Haciendo Z-= Rí-'", z = re^ '\ a — ^e^^y 

se tendrá R = kr^ 0 = to-|“

Esta transformación consiste en tomar el punto homotético del 
Zy y hacerle girar después en un ángulo a alrededor del origen.

2.° Sea Z = xi + ¿. Esta transformación equivale á una tras
lación igual y paralela á la recta que une el origen con el punto 
correspondiente á la cantidad imaginaria è.

3.’ Sea Z = -. Se tendrá R = -, Ü r
--  W.

El punto (X, Y) es el simétrico, respecto á O.r del punto trans
formado de Çr, j^) por radios vectores recíprocos.

Caso generak La transformación Z= “^7^1 se obtiene com- 
i 

binando las anteriores. En efecto, podemos hacer Z =/ + ^^ _^_ ^.

y sucesivamente z' = cz, z" = z' -{- d, z'" = -^, Z —p + s'".

Teorema. La ¿ransformación (1) transforma en générai, una 
eireunferencia en otra circunferencia, pues cada una de las trans
formaciones parciales en general, efectúa dicha transformación.

170. Transformación del semi-plano. Supongamos
ad — kc= i. 

az k
La sustitución z' =---- ;—5 cz -i- d

/ az + ¿X 
ó \ cz-i-d/

az + k 
expresa que se sustituye z por ^^ ,
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Esta sustitución transforma ei semi-piano en si mismo, es decir, 
que à un punto del semi-piano corresponde un punto del semi- 
piano, pues de

X + - résulta Y = 7----------- 7---------

Y tiene el mismo signo que ^. A un punto del eje 0,r corres
ponde un punto del mismo. La sustitución transforma en si mismo 
ei semi-piano situado en la parte superior de O-r; y transforma una 
circunferencia cuyo centro se halle en O.r, es decir, ortogonal á 
esta recta, en otra circunferencia, que deberá ser ortogonal á la 
transformada de 0,r, es decir, á O.r. Por consiguiente, su centro 
estará en el eje O.r. Y toda recta perpendicular á O.r se transfor
mará en una de dichas circunferencias.

Una serie indefinida de sustituciones de la forma

siendo a, á, c, d reales, for/nati un gm/^o (e¿ g'ni/o moziu/ar). Este 
grupo es d'scúniinuú en el semi-piano, cuando para un punto arbi
trario A del mismo, exterior al eje real, no exista en el grupo, nin
guna sustitución que transforme A en un punto diferente de A y 
cuya distancia á éste sea menor que una cantidad tan pequeña 
como se quiera. Estos grupos discontinuos, cuya teoría ha estable
cido M. Poincaré, constituyen los gm/os fusekianos.

Por ser uno de estos grupos G discontinuo, se podrá dividir el 
plano ó una parte de éste en una infinidad de regiones que gocen 
de las siguientes propiedades:

Cada una de ellas corresponde á una de las sustituciones del 
grupo G. La que corresponda á la sustitución (xr, /•(£;)), se llamará 
¡a Ri y la que corresponda á la sustitución (^,/o(-^)) ó (xf, x^) se 
llamará R^.

Cuando z este e-n e/ ¿nterior de R^, fi(z) deberá ser interior d R¡, 
es decir, que R¿ será transformada de Rg por la sustitución (z, f{e')).

Decir que R¿ es la transformada de Rq por una sustitución real, 
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es decir, que estas regiones son congruentes, y por tanto, que to
das las regiones R son congruentes entre sí. Ó también podemos 
decir, que la división del plano en una infinidad de regiones es r^ 
g'u/ar, cuando al deformar éstas de una manera continua, se pueda 
hacer coincidir el nuevo modo de divieión con el anterior de tal 
manera, que cada región de la nueva división coincida con una re
gión de la antigua, y que una región dada cualquiera del nuevo 
modo de división coincida con una región dada iguahnenle dial- 
sitiera del antiguo modo. Al aplicarse la sustitución [z, /^(z)] á las 
diferentes regiones R, cada una de éstas se cambia en otra región 
R y Rg se cambiará en R¿.

Esto sentado, M. Poincaré, reduce el problema de la obtención 
de los grupos Fuschianos á: Subdividir de una manera rí'^'uiar el 
fiiano ó una parle de e'síe en una it^nidad de re^'iones ¿odas con- 
¿■ruenles entre si (*).

Limitándonos al grupo formado por las sustituciones (i), obser
varemos que la relación

az + b y
z =-------- 5 da Y = ---------- ;ez -R d (ex + d)^ + cy^

de manera que si ¡Y —y\ <^2, el denominador (í:.r -p d'p + df 

es menor que ------- .

Por consiguiente, los enteros e y d solo pueden tener un nú
mero limitado de valores. Además, si

ez -{- d '

siendo Ivjl, como e inferior á un número determinado muy peque
ño, « y ¿ tampoco podrán tener más que un número limitado de 
valores. El número de las sustituciones será finito y el grupo dis
continuo.

El razonamiento empleado supone á y diferente de cero, es

o Théorie des groupes Fuchsiens.
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decir, que z no se halla en el eje O^r. Para los puntos de éste el gru
po es continuo, lo que se ve considerando la sustitución del grupo

(1 -p ac} 2 — íí^
c’2 -H i — ac ’

en las que ay c son enteros cualesquiera. Esta sustitución puede 
escribirse bajo la forma

i i
— a C2 — a

Si pues, partiendo de un punto arbitrario z, se repite esta sus
titución un número infinito de veces, se obtendrá un número infi- 

nito de puntos que tienden hacia el punto Z = —.

Ahora bien; si 2 es real, todos los puntos así obtenidos son rea- 

les, y se tendrá, por consiguiente en la proximidad de —, un numero 

infinito de puntos correspondientes, lo que es contrario á la hipó
tesis de ser el grupo discontinuo en el eje O.r.

El grupo discontinuo considerado conduce á dividir el semi- 
piano en un número infinito de triángulos.

Para llegar á esta subdivisión M. Picard establece la noción de
bida á Lagrange de forma euadrádca reducida, estableciendo que: 
En un sistefua de formas definidas positivas equivaientes, no e.nste 
más que una reducida

Ax'^ + 2Bxy + Cy®,

excefio cuando A = C ó 2 1B¡ = A. (*)

(*) TrnUi d’Analyse, t, I. págs. 44'2-40.

. az è
Haciendo enseguida z = .r + ly,^ la parte real de ——se 

reduce á
ac (.r' + y) + {ad 4- éc) + id 

â (x:- -P /■) -P 2í;^.-r+ d-
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y el cuadrado de su módulo es igual à

a- (4f^ + _^-) + 2abx + ¿2 
r (.r- + y) -|- 2eiix + d- '

Considerando la forma cuadrática

X* + 2.rXY y (x- + f) Y^ (j' > û)

en la que 4r, j/ tienen valores determinados, y efectuando la sus
titución

resulta
(X, Y, d\ + ¿Y, fX + «Y),

fy >*+y) 4- 2 írfjr+ rf*i x^+2 [(Æ-2+y) «^ y (^¿z+ be) .r y ¿rfj xy

4- [«* (4r« + y) 4- 2z2,Yr + ¿4 Y*.
Eligiendo los enteros a, b^ e, d (ad — be) = i) de manera que 

esta forma sea reducida, se tendrá

C'' {^‘^ + y^) + 2edx -]- d- <^ a^ (x‘^ 4-y') + 2abx 4- b'\ 

j
2

(4;- + y) ae -1- (ad q- be) x 4- bd 
e- {x- 4- yj 4- 2edx + d"^

i
2 '

Luego, eligiendo convenientemente los enteros a, b, e, d, el mó
dulo de la forma considerada será mayor que la unidad, hallándose 

comprendida su parte real entre — - y -4--. Luego:

À todo pun¿o z del semi-plano eorres/fonde, mediante una susti- 
tueion eonvemenie del grufio, un ¿>unío en el triángulo formado en d 

semiflano de tas rectas x = —, x =^^ _>/ la circunfeí'encid’ 

x'+ f= i.
El tercer vértice de este triángulo curvilíneo está en el infinito, 

en la dirección de Oy. Este triángulo se llama el /foli^'ono funda
mental del grupo.

Al punto z no corresponde, en ¿general, más que un punto en el 
trián¿-ulo precedente, pues si el punto (x, y) está en el interior del 
triángulo (y no en el perímetro), la forma cuadrática F es una 
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forma reducida, y cualquiera otra forma equivalente no es una 
reducida.

Los puntos del perímetro del triángulo se corresponden dos á 
dos, por una sustitución del grupo. *

Si se hacen representaciones conformes del triángulo funda
mental que precede, empleando todas las sustituciones del grupo, 
se obtendrá una infinidad de triángulos curvilíneos cuyos lados 
serán arcos de círculo normales á O.r. Dos cualesquiera de estos 
triángulos solo podrán tener comunes puntos de sus perímetros.

Observaremos además que un segundo grupo modular es el 
^rupo modular ampliado

as
=(ad—óc^i') d

que contiene al modular como subgrupo invariante / i í 
de índice 2. / 1 !

El triáng-ulo fundameuial del grupo modular ^ ^ 
ampliado se halla comprendido entre las dos rectas figura 96

A’=o, ,r =---- y el círculo de reflexión -f- y- = i. Sus tres 

vértices son (fig. 96')

z = e^=i, z = e'^ = s, z = cc.

La red modular que cubre una sola vez el semi-piano positivo

Figura 97

(fig. 97) se puede engendrar 
reflejando el triángulo funda
mental sobre sus tres lados, 
es decir, transformándolo por 
radios vectores recíprocos res
pecto á dicho círculo.

Si A, B, C expresan tres re
flexiones sobre los lados 

-, ^* +y = I

del triángulo fundamental T, y expresamos con los mismos símbolos 
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los tres triángulos adherentes al fundamental i, veremos que sí V 
es una sustitución cualquiera del grupo modular ampliado, aplicán
dola, por ejemplo, á los dos triángulos ádherentes 1, A, obtendre
mos dos triángulos, también adherentes, V y AV. Así pues, al 
triángulo V serán adherentes los triángulos AV, BV, CV. Y puesto, 
que se puede pasar del triángulo fundamental á uno cualquiera de 
la red, mediante una serie de triángulos adherentes, deducimos que:

E¿ ¿rupo modular am/f/iado I'o se engendra por ires r^exiones 
eie/nentaies A, B, C.

En cuanto al triángulo fundamental del grupo modular, bastará 
decir que asociamos dos triángulos adherentes de la red modular, 
por ejemplo, el fundamental 1 y su simétrico A, respecto al eje 

imaginario limitado por las dos paralelas x= — —, jr =-H i al 

exterior del círculo x- +7- = 1, cuyos ángulos son —, -, o. La 

sustitución (¿r, á^H- 1) transforma los dos lados y los dos arcos.
Ejemplo iP Sea la función

Z — 2^— I = (s — 1) (¿r + 1).

Puesto que los módulos de z— 1 y £ + 1 son respectivamente 
las distancias de z á los puntos + 1, — 1; á la circunferencia cuyo 
centro es Z = o y radio i corresponderá una lemniscata de Ber
noulli con los focos en5:=iy£r = — i;y más generalmente, á 
toda circunferencia concéntrica en Z una cassinoide con los focos 
en dichos puntos. Al interior de la hoja derecha de la lemniscata 
corresponderá el interior de dicho círculo y al foco de aquélla el 
centro de éste.

2." La función Z = íg-^— ^sj da la representación conforme 

de la parte del plano s interior á la parábola cuyo foco es z = o y 
el vértice z'=’i en el círculo del plano Z cuyo centro es el origen 
y el radio la unidad. En efecto, la ecuación polar de la parábola es

i

COS' — 
2
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Cuando z recorre el perímetro, se tiene

. O
2 = i -H Hg - ,

y ^ = ‘S (ï + ’ï‘S2) =
i -F i tg k

i — / tg ^

Por consiguiente [Z| = 1. A los puntos interiores á la parábola 
corresponden los puntos internos al círculo (biunívocamente): al 
foco de aquélla corresponde el centro de éste. Análogamente la 
parte externa de la parábola se halla representada en el círculo pol
la fórmula

2Z = — I,

y puesto que el punto ^ = o es exterior al área considerada, la 
función del segundo miembro es en el área monódroma.

171. Transformación de zu = z”'’ (m positivo).
En coordenadas polares tenemos r= 0 = mw. A cada arco 

de círculo z descrito desde el origen, cuyo

ángulo central es —, corresponde una cir- 

cunferencia. Cuando o varía de una mane
ra continua desde o hasta 00, sucede lo 
mismo con r. La función propuesta da una 
representación continua, biunívoca y con
forme de un sector del plano z, cuyo án- 

guío central es —, en el plano w.
^^ Figura 98

La función w es auíomorfa, porque es 
uniforme y no altera ai sustituir z por oxi; a tiene 7«— i valores. 
La función queda invariable por m — i transformaciones lineales, 
y la representación es conforme, lo que se verifica obteniendo el 

valor de de los arcos de curva zv y z, que es 7«=™ “^(p ^ o é 00), 

18
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y depende tan solo de la distancia de ds al origen y no de su 
dirección.

Para »í = 2 la correspondencia se establece haciendo ver que

Figura 99

i A >
C

Z
P

la igualdadd w = z^ da

Á paralelas respecto á los ejes en el plano w co
rresponden hipérbolas equiláteras en el plano z. Los 
puntos ¿r = o, S’ — 00 son ¿rre^u/ares. Y se ve, por 
último que á dos curvas del plano z que se cortan

en el origen según cierto ángulo, corresponden en el plano w dos 
curvas que se cortan según un ángulo m veces mayor.

172. Transformación = —2
Haciendo a = ? (eos w + ? sen w), zo = « + w se obtiene

i
u = — 2 COS w,

I 
v = —2 sen w.

Á cada circunferencia descrita por z (? cons
tante) corresponde una elipse descrita por 
w. Los focos de estas elipses son ± c. Á un Figura 100
círculo dado z corresponde una sola elip
se w. Á una elipse 'll) corresponden dos círculos tales, que el pro

Figura 101

ducto de sus radios es igual á c^. Así, por la transformación de que 
se trata, se representa de una manera biunívoca en el plano w una 

parte del plano z situada, sea en el interior, 
sea en el exterior del círculo de radío c (ex
cepto para los puntos de la circunferencia de 
este círculo). Á la circunferencia ? = ^ del 
plano z corresponde el segmento (— (:, J-^) 
del plano w. Cuando ? aumenta, á partir de c 
indefinidamente, la elipse w recorre todo el 

plano. Cuando ? decrece desde c hasta 0, la elipse w, reducida en
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el momento de partida al segmento (— r, -J-í) recorre de nuevo 
todo el plano y coincide sucesivamenté con cada una de las elipses 
obtenidas, haciendo crecer á o hasta el infinito.

Dividamos el plano 2 en cuadriláteros por círculos o = const, 
y rectas 0 = const. Á estos círculos y á estas rectas correspon
derán, en el plano w?, elipses é hipérbolas homofocales (figuras 
lOO y 101).

Por ser — f 1-7 1 la expresión de la derivada de la función 

propuesta, se ve que deja de ser finita y diferente de cero en los 
puntos xr = 0,- z — + c. En los dos puntos + f, la representación 

deja de ser conforme. Haciendo w = —se ve que se conservan 

los ángulos en la proximidad del punto s’ = o.
173. Función multiforme. w”^ = z (m positivo, z no es nula 

ni infinita). Tendremos

r” (eos m^^ -|- i sen mh) = p (eos w -|- / sen w).

CF = O, ±1, ±2, ........ )

Cuando z parte del valor .?o(?o> ‘"o) rodeando al origen, se ob
tiene como se sabe, una multiplicidad de determinaciones.

Al describir ¿r un contorno cerrado, las sustituciones que re
sultan forman un grupo, permutándose las raíces alrededor del 
punto de ramificación.

§ 4.“ Líneas en una superficie

^74. Radio de curvatura de una sección normal. Las 
ecuaciones del eje del círculo osculador son

(X — ,r) ¿¿.r + (Y —j)4fí'-h(Z — z} dz = o, (i)

(X — ;r) ¿ír -1- (Y —y) dy 4- (Z — z'jd^z — ds^. (2)

Cortándolo poi* la normal á la superficie, se obtiene el centro de 
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curvatura de la sección normal trazada por la dirección </.r, d}>, dz. 
Sea 5 el radio de curvatura de esta sección. Las ecuaciones de la 
normal, serán

X — A-_  Y— Z — z__ p ___ 
/ ’ ”_______________“ fEc ^r^'

(3)

siendo ^, p' y p'' los coeficientes de dirección de la normal á la su
perficie, que satisfacen á las ecuaciones

34r
3z^3«

3J^
3«

3.sr
'bu

3^
3íz

y tenemos que
'éZ
"bv

by 3áfV
3z' 'bu/

= EG — F<

Eliminando X — .r, Y —y, Z —z entre las ecuaciones (1), 
(2) y {3) resultará

(pd^r-^p'd^y-i-p^d'^z)
F'^

= ds'. (4)
Hagamos

3Er 3> 3'E

3Er ?’^ 
bu^ bu-

bx by

3^.s 
bu^

bz
= e = AD

bu’ bu bu

3.r by 
bv bv

b^X by 
bub-V bubv.

bu

bz
bv

bubv

151

b^x- b'-y bh bx by bz
bubv 3«3íí 3«3í; bu bu

bx by 
bv bv

bu

bs 
bv

= f= AO"
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c)';r í)-¿r

3*;tr 3> Í)’^ 3.r c'á'
3«

32
3z’ 32»

(siendo A’'‘ = EG —■ F*),que conducen á los coeficientes D, D', D", 
anteriormente obtenidos (pág. 245).

'Pendremos, en vez de (4), '

edu- -J- 2fdudv 4“ ^dv-

y EG — F-
= -------------- (E du-^ + 2F dudv + GíZz;^),

} EG — F’‘ <^dtí- + 2fdud-v g'dz’'^
F Eí/zí‘+ 2Fz/zí¿Zt’+ Gí/zí^ ' ^^^

Para obtener los radios de curvatura principales, será necesario

expresar que la ecuación (6) en - - tiene sus dos raíces iguales, lo
úV

que da

f/ ' — fV
\ /EG —F- /

=: (e-=:^=á= — eV^ -=zL= — G Y (7)
\ ^'EG —F^ M yEG —F* /

que es la ecuación de los radios de curvatura principales.
Si en (6) se hace dv = 0, dará el radio de curvatura de la línea 

í’== const.; y se tendrá

yECr^P _ e yEG—^E* _ g'
^u É’ fV G

E/EG — F« G/ÈG -Tf*

Los umbilicos se obtienen expresando que la ecuación (7) tiene 
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2/8 LIBRO 3?----CAPÍTULO I

raíces iguales, lo que da

Ge + (E^ - 2F// - 4(/^ -^^) (F* - EG) = o.

Pero se obtienen más fácilmente haciendo en (7)

)/ EG — F*

lo que la transforma en

{f,r — F')- — («r — E) (^,T — G) — o.

Las raíces de esta ecuación se hallan separadas por

E F

Para que sean iguales es necesario que

EG F 
e ~ S ~ f '

que son las ecuaciones de los umbilicos.
175. Teorema de Gauss. En virtud de

2“.r 3®j 3^2 Sír
(5) t uñemos

Sír
5«^ <)»* S«’ 5^»^

„ 
DD - D''—

3«3í'

3;r

óu

3-r 37 3^ 3.r

3«

3-r

Szz Sz» 3í' 32^ 32*

Efectuando los cálculos por la regla de multiplicación de los
determinantes, se obtiene

3-4.' 3’^4: 3-4: 34? 3^4; 34r
x 2

3«‘^ 3íí

324Í 34; 34;
DD" = 2 E

3« 3«^ \'¿IU J 3« 3»

34? 34; 34r / 34r y
\* -------

iU^ 2.
3« í)V \ Sí’
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D''^ =

S Í—V 
\3«3Z'/ SZÍÍÍZ' 'élí

V ( __  1
iWèv 2iíí \ 2>U /

SÍ — 1
\2>2'/

Diferenciando las dos últimas fórmulas, será

Diferenciando las fórmulas (4) (pág. 276), se obtiene

i óE 3^
2 3« 3«
I 30 3^
2

de donde

"¡IU éu'¿iZ) '
íF' / yír
c¡H \ 'éu-

Óz» VíZÍ^Z'

V_____ __

3.r 3^-r S^rX
iv "^ 3m3z’ 3«/’

3-r 3’^,r 3-r\
3Z' 3z'‘ '¿iu/

3F 1 3E
3ZÍ 2 37/

3F 1 3G
3z’ 2 3zz

3z'

34.- 3-^F I 3«E
3z' SaSz» 2

34? 3^F I 3-G
3z’Gzí cHí 3«3z; 2 3«^ ’

y T 3^G
y ademas S—r—

úu-cv 3z¿ \3z<3z'./ 2 3z'®

/ 3ír 'V ’ 3^E
\3z<3z'./ 2
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28o LIBRO 3?—CAPÍTULO I

De estas cuatro fórmulas resulta:

Sír 5ír / 3ír \*  3«F i S^E i 0^0

(*) Laurent, Traité d'Anal¡/se, t. VU, p. 102.

2>«‘^ 3Z>*  \éíi'éV/ 'èU'è'V 2 2 ?z¿-

La diferencia de los determinantes e^ y f'^ puede escribirse así:

i <iE I SE
SM- 2 l^U 'íiU 2 TiV ^\'iiU'èV/ 2 SZ' 2 ^U

2® E F -
2 3«

— E P 
2 tit’

^_l^^p G
2 'ilV

K G
2 Ô?i

(que es igual á D . D" — D'’'), y en virtud de (9),

ó*F  i Í'^E i SEE'
2U1)-V 2 32^^ 2 ;)Z? -

i Æ SF' i Æ O
i àE i sG

2 'àU 2iU 2 S ̂ ' 2 3« 2 ^U

i dE I 3E+ E F E F
2 Sm 2

SF I SE I ôG
F G F G

2'U 2 Sí» 2 'i)U
(10)

Esta fórmula demuestra que el producto de los radios de cur- 

vatura principal >-o- depende tan solo de las cantidades

E, G, F y de sus derivadas. La cantidad inversa es lo que se 
llama, según Gauss, la curvaiura iota! ó curvatura esférica de la 
superficie, así:

La curvaíura íoíaZ de una superjieie queda deíerminada en cada 
punto, cuando se conocen tas cantidades E, G, t^y«¿? permiten escn- 
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COORDENADAS CURVILÍNEAS 281
bir ¿a diferencia/ de un arco de curva bajo ia forma

ds = i/E¿Zm“ -|- 2^dudv “j- Gdv\

Obsej'vac¿o'n. Con auxilio de Ias fórmulas de la pág. 241, la 
ecuación última se reduce á la forma útil

^ "■ Ë t'^ —S ■‘■^ “^'Í + íí" - ?'*

3z^ Wr /'/ - rç ).

Pero en virtud de la identidad 3c 3c' 3c"
c — f c' — 4- c* — = o, 3« iu 3« ’

se puede escribir
3c
— = ni 
oU úU

— =fn^^u 3«
3¿r 7>Z

— =m-------h« — , 
^U liU ^tV

3.r

3c' 3?

siendo 
mente

w y n, coeficientes que 
será

han de determinar. Y análoga-

3c 3.a?
(2)2>v 3?í 3^"

Sustituyendo estos valores en
3c 34?
3« 3?¿

D" 3c 3.r
3« (ÍV

D' 
"A’

D ^^ 3c S-f
A’ iv 32'

se obtendrán las relaciones
D
^ -P w/E + «F = o,

D'
+ ;«F 4- «G = o,

-^ 4- w'E -p n'? = o, -^ + wF + «'G = o,
(3)

FD' — GD FD — ED' n =---------------

FD* — GD' ni =---------------

A" 1
FD'— ED" í 

n! =\
(4)

A’ 1’
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282 LIBRO 3?—CAPÍTULO l

y w'E + («' — ;«) F — «G = o, mn' — ntn' = ------- ^------- .

Para obtener DD" — D'^ en función de las derivadas de E, F, G, 
basta emplear las dos fórmulas de la pág. 279

3.r 3-.r 3F i 3E 3.r 3ír 3F I 30y_____ =______ .
32^ 3zí- 3« 2 3í2 ’ 3« 3€'* 3ü 2 3«

Diferenciando la primera de éstas, con relación á z/, y restando 
del resultado la derivada respecto á « de la 3.“ ec. (8), se obtiene

Basta ahora multiplicar los determinantes D y D"y calcular D'^ 
para obtener la expresión de la pág. 281, con lo que se obtienen 
los resultados á que llegó Gauss. Á estos debemos agregar los si
guientes, debidos á Codazzi.

Diferenciando la primera ecuación (1) con relación á 2/y la pri
mera (2) con relación á «, é igualando los dos valores de c que se 
obtienen, resultará

3*,r 3^r , 3®.-r 1

3.r /3z« 3?»'\ 3-f / 3« 3«'\
— (--------- 1 H1-------------- 1 — 0. 13« \3z’ Zu / 3Z’ \ Si" 3«/ /

Si sustituimos AT por j/ y por 2, obtendremos análogas ecuacio- 
3^ 3/ 32 

nes, que multiplicadas respectivamente, primero por ^^ y

, , 34? 3/ 3.? , , ,despues por —, —, —, daran, sumando:

m—«'3E /3F I 3G\ tn' 3E
0 =-----------------------— 712 3Z’ ' \3í/ 2 3«/ 2 3« / ^^j

3^«'\ / 3« 3«'\ \
+ E(—-----1 + F 1— 1 = 0,\3z' 3« / \ 3¿' 3« / i
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Considerando Ias ecuaciones (8), determinaremos w, «, m', n; 

y sustituyendo sus valores en función de D, D', D", tendremos

\d« dV / \2 "¿l-V ^V áZ» 2 iU /

D' f—F-- 4- 2F ——

x^Zí iu / \2 'éü (iV 2 '¿iV /

4- D" - EE- F — = o,
\2 3« 2 'èu /

+ D’ f— F — 4- 2F — E —

ôF i „ Æ
^U 2 ’èV

+ D-
3«

ecuaciones que sirven para calcular D, D', D" cuando se co
nocen E, F, G

176. FÓRMULA DE Liouville. Tenemos

(EG — F^) (DD" — D'") =
^^Sir ¡^Îr 34? yif 3,r 

S«2 ^® "^ iiu^ ^ü 2iU^ ^V

[èul

iy---------- y ____

(*> Barboux, obr. cil. t. 3.’ p. 248.

3í¿3z' 3« 3z/3z^ Sz*

32,r 34? ^ p.r|’ 2-r 2.r

¿WiiV 'èu 3« 2z'

3«3z' Sz» iiu 3z»
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284 LIBRO 3?—CAPÍTULO I

Y, en virtud de las primeras fórmulas (8) de la pág. 279,

(EG — F^)^ =
a-;raír i aE aF 1 aE / a^.r V i aE i aG
3«^ az/^ 2 a« a« 2 \a»av/ 2 az/ 2 a«

E F E F
azi 2 2 az;

I aG
F G F G

2 2 ^U

y, sustituyendo, en virtud de (8')', será

Desarrollando, se tiene

(EG — F7 =
a®F I a’E i aE aF 1 aE i a’G i aE i aG

a«az’ 2 az'' 2 ^u ^u. 2 az» 2 2 az? 2

aF I aG i aF—E F
az^ 2 a« 2 ay

i aG aG
-_ F G F G
2 az’ 2 l/í

4 (EG — F*/ ^ — E
^SE SG

3« Ôv

f'iiU ^iV
SE aG SE aF ?G SF ?,K G''| ,

?G aE sF SE Z^yi 
a« (5« az» aM~^\az'/\

1 a^F a^E a^G/
+ 2 (EG — F*) ^2 - 3^ + 5««V

A esta fórmula dió Liouville la siguiente forma:

2á/azíA\aM E az»/^ az'L¿^\az’ a« E aw/jí
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A/Zieaciones: i? Para ds- = Edu^ + Gdv^, será

’ AÍp'^
/EG ^« fG

2? Para ds^ = \'(^^' '+ ^'í''), será

i r^Mog X 3’logX

3.“ Para ds- = dd^ + GíZz»^, será

177. Indícatriz. Dos sistemas de líneas de una superficie 
forman una red conjugada, según ya vimos, cuando todas las cur
vas de la primera serie encuentran á las de la segunda, de manera 
que las tangentes en el punto de intersección sean diámetros con
jugados de la indícatriz en este punto, y se reducen á lineas asinfá- 
ticas cuando dichos diámetros conjugados son asíntotas de la indi- 
catriz. Y puesto que el cuadrado R- de su radío vector es igual al 
radio de curvatura o, la fórmula (6) de la pág. 277 da

/EG — R- __ . edd^ 4- 2fdudv 4- g-dd^

Y tomando, en el plano tangente, por ejes de coordenadas las 
tangentes á las líneas z» = const., u = const., se tiene la fórmula 
de transformación de coordenadas

X __ !■ E í/« Y __ 1^ G ¿/zz
R “ ~ds ' R 

siendo la dirección de R la misma que la de ds, y en virtud de (n)

^du   X ^dv   Y
^^ /Ë ’ ^^ j/G ’
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286 LIBRO 3?----CAPÍTULO I

y la ecuación (ii) se reduce á 

ecuación que adquiere una forma más simétrica, por ser
F . i eos 6

eos G o
j/EG fEG f

Se tiene entonces, sustituyendo |^EG — F- por la unidad, lo 
que solo altera la dimensión de la indicatriz,

i = — X^ + XY eos 0.

178. Direcciones conjugadas y líneas asintóticas. Para

que dos direcciones
Y'
T

sean conjugadas, es necesario queY
X

se tenga
^4^ (XY' + YX') + YY' = o, 
l^EG G

y, en virtud de (12),
edu^u -F 2f(ducv + dv^v} + gdziov = 0, (14) 

siendo 0« y 82? las diferenciales relativas á la dirección conjugada 
de du, dv. Y por ser

d.r = — du— dv,

odx = —; duZu -H 7—{du^V + dv OU) + ^ dvov,

la fórmula (14) puede escribirse así:
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Para que las líneas u = const., z» = const, sean coordenadas 
conjugadas, es necesario que esta última ecuación y la (14) que
den satisfechas por dti = 0, dv^o ó que o.

Para que las direcciones dy, dz y ó.r, oy, 0^ sean conjuga
das, es necesario (adoptando notaciones conocidas) que

rZxd.r -}- 2s (oz:d}/ 4- Zydx) -}- í^ydy = o; 

y por consiguiente, para que Ias líneas coordenadas sean conjuga
das, es necesario que

Pero — =/-L

^~z 3®,y

expresando w el primer miembro de (15). Eliminando / y ÿ, y ob-
servando que to = o, será

La condición pan

3^ ^.r âa-
3« 3?/ 3«

3jr 3^ 3^
— =0, Ó r = o. (*)

oV it-V bv

32,r 3Y 322
^uyy 3m3j/ cMciZ

i que las líneas coordenadas X = const..
í'— const, sean líneas de curvatura se reduce á r = o, F = o. 

179. Líneas de curvatura. Si X, Y, Z expresan los cose
nos directores de la normal en un punto cualquiera ,t, j', z de una 
línea de curvatura L de la superficie S, y r expresa la parte de 
noimal comprendida entre el punto (,r, j, z) y el en que la normal 
encuentra á otra curva L¡ (arista de retroceso), puede verse que ¿a
----------

(*) Vease H. Laurent. Traite de ¿Íécaniquey Traité d'Analyse, l. VlI, p. 105. 
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cofidicidn necesaria y si^cieníe ^ara qae L sea una imea de cur
vatura es

d'A dV dZ ’ 

pues si el punto de contacto M, de la normal con la arista de re
troceso es -f,,/,, ^,, téndremos

,ri = .r — rX, yi=y — rY. Zi = z — rZ, (2) 

siendo r= MM,. Si diferenciamos, tendremos

dx^ = dx — rdX — Xdr, d}'^ = dy — rdV — Zdr, 

dz^ = dz — rdZ — Zdr.

Pero dx^, dy,, dz^ son proporcionales á los cosenos directores de 
la tangente en Mí á la curva L,, que son iguales á X, Y, Z; luego

dx — rdX — Xdr = 'XX, dy — rd'í — ^dr — Vi,

Sumando estas ecuaciones después de multiplicarías respectiva
mente por X, Y, Z; y haciendo reducciones, se obtendrá X == — dr\ 
resultando la relación (1).

Se ve pues, que esta relación es necesaria para que L sea una 
línea de curvatura. También es suficiente, porque si se verifica la 
(1) se deduce que se verifica la curva L' tiene por tangentes á las 
normales de la L.

180. Ecuación de las líneas-de curvatura. Adjuntando a 
la ecuación (14) la condición

dx^x + d}>^y 4- dz^z = o

ó —du + ~ du 4-.........= o,

es decir, E¿/moí¿ + P' {du^v + dv^u} -H Gduov = o, 
y eliminando 8« y S^ entre esta ecuación y la (14) se obtiene la 
ecuación de las líneas de curvatura
(ldu-\- rdv} (V du -{- Gdv) — (E du -|- F dv} (rdu + m dv) ^ 0 (15) 

ó (/F + Er) dti^ + (ZG — wE) dudv + {rG — F/w) dv- = 0.

MCD 2022-L5



COORDENADAS CURVILÍNEAS 289

181. Otro método. Los cosenos de dirección X, Y, Z de la 
normal satisfacen á las ecuaciones

X Y 4- Zcu
21 = 0

Tendremos pues

'bu 3«
X ; Y : Z =

3¿f
iv 3z/

x h.v dy• Y -:^+ Z 3¿í
7— = o 3^2

lis 3,^ a-r 34
hu 3z/ 3« 3«
Hs S-T : 3.r 22
iv 3z/ 37; 3z/

Y por ser la suma de los cuadrados de estos tres determinantes 
igual á EG — será

Si derivamos las identidades

respecto á » y á z^, tendremos

3;r 3X 3,r 3X 3.r 3X
liu liU — D, L — cu

34; 3X
3z^ 3z’

3z/ CV cu

-D\ (2)

expresando D, D', D" cantidades conocidas (pág. 245). Calculare
mos con estas fórmulas la expresión diferencial

íM + dydY + d^dZ = Ï du + .fot .fe + -’-^ ¿pt, 

obteniendo

dxdX + dydV 4- dsdZ = — 4)4í^ + 2D'dudv + DW).

Siendo la expresión del primer miembro independiente del sis
tema de coordenadas, podremos hacer la transformación

«=;^(a, P), -u =(a, ¡3),

19
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y los nuevos valores de las cantidades se obtendrán, operando di
cha transformación en la forma diferencial

+ 2T)'dudzi -j- D’¿fo®, .

y calculando los coeficientes de ¿Za^ <Za¿/^, ¿/^^ que se expresarán 
por medio de los primitivos, como los nuevos valores de E, F, G' 
por los antiguos.

Supongamos que («, í^) y (« + du, v -(- dv) son dos puntos 
infinitamente próximos en una línea de curvatura. Por lo expuesto 
en la pág. 288, tendremos

E¿Z?í -|- FíZ^' = — r (Ddu -f- D'íZí/)

Vdu + Gdv — — r (D'du + ^^dv} 

ecuaciones equivalentes á las (3). Eliminando r tendremos

du +
c',r dv — ri- ■ du “1“'i'u \ lu 3z/ /

"bu du + IfU av = r 1— - \ du + Iv z

1
du -{- 12 dv = r - du +

liU Iv \ lu

Multiplicando estas ecuaciones ordenadamente, primero por
1)2
1)2

, después
^.r ly I2

POf 7“dZ? Szi dî7
y sumando, se obtendrá

Ï)du + D'dv

G'du + Wdv
(5)

Eí/íí + F¿Zí7 

F du -\- Gdv
= o

ó bien
(FD”—GD0rfp*+ (ED"—GD)rf«rfw + (ED'—FD)rf»’ = o, (6) 

ecuación diferencial de primer orden á la que debe satisfacer toda 
línea de curvatura, y viceversa.

La cantidad r se obtendrá por la ecuación

(DD" — D'*) r^ + (ED" + GD ~ 2FD') r + EG — F'^ = 0,

que resulta eliminando — en las (4). 
dz>
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Las dos raíces ri y ^2 de esta ecuación son los dos radios de 

curvatura principal. Las expresiones de la curvatura total y media 
serán pues

, i DD" — D'^

i i ED"—2FD'+GD 
= K + =W

La ecuación de las curvas parabólicas de la superficie es

DD"— D'^ = o.

La expresión del radio de una sección normal es

i Dí/m"-|- 2D'du(¿z! -1- DWF'^ 
r EtZw^ -j- 2Vdudv -\- Gdv* '

Y cuando las curvas paramétricas son líneas de curvatifra, por 
ser F = D' = o, se tendrá

i D¿»* + DW
r Edu- + Gdv- •

Los radios de curvatura principales se obtendrán haciendo su
cesivamente dv = o y du = o, y resultará

Á _ £ ’ _
n E ’ 7-2 “ G '

182. Líneas bisectrices. Son las que dividen en dos partes 
iguales los ángulos de las lineas coordenadas. Para obtener sus 
ecuaciones diferenciales, basta escribir que la proyección hecha, 
paralelamente á la coordenada u^ del arco ds sobre la coordenada 
í'» es igual á la proyección del mismo arco sobre la coordenada u ó 
igual y de signo contrario. Tendremos pues,

* dît /Ë + du Í^G = o.

Esta ecuación será la de las líneas de curvatura, cuando las lí
neas coordenadas sean las líneas asintóticas.
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Si en una superficie de revolución se toman por líneas coor
denadas los paralelos y los meridianos, se tendrá en coordenadas 
polares

ds^- = dr^- + rW + r^ sen- eí/|\

Pero r = » (6); luego
ds^- = [í'í (0) + f’ (0)1 dV^ + ®‘ (6) sen« erf-^’.

La ecuación de las líneas bisectrices es

¿/6 y7^(ë)"+p7^) ± ¿'1 (6) sen O = o

o const. = + 1 dh-------—------ -—.J » (fj) sen 0 ■
183. Propiedades de las líneas de curvatura. Teorema. 

Ji/ sisiema dod/e de Zas ¿/neos de eurva/ura es un s/s/ema oríogonal. 
Este teorema que ya se demostró en el libro primero, resulta in

mediatamente de la ecuación diferencial de las líneas de curvatura.

Las raíces t, = ----- y = — de (6) son reales, porque el 
üM üU

discriminante

í 2F r EG__
ED" — GD — ^ (ED' — FD) +4-----7^— (ED' — FD)*

1 E. j E

es siempre positivo, por serlo EG — F^ que, como se sabe, es una 
suma de tres cuadrados.

184. Direcciones conjugadas. Considerando la ecuación del 
plano tangente envolvente de la desarrollable circunscrita y la del 
que resulta de diferenciado, llegaremos, como se sabe, á la ecua
ción de las direcciones conjugadas.

Considerando un punto M (», i/) de la superficie y dos infinita
mente próximos M' (u + du, v + dv), M"(u + oz/, v -j- 5í>), resul
tará /a condición necesaria y sujicientemente para que MM' y MM" 
sean direcciones conjug'adas, bajo la forma

j'^X , , 2X \ i'i'X , i>X \L du
\ ^V ^iV J\'én /

ó Ddudv -|- D'(íZ«oí/ + e/v^u') + Y)"du'^'V = 0 (0
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á la que debe unirse la condición de ortogonalidad

Ef/z^ozí -|- P (duov 4“ dVou) -j- Gdvev = o (2) 

las cuales, como se sabe, dan por la eliminación de 3« y ot/, la ■ 
ecuación diferencial de las líneas de curvatura.

185. Líneas asintóticas. Puesto que son las conjugadas á 
sí mismas, tendremos o;í = du, áv — dv y

Gdu' 4- 2D'diidv 4- ^^dv- = 0.

Podemos obtener, como sabemos, que: E¿ p/ano oscu/ador de 
una ¿mea asin¿oí¿ca es e¿ J^/ano ían¿'en¿e d ¿a suj^enficie, y recipro
camente, y que para ¿as ¿íneas as¿n¿d¿¿eas so¿a}-nen¿e ¿a curvatura 
g-eodesíca caincide eon ¿a aéso¿u¿a.

186. La SUPERFICIE referida Á sus LÍNEAS DE CURVATURA. 

Siendo F = 0, la forma del elemento lineal será
ds'^ — Eí?« 4- Gdv-.

Y podemos escribir las expresiones de los cosenos directores 
de la normal:

c>-r 3^ 3.r 3.r
I '()U '¿V i 3« 3^/X = 1' Sé 'éy- 'áp

, Y =
/EG ^g liS

, etc. (1)

tiu iv 3« 2^'
Tendremos pues,

i 3.r i 3^/ I 3^
t'a ?z^ 1^0 32/

I 34: i 3J' l 3^ = + 1 (2)
F'É fE ^^ j/É 3^^

x Z
y podremos escribit

35< I 34; 3Y í 3^ 3Z 1 dz j
3zi r 3«’ 3« 7« iU /
SX i 3.r 3\ i 3/ 32 • I 3^ (3)

Sí 3» r, 31^ ’ 3«.
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expresando r, y r^ los radios principales de curvatura. Se pueden 
establecer, para estos cosenos, fórmulas análogas á las de Frenet.

De las ecuaciones (3) resulta
E G

D =------- , D'= o, D"= — — . (4)

Respecto á las fórmulas análogas á la de Frenet, puede consul
tarse la obra del Sr. Bianchi.

Oó^ervaciófi. Empleando la representación esférica de Gauss, 
si aplicamos las fórmulas (3) llegamos á la representación del ele
mento lineal de-la esfera

d¿^ = dX^ -J- dV'^ -{- dZ'^ — EWzi^ -}- ^F'duv d- G'dv-,
E G

siendo E'= F'= 0, G'= — , (5)

es decir, que; En /a re/reseniacidn esférica de Gauss, ei sistema or- 
io^onai de ias tineas de curvatura tiene /for imad-en en ia esfera un 
sistema orío^onai.

187. Torsión asintótica. Teorema de Enneper. Siendo 
en virtud de las ecuaciones (4), la ecuación diferencial de las 
asintóticas,

E- G 
— du^ -1= o,

su elemento lineal estará dado por

ds = Fdu^A-Gdv- = E - -------’ du^.

Y, puesto que para las asintóticas es eos X = X, etc.

I (¿/eos X)’ + (¿feos jx)^ 4- (¿/eos v)* \á« ÔV__ ^ 
T^ “ ~~d^ 

EG

-du- Edu 
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pero, á lo largo de las asintóticas se tiene

— av =du\ Ineso .

Y puesto que la ecuación diferencial de las asintóticas es

— au- 4- — av^ = o,

tg W = -j/G dv 
Y E dû será = arc

expresando œ el ángulo de inclinación con relación á z/.
En particular, las asintóticas forman un sistema ortogonal, 

cuando se tenga r,-j- r^ — o. En este caso la indicatriz de Dupin 
es la hipérbola equilátera.

188. Ecuaciones de derivadas parciales. Diferenciando las 
ecuaciones (3) de la primera línea (pág. 293) respecto á z' y las de 
la segunda, respecto á u, tendremos

i 1
3 —I i\ 3\r

r, r.2/ 'èu'èv 3« 3í' 3í^ Sa

I I
i i\ 3V 3 — 3 —

3w 3z; 3v 'bu
I I

3 — 3 —I l\ á^xr ^2 32

^1 r^J liu^v 32/ 3a

Multiplicandolas primero por —, —, — y despues por —, —,

—, y sumando, resultaoU

2-------- = o,
2iu ■

Z:v Sír i óE ^, M; áír I 30
3« ^U^V 2 'éV ' iv ^WÍtV 2 Iju'
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I ¿Xaiog/E
7', r^/ Tiv

^a /I IV logizo, 
S» \r, r^j ^u 1)^

Podemos también, sustituyendo á E y G los coeficientes E‘, G' 
dados por las fórmulas (5) de la pág. 294, obtener

2 log l/jG' , 2^à log I^E' Sfa

189. Recapitulación. Teorema I. Tæ condicw/i necesaria y 
sí^deníe /ara ^ue ias ctírvas /arameiricas sean contumacias en el 
/unió P(u, v) es ^ue se veri/ique idénticameníe D' = o.

En efecto, si consideramos los puntos P(.r, y, s), P^{.r + dx^,...), 
Pj(,r+rf.r2, ...), los incrementos da,, dái, dc^ de los cosenos direc
tores en Pj, du, y dv,, du.^ y dv^ los incrementos de los parámetros 
correspondientes á P^ y P^, tendremos

<¿¿,í¿P2-^- ¿Z^jú^g-j- dc^dz.¿= Q, (1) 

da, = — dUi — dv,, dx^, — du. —J— dz!¡), etc. (2)

Y sustituyendo en (1):

Ddu,du^-|- D'(i/w/i/i^g + dv^du^) -}- D'’d^vd^v.¿ — o. (3)

Esta ecuación comprende la condición necesaria y suficiente 
para que sean conjugadas las dos direcciones du,:dVi y di(.,-.d‘V.¿. 
La ecuación (3) es la ecuación diferencial de los sistemas conjuga
dos. En este caso deben satisfacer los valores

du^ = du, di^^o y du.¿ = 0, dVi = dv

á la ecuación (3); luego la condición buscada es D' = o.
Teorema II. La condición necesaria y sí^cienie /ara que las 

curvas /arawe/ricas sean aslnióíicas es que D = o >' D" = o queden 
idéniicamenie saíisfeckas /ara todos ¿os/ares de valores de v._y de v.

Puesto que las direcciones asintóticas se hallan definidas por la 
condición

dadx -}- dôdy -j- dcdz, = o,
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de la ecuación

D¿Zzz2 _j_ 2D dudv -|- D''¿Zí^'^ ^ — l^dadx

resulta DíZ;í2 + 2D'¿¿uaz> -j- D''ífo2= 0j 

ecuación dííerencial de las dos series de líneas asintóticas.
Si las curvas paramétricas son líneas asintóticas, deberá quedar 

satisfecha así para du = 0, como para dv =^ 0. La condición en 
el primer caso deberá ser D" = 0 y en el segundo D = 0.

Teorema III. La coadicidn necesaria y suadente /ara ^ue ias 
curvas L^^rameiricas sean ¿meas de curvatura es ÿue se verifi^iten 
identieamenie, para todos ¿os pares de va¿ores de u jf v ¿as ecuacio
nes F = o, D' = o.

En efecto, las direcciones de las curvaturas principales se de
finen por

a da dx

6 dé dy 

c de dz 
Para reducida á 

determinante
la forma paramétrica, multiplicaremos por el

a ^¡^'.¿¡u (¡a : áv
¿> 'àà : ííU ^6 : 2iV = DD" — D'^
c 'éc:^u 2c : 2v

y tendremos

VÆ- 1.a da ladx

^U
Ida -— 

ûU eu = 0.

H» Ida — 
'¿V Id.r — 

dV

V puesto que Sæ^ =1, ila — = ^a — = 

tendremos sucesivamente
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S-f
Sí»

de las que obtendremos (pág. 290) la ecuación diferencial de los 
dos sistemas de líneas de curvatura. En el caso de ser estas líneas 
paramétricas debe quedar satisfecha, tanto para du = 0 como para 
dv = o. Por consiguiente las condiciones son

ED' — FD = o, FD" — GD'= o;

y puesto que éstas son ecuaciones homogéneas será

P = D'= ó ó F : D'~ E ; D = G : D''

En este último caso quedaría satisfecha la ecuación (æ) para 
todos los valores de u y v, lo que no es posible.

190. Líneas geodésicas. Supongamos que la línea cuya 
ecuación se pide no sea la línea v = const. Para obtener esta 
ecuación, bastará expresar que su normal principal es normal á la 

dirección —, —, Porque, siendo normal á dos direcciones 
2>u ciu. 

trazadas en la superficie, lo será á ésta. Tendremos pues,

ó bien — = o, — L-v —
S S-r

= o, 
Sí S/¿

es decir,
d 
ds

/ \3^

S-f
'¿it

k ^'

Multiplicando por 2 se tiene

d
ds

óG2>FSE

forma bajo la que Se escribe la ecuación de las líneas geodésicas,
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Ó también

2 2 — u'v — iy'\

Oèservacion. La condición para que la curva a = const, sea 
geodésica, es que, llamando a! arco de esta curva, se tenga

3Lr ir

Pero

luego podremos escribir la ecuación anterior así;
S^.y« S4r\ ir

2«’* 32^7 3«

ó 3ír ir
— - — ;-/G = o> 

3« 32'

es decir,
2 2>U/ ^V

ó ÔF i 3E
2 3« 2E Sí»

191. Otra forma. Sea « = ®(©) la ecuación de la geodésica 
que une en la superficie los dos puntos («„, v^} y {u^, Vi} y tendremos

Debemos determinar la función desconocida « = ^(z») de modo 
que esta integral sea un mínimo, es decir, igualar á cero su varia
ción primera, y tendremos:

« y \azi/
' . ' dv du = o
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2

3E /duV SF du jG 
"Íiu \dv/ 2u dv ju

k xdv/ \d-v/
du 
avd 

dv
= o. (J)

.4 esta ecuación podemos dar otra forma más conveniente, para 
lo cual, dejando indeterminada la variable independiente, escribire
mos desde luego la última ecuación bajo la forma

/ du
du- + 2 ■— dud-v + dv" = 2ds . d Í E — + F -^j ;

^M '¿iU iu \ US as/

y en virtud de las expresiones conocidas de sen 0 y de eos 0,

SFSE 15 dv^ = 2ds. d (1/E cos o)

= ds cos 0 — 2yE sen bds .d^t, 
ÍE

ó también du‘^ + 2 dudv -|- dv cu 

= (Edu 4- Vd-v) — 2^EG — E'^dvd^i

_ À (Ei/w + Fife) — 2 /EG — 
E \ 3« 3^^ / 

= — du- + “ du dv dv du + — 2 pEG — F’^ifodu.

Reduciendo y dividiendo por 2 dv, tendremos

/EG — F*rfO =-
Ff^E 3E^1
E L 2« Jî? J

-Edu — — du —dv, {^1 
2 'èv 2iU 2 liU 
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fórmula dada por Gauss de la ecuación diferencial de segundo or
den de las líneas geodésicas.

Si las líneas coordenadas son ortogonales, será F = o y (2) 
se reduce á

2 dí/ 2 3«

Ó df)— — du— ,— dv.

192. Propiedades de las geodésicas. Podemos también lle
gar á la siguiente expresión de las líneas geodésicas

E/í«-|-Frfí’ ■/n(líi'-\-2m'áudzi d- m"(iv'^ 4- E d'u 4 Vd-v
Fdu~\-Gav n du' ~i- 2n díidv -[- n'dv^ -j- V d'-u-\-Gd-v

que resulta, multiplicando los determinantes

a 3.1': "èu 34r ; 3^» a dx d'^x
ó (^y :'¿‘U 3^/ : 3z/ y â dy dy
C 'cis : Tiu 2)2 : 3 t’ C d2 d'-z

para pasar de la ecuación diferencial de las líneas geodésicas en
coordenadas cartesianas á la escrita en coordenadas u y v, siendo

3.1' 1 3Em = \--------- =-------
3« 3«'^ 2 3«’ « = S

3,r
2iV

3\r
3«^

i 3E
2 3^

3F
3«

, 3,r 3ír 1m L---------- = -
3« 3«3z/ 2 = 3, 34; 3ír

Sz' 3»3z;
1 3G
2 3«’

3« 3z;‘'^ 2
3G 3F
3« 3¿) n" 3z;

34r i
3z>’‘ 2 3z/ ’

En el caso de que hayan de ser v = const, líneas geodésicas 
y u = const, sus trayectorias ortogonales, puesto que la ecuación 
de las líneas geodésicas queda satisfecha por dv = o y por la or-

( ) Kommerell. AUgem. Tkeor. der Raumcurven und Rlacken. 
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togonalidad es K = o, resulta corno condición necesaria y suh 

ciente = o o — = o.

Será por tanto E función de zz sola, y u el arco de la geodésica 
jf = const, medido á contar desde una trayectoria ortogonal dada. 
Así pues, £ÍSa = du, debiendo ser E = i, y tomando el elemento 
lineal la forma

ds- = du^ 4- Gdz)-. (1)

Enunciaremos, por consiguiente, el
Teorema I. La coudidon necesaria y st^cieníe /^ara que ¿as 

cttrvas (v = const) de una serie sean geodésicas y ias de ia oirá 
(u = const) sean sus trayedorias or¿o^onaies se reducen á

3F *■
—- = o, F — o.

Y si, en pariicuiar, u es aj co de una ¿-eodésica, será E = i, F=o. 
En este caso la expresión de la curvatura

i 1 5 / i 3fG\ I 3Í^E'\^

se reduce á (2)

fG ^^^"
Si trazamos dos trayectorias ortogonales Ug y u, y calculamos 

el segmento Su de una geodésica v = -Vo comprendida entre aquéllas, 
puesto que dus = du, será

Su= du = u — u,„ luego:

Teorema II. Los arcos de ¿odas ias geodé
sicas v = const., comprendidas entre dos de sus 
trayectorias ortogonaies, son de iguai iongitud.

Sea una curva r (ñg. 102) y tracemos por 
los puntos Ao, A„ Aa,... geodésicas, según un 

ángulo recto, y los segmentos iguales u =Ao Bo=AiBi «AsBi.-
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Los extremos B^, B,, B^, ... forman una trayectoria ortogonal á las 
líneas geodásicas.

Si la curva u = íí^ se reduce á un punto, ó cuando las geodési
cas í' = const. pasan por un punto P del plano (fig. 103) y í» es el án
gulo que forma una geodésica cualquiera con una 
geodésica fija í7 = o(PA), las curvas w=^const. \
son las trayectorias ortogonales. El teorema II se 
aplica á este caso, y tenemos el /C^—

Teorema III. Los arcos de g'eode's^cas que f^^^ ^*"'74 

/fasan /^or un /unto P kas¿a una traj'ecíoria or- Figura 10.3 
lagona/ cua/^uiera son ¿g'ua/es.

En un sistema polar, para el arco elemental ds^ de un círculo 
geodésico a = const, se obtiene ds^ = VG^J'. Por otra parte, 
siendo ds„, en la proximidad del punto P, el arco de un sector 
circular infinitamente pequeño cuyo radio es u y el ángulo central 
dv, cuando u es muy pequeño, se tiene ds^ = udv.

Así pues, para un valor infinitamente pequeño de u es VG = ^> 
ó, el primer término del desarrollo de ÿG según las potencias de 
« es «; luego

l¡m ÿG=o, lim ¿-^-L^'j = 1,
M = 0 ?< = 0\ c'Z/Z

lo que se ve más detalladamente, considerando los desarrollos de 
-r, funciones de y 27,

ucosv + y = u sen -v s = — + 

habiéndose tomado la normal á la superficie por eje de las e y por 
eje de las .r la tangente en 0 á la geodésica inicial, pues se tendrá 
G = «•‘4. Tjj expresando vj una cantidad infinitesimal de tercer or
den. De la fórmula

siendo ¿^ la curvatura de la superficie en 0.
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Problema. Sea ds = dh^ 4- ’^^dh^-. (1)

Dado el elemenío lineal de una su/erdeie

ds- = Kdu^- 4- 2Fdudv 4- Gdv-, (2)

delerminar las fres funciones 0, 7,0, de n y de v tales, que se ten^a 
identicamente f)

Fdu~ 4- 2 Fdudv -J- Gdv^ = dfi^ 4- ^^ d^f

Esta ecuación se descompone en las tres
? ¿

E
M S') 
?« Sí?

2?i 2L
(3)

Eliminando c — y 5 —, resulta

G - 2E — — + E — = EG — FÍ cu dV \ov/ (4)

Si se hace, por brevedad,

la ecuación (3) se reduce á ¿10 = 1 (6)

es decir, que según veremos, el fardmetro diferencial Ù0 de />rin¡er 
orden, es ig'ual á 1.

Fácilmente se demuestra que reciprocamente: A toda solución de 
la ecuacio’n (6) corresponde una familia de curvas paralelas, pues 
la expresión (6) expresa que ds^ — d()^ es un cuadrado perfecto 
(mdu 4- ndvf, y llegaremos por un cambio de variables á la ecua
ción (i).

M. Darboux demuestra en su obra citada, que si se ha obtenido

(*) G. Darboux Le'¿uns sur la théorie générale des surfaces, l. U, p- 424.
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una solución de la ecuación de derivadas parciales {5) que contenga 
una constante distinta de la que puede reunirse á 6 por adición, 
consíai-iíe çi^s deáe Jt^-iirar por eo/isig-itie/i^s, en ima al menos de las 

dos derivadas ^^^, —, se podrá obtener 5 y 0, mediante derivacio

nes, y por consiguiente las ecuaciones finitas de las líneas geodé
sicas, trayectorias ortogonales de las curvas e = const. Para ello 
considera la ecuación

ds^ = dd'' + <í« dd^, 

entre las cinco variables a, v, da, du y la constante arbitraria a 
que entrá en 0.

Derivando con respecto á ¿z la diferencial

dd = — du — dv, resulta —— du Hdv = d — 

obteniéndose un resultado análogo respecto á 6,, y puesto que ds 
es independiente de a:

° ~ dd, ,\^a/ ' ’ \Óa/J 

íí^D función lineal de du, dv debe dividir á. dd ó á d f—V Y no pu- 

diendo dividir á dd, porque entonces sería 0, función de 0, tendrá ' 

que dividir á —; 0, es función de y se podrá escribir 6, = —. 

Así pues, la ecuación de las líneas geodésicas que cortan según 
ángulos rectos á las curvas 6 = const., es

— = const. = a'. (7}

193. Propiedades de la distancia geodésica. Sea un seg
mento de línea geodésica comprendido entre los puntos Mq y M,, 
la longitud 0 del mismo estará dada por la fórmula

. M
^=1 l/Eu'’^ + 2F«V + Gv'^d¿, 

2U
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expresando u’ y v' las derivadas de « y z^ con respecto á otra va
riable independiente t.

Si Mg y Mi se mueven describiendo curvas cualesquiera, el 
cálculo de las variaciones da

r(E«' + Fí-’) S« + (F#' + Gv')
yEz¿'‘^ + 2Fz^V -F Jm„

La función 9.es la disíancia ¿•eodésica de los dos junios M y Mj. 
La fórmula (1) puede escribirse

(Ew + Fy) 8» + (F«' + Gí/') 8^/
yEzí'^ + 2FwV + Gv''^

_ (Eqm'o + Fpí^'o) 8«Q + (Fqw'o + Gg^p) ^Vp
yEgM'% + 2FoZ/'gZ/g + GgZ»'% 

expresando con el subíndice 0 los elementos correspondiente al 
punto Mg.

Esta ecuación da las cuatro siguientes:

se Ew' + Fí/' __E —-L "—

y Ew'* -{- 2F u'd -{- Gí''*

Al teorema lí es equivalente el
Teorema IV. Si por /os pziníos de utia /mea L se ¿razan /as 

geode'sicas g or¿o£'ona/es, j' en cada una de estas, á partir de L se 
toman arcos de i^ua/ /on^'itud, e/ /u^'ar de sus extremos es otra ira^ 
yectoria ortogonat de tas geodésicas g.

Para demostrarlo, consideraremos el elemento lineal

ds- = E du- + 2Fdudv + Gdv^, 
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en el que debe ser E = i. La ecuación (2) pág. 300 diferencial de 
las geodésicas se reduce á

-------  í>F
— F-rfO = — — au

i 30
2 ^U

á la que deben satisfacer las líneas v = const, para las cuales 

o»=o, d^— o. Por consiguiente, se tiene — = 0 a lo largo de las 

líneas v^ en toda la superficie; luego será F = » (t») ó F = const., 
á lo largo de cualquier geodésica. Pero en el punto de partida

COS tó = eos — = 0; luego será siempre F = o, y las lineas u son 

ortogonales á todas las geodésicas v.
Esta demostración es válida cuando la línea L se reduce á un 

punto, y tenemos el teorema 111.
194. Variación de un segmento de geodésica. Sea MP 

extremos M y P describen dos curvas dadas (C) y (D).
Empleemos el sistema de coordenadas cur

vilíneas formado por las posiciones sucesivas 
MP, M’P’,......del segmento y por sus trayec
torias ortogonales. El elemento lineal es de 
la forma

ds^z=d^-^ 4- Gdv^. Figura 104

Si u y Wy son los valores de u en M y P y u 4- du, u^ + du„ 
en M' y P', se tendrá

are MP — u —• Uy, arc M'P' = u -{- du — u^ — du^j 

dará MP = du — duQ.

Y en virtud de los triángulos infinitesimales MM'H, PP'K,

M'H = rfzí = - MM' cosM'MP, KP' = —rf«„=— PP' eos P'PM

y rfarc MP = — MM' eos M'MP — PP' eos P'PM, (1) 

como en el caso del segmento rectilíneo.
Problema. Jda¿/ar el ¿u^ar de Zos /uníos iaies, çîte sea cons-
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í'an¿e ¿a suma o ¿a difereficia de sus disíaneias ¿geodésicas á dos 
curvas dadas (C)j/ (C').

Si por un punto M del lugar se bajan las normales ¿‘eodésicas 
MP y MQ á Ias dos curvas, se deberá tener

MP ± MQ = const;

luego, cuando se pase de M al punto infinita
mente próximo M' resultará

í¿MP±í/MQ = o.

La fórmula (i) pág. 307 da

rfMP-------MM' eos M'MP, í/MQ = — MM' eos M'MQ.

Sustituyendo en la ecuación precedente, será

eos M'MP + eos M'MQ = 0.

En el caso del signo -}- 1 ó de la suma constante, la ecuación 
expresa que la tangente es la bisectriz del ángulo formado por una 
línea geodésica y la prolongación de la otra, etc. Diremos, pues;

Óz se consíruyen en una superjicie cualquiera ¿odas las curv.'is 
lu¿afes de los puntos para los que permanece constante la suma ó la 
diferencia de las distancias ¿"eodesicas á dos curvas dadas, se obtie
nen dos familias de curvas que se cortan se¿'ún ángulos rectos. {*)

(*) Darboux, obra cit, t. II, pág. 418.

Para obtener la forma del elemento lineal en 
el sistema de coordenadas curvilíneas de que se 
trata, consideremos una primera familia de cur
vas paralelas, que definiremos por sus distancias 
u = AP á una de ellas (C), contadas en geodé
sicas normales. Y consideremos otra familia de 
curvas paralelas definidas por sus distancias 

z= BQ á una de ellas (C').
Figura 106

Construyamos las cuatro curvas u, u + du, v, v -^dv que 
forman un paralelógramo MN M'N'.

Tendremos MN' = Adu, MN = Cdv,
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siendo A y C las cantidades que figuran en

(¿s^ ^ A^-du^ -j- C'-^í/z;2 + 2 AC eos y.dnáv

de elemento lineal y a el ángulo M.
Si se trazan por M las geodésicas MN, y MN\ normales á los 

lados opuestos del paralelogramo, las longitudes geodésicas son

MN, = dv, MN'^ = du.

Y, considerando los triángulos MNNj, MN'N\ como rectilíneos, 

MN, =MNsena, MN', — MN'sen a, 

ó du — Adu sen o., d‘V = Ceivsena]

luego A = C = 
sena

2 2dud'v eos a ' 
sen^ a

• Sise toma u ^ v = 2 u', u — 'v = 2'v', 

las curvas cuyos parámetros son u' y z;', serán elipses ó hipérbolas 
geodésicas.

Problema. Dado e/ e¿emeu¿o ¿¿nea¿

ds^ = E.du'^ + 2 Fdudv + Gdv-, 
hadar /a cond¿c¿o'a /ara ^iie las curvas u = const, seau ¿-^odesicas 
paralelas^ sieudo u el arco de geodésica.

La ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales á las 
curvas du=o es

^du 4- Gdv = o,

para las que dv = — -^- du. Y el elemento lineal dsa será

EG— F^ 
-----G-----

Y puesto que debe ser dSg = du, resulta la condición

EG—F*
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PROBLEMA. Sz í^ trazan en una supeí^de í/os curvas C, y Cj 
que no sean geodésicas yaraidas, siendo ias curvas paramétricas ias 
paraieias geodésicas de estas dos curvas y u, v ias distancias geodé

sicas de ias curvas u = const, v = const, de 
C, y Cj, Haiiar ia for7na dei eiemento iineai. 

Rn virtud del problema anterior tenemos

EG —F* EG — F^
G E

Figuralo? ó E = G, F=yE' — E 

y en virtud de las fórmulas (6) pág. 241

E = G =
i

sen^ tú
eos <0
sen- w

El elemento lineal será

du- -)- 2 eos w dudv 4- d'-v 
sen’* œ

Y sustituyendo los nuevos parámetros #,, z^, que satisfagan á 
las relaciones

«_|-z>=2«,, U — 2? = 2Í’,,

du^y dv^i 
resultará finalmente dd = H   

sen-— cos^ — 2 2

195. Teorema de Weingarten. £n una superjicie ias Sir
vas, iug'ares de ios puntos para Íos cuates ia suma ó diferencia de 
tas distancias g-eodésicas á una curva Jija es constante, forinan un 
sistema ortogonai.

Oéservacio'n. Si se reducen cada una de las curvas C,- y C^ a 
un punto, resultan en las superficies curvas, que corresponden 
á las elipses é hipórbolas homofocales del plano. Y las curvas 
7/j = const. 2/1 = const, se llaman eitpses é kipérèoias geodésicas.
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196, Superficies de Liouville. Sea el elemento lineal

ds- = (U + V) Crf»2_^ dv-) (!) 

en él que U es función de ^^ y V función de -v.
En virtud de un teorema (pág. 249) las curvas paramétricas son 

isométricas. Además son elipses é hipérbolas geodésicas. El ele
mento lineal toma la forma

{^\jd,.r {fvdvY
(^U:U d- V)’ (|/V:U + V)"'

Teorema, Sn las su/ferjicies de LiozívlHe, las ecuaciones dlfe^ 
rendales de las líneas geodésicas son ¿nlegroóles.

En efecto, por ser el elemento lineal de la forma (1) será 
E = G = U + V, F = o, la ecuación de las lineas geodésicas se 
reduce á

(U + V) (dud'^ï) — dvdhi} + - (du^ + dv-) (ÁJ'dv — Vdu) = o 

que sucesivamente se reduce á

\J'du dv^ (dît- + dv^} + 2 ^dudv {dud-v — dv dhi) 
{did + dv^-y

V'd-v du'^ {did -{- dv^} -H 2 Vd/i d-v {dv dHi — du d^v}
~ {du^-\- dv'^y^

UrfíJ^ Ndu^ 
du'-^dv'^ du'^-\-dv'^ °'

Por consiguiente la integral primera será

du^ + dv‘^ du^ + dv-

De esta última ecuación resulta
did dv‘̂ __ 

U—« V + fl °' 

y la integral de (1) será
r du r dv
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Por último, el arco elemental dsg de las líneas geodésicas 
quedará determinado por

dsg— adu-\-adv

También si hacemos X= U -j- V, la ecuación diferencial de 
Gauss de las líneas geodésicas (pág. 300) se reduce á

Id^i = —^ dv 
2

I 3X , 
— dv.2 ^U

y

Multiplicándola por 2 sen 0 eos 0 y en virtud de (10) pág. 243 

eos f)ds = ^\du, sen hds = y/\dv, eos ^^dv = sen hdu, (1)

2X sen 6 eos (¡db = — cos’^ (¡dv-------- sen^ hdu,

X¿/sen®6 = ~ eos® Qdvsen- <idu, 
(¡V ^U

fórmula aplicable á cualquier superficie. Pero si establecemos la 
condición

a («) ¿/ sen- O + sen® 6«' («) du = p (c^) dcos- 6 + eos- úP' (z/) dv, 

ó í/(asen®6) = d (p eos® 0), 

la ecuación se hace integrable, siendo su integral primera 

a (ti) sen® 0 —P (i') cos^ 0 = « ó tg 0 = 4- \/^S-) (2) 
f a («) —a

V i
í^afa) — a / p (v) 4- a ’ V^® ^u) 

obteniéndose la ecuación de las geodésicas en términos finitos, 
como anteriormente.

Para obtener la expresión del arco de geodésica, multiplica
remos la primera ecuación (1) por eos 0, la segunda por sen 
sumaremos y resultará

í31j = yxcos í¡dií 4- VxsenO¿fo (o<0<7r).
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De la (2) resulta

= eos 6 = y,/±WzzÍ

y tendremos

197. Caso de LAS SUPERFICIES DE ROTACIÓN. Siendo el ele
mento lineal de la forma

ds- = dti^ -j- f^dv'^,

~ = du^ para reducir á parámetros isométricos, 

tendremos dy^ = r* (du\ + dv\ 

y r será función de zí,. Aplicando las fórmulas det párrafo ante
rior, será

a(«,) = r«, p(z/)~o.
La integral primera (2) se reducirá á r^ sen^ ô = æ, y si la geo

désica es real, podremos hacer a = ¿^, siendo k real y

rsen = Æ; luego: (1)
Teorema de Clairaut. Por iodo />utito de una geodP/ca, fra

zada ea una su/erjicie de roiacidn, e¿ seno de¿ anuido çue forma con 
d mediano es inversamente proporcionad ai radio dei paraieio.

Las integrales en términos finitos serán, en el caso actual, 

~ ~ /r''  ̂— ^^ ±^~ ^^du^C;

y por ser du^=—~^ .será v — ¿ -^

Oèservaadn. Todas las geodésicas correspondientes á un va- 
or fijo de ¿ y a valores distintos de ¿ se obtienen de una de ellas, 
laciendola girar alrededor del eje de la superficie.
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198. Una CLASE particular de geodésicas. En toda super
ficie, existe una clase de geodésicas que se obtienen cuando la ex
presión de es la forma

ds^ = A (du-^ -b dz^).

Para obtener estas geodésicas, basta hallar una solución com
pleta de la ecuación de derivadas parciales

Si se hace k = o, esta ecuación se integra haciendo (■) — an 

bv-\-C-, siempre que sea a^ -p ^'‘= 0 ó b = + 1.
Así haciendo 0 ^a(u -p z^^— 1), las ecuaciones de las líneas 

geodésicas son

-—= consí. ó ± = const.

Su ecuación diferencial es 

du + dv'^— i = o, ó bien du- + dz>‘^ = o.

Para estas líneas se -tiene

A (¿«^ + ¿í»’) = o ó ds^ = o, 

son ¿meas de ¿0Kg‘¿tíid nula.

§ 6.° Valuación de la curvatura total

Las líneas u = const, son199. Coordenadas de Gauss. 
geodésicas que parten de un punto 0 y las líneas v const, 
círculos geodésicos, cuyos centros se hallan en 0. Tenemos asi 
un sistema ortogonal en el que una de las líneas cooidena as
es geodésica.

Sea 6 el ángulo que una de las coordenadas geodésicas forma 
con una geodésica fija que pasa por 0 y r la longitud de la misma, 
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contada desde el punto 0 hasta la punto M, cuyas coordenadas se 
expresarán por r y 6. La expresión ds- es de la forma

ds = dr- + G^dh^,

porque para 6 = const, se debe tener dr= ds y en ds- no debe 
entrar el término drd^. BSI arco de círculo geodésico elemental, que 
es el valor de ds, según la línea r= const, es Gd^i. En este caso 
la expresión general de la curvatura total k dada por la fórmula 
(6) pág. 291, se reduce á

, i 6*0

y la ecuación

(^)

S {)E í'E c)G
2 —- (E« + Fv) = -— u - 2 ~ vu'^S ' ^U 2>U ()V

de una geodésica á

dcos¿ í>H , 
2 -------= 2H — 0"^ .di 3G

o sen i ~ = — G — 0^. ds 'ér {à)

200. Valoración de la curvatura. Vamos á valuar el 
área del triángulo geodésico, es decir, el formado por tres líneas 
geodésicas CA, CB y AB.

Coloquemos el origen en C, y tomemos por línea coordenada 
inicial el lado CA. La curvatura total hallada, se determinará pol
la fórmula

K KHrf6dr,

expresando Ü el área elemental; y sustituyendo el valor de K, se 
transforma en

dOdr.

Integremos con relación á r; y observando que, para r infiniía- 

mente pequeño, es —- = 1, porque para r=o se tiene rd^ = Gdfi
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Ó r = G, (ír = dG, tendremos;

y, puesto que la ecuación (1$) da

SG ,di i
— = — sen ? -------------- T 

ds /36 y

di
ds ds / d<i\ ds dfi dfi'

^ ("3“)

será K = ¡(i -^--y d^i = j {dfi + di^

Esta expresión debe integrarse desde o hasta C.
Pero la integral de di da la diferencia de los valores de di en A 

y en B, el uno es A y el otro k — B; luego
K == C + A -1- B — luego;

Teorema. La curvaíura ioiai de un irián^^uio geodésico es i^ttai 
ai exeeso de ia suma de. sus ánguios soire dos recios.

Ó bien: La suma de ios án^uios de uu iriáu^io g’eodesico es 
i^Tíai á su curvaiura aumeniada en dos recios.

Luego: La suma de ¿os ánguios de un poii¿'ono g'eode'sicú es 
iguai á su cun’aiura más ianias veces dos recios, como iados iiene 
menos dos.

En un triángulo infinitesimal la curvatura es un infinitamente 
pequeño de segundo orden; luego: La suma de ios ánguios de un 
iriánguio geodésico in_finiiesimai es iguai á dos ánguios recios.

§ 7.® Curvaturas tangencia y geodésicas

201. Componentes de la curvatura. Sea — la curvatura de 

una superficie en un punto M de ésta, y considerémosla represen-
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tada por una recta dirigida según la normal principal, y hacia el 
centio de curvatura. Esta curvatura se podrá descomponer en otras 
diiigidas según rectas dadas. Sus proyecciones sobre los ejes son:

í¿ír (í-2

Sea una curva trazada en una superficie. Si se descompone 
su curvatura según la normal y según una tangente, la primera 
sera la curvatura format y la segunda la curvatura tangenda/ ó 
g'eodésica.

Sea 0 el ángulo que forma el plano osculador de la curva con 

el plano tangente á la superficie. Su curvatura será Í2L? y la cur- 

vatura normal —^—. La primera es nula en las curvas geodésicas 

y la segunda en las líneas asintóticas.
202. Curvatura tangencial ó geodésica. Lema. Sean 

R;' R' ¿os radíos de curvatura de dos curvas AB j/ AB', tangentes 
en A. Si se totnan en estas dos curz>as ¿ongitudes AB jz AB' iguaies 
á ds, ¿as tangentes en Üy en B' á estas curvas formarán un ángu¿o 
do dado por ¿a fo'rmída

ds‘^ d.S ds ds

En efecto, si por un punto 0 del espacio, se trazan Oa paralela 
á la tangente común en A, 0^ y 00' paralelas á Ias tangentes en 
B y B', tomando en estas rectas 06 = Oâ' = 0a=i^ se tendrá 
en el triángulo ¿záá',

y la fórmula

á^ ' = ¿);¿ + aé — 2aô , al eos (aé, ad) 

dara la relación (c), si se sustituyen aá, ad, ód por sus valores 
(í^) y por ser a¿> y aâ' paralelas á los radios de curvatura R y R'.
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Consideremos ahora una curva cualquiera AB trazada en una 
superficie, y tracemos por los puntos A y B, infinitamente próxi
mos, arcos geodésicos tangentes AKC y BK.

El ángulo CKB será el ángulo de contingen- 
";;——»__ .i* cia geodésica. Llamémosle s, y hagamos AB=¿Zí;

la relación será la curvaltira geodésica en el 
as

punto A.
Figura 108 J,j_^ efecto, tomemos AC = AB. El ángulo de 

las tangentes en B y en C á AB y AC estará dado por la fórmula

» = + ^--^cos(R. R')] •

Pero, en virtud del teorema de Meusnier, por tener la geodésica 
su plano osculador normal á la superficie, si se llama ^ el ángulo 
que forma el plano osculador de AB con el plano tangente, se

tendrá R =-----7, y por consiguiente
send

ticoso

En general, las tangentes en B y C no se encuentran. Pero si 
se supone que la fig. 108 sea una proyección sobre el plano tan
gente, los ángulos no diferirán de sus proyecciones más que por 
términos de segundo orden, y salvo estos términos, se tendrá

tü4-a.BC-pBC<-^ = 7T. (/)

En el triángulo geodésico KCB se tendrá también, salvo los 
términos de segundo orden

K + KBC + BCK =-i^ ó £ + «BC + BC<ü =:= 71.
De esta fórmula y de (/), resulta « = s luego, en virtud de (4 

ds eos 0 , £ COS Û

lo que demuestra el teorema, justificando la denominación de cui 
vatura geodésica, dada por Liouville, á la curvatura tangencial.
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También se ha dado á la curvatura tangencial el nombre de 
cw-vaíura de desarro/Zo, denominación justificada por el siguiente

Teorema. La curvatura tangencia/ de una curz’a es ¿g'ua/ á ta 
curvatura de ¿a transformada de esta, cuando se ¿a sufone trazada en 
una desarrottaète cuya curva de contacto es con /a supejJicie frofuesta, 
cuando se desarrotta esta suferfeíe desarfot/aite sodre un ftano.

En efecto, la curvatura geodésica de una curva trazada en una 
desárroUable es igual á la curvatura propia de su transformada 
plana, lo que probaremos, haciendo ver que las geodésicas de una 
desarrollable tienen por transformadas líneas rectas. El ángulo de 
contingencia geodésica se transforma pues, en el ángulo de contin
gencia de la transformada plana; y puesto que el arco no cambia 
de longitud, después de la transformación, esto demuestra lo enun
ciado. Pero la curvatura geodésica de una curva es la misma con 
relación á todas las superficies circunscritas, de las cuales es la 
curva de contacto, y el teorema queda demostrado.

Corolario. La curva ‘C trazada at tina suferfeie S, cuya cur
vatura g-eodésica es constante, fuede oôtenerse como sig'iee. Si se 
circunscrióe, seg-ún esta curva, una desarroHaóie á ia superficie y se 
desarroiia esta desarroHaóie en ttn piano, ia transfoj mada de ia curva 
será una curva de curvatura constante, es decir, una circunferencia.

Podemos demostrar como sigue el
Teorema. I^a cu7'vatura ¿-eodésica es tan soio una función de 

ias cantidades E, F, G, de sus derivadas y de u', v', u", v".
En efecto, puesto que los cosenos directores de la normal prin

cipal y la normal á la curva situada en el plano tangente son
d^.v d'-y i i dz dy\

ds-' ^EG —F‘V ds dz/'
se tiene, llamando à á /EG — F^,

íij/ 3^2

eos — = 'èy ^z

/ f
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pero

3-r 3/ 3« 
3« Sz^ 3zz 
3.r 3j^ 3^ 
Sz» Sv 32' 

/ f P"

luego multiplicando,

1) x 3x sir 3.r ó-at

3^^ 3z¿ 3í' Sz» 3j'

coso __ 1

Y, por ser nulos los dos primeros elementos de la última línea 
del determinante, será'

. eos O „ 3-,r 3,r 3.r 3.r 3’\r 3-f 3jr 3-r

íi'^X dx
Desarrollemos -^ y -~ según las potencias y 

d S^ds
los productos

,du ,
^^ ds y = ‘^ i y resultara

3ír 3-r 1 3E
3«- 3?/ 2 3zz ’

i 3E
2 3z' ’

y, por último

eos® r i 3E , / i 3E
^ —— = u''^ - — (u F + z''G) + ( - v

p |_2 ^U \2 c>U
3F\— ) w E + Z'r) 
^u/

Æ , , 3G 
— («F + í/G) — — («E + v E) àt^ c^

,1 I /I 3G 3F\ _
L 2 32/ \2 3« 3z'/

+ («"ü' — v"u) (EG — F*).
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De la fórmula precedente se pueden deducir las curvaturas 
geodésicas de las líneas coordenadas ó paramétricas u ~ const., 

, eos 6w eos _ const, que expresaremos por  y Tendremos
fu pv

i
?« 2EI/E ^^ 2/È’ ^^ ?E s» ’

^gQ__p2 £22_^’‘’__  -i-
~2GfG ^2' 2fG' ^^

I 3F
ÍG 372

Teorema. J^o se^ueden ¿razar, en general, soire una su/erjicie 
dos sistemas ele lineas ^-eodesieas ortogonales, si la superjieie es eles- 
arrollaále, ^ues si

cos6„ eos o» ?E 3G
------- = o, ---------= o, resulta — = 0, — = 0.

Las funciones E y G solo contendrán u y zi respectivamente. Así 
^•s~ = f{u} elu' q- f^ (v) ílv'\

ó por un cambio de coordenadas, 
els' = elzt' -J- elv^.

Si se calcula la curvatura total >&, se obtendrá ^ = 0; relación 
que solo se verifica para una superficie desarrollable.

§ 8.° Curvaturas normal y propia, torsión geodésica

203. Curvatura normal y curvatura propia. La curva
tura se introduce más naturalmente en la teoría de las superficies 
que la curvatura ordinaria ó propia de las curvas trazadas en estas 
superficies. Sin embargo, si se trata de calcular la curvatura propia 
de una curva, es necesario calcular su curvatura tangencial ó geo- 
dé^ípo iSenO_aesica ------ y su curvatura normal --------. La raíz cuadrada de 

la suma de los cuadrados de estas curvaturas dará la curvatura 

propia —.

21
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La curvatura normal es la que se presenta desde luego cuando 
se quiere calcular la curvatura de una curva trazada en una super
ficie; y, en efecto, si se dan los cosenos directores «, ^, c de la tan
gente á esta curva en el punto (.r, 5', ¿:), los cosenos directores a\ 
è\ c' de su normal principal, siendo p el radio de curvatura, 0 el 
ángulo que forma el plano osculador de la curva con el plano 
tangente á la superficie, y empleando las notaciones conocidas,
tendremos 

sen 6

y observando que

seno ds^  ds^ 
+F?+V+”í

y.que
¿/Lr d-^y d^s t Íd,v^ , dx^ ^ , , ^fl, 

ds- ~ L^ Uí) ds ds \í¿í'J

se tendrá

sen O __ i /¿/,rV dx dy
\ds/ ds ds ' íy

Esta es pues, la curvatura que se encuentra cuando se busca -.

La curvatura normal estará dada por la fórmula

sen 0 __
?ËG-~FnË«'H^2F^H G^

La curvatura de una asintótica es igual á su curvatura geodé
sica y la de una geodésica á su curvatura normal.

204. Torsión geodésica. Sean - la torsión geodésica de
S 

una curva, d'^ = ^ su ángulo de torsión, í^l el ángulo de la noi- 
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mal á la superficie con el plano tangente á la curva normal á la 
superficie, trazada por el punto infinitamente próximo, y 0 el ángulo 
que forma el plano osculador á la curva con el plano tangente á la 
superficie. Hemos visto que rf-f = rfT z¿0; y si dividimos los dos 
miembros de esta fórmula por el elemento de arco ds, observando

además que - es igual, por definición, á la relación tendi'emos ds
1 d'T: db 

ds ds

Expresando por c», p, y los ángulos que foi-ma la normal á la 
superficie con los ejes, hemos hallado que

pero luego

Si se resta de la tercera línea el producto de la segunda por

dx dy dz
se obtiene dsd’b = - —------- 

|'EG~F’‘ P
d/> d/>' dp /f

/ f
yr Sr ^Z

Pero ï/^= EG — F»^ 'illi ciU >

Kr 'b'
ciZZ
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y multiplicando miembro á miembro, se tendrá

(EG — F^)- ¿ZííZ'-P =
}lj)d/>

Gdu + Fdv 
o

S ^^- dp

Gdu 4" Gdz>
0

o

Y, puesto que = EG — F^, será
(EG — F’^) dsdb

= — (Erf» -L Fí/v) S —

Además se tiene — dp = d-^p — — ^pd —

ó — dp = -y^p du — y^p dv = — {fdu + ^dv),

Ï — í/í = — (é’c’w 4-

y la fórmula (2) da

(EG — F®) dsd'^ = (Eofíí + Frfz/) (fdu -h gdv)
— (Fdu -h Gdv) [edu 4- fdd}.

Llamando — á la forsión geodésica, se tendrá

" = ÏÏ^T^~EG—r "

igualando — á cero, se vuelven á obtener las ecuaciones de las lí

neas de curvatura.
Tomando las líneas de curvatura por líneas coordenas, se tiene

- = — uv (17 — 7?)’

y llamando y ¿- los radios de curvatura principal, se tiene

i 'I

K R.0 —=. dSjidSv
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Ó, en fin, — = sen i cos i [-----------
^ \R, R2

.1
o — = asQn2¿, (I)

haciendo i
a = — 

2

La tocsión geodésica depende pues, tan solo de la orientación 
de esta curva con relación á las líneas de curvatura, y varía como 
el cuadrado del radio vector de una lemniscata de Bernoulli.

Si se observa que ^— Y ~^^ ®^^ virtud del teorema de Lan- 

ciet, se ve cp.ie, siendo d(¡ — 0 para una línea geodésica, se tiene
i

— = a sen 2/; 

luego. La íorsida geodésica debende tan so¿o de sti onentacida, y 
varía como eí cuadrado deí radio vector de una íejuníscata de Ler- 
nou/íí.

La torsídn de una geodésica tangente á una Unea de curvatura 
es pues ñuta.

Y puesto que una línea de curvatura no puede ser geodésica 
más que en el caso de ser nula su torsión, tendremos el siguiente 
enunciado:

Para que una Unea de curvatura sea geodésica, es necesario çue 
sea piaña y e^ue su piiano sea siempre normat á ia superficie.

Por último: L.a suma de ias torsiones geodésicas en dos direc
ciones rectanguiares es nuia.

205. Expresión de la torsión de una asintótica. La fór- 
mula (1) conduce á la expresión notable

T' ^Vr,r; 
de la torsión de una línea asintótica.

En efecto, siendo tangente á la superficie el plano osculador de 
una asintótica, se tiene

0 = 0, di¡ = o y — = — 
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de manera que, para una asintótica, como para una geodésica 
se tiene

i ./i= a sen 2z = — sen l 1 ; T 2 \R, RáZ 
pero resulta que

, sen 22 = 2 ; 
I^Erfa 

luego Y "^ ^^*^ (r R^)^^^'’ 

pero la ecuación de las asintóticas es 
eu''^'^ = o Ezz'' Gz’'’'^=i.

Sustituyendo en (2) los valores de u' y v', se obtiene

7““ Et’ —G^ \Ri RáZ
e

Y, por ser -p R,’ G “R,
resulta la fórmula del enunciado.

§ 9.° Superficies evolutas

206. Generación. Ya liemos visto que sobre la normal de 
cada punto M de una superficie S existen dos puntos especiales 
M, y M2 que son los centros de curvatura de la superficie, ó bien 
los centros de curvatura de las dos secciones normales principales 
que parten de M. Cuando el punto M se mueve en la superficie, 
los centros de curvatura M, y M^ describen una superficie, la evo
luta de S, mientras que esta es la evolvente.

La evoluta consta de dos hojas, la una descrita por el centro 
Mj, la otra por el centro M^.

Podemos engendrar las dos hojas de la evoluta, considerando 
una linea de curvatura C de la superficie S; las normales á lo laigo 
de C envuelven una curva P, evoluta de C, que es el lugar de los 
centros de curvatura de las secciones normales principales, tangen
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tes á C en cada uno de sus puntos. Al moverse la curva C en su 
sistema, su evoluta 1' se moverá, deformándose, y engendrará una 
hoja de la evoluta. Análogamente se engendrará la otra.

Teorema. La arisfa de reiroceso de ¿as desarro¿¿aé¿es, ¿u^ar de 
las normaies á ¿a su^erjicíe á ¿o ¿ar^o de cada una de sus ¿ineas de 
curvaíura, son geodésicas de ¿a su/>erjic¿e evo¿u¿a.

En efecto, toda normal á la evolvente es tangente en dos pun
tos á la evoluta, respectivamente en cada uno de los centros de 
curvatura, en cada hoja.

Consideremos un elemento MM' de una línea de curvatura del 
segundo sistema. Las .normales en MM' se encuentran en el se
gundo centro de curvatura M^ (en menos de cantidades de se
gundo orden, si MM' es de primero) y son tangentes á la primera 
hoja en los respectivos centros primeros de curvatura Mi y M',, en 
estas normales. El plano MM^M' contiene pues dos direcciones 
distintas M,M2 y M,M\ que parten de M, y son tangentes á la pri
mera hoja de la evoluta, que es por lo tanto el plano tangente en 
Mj á la primera hoja. Así pues:

La norma/ en M, d ¿a ¿frimera koja es ^ara¿e¿a á ¿a ¿ang-ente en M 
d ¿a primera ¿ínea de curvaí2í.ra, y aná¿o^a}nen¿e sucede para ¿a oíra.

Esto sentado, si consideramos una línea de curvatura C del 
primer sistema, y la arista de retroceso F de la desarrollable en
gendrada por la normal á S á lo largo de C, la normal principal 
de r en M, será paralela á la tangente de C en M, y coincidirá con 
la normal á la primera hoja; luego r es geodésica de esta hoja.

207. Trayectorias ortogonales. Consideremos la hoja 
primera. Vamos á obtener las trayectorias ortogonales de las geo
désicas r, F', F",

Supongamos una trayectoria ortogonal M,M',M",, .... que en
cuentre á la hoja en los puntos M,, M^, M",, .... , y sean M, M', 
M", .... los puntos donde las tangentes á F, F', F", .... en M,, M',, 
M'i,.......  encuentran normalmente á la evolvente S. Las dos cur
vas M,M',M",......y MM'M"........se hallan descritas en la superficie 
reglada, lugar de las rectas (generatrices) MM,, M’M',, M"M'\, .... 
y son perpendiculares á todas estas generatrices, las cuales son 
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evidentemente geodésicas de la superficie, lugar de las mismas. 
Pero en virtud de que;

Si w un sistema dodie ortogonai, ¿as ¿ineas de uno de ¿os siste
mas son geodésicas, ¿as de¿ otro son geodésicas pa? atetas, los seg
mentos MMp M'M\, M"M"i, .... son iguales entre sí, y puesto que 
coinciden con los radios de primera curvatura de la evolvente en 
los puntos M, M', M",...... se concluye que:

Las trayectorias oriogonates de ¿as geodésicas envueitas en una 
de ¿as hojas de ¿a evo¿uta Jor tas normates á ta evotvente, correspon
den á agüeitas curvas de ta superjicie á ¿o targo de tas que es cons
tante et radio correspondiente de curvatura.

208. Fórmulas relativas Á la evoluta. Expresando por 
,r, y, 2 las coordenadas del primer centro de curvatura, tendremos 
las fórmulas

,^1 = ,r — r,X, jj/j =y — rjt, 2^ = 2 — r,Z. (l)

Al variar uy v, estas fórmulas darán las coordenadas generales, 
de un punto de la primera hoja S, de la evoluta.

Expresando ahora con

E,, Fp G,: X,, Y,, Z,: DpD^,D', y E, F, G; X, Y, Z; D, D', D’ 

las cantidades correspondientes en S/y en S, derivando las (i), y 
en virtud de

3X I Mr sY l ój» óX r \r 
'éu r, "¿lu' liu }\ ^u ' ’ Sî^ r, ^z» ’ 

se obtiene
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y sucesivamente.- 

por lo tanto:

+ 2 dv\oU úZ> \^V /

y tomando por líneas coordenadas en S las u = const, r, = const.

Esta fórmula demuestra que en Sj las u = const, son geodé
sicas y Ias r = const, sus trayectorias ortogonales.

Las fórmulas de los cosenos directores son:

Calculando ahora

X,:Y,:Z,=

ciU

at-

25
Sí»

3^1

Zn

25 
Sz»

25

25

JZZ
25 
âï^

y, por las (2),

I
Z I 25

I^G S^ liV
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D,-=
D\ = 0, D*. —Z?-^, 

2^'G\ ^2/^^ 
(4)

pues siendo X, Y, Z los cosenos directores de la normal, será

combinando esta ecuación con las identidades

I áJT
+

i 24 I 33 3^3 _ 2!4
fS '¿U 2uèv ÍE Sii 5Z¿ciV VE 3« 32^3^^ 3Z’

I ÍJT I I 33 3*3 __
ÍG 3zz '¿¡u 'év t'G ^Z^ 32¿3^ fg '¿U

v resolviendo estas tres ecuaciones lineales respecto á _ ) etc., 

resultará

con las análogas para j/, s. Esta puede escribirse bajo una de las 
formas

3 3-r\ l 32E l 3-r ;
^ÍG 32^ / 32/ ^E 3«

3 / I 3.r \ I 41 I 3^
3Z' '1 FE 3z¿ / 32/ 1

con las análogas para ^, x;; y en virtud de (4) pág. 294» será

—= —- sx — f-L—w

Y, puesto que 5j ( -.L.-— ^ = 1, derivando se tendtá

/E 0« ‘ fo <>2'
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Considerando la identidad

i S-v I ó-r

y derivando respecto á u, tendremos

^^G 3^ Sí/ V/e S^í/ VG 

y en virtud de («')

~ l’c ^^ s« VE ~ fe

Resolviendo las ecuaciones (¿), (í) y (</) respecto á

21/1 3.r\ 2) / i SjX— 1 j i i etc.

y análogamente para y, s. Combinaremos ésta con

y permutando, zz, «*; E, G; r^ r^ tendremos

Be estas fórmulas y las (3) de la pág. 293, resulta la (4) pág. 320,

2) / I 3.'V\ i Ee^
2)« VE "^^J lo 32^

3 1 3Eg 3.r I^.X
3íz

3 
^U

3
3¿'

VG
(

X/G
(

KÍE ^^J

Eg Ee

I 3EG I 3.r 
ËË ^^ Eg Sí^

3zz
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Podemos sustituir en D,, por — su valor, y tendremos

D, = 4 D'. = o. D",
^2* (5)

Indicando con ^^ ia curvatura total de S,, resultará

3r^ : ^u
Sri : 3^' (6)

y análogamente
ár, ; "¡¡v

r'% ára : c);¿

y por último (7)

209. Correspondencia entre los puntos de las dos hojas. 
Entre los puntos de la primera hoja S, de la evoluta y los de la 
segunda S^, existe una relación geométrica, cuando se consideran 
como correspondientes entre sí los centros de curvatura M, y M, 
y con el punto M de la evolvente.

Por la ecuación (7), las curvaturas de las dos hojas en M, y en 
Mj tienen el mismo signo, y las asintóticas de las dos hojas son 
reales ó imaginarias á la vez. Busquemos ahora las condiciones 
para que á las asintóticas de la primera hoja correspondan las asin
tóticas de la segunda.

La ecuación diferencial de las asintóticas de la primera hoja será

Didu- + 2D\díidv 4- D"idv- = 0, 

ó sea, por las ecuaciones (5)

Er\ — dn' — Gr'o — dv^ = 0, 3ri

la de la segunda hoja se obtendrá permutando u, E,, r, respectiva-

- e,G. - F^

Ó A= - 7“

I

. 2
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mente con z/, G,, r2, y será

Er'^i ^ du' — Gr% — dv' 0.

Paia que estas asintóticas se correspondan, es necesario que 
coincidan estas ecuaciones; por consiguiente que sea

= o.

Sí' 3zí

resultando el
Teorema de Ribaucour. La condieidn necesaria y sie/íeiejite, 

para que se correspondan ias asinio'íicas in ias dos iiojas de ia evo- 
iuía, es que ios radios pnncipaies de curvatura de ia evoivente se 
kaiien^jados entre si por una reiacion S’ (r,, r,) = o.

Observación. Se ha visto que en S,, las líneas u = const, son 
geodésicas cuyas trayectorias ortogonales son Ias líneas r, = const., 
y además, las líneas v = const, en Sj son las líneas tangentes con
jugadas de las 7z = const., lo que resulta de que D', = o, ó del hecho 
geométrico de que las tangentes á las líneas u = const., á lo largo 
de una linea z/ = const., son normales á la evolvente á lo largo de 
una línea de curvatura v, por lo que engendran una desarrollable, 
cuya arista de retroceso es la curva correspondiente en la segunda 
hoja Sj.

Teorema. Ei centro de curvatura ¿•eodesica de tina Unea 
ri = const, en un punto M, de Si es ei punto correspondiente Mo en 
iakojaS¿. •

Para demostrarlo, vamos á emplear el procedimiento que Bel- 
hami sigue para obtener el radio de curvatura geodésica. Sea ^, ^-^ 
^’.....  ^t^ sistema 00' de geodésicas situadas en una superficie
cualquiera, y L una línea, cuyas tangentes son conjugadas con 
aquéllas, que las cortan en M, M', M",

Las tangentes á lo largo de L á ^, ^', ^",....engendran una 
desarrollable.
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Si suponemos que la tangente en M á la ^ sea tangente en m á 
la aristra de i-etroceso V, tendremos que:

El pzinto m es el eenlro de ej/í'valura g-eodesiea eti M de la Ira- 
yecíoria ortogonal de g, g’, g", .. .. que parte de M.

Tomemos por líneas cooi-denadas u, v en la superficie, las geo
désicas g, g\ g", y sus trayectorias ortogonales y por pará
metro u el arco de las geodésicas, contado desde una trayectoria 
ortogonal fija. Tendremos

ds~ = dt¿- -h Gd^'^

y para el radio de curvatura geodésica c„, en magnitud y signo,

i laG
pu ~ 2G ^U ‘

Si .r, y, z son las coordenadas de M, ç, vi, ^ las de m, y hacemos 
5^ = r, con signo positivo ó negativo, según que la dirección 
M'ni sea la del arco creciente ó decreciente, tendremos

2U ^U iU

Si llevamos el punto M á lo largo de la línea L á M', é indica
mos con 8 los incrementos correspondientes, resultará;

ûÇ «=  ---  ÛZÎ j- 07,! -4 o?- — -U r l 0?/ + r—cV f ,

84 = -7- Síí + ” OÍ» + ó/- -rh r 1 :--5 0« 4- 02Í j ,
?L' ^u \áu oudv /

^Z " 'í>Z 'Í>z , fy^Z \
= — o/í 4- — oz; -|- 8r - 1- r 1 1 •Szí í'Z’ ^2¿ vW^ d^íílí/ /

Pero os, St,, 8^ son proporcionales á los cosenos de dirección de 
ci.r M 

la tangente á la arista de retroceso T, esto es, á —, -^í -^^ •

Multiplicando ordenadamente por -- , —, -j^-. sumando y con’
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siderando las fórmulas-

^ X- = 0, 
Ólí ClV

i
(Iz/ ?Z¿^Z’ 2

?G
^U ’

obtendremos

t/.r 3'íf i íE = o,
2 ÍZ»

Goz» -1— 0^ = o, y por tanto — i

2G '¿U

Demostrado el teorema de Beltrami, si consideramos nueva
mente la hoja S, de la evoluta de una superficie S, en S, las tra
yectorias ortogonales de las « = const, serán las r, = const, 
mientras que Ias líneas coq tangentes conjugadas de las u son las 
í', concluyéndose que: £¿ centro de curvatura geodésica de una tí~ 
nea r. = const, en un punto M] de S, es empunto correspondiente M., 
en ia se^nda hoja S^.

Por último observaremos que obtenido el radio de curvatura, 
resulta demostrado el teorema, del cual se deduce que:

Bt radio de curvatura geodésica de tas iq = const, eti S, ó de tas 
r¿=const. en Sj queda dete/minado por ia difere/icia r, —12 de tos 
radios de curvatu?a de ia evoivente (*).

( ) Bianchi , Lezioni di Gevmetña differemiale, p. 22!)
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GAPÍTUBO II

Superficies

§ I.° Propiedades absolutas

Las superficies pueden considerarse bajo dos aspectos, según 
que se consideren como límites de sólidos ó como sólidos flexibles 
é inextensibles, desvaneciéndose una de sus dimensiones.

Cuando se adopta este segundo punto de vista, las propiedades 
de las superficies se dividen en dos clases. La una comprende las 
propiedades anejas,á la forma especial atribuida á la superficie y 
que se modifican juntamente con ésta. Las otras pertenecen á al
guna propiedad que subsiste independientemente de la determina
ción de la forma. Estas pueden llamarse aiso/uías y las primeras 
re^aíhas. Así el célebre teorema de Gauss relativo á la conservación 
de /a cuj'vainro; expresa una propiedad absoluta. Respecto al se
gundo aspecto de lás superficies, éstas tienen su expresión me
diante el elemento lineal y las coordenadas curvilíneas.

Todas las superficies cuyo elemento lineal viene representado 
por la misma expresión, se consideran como idénticas entre sí, sin 
que subsista la propiedad recíproca, pues las tres funciones E, P. 
G pueden hallarse formadas de infinidad de maneras con dos va
riables independientes, sin que las superficies definidas por las co
rrespondientes expresiones

sean por esto diferentes entre sí, pues pueden sustituirse á w y 
dos nuevas variables u' y v de modo que la expresión

F'du'- 4- 2Fdu'v' -H Gdv'-, ■

pueda definir la superficie primitiva.
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Para poder pues concluir si dos expresiones (i) y (2) pertene
cen á una misma superficie, es decir, á dos superficies superpuestas 
es necesario ver si es posible establecer entre u, v y u, v' dos re
laciones tales, que en virtud de ellas, una de las dos expresiones se 
transforma en la otra. Y es evidente que las condiciones de esta 
posibilidad deben equivaler geométricamente á la igualdad de cier
tas propiedades absolutas de las dos superficies, en número sufi
cientes para determinar Ia identidad.

En la expresión analítica de esta propiedad absoluta deben tan 
solo entrar /<, E, F, G y las derivadas de E, F, G respecto á las 
uy v.Y si dicha expresión es la más general posible, es decir, si 
zí = const, y í/= const, son totalmente indeterminadas, debiendo 
ser aquellas fórmulas independientes de la elección de las coorde
nadas, deberán conservar la misma forma, cualquiera que sea el 
significado geométrico atribuido á las variables. Luego toda fór
mula que expresa una propiedad absoluta debe ser tai, que sustitu
yendo á las variables u y v dos funciones aré¿irar¿as de dos nue
vas variable u y v, se transforme en otra fórmula que contenga á 
las u', v‘, E', F', G' y á las derivadas de estas últimas respecto á 
las u y v', del mismo modo que en la primera entraban u, v, E, F, 
G y las derivadas de éstas respecto á u y á v. Es fácil además pro
bar que tales funciones no pueden contener explicitamente á u y

u, E, F, G, —, —1 fuese una de dichas 

funciones, haciendo n = u -f- a, v = v' + á, y observando que 
SE' SE
S»'~ 1« .............. ®® obtendría la función transformada

/{«' 4- 5, E', F, G', ^,, .............)
0« Si’

cuya composición no es idéntica con la de la función primitiva, 
por tener las constantes arbitrarias a, ó que no pueden desaparecer 
mientras no se suponga que faltan las u y v. De esto resulta que 
toda función representativa de una propiedad absoluta debe hallarse 
formada tan solo con E, F, G y sus derivadas parciales.

Puede extenderse el concepto de estas funciones absolutas con
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siderándose además de E, F, G otras funciones ^, |,......de « y z»; 
de manera que se formarán nuevas funciones absolutas; y siempre 
que, considerando una superficie referida á dos sistemas diferentes 
de coordenadas curvilíneas (íz, í^) y («', y) se llegue á una igualdad 
entre dos expresiones, en una de las que entren solamente E, F, 
G, ^, |,...... y sus derivadas respecto á « y c’ y en la otra sola
mente E', F', G', «', •/,...... y sus derivadas respecto á «' y F, 2«- 
dep^ndientemente de ¿as re/adones exísieníes efiire ¿os dos sistetnas de 
var¿aó¿es, estaremos ciertos de que cada una de estas expresiones 
es ¿n'variaé¿e. Si las coordenadas u y v, así como las u' y v son ar
bitrarias, los dos miembros de la igualdad anterior deben ser idén
ticos en la forma. De la igualdad de las dos expresiones podremos 
siempre inferir que son funciones invariables equivalentes.

Si además faltan las funciones 0, |,. quedando tan solo E, 
F, ..... y sus derivadas, se deberá concluir que los dos miembros 
son funciones absolutas, que expresan én el sistema de coordena
das respectivo, una misma propiedad geométrica, que subsiste en 
todo punto de la superficie, independientemente de cualquier flexión 
efectuada en ésta (*).

§ 2.° Parámetros diferenciales

210. Definiciones. Podemos considerar como hace Lamé 
en sus Leçons sur ¿es coordonnées cterv¿¿¿^es (pág. 4), l^s 11 relacio
nes existentes entre los nueve cosenos de los ángulos que los ejes 
de un sistema de coordenadas -r^y, s forman con los del antiguo 
sistema (-r, j, y. Así

,r = fn.v' + /«,y + nz-^z', 

y = !¿.r’ 4" ^^1 y y ^-2^ 5 
z =/y + /-i y 4-A^'>

4;’ = zz^i* + ny 4- /^, 
y = 4" ^1/4“/!^

* y = m^x 4~ n.,y yï’i^^

(*) Bellrami. Giornale di Mat., v. 11,18M

MCD 2022-L5



SUPERFICIES 33$

7K^ 4-K^ -¡-/'^ — I, i«\ +«'i +/'1=1, 7«% + «4 + ?7Z% = i;

^/ + ^^i/i + ^1/2 = 0, /77Z +//'^1 “P/2^3 — 0, mn -j- 77^1«, -[-
(w’, + «s, +^î,) ^m\ + «% +/*,) — {m^m, + 7Z,7Z, +/>, A)'

Jfi=p,n^—K^p.¿, n=m^/f^-^^^m^, ^ = n^m,^ — ju^n^,

Pi ) Pi = niK^ — J

Si una función F se expresa sucesivamente por medio de los 
dos sistemas rectilíneos de coordenadas, las reglas ordinarias del 
cálculo diferencial establecen que las primeras derivadas parciales 
de F en (V, /, s") se hallan ligadas á las en (.r, y, 2} como Ias coor
denadas A', y, ar') ¡o están á las {.r, y, 2}. Se tiene, por ejemplo,

pFV Z^FV z^FV Z^FV /3FV ZóFV
\a.r/ / \^z'/ \ix/- \^Jf/ \Í2 / ’

Más generalmente, si tenemos una expresión formada con los 
coeficientes de la forma diferencial cuadrática

y suponemos una expresión formada con los coeficientes de / y 
con sus derivadas primera, segunda,

de tal naturaleza que cuando se efectúe un cambio cualquiera de 
las n variables ,r, se cambie en la expresión formada de igual modo 
con los coeficientes a^s de la forma transformada /' y con sus de- 
uvadas, diremos que ç es zui invarianie diferencia/ ele la forma f. 
Si en una expresión » de la naturaleza indicada, entran además de 
los coeficientes de la forma fundamental f y sus derivadas, cierto 
número de funciones arbitrarias U, V,........ juntamente con sus 
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derivadas, de manera que para un cambio cualquiera de las varia
bles se tenga todavía

, U, V,

/ , rs 
= [eí rs ---- , , u; v;

SU' sv

siendo U', V',...... las U, V, en las que se ha cambiado las .r pol
las y, diremos que cp ^5- un /afámetro diferencia/.

Si U es una función arbitraria de .r,, .r^, ..

(dUy = L--------dxrdxg,

siendo

tendremos una forma diferencial cuadrática covariante de la forma 
dada. Expresando con k una constante arbitraria, será también

1 j dXj-dXs,

una forma covariante de /. Los coeficientes de las diversas poten
cias de ^ en el cociente del discriminante de ^ por el discriminante 
de f serán otros tantos parámetros diferenciales, con la función ar
bitraria U. En particular, el parámetro diferencial, coeficiente de la 
primera potencia de /é, que indicaremos con AjU tiene el valor

à,U = ,
r,s i)Xr ^Xg 

que, según Beltrami, se llama parámetro diferencia/ /frimero de la 
función U.

Si V es Otra función arbitraria, el producto de las dos dife
renciales

su SV • 
¿ZU dV = £ -— -— dxr dXf,

es una nueva forma covariante de /; y sustituyendo á la forma f la

^rs "1 ^ ---------- )« 1 dXr dXg
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la expresión — - es un parámetro diferencia! con dos fun- 

Clones arbitrarias U y V, expresado por Beltrami con el símbolo 
V{U, V) que se llama/arámeiro diferencia/ mirio de U y V

V(U. V) = ÏA„ —

Cuando U — V se tiene el parámetro diferencial primero à,U. 
Se dice que son e^niva/enies dos formas diferenciales

f— \a,./,í¿.v,.d.rg, f'=y, a\.sd.r',.d,rg, 
r,s

si es posible dar á .r,, jr^,Æ;^ valores tales, en función de
-'‘^2...... 'i^«.que la primera forma se cambie en la segunda. Si las 
dos formas/y/' están dadas, ó sea si están dadas las a^s en fun
ción de las .r y las a'^g en función de las ,r', en la hipótesis de su 
equivalencia, deberán las funciones desconocidas x- de las x' satis
facer á ciertas ecuaciones de derivadas parciales.

Los parámetros diferenciales i.“ y 2.° de una función arbitraria 
a y e! parámetro mixto de dos funciones arbitrarias -^ y ó se expre
sarán como sigue:

11« Parámetro diferencial de primer orden. Una función 
invariante relativa á una sola función »(//, 2?) se obtiene del modo 
siguiente:
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Imaginemos el sistema de curvas que resulta igualando la fun
ción («, z') á un parámetro o

a, (zz, = a.

Tracemos desde un punto (u, v) de la curva ^, normalmente un 
arco infinitesimal d-j. Por un extremo (z¿ + ozz, z’ -|- 3v) pasará una 
curva del sistema ^ correspondiente al valor * 4- 3? ‘^el parámetro, 

siendo — el parámetro diferencial de primer orden A,x. De la defi- 

nición resulta que A,& es una función invariante.
Para obtener A,», expresado por los coeficientes del elemento 

lineal
íZí' = E dii‘^ + 2 F dudv -p Gdv^y 

consideremos tres puntos A, B, C infinitamente próximos, cuyas 
coordenadas son (u, v), (u -f- da, v + dv} y (u -f- 5«, v -}- 5z») en la 
superficie. La condición para que sean perpendiculares entre sí los 
elementos AB y AC es

E duiHí + F (duov + dziou) -1- G dvw = o;

y supongamos que arco AB pertenezca á una de las curvas com
prendidas en la ecuación ® («, í») == const., donde » es una función 
cualquiera de y de zz. Tendremos

— du Adu = o.()V

Y la dirección del elemento xA.C perpendicular á la curva -^ = const, 

se obtendrá eliminando - entre las dos ecuaciones precedentes, 

de modo que resultará

E — — F— o«4- F — — G~ = o., ^uJ \ ^u/
Por el punto C pasa una curva del sistema » = const, en cuyos 

puntos el valor de la función recibe el incremento Si, y se tiene

'éU

3 o
Ctl 4------ !• 0í^ = Sa,
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que combinada con la anterior dará

y por consiguiente

°5^ = E 3»^ -p 2F ozzoz/ 4" Goz^^ = (EG — F'') (So)^

y tendremos finalmente

32'\^ c'a 30 /3o’

.^■v/ ^u 3i; \3m

I'EG —F*
formula en la que puede verificarse que A/f es una función inva
riante.

Podemos observar que si las curvas ^ = const, son geodésica
mente paralelas, 07 será constante á lo largo de la línea 0, por lo 
que se tendrá

siendo/ función de ç.
Reciprocamente, supongamos que se verifique esta relación. 

Puesto que se halla satisfecha para cualquier cambio de coordena
das, si tomamos tas líneas, ¡o = const, por lineas z¿ y las trayecto
rias ortogonales por líneas c, puesto que se tiene

df? = E dti + Gâv\

O Giumalc di AJaleniaiicíie Y. 11, 1804, p, 176. liickerchc di analisi applicata alla geo- 

MCD 2022-L5



344 LIBRO 3.°----CAPÍTULO II

deberá ser A,« — ÿ= = Rinc. de u. Y-si cambiamos el parámetro //, 

haciendo «, =//É du, tendremos

ds- = du^i -j- Gí/j'-;

y queda demostrado que las 2/1 = const ó <¿ — const, son geodé
sicamente paralelas, luego:

La coudicióu necesaria }’ sii/icienie ^ara que Zas Lneas u = const, 
sean geodésicamejite />a7'aie¿as está expresada ^or ¿a reiacioji

212. Invariación DE LA CURVATURA GEODÉSICA. Siendo la 
curvatura geodésica de una linea una cantidad que no se altera de
formando la superficie, podemos establecer una fórmula de Bonnet, 

por la cual se expresa la curvatura geodésica — de una línea cual- 

quiera i(«, z') = o mediante una función invariable formada con ».
Consideremos, con este objeto, el sistema de curvas a («, z/) = », 

siendo f un parámetro variable y el sistema de las trayectorias or
togonales '}(«, ^) = ■}. Con este sistema de líneas coordenadas, el 
elemento lineal será-

ds^ = Ei^í-* -1- G,í/’p

y prescindiendo del signo, tendremos

y calculando los parámetros diferenciales A,ç, à,| en coordenadas 
to, |, tendremos

1 I*-!
à

y por consiguiente
fcp ^f
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Si representamos con el símbolo ¿¿,^0 la diferencial de 0 (w, z»), 
cuando se consideran como funciones de f y 'i, y permaneciendo 
fija | se hace variar a en d-^, se tendrá

(2)

Introduzcamos la condición de ortogonalidad de las curvas o y 
i expresada por

áZl Vei^Z i-U Sí? 7>2lJ 'bu 'bit

W bu0 ---------------- =-----------------

bu bV

Llamando ^ al valor común de las dos relaciones, tendremos

bu Ze \ óíJ bu/ bv ¿ \ 3í; bu/ 

y también

Ey^-F^ = -12^111^ F^-G^ 
bu k bu' bV bit 

EG — F- H

Multiplicando la primera por — y la segunda por ^ y restando, 

se obtiene

P W .V ^? ^'^ 1 P’^^' EG — F^ /3-i 30 H 3'i\ ^G i — 2p r— — -1— vj |—i]   1—- —— — —1- —] 
\bv/ bu bu \bu/ k Xbv bit bu bv/ 

y de las (3) resulta
F _ .F ^ ^ r f^Y' 

3y 30 _ \3t>/_______ by bu~^ [bu) 

bV bu bU bV ~ k ’ 

con lo que la anterior se reduce á 

23
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Resolvamos ahora Ias ecuaciones

— díí + — d-v = dv = d'b, 

respecto ó. du y dv, y considerando la ecuación (4), será 

k 'èV ' liV '

y ^ï” (EG —F*)(á,^r Mz"'’ 

(EG-F^) (à,o/5^^ * 

ó en virtud de las (3)

F — — G— E——
^f’‘ = “ W^HW “f’ ’” “ (EG-F‘) (!,»•) '' 

Sustituyendo en la (2) d^u, d^v por sus valores, y por Api su 

valor á,^ que resulta de la (5), tendremos; 

?<P~|^EG—F*( * ^«VËG“=F^/ 

E^-F^ i 

VEG — F'- Ajo/ )

Para eliminar ^, emplearemos las (3), y resultará
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escribiéndose la anterior así:

G - ----F —I <21 <)W át» k
P® p'ËG’—F* ( 3« k * |/ÉG — F- A,^.

que es la fórmula de Bonnet.

(6)

No solo sirve esta fórmula para calcular la curvatura geodésica 
de un sistema de curvas & (zz, z') = » dado en términos finitos, sino 
cuando se da por medio de una ecuación diferencial de primer or
den Mdf«- + N¿fo = o, pues si » es la integral, se tendrá

21«
= M : N y

pT~/EGl"9í’w I^i/EN* — 2FMN + GM^.

21^;

En particular, será

' EN — FxM > 
/ÉÑ*— 2 FMÑ + GMÍ>

pj^ /FG—F”^ 21« ov'^G^

p^ I'EG—P'p 212’ 3« É
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213. Parámetro diferencial de segundo orden. Las fun
ciones invariantes arriba consideradas se refieren á una sola fun
ción f ó sea á un solo sistema de curvas trazadas en una 
superficie. Para dos sistemas de curvas

i (», íz) = o, («,1/) = I (O

se tiene inmediatamente una función invariable en la expresión del 
ángulo 10 formado en cada, punto (w, í/) de la superficie por las 
curvas 4, ó que pasan por él. Si expresamos por d el incremento 
á lo largo de la curva ^ = const, y por S el correspondiente á la
= const., tendremos

dit -1------ dv -----ou +
\ S«

eos w = /£</»’' + 2Vdud‘V + Gdv- ^‘Eou^ + zFcwoí' + F82?»

Eí/^oíí + F (duZv + dvou} 4- G<fe’0€> 
l^EíZ^^ 4- 2Fdudv + Gdv- |'E8w^ -4 2Fo2zozz 4- G82/*

pero
^^ 7 I ^Í .7
— C?ZZ -^ — «U = 0, 
Szí Sí;

— Zíi -\--^ OV = 0, 
Szz Sí;

{2)

_ S| . SÓ

Sf ’ ^it'da -.dv = r~Sí;
Si
Sw ’

(3)

y por consiguiente

i
eos 03 — EG — F^

La expresión A,y . Af eos «, que es una función invariable, es el 
parámetro difereudat mi:vío de » y |, y tendremos

V(ÿ. ’-P)

E^^-F
Sí; Sí;

s S'-p . Sil S’I*' 

w Sí; Sí; S«. 
RF'^F-

i
Esto sentado, la fórmula (6) que da la curvatura geodésica —
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conduce á considerar una nueva función. Escribiendo ia fórmula 
(6) bajo la forma

Po /ËG^^ P^^

G^-F^

E^ — F — 

, F^EG- F^

i 3
=? ^9 íTG —^ ) ^^^ ÍEG — E^

E^ - F^ 

/ÉG^^

Siendo invariables —, lo será también la función

que es el parámetro diferencial de segundo orden.
214. Aplicación Á tos sistemas isotermos. Supongamos que 

las líneas ® = const, y sus trayectorias ortogonales 'j = o forman 
un sistema isotermo, y sea

ds'^ = E,í/®2 4. 3^ ¿^í

la forma correspondiente del elemento lineal. Para que el sistema 

ortogonal ®, ó sea isotermo, es necesario y suficiente que -^ sea 

el cociente de dos funciones, la una de ^ y la otra de -i solamente, ó

que se tenga —-—= o, es decir, que --------- 1- sea función de 0 
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solamente. Pero calculando A,»y A^s en coordenadas », 'i tenemos

p'É?’ ‘' ’1^0; ?? r El 2É, 0? 

de donde

Por tanto; La eondicion necesaria y studente /ara que ias iineas 
-jj = const, /feríenesean á un sistema isoterjue es que se tenga

(‘^}

Si suponemos además que □ sea parámetro isométrico, será

r/°85; = °’ “ "’■ =“•

Teorema. 5/ se hai/a determinado en una sufierjicie un siste
ma de iineas que forman farte de un siste/na isotermo, ias trayecto
rias ortogonaies se determinají con cuadraturas.

En el caso en que se ha5'’a concluido mediante la ecuación («) 
que un sistema de líneas ® const, es isotermo, podemos demostrar 
que las trayectorias ortogonales 0 = const, se determinan con cua
draturas, pues en virtud de las fórmulas (2) y (3) de la pág. 3487 '^ 
ecuación diferencial de estas trayectorias ortogonales se expresa por

—--------- ----- du + —r———-r— dv = 0. 
l^EG — F^ VEG —F*

Para hallar un factor de integrabilidad de esta ecuación, deter
minaremos À de modo que se tenga

di /ECT^ 'F* J/'EG — F*
= o.
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Ó bien

_?«__^^àlogX 1 S?z3logÀ
|'EG-F< du + EG“^+^*Î = ®’

lo que podrá verificarse tomando para À una función de g cuando se 
suponga satisfecha la ecuación (¿ï).- Haciendo,en efecto,log x—/(»), 
!a precedente se reduce a 

de donde 1 = e

§ 3.® Superficies aplicables

215. Superficies flexibles. De igual modo que, en la geo
metría plana ó esférica, se estudian Ias propiedades de las figuras 
trazadas en una ú otra superficie, prescindiendo sus propiedades 
absolutas en el espacio, así se procede para cualquiera otra super
ficie. Y las pj-opiedades que conciernen tan solo á Ias relaciones de 
magnitud y posición'de las figuras trazadas en la superficie por 
cuanto existen en la misma, constituyen la ^eomeíría de ¿a su/er-

Desde este punto de vista, dos superficies diferentes en la 
forma, pueden tener la misma geometría. Los teoremas de la geo
metría plana no cesan de ser ciertos, si el plano se arrolla en un 
cilindro ó en cualquiera otra superficie desarrollable. Por ejemplo: 
En un triángulo formado por tres arcos geodésicos situados en una 
superficie desarrollable, la suma de los tres ángulos es igual á dos 
rectos. Los tres arcos geodésicos trazados normalmente desde los 
vertices á los lados opuestos, se encuentran en un punto, etc.

Para concebir la naturaleza de las propiedades que constituyen 
geometría de una superficie, conviene imaginar que la superficie 

®n la que se hallan descritas las figuras, se compongan de una capa 
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infinitamente sutil, perfectamente flexible é inextensible. Las propie
dades que no alteran deformando la superficie, pertenecen á su 
geometría. (*)

(*) Bianchi , Lezioiú di Geometria dif/'erenziale, p. 173

Dos superficies S y S', entre cuyos puntos P y P' se puede es
tablecer una correspondencia tal, que sus elementos lineales corres
pondientes sean iguales, tienen la misma geometría, porque en este 
caso, también los arcos finitos, los ángulos y las áreas de las figuras 
en S son iguales á los correspondientes de las figuras en S'. Las 
superficies S y S' se llaman en este caso, aplicables, queriendo 
significar con esto, que si se suponen flexibles é inextensibles, se 
puede distender la una sobre la otra (ó una parte de ella) sin ruptura 
ni duplicatura. Cuando las dos superficies S y S' se dan por las 
expresiones de sus elementos lineales,

ds' = 'Eda- + 2'Edud'V

ds'- = E'du"^ -f- 2F'du'dv + Gdv''\

para reconocer que son aplicables, convendrá examinar si se puede 
establecer dicha correspondencia entre los puntos («, i») de la una 
y los (#’, í'') de la otra, de modo que resulte ds = ds.

Para la aplicabilidad es, por tanto, necesario y suficiente que 
las formas diferenciales

}£díi- + 2Fdudzf + Fí/z'- y E'du'^ + 2F'dudv -+- G'dv'- 

sean transformables la una en la otra.
De las consideraciones precedentes resulta que la geometría de 

la superficie está definida por la expresión de su elemento lineal, ó 
de su primera forma fundamental

ds- = Edu- -1- 2Fdud‘v -H Gdv-.

Así pues, las infinitas configuraciones que puede tener una su
perficie, por flexión, tienen común la primera forma fundamental.

Cuando se estudia la geometría de una superficie como defi
nida por su elemento lineal, conviene prescindir de la forma espe
cial de la superficie
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La distancia ds entre dos puntos inflnitamente próximos (zz, z»), 
(zz + du), (v + dv) se medirá por medio de la fórmula fundamental 
(i) y el ángulo O de los dos elementos lineales ds y oj que unen el 
punto (u, v) á los dos puntos (u -\- du, v -]~ dv) y (u + Szz, v 4- W) 
mediante la expresión

, '^duZu 4- F (duZv 4- dvou) 4 Gd-v^v eos 0 =------------!----- ---------- !--------- !_________
dsZs

Tendremos una correspondencia biunívoca entre la variedad 
de dos dimensiones que constituye la superficie y los pares («o, z/J 
de los valores de las variables.

En el campo de variabilidad las funciones E, F, G son unifor
mes, finitas y continuas, juntamente con sus derivadas primera y 
segunda, siendo además E, F, G, EG — F- positivas. El ángulo w 
de las líneas coordenadas, definido por las fórmulas

eos w — sen (y = /ËG — F^ 
l^ËG

F
/ËG ’

en el campo que consideramos, variará continuamente desde o 
hasta 2Tt, sin tomar los valores extremos.

La curvatura total de una superficie es un invariante de la 
forma (i). Su valor, en cualquier punto, depende únicamente de los 
coeficientes de dicha forma, y permanece el mismo cuando se de
forma la superficie. De estas consideraciones resulta el

Teorema fundamental de Gauss. La curvatura íü¿at de una 
sufierjície no cambia ^or cualquier Jlexion de ésta ó bien: Si dos su
perficies son apiicaáles, tienen i^uai curvatura en dos fiuntos co- 
rrespondie7ztes.

216. Teorema. La curvatura ¿'eodésica de una linea trazada 
en una sufierjicie no caméia, cuando ésta se deforma, pues la expre

sión de la curvatura — de las curvas <p = const, se expresa de la 
Pep

llanera siguiente

1 M ,./ 1 
 — 1 ' + V Í », .

Pí l^A.ep V ÍM
24
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217. Problema de la aplicabilidad. Dadas dos superficies S 
y S', averi^ar si son o' no apUcaáiesy en ei caso cfirmaíivo, oôtener 
¿a fo'rmuia de ia apiicaáHidad.

El problema equivale al de la transformabilidad de las dos for
mas diferenciales-

E¿íí¿2 + 2Tdud'u + Gd‘v‘^, 'E'du'^ -f- 2F'du'dv' 4- Gdv'^.

Supongamos dos relaciones independientes entre u, i>, u', v

tp Çu, v') = f' (u', v'), 1 («, Z») — 1' {u', v) (l)

que establezcan la ley de correspondencia entre los puntos de 
ambas superficies, en la aplicabilidad supuesta. Por la propiedad de 
los parámetros diferenciales, se tendrá

\? = ^'i?'> V(f» 4*) = V'(?'. 1'). ^1'1 = △VX» (2) 

habiéndose acentuado los parámetros diferenciales construidos para 
la segunda forma. Para la aplicabilidad, es necesario que las rela
ciones (2) sean consecuencias de las (1), y además es suficiente, 
porque de las relaciones obtenidas (pág. 346) se tendrá:

F du- + 2Fdud'O 4- Gdv^ =
^.T^if — V’ (f. I)

F'du'- + 2Vdu d‘v'-\-----=-------- —
— 2v' (^'t 'K) d-ddy -j" ^'i^'d"^'^ 
△'i®'^'i'i'' — v'' (?\ 4*')

y, en virtud de (1) y (2), los segundos miembros resultarán iguales.
Esto sentado, excluyendo el caso en que la curvatura sea cons

tante, si ^ («, ») y k' {u', v') expresan, respectivamente, las curva
turas, el teorema de Gauss, en la hipótesis de la aplicabilidad, da 
una relación (1) con la fórmula

■P^u, v} = ^'(u^v'). (3)
Además, cualquier parámetro diferencial de la función k deberá 

ser igual al parámetro correspondiente calculado para é'.
Tomemos en primer lugar la relación

A,¿ = A\¿', (4) 

que asociada á la (3), da lugar á los tres casos de ser dichas reía- 
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ciones contradictorias, compatibles y distintas é incluidas la una 
en la otra. En el primer caso las superficies no son aplicables; en 
el segundo, para que éstas sean aplicables es necesario y suficiente 
que la (3) y (4) lleven consigo las relaciones

lo que podrá decidirse por cálculos algebráicos.
EI tercer caso tendrá lugar cuando A,^ sea una función de /• y 

á',¿' la misma función de y^'.
En este caso

sustituiremos á la (4) la- relación A^^ = A'^^'j y reduciremos nue
vamente el problema á eliminaciones algebráicas, cuando no se 
presente el caso ulterior, expresado por las fórmulas

A^,é=o(¿), A\¿' = ,j,(^) (¿)

Falta pues considerar el caso en que se presenten simultánea- 
mente las relaciones (a) y (¿). •

Siendo ahora
Aj^ _  ®(^)

las líneas /é = const, (de igual curvatura), juntamente con las tra
yectorias ortogonales | = const, forman un sistema isotermo.

Obtendremos la función | (», í?) por cuadraturas de las fórmulas

— ^^ ----------------------

/EG—P

de donde A;z& = ^
dk

/ (^)

MCD 2022-L5



356 LIBRO 3.®---- CAPÍTULO II

y por consiguiente

Edu.^ + 2Fdudv -I- Gdv^ =1

/(^)

Permaneciendo las mismas las funciones para la segunda su
perficie, conviene á ésta la misma forma del elemento lineal, que 
pertenece también á las superficies de revolución. Luego:

5/ suás¿sí^ ¿as re/ae.'ones (a) y (b), ¿as dos superficies son ap¿i- 
caé¿es soire ¿a misma superede de revoiución, y por ¿anio ¿a una so- 
ére ¿a oíra, de una infinidad simp¿e de modos.

Para obtener las fórmulas efectivas de la aplicabilidad, intervie
nen dos cuadraturas.

En la resolución del primer problema de la aplicabilidad se 
excluyó el caso en que una de las superficies fuese de curvatura 
constante. En este caso, para que Ias dos superficies sean aplica
bles, es necesario que la otra superficie tenga la misma curvatura 
constante. En este caso el criterio dado por el teorema de Gauss 
es además suficiente para la aplicabilidad, es decir, que:

Dos superficies con ¿a misma curvatura constante son ap¿¿caé¿es 
¿a una d ¿a otra.

Para el caso de la curvatura nula, sabemos que tal superficie es 
desarrollable. Podemos dar una demostración que se extiende a 
superficies de curvatura constante no nula.

218. Forma del elemento lineal. Tracemos en una super
ficie de curvatura constante K una geodésica L, y tomemos por 
líneas coordenadas las geodésicas ortogonales á la L y sus trayec
torias ortogonales, tomando como parámetro u, el arco de las geo
désicas 7/, contado á partir de la L, que será actualmente la « = o 
y el parámetro v el arco de la L, contado desde un punto fijo de la 
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misma. El elemento lineal tomará la forma

ds- = du- + G¿/í'-;

y por ser nula la curvatura geodésica de la /¿ = o, será

S^. 'u=0
Además, por ser dv el arco elemental de zz = o, será

y tendremos K =L. 2LE5 
/G 3«^ ■

Por ser K constante, distinguiremos los tres casos 

K = o, K > o, K < o.

Primer caso. Si K = o, resulta

/o = ® (zz) u -|- | (zz), 

siendo ® (v), f (») funciones de zz. Pero de (a) y (¡3) resulta

s (zz) = o, 'i (zz) = i;

de donde ds^ = du^dz>^-.

(a)

(P)

W

Segundo caso. Si K ^ o, hagamos R = ^(R real) y, en vir

tud de (y), tendremos:

G = ® (z’) eos 5 + 4' (®) sen - ;

y por las (a) y (g), será Kzz) = o, ? (zz) = i; luego

ds^ = du^-[~ cos^í - 1 dv\ (5)

Este elemento pertenece á la esfera de radio R, luego: Todas 

ias su/erjicies de curvatura consíaníe /osiiiva ^ son apUcaáies á ia 

esfera de radio R, y for consiguiente, tas unas á ias otras.
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Tercer caso. Si K C^o, haremos K — — ™ y resultará de (y),

y G = eos h - + 1 (í») sen 5 , 

y por las (a) y (p) será ^ (&) = i, i (t') = o; luego: -E¿ ¿¡ejnento 
Tfical de toda su/>erjic¿e ^seudoesférica de radio R ¿"i redtidèie á 
ta forma

ds^ — du- + eos h- ( — ) dv-.

Por consiguiente, todas estas superficies son aplicables, las 
unas á las otras.

Los resultados obtenidos pueden aplicarse á dos superficies 
distintas de igual curvatura y á dos porciones de una misma su
perficie de curvatura constante, lo que se enuncia en el siguiente

Teorema. Toda porción de una superficie de curvatura cons
tante es apUcaéie sodre cuai^uiera otra porción de ia misma, de 
modo que dos puntos cuaiesquiera A ^3 de ia primera pueden super
ponerse á dos puntos cuaiesquiera A' y B' de ia segunda, siefnpie que 
¿a distancia geodésica de A' y B' sea iguai á ia de A y 'ñ.

Este teorema es evidente para las superficies de curvatura 
constante nula ó positiva, porque el piano y la esfera, sobre los que 
son aplicables, respectivamente, gozan de ÆSta propiedad.

Para demostrarlo en el caso de la superficie pseudoesférica, 
tomemos por la geodésica L anteriormente considerada, la AB, y 
tendremos

ds‘^ — du'^ 4- eos ii dv-, 

contándose el arco v de AB á partir de A, lo que dará A = (,o,o). 
Operando de igual modo sobre la otra geodésica A'B', obtendremos

ds''^ = du'^ + eos — dv

Haciendo u' = u, v' = z", resultará ds^ = ds''^, y al punto 
A=(o, o) corresponderá el punto A'=(o, o), al B=(o, Z) el B'= (o,Z),
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siendo / la longitud común de los arcos AB y A’B'. Por lo cual la 
superficie es aplicable sobre sí, de modo que A se superpone con A' 
y B con B', conforme el enunciado.

Este teorema expresa que toda figura, trazada en una superficie 
de curvatura constante, puede transportarse por simple flexión, 
sobre otra porción de la superficie, sin que sufran alteración los 
ángulos, ni las magnitudes lineales y superficiales.

Para la geometría de las superficies de curvatura constante es 
válido, como para el plano y la esfera el principio de su/>er;^osic¿on 
de ¿as Ji^uras, lo que constituye el fundamento de las analo
gías existentes entre la geometría de las tres especies de super
ficies.

De lo expuesto resulta que dos superficies S y S' de igual cur
vatura constante, son aplicables entre sí según una triple infinidad 
de modos. Dadas las dos superficies, pai;a obtener uno de estos 
modos de aplicabilidad, basta integrar ¿a ecuación de ¿as geodésicas.

Si la curvatura es nula, la cuestión se resuelve por medio de 
cuadraturas. En los demás casos el problema se reduce á ¿a ¿nie- 

ación de una ecuación dijerencia¿ de primer orden de¿ tipo de 
Riccati.

219. Tipos DE LA SUPERFICIE PSEUDOESFÉRICA. volvamos á la 

forma {6) del elemento lineal, que conviene á cualquier superficie 
pseudoesférica de radio R. Juntamente con esta forma del elemento 
lineal, que se llama tipo ¿liperiióiico, se deben considerar otras dos 
que se llaman tipo e¿iptico y para¿ió¿ico.

Consideremos un punto (ordinario) P de una superficie pseudo
esférica; y tomemos por líneas coordenadas las geodésicas v que 
parten de P y sus trayectorias ortogonales «, suponiendo como 
parámetro z/ el ángulo que forma una geodésica variable del haz 
con una geodésica fija y el parámetro u el arco de las geodésicas, 
contado á partir de P. El elemento lineal tomará la forma

ds‘^ = du^ + Gdv^

y será (/g)„ = o = o, Í^J^) = i. 
\ S^ /«=:0

MCD 2022-L5



300 LIBRO 3?—CAPÍTULO II

Pero, en virtud de Io ya expuesto,

^Q = <ij {-v) COS ^ - + d; (í') sen k ^ , 

y las condiciones precedentes dan i. (t/) = o, '}(z') — R, de donde

U 
ds-= + R2 sen - dv-.

Esta es una forma del elemento lineal que conviene á toda su
perficie pseudoesférica de radio R y se dice que es del tipo etíptico.

Tomemos finalmente por línea L, en vez de una geodésica, una 

línea de curvatura g-eodésica constante —. Cualquiera de estas líneas, 

en una superficie pseudoesférica de radio R se llama un oricicio.
Tendremos todavía

ds‘^ = dîâ -f- Gdtfi, Fg = «p («») eos -^ ^ 4 ’]- (v) sen -^ ^;

y debiendo ser

i

« = oIro 3«
®(»)sen k ^4 ^(zí)cos4^

o (z») COS ñ ^ 4- ó (jOsen/z^

= i, resultará

de donde

f (í') = f (2^) = ii

2W
. ds- = du^ + e ^ dv'.

Esta tercera forma es del tipo paraéo’Hco.
Resumiendo: El Sr. Bianchi obtiene, para la pseudoesfera, las 

tres formas típicas del elemento lineal.
2u

A) Tipoparaéóiieo dT = í/#®-l- ^^ d-v'^

R/

C) Tipo kipéréóUco ds^ = du^ -h eos k- i—jdi’-.
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220. Superficies pseudoesféricas de revolución. El ele
mento lineal, referido á los meridianos y á los paralelos, tendrá 
la forma:

(« _  íi\2

Distinguiremos tres casos, según que una de las dos constan
tes C y C' sea nula ó con signo igual ó contrario. Cambiando el 
parámetro v en cc», (¿: constante), obtendremos las tres formas de 
los tipos respectivos A) B) C):

2a
I ds- = du^ -1- ^^ ¿Zí^^i

n ds'^ = du'^ -1- X^ sen ^® — dv^^

III ds‘^ = du- -f- A- eos ^2 - dv'\,

siendo X constante, que realizaremos con tres superficies de revo
lución en las cuales sea u el arco de meridiano y í»^ la longitud.

Si expresamos por r el radio del paralelo y por z = ra (r) la 
ecuación de la curva meridiana, tendremos respectivamente, en los 
tres casos:

1) r = ^^, I ?tí 
— — e^du

H)
U 

r = 1 sen ñ -, K - eos 1-1 du

III)
U 

r == ^ eosk —, — — sen íz«.

Discutamos las formas de las tres curvas meridianas.
Caso I. Podemos efectuar la integración, siendo o el ángulo 

de la tangente á la curva meridiana. Hagamos
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y las formulas

r = R sen $, 'f COS''’ 'P 
sen ç d-^ = R log tg — + cos 'i (^)

darán las coordenadas de un punto de la curva en función del 
parámetro c&.

Á la curva de las tangentes iguales, representada por estas 
ecuaciones, que tiene el eje de las por asíntota y que tiene la 
propiedad de que la parte de su tangente comprendida entre el 
punto de contacto y la asíntota, es constantemente igual á R, se la 
conoce con el nombre de íracíriz.

Dicha propiedad puede deducirse directamente de la ecuación 
de la curva, así como por verificarse que la curvatura 
geodésica de los paralelos en la superficie corres

pondiente de revolución es constantemente igualár, 

superficie que se llama/’seudoesfera, y es la más sen
cilla de las superficies pseudoesféricas.

Podemos llegar á la fórmula (a), partiendo de la 
propiedad evidente RR' = — Pues siendo P la

Figura 109 "
curva meridiana, PM = p uno de los radios prin

cipales de curvatura de la superficie de revolución de curvatura 

constante negativa — ^, y el otro PQ, tendremos PQ .PM = —R- 

(fig. 110); y expresando por t el ángulo de la tangente al meridiano 
con el eje de las 4r, y por tanto dx el ángulo 
de contingencia en P, tendremos ds = ^d^^ 5\ 
y en el triángulo PSQ, donde PS = 4r, será

PO =------ y, en virtud de las expresiones
6

anteriores,------- = — R'. Por ser ademas sen TúT »

ds =------ , tendremos Figura 110 eos T

= — — sen
2
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Integrando, resultará

2.r-+ C = R^cos2®t

J I — eos 2i: R2— 24r®—C
“ T + COS 2T Rí+ 2Æ-2 + C ' ^^^

Haciendo R^ — C = 2<5-, donde b es una constante arbitraria 
¿¿2tai que sea tg t = — , resulta, en virtud de (2),

(3)

que es la ecuación de la curva meridiana F. Por ser 6^ arbitraria, se 
puede obtener una infinidad de curvas meridianas, y por consi

guiente de superficies de curvatura constante igual á — ^. La 

integración de (3) conduce á las integrales elípticas. Pero en el 
caso de ser b'^ = R’^, haciendo -r = rsen &, de (3)-se deduce la 
fórmula (a) de la página 362 (véase además el resultado en la pá
gina 210).

Caíí? II. Tipo eiip¿ico. Para obtener una superficie real, es nece- 

sano suponer — y haciendo À = R sen a, el valor máximo para

^^^ ^ R’ ^^''^ seña’ ®' rindió r del paralelo oscila entre 

r=oy z'=Rcos a.

Cuando r = 0, es = sen a, y por consiguiente todos los 

meridianos encuentran en z¿ = o al eje de rotación, según el án
gulo a. Este es un punto cónico de la superficie.

Las coordenadas de un punto de la curva meridiana se expresan 
por funciones elípticas de un parámetro t con el módulo k = eos a. 
Hagamos, en efecto,

sen k - = — CK ¿), R Æ
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y tendremos

r = R^ í:« T, ^ = R¿2 Í sn^ T:dx — R F—T__Z (x)

siendo z (0 ©' (0

la función de Jacobi y H, K las conocidas constantes de la teoría 
de las funciones elípticas. El trayecto de la curva entre 

XT = o y T = 2l< está representado en la fig. m. Cuando 
T aumenta en 4K, la curva se reproduce periódicamen
te. La superficie de revolución correspondiente consta 
de infinidad de partes, que pueden superponerse (con
gruentes) por traslación alrededor del eje. Los paralelos 

Figura 111 máximos de radio r —R eos a son de retroceso para la 
superficie, porque los puntos -c = 2z«K'(in entero) son 

cúspides del meridiano.
Caso III. T¿/>o k¿^eréót¿co. En este caso tenemos

u dr \ u
r — lcosk-, — = - sen Zz . R du R R

El valor má'ximo que toma u en el trayecto real de la curva
R

corresponde á sen ^ - = 7- y el radio del paralelo oscila entre el

mínimo A y el máximo |/R‘^ -H A^. Haciendo

R u dn {z, é)

expresaremos las coordenadas de un punto móvil 
en la curva, por funciones elípticas del parámetro t 
con las fórmulas

r = T dn T, Z =
R [H
1 ’

Figura 112

La forma de la curva entre t = o y t = cK está representada
por la fig. 112. Cuando t aumenta en 2K, la curva se reproduce
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periódicamente. Los paralelos máximos correspondientes á t = 2wK 
{m entero) son de retroceso para la superficie y los mínimos co
rrespondientes á T = (27K + i) K son geodésicas.

221. Deformación de toda superficie pseudoesférica en una 
DE REVOLUCIÓN. _Las très formas de superficies pseudoesféricas de 
revolución son distintas entre sí, no pudiéndose aplicar una sobre 
otra de especie distinta, pues basta observar que en el tipo para
bólico, los paralelos son de curvatura constante ^, en el tipo elíp

tico, la curvatura geodésica de los paralelos es

perbólico. Pero en virtud det teorema (pág. 357) toda superficie 
pseudoesféricas de radio R es aplicable sobre cada una de las su
perficies I), II), III). Así

i .® Por lo expuesto en la pág. 357, si trazamos en una su
perficie pseudoesférica S un sistema de geodésicas que partan de 
un punto en el infinito de la superficie (geodésicas pat:alelas), 
podremos distender por simple fiexión la S sobre la psudoesfera, de 
modo que dichas geodésicas se conviertan en meridianos.

2 .'’ En el caso de las superficies II del tipo elíptico, podremos 
aplicar la superficie S sobre la II, de modo que las geodésicas que 
parten de un punto P se distiendan sobre los meridianos.

Si referimos la S á las geodésicas que parten de P, y á Ias tra
yectorias ortogonales, tendremos

¿Zí- = du"^ 4- (z') COS ^ 5 + n^) sen ^ — dif'.

El arco u se medirá, á partir de P, y el parámetro s’ será el án
gulo que una geodésica variable, trazada desde P, forma con una 
geodésica fija; y tendremos

u u
a (í») eos h - -h 1 (v} sen - 

K R 

S U
— (?(«’) COS Zz — 4- 1 (í») sen k

= 0, 
Jm=0
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de donde i (í?) = o, '}(z') = R, y por consiguiente

= díi^ -)- R- sen — dv^.

Pero tenemos, para la superficie pseudoesférica de revolución II),

ds- = du'- + X- sen - dv^^, 

siendo z^, el ángulo que forma el plano de un meridiano móvil con 
el plano de un meridiano fijo. Para hacer coincidir los dos elemen
tos lineales, deberemos hacer

= sen a .

Cuando z', = 27c, será v= 2t^ sen a <^ 27t. Basta pues una parte 
de S próxima á P, para cubrir enteramente una hoja de la super
ficie II). Y la parte de S, más allá del circuló- geodésico de radio

u = R sector eos k — = sector eos k l -------  X \sena

no tiene correspondiente en la superficie II). La porción de S alre
dedor de P, á la que puede darse la forma de una hoja de la su
perficie II) queda pues limitada por un sector geodésico.

3 .° En el caso de las superficies III) del tipo hiperbólico, el 
paralelo mínimo, las geodésicas v = const, son ortogonales á una 
geodésica, y podremos aplicai- una supei-ficie pseudoesférica cual
quiera S sobre III) de modo que una geodésica arbitraria ^ de S se 
distienda sobre el paralelo mínimo. La parte de S que se aplica efec
tivamente sobre una hoja de III) se reduce á una faja limitada por 
dos geodésicas paralelas á la ^y equidistantes de la misma, las cua
les, después de la deformación se reducen á los paralelos máximos 
(de retroceso) de la zona. En el sentido de la geodésica ^, la zona 
queda limitada por dos geodésicas ortogonales á ^, las cuales se 
reúnen, después de la deformación en un solo meridiano de la zona. 
La longitud y anchura de la zona dependen solamente del radio que 
se quiera dar al paralelo mínimo.
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En el caso del tipo hiperbólico, puede considerarse que las 
geodésicas ZJ = const, parten de un punto común imaginario de la 

superficie, porque para - = z-, tenemos

r Æ eos z = o.
2

Los paralelos de esta superficie vienen á ser ahora círculos geo
désicos de centro ideal. En resumen; Toda su/erjide pseadoesférica 
puede eamdarse, por simple Jlexión, en una superjicie de revolución, 
de modo que las geodésicas frazadas desde un punió se reduzcan á 
meridianos. La superficie de revoludo'n oólenida perlenecerá al íipo 
paraho'lico, eliplico ó hiperéólico, según que el punió común de las 
geodésicas es real en el manilo, real dislanda Jimia ó imaginario (*).

(*) Bianchi, Lezioni di Geometría diffet'emiale.

222. Superficies aplicables Á sí mismas. Teorema. £1 
ehwenlo lineal de Ioda superjicie de curvalura conslanle admile 00’ 
transformaciones en si misma. Este es un nuevo enunciado de la 
propiedad fundamental.

Además conviene establecer que subsiste el
Teorema reciproco. Toda superjicie S, que admile unafe.vión 

continua en si misma, es aplicaéle soére una superfeie de revoludo'n.
Si la superficie S es de curvatura constante, el teorema queda 

demostrado por lo expuesto anteriormente. En caso contrario, du
rante la flexión continua supuesta, las líneas L de igual curvatura 
¿ =5 const, deberán, por el teorema de Gauss, resbalar sobre sí mis- 
nía. Y puesto que esta flexión depende de un parámetro variable, 
con continuidad, lodo punto de una línea, L puede transportarse 
á cualquiera otro de la misma línea, resultando que las líneas L 
son de curvatura geodésica constante. Además, las líneas geodé
sicamente paralelas á una línea L, durante la flexión considerada, 
resbalan también evidentemente sobre sí mismas. De estas consi
deraciones resulta el teorema enunciado, y subsiste- la siguiente 
propiedad:

Si una superfeie S tiene un sistema de lineas L geode'sicamefile 
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paralelas., siendo de curvaíjira geodésica conslanle, es apllea¿>le soáre 
una superficie de re7^olucldn cuyos paralelos son las deformadas de la 
linea L, pues si se toma el sistema coordenado formado por las lí
neas L(# = const.) y las geodésicas ortogonales v = const., el 
elemento lineal tomará la forma

ds- = du- + Gdv^.

pero en virtud de la hipótesis,

= 122812 « („), de donde fo « UV,

siendo U función de u y V de zz. Si hacemos I^dv = z'p tendre
mos el elemento lineal

ds- — du^ + U'í/z''\

de una superficie de revolución. .
Consideremos ahora unos ejemplos de superficies aplicables.
Del teorema de Gauss resulta desde luego que los paralelos de 

S se distienden sobre los paralelos de S, y, por consiguiente, tam
bién los meridianos sobre los meridianos. Naturalmente son exepción 
las superficies de curvatura constante; pero las consideraciones si
guientes son válidas para estas superficies, cuando se agrega la 
condición de que los paralelos de la una se distiendan sobre los 
paralelos de la otra, pues si los elementos lineales de S y de S, son 
respectivamente

ds^- = du~ + r^dv, ds\ = dw^-^ + r^id-v‘\, 

podremos hacer «, ~ «, contando los arcos meridianos desde dos 
paralelos correspondientes. Para transformar uno en otro los dos 
elementos lineales, convendrá hacer z', = z’i (z»), determinando esta 
función por la condición

resultando r, = ^r, ‘v^ = -y {k const, arbit.).
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Si pues ?• — ^ (?¿) es la ecuación del meridiano de S, las coor
denadas del meridiano de S, estarán dadas por

Por consiguiente: Toda superficie de revo/ucion puede def omar- 
se de 00' modos^ conservándose superjicie de revolución. ‘

Consideremos más detalladamente el modo de aplicarse de S, 
sobre S. Supongamos <C 1, y entonces la fórmula z' = ^z^i de
muestra que, cuando la longitud z», efectúa un giro sobre S,, ha
ciéndose igual á 2«, la longitud se convierte en

Z» C^ 2kT. <; 2tc.
Luego, aplicando la Si sobre la S, ésta no queda enteramente 

cubierta, faltando una parte (huso), comprendido entre dos meridia
nos, cuyos planos forman un ángulo 2^: (1 — lé). Para distender S¡ 
sobre S conviene pues, cortar á la superficie S, á lo largo de un 
meridiano y abrirla, deformándola, de modo que los bordes del corte 
sean sobre S dos meridianos diferentes. Si se observa que la curva
tura geodésica de los paralelos y la curvatura total de la superficie 
no varían en la deformación, se verá inmediatamente que la curva
tura del meridiano de S excede, en dos puntos correspondientes, 
á la del meridiano de S,.

Al caso de ser -é ^ 1 corresponde evidentemente la deformación 
inversa de S en S, por la cual, conviene quitar un huso de S, res
tableciendo después la continuidad de la superficie, al reunir por 
deformación en uno solo, dos meridianos del huso suprimido, y 
observando que á un punto del meridiano de S corresponde un 

dr
punto real del meridiano de S,, hasta que sea que su

cede siempre, si ^ ^ i. Pero cuando >è^ 1, los paralelos á que co- 

rresponde el valor v de —, limitan sobre S una zona, que es la por- 

ción de S aplicable efectivamente sobre S,. Después de la deforma
ción, los paralelos extremos de esta zona se reducen á los paralelos 
de retroceso en Sp

as
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Ejemplo. Consideremos la deformación de las superficies de 
revolución de. curvatura constante.

a) Para la esfera de radio i se puede suponer r = eos u, y las 
coordenadas de los meridianos deformados se hallan dadas por las 
fórmulas

r = ,&cosw, 2=1^1 — ^ sen- u du.

Podemos expresarías por funciones elípticas de un parámetro 
Por esto, si -é < i, haremos eos u = en (-, yè), y tendremos

si ^ >i, cambiaremos ^

r = ^ en '^, + Z (T);

en y haciendo eos u = du (t, ^), ten

dremos
dn-c H 

kI
En el caso de ser ¿< i, se obtendrá una superficie en forma 

de huso, cuyos meridianos encuentran al eje en un punto (cónico 
para la superficie) según un 

...... ángulo a = arc sen yé.En el 
^^^^,^gQ ^g ser j&> i, se tiene 
^.................. l________ ) una zona limitada por dos 
y y y y paralelos mínimos de re- 

troceso, según indican las
Figurans figuras.

La pseudoesfera goza de 
la propiedad singular de que todas sus deformadas coinciden con 
la misma pseudoesfera, como resulta, observando que la curvatura

geodésica de los paralelos es constantemente igual á —. En el caso 

de estrechamiento de los paralelos (^ <C i), el paralelo máximo (de 
retroceso) se reduce á un paralelo menor, y queda así descubieita 
la zona comprendida entre este paralelo y el máximo. En la defoi

MCD 2022-L5



SUPERFICIES 371

mación inversa, un paralelo menor se convierte en paralelo de re
troceso. Pero, cuando se efectúa esta deformación, debe cortarse 
primero, en la pseudoesfera, la zona comprendida entre este paralelo 
y el paralelo actual de retroceso.

La deformación de las otras dos clases de superficies pseudoes- 
féricas de revolución conduce á una superficie del mismo tipo, va
riando en el caso de la superficie del tipo elíptico el ángulo del 
vértice (punto cónico), y para el tipo hiperbólico el radio del para
lelo mínimo.

223. Helicoides. Teorema de Bour. Todo ke/icoide es a^/i- 
caó/e soáre una su/erjicie de revolución. Las kéiices se disíí^den sodre 
los fiaraieios.

Es evidente que la superficie de revolución queda cubierta infi
nidad de veces por el helicoide, recorriendo cada hélice infinidad de 
veces el paralelo correspondiente.

Para demostrar el teorema, observaremos que, trazando un plano 
por el eje, se obtiene una sección en el helicoide (per^i meridiano) 
y si se da á esta sección el movimiento helicoidal alrededor del eje, 
que engendra la superficie, la misma sección describirá el helicoide. 
Un helicoide queda determinado por su perfil meridiano y el pará
metro del movimiento helicoidal.

Tomemos el eje de las 2 por eje del helicoide, é indiquemos con p 
la distancia de un punto del perfil meridiano al eje. Sea ¿r = ^ (p) la 
ecuación del perfil meridiano, v el ángulo que ha girado, después 
de un tiempo cualquiera, el plano del perfil meridiano y m la rela
ción de la velocidad de traslación á la de rotación. Las coordenadas 
.r,jj/, 2 de un punto móvil del helicoide estarán dadas en función 
de p y ® por las fórmulas

.r = p eos v, y = í' sen 2= f (?) + mv, 
de las que resulta

ds' [1 + 0'- (p)] d^^ + 2m f' (p) da dv -|- (p- + m^) dv\
Cambiemos las líneas coordenadas z», haciendo

(i)
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siendo ^ una constante arbitraria, y resultará

df^ + ^'^ (o® 4- m^) dv'\.

Comparando este elemento lineal con

ds^■^ = [i -j- |'^ (r)] dr- + r- dv^i

(2)

(3)

ds^ =

de una superficie de revolución cuya curva meridiana es ^ = |(r), 
podemos identificar haciendo

r^ = ^- (p2 -|- »í^)

\ /

(4)

Según que se dé un helicoide ó una superficie de revolución, se 
eliminará en estas fórmulas de transformación ? ó r, y se obtendrá 
con una cuadratura 1' (r) ó (p).

224. Aplicaciones. I.° .Helicoide reglado de área mínima. 
Si el perfil meridiano es una recta perpendicular al eje, el helicoide 
se dice reglado de área mínima. Tendremos en (4) &' (p) = 0; y será

y tomando .è = 1,

= m sector eos n —
J y r — m'

ósea r = mcosk

La curva meridiana es por tanto una catenaria común, cuya di
rectriz es el eje de revolución. La superficie correspondiente de 
revolución es la catenoide. Las hélices del helicoide de área mínima 
se distienden sobre los paralelos de la catenoide y las generatrices 
rectilíneas sobre los meridianos. El eje del helicoide p = o se dis
tiende sobre el círculo de garganta r~ m de la catenoide.

2. ° Supongamos que el perfil meridiano sea una recta incli
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nada respecto al eje un ángulo a. Su ecuación será ^ = o cot a, y 
haciendo en (4) ®' (ç) = cot a, resultará

cotral r®
L ^2 J ’̂^ (r^—^^?;z^)

y haciendo k = cot a, tendremos

cot" a

La ecuación del meridiano de la superficie es pues,

z = tg a /r- — M- cot- a,

prosea — — I
w® cot* a m^-

La superficie de revolución es por tanto un hiperboloide de revo
lución de una hoja. Se ve además que el eje p = 0 del helicoide se 
distiende sobre el círculo de garganta del hiperboloide, y las gene
ratrices del helicoide sobre las generatrices del helicoide sobre Ias 
generatrices de un sistema del hiperboloide.

225. Helicoide pseudoesférico de Dini. Los helicoides que 
tienen por perfil meridiano una tractriz y por eje la asíntota, gozan 
de la notable propiedad de ser de curvatura constante negativa. En 
efecto, si expresamos por R la longitud constante de la tangente á 
la tractriz, tendremos

y, por la fórmula (2) de la pág. 272

, R® + m-

Haciendo ahora Figura 114

/ --7=;= = fR- -1- m’^ sect, sen k -L 
jh'-i~^'' m
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0 sea, p = sen ñ ,^ \ ’
y

resultará ds^ = du-^ + k^ni^ eos h' dv',.

Esta forma del elemento lineal pertenece á la superficie pseu- 
doesférica de revolución del tipo hiperbólico, cuyo radio es igual 
á VRn^"- Sobre esta superficie son pues aplicables los heli- 
coides de Dini, de manera que las hélices se distienden sobre los 
paralelos. En el límite, para ot = o, el helicoide se reduce á la 
pseud oesfera.

Oéservacíofí. Las líneas de curvatura de un sistema, en estos 
helicoides, son los perfiles meridianos (tractrices), pues los planos 
de los perfiles meridianos cortan al helicoide según el ángulo cons

tante a = arc eos - _ Las líneas de curvatura del segundo
} R- 4- m^^

sistema se hallan trazadas sobre esferas, que cortan ortogonal
mente al helicoide, y tienen sus centros en el eje.

§ 4.° Fórmulas de Mainard-Codazzi

226. Triedro móvil. Sea un punto M de una superficie, y 
construyamos un triedro trirectángulo T, cuyo vértice se halle en M 
y tal, que el eje de las 2 sea la normal en M, de manera que los 
ejes de las .r é > se hallarán en el plano tangente á la superficie. 
Estos ejes quedarán determinados si se conoce, para cada posición 
del punto M, el ángulo del eje de las -v con una de las líneas coor
denadas, por ejemplo, con la tangente á la curva z^ = const. Y el 
estudio de las propiedades de la superficie y de las curvas trazadas 
en ella, se deducen del estudio del movimiento del triedro T, corno 
puede verse en la obra citada de M. Darboux.

Los movimientos dependientes de un parámetro se aplican al 
estudio de las curvas alabeadas, exigiendo la teoría de las superfi
cies sistemas móviles cuyas diferentes posiciones dependen de dos 
parámetros distintos.
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Los nueve cosenos que determinan la posición de los ejes 
móviles son funciones de « y v. Adoptaremos, con M. Darboux, la 
notación (t. I, pág. 47). Sean

3a S3 ciY
^ = ='?'-PA (2)

dos sistemas de rotaciones, según que « ó v varíen solas, expre
sando P,ç,ry/i, r, las componentes de rotación, a, é, c, a, é\ c', 
a”, é", e", los valores iniciales de los nueve cosenos, a, ¡3, y,, «j, Pi, 
y,, sistemas de soluciones de las ecuaciones fundamentales, defi
niendo el eje insianiáneo eie roíaciofi análogamente á como se defi
nió el centro instantáneo de rotación en el plano.

Si pues, consideramos una mutación del sistema en el que u yv 
son funciones dadas de í, se tendrá

íZa í/p _

siendo

du dv du dv dudv 

de manera que P, Q, R serán las rotaciones relativas al movimiento 
considerado. Las ecuaciones de las proyecciones sobre los ejes 
móviles del camino ó arco infinitamente pequeño descrito, en este 
movimiento, por un punto cuyas coordenadas relativas á estos ejes 
son .Y, 4/, z, serán (t. I, pág. 48)

^^ + (?^^ + ?i ^'^) ^ — (^^^^ + ^i ^‘^')}'¡ 1
6^4-- (f'du 4- Jidv):^ — {/du -j-/, dv) z, - (3)
^^ + {/du 4-/idi'')}' — {qdu 4- ^'i dv}y. )

Nos limitaremos à enunciar el siguiente resultado (t. II, p. 348); 
A todo sistema de vapores de tas cantidades p,... L« • • Ç^^ satis- 
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facm á ¡as ecuaciones

(A)

2>u = q^x liv
Sil
7“ = ‘^/1Szi

'èv = rp,

— qpii -fpi + 5?i-- i?.=o,

(p, q, r son los cosenos relativos á la variación de u sola y/„ ÿi, r, 
los relativos á la variación de z', <, y,, Ç, $,, 7¡,, Ç, componentes de 
las velocidades) corres/^onde un movimienío ^erjecíameníe deiermi- 
doy y por consiguiente, una soia sii/erdde.

Esto supuesto, si la superficie se deforma, arrastrando al trie
dro T, las traslaciones Ç, y„ $í, Zu permanecen invariables y las rota
ciones r, r, en virtud de las ecuaciones cuarta y quinta de las 
fórmulas (A).

Cuando u varia sola, el origen del triedro describe, en el plano 
tangente, el arco Adu, que forma el ángulo ?« con el eje de las -r. 
Se tendrá pues (t. II, pág. 362)

^=Acosz;/, 7) = Asentí J, = Ccos/z, ■^, —Csen«, 

y el sistema (A) se reduce á

= ar, — rû,. ----------------  rp. — pr.,

ir 
li-V

r= — —

ûU

SC
— cos a ^U

(AO

i ZiiC 3A \
^1 —---------- 1- 7--------1 - - - - - — cos a 1.Asena\32í /

A (pi sen m — g, cos m") = C (^ sen n — g cos ^)

En el caso de ser rectangulares las coordenadas curvilíneas, las
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formulas generales se simplifican. Entonces se puede hacer coinci
dir el eje de las .r del triedro T con la tangente al arco Adu, es 
decir, con Ia tangente á la curva v = const., lo que dará

2’2

Las fórmulas (A') se simplifican tomando la forma

A^i 4- C/ = o, 

i óA 
C

I 3C 
f =:----------  

’ A ’ 

2u — qr^ — /7,

^i
2v 2u - ^/, —AG

2r
2V 2u '=A?, — A^i

(AL

expresiones que coinciden, prescindiendo de la notación, con las 
dadas por Codazzi, (*)

(*) Darboux. Leçons sur la théorie général des surfaces, t II, p. 3G9.

Sin entrar en detalles extraños á esta obra, que pueden verse en 
la obra de M. Darboux, ni presentar la serie de fórmulas expuestas 
en el tomo VIÍI del Traite d’Anai^yse de M. Laurent, daremos las 
siguientes:

227. Nociones generales. Sabemos que si se dan Ias seis 
funciones E, F, G, D, D', D", la superficie queda determinada por 
sus coordenadas paramétricas. Las ecuaciones de las líneas de cur
vatura y de los radios principales de curvatura quedan determina
dos en función de u y z»; y si referimos la superficie á sus líneas 
de curvatura, el elemento lineal esférico de Gauss quedará deter
minado y, por consiguiente, la imagen esférica de las líneas de 
curvatura. Las fórmulas

<)Z àZ
— du + r. — dv

MCD 2022-L5



3/8 LIBRO 3.°—CAPÍTULO II

determinan la superficie, prescindiendo de los movimientos en 
el espacio.

Pero las seis funciones E, F, G, D. D', D" no son indepen
dientes entre sí, hallándose ligadas por tres ecuaciones de condi
ción obtenidas por Mainard en 1856 y también por Codazzi (1859). 
üna de ellas, que contiene á D, D' y D" en términos finitos, está 
dada por la fórmula de Gauss

DD" — D'-^
EG—F^ ’

Para obtener las otras dos, que contienen las derivadas prime
ras'de D, D' D", diferenciaremos las expresiones de D, D', D" y 
obtendremos

3D 3^r 3¿z 3’<r

3D' 3^r
---  S= i^íZ--- :---
3« 3/^-3^'

, 3íX 3'\r 
3?í 3;í3z/ ’

3D' 3^4; 3æ Sír
— = —---- : -p 2--------- ,3z; 3m3z’' 37^3^1

^_v 2jL v2f?ï 
3« 3«3z;^ 37¿ 3^»^

Restemos enseguida la segunda de la primera y la tercera de la 
cuarta, y resultará 

siendo T-, í’, etc., las cantidades definidas en la pág. 240. Estas son 
las dos fórmulas de Mainard.

La ecuación de Gauss se reduce, en virtud de («) pág. 281, a
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DD" — D'-^
EG — F*

(3)

228, Teorema de Bonnet. Una snperjicie esíá coni/>¿eía- 
mente deíerminada /or su /osición en e¡ espado y su j e/reseníadon 
en un /laño, cuando sus seis demeníos fundameníales se /zallan de
terminados de modo que satisfacen á las ecuaciones (i), (2).y (3),

Sean F y F, dos superficies con los mismos elementos funda
mentales E, F, G, desarrollables la una en la otra, y representadas 
por consiguiente mediante la representación conforme, ya en el 
mismo sentido ó en sentido inverso. En el último caso, tenemos la 
imagen F', en un plano (X, Y) de F,. Los seis elementos funda
mentales serán los mismos para F'^ que para F, y será aplicable á 
ésta, de manera que la representación conforme se efectúe en el 
mismo sentido. F y F', se pueden superponer, pues si P y P'^ son 
puntos correspondientes, lás secciones normales en dichos puntos 
tienen igual curvatura, ó coinciden sus paraboloides oseuladores. Si 
trazamos, en las dos superficies, redes de curvas paramétricas, en 
cada punto concurrirán cuatro paralelogramos infinitamente peque
ños. Coloquemos uno de los correspondientes á P en P\, entonces 
los otros tres pares coincidirán respectivamente, por la coincidencia 
de los dos paraboloides, sin deformarse las superficies. Por consi
guiente, uno de los paralelogramos coincide con su correspondien
te, sin deformarse la superficie. Las dos superficies F y F\ coinci
den por consiguiente,

A/licadón. 1.^ Sean las curvas lineas mínimas. Tendremos

E = G = o, ds^ = 2V dudv
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2D' DD" — D"^ i3MogF

D' Sz’ SM^^^xF/’ D' Sw ~ Sî’ °^\F/

2. ° Sean las curvas líneas de curvatura. Tendremos 

F = D'= o, = + Gdv'^

I D I D" S« I ^S;r S¿z l S-r
R, ~ E’ R^ ~ G’ 2u~ Rj sw’ Sí^ ~ R Sz'’

y análogamente para 6 y c, y y s.
Las ecuaciones de Mainard conducen á

SD l ZD D"\ SE SD" _ i /D 21^^
Zv 2 \E G 7 Sz’’ Sw 2 \E G/iu'

La ecuación de Gauss conduce á

Sw^^E / ^í^Y/G J /EG

3? Consideremos el caso de las superficies de curvatura cons-

¿aji¿¿ — — -F — = ^ = const. Tendremos 
R. R.

SD ^SE
Sí/ 2 Sí/’

SD" 
S u

h sG
2 S« ’

é integrando. E “ 2 E’ "G = - + 7r, (3)2 G

ecuaciones en las que U y V son funciones solo de # y de z» res-

pectivamente. Sumando, tendremos ^ + -^ = o.

Si X es el factor de proporcionalidad, será

(4) E = XU, G = — XV y ¿L^ =^ z. TL'/??- V¿L--;<

y tomando /W du, ¡y/lj dv, como nuevos parámetros, el elemen- 
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to lineal tendrá la forma

ds^ — X {dM^ -^ dv^).

229. Teorema. £n las superficies de curvaiura media cons- 
ianíe las ¿ineas de curvatura san isoíei mas.

Por la elección del parámetro es E = G = X, y en virtud de (4) 
U = i, V = — i; y aplicando (3), será

E = X, F = o, G = X,

D = -+i. D' = o, D" = Ç_i. (5)

Sustituyendo en (íí), pág. 380, tendremos

3®lügX á’logX 2 h^ 1

Consideremos ahora el caso de las superficies de curvatura 
constante negativa, tomando las líneas asintóticas por curvas para
métricas y haciendo poi- sencillez ^ = - 1.1 endremos D = D" = o, 
D' —A. Y de las ecuaciones (1) y (2) resulta

31og¿X 3 log A

De ello, así como de las fórmulas (pág. 240)

resulta p' = ^' = 0, y de éstas
ÓV

y de las anteriores (pág. 240)

3E 
v = o 3z? 

3G

y E y G son funciones, de u la primera, de v la segunda.
Elijamos convenientemente el parámetro para que sea E = G = i ; 

expiesemos por 2^ el ángulo que forman entre sí las líneas asin
tóticas, y tendremos F eos o, A = sen 2w; y por consiguiente 

^~C E=cos2w, G= i, A= sen zw, D = 0, D'=: sen 2w, D"=-o.
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La ecuación de Gauss da

3^ 2 co
------ sen 2cü.

§ 5? Sistemas triplemente ortogonales

230. Condiciones de ortogonalidad. Podemos expresar 
analíticamente Ias coordenadas ;r, j/, ^ de un punto del espacio 
como funciones de tres parámetros íü, z^, w mediante las ecuaciones

x—f(u,z\ w}, y —'.^ [u, v, Ti)), z= 1 («, z', w). (0

Si w es constante y u, d variables, las ecuaciones (1) represen
tan una superficie, y análogamente diremos respecto á.w y á z*. Las 
ecuaciones (1) representan, por tanto, tres sistemas de superficies. 
Si por ejemplo damos á u y Ti) los valores «„ Y Wo las ecuaciones (í) 
representarán la línea, intersección de las superficies u = u^, td =tí)„.

Un punto quedará determinado por las tres superficies u=const., 
z> = const., ti) = const., y tendremos tres líneas que pasan por dicho 
punto, intersecciones de las superficies, tomadas dos á dos. Y para 
que estas sean ortogonales es necesario y suficiente que las tres 
tangentes cuyos coeficientes directores son respectivamente

3.r 3^ 3^ 3.r 3j/ 32 3.r 3_;/ 32
32^’ 3«’ 3«’ 3z) ’ Sz'’ Sz'’ Stt)’ iw' ciw'

satisfagan á las relaciones

3.r 3,r
3« Sz* 3z' 31^ 3w 1)11

(2)

231. Cantidades fundamentales. Designemos con el índice 
u,z) ów las cantidades correspondientes á cada una de las super
ficies. Vamos á establecer que las cantidades fundamentales E, F, G, 
D, D' D" se pueden expresar por medio de las tres siguientes y sus 
derivadas':
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La expresión del elemento lineal para los dos puntos («, í'/w), 
(«H- ¿Z«, i' 4* ^^5 w 4- dw} es

ds^ = 2
/3.r a^r S.r
t — du 4- — dv 4- — dw\ oU dV dw

Y por las ecuaciones (2) y (3) resulta:

¿/^ = H\rf«^4- H^^í'^ 4- H%¿/w'\ (4)

Haciendo A„ = |/EwG„ — F\ = H.H3, tendremos

E„=H%. F„ = o, G¡* = H-3, A„ = H8H3,1

E, = H%, F^ = o, G, = H^, A„ = H,H,, (5)

E«,= H^, F^=o, G„=H\, A„=H,Hj. J

Derivando las ecuaciones (2) resultará

32/

dKv 34?

3í?

d^-:v
= 0,dV dw dudW

V 34r d'^X'
4- v

34? d-:t-
¿j dv dwdU dzv dvdu ---- 0>

v
d:v dtv

+ V 34? dtv
= 0.2. dw dudv du dw du

La semisuma de estas ecuaciones conduce á

----------- = o, ------------ o, ---------------- 
3« 'é'Uc'W------------- "dV 'é‘W'éU-------------- "éU '¿)U'ézi (6)

Diferenciando la segunda y tercera (3) respecto u, y en virtud 
de {2), será

S= H —-

ÍW 'bU'd’W du 2110- ^ du ’

Para los cosenos directores «y, ¿y, Cu de Ias superficies norma
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les á la superficie u = const., se tiene

Mr âj í.?

y análogamente para í» = const., iv = const.
De las ecuaciones (3) resulta

I M' l^jf
“ Ht 3«’ “ H, 3«’ “ Ht 3«’

i 3,r I 3^ I 3.g

I 3,r 131/ i3^

H3 3w’ ® H, 3?z/’ ” H3 3w’

232. Teorema de Dupin. Las sufier/ides de un sisíema tri- 
p/e/nenfe orfo^onal se cortan se^'án Lneas de cuneatura.

Supongamos que para la superficie u = const, sean v.y w los 
parámetros, se obtendrán para las cantidades fundamentales de se
gundo orden

3^r i . 3.V 3ír 3H.,
D« = . “ 3«?’ ' H, 3« 3v^ H, 3w ’

o;- “3í;3w H| 3?^ 3'u3w ’

D"„ -
3ír _ i _ Hg 3H3

^^" W “ H[ "■3» W “ ~ H? 3í¿

Por sustitución circular, tendremos:
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Y puesto que para la superficie ^^ = const., se verifica que 
Fa = o, D'„ = o, los parámetros v y w serán líneas de curvatura, 
y lo mismo sucede para z» = const, y para wi^ const., resulta de
mostrado el teorema.

233. Aplicación de las fórmulas de Mainard Codazzí, Para 
los radios de curvatura principales de la superficie u = const., que 
designaremos por R„,,, R«„, se obtiene

Rav Ht Hg ?« ’ Ra^j, H, Hg 3«’

por lo que Rj^^ es un radio de curvatura de la línea de curvatura 
1^ = const, y R„a„ para la línea de curvatura tv = const. Obtenién
dose las cantidades análogas por permutación circular. 

Apliquemos las ecuaciones de Mainard á las superficies

u = const., z» = const., w = const.

Las seis ecuaciones se reducen á

3*H, I 3H, 3H, + I
H?

ÔH3 3H,
3z; 3w 31Ü du 31' 3«» ’

I ^’Hg 3 H, I SH,
3w 3« H, 3« 3w H. 3?-i? 3m ’

S^Hg I 3H, 3Hg I 3H,
3m3z/ - H, 3zí 3m H3 3m Sz/ ‘

(0

que son las ecuaciones de Lamé.
Las ecuaciones de Gauss, para las superficies del sistema or

togonal son:

Sz/ \Ha 3z; / ~^ 3íü \H3 d’il’/HÇ àw 3«

xHg 3?/’/ 3« \H, 3m / H'^3 3zi 3«

¿ /1 ^HA 3 /1 3HA i 3H.3H,
3m \H| 3m / 3» \.Hs 3z// H'^g 3w 3w

26
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Para integrar las ecuaciones (i) y (2), considerando las fór
mulas de la pág. 297, tendremos

I SH, I

'bu

bap 
bu

'^dv

I aH, Sí3^20 

bu

I

i an,

I 3H3

=

1 í>H, 

H, 3M “’'

(3)
bu

ba.u, I

H3 3a»

blV

SH3

H.

'^Cíu
bu

bau

Ha

I

blU

^aw

H, bu

I 3H3 I

bw “ Ha bu bw C^u Ha

y análogamente será para ¿a, è^, â^, cu, c^, Ct0.
Este sistema es integrable, porque en virtud de (1) y (2), quedan 

satisfechas las condiciones de integrabilidad.
Si a^y a^y a^} son integrales de (3), se tendrá en virtud de las 

expresiones de ira, a^,...... (pág. 384)

.r = / (íz„Hidu -j- a-i^Ü^dv -p úi^Hadwy,

y se obtienen análogamente y, 2 como funciones de u, v y w y, 
por consiguiente, el sistema triple ortogonal más general.
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SISTEMAS GEOMÉTRICOS

CAPÍTULO I

Geoxorretrier de leí reot^ C*>

(*) La idea de considerar á la recia como elemento generador se debe á Plücker 
(Si/slems der Geometrie des Raumes).

§ l.® Principios fundamentales de la geometría reglada

234. Definiciones. Se puede, en una figura geométrica, 
considerar tan solamente los puntos que la componen. Transfor
mándola homográficamente, se obtendrá una figura análoga, defi
nida inmediatamente por medio de sus puntos. Esto se expresa 
diciendo que la ¿ransformaiia /lomogrí^ca de unaJi^Tira /uníual es 
o¿rdJí¿Tira />uníua¿.

Si, por el contrario, adoptásemos el plano como elemento gene
rador de una figura, ésta sería una figura fi/anaria, y su ¿ransfor- 
mada komogrefica sería otra figura píanaria. Se resumen estas dos 
.observaciones diciendo que: EÍ espacio ^uuíuaíy el es/>acío /íanarío 
se ¿ransfortnau res/fecíivameníe eu esj>ac¿os del mismo nombre, por 
ioda (ransfiomiacíóu komográfiea.

Efectuemos ahora una transformación dualítica: por ejemplo, 
una transformación por polares recíprocas. Entonces, toda figura 
puntual se cambia en una figura planaria y toda figura planaria en 
una figura puntual.
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Resumiremos esta doble observación diciendo que: £¿ espacio 
/uniuai y el es/fado planario se transforman respeetivamente en es
pacios de NOMBRE CONTRARIO-, por toda transformación dualitica.

Para obtener ahora un modo de definición de las figuras, que 
permanezca invariable por una y otra transformación, considera
remos en una figura, no ya los puntos que la componen ni los pla
nos que la engendran, sino las rectas que entran en su construcción, 
y llegaremos á un nuevo modo de definición que' caracterizaremos 
diciendo que lafiguta es reglada.

La ventaja de este modo de definición resulta, observando que 
una recta tiene por transformada una recta, éien por dualidad, óien 
por homografía, lo que podemos expresar mejor diciendo: çue el 
ESPACIO REGLADO se transfotma en un espacio de igual nombre, 
YA POR HOMOGRAFÍA YA POR DUALIDAD.

La teoría de las figuras regladas expresa la gran evolución 
inaugurada por Poncelet, Gergonne y Chasles.

Una recta tiene una doble generación: es el lugar de un punto 
ó el lugar de un plano, que gira alrededor de ella. Plücker llama 
rayo á la recta considerada como lugar de puntos, y efe á la recta 
considerada como lugar de planos.

235. Coordenadas. Consideremos un espacio puntual, re
ferido á coordenadas homogéneas. Sean jr,, ^Tj, 4^3, 4^4 las coorde
nadas de un punto 4r y

4- $3X3 + 534:3 + $4^4 = 0 (I)

la ecuación de un plano. Las cantidades 1,, ^2, ^3, ?« serán las coor
denadas homogéneas de este plano, y la ecuación (1) expresa que 
el punto 4; y el plano 5 se hallan unidos, es decir, que el punto está 
en el plano.

Tomemos dos planos ;, 7). Estos planos se cortan según una 
recta D; y se hace

siendo 0 un coeficiente de proporcionalidad, las ecuaciones de los 
planos trazados por la recta D y por los vértices del tetraedro de
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referencia serán, en coordenadas generales X¿,

+ /12 ^2 +/,8 Xg + /,^ X4 = o j 

A|Xi +/23 X3 + /g_jX^ = oF

Ai^í+A9X2+ +/34X4 = 01 
/41X1 + /42 Xj +/^3 X3 + =0)

Sí se desarrolla el determinante nulo

J ?*1 ’J ’3 ?4
. ‘'ll ‘’12 *"18 ■'¡4

: t f E ■ '1 ■'2 ^3 ?4
"’ll '^2 ’is ’'I4 

se obtiene
= (4)

Tomemos, reciprocamente, seis cantidades /,j, /),„, /,^, /3^, ^^,,, p^.^^ 
ligadas por la ecuación (4), y formemos las ecuaciones (3), convi
niendo en que /^j = —pik^ obtendremos que los cuatro planos (3), 

virtud de (4), se cortan según una misma recta D. Y se verifica 
todavía, que si se hacen pasar por esta recta dos planos 5, r„ el bi
nomio «¿4* — v|í$*) es proporcional á pih, luego, las seis cantidades 
/12’ /13’/14’ /34’ /42’/23. ligadas por la ecuación

/12/34 /13/42 “Í“/l.i/i3 --- ^’ (5) 
definen completamente una recta por medio de las ecuaciones (3), 
sobreentendiéndose quepib = — pki.

Para establecer el carácter de dualidad, consideraremos la defi
nición correlativa.

Tomemos dos puntos 4r,/ en la recta. Todo punto de esta 
recta estará representado por las coordenadas

z. = + juy.,

siendo i y m dos parámetros. Para obtener la traza de la recta sobre 
el plano = 0, hagamos

'^Íik = ^^k — ^i ^F (6)
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siendo a un factor de proporcionalidad, y obtendremos que la recta 
corta al plano = o en un punto cuyas coordenadas son 
ias’ í^a4 (siendo = 0); y se tendrán los cuatro puntos

(o, ?«. ?13’ Íu)» (?íi» o- ?s#» íaJ» (Í8P ?32> 0’ ^34)’ (S'il’ ?4í» ^13' o)' (7)

Desarrollando el delerminante nulo, análogo á A

A ■^8 4^8 A

J. A A 7'4

A A A

A A A A
» se verifica que es nula la expresión:

S^^ !?34 + ?18 y¡2 + ÍH í-23 = 0- (8)
Reciprocamente: Si tomamos las seis cantidades ^,2, ^13,7,4, íj^. 

S’íp 5'23’ ligadas por la ecuación (8), se puede ver que, en virtud de 
la condición (8), los cuatro puntos (7) (suponiendo $^^^. = — ^¿^) es
tán en línea recta.

Los dos sistemas de coordenadas fi y ^ son idénticos.
En efecto, si partimos de la recta D, representada por las ecua

ciones (3), y expresamos que contiene á los puntos -r, 7, tendremos

As^i +/.3^3 +A4 ^4 “O» AíJ'a +/43^'3 H-A^A^O* 
de lo que resulta

As_______ Ai 
^3 A — ^4 A ~ ^ift — ^t A ~ ^2 A — A A*

esdecir, 
?34 ^43 ^23 

y tendremos análogamente

A, A + As ^3 + A4 ^4 = o, /21A +/23 A + AiA = o> (9) 

de donde
Al__A3_______ A4
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es decir, 
?« ?U 713

De la tercera de las ecuaciones (3) se deduciría igualmente que estas 

relaciones iguales, son además iguales á —, obteniéndose definiti- 

vamente
. /n /13 ^14 Ad   Aa _ As 

?34 í'dS A3 A3 “ /13 “ A4’

Comparando las fórmulas (2) y (6) y alterando un poco los 
coeficientes de proporcionalidad, escribiremos

^2 ? (51 ^2 — vit ^3) = C (^3 >4 - ^3 ^4)

^13 - F (51 -^3 — ’ll ^3) = ® C-ViWs — 3'4 ^2) 
^4 = F (51 -ni — ’ll U = 1 (^Tj y. — y^ Xg)

^34 ^ F (?3 ’id - ’Is 54) = c (x, ya — 3'1 Xj) 
Ai = F lb •’il - “A 5«) = Œ (a?! y, — y, x,)
As = pi^sTis - ’1253) = ’(X,y4—yi X,).

Expuestos estos desarrollos preliminares, podemos adoptar 
estas cantidades r^^ susceptibles de un doble significado, por coor
denadas de la recta, las cuales verifican la relación

= 0.

§ 2/ Casos de los sistemas de rectas

236. Definiciones. Una relación entre las coordenadas de 
rectas, representa una infinidad triple de rectas en el espacio, que 
se suele llamar un complejo de recias, dos relaciones representan 
una infinidad doble ó una congruencia de recias, tres relaciones 
entre las coordenadas representan una superficie reglada y cuatro 
de estas relaciones representan, en general, un número finito de 
rectas en el espacio.

O Véase G. Koenigs. La Géométrie réglée et ses applications.
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Ó bien, sean las ecuaciones
X — a. Y — íZ, Z — ¿z.j

Si los coeficientes a, è dependen de un solo parámetro a, dichas 
ecuaciones forman una superficie reg-iada.

Si hay dos parámetros a y ^, se tendrá una cou^^rueficia de rec
tas. Por cada punto (.r, y, 2) del espacio pasarán una ó varias rec
tas de la congruencia, correspondientes á los sistemas de valores 
de a y p, que satisfacen á las ecuaciones

^ — a y — ai s — a^

Si hay tres parámetros a, 3, y se tendrá un compiejo de rectas. 
Por cada punto (;r, 4/, s) pasará una infinidad de rectas del com
plejo, que formará un cono, cuya ecuación se obtendrá eliminando 
a, ¡3, y entre las ecuaciones (1) y (2).

Por último, si hubiese más de tres parámetros, el sistema con
tendría todas las rectas posibles, porque podrían determinarse los 
parámetros, de modo que pasase la recta por dos puntos arbi
trarios (.r, y, s\ (.Tp yp ¿rj, lo que solo daría cuatro ecuaciones de 
condición.

237. Determinaciones. Sean las ecuaciones de la recta D
X = a -|- àt, y = ai-j-â^t, Z = a^ó^t, 

y las de la recta infinitamente próxima

X — a -j- da -j- (¿ -j- dá) t, V = a^da^-^ ¿>-\-dái} t, 
Z = ¿^2 "4“ da2 (p d¿2) tj 

limitándonos á aproximaciones de primer orden, y escribiendo por 
consiguiente, da, dó, .... en vez de ¿¿z, Á^, .... La posición relativa 
de estas dos rectas depende de cuatro elementos:

i .° El ángulo Ÿ que forman, cuya expresión ya dada, es

T + + - 
habiendo hecho, por abreviar A = éfió^ ■— èfiè^ etc.
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2? Su distancia más corta

da â ââ
con L = da^ è^ dè^

da^ è^ dá¡

en el que dicha menor distancia3? La posición del punto
encuentra á D. EI valor T de la variable / que corresponde á este 
punto está dada por

N
Á* +A*. + A% ’

A ¿-{-¿¿ft da A ft da
siendo N = A, ft, + d¿>^ da^ ó A, ft, da^

Aà ft^ + dá.¿ da.2 A, ft, da^

4 .“^ La dirección de esta distancia más corta, qiie puede obte
nerse, ya por el ángulo l que forma con un plano cuya posición 
se conozca, trazado por D, ya de una manera más simétrica, por 
sus cosenos directores X, À^, Xj. Y por ser D perpendicular á D,, 
se tendrá

ôX + &jX, + 6jX^ = o, (6 + rfô)X + (&, +ifôJXj H- (ft, + rfft^)x, = o, 

deduciéndose de estas ecuaciones

J a7 aZ’ ^ P°‘' ^^^' ^' + '^'^ + ^“2 = L

A
se tendra X =,

I'A’ + A’. + AS

/A* +A\ +A% ’ ' fA* + A^, + AA '

Se ve que T, X,, X^ son cantidades finitas; 3 y a, son de primer 
orden, pero su relación

■^ © A^ + A^ + A’a
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es una cantidad finita, el parámeíro de disíriáucidn. Para determinar 
las relaciones que existen entre los elementos T, X, X,, Xg y /, distin
guiremos tres casos, según el número de los parámetros variables: 
Superficies regladas, congruencias y complejos.

§ 3. ° Complejos de rectas

238. Definición. Según lo que hemos visto, dada una recta 

x = as -j- a, ^ = ¿^ + 3,

definida por cuatro parámetros, se puede .sustituir á estos otros 
seis parámetros, coordenadas de la recta, siempre que se conside
ren tan solo sus relaciones, y que se hallen ligados entre sí por 
una relación.

Sean 4^, J, ^ y 4^', J^', 2' las coordenadas de dos puntos de la 
recta. Las seis coordenadas son

x — ^r', y —y, 2 — 2, J'S' — sy, zx' — :vz', ^y —yx', 

ligadas entre sí por la relación idéntica

(4; — 4;') (yz' — .?/) ¿-(/—y) (■^^' — 4;^0 +.......... = o-

Independientemente de estas seis coordenadas, se puede consi
derar seis coordenadas tangenciales. Sean ^, 7], i^ y V, 'n\ ^* l^s 
coordenadas tangenciales de dos planos que pasan por la recta.

s-^s -^-v, -'líí'-^A Ç5'-K', SV-’ir 

serán las coordenadas tangenciales de la recta. Esto sentado, sea

F (,1? — y, y —y\ s — y, yz' — zy', zx' — .VZ', ....) = 0 (l) 

una ecuación de grado m entre las coordenadas de una recta. Las 
ecuaciones de esta recta contendrán tres parámetros variables y 
definirán una infinidad de rectas que forman lo que se llama «« 
complejo, (i) es la ecuación cartesiana de un complejo. Un com
plejo es de orden m, cuando su ecuación es de orden m.
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239. Agrupación de las rectas. Para pasar de la ecuación 
cartesiana á la ecuación tangencial, observaremos que se tiene

^5 + j'n + ^Ç = i, 4^'5 +/71 + /Ç= i, 
^V + Ji]' + ^^'= I, 4r'^' +/■/■/ + ^'C = I, V 

porque los pianos que pasan por la recta que une (-r, y, ^) con 
(y/e') contiene à estos puntos.

De estas ecuaciones se deduce

G*^ ~ ^9 ? + (j —JF') y, + (2 - .g') Ç= 0,

V + (^ — 2') Ç' = o;

luego • -r — x' __ y—y __ z — 2'

é igualmente
yz' — zy zx' — zx xy — ,ry

(2)

(3)

Pero, si entre las fórmulas (A) se eliminan x y y, tendremos

3' c-^.r - ^v)+s («^ - çç')

y ^,r - iV) + (’ir - ç^’) = e' -1

Obtenemos, eliminando por ejemplo, Çf — ?^', •

{715' — 5vi’) kys' — sy') = (5' — 5) (Z — ^)

z—z' yz' — zy'' 

jF — x'    ^—y‘   2 — z' yz' —zy' zx' — xs 
’iC-çy “ — 5v¡' — nr

La ecuación (i), reducida a coordenadas tangenciales, será pues

Fins' - Cn'j cr —Çn' —nr, 5' —5,...) = o, (i,bis) 

permaneciendo invariable su grado.
Si se suponen en (l) x'y' z' constantes, representará un cono 

de grado w, cuyo vértice es (,x'^y, z'), porque es homogénea en 
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.r — y, 7 —y, 2 — 2\ ya que

}/2' — 2^ = (y —y) 2 — (2 — 2'}y'.

Y si en (j, dis) se suponen constantes ^', 7)', Í', esta ecuación 
representará una envolvente de rectas situadas en un mismo plano, 
ó mejor una curva de ;«sima clase.

Así pues, las rectas de un complejo pueden agruparse de dos 
maneras: i.”, de modo que den conos de grado m tales, que cada 
uno de los puntos del espacio sea vértice de uno de estos conos. 
2.'’, dando rectas, envolventes de curvas planas de /«sima clase tales; 
que cada plano del espacio contenga una de estas curvas.

240. Congruencias ó haces. Las rectas comunes á dos 
complejos forman lo que se llama un haz ó una congriiencia. Un 
haz quedará pues representado por dos ecuaciones tales, que cada 
de ellas represente un complejo. El grado ó clase de un haz es el 
producto de los grados de las ecuaciones de los complejos en que 
se halla contenido, pues si 0^,1 = o y Ün = o son las ecuaciones 
de dos complejos de grados m y n, por el punto (.r', y\ z) pasan 
dos conos de grados m y n, que se cortan según p = wn rectas 
pertenecientes al haz, las cuales son Ias solas rectas de éste, que 
pasan por (y, y, 2'}. Así, las rectas de un haz pueden distribuirse:

i .® En grupos de un número / finito de rectas que pasan por 
cada punto del espacio.

2 .® En grupos de p rectas situadas en cada plano del espacio.
241 . Complejos de primer grado. Las ecuaciones de un 

complejo de primer grado son

A (,T — y) y B (y —y') y C {e — «')
y D (yz' — zy) y E {z,r' — ,rz') y F (.ry —yx'} = 0 (1)

A « - ç^') y B (s:u - se) y t?v - -^r)
+ D(C'-5) + E(V-'>l) + F(C'-Q = o. (1.»’’)

El cono de las rectas que pasan por cada punto del espacio es 
un plano, y la curva á la cual son tangentes las rectas que pasan 
por un mismo plano, se reduce á un punto. En un complejo de 
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primer grado, cada punto del espacio corresponde á cierto plano y 
viceversa. Este punto-y plano se llaman conjug-ados.

Si consideramos dos puntos a y óy sus planos correspondien
tes, estos planos se cortarán según una recta AB. Pero aA y aB 
son rectas dei complejo, así como ¿A y ¿B; luego el plano aAâ co
rresponde al punto A y el plano aB¿ al punto B. Estos planos se 
cortan según la recta aé. Así pues, á una recta aè corresponde 
otra AB; las dos se llaman conjuradas.

Toda recta que encuentra á dos rectas conjugadas, pertenece al 
complejo, pues por esta recta y una de las conjugadas A se puede 
hacer pasar un plano, que será el plano conjugado del punto en 
que la lecta encuentra á la conjugada de A, perteneciendo todas 
las rectas de este plano al complejo.

24-2. Diámetros y ejes de un complejo de primer grado. 
Se llama diámeíro de un complejo de-primer grado al lugar de los 
puntos conjugados de una serie de planos paralelos. SÍ en la 
ecuación

A(,r ^)-|_B(jz—y) -|-+ D (j'^' — ^y) y= 0 

del complejo se suponen valores determinados á jr', j/', a', esta ecua
ción será la del plano conjugado; sus coeficientes directores son

A — Es' + Fy, B —Fy + D^’, C —Dy + E^r^í

y si se igualan sus relaciones á constantes, se ve que el punto V, 
y, 2, describirá una recta. Así los diámetros son rectas, las conju
gadas de los diámetros se hallan en el infinito y en la intersección 
de los planos conjugados de sus diversos puntos. Vemos pues, que 
todos los diámetros son paralelos

Las ecuaciones de un diámetro son

A — Eg' -{- Fy _ B — py + Dg^ C Dy + E.r'

de la que se deduce, suprimiendo los términos constantes,

y e’
D 7'
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D, E, F, son los coeficientes directores de todos los diámetros.
Para que un plano sea perpendicular á un diámetro conjugado, 

es necesario que

A —E/ + F/ B —Fy + D/ c — py Ey
D = E F 

que son las ecuaciones del eje.
Tomemos el eje del complejo por eje de las s^ las ecuaciones 

precedentes quedarán satisfechas para =- o,y = o; luego E = o, 
D = o, A = o, B = o; y se puede escribir la ecuación del comple
jo bajo la forma

K = (^y
que no cambia, cuando se hacen girar los ejes alrededor de las s ó 
cuando se les hace resbalar á lo largo de este eje. ¿ es el pafámetro 
del complejo y el plano .ry es una sección /^rincipai.

243. Complejos de segundo grado. Un complejo de segun
do grado se representa por una ecuación homogénea de segundo 
grado en

X = —y, Y=x— y, Z = s — z'

que podremos escribir bajo la forma
F(/,ík, K) + 2LZ4-2M?« + 2N«4-tí(X, Y, Z) = o. (i)

F es una función homogénea de segundo grado de /, m, n, 0 una 
función homogénea de segundo grado en X, Y, Z, en fin, L, M, M 
son funciones lineales homogéneas de X, Y, Z.

Si se supone constantes á ;r', y, z en la ecuación (i), ésta repre
sentará un cono de segundo grado, cuyo vértice está en (.v, y', s}, 
formado por todas las rectas del complejo que pasan por (y,y, ^ )•

Si expresamos que este cono se reduce á un sistema de dos 
planos, tendremos la sn^erjicie de Kummer, lugar de los puntos para 
los que se verifica esta condición.

Se obtendrá la superficie de Kummer, para el complejo (i), ex
presando que (i) es una suma de dos cuadrados, funciones lineales 
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cls X, Y, Z. Para obtenerla, descompongamos en cuadrados el pri
mer miembro de (i); y para ello cambiemos de coordenadas, sin 
cambiar el origen. Supongamos que los dos sistemas de coordena
das son ortogonales.

Podemos verificar que ,r, y, z, x', y', z', X, Y, Z y Z, m, n, se 
hallan transformadas por la misma sustitución, de manera que 
pueden suponerse P' (Z, m, u) de la forma A^ Z^ 4- B’^ m^ + C* «^ y 
escribir la ecuación (1) así:

A7^-PB^ n^-p C" M® + 2 ALZ4-2BM»í + 2 CNw + 0 (X,Y, Z) =0, 

en la que A, B, C expresan constantes y L, M, N funciones lineales 
de X, Y, Z. Esta ecuación puede también escribirse así:

(AZ+L)^ + (Bwí + M)® + (Ck 4- N)2 + Q(X,Y,Z) = o, (3) 

expresando Ü una nueva función homogénea de segundo grado 
en X, Y, Z.

Se trata de expresar que esta función es una suma de dos cua
drados ó escribir que su discriminante es nulo.

La superficie de Kummer será aparentemente del sexto grado; 
pero se puede ver que son nulos los términos de quinto y de sexto 
grado, pues los términos son independientes de la forma de la fun
ción Q, que no contiene á y, y, z'. Para valuar los términos en 
cuestión, se puede pues suponer Q = 0, y limitarse á considerar la 
expresión (3) reducida á

(AZ + L)^ + (Bot + M)* + (C« + N)*;

y siendo en este caso su discriminante igual á 1, con relación á 
AZ -j- L, Bot + M, C« + N, será, con relación á X, Y, Z, igual al 
cuadrado del determinante de la sustitución

= AZ 4-L, 4'=Bot-{-M, z = C'm-\-íí.

Si se hace

L = aX4-pY4-YZ, M-=a'X4-p'Y + /Z,

N =: a" x + fi" Y + y" Z, 
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el discriminante buscado será igual al cuadrado de

a p + A/ y — ky

0/ — Bá:' fi' y' 4- B.r'

a’ 4- Cy P" — C;r' y"

(4)

y siendo de tercer grado el determinante

o As' —Ay
— o By 

cy —cy o 

que forma el conjunto de los términos de tercer grado, resulta que 
el determinante (4) es de segundo grado y su cuadrado de cuarto, 
luego: La su/eryde de Kummer es de cuarío grado.

Busquemos los puntos y, y, 3' para los cuales el cono del 
complejo se reduce á dos planos coincidentes. La expresión (1) 
deberá ser entonces un cuadrado perfecto, y la ecuación de la 
superficie de Kummer se podrá escribir bajo la forma

A

B"

B'

B"

A’

B

B'

B

A’

= 0 ó A = o.

Expresando por

AX^ + A' Y^ + A" Z‘ 4- 2BYZ + cB'XZ + 2B"XY

el primer miembro de la ecuación del complejo (1), los elementos 
A, B,........ son de segundo grado en y,y, s' y los puntos en los 
que el cono se reduce á un plano doble están dados por las fórmulas

3A SA

que dan 16 soluciones. Es decir, que existen 16 puntos para los 
cuales el cono del complejo se reduce á un plano doble. Tornando 
estos puntos por origen, se tendrá
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A A* « - ¿2^ Y

de manera que Jos términos de menor grado son de segundo res-

pecto a las derivadas —, 
3A’ Así:

La superficie de Kummer íieue 16 pujíos sing’ufares, para ¿os que 
el cono del complejo se reduce a dos planos confundidos.

Transformando por polares recíprocas, tendremos que:
La superficie ele Kummer es de la cuarta clase. Tiene 16 planos 

tangentes singulares je es euTiolvente de los planos para los que la 
cónica del complejo se reduce á dos puntos. (**)

X = ,r -p ^®»

X = .a?'4’ ^'“‘'i

darán 3 = —— 
sen V

§ 4L Congruencias en general

244. Focos. Sean las ecuaciones

X = ;r + Xa, Y=/+Xp, Z^z-^-Xy, (l)

y supongamos que ec, y, 2, X, a, ¡3 sean funciones de dos paráme
tros variables u, v, expresando X, Y, Z las coordenadas generales, 
.f,/, 3 Ias de un punto variable y a, p, y tres cosenos directores. 
Estas ecuaciones representarán una repta variable, ó mejor la con
gruencia formada por todas las rectas representadas por (i).

Sea D una recta de la congruencia, S la distancia mínima entre 
ésta y otra recta D' infinitamente próxima á la primera, A una 
recta perpendicular á D y á S, ^ la distancia del punto (;r, 7, ^), por 
el que pasa D, al pie de la perpendicular común á D y D\ Las 
fórmulas

Y=^4-^Í^. 2 = 2:4. Ky 

Y=y + vp; z = .?.-|-xY 

—,r y—y 2 — z'

/

(*) Laurent, Traite d’Analyse, t. L, p. 161. (**) T. Vil, p. 291, 

27
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designando V el ángulo de las dos rectas, y

o =
dx i^dy — yd^) -j- dy (ydy. — a^/y) 4-

dV

dv^ = d^r 4- <¿p^ + dy

(2)

(3)

los cosenos directores de D, 8 y à son respectivamente

P^Zy —y¿/P yda — <x.dy
dV dV

dci.
dV' {«)dV '

La X del punto en que 8 corta á D está dada por por

dxd'y. -|- dyd'^ 4- dsdy
A =

dV^
(4)

Esto sentado, tendremos el
Teorema. Existen dos /untos i/amados focos en D, intersec

ciones de esta con una recta D' m^nitamente próxima.
En efecto, haciendo 8 = 0, tenemos

dx(^dy — y d^)-\-dy (y d<x. — f^dy) 4“ d¿f (ad^ — ^dd) = o. (5)

Esta ecuación es de segundo grado en duy dv ó en —-. Dara 

pues dos valores de esta relación, y por consiguiente, dos valores 
de A por medio de la ecuación (4), lo que pone en evidencia la 
existencia de los focos.

Podemos escribir la ecuación (5) bajo la forma

dv.

dx dy

Ï

ds

= o.

Elevando al cuadrado, en virtud de (4), hallaremos

o

dN^-

ÁdV^

'£^cídx

AdV^ 

dx‘^

i

a

y

o

i a dx

= o
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Ó AW«= (Sarf;r)2

y por Último A

La ecuación (5) expresa que Ia recta D encuentra á una recta 
ínfinitamente proxima. Es una ecuación diferencial en « y í» que 
determina á z' en función de ti y de una constante arbitraria c. Si 
se sustituye este valor en (1), estas ecuaciones solo dependerán de 

y de c. Cuando se dé á c un valor determinado, las rectas (1) en
gendrarán una desarrollable.

Las desarrollables que forman un sistema doble, obtenidas ha
ciendo variar á c se llaman las desajraZ/aó/es del haz. Así:

Las recias de una congruencia forman dos seríes de desarroí/a- 
éles, ¿an^-eníes^á ¿as recias de ¿a cong-ruencía en sus focos.

Definición. El lugar de los focos de Ias aristas de las desa
rrollables se llama supeifcíe focaí.

La superficie focal es tangente en dos puntos á cada recta de 
la congruencia. Se obtiene su ecuación sustituyendo X en (r) por el 
valor (6) de A y eliminando X, u, v entre estas ecuaciones. Las des
arrollables no son, en general tangentes á las focales; pero cuando 
sucede esto, sus aristas de retroceso son asintóticas de las focales, 
porque sus planos osculadores son tangentes á las focales.

Los pianos focaíes de una congruencia son los planos tangentes 
á las desarrollables del haz. Pasan dos de ellos por cada generatriz 
y son osculadores á las aristas de retroceso de las desarrollables.

245. Obtención de los planos focales. Para obtener los 
planos focales que pasan por la recta (1), observaremos que las ecua
ciones de los planos que pasan por el punto (.r, j, ár) son de la forma

A (X — j;) -H B (Y —>) + C (Z — 2) = o. '
Siendo un plano focal, paralelo á las direcciones a, p, v, a 4- da. 

P+¿í3,Y-hY,se deberá tener

Aa+ B^ + CY = o, Kda 4- Bí¿¡3 4- Cdy = o; 

y por consiguiente, la ecuación de un plano focal será
(X—4r) (Pí/y - Y^^) + C^—y) (yda — ady') 4-. .. = 0. (7)
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Por otra parte, la recta cuyos coeficientes directores son a 4- í/a, 
? + ^P, Y + ^ debe encontrar á la recta (1), para la que se debe 
tener 8 = o ó .

¿Zríp^fy — ví/pí) -|- dy{yí¿Qi. — ady} -{-ds {a.d^ — píZa) = o. (8)

Esta ecuación determina -3—, y por consiguiente la ecuación (7).

Por tener -7- dos valores, esta ecuación dará dos planos focales.

Así pues: Una con^y'uenUa s¿ compone de iodas Zas recias ian- 
geníes á dos superficies ¿¿amadas foca¿es. Reciprocamente: Las tan- 
genies comunes á dos superficies en^'endran una condolencia, y esias 
dos superedes pueden e¿ef¿rse arZiiirariame/iie.

Las tangentes á un haz de curvas, trazadas en una superficie, 
engendran también una congruencia, de igual manera que todas 
las rectas de una congruencia son tangentes á curvas, que son las 
aristas de retroceso de las desarrollables de la congruencia, si
tuadas en la superficie focal, formando una red en esta superficie.

Teorema. 5/ se consideran ¿as arisias de reiroceso de una serié 
de desarro¿¿a¿/¿es de una cong'ruencia. Esias curvas son conjugadas, 
en ¿a/oca¿ que ¿as coniiene, de ¿as irazas de ¿as desar7'o¿¿aá¿es de ¿a 
oira sofde en ¿a misma foca¿.

En efecto, sea u = const, la ecuación de las aristas de retro
ceso de la primera serie de desarrollables, en la focal que es su lu
gar y v = const, la ecuación de las trazas de la otra serie de des- 
aiTollables en la misma focal. Tomemos u y v por variables y las 
ecuaciones de la congruencia serán

X«4r4-K—, Y = 1/+X4^, Z = ^ + K —.

Si escribimos que esta recta encuentra á la recta infinítamente 
próxima, representada por las ecuaciones

X = — du 4- — —du -4- X ----- du,
du du ûV àUôV
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se tendra

3Lr 3'^ r-2
3«cií’ till ^V

3.r 1)2
3« 3« lu

=— 0

3-r 12
3z^ 37/ 1V

que expresa que u = const, y v = const, son curvas conjugadas.
246. Puntos PRINCIPALES. Podemos considerar á .r, e 

como funciones de a, P, y, que se hallan ligadas por la relación

La cantidad A que mide la distancia del punto {.r, y, z) á la 
recta (i) (pág. 401) está dada por la fórmula

a^+p’^ + y^=I. (0

ó

__(¿2 dx + d^ dy dy í¿2 
dV^

dV^

es decir

1 hacemos —— = —

Busquemos el máximo y el mínimo de A, cuando se hace va
riar á a', p\ y'. Papa ello, igualaremos á cero las derivadas de

tendremos a'«4-p-f-«j/á-=: i, (2) aa + ^’ + yy' = 0 (3)

y ^ = “'^ + ^/(57 + >7) +(4)

[A + o (a« + P'* + /*,] + a (aa' + P?' + yy'),
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y tendremos (5)

ii
22 Íp ^, ï’( ) + - <^« = o.a'

• Si se multiplica la primera por a, la segunda por ^', la tercera 
por y y se suman tendremos, en virtud de las relaciones obtenidas, 

p = — A; y la eliminación de a, P, y - entre estas ecuaciones y 

la (3) da

 A — í----------------------------------------------------- a 
cía----------------2 \3p 1)0./ 2 Vy 2)a/

2 \3a 3y/ 2 \5¡3 3y/ 3y

a ¡i yo

Esta ecuación tiene dos raíces reales en A, pero que pueden 
ser iguales, y puesto que A no es generalmente infinito, se conclu
ye que la mínima distancia 0 de una generatriz D á las generatri
ces próximas sólo puede medirse entre dos puntos distintos, en 
general y situados á distancia finita. Estos dos puntos son los 
/uníos Jfrinc¿peí¿es de la generatriz D. El lugar de estos puntos se 
compone de dos hojas que forman la superede prind/a^ de la 
congruencia.

Conocidos los puntos principales, las ecuaciones (3) y (5)> ‘^® 
primer grado, darán a', P', y', c. En virtud de la fórmula (Æ) pág. 402, 
*\ P\ y^ son los cosenos directores de las rectas A perpendiculares a 
D y á S, trazadas por los puntos principales. Estas rectas son las ñor- 
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males á los planos que pasan por D y las distancias mínimas ex
tremas, trazadas por ^os puntos principales, planos que se llaman 
principales.

Los planos principales son orío¿-onales, pues si a',, P\, y^, A, 
expresan los valores de a', p', y', A, en uno de los puntos principa
les, multiplicando las ecuaciones (5) por a’,, ^\, y\ y sumándolas, 
permutando después las letras que llevan índice con las que no lo 
llevan, y restando los resultados, se obtiene

(«'< + + yY.) {A - AJ = o,

lo que manifiesta que, si A ^ A', es decir, si los puntos principa

les no coinciden, los planos principales son rectangulares.
247. Punto y superficie medios. Se llama plinto medio de 

una generatriz, al medio del intervalo comprendido entre los puntos 
principales. Se llama plano medio de una generatriz, al plano tra
zado por el punto medio perpendicularmente á esta generatriz. Por 
último, se llama superficie media y envolvente media de una con
gruencia al lugar de los puntos medios y á la envolvente de los 
planos medios.

Teorema. Los focos se hallan á ig-ual distancia del punto medio.
Tomemos por planos coordenados los planos principales y el 

plano medio de la generatriz D, que se considerará como eje de 
las z. Tendremos x = y = z = 0, a== 0, ^ = 0, y — 1; y por 
ser aa' -|- pp' 4" yv' = 0, será y' — o, ^'^ + p'^ — 1. En las ecua
ciones (5) o es igual á uno de los valores de A con signo cambiado.
Si pues 2/ es la distancia de los puntos principales, se deberá sus
tituir c por ±p, y las dos primeras ecuaciones (5) se reducirán á

2“ + 3a) +

Pero a', p', y' son los coeficientes directores de los planos prin
cipales. Luego, por ser éstos ahora planos coordenados, dichas fór- 
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mulas quedan satisfechas para a'= o, P'= i y para a'= i, ¡3'= o, 
lo que da

^ + ^ = °’ ^ = ±^’ ^=±^-

La ecuación (6) se reduce à

Por ser los dos valores de A iguales y de signo contrario, de-

bera ser — -f- — — 0; luego podemos hacer üX dp

S-f 3y 3.r ôj»
■5^ “ —'âx ^^^

Las ecuaciones de los focos se reducen à 

* = (m “ +^p) “ + U “ + âp ^T

ó en virtud de (7) A =p^^^ —p'^''\

ÿ(i3'^—“'9 — 2/a'p'=o ó ÿ — 2/a'^' = o, 

resultando A = ± y^”^^^.

Si expresamos por 2/ la distancia de los focos, tendremos

248. Teorema DE Sturm. Las rectas pró,r¿mas de una con- 
¿•riieticia D, encuentran á dos recías^fijas.

Esto se ve desde luego, porque toda congruencia puede consi-- 
derarse como de primer grado, cuando se hacen variar muy poco 
los parámetros de que depende; y se sabe que las generatrices de 
una congruencia de primer grado encuentran á dos rectas fijas, lo
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que se puede comprobar, pues las ecuaciones de las rectas próxi
mas á D son

y pai ticuiarizando los ejes, como anteriormente,

X — (/g' + gP') dV _ Y + (yg'+/¡3'; í/V ZdV

Escribiendo estas ecuaciones bajo la forma

X=CX+^,3^ d-a'Z)^V, Y=:=(-^a'-/^'+P'Z)^V, 

se ve que la recta representada por estas ecuaciones encuentra á 
la recta

Y _ /a' 4 4- a’z„
X — /P' + ¡3'z/ 2 = (8) 

que será fija, si se tiene

~q ® (10)

Las rectas de que se trata se encuentran pues, en planos para- 
elos al plano medio y pasan por los focos. Los coeficientes angula
res de las proyecciones de estas rectas sobre el plano medio están 
dados por la fórmula (9), donde se debe sustituir Z, por —/y + /. 
Estas rectas se llaman recías focaíes.

Teorema. Las recias focales se kalian contenidas en los planos 
/ocales.

En efecto, Ia ecuación (7) de la pág. 403, manifiesta que los 
coeficientes directores de los planos focales son

¡3^7 — yd^, yei7. — ady, ad^ — fj^/a
^g? ^^?^^?^^^ particular de coordenadas adoptado últimamente, 

ó, hallándose ligados «^ y 4' por la relación (8) de la
Pag. 404, que se reduce á

q — 2/a'^' = o,
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lo que da 21<^ 2^/

^'— ,„V/+ÿ l^Z q.
2}p 20

Las ecuaciones de los planos focales son pues,

X y» ::p |/^- — q- ?

y, si se observa que los dos miembros de (9) dan para 2^ = y/p'^ — q^ 
los coeficientes angulares de las rectas focales, se verá que estas 
rectas se hallan contenidas en los planos focales. 

Y
X

Siendo igual á 1 el producto de los dos valores precedentes de

se concluye que:

Los p/auos focases se ka/lan ¿¿■ua/mente ¿ne/inados con relación á 
los planos principales.

Se llama superjicie eletnenlal de una congruencia á una su
perficie alabeada, cuyas generatrices forman parte la congruencia.

Todas las superficies elemenlales que íienen común una ¿-enera- 
fris, ¿ienen comunes dos planos íangenles, qtte son los planos focales 
de es¿a generatriz.

249. Congruencias armónicas. Una congruencia es armó
nica con relación á una superficie, cuando sus desarrollables deter- 
minan en ésta secciones que forman una red de líneas conjugadas.

Teorema. Consideí^emos en dos superficies s c s', como corres
pondientes, los puntos en que los planos tangentes son paralelos. Las 
rectas que unen dos puntos correspondientes de dos superedes s J'S 
forman una congruencia armónica.

En efecto, sean a:, y, z y x', y', d las coordenadas de dos 
puntos correspondientes. Se pueden representar las superficies por 
las ecuaciones

.r = !6 (zí, 2?), y^yfu, -V'), Z = 4 (W, 2^), 

,r'= ©' («, 2?), y = '/' (u, v), z' = y (zí, í').
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Sean a, ¡3, y los coeficientes directores del plano tangente en ;r, 
j/, 2 ó en y, y, z. Se debe tener

y las otras dos ecuaciones, cambiando u en í;.
Expresemos que la recta que une un punto á su correspondiente,

X = jr+{í(^—at), Y=j+p(y—y, z s= xr _{. p (2/_ Xf) 

encuentre á la recta próxima, trazada por los puntos

'■^ + "^ “^^1 ^^ + ---  du, Z -]------ f¿U,

•^ + ^ du, y — du, s' 4- — du

correspondientes en las líneas coordenadas v = const. Tendremos

2f 3^ 04?'

Ííí í¡U ^U
2)4;

^U

3«

iz
(ÍU

(tu (2)

iz'
(tu

z — z'

De (1) resulta

(tz ci4r 
^lU (tu 
^z' (t^' 
(tu "¿U

3.r ój' 

c)« 2« 

04?' '¿y 
^U '¿U

(3)

Sustituyendo los valores de a, p, y en vez 
que les son proporcionales en (2), tendremos

de los determinantes

(4r — y) a + (j- —/) p 4. (s — s') y = 0, 

ecuación absurda, porque la normal no es en general perpendicular
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á la recta que une los puntos correspondientes. Esto prueba que 
las fórmulas (3) no se verifican, ó lo que es igual, que los determi
nantes contenidos en ellas son nulos. Así pues,

3.a? ax' 3/ 3j' 30 30'

Y representando por X, ¡x, .... cada una de estas relaciones igua
les, se tendrá

3ZZ 'èu iV ^V

Diferenciando tendremos

3^x aír' 3x' aX a^x 3’x' 3x' 3;x

ax ax' 3.a ax'
Y restando, (« — í') ;-------b - -----------— = 0.•’^ 32/3?’ 3v 3« 322 3^2

Siendo X^ ¡x, sin lo que x y x', jj/é^', 2y z' solo diferirían por 

valores constantes, se deduce de esta ecuación y de sus análogas

3*x' 3«»'
3223^2 322^2/ 322 3^»

3x' 30'
3» 3v 372

3x' 30'
322 3« 322

lo que prueba que las desarrollables de la congruencia cortan al 
lugar de los puntos x', y, 2 según curvas conjugadas, lo que de
muestra el teorema enunciado.

250. Haz de normales de una superfie. Uk haz no tiene, 
en ¿■enera!, rectas iwrMates á una misma suj^erjicie: En efecto, sean 
a, ^, y, los cosenos directores de una recta del haz y x, /, e las 
coordenadas de un punto de esta recta; si existiera una superficie 
cuyas normales fuesen las rectas del haz, se podrían expresar por
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X, Y, Z las coordenadas del punto en que la recta, que considera
mos, coïta à la superficie. Si ¡lamamos p à la distancia de los puntos 

^^ y (X, Y, Z), se tendra

^'^■^+?°^, Y —y -h pp, Z = ¿r-}-pY. (1)

Se puede suponer que, ai encontrarse los puntos (,r, _;', ^) tam
bién en una superficie, por la que se ha cortado el haz, la posición 
del punto (r, y, s) determinará cada recta del haz, de manera que 
X, Y, Z, :t;,y, z, p, a, fá, v podrán considerarsé como funciones de 
dos variables que llamaremos ii y v, y que podrán ser, ya .r q y, ya 
dos coordenadas curvilíneas cualesquiera, relativas á la superficie, 
lugar de los puntos y, z.

Diferenciemos las ecuaciones (i), y tendremos

í/X = <¿,r -f- fdv. -^ adi, dV = dy-y- çd^ -f- p¿/o, dZ = ... (2)

Para que la superficie normal e,r¿sía, es necesario que se tenga

iy.dX + P¿ZY + Y¿/Z — o;

y esta condición es suficiente. Multipliquemos ahora las fórmulas (2) 
lespectivamente por a, ^, y, y sumémoslas. Tendremos, observando 
que «5 T 3^ + Y’ es igual á r,

a¿Z.r J- (^dy ydz -^d? = o, ó —d^ = ada: 4- '^dyy-ydz.

Si hacemos

a— + fj — + Y — = G, üU üU 'éu a—+ ^^ + Y^ = H,

la ecuación precedente se reducirá á

— d? = Gdu + Hí/z^;

y se ve que ? existirá solamente y, por consiguiente existirán X, Y, 
Z, cuando la expresión Gdu + Hí^zí sea una diferencial exacta, lo 
que se verificará solamente, cuando sea

da dv (a)
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Ó sea cuando

~ 'íl'V'éu

Reciprocamente: 5/ se verifica esta ecuación, se /odrá catcuiarc', 
saivo una constante, y existirá una injinidad de suffer_ficiés nortna- 
tes ai kaz, paralelas entre si.

Tomemos una generatriz del haz por eje de las z, y hagamos 
u = a, v = ¡3, ^ = o, la relación (3) tomará la forma

ó 2^ = 0, luego:

1 .° Los puntos principales y tos focos se kaiian confundidos.
2 .° 5/ tos pianos pocaies forman un án^uio ^ con ios pianos 

principaies, se tendrá 2R tg ^ = 00 ^ por consiguiente, ios pianos 
focaies y ios pianos principaies coinciden.

3 ? Los pianos focaies son rectanguiares.
4 ? Las desarroiiaéies dei haz son ortogonaies.
5 ? Las rectas focaies son rectanguiares y se iiaüan situadas 

en ios pianos focaies.
Reciprocamente, todas estas condiciones suponen que ^ = 0; 

son pues necesarias y suficientes para que exista la superficie 
normal.

Por consiguiente las normales á una superficie forman dos sis
temas de desarrollables que cortan á la superficie según líneas de 
curvatura. Estas desarrollables son ortogonales y sus aristas de re
troceso forman las superficies focales del haz, que son los lugares 
de los centros de curvatura principales de la superficie.
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GAPÍTUnO II

GE>OME>TRÍA CUeCUr^AR

§ I? Coordenadas pentaesféricas

251. Definición. Un sistema de coordenadas muy útil para 
la teoría analítica de las líneas de curvatura es el de coordenadas 
pentaesféricas. Sea una esfera cualquiera referida á ejes rectan
gulares

K (;i;- + jV®) + 2Ar + 2Bj + 2C.? + D = o.

Su radio estará dado por la fórmula

, A® + B- 4- C® —DK

Para reducir á una suma de cuadrados al numerador, escriba
mos la ecuación de la esfera bajo la forma

2a,r + 2HJ/ + 2Y¿r -p o
R

AT* + / + K* -h R'
= o.

R

Si P> ^o, Jo. «o expresan el radio y las coordenadas del centro 
de esta esfera, se obtendrán sus expresiones siguientes:

— aR 
'o = ¡tt-T 

— ^R
Jo ^^ .- *0— 1

9» •0 — Ze
'.-f‘=-R’* + rf

(2)

MCD 2022-L5



416 LIBRO 4.°—CAPÍTULO II

Si la esfera no se reduce á un punto, se podrá suponer
a®+ y* + 8® + = i, (3)

y la expresión del radio sera o =
‘ o +/e

Si se sustituyen en el primer miembro de (i) las coordenadas 
g

de un punto cualquiera, su valor será —, expresando S la potencia

del punto con relación á la esfera considerada.
Observemos que si la esfera se redujera á un plano, se tendría 

o -f- z£ = o, y el primer miembro de (1) se reduciría al doble de la 
distancia del punto al plano.

Consideremos además de la esfera (1) otra esfera S' expresada 
por una ecuación análoga

2a' 4- ap' y += 0.

Sean c' el radio y .roí yui ^0 las coordenadas del centro. Las 
fórmulas (2) darán

(4^0 — Vo)" + Oo ~y,y + (so — Ó)* - f' - p''

_ 2R-(aa' +Pft' + rr'+^^' + ^').
0 + 6) (3 + 6') ’

y por consiguiente, la ecuación

=^='-' + ?¡5' + y/ + °"' + = o. 
expresa la condición necesaria y suficiente para que las dos esferas 
se corten según ángulo recto. Esta condición subsiste cuando una 
de las esferas se reduce á un plano. Su forma nos permitirá presen
tar una teoría sencilla del sistema de cinco esferas ortogonales, 
dos á dos.

En efecto, sean las cinco esferas (Sj), (S^).....(S,) cuyos ra
dios son R,, R.,.......... R3; y escribamos sus ecuaciones bajo la forma

2a„A- + 2P„>' + 2T„ Z - 0„ ----------- ^-----------  J
K^=i,2... 5)- (4)

.x^+y' + z' + R^ \ 
+ iSn    = 0
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Tendremos, por hipótesis,.

4" P^M "b y’m + ^^Ji “H í'Sz = i ; (5) 

y además, por ser ortogonales las esferas

^n ^ n -)- Pn ^ « 4“ Y» Y » 4“ ^n ^'n -|- $« ^'n = 0. (6)

j5jíí?j- dos ^ru/jos de formulas r^ereu ¿a íeoría, del sistema de 
las esferas al de una sustitución lineal Of tog'onal de cinco ‘variables. 
Toda sustitución de este género dará un grupo de cinco esferas 
ortogonales y viceversa.

Las relaciones (5) y (6) llevan como consecuencia las siguientes: 

(7) ^\ + ^%++ a%=i, a,p, ++agí35 = o (8) 

y todas las que se obtendrían sustituyendo, de una manera cual
quiera, a y P por a, ¡3, y, 8, s.

Si expresamos pues, por S„ la potencia de un punto cualquiera 
con relación á la esfera (S„), el primer miembro de la ecuación (4) 

será ^. Si se eleva esta ecuación al cuadrado y se suman todas 

las ecuaciones así obtenidas, resultará, aplicando las fórmulas 
(7) y (8):

, Z^r^+y+ + R*V ( R? ) 4- 47' 4- 4s- = o.

Así pues, existe entre las potencias de un punto cualquiera, 
con relación á las cinco esferas, la relación homogénea

Y cuando una de las esferas (S„) se reduce á un plano (P»), 
Sn
^ debe sustituirse por 2P,i, expresando P„ la distancia del punto

28
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(.r, y^ z) á este piano. Si se multiplica el primer miembro de (4) por 
On + bn, se obtendrá

S S'
+ — 2R ó = — 2, (10)

observando que según la fórmula (i), se tiene

o»“H ^$n
R

R» ’

Podemos ahora definir el nuevo sistema de coordenadas. Lla
maremos coordenadas yeníacs/éncas de un punto á las cinco canti-

S Sdades .r„, proporcionales á -, y escribiremos -r„= X —(11)

252. Relaciones fundamentales. Resolviendo el sistema

-f’^ + ^’ -1- z'^— R’^ 1
2a„ -r -1- 2¡Í,^7 + Í

K ’ (^=1,2,...5) (12)
. -i-/- + z‘ + R- Srt 4r„ 1 

R “ R ñ “ X ‘ J 

se obtienen las expresiones de .r, _y, z 
5 6, 

2À,r = v a„,r„, X (.r’ -hy- + -1- R-') = RÏ8„.r„ 1

2X_y = Úip»^«, X(,r^ +y + z- y R-)= —/Rúis»^», , (13)

2 AS = L ^ „ . í

De las dos últimas resulta
2 XR = —(ó./[-f- Ísn}^n‘

Consideremos además dei punto M, otro punto M', para el que 
•1^', y', z y '^n se hallan ligadas por las relaciones (12), tendremos 

MM'^ = (^ — y)* H- (y — y'Y -h (z — z')~ \

R„ R„
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que expresa ia distancia MM', á la cual se puede dar la forma

MM‘

Cuando se hallan infinitamente próximos dos puntos, la expre
sión del elemento lineal es

Establezcamos la relación de ortogonalidad en el sistema de 
coordenadas ,ri.

Cuando las coordenadas son funciones de 0 y 5,, ias curvas 
(?) y (Pi) serán perpendiculares, si es nulo el coeficiente de dz dz^, 
es decir, según (16), en la suma Ï dx\. Esta condición se traduce 
por la relación

Dadas dos superficies por las ecuaciones homogéneas

3-{^i, , ^s) = o, fU“n ..........   ^s) = 0, 
busquemos la condición para que se corten según ángulo recto. 
Escribiremos las relaciones

2Sn 2^
^!S

Sustituyendo en las ecuaciones homogéneas de las dos super- 

Hcies las 4:^ por las cantidades proporcionales , y haciendo, por 

brevedad,
S'úóó Sï-SÔ SiSÓ

S;r c^AT cijf iy ^2^2 
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se llega fácilmente (Darboux, obra citada, t. I, pág. 220) á las ex
presiones

Ï (17) 

ó introduciendo las cantidades .r., 

y expresando por V el ángulo según el cual se cortan las dos su
perficies,

\' ' _ L-

V \^^«/ V
253. Determinación de la esfera. La ecuación (14) per

mite escribir la ecuación de la esfera cuyo radio es / y el centro 
a,,..., «5, bajo la forma,

2Xa„4f„ -1- o- 1 v _ 0, (20) 
f'» t'a 

ecuación lineal con relación á las coordenadas .v^ y, reciprocamen
te, toda ecuación de la forma

5
Ï?«„.r„ = o (21)
i

representa una esfera ó un plano. Para obtener el centro y el radio, 
basta identificar las ecuaciones (20) y (21), obteniéndose

== 2 v — i^=i,,5)

y después de cálculos fáciles, se llega á

, {22}
2K„ mn 

fórmula que da á conocer las coordenadas pentaesféricas.
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Una esfera está completamente determinada, cuando se conocen 
las relaciones de las cinco cantidades que se llaman coordena
das komo^-eneas de /a esfera. Pero si entra en consideración el signo 
del radio, es necesario introducir otra coordenada, que expresa 
M. Darboux por

2Wí(i = j/¿ (24) 

con objeto de que la relación entre las seis coordenadas adopte la 
forma simétrica

(25) y\m\ = o; v además se tiene o =-^—(26)

Considerando dos esferas (S), (S'), cuyas coordenadas son jn^ 
y m'^, siendo d la distancia de sus centros, las fórmulas (’14) y 
{22) dan

5

— 2 Z m'n

l Km l Rn

Definiendo el ángulo V de las dos esferas por la relación 

d^ = =® + 0'® — 2 00' eos V, 

se llega, mediante las fórmulas (26) y (27) á

5 C

eos V = — - , - , 2 sen- — =  . 
m a 2--------------- n

Sin entrar en más detalles, expuestos en la obra de M, Darboux, 
consideraremos las ecuaciones de la línea recta

^2 — ry + p^ = o, r.r—pr + ÿ^ « 0, py — qx-\-r^ = 0, (28) 

cuyas seis coordenadas satisfacen á la relación idéntica

PPx + QQ, + rr, = o. (29)
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Referiremos enseguida esta relación cuadrática á la de la esfera, 
haciendo

p = m^ -J- i7n.¡, ÿ = Wg -J- imi,

P^ = Wi — Í!n.2, Çi = JH^i ---iWi,

r = tn. im^, } 
•30) 

r, = }»., — ima, )

ó lo que es igual,

(31}

y las fórmulas ('30) y (31) que conducen á la identidad
6

PPx + 99t -Yrr^=li.

hacen corresponder á una recta una esfera. Además, si se consi
deran dos esferas, cuyas coordenadas son m^ y m^ y dos rectas 
correspondientes, cuyas coordenadas son/, ç,---, f”, p\ 
resulta de la identidad precedente y de la forma lineal de las ecua
ciones de correspondencia, la identidad

(P —P") (pi —Zi) + Í? - ?') (í-. ~ ?'i)

+ ír — r'} (r, — r',) = Ï (mn — m'n P-

El segundo miembro se anula, cuando las dos esferas son tan
gentes, y solamente en este caso. El primer miembro se anula, 
cuando se cortan las dos rectas consideradas. Se ve pues, que la 
transformación definida por las fórmulas (30) y (31) hace corres
ponder á dos esferas tangentes dos rectas que se tortan, y zucez’ersa.

Por otra parte, vemos que, si se escriben las ecuaciones de la 
recta bajo la forma

.r = az p, y = èz g, (32) 

la condición para que se corten dos rectas, es

(a — «' ) (g — g'} — Íá — ó') {p — p'} = 0: 
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y si se hace

Æ = ,r.-hX ¿ = ¿r -h R, q = x^.yi, / = R — ^ (33) 

a' = x' + yi, é' — z' -{■ R', q' = x' — yi, p' = R — z', 

resulta (.r — y)^ + (jj/ —y')- + (s — z')- — (R — R')- = 0, 

fórmulas que hacen corresponder á dos rectas que se cortan dos 
esferas tangentes, j’’ reciprocamente.

La transformación de Lie hace corresfondei' ai conjunto de Zas 
rectas tangentes á una superficie (S) ei conjunto de ias esferas tan
gentes á otra superficie (S'). Á todas ias rectas tangentes en un 
punto M de (S) corresponden todas ias esferas tangentes en un punto 
M' de (S'). Cuando eipunto M describe una Unea asintótica de (S), ei 
punto M' describe una iinea de curvatura de (S'). Lor consiguiente, 
á toda superficie, cuyas iineas asintóticas se saie determinar, se puede 
hacei' corresponder por ia transformación de Lie otra superficie, cuyas 
iineas de curvatura se conocen y viceversa.

§ 2.® Líneas de curvatura en coordenadas tangenciales

254. Definición. Sea la ecuación homogénea

f (u, v, zv, f ) = o (1)

del plano tangente á una superficie. Las coordenadas del punto de 
contacto son

líU 2‘V . 'ÍIZÍI

^P '¿P

siendo los cosenos directores proporcionales ¿r, u, v, zv. La ecua
ción de las líneas de curvatura

du {ydz — wdy) -1- dz' tzvdx — udz} + dzv (udy vdx) = o
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se reduce á

— a---------------a —
"Í,/) dZV CW ójf

Ó bajo forma más simétrica, (3)

3Í

Esta ecuación conserva su forma, aunque la ecuación (i) no 
sea homogénea, siempre que se suponga «, w iguales á los cose
nos directores de la normal, ligados por la relación zf^ -)-?.'- + Œ'^— i, 
pues si hacemos homogénea esta ecuación, dividiendo «, v, w por 
h = Vz/í-p-yí _j_^2, q^g gg igual á j, bastará sustituir en (3), por 
y: 5«, y: az», y: 370 las cantidades

3/ 3/ u

Tiu 2/1 k' 32/ k ' 3w 3/z h'

lo que no cambia el valor del determinante.
255. Caso de DOS PARÁMETROS. Sean dos parámetros a y p. 

Las coordenadas del punto contacto del plano tangente satisfacen á 
las ecuaciones

«4: + z^y 4- ty^ -L /» = 0,
"bu
3a

Sz»

3a

3zc , 3/
— + —- = o,
3a 3a (0Z

, 3z'3«
3?

^^ _L. ^-^ 

3p
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Las coordenadas de un punto, situado en la normal á la distan
cia K de su pie, son

2 = " + T’

siendo w®.

Sustituyamos en las ecuaciones (i), y tendremos

uX + z^Y 4- wZ -|- p = '

í'® ?a tía 3a 3a’ ? (2)

fórmulas que definen el punto considerado de la normal.
Para hallar la ecuación diferencial de las líneas de curvatura, 

escribiremos que existe una mutación para la cual el punto, corres
pondiente á un valor convenientemente elegido de k, describe una 
curva tangente á la normal, es decir, para el que se tiene

dX_¿¿V dZ 

a V W (3)

introduciéndose db para la homogeneidad. Diferenciando las ecua
ciones (2), la primera dará

adX + vdV + icdZ 4- Xdu + Ydv + Zdw -}-dp = ld/i 4- kd\, 

à teniendo presente las (3) y las dos siguiéntes,

/i-dd = kdy^, dy^ = kdf), (4) 

la diferenciación de Ias dos últimas (2) conduce á

+ z,í^ + d^=).^ ^-\ 1
3a 3a 3a 3a t

’ (5)

3^1 3p 3.3 3? 3(3 1
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La eliminación de X, Y, Z entre (2) y (5) conduce á

256. Sistema empleado por Bonnet. Cuando se estudia la 
representación esférica, es natural buscar la definición geométrica 
de las curvas de la superficie que admite por representación esfé
rica las diferentes generatrices rectilíneas de la esfera. Sea una 
de estas generatrices, que cortan al círculo del infinito en un punto 
g. La curva correspondiente en la superficie será el lugar de los 
puntos de contacto de los planos tangentes paralelos á g, es decir, 
será la curva de contacto del cono, cuyo vértice es g, circunscrito 
á la superficie. Estas curvas de contacto de los conos circunscritos, 
cuyos vértices se encuentran en el infinito, tienen una propiedad 
importante, respecto á las líneas de curvatura. Desde luego pasan 
dos por cada punto M de la superficie. Porque si A y B son los 
puntos en que el plano tangente en M corta al círculo del infinito, 
los conos circunscritos, cuyos vértices son A y B, serán tangentes 
á la superficie según dos curvas que pasan por M.

Las conjugadas de estas dos curvas de contacto son las gene
ratrices de los dos conos, es decir, las dos rectas de longitud nula 
del plano tangente MA, MB. Pero estas dos rectas se hallan situa
das simétricamente con relación á dos tangentes perpendiculares 
cualesquiera y, en particular, respecto á las líneas de curvatura; y 
sucederá lo mismo á sus conjugadas, que son las tangentes alas 
dos curvas de contacto.
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Tendremos pues, el
Teorema. Las curvas de couiac¿o de ¿os conos c¿rc^ínscr¿fos■, 

cuyos vértices se /¿aiian en ei circuio dei if^nito, determinan en ia 
sti/er^cie un sistema de coordenadas ciírviHneas, ÿue admiten ^or 
imag-en esjérica ai sistema de generatrices rectiiineas de ia es/era. 
Las tang-entes á ias dos curvas coordenadas, que pasan por tm punto 
cuaiquiera de ia superficie, admiten po7- Bisectrices ias di? ecciones de 
ias iineas de curvatura.

Por consiguiente, la ecuación de las líneas de curvatura podrá 
i^ducirse á la forma simple

AdvP -|- Cd^'^ = o.

que no contiene término en í/a ¿/p.
Para verificar este resultado, consideremos los cosenos directo

res de la normal c, d, c" en el punto M de la superficie, que serán 
las coordenadas del punto jn en la representación esférica. Sus 
expresiones son

a—p a—P’ a—^'

La ecuación del plano tangente será

ex + c'y c" z = o,

ó más sencillamente

(l —^f,},vf-i (l +a3)_^q- (a — ^) s -^ 0, 

siendo u= i —a^, 2; = /(i -|-«,3), to = a -j- ^, p — c.

CÚ

(2)

La aplicación de las fórmulas (1, pág. 424) da

—P cé^p—t^^q - 2T=  C’ -t' + íj = — ^ 
a — ¡i a — p 

_ a/

siendo p y q las derivadas primeras de ç; y si expresamos por r, í, t 
las derivadas segundas, la ecuación de las líneas de curvatura se 
reducirá á

dpdo. — dqd^ = rdaé — td\d^ = 0; (3)
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y Ias formulas (2) y (5) de la pág. 425, dan

2R = (S + Vri) (« —Íi)+/ —?, j

X — zY —j + V/Ÿ, I
2Z=(a + p) (s-i-y/rí)—/^^, Í 
X-}-/Y = — 7.^ {'.í4-VrZ) -h^ + pÿ — ;, ' 

expresando X, Y, Z, R las coordenadas del centro y el radio de 
cuivatura.

En estas formulas se ha escrito 1/ - en vez de —-, de manera 
fí aiy.

.U / ^ ^^ 
que yrt se escribe en vez de í — = r ■^.

§ 3. ° Transformaciones

257. Inversiones. Si 0 es el polo de la inversión y / la po
tencia de la transformación, la esfera X de radio \/p Y centro 0 es 
el lugar de los puntos coincidentes con sus transformados.

Para obtener el inverso de un punto M, se trazará el diámetro 
OM de la esfera 2, que corta á ésta en dos puntos P y Q; y se lo
mará en este diámetro un punto M' tal, que sea

OM . 0M' =/ = ÓP* = ÜQ".

Es decir, que M' y M dividen armómcamente al diámetro PQ.
258. Transformación dr Hirst. Si en vez de una esfera 

se toma una cuádrica 2 cualquiera, y tomamos por 0 un punto fijo 
cualquiera; para construir la transformada de un punto M, se trazará 
OM, que cortará á 2 en dos puntos P y Q, y se tomará el punto M' 
conjugado armónico de M con relación al segmento PQ.

Basta efectuar una homografía en la que la traza de Y sobre el 
plano polar de 0 se reduzca ai círculo imaginario del infinito, para 
pasar á la inversión, pues por esta transformación, 2 se reduce á 
una esfera 2', cuyo centro 0' es el homólogo del punto 0.
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La transformación de Hirst comprende dos transformaciones 
particulares, diferentes de la inversión. Si en efecto, la cuádrica E 
es un cono ó un par de planos, la reducción á la inversión por 
homografía no es ya posible, porque I no es ya la transformada 
homográfica de una esfera. Pero en compensación, si L es un cono, 
se puede reducir 2, por una homografía, á ser un cono isótropo, 
y un par de planos isótropos, si '^ es un par de planos.

En los dos casos, la transformación de Hirst toma una forma 
métrica diferente de la inversión, también interesante. Si en la trans
formación de Hirst, L es un cono isótropo cuyo vértice es A, el 
punto M' transformado del M se halla sujeto á la doble condición:

i.’' Que M y M' estén alineados con un punto fijo 0. 2.^ Que 
el cono isótropo divida armónicamente al segmento MM', es decir, 
que las rectas AM y AM' sean conjugadas en este cono isótropo, ó 
rectangulares.

Podemos pues decir, que el punto M' transformado del M, se 
halla definido por esta doble condición: i.” Que M y M' están ali
neados con el punto 0. 2.® Que el segmento MM' se ve desde el 
punto A según un ángulo recto.

En el segundo caso de la degeneración de L en dos planos, es 
necesario sustituir .á la segunda condición, la siguiente: que los 
planos trazados por M y M' y por la recta, intersección de los 
dos planos, sean rectangulares.

259. Simetría con relación Á un plano. Supongamos que 
la esfera directriz L de una inversión se agranda indefinidamente, 
hasta convertirse en un plano

Para ver á qué se reduce la inversión, en este caso, considere
mos el punto M por transformar: el diámetro de la esfera que parte 
de M se convierte en la perpendicular bajada desde M al plano «■ 
Le los dos extremos P y Q de este diámetro, el uno P es el pie de 
esta perpendicular y el otro Q se halla en el infinito. Pero como el 
punto M', transformado del M, es el conjugado armónico de M, 
respecto al segmento PQ, será necesario, en este caso, por estar Q 
en el infinito, que P sea el punto medio de MM', por lo tanto, que
M sea el simétrico de M con relación al plano lí.
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Teorema. Si dos ^figuras F r F' son simeírioas con reiación á 
un piano r^, una inversión I cuaiquiera ias cambia en dos Jig'uras 'I», ’!>', 
qtie son inversas enére si con reiación á ia esfera ^, ¿ransfortnada dei 
piano 71 en ia inversión I.

En efecto, sean M y M' un punto de F y su simétrico, que 
forma parte de F'.

Toda esfera trazada por M y M' tiene su centro en el plano it, 
siendo por tanto ortogonal á este plano. Llamamos 5* y !*' á los in
versos de los puntos M y M' en la inversión I. Las esferas trazadas 
por M y M' tienen por inversas á las esferas trazadas por u. y ¡x'. 
Siendo las primeras ortogonales al plano tc, las segundas lo serán á 
la esfera Ï, inversa del plano k. Esto exige que el centro 0 de la 
esfera i^ se halle en el eje radical u-H-'' de todas estas esferas y que 
además, expresado R el radio de X, se tenga

OuL . Of' = R-.

260. Sistemas de esferas. Sea la ecuación de una esfera 
4;2 _py _J_ ^8 _ 2a4; — 2j3>' — 2yz -¡-28 — 0.

A las cantidades a, ¡3, y, 0 se las puede llamar coordenadas de 
una esfera eíi ei espacio. Una ecuación entre a, ¡3, y, 8 sujeta á la 
esfera á una condición.

El ejemplo más sencillo está dado por la ecuación de primer 
grado

Aa -i- B^ + By + D3 + E = 0.
Esta ecuación equivale á decir que:
La esfera a, ¡3, y, 0 es o7¿og'onai a una esferafija.
En efecto; tomemos una esfera a^, i3,„ yu, 8^. La condición de 

ortogonalidad de las dos esferas consideradas, se escribe así:
+ ^^ + ÏUÏ - 5 = o-

Si pues D no es nulo, ,se puede identificar esta ecuación con la 
ecuación lineal precedente, haciendo

noción desarrollada por Lie y Daboux.
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Si D = 0, se tiene solamente

Aa + Bfi + CY + E = o,

ecuación que expresa que el centro de la esfera a, ,3, y, ó está en 
un plano, y es por consiguiente ortogonal á éste. Así, cuando D =0, 
la esfera á la que son ortogonales todas las esferas (a, p, y, 5) se 
reduce á un plano.

Observemos que si «-„ + 3% -j- y^,, — 2o„ = o, ó lo que es lo 
mismo, si

A« + B- + C- ~ 2 ED = o,

la esfera tija se reduce á un punto, y todas las esferas (a, ?, y, 5) 
pasan por este punto.

La interpretación de las ecuaciones en a, ^, y, 0 es más compli
cada cuando el grado de estas ecuaciones es superior al primero. 
Diremos que las esferas cuyas coordenadas a, p, y, 5 verifican á 
una ecuación de grado w, E (a, ,3, y, S) = 0, forman un sistema 
de grado m.

§ 4. ° Propiedades de las superficies analagmáticas

261. Consideraciones preliminares. Conviene ante todo 
recordar algunas ideas expuestas por Transon y Laguerre,

Según Poncelet, todas lás circunferencias trazadas en un plano 
pasan por dos puntos fijos-imaginarios, situados en la recta del in
finito, á los que Laguerre llamó umáí¿¿cos íle¿//ano, I, J.

J?ecfa isoíro/a es toda recta que pasa por uno de los puntos I, J. 
El conjunto de estas rectas forma dos sistemas distintos, el uno 
compuesto de rectas paralelas entre sí, que pasan por I, el otro 
compuesto de rectas paralelas entre sí, que pasan por J.

Por cada punto de un plano pasan dos rectas isótropas de sis
tema diferente, cuyo conjunto forma una circunferencia de radio 
nulo. En un plano real, toda recta isótropa contiene un punto real 
y solo uno, en el que corta á la recta isótropa, que le es imagina
riamente conjugada.
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Si por un punto fijo, real ó imaginario, se trazan diversos pla
nos, cada uno de éstos contiene dos rectas isótropas, que pasan 
por el punto fijo.

Las rectas así obtenidas se hallan situadas en un mismo cono 
de segundo grado, que puede considerarse como una esfera de ra
dio nulo, cuyo centro es el punto fijo, el cono ¿sdíropo, formado por 
todas las rectas isótropas que pasan por dicho punto, y todos los 
conos-isótropos cortan al plano del infinito según una misma có
nica, común á todas las esferas trazadas en el espacio, la ufnói/icaí

Por una recta se pueden trazar dos planos tangentes á la umbi
lical, los planos isótropos. El par de estos planos isótropos que 
pasan por una recta dada, se halla cortado por un plano perpen
dicular á la recta según dos rectas isótropas. Por una recta isótropa 
solo puede pasar un plano isótropo, porque esta recta corta al plano 
del infinito en un punto de la umbilical.

Esto sentado, si consideramos un punto imaginario a del espa
cio y su conjugado a, por cada uno de ellos podremos concebir 
que pasa un cono isótropo, y estos dos conos se cortarán según 
una circunferencia real A, cuyo plano será perpendicular á la recta 
real que une á dichos dos puntos imaginarios conjugados a y a. El 
centro- de dicha circunferencia será el punto real 0, medio del seg
mento aíz'; y si la distancia Oa se representa por Rf, su radio ten
drá el valor real R.

Los dos puntos imaginarios a y a determinan completamente 
la circunferencia A, y reciprocamente, dado un círculo real A, por 
éste sólo puede hacerse pasar dos conos isótropos, cuyos vértices 
son los puntos a y a'. La posición de dicho círculo en el espacio 
determina pues, los dos puntos a y a'; y diremos que el círculo A 
determinado así, es el círculo represeníaílvo del par de puntos ima
ginarios a y a'. Dichos círculo y par de puntos pueden expresarse 
por las notaciones (A) y (¿i, y).

Consideremos en el espacio una curva geométrica cualquiera, 
real ó por lo menos, definida por ecuaciones reales, es decir, tal, 
que cuando pasa por un punto imaginario, pasa también por el 
imaginario conjugado.
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Dado un círculo real del espacio, este círculo representa un par 
de puntos imaginariamente conjugados. Y para que estos puntos 
pertenezcan á la curva dada, es necesario que este círculo satisfaga 
á ciertas condiciones determinadas por la naturaleza de la curva.

Laguerre aplica estas consideraciones generales (*) al estudio 
de las superficies analagmáticas de cuarto orden, que Moutard de
finió como superficies que tienen ia umdi¿¿ca¿ como línea doble, ó 
como envolventes de esferas cuyos centros recorren una superficie 
de segundo grado A que cortan ortogonalmente á una esfera fija S, 
esfera directriz de la superficie, cuyo centro es un polo principal 
de la analagmática engendrada.

Laguerre modificó esta definición de la manera siguiente: Se 
traza á la superficie de segundo grado A un plano tangente cual
quiera que corta á la esfera directriz S según un círculo; se pueden 
hacer pasar dos conos isó¿ro/os, cuyos vértices son evidentemente 
dos puntos recíprocos con relación á la esfera directriz. Estos dos 
puntos engendran la superficie analagmática, envolvente de las es
feras, cuyos centros se hallan en la superficie A y que cortan orto
gonalmente á la esfera directriz, cuando el plano tangente toma 
todas las posiciones posibles en la superficie A.

Y, habiendo Moutard.demostrado, que la superficie así definida, 
puede engendrarse de cinco maneras diferentes por medio de cinco 
superficies de segundo orden A, A,, A^, A3, A^ y de cinco esferas 
directrices correspondientes á estas superficies, teniendo la su
perficie analagmática cinco polos principales de transformación, 
Laguerre da el modo de hallarse relacionadas las superficies de se
gundo orden que pueden servir para la generación de una alagrná- 
tica dada y cómo se refieren geométricamente á las fosales de esta 
analagmática (**),  de manera que conocido uno de los cinco mo
dos de generación, se determinan inmediatamente los otros cuatro; 
como Sigue: Ciminseríiase una desarro¿¿aé/e á ¿a superjicie de se
gundo ordejí y á ¿a esfera corresfondieníe. Las etiatro Lúeas dod/es 
de esía desarroLaóL ^erteuecerán á ¿as cuatro superficies de seg'un-

(**) Sur quelques propiétés des surfaces anallag. (Soc. phil. 1868).
D ¿Íémoire sur l'emploi des imaginaires, etc. (Noiiv. Ann. 1872)

29
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do orden, /lomofocaies á la /rimera, ^ue serán las su/e/^cles de los 
oíros cnairo modos de ¿'eneradon (*).

(*) Sur quelques propiétés des surfaces anaUagmaliques (Soc. pliil. 1868).

Oóservado'n. No deja de tener interés para seguir esta teoría 
resumir las ideas fundamentales expuestas por Moutard en su Nole 
sur la transformaíion /ar rayons vecieurs re'cl/ro^ues (Nouv. ann. de 
Math. 1864, pág. 30Ô), y en su trabajo Sur les surfaces anaHag'- 
maílgues, publicado también en la pág. 536-539.

«La transformación de una superficie por radios vectores recí
procos da en general una transformada de grado doble, quedando 
tan solo exceptuada esta regla cuando la superficie propuesta con
tiene el circulo del Infmío ó el polo de transformación. Sea i.° m el 
grado de una superficie. 2.° p el grado de multiplicidad del polo, es 
decir, el número de puntos de intersección de la superficie con una 
transversal cualquiera, trazada desde este polo, que se hallan con
fundidos en este punto (^=0 para un polo exterior). 3.° g el grado 
de multiplicidad del círculo del infinito, es decir, el número de hojas 
de la superficie que lo contienen. 4.® m', /', f números análogos á 
los precedentes, relativos á la superficie transformada por radios 
vectores recíprocos.

Estos seis números se hallan ligados por las tres relaciones

m = 2m —/ — 2q, /' =^ m — 2q, q' = m — / — q 

y sus equivalentes

m == 2m' — /’ — 2q', / = m' — 2q', q =z m' — /' -y q'.

Cuando / -{- 2q = m, la transformación no altera ni el grado 
de la superficie, ni el grado de multiplicidad del polo, ni el grado de 
multiplicidad del círculo del infinito.»

Propone Moutard enseguida llamar superficies anala^mátlcas á 
las que gozan de la propiedad de transformarse en sí mismas, por 
una elección conveniente del polo y del parámetro de transforma
ción, llamando polo principal al polo para el que se realiza esta 
condición, esfera principal á la esfera cuyo centro es un polo prin- 
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cipal y cuyo radio es la raíz cuadrada del parámetro correspon
diente de transformación.

•Observando además que toda superficie analagmática puede 
definirse como el lugar de las intersecciones sucesivas de una es
fera, sujeta á cortar ortogonalmente á la esfera principal, cuyo 
centro describe una superficie directriz fija; y cuando la superficie 
directriz admite generatrices rectilíneas, la propuesta admite gene
ratrices circulares; cuando aquélla es desarrollable, uno de los 
sistemas de líneas de curvatura de la propuesta consiste en cir
cunferencias.»

«Además, las superficies de tercer orden, que contienen el 
círculo del infinito, y las de cuarto orden, que contienen á este 
círculo como linea doble, son en general analagmáticas con rela
ción á cinco polos diferentes, enti’e los que son reales tres, por lo 
menos. Las cinco esferas principales se cortan ortogonalmente, dos 
á dos, resultando que la recta de unión de dos de los polos es per
pendicular al plano de los otros tres, ó que, cada uno de los te
traedros, cuyos vértices son cuatro polos principales, tienen sus 
alturas concurrentes en un punto, que es el quinto polo principal. 
Y si se toma por polo de transformación la intersección de Ias al
turas, de una de las caras de estos tetraedros, con un parámetro 
conveniente de transformación, la transformada es simétrica de la 
propuesta con relación á la cara del tetraedro. Llamando á dicho 
punto /0^0 secundario, se ve que existen, en general, diez polos se
cundarios -para las analagmáticas de tercero y cuarto orden. En 
las de! tercero, los cinco polos principales y los diez polos secun
darios se hallan en la superficie.»

Citaremos entre las conclusiones expuestas en las notas de 
Moutard que, siendo una Unea focal de la superficie analagmática, 
la intersección de cada superficie direcíriz con la esfera principal 
correspondiente, cuando dos superficies analagmáticas tienen una 
línea focal común, tienen los mismos cinco polos principales y las 
mismas cinco líneas focales, que son homofocales. Dos superficies 
analagmáticas de cuarto orden se cortan según ángulo recto; su lí
nea de intersección es una línea de curvatura en cada una de ellas.

MCD 2022-L5



436 LIBRO 4?—CAPÍTULO II

Por todo punto del espacio es posible trazar tres superficies 
analagmáticas de cuarto orden que tengan una línea focal dada. 
Para obtener sus directrices, basta construir las tres superficies de 
segundo orden que contienen la línea focal, siendo tangentes ai 
plano, lugar de los puntos de igual potencia respecto á la esfera 
principal y al punto dado.»

Entre las cinco superficies directrices homofocales de una su
perficie analagmática dada de cuarto orden, existe un hiperboloide 
de una hoja, y pueden existir tres.»

También es oportuno recordar el trabajo de M. Darboux, in
serto en el mismo tomo de Nouv. ann. (págs. 156-165), S^r les 
sec¿¿o/is du ¿ore, donde considera la superficie recíproca de un 
cono que comprende como casos particulares el toro y la cíclida.

Citaremos solamente los siguientes resultados:
Cuando se transforma el toro por radios vectores recíprocos, 

tomando el polo de transformación en el interior de la superficie, 
existen dos esferas inscritas, que pasan por el polo y que se trans
forman en planos. La cíclida podrá considerarse como la envolven
te de las esferas tangentes á dos planos y á una tercera esfera. Pero 
los dos planos tangentes á las esferas inscritas, que pasan por el 
polo, cortan al toro según dos curvas que tienen un foco en el polo 
de transformación. Así pues, las recíprocas de estas curvas serán 
óvalos de Descartes; luego

Cuando la cíclida pueda considerarse como la envolvente de 
las esferas tangentes á una esfera y á dos planos, se tendrán dos 
secciones planas paralelas á estos dos planos que darán los óvalos 
de Descartes.»

262. Definiciones. Sea una superficie que tiene las propie
dades de ser su inversa con relación á una esfera cuyo centro 
es 0 y el radio ÿp. Si se toma un punto M en la superficie, el radio 
vector OM debe cortaría en un punto M' tal, que

OM.OM' = o.

El lugar de M y el de M' son dos hojas de superficie, inversas 
entre sí. Los planos tangentes en M y M' á la superficie deberán 
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formar ángulos iguales con el radio vector OMM'. Pero se puede 
dar á este teorema un enunciado más preciso y útil.

Tracemos por M la esfera Q, tangente á la superficie, y que ade
más sea ortogonal á la esfera L. Esta esfera Ü va á conservarse en 
la inversión que admite á S como esfera directriz. Pasará pues por 
el punto M', y puesto que es tangente en M á una hoja de la su
perficie A, debe ser tangente en M' á la hoja inversa. Resulta pues el

Teorema. Sf M _y M' son dos pimíos corres/ondientes de dos 
hojas inversas de ¿a sn/ferjicie A, existe una misma esfera Q, tangen
tes á ia ves en M y en M' á estas Aojas. Además Q es orto^onai á la 
esjera direetris Y.

263. Casos. Distinguiremos dos casos, según que la esfera Q 
dependa de dos ó de un parámetro.

En el primer caso, la superficie será la envolvente de una fami
lia de esferas dependientes de dos parámetros y sujetas á perma
necer ortogonales á una esfera Ï.

En el segundo caso, la superficie será una envolvente de esfe
ras dependiente de un solo parámetro y ortogonales á la esfera E.

Estos dos casos son esencialmente distintos, pues en el segundo, 
las superficies son tangentes á sus esferas envolventes á lo largo 
de una circunferencia, lo que atribuye á estas superficies una fami
lia de líneas de curvatura circulares.

Examinemos el primer caso. Las esferas ÍÍ están sujetas á sel- 
ortogonales á una esfera fija - y, en segundo lugar, á formar parte 
de un sistema F (a, P, y, o) = o, puesto que estas esferas dependen 
tan solo de dos parámetros. Si E es una verdadera esfera, no dege
nerada en un plano, y siendo

+ Po P + fo Y — — % = 0

la condición de oilogonalidad, se podrá obtener 3 por medio de esta 
ecuación, y F = o se reducirá á <I> (a, P, y) = o.

Se puede pues, en este caso, definir las esferas Q diciendo, que 
son esferas sujetas á tener su centro en cierta superficie D y á 
permanecer ortogonales á una esfera fija E. La superficie D se llama 
deferente y la esfera 2, espera directriz.
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Este modo de generación no tiene significado, si la esfera S se 
reduce á un plano. Este plano es entonces el lugar del centro. La 
condición de ortogonalidad tiene la forma

Aa + B^ ^- Cy + E = 0,

y de la ecuación F (a, p, y, §) = o no puede desaparecer o. La no
ción de sistema tiene la ventaja de aplicarse á todos los casos.

Teorema recíproco. Las esferas de dos parámetros, (^ue perma
necen ortogonales á nna esfera fifa E, ejivaelven á una superficie 
analagmát'ca.

Sean una esfera Q y dos esferas próximas 0' y Q". Estas tres 
esferas se cortan en dos puntos M, M’, y como o, centro de Úi, tiene 
la misma potencia p en estas tres esferas, es necesario que o esté 
en el eje radical MM'. Además, se tiene

OM , 0M' = p.

Pero M y M' son los dos puntos en que la esfera Q es tangente 
á su envolvente A. Se ve, por esta relación, que las dos hojas de 
esta envolvente son inversas entre sí con respecto á la esfera L.

El teorema queda demostrado. Pero se observará que sí I es el 
centro de la esfera Q é T, I" los de las esferas próximas Q' y Ú", las 
mutaciones H', II" se verifican en el plano tangente en I á la super
ficie deferente, lugar de este centro I. Llamemos it á este plano 
tangente, que por ser el plano de los centros de las tres esferas 
Q, Q', 0", es normal á la cuerda común MM' en su medio P. Así, el 
plano trazado por el medio P de MM’ normalmente á esta recta MM', 
es tangente en el punto I á la superficie deferente.

Sean («o, ^o, yo, 5^) las coordenadas de la esfera S, cuya ecua
ción será

— 2ao/— 2 3,_;' — 2yo2 + 2So= o;

y sean .r, 7, e las coordenadas del punto M, 4;', y, z' las del M. 
Hagamos, por brevedad,

p = R% = a% + p% + y% — 2^0.

Se ve que Rj es el radio de la esfera S y p la potencia de inversión.
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Puesto que los puntos (.r, ^, ^r), (y, j', 2'), (*«, Po Yo) están en 
línea recta, tenemos

—«o y — Po _ 1' (^' — «0)* + (/ — Po)“ + {z' — gp)^ 
——Po /(.r — «,)« + (^ — PJ^ + (g — g,)^

— «o)' -I- (J' - PoZ + («-To)’’

La ecuación del plano trazado por el punto

\ 2 ’ 2 ’ 2 /’

normalmente á MM', es

p.) (y

+ (^ — Yo) Ç^ 2’ ) = °’

ó bien, (.r — ao) X + (7 — Po) Y + (^ — Po) 2

— 1 [(^ + ^) (^ - “») + (Z +/) (J “ Po) +] = o

El término independiente se reduce á

4~y + Z' — P.'o í^o

Además, de la fórmula (i) resulta

(«* — Ko) (.r — Ko) + (7' - Po) (j — Po) + («' — Yo) (^ “ Yo) = /) 

lo que conduce á la expresión siguiente del plano normal en P, 

(4r - «.) x + 0— p.) Y + (í -Y.) z- 1 (2’ +/+»«-25.) = O.

Y si se da la ecuación tangencial de la supei-ficie deferente 
*{?» ■»). C. f) = 0, que expresa que el plano $4? 4- 77 -r ^g + t/ = o 
es tangente á la superficie; puesto que este plano debe ser tangente 
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en I á la superficie, deberemos tener

<1» I-r — «0, — Po, 2 - ^0.----------- - -------- = o,
V 2/

relación á que deben satisfacer Ias coordenadas (.r, ^, 2) de todo 
punto M de la superficie' analagmática. Así: Dada ¿a ecuación ¿an- 
¿"enciai de ia su/íer^cie de/erenfe, se/uede escribir., sin nin^'ún cdieido, 
ia ecuación de ia su/>er_^cie anaiag‘má¿ica.

Otra definición. Sea Ü una de las esferas envueltas, I su 
centro, tí el plano tangente en I á la deferente y 0MM' la perpen
dicular á este plano tangente, trazada por el centro de la esfera di
rectriz. Los puntos de contacto de la esfera Q con la analagmática 
envolvente A son los puntos M y M' en que esta perpendicular en
cuentra á Q. El plano íc corta á la esfera L según una circunfei-en- 
cia K, cuyos eje y centro son OMM', y P, medio de MM'. Las dos 
esferas cuyos centros son M y M', que pasan por la circunferencia 
K, tienen igual radio, y este es nulo.

En efecto, siendo X este radio, puesto que el plano - del círculo 
K se halla á una distancia OP del centro de la esfera Ï; represen
tando por / el cuadrado del radio de esta esfera y por o el radio 
del círculo K, se tiene

8= p3 _j_ Qp2. y se tendrá también X^ = PM^ + p^, 

puesto que el círculo K resulta de la sección de la esfera cuyo cen
tro es M, y el radio X, por un plano trazado á la distancia MP de 
su centro Resulta pues,

p~~-k^ = OP^ — PM* = (OP + PM) (OP — PM^ = OM. 0M' =;>;

luego M = o.
Los puntos M, M' son pues centros de dos esferas de radio 

nulo, que se pueden trazar por la circunferencia K, traza de la es
fera ¿ sobre el plano k, tangente á la superficie deferente. Así pues, 
tendremos el

Teorema. Si se hace rodar un piano v: soáre una superficie D 
j' se ioma ia circunferencia K, traza dei piano z soóre una esfera
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Jï/a s, 6’/ ¿ti^'ar de /os eeníjvs M, M' de /as esfejas de radio nu/o ^ue 
pasan pfor e/ e/i cu/o K constituye /as dos ZioJas de /a su/er^cie ana- 
iag'mdtica, çue admite á D /or su/er_ficie deferente y d }/ for esfe7'a 
directrix.

264. Generalidades sobre las superficies analagmáticas. 
Siendo ias superficies analagmáticas superficies envolventes de 
una esfera variable que permanece ortogonal á una esfera fija (S), 
cuyo centro describe la deferente (B), si M es un punto de la defe
rente y (P) el plano tangente en este punto, la esfera cuyo centro 
es M, ortogonal á (S), será tangente á su envolvente en dos puntos 
m y m' colocados simétricamente con relación al plano P, y la recta 
mm' pasa por él centro 0 de (S).

En efecto, todas las esferas doblemente tangentes cuyos centros 
están próximos al punto M, podrán considerarse como que tienen 
sus centros en el piano tangente (P), y cortándose en los dos pun
tos buscados ni y m'. El eje radical mm' de todas estas esferas que 
cortan según ángulo recto á la esfera directriz (Sj, pasa pues por 
el punto 0.

Por consiguiente: Los puntos de contacto my m' de cada esfera 
cuyo centro es M, doó/emente tangente á /a ana/a^ática, se /la/ian en 
/a /er/endicu/ar ¿ajada desde e/ centro 0 de /a esfera directos a/ 
piano tangente á /a deferente de/funto M, siendo

Om . Om' = R-,

fórmu/a en /a c/ue R es e/ radio de /a esfera directr/s.
Pudiéndose considerar una analagmática como el lugar de los 

centros de las esferas de radio nulo, que pasan por la intersección 
de la esfera directriz y de los planos tangentes á la deferente, los 
puntos my m' serán reales tan solo, cuando el plano (P), tangente 
en M, encuentre á la esfera directriz; luego si se circunscribe á la 
deferente B y á la esfera (S) una desarrollable, la curva de ccntacto 
de esta desarrollable y de la deferente dividirá á ésta en regiones, 
para cada una de las cuales el plano tangente cortará siempre ó no 
cortará nunca á la esfera directriz.

Las regiones de (B), para las que el plano tangente no corta á
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Ia esfera (S) dan, ellas tan solo, puntos reales de la analagmática, 
originando una hoja de igual conexión que la región de que se de
rive. No obstante, para que esta conclusión sea exacta, es necesario 
considerar la región de (B), de la que se deriva la hoja de la analag
mática, como formada por dos hojas distintas, que se reúnen mu
tuamente en el contorno de esta región.

Sea p. un punto al que se hacen corresponder los dos puntos 
m y m', centros de las esferas de radio nulo que pasan por la inter
sección de (S) y del plano polar de p. [con relación á (S)].

Los puntos ;« y m' serán reales solamente cuando p. sea interior 
á la esfera (S); m, m' y p. estarán en linea recta con el centro 0 
de (S), y se tendrá

2R-
= 0m.-\-0m' = .

Si el radio de la esfera (S),que tiene su centro real, es ié^— 1, los 
puntos m y m' siempre reales, se hallarán á uno y otro lado de 0, 
y se tendrá;

— 2
Om. Om' = — Om -j- Om' = —-—,

En este modo de transformación, á una superficie (B'), lugar 
del punto p., corresponde una superficie analagmática (S), cuya 
esfera directriz es (S) y cuya deferente es la polar (B) de B' con 
relación á (S).

Para obtener las fórmulas que definen esta transformación, to
memos por origen de coordenadas el centro 0 de la esfera directriz, 
cuyo radio es R, y sean 4r, ^, g las coordenadas del punto m; las 
del punto m' serán

RÎ4; R’j R^2í

El plano polar del punto p- debe ser el lugar de los puntos 
equidistantes de m y m’.

Expresando esta propiedad, la ecuación de dicho plano será

2X,r 4- 2\y + 2Z2 = R^ -h 4?® + / +
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Si pues -r, ^, z son las coordenadas del punto p., las fórmulas 
que definen la transformación serán

, aR^^r
F + y + 2^ + R:! • (0

§ 5. ° Curvas cíclicas

265. Definiciones. Las curvas cíclicas resultan de la inter
sección de una esfera con una superficie de segundo grado; y 
puesto que, por la intersección de dos cuádricas pasan generalmen
te cuati-o conos de segundo grado, cuyas generatrices son las 
cuerdas de la curva, debe concluirse que una cíclica, en general, es 
analagmática de cuatro maneras diferentes.

Una cíclica A, trazada en una esfera fija Q de centro I, resultará 
de la intersección de esta esfera con cuatro conos H,, H^, Hg, H^ 
de segundo grado, cuyos vértices o,, Oj, 03, o^ forman un tetraedro, 
conjugado con relación á la esfera Q. Los planos T,, Tg, T., T^ 
polares de 0,, 0^ 03, o^, con relación á la esfera, estarán en los pla
nos Oj, O3, O4, O3 O4 Op 0^ o, 0^, Oj 0-2 Og, que cortan á Q según cua
tro círculos 01, 02, 03, 0^, cada uno de los cuales será director rela
tivo á una de las cuatro inversiones, que conservan el círculo A. 
Existen pues, cuatro familias de círculos en la esfera Q, bitangentes 
á la curva A, y los círculos 1^ de una misma familia serán ortogo
nales á uno de los círculos 0/. (*)

Los centros esféricos N¿, N'¿ de los círculos r¿, bitangentes á A 
y ortogonales á 0¿, describen una curva, que es la traza sobre la 
esfera Ú del cono H\-, suplementario del cono H¿.

El estudio de estas curvas se hace en la obra citada de M. Dar- 
boux y en la de M. Koenigs, considerando éste sus diferentes tipos.

Ci Koenigs. Leçons de l'Agrégation classigtte de Mathématiques, (pág. 131).
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266. Generación de las cíclicas. Podemos considerar, se
gún la exposición de M. Darboux (*) los cuatro conos (D), (DJ, 
(D^), (D3) que contienen á la curva, expresando por ai, a¿, a,, 
sus vértices respectivos.

Sí se trazan todos los planos tangentes, ai cono (D) por ejemplo, 
estos pianos tangentes cortan á la esfera según círculos, cuya en
volvente es la curva que estudiamos. Todos estos círculos cortan 
según ángulo recto á un círculo fijo de la esfera, ¿"Z círeu/o de con- 
facía det cono circunscrito á la esfera, cuyo vértice es el punto a. 
Luego la cíclica puede considerarse como la envolvente de los 
círculos esféricos ortogonales á un círculo fijo. Y para determinar 
este sistema de círculos, bastará hallar el lugar de sus polos ó cen
tros esféricos. Pero estos polos esféricos están en la intersección de 
la esfera y de las perpendiculares bajadas desde el centro de la es
fera sobre los planos tangentes. Se hallan pues, en la intersección 
de la esfera y del cono suplementario del cono (D), trazado por el 
centro 0 de la esfera. El lugar de los polos de estos círculos es 
pues una cónica esférica (K). Expresaremos igualmente por (K,), 
(K2), (Kg) las otras tres cónicas correspondientes á los conos (Di), 
{D2), (Dg) y tendremos que:

Una cící¿ca ^nede considerarse de cuaíro maneras diferentes como 
envoive/iíe de tos círculos ortogonales á un círculo esférico, cuyos po
los se kalian en tina cónica esférica.»

Las cíclicas tienen la importante propiedad de permanecer in
variables, bajo ciertas condiciones. Si, en efecto, se toma por polo 
de la transformación el vértice de uno de los cuatro conos, a por 
ejemplo, y por módulo de la transformación la tangente trazada 
desde este punto á la esfera, el cono y la esfera no cambian, y por 
consiguiente, su curva de intersección permanecerá invariable. Las 
cíclicas son, pues, en la esfera, curvas análogas á las llamadas aí^á- 
LAGMÁTicAs for Moutard, que tienen la frofiedad de transformarse 
en si mismas, cuando se emplea una transfoi mación por radios vec
tores recíprocos, ele^-ida convenientemente.»

{*) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, p- 30.
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M. Darboux clasifica las cíclicas, según que el cono sea doble 
ó simplemente tangente á la esfera y según la naturaleza de los 
puntos de intersección de la curva ó del cono con el círculo del in
finito. Kn el plano se tiene:

i? Las recíprocas ó podares de co'nícas.
2? Los ó-oa/os de Descartes, que tienen dos puntos de retroceso 

en el infinito.
3. La cíc/zda de tercer £7'ado ó cúfica circuíar.
4° La cícLda ¿'ezzerat.
Á estas agrega luego otras divisiones y nos bastará añadir que 

M. Koenigs, hace un detenido estudio de los diferentes tipos.
267. hocos y FOCALES. Un foco de una curva ó superficie 

en el espacio es un punto, centro de una esfera de radio nulo bi- 
tangente á la curva ó á la superficie. Focal es la curva correspon
diente á los puntos que satisfacen á esta definición. Si este lugar 
se descompone en varias curvas, cada una de ellas recibe el nom
bre de focal.

Consideremos un foco F de una superficie. El cono isótropo 
(esfera de radio nulo) cuyo centro es F, es tangente en dos puntos 
M y M' á la superficie. Sean k y z' los planos tangentes al cono 
isótropo, á lo largo de las generatrices FM_y FM\ y sean I é É los 
puntos del infinito de estas generatrices. Los planos y rJ son tan
gentes respectivamente en I y en I' al círculo del infinito.

Supongamos ahora que el punto F describa la focal que lo 
contiene, los planos ’t y rodarán en el círculo del infinito y en la 
superficie, engendrando dos hojas de la desarrollable circunscrita á 
ia vez á la superficie y al círculo del infinito. Las rectas IM é TM 
se. hallan en las generatrices de contacto de estas hojas con los 
planos - y k'. Puesto que estas rectas se cortan en el punto F, se 
ve que la focal, lugar de este punto, será una curva de intersección 
de las dos hojas de la desarrollable considerada. Será pues, una 
czirva doéíe de ¿a desarroLaéte circunscrita á la vez a¿ cirezzio dd 
if^^nito (desarrollable isótropa) y á ia sziperjicze.

■^-'^■^ focaies de zizza cur-va d de zzzza sziper_ficie son ias ezervas dodies 
de ia desarroHadie isótropa circzmscrita á ias mismas.
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Se llama focal sing^ilar de una superficie, á la desarrollable cir
cunscrita á la superficie, según el círculo del infinito.

268. Focos Y FOCALES DE LAS CÍCLICAS. Consideremos una 
cíclica esférica. Sea (D¿, 0¿) un modo de generación y 1^ los círcu
los envueltos correspondientes. Una esfera de radio nulo, bitangente 
á la cíclica, corta á la esfera Q que la contiene, según un círculo 
bitangente, cuyo plano es necesariamente tangente á uno de los 
conos H|, Ho, Hg, H^.

Las focales son el lugar de los wrlices de las esfej'as de radio 
nulo trazadas for todos los círc74los Fj. liste lugar es una cíclica, 
intersección del cono H'/, (’concéntrico con Í2 y suplementario de Hi) 
con la esfera S/, concéntrica con Hi, que corta á Q según ángulo 
recto, á lo largo de ©i. Llamemos <I»i á esta cíclica. Puesto que hay 
cuatro conos H'j y cuatro esferas Si, tendremos cuatro cíclicas í>{, 
focales de la propuesta ^o.

Las cinco cíclicas <l>o, ❖,, «h^, <1*3, ‘h^ forman una configuración 
notable; son focales las unas de las otras.

Las cinco esferas que las contienen son ortogonales, dos á dos. 
269. Transformación por radios vectores en las cíclicas. 

Indicaremos tan solo, que si se toma el polo en uno de los focos de 
la cíclica, expresando por r la distancia á este foco y por r', y r" 
las distancias á los otros dos focos, situados en el mismo círculo 
director que el primero, la ecuación cíclica,

ar 4-- àr' -j- cr" = 0,
se transformará en una ecuación de la forma aR 4- (5R' = C.

De manera que; Toda cíclica se transforma en los ovalos de 
Descartes, cuando se coloca elfolo de transformación en uno de los 
focos situados en la esfera que contiene á la cíclica.

En particular, si el polo de transformación es uno de los puntos 
de intersección de tres esferas que contienen las focales, la trans
formada será una cónica esférica. Así:

Toda cíclica ftiede considerarse como la transformada for radios 
vectores recífrocos de una cónica esfe'rica.

Añadiremos que: Las cíclicas homofocales se cortan según án' 
guío recto.
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270. Puntos asociados en el plano. En coordenadas rec
tangulares, la distancia de un punto (_y, -r) á un punto fijo del plano 
se expresa por la fórmula

0’ = Gr — aja + (/— ^)^

ó 8’=(,r-}.j/—íj — ¿/) (4;—yi—a-Y bi}.

Sustituyamos á las cantidades -r, j^ las coordenadas u, v, defini
das por las fórmulas « = ,r + y¿, v = x

Y si se hace a = a + b¿, '¿!> = a — b¿, 

se obtendrá 0-= (u — a) (v — P).

Esto sentado, sean dos puntos P, Q, y tracemos por éstos rectas 
á los puntos circulares del infinito.

Estas rectas se encuentran en dos nuevos puntos P', Q', que se 
llaman asociados de los primeros. A' su vez P y Q son asociados 
rfe P' y Q'.

Se puede decir que dos pares de puntos asociados son dos 
pares de vértices opuestos de un cuadrilátero, cuyos otros dos vér
tices opuestos son los puntos circulares I, J. Sean

u = cí, v ~ u = cí', v = ^' 

las coordenadas respectivas de P y Q.
Las de los puntos asociados P' y Q' serán por ejemplo:

u = a, -v = p'; « = a', v = p.

Y con respecto á un punto M del plano, tendremos

MP^= (a — a) —p), MQ5=(7í — a) (2^ — p'),

MP'^= (w ~ a) (v —p'). MQ'^= (w — a') (v — P),

de donde MP . MQ = MP'.MQ', 

luego: Ei producto de ias distancias de un />unío cuaiguiera dei 
piano á dos /untos Jijos es i¿'uai ai /roducto de ias distancias dei 
»iismo /unto á ios dos /untos asociados.
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Sea ahora ^ el ángulo que 
tendremos

forma PM con el eje de las x;

.T — £2 = MP eos w, jí^ — ¿ = MPsenw;

luego 2¿ — a = MP. í“h í» — P = MP. ^“^h

u — a = ^2ü)i,

El ángulo PMQ, según el que se ve el segmento PQ, es igual á 
la diferencia de los ángulos w y w' que forman MP y MQ con el 
eje de las .r, luego:

u — a il—a
^2»(PMQl _ ^2i(W (zz — a) (v—-^O / MPV 

(zz — a') (v —p) IM^/

y, extrayendo la raíz cuadrada,

MP\ . MP^*{PMQ) ' y z,í(P'MQ') _ ------  .
MQ' ,

luego: La re¿ae¿óa de ¿as distandas de tm punió M dei piano á dos 
puntos es i^íai á e’^, e.vpresando V ei áng'uio seg^ín ei ^ue se ve desde 
dicho punto ei segmento formado por ios puntos asociados,

271. Puntos asociados en la esfera. Las propiedades de 
los puntos asociados tienen sus análogas en la geometría esférica.

Si transformamos una figura plana por radios vectores recípro
cos, al plano corresponde una esfera. Á las rectas del plano que 
pasan por I, corresponden las generatrices de un mismo sistema de 
la esfera. Á las rectas que pasan por J corresponden las generatri
ces del segundo sistema. Se ve pues, que toda generatriz de la es
fera tiene un punto real, y que las generatrices de un sistema son 
imaginarias conjugadas de las del otro. Luego, á un cuadrilátero 
del plano, cuyos vértices opuestos son los puntos I, J, corresponde 
en la esfera un cuadrilátero rectilíneo formado por dos generatrices 
de cada sistema, resultando la construcción de los puntos P' y Q' 
asociados de P y Q.

Por P y Q se trazarán las dos generatrices rectilíneas de la es
fera que pasan por estos puntos. Estas dos generatrices se cortan 
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en dos puntos P' y Q', que se llamarán los asociados de los prime
ros. La recta P Q es la polar de PQ; y por consiguiente, si uno 
de los pares PQ, P' Q' es real, el otro será imaginario.

Siendo igual á la unidad MP MPen el plano la relación j^^, '^^^, de las

distancias de un punto M á los cuatro puntos P, Q, P’, Q', será cons
tante en la e.sfera, y se tendrá

MP . MQ _ MP'.MQ'
PQ*

luego: En ¿a esfera, existe una reiación consianie entre ei producto 
de ias distancias de un plinto cuaii^uieí'a M á dos puntos pijos P, Q 
y eiproducto de ias distancias de un mismo punto á ios puntos aso
ciados P' y Q',

§ 6. ° Superficies cíclidas

272. Definición. Las superficies, envolventes de las esferas 
de un sistema de segundo grado, ortogonales á una esfera fija se 
han llamado ciciidas por M. Darboux. En las cíclidas, la deferente 
es una curva ó una superficie de segundo grado.

273. Propiedades generales de las cíclidas. Sea la superficie

Cr’ +/ + ^7 + 2«, (4-‘ +y + 2^) + U, = 0, (I) 

en la que Wi y u^ representan polinomios de primero y de segundo 
grado, respectivamente. Esta ecuación contiene 13 constantes, y 
representa la cíclida más general de cuarto orden. Se puede escri
bir bajo la forma

+ + (2)

expresando U2 un polinomio de segundo grado.
Puesto que las cíclidas tienen por línea doble al círculo del infi

nito, toda esfera las cortará según una curva de cuarto orden, 
situada en una superficie de segundo, pues si buscamos la inter

act
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sección de la cíclida con la esfera, cuya ecuación es

la ecuación de la cíclida puede sustituirse por la siguiente

v^^ -|- 2«, zí, -)- U3 = o,

que representa una cuádrica, cuya intersección con la esfera será 
la curva buscada.

Si escribimos la ecuación (2) bajo la forma

(.r^ +/ 4- s- + «1 + X)’ = U3 + 2X (w, 4- 4r« -py +'¿r’) + X®,

las superficies (V), representadas por la ecuación

U3 + 2X («, + ^’ +y + ^^) + X-^ = V = o,

en la que X es arbitraria, serán tangentes á la cíclida en todos los 
puntos de una curva situada en la esfera

x’ +y + s^ + w, + X = o.

Si consideramos la ecuación (2), observaremos que, haciendo 
cambiar de dirección los ejes, de manera que los nuevos ejes sean 
paralelos á los ejes de simetría de la cuádrica Uj, se podrá hacer que 
desaparezcan los términos rectangulares en U^; después se podrá, 
por una traslación paralela, suprimir el polinomio «^ y reduciremos 
la cíclida á la forma

K = (y +y + ¿r®)® q. 4A-r- + 4A'y + 4A" 2®

+ 8C;r + 8C'> + 8C" e + 4D = 0.

Cortemos la superficie por la esfera (T), cuyas ecuaciones son

T = y+y + £f’ — 2P —o, p =

La curva de intersección estará expresada por

P'^+ A.r^ + A'y + A"^“ + 2C;r + 2Cy + 2C".? + D — 0

y 2P = o.

Las condiciones para que la esfera corte á la cíclida según dos
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círculos, se expresa por

A—A ' X—A'
C"^

1 A-/ + ^ ^' — L — 0 (2)

X-A + X-A' X—A" (3)

0^ = --- X------
À

Ca C'p C"y
— A X- -A' X —A" (4)

La primera de estas ecuaciones determina cinco valores para À. 
Por lo tanto, las esferas doblemente tangentes á la superficie se di
viden en cinco series distintas.

Concluiremos, sin entrar en detalles, que: -
Una cicada de etiarfú orden /uede, en g'enera/, considerarse de 

cinco maneras disiinías como envoivente de una serie de es/e7'as que 
corían, según ánguios recios d una es/era Jija, cuyos ceniros descri
ben una cuádricajifa. (*)

(*) Darboux, obra citada, pág. 116.

Sin entrar en detalles, que pueden verse en las obras citadas, 
extractaremos del razonamiento de M. Koenigs que, partiendo de la 
ecuación tangencial de la defei-ente, demuestra el

Teorema. Los Linios dei círculo dei itjiniío son junios dobles 
de la sujerjicie.

La ecuación de la esfera directriz es
-f’ + — 2a4r — 2Í3;/ — ay^g -1-28 = 0.

La de la superficie cíclida

es decir,
/ -T V^ -4- ¿:^\^D n--------------------- 1 4- 2[í;-(.r — a) + ¿:' (y —p) 4- c" {z — v)]

4- A (.r — a)" 4- A' (>*  — P)’ 4- A" {z — 7)«

+ 28 {y—p) (z—y) 4-2B' (.ff — y) (;r—a) -j-2B'(,r — a) (jz —P)= 0, 
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ecuación que reduce á la forma 

D (,r* +/ + «7 — 4 (C-r + C'^- -}- C" 2) (áf* +/ + ^■)

4- ® (.r, 5?) = o, 

expresando » un polinomio de segundo grado. Si hacemos homo
génea esta ecuación, cuyo primer miembro expresaremos mediante 
la notación <í> Çr, j, xr, Z), tendremos

— = 4D (jr’ +/ + xr-) ,t — 4/ T„ — =: 4D (jr* + ...)j — 4Z'h

— = 4D (4;^/ ^-)4/'h»

_ 4 (C;r + 0 + C" xr) +y + «’) +

y se ve que, para todos los puntos del círculo del, infinito se tiene 

/=0, ;P®+y4-^®=0,

lo que conduce á las relaciones que demuestran el teorema 

c><l> 50 50 50
5,r 5^ 5j' í>Z

Si D no es nulo, resulta una superficie de cuarto grado ^¿circular. 
Si D = o, el plano del infinito es tangente á la deferente (pa

raboloide ó parábola), reduciéndose la superficie á

4 (C;r + C^j/ + C" s) (.r’ - ¡ + ^’) + ^í (-"r,7, e, Z) = o, 

superficie de tercer orden, á la que corta el plano del infinito según 
el círculo del infinito

(■^ 4"y 4" '^'^ = 0) y según la recta (¿:,r 4- c'y 4“ ^"2 = o), í= o- 

Tenemos así una su/ferjide cúdica circular.
274. Forma general de las cíclidas. Para tener una idea 

de las formas de las cíclidas, basta discutir las ecuaciones (2)1 
(3), (4) de la pág. 451, que determinan los diferentes modos de ge
neración de la superficie.

Desde luego se ve que la ecuación (2) tiene por lo menos tres 
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raíces reales con relación á X. Cada una de éstas se halla en uno 
de los intervalos A, A', A", ce.

A toda raíz comprendida entre A y A' corresponde una defe
rente, que es un hiperboloide de dos hojas. A toda raíz compren
dida entre A' y A" un hiperboloide de una hoja. A toda raíz supe
rior á A" un elipsoide real, y, á toda raíz inferior á A un elipsoide 
imaginario.

Hay pues, entre las superficies deferentes, tres cuádricas reales, 
por lo menos: un elipsoide real, un hiperboloide de una hoja, un 
hiperboloide de dos hojas.

Además, á la raíz única, comprendida en cada uno de los inter
valos considerados, ó á la menor y á la mayor de las raíces, si hay 
tres en este intervalo, corresponde siempre una esfera directriz con 
centro y radio reales.

En efecto, el radio de la esfera directriz es ÿ— V, expresando 
L’ la derivada de L. Cuando varía X en uno de los intervalos con
siderados, la función L es al principio positiva. La derivada L' será 
pues negativa para todas las raíces de orden impar, contenidas en 
este intervalo. Luego hay tres raíces, de las que la menor y la 
mayor darán un radio real. Por el contrario, el cuadrado del radio 
es negativo para la raíz media. Se concluye pues, que en todos los 
casos, tres de los cinco modos de generación de las cíclidas se efec
tuarán con cuádricas y esferas reales.

Si la ecuación en X tiene sus cinco raíces reales, los dos últi
mos modos de generación se hallarán formados por dos superficies, 
que podrán ser dos elipsoides imaginarios, pero de la misma espe
cie. De las dos esferas correspondientes, cuyos centros son reales, 
la una será real; para la otra, el cuadrado del radio será negativo.

Si la ecuación en X tiene dos raíces imaginarias, solamente tres 
de las esferas que contienen las focales serán reales.

Si la ecuación en X tiene sus cinco raíces reales, cuatro de las '- 
esferas son reales, y existe un modo de generación que caracteriza 
á la cíclida, el que corresponde á la esfera de centro real y radio 
imaginario. Distinguiremos, para reconocer la forma de la cíclida, 
los casos siguientes:
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I? La ecuación X tiene dos raíces imaginarias. Sea uno de los 
tres modos de generación formando con el elipsoide real (A) y la 
esfera real (S). La desarrollable correspondiente es real y se halla 
constituida por una sola hoja. La curva de contacto de esta desarro
llable, con el elipsoide (A), divide á la cuádrica en dos regiones. La 
una da todos los puntos reales de la cíclida. La cíclida será una 
superjicie, siempre reai, gormada por una soia koja de eonexion sim- 
pie. Tendrá una serie doble de secciones circulares reales, porque 
una sola de las tres deferentes es reglada.

2 .® La ecuación X tiene todas sus raíces reales. La superficie 
deferente (A), correspondiente á la esfera de radio -^/— i es un elip
soide imaginario. La cíclida es ima^-inaria.

3 .® Si el elipsoide deferente del mismo modo de generación es 
real, toda recta que pasa por el centro 0 de (S) corta á la cíclida 
en cuatro puntos reales, correspondientes á los dos planos tangen
tes del elipsoide, perpendiculares á esta recta. La cíciida se compone 
de dos kojas gue envueiven alpun¿o 0, interiot ia una á ¿a otra, ijue 
son de cone.rio'n simpie. Tres de las superficies deferentes son elip
soides reales.

4 .® La ecuación tiene sus raíces reales y la deferente de un 
mismo modo de generación es un hiperboloide de dos hojas. Siendo 
real el cono doblemente tangente á la cíclida, cuyo vértice es 0, la 
cíclida es interior á este cono; es¿á formada por dos hojas opuestas, 
situadas en ei interior de cada una de ias hojas dei cono, de conexto'n 
simpie. Tres de las deferentes son hiperboloides de dos hojas. Existe 
una serie doble de secciones circulares reales.

5 .® La deferente del mismo modo de generación es un hiper
boloide de una hoja. El cono doblemente tangente á la cíclida es 
siempre real; pero la superficie es exterior al cono. Se compone de 
una soia hoja de tripie conexión, semejante á un toro.

Siendo tres de las deferentes hiperboloides reglados, hay seis 
series de seccionés circulares reales, dispuestas como las del toro, 
después de haber desdoblado, por una deformación, las secciones 
meridianas y las secciones paralelas, que representan dos series 
confundidas.
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Existen pues cuatro especies distintas de cíclidas de cuarto 
orden y las de tercer orden, que se reducen mediante una transfor
mación por radios vectores recíprocos de las anteriores, tienen tres 
formas distintas.

275. Sistema de cíclidas homofocales. Dada una esfera (S)

,r'*^-/*+Z* = R^ (i)

vamos primeramente á obtener la ecuación de Ias cuádricas inscri
tas en una desarrollable circunscrita á dicha esfera.' Sean

p,-= a¿;r'4-¿¿y + Cis' y yp }^~ i = o (2) (2=1,2,3, y 

las ecuaciones de las cuatro caras del tetraedro conjugado común 
á todas las cuádricas y á la esfera (S); y supongamos que los 
coeficientes se hayan elegido de manera que se tenga idénticamente

SP? = P,‘ + P?+P.‘ + P?«y’+y* + a'‘-R*. (3)

Se verificarán, entre los coeficientes Æî, bi, Ci, di, las relaciones 
correspondientes á toda sustitución lineal ortogonal, y en particular,

(4) -1- ^i y “H ^i^jy +^i^j=o* (4)

La ecuación 

representará las cuádricas inscritas en una desarrollable A, que 
estará circunscrita á la esfera (S); porque basta, para obtener la 
ecuación de dicha esfera, hacer À = ¿z en la anterior. Y esta ecua
ción podrá escribirse bajo la forma

- p<’ y 2P? « o, 
X — ai

ó, en virtud de la identidad (3),

^¡ F + :j h ••• + :--------= 0, (6)
A — a A----«J A----- íZg A---- íZ^
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ecuación que tratábamos de obtener. Y para obtener la ecuación 
general de las cíclidas homofocales, apliquemos la transformación

por lo que tendremos

p2R^a¿jr ++ cR-^óyg + ¿f¿R F — i f-r- + y + — RQ
* y + y + y R-.

El plano Pí = o se transforma en una esfera (Sí), ortogonal á la 
propuesta; y llamando Rj al radio de esta, tendremos

5ZÉt _ ?2l _ pi 

y en virtud de (4),

R _ ___ R

luego, si llamamos S¿ á la potencia de un punto con relación á la 
esfera (Si), será

* R¿ (4^ +y + + R‘)

y mediante (7), podremos transformar el primer término de la ecua
ción (ó), y resultará 

expresando S la potencia del punto (.r, jr, ^ con relación á la es
fera (S). Reuniendo estos resultados, la ecuación (6) se reduce á

ecuación de las cíclidas homofocales.
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Así pues: La ecuación

en ¡a çue S¿ son Zas pofencias de un punió con reiadon á cinco esfe
ras oriogonaLs, represenía uno cuai^uiera de ¿os stsíemas de cic/idas 
¿iomopoca/es ^ue íienen cinco esferas (S¿) por esperas direcirices. 

Después de quitar denominadores, llegaremos á

7VrJ

276. Sistema de cinco esferas ortogonales. Sean 
Si = .r^ + y -f- ^-^ 4- 2ai^ + 2^j/ + 2Y¿.s + Si^ o (i) (z = I, 2,5) 

las ecuaciones de cinco esferas ortogonales.
'Fendremos la relación

^i '^J ---- Q) (^
que expresan la ortogonalidad de las esferas, cuyos radios están 
dados por Ias fórmulas

I4 *\r yr — 0«
y tendremos las identidades

ZÚCA» Z-vC-t» /-vC\*

(2)

(3)
= 4Sí + 4 Ris

La teoría de las esferas ortogonales está comprendida en la 
identidad ya obtenida, que liga la potencia de un punto respecto á 
ellas.

de lo que se deduce

■'R? "’’’ -R? -°’

ZSA’
^U)=°-

Oíí^i ^¿5» 0/2
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y las siguientes

277. Podares ó recíprocas de cuádrigas. Cuando la defe
rente (A) es tangente á la esfera (S), el tetraedro conjugado común 
tiene dos vértices reunidos en el punto de contacto de las dos su
perficies. Las dos esferas directrices correspondientes se reducen á 
un punto. Su centro común es el punto de contacto de (A) y de 
(S), por tanto: Una dj las esfefas direeirices se reduce d un punto 0. 
Sea (Al) la deferente, asociada á este punto-esfera. La cíclida será 
la envolvente de las esferas, cuyo centro está en (Ai) y que pasa 
por el punto 0. Será pues el lugar de los simétricos de 0 con rela
ción á los planos tangentes de (AJ. El lugar asi formado es homo
tético á la podar de (Ai) con relación á los planos tangentes de (A,), 
respecto al punto 0; luego: La cicada es una podar de cuddnca.

Además, las podares de cuádricas son las transformadas, pot- 
radios vectores recíprocos, de otras cuádricas.

M. Darboux, aplicando la regla general para obtener los diferen
tes modos de generación de las cíclidas observa que las cuatro 
líneas dobles de la desarrollable (AJ (S) se reducen á: 1.® la curva 
de contacto del cono circunscrito á (A,), cuyo vértice es 0. 2.° Á los 
tres pares de focales de este cono. De rhanera que los cinco modos 
de generación se hallan formados:

i .° y 2.° Con (Al) y el punto esfera 0, que se cuenta por dos 
modos.

3 .®, 4.® y 5.® Con cada una de las tres superficies homofocales 
á (A,) que pasan por 0, siendo tangentes en 0 las esferas tangentes 
á la deferente respectivamente asociada, y hallándose su centro en 
el plano polar de 0 respecto de (AJ.

Si la cuádrica (A) se reduce á una cónica infinitamente aplana
da, situada en el plano (P), las esferas cuyos centros se hallan en 
esta cónica, pasan por dos puntos fijos, simétricos con relación al 
plano de la cónica, y serán tangentes á la cíclida en todos los puntos 
de un círculo. Y si cortan, según un ángulo recto á una esfera (S) 
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cualquiera, cortarán también según un ángulo recto, á todas las esfe
ras que pasan por la intersección de (S) con el plano de los centros. 
Es decir, que contienen siempre dos puntos reales ó imaginarios.

Transformando la cíclida por radios vectores recíprocos y, colo
cando el polo en uno de estos puntos, resulta que: Las cíc^idas con. 
dos junios do¿>¿cs son ¿as 1 ccí/rocas de conos de seg'undo ¿Yado.

Citaremos para terminar, los siguientes teoremas, demostrados 
en la obra citada de M. Koenigs:

Toda esfera diian^^enie d una cíc/üia forma faríe de un modo de 
¿•enírac/o'n ana/a^iáíica de ¿a suferfície.

Toda stifer^cie éicircu/ar de cuarío y ¿oda cúéica circu¿ar de ¿cr
eer orden son superficies cielidas.

Las cuádricas deéen considerarse ¿ampien como ciciidas, pues 
si tenemos

y consideramos las esferas bitangentes, cuyo centro está en el 
plano principal 3 = 0 de la superficie,

.r2-4-7/-4^ s^ — 2xr — 2137 -j- 2.S = o;

si eliminamos xr*, resulta

(-(-I m^) -1^^+ (1 + w)^-}- 2 (^ —a) ^4- 2 (y— p)j/4-£- 4. 20 = o.

La condición del doble contacto se expresa, escribiendo que el 
discriminante de esta ecuación es nulo, lo que da

(14-w) (14-^) (¡^+2S) — (14- m) (p — a)^ — (14- «) (^ — 3)^ = 0.

§ 7. ° Cíclida de Dupin

278. Nociones preliminares. Dupin, en su Afflicaiions de 
Geomeirie e¿ de Meckani^ue (págs. 200-210) estudia la familia de 
curvas cuya propiedad característica consiste en tener tan solo 
círculos como líneas de máxima y de mínima curvatura, á las que 
llama, por esta razón, ciciidas.
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Desde luego la esfera está comprendida entre estas superficies 
y aun las' superficies de revolución, cónicas ó cilíndricas, pues los 
meridianos pueden considerarse como círculos de radio infinito. 
Además, ninguna superficie desarrollable, distinta de estas dos, 
puede tener círculos por líneas de curvatura, porque cada punto de 
la arista de retroceso de esta desarrollable, debe ser un punto de 
retroceso para una de las líneas de curvatura, y el círculo no tiene 
puntos de retroceso.

Al estudiar la generación completa de las superficies cíclidas, 
observa Dupin que, para que la circunferencia sea una línea de cur
vatura en una superficie, es necesario que las rectas, trazadas orto
gonalmente á la superficie, en cada punto de dicha circunferencia, 
formen una superficie desarrollable y, además, que la circunferencia 
sea línea de curvatura de esta superficie, que será un cono recto 
circular cuya base es la circunferencia. De manera que las super
ficies cuyas líneas de curvatura son circunferencias, tienen la pro- 
propiedad característica de hallarse cortadas normalmente, en la 
extensión de cada circunferencia, por un cono recto circular.

Tomemos el vértice de cada uno de estos conos por centro de 
una esfera, en la que se halle esta circunferencia. La esfera tendrá 
los mismos planos tangentes que la superficie buscada, puesto que 
tiene las mismas normales. Luego la superficie general, cuyas lineas 
de curvatura son circunferencias, puede engendrarse de dos mane
ras distintas por el movimiento de una esfera, cuyo radio varía 
convenientemente. Cada generación dará las líneas de una de las 
curvaturas de las superficies cíclidas. Así, por ejemplo, puede en
gendrarse un cono de revolución, primero, por una esfera cuyo 
centro se mueve en una recta, mientras que su radio crece ó de
crece proporcionalmente al camino recorrido por dicho centro, 
siendo circunferencias las líneas de curvatura formadas por esta 
generación. Y este cono puede engendrarse también por una es
fera de radio infinito, es decir, por un plano que forme un ángulo 
constante con el eje del cono. Las líneas de curvatura son enton
ces las rectas meridianas.

Pasando al caso general, es necesario que cada esfera de la 
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primera generación sea tangente á todas las de la segunda, puesto 
que cada línea de una curvatura de las cíclidas debe hallarse cor
tada por todas las de la otra, y á cada línea de esta segunda cur
vatura pertenece una esfera de la segunda generación. Tres esferas 
de la primera generación bastan para determinar todas las esferas 
de la segunda. Es pues necesario que, tomando tres á tres Ias pri
meras esferas y, determinando todas las segundas, según este dato, 
las segundas esferas sean constantemente las mismas. Y en la posi
bilidad de esta identidad, funda Dupin la existencia de superficies 
distintas de la esfera, el cono y el cilindro de revolución, que solo 
tengan circunferencias por líneas de curvatura.

En estas consideraciones funda Dupin la doble generación de 
Ias cíclidas que expone en su obra citada. Pero empleando la trans
formación por radios vectores recíprocos, del sistema triple ortogo
nal de esferas, planos y conos que determinan un punto, se puede 
estudiar la cíclida de la manera siguiente.

279. Representación analítica. Consideremos un triple 
sistema ortogonal de conos, esferas y planos.

Se sabe que, por inversión, un sistema de esferas y de planos 
se transforma en dos sistemas de esferas. Y para obtener la ima
gen del sistema de conos, deberemos trazar al cono tres planos 
tangentes, considerándolo como envolvente de todas las esferas tan
gentes á dichos planos. Estos planos se transforman por inversión 
en tres esferas; y las esferas cuya envolvente es el cono, dan esfe
ras tangentes á dichas tres esferas. La envolvente de estas esferas 
es la imagen del cono, siendo la cíclida de Dupin la superficie en
vuelta por un sistema de esferas tangentes á tres esferas fijas.

Así pues: La ¿ransformada de un sistetna ¿r¿/>L oríogonai de es
feras, planos y conos, consisie en dos sisíeinas de esferas y un siste
ma de cíclidas.

El sistema de esferas corta á las cíclidas en líneas de curvatura. 
Estas consisten en circunferencias, que son las imágenes de las lí
neas de curvatura del cono.

Para representar analíticamente las transformadas del sistema, 
tomemos una posición especial del sistema de esferas, planos y co- 
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nos respecto al centro de inversión. Sea el origen de coordenadas 
el centro de inversión, mientras que el vértice común de los conos 
se halle á la distancia de aquél, en el punto A del eje de las X, 
siendo el eje común de Íos conos paralelo al eje de las Z. Tendremos 
el sistema triple ortogonal de esferas, planos y conos

4? = a + w eos 2¿ cos í», y — w COS u sen 2^, .& = w sen w, 

por la inversión el punto (,r, .y, z} se transforma en el punto Gr„/„ ^J, 
y haciendo c = i, será

4r“ + y-+-K’‘’ "^^ y-^+y + s-’ y‘'

Las ecuaciones del sistema triple ortogonal transformado son

4^1 = (a + w cos u cos z') : (tf® + 2aw cos n cos zí + z«^^) 

j/j = ¿v' cos u sen v ; (a^ + 2¿xw cos u cos v + w*)

^1 = w sen + 2 aw cos u cos + W').

Las cielidas son las superficies u = const. Para obtener la fi
gura de una cíclida, buscaremos las imágenes de las generatrices 

del cono, obtenidas, por inversión, de la cíclida. 
Las imágenes de las generatrices son circun
ferencias, que pasan por el origen y el punto

4; = — del eje de las X; pues el origen es la ima- 

gen de los puntos en el infinito de las generatri

ces, y el punto 4f = — la del vértice del cono. 

Estos puntos son pues de retroceso para las cí- 
clidas. Es decir, que las tangentes á la cíclida 

en estos puntos no forman un plano (plano tangente), sino un cono.
Si resbala el cono paralelo á sí mismo, hasta que se halle 

el vértice en el punto 4; = --,' del eje de las X, y determinamos
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todas las circunferencias que son tangentes á las generatrices del 
cono en el vértice, y pasan además por el origen, estas circun
ferencias engendrarán la cíclida. De esto resulta que cada plano 
que pasa por el eje de las X, corta á la cíclida en dos circunferen
cias que coinciden, cuando una de ellas gira alrededor del eje de 
las X en 180".

Estas circunferencias forman el primer sistema de líneas de 
curvatura de la cíclida.

La segunda serie de líneas de curvatura está dada por las imá
genes de las esferas concéntricas, cuyos centros se hallan en el eje 
de las X. Y puesto que la segunda serie de esferas es ortogonal 
con la primera, obtendremos la segunda serie de circunferencias, 
de la manera siguiente: Tomemos en el eje de las X un punto 
cualquiera P, exterior al punto de -retroceso, y tracemos tangentes á 
cada circunferencia de la primera serie. El lugar de los puntos de 
contacto da dos circunferencias de la segunda serie.

Observaremos que, por cada circunferencia de la primera serie 
pasa una esfera tangente á la cíclida según dicha circunferencia, 
transformada del plano tangente del cono cuya generatriz de con
tacto corresponde á dicha circunferencia. Además, por cada cir
cunferencia de la segunda serie pasa una esfera tangente á la cí
clida según dicha circunferencia. Estas esferas son las imágenes 
de las esferas, tangentes al cono, ó á los tres planos tangentes del 
mismo. Por consiguiente, la cíclida puede considerarse de dos mo
dos distintos como envolvente de esferas.

280. Conclusiones generales. Siguiendo la exposición de 
M. Darboux, se observa que entre las recíprocas de conos de se
gundo grado se encuentra el toro y la cíclida de Dupin, que son 
las recíprocas de los conos de revolución de segundo grado.

Para precisar las condiciones bajo las que se obtiene la cíclida 
de Dupin, supongamos que se tome una cónica deferente cual
quiera (A), siendo (S) la esfera directriz, tangente en dos puntos a 
y æ' á la cónica (A). Por ser los dos puntos-esferas, arriba conside
rados, doblemente tangentes en a y a' á (A), serán puntos de la 
focal (A,) de (A). El cono cuya base es (A) y cuyo vértice es 0, 
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será de revolución. Por consiguiente la cíclida será una recíproca 
del cono de revolución. Luego:

La cíclida de Dupín es ¿a envoivenie de las esferas ciíyos centros 
describen una co'níca cualquiera (A), y que pasan por un punto de 
la focal (A^) de esta co'níca, ó más generalmente, que son ortogonales 
á una esfera cualquiera, doblemente tangente á (A).

Esta cíclida tiene cuatro puntos dobles 0, y 0,, a y a', de los 
que dos por lo menos son imaginarios, pudiendo serlo todos. En 
este caso 0 y 0', ay a' serán imaginarios conjugados.

Puede vei’se en la obra de M. Darboux que, en resumen: La 
cíclida de Dupin, ó de cuatro puntos dobles, admite dos series de .esfe
ras inscritas, ctiyos centros describen dos conicas focales la una de la 
otra. Admite cuatro puntos dobles, situados por pares en dichas dos 
focales 0, 0' p a, ol, y contiene cuatro rectas de longitud nula que 
unen Oy Oi á ay a,.

El toro y la cíclida de Dupin se encuentran entre las recíprocas 
de conos de revolución de segundo grado (pág. 436).

Para terminar, indicaremos simplemente que:
La cíclida de Dupin, admite además una serie de esferas doble

mente tangentes, cuyos centros describen una cuádrica cualquiera, 
ortogonales á una esfera fija, que es tangente á la cuádrica en dos 
de sus umbilicos, y que por consiguiente, la corta según cuatro 
rectas que forman un cuadrilátero, cuyos vértices son los cuatro 
puntos dobles de la cíclida.

Mr. Mannheim considera también á la cíclida como la transfor
mada de un toro (*), para llegar á esta conclusión establece el

Lema. Sé" puede siempre transformar un grupo de tres esfoas 
dadas en un grupo de otras tres, cuyos centros se hallan en línea recta. 
El lugar de los polos de transformación es la circunferencia que corta 
según ángulo recto á los círculos de las esferas dadas, situados en el 
plano que pasa por sus centros, puesto que es evidente que los polos 
de transformación deben hallarse en el plano de las esferas dadas; 
y si transformamos los círculos máximos, situados en este plano.

(*} Nowelies Annales de i/athématíques, (1860, pág. 67).
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en otios tres, cuyos centros se hallen en línea recta, la misma trans
formación originará, respecto á las tres esferas, otras esferas cuyos 
centros se hallan en línea recta.

Mr. Mannheim reduce pues, el problema al siguiente:
T?a/isJorjnar ¿res eíreu/os en oíros ¿res, cuyos centros se kaíían 

en ¿mea recta, pues tomando por polo uno de los puntos de la 
circunferencia, que corta ortogonalmente á las circunferencias dadas, 
dicha circunferencia orfogonal se transforma en una recta que coi'ta, 
según ángulo recto, á las transformadas de las circunferencias dadas; 
y por cortar esta recta, á las transformadas, según ángulo recto, 
contiene sus centros.

Y puesto que podemos transformar las tres esferas en otras tres, 
cuyos centros se hallan en línea recta, es decir, transformar la cí- 
clida en toro; cuando los centros están en línea recta, podremos 
trazar por esta recta un plano cualquiera que corte á la esfera según 
tres circunferencias, á las que, en general, se pueden trazar ocho 
circunferencias tangentes, simétricas dos á dos; y haciendo girar la 
figura alrededor del eje, resultarán cuatro toros, y la cíctida se 
compondrá, en ¿‘enerad, de cua¿fo ^ojas.

Otras proposiciones establece Mr. Mannheim, que ya se demues
tran en otro lugar, y que* pueden verse en la citada Memoria.

En cuanto á las rectas de la cíclida, que encuentran al círculo 
del infinito, bastará decir que:

Se obtienen todas las rectas de la cíclida, hallando en cada una 
de las cinco series dobles de círculos, cuáles de éstos son los que 
se descomponen en dos rectas.

Los centros de estos círculos deben pertenecer á la vez á la 
cíclida y á su focal. Cada cíclida se halla cortada en ocho puntos 
por una de sus focales, y por estos ocho puntos pasan i6 rectas, 
pertenecientes á la cíclida. Estas rectas forman ocho círculos de 
radio nulo.

M. Darboux observa que, si la cíclida se transforma por radios 
vectores recíprocos, tomando el polo de transfoimación en la super
ficie, se transforma en una cíclida de tercer grado, y las rectas que 
encuentran al círculo del infinitó se transforman en nuevas rectas 

31
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que encuentran al mismo círculo, concluyendo que: La disposición 
de Zas ló recias de tina ciciida es ia misma que ¿as de ¿as recias de una 
supef'Jicie de iercer ^'ado, que encueniran á una cónica de esia super
ficie. (Véase la obra de M. Darboux).

§ 8? Recapitulación

281. Haces de superficies de segundo orden. Sean

Q = Ï^rt -1^« = o i-'i — ^^ik = o 

dos superficies de segundo orden. El haz de superficies

71} _ a> = o, ó S (X¿j:¿A; — áik') Xi,Vh = o, 

contiene todas las superficies de segundo orden que pasan por la 
intersección de las superficies Ü y 4».

La condición para que una superficie de segundo orden dege
nere en un cono es, que se anule su discriminante iXíj^^ — dih | = o> 
ecuación de cuarto grado. Así:

Un has de superficies de se¿;undo orden coniiene, en générai, 
cuairo conos.

Los vértices de estos conos son los vértices de un tetraedro.
282. Las transformaciones y los grupos. Una co¿ineación 

es una iransformación que conduce de un punió á oiío, de manera que 
¿as nuevas coordenadas ieiraédricas son Junciones proporciona¿es á 
Junciones eniefas ¿ineaies de ¿as primiiivas, es decir, que

4
^.V'i = Ï kcí¡k :Vk-

S¿ orden de una curva ó superficie no se a¿iera por co¿ineaciones', 
y puesto que entran 15 coeficientes en cada colineación: Ua:isien en 
e¿ espacio 00’® co¿ineaciones.

Además, una superficie de segundo orden depende de nueve 
coeficientes, por tanto:

Uxisien 00® co¿ineac¿ones, que iransforman una superficie de se- 
£-undo orden en oirá dada de¿ mismo orden, ó que iransjorman en ¿a 
misma una superficie de secundo orden.
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Teorema. Todos ¿os /novimie/iios de¿ espacio /ormaa un g-fu/o- 
En efecto, sean

,v^ = ai x a^y -h a^ z -h a^, ^i = ¿^ ¿.¡y c^ g 4- è^,

las ecuaciones correspondientes á la posición primitiva del punto 
(•*■)^y ^)y ^ su nueva posición (.r,, ^i, 5:,), en las que Ias nueve cons
tantes a,, a^, a^, 6^ á.,, è^, Cn Cj, r^ expresan los coeficientes de una 
sustitución ortogonal, de manera que se tiene

®^ + ^^ — ^\ - I- ¿f's T í^^ = I

+ ¿1^2 + ¡;^r2= a¿as T c^Cg = «3«, + ^3^, =0, 

siendo el determinante 2 + a, ¿^ 4:3 = -|- 1.
Un nuevo movimiento que conduzca á la posición (^j, ¿j, c^, 

tendrá por relaciones correspondientes

«i4-^í+ íí = i,aia2-|- Cií?2 = o, S+ a^^203 = -J-1

+ Æj j/j 4- a^^ Zi + iré,

= JijT, -1-^2 + ^3 ^ + ^0. 2í = c,;r| 4- C^y^ -hCaZi 4- r^

Para establecer la equivalencia de las dos series de movimientos, 
eliminaremos jr,, 7,, Sp y obtendremos las expresiones de .r,, y^^ z¿ 
bajo la forma

■í^í = A, x -f- Ajj^-j-Ag z -f- Ad, y^ = B, .r z — C, x -|- 

expresando las A, B, C funciones de a, ó, cy a, T, T, que satisfa
cen á las condiciones

A\ 4- B’, 4- C^= I, A,A24- B,B2 + ... = o,

S + A<B2C3= + i.

Así pues, las dos series de movimientos son equivalentes. Y 
existiendo 12 parámetros entre seis relaciones efectivas, resultan 
^^ movimientos del espacio, que forman un grupo de seis pará
metros.
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283. Sistemas tetracíclico y penta-esférico. Considere
mos un sistema de coordenadas tetraédricas .r,, ;r^, .Vg, y Ia 
ecuación de una esfera Ü = o, referida al plano por proyección 
estereográfica. Por valores convenientes del sistema de coordena
das, podemos reducir □ á una forma cuaternaria, cuyo discrimi
nante no sea nulo. Esta determinación de coordenadas -r^, ^¡y ~r¡, 
x^y las cuales se hallan ligadas por la relación Ü = o, la podemos 
llevar al plano. Hallándose las cuatro coordenadas ligadas por tres 
relaciones, solo existen dos cantidades independientes, como suce
de en el plano. Para definirías, consideremos las cuatro ecuaciones

.r, = o, ,^3 — o, .^3= o, 4^4 = o,
que representan cuatro planos en el espacio, Ias cuatro caras del 
tetraedro, y por consiguiente dan con la esfera Ü = o, cuatro cir
cunferencias. Las coordenadas .r^, en el plano, se llaman coordma- 
das íeíracídicaSy y los círculos .r¿ — o círculos fundameniales del 
sistema de coordenadas.

Para determinar las coordenadas, empleemos Ias coordenadas 
rectangulares homogéneas 1, 71, C, f. Se llega á este sistema de 
coordenadas mediante la sustitución lineal:

= Ai^ -j- Bí'<i -f- C;í^
y, efectuando la proyección estereográfica, se expresarán las coor
denadas tetraédricas por las fórmulas
pj?i = 2Aí4r/ -f- 2B¿jrí -|- C; (.r* +y — í^) + DiCr-* + / -h í'),

en virtud de las relaciones
pS = 2tA pv) = 2y¿, fÇ = jr’ + y— /^, pt = 4r® -1- y -I- t^-

Introduciendo ahora las coordenadas cartesianas X = -
1 
t'

tendremos
¿ = (C, + D,) [x*

L

2AíX + 2BíY — Ci + Di
-F Y^ +

o
siendo ^ un factor de proporcionalidad; y puesto que el valor de

X* + Y, + aX + SY + 7
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expresa la potencia de un punto cualquiera X, Y respecto al círculo

X^ 4- Y^ + aX + PV + Y = o, 

podemos decir que: Las. coordetiadas ¿eiraedricas de un punía deí 
piano son proporoionaies d ¿a poíejída de dicho punto respecto d tos 
cuatro círculos fundamentales. Lintre dichas cantidades se verifica 
una ecuación cuadrdtica Q = o con discriminante no nulo.

Podemos además enunciar los siguientes:
Teorema I. Las ecuaciones homog-eneas de primer g-rado, entre 

coordenadas tetraédricas, representan un circulo y zdeeversa.
Teorema II. Cada transformación circular corresponde d una 

sustitución lineal homog'énea de coordenadas tetí aédricas, que dejan 
invariahle la identidad ü, y viceversa.

Entre los sistemas especiales de coordenadas tetracíclicas, po
demos citar los que corresponden respectivamente á las identida
des, ó formas canónicas:

+ (^^^2 = o, (A)

+ ^3^3^ + ^i^i^ = o> (B) Aj.-r, jTj + A3;r3.r^ = o, (C) 
en los casos de ser cuatro los círculos fundamentales (A), ó dos 
^3 y 'T¡ ortogonales, con los puntos circulares .r, y x^ (B) ó, en el 
caso de que .v^ y 4?^ se hallen en las intersecciones de -fg y jr^, de 
las que pueden considerarse muchos casos, por ejemplo, si (A) es

■ + .r®4 = o;

y á cada punto real corresponden valores reales de dos coordena
das, y á 4^3, 4:4 Valores conjugados imaginarios de las otras dos 
coordenadas 

y cuando en la identidad tienen .r’, y -r-g signos contrarios, la iden
tidad (A) toma la forma

^ipq + ± = o. (*)

(*) M. BOclier, Üeber die Reihenenwiohelangen der Potential tehorie.
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M. Bocher, generalizando, hace corresponder estereográfica- 
mente el espacio de tres dimensiones á una esfera en el espacio de 
cuatro, para llegar á las coordenadas />entaesfericas, como sigue:

Las coordenadas L^níaes/éricas x,, x^, Xg, x^, x., de uu punió dei 
espacio, son proporciona/es á ias potencias de dicho punió respecto á 
cinco esferas /tindamentaies. (Estas pueden elegirse arbitrariamente, 
pero siendo ortogonales á una sexta esfera).

Entre ias cinco coordenadas pentaesféricas de un punto se verifea 
una identidad cuadrática, cuyo discriminante no es miio.

Toda sustitucio'n iineai homogénea de coordenadas pentaesféj icas 
puede considerarse como una transformación de coordenadas.

Si ias cinco esferas fundamentaies son orto¿'onaies entre sí, se 
verificara ia identidad

5
iL Æj-T;'^ = o, etc.

y llegamos á los resultados conocidos:
Las ciciidas son superficies que pueden refreseniarse por ecua

ciones iiomo^eneas de se¿‘undo ^rado entre coordenadas pentaesfe'ricas.
Las ciciidas se transforman e/i ciciidas por transformaciones 

circuiares.
284- . Transformaciones lineales de una superficie de se

gundo ORDEN EN ELLA MISMA. Tomemos el problema: Obtener 
todas ias transformaciones posióies que reducen una superficie á eiia 
misma. Sea la ecuación de una superficie de segundo orden

f = 0. (i)

Los coeficientes Cik de una transformación lineal

?¿ = ^íi-'i^i “h ^¿2-^2 H" ^i^x^s e^i^Xi (3) 

se deben transformar, de modo que se verifique la identidad

^'^aihXiXk = Y.'^aikklk- (3)

Expresemos / y f dos polos conjugados, respecto á /=0, en 
línea recta con y de manera que

,Vi=Kti-f iri, ^¿= Ati — (4)
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Dados -f y A quedan 'determinados ^ y t. Si se verifica una re
lación lineal entre las ti y t¿, se verificará también otra igualdad de 
la forma (2’). Por consiguiente, se nos ofrece el problema de enlazar 
las coordenadas de los puntos / y t por una relación lineal, de ma
nera que las expresiones (2) conduzcan á la identidad (3).

Introduzcamos, en vez del punto /, su plano polar

ti = Aji^i -j- Aj2^2 4” -^¿3^3 “F ^ii'^ii 

expresando las hih los determinantes menores de los aih. El punto 
T debe hallarse en el plano «, y esto se obtiene fácilmente por 
ecuaciones lineales, cuando se hallan ligados el plano « y el punto t 
por transformación de un complejo lineal, mediante las ecuaciones

Tj = 0■ilíí^ “F ^i2^t2 ~F ^-iitiÿ ”F ^Htl^y Cíik ^ — 0^1 CíH = o. (6)

F oètenemos una primera c/ase general de transformaciones de 
la suferfcle f= o en sí, cuando, por eliminación de las u¡, en las 
ecuaciones

a;í= y.l.AikUk + '^^îk^hy ?i = xSA¿fc«¿ — Xú:aiA«ft (7) 

se lle^a á ecuaciones lineales entre las Xi y las ?¿.
Si expresamos por A (x, X) el determinante de las cantidades 

’íAife + Xa¿ft y los menores por Aj-^ (x, X), obtendremos, resolviendo 
las ecuaciones (7),

Aix, X)«¿ = ^Aik (x, K}xii, A (x, — X)í/í= £Ah(x, —X)h. 
k k

Además por adición de las ecuaciones (7), tendremos

+ ?i = 2xLA¿fc«¿,

y también A (x, X) ?; = ExSSAk (x, X) Ai¿xi — A (x, X) x/;

A (x, — X) xj = 2x S^ Afci (x, — X) Au cx; — A (x, — X) zi, 

obteniéndose los coeficientes de las ecuaciones (2) por la resolu
ción de estas ecuaciones. Por consiguiente: Si aik expresan canti
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dades arHírarias t^ue saíis/aceK d ¿as co/ídicio/íes (/.¿k = — a^i, se 
tendrá

2xSAk(x, X)A&-—A(x, X) i
" â(x.X) ’ 1

verîûcdndose también ¿a ecuación (2) cuando se sustituye — X por X.
Por la transfoi-mación considerada, cada punto de la superficie 

f= o llega á coincidir con un punto de la misma.
Dependiendo el segundo miembro de (8) del parámetro x: X 

podemos concluir también que: A todo compiefo iineai £a¿., qn^ = 0, 
pertenece un número ii^nito de transporinaciones de una superjicie 
í = o en si misma.

Sin entrar de nuevo en consideraciones acerca de los complejos 
lineales, y teniendo presente que las transformaciones ó sustituciones 
son propias ó impropias, según que su determinante es -1- 1 ó — 1, 
indicaremos con Clebsch, (*) que: Toda sustitución impropia cam- 
óta mutuamente ias dos series de £'eneratf ices de una superjicie trans- 
Jormadie en si¡ y toda sustitución propia tj'ansJo/ma una ^eneratris 
en otra de ia misma serie, y que: Toda sustitución propia puede Jor^ 
marse por dos transjbrmacidnes, de ias ^ue ia una deja invariaéies 
ias g-eneratrices de un sistema y ia otra ia dei otro.

Todas ias transformaciones propias forman ún grupo, que con
tiene, respectivamente, los subgrupos formados por las transforma
ciones propias, que no cambian las generatrices de un sistema, y 
que no cambian las del otro sistema.

Todo movimiento (considerado como una operación extendida 
á todos los puntos del espacio) debe representarse analíticamente 
por una sustitución lineal, del mismo carácter que el sistema de 
transformaciones de coordenadas rectangulares, correspondiéndose 
mutuamente el movimiento con la variación de un sistema de coor
denadas.

Al transformarse una superficie de segundo orden en sí, supo-

C) Vorítísungen über Geometrie, Zweiten Bande, pág. 371. 
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nemos que el determinante de la sustitución no es nulo. En caso 
contrario, debemos considerar una superficie de segunda clase, es 
decir, una cónica en el espacio, y sustituiría por el círculo imagi
nario. En este caso, la constiucción considerada, mediante los dos 
puntos auxiliares í y t, pierde su significado, y debe sustituirse por 
dos planos auxiliares.

En la obra citada de Clebsch puede estudiarse una muy intere
sante exposición de los diferentes casos del complejo lineal.

285. Las TRANSFORMACIONES DE UN COMPLEJO LINEAL EN Sf. 

Existe íntima analogía entre las propiedades de un complejo lineal 
y una superficie de segundo orden. Por colineación, correspón- 
dense cuatro puntos con cuatro planos.

En general: Permanecen Jijas cuaíio recias de un comJ/ejo trans- 
formaóie en si, çue forman un cuadriiátero aiaíeado.

Las colineaciones pueden expresarse bajo la forma

Y, =a, X„ Yg = a,X3, Y^ = x^X^, X^,

y el complejo por 

representando Pf* ejes principales del complejo.
La ¿ransformadón iineai de un comjieto iineai Sa¡j^ p^j^ = o ¿% si 

está dada por ias Jo'rmuias {fy (8) de ias págs. 471 y 472, que se 
apiiean á ia transformacio'n propia de una superfeie Ï^La^j. Xi x^ = 0. 
Las aik son cantidades dadas y ias a¡k parámetros indetej'minados.

Si, en particular, el eje del complejo es una arista del tetraedro, 
toda transformación que deja invariable al eje, conduce á la coin
cidencia del .complejo consigo mismo.

Respecto al sistema de rectas: En générai, ia superficie Jocai 
consiste en dos superficies de segundo orden, que se cortan en ias cuatro 
rectas fjas dei compiejo iineaiy que se transforman en si.

286. Geometría circular a). Espacio cuyo eitmento gene
rador es círcuio (espace cerde) M. Cosserat en su tésis del doctorado 
Sur ie cerde considere' comme e'ie'ment ge'ne'i areteur de Pespace llega á 
establecer una semejanza completa entre esta geometría y la del 
espacio reglado.
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Observa, ante todo, que Enneper (*)  distingue varias clases de 
superficies engendradas por la circunferencia. Las de la primera 
son aquéllas para las que dos circunferencias infinitamente próxi
mas no tienen, en general, ningún punto común. Las de la segunda 
son aquéllas en que cada generatriz tiene un punto único con la 
generatriz infinitamente próxima.

(*) Dic cykUscksn Flachen (Zeitschrifl für AJatemaltk und riiÿsih, p. 393, 1SC9.)

Enneper da la generación siguiente:
En una superficie alabeada, consideremos dos curvas 1', 1\, de 

las que la segunda sea una trayectoria ortogonal de las generatrices, 
y sean - y -^j dos puntos de 1' y F,, situados en la misma generatriz. 
Describamos, en el plano trazado por el punto t: y por la tangente 
á la curva F, en ír, un círculo, cuyos centro y radio sean « y kk,. La 
superficie engendrada por esta circunferencia es la más general de 
la segunda clase. Y puede decirse que el lugar del punto común á 
dos generatrices infinitamente próximas forma, en la superficie, una 
curva á la que es siempre tangente la circunferencia móvil.

Las superficies de tercera clase son aquéllas en las que dos 
generatrices infinitamente próximas tienen constantemente dos 
puntos comunes. La superficie es la envolvente de una esfera cuyo 
centro describe una curva.

Si los dos puntos comunes á las generatrices infinitamente 
próximas se hallan constantemente confundidos, obtiénense dos 
nuevas clases de superficies:

Ó bien el círculo móvil permanece constantemente osculador á 
una línea de doble curvatura,- ó bien el círculo móvil permanece 
tangente á una curva, y su plano pasa por la tangente á la curva 
descrita por su centro.»

Laguerre da la generación siguiente:
Partiendo de la idea de que, dado un círculo en el espacio, se 

puede hacer pasar por éste dos esferas de radio nulo, á cuyos 
centros ha llamado M. Darboux focos, un círculo podrá conside
rarse determinado por sus focos (véase pág. 334). Sea (_/, _/') el 
círculo cuyos focos son f yf^y consideremos una curva alabeada
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cualquiera C y una superficie reglada V tal, que cada una de sus 
generatrices encuentre á esta curva en dos puntos _/¿ y //. Sean 
71’ //- /s» /2', • - • las generatrices de esta superficie. Las circunfe
rencias {7,,//), (/2, 77), • • • engendrarán otra superficie, que se 
llamará derivada de la curva C. De una misma curva dada, se 
puede obtener una infinidad de superficies circuladas. Cada una de 
las superficies derivadas depende de un modo de agrupación de 
los puntos de la curva C, definido por la superficie V.»

M. Cosserat observa que, en virtud de hallarse determinado un 
círculo por sus dos focos, la geometría del círculo en el espacio se 
reduce á la geometua del conjunto de dos puntos; y el desarrollo 
de su trabajo estriba en considerar como elemento del espacio al 
sistema de dos puntos á que denomina doá/e /funío.

Par es el sistema formado por el conjunto de un doble punto y 
de una esfera trazada por éste que se designa mediante la nota
ción (¿x, a).

Dados cuatro puntos dobles a, ¿>, e, d, su relación anarmónica 
(Æ, 6, c, d) será la de las cuatro rectas de estos puntos dobles.

Si cuatro pares (a, a), (¿, p), (í, y), (d, 8) se hallan en una misma 
circunferencia, se dirá que estos pares están en re/adan anannó- 
mca, cuando las relaciones anarmónicas (a, è, c, d) y («, p, y, 3) 
de los cuatro puntos dobles y de las cuatro esferas a, ¡3, y, S, 
sean iguales.

Consideremos un círculo, y supongamos dado el punto P, que 
determina la descripción del círculo por el movimiento de un punto 
doble. Para definir un par en este círculo, se deben considerar dos 
coordenadas z y u, que definen respectivamente el punto doble y la 
esfera, dependiendo un par, en una circunferencia dada, de dos con
diciones. Una ecuación entre z y u sujeta el par á una condición. 
Los pares correspondientes á un punto P, y que satisfacen á una 
misma condición, forman una cofTe/acío/í. Si se observa que un par 
de una correlación se define por una nueva condición, se puede 
decir que una correlación es una correspondencia entre los puntos 
dobles de un círculo C, relativos á un punto P, y las esferas que 
pasan por su circunferencia.
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Cuatro ^ares de uua misma correlación de primer orden y de ¿a 
primera ciase se iiaiian en reiación anarmónica.

Bastará citar además los teoremas siguientes:
Cada punió tomado en ei eje dei circuio C es ei centro de una es

fera tangente á ia superjide circuiada en dos puntos de C. Todas ias 
cuerdas de contacto son concurrentes (*).

(*) Demarlres. Sur les surfaces à generatrice circulaire. (Ann. de l’Ecole Normal. Ter- 
cera serie, t II, pág. 123).

Existen en cada generatriz dos puntos, en Íos çue es tangente á 
una iinea asintótica de ia superficie.

La curva iugar de ios focos de ios cifeuios, gue engendran ia su
perficie, es tina focai de esta (Demartres).

También puede estudiarse esta teoría en la obra citada de 
M. Darboux (t. 11, págs. 314-45), que dedica un extenso capítulo á 
ias congruencias de cb cuios y sistemas cíciicos.

i^n
Sea Ï Aííífr,^/, z) = o (1)

i = l

la ecuación que representa las superficies (12). Si haciendo i= 4» 
tomamos 1, x, z por las funciones fí, se tendrá la ecuación más 
general de un plano. Si haciendo i = 5, se añade á Ias funciones 
precedentes y^ -p jF^ + ^^, se tendrá la ecuación de una esfera, y 
así sucesivamente. Además, si elegimos convenientemente el nú
mero i y las funciones s¿, se podrá obtener la ecuación más gene
ral de las superficies que pasan por un número determinado de 
puntos fijos, ó que contienen ciertas curvas fijas.

Dos superficies (Ï) se cortan según una curva fija C definida 
por dos ecuaciones la forma

^ Aií¿(,r.5', z) — o, XB<tpi(.ir,j, ^) =0 . (2)

Si suponemos que los coeficientes A¿, B/ sean funciones cual
quiera de dos parámetros variables a y if,SQ obtiene una congruen
cia de curvas. Sí sustituimos á éstos las dos funciones ? y f i de las 
variables a, ó, que permanecen constantes, cuando se asocian las 
curvas de la congruencia que se cortan sucesivamente, y unimos á 
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las ecuaciones (2) sus derivadas con relación á o,

- s 2) = o, (3)

y expresamos que los primeros miembros de estas ecuaciones se 
hallan ligados por una relación lineal, llegaremos á una serie de 
relaciones de la forma

mÍ^ + N^^PAí+ QB¿, (4)

en las que M, N, P, Q son funciones determinadas de p y p^ y lo 
mismo sucederá si derivamos respecto á p,, obteniendo

M, + N, = P.Aí + Q, Bí, (5) 

que deben verificarse para todos los valores del índice i.
Para resolver el sistema de las ecuaciones (4) y (5), sustituya

mos á la función A¿ la combinación lineal MAf + NBj-, lo que no 
cambia las ecuaciones de la curva (C).

La ecuación (4) tomará la forma

= PA¡ QB¡,

que determinará B¡; y sustituyendo su valor en la segunda ecua
ción (2) y en la (5), tendremos el resultado siguiente:

Las ecuaciones que deierntinan ias curvas (C) deéen ser de ia 
/orma

A¿ cpí 2) = o, = 0, (6)

siendo ias funciones A¿ ias soiuciones /farficuiares de una misma 
ecuacio'n iineai

---- h Tb - ---- 1- cO — o, (7)

en ia que a, b, c exrf resan funciones cuaiesquiera de a y de p,.
Para obtener las congruencias, elijamos cinco funciones cuales-
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quiera 0¿ de dos parámetros a, fá 5^ escribamos la ecuación lineal

È130

3a (8)

cuyos coeficientes se determinan por la condición de que la ecua
ción admita las cinco soluciones particulares 6». Los círculos de la 
congruencia quedan determinados por Ias ecuaciones

S0¿ .r¿ = o, , 3&í\

en Ias que 4r£ son cinco funciones lineales de ;r’ -(- ^- 4- ¿r®, -r, /, ¿r, 1, 
por ejemplo, las coordenadas pentaesféricas de un punto, en las que 

la relación ~ se halla definida por la condición de que la ecuación 

diferencial nd^f- — wdQ — 0 sea la de una de las características de 
la ecuación (8), pues si se reduce la ecuación (8) á la forma normal, 
integrando las ecuaciones diferenciales de las características, las 
ecuaciones (9) toman la forma (6).

Observaremos que, dada una solución cualquiera 0 de la ecua
ción (7), es posible obtener una función « tal, que se tenga

3ff 30 35

satisfaciendo a á una ecuación de la forma
3’^5

(11)

A cada una de las soluciones A¿ corresponderá de esta manera 
una solución ai de la ecuación en ff, y las ecuaciones (6) tomarán 
la forma

3«í
= o (12)

en las que ? y p, entran de igual modo y las ai son soluciones par
ticulares de la ecuación (u).

M. Darboux deduce de estas consideraciones algunas conse
cuencias importantes. Llamando sufferjicies sín^/ares de la con
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gruencia á las superficies engendradas por curvas de la misma, 
que se cortan sucesivamente, observa que hay generalmente tantas 
series de superficies singulares como puntos focales en cada curva 
de la congruencia.

Pero en el caso de que se trata, por el contrario, hay solamente 
dos series de superficies singulares, que contienen respectivamente 
todas las curvas de la congruencia para las que p ó ?, conservan 
valores constantes. Y se obtendrán unas y otras, eliminando ya p, 
ya Pi entre las dos ecuaciones (12).

Para demostrar que cada una de estas ecuaciones (12), consi
derada sola, representa una superficie tangente, en todos los pun
tos de la curva de la congruencia, á una de las superficies singu
lares, que contienen dicha curva, escribamos

P = L^í ii (.r,9/, ^).

P, considerada como función p y de p^ satisfará á la ecuación

(14) 

y las ecuaciones (12) se simplificarán, tomando la forma

3P ap
(15)

Si diferenciamos totalmente estas ecuaciones, obtendremos, te
niendo en cuenta la ecuación (14), 

refiriéndose la diferencial d á ,r, y, s tan sólo.
La ecuación del plano tangente á la superficie p = const., será 

pues £¿— = o.

Si se trata de una congruencia rectilínea, las dos ecuaciones 
(15) representan los planos focales de la recta, y si la congruencia 
está formada por círculos, representan dos esferas que pueden lla

*

*
\. ♦'nns
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marse también esferas focales, y que contienen á una de las cir
cunferencias infinitamente próximas á la propuesta, que la cortan 
en dos puntos.

Entre las consecuencias á que llega M. Darboux, citaremos el 
siguiente

Teorema. Bu ¿oda íuvo/venle de esferas con dosparáme¿ros kay, 
en ¿’enerad, dos seríes de ¿meas, qne ¿¿amaremos líneas principales 
de ¿a en‘vo¿ven¿e, definidas for ¿a frofiedad de que, cuando se recorre 
una de e¿¿as, ¿os cua¿ro fun¿os de con¿ac¿o de ¿as dos es/ei'as infinita- 
fuenie fro^rimas con ¿a envoivenie, es¿án eji una misma circunferencia 
que ¿¿amaremos circunferencia principal. Las ¿meas ¿>rmcifa¿es, 
son ¿as características de ¿a ecuación de derivadas farcia¿es que ad
miten for so¿uc¿ones farticuiares ¿as cinco coordenadas ¿lomoge'neas 
de ¿as esferas var¿a¿}¿es.

286. Geometrías esféricas b). Un sistema geométrico im
portante es el de las geometrías esféricas de Lie (véase pág. 430) 
elemental y superior (Kuge¿ ^'eometrie). Escribamos la ecuación de 
la esfera bajo la forma

AT* f f' H- 2^ — 2Bx— 2Cy —2DS-I- E = o, (l) 

considerando á B, C, D, E como coordenadas de la esfera; enton
ces el espacio se ofrece como una variedad de cuatro dimensiones.

Para el radio de la esfera, tendremos la expresión

R-^ = B‘^ + C’^ + D- — E,

como relación que une la quinta cantidad R con las cuatro coorde
nadas A, B, C, D.

Hagamos, para introducir coordenadas homogéneas,

b c d e r
B = C------, D = -, E = -, R=:-;a a a a a

entonces a: b : c : d ■. e serán las cinco coordenadas de la esfera y la 
sexta cantidad r se refiere á ellas por medio de la ecuación homo
génea de segundo grado

r’^ = d^ + c* + d^ — ae. (2)
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En la geometría esférica elemental se emplean tan solo las cinco 
coordenadas a: ó : c ■. d : e, mientras que se introduce, en la sufe- 
rior, la cantidad r. En este sistema, la esfera tiene seis coordenadas 
homogéneas, a, â^ c, d, e, r, unidas por la ecuación (2).

Cada una de estas geometrías está caracterizada por el grupo 
que le corresponde.

En la elemental, el grupo está formado por todas las sustitucio
nes lineales de las cinco cantidades a, ó, c, f e que dejan invaria
ble la ecuación homogénea de segundo grado

^' “H “H d^—«^ = o, (3) 

que da oo2o-i5 _ ^10 sustituciones. El significado geométrico de la 
ecuación (3) consiste en que el radio es cero. Cada esfera de radio 
cero, es decir, cada punto, se transforma en un punto. Y puesto 
que la polar

2¿¿' + 2çc' + 2dd' — aé — a'e = o (4) 

permanece invariable en la transformación, resulta que Ias esferas 
ortogonales se transforman en esferas ortogonales. Así, el grupo de 
la geometría elemental esférica es el grupo conforme.

Una ecuación de segundo grado

F c, = 0,

tomada con la relación (3) representa la superficie puntual, llamada 
cicada por M. Darboux, cuyo estudio ha hecho en su obra citada; 
y Mr. Bócher ha relacionado este estudio con la teoría del po
tencial (*).

(*) M. Bûcher, Ueber die Jieikenenwickelungen der Potential theorie.

En la geometría esférica superior, Ias seis coordenadas homo
géneas a'. ó : c'. d : e •. r se hallan ligadas por la ecuación de se
gundo grado

ó^ 4- c- + d'^ — r^ — ac = o. (5)

EI grupo correspondiente es el de la sustitución lineal, que trans
forma en sí á esta ecuación, ó el de oc26-2i — ooi^ sustituciones.

32
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Haciendo B' = B, C'== C, D' = D, E' = E, R' = R •(- const, 
la transformación consiste en una dilatación de cada esfera, hasta 
llegar á una esfera de radio dado. Y, permaneciendo invariable la 
ecuación polar

2bb' + 2cc’ + 2dd' — 2rr' — ae' — a'e = 0 

por toda transformación del grupo, las esferas en contacto seguirán 
en contacto, perteneciendo el grupo á la clase de írans/ormaeiones 
de concado, tratada en sus obras, por Sophus Lie.

Una ecuación F (zx, b, c, d, e, r} = o representa un complejo de 
primero, segundo, ... grado, según el grado de la ecuación, de 00’ 
esferas. Dos ecuaciones F,= 0, F2 = o representan una congruen
cia de 00® esferas, tres, una serie de esferas..

En la geometría ordinaria, una superficie se concibe como un 
lugar de puntos, en la de Lie, como la totalidad de todas las esfe
ras tangentes a una superficie.

Nuevos detalles pueden verse en las obras de Herr Klein, Lectu
res on Matbetnaties y Hobere Geometric, t. I, págs. 208-232 y en la 
obra citada de M. Darboux, t. I, lib. IV, cap. XV.

287. Sistemas de cíclidas homofocales. Para demostrar 
que el sistema de cíclidas homofocales es triplemente ortogonal, 
vamos á expresar que, dadas dos ecuaciones homogéneas respecto 
á las cinco cantidades S, representan dos superficies ortogonales. 
Empleando la notación ya empleada en la página 419, tendremos

(?. D = -■ j^- s< (Si» Sy). (z, i, 2, 3, 4, 5)

Pero según las ecuaciones (16, y 162) de la pág. 419, esta ecua
ción puede escribirse así,

y por ser nulos los dos primeros términos del segundo miembro,

MCD 2022-L5



GEOMETRÍA CIRCULAR 483
en virtud de la ecuación homogénea de las dos superficies, ¡a rela
ción de ortogonalidad toma la forma simple

Vp2 Ü __

Esta ecuación se verificará para dos cíclidas pertenecientes al 
sistema definido por la ecuación

6

(3)

Luego: Vos cíc/ieias /lomofoca/es se corlan se^iín áng-u/o recio, eti 
iodos los />unios de sií ¿nierseccio'n.

Para demostrar que pasan tres cíclidas reales por un punto cual
quiera del espacio, supongamos que de las cinco esferas una p, e. (S») 
tenga un radio imaginario -)- k ^— 1. La ecuación del sistema será

f^Y f-Y f5’Y fí^Y\R./ , Uz Uz
X—íx, X— íz^ X—ag X—<z^ X—^3

Cuando X es la incógnita, da tres raíces reales, una entre æ, y a.¿ 
y las otras dos entre a., y a^, entre a^ y ¿z^. Las cíclidas correspon
dientes son reales.

Cuando se hace en la ecuación (3), X = ai, la superficie se redu
ce á una esfera doble ó, mejor, á la parte de esta esfera, limitada 
por la focal. Cuando X se aproxima á ¿z,, por ejemplo, la intersec
ción de la cíclida y de la esfera (Si) se aproxima á la curva límite

f^Y í^Y /5íY í^YUJ , \R3/ , \rJ U3/ 
------------ j-------------- 1--------------------------- Q, 
¿z, — a^ ai — ag a^ — a, ai — a^

Y lo mismo sucede para las otras focales.
288. Nuevo SISTEMA DE COORDENADAS APLICABLE Á LAS CfCLI- 

DAS. Las cinco cantidades S^ definidas en la pág. 457, que son las 
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potencias de un punto con relación á cinco esferas ortogonales, 
pueden considerarse como un sistema especial de coordenadas, 
que ya se trató en las coordenadas pentaesféricas.

El sistema de cíclidas homofocales origina un sistema de coor
denadas curvilíneas, análogo al de las coordenadas elípticas de 
Lamé, Jacobi y Liouville.

Llamando p, p,, p2 á los parámetros de Ias tres cíclidas homofo
cales que pasan por un punto del espacio, estos parámetros son 
raíces de la ecuación

(Sí : Rí)‘ 
S -------- = o.

Quitemos denominadores, y expresemos por M el coeficiente 
de V, tendremos

M (X - p) ÇX - pQ (X - p,)

X - ai (X — 011) (X - ......... (X —Æs)’

Haciendo por brevedad / (X) = (X — o:,).. (X — a#), si des
componemos el segundo miembro en fracciones racionales, é iden
tificamos, será

Sí
ó abreviadamente, — = pM.Hí.

Estas ecuaciones dan las cantidades Sí; y podremos obtener 
inmediatamente .r, ^, en función de p, pi, p».

Ya vimos que se puede determinar un punto, no sólo por las 
cinco coordenadas Sí, sino por sus relaciones, y que la fórmula 

Ô
v Xi^ = 0 puede escribirse bajo la forma

(x- — y)* -b {y —y'y + (« — y)’ = ~ ’

Rí Rí
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Ó cuando la distancia de (,r^ xf) y (^', j', ^') es infinitamente pe
queña, bajo la forma

i \1K;/

Una de las propiedades más importantes del sistema de coor
denadas de que se trata, es su independencia de una transforma
ción por radios vectores recíprocos.

De manera, que si se le somete á una inversión las cinco esfe
ras (Sí) se cambian en otras cinco nuevas esferas (S'f) y toda es
fera, punto ó plano (U), se cambia en una esfera (U'), que tiene 
respecto á las (S'¿) las mismas coordenadas que (U) respecto á las 
(Sí), estudiándose en este sisíema de coordenadas y en /a misma 
ecnacio'n, ai mismo iiempo ^ue una ^^ura, todas sus transformadas 
for radios vectores recifrocos.

Las nuevas coordenadas son proporcionales á Ias cantidades 
S- .
^ ó 2di, si la esfera de base Si se cambia en un plano, y todo 

punto quedará determinado por las cinco coordenadas homogéneas 

Xi = '^~, ligadas por la ecuación '¿mi- = o.

289. Superficie de los centros de curvatura. La condi
ción para que una esfera "^mi Xi = o sea tangente á la cíclida 

i--------= o es que la ecuación en u. a ai '

ai — a

tenga una raíz doble. Haciendo ¡x = i : (X — ai, tendremos;

La esfera será tangente á la cíclida, cuando sean iguales dos 
raíces, por ejemplo, = Pg = u.
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Dada una esfera (wj, la ecuación (i) tendrá, en general, cuatro 
raíces distintas p, p,, pj, pgj y se verificará la identidad

X — a ““X — ai (X — a) « (X)

haciendo w (X) = (X—¿z,)(X — ¿ír).
Y si repetimos el razonamiento hecho en la página 484, obten

dremos para las coordenadas de un punto de la cíclida, la fórmula

_ i/M — a) {aj — o) p,)

Si en vez de dar á u un valor constante se le da el valor ? ó p,, 
tres raíces de la ecuación (r) se hacen iguales; la esfera y la cíclida 
son osculatrices. Las ecuaciones

,,, -2 M (g¿ — p)3 (a¿ — p J^ M (g —p)^ (g — p,)
' —«(a)

determinan todas las esferas osculatrices, cuando se dan á p y pj 
todos los valores posibles. Los centros de estas esferas describen 
la evoluta de la cíclida. {*)

Completando algunos resultados anteriores, diremos que:
£:i:isée eaíre Zas poiencias, respecto á cinco esferas no orto^onaies 

á una misma esfera, una reiacio'n ctiaciraíica komo^enea, gue contie
ne, en générai, ios rectánguios de ias uariaóies.

La ecuación Y -—- = o entre coordenadas pentaesféricas con 

ia identidad 1^ dii xi' = o representa un sistema ¿ripie ortogonai de 

ciciidas komofocaies.
290. Aplicación de la teoría de los factores primarios. 

Es importante el hacer algunas indicaciones acerca de la apli
cación de la teoría de los factores primarios de Weierstrass á la

o Darboux. Sur una classe I'emarquaile de courbes, p. 304. 
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teoría de las cíclidas homofocales, expuestas en la obra citada de 
Mr. Bócher.

Aunque ya en el tomo II (pág. 158) se han hecho algunas indi
caciones respecto á los factores primarios, podemos ahora insistir 
nuevamente, para dar á conocer algunos resultados, debidos á 
MM. Picard y Borel, que se relacionan con el concepto de género 
de las funciones.

Se Wo-ma. June ión entera á una función analítica, que no admite 
ninguna singularidad á distancia finita. Siguiendo á M. Borel en sus 
Leçons sur tes fonctions entières, dada una función entera

F (^) = Æu + Æ, ^ H- a, s-^ 4-.......... +a„iS’«-(-., (1) 

podemos proponemos estudiar su modo de variar, cuando z se 
mueve en su plano.

La primera proposición que se présenta es el teorema de Cauchy; 
F (^) no fuedefermanecerfinita, sin reducirse á una constante, ó más 
generalmente;

Si existe un número m tal, que (excepto en la proximidad de 
F (2)^ — o) el cociente — - sea inferior á un número fijo M, se fuede 

(firmar que F (z) se reduce á un foiinomio dei ^^ado m á io más.
En efecto, dividiendo los dos miembros de (1) por xr^+í + ^é 

integrando á lo largo de una circunferencia C cuyo centro sea el 
origen, se tiene

fP(2)d2

porque la integral de los demás términos del segundo miembro es 
nula á lo largo de un cortorno cerrado.

Ahora bien, la longitud del contorno de integración es 2kR, 
siendo R el radio del círculo C; y puesto que el módulo de F (¿r) es 
inferior á MR®, el módulo del primer miembro es menor que '^^^ y» 

por consiguiente, para cualquier valor de R, será |«m+gl ^■^5“- ^^' 

pues, a,„^j = o para cualquier valor positivo de g.
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Otro resultado importante debido á M. Hadamard es el si
guiente: Hagamos

£r=r(cosfj + /sene), ¿^« = 0^+2^^,

F (^) = P (r, 0) + íQ (r, 6).

Tendremos, separando lo real y lo imaginario,

P(^> ^) = «o-F (^i COS O — Hi sen 6) r + 
+ (a,„cos?«0 —^„1 sen 7«0) r”» -u

y resultara 2Ka = j P (r, h) d(>^ {2)

= j^ P (r, 0) eos mh dh, m =1= o

— [ P 6) sen m ± 0
Jo '

y Tcr^^a^n “ J P (^’ ú)^-’«0 jo, 

después de observar que

^■m + i^m = cosma — / sen mh = ^-»«0; 

y, puesto que el módulo de e ^^^ es igual á la unidad,

CJ^ |P(r. 0)1 Jo. (3)

Las relaciones (2) y (3) dan, por adición y sustracción,

|í2«i[ + 2-a„ ^y^^’‘[iP (.r, 6)1 H- P (r, ú)J¿/0,

[(P(r, 0)1 — P (r, 6)] Jo.

Consideremos la primera de estas dos desigualdades. La canti
dad por integral' es nula, cuando P^es negativo, é igual á 2P cuando 
es positivo. Si pues, expresamos por A (r) el máximo de los valo
res posiíivos de P (r, 6), cuando r es constante y 6 varía desde o 
hasta 2~, tendremos

+ 2-7.^, ^ 4icA(r). (4)
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Igualmente, si expresamos por B (r) el máximo de los valores 
positivos de — P (r, 9), para r constante y 9 variable, la segunda 
de las desigualdades dará

— 27tao^ 4-í^B (r). (5)

Observaremos ahora, que el segundo miembro de (4), por ejem
plo, solo depende de valores J^osiilvos de la parte real de F (^).

Si pues, se supone que la parte real de ^ es siempre al^eórai- 
camefile inferior á Mr?, expresando r el módulo de ^, M y $■ núme
ros fijos positivos, resultará que a„i es nulo para m > ^, es decir 
que F (^) se reduce á un polinomio. De manera que, cuando F (2) 
no sea un polinomio, se podrá afirmar, no solamente que su mó
dulo excede á todo número asignable, sino además que su parte 
real P (r, 9) [y también Q (r, 9)] toma valores ya positivos, ya ne
gativos, superiores en valor absoluto á cualquier número dado y 
aun á Mr?, cualesquiera que sean los números fijos M y

Para llegar á nuestro objeto, recordaremos con M. Borel el teo
rema de Weiestrass, cuya demostración expuesta por M. Picard en 
su Traite' ¿¿’Analyse (t. II) expusimos en el tomo 11 (pág. 242):

Sn la />ro.v¿fíí¿clad de un /unió singular esencial, una fundan 
uniforme fuede afro-rlmarse cuanto se quiera á cualquier valor dado.

Consideremos, por otra parte, una función Antera F (2) tal, que 
la ecuación F (^) — o no tenga raíces, y hagamos G(^) = log F(^).

La función G (2) es regular en cualquier punto del plano, pues 
F (2) no es nunca nula ni infinita, es por tanto, una función entera 
que no tiene ceros.

Consideremos ahora una función F(a) tal, que no tengan raíces 
las ecuaciones F (^) = 0, F (^) = 1; y designemos por w (2') la 
función modular, es decir, la función que expresa por medio del 
módulo, la relación de los períodos de una función elíptica. Se sabe 
que la función w(,r) admite solamente los puntos singulares 0, 
L CO, y además, que el coeficiente de i en w(,r) es siempre del 
mismo signo, por ejemplo, positivo. Sea la función w|F(£)]. Será 
una función regular en cualquier punto á distancia finita, por con
siguiente una función entera, que según se ha observado, deberá 
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reducirse á una constante, porque su parte imaginaria es constan
temente positiva. El máximo de los valoi’es negativos de — Q(r, 0) 
es cero, quedando demostrado el teorema de M. Picard:

Una función enícra F (z) íai, ^ne ias ecuaciones

F(z) = a, F(z) = b (a 4= b)

no ieiiga raíces, se reduce necesariameníe á una constaníe.
Oéservación. Hemos visto que las funciones enteras son de la 

forma F (s’) = ^a(«), siendo G (xr) una función entera (ó un polino
mio). Si G 'z} no es polinomio, la parte real de G (s) se hace supe
rior algebraicamente á Mr?, cualesquiera que sean M y ÿ (r es el 
módulo de xr); luego el módulo de F(s) se hace superior á e^'^‘'^. La 
función F (s) toma pues, valores mayores que en el caso de ser 
G i^s) un polinomio de grado cualquiera, pero determinado.

La forma de un polinomio P (s) de grado m es

P {2} = Á (s — a^) (z — a^}.........(« — «»).

Siendo los ceros de una función entera, F (a) en número limitado 
dentro de un área finita, los podemos'colocar según el orden de 
magnitud de sus módulos. Asi, tendremos ¿Zj, a¿, ...........  
y haciendo = r^, será

Supongamos que ia serie de términos positivos

sea conwr^ente. En este caso, ei producto infinito

es aisoiutamente convergente, para todo vaior de z, y uniformemente 
convm'^ente en todo dominio iimitado.

Supongamos |xr|cr. La convergencia absoluta y uniforme de
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II (s) depende de la convergencia det producto infinito

14------- ) ( H- - - - ) r
i H------

que depende á su vez de la convergencia de la serie (6).
El producto II (^) representa pues, una función entera, que ad- 

mite los mismos ceros que F(^). El cociente -y. es por tanto una 

^unción entera, porque éste no podrá admitir por puntos singulares 
á distancia finita, más que los ceros de IK»), el cual es regular en 
estos puntos, y además no podrá ser nulo. Es pues una función

F
entera sin ceros; luego se tiene siendo G >) una fun-

ción entera. Luego, se tendrá que F (^) = ^^(^1II (^), es decir,

F (^) = ^GW

y puesto que r„ aumenta indefinidamente, podemos Ziai/ar una serie 
de númej-os enteros />osi¿hos o,, p,,......s„,........ ¿ates ^tie sea con
vergente, para cnai^uier vaior de r, ¿a serie de términos positivos

lo que se verifica siempre, si se toma ?„ = n, pues el término gene- 

ral de la serie (7) es — ; luego tiende hacia cero para n infinito. Para 

este fin, basta que hagamos ©„ = E (log «) expresando E (-r) la 
parte entera de .r, pues

— ^10g r — log r„) log n _ ^Iog r — log r„

y puesto que ;•„ aumenta indefinidamente con n, los términos de la 
serie (7) son, á partir de cierto lugar, inferiores á los de la serie 
2«-? para cualquier número fijo q. Luego la serie (7) es conver
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gente. Esto sentado, llamaremos factor /primario de genero ^ á la 
expresión

Pft (») = (I — 1 * 3 fe, 

en la que el exponente de e se halla formado por los k primeros 

términos del desarrollo en serie de log —-—. Tenemos además

U U- u^ 
log P*(«) = log(i~«) + 7 + v + + T

“ ~¿72~>é + 3~

Luego: P*«=^ * + i fe + 2 1 + p^

En sus Leçons sur tes fonctions entières, M. Borel demuestra la 
convergencia uniforme y absoluta para | ^ ) < r, del producto 
infinito

«W-Pp. (y)pp. (f)Pp.(f-)

en el quezïi,<Xj,, an son números cuyos módulos se expresan 
por r„ r^, ..., r„, ... para llegar al notable teorema de Weierstrass:

Dada una serie infnita cuatguiera de números cuyos móduios 
ctecen indefinidamente, es fosiète formar un frodiicto de factores 
primarios, de tos ^ue cada uno se anuia for uno de estos números, 
Siendo dicho froducto aésotuta y uniformemente conver^'ente en todo 
dominio finito, for to que refresenta una función entera.

Mr. Bócher aplica la teoría de Weierstrass al estudio de las 
series de cíclidas homofocales.

Siendo ‘1» = o una cíclida, X el parámetro de la serie y Q = ola 
identidad subsistente entre las coordenadas 4r¿, tendremos una serie 
de cíclidas 5,0 — <I> = o, y nos proponemos transformaría en otra 
XÜ' — 4>' = o por una sustitución lineal. Sean

5 5 6 5
Ú^SStfy^áry^r», <!> = Ójk .Vj Xk

11
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y el discriminante de ?1} — <1» la expresión jX<zy4 — ¿y¿¡. Expresemos 
además la transformada de una cantidad t: mediante E, y tendremos

i — bjk [ = ^ I '^a/k — bjk ¡,

siendo r el determinante de la transformación.
Para establecer la dependencia entre las raíces Xi y X¿', observa

remos que las raíces de j^!^-»—¿/^¡“O son iguales á las Xi: haciendo

Q' = aÜ— Y<1», <i)'= ^0 — 0(1),
la serie X'Ü' — 4»' = o es idéntica con la serie XQ — ^ = o. Ten
dremos que

y expresando el coeficiente de Û por X, será

vX i— o

Así pues: La condidón necesaria y suficiente /ara ^ue dos series 
de formas XÜ — <1» ^ X'Q' — <1»' sean equivaienteSy es que tas raíces \' 
deí discriminante se /laíien en reíacidn froyectiva con ias raíces "Xi de 
ia otra serie.

Sea X¿ una raíz, cuyo grado de multiplicidad es v* en el determi
nante de quinto orden, es decir, que se anula v¿ veces para X s= X,-, 
y análogamente v/ veces para el primer determinante menor, y así 
sucesivamente, de modo que se verifique la serie de desigualdades

Las diferencias

^,í = V* --- Vj*, ^jí^v/' --- V/, ef = vf --- VgL........  

son positivas, y tendremos la descomposición en el producto

l y^t — ijk 1 = II ' - xj’* = II 1 (), - );)«■• (X — Xi)..'......... ;

(X — x)®«* son los factores primarios.
Un divisor frimario es ia suma de ios factoíes que desaparecen 
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cuando se /jasa de¿ determinante \ f'-aji^ — éjh ¡ a¿ detej'minante />rí- 
mero menor, jf de¿/rimero ai seg-undo, etc,; y puesto que la proyec- 
tividad de las li es la condición necesaria y suficiente para que las 
dos series de formas sean equivalentes, se reduce ahora á ia coin
cidencia de ias muiti/iicidades Qn^ de sus /actores /rimarios. En estas 
consideraciones funda Mr. Bócher su interesante clasificación de 
las cíclidas, que puede estudiarse en la obra citada.

291. Las GEOMETRÍAS pROYECTivA Y MÉTRICA. Podemos pro
ponemos la cuestión de, si ia geometría /ro_yectiz>a /uede estaéiecejse, 
de manej'a ^ue sea ¿nde/endiente ¿i^i conce/to de carácter métrico de 
ia distancia y ei ánguio, con sus teoremas de ia geometría eiementai 
acerca de ia su/er/osicióu (congrueticia), semejanza, etc.

Desde luego la geometría proyectiva es independiente del pos
tulado de Euclides, mientras que los teoremas de la métrica no 
pueden prescindir de éste ó de otros axiomas equivalentes.

Partiendo de la determinación de la recta por dos puntos y del 
plano por tres, la figura más sencilla de la geometría proyectiva es 
el cuadrilátero completo; y es suficiente para nuestro objeto, el 
hacer breves indicaciones del método de Staudt, que por construc
ciones sucesivas de dicho cuadrilátero, determina una serie de pun
tos en una recta: ei cuarto /unto armo'nico.

Así, cada cuatro puntos;

P.PlP.P,, P„P2_P.P¿.............. P.P,-»-lP.P,-a

se hallan en relación-armónica. Por cada entero ¡x = 2“, se obtiene 
el punto correspondiente á cada denominador, al establecerse que

P^Pv Py — l Pv + l

se hallan en relación armónica:
i .® Si dos números a p són iguales, los puntos -correspon

dientes coinciden.
2 .° Los puntos siguen en la misma serie que sus números 

correspondientes.
Cada número (racional ó irracional) arbitrario 5, que no se ex
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presa por una potencia de 2 en el denominador, se puede determi
nar cuando se puede obtener, para una potencia 2^^' un entero tal, 
que se tenga

— <G<--
2^ 2^

donde Pi<2, P,<2, .........

El número c se determina por una serie convei-gente

y el tránsito á los números irracionales es sencillo; pero no insisti
mos en este particular.

La construcción de puntos, mediante el empleo del cuadrilátero 
complejo conduce á Clebsh al siguiente enunciado, útil para la 
considei-ación de los sistemas geométricos:

ExisiíH dos números />os¿í¿zios m' ^ m" ía/es çue m" ^ m', de 
modo ÿue á ¿os núme^vs desde o kasía — m y d los comprendidos entre 

m _y — co roirespondan eji la recta AC, respectivamente, puntos 
ó la izquierda de A. 0 á la derecha de C, mientras ^ue los números 
negativos — n, ^ue satisfacen á la condición m'<^ n m" no tienen 
puntos que les correspondan.

Sin entrar en más desarrollos, enunciaremos el conocido
Teorema. SI dos ^guras fundamentales son proyectlvas, pode

mos relacionar aráltrarlamente tres elementos de una con tres ele
mentos delà otra, de maner a que á cada elemento de la una corresponda 
un elemento de la otra.

292. La GEOMETRÍA ANALÍTICA. Bastará decir respecto á esta 
geometría, que su moderno desarrollo estriba en el concepto de la 
relación anarmónica de cuatro puntos. Se trata de que sean equi
valentes las ecuaciones Pg = 0 y P.¡ = o con las

P. + X,P2 = o, P, + X,P, = o.
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Los vaiores de r^ j/ ,r^ están dados por

i+X, ’ I4-X, 

y la relación anarmónica de los cuatro puntos -r,, ár,, a;^^ x^ 
se expresa por

En esta relación se funda la nueva geometría analítica á la 
que Chasles primero y después Ovidio, Fiedler, Clebsch y Salmon 
han conseguido á darle su forma definitiva actual, de la que escri
bieron, en italiano el Sr. Lazzerí y en español el Sr. Vegas, dos 
tratados, dispuestos para la enseñanza, en su período medio.

293. Introducción de los conceptos métricos en la geome
tría pROYECTivA. Cayley consiguió reducir la geometría proyec- 
tiva á ser un caso particular de la geometría métrica, introduciendo 
un nuevo concepto de la distancia y del ángulo, dependientes de 
la relación anarmónica (véase t. III, Introducción^ p. XIV).

Dada una figura en el espacio, tornemos por superede aósoiula 
la esfera

^’ +j'® +2' — R^ — o.

Entonces, la distancia de dos puntos {:c,y, a) y (V,/, s) es
tará dada por la fórmula

(.rjr'+Ty + — R^_)^________
, ° +/ + ^^ — R-) + — R’)

y se tendrá también,
+.........)\

^^'^ (;r‘+/ + «* — R’)

si el punto (y, y, z") está próximo al (.«•, /, ^), podremos escribir 

(y 4-^/8 p s2 — R*) (¿y + dy- + dz^} — {^d^ + 
^^'=- (^í + yi + ^Z7R7
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Cajdey sustituyó al círculo del infinito una cuádrica, y consi
derando dos planos (P), (P') y otros dos planos tangentes á ésta, 
trazados por la intersección de los dos primeros, definió el ángulo 
mediante la función V, dada por la ecuación, que modificada por 
Klein, se reduce á

v = ¿10gR,^^‘V = R,

en la que R expresa, la relación anarmónica de los cuatro planos, 
y análogamente respecto á 4a distancia, según se indicó en el t. III 
[Inírodííedó/i, p. XII), puesto que en vez de la relación D, -|- Dí=D 
existente entre las distancias sucesivas 12 4- 23 = 13 de los tres 
puntos I, 2, 3, para las relaciones anarmónicas

R {xx'\ (^)_(£22 
C^vr) (^'')’ (â^'V) (^"€)R {x'x\ =

R (•TX”), =
(JV;) GY'^9
{yV) (^’"C

rige la relación R, . R,, ~ R3, de manera que la función que se 
busca para la determinación métrica debe ser tal, que se tenga

F (RJ + F (R.) = F (R,),

correspondiente al logaritmo.
294. Los SISTEMAS GEOMÉTRICOS, considerando la figura 

fundamental ó absoluta '^'^-ncXiXk = o ó L.^^j = 0, siendo Ï-Yy la 
forma polar, podremos distinguir tres casos, según que las Paices 
de esta ecuación sean reales y distintas, imaginarias conjugadas ó 
reales é iguales, correspondientes á las determinaciones métricas, 
hiperbólica, elíptica y parabólica, ó las geometrías fundadas en la 
existencia de dos puntos reales, ninguno ó uno solo en el infinito, 
en cada recta. Así pues, la geometría parabólica (Euclídea) se pre
senta como un caso límite de las otras dos, el en que los dos pun
tos del infinito coinciden, correspondiente á la validez del axioma 
de la única paralela.

Dos casos podemos considerar, desde el punto de vista de la 

33
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posición que los puntos correspondientes ^r y ,r' tienen respecto á 
los puntos fundamentales ? y 5'.

i? Cuando los puntos ;r y 4^^ cuya distancia se trata de obte
ner, no se hallan separados por los ? y ; (fig. æ), ó se hallan en el 

interior de la relación ; es siempre positiva.

2.® Cuando .r y 4?' se hallan separados por ; y $\ dicha rela
ción es negativa (ñg. ¿). En el primer caso, el logaritmo de la rela
ción anarmónica es real, en el segundo imaginario.

El Sr. Klein aplica estas consideraciones al mismo tiempo que 
á las series de puntos, ó á los haces de rectas, para lo cual emplea 
la palabra Maassunteí'sc/iied, extensiva al segmento y al ángulo, que 
traduciremos diferencia de medida.

Sin entrar en detalles, que pueden estudiarse en su Nick¿-£uki- 
dische Geomeirie, bastará, para esta ligera reseña, añadir que en la 
expresión de la diferencia métrica

M (4^4?') = k log

la constante >è es —, en la determinación elíptica, y que la longitud 2
total de la recta es finita é igual á 2>è7f; y puesto que el período de 
una función infinitiforme es 2,^/^, ia distancia de dos puntos de una 
rectc^ en e¿ caso elíptico, es una función fnita con el período 2kTi.

En la determinación métrica, k es igual á —, y lafigura conside-

rada como absoluta ó fundamental de segundo grado, se reduce á los 
rayos del haz qiie pasan por los plintos circulares.

Pasando á la determinación métrica hiperbólica, veremos que 
tenemos

(4^) (.r’D , (4r^) (4;'^') 

(^rÇOfyÇ) ° Grc') (^Q 0)

cuando 4;' tiende hacia $ ó cuando 4;' tiende hacia 5'. El logaritmo 
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de la relación anarmónica es H- 00 en el primer caso, —• 00 en el 
segundo.

La recia tiene dos J^unios en ei if^nito. Los puntos $ y ^' (figura 
<^, pág. 498) son límites á que no se puede llegar por el movi
miento de un punto, de igual modo que sucede respecto á un haz 
de rayos, que gira en uno ú otro sentido.

Respecto á la determinación métrica parabólica bastará decir, 
que, existiendo en la ecuación S^æ = 0 dos raíces iguales, existirá 
en la figura fundamental un elemento doble; y puesto que los puntos

? y coinciden, será R = = 1.

La diferencia métrica CMaassuntersckied), en ta geometría fara- 
éóHca, es ia diferencia entre dos reiaciones anarmónicas, de ias que ia 
una contiene ios funtos x, o, 1, 00 ji/ ia otra ios /puntos x', 0, 1, 00 (*).

(*) F. Klein, Nickt-Euklidiscke Geometrie, I, p. 82.

295. El MOVIMIENTO, LOS ELEMENTOS INVARIANTES Y LOS 

GRUPOS. En la Geometría elemental, el concepto de movimiento es 
fundamental. Dos segmentos son iguales, cuando pueden superpo
nerse por una mutación ó cambio de lugar en el plano, y lo mismo 
diremos respecto á dos ángulos iguales.

Todo movimiento produce una correspondencia de los puntos 
de dos figuras.

Las coordenadas de los puntos de una figura se consideran como 
funciones de las coordenadas de los puntos de otra figura. Y estas 
funciones están relacionadas con el concepto de movimiento.

Ya hemos visto que se pueden referir los puntos .v de una recta 
á los puntos 4: = o, = i, .r = 00 y que existen dos números 
^1 y ^2. que son negativos, cuando los puntos a: = 0, .r = i no 
están separados por los puntos .r = 00 , y positivos en el caso con
trario, caracterizados por la propiedad de que, en el primer caso, 
solo corresponden puntos reales de la recta á los valores positivos 
y negativos de .r que no se hallen entre los límites Xi y Xg; mientras 
que estos valores exceptuados, deben corresponder á los puntos en 
el infinito de la recta.
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Por un movimiento de la recta en sí, es decir, al resbalar, cada 
punto pasa á otro punto de la misma. Á cada valor real de 4;, que 
no se halla entre X, y X^, corresponde otro valor de -r, que no per
tenece á estos valores excepcionales; pero un valor de .r, al que no 
corresponde ningún punto de la recta, debe transformarse en tal va
lor. De esto se sigue, que los valores limites X, y k^ deben relacio
narse entre sí, es decir, que ¡os junios de¡ üi^niío deden /lermanecer 
JiJos ^or uj¿ reséa/amie/ito de ¡a reda. Podemos expresar la transfor
mación bajo la forma ; — ® (.r, ¿x), dependiente de un parámetro a; 
á los valores ,r = X,, K, corresponden respectivamente ? = X,, X^ 
que, introduciendo las nuevas variables 5 y X, se pueden relacionar 
mediante las fórmulas

De esta manera hemos llevado los dos puntos fundamentales 
o é co de la recta á los dos puntos del infinito. Y dicho cambio puede 
expresarse por ecuaciones lineales, como una transformación de 
coordenadas. Podemos ahora admitir que el movimiento se halla 
expresado por una ecuación de la forma

S = X.Ó{X,X), (I)

en la que X es la cantidad que expresa el parámetro del movimien
to, de modo que para X = 0, sea la función ■} igual á la unidad. 
Un movimiento no depende en modo alguno de la elección de las 
coordenadas. Permaneciendo fijos los puntos o é 00, podemos efec
tuar un cambio de coordenadas solo para el cambio del punto uni
dad, multiplicando las variables X y 5 por un mismo número f; y 
la ecuación (1) se transformará en

B = X,f(?X.X). {2)

Y puesto que la ecuación (2) no debe depender de p, será ó inde
pendiente de X; y podremos introducir en vez de <]> (X) un nuevo 
parámetro ¡x. Volviendo á las variables primitivas, quedará re/^useií- 
tado un movitnienío J^or ¡a ír ans formación

f (3)
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siendo X, y X2 las coordenadas de los dos puntos del infinito y ¡x el 
parámetro que mide la magnitud del movimiento.

Además, conforme á lo arriba expuesto, si el punto ^ se trans
forma en el punto V por un segundo movimiento, y las distancias 
;r — ^, ^ — ''se miden respectivamente por œ y [x', siendo

r , seraÇ— A ; —Xj
—X| ¿u — X< 

V — X/ x —x

la medida de la distancia .r — ^'.
Haremos jx = ^, r = log p.; y si elegimos otro número, en vez 

de^j r = ^ log ¡x, la distancia r de dos puntos .v y ; se expresará por

r = ^ log ?-----7- .------ 7 , (4)

y si ?•, r', o, o' expresan respectivamente las distancias de x y E, v y r„ 
de y, de vj resultará de (4)

con análogas fórmulas para las otras distancias, y

(^ - X.) - XJ ’

r
e^ — i e'^ — i

r r p p r — r'
^‘¿k __ ‘2k g2k__ g ‘¿k ^ 2ft

r'
e'^ — i e'^ — i

r' r' p _  ^ P P
e^k — e~2/te2i‘ —e sft g 2k

expresión que se reduce á

sen
¿i‘ 
2k sen i?'

2k

— 4 sen
ir
2k

sen Jl
2k

donde / == /— 1. Análogamente se puede razonar respecto á los 
haces de rayos. Sin entrar en esta particularidad, bastará concluir 
que por pasar cada punto del infinito de una recta, que se mueve 
continuamente, á otro punto del infinito, éstos permanecen fijos, y 
con continuidad, es decir, e/tire sus coordenadas x, e.visíe una ec2ia~ 
don, que re^f esenta ¿a curva, en e¿ ií^mío, ddplana.
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Hemos visto que al resbalar la recta en sí, permanecen fijos dos 
puntos á los cuales no corresponde ningún punto de la recta, los 
cuales son fijos, permutándose mutuamente.

Clebsch, fundándose en la propiedad de los sistemas cej^raeios, 
dice: Cada curva intégrai de un conexo (1, 1) íie/ie ia Jjro/iedad de 
¿f ans/ormarse en sí misma un número 00 ' de veces, ^or sustituciones 
iineaies/ermutaèiesy/>o?' ia sustitución í-^í = x^x X», cuando ei conexo 
es de ia forma LU¿ Xj log xj = 0, (*),  y llega á la conclusión de que: 
La curva dei iffinito dei fiano es de se^'undo ^ado. (**)

(*) Voríesanpen Uber Oeometrie Ersten Bd. p. 995 y 96.
C*)y (***) Clebsch, Vorlesungen über Geometrie, Bd. U, p. 470,

Sean las coordenadas ^ = -fi : 4r^, r, = .r^ : ^a» y

Ûaræ = 2¿íí7c -r, Xi. = 0 (6)
la ecuación de la curva del infinito.

Definida la distancia de dos puntos ;r, y, según (4) por /é log a, 
expresando a la relación anarmónica de los puntos x,y, y las inter
secciones con (6), de la recta que los une, tendremos

-Q Q ’ ^^"“^^ —yi.

De esto resulta la ecuación de un circuio, cuj'o radio es r y ei 
centro y, bajo la forma

(
r\2 í"

o bien Q,^^ — 1 eos —. 1 = 0,

donde i = y ~ 1. Además se obtiene

1 Z^xx^yy — ^'xy
COS —— = -- , sen ■—7 = /----- '

2^^ Z ^xx^iyy ^^^ ' ^a;xúy¿,

j ’ ^^xdx ^xx^^dxdx que conducen a =  5^ . (***)
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Análoga exposición de la geometría elíptica puede verse en las 
Lecciones de Geomeiria de Cieósek.

Tan solo indicaremos que entre los movimientos de una recta 
en sí, el elíptico debe tratarse en correspondencia con el hiperbólico.

Puesto que la línea recta no puede extenderse al infinito, y 
vuelve á la posición primitiva, por un movimiento en el mismo 
sentido, un segundo movimiento consiste en una repetición del 
primero. Un punto P pasa á P' y P' á P. La transformación lineal 
es la involución. Y puesto que no queda fijo ningún punto por el 
movimiento de la recta, de esto resulta que: Cada recia se kai/a de
finida for una invoiucion con eiemenios doóies ima¿'inarios.

Todo reséaiantienío de ia recía en sí, es equi-vaíeníe á tina susíi- 
tución iineaí, for ia que se íransfortna en sí una invoiucion con eie- 
mentos dodies imaginarios, en una recía.

Por cada movimíenío de ia recía en sí fermanecen fijos dos fun- 
ios imaginarios conjugados.

Sean K, y Xg dos cantidades imaginarias conjugadas y œ un nú
mero complejo. Hagamos

obtendremos, separando lo real y lo imaginario en la ecuación (3) 
de la página 500

[(5 - x') (4? - V) + X"^] (i - ¡X') - X" tç - x) = o,

[($ - X') {x - V) + X"^j P' - X" (f - .r) (i + ^’) - 0.

Estas ecuaciones son compatibles, cuando [x‘2 -|- ^’- = 1. Aná
logamente á lo expuesto en la pág. 501, tendremos para la distan
cia r de dos puntos -r y 5,

r = i^ log
? _ X' —/X" 47 — X' + /X"

^ — X' 4- ¿r ' x ~v — ¿y '

Y, fodremos afiiear á ia geomeiría eiífíica iodas ias conciusio- 
nes oófenídas en ia kiferóóiiea, cuando susiiiuyamos dos funios ima
ginarios conjugados á ios dos f linios dei itfiniio de una recia, es de
cir, escribiendo ik en ves de k.
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Tendremos análogamente Ias fórmulas

r = ¿è log ?Í^Í_L5!^LZl.??^ífe 

^^Mj — F ^^'«ÿ — i^xæ ^iyy

Ú».Q„-^COS^^ Q-., = o, - = ---------¿j;----------

En conexión con lo expuesto, se hallan las conclusiones si
guientes, que pueden estudiarse en la obra del profesor W. Killing, 
Die Nicizi-Du^iidisc/zeíí Daujuformen:

Dedueij' ¿a fortna euadraíiea » (Xo,Xn) d una suma de 
n + I eziadrados.

Y tendremos en el espacio de tres dimensiones, las cuatro es
pecies de superficies de segundo orden:

Superficie general >éíro2 + «.^r,’ + «^,’ + Æ^rg’^ = o,

» de rotación ^^jr«^ + ai^r,** + ^^ (.ra’ -4- .r3®) = 0,

» esférica ^\vo^ + a, (^r,’ -f- j:/ -H ;r,*) = o,

» cilíndrica (y^íro^ 4- ^rp) + « 4- -fj’) = o, 

como expone Herr Killing al tratar del espacio Riemanno.
Unicamente podremos añadir en este resumen, que el comple

mento de estos conceptos acerca de las especies de geometrías de 
los espacios se halla en las conclusiones dadas por Lie en su Théo
rie der trausformaíions Gru/>peu (t. III) de que se trató en la Iníro- 
dueeión del tercer tomo de esta obra.

Por último, es oportuno el citar la nueva evolución señalada 
por M. Mera)'' en la exposición de su Geometría elemental, cuya 
edición primera data del año 1874.

M. Meray, separándose del dogmatismo predominante en la 
exposición de los Diemerzios de Geozíze/zza, llega á una exposisión 
sistemática, subordinada ai hoy fundamental concepto de ^^m^o, en 
el que se tiende á establecer grandes agrupaciones de verdades ó 
de relaciones geométricas.

Parte del concepto de resiaiazuienio de la recta y del plano en 
sí. Estableciendo en un corto número de proposiciones los funda
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mentos de la determinación geométrica; y con auxilio de los con
ceptos de traslación y de rotación, imprime desde su primera fase, 
un nuevo carácter á los estudios geométricos.

Y á pesar de que mis varios trabajos, publicados desde i88r, 
con el título de Complemento ¿te Geometría e/ementat ó crítica ^'co- 
métíica, al que siguieron la Geometría eiementai y générai y los 
£stnc¿¿os críticos de ia g'eneracidn de ios conceptos matemáticos, 
desarrollan aunque no dogmáticamente ó bajo un plan de carácter 
doctrinal análogos conceptos, creo oportuno presentar algunas de 
las conclusiones establecidas indistintamente en cada una de las 
obras citadas. El problema de la sistematización de la Geometría 
elemental se reduce: ].° A establecer las equivalencias de las enti
dades geométricas. 2? A determinar Ias figuras adjuntas ó virtual
mente contenidas en una figura dada.

Este objeto queda esbozado en el Complemento de Geometría, 
estableciéndose varios ejemplos de sustituciones }> equivalencias en 
las determinaciones triangular y circular, así como las transfoj ma
dones 0' comespondendas de unas especies de relaciones en otras.

Así, respecto á la línea recta, el axioma, dos puntos determinan 
una recta, es el punto de partida, que conduce á multitud de propo
siciones, que le son equivalentes ó que aparecen como sus trans
formadas, como lo es la proposición: Por un punto exterior á una 
recta no se le puede trazar más que una perpendicular, pues el exis
tir dos perpendiculares á una recta, equivaldría á que existiesen dos 
rectas distintas entre dos puntos.

El teorema: Poda pejpendicular á una recta lo es á sus paralelas 
está incluido en el teorema: Dos perpendiculares á una recta son pa
ralelas, y el teorema: Los áng-ulos adyacentes, sumados, valen dos 
rectos, está incluido en^el que determina la relación de ser iguales ó 
suplementarios los ángulos formados por una secante con dos para
lelas, según la oríentación de los mismos (Geometría elemental).

Pero la noción de traslación ó giro conduce á una sistematiza
ción importante.

Definida la recta como un sistema de puntos, insepai aélanente 
unidos tales, que de cualquier manera que se mueva, teniendo siem-
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PRE DOS PUNTOS FIJOS en el espacio, e¿ sistema ocu/>e ei mismo tugar 
en este, y análogamente el plano, respecto de tres puntos, la exposi
ción se hace extremadamente fácil.

La determinación del triángulo se efectúa de una manera siste
mática, partiendo de la existencia de la bisectriz AM del ángulo

I'jgura 116

CAB' (correspondiente á la única po
sición en la que uno de los dos ángu
los B'AM y CAM ha pasado de ser 
menor á ser mayor).

Si hacemos girar el plano alrede
dor de AM, la superposición de AB' 
con ACyde AC con AB,lleva consigo 
que C'AB’ = Z CAB (ñg. 116); es 
decir, que tos ánguios opuestos por ei 

‘vertice son iguaies, eíe. (*)

(*) Geomelria general (parte 2.*) 1895 y Geometría elemental, 1882 y 1888.
(**) El caso en que dos redas no tienen ningún punto común queda asimilado al 

en que los tienen todos
(*"*) Este es uno de los modos de enunciar el postulado de Euclides, ó una proposi

ción equivalente al mismo postulado, que establece la correspondencia unívoca, «m «s- 
cepción, de cada punto LIZ con cada recta de A, correspondiendo la paralela a! punto 
impropio (Progreso Matemático, t. V, pág. 39).

Si ahora gira la recta AB, en el plano, hasta ocupar la po
sición EE', de modo que sea / EAB = / ABL' (fig. 117), se
demuestra, haciendo gi
rar la figura EE'ABLL' 
alrededor del punto me
dio 0, que EE' nopuede 
encontrar á LL', ó que 
le es paralela; porque 
dos rectas que tienen dos 
puntos comunes^ coinci
den (siendo esta propo
sición el caso de la an

Fígura 117

terior en que el punto A estuviese en la recta LL'). (**)  La propo
sición recíproca, á saber, que: Si EE y LL' son dos rectas que no se 
encuentran, 0' paraieias, tos ánguios EAB y ABL' son iguales, se 
admite como evidente. (***)
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Si hacemos girar la recta AC, por ejemplo, de manera que pase 
por todos los puntos de la recta LL', existirá una correspondencia 
unívoca entre cada recta de A y cada punto de LL\ Pero se obser
va que los ángulos van decreciendo de izquierda á derecha, de 
modo que, siendo ... Z EAB < / EAC<ZEAC,<...<ZEAC„... 
resulta Z ABL' < Z ACL' < Z AC,L'... < Z AC„L'.. ., ten
diendo el último ángulo de la serie á cero. Y análogamente

.. . Z E'AB„ > Z E'AB > Z E'AC > Z E'AC,... > Z E'AC„ ...

ó 2AB„L>...>z ABL>ZAC,L>...ZAC„L, 

tendiendo el último ángulo de la izquierda á un án^iío ííano ó á 
dos rectos. De modo que la recta móvil tiende á confundirse en sus 
dos posiciones extremas con las semirectas AE' y AE.

En virtud de la simetría, respecto á la perpendicular AP, á cada 
oblicua situada á un lado, corresponde una oblicua igual al otro 
lado; y á cada ángulo otro igual, pero en distinto sentido respecto 
á la perpendicular, es decir, siméirico. Dé manera, que oblicuas 
Í£'uales equídisían de la />er/>endicular, y reciprocamente.

De esta correspondencia entre la recta móvil, el ángulo que 
forma con LL' y el punto en que la corta, se deducen todas las 
proposiciones acerca de la igualdad y desigualdad de triángulos. 
Así, supongamos Z APC > z ACP. Se tendrá

Z C'AP > Z APC < Z ACP.

Y si desde P se trazan las rectas correspondientes á los puntos 
de CA, resultará que los ángulos en C', C",...... irán aumentando 
desde Z PCA hasta / PAC'; y existirá un punto Q para el cual, 
Z AQP = Z APQ. Y, en virtud de la relación unívoca (á ambos 
lados de la perpendicular AP), por ser AQ = AP, resulta AC>AP.

Reciprocamente: Si AC > AP, se hará AP = AQ, y resultará 
que Z APC )> Z ACP, de manera que: Sn un (rián^ulo, á mayor 
lado se o/one mayor án^lo. Las oblicuas crecen confortne se alejan 
de la perpendicular, etc. Y, basándonos en la correspondencia uní
voca, resultarán demostrados los teoremas relativos á la determi
nación del triángulo, etc.
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Respecto á la semejanza^ simeíría y relaciones méiricaSy la ex
posición sistemática aquí reproducida, según se publicó en las 
obras citadas, se reduce á observar que la generalización necesa
riamente introducida por el empleo del número como medida de 
las magnitudes geométricas, depende de la correspondencia exis
tente entre los ángulos que las rectas AC y AC, forman con LL' y 
la longitud de éstas (ftg. 117). Á cada recta corresponderá una ra
zón distinta. Pero se tiene

AP
AP

- AB
AP

= AC AC;

AP
AB

AB =
AP

= AC
AB
AC

AP
AC '

AP
AB

AB
ÁC AB = AC,

siendo » (C) el símbolo de las funciones trigonométricas, según se 
expone en su lugar.

La relación que permite pasar de AB á AC ó que transforma 
AB en AC, es

AC sen B . sen B
■ —w 0 AC =------AB.AB sen C sen C

En el caso de ser una de las rectas AB la AP, será

(AP\ I
i : --T AP =----- 7; AP = m . AP,

AC/' sen C

indicando m el coeficiente que transforma AP en cualquiera de las 
rectas que consideramos.

Pero esta transformación se aplica ahora á la faja comprendida 
entre LL' y la paralela trazada á ésta por .A (fig. 118). La conside
ración de la semejanza permite una nueva generalización.

Si se toman partes iguales á AB y BC, se obtienen puntos A,, 
As,...... .  Cp Cg, ....... , y las rectas A,Cp A2Cs,...... .  A„C„ son pa
ralelas á la AC, pues en las diferentes fajas se obtienen los trián
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gulos AA,C’, AiAjC", ... . iguales al ABC, siendo A,C', A.,C",......  
paralelas á AC y reciprocamente: Si A„C„ es paralela á AC, será 
BA„ BA

; pues si se tuviese BA„ = . BA y BC„ = . BC, se

tendría BA„ = ;z. BA y BC„ = ti. Bí, siendo f distinto de C y 
el / c distinto del C; y según 
la proposición directa, tomando 
n segmentos, á partir de A y 
se obtendrían los puntos A„ y 
C„, sin ser A„C„ paralela á AC, 
puesto que lo seria á la A<;; y 
se tendría que / C„ = y 
por consiguiente Z Cn ={= Z C, 
contra lo supuesto.

No hay necesidad de insis
tir en este desarrollo sistemá

Figura 118

tico de la geometría elemental, fundada tan solo en la correspon
dencia unívoca de dos elementos- homólogos.

La correspondencia unívoca entre la variación de los lados y 
ángulos de un triángulo conduce á las funciones llamadas circula
res, á saber: seno, coseno, tangente y cotangente, partiendo de 
todos los tipos de triángulos rectángulos que pueden reducirse á 
los posibles, en el primer cuadrante de la circunferencia de referen
cia, obteniéndose la ley de la transformación de unos triángulos en 
otros, de modo que:

Por la alleracio'u o deformacio'n de uno de ellos, pueda pasarse á 
todos los triáng'ulos pos¿6les en el plano, refiriendo ¿odas las lineas 
¿fig'onométricas á un radio común, d sea á la circunferencia cuyo 
radio es ai^ue'l, se^n el çue es¿án calculadas las tablas.

Este tránsito se efectúa: i.° Por la formación de todos los trián
gulos homotéticos á un tipo de triángulos. 2.° Por el tránsito de cada 
tipo á todos los demás, al recorrerse los diferentes puntos del cua
drante, que originan cada triángulo, cuyos lados son el radio, el seno 
y el coseno correspondientes. De esta manera la Trigonometría es 
un capítulo de la Geometría, y las demás Geometrías, ya la cartesia
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na, ya la vectorial en sus diversos modos, son distintos puntos de 
vista de considerarse las figuras geométricas.

Examinada la Geometría desde el punto de vista de la variación 
continua, queda subordinada á la teoría general de los grupos, cuyo 
más amplio estudio se ha hecho en las obras de Lie.

Citaremos como los más sencillos ejemplos, los grupos de: las 
translaciones, las rotaciones, las transformaciones afines, los movi
mientos del espacio. (Totíos los movimieKíos del es/racio eudídeo 
forman un ^rufo}. El estudio de los grupos se complica según el 
número de parámetros que se considera, y entra de lleno en el estu
dio de las ecuaciones diferenciales.

Sean ;i:/ =fi{x^ . . . ;r„), .r/' = Fi{-r/ .. . ,0 (z=. i . . .k) 

una ¿ransjormacion jy su Inveí sa; ¿a írans/ormadón ¿deníica será

Efectuemos sucesivamente las transformaciones

^i' =f¿('1^, - ■ - ^n), ^f =(jVi' . . ..Vf}, (¿^I.-.U} 

y obtendremos la transformación

^i" ==^í(fd^')---fn(^')} f=i...n}.

Dada una serie de transformaciones, éstas forman un ^u/fo, 
cuando efectuadas suceslvamente dos cualesquiera de ellas, se obtiene 
una de la serie dada. Un grufo fni¿o continuo de transformaciones 
se representa en general por n ecuaciones,

;r/ ^fi (-Ti . . . Æi.. . a^) (¿^í...n) 

que contienen r parámetros arbitrarios.
La superior generalización á que se ha llegado en la teoría de 

los grupos, aplicada á la Geometría, es la obtenida por Lie, expuesta 
en la Introducción al tomo III, que constituye sus dos soluciones al 
problema de Riemann-Helmholtz, relativo al espacio.

En particular la Geometría slnteticke delle sfere de Reye trata de 
una variedad lineal de cuatro dimensiones.
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GAPÍTUBO III

Superficies cuyos radios de curvatura son funciones 

el uno del otro.

§ l.® Superficies mínimas ó elasoides

296. Condición primera. Sean una superficie ó parte de 
superficie continua S, limitada por un contorno, 4?, j, 2 Ias coorde
nadas de un punto de S, ¿:, c, c" los cosenos directores de la normal 
en este punto; y tomemos como coordenadas curvilíneas w y z» los 
parámetros de las líneas de curvatura de la superficie.

Si R y R son dos radios de curvatura en el punto considerado, 
las fórmulas de Olinde Rodrigues darán

Pero se tiene

Sí 3c 3c' 3c' Sc" 3c"
3« 3í^ * 3z¿ Sí? 1 3« 31»

3,1? 3,r . ^y ^y , ^2 "(>2
3« ' 3;¿ 3^’ ~

(2)

Y, haciendo, por brevedad
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se tendrá E* = ¿’R\ G^ = R'*^,

y la expresión del elemento lineal de I será

¿^‘«Rs^’í/a’ + R'*^ dv^ = E^ du + G^dv‘^. (3)

Consideremos ahora la superficie 2' infinitamente próxima de 2. 
La normal de un punto M de 2 encuentra á 2' en un punto M'.

Sea X la distancia MMÍ La superficie 2' quedará definida, si se 
da X en función de u y 1/; y las coordenadas X, Y, Z de un punto 
de 2' quedarán determinadas por las fórmulas

X = jr-|-cX, Yss^' + c'X, Z = 2-f-f"X 

que dan

= (X — R) — du + (x —R') — dz> +

d'd = (X — R) — du + (X—R‘) dv 4- c'd'f^, / (4)
' '¿lU 1

dZ — (X — R) -— du -R (X — R) — dv-^e d\.

El elemento lineal de 2' será

í/j'*= (X —R)*É«rf»’ + (X —R)8/‘rfí/^ + rfX« (5) 

y el elemento superficial

Comparemos ahora una porción de 2, limitada por el contorno C, 
con el área de una superficie infinitamente próxima 2', que pasa 
también por C. Entonces, X deberá ser una función infinitamente 
pequeña, que se anula en todos los puntos de C. Y el área de 2' 
estará representada por la integral doble

„ i X \ / {d\-.duy^ id\-.dz'ÿ,.
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extendida á todos los valores de « y í', correspondientes á los pun
tos de 2, situados en el interior de C. Esta área, desarrollada según 
las potencias de la cantidad infinitamente pequeña, que entra como 
factor en X, podrá escribirse así

S=ffKGdudv — // EG> £¿U£ÍV

+ !í eg
' X’ , (;A:3«)’ , (í)X:¿fe’/'l , , 
RR^ + R^“ + ^^^^ 

(8)

despreciándose los términos de tercer orden.
Si se hace X = o, se obtiene el área 2. El incremento del área, 

cuando se pasa de 2 á 2', quedará determinado por la fórmula

^S^ — lf EGX íÍí¿CÍV

+ // EG
■ X^ (ÔX:Ô«)* 
i^ + ~Te^ R»'

(SX : Szr)’ ’
2^^ R'^ _

dudv,

(9)

con el mismo grado de aproximación que anteriormente.
Así pues, para que la superficie sea mínima, es necesario que 

la suma de los radios de curvatura principales sea nula en cada 
punto; porque si esto no se verifica, podremos tomar para X una 
expresión de la forma

^ - « (1 +
siendo ® una función de z^ y de o, que deberá anularse para todos 
los puntos del contorno C y m una constante infinitamente peque
ña. La expresión (8) tomará la forma

^S-^ — mf! EGcp^ dudv,

despreciándose los términos de orden m^. La integral no es nula, 
porque todos sus elementos tienen el mismo signo. Se puede pues
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tornar m suficientemente pequeño para que los términos desprecia
dos, que son del orden de 7n~, sean menores que el precedente y, 
por tanto, para que cada elemento de AS tenga el mismo signo que 
— m. Dando á m el signo positivo, AS tendrá un valor negativo. 
Tendremos pues, para AS, una superficie cuya área es menor que X,

Así pues, la primera condición para que el área de S sea la 
menor posible, es que Ia suma de los radios de curvatura principa
les sea nula para cada punto de la superficie, ó lo que es igual, 
que la indicatriz sea en todos los puntos una hipérbola equilátera; 
pero esta condición no es suficiente; por que, si hacemos R'= — R 
en (8), la expresión de aS será

Los términos despreciados son de tercer orden con relación 
á Á; y será necesario que la integral que figura en el segundo 
miembro sea positiva, cuando se sustituya en ella una función 
sujeta á la sola condición de anularse en todos los puntos del 
contornó de S.

Podemos pues, definir las superficies minimas por la propiedad 
de ser la indicatriz una hipérbola equilátera ó de cortarse las líneas 
asintóticas según ángulos rectos; y será ventajoso enunciar la 
propiedad característica de las superficies mínimas bajo la forma 
siguiente:

Las dos familias de líneas de ¿on^dud nu/a frazadas en una su- 
/erjiefe deéen formar una red confug-ada. En efecto, la hipérbola 
equilátera es la sola cónica que admite por diámetros conjugados 
Ias dos rectas cuyos coeficientes angulares son +/, _ ¿.

297. Modo de generación. Tomemos como variables in
dependientes los parámetros a y pi de los dos sistemas de líneas de 
longitud nula. Puesto que forman una red conjugada, las coorde
nadas rectangulares 4-, y, z serán tres soluciones particulares de 
una ecuación de la forma

3^0
30^

A 30 
-® = 0'
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Se tendrá pues,----------A-------- B — = o. 
c)a3^ Sa S|3

y además, por la elección de a

/S,rV /3jV

Diferenciando la primera de las ecuaciones (2) con relación á P, 
la segunda con relación á a, y sustituyendo los valores de las deri
vadas segundas dados por las ecuaciones (1), se tendrá

Vsí Síí sp

Y, puesto que no puede ser nulo el trinomio, entre paréntesis, 
sin que el arco de toda curva trazada en la superficie sea nulo, 
tendremos A = 0, B = o. Las ecuaciones (1) se reducen á

S^^r y_y 3-^
303^ ~ °’ 3a3,3 “ °’ 30^ ~ ^^^

cuya integración es inmediata, y se tiene

^=fi («) + Ít(P), J = /i(«) + Ÿa(P)» •e=/a(a).+.ip,(P). (4)

Y para que las ecuaciones (2) queden satisfechas, se necesita 
que se tenga

//“(«) +//«(«)+//*(«) = o. <f/*(P) l-T/^fíO ^T.'^-o. (5)

Las ecuaciones (4) manifiestan que las superficies mínimas 
pertenecen á la clase de las superficies que pueden engendrarse de 
dos maneras distintas por la traslación de una curva.

298. Fórmulas de Monge. Podemos, sin cambiar el siste
ma de coordenadas, sustituir a y 3 por funciones cualesquiera de 
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estas variables, es decir, hacer

Zi («)««, TiíP)^?.
De las fórmulas (5) deduciremos

;ir = a+P 1 
^=Z(«) + ?(P) ( fgj 

£r = í^{\^ f'^ (a) afa 4- ¿ j fT^TV^) d^. j

299. FÓRMULAS DE Weierstrass. Sea

Z' (») + ifí (a)

la primera ecuación (5) dará

- .y.’ (a) =

Por consiguiente, las relaciones de las tres derivadas serán

// («) («) _
I --  «2 /(l-j-»2) 2«’

siendo « función de a. Podremos representar á ?í, prescindiendo del 
caso en que sea constante, por

2 da.

y tendremos

Z (^) = “/(1 — ^^) ^(») du

_/,(a.)^-/(l + u^)^(u)du (

f3(’^')=Ji^^(,^')du, j

Análogamente se obtendrá, haciendo
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y siguiendo un método análogo respecto á ¡3,

Las fórmulas que definen la superficie serán

/(9) 
+ «í") ^H du — + u,^) ^, MdUi, Í

2 (u} duf u^^^{u¡') du¡. J

Sustituyendo ^ (z¿) por la derivada tercera de una función / (w) 
de « y ^1 (zíj por la derivada tercera de otra función /1 («,), resul
tarán Ias fórmulas de Weierstrass

—J W + »f (“) "/(^)

T __ ^¿2

z = uf (u} (u) + uj," (w,) —(«,).

En el caso de ser u constante, se tendrá

I —u- z(l + zi^) 2U ' 

y si se expresa por - 0' (a) el valor común de estas relaciones, se 

tendrá
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.l+«‘ I 
;^ = ^——- 0 (a) — -/(I + «?) S', {«,) du,.

^ = zi (1 (a) + J u.^i (u,) du,.

Las curvas «, = o serán rectas paralelas que encuentran al 
círculo del infinito. La superficie correspondiente será un cilindro 
Imaginario. (*)

De las ecuaciones (9), resulta para los elementos fundamentales 
de primer orden

E = o, F = —(i uu,y (u) (u,} = o, G = o

y el elemento lineal de la superficie será

¿/j'2 = (i 4- íí^jí (u) (u,) du dUi. (n)

En virtud de las expresiones de a, ó, e (pág. 244) y de las fór
mulas (9), obtendremos, para los cosenos directores «, ^, c de la 
normal á la superficie ó las coordenadas de la imagen esférica de 
la superficie,

U + U^ ¿ (u^ --- U) UU, --- I
—;-----5 ^=---------------- , c =------------I + ««, I -|- MM, I 4- UU

y para el elemento lineal de esta imagen esférica,

dsg^ = da^ 4- dè'^ •+• dc^ =
¿i-du du^

(t 4- uu,y-' (U)

Los elementos fundamentales de segundo orden serán 

D = —3^(4 D' = o, D" = -S'. («,).

De la condición (pág. 293) para la existencia de las líneas asin
tóticas, resulta

^.(^) ^^^ 4~ ^1 (^1) ^^i"^ = 0 

y por ecuación (5) de las líneas de curvatura (pág. 290), 

S' (m) du^ — S'^ (Mj) du^^ — o,

C) Darboux, Leçons sur {a théorie générale des surfaces, t. I, pág, 230. 
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y las ecuaciones (6) y (7) de la pág. (291).

4 ^ = — H = o, yé = —  ;  
^, {1 + uu^)^ ^ (u) ^1 {u\)

^1 ------- ^9 =------ ;------/^ (^) ^. (^^J.

300 . Ejemplos: l.® Dada una curva, obtener la super
ficie MÍNIMA que PASA POR ELLA. (Lagrange, Miscellanea, Tau- 
rinensia).

Dejando indeterminados los límites entre los que se halla la 
curva, podemos reducir el problema á:

Hacer mínima ia miegrai ^^Í^ -^H d~ ç-ei^efy-

Escribamos z -f- sos en vez de z, para determinar una super
ficie muy próxima á la primera; p se reduce á

S0¿r Sos

1------- 7------- . 1 „ / 00^ «”«\ h 4-/^ + ^ a Wi +/-^ 4-^2_|_ 2s / . — + — + ....
V \0.* q//

S5s SSs

Hagamos jZ 1 + p^ + q^ = W, y deberá verificarse que

entre los límites para los que f/Wd^^dy es un mínimo. Pero
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siempre entre los mismos límites. Y tenemos la ecuación

y puesto que 3^ es arbitraria, excepto en los límites, deberá veri
ficarse que

Las superficies que satisfacen á esta ecuación, resuelven el 
problema. Diferenciando se obtiene

yr W^

+ /V + ç-r— p^r — ^gs r(l -t- ^*) — pqs

y multiplicando por W^, tendremos

^(i + ?') - 2pqs 4-/(1 +/) = o, 

que corresponde á las superficies para las cuales la suma de los 
radios principales de curvatura es nula ó son iguales y de signo 
contrario.

2 .® Dados dos círculos para/e/os entre sí (fig. 119) taies, que 
sus centros se haiien en una misma nor/naí, kaiiar Ía supef^cie mí
nima que pase por eíios.

Desde luego la superficie buscada es de revolución. Por consi
guiente si trazamos en cada círculo dos radios paralelos á los del 
otro, y en otro lugar de la superficie otros dos pares de radios que 
formen ángulos iguales respectivamente á los primeros, las dos
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fajas superficiales serán iguales entre sí, pues de lo contrario no 
sería la superficie mínima. Podemos escribir

^=/(^), ^ L;/=/p ?z=/|yW=/i+/í

hagamos y-^ = L y tendremos la ecuación diferencial

5(4rL) 21 (JL) 
------------- = 0 0

2L + ^3r = °-
Integrando, tendremos '

2 log ^ -f- log L 4- const. = o

= o,

2L

2L +

Figura 119'2

ds

integrando

a log

ó SI ,

Ó

Q

2

z = a

±Y ó a

^® — a-

donde la constante arbitraria es 
vez de ó, tendremos

— ¿zlog¿5, y escribiendo a . e^ en

z = a log Ft^ — d^ 
a . e^

a. e^ ^2 — a>

de la cual resulta
I a .----- a^

S a

Por consiguiente
íí\-- + a —í — -3í
2
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ecuación de la catenaria. La superficie mínima es la superficie de 
revolución formada por la catenaria.

3 .® Consideremos ahora las superficies en coordenadas curvi
líneas. Sea una superficie de revolución cuyo eje es el de las 2, y 

la distancia de un punto del meridiano al eje. La ecuación de la 
superficie será z = f(r).

Sea w el ángulo que forma con el plano de las ^r^- el meridiano 
que pasa por el punto dado. Tendremos

4r = rcosí’, j' = rsenz’ y ds^ = dr^ {1-\-f'-} -^r^dv^. (1)

Las curvas r= const, son los paralelos y las z» = const, los 
meridianos. Si se hace

dr ^1 = du,

r será la función de u, y la ecuación (1) tomará la forma

ds- ^ du^ -|- » (a) dv'\ (2)

4 .° Sea la superficie de revolución engendrada por la revolu
ción de una catenaria alrededor de su base. Se tendrá

 y y resultará sin dificultad u = -^r'^ — a'< La fór- 
n________________ iT^ula (2) dará
<j<^\í\ ds^ díí^-\-{u^-{■ a^}dv^.

Figura 120 Esta superficie es el a¿¿se¿de ó caíenoide. Como 
la catenaria es la única curva cuyo radio de 

curvatura es igual y de signo contrario á la normal, la eaíeuoide es 
la sola superficie de revolución, para la que los radios de curvatura 
en cada punto son iguales y de signo contrario. Se llaman superfi
cies mínimas á todas aquéllas cuyos radios de curvatura se hallan 
en esta relación. La aliseide es por tanto la sola superficie mínima 
de revolución.

Se sabe que si se considera una catenaria cuya base es 02 y 
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desde el pie P de ia ordenada del punto M se baja una perpendi
cular PQ á la tangente en M, el arco de catenaria, contado á partir 
del vértice S, es igual al segmento de recta MQ. Por consiguiente, 
el punto Q describirá una de las evolventes de la catenaria.

Puesto que PQ es constantemente igual al parámetro <z de 
la catenaria, el lugar de punto Q será la curva de ¿as ¿afig-etiíes 
i¿-ua¿es d íractris. Expresando por s el ángulo PMQ, el valor 
del arco descrito por el punto Q, cuando aumenta en ¿Z®, estará 
expresado por

da ^MQd-í = a coi'^d.í.

Además, puesto que la expresión de la perpendicular bajada 
desde Q sobre 0^’ es r = « sen ©, el elemento lineal de la superficie 
engendrada por la revolución de la curva de las tangentes iguales 
alrededor de Oz estará dado por la fórmula

ds'^ ~ da^ -j- r- dv^ = a^ (cot- cpíZ-p® ¿- sen^ ^^dv^).

Hagamos coi'^d'^ = du lo que da sen © = ^,

y tendremos ds'^ = a-Ídu- -b ^2« ¿/^,2),

Observemos que en el triángulo rectángulo RPM, se tiene

MQ . QR = d:^.

Los centros de curvatura principales de la superficie son evi
dentemente los puntos My R; luego los radios de curvatura princi
pales satisfacen á la relación RR' = — a’^. Pero esta propiedad no 
caracteriza á la superficie.

301. Representación conforme. Las fórmulas (9) de la pá
gina -517 dan la expresión siguiente del elemento lineal,

ds^ =5 (l -b- uu^'f ^{u) &^ (?í,) dudui,

á la que se puede añadir la que determina el elemento lineal de la 
representación esférica

ds,¡^ = da- -b dó^ -j- dc^ =
4dudUf

(i + ««J^ *
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Y la comparación de estas fórmulas conduce al teorema de • 
Bonnet: La represen/adon .esférica de ¿a superficie mínima reaiisa 
una representación conforme, un trazado ¿-eo^rafeo de Ía superficie 
en ia esfera.

Además: Toda superficie distinta de ía esfera, para ia que ei 
án^uio de dos curvas es i^'uai ai de sus representaciones esféricas es 
necesariamefite una superfeie mínima, pues si consideramos una 
curva que pasa por un punto M de la superficie y la tangente MT, 
la representación esférica será una curva que pasa por el punto m, 
imagen del M, que admitirá una tangente perpendicular á la tan
gente conjugada de MT. Por consiguiente, si dos curvas que par
ten de M, admiten dos tangentes MT, MI'', y el ángulo de sus re
presentaciones esféricas en m será igual al de las tangentes MU y 
MU', conjugadas de MT y MT'. La indicatriz de la superficie bus
cada debe por consiguiente ser una curva tal, que el ángulo de dos 
cualesquiera de sus diámetros sea igual al de los diámetros conju
gados, propiedad que solo pertenece á la circunferencia y á la hipér- - 
bola equilátera. La superficie que se busca será ó una esfera ó una 
superficie mínima.

En general, si existe en una superficie un sistema ortogonal, 
cuya representación esférica es un sistema ortogonal, que no se 
confunde con el formado por las lineas de curvatura, se llegará á 
igual conclusión, pues la hipérbola equilátera es la única cónica 
para la que dos diámetros rectangulares, que no se confunden con 
los ejes, pueden admitir como conjugados dos diámetros rectan
gulares.

Supongamos, según esto, que dado un sistema ortogonal (S) 
cualquiera, trazado en la esfera de radio i, nos propongamos obte
ner todas las superficies (2) tales, que si se efectúa su representa
ción esférica en dicha esfera, las curvas de la superficie correspon
dan á las del sistema esférico ortogonal. El problema admitirá una 
doble solución, ó el sistema (S') está formado pór líneas de curva
tura de la superficie, y entonces la cuestión se reduce á: obtener ias 
superfeies, cuyas iíneas de curvatura admiten por imagen esférica 
ias curvas de un sistema ortogonaí dado; ó bien el sistema (S) no 
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estará formado por líneas de curvatura y, en este caso, la-superficie 
será una superficie mínima cualquiera.

Minding, al estudiar todas las superficies cuyos meridianos y 
paralelos forman un sistema ortogonal, obtuvo las superficies mol
duras y las superficies mínimas. Estos son resultados inmediatos 
de las consideraciones precedentes y M. Darboux añade (*)  que en 
toda superficie mínima, la red formada por los paralelos y meridia
nos será siempre isoterma, porque corresponde á un sistema iso
termo de la esfera, pues empleando las fórmulas (12) de la página 
518, se ve que los paralelos se hallan definidos por c = const, ó 

uui = const, y los meridianos por -r = const, o — = const.

(*) Leçons sur la théorie général des surfaces^ L I, p. 311.

Si pues se hace u = z¿, = ¡3^—*̂,  la expresión del ele
mento lineal será

ds^ (1 + Sv, (pí-í") {dd^ + pW).

Las curvas ? — const, son paralelos y las w = const, meridia
nos, lo que muestra que las dos familias constituyen un sistema 
isotermo. '

En particular, si 3^(») = Aw* ”, 3^^ («J = A,#®, el elemento 
lineal será

ds^ = AA. (i 4- p’) p2m [rfpí 4. ps^^.j.

La superficie será aplicable sobre otra de revolución, corres
pondiéndose respectivamente en las dos superficies los paralelos y 
los meridianos.

Haciendo corresponder al punto («, «,) de la superficie el punto 
de un plano, cuyas coordenadas rectangulares 4^1, j/, se determinan 
por las fórmulas

■^1 + ÿ'i=y /^^ (i^j du, jp, — ïX = f ^ 2^iU¡ duy, (1) 

el elemento lineal tomará la forma

ds^ = — (14- uUiY ]/ ^(u) ^1 (7/4 (dx'i^ 4- dy^^) = R (d^i'^ 4" «^i^) 
2
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siendo R el radio de curvatura principal, y el elemento de la re
presentación esférica

lo que conduce á la proposición: Las ¿meas de curvatura que forman 
en ¿a su/erjicie un sistema isotef mo, admiten ^or representación esfé
rica un sistema tamáie'n isotermo. (Darboux, obra cit., t. I, pág. 313). 

Introduciendo en las fórmulas las dos funciones

a = ;ri + z>,, P = .ri — í^, (3)
se tendrá

« =/(a) = A, = T{ft = B, 3^(w) = (4)

siendo A' y B' las derivadas de A y B. Los elementos lineales serán:

(1 + AB)^Ja<¿¡3 4A'B' da-d^
=------ : MV------- ’ -Ü + ÁBF ’ 

resultando el
Teorema de Bour. Si se ^a fuestOy de una manera cuaiquiera, 

ei demento iineai de ia esfera ¿ajo ¿a forma dSo^ = X da d?, ei de

mento ds" = — da d^ será d de una superficie mínima, para ia que 

a-j- a,, a — p serán iosparámetros de ias iineas de curvatura.
Introduciendo en las fórmulas de Weierstrass las notaciones de 

las fórmulas (3) y (4), tendremos las fórmulas dadas por Enneper

fi —A^ , fl —B^

fi + A’ fi+B*

I íJ 2A' J 2B'

En fin, para estudiar la superficie mínima de Enneper, M. Dar-
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boux considera la proposición siguiente: Para o^íener todas tas su
perficies, cuyas iiueas de curvatura son piañas, se construirán dos fa- 
fmiias diferentes de esperas, cuyos centros se kaiian sujetos á describir 
respectivamente dos cuevas de segundo grado, focaies entre si, cuyos 
radios varien según una iey cuaiquiera, para cada una de ias dos 
famüias. EÍ piano radicai de ias dos espef'as (S) y (S), perteneciente 
á ias dos famiiias diferentes, envoiverá á ia super_fcie ¿uscada. Si 
se asocian á (y.) y á (,S) ias esferas inpinitamentepróximas (S') y (S'), 
ei centro radicai de estas cuatro esperas descriáirá ia superede. 
Los pianos radicaies de (S) y de
(S'), de (L)y de (S') serán iospia- 
nos de ias üneas de curvatura de 
ios dos sistemas, según se esta
blece en la pág. 132 (t. I) de la 
obra citada. Considera el caso en 
que en las fórmulas de Weiers- 
trass se sustituyen ^(u) y ^{u^} 
por una misma constante, por 
ejemplo igual á 3, obteniendo

x = 'R(^ u — u^f
Figura 121y = Ri (3 u-]-u^'), z= R3«^

Siendo A = a, B = ¡3, si se hace « = a — /3, a y ^ serán los 
parámetros de la curva, y se tendrá

-r= 3a + 3«^^ — «’, y=Í,^ + 3a’P —P®, z = 3^^ — 3?®- 

Las ecuaciones de los planos de las líneas de curvatura son 

x~\-a.z— 3a — 2a® = o, y —píf — 3(3 — 2¡3® = o.

Las líneas de curvatura son unicursales de tercer orden y recti
ficables, pues el elemento lineal se expresa por

í/j = 9 [1 + a^ -j- p^p (da.^ + rfp*).

Para p = const, se tiene <í.f = 3 (1 -f- a’^ -f- p^ da., é integrando, 

J=3(I +P*)a-Fa®.

MCD 2022-L5



528 LIBRO 4?----CAPÍTULO III

La ecuación del plano tangente en el punto a, p es

2a.r — 2Pj' + (a^ + P — l) ^ + 3^^ ~ 3^-' + Í^^ — a^ = o, 

(4r—4ar+y+(^ -2^-+l)'’ - O'—4?)^—JT^ — 0 + 2^—I^=0, 

que es el plano radical de las dos esferas de radio nulo

(r — 4a)® +/ + (s — 2 a- + i)® = o,

-r* + (j — 4p)- + (^ + 2^® — i)’ = 0, 

cuyos centros des criben dos parábolas respectivamente focales entre 
sí, concluyendo M. Darboux de la proposición anterior, la siguiente, 
que expresa la generación de la superficie de Enneper:

Consideremos en ei espacio dos /faz áéoias /ocales eníre si. La su- 
/er/icie es ¿a envolvente de los planos trazados /er/endicularmente 
en los /untos medios de las cuerdas que unen los /untos de una de 
las curvas d los /tintos de la otra. Los /Ianos normales á las dos 
parábolas, en los extremos de una de estas cuerdas, son los /Ianos 
de las lineas de curvatura qtie /asan /or el /unto de contacto de 
la superjicie y del /laño /er/endicular en el medio de la cuerda (fi
gura 121).

302. Superficie adjunta de Bonnet. Este geómetra, en su 
Note sur la theorie generate des surfaces, estudió la cuestión de las 
superficies mínimas que permanecen tales, después de una defor- 
ción continua.

Consideremos una superficie mínima A, cuyo elemento lineal es 

ds^ ~ (1 + uu// (u) ^(v) dudv. (i)

Para obtener todas las superficies mínimas cuyo elemento lineal 
es (i), consideremos una de éstas A, y sea A' una de las superfi
cies mínimas á que pertenece el mismo elemento lineal. Tendremos 
por elementos lineales de la representación esférica, respectivamente

ds/= — hds\ ds'/ = h'ds'^.

Puesto que se tiene para puntos correspondientes, ds^ = ds'"^ 
y h = h', será ds/ = ds'/.
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Es decir, que si efectuamos sobre la esfera la representación de 
dos partes A y A' correspondientes de la superficie, las imágenes 
son iguales ó simétricas.

Kn el primer caso, podemos orientar A y A', de modo que se 
superpongan las imágenes respectivas. Así-pues:

Teorema I. S¿ dos su/^erjicies mínimas son desarroiíaáíes, ia 
una en ia otra, podremos orientarías en eí es/>acio, de modo que Ías 
superficies normaíes sean paraíeías en Íos puntos correspondientes.

En las fórmulas de Weierstrass, las funciones/{u) y su conju
gada ci(í/) en A, deben ser las que engendran la superficie A, y el 
elemento lineal de ésta será

ds"^ = (i -|- wvf /{u} ï (u) dudv, 

y puesto que ds = ds', resulta

§^ («) cF, (0 =f(u) <p (i»).

Podemos establecer, mediante la cantidad auxiliar a, las relaciones

f(u) = e*^^{u'), (v) ~ e~^^ ^fx),

de manera que, por la primera, es a función de 7/ sola, y por la se
gunda lo es de «*; es por tanto una constante real, puesto que s y f 
son funciones conjugadas, y por consiguiente §^ y S^j luego

Teorema II. La superficie fnínima más g-eneraí que puede redu
cirse á otra dada por defortnación continua, se obtiene sustituyendo, 
respectwamente ^(u)y S^, (u) por e*® ^(u) y por e~*® S^, (v) en ¿as for- 
muías de Weie? strass, siendo x una constante reai.

Si a varía de una manera continua, se obtendrán pues, 00' su
perficies mínimas por medio de una dada.

Las superficies elicoidales para las que ^ («) « A ?<“^, son 
superficies mínimas asociadas.

Las superficies que corresponden áa = oy « = — se llaman 

superficies adjuntas, como son, por ejemplo, la catenoide y las su
perficies elicoidales.

Sean .v, y, z las coordenadas de un punto de la superficie A, æ-», 
ja, Za las del punto correspondiente de la superficie asociada á la A.

35
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Tendremos, para el ángulo 0 de los dos elementos lineales ds y 
dsa, la expresión

d.rd:Va + dydya 4- dzd^oí e^^ 4-

Así pues; La cofistaníe a jepresenía e¿ án^'uio comprendido entre 
dos Mementos iineaies corj espondientes de A y A'. £n ei caso de dos 
superjicies, adjuntas tos eiementos ¿ineaies son orto^onaies.

En resumen; Si consideramos las superficies mínimas, definidas 
por las fórmulas de Monge

^ = A(í) + A,(t), ^ := B (Z) + B, (T), ^ = CCZ) + C,(t) (1) 

en las que A, B, C, A,, B,, C, satisfacen á las relaciones

dA^ dB-^ + dC^ = 0, í/A/+ í/B.^ + í/C/= o, 

el elemento lineal será

ds^ ^ 2 (í/ArfA, + rfBíZB, + dCdC,)i 

y todas las superficies definidas por las fórmulas

;r = í’« A(^ + í-í«A,(T), j/ = í*«B(Z)+í-*«B,(T), ^ = ..., (2) 

en las que a es una constante, son aplicables entre sí, definiendo 
una familia de superficies asociadas.

Para a = 0 se tiene la superficie definida por (1), para y, = -, la 

simétrica; para a = -, la superficie adjunta (3)

4r.= #[A(/)-A,(T)]. y„= /pW —B,(t)], a,= #[C(4-C,(T)].

Para cualquier sistema de valores que se emplee en la determi
nación de 4?,y, s, ^0,^01 -^c Ias coordenadas X, Y, Z de un punto 
cualquiera de la superficie asociada, correspondiente á cualquier 
valor de a, se expresan de la manera siguiente:

^=-*' eos a4--fo®®^ “’ Y = Jocosa-J->'(i sen a, Z=^cosa-f-^osena.

Expresando que el elemento lineal de dicha superficie,

dX^ + dY^ + dZ^
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es independiente de a, se obtienen ias relaciones
rfjv- + dy‘^ + rfs’ ==ax/-\- dy„^-\-ds^\ 1 

dxdx^-\- dydyQ-{‘ dada^ = o. (
Por tanto, no solamente una superficie mínima y su adjunta 

son aplicables mutuamente, sino que sus planos tangentes en los 
puntos correspondientes son paralelos, y las tangentes á dos curvas 
correspondientes son perpendiculares.

También puede establecerse que:
Sí dos suj^erficies son a/f/icaé¿es enfre sí, de manera que Íos eíe- 

mentos eorresfiondienies formen entre sí un áng'uío constante, son nece- 
saj lamente dos su^erjícies mínimas asociadas, y tos pianos tangentes 
son /faraieios en tos puntos correspondientes.

Si dos superedes son apiicaèies entre sí, con orto^onaíidad de tos 
eíementos correspondientes, no pueden ser más que superficies adjun
tas entje sí, lo que puede verse en la obra citada de M. Darboux, 
tomo I, lib. III, cap. V.

Ejemplo, en el caso de ser

Ias fórmulas de la familia de las superficies asociadas son 

/ i
4\ uj 4 \ », 

ie^^ Zi \ ie~^°^ /1 
Y = { ul 1 «1 

4 \» / 4 \»i

Z ---------— log u----------- log «, -(- C, 

siendo C una constante cualquiera.

Hagamos z<, = e~^~^'^, u = y obtendremos

X = “í ^ eos (v 4“ a)-J-— #^ eos (v — a).

Y = - ¿“ ^sen (v-j-a)-|-— ^'^ sen (v—a), Z = jx. eos 4-v sen a.

MCD 2022-L5



532 LIBRO 4?—CAPÍTULO III

303. Método de Schwarz. Las fórmulas (4) de la pág. 531 
sirvieron á Schwarz para obtener la superficie adjunta por medio 
de un método sencillo y elegante. Sean X, Y, Z los cosenos direc
tores de la normal 

expresando 4?, j', s, .ro, T'a, 3o las coordenadas de los puntos corres
pondientes de la superficie mínima dada y de la superficie adjunta. 
Se tendrá

XíZr + Yí/y-p Zds = o, Xd^r^ -f- Yí^D + Zí/.So=o. (6)

Con la última de estas ecuaciones y la segunda de las (4) se 
determinarán las relaciones de d.Vg, dyoi dzo, lo que dará

zd}>—y^ds Xdz — Zdx y dx — xdy'

La suma de los cuadrados de los numeradores es igual á la 
suma de los cuadrados de los denominadores, en virtud de las fór
mulas (3) y (5). El valor común de estas relaciones es por tanto 
igual á + i. Pero si se sustituye en uno cualquiera de ellos X, Y, Z, 
dx,......... .  dxo,.........por sus valores deducidos de las fórmulas de 
Weierstrass (9), de la pág. 517, las de la superficie adjunta y las (4), 
se obtendrá — i por valor de las tres relaciones. Se tiene pues,

dxo = Xds — Zdjf, d^Q = Zdx — Xdz, dz^ = Xdy — Xdx, (y) 

y •*■()» 70: ^ü quedarán determinadas por la integración de estas tres 
diferenciales con dos variables independientes, que pueden formar
se, cuando se conoce la ecuación de la superficie.

Con este precedente, puede exponerse el método de Schwarz, 
que se funda en las dos proposiciones:

Una superficie mínirna gueda compieiamenie determinada, cuando 
se dan una curva anaüíica, trazada en dicha superficie y /a curva 
corf espondiente, trazada en ia superficie adjunta.

Si se conoce una curva L en una superficie mínima y tos píanos 
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íangeníes en cada /funto de esía curva, la curva corres/ondicníc de la 
superficie adjunta puede oótenerse por simples cuadraturas.

En efecto, si ;r, j^, z son las coordenadas de un punto de una 
superficie mínima y X, Y, Z los cosenos directores de la normal 
en el mismo, las coordenadas j^g, «o del punto correspondiente 
de la superficie adjunta estarán determinadas por las fórmulas 

d.v^=\dz — Zdy, dy^= Zdx — Xdz, dz ^ = Xdy ~ \d:r, (i) 

en Ias que los segundos miembros son diferenciales exactas; y en 
virtud de las expresiones (i) y (3) de la pág. 530, se tendrá

.r — ix'^= :r -i- i/ (Zdy—Yds) = 2A (Z), i

y—iy^= y--\-if (Xdz — Zda:) = 2B (/), ' (2)
z ~ iz^ = z -\- ij (Ydx — Xdy) = 2C (^, )

y también
+ ix^¡ = .r — if {Xdy — ^dz) = 2Aj (t), etc. (3)

Sea L el contorno dado. Cuando se mueve un punto en éste, 
x,y, z, X, Y, Z se reducen á funciones de cierta variable X, y las 
fórmulas precedentes, en las que las integrales de diferenciales 
totales se sustituyen por integrales de una sola diferencial d\, darán 
las funciones de una sola variable, A, B, C, A,, B„ C„ expresadas 
por medio de X. Sean ¿1 (x), ® (X), S (X), £1, (X), ¿6^ (X), (2, (x) las ex
presiones obtenidas.

Si el contorno L es real, y si los valores de .v, y^ z, X, Y, Z se 
dan por relaciones numéricas ó leyes físicas, que no permiten deter
minar estas variables por valores imaginarios de X, las funciones 
él, S, S, dp ^ , Sj serán conocidas de un modo incompleto; y las 
fórmulas relativas á la superficie

;r' = d(x) + d, (X), y =:¿6(x)-H ®, (x), / = e(x) + e, (x) (4) 

permitirán determinar tan solo puntos que corresponden á valores 
reales de X y Xp Pero si el contorno (L) es una curva analítica, real 
ó imaginaria, y sí las funciones X, Y, Z que deben satisfacer á las 
ecuaciones

X-^ + Y^ y z- = i, XrfáT y ydy + Zdz= 0, (5) 
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son también funciones analíticas de \, es decir, si .r,jF, z, X, Y, Z 
tienen una significación determinada, lo mismo para los valores 
imaginarios que para los reales de X, lo mismo sucederá para las fun
ciones él,... que deberán considerarse como completamente cono
cidas, y determinarán completamente las dos curvas mínimas, cuya 
traslación engendra la superficie. Sustituyendo estas funciones por 
sus valores en las fórmulas precedentes, se tendi-á para las coorde
nadas ;r', y z' de un punto cualquiera de las superficies,

{6)

y análogamente para y y z', expresando jVp j^, «, los valores de 
■^,y, 2 para X = x, y ,r¿, j^j, z^ los valores de las mismas variables 
para X = X^. Se podrá dar á X, y X^ valores imaginarios cualesquiera, 
de modo que los puntos obtenidos dependerán de cuatro paráme
tros reales, corno debía ser.

Si el contorno (L) es real, y se expresa por X^ el valor de ?s co
rrespondiente á un punto real determinado del contorno, se podrá 
hacer

^^^'^ = 2 + 2jx, ^^'^^ “ Y^^^’ ® = 7 + ® W = (7) 

y la parte real de la superficie quedará definida por.

=^(2^') = ^[,v¿ 1 (ydy — vdz)] J

° (8)

y = 91(206) = 91 [y -1- i / (Xdz—Zdy] etc. 1 

debiéndose dar á X un valor imaginario cualquiera.
Por consiguiente, la superficie definida por las ecuaciones (6) 

y (8) es la única que puede satisfacer á todas las condiciones im
puestas; y solo falta probar que las satisface. Pero, según la defini
ción, las funciones él (X), ... d, (X), ... satisfacen á las ecuaciones

d^^ + rf»« + rfós = o, Xí/Ól + Yí/éB + ZJe = 0,

¿¿1,2 + í/B,* -I-</e,« = o. Xí/a, 4^ Yí/S, + ZíZe, = o;
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luego: 1? La superficie obtenida es una superficie mínima. 2.° Pasa 
por el contorno (L) y admite, en cada punto, el plano tangente 
dado. Lo que resuelve el problema propuesto.

304. Aplicación. Oá/ener ¿as su/er_^cies jnínimas que conlie- 
tien una recia reai dada y admiien, en ios diferejites /untos de esta 
recta, /¿anos tang'efites dados.

Las fórmulas (6) se reducen á

X'=- Yds-------/ Yd^, 

satisfaciendo X, Y á la relación X^ + Y^ = i:
Se ve que, si se cambia ^^ en z^, z' no cambia, .r’, y cambian de 

signo, sin cambiar de valor; luego
Toda recta reai, trazada en una su/er/icie mínima, es necesaria

mente un eje de simetría de esta su/erfide.
Oóservación. M. Darboux demuestra el teorema de Catalan: 

Ta única su/erjicie mínima reai reliada es ei torniiio de Jiiete cua
drado, fundándose en esta simetría, pues si ((i,) y {d^} son dos po
siciones de la recta, la recta d^, simétrica de (¿,) con relación á 
(rfg), pertenecerá también á la misma. Tomando la simétrica de (¿/j) 
con relación á (d^}, y repitiendo indefinidamente esta operación, se 
obtendrá una serie indefinida de rectas, situadas en la superfi
cie, etc. Llegaremos así á obtener un número ilimitado de rectas 
equidistantes de la superficie mínima. Si las rectas (dj y (d^) se 
aproximan á la superficie, las rectas comunes al helicoide y á la 
superficie se aproximarán indefinidamente. La superficie coincidirá 
con la posición límite del helicoide.

§ 2.® CaSO EN QUE LA RELACIÓN E.S GENERAL

305. Definiciones. Hemos visto que en todo punto M de 
una superficie S existen dos puntos especiales M, y Mi que son
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los centros principales de curvatura de las dos secciones normales 
principales que pasan por S. Cuando el punto M se mueve en la su
perficie S, los centros de curvatura M, y Mg describen una super
ficie, que se llama evo/aía de la superficie S, mientras que ésta se 
llama la evo/vef¿¿e. La evoluta se compone de dos hojas S, y Sj, 
descritas respectivamente por los centros M, y Mj de curvatura 
principales.

Las superficies, cuyos radios de curvatui-a r, y r, se hallan liga
dos entre sí por una relación s (r,, rj = o se llaman su/e/'/des W.

306. Teorema de Weingarten. (Primera parte). Cada hoja 
de la evoluta de una su^e^Jicle, ettyos 7'adios de cuf'vatura d^diicipa- 
les r, y 1*3 se hallan 11^-ados entre si par una jdaclón © (iq, rj = 0, 
es a/tlicahle soÔ7‘e una su/fe/^cle de revolución.

En efecto, en la primera hoja S, de la evoluta de S las líneas 
r^ = const son geodésicamente paralelas entre si, y su curvatura 
geodésica es

i i

Si suponemos ahora ligados ^^ y ^s entre sí por una relación, 

será — constante á lo largo de las líneas ;\ = const y por tanto, 

la S, será aplicable sobre una superficie de revolución.
Analíticamente veremos que

ds^^ = dr,^ -{- E Í i----- - 1 du^.

Si calculamos

obtendremos

3 log

^^1

i

5 1ogt^E r^ dr,
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y en virtud de la primera fórmula de la pág. 296, tendremos

^^ ^2(^1 “^s)

luego ---------- ----------------- =

é integrando,

fórmula que demuestra el teorema. Además vemos que:
La forma de ¿a suferfde de revolución soáre la que es afiicaáie 

S, defende tan solo de la naturaleza de la jelacio'n í, (r,, r^) que lig-a 
d los radios de curvatura de la evolvente.

La segunda hoja Sj será aplicable sobre una superficie de revo
lución, cuyo elemento lineal estará expresado por

dsf = drf 4- e-'^ dvf

En general, las dos hojas Si y Sj de la evoluta no son aplicables 
la una á la oti-a; pero esto sucederá en casos particulares, por ejem
plo, cuando ^ (?'„ ra) = o es simétrica respecto á los radios r, y r^»

307. Sis*i'EMA DE RECTAS. Para demostrar la segunda 
parte del teorema de Weingarten, es necesario recordar algunas 
nociones acerca de las congruencias de rectas, es decir, de los sis
temas de rectas distribuidas en el espacio de modo que por cada 
punto de éste pase una sola recta (ó un número finito) del sistema.

Si cortamos el sistema por una superficie arbitraria S, conside
raremos como punto de partida de cada recta (rayo) del sistema, al 
punto (ó uno de los puntos) en el que corta á S. Supondremos un 
sistema de coordenadas curvilíneas en la superficie S, y represen
taremos por A', y, z las coordenadas cartesianas, ortogonales de un 
punto (z¿, 27) de S y por X,, Y,, Z, los cosenos directores del rayo del 
sistema en el punto {u, v). Así -r,y, z, X,, Y,, Z, serán funciones de 
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u y 2/, que supondremos finitas y continuas, juntamente con sus 
derivadas parciales; y si expresamos con / la longitud del rayo, 
desde el punto inicial (.r, y, z) hasta un punto arbitrario (;, vj, Ç), 
tendremos

5^4r+/X„ ^ = ^4//^. (l)

Vamos á obtener la condición para que el sistema de los 002 
rayos, definidos por estas fórmulas, sea el de las normales á una 
superficie L. Si existe dicha superficie, todo rayo del sistema la 
encontrará normalmente en un punto, donde la longitud / será una 
función determinada de z^ y í». Para determinar esta superficie, hay 
que suponer para / en las (1), una función de z¿ y de z/ tal, que los 
cosenos directores de aquélla sean X,, Yi, Z,.

Hecha en (1) esta sustitución, si se dan á u y v incrementos 
infinitamente pequeños arbitrarios du y dv, los incrementos corres
pondientes ¿/2, <¿71, di^ de ^, Tp Ç deberán satisfacer á la condición

X,(¿^ q— Yi/ïj —H Zi¿Ç = 0.
Pero se tiene

— du + idX, X, di,

d-n = — du q- —— dv q- idy. q- Y, di,

d^— — du -+- — dv q- tdZ^ -h Z, di, 3 U

34: 34r 
Supongamos U = SX, —, V — EX, — .

La condición buscada será

di = — (Vidu -j- ydv). ' (2)

Para que exista la superficie S, es necesario y suficiente que 
Vdu q- ydv sea una diferencial exacta, ó que sea

3U _ 3y
3^ ^u' (3)

MCD 2022-L5



RADIOS DE CURVATURA DEPENDIENTES 539
Supuesta satisfecha esta condición, la (2) integrada, dará

/=C ---/(Uá?» -|- VAfo). (4)

Y sustituyendo este valor de / en (1), tendremos un sistema oo* 
de superficies (paralelas) normales al sistema dado de rayos.

308. Teorema de Beltrami, ó"? tin sistema 00- de rectas, que 
fiarten de ¿os ¿luntos de una superjicie S, admite una serie de su/ierji- 
aes orto^onaies, imaginando cada recta terminada en una de ¿as 
su^erjicies S orto^onaies, eti toda deformación, por flexión de la su- 
perfeie S, que lleva consi^'o las rectas unidas invariahlemente á la 
supe/ficie, el lu^ar de los mismos extremos no dejará de ser una su
perficie ortogonal al sistema de rectas.

En efecto, la condición (3) puede escribirse bajo otra forma, in
troduciendo los coeficientes E, F, G, del elemento lineal de S y los 
cosenos de los ángulos a, P* que forma el rayo del sistema, que 
parte del punto (u, v) de S, con las direcciones positivas de las 
líneas v = const, u = const., respectivamente. Se tiene, pues

eos a = EX I S-r U 
/E “ fE ’ eos |¿ = 2 X, -^- —

y la (3) puede escribirse así:

S^Z E eos a) __sir* G cos (3)

Supongamos satisfecha esta condición, é imaginemos que se 
deforma la superficie S por flexión, transportando consigo al siste
ma de rectas, de modo que los ángulos a, p no varíen, esto es, de. 
modo que cada recta se halle ligada invariablemente al plano tan
gente de la S en el punto de partida. Puesto que no varían E, F, G 
durante la deformación, la (5) quedará satisfecha siempre, esto es, 
después de la deformación, el sistema 00- de rectas será siempre el 
sistema de las normales á una serie de superficies paralelas. La 
longitud t dada por la (4)

t — G — 1 (J' cos adu + I^G cosp¿/z'),
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relativa á una superficie determinada de la serie ortogonal, perma
nece también sin variar por la deformación, y el teorema queda de
mostrado.

309. Teorema. £iZ cofídición necesaria y sii^denie^ara que 
un sisiema 002 de rectas, tangentes á una superjicie S, sea ei sistema 
de ias nomnaies de una super^cie ^, es que ias iineas e/ivueitas en S 
/for estas rectas, constituyan un sistema 00' de iineas geodésicas, pues 
al suponer que las rectas del sistema sean tangentes á la superficie 
S, existe en S un sistema 00’ de líneas, cuyas tangentes forman el 
sistema 00^ de rayos considerados. Tomando estas líneas por lí
neas coordenadas v y las trayectorias ortogonales por líneas u, 
tendremos eos a = 1, eos P = 0, y por consiguiente la (5) se re- 

ducira a = o, es decir, que las lineas v = const, son geo

désicas.
En este caso, la superficie S es una de las hojas de la evoluta 

de 2, y la longitud t será uno de los radios de curvatura de la evol
vente S. Si se toma por parámetro u el arco de las geodésicas, 
contado á partir de una trayectoria ortogonal fija, se tendrá E = 1, 
y por consiguiente t— C — u.

Podremos pues, considerar engendrada lasuperficie evolvente 
2, tendiendo un hilo que termine en una de las trayectorias orto
gonales. Desarrollando en cada geodésica el hilo, su extremidad 
describirá la curva evolvente, y el lugar de todas estas curvas será 
la superficie evolvente 2.

La segunda hoja de la evoluta de L, según el Sr. Bianchi, se 
llama la superficie compiementaria de S, respecto al sistema de las 
geodésicas. Podrá pues, definirse como el lugar de los centros de 
curvatura geodésica de las trayectorias ortogonales de las geodé
sicas trazadas en S.

310. Teorema recíproco de Weingarten. Si e,rciuimos ias 
superficies refiadas apiieaéies soire ia catenoide, cuaiqieiera otra su
perede apUcaôie soère una superdeie de revoiudón, puede conside
rarse como una iíofa de ia ez^oiuta de una superdeie, cuyos radios de 
curvatura prindpaies son funciones ei uno dei otro.
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Supongamos que la superficie S sea aplicable sobre una super
ficie de revolución, y consideremos el sistema 00’ de líneas geodési
cas, deformadas de los meridianos. Excluyendo por ahora el caso 
de que estas geodésicas sean líneas rectas, sus tangentes constitu
yen un sistema 00^ de rayos, que admitirá una serie de superficies 
(paralelas) ortogonales. Fijemos una de ellas S, y -demostremos 
que sus radios de curvatura principales r,, r^ se hallan ligados en
tre sí por una relación depediente tan solo de la forma de la super
ficie de revolución, sobre la que es aplicable S.

La superficie S es una de las hojas de la evoluta de 2, que su
pondremos la relativa al radio r,. Entonces r, es igual al arco de las 
geodésicas deformadas de los meridianos, á contar de una trayec
toria ortogonal fija. Por otra parte, r, — r^ es igual al radio de cur
vatura geodésica de estas trayectorias ortogonales (deformadas de 
los paralelos); luego ri — r^ es una función de Zu dependiente tan 
solo de la forma de la superficie de revolución sobre la que es 
aplicable S.

Las superficies regladas (lugares de rectas), aplicables sobre las 
superficies de revolución, se presentan como caso de excepción, 
puesto que las generatrices se distienden sobre los meridianos, 
ofreciendo un ejemplo de superficies de esta especie el helicoide 
reglado de área mínima, aplicable sobre la catenoide. Esta es la 
única excepción, como es fácil demostrar, según se puede ver en 
las obras citadas de los Sres. Darboux y Bianchi.

311. Evoluta MEDIA. SÍ tomamos el punto medio M® del seg
mento M, M2, ya considerado (pág. 326), y se traza por Mq un plano 
paralelo al plano tangente en M á la evolvente S, tendremos el 
/¿ano medio; y la superficie 2 envolvente de los planos medios, se 
llama evoiuta media, según Ribacour, á quien se debe el estudio de 
la misma.

Las coordenadas del punto My son

2
—Y, Zo = 2----- ’----- Z; 

2------------------------------------ 2 

y expresando por w la distancia (algebraica) del plano medio al 
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origen, se tiene

= E X.r, = L X;r — ^^í-i .̂

Pero la suma ÏXx representa la distancia del origen al plano 
tangente de la evolvente S, que se expresa por la letra, W y resulta

fórmula que resuelve el problema: Dada ia evolvente hallar la evo~ 
luta media y el inverso: Dada una su/erjicle 2, hallar la su/^erjiele 
S de la que 11 es la evoluta media, según puede verse en la obra 
citada del Sr. Bianchi (pág. 230).

312. Los TEOREMAS DE WEINGARTEN. Sea cl elementó lineal

ds^ = A-du^ 4- C“ ¿/^'^ (i)

y supongamos además que los ejes de las .r éy del triedro T coin
cidan con las tangentes á las líneas coordenadas, y que / = ^ = o. 
Las fórmulas fundamentales (A") de la pág. 377 se reducen á

i 3A I Zq I JC I 3A )
C c)z? /, Sí?’ ‘ A 3« q 2u f

y y í-(2)
^V ciU ^^' )

Pero si R y R' expresan los radios de curvatura principales co
rrespondientes á los arcos Adu y Cdv, se tiene

Mediante estas relaciones las fórmulas (2) se reducen á

3R I 3ÿ , 3R, l 3A 1-------=-^(R'_R), ^=-------^(R'_R) J

'bv) (¡u\q 'àu / ° /
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Y puesto que el elemento lineal, en la representación esférica, 
adquiere la forma 

el sistema (4) contiene todas las relaciones existentes entre esta 
representación esférica y los radios de curvatura.

Supongamos que sea R' una función de R. De las dos primeras 
ecuaciones (4) resulta

r dK f dli’
= A = (ó)

expresando U una función de « y V una función de z/. Pero si con
sideramos la fórmula (5) que define la representación esférica, se 
ve que, eligiendo convenientemente los parámetros de las líneas de 
curvatura, se podrá sustituir la unidad á U y V; y tendremos

r dJi r dR'
R'-R R' — R

q = , />i=e J . (7)

Por sencillez en las aplicaciones, podremos hacer desaparecer 
las cuadraturas, escribiendo

R = í(>^)j R'= Ÿ (Æ) — ^Y{^)^ (8) 

por medio de la variable auxiliar A Y tendremos

Las fórmulas (3) darán los valores de A y C,

A =------- r777------ . (10)

Cuando se da a priori la relación entre R y R', las variables ^ 
y » (-^) se determinan por las fórmulas

r dR
^ = e-¡^ ^(¿) = R. (11)

Para verificar la última de las relaciones (4), sustituiremos los 
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valores de $^ y /, en ella, y tendremos la ecuación de derivadas 
parciales,

cuya integración dará á conocer ^ en función de « y de ^^ Pero 
como esta ecuación expresa que el elemento lineal w se halla defi
nido por la fórmula (5), es decir, por

do^ = 77 du- -1¡—77 ^^2, 
k- ' ? («) (13)

podemos enunciar el
Teorema pe Weingarten. La odíencidn de Zas superficies para 

ias ÿue ios radios de curvatiera prindpaies son funciones, ci uno dei 
oiro, ó sea ias superficies W, se reduce á ia de Íos sisíemas esféricos 
orio^onaies, para ios que ei eiemenío iineai ¿orna ia forma

du’ +
I 

¥’ (k)
dv®

ó io que es iguai, d^- = adu" + ® (a) dv’.

Recíprocamente. Siempre que ei eiemenío iineai de ia esfera se 
reduce á ia forma (13), f (k) quedará deierminada, prescindiendo de 
una consiante, y por consig'uienle ias formuias (8) (10) darán á cono
cer una famiiia de superfeies paraieias, cuya represe/iiacion esférica 
se iiaiiará definida por ia formuia (13), ias cuaies serán ¿odas super
ficies W.

Si el sistema ortogonal es completamente conocido, es decir, si 
se dan las expresiones de los cosenos directores c, c, c" de la nor
mal á la superficie, en función de ti y í», las fórmulas de 0. Rodri
gues, dan las coordenadas del punto correspondiente de la superfi
cie, mediante las cuadraturas

fl ‘^C 'be \ C1 'éc' 'ác '
.v = — / R — du -]- R —dv], y = —/ R —- du + R —dv

J\ di üV I J\ cu áV i

Cf ^c" lic” \ 
f ['R — du -|- R — dv} 
J\ cu cv i
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Pero sí tan solo se conocen las expresiones de /, y q, la deter
minación exigirá la integración de una ecuación de Riccati.

Si se trata de obtener la su/er^de ¿le ¿os ceníros de curvaiara- 
de las superficies W, ó evoluta, observaremos que:

Para la primera hoja de la evoluta, que contiene los centros de 
curvatura de las curvas cuyo parámetro es z», siendo -r,, jp,, ^. las 
coordenadas del centro de curvatura, tenemos

4?, = + íR, j/j=j+í'R, ^, = 5: + í"R, 

expresando .r, _y, ^ las coordenadas del pie de la normal y í, c', c" 
los cosenos directores.

En virtud de las fórmulas de 0. Rodrigues, se tiene

Sí t).r Sí
Sí’ Sí?■T—H R v~ “ ‘^’S« Sz¿

y análogamente para y, s. Tendremos pues,

Sí
dx^ = (R — R") — dv cdR, dy, = (R — R') -— dv 4- í'¿ZR,

dz^ = (R — R) — + í

Los elementos lineales para cada una de las hojas serán

—R^rfí/’ + ¿RS <Zí^=^®(R — Rydra’* -)- ¿R'*.

Si sustituimos por^u $■, R, R' sus valores, será

í/j,® = ^’dv^ + :&'' (/’) dk^j ds.¿^ = i'^ (/’) d2¿ -f- ^^^"^ (Æ) dÀ'^.

Luego: Si se consideran iodas ¿as sií/erficies W, que correspon
den á una misma re¿ac¿ón imire ¿os radios de ciíi vaínra, ¿a primera 
y ¿a segunda hoja de todas estas superficies son ap¿¿caá¿es á ¿as su
perficies de revo¿uc¿dn, cuyos etementos ¿ineates dependen únicamente 
de ¿a relación entre ¿os radios de curvatura, y por consipiente, per
manecen ¿os mismos para todas estas superficies.

Ap¿icación. i.® Sea el elemento lineal de la esfera correspon
diente á las superficies isotermas

36
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Tendremos X'^ = -^ = -77777, de donde ®’ (ié) = k.

Prescindiendo de una constante, cuya introducción daría lugar 

á superficies paralelas, se podrá hacer ®^ = - — ; y entonces será

k I
R = -, ÿ = v, A ; R 2^ 2 2 ’

La relación R 4- R' = 0 entre los radios de curvatura carac
teriza las superficies mínimas.

Oèservacion. Si tenemos

y hacemos

se tendrá

du'^ “h 2 eos to du'iiv' 
as- = 5 

sen- 0

U = --------- , V = ----------  ,2
dv^

cos2 —2

ds^ =--------
sen^ — 

2

(«)

y reciprocamente, pues ^u' = Az»' = 1, luego: Ó*/ se saie determi
nar ias iíneas geodésicas de una superficie, se saérá tamóie'n reducir 
su demento iineai d una de ias fórmuias precedentes.

Podemos demostrar el recíproco del teorema último, conside
rando la superficie Si referida á una familia de geodésicas y á sus 
trayectorias ortogonales. Su elemento lineal es

dsp = du^ 4- CW. (i)

Sea el triedro T, formado por la normal y las tangentes á las 
curvas coordenadas. Las tangentes á las geodésicas z» = const, son 
normales á una familia de superficies (232), y podemos determinar 
una cualquiera de estas superficies paralelas á las que son norma
les dichas rectas, pues, en cada punto, la tangente á la geodésica es 
el eje de las x del triedro T. Un punto, de este eje, á la distancia À 
del vértice, se halla definido por las fórmulas

^0 = ^1 d- íxX, yo=y^ -1- 5-y = 5ri -1- a''k (2)
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Diferenciando, por ejemplo la primera, y sustituyendo ¿í.ri y da 
por sus valores, resulta

d^r = adii -j- óCdv,

da = è{/du -j-r,dv) — cÇçdu -|- ^,dv) = 6 — de — e(gdu~}-^^dv), 

y obtendremos

— ^^' Íí?^^ "^ Qidv}, (3)

y análogas fórmulas para dy^ y deo.
Para que la superficie descrita poi- el punto Çro,yu, z^) sea nor

mal al eje de las 4r, bastará que sea nulo el coeficiente de c en la 
ecuación anterior, es decir, X 4-[a = const.

Limitándonos á una de las superficies normales, tendremos 
X = — u, y sustituyendo en (2), será

ár = ;r, — au, y = y^ — au, 2 = Zi — a"u^ 

ecuaciones que definen una superficie S normal á todas las tan
gentes de las geodésicas.

Por otra parte, si se quiere que la superficie descrita por el 
punto (4^0,yo, Zo) sea tangente á las mismas rectas, y que cons
tituya, por consiguiente, con (S,) la segunda hoja (So) de la 

evoluta (-), es necesario tomar x = — C : valor que anula 

al coeficiente b de (3). Las coordenadas 4^8, y^, z^ del punto de S^ 
serán pues,

/ ^C\ / 2>C\
= y2=y — ( C : — ),\ (1U/ - \ 1)U/

Zi = Z — C ~ ), 
\ cu f

obteniéndose para los dos radios de curvatura de X

R = «, R = 7¿—
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En el caso de ser C una función de la variable w, lo que carac
teriza á las superficies de revolución, R y R' dependerán, de la única 
variable u y además, la relación que liga á estas funciones será la 
misma para cualquier superficie S,; luego

5z una superficie S es afiieadie á una superficie de revoiución, 
las íang'eníes d aquéllas g-eodesicas á las que corresponden los men- 
dianos de la superficie de revolución, son normales á una familia de 
superficies paralelas W. La relación enire los dos radios de ciirva- 
íura principales de cada superficie W permanece la misma, cuando 
se deforma S, de iodas las maneras posibles.

Además si se sustituye X en (3 ; por el valor que corresponde á 
la superficie S^, se obtiene

= ad Í u — ——— ) -f- C : — [qdu A qidv) c, 
\ : oui au

con análogas fórmulas para dy.2 y d^^.
El elemento lineal de la hoja Sj será

ds.p (qdu -|- q,dvy-.

En este caso C depende solamente de u, y la expresión 

C (qdu -)- q^dv)

es una diferencial exacta, reduciéndose el elemento lineal á

r r-c /scV] 
dsy^ = C—: ( — ) du- -h dzv^ : ( —) .

313. Aplicación Á las superficies pseudoesféricas. To

mando el radio igual á 1, tendremos

^1^2 = — I, ^xd^i = — r¿dr.,

yr/^i yr/4-1
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(rg positivo r, negativo); y expresando por w un ángulo real com

prendido entre o Y podemos hacer

F E = eos w, /G = sen w, rg = cot co, r, — ■—■ tg w; 

w es el ángulo que las asintóticas de un sistema forman con las lí
neas de curvatura z' = const. La condición >^ = — i se traduce 
para w, en la ecuación

= sen œ cos (l)

luego: E¿ e/emenío ¿inea/ de ¿oda su/er^de /seudoesferica de radio i, 
referido á ias iineas de curvatura, fuede escrióirse dajo ia forma

ds- = eos* o, du- 4- sen' o dv', (2)

siendo w una función de zz y í' que satisface á la ecuación (i). Los 
radios de curvatura se dan por

r^ = — tg w, ^51 = cot w.

314. Aplicaciones Á las superficies de curvatura constan
te POSITIVA. Suponiendo ri r^ = + 1, será

Podemos hacer r^ = tg hw, y será

|/E = sen ^i'j, /G = eos ^œ, ?j = tg /t^, ri = cot hm.

La condición i = -j- 1 da, para 0, la ecuación de derivadas 
parciales

—7 + —- = — sen eos (1}

Ei eietneuio Hueai de ¿oda superficie de curvaiura cous¿an¿e 
k — + i, referido á ias iiueas de curvaiura, puede reducirse á ia 
forana

ds^ = sen k-üy du- -1- eos Í¿^<ü dv^, 
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satisfaciendo b> («, z’') á la condición (i), y siendo

Z^l = COt /'g = tg ^(û.

315. Aplicaciones A las superficies de Weingarten. Com
parando las expresiones (i) de la pág. 546 y (13) de la 544, resulta

Æ = sen —, a, (æ) = eos—

7 w sentí, y s = - eos® - s (>é) = . 
22 4

Tendremos, para las dos hojas de la evoluta,

(is^^ = k‘^ dv^ 4- (1 — ,è-) d^'\ ds.2- = (1 — i’*) du^ 4-------77.

Estas dos expresiones se reducen la una á la otra, cambiando 
en 1^1 — ,^’-. Las das kojas de ¿a evohda son J>iíes a/f/icaá/es, /a una 

á ¿a oíra.

§ 3.° Superficies de curvatura constante

316. Resultados del Sr. Bianchi. (*) Son de gran impor
tancia las investigaciones del Sr. Bianchi como aplicación de los 
teoremas del Sr. Weingarten á la teoría de la pseudoesfera (*), de 
que traía M. Darboux, en su obra citada varias veces, y el Dr. G.

A
Figura 122

Bolke en su Inattg-ural-Diseriation, Die Com/Lfuen- 
ídfjldcken der DseudosJjkeriseken roíaiiofis Dide/zen. 

Consideremos la pseudoesfera engendrada por 
la revolución de la tractriz, cuyas tangentes son 
iguales á a. El elemento lineal tiene la forma

ds- = a^(du~ 4- e^^ dv'^). (1)

Enseguida deberemos considerar la superficie cuyos meridianos

(*} JUchercke sulle superficie a curvatura constante e sulle elicoidi (Annali della R Scuola 
normale sttperiore di Pisa, I. II, pág, 285.) Ueber die Piuchén mit constanter nepaiiver Kriim- 
mung (Math. Annales, t. XVI)
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cortan al eje de revolución en un punto, siendo

ds‘^ = a^ dji- + av"- (2)

y por último aquélla en que los meridianos no cortan al eje,

lis' a^ du- 4- (3)

Puesto que estas diferentes formas son aplicables entre sí, de 
infinidad de maneras, diremos que: E¿ eiemmío ¿i-

Kea¿ de ioda superficie, cuya curvaiura íoía¿---
a-

fuede reducirse, de if^nidad de maneras, d cada 
una de ¡as formas (i), (¿jf^f, yescas formas son ¡as 
únicas fara ¡as i^ue ¡as ¿-eodesicas, cuyo farámeiro 
es v, fttedan ? educirse, desfues de una deformación, 
á ¡os meridianos de una sufefdeie de revoiución.

En el caso de la fórmula (i), ¡as irayecíorias 
or¿og‘ona¡es de ¡as ¿'codesicas tienen un radio constante, i^ua¡ á a. La 
propiedad característica puede enunciarse como sigue:

Si existe en una superficie una fa/nüia de curvas faraidas, 
formada por circuios ¿‘eodésicos, cuyo jadió de curvatiíra g'eode'- 
sica tiejie e¡ mismo vaior a, ¡a curvatura totai de a^ueüa es cons- 

tante e t^ai a 5.

En efecto, siendo ds‘^ = du^ + C^dv^

la expresión del elemento lineal, referido á curvas paralelas y á las 
geodésicas ortogonales, la propiedad enunciada se expresa por

queda C = Ví~",

siendo V función de v, y deduciéndose de esto que

i y^C _ i
C
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Para la fórmula (2): Los radios de ¿os circu¿os geodésicos son 
mefiojes ^ue a, decreciendo kas¿a cero, de manera çue ¿as geodésicas 
pasan por un punió Jijo (u = o).

Para la fórmula (3): Los radios de dichos circuios son ¿odos su
periores day aumentan indefinidamente, de manera ^ue uno de e¿¿os 
(u = o) se convierte en una geodésica d ¿a que son normaies todos 
¿os demás.

Escribamos una de las tres expresiones del elemento lineal, así:

ds^ ÍJ® (a»^ + C^dv^},

y supongamos que se trazan las tangentes á Ias geodésicas, cuyo 
parámetro es z^. Serán normales á una superficie W, cuyos radios 
de curvatura principales se determinan por las ecuaciones

íi. •. a = u, R': a = u — C : C',

y serán tangentes á una segunda superficie X' que formará con la 
primera X, la evoluta completa de la superficie W, por lo que el 
Sr. Bianchi la denominó superficie compieme^ttaria de X, siendo 
el elemento lineal de X'

ds^ = a’^ du^ 1- -^ dw-

Si se hace C = e^, tendremos

R = au, R' — au — a, C = C' = C".

La relación enti-e los radios de curvatura de la superficie co
rrespondiente es R — R' = a, y el elemento lineal de la superficie 
complementaria X' se reduce à 

ds- = a'^ (du^ -f-

La curvatura de esta segunda hoja. ^-, es por consiguiente
constante.

Y análogamente obtiene

Z = a cos f + log tg ^ am
sen a,,ym‘^ — e
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siendo r la distancia ai eje de revolución; m es una constante y s 
tomará uno de los valores o, i, —i, según que se trate de la fór
mula (i), (2) ó (3) págs. 550 y 551, para $ = o se tiene la Iracíris. 
En los otros dos casos las tractrices a/ar^adas ó acortadas^ según 
la denominación del Sr. Bianchi.

317. Superficie pseudoesfErica. Puesto que todas las super

ficies de curvatura constante — como se ha visto, son aplicables 

las unas á las otras, consideremos aquéllas cuyo elemento lineal es 

íis^ = a^ (du^ _j-.

engendrada por la revolución de la tractriz (pág. 550)

r = a sen z = a (log tg — -j- eos 0),

alrededor de su base. Si hacemos v = .r, e~^ =y, el elemento li
neal se reducirá á

ds^ = a^-
dx- -j- dy-

(!)

Transformemos, empleando las coordenadas simétricas, 

a ==-r + z>, ¡3 = ;r — iy.

El elemento lineal adquirirá la forma

ds^ = — 4«’ da.d^
(2)

Las transformaciones de a y p, que conservan el elemento lineal, 
se obtendrán resolviendo la ecuación

do-d'^ __ da-id^i 
“ (a, - ^J’ ’ 

que admite dos especies de soluciones

(3)

(4)
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w3j + ^ o /«»,'+«
(5)

siendo m, u, ^, q constantes cualesquiera.
Las primeras, aplicadas al plano, constituyen lo que llama 

M. Darboux una ¿ransformación circular. Si mq — n/'^o, la trans
formación hace corresponder á cada punto de la parte superior del 
plano, un punto comprendido en la misma región.

Las (5), que se reducen á las primeras por el cambio de ai y 3,, 
conservando el elemento lineal (2), no hacen corresponder la parte 
superior del plano á la parte superior más que cuando mq—«/<^0.

Observación. Si se considera a y 3 como coordenadas simétricas 
en la fórmula (5), tenemos una transformación en la que se conser
van los ángulos. Pero si se consideran a y 3 como coordenadas si
métricas de un punto de la pseiidoesfera, la transformación conserva 
los ángulos y las áreas. La transformacción efectúa una aplicación 
de la superficie sobre sí misma.

Y en efecto, para resolver la ecuación

dft d^ dcí^d^^^ 
(^^ “ (^, - P.)” 

observaremos que, solo puede admitir soluciones para las que ai y 3, 
dependan solamente de una de las variables a ó 3. Sea a, =/(a), 

Pi =71 (3)- Demos á 3 un valor particular ¿; 3^ y -^ tomarán va- 

lores ¿p ¿/, y se tendrá

dcf. _  bj da., 
(a — by “ (a, — &,)”

é integrando

a es pues una función lineal de a, y 3 de 3,«
La sustitución de estas dos funciones lineales en la ecuación 

por resolver, muestra que deben ser idénticas.
Según la forma del elemento lineal (1), en el plano, las parale

las al eje de las j* representan geodésicas de la superficie: Las dife- 
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renies g’eode'sieas de ia su/etficte tienen /^or imágenes, eireun/ereneias 
cuyos centros se Paitan en et eje de tas x.

En efecto, si hacemos una inversión, tomando por polo uno de 
los puntos en que una de las circunferencias BMM C corta al eje 
de las x, ésta se transformará en una recta ómw,, paralela ai eje de 
las y. Y como esta recta es la-imagen de una geodésica, y la inver
sión no ha cambiado el elemento lineal, 
la semicircunferencia BMM, C representa 
una geodésica. Además, se puede cons
truir siempre dicha circunferencia, defi
niéndola por la condición de pasar por un 
punto y ser tangente á una recta dada. 
Por consiguiente, representa la geodésica 
más générai, trazada en la superficie. La ecuación de esta geodé
sica será pues

-■p® + y'^ -]- 2 éx -\- c = o, 

expresando ó y c constantes arbitrarias.
El Sr. Bianchi llega á la expresión de la distancia geodésica, en 

conformidad con la definición de distancia de dos puntos dada por 
el Sr. Klein, fundándose en la expresión del arco

pues si M, y M^ son los dos puntos imágenes en el círculo

(4r -

é J'i, yi sus ordenadas, su distancia geodésica 5 será

= R log
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Si A y B son sus intersecciones con el eje de las ;p, a la tan
gente en A, b, m^, m^ las rectas AB, AM,, AM^, se tendrá

sen /
~ I sen (2 H — = é

J, Mr sen /

R i/R' ' sen /
^2 r ^2 sen bm^

y 3 = R log [û^z^r^g] = R log[ABM,Mj.

Por consiguiente: La ¿¿¿síaficia ¿'eodésica de ¿os dos /funtos ob- 
jeiivos de M, y M^ es proporciona/ a¿ ¿o^aritmo de ¿a re¿ac¿o'n anar- 
mo’nica que ¿os punios M, jr Mj forman en e¿ c¿rcu¿o imao^inario con 
¿os dos punios Ay B en que ¿a circunferencia coj ia a¿ eje de ¿as x.

En el caso de reducirse el círculo á una recta paralela al eje de 
las /, se obtiene

3 = R log ^.

De estas representaciones resulta que: Por dos punios reaies M 
^ M, de una superficie, so¿o puede pasar una geodésica.

Vemos (fig. 124) que

bm
arc mm¡ = a log -7— = a log 

bm
tg M,CB
íg MCB ’

que expresa la distancia geodésica de los puntos M y M,. Esta 
distancia se hace infinita, cuando uno de los puntos se aproxima al 
eje de las 4?. Así: Los punios de' esie eje represenian ¿os punios de¿ 
iifiniio de ¿a superficie.

318. Representación de Beltrami. Este matemático dió una 
intei’pretación de la geometría no euclídea en la pseudoesfera ().*

(*) Saggio di interpretazione della Oeomeíria non-ÍMclidea. Giornale di Matemalidic, 
V. VL, 1868.

La fórmula

ds^ = R
(<2^ — z>®) du^ + 2 uvdudv -)- (a'- — u-} dv^

(!)
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representa el cuadrado del elemento lineal de una superficie de cur
vatura constante — ¿. Los dos sistemas coordenados u = const., 

v = const, están formados por geodésicas. Llamando 0 al ángulo 
que forman en el punto (:/, í»), se tiene

eos 0 = ■_________ _____- sen 0 = ■■■------- , (2)
y(a- — ír) (a- —v-} /(a^— zr) (a~ — v-)

siendo para u = o ó r = 0, 0 = 90’. Luego las geodésicas 
u = const., son ortogonales á las v = o del otro sistema, y las 
v = const, á las u = o del otro sistema. Las fórmulas (2) condu
cen á la relación, entre u y v

Entre estos límites E, F, G son reales, monódromas, finitas y 
continuas, las E, G, EG — F^ positivas y diferentes de cero. La 
porción de superficie terminada en el contorno de la ecuación

z?-)-2/®=Æ^ (3)

es simplemente conexa. Dos geodésicas del mismo sistema no tie
nen ningún punto común, y dos geodésicas de sistemas distintos 
no pueden ser tangentes.

Si expresamos por .r éy las coordenadas rectangulares de un 
plano auxiliar, las ecuaciones x = u, y = v establecen una re
presentación de la región considerada. Á cada punto de ésta co
rresponde un solo punto del plano, y reciprocamente. Toda la re
gión se halla comprendida en un circulo cuyo radio es a. y cuyo 
centro es el origen de las coordenadas.

Una geodésica que parte del punto (u = 0, í’= 0) puede re
presentarse por las ecuaciones

r eos !>•, v = r sen [x, (4)

siendo r y p- las coordenadas polares del punto correspondiente al 
punto (üí, z') en la recta que se representa, en el plano auxiliar, á la 
geodésica considerada. Suponiendo p. constante, la ecuación (1)
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da, para dichos valores,

i/o = R
adr 

a^ — r- ’ a k
R

= 2 ’®«
a + r 
a — r

0 es el arco de la geodésica, contado desde el punto (u = v = o); 
y puede escribirse también

Este valor, nulo para r = Q, crece indefinidamente cuando 
crece r ó y/u'‘ + f-^ desde o hasta æ, y se hace infinito para r = a, 
ó para todos los valores de ti y v que satisfacen á la ecuación (3), 
é imaginario para r> a. El contorno expresado por la ecuación (3) 
del círculo límite, en el plano auxiliar, es el lugar de los puntos dei 
infinito en la superficie, lugar que puede considerarse como un 
círculo geodésico, descrito desde el punto (»«^»=0) con un radio 
infinitamente grande. De manera que el círculo límite representa 
toda la región real de la superficie. Si en las ecuaciones (4) se con
sidera á r como constante y á u. como variable, la fórmula (1) da

_ Kra
(5)

donde a es el arco de círculo geodésico, representado en el plano 
auxiliar por un arco de círculo de radio r y ángulo en el centro «•. 
Las geodésicas forman entre sí, en su origen común, ángulos igua
les á los radios que les corresponden en el plano auxiliar. De la 
ecuación (5), resulta

r= v^ = a tgk cos/i^ = — 
R (6)

donde te* indica el radical -^a^ — z? — ¿=i, y en virtud del valor de r, 

puede escribirse tr — ¡xR sen^ j^. Así, el'semiperímetro de la cir

cunferencia geodésica, cuyo radio es o, estará expresado por

wR sen ó 
K —’íR^^K—^ Ry.
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Resulta pues, que las geodésicas se hallan representadas en su 
total desarrollo, por cuerdas del círculo límite, no teniendo repre
sentación real sus prolongaciones. Además, dos puntos reales de la 
superficie están representados por dos puntos, también reales, en 
el interior del círculo límite, los cuales determinan una sola cuerda 
del mismo círculo. Así pues, d’os puntos reales de la superficie, e/e- 
¿"iíios aréitrariame^f-iie, determinan una so/a geodésica, representada 
en el plano auxiliar por la cuerda que pasa por los puntos corres
pondientes.

Sea («, 2/) un punto de la superficie, (U, V) un punto cualquiera 
de una de las geodésicas que pasan por él. Las ecuaciones de dos 
de estas geodésicas son

V — v = m (U — u), V — zí sss « (U — u).

Expresando por a el ángulo de las geodésicas en el punto (u, v), 
se tendrá

tg a = (« — m) y EG — F* 
E 4- (« + in) F 4- mnG ’

ó para Ips valores actuales de E, F, G

a (n — m)W
tg a = (i G mn) a~ — (v — mn) (v — nu) ’

Expresando a' el ángulo de las dos cuerdas y i*, v los ángulos 
que estas forman con el eje de las tendremos ;« = tg p-, tg v, 
a'= v — ¡x; por consiguiente

aw sen atg a = ------------------------------- :------------------------------------ .
a- eos a — (z; eos ¡x — u sen œ) (v COS v — u sen v)

Conseeuendas. 1.“* Á dos cuerdas que se cortan en el inte
rior del círculo límite corresponden dos geodésicas que se cortan 
en un punto á distancia finita según un ángulo comprendido entre 
0° y i8o“.

2 .^ Á dos cuerdas distintas que se cortan en la circunferencia
del círculo límite corresponden dos geodésicas que concurren ha-
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cia un mismo punto á distancia infinita, que forman en éste un 
ángulo nulo.

3 .“ Á dos cuerdas que se cortan en un punto exterior al 
círculo límite ó que son paralelas, corresponden dos geodésicas 
que no tienen ningún punto real común en toda la superficie.

319 . Geodésicas paralelas. Ángulo de paralelismo. Aten
diendo á la representación hecha por Beltrami de la superficie en 
el plano, tenemos que la geodésica ^ se halla representada por una 
circunferencia G (figs. 125 y 126) ortogonal á la r, y el haz de 
geodésicas que parten de o por el haz de rectas que parten de 0.

Figura 125

Sean A y B los puntos en que G encuentra á r. Las 
rectas que se hallan en el interior del ángulo AOB 
encuentran á G en puntos reales. En la superficie 
geodésica objetiva de OA y OB se hallan las dos 
geodésicas oa y ob que se llaman paralelas á.\a. ^ 
(fig. 126), hallándose sus puntos de intersección 
con en el infinito.

Si trazamos por i? la geodésica op normal á £•, tendrá por ima
gen la distancia mínima OP de 0 á la circunferencia G. Puesto que 
los ángulos AOP y BOP son iguales, será también / aop = /( bop. 
El ángulo a = aop se llama án- q

^ubo de para¿e¿ismo del puntos - ---------- - ----------- -------------
respecto á la geodésica que ** Í
depende tan solo de la distancia ------------------------------ -_____ ?
geodésica q = op del punto ¿7 á ® P 
la geodésica ^. Para obtener la Figurai26
relación entre a y 8, observaremos que, expresando con C el centro 
de G, en el triángulo rectángulo CAO se tiene

CA‘^ + OA- = (CP -(- OP)^ = (CA + 0P)«

de donde OA^— OP" 
“ 27op

Si OA = i, CA = tg a. Además, por las fórmulas *8* R’

de la representación que consideramos, sustituyendo en la prece-
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dente, resulta cot a = sen k —, 
R

que puede escribirse también así: cot - a = ^^. (2)

Luego: Por ¿odo punto o de una superjicie pseudoesférioa pasan 
dos ¿geodésicas paraieias á una ¿-eodesica g. Ei ánguio o. deparaieiis/no 
y ¿a distancia ¿'eode'sica 0 dei punto o á ¿a g se kaiian ¿¿¿"ados por 
¿as dos fórfnu¿as obtenidas (1) y (2).

Oáservación. De las varias aplicaciones expuestas en la obra 
de M. Darboux, citaremos únicamente la qué sigue: Empleando la 
transformación arriba expuesta, se puede admitir que ¿ se halle re
presentada por el eje de las jf (ñg. 127).
Entonces habrá dos ¿'codesicas (¿ue pasan 
por M j' encuentran á g en e¿ if^nito. La 
una estará representada por la paralela MP 
al eje de lasjr; la otra por la circunferencia 
OMKtangente en el origen ádicho eje. Así: 
Una ¿•eodesica real puede considerarse con 
o, 1 o 2 puntos reaies en e¿ ií^nitOy se¿'ún 
çue pertenezca á ¿as superedes de curvatura positiva, nu¿a ó ne¿;ativa. 

320 . Aplicaciones del teorema de Weingarten. Para 
terminar esta exposición, resumiremos las investigaciones debidas 
al Sr. Bianchi, respecto á las supei-ficies comp¿efnentarias de ¿as 
pseudoesfe'ricas. Consideremos una superficie pseudoesférica de ra
dio R. Cualquier sistema de geodésicas que parten de un punto de 
la superficie, sea este punto real en el infinito, real á distancia fi
nita ó ideal, puede considerarse como el sistema de las deformadas 
de los meridianos de una superficie pseudoesférica de revolución. 
xAI elemento lineal, referido á estas geodésicas y á sus trayectorias 
ortogonales, se podrá dar, según los casos, la forma

(!) ds^ = dii^ -L 4’® dv\ (II) ds' = du'^ -1- X sen h- -- dv-,

(111) ds' = du- d- À- eos h- - dv\

37
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Y tendremos, en correspondencia, tres clases de superficies 
evolventes 11, para Ias cuales debemos obtener las relaciones corres
pondientes entre r, y rj. Con este objeto, considerando la S como 
la evoluta de Ù^, respecto al radio r,, bastará comparar las (I), (II) 
y (III) con la fórmula

dada por el teorema de Weingarten (pág. 356). Haciendo pues, 
« = r, -1- C (C const, arbitr.*), tendremos

(I) (i.®'‘caso) e^^^ ^'^=e ^ ; luego (F) ri—r.^ = R.

(II) 2.®caso) /---- — =log sen k -^-v;—, (If) r, — r2 = Rtg^ —

(III) (3.«‘‘ caso! /----- — = log cot h —,
— R

c
(III) r, —r^ = R cot ^ —=:—.

El valor de C depende de la superficie 12 de la serie paralela 
que se considera, pero en el caso (I) la relación (F) es independiente.

Oáservadon. Para las evolventes de las superficies de curva
tura constante positiva ,è = -}- 4-, se obtendrá la única relación

321. Superficies complementarias de las pseudoesféricas. 
Hallemos ahora sobre qué superficies de revolución son aplicables 
las superficies complementarias de la pseudoesférica S, en los casos 
(I), (11) y (III).

El elemento lineal ds' de la segunda hoja de la evoluta es

ds,^ = dir + e J^^-^^dv\ ■
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2m

y tendremos en el caso (I) ¿¿J-.^ = dr^^ + ^ ¿/í;^ y haciendo r^ = — u,
2«

ds.2^ = du-^ 4- e dv"-,

que es el elemento lineal de la pseudoesfera. Podemos pues enun
ciar el

Teorema. Si en una su^er^de /’seudoesferica de radio R se 
¿raza un sistema de geodésicas J^araie/as, y en cada una de ias tan- 
^-entes á estas geodésicas se tonta, á partir dei/>unto de contacto y en 
ei sentido según ei que ias tangentes concurren en ei punto común dei 
if^nito, un segmento = R, ia superede S', tugar de tos extremos 
será una nueva superjicie pseudoesperica de radio R.

En el segundo caso, se obtiene para el elemento lineal de la se
gunda hoja,

ds^ = tg ¿^ -L—— drp 4------------------ -  ,
eos —

que pertenece á la superficie de revolución, engendrada por la curva
R i r = — sen ?• = R [log tg — » + eos » 1.

Esta curva es la proyección de la tractriz ordinaria sobre el 
plano que pasa por la asíntota, que es una tractriz acortada. 

En el tercer caso tendremos para la curva meridiana 

r — - sen z — Rílog tg — » 4- eos a.|, 

que es la tractriz aiargada.
322. Transformación complementaria. El teorema último 

puede enunciarse del modo siguiente; Et tugar de tos ce/tiros de 
CUI vatura de un sistema de oricicios ()  paratetos de tina superjicie*

(*) Siendo L una línea de curvalura constante en una superficie pscudoesférica, po
demos consideraría como un círculo geodésico, distinguiéndose tres especies de círcu
los, con centro real .á distancia finita, con centro en el infinito y con centro ideal. Los 
segundos se llaman oricicios en la geometría de Lobatschewsky.
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pseulioesférica es una superficie pseudoesferica dei mismo radiOy lo 
que da el modo de construir una nueva superficie pseudoesférica 
S', cuando se conoce una sola S, y en ésta una serie de orí- 
ciclos paralelos.

Pero en este caso, las geodésicas ortogonales se determinan 
por cuadraturas, puesto que, según las fórmulas del núm. 317, se 
conocen los 00' sistemas de oriciclos paralelos y de las geodésicas 
ortogonales, y pueden construirse las 00^ superficies complementa
rias pseudoesféricas de S. En cada sistema de éstas, por ejemplo 
S', conocemos un sistema de oriciclos paralelos, es decir, las líneas 
que corresponden á estos oriciclos paralelos de S de que hemos 
partido, y después de efectuar una cuadratura, nos hallaremos en 
S', según las mismas condiciones, que respecto á S. Y podemos re
petir sobre S' las mismas construcciones, y así sucesivamente.

La construcción efectuada, para transformar la superficie S en 
la S', se llama transformación compiementaria.

Consideremos en S un sistema de geodésicas paralelas, y sea 
0 («, •v} el ángulo que forma la geodésica que parte del punto («, f) 
de la superficie con la línea 2/ = const. En virtud de la ecuación 
(2) de la pág. 549, la ecuación diferencial de estas geodésicas es

tg » = tg O 0 sea
du

sen ’-ùcos'i du — cos sen0 6Z/í = o. (1)

Pero debe verificarse á lo largo de cada una, la ecuación de las 
geodésicas (pág. 301, núm. 191), que se reduce á

. /?ú , 30 ,\ /3o 35\ /3--> 30 \ ,
= —t —d-v -|-du ) o 1 — H------ 1 du +1 — + — ¿^ = 0 

la cual, comparada con la (1) demuestra que la función * («, 2*) debe 
satisfacer á la ecuación

/3<& 30 \ /3i 30 \
l — I sen O eos ® -}- 1 — + — eos 6 sen = o. {2) \32Í áV / ' ■\32' TiU/

Además, puesto que las trayectorias ortogonales de estas geo
désicas deben ser, por hipótesis, oriciclos, su curvatura geodésica
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deberá ser igual á la unidad en valor absoluto; pero, en virtud de (i) 
la ecuación de estos oriciclos es

eos O eos a + sen 0 sen » = o,

y, por consiguiente,

senOcosO/í2í ' )

/^? r ^^ • /^^ . S®\ _1------ r J sen fj sen » — Ir--- k | eos eos 0 = + sen o eos 0,

que combinada con la (2), da

H--- + eos 0 sen — = + sen 0 eos », 

debiéndose fijar la dirección positiva de las geodésicas, para tomar 
el signo conveniente.

Consideremos un caso particular, por ejemplo, el de la pseudo- 
esfera, en la que se puede hacer

i
eos O tg Azz, sen 0 =------,eos

mientras que la ecuación --p = o define los meridianos en su direc
ción positiva, y concluiremos que;

Sz » (u, v) ^5 et ángulo que formau las geodésicas de un sistema 
paralelo, según su dirección positiva, con la dirección positiva de las 
líneas v — const., qtiedarán satispeckas las ecuac¿ones

3® 30 3i 30
— 4eos O sen — = — sen 0 eos (3)
3zz 32’ 3zí 

y reciprocamente: Toda función » (u, v) que satisface á estas ecua
ciones de derivadas parciales, define, en la superficie pseudoesférlca S, 
un sistema de geodésicas paralelas (determlnaéles por cuadraturas).

323. Propiedad de la transformación. Hagamos la cons
trucción indicada en la transformación complementaria, á saber:
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Tracemos por cada punto P=(-r, /, z} de la superficie, y en el pla
no tangente en P el segmento PPi = 1, inclinado respecto á la lí
nea de curvatura z» = const, en el ángulo o. El lugar de los puntos 
Pi será la superficie complementaria S,.

Expresemos por .r,,>',, ^, las coordenadas de P,; por la cons
trucción, tendremos:

.r = eos 9 ----- - - 1- sen ©---------------- (1)
cosú ' sen 0

y análogamente paraje,, £,. Derivando esta ecuación respecto á u 
y v,y teniendo en cuenta las fórmulas (í’) de la pág. 331, y las (3) 
de la pág. 565 que se hallan satisfechas por $, será: (2)

— = eos- a COS 9 - ---- h cos « sen 0 eos 0----- - — — eos sen OX,3« ‘ ' senO3z7 ■ ’

— = sen es cos sen û----- -  -1- sen^ », sen 9 — -1- sen cos OX. dí'-------------------' cos O 3« ’ 3zJ

Expresando por ds^ el elemento lineal de la superficie S,, ten
dremos:

^Ji^ = eos- a du- + sen- cp dv^-, (3)

y para hi curvatura ^, de S, de la (3), -è, = —.1, lo que prueba 
que la Si es una superficie pseudoesférica de radio — 1. Además, 
si expresamos por X,, Y,, Z, los cosenos directores de la normal 
à S|, tendremos por las (2)

iI I
X, = sen a-----   — — cos a---------- , 

' cos 0-' sen 0 az»

5^ análogamente para las Y,, Z,. Derivando, y teniendo presentes 
las fórmulas anteriores, obtendremos

^^’ _t ^'■^’ ^Y, sj^i aZ, a^i

Xr, aY, 
- cot —, —-

azi
cot a —, —— = — cot » -H, ' az' az» az'
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lo que demuestra que también en Si las líneas u = const., ?/= const, 
son las líneas de curvatura y, por tanto, las lineas

zí — íz ■.= 2a = const. Ji -\- v — 2^ = const.

las asintóticas y <Za, ¿ffi sus arcos; luego: La fransformadan cofu- 
p/e/nentada conserva ¿as ¿meas de curvatura^ ¿as as¡nió¿icas y ¿os 
arcos asiníóiicos.

Podemos ver ahora si las funciones de 0 y &, que se hallan en 
las ecuaciones (3) de Darboux son las más generales que satisfa
cen á la vez á la ecuación de derivadas parciales

0-4) y4)   = sen eos 4>.

Para generalizar estas consideraciones, supongamos que se tenga

3» 30
3« ov 

(4)

y vamos á obtener F y F,, de manera que resulte

(0 T - = sen 9 eos i.

Para ello deduciremos de las (4)7
325 3«o 3F, 30 3F, _^ ^21 ^^ ^i^ 

= ■30’ Zit 3? 3zí 30 32) 3»

y sustituyendo los valores de -^, -^ de las (4), tendremos:

Bastará pues, que se tenga (6) y (6) 

^Fi , ^ _ _ .^Zl _L = o F — - - F, — = senOcosO, etc. 
30 3? *3? 30 ’ 3? 3ÿ

Las dos primeras expresan que F + F, debe ser una función

3^0
3w“

2Î1 —
\ 30 3i/ 3zz \ 3s 30/

3"^cp
V30 “^ 3«p / 3w \ 3»
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= cos 7, (o <^ a ■\ 27c)

i 4- sen a

de í» —-® y Fj — F una función de 6 + f. Sea

F + F, = U(9_®), F,-F^V0 + ,p).

y tendremos Fi = — (U + V), - (F — V).

Las (6) quedarán satisfechas, y las (6') se reducirán á

UV’4- VU'= sen 25, — UV'+ VU'— sen 2^

UV’= sen(5 — ®) eos (0 + ©), U'V = sen(0 -i- o) cos(5 — æ) (7) 

de las que se deduce

U = ¿ sen (0 — 0), V' —— eos 5 + ^), U = Æ sen (0 —- ®), etc.

siendo k arbitraria. Hagamos

I — ^’ 2^——— = sen

, i — sena i
y sera =— 

eos 5 è eos 5

sen (f eos 5 4- sen acosasen 6
eos a

cos sen 6 4- sen a sen » eos d
cos a 

y las fórmulas de Backlund serán

0® 1 ZiO sen-i cos 5 -j- sen a cos seno 
lu ' y^í cosa

à® 30 cos 0 sen 0 -j- sen a sen & cos 0 
óí» Szz cosa

Interpretación ¿‘eométrica. A la solución inicial 0 de la ecuación 
(A) corresponde una superficie pseudoesférica S de radio =1 y 
análogamente, á cada nuev¿i solución deducida, integrando las (8), 
una nueva superficie pseudoesférica S,. Y llegaremos al resultado 
siguiente: Por cada punto P de S y, en eip/ano tangente en P, trácese
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una recía ¿ncímada respecto á la línea de curvaiura v = const, el 
án¿^ulo c¡„ y tómese en ella, á partír de P, un segmento constante 
PP, = eos 5; el lugar de los extremos Pi será la superjicle S,.

324. Transformación de Backlund. Cuando « = o, se ob
tiene la transformación complementaria. Para establecer dicho result 
tado, observaremos que, conservando las notaciones empleadas, 
tendremos:

/ I á4r I lr\
+ eos a ( eos -—|- sen 3.------ - — 1. (9)* \ ' eos O ' sen û

De las (8) y (9) deduciremos: 
3-r, i Ir 
— feos® 5. eos 0 — sen c sen ® eos » sen 6)   — . ,2tu ‘ ‘ sen 0 ^u (10,) 

i ci.r
4- (sen c eos® ® sen 0 + sen © eos © eos 0)----- - —- — eos 7cos®sen OX 1 . /sen 0

d.^ n ^ ^'^ —1 = (sen c sen® © eos 0 + sen © eos © sen ú)   —Szj ' eos O (11)

+ (sen2 © seno — sen 5 sen» eos f eos 0)----- - — + cosa sen © cosOX■ • senOSw

ds^^ = eos- tp dti^ + sen® © dzi-‘, (12) 

así pues, la superficie, lugar de los puntos P, es ciertamente la su
perficie buscada S,.

La construcción anterior, que transforma la superficie pseudoes- 
férica S en la S,, es la transformación de Backlund,

PSxpresándola con el símbolo B„ para poner en evidencia la 
constante arbitraria contenida en la misma, tendremos que la B^ 
coincidirá con la transformación complementaria. Con la transfor
mación Bj se obtienen 00‘ nuevas superficies pseudoesféricas, de S. 
Pero basta conocer una sola de éstas, S,, para poder obtener las 
demás por cuadraturas. La aplicación sucesiva de la misífta trans
formación B, á las superficies sucesivas, se haVá con simples cua
draturas, pudiéndose decir que también:

Pa transformación general de Backlund B^ conserva las líneas 
de curvatura, las asintóticas y los arcos-de las asintóticas.
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En efecto, los cosenos directores X,, Y,, Z, de la normal en P, 
á S, se expresan por las fórmulas (10) y (n), y de éstas resulta

X, = eos u sen » -- - eos c eos co ■coso ?» ' 

de la que se obtiene

óZ, l)z.
—t ,

SX, ár, ?Y, ?j',
-7— = — COt tt --- - , —— = — COt ï' ---- , 
W--------------- ‘ az» ?Í’------------------- ?7’

I
----- 7 7— —sen 5.X, sen O

SZ, ?£
-7— = — COt » ,

lo que demuestra, en virtud de la (3) de Ia pág. 568, el teorema. Ade
más, el ángulo Ü comprendido entre las noi-males en P y P,,en virtud

de — EXX, = sen c, está dado por la fórmula Q = — — ç.
2

325. Transformación de Lie. Esta transformación cambia 
también una superficie pseudoesférica en otra pseudoesférica; y 
se halla fundada en que, si Í> (a, ¡3) es la integral de la ecuación

= sen 0, también la función Ü f^a, y^ es una nueva integral, 

que contiene la constante arbitraria ^. Observaremos que si ft (», í») 
es una integral de

?-«■ ?-ft
Va “ 2 = sen ft eos n,

es también una integral con la constante arbitraria 5, la función

» 4-z; sen ff » sen c H-z'X

Á la primera función H- (», 70 corresponderá una superficie ini
cial pseudoesférica. de radio = 1, y á la función (ó) una nueva su
perficie pseudoesférica S, completamente determinada, de forma. 
Para obtener las coordenadas de un punto móvil en S, reducire
mos ante todo el elemento lineal esférico

ds''^ = sen’ W du'^ -(- eos- 0 dv‘ á ds’'^ == dfr -p cos’ <.> d-b-,
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lo que exige la integración de una ecuación de Riccati, después de 
lo que se obtienen las coordenadas de los puntos de S, con cua
draturas.

Indicando con L^ la transformación de Lie, cuya constante es c, 
, zi-q-ziseni «senc-l-z' 

que hace pasar de los argumentos a los- • , 

la inversa, que hace pasar de («, ») á

« — Z’seh 5 — u sen
---------------, --------------------] se indicara con L. .

COST COST /

La transformación de Backlund B^ se puede obtener, como ob
servó Lie, combinando la transformación complementaria con la 
de Lie, de modo que B^ = L^ B^^ L^ \ Es decir, que' si se aplica á 
una superficie pseudoesférica la transformación de Lie L^, á la su
perficie S, obtenida, la complementaria, que la cambia en S^ y á esta 
la inversa L“^ de L^, se llega á S', deducida de S por la transforma
ción de Backlund B^.

Por la repetición de los métodos de transformaciones de las 
superficies pseudoesféricas, resulta el teorema de ^ermutaditidad:

Si S, > So son dos superedes pseudoesféricas ii¿-adas á ¿d misma 
superficie pseudoesférica S por dos transformaciones de Sdeéiund 
B^ , B^ con constantes distintas «, y s.,, e.viste una cuarta superficie 
pseudoesférica S^, ¿i^ada respecti-vamente á ias S, y S. por ias trans
formaciones de Bdekiund BS;^, B'^^ con ias constantes invertidas 
Ti, T,. En simádos: B'^^ B^^ = B'^^

326. Sistemas triplemente ortogonales de Weingarten. 
Se llaman sistemas de Weingarten los sistemas triples de superficies 
ortogonales que contienen una serie de superficies de igual curvatu
ra positiva ó negativa. Nos limitaremos á enunciar la propiedad:

En una superficie de curvatura constante de un sistema dado de 
IVeing'arten, ias geodésicas se determinan con cuadraturas.

Respecto á ia transformación compiementaria de ios sistemas de 
H^eingarten, diremos que se halla caracterízada por obtener, me
diante la transformación complementaria y la de Backlund de un 
sistema de Weingarten, una infinidad de ios mismos.
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327. Aplicaciones. De las fórmulas obtenidas en la pági- 

na 295 resulta inmediatamente que siendo = + i, la ecuación 

diferencial de las asintóticas y ri -j- v = const., u — v= const, la 
ecuación de éstas, refiriendo la superficie á las mismas, con lo que 
bastará hacer u -j- v = 2«, u ~ v — 2fá, la expresión del elemento 
lineal será

ds'^ = da¿ — 2 eos a- da. d^ -j- ¿f¡3'^ , 

y la ecuación (i) de la pág. 549, se reducirá á

à* 2Í>
= sen 2Sa Sp (a)

siendo 2í> el ángulo de las asintóticas entre a = const, y ¡3 = const.
Esto sentado, si partimos de la solución If = o evidente de la 

ecuación (a), y aplicamos la transformación general de Backlund B^ 
para pasar á una nueva solución ®, ésta quedará definida por las 
ecuaciones simultáneas

Sa- i sen ff Sxi i=sen<j
< = ------------ sen =------------- senSw cosa ' S^i cose

a + ?^ + sen [j (a — v) 
que integradas dan tg Cc cosí ~ 

cuya constante puede hacerse = i.
Introduciendo los parámetros u + v = U, u — v = V, el profe

sor Bianchi llega á las expresiones

sen V eos V U-f V sen c= — eos e-----JZ, = eos e----------- 7-, a= -----------------, 
COS/za----cos/za--------------- cose

^I = U — eos a tg ^a = eos a (a — tg ^a) — sen aV, 

por las que las superficies de que se trata son helicoidales, cuyo 
perfil meridiano V = o, definido por

C0S<r
Já = -------y-, Z^ = eos a (a — tg /za),COS^a k «

es una tractriz que tiene el eje por asíntota, eos ^ por longitud cons-
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tante de la tangente y sen 7 por parámetro del movimiento helicoidal. 
Para el elicoide de Dini, correspondiente á

sen®, 
tg — = a, =--------------------------------- cose,

tendremos la transformada de Backlund con la constante ®,

Ü 2 J —
tg — = ----- ------------------------

sen   \ 2

u 4- sen c .
siendo a —------------------- ------------ , cuando a •»1»

eos ®
Ü u — 12 + ®i (7í -p zz) + C' 

tg — = --------------- —------- ?-------------- - •COS®, cos/za,

Para la superficie complementaria de la pseudoesfera que co
rresponde á hacer ®,= 0 en la última fórmula, el valor de C no 
influye en la forma de la superficie, y podremos hacer C' = 0; luego

*^ 2 coskíu 4“^) eos ÆU

2V cos^U cosA"U —V» 
®®" “ “ COS A’U + V*’ cos/z’U +V

Y geométricamente, se verá que el sistema de geodé
sicas de la pseudoesfera, respecto á las que se halla 
construida la superficie complementaria, es el de las 
geodésicas paralelas aun meridiano en el sentido en que Figura 128 
se aleja de la asíntota.

323. Superficies complementarias de la pseudoesfera. 
Teorema. La- a/Lcadón dei proceso iLmiíado de Zas íransforma- 
ciones de Bác^/und á ¿os e¿icoides pseudoesféricos de Dini, en pardc-u- 
¿ar^ á ¿a pseudoesfera (® = 0) re^uieí’e ían solamente cálculos al^e- 
éraicos y derivaciones.

FIN DEL TOMO QUINTO
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