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IKTRODÜGCIÓK

LO IMAGINARIO Y LO INFINITO EN GEOMETRÍA

CAPÍTULO PRIMERO

Geometría ordinaria ó eudídea

§ 1? DISGRESIÓN HISTÓRICA ACERCA DEL INFINITO Y LO 
IMAGINARIO EN GEOMETRÍA

1« Desargues—La tendencia á hacer entrar en las reglas 
generales los conceptos singulares de lo imaginario y lo infinito 
es esencialmente moderna, y se halla justificada en la necesidad 
de simplificar la ciencia unificándola, y de generalizar sus pro
posiciones haciendo entrar en la misma ley hechos, al parecer, 
distintos. El formar un lenguaje cómodo y breve.

Desargues consideró como variedades de una misma curva 
las diversas secciones del cono, círculo, elipse, parábola, hipér
bola y sistema de dos rectas. Dos rectas paralelas eran una va
riedad de dos rectas concurrentes en un punto.

Desargues aplicaba á los sistemas de rectas las propiedades 
de las curvas, porque un sistema de rectas se puede representar 
por una ecuación única, del mismo modo que una curva.

Considerando las dos diagonales de un cuadrilátero como una 
línea de segundo orden, el teorema de Desargues acerca de la 
involución én una cónica es una generalización del teorema de 
Pappus acerca de la involución.

2. Monge,—Este geómetra empleó el método de generaliza-
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ción, considerando la figura sobre la cual se trata de demostrar 
alguna propiedad general, en circunstancias de construcción ge
neral, en las que la presencia de ciertos puntos, líneas ó planos 
que en otras circunstancias serían imaginarios, facilita la de
mostración. En seguida se aplica el teorema que se ha demos
trado así al caso en que estos puntos, rectas ó planos serian 
imaginarios, es decir, que se le considera como verdadero en 
todas las circunstancias de construcciones generales que puede 
ofrecer la figura á que se refiere (*).

(*) Chasles. Aperçu kislorique, p. 197.

Este método parece fundado, según dice Chasles, en la ob
servación de que una figura puede presentar, en su construcción 
más general, dos casos diferentes: en el primero, ciertas partes 
(puntos, líneas, planos ó superficies) de que no depende necesa
riamente la construcción general de la figura, pero de la que 
son consecuencias contingentes ó accidentales, son reales y pal
pables. En el segundo caso, estas mismas partes no aparecen. 
Se han hecho imaginarias, y sin embargo, las condiciones ge
nerales de construcción de la figura han permanecido las
mismas.

Por ejemplo: al trazarse en el espacio una superficie de se
gundo grado y una recta, existirán dos casos, según que se en
cuentren ó no; pero los dos de igual generalidad, con la diferen
cia de que los dos puntos de intersección de la recta y de la su
perficie son reates en el primer caso é imaginarios en el segun
do. Dichos dos puntos son una de las relaciones contingentes ó 
accidentales del sistema de la superficie y de la recta.

3. Carnot,—Este geómetra trabajó por explicar las corres
pondencias existentes entre el Algebra y la Geometría por me
dio de las correlaciones directa, inversa y compleja que corres
ponden á los casos del signo positivo, negativo ó imaginario.

4. PoNCELET.—Este geómetra extendió la idea de Carnot, 
dedicando gran parte de sus escritos á establecer el principio 
de contimiidad.

Hallándose los puntos Oy 0' ligados por la relación arrnó- 
. O’A OA

"'^'^ ÓB = OB’ P” medio de ésta pueden obtenerse, indepen

dientemente de la intersección M y N de la cónica y la secante
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mn\ de manera que al estar determinada Cualquiera de las en
tidades mn, m'n', 0, 0', quedan determinadas las otras tres,

pues dado, por ejemplo, el punto 0', 
quedan determinadas las dos tangen
tes O'Al, O'N, que á su vez determinan 
la secante mn y el punto 0 de inter
sección con el diámetro AB, siendo 0' 
el polo de MN.

Pero permaneciendo la misma rela
ción entre los puntos 0, 0' y las rectas 
rnn, m'n', independiente de la existen
cia de los puntos M y N (que desapa

recen cuando mn se trasforma en m'ri}, no hay ninguna razón 
para prescindir de ellos; y así como en Geometría hay palabras 
tales como la de los ¿njiniíamente pequeños, üi^míameíííe 
grandes para expresar diversos modos de existencia, debe lia- 
berlas para expresar los de la no existencia, con objeto de con
servar la analogía entre las ideas y el lenguaje; y al persistir en 
considerar á m'n' como secante, Poncelet adopta la denomina
ción de secante ¿deai de la curva, distinguiéndola de la que 
es absolutamente inconstructible, que se denomina ¿1 su vez 
recta ¿maglnaria. Además, 0' será el centro ideal de la cuer
da' imaginaria que determina m'n', 0 el encuentro ¿deai de 
las tangentes imaginarias que corresponden á los extremos 
de esta cuerda ó cuerda de contacto relativa á 0. En hn, la recta 
m'n' será la secante ¿deal de contacto con relación á este punto.

Si habiéndose determinado el diámetro AB de la sección có
nica, conjugado á la dirección de la secante ideal m'n', que divi
de, por consiguiente, en dos partes iguales á todas las cuerdas 
que le son paralelas, se toman sobre m'n' dos puntos M' y N' que 
satisfagan á la relación

O'M'" = ^.O'A.O'B,

idéntica con la que define los puntos M y N, según los que la 
secante mn, paralela á la primera, encuentra realmente á la sec
ción cónica, se obtendrá una longitud M'N' dividida en dos par
tes iguales por el punto 0'; y continuando así la construcción, 
llega Poncelet á construir la cónica suplementaria de la pri
mera, que es una hipérbola, si ésta es una elipse y viceversa,
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hallando también que cada cónica tiene infinidad de cónicas su
plementarias, correspondientes á la infinidad de sistemas de 
diámetros conjugados.

Si dos elipses son semejantes y están semejantemente situadas 
en un plano, existe una infinidad de sistemas de hipérbolas su
plementarias á ellas, relativamente á direcciones dadas cuales
quiera, cuyos diámetros de contacto son paralelos ó concurren 
en el infinito, de manera que, para cada uno de estos siste
mas, las hipérbolas suplementarias á las elipses, son todas se
mejantes y están semejantemente colocadas, teniendo una cuer
da ó secante real común en el infinito, que se puede suponer pa
ralela á la dirección dada, y por consiguiente, las elipses pro
puestas tienen una secante ideal común en el infinito, ó en otros 
términos, dos pn/itos imaginarios comunes en el infinito. Por 
último, si además de ser semejantes las hipérbolas y de estar 
semejantemente colocadas son concéntricas, serán tangentes 
en los dos puntos comunes del infinito, y por consiguiente, las 
elipses tendrán una secante ideal de contado en el infinito, ó 
un doble contacto imaginario en el intuito. Y como dos círculos 
situados arbitrariamente en un plano son siempre homotéticos, 
tienen una secante ideal en el infinito; y en el caso de ser con
céntricos, esta recta será la sola secante ideal de contacto co
mún á dichos círculos; y como dos círculos cualesquiera situa
dos en un plano, tienen otra secante común real ó ideal, á dis

tancia dada ó finita, salvo el caso de 
, ser concéntricos, en el que esta se- 

/' » '\ cante se confunde en el infinito con 
la primera, se pueden considerar 

 yU^—' , como dos secciones cónicas que tie- 
^\1.. /^^^'^^^ íi^ii cuatro puntos comunes, de los 

L....J^?X<i®.91âbfc''^^_.^’ que dos son necesariamente imagi- 
\ ''' / B^' y uarios en el infinito {los puntos 

circulares ó ciclicos'), mientras que 
los otros dos, á la vez reales ó ima
ginarios están, en general, situa

dos á distancia dada y finita.
Como consecuencia de estas proposiciones, citaremos la si

guiente: Dados arbitrariamente tres círculos en un plano,las 
secantes reales ó ideales que les son comunes, dos d dos, se
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corían necesariawente en un nnsmo punto, para et giie las 
set's tangentes correspondientes son ¿guales, que da un medio 
muy sencillo de construir la secante ideal de dos círculos en 
un plano; porque sí se cortan por una tercera circunferencia, 
las dos secantes comunes reales que resultan, se encontrarán 
en la secante de que se trata.

Además, todos los puntos de la secante común d una serie 
de círculos trasudas en ttn plano son tales, que las polares 
correspondientes concurren en puntos pertenecientes d esta 
secante.

Además, si suponemos una serie de círculos en un plano con 
una secante real ó ideal común mn, podremos decir que, todo 
circulo que corta ortogonalmente d dos C y C' de la serie pro
puesta, tiene evidentemente su centro en la secante m n común, 
y por consiguiente, corta según dttgulos rectos d los demás 
círculos de la serie, de manera que forma parte de la serie or
togonal recíproca de la propuesta.

Cuando la secante mn, común á la serie de círculos, es ideal, 
entre la infinidad de éstos hay dos de dimensiones infinitamente 
pequeñas, que se reducen á dos puntos K y L simétricamen
te colocados en la línea de los 
centros respecto á la secante 
común.

Por estos puntos pasan to
dos los de la serie ortogonal 
recíproca de la propuesta, que 
son los puntos ó círculos lí
mites de esta serie. Los de la 
serie recíproca son evidente
mente imaginarios, cuando los 
primeros son reales y vice
versa.

Si A es un punto arbitrario del plano donde se halla una 
serie de círculos C, C',... con una secante real ó ideal común mn, 
concibamos la circunferencia ABKL que corta ortogonal
mente á todos los círculos de la serie, que tiene, por consi
guiente, su centro P en mn', unamos A con el centro C de 
uno cualquiera de los círculos de la serie por una recta inde
finida AC que encontrará al nuevo círculo P en B', y determi-
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nará por sus intersecciones con C, el diámetro FG. Esto sentado, 
si T es uno de los puntos de intersección de P y C, el radio CT 
ó su igual CG será medio proporcional entre los segmentos CB' 
y CA; pero el diámetro FG queda dividido en dos partes iguales 
en C, luego divide armónicamente á los puntos A y B', y por 
consiguiente, el punto B’ es el conjugado armónico de A res
pecto al diámetro de que se trata.

Diremos, pues, que: Todos los pimíos medios de las cuerdas 
de contacto que corresponden á un mismo punto del plano de 
una serie de círculos que tienen una secante común, se hallan 
distribuidos en una circunferencia ortogonal d los primeros.

Cuando la directriz DE pasa por uno de los puntos límites, la 
circunferencia degenera en dos rectas; y cuando, sin pasar DE 
por ninguno de los puntos límites, es paralela á la secante co
mún mn, la sección cónica de los recíprocos degenera en dos 
rectas, de las que la una, polar del punto del infinito de DE, se 
confunde con la línea de los centros C C' y la otra, paralela á 
la directriz, se halla siraétricamente colocada al otro lado de la 
secante común mn.

La degeneración de la circunferencia en dos rectas es un con
cepto muy útil en la Geometría.

Relativamente á la serie de círculos arriba considerada, la 
secante común ordinaria y la secante ideal en el infinito, son 
los límites de todos los círculos respecto al infinilamente gran
de, como los puntos K y L lo son respecto al inf nitamente 
pequeño.

Así, cuando una circunferencia se hace infinitamente grande, 
degenera en dos rectas; la una á distancia dada, y la otra á dis- 
toncia infinita (*).

(*) Traité dei proÿriélés pr Je/Hives des /iyuves, pp. 34-18.

5. Chasles.—El creador de la Geometría Superior, que supo 
hacerla surgir de los porismas de Euclides, reconstituidos sobre 
la base que le ofrecieron los escritos conservados de Pappus, 
halla en el concepto de las series homográficas un medio de in
terpretación de lo imaginario, introduciéndolo en Geometría 
como elemento de la misma importancia que lo real.

Dados dos puntos a y a, su punto medio a y el producto v de 
sus distancias á un punto fijo M, situado en la recta determinada
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por a y «', se tiene
v = Ma . Ma' = Ma^— a.a^

de donde
cia^ — Ma” — v , y.a = ± ~ v

La determinación de los dos puntos depende de la construc
ción de la expresión Vm»"^ —v; y las distancias de los dos pun
tos al origen M son:

Ma = Ma + V Ma"^— v y Ma'= Ma —• ^Ma^ — v

Puede decirse que dos puntos están representados por un 
punto, que será su medio, y un rectángulo, que será el producto 
de sus distancias á un origen común. Cuando Ma^ <^ v, los pun
tos son imaginarios.

Por dos puntos imaginarios se entenderá que los datos ó ele
mentos que sirven para determinarlos, á saber, su punto medio 
y sus distancias á un origen común, dan lugar á una expresión 
imaginaria de las distancias de este punto al origen (*).

o Chastes. Tra>U de Géométrie supérieure, p. 54.
(**) Chasles. Traité de Géométrie supérieure, p. 111.

6. Divisiones homográficas.
Teoremas. Sidos divisiones ho- 
mográ/ícas formadas en una rec
ta,notienen puntos dobles, existe 
d uno y otro lado de la recta un 
punto desde el que se ven, segiín 
dngulos iguales y formados en 
el mismo sentido de la rotación, 

todos los segmentos comprendidos entre los puntos de la pri
mera división y sus homólogos respectivos.

En efecto; la homografía se expresa por la ecuación

Om . Om' — OI . mm' 4- 01.00' = 0
ó Om . Om' + OI . Om — OI. O/zf + OI . 00'— 0

Pero siendo imaginarios los puntos dobles, los dos puntos 0' y 
j' se hallan á distinto lado con relación al punto 0 (**);  luego 
0’ é I están al mismo lado, y el producto 01.00' es positivo.
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Tomemos sobre la perpendicular trazada por el punto 0 el 
segmento OP = Voi . 00'. La ecuación se escribe

Qm Ow' OI /Om \ i i _ n
OP ' oF"^ OP \ôp “ oF/“ 

queda
tg 0P//z . tg OPm' -f- ^^ tg OPm — tg OPm') -j- 1 = o,

tgOPm' —tgOPm _ OP
1 + tg OPm . tg OPm' OI 

y finalmente / mPz»' = ¿_ OIP = const.
Los pií/ítos dobles de las dos divisiones homográficas que 

consideramos, tienen por punto medio el 0 y por cuadrado de 
su distancia á este punto el producto 00' . 0J' ó — 00' . OI = 
— oF , de manera que estos puntos (imaginarios) no dependen 
de la magnitud del ángulo, según el que se ven desde P los seg
mentos aa', bb', ..., sino solamente de la posición de este punto, 
de lo que se concluye el siguiente

Teorema. SZ alrededor de un punió P como vértice se hace 
girar el ángulo (A, A') de magnitud constante, sus dos lados 
señalan sobre una transversal ^Ja dos divisiones homogrdpi- 
cas que tienen los mismos puntos dobles (imaginarios), cual
quiera que sea la magnit2íd del cíngulo (A, A').

Observación. En el caso de la involución, el ángulo (A, A') 
es recto.

7. Haces homogrAficos. Teorema. Dos haces homogrd- 
ficos que tienen el mismo centro, cuyos rayos dobles son [ima
ginarios, pueden considerarse como la perspectiva de dos ha
ces, en los cuales los rayos homólogos forman entre si ángulos 
iguales dirigidos en el mismo sentido de la rotación.

Cortando los dos haces por una transversal cualquiera, se 
tendrán dos sistemas, a, b, c, ,..; a', b', d, ..., que forman dos 
divisiones homográficas sin puntos dobles, á las que es aplica
ble el teorema anterior. Los rayos dobles se determinan por la 
ecuación

rsen (A, M)y rsen (A, I) sen (A . J')j sen (A, xM) 
Lsen (C, M)J L^séiTíCTF sen (C . J')J sFi (C, M ¡

, sen (A, I) sen (A, A') _
sen (C, I) sen (C, A')
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en la que I, J' son los rayos que corresponden en la primera y 
segunda division respectivamente, al mis-

1 A ¿- mo rayo G, considerado como pertene- 
^ \ / ’J' ciente sucesivamente á la segunda y á la
\ \ / primera división.
\\ Tendremos Z(C,I)= —/(AA'), Z(A, I)

Y - - Z (C, A9, Z(C, D- Z(AA'), y la
ecuación se reduce á

rsen(A, M)j2 sen (A, J') — sen (A, I) sen (A, M) _ 
Lsen(C, M)J sen (A, A') sen (C, M)

Pero
sen (A,J,) — sen (AT) = sen (AC + CJ') — sen (AC — CI) 
= sen (AC + AA') — sen (AC — AA') — 2 eos AC . sen AA',

rsen (A, M)l2 „ , sen (A, M) , _
y ——+1-0.

Las raíces, son
^Í-iM = cos(A, C)± sen (A, C\- 1 
sen (C, M)

su producto es -|- 1, cualesquiera que sean los ejes fijos A y C, 
es decir, que si se designan por E y F las direcciones imagina
rias de los dos rayos dobles de los dos haces, se tiene

sen (A, E) sen (A, F) _ .
sen (C, E) sen (C, F)

Si el eje C es perpendicular á A, resulta
tgAM = ± V^ y tg (A, E) rg (A, F)l.

Estas expresiones son independientes del ángulo (A, A ).
8. Laguerre. En su Note sur la théorie des foyers (),  La

guerre deduce una relación muy importante entre los ángulos 
correspondientes de dos figuras homográficas.

*

(*) Nouvelles Annales de üíaUténutUqins, t XIl, 1353, p 57-55.

Siendo (A, B) un ángulo de la primera figura y a', la relación 
anarmónica de los dos lados del ángulo (A', B) de la segunda 
figura y de las dos rectas trazadas desde el vértice de este án
gulo, á los dos puntos que en esta figura corresponden á los dos 
puntos imaginarios en el infinito (puntos circulares), consideta-
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dos como pertenecientes á la primera fígura, se tiene

2 V-1
También es oportuno recordar en este momento que, hallán

dose un ángulo de dos rectas cuyas coordenadas son u, v, u', v', 

expresado por la fórmula

a. = are . eos — —
V w^ V 

Laguerre halló la importante expresión equivalente 
log ^^^^' "^^^* y¡{iiit'+— {«® +‘y’)

2 uu' -^w' — yj[tiu' 4- — (u- + ^^*4 4-‘^"^)

Tenemos, pues, el logaritmo del cociente de las raíces de
2? + ‘ZJ’ + 2X (uu' + — 0.

9. Clebsch. Pero la última ecuación es, según z? -j-íz’ = 0, 
la ecuación de los puntos circulares, si se sustituyen á u y ■tz, 
las coordenadas u -|- Ui', v + '^''v'\ y tendremos conforme se ex
presa Clebsch (*), el teorema siguiente: El cingillo de dos. recías 
es igual al logaritmo, multiplicado por ^, de la relación anar- 

mónica que dichas rectas forman con las que unen el punto de 
intersección de las primeras con los puntos circulares.

Clebsch en su Geometría, transforma las ecuaciones de los 
dos círculos

•V' 4- y'^ 4” Saa? 4- ^l^y 4“ ^ = 0» 
a;® 4“ + 2«'^ + 2&'y + c' =0, 

mediante la sustitución
g, .r, + «^ .Ta 4-K,, .^3 A -

Y. -'l^i + Ï2-^2 + Ya •'^^3 
y — ^1^1 ~I~ fia-‘^’3 ~H Pa-Tt _ P

Y, -í*^! + Y*-«^S + Ya C’
en

A* 4- B^ 4- 2fl . AC +26 . BC + fC? - 0 , 
A® + B- + 2«' AC + 26' . BC + c'C* = 0 ,

(*) Vo>'¡«s¡ingen iiber Geometrie, t, I, pág. 143. ,
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que por sustracción se reducen á
C [2 («- «o A + 2 (6 - »9 B + (c - €') C] = o ,

es decir, un par de rectas.
Las intersecciones dadas por C = 0 , son las de la recta del 

infinito con la cónica imaginaria desvanecente
A24-B- = o ó x^ + y = o, 

independiente de los coeficientes a, ó, c, «', b', c' de las ecua
ciones de los dos círculos. Tenemos, pues, que:

Todos los círculos pasan por los dos mismos punios imagi
narios que pertenecen á la recta del in/lnito.

Si eliminamos A, B y C entre las ecuaciones
A±/B = 0, C=0, A« + Bv +C = 0,

tendremos
0
1
1

1 i^
0 0
u v

= + iu — v = Q

El producto de los puntos circulares se representa por 
^¿2 _}_ .^,3 ^ o .

Las direcciones correspondientes á estos puntos están da
das por ____

tg 2 a-1-1 = 0 (tga = + V—1.)

Luego: Las asíntotas de todos los círculos son paralelas.
Además: 1.® Las direcciones asintóticas del círculo forman 

con las otras direcciones el mismo ángulo (infmtamente 
grande). En efecto, por ser tg a = 2, se tiene

tg^íf 14-tg?tga l-H/tg?

resultado independiente de f, y lo mismo para tg a = — / . Esto 
se explica, por ser el ángulo a infinitamente grande, pues

se hace infinita, cuando a = + t .
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Luego, mientras que los puntos cuya distancia á un punto 
cualquiera es infinitamente grande, se hallan situados en una 
recta (la recta del infinito), las rectas gtíe forman con otra rec
ta cnalgnfera nn ítngnlo în/tnttamente grande, y que podrían 
ll amarse rectas infinitamente alejadas, envuelven un par de 
puntos, los puntos circulares imaginarios.

2? Dos rectas perpendiculares forman un sistema armó
nico con las rectas trasudas desde su punto de intersección d 
los puntos circulares, pues estas dos últimas rectas son las 
asíntotas de todo círculo cuyo centro es su punto de intersec
ción; y las dos rectas dadas son diámetros conjugados de dicho 
círculo.

10« Cayley. En A sixth Memoir upon Quantics, Cayley 
desarrolla la idea de construir una Métrica proyectiva con re
ferencia á una figura fundamental, á la que llama lo absoluto, 
que en la Geometría de una dimensión es un par de puntos si
tuados en la recta que une los dos puntos dados y que en las 
geometrías de dos y de tres dimensiones son, respectivamente, 
una cónica y una cuádrica, que determinan análogamente en 
cada recta dos puntos, que son lo absoluto respecto á dicha recta.

Si P, P' y P" son tres puntos, se tiene que

dist. (P, P') + dist. (P', P") == dist (P, P")

lo mismo que para los ángulos, tomando el cuadrante como uni
dad de distancia.

Las expresiones de las distancias de dos puntos (.r^ y) y (¿r', 
y ), de dos rectas (^, Yj, ^ y (^', t/, C) y de un punto y una recta 
(^> ^), (^. ’í. 0, son respectivamente

VC^ - ¿p')’ + (y - y')2 ,

= arctg are tg , arecos -

Tomando como ecuaciones de lo absoluto en coordenadas, 
puntos ó líneas respectivamente, las siguientes:

las expresiones respectivas de la distancia de dos puntos
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(^, >, '^) y (^’> y^ ^') ^ (^> '^1^ ^ y (’'> ^^ ^') ^^ expresan por

arc cos
,'â

ó arc cos
«* + vY + :r

y la del punto (x,y, ^) y la recta (f^vi’, C) se expresa por

arc sen
Vx* +y+ «* V S" + ■<- + ?'*

Si en el piano, la cónica fundamental ó lo absoluto degenera 
en un par de puntos imaginarios, se tiene la determinación mé
trica usual ó Geometría euclidiana.

En el espacio lo absoluto es la cónica esférica, la intersección 
de la esfera con el cono concéntrico ó esfera desvanecente

;v2 ^3/^ -k a- - 0.

Por medio de la cónica fundamental ó absoluto, por cons
trucciones sucesivas se divide una línea y un haz de rectas en 
una serie infinita de elementos infinitesimales, iguales. El núme
ro de elementos comprendidos entre los puntos de la serie ó dos 
rectas del haz, mide la distancia entre dos puntos ó dos líneas; 
y por medio del cuadrante, como distancia existente, lo misnio 
entre puntos que entre rectas, podemos comparar la distancia 
de dos puntos con la de dos rectas, y la de un punto y una rec
ta puede representarse indistintamente como la de dos puntos 
ó la de dos rectas.

Como se ha dicho, en Geometría plana, lo absoluto degenera 
en los dos puntos circulares del infinito.

En resumen, las propiedades métricas de la figura, en la Geo
metría de Cayley, no son propiedades de las figuras considera
das en sí (per se), sino propiedades consideradas en conexión 
con otra figura, ó sea lo absoluto. Y las nuevas definiciones de 
distancia y de ángulo, dependientes de la relación anarmónica, 
permiten considerar á la Geometría métrica, según expresa 
Cayley, como una parte de la Geometría descriptiva.
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§ 2. " PUNTOS CIRCULARES Y RECTAS ISÓTROPAS

H. Deflnición. J^eda isótropa es una recta cuyo coeficiente 
angular es + V— 1 . Por todo punto (a, 3) pasan dos rectas 
isótropas, cuyas ecuaciones son

-V -P + V—1 a) =0, y -P—V— 1 (-r~a) = 0, 

cuyo conjunto se representa por

fy - 3)- + (47 - a)* = o

Las dos rectas isótropas que pasan por el punto (a, pi) forman 
un círculo de radío nulo, cuyo centro es (a, pi). Se pueden con
siderar como asíntotas de todos los círculos cuyos centros se 
hallan en (a, ^). Todas las rectas isótropas encuentran á la recta 
del infinito en dos puntos fijos, los umbilicos del plano.

13. Coordenadas de los puntos circulares. En coordena
das tiilineales, la ecuación del círculo circunscrito al triángulo 
de referencia es

y^ sen A-)-sen B + xy sen C = n ó ízy^* + &xs-f-cry = 0 

expiesando A, B, C los ángulos del triángulo de referencia 5’ 
a, b, c sus lados.

La ecuación de un círculo cualquiera se obtendrá agregando 
al primer miembro de esta ecuación términos de primer grado 
con lelación á las coordenadas ordinarias, por ejemplo,

(nr + Sy -{- cs') (Ix + uiy 4- n^}, 

porque el primer factor es una constante y el segundo el do
ble del área del triángulo de referencia. Así la ecuación de un 
círculo cualquiera es

<^y^ + óx^ -j- ^^y + («4' 4- by 4- es) (Ix 4- my -)- us} — 0 (1)

La ecuación general de las rectas isótropas, se obtendrá es
cribiendo que el primer miembro de esta ecuación es el pro
ducto de dos factores de primer grado, ó anulando su discri
minante.
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Si se corta la circunferencia (1) por la recta del infinito

fl.r 4-&v + 6¿? = 0 (2)

se obtiene el mismo resultado que cortando la circunferencia

ays + b.vs + cory = 0 (3)
por la misma recta, luego: Todos los pares de recias Isótropas 
encuentran á la recta en el jn/lnito en los mismos dos puntos, 
cuyas coordenadas x, y, z son soluciones de (3) y (2). 

Eliminando ^' entre (2) y (3) se obtiene

(x® -4 y) ab -J- xy («- + b'^ — c^} = 0, 

ó dividiendo por ab ,
+ y + 2 .ry eos C = 0, 

de donde

— = — eos C + / sen C = — —

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2) ó 

x sen A + y sen B + -s' sen C = 0, 

tendremos

sen A + sen B + e^^^^^' sen C = 0.

Para que esta ecuación se verifique, es preciso tomar signos 
contrarios delante de C y B en las exponenciales. Las fórmulas 
(4) darán entonces

y -(A + B)Í S (A+Oí , y_ (A + B)Í s _ -(A+Oi 
¿T ’ ¿V X ’X

El conjunto de los umbilicos puede representarse por las dos 
ecuaciones

flj; + by + cs¿ = 0, T^''x“ + y”

2
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§ 3. ® FOCOS DE LAS CURVAS

12. Definición. Se llama/ofo de una curva plana un punto 
desde el que se pueden trazar á la curva dos tangentes isótro
pas ó los puntos de intersección de las dos tangentes imagina
rias á la curva, trazadas por los umbilicos ó puntos circulares 
del plano {).'*

o Plücker. Jour. CreUe, vol. x, p. 84,—System d. analytis. Geom. p. 102.
(**) Laurent. TraiUd' Analyse, t. II, p. 76.—Salmon, Traite de Geom. analyi p. 428.

Plücker por primera vez consideró el foco como centro de un 
haz en involución de rayos dobles imaginarios que pueden con
siderarse como tangentes á la curva (*),  siendo recto el ángulo 
que forman cada dos rayos conjugados de la involución.

Siendo ¿r^ -}- y- = e^y^ ia ecuación de una cónica referida al 
triángulo autopolar «fiy, es decir, el triángulo que se confunde 
con su polar recíproco, cuando las líneas de referencia son una 
directriz y y dos rectas rectangulares ¿r = 0, y = 0 cualesquie
ra, cortándose en el foco correspondiente á y. El foco (.r, y) es el 
polo de la directriz y, y la polar de un punto cualquiera de esta 
directriz es perpendicular á la recta que une este punto con el 
foco. Además, las dos rectas imaginarias x'^ -}- y^ = o son tan
gentes trazadas por el foco, y puesto que estas rectas son las 
mismas, cualquiera que sea y, resulta la siguiente conclusión: 
Todas las córneas que tleneft común un/oco, tienen dos tangen
tes imaginarias comunes que pasan por este foco; luego: Todas 
las cónicas confocales tienen cuatro tangentes imaginarias co
munes, y pueden ser consideradas como inscritas en el mismo 
cuadrildíero.

Las tangentes imaginarias a;^ -j-y^ = o trazadas por el foco se 
confunden con las rectas que unen este foco á los puntos cícli
cos, comunes á todos los círculos de un mismo plano, por con
siguiente: Las tangentes trasudas d una cónica por cada uno 
de los puntos cíclicos, forman un cuadrildtero que tiene dos 
vértices reales, d saber, los focos de la cónica y dos vértices 
imaginarios que pueden considerarse como focos imagina
rios de esto cónica (**).

Problema. Determinar los focos de la cónica representada 
por la ecuación general.
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Expresemos que la recta x — a — {3' — ¡3) V—i = 0 es tan

gente à la curva. Sustituyendo en la ecuación tangencial

Af® H- B W^ + Cw’ + S F«w-|“2Gî;w-j-2 Hzzi; =0

n, v, w respectivamente por 1, A/— í — a — ¡3 y'— 1, é igualan
do separadamente el conjunto de los términos reales é ima
ginarios, se determinan los focos que se ve se encuentran en la 
intersección de dos hipérbolas equiláteras, partiendo de la 
ecuación del haz de tangentes trazadas por el punto (a, ¡3), las 
cuales son paralelas á las direcciones isótropas.

Por cada punto circular se pueden trazar ti tangentes á la 
curva. Estas 2« tangentes se encuentran en n^ puntos, que son 
los focos.

Existe una excepción á esta regla, cuando la curva pasa / ve
ces por los puntos circulares. Por cada punto circular se podrán 
trazar n — 2/ tangéntes á la curva, distintas de las / tangentes 
que se pueden trazar por dicho punto circular y de las / tan
gentes confundidas con la recta del infinito; luego habrá (w—2/)^ 
focos, intersecciones de estas rectas, distintas de las tangenies 
singulares que acabamos de citar.

Solamente n — 2/ de dichos focos son reales.
13. Tangentes y focos. Siendo 5 = 0, a=0, ^=0, las ecua

ciones de una cónica y de dos rectas, la ecuación 5 — Âja(3 =0 
representa una cónica que pasa por los cuatro puntos p, q, 
p',g', intersecciones de a = 0 y ¡3 = 0 con 5 = 0. Si p' y q' se 
aproximan respectivamente â. p y q en el límite, una de las 
dos cónicas que suponemos pasan por los cuatro puntos, es tan

gente á la otra en Py Q, es decir, 
que: La ecuación S — /fea^ = 0 re- 
presenta una cónica que tiene con la 

la] ) cónica S = Q un doble contacto, se- 
gún la recia a.
Análogamente: La ecuacióna. y=k^^ 
representa una cónica tangente d

las rectas a = 0 y y — Q en los puntos de intersección de éstas 
con la recta p — 0.

Si la recta a = 0 es paralela á una asíntota de S = 0, es tam
bién paralela á la asíntota S— Kcí^ = 0, y esta ecuación re-

MCD 2022-L5



XX

presenta un sistema de cónicas que pasa por cuatro puntos de 
los que uno está en el infinito. Si P = 0 es además paralela á 
la otra asíntota de 5=^0, la ecuación S = /cap representa un 
sistema de cónicas que pasa por dos puntos en el infinito de la 
cónica S = 0.

La ecuación
' S = AP ó S-(O.x + O.j^.4;A),3 = O, 

expresa que dos cónicas homotéíicas se corian siempre en cfos 
puntos en el inpiniío, y por consiguiente, solo pueden cncon- 
trarse en dos puntos d distancia Jínifa.

La ecuación S=k ó S = k (0 . a: + 0 . y + 1)^, representa 
una cónica que tiene con S = 0 un doble contacto, según la 
recta en el infinito. Las cónicas 5 = 0 y S — k — Q, además 
de ser homotéticas son concéntricas, luego: Dos cónicas homo
téticas y concéntricas, pueden considerarse como tangentes 
en dos puntos en el in_pnito.

Siendo todas las circunferencias curvas semejantes cuyas 
ecuaciones solo difieren por sus términos de primer grado, re
sulta que: Todas las circunferencias pasan por los mismos 
puntos imaginarios situados en el in/inito, ó por los dos pun
tos cíclicos, -y además: Todas las circunferencias concéntricas 
son tangentes en los puntos cíclicos.

Considerando la ecuación Ta- -|- wz-í32 = n’̂^> Q^^ representa 
una cónica cuyo triángulo autopolar es o^y, puede escribirse 
bajo una de estas formas.

irf — í/í^p'^ = Tfi^, n-y~ — Ta.^ = w®p^, Z^a^ -j- w'^p — n-f^.

La primera expresa que las rectas ny -|- z«^ = 0 y ny — 
m^ = 0, cuya intersección es (¡3,7), son tangentes á la cónica, 
siendo a su cuerda de contacto; la segunda expresa que (y,a) es 
el polo de ¡3 y por consiguiente (a,p) el polo de y. Pero esta con
clusión puede tambien deducirse de la tercera, en la cual se 
expresa que las dos rectas imaginarias Za + //^¡3V — 1 son tan
gentes á la cónica, siendo y = 0 su cuerda de contacto. Estas 
rectas, en efecto, se encuentran en un punto real (a,P) polo de y, 
interior ¿l la cónica, puesto que las tangentes que pasan por este 
punto son imaginarias.

Observaciones, l." La ecuación ay = /«5,38” expresa que: El
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prodíicío de las distancias de un punto cualquiera de una có
nica á los dos lados opuestos de nn ciiadrildtero inscrito, estd 
en lina rasón constante con el producto de las distancias de 
este mismo plinto á los otros dos lados.

2. ^ Cuando S = 0 es la ecuación de un círculo, S representa 
el cuadrado de la tangente trazada al círculo por el punto (x, y), 
y la ecuación S — /¿a3 = 0, que es la de una cónica cuyas cuer
das de intersección con el circulo son a y fi, expresa el siguiente 
enunciado: Si el cuadrado de la tangente tra.sada por nn punto 
á nn circulo/Ijo, está en una ra.són constante con el producto 
de las distancias del mismo punto á dos 'rectas pjas, este punto 
describe una cónica que pasa por los cuatro puntos de inter
sección de las rectas con el circulo.

*

3. ® Cuando el círculo es infinitamente pequeño, el enunciado 
anterior se transforma en el siguiente: El lugar descrito por 
un punto tal, que el cuadrado de su distancia á un punto^Jo 
se halle en una ra^ón constante con el producto de sus distan
cias á dos rectas ^Jas, es una cónica.

4. ® Expresando S un círculo, de la ecuación S = /¿a- resulta 
el siguiente enunciado: El lugar de los puntos cuyas distancias 
á una recta fija están en una rasón constante con las tangen
tes trabadas por estos puntos á un mismo circulo f/o, es una 
cónica tangente al circulo en los dos puntos de su intersección 
con la recta, y reciprocamente: Cuando un circulo tiene un do
ble contacto con una cónica, la tangente trabada al circulo por 
un punto de la cónica, está en una ra^ón constante con la dis
tancia de. este punto á la cuerda de contacto.

5. ® Cuando el círculo es ínfinitaraente pequeño, se llega á la 
propiedad fundamental del foco: El foco de una cónica puede 
considerarse como un circulo inf nitamente pequeño tangente 
á la cónica en dos puntos imaginarios, situados sobre la di
rectriz ().*

14. Elementos impropios.—Bastará indicar que Staudt en su 
Geometrie der Eage estudia el punto, la recta y el plano en el 
infinito como elementos impropios.

(*) Salmon Traité de Géc»n. anah/lique, pp. 396-lOL
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CAPÍTULO SEGUNDO

Pangeometría

§ 1? Exposición basada en ea geometría de Cayley (*)

15. MoDiFiCACóN de LA GEOMETRÍA DE Cayley.—El Si'. Klein 
no solo introdujo uno ventajosa alteración en la métrica de Cay- 
ley, sino que aplicó estas consideraciones al exámen compara
tivo de las tres especies de Geometrías. Indicaremos esta nueva 
doctrina.

Para determinar la distancia de dos puntos, se suponen uni
dos por una recta, la cual corta á la superficie fundamental en 
otros dos puntos que con los dos puntos dados forman cierta re
lación anarmónica, y entonces: la distancia de los dos puntos 
dados es el producto del logaritmo de dicha relación anar
mónica por una constante arbitraria c.

Para determinar el ángulo de dos planos, se trazan por su in
tersección dos planos tangentes á la superficie fundamental, 
que forman cierta relación anarmónica con los dos primeros, y 
se dirá que el ángulo de los dos planos dados es el producto 
del logaritmo de dicha relación anarmónica por una cons
tante c'.

Sea; en coordenadas-puntos ó en coordenadas—líneas la fi
gura fundamental

f = Ya. x.Xj^ z ^0, [i, k=^i,2,3)

y dos puntos Si — Xi , ^i = y» , las coordenadas de los puntos 
de la recta que los une estarán expresadas por Si = ^Xi 4* P->i j

Para obtener el valor del parámetro - tendremos, sustituyendo 

(*} Sitr la Gtomélrie dite non eticlidionne. Automorf. Funclionen.
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en la primera ecuación,

^®/«w4" 2^ ¡^/à^-H !^’y»y =0. (^)

Llamando Dxÿ la relación anarmónica de los puntos de inter
sección de la recta con la superficie fundamental y los dos pun
tos Xî , yi y análogamente Du,v para el ángulo, serán

^{^^yJ = ^^ log" D«,ÿ, ACU,V)= X log D„, r 

las expresiones de la distancia y del ángulo, respectivamente. 
Resolviendo la ecuación (1), tendremos:

?«» -- "Y^cp ^JJ --  ?«« fw

Pero siendo las tres relaciones anarmónicas de .r, .V, ó x' 
x", ó xx" con $ y í

- (x 59 .f 5)’

R - ííLíBíl)

sabemos que en vez de Rj 4- R¿ = Rj, tenemos R,. R^ = R^ ; y 
la función de las R que satisface á la condición de la suma, es 
el logaritmo. Podremos pues, expresando por M {XfX') la ex
presión de medida, que

Y puesto que el valor de la relación anarmónica para un do
minio ternario, subsiste para el dominio binario, cuando se hace 
Xj = .r'a = 0, podremos emplear tambien el coseno y el seno
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en vez del logaritmo, y hacer

/ M /M (xx') \/s
~9b ------- 7777-------------— » sen = • — ^^----- - ,

expresando à el discriminante de ^x® = 0 . (*)

\*) Voríesungen iiber Anlonwrfen PimcUonen, p. 3.
(**) Klein. Kíelií-EitkUdiseJie Geometrie, p. 44.

La expresión de Laguerre se obtiene (**),  considerando la re
lación anarmónica de los cuatro rayos

Ux = 0, Ux = 0, «a “f- X, Í^’a; = o , Ux -p X^ u'x = 0, 

es decir

R (Ux , u X, Ílx + x , 2/'x , Ui 4“ Xj u'x) = ——L

Pero sustituyendo l,z;0 y 1, — ?; 0 respectivamente por ? y ^’ 
en las fórmulas

eos w = k
«f U'^f 4- n'^llí 

“^ii^ U'^'-tt'^ti'l’ y sen w = 1 *

obtenemos

eos to = k ïh.LÎil^i2X^£i:^ÈM±Jh^:L^2U!Ù^^

2 (u, u\ + íí.,u'J

sen tó = 1
y<«/ 4- w% ) f2í\^ 4- it'^^j 

2¿ Cíi^ u\ — íi.^íi\)

yr«/ + íí\) (ít', 4- u'j

Comparando con las anteriores fórmulas, l = 
’ 2/
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2 n^Jl'^r + u'^u^,' ^- U'U'i' — u'>:il^/ 
cos 0) = -5- —,- ——- , sen 0 =

- yZ/>2/^' . Z/'s . Z/'^z '^ y?Z^ZZ;'.¿/'5'Z/'?,

cos <0 — / sen 0 = y»t»;,. n',!i,r \u,'y, Vrrf. a„ar.

Pero COS (0 — Zsen(« = ^ *'’~ VR" ¡luego

co = — rel. aiiarni.

16. Generalidades sobre la métrica.—El problema de la 
mediría se reduce á la métrica relativa á la serie puntual rec
tilínea y á la métrica relativa al haz de rayos en el plano; pero 
sus propiedades métricas difieren esencialmente, pues Ia longi
tud de una puntual rectilínea ilimitada es infinitamente grande, 
por el contrario, la suma de los ángulos de un haz de rayos es 
finita. Un segmento de recta, salvo el signo, se determina de un 
modo uniforme; un ángulo solo se determina salvo un múltiplo 
de su periodo. A pesar de esas diferencias, las dos clases de de
terminaciones métricas tienen algo de común.

1 .‘’ Las dos métricas tienen de común, que las diferencias de 
medidas (Maassimterschied} se suman entre sí, lo que se ex
presa así: 12 + 23 = 13. Esta posibU/darí ríe adicionar las di
ferencias de medidas es una ley general dada a priori para 
todas las determinaciones métricas en las variedades de una di
mensión. A esta posibilidad podemos agregar las propiedades 
que se expresan por 11 = 0, 12 = — 21.

2 .0 Las determinaciones métricas no se alteran por nn cam
bio en el espacio. El ángulo de dos rectas no cambia cuando* 
gira en un plano alrededor de su centro, ni la distancia de dos 
puntos de una recta, cuando resbala sobre sí misma.

Para la medida de los ángulos y de los segmentos de recta, 
se emplea una escala de elementos equidistantes que se aplican 
de un modo cualquiera al objeto que se ha de medir. El número 
de divisiones de la escala, comprendido entre dos elementos, da 
la diferencia de medida.

Por la inalterabilidad de la puntual ó el haz cuando se mueve
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(se de'placej, se puede construir la escala, por una sucesión de 
movimientos (depldcemenis), lo mismo para la puntual que 
para el haz de rayos. Estos movimientos, desde el punto de vis
ta de la Geometría proyectiva, entran en el concepto de una 
iransformae/ón lineal, que iransforma en si d lajigura ele
mental de que se trata.

Consideremos dos elementos invariables, que se llamarán 
elementos fundamentales, y serán la base de un sistema de 
coordenadas, determinándose cada elemento por la relación 
.Ti: x.¿, que llamaremos s, de modo que 5' = 0 y s’ = 00 serán 
los elementos fundamentales.

La transformación que sirve de punto de partida para la 
construcción de la escala se expresará por la ecuación s' = Xs. 
Aplicando muchas veces sucesivas esta transformación á un 
elemento tomado arbitrariamente s = s„ tendremos una serie 
de elementos

y esta serie de elementos serd nuestra escala.
Designemos ahora la división de la escala bajo el nombre de 

unidad de distancia, y entonces las distancias de los elementos 
Si,XSi,X^s,..... al elemento s, serán respectivamente iguales 
á 0, 1, 2, 3,.....

Enseguida, para poder medir la distancia de otros elementos 
al elemento S| subdividiremos las divisiones de la escala, desde 
luegoen n partes iguales. Se conseguirá esto, aplicando(;¿ — l);ve- 
ces, áun elemento límite de una división de la escala la transforma
ción lineal que, repetida n veces, reproduce la transformación

= \s' es decir, la transformación s" = "k^s' y llegaremos, en 
general, á

siendo a y p enteros. La distancia es igual á a 4- ¿. 
n

Si se concibe prolongada indefinidamente la subdivisión, se 
deberá considerar como distancia de un elemento ^ al elemen
to 5",, al exponente a que se debe atribuir á X para que se tenga
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a 3À ^^ = á^; y puesto que a = log -: log X, se dirá que:

La distancia de un elemento z al elemento z, es igual al lo- 

garitmo del cociente — dividido por la constante log X. En vez 

de esta constante podrá escribirse c, transformándose la expre

sión de la distancia de dos elementos s y enc log —, . ('^)

17 . Las TRES ESPECIES DE GEOMETRÍA.—Se sabe que; se hallan 
caracterizadas; l.° La Geometría de Lobatschewsky ó hiperbó
lica por ser la recta indefinida ó abierta, la suma de los ángu
los de un triángulo menor que dos rectos y existir dos paralelas 
trazadas á una recta por un punto.

2 .° La Geometría eudidea ó parabólica, por ser la suma de 
los ángulos de un triáng ulo igual á dos rectos y no admitir más 
que una paralela á una recta por un punto, siendo tambien la 
recta indefinida.

3 .® La Geometria de l^iemann ó elíptica. En ella la suma de 
los ángulos de un triángulo es superior á dos rectos y la recta 
es limitada. Las tres Geometrías son igualmente ciertas, solo 
puede preferirse la una á la otra por ser más cómoda, como 
dice el Sr. Poincaré.

Cuando los elementos fundamentales son imaginarios, resul
ta que: La difereneia de medida de dos elementos no es una 
Punción uniforme, sino multiforme con una inpmdad de deter
minaciones y un módulo de periodicidad, que por tratarse de 
la función logarítmica, es 2c'7í¿ Y como el logaritmo se hace 
infinitamente grande cuando el valor de su argumento es Oó », 

los elementos para los que, en la expresión c log , se tiene

—, = 0 ó —, = <», se hallan alejados infinitamente el uno del 

otro. Para esto es necesario y suficiente que uno de los dos ele
mentos coincida con uno de los elementos fundamentales

= 0, ~ 00 .
Supongamos dos puntos fundamentales realesOy 0 . Si .v éy

(*) V6asé, F, Klein, Sw le Géométrie dite non Euelidienní , págS. 13-15.
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soil puntos reales de la recta en que se hallan 0 3/ 0', formarán 
una relación anarmónica negativa ó positiva, según que los 
segmentos xy y 00' se solapen ó no (j'ecouvreiít en par¿¿e}, de 
modo que: La disíancia de dos pwitos x, y es una magmtud 
/tnaginaria ó real, segim que los segmentos xy y 00' sc so
lapen ó no.

El Sr. Klein en su memoria Sur la Géome'trie dite non Eu- 
ch'dienne 0, se funda en la determinación métrica proyectiva 
de Cayley para dar una representación ó imagen de las tres 
Geometrías.

Desde luego observa que para la Geometría parabólica no es 
necesaria tal representación, porque coincide con la Geometría 
euclídea.

Respecto á las Geometrías elíptica é hiperbólica, se han dado, 
en el sentido de la determinación métrica euclídea representa
ciones; pero solo en lo concerniente á la parte planimétrica. 
Así, por ejemplo. Beltrami en su Saggi'o di iníerpreíasione 
della Geometría non euclídea, hizo notar que la planimetría no 
Euclídea tiene su representación en las superficies de curvatu
ra constante negativa. Con este objeto, considera dos sistemas 
coordenados de líneas geodésicas 11 = const , v — const, de 

modo que las geodésicas pertenecien
tes á cada uno de los dos sistemas sean 
respectivamente perpendiculares álas 
geodésicas u = 0, v — 0, y hace una 
representación de la superficie en el 
plano, comprendida en un círculo de 
radios, por haber deducido que los 
valores admisibles de las variables 
u y í’ satisfacen á la relación

A dos cuerdas que se cortan dentro del círculo-límite corres
ponden dos geodésicas que se cortan en un punto á distancia 
finita según un ángulo comprendido entre 0" y 180% A dos cuer
das que se cortan en la circunferencia del círculo-límite, co
rresponden dos geodésicas concurrentes hacia un punto situado 
á distancia infinita. Si pq es una cuerda del círculo y r un punto

(*) Traducida al francés por M. Laugel.
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interior, ¿^ ella corresponde en la superficie pseudo-esférica una 
geodésica p' q' dirigida hacia los puntos del infinito p' y q', co
rrespondientes á las /> y q.

Establecida esta correspondencia, Beltrami demostró que no 
puede existir nada análogo á esta representación en el espacio.

La imagen la parte planimética de la Geometría elíptica, es 
la Geometría en la esfera, ó en las superficies de curvatura 
constante positiva, obteniendo el Sr. Klein (*) el siguiente resul
tado: Si íomamos para la deterMiinación níélrica elípíica en el 

plano P' = , ésta es semejante á la determinación métrica

en la semiesfera.
Pero sobre estas representaciones parciales el Sr. Klein, en 

diversos trabajos, establece para las trçs Geometrías, tanto en 
el plano como en el espacio, representaciones que revelan sus 
caracteres propios y expresan su naturaleza íntima.

En la determinación métrica elíptica, la figura elemental es 
una cónica imaginaria CnnUteHiger}^ como fundamento de una 
determinación métrica proyectiva, esto es, la intersección del 
plano con el cono que pasa por el círculo imagin'ario del infini
to, (**) siendo entonces la distancia entre dos puntos ó el ángulo 
de dos rectas del plano, iguales al ángulo según el que se ve 
desde el punto elegido como vértice del cono, los dos puntos ó 
las dos rectas.

Considerando la ho/a de Moebins, ó doble 
superficie formada por un rectángulo cuyos 
vértices opuestos A y D,B y C se unen cons- 
tituyendo una superficie doble, el plano elíp
tico no queda dividido en dos partes por uncí 

línea cerrada trazada en él. .
En la Geometría elíptica las espresiones de la diferencia de 

medida son

2 c, are eos —. ----- —, ......
Ÿa7* + y^ + -j-

(*} F. A7«i«.NIcht“Eiiklidische Geometrie I pág. 90.

<**) Y se igualarán c y c’ á V—1 ; 2
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2 arc cos —, —
y?/’ + î^® + 'îi’® y?^"^ +

La longitud de la recta es igual à 2Ci'ît.
La irigo/iomeirfa plana fundada en esta detemnnaciôn mé

trica, es análoga a la trigonometría esférica.
En la determinación métrica hiperbólica la cónica fundamen

tal es real (einteiliger} (*).

(*) La expresión n-ieiUg indica una curva plana cerrada, que tiene n ramas 
/'Üügej. Vorlesnng. über d Theor d Aulomorf Funct. (p. 5.)

Toda recta tiene dos puntos reales á distancia infinita.
La determinación métrica relativa á la Geometría parabólica 

(ordinaria) no emplea ninguna cónica como figura fundamental, 
' constituye un caso límite, en que la cónica degenera en un par 

de puntos, los pantos circulares en el infinito.
Un par de puntos imaginarios, puede considerarse como una 

transición entre una cónica real y una cónica imaginaria, por 
lo cual, la Geometría parabólica, se ofrece como una transición 
entre la hiperbólica y la elíptica.

Una hipérbola cuyo eje imaginario permanece fijo, mientras 
que el eje real disminuye, tendiendo hacia cero, en este límite 
se reduce d una recta doble, el eje no transverso. Esta cónica 
sustituye á la sección cónica, mientras que se halle engendrada 
por puntos; pero si se considera como envolvente de rectas, de
genera en dos puntos imaginarios conjugados, situados sobre 
la recta doble y cuya distancia es igual á la longitud del eje no 
transverso, que ha permanecido constante. Todas las tangentes 
se hacen imaginarias, excepto la recta doble, que representa la 
cónica, y debe considerarse como una tangente doble. Si ense
guida el eje transverso se hace imaginario, la cónica no contie
ne ningún elemento real. Otras conexiones muy notables com
pletan esta interesante exposición en la obra citada del señor 
Klein. Pero baste con lo expuesto, para formarse una idea ge
neral de la Pangeometría.

§ 2. ° EXTENCIÓN DE LA DETERMINACIÓN MÉTRICA AL ESPACIO

18. Nociones sobre los grupos.—Se sabe que las fórmulas 
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expresan el grupo de dos paramétros de las translaciones en el 
plano, que comprende (oo* translaciones), así como las si
guientes

x, = ¿c eos a—jí sena, 3/, = ;r sen a+J'eos a

el de las rotaciones en número 00' alrededor de un punto.
Todos los movimietitos (eud/deos) del espacio forman tin 

grupo.
Las fórmulas de transformación en coordenadas rectangula

res son

;v, = fl,A; + a^y -f- a^^ + ^o » >, = ^i-^' + ^¡y + ^3^ + ^0 »
5^, = f,x -h c/y + c^s + c^,

con las condiciones

a,^ + 0 « + c « « «2 + bf + c,^ = af + bf + cf = 1 
«,«2 + 6,&J + C,C2 = «2«3 4- ^±^3 + ^2^3 = ^3^i + 4 ^'l + G <^1=0,- 
siendo el determinante

2 ± «,^^, = + 1.

Y puesto que contienen 12 parámetros que satisfacen á seis 
condiciones, constituyen un grupo de seis parámetros: el de 
los 00® movimientos del espacio.

19. El GRUPO PROYECTivo GENERAL. —En la transformación 
proyectiva

v =íú£+2iZ±£í y=íh£+A2í+£á (1)
" ' «jx + b^ + c^ ’ ‘ «3^ + 4rv + <^3

entran nueve constantes, que se reducen á 8 dividiendo por Cg. 
Dichas fórmulas dan oo® transformaciones proyectivas dis
tintas.

Las 00® transformaciones proyectivas del plano, /orman un 
gritpo continuo. Podemos demostrar el siguiente:

Teorema. — Toda transformación proyectiva del plano deja 
por lo menos un punto Invariable, pues suprimiendo los subín
dices á x, éjy, , podemos escribir:

ox = fl, x + &,3/ + c., , PJ'= <L ^ + 43^ + <^2,
p = ag;r 4- b,y + erg, (2)
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(a, - F> .r + b,y + c, = 0 
a,x 4- (b.2 — ?}y c.> = Q

= 0
Llamando Af?) al résultante correspondiente. Sea A(p) = 0, 

que tiene por lo menos una raíz real. Sustituyéndola en (2), se 
reducen á dos ecuaciones;

X;v 4-¡xy + i; “ 0 , X'x + ¡x'y-j--ü'= 0 .

Si el determinante lu.' — >/¡x no es nulo, las últimas ecuacio
nes representan dos rectas que se cortan; y si es nulo, dos rec
tas paralelas, lo que dá un punto fijo ó invariante á distancia 
finita ó infinita.

20. CÓNICA TRANSFORMABLE EN sf MISMA.—Existen 00® trans
formaciones lineales en un plano; pero como solo existen co^ 
cónicas, de modo que cada una de estas puede transformarse 
en 'sí misma por co® transformaciones,

Puesto que para cada transformación lineal del plano, los 
puntos de una cónica se combinan entre sí, resulta que para 
cada transformación de este género dos de los puntos de la có
nica permanecen invariables', pues siendo o, pi, Pi,p3,.......  

puntos de la cónica y /j'i, p\, p\....... puntos que resultan de 
Pi> P-2^ p3i....... por una transformación lineal, los dos haces o 

(Pií p2í p31 .......J y o (.P'irP'^fP'sj..... ) son proyectivos; y por con
siguiente tienen dos rayos comunes 07:1 , 0^3 ; luego los puntos 
^1 y ~2 permanecen invariables en la transformación.

Pero si dos puntos de la cónica fundamental permacen inva
riables, lo mismo sucede con la recta que los une, las tangentes 
en estos puntos y su intersección, y por consiguiente con el 
triángulo formado. Tomando éste como triángulo de referencia, 
la ecuación de la cónica es:

AT, ATj — ATg’ = 0 .
La transformación lineal por la que la cónica se transforma 

en sí, debe ser de la forma

La condición para que la cónica permanezca invariable, será:

«.«8 — «8® == 0,
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y como es una sola condición entre tres variables homogéneas, 
queda una infinidad simple de transformaciones que dejan in
variables al triángulo y á la cónica.

Por estas transformaciones permanece invariable el cociente 

—^—^ , cualquiera que sea su valor; luego todas las cónicas de 
la forma

.X'¿ — ^073^ = 0,
se transforman en sí por dichas transformaciones.

Podemos decir, pués que: En un movimiento fdéplacement) 
del plano, no solo se transforma en si la cónica fundamental, 
sino que esto sucede d cada cónica {cada circulo} que le es tan
gente en los dos puntos fijos. Entre estas cónicas se halla el 
punto Xi = 0, A’j = 0, centro común de estos círculos. Dire
mos pues que el movimiento es una rotación alrededor de este 
centro (*).

(*) Klein. Sur la Géométrie ,eiil0 non EueUdienne. (ÿàS- 36).

31. Los MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO. — Los movimientos fdé- 
placement) en número séxtuplamente infinito del espacio, co
rresponden á otras tantas transformaciones lineales, los cuales 
dejan invariable la superficie de los puntos del infinito. Pero 
como solamente las superficies de segundo grado pueden trans
formarse en sí por una infinidad séxtupla de transformaciones 
lineales, los puntos en el infinito forman una superficie de se
gundo grado, y los movimientos del espacio, se hallan com
prendidos en el ciclo de las transformaciones lineales séxtuple- 
mente infinito que dejan invariable una superficie de segundo 
grado.

23, Extensión al espacio de la interpretación geomé
trica.—El Sr. Klein ha extendido al espacio las interpretacio
nes de las tres geometrías. Entendiendo por esfera una super
ficie de segundo grado tangente á la superficie, según una curva 
plana, siendo el centro de aquélla el polo del plano, en vez de 
los movimientos séxtuplemente infinitos que dejan invariable 
la determinación métrica ordinaria, considera un ciclo de otras 
tantas transformaciones lineales, pues la superficie fundamen
tal, como toda superficie de segundo grado, en general, se 
transforma en sí misma después de un número séxtuplemente

3
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infinito de transformaciones lineales, que se dividen en dos cla
ses, séxtuplamente infinitas, según que se cambian ó no entre 
sí los dos sistemas de generatrices rectilíneas.

Cuando la superficie fundamental se cambia en una córnea 
imaginaria, se obtiene una Geometría de la misma naturaleza 
que la Geometría parabólica ordinaria. Si, particularmente esta 
cónica es el círculo imaginario del infinito, se obtiene precisa
mente la Geometría métrica ordinaria.

Pero la determinación métrica proyectiva general da tam
bién, para una superficie convenientemente elegida, una Geo
metría métrica que representa los conceptos de la Geometría 
elíptica y otra que representa los de la hiperbólica

Se obtiene una Geometría métrica correspondiente á la Geo
metría elíptica tomando una superficie fundamental imagina
ria. Entonces ninguna recta tiene puntos en el infinito, de ma
nera que la recta es como una curva cerrada de longitud finita. 
Le corresponden las fórmulas de la Trigonometría ordinaria, 
en la que el radio de la esfera está representado por la cons- 
tante ■ , .

V-i
Se obtiene una Geometría correspondiente á la Geometría 

hiperbólica, tomando una superficie fundamental real, no re
glada. (*)

(*) Sur la Gáom , dite non Euclidienne. (Bulletin des sciences-math.), p. 31'J.4H.

23. Teoría de Lie.—Después de tratar, ya del espacio ordi
nario, ya del de n dimensiones en su relación con los grupos de 
transformaciones, especialmente del de seis parámetros de to
dos los movimientos euclídeos, de todas las transformaciones 
las transformaciones proyectivas que dejan invariante la có
nica del infinito y de obtener los grupos proyectivos que dejan 
invariantes en el espacio ordinario, ya una superficie, ya una 
curva ó un punto, da Lie dos soluciones al problema de Rie- 
man-Helmholtz relativo al espacio, que formula en los siguien
tes términos: Pueden obtenerse propiedades toles, que perte
nezcan tanto d los movimientos eudideos como d los no-Eucli- 
deos, y por las que se distinguen estas tres series de todas las 
demds series de movimientos posibles en una variedad nu
mérica.
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Basándose en el estudio de los espacios de curvatura cons
tante, en los que puede moverse una figura sin alterar sus lon
gitudes; y considerando estos movimientos, que para el espacio 
de tres dimensiones dependen de seis parámetros, llegó Lie á 
resolver dicho problema, introduciendo el nuevo concepto de 
libre movilidad infinitesimal fim infiriiíesimalcn, Der/reten Be- 
'iJüegUckett}, que se refiere dpuníos in/mtameníepróximos; de 
modo que un grupo real f nito del espacio de tres dimensiones 
tiene libre movilidad infinitesimal en un punto real P, cuando 
permaneciendo Jijo dicho punto y un elemento lineal cualquiera 
trabado por él, aun es posible un movimiento continuo; y si 
por el contrario, se fija además de P y de aquel elemento lineal 
un elemento superficial cualquiera que pase por ellos, no es 
posible ningún movimiento continuo.

Ycuando un grupo real continuo de tres dimensiones tiene 
en un punto real libre movilidad infinitesimal, es de seis pa- 
rámelros y transitivo, siendo por una transformación pun
tual y real semejante, ya al grupo de movimientos euclideos 
de este espacio, ya con ambos grupos de movimientos no-Eu- 
clideos fde Eiemann y de Lobatsche-wsky) de este espacio, ya 
con el grupo real continuo de seis parámetros, que deja inva
riable la superficie imaginaria x,’* + ^? + ^3" + ^ — 0 , d con 
el grupo continuo real proyectivo de la superficie no reglada 
x/ + xs“ + xa’-l«0.

Si un punto real y/, yi,ys°, en posición general, se halla 
fijo, entonces todos los puntos x^, x.^, x^, con los que puede 
coincidir un punto xj, x/, xf, satisfacen á una ecuación de la 
forma

W fy^^yf, yf ; x,\ x.f xf ; x„ x^, xj = 0, 

que no queda satisfecha por x^, =yi^, x^~y/^ x^ = yf y que 
representa una superficie real que pasa por el punto xf, x.p, xf.

Además, alrededor del punto yf y^, yf puede obtenerse una 
región de tres dimensiones tal, que al fijarse el punto yi® yf yf, 
otro punto cualquiera rv^^ ;r2% ^3° ^^ dicha región puede, por 
mutación continua, coincidir con cualquier otro punto de la 
misma que satisfaga á dicha ecuación W = 0 , y que se halle 
unido al primero por una serie continua de puntos; y á estas 
condiciones satisfacen el espacio ordinario ó Euclídeo y los dos
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espacios no-Euclídeos, ó sea los espacios en los que el grupo 
de los movimientos posibles es el grupo que transforma en sí 
misma una de las dos superficies: ^®-j-y 4- ± 1=0.

Lie, pues, desarrolla el pensamiento de Helmholtz, determi
nando una función invariante que corresponde á ese algo que 
se llama la distancia de dos puntos, que subsiste durante su 
mutación en el espacio, y establece las propiedades exclusivas 
á los movimientos Euclídeos y no-Euclídeos, que los distingue 
de los demás movimientos. (*)

(*) Theorie der Tiansfomiationsgruppeii. Dritt. AbSCll., pagS. 472,479, tó 1,507
(**) Populare WissenschafUiche. Drittes Heft., p. 40.

24. Definición de la distancia. — Helmholtz definió la dis
tancia diciendo que: Entre las coordenadas de los puntos qiíe 
pertenecen d ttn cuerpo, tomados dos d dos, debe existir una 
ecuación correspondiente d la relación invariable que subsiste 
entre los dos puntos durante el movimiento del cuerpo, y que 
es la misma para todos los pares de puntos congruentes. ()**

Los pares de puntos congruentes son los que pueden coinci
dir con el mismo par de puntos ftfos del espacio.

Además, cinco puntos, A, B, C, D, E, dan diez pares distin
tos AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE.

Supongamos diez ecuaciones que, en el espacio de tres di
mensiones, contengan quince coordenadas variables, de las que 
seis deban permanecer arbitrarias, si el sistema de los cinco 
puntos se ha de mover alrededor de un eje ó paralelamente á 
este eje. No se pueden determinar mediante estas diez ecuacio
nes mas que nueve coordenadas para las seis variables.

§ 3.® Geometría de n dimensiones

25. Geometría de n dimensiones. — El límite de una parte 
del espacio de n dimensiones (un cuerpo de n dimensiones) es 
una figura de « — 1 dimensiones. Esta es divisible y su límite 
es una figura de 72 — 2 dimensiones. La zz ‘‘‘“^ figura es indi
visible.

Postulado. — Por todo punto pasan figuras de 7/ — 1 dimen
siones (Pianos'), que tienen las siguientes propiedades:

L Por todo punto del plano de n — 1 dimensiones, pasan fi
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guras de (w — 2) dimensiones, planos de (« — 2) dimensiones 
por cuya reposo aún es posible el movimiento del espacio.

2. Por este movimiento se puede alcanzar una posición por 
la que llegue el plano (« — 1) dimensional á coincidir en con
junto con su posición primitiva; pero invirtiéndose la posición 
de sus puntos.

3. En cada plano de (« — 2) dimensiones existe una figura 
de (zz — 3) dimensiones tal, que permaneciendo fija, sea aún po
sible el movimiento del plano de (/z — 1) dimensiones, descri
biendo cada punto una línea cerrada.

4. Las mismas hipótesis podemos hacer respecto á figuras 
de un número menor de dimensiones. En cada plano de v di
mensiones hay planos de (w — 1) y de (w —2) dimensiones tales, 
que permaneciendo fijo el plano de (zz — 2) dimensiones, aún 
sea posible el movimiento del de v dimensiones, y cada plano 
de (;z — 1) dimensiones de la figura móvil fruhefide} coincide 
con su posición primitiva, de manera que la posición de los 
puntos queda invertida.

a) Si una recta tiene dos puntos comunes con un plano, 
coincide con él.

b) Si un plano de vdimensiones tiene común con un plano 
de p. dimensiones (u. ^ v) un plano de (v — l) dimensiones, y 
además un punto, se halla contenido en él. (Si un P^ tiene un 
P„-.i y un punto común con un Pu se hallará contenido en Pa) .

c) Por un plano de v dimensiones y un punto exterior al 
mismo, se puede trazar un plano de (v + U dimensiones.

d) Dadas x rectas que se encuentran en un punto, puede 
trazarse por dos de ellas un plano de dos dimensiones. Si no se 
hallan tres de las rectas dadas en este plano, se puede trazar 
por las tres un plano de tres dimensiones; y si las x rectas no 
se hallan en un plano de (x—1) dimensiones, por ellas pasa un 
solo plano de x dimensiones.

í? ^ Si en un plano de (v -[- 1) dimensiones, uno de v y otro de 
2 dimensiones tienen un punto común, se cortan según un recta.

/J Si se hallan dos planos P^y Pa en un Py, siendo X -j- ¡x> v, 
y tienen los dos primeros un punto común, se cortan en un

g) Si una recta es perpendicular á x rectas por las que no 
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pasa ningún plano de (x ~ 1) dimensiones, será perpendicular 
á todas las rectas que pasen por el pie de ésta y se hallen con
tenidas en el plano P.^ determinado por los x primeras rectas.

El teorema es cierto para x = 2. Supongamos que sea tam
bien cierto para X rectas y el plano Px

Tracemos por Px y otra de las rectas dadas un plano Px _^ i • 
y sea h una recta cualquiera trazada en el mismo por el pie de la 
perpendicular. Tracemos por h y Rx_{_ i un plano de dos di
mensiones que cortará á Px en una recta R'. Puesto que la rec
ta dada es perpendicular á Rx + ^ Y ^ ^' » será perpendicular á 
las que se hallan con las mismas en un plano P.2, como es la Zz.

h) Si x rectas Ri ,...  Rjj^ son perpendiculares en un punto 
A á X rectas H, ,..... , Hx determinando las primeras un plano 
Px de x dimensiones y las segundas un plano Px de X dimensio
nes, cada una de las rectas R del primer plano será perpendi
cular á cada una de las rectas H.

/> En un plano de v dimensiones Pv solo existe una recta 
perpendicular en uno de sus puntos á un plano Pv_ide v— 1 
dimensiones contenido y que sea perpendicular á éste. (*)

Basta con los enunciados expuestos para tenerunaidea de las 
proposiciones fundamentales de la Geometría de n dimensiones.

35. Geometría de cuatro dimensiones. — Axioma I. — Un 
espacio corta á una zwnedaá ó multipíicidaá de cuatro dimíu- 
siones en dos partes separadas.

Axioma H—Por cuatro puntos de un E^ (espacio de 4 di
mensiones) que no se hallan en un mismo plano, solo puede pa
sar un espacio.

Axioma IIÍ.—Un plano que tiene con un espacio 3 puntos co
munes, que no se hallan en linea recta, se halla contenido en 
éste.

Axioma IV.— Una recta que solo tiene un punto común con 
espacio, queda dividida por éste en dos partes separadas. Si 
tiene 2 puntos comunes, se halla totalmente en él. Tenemos 
como consecuencia: Un plano « que solo tiene una recta r co
mún con un E.,, quedará dividido por éste en dos partes se-

:*) w. Killing Die Nlcht-Euklidlschen Raumfonnen In analytischer Behand- 
lung.
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paradas. Pues una segunda recta r' trazada en n , encuentra á 
r en un punto P. (Dos rectas de un plano tienen siempre un 
punto común); r' quedará dividida por P en dos partes separa
das. (Axioma IV). Dos puntos cualesquiera de ambas partes se 
hallan pues, á distinto lado de Eg , que son puntos de « ; luego ic 
se halla dividido por Eg en dos partes separadas.

Teorema l.—Dos espacios iienen siempre un plano connin (*) 
(se cortan siempre en un plano). En efecto, sean Eg y E’g los dos 
espacios. Supongamos que tienen solo el punto A común, esto 
es, que A se halle en Eg y E'g. Tracemos por A, en Eg, dos rectas 
r y r', que se hallan divididas por E'g en dos .partes separadas 
(según el axioma iv), r en r^ y r2, r' en r\ y r\ . Sean r^ y r\ 
las que se hallan al mismo lado de E'g. Uniendo un punto de r, 
con un punto de r'g por una recta, ésta se hallará contenida to
talmente en Eg puesto que r yr'st hallan en Eg ; luego tambien 
se hallará en Eg, el plano determinado por r, y r\ que contiene 
la recta. Esta recta pasaporE'g,puesto que une dos puntos á dis
tintos lados del mismo, tendrá pues, un segundo punto B común 
con Eg y E’g. La recta AB se halla en los dos espacios (axioma 
iv). Falta demostrar que si dos espacios tienen común una recta, 
tendrán tambien un plano común. Para ello, tracemos por la 
recta AB dos planos en Eg, que se hallan totalmente contenidos 
en él, y que según el corolario del axioma iv, quedan divididos 
en dos partes por E'g.

Unamos un punto de uno de los planos con otro de la parte 
del segundo plano separada por E'g mediante una recta, que se 
hallará totalmente contenida en Eg y pasa por E'g. Esta dará 
un tercer punto común con Eg y E'g.

Teorema II.—Un espacio y un plano tienen siempre una rec
ta común. En efecto, supongamos que el plano w se halle en Eg. 
Puesto que Eg y E'g tienen común un plano k’ , la intersección r 
de dichos planos se hallará en 71 y en E'g.

Teorema 111,— Un espacio y una recta (que no se halla total
mente contenida en él) tienen siempre un punto com/in, pues si 
rse halla en Eg, y los espacios Eg y E'g tienen común el plano 
77, el punto de intersección de r y tt será común á los dos es
pacios; y será el único punto común á r y E'g.

o Dos planos se cortan siempre en una recta (propia ó impropia).
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Teorema IV.—Dos planos âe espacios disíinlos tienen siem
pre un punto común, pues si el plano 7r se halla en E^ y el pla
no Ti' en E'3, como ambos espacios tienen un plano r" común, 
las rectas intersecciones de n con :r" y de w’ con tc" se cortan en 
un punto común, que es el punto común de los dos espacios.

Teorema V.— Un plano y una recta, que no se hallan en un 
mismo espacio, no tienen nada común, pues si el plano - se ha
lla en Ej, y la recta r en E^, r corta al plano común «' de los 
espacios E3 y E'3 en un punto. A su vez w corta 7:' en una recta 
r', puesto que las dos se hallan en E.,. V puesto que r se halla 
dividida por 7:' ep dos partes, no encuentra á /, porque solo 
tiene con 71' un punto común exterior á r'.

Teorema VI.—Dos rectas de E, un espacio de cuatro dimen
siones no tienen, en general, nada común.

Sean P y P' dos planos en dos espacios distintos, que según 
el teorema iv solo tienen un punto común A. Tracemos en cada 
plano una recta que no pase por A. (r en 7: y r' en tt') Estas 
rectas no tienen nada común. Diremos que estas rectas se cru
zan.

Teorema VIL—Por dos rectas de espacios distintos que se 
crujan puede pasar siempre un espacio.

En efecto,las dos rectas r y r' que se cruzan, pueden haUarse 
respectivamente en E, y Eg. Hay que determinar un espacio 
E"3 por medio de r y de r'.

El plano 77 común á E^ y E'3 quedará cortado por ry r' res
pectivamente en los puntos p y p', puesto que el plano y cada 
una de las rectas se hallan en un mismo espacio. Tracemos 
ahora por Py/> un plano 77’ en el espacio E'3, que tendrá con 
r tan solo el punto /> común. Pero, un espacio E^ queda de- 
teiminado por un plano una recta que lo corta. En este espa
cio E"3 se hallan, por consiguiente, r y el plano 77’ y con éstos 
la recta r', es decir, que el espacio £"3 es el que se trataba de 
hallar.

Tracemos ahora en E3 por r y p' un plano 77" que tendrá con 
P tan solo el punto p' común; luego queda determinado por 77" 
y r un espacio £"'3 en el que se hallan las rectas r y r'. Este 
espacio es idéntico con £"3, porque tienen cuatro puntos comu
nes, es decir, que por dos rectas que se cruzan solo queda de
terminado un espacio.
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COROLARIOS.-Un espacio queda pues determinado por 4 pun

tos que no se hallan en un plano, por un plano y un punto ex
terior al mismo, por un plano y una recta que lo corta, por dos 
planos que se cortan, por una recta y dos puntos exteriores 
(los dos puntos no se hallan en el plano de la recta y de uno de 
los puntos).

Teorema VIIL — Zr^s espacios se cortan, cada dos, en un pla
no y cada tres de estos planos pasan por una recta.

En efecto, un plano 5r y una recta r de dos espacios distintos 
no tienen en general nada común (teorema v), -^y r determinan 
un tercer espacio E^g que corta á E, en - y á E'3 en un plano -k", 
que contiene d la recta r; - y -k'' se hallan en el mismo espacio 
E"3 y tienen por consiguiente una intersección r". Estaintersec- 
ción r" se halla pues en los tres espacios; se halla en el plano 
de intersección de los espacios Eg y E'g y contiene el punto p.

Teorema IX. — Ciiatro espacios tienen siempre iin punto 
común.

Sean los espacios E, E', E", E'". Los espacios E y E' tienen 
un plano ti común (teorema 1). Tt y E" tienen una recta r común 
(teor. n). r y E"' tienen un punto p común.

Observaciones. — Dos rectas que se hallan en un plano sin 
cortarse, se llaman paralelas. Se dice que las rectas tienen una 
dirección común.

Se dice que dos planos son paralelos, cuando tienen dos di
recciones comunes. Tienen todas las direcciones comunes. Se 
dice en este caso que tienen una orientación fStellung} común. 
Una orientación se halla determinada por dos direcciones.

Dos planos paralelos tienen un elemento impropio en el in
finito, una recta.

Dos espacios Eg y E'- coinciden en una orientación, que es 
un plano común. Si dos planos de dos espacios son paralelos á 
la intersección de éstos, se dice que los espacios son paralelos.

Teorema X.—5/ dos espacios coinciden en tres direcciones 
que no pertenecen d la misma orientación^ coinciden en todas 
direcciones.

Teorema XI.— Una recta perpendicular d tres rectas de un 
espacio en un punto (que no pertenecen á una misma orienta
ción) es perpendicular d todas las rectas que pasan por el 
mismo punto en dicho espacio.

MCD 2022-L5



XXXXII
Sean r,, r.,, 7'3 tres rectas que pasan por el punto A del es

pacio Eg, á las que es perpendicular la recta r, yr^ otra cual
quiera recta que pasa por A en E^ .

Puesto que r, r2 y r^ determinan un espacio E'3 (cuyo plano 
de intersección con E3 es [r^ Tg] ). En este espacio r es perpen
dicular al plano [Xj rg], porque es perpendicular á r¿ y rg. El 
plano [^2 rg] corta al plano [r^ rj en una recta r.,: Y puesto que 
r es perpendicular al plano [r^ rj], será perpendicular á las 
rectas r^ y r^ del plano [r, rj ; luego será perpendicular á to
das las rectas de este plano y por consiguiente á r^.

Corolario. — Torfo plano ex¿e7'ioy d 2m espacio que es perpen
dicular á dos planos de este espacio que se cortan, es perpen
dicular d todos los planos del espacio.

Teorema XIL—Dos espacios que son perpetidiculares d la 
misma recta son paralelos. (*)

Poliedros regulares. (Die regularen Polytope).—Pueden 
considerarse, en el espacio de cuatro dimensiones, en corres
pondencia con los cinco poliedros regulares del de tres, seis fi
guras regulares limitadas por tetraedros, exaedros, octaedros 
y dodecaedros, de tal manera, que en cada vértice concurren 
igual número de aristas, caras y cuerpos. Estas figuras son:

1.”' La de cinco células (Fiinfsell) limitada por 5 tetraedros. 
—2/ La de 8 CAchtseU}, limitada por 8 exaedros.—3? La de 
16 ('Sech^eknsell), limitada por 16 tetraedros.—4.“ La de 24, li
mitada por 24 octaedros. — 5.^ La de 120 ('Einkundertu'an.sig- 
sell), limitada por 120 dodecaedros.—6.“ La de 600 ('Sechskun- 
dertseU) limitada por 600 tetraedros. Estos cuerpos que han de 
considerarse como en proyeccióti en el espacio de tres dimen
siones, dan la solución del problema de Estereometría: Des
componer un tetraedro, exaedro, octaedro ó dodecaedro en 
cuerpos de igual clase, de manera que en cada vértice concu
rran igual número de aristas, caras y cuerpos, y en cada arista 
igual número de caras y cuerpos. {**)

l*) Véase, Max Brückiier Die E/emenle def vierdimensionale Geometrie, donde ade
más se hacen indicaciones de la Geometría analítica y de los poliedros CPoUiopej. 

(•*) Schlegel. Theorle der homogenen zusammengeseteten Raumgeblide.
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LISSO SSILESSO

GEOMETRIA DIFERENCIAL PLANA

CAPÍTULO I

Cuestiones que dependen de infinitamente pequeños 
de primer orden

§ 1. 0 TANGENTES Y NORMALES

I. Coeficiente angular. — Dados dos puntos M y M' cuyas 
coordenadas son x, y , + A .r, y 4- ^y , se sabe que

Ay dy 
lim tang ,

puesto que el límite de la posición de la secante es la tan
gente. La ecuación de la tangente á la curva y = f^x) es pues

= (1)

En el caso de darse la ecuación de la curva bajo la forma im
plícita F (x, y) = 0 , se tiene que

= ó (Y-3-)^ + (X-:r).A¿ = o (2) 

dy

Si se hace homogénea la ecuación f{x^ y) = 0. introduciendo 
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la variable .^, que se hara igual à 1, después de las diferencia
ciones, se tendra, según el teorema de Euler,

+ -1- (3)

La ecuación (2) puede escribirse

y por ser/(á?,y) = 0 pasa un punto de la curva, la ecuación (3) 
se reduce á

luego la ecuación {4) se reduce observando que 2 = ^ = 1, á

Sy s,^

2. CONDICION DE CONTACTO.—Sean

/(x,y) = 0 (1) a^: + ¿)y-1-c^ = 0 (2)

las ecuaciones de una curva y de una recta, ésta escrita en for
ma homogénea.

Para expresar que son tangentes, se identificará la ecuación 
(2) con la de una tangente

Sx Sy S,^

Identificando esta ecuación con la (2) resulta

para abreviar la escritura.
Siendo tangentes la recta y la curva, .r,y, .^ han de satisfacer 

simultáneamente ála ecuación (3) y á la (l)y (2). Para eliminar 
A?, y, ^ se puede sustituir el sistema (3) por el siguiente:

Z + ^c^O, Z + &?»0, Z + ro^O (4)
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Es preciso eliminar ahora .r, j', z,? entre (4) y (2), lo que se 

reduce á eliminar estas cantidades entre las ecuaciones obte
nidas igualando á cero las ecuaciones que resultan igualando 
á cero las derivadas de

JV» ^) + P («-^ + Sy + c^) = 0
respecto á y p.

Ejemplo.—Hallar la condición de contacto de la recta
ax-]-by-\-c = 0

con la cónica

Ax^ + Ay + A"^2 ^_ 2By- + 2B'xá' + 2B"'Ay = 0 .

Sumando al primer miembro p («x + ¿y + c^}, é igualando á 
cero las derivadas, el resultante del sistema obtenido será

A B" B' a

B" A' B b

B' B A" C
= 0

a 6 C o

3. Grado de la ecuación de la tangente.— Escribiendo la 
ecuación de la tangente bajo la forma

Sy Sa; Sy

Parece que el segundo miembro es del grado nr, pero vamos 
á ver que se rebaja dicho grado en una unidad. En efecto, sea

y) = « + í7+w2 +> 

siendo u el conjunto de términos de grado m, u^ el de los térmi
nos de grado w — 1, etc. Tendremos

S.r Sx Sx'"..... Sy Sy Sy”*

Por consiguiente

Sx ‘ Sy^ Sx^*^ Sy Sx ' Sy^
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y aplicando el teorema de las funciones homogéneas,

-^ -^4- ^y = mu + (m — 1) u, + (m — 2) u., 4

= m (u 4 ^G + ^L +..... ) — — 22^2 — 3«3 — .

Hallándose el punto (a;, y) en la curva, se tiene 

m{u + u^ + í^4.......) = 0; 
luego la ecuación de la tangente se reduce á

X + -—Y + u^ 4- 2u.2 + 3/^3 += 0,Sx Sy

ecuación que no contiene términos del grado m.
Problema traz-ar d una curva f(x, y) ^Quna tangente por 

un punto exterior (a, b}.
La ecuación de la tangente en la que 

a y b, es
y yrF b X +

Los valores de a; é y obtenidos de las 

se sustituye X é A^ por

ecuaciones ele la curva
y de la tangente, determinan las coordenadas de los puntos de 
contacto, siendo los grados de dichas ecuaciones m y m — l res
pectivamente, habrá m (m — 1) soluciones.

Problema.
Y = aX.

— Trasar una tangeníe paralela á una recta

Será — = a, ó -^ + a~ = 0 
ax ^x Sy

Esta ecuación con la de la curva dará los puntos de contacto. 
Normal.—Siendo la ecuación de la tangente

(X — a?) í/y — {Y — y) í/.r = 0 ,

la de la normal será en coordenadas rectangulares,
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Para trazar por un punto ^Vo, 5'0) una normal á una curva 

/(-^' ’>) = 0 > se resolverá el sistema de ecuaciones

que da en general soluciones.
5. SuB-TANGENTE, SUB-NORMAL, etc. Sea la sub-tangente 

PT ó Sí. Tenemos

OT SPFN

PA = MP.Zg TMP = :y^ ; St=y^ 
* dy dy

Sea la sub-normal PN ó Sí. Tenemos 
que

— PN = PM. tg PMN, ó Sn = 3'~.

Figura 1?

La tangente MT = T = yÿ^s7 «JV ÿf+y*

La normal MN — N = Ÿy + Sí^ = yVi +5^"
6. Tangentes en coordenadas polares,—Sea 0 el polo, OL 

el eje polar, AMM' una curva representada por la ecuación 
Z(r,û) = 0.

Para obtener la tangente en el punto M á dicha curva, hay 
que determinar el ángulo TMO = [x de 
ésta con el radio vector en M.

Sean r y 0 las coordenadas del punto M, 
r 4- A r, y 0 -j-10 las coordenadas del pun
to M': y tracemos desde el puntoO como 
centro, el arco MI. En el triángulo M'MI 
tendremos:

Fig. 2.«

S£n IM'M Ml _ Mí are MI _ MI rAO 
sen M'MT ~ “ are MÍ M'F” “ arc'MÍ "17

Si el punto M' se aproxima indefinidamente al punto M, el
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ángulo IM'M se reduce al OMT ó p. y el ángulo M'MI á 90*^ — ¡x. 
Por consiguiente

rd^ 
dr

Hallando las expresiones del seno y coseno, tenemos

rd^dr
eos ¡X = 77= ’

Vrfr» + rW
sen ¡x = , . :——T-

y/dr‘^ + rW

Tambien podemos llegar á la misma fórmula, 
que

tg OMT = tg (MTx — M0;r).

Pero

partiendo de

tg. MT.X' = ^ y tg. M0-r = — ; 
dx x

luego

tg OMT =

x dx
xdx -j- ydy

Ademas, x = r eos 6,

dx = dr eos 0 — rd<i sen 6 _, dy = dr sen d-[• rd^i eos 6,

y = r sen 0

luego:

r eos 0 {dr sen
tg OMT =

0 4- rd 0 eos 0) — r sen 0 {dr eos 0 — rd^ sen 0) 
r eos 6 (rfr eos h — rd sen 6)+ r sen 0 {dr sen 0 + rda eos 9) 

y, reduciendo,

r‘^d(i do tg OMT = —j- = r ~ 
rdr dr 

Para la sub-tangente y sub-normal, etc., se tiene
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Sí == OT = r tg jx = r’-.- , 
dr s„ = ON = -

tg P-
dr

f^V
Wry

7. Aplicaciones.—!/ Todas las curvas que tienen la misma 
dr 

sub-normal, para el mismo ángulo polar, tienen igual — ; de

modo que,

— d r = r+const. d^ ■ dd ‘

Se obtiene pues una de ellas, prolongando los radiosvectores de 
la Otra en una cantidad constante. Una de las curvas es la con
coide de la Otra. Por consiguiente, paríi trazar la normal á la 
concoide de una curva, basta trazar la normal á la curva y 
construir la sub-normal. Se obtendrá así la sub-normal de la 
concoide y, por consiguiente^ su normal.

2 .“ Si en una curva es constante la sub-normal, se tendrá

dr r — const.

La curva es la espiral de Arqnimedes ó de Conon. 
Las concoides de estas espirales son también espirales iguales. 
3 .^ Sean r y r' los radios de dos curvas que, para un mismo 

ángulo 9 tienen la misma sub-tangente. Se tendrá

.¿¿9 ...da , dr dr'
dr dr' r^ r'^

y — = — const. 
r r

4 .^^ Si se trata de hallar las curvas que tienen la sub-tangen
te constante, se tendrá 

i dr , 1 , -—= k , — = Â:9 + const. 
r^ da ' r ' 

4
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Estas curvas se llaman espirales hiperbólicas, y se reducen 

á la rO = const, por un cambio de eje polar.
8 . Podar’de UNA CURVA.—Si desde un punto 0 se bajan las 

perpendiculares á todas las tangentes á una curva, el lugar de 
los pies de las perpendiculares es la podar de 0 con respecto á 
la curva dada. Sea

la ecuación de una tangente á la curva 
en el punto (a, P).

La ecuación de la perpendicular ¿i la 
tangente trazada por el origen es

da
(2)

Las ecuaciones (1) y (2) determinan el punto P. Eliminando

-^ , se obtiene la ecuación de la podar

y (y ~ ^} =—x [x—0.} ó .r^ + y — Py — a.r= o, 

ecuación de la circunferencia que pasa por 0, P, M, cuyo centro 
está en el punto medio de OM.

La ecuación de la tangente es

Ejemplos. —1.° Podar del circulo. La po- 
\ /'''. \ '^^1’ ‘^^l círculo es una concoide de círculo, 

c  o P^^^s trazando la paralela CA á la tangen- 
Fjg.5A te MP, AP es constante é igual al radio del 

círculo dado, y el lugar del punto P es la 
podar de este círculo y la concoide del círculo descrito sobre 
CO como diámetro.

Cuando el punto 0 está en la circunferencia C, la podar se lla
ma cardióide.
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Siendo r= a cos 0, la ecuación polar del círculo descrito so
bre CO = a como diámetro, la de la con
coide será

r = a cos G -{- const.
2.° La podar de una parábola, siendo 

el pie de la directriz sobre el eje O.r el
Fig. 6.» polo, es una estrofoide.

En efecto, sean F el foco, A el vértice,0 el pie de la directriz, 
PT una tangente, P el pie de la perpendicular trazada desde 0 
á la tangente. .

Si desde el foco F se baja la perpendicular FL ála tangente, 
Lse hallará en la tangente AL en el vértice; porque la podar 
de la parábola con respecto al foco es la tangente en el vértice.

Sean M la intersección de AP con la directriz, I el medio de 
PL. Los ángulos FLA, LAI. Además lAP, APO son iguales, y 
M0P=IAL¡ luego, IAL = MPO y MO - MP.

Esto sentado, podemos engendrar la estrofoide, dados un pun
to A y una recta fijos OH, trazando el radio vector AMP y to
mando MP = MO. El lugar del punto P es la estrofoide.

§ 2. ° Transformaciones por radíos vectores recíprocos.

9, Definición.—Se dice que dos figuras son iransforntadas 
reciprocas, la una de la otra ó por radios vectores recíprocos, 
cuando para un mismo valor del ángulo polar, el producto de 
sus radios vectores permanece constante. Así

son las ecuaciones polares de dos curvas transformadas, la una 
de la otra, por radios vectores recíprocos; y se tiene rr' = k^, 
siendo k- el módulo de la tratisformación.

Teorema.—La transformada de ima recta es un círculo, y la 
transformada de uji círculo es otro círculo, qíiepuede reducír
se d una recta, cuando el polo estd en la circunferencia.

En efecto, la ecuación del círculo es

r^ + r (a eos G -j- b sen 0) ¿-f = 0 ;
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y cambiando r en — , esta ecuación conserva su forma; pero 

síí: = 0, toma la forma

a eos 0 + 6 sen 0 ’ 

ecuación de una recta.
Teorema.—Las tangentes en los puntos correspondientes 

de dos curvas transformadas la una de la otra por radios vec
tores recíprocos, forman dngulos iguales con el radio vector 
comün.

En efecto, se tiene para una de Ias curvas

tgV = r— , 
dr

expresando V el ángulo que el radio vector r forma con la tan
gente y 0 el ángulo polar. Tendremos para la otra

tg V' = r' ;
dr

pero / = — dr' -  dr ;

luego tgV'=—r-^; luego V y V' son suplementarios, y 

las tangentes á las dos curvas son antiparalelas.

§ 3. ® Envolventes

10* Sea la ecuación/(a?, y, o)—0 que contiene un parámetro 
a, y que representa una familia de curvas.

Consideremos dos curvas de esta familia cuyas ecuaciones 
son

/(^,y.fl)-0, /(âr,y,« + Afl)«0

ó el sistema equivalente
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que en el limite se reduce à

a) = 0 (1) (2)

El lugar de los puntos de intersección de las dos curvas, que 
se obtienen eliminando a, es la envolvente de la curva pro
puesta, que se llama envuelta ó involuta.

Esta eliminación equivale á expresar que la ecuación pro
puesta admite una raíz doble en a.

Ib Teorema.— La envolvente de una familia de curvas es 
tangente d todas las involutas.

En efecto, hemos obtenido la envolvente de la familia de cur
vas f (x, y, a) — Q eliminando a , entre dicha ecuación y su 
derivada respecto de a .

Pero si suponemos ahora que a sea la función de a; éy que 
se obtendría revolviendo la ecuación respecto de a, la ecua
ción (1) podrá considerarse como la de la envolvente.

Propongámonos hallar el coeficiente angular de la tangente 
á la envolvente y á la involuta en el punto (4;, y).

Para ello, diferenciemos (1), considerando a como constante; 
y tendremos

c'.r 3y dx '

dy que dará el coeficiente angular de la involuta.

Diferenciemos ahora suponiendo que a es la función de .r é y 
deducida de (2). Tendremos:

y (4)
Sx ' óy (>a \ ^x ‘ Sy dxy

Pero en virtud de (2), esta ecuación se reduce á

(5)
Sy dx

Esta ecuación no difiere de (3); porque a en (3) representa 
una constante y en (5) representa un función de x é y que tie
nen el misino valor en el punto (a:, y), común á la envolvente
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y á la involuta; luego (3) y (5) dan el mismo valor para —, v 

por tanto la envolvente y la involuta tienen la misma tangente.
Teorema II.—Si se considera nna familia de cnmas, toda 

cnrva tangente d cada curva de la familia es su envolvente.
En efecto, sea j\x., y, a} — Q la ecuación de una familia de 

curvas. Si una curva C cuya ecuación esF(.r, y) = 0 les es 
tangente, se podrá siempre determinar a en función de.r é y, 
de modo que sea

/C-^z y. «) = F y), 

cualesquiera que sean x éy. Entonces

«) =0

podrá representar la curva C tangente á todas las curvas de la 
familia.

Suponiendo a variable, tenemos que

3.r Sy dx Za \ 3x ‘ Sy dx) ~ 

y suponiéndola constante,

V , ^f dy
7----- T — =0, SáT Sy dx

dv 
Si los dos valores de —^ obtenidos por estas ecuaciones han 

de ser iguales para un mismo valor de ;r y de y es necesario 
que sea

S« S« dy da

constante; y además todos los puntos, para losque á la vez se tiene 

envolvente.

12. Caso de DOS ó MÁS PARÁMETROS.—1.° Sea 

/ y, = o, d)
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con la relación

V(«,&)-O. (2)

Considerando á ¿»como función de « , se tiene

A+Ay»» y <p'.+í'‘y = o: 

de donde

T'a <p^&
(3)

Luego: En el caso de contener la ecuación propuesta dos pa
rámetros ligados por una relación,' para obtener la .envolvente 
hay gue eliminar los dos parámetros entre las dos ecuaciones 
y la ecuación adjuntada (3).

2 .® Sea
f{x, y, a, b, . /) = 0 \

çp_i(«, b,..... ^l') = (), ]

Tendremos que

/'a + &A +..... +Z'/7-0
Ÿ'l,a + 0' f'i , J + .....+^'?’iU=0

A - 1,0 + b' ^'p , , 6 +.....+ ^' ÍP — v - 0

y eliminando b',.......  P, resulta la ecuación

fa f b ........ fl

A« A b ........ fS, Z

■(ü'p—i,a ^'p — l,b ....... p — 1, l

que debe agregarse al sistema propuesto para obtener, por la 
eliminación de los parámetros variables, la ecuación de la en
volvente.

Ejemplos.-Sea
P a^ _|_Q a + R = 0 (P, Q, R funciones enteras de x é y)
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tendremos 2Pa-(-Q = 0 ,a=—^^

La ecuación delà envolvente será Q’' — # PR = 0.
2 .0 Hallar Ia envolvente de las curvas cuya ecuación es

P sen ^i + Q COS3-PR = 0.

Se eliminará cp entre esta ecuación y

P eos tp — Q sen ? = 0 ;

y resulta P2-|- q^ Rs

Se puede emplear la transformación

®«”í = r+7.> “^í = r+?

que se deduce, haciendo tg -y cf = Z , y que conducirá á una 

ecuación de segundo grado; y escribiendo que sus raíces son 
iguales, resultará la relación precedente.

3 .” Desde los diversos puntos de una parábola se bajan 
perpendiculares al eje y d la tangente en el vértice. Hallar la 
envolvente de la recta qne une los pies de estas perpendicula
res.

Las ecuaciones de la parábola y de la recta son

y"=2px, + = 1 6 •2/.X + yy=y«;

eliminando y entre esta ecuación y su derivada

Y = 2y , resulta Y^ -f" 8 pX = 0 .

También podemos obtener este resultado, haciendo homogé
nea la ecuación propuesta é igualando su discriminante á cero. 
Así tenemos

2/j Xs^ + Yy s — y2 = 0 .

4/>X -Y
Y 2=0 ó 8/>X+Y^ = 0.
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§ 4.0 Coordenadas tangenciales

57

13. DEFINICIÓN.—Si se considera una recta

^^+yn = 1 d)

cuyas coordenadas en el origen son — 1 
■n esta recta quedará

determinada, cuando se den ? y vj. Estas cantidades se llaman 
coordenadas tangenciales de la recta, llamándose á las .réy 
de un punto coordenadas cartesianas.

Si existe entre ^ y vj una relación tal que

/■(^, -^0 = 0, (2) 

la recta (!) envolverá á esta curva cuya ecuación tangencial 
será la (2), siendo la{l) la ecuación en coordenadas cartesianas 
de una de sus tangentes, cuyas coordenadas son y-n.

Teorema.—Toda ecuación de primer grado representa un 
punto.

En efecto, supongamos que la ecuación (2) tiene la forma

«' + ^■>1 + <^ = 0 . (3)

En este caso establece una relación de primer grado entre 
$y 'n; y la ecuación (1) solo depende de un parámetro que entra 
en primer grado; luego representa un haz de rectas que pasan 
por un punto fijo, que es su envolvente. Para eliminar 1, ten
dremos

? =-----,------------------ + V = 1 • (4) a---------- a

La ecuación (4) representa una recta que pasa por la inter
sección de las dos rectas

±-;v-{-l=0 , —X— y = 0
a a 

x y —1 
ó — = ab c

El punto representado por (3) tiene pues, por coordenadas 
a b  V 

c
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líec/procamente: Si se trata de obtener la ecuación tangen

cial del punto cuyas coordenadas son aró é y^, será necesario 
escribir que la recta (1) pasa por este punto, y tendremos la 
ecuación de condición

La recta cuyas coordenadas son 0 y | es paralela al eje de las 
y y la recta cuyas coordenadas son 0 y 0 es la recta del infinito.

La ecuación ¿z^ = 1 representa un punto cuya ordenada es nu
la; se halla pues, el eje de las .r. La ecuación constante = 0 re
presenta el origen de coordenadas;

a^ + &7i = 0 

representa un punto en el infinito.

§ 5.° Figuras polares recíprocas

14. Definición.—Se llama polar reciproca de una curva

= (1)

que escribimos en coordenadas homogéneas^ con relación á una 
cónica

?<^/y. ^J =. o, (2)

á la envolvente de las polares de los diversos puntos de la cur
va respecto á la cónica.

Para hallar la polar recíproca de (1) con respecto á (2) , ha
llaremos la envolvente de la polar del punto f^r, y, .^J, ó sea

Fig 7?

+ =0' (3)

que puede escribirse

Para ello eliminaremos x, y, s entre 
(1) y las ecuaciones
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Sy 
3^

= 0.

yr
3^7
3ífi

sy
35'

21
X

= 0,

sy 
Sy
3^

¥
3£’

SÇ

= 0.

ó sea

3^7 '
3$ 2Í ■

Sy ‘
21 _ 
s-z]

22.
35’ '

3^

Teorema.—Zíz polar recíproca de una curva es también el 
lugar de los polos de sus diversas tangentes.

En efecto: Él polo de una recta

A;t; 4- Bjv -- Ct? = 0

respecto á la cónica (2) está dado por

^x 2y 2s

el polo de la tangente

í).r ay

á la curva (1) estará dado por

a/ a^ ay a:p   ay _ a^
a.r' aç ay ’ a7i a,? , ’ 

siendo ?, vi y C las coordenadas del polo.
Para obtener el polo, será necesario eliminar x, y; s entre 

estas ecuaciones y (l).
Este es el procedimiento empleado anteriormente para ha

llar la polar recíproca de (1).
De esto resulta que la polar recíproca de una curva tiene por 

polar recíproca la curva misma, lo que justifica la denomina
ción de polares reciprocas.

Además, observaremos que la clase de una curva es igual al 
grado de su polar recíproca y vice-versa, porque si se conside
ra una secante á la curva propuesta,la encontrará en m puntos 
expresando m el grado de la curva. Las polares de estos mis-
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mos puntos concurrirán en el polo P de la recta considerada, y 
serán tangentes ála polar recíproca. Serán además las solas 
tangentes que se puedan trazar desde P á esta curva. Es pues 
de la clase m.

Así la polar recíproca de una cónica es una cónica,

§ 2. ° Aplicaciones

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, la 
sub-tangente, la sub-normal y las longitudes de la tangente y 
de la normal de la elipse

Soiuc¿ó/í: La ec. de la ?g. es-------- 1—~ 1 = o

La ec. de la norm, es ------ y

2. Idem para la hipérbola — — ^ — 1=0

La ec. delaZg.es i = n

La ec. de la norm, es - A;y (^ + ±^ = 0

^^ —? s« = a;+ , {e^ = a--^b^)

T= -A_ ÿf x" « ;i _ LyJ'^x^ — a'‘

3. Idem para la parábola y^ = 2px

MCD 2022-L5



INFINITAMENTE PEQUEÑOS DE PRIMER ORDEN 61

ec tg: yX = /j (;r + X) ec norm. y~y=-^(^-^}

Si =2;r, S„ = _/); T » ÿ2x (2x +/>), N = ÿ/) (2x+_/>)

4. Idem para la logarítmica y=a log — . i^^y _
Viix X.

\ y ‘‘<\-x^ Y-y = -^(X-^)

5. Dadala curva j = 2.x:’ — a: + 4 hallar las ecuacio
nes de la tangente y de la normal en el punto (2, 5)

Solución Y-5 = 9(X-2); Y-6«~(X-2)

6. Para qué curva es la sub-normal constante é igual áa? 

Solución yy' = a^ y dy = aóx ■,-^=ax-\-c ; y® = 2aa--l-<^

7. Para que curva es la sub-tangente constante é igual á a? 

Solución: y^e^^^.

8. Calcular para la elipse a: = acos®, y = & sen cp la sub- 
tangente, la sub-normal y las longitudes de la tangente y de la 
normal..

r. sen’? c ^^ Si = a Sw = — cosí 
eos í a 

T = tg í"^^^ — eos® Y , N = ^V^^— e® cos'^ Í

9. Idem para la espiral logarítmica r = ae^^

1 r
Solución: tg p. =, Sí =-^,S« = mr,
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m
N = r yi -{- Í«®.

10. Hallar la ecuación ¿le la iangente 4 la curva

3' = xsen —

Solución : La ecuación de la tangente es

> - % = (sen 1 - 1 eos ~ ) (x - 
' «^O *^0 *^0/

Se obtendría el mismo resultado por coordenadas homogé
neas, siendo las derivadas

/1 sen —“ + —“ eos —“,

11. Hallar la tangente de

fíi = ^ í Ja—— eos — . 
^0

(^+y) are tg-^4-m;v +y —«37 = 0 

Solución: Haciendo homogénea la ecuación, resulta

f, = 2x„ are tg ^'' i -; m 1^:1+y«\

A = 2y. arc tg ^ + ■’' ■V' - «

12. Hallar la envolvente de una recta de longitud constan
te que se apoya sobre dos rectas rectangulares. Tenemos

bx 4- ay = ab (1) «■^ + 62 = Z-^ (2)

> — b 4- (¿v — fl) 0' = 0

«4-00' =0
y—b x—a

a b
= 0 7

ax — by ~— b^ 4- a^ (3)
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De (l)y (3) résulta (a^ 4- 6'0 x = a® ó l^x = a^, 
(a- [-b^^}y = -Ïf ó Py=—b\

y de la (2) résulta x^-{-y^ =1^.

13. Hallar la sub-tangente de la curva cuya ecuacióu es

Solución Sí = --------  
x=e-,

14. Un ángulo constante A gira alrededor de su vértice fijo 
A ; sus lados cortan á una recta fija PQ en dos puntos By C. 
Hallar la envolvente del círculo circunscrito al triángulo ABC.

Solución-. Sea a la perpendicular del punto A sobre PQ. Si 
consideramos esta perpendicular como eje de las x , el origen 
en A y el eje de las y paralelo á PQ, la ecuación de la envol
vente es

(-’+^’) \ x

Está formada por un punto y una circunferencia.
Por cada punto P de una curva se trazan paralelas á los ejes 

de coordenadas, y se unen por una recta los puntos en que es
tas paralelas cortan á los ejes. Hallar la envolvente de esta 
recta.

Solución: Sean (a, p) las coordenadas del punto P y /(« , P) 
= 0 la ecuación de la curva. La ecuación de la envolvente re
sulta de la eliminación de a y p entre las ecuaciones.

—+ ^ = 1 — /(a,S) = o

Si se toman sucesivamente por /‘(a,p) = 0 una recta 
a 3---- }- .L = 1 j una parábola P® = 2pv. y una hipérbola ap = c^ : 4 , 

se hallará

”2’2
y'^=-^3px, xy=-~~.

a
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Cuestiones que dependen de un orden infinitesimal
superior al primero

§ 1. ® LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA

15, DEFINICIÓN—Se llama longitud de un arco de curva al 
límite del perímetro de un polígono inscrito en este arco, cu
yos lados decrecen indefinidamente, mientras que su número 
aumenta indefinidamente.

Para que esta definición, que permite comparar una recta con 
una curva sea aceptable, es necesario demostrar que la longitud 
límite del polígono inscrito existe, y que no depende de la ley 
según la que sus lados tienden hacia cero.

Sean ■^o)5'oy X, Y las coordenadas extremas del arco de 
curva; y tomemos, entre los .extremos, n—1 puntos de división 
(•^1 j yi)........ (.r»—1, y„_j). Uniendo dichos puntos, se ob
tendrá un polígono, y la longitud de sus lados estará expresa
da por

V(-^¿+i-^iP+ür-H^^3^ 'ó- ÿà+ Ay¿2.

La longitud del perímetro será

^S^ VÁ^2ZpÁ3v (5 2A.ri Vi_[./^y .(1)

Supondremos ~ = y' creciente de y . hasta Y'.

Sea/(x) la ordenada del punto correspondiente á la abscisa 
.r. Se tendrá, llamando ú á un número comprendido entre Oj’ 1,
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y por consiguiente S = Là 47» Vi + [/'(•^» + '0 ^ -^i^l •

Pero si sobre la ordenada correspondiente á la abscisa Xi se 
toma una longitud igual á Vi + [/'Gfí) ]^ el lugar de los ex
tremos de las rectas así obtenidas será cierta curva GH expre
sada por la ecuación

= Vi+[/’ (^)]’ ; . (3)

OA P P' B

Fig 8?

y la expresión (2) de s será la expresión de 
cierta área, comprendida entre la suma 
de las áreas de los rectángulos de base Ajp , 
inscritos y circunscritos á la curva (3). Pero 
las sumas de los rectángulos inscritos y cir
cunscritos tienen un mismo límite, que es el 

“área comprendida entre el eje de las x, las 
ordenadas y^, Y y la curva (3), puesto que 

la diferencia de las mismas es igual á SAjrA^', 
es decir, menor que LM^i;»;, expresando M el máximo de Ay 
que tiende hacia cero, ó que M ^X — ¿r), que tiende tambien ha
cia cero; luego la expresión (2) de s tiene un límite finito. El 
teorema será tambien cierto cuando y' sea decreciente ó alter
nativamente creciente ó decreciente, siempre que estas alter
nativas no sean en número infinito.

Podemos ahora enunciar el siguiente:
Teorema.—La diferencial ds de la longitud del arco de una 

curva cuyas abscisa y ordenada son x e’ y, esleí dada for la 
fórmula

ds = \/l-\-y'^ dx ó ds = v^-^^ +

En efecto, hallándose representada la longitud s de un arco, 
á partir de un origen 0 , por el área de la curva cuya ecua
ción es

si se da á la abscisa x el incremento dx, el área de la curva
5
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toma un incremento comprendido entre dos rectángulos de la 
misma base dx y cuyas alturas son y, y 7] + A 71 . Se puede pues 
tomar por incremento del área r, dx_, que será tambien su dife
rencial, y que es también la dei arcos; luego

ds^-í^dx ó ds = ^Í -(-y'2 ^j^.

16. Diferencial de un arco 
LARES.

Sea CM = s y MM' = Ás el 
triángulo M'MI, se tiene MMl

DE CURVA EN COORDENADAS PO- 

incremento de este arco. En el

Fig. 9.®

MM' sen MIM'.
arc MM' A.? ' sen MMI*

y, pasando al límite

, do 1
ds sen fx de donde ds =-------  

sen pi

luego ds ■— '^dr^-\-r- do^

deduciéndose también, en virtud delas fórmulas obtenidas (p. 48).
do dr

sen[x = r-3—, cosy. = ^— ds ds

Se obtiene el mismo resultado por un cambio de coordena
das. Así, haciendo x == r. eos 0 é y = r sen 6, será 

ds = ‘^dx'^ 4- dy'^

= y/^dr eos 0 — rd 0 sen 0)- + (dr sen ^ + rd 0 cos 0)’‘
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ó fiinalmente ds = Ÿrfr®+ r-^ d^^

17. Concavidad y convexidad. — Se dice que una curva es 
cóncava con respecto á una recta dada, en uno de sus puntos, 
cuando á partir de este punto, sus ramas principian á estar 
comprendidas en el ángulo formado por la recta dada y la tan
gente á la curva en el punto que se considera. Cuando, por el 
contrario, las dos ramas comienzan por hallarse fuera de este 
ángulo, se dice que la curva es convexa en este punto con res
pecto á la recta.

Si se toma la recta por eje de las .r, en el caso de la conca
vidad, la ordenada de la curva debe ser menor que la de la tan
gente en el punto considerado; y lo contrario se verificará en 
el caso de la convexidad.

Teorema. — Una curva será cóncava ó convexa en un 
punto, segiín que la derivada segunda, en dicho punto,sea ne
gativa ó positiva.

En efecto en el punto, M (x',y'), tenemos que

dx dx^ 2!.

y P'L = y + /í-^ 
dx

son las ordenadas de la curva y de la 
tangente en los puntos correspondientes 
á la abscisa ¿r-j- h ; luego

M'L = M'L' - P'L = ■, ----- + R • dx^ 21

El signo de la diferencia de ordenadas depende del signo 
de 1^ . De manera que si ^ > 0, las ordenadas de la curva 

dx- dx- 

serán mayores que las de la tangente; y si < 0 , serán 

menores las de aquélla que las de ésta.
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0&scri7flcz'J;í.—Puede suceder que -^~ se anula cambiando de 

signo; de manera que Ia curva de cóncava pasará á ser con
vexa ó inversamente, hallándose la curva á distinto lado de la 
tangente. Entonces se dice que el punto M es un punto de ¿n- 
^exión.

§ 2. ° Diferencial de una área de curva plana

18. Diferencial de un sector. — Ya se ha visto (tomoii, 
pág. 37) que designándose por u el área ACMP, se tiene

Azz ^5' A.r, ^^^ <C (j’ 4- A^') Ax

Pasando al límite du
dx ó du = ydx .

Y cuando los ejes de coordenadas forman entre sí un ángulo 0,

du =ydx sen 0

Representamos por u un sector POM, comprendido entre dos 
radios vectores OP y OM. Sea MOxM' = ^u. Tomemos el arco 
MM' bastante pequeño para que, desde M hasta MM' los radios 
vectores sean constantemente crecientes ó decendientes, para 
fijar las ideas, por ejemplo, crecientes (fig. 2.^)

Describamos desde el punto M como centro, los arcos de 
círculo MIy M'K terminados en los radios vectores OM = r y 
0M' = r'. Se tendrá

0MI < Azz < OM'K ,

y por ser 0MI AO y OM'K' = — r'AO ,
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Pero en el límite /' se hace igual á r ; luego tendremos que

du J---- = — r
do 2

du = ~ r’^ do.ó

Este cálculo conduce á una consecuencia útil. Se ha obtenido

xdy — ydx 
ig OM r = yxdy-^ydx

, xdy — ydx
Se tendrá pues, que -,—y- xdx-^-ydy

tg OMT = r . dr

r'^dO
rdr

Pero por ser x- 4* 5' ‘ — ^' se tiene xdx-\-ydy = rdr;

luego xdy — ydx~ r^do
Además ^ r^ dO es la diferencial del sector LOM ; luego esta 

diferencial es también igual á -^ (xdy —ydx) .

También se deduce este resultado de

X = ,J, 0, pues = r« cos’* etc. 
X ft’*' ¿v2 cos9

Ejemplos.—!.® Sea y = 2px 

la ecuación de una parábola referida á su eje y á la tangente 
en el vértice.

Representando por u el área OMP , se tiene

dií = ydx =\2p x dx = \‘¿p x ^ dx.

Pero
3— 2

x 2 dx =-^d .

luego

2 __
du = — '\l2p dx 

0

3
2 = d
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Y pasando de las diferenciales á las integrales, será

Pero íí = 0 , cuando ;r = 0 ; luego C = 0

2 /2 
y finalmente u = -^\/2px. x —~xy

2? Sea xy = m^ la ecuación de una hipérbola referida á
sus asíntotas.

Llamando u al área del segmento 
ACMP, se tendrá:

du=y sen 6 dx = m- sen 0

= m^ sen 0 d. log .r ;

luego ü y m^ sen 0. log x solo pueden
diferir en una constante, y será

u = in^ sen 6. log .r + C

Además, haciendo x = .0A = m , se tendrá

u = () ó 0 = ^2 sen O.log w + C;

luego el valor de la constante será C =— m- sen 0. log m

Por consiguiente

Si se tuviese m = 1 y 0 = 90®, la hipérbola sería equilátera, y 
se tendría n = Ix ^ es decir, que las áreas consideradas serían 
los logaritmos neperianos de las abscisas correspondientes.

§ 3.® Contactos de diversos órdenes, curvas osculatrices.

19. Ordenes de contacto.-- Dadas dos curvas que tienen
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un punto común M, si una secante común NN' las encuentra en 
los puntos N y N', próximos al punto M';pero formando con las 
tangentes en M y M' ángulos finitos, las distancias MN, MN' y 
NN' serán, en general, de igual orden, porque los ángulos del 
triángulo MNN' serán finitos, y sus senos también, de igual 
modo que sus razones MN : MN' : NN',

Pero si el ángulo NMN' es infinitamente pequeño, ó lo que es 
igual, si las curvas son tangentes en M, los ángulos N y N' son 
todavía finitos y MN' son de igual orden, siendo NN' de orden 
superior, porque se tiene (fig. 13).

MN _ MN' NN' . 
sen N' sen N sen M ’

y siendo N y N' finitos y M infinitamente pe- 
Fig. 13 queño, es preciso que NN' sea de orden su

perior.
El orden de NN' es independiente de la orientación de la se

cante; porque si se considera otra secante NN", en el triángulo 
NN'N" la relación de NN' á NN" es la de los senos de los ángu
los opuestos que, por hipótesis permanecen finitos.

Diremos pués que: Dos curvas que tienen un punto M co
mún, tienen en estepunto íin contacto de orden n, cuando el 
segmento de la secante, trasuda en la proximidad de M, inter
ceptado entre las dos Cíirvas, es de orden n + 1 , sítponiéndose 
que la posición limite de la secante no es la de una tangente en 
M d una de las curvas, y reciprocamente: si se puede hallar en 
dos curvas que tienen tin punto común M dos puntos N y N, 
inpnitamente próximos tales, qiíe su distancia NN, sea de 
orden n-J- 1, con relación d MN,las dos curvas tendrán un con
tacto de orden n.

Por ejemplo, la distancia de un punto M' á la tangente en
M N P T el P^í^lo M infinitamente próximo, esinfinita- 

| mente pequeño de 2.° orden, si se toma como 
infinitamente pequeño principal la distancia 

\ de los dos puntos de la curva, como se vé por 
Fig. 14 la relación.

M' P = MM' sen M'MP

MCD 2022-L5



72 LIBRO I? — CAPÍTULO II

Para obtener las condiciones de contacto de orden /í, consi
deremos las ordenadas j'é 3/, que corresponden d la misma abs-

Flg. 15
o r Q *

Cisa en las dos curvas. En el punto M se 
tiene > = 3^1. Suponiento que el eje de 
las 3/ no es paralelo á la tangente en M , 
podremos considerar una secante parale
la á dicho eje, trazada en la proximidad 
de M, la cual cortará á las curvas en 
puntos cuyas coordenadas son

(x-HA.r,3^ + ^y) y (x + Ax, 3\ -1- ^y^).

La magnitud de esta secante será Úy — ày^ ; y para que haya 
un contacto de orden w , será preciso que ^y — áy¡ sea de or
den n. Pero (t 1., 79, observación).

^y = ây -\- ~(i'‘y +..... -|—trf«3, + 
7«!

Ay, = rfy, + ^ d^y, +.....  + ^rf-y, + .... ;

luego
^y - ^y, = iiy-dy,-^^ (ay - í/^yJ +.....  -1-

y para que ^y — ^y^ sea de orden n + 1, es necesario que

dy = dy^, dy — dy^, ^dy = dy^ ; luego

Teorema l.—Para que dos curvas tengan en un punió M un 
contacto de orden n, es necesario y su^ctente que en dicho pun
to las diferenciales y derivadas de sus diversos órdenes hasta 
el nsimo , sean iguales.

Para expresar que dos curvas cuyas ecuaciones son

/ (X, 3/) = 0 , F (’^» j) = 0 (D
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tienen un contacto de orden n , bastará escribir que son iguales 
los valores de y, y', y",..... , y^ sacados de las ecuaciones pro
puestas y de sus derivadas

x+yr.0
Sy

3F = 0,

^ + 2y-^ï- 
ó.r<)y Sy

S^F . , íi^F---- : 4- 2^ -------3x- í>.rSy áy^ ay = 0,

es decir: para que las curvas (1) tengan un contacto de orden 
n en (x , y), es necesario que en este punto las derivadas de 
Ay F sean proporcionales hasta el orden n , inclusive.

Regla.—Para expresar qué dos curvas tienen un contacto de 
orden n , se diferenciará la ecuación de una de estas curvas, 
y se supondrá que las diferenciales que figuran en el resultado 
se sacan de la ecuación de la otra curva.

Ejemplo.—Sea expresar que la elipse

x = a eos t, y = b sen t

tiene un contacto de primer orden con la recta

y t= mx + n .

Se escribirá desde luego b sen t = ma eos t + n , 

expresando que las dos líneas se encuentran. Diferenciando en
seguida, se tendrá

b eos t =— ma sen t.

Las dos curvas tendrán pues, la misma dx y dy. Por tanto, 
serán tangentes.

Esto se reduce á diferenciar y = mx -t- n , después de haber 
sustituido A7éy por sus valores sacados de la ecuación de la 
elipse.

MCD 2022-L5



74 LIBRO 1.0 — CAPÍTULO II
Teorema II.—SZ dos curvas variables

y = -^(cc')

se cortan en n-j- l puntos Que llegan d con/undirse en uno 
solo M, tienen en este punto un contacto de orden n.

En efecto, llamando .r, > las coordenadas de M, las abscisas 
de los puntos de intersección que se confunden en el límite con 
M, se pueden representar por .r + h^ , ;u + /í¿....... .. .r + hn + i ;
y entonces la diferencia ^Íx —Zz) — J; (x + h) de las dos orde
nadas de las dos curvas correspondientes á la abscisa x--|-/z, 
se anula para h = h^ , h^......... , hn + i ; por consigaiiente, pode
mos escribir (t. i, 26, cor 2 ®):

o (x -j- h} — | (x + ^) =

= (A - 7ï,) {h — h^}{h~hn + i)

^« + 1 (^ _p H) — 4/« +1 (x + H)
1. 2. 3(?z - 1)

expresando H una media entre h, h^, ....... hn-¡r i .
Si se hace tender Ai , h^, . .. hn + i hacia cero, esta fórmula 

se reduced
cp (.;r 4- x) — h)

^kn-}-í í-" ~^ ' <^+ H) - '^ +4 (x + H)
1. 2. 3{n + 1)

que es de orden n + 1 cuando h es infinitamente pequeño prin
cipal. Las curvas ? y '| tienen pues un contacto de orden n, 
cuando los n + 1 puntos considerados se confunden en uno.

Si n es par, será n ^ 1 impar, y entonces A«4-i , y por consi- 
j ^^ guiente QN — QN' cambiará de signo con h, 

^^ curva que á la izquierda del punto de con- 
y tacto estaba debajo á la derecha, estará encima;

de manera que se atraviesan las dos curvas.
Si n es impar n -}- 1 será par; y haciendo h 

o PQ 55- suficientemente pequeño, QN— QN' no cambia-
Fig. 10 rá de signo; las curvas no se atraviesan:
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Luego: Cuando dos curvas tienen entre sí un contacto de 
orden impar, la una de ellas comprende d la otra', y dos curvas 
se atraviesan mutuamente en el punto de contacto, cuando 
tienen un contacto de orden par.

Definición. - Cuando, atendido al número de parámetros va
riables, dos curvas tienen en un punto el contacto de orden más 
elevado posible, se dice que son osculatrices.

Cuando para ciertos puntos una curva tiene un contacto más 
elevado que en otros puntos se dice que hay sobreosculación.

Por ejemplo, el círculo, que por depender de tres constantes, 
tiene un contacto superior ú osculación de segundo orden, pue
de tener un contacto de tercer orden con una elipse en los vér
tices de ésta, donde es sobreosculador.

20, Recta osculatriz. —Propongámonos determinar los 
coeficientes de la ecuación de la recta

y = ax -}- b , (D

para que sea osculatriz de una curva dada.
La ordenada de la recta y de la curva deben ser una sola 

para un mismo valor de x , así como sus derivadas primeras. 
Pero diferenciando, se obtiene.

dy — a dx , (2)

debiendo verificarse simultáneamente las ecuaciones (1) y(2), 
cuando ála y de la recta se haya sustituido la de la curva. Su
poniendo que se haga esta sustitución, tendremos

dy 
d x

b y — X . dx
La ecuación de la recta osculatriz será

Y = X -T— + ,dx dx 

siendo X é Y las coordenadas generales. Esta ecuación es la 
de la tangente, como era de esperar.

Busquemos para qué puntos hay sobreosculación. Diferen
ciando nuevamente, resulta

^■^^ = 0. (3)
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La eliminación de a y ô entre las ecuaciones (1), (2) y (3) con

ducirá à la relación que debe existir entre Jr é y para que haya 
sobreosculación. El resultado de esta eliminación es la misma 
ecuación (3).

Así, en los puntos en que la tang-ente pasa à ser sobreoscula- 
triz, se tiene d^^y. Estos puntos se llaman puntos de ¿nplextón.

De otro modo. Si tomamos la tangente en el punto de infle
xión por eje de las a; y la normal por eje de las y , la ecuación 
de la curva será de la forma

J = ?(^)*

ó por la fórmula de Mac-Laurin

y = a -1- ¿a; +,fa;^ + dx^ +

Para a; = 0 , se tiene y = 0 , en virtud del sistema de coorde
nados adoptado; luego a = 0 para a; = 0. Ademas-^ es cero 

dx
por la misma razón; luego & =«0; y por ser el contacto de se
gundo orden, la distancia de un punto á la tangente, en la 
proximidad del origen, debe ser de tercer orden; luego el tér
mino de a;5 debe desaparecer, y tendremos

y = dx^ 4- ex'^ +..... ;

y cambia de signo con a; para valores muy pequeños de x ; 
luego el eje de las x corta y es tangente á la curva en el punto 
de inflexión.

En ciertas curvas existen puntos en que la tangente tiene un 
contacto de 3.°, de 4.°, este orden. Si hay contacto de tercer or
den, la tangente no corta á la curva. El punto de inflexión exis
te; pero no es aparente. La ecuación de la curva es entonces de 
la forma

y = ex^ 4" fe^ + .....

5
EJEMPLO.—La curva y = íz-4a; « para x = 0 , y = ¿z tiene 

un punto de inflexión para el que -^ — 0 , —— — co 
dx-
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21. Hessianna.—Sea la ecuación, de la curva bajo la forma 

homogénea
/(•^t >,-3^) = 0 . (1)

Designemos para abreviar, por

Zí íZa 1 /3 > Zli jZiá » ..... Zi3) Á21 Zâ3J Z33 
las derivadas

Los puntos de inflexión se obtienen escribiendo d'^y =0.
Por consiguiente, diferenciando (1) dos veces, escribiremos 

el término en d'^y que es nulo, y tendremos:

f,dx-i-/^dy = Q,

f^^ dx^ + 2/,2 dxdx +/23 dy^^Q-,

y eliminando x éy, resulta:

/,,/? + 2A/,/, + Ai/r = o. (2)

Esta ecuación, juntamente con la (1), determinará los puntos 
de inflexión.

Sin embargo, la ecuación (1) puede verificarse sin que exista 
punto de inflexión, siZi =QyÁ = 0; pero entonces dicha ecua
ción determina ciertos puntos singulares de que se tratará más 
adelante.

La ecuación (2) puede escribirse bajo la forma

Zu Z. Z,
A. Z = 0 (3)

Zi Z 0

Si m es el grado de /, tendremos

D/, =/,,^+Z=,3'+Z3^. j

0 = m/=/,.v -^f^y )
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Multipliquemos la primera columna de (3) por — ;r , la segun

da por —y,y la tercera por {m — 1). Sumemos enseguida con 
estos productos las sumas de los anteriores, respectivamente; 
y resultará

Al A. As
A. As = 0

A A -yA

y en virtud de la tercera de las ecuaciones (4), se obtiene :

Ai A. As
Ai Aáá Ass
A. Asa Ass

(5)

ecuación que juntamente con la (1) determina los puntos de in
flexión.

Si/es algebráica de grado m , la ecuación (5) representará 
una curva de grado 3 (m — 2) que se llama la Hessianna de 
/=0, de manera que el número / de lospuntos de inflexión es

/ = 3m {m ~ 2).

22. CÍRCULO oscuLADOR. — Pucsto que la ecuación general 
del círculo contiene tres constantes arbitrarias, el círculo oscu- 
lador será el que tenga con la curva un contacto de segundo 
Orden. Sean i y 7¡ las coordenadas del centro y p el radio; pode
mos escribir bajo la forma

(a: - C^ + (y' - vir - P’ d)
la ecuación del círculo desconocido. Derivando dos veces, se 
obtienen inmediatamente las ecuaciones

■^-?+(y-''i) -^ = 0. (2)
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Las tres ecuaciones (1), (2) y (3) determinan el radio y el cen
tro del círculo osculador.

Pero se deben verificar las ecuaciones de condición

dx dx' dx'^ dx'^

Por consiguiente, sustituyendo en las ecuaciones (1), (2) y (3) 
los valores de la ordenada y sus dos derivadas, deducidos de la 
ecuación de la curva dada, se tendrá para determinar ^, vj y ? 
el sistema de ecuaciones

(:r — e)" + (y —-q)\= í>\ (4)

(x —') + (y —ï])-” = 0 , (5)

siendo x é y las coordenadas del punto de contacto. 
De estas ecuaciones resulta sucesivamente que

1+^ 
dx'^ 

= 1^ .

dx'^
d-y 
dx^

dx'^ dx'^

Siendo el numerador de esta expresión positivo, será preciso
d'^y 

tomar el signo + ó — según que ^^ sea positivo ó negativo,

para obtener el valor absoluto de o.

La ecuación (6) manifiesta — y y son siempre de igual

signo; de manera que el centro del círculo osculador se halla 
siempre al lado de la concavidad de la curva.
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1 or tener la curva y el círculo osculador 1a misma tangente, 

el centro del círculo osculador estará en la normal á la curva 
en el punto (x, y), lo que también resulta de la ecuación (5) que 
puede escribirse bajo la forma

^ — ? dx

que indica la perpendicularidad de la recta que une el punto 
de contacto y el centro del círculo osculador con la tangente, en 
el punto de contacto.

El círculo osculador tiene con la curva un contacto de se
gundo orden; luego es de orden par.

Por consiguiente, atraviesa á la curva, excepto en ciertos 
puntos particulares cuyo orden de contacto es superior. En este 
caso, si el contacto es de orden impar, la curva y la tangente* 
se hallarán al mismo lado de la tangente común.

Ejemplo.—Sea la ecuación

y'^^2px + qx^ ti)

que representa una cónica referida á uno de 
sus ejes y á la tangente en el vértice izquier
do. Tenemos

dx y

y eliminando , 
dx

y en virtud de la.ecuación (1), se tiene Él ---- IL 
dx- y

Sustituyendo en la fórmula del radio o, se tiene
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El numerador es el cubo de la normal MN, pues

MN* = «’=y+yg, „ = j,Vn-g;

luego y

Así: En todo punto de una córnea, el radio del círculo osen- 
lador es igual al cubo de la normal dividido por el cuadrado 
del semi-parámetro. .

23. Parábolas osculatrices.—Se designan con el nombre 
de parábolas de orden n las curvas comprendidas en la ecua
ción

exp- +..... + px,^

que contiene « 4-1 parámetros arbitrarios a , d ,..... ,p.
Esta curva puede tener un contacto de orden n con otra cur

va y = /{x} en un punto dado, pudiéndose determinar los pa
rámetros de un modo muy sencillo.

Desarrollemos 3^, = ^ (at-J- h} según la fórmula de Taylor, ob
servando que las derivadas de orden superior á n son nulas, y 
tendremos

A (X + M (X) + hf' (X) +.....+ (X) ;

pero las ecuaciones de osculación

/(^i^^ÁM, , /"(A:) =/,«(^)

dan los valores de f^ (x), f'^ (at) ,..... por medio de los de la 
curva dada fix') , f {x}\ y sustituyendo h por X — A?, ten
dremos

3,,=/'W + (X-x)/'(^) +.......+ ‘^~^*‘/’(X). 

que es la ecuación de la parábola osculatriz á la curva y—fÇx).
6
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§ 4? Curvatura de las curvas planas

24. DEFINICIONES.—La curvatura de un arco convexo es el 
ángulo que formán entre sí las direcciones del primero y último 
elementos del mismo, es decir, el ángulo de las tangentes ex
tremas. Expresa la cantidad en que la curva se ha desviado 
sucesivamente de la recta en la extensión del arco. Si este án
gulo variase proporcionalmente al arco, se tendría la curvatu
ra, por la unidad de longitud, dividiendo la de un arco cual
quiera por la longitud del arco.

Pero si en una curva cualquiera, se divide dicho ángulo por 
la longitud del arco correspondiente, se tendrá tan solo su cur
vatura media, referida á la unidad de longitud, es decir; la de 
un arco igual á la unidad, en el caso de la proporcionalidad.

Siendo en la circunferencia de círculo, proporcional el ángulo 
de las tangentes extremas á la longitud del arco, la curvatura 
de un arco cualquiera, se obtendrá multiplicando la de un arco 
igual á la unidad por la longitud de este arco.

Esto sentado, si á partir de un punto cualquiera de una cur- 
va, se toma un arco arbitrario, su curvatura media variará á 
medida que este arco disminuya indefinidamente, y tenderá ha
cia un límite que se llama la curvatura de la Ituea en el punto 
que se considera. Este límite es la curvatura de un arco infini
tamente pequeño referida á la unidad de longitud.

Si consideramos en una curva cualquiera un arco infinita
mente pequeño, el producto de la curvatura, en uno de sus ex
tremos, por la longitud de éste, será la curvatura en menos 
de una cantidad infinitamente pequeña de orden superior, 
puesto que la relación de la curvatura del arco á ésta difiere en 
una cantidad infinitamente pequeña del límite que hemos lla
mado curvatura en un punto; y al hallar la curvatura de un 
arco finito de una curva cualquiera, se procederá como si se 
tratase de una circunferencia, siempre que se divida dicho arco 
en partes infinitamente pequeñas, y se tome, para cada una de 
ellas, por curvatura de la unidad de longitud, la curvatura en 
uno cualquiera de sus puntos.

Teniendo la circunferencia una curvatura constante, es natu
ral tomarla como término de comparación y dar á conocer la 
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curvatura de una línea en uno de sus puntos, dándose el radio 
de un círculo cuya curvatura es la misma que la de la línea. 
Dicho círculo se llama círculo de curvatiira y su radio, radío 
de curvatura.

La curvatura en una circunferencia es tanto mayor cuanto 
más pequeño es su radio, y se expresará por — la medida de

su curvatura.
Sean MT y M'T' las dos tangentes extremas 

en una circunferencia de radio R y w su ángulo.

1 o
Se tendrá arc MM' = Rw, -=r =-----R arc MM

Si ahora consideramos una curva cualquiera 
EMM'F , y haciendo CM = s, MM' = As,

FJr 18

T = Z MT.r, V «ZMTx,

Fig. 19

la curvatura en el punto M estará expresa* 
da por la relación

ár d T 1 d>3 ds---  = ---- — = ----- o 0=----
Ás ds ds dx

designando por p el radio de curvatura del círculo que tiene la 
misma curvatura que la curva considerada en el punto M.

Se llama ángulo de contingencia al ángulo dx formado por 
las tangentes en los extremos de un arco infinitamente pequeño 
siendo t el ángulo que forma con el eje de las x la tangente 
trazada á la curva en el punto (A?, y) ; y podemos decir que : la 
curvatura de una curva en íw punto es igual al ángulo de 
contingencia dividido por la diferencial del arco.
25. Teorema.—£■/ radio de curvatura es igtial al radio del 

círculo osculador.
En efecto

ds = dx \\/ l d (are tg =-------—,dx / dy^ 
dx‘^
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26. Radio de curvatura en coordenadas polares,—Sea 
¡j. el ángulo que la tangente en M forma con el radio vector y 0 
el ángulo que éste forma con el eje de las jr, Tendremos que

tg í^=; pero !x = T-0 ; luego cot(T-6) = y —

Diferenciando esta fórmula, resulta

d^ — dx , f Ï 

sen 2{t — 0) \ r

pero la ecuación (1) da sen ^(t — 0) =

luego

Fig. 20
1 +

1 í/r y 
r d^i )

Además, tenemos que '^dr‘^ -}- r-df}-

ds 

dxy dividiendo por (2) : P =

27« Transformaciones. — 1.^ Cuando ¿v é y se hallan ex-
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presadas en función de otra variable independiente sea cual
quiera, no designada, tendremos la expresión

dy dx — d'^xdy '

2/ Si tomamos el arco por variable independiente, redu
ciéndose la última fórmula á la siguiente

1 _ (d'ydx - d-xdyy ,

„ , l (d^dx—d-xdyy 
en virtud de ds"^ = dx- + dy^, resulta   

Pero tenemos idénticamente:

{^d-ydx — d'^xdyy = (d'^x^ + í^V) (rf-r’+^y) — {dxd^v-^-dyd-yy 

que se reduce, teniendo presente que, d x d-x 4- dy d'-y =0 

(d^ydx — d'^xdyy = {d-x- + d-y-^ds^]

y de la fórmula (!) resulta

Las coordenadas ? y 71 del centro de curvatura pueden escri
birse así:

dx 
ds

, dx^ dy 
Las derivadas -7-: y — ds'‘ ds-

pueden expresarse en función de R.

Para ello combinaremos la ecuación (3) con

d'^x dx dy dy 
ds'^ ds ‘ ds^ ds

que se obtiene diferenciando

r, = y 4- R
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d'^x 1 dy d^v
Se obtiene entonces ^ = ^ -^ . ;^

1 dx
R ’

y siendo & el ángulo que forma la tangente con el eje de las .r,

d'X - ',- n ?

28. Teoremas respecto Á ordenes INFINITESIMALES.—1.° La 
diferencia entre un arco infmtamente pequeño y su cuerda es 
del mismo orden que el cubo del arco. En efecto, hallándose 
comprendido el arco entre la cuerda y la suma de las tangentes 
extremas, difiere de la una ó la otra menos que éstas difieren 
entre sí. Pero los ángulos de las tangentes con la cuerda son 
menores que los de las tangentes entre sí, que son del mismo or
den infinitesimal que el arco.

Tenemos pues un triángulo con un lado infinitamente peque
ño y los ángulos adyacentes del mismo orden que aquél, por lo 
menos; luego (t. i, 11./) la diferencia entre dicho lado y la suma 
de los otros dos, es por lo menos del mismo orden que el cubo del 
lado, y con más razón la diferencia entre el arco y la cuerda.

29. Teorema.—£« diferencia entre un arco infnitamente 
pequeño y la tangente trabada por uno de sus extremos y ter
minada en la ordenada trasuda por el otro extremo, es del or
den del cuadrado del arco.

Sean el arco MM' y MT su tangente terminada 
en la ordenada P'M'. Desde luego vemos que el 
segmento M'T es de segundo orden, porque

M'T 
MM'’

sen M. 
sen T

de donde M'T= MM' sen M 
sen T

Fig. 21 Pero el ángulo M es por lo menos del mismo 
orden que el arco ó la cuerda MM' y T es finito; lue

go: el segmento M'T de una secante cualquiera que forma un 
ángulo fnito con la tangente, es del orden del cuadrado de
MM', ó del arco propuesto.

Si ahora bajamos la perpendicular M'I á MT , MI diferirá de 
la hipotenusa MM' en un infinitamente pequeño del orden del 
cubo de MM' por lo menos (t. i, 11 c). Además IT es del orden 
del cuadrado de MM' porque IT = M'T eos T.
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Y siendo IT la diferencia de MT y MI, es la diferencia entre MT 
y el arco MM', despreciando un infinitamente pequeño del cubo 
de MM'; luego esta diferencia es del orden del cuadrado del 
arco.
30. Teorema.—La distancia de un punto de una curva d la 

tangente en un punto in^nitamente próximo es igual, salvo 
términos de tercer orden, al cuadrado del arco dividido por el 
doble del radio de curvatura. 

En efecto, siendo la ecuación de la tangente 

la distancia p del punto (a; -(- àa;, y + Ay) á esta tangente es 

dx — dy dx — t^xdy 
p = +    — = +    

yJdx--{-dy^- ^^ 
pero

luego, despreciando los términos de tercer orden,

1 •.2{dxd'-y — d^dx) id-ydx — d'^xdy „

y, en fin.
ds'^

Ejemplo.—Sea la parábola y= -;^

1
Tenemos y' = — y y" = i 

P P

La normal N es N = y ^1 + y"-^

Plg. 21 bis
3

P^
R

= W^r + •
Cambiando y en y + ^ la ecuación propuesta será

y = x- + P-
2p
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La expresión de R no cambia, pero la de N se reduce à 

Gr2+/>®)3:2 y se tendrá R = 2N .

Así, en la parábola, el radio de curvatura es doble de la nor
mal, contada entre el punto de contacte y la directriz.

§ 5.® EvOLUTAS y EVOLVENTES.

31. DEFINICIÓN.-Las coordenadas $y vi del centro de cur
vatura correspondiente al punto M de la curva CM están de
terminadas por las ecuaciones

•■^-$ + 0-1)-^ = 0,

Los centros de curvatura K , Ki , 
forman una nueva curva FF' que 
se llama la evoluta de la curva CM, 

y esta se llama la evolvente de FF'
32. Teorema. —£■/ centro de curvatura es el limite del pun

to de intersección de dos normales infinitamente próximas.
En efecto, siendo MT y M N dos tangen

tes infinitamente próximas y C la inter
sección de las dos normales en M y M' 
los cuatro puntos M, N, M', C están en 
una circunferencia; y el límite de su diá
metro NC es el mismo que el de MC ó 
M'C.

El arco de círculo comprendido entre M 
y M' difiere de su cuerda, y por consi
guiente del arco MM', en una cantidad infinitamente pequeña 
con respecto al mismo; luego se le podrá sustituir por éste, sin 
que resulte error en los límites de las relaciones.

Pero el ángulo inscrito MCM' es igual al arco de circunferen
cia interceptado, dividido por el diámetro y es igual á TNM';

luego TNM' _ 1 
arc MNM' “ NC ‘
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Sustituyendo el arco de circunferencia MNM' por el arco 
MM' de la curva, se tendrá, pasando á los límites:

TNM'_ 1 1.
MM' “ lim NC^lim MC ’

TNM'pero siendo lim ^j^^, la curvatura en M, es igual á la unidad 

dividida por el radio de curvatura.
Vemos por el teorema demostrado que; la evoluta de una 

curva, es la envolvente de sus normales, de lo que resulta in
mediatamente la primera propiedad característica de las evo
lutas, es decir, que:

Las normales d la evolvente son tangentes d la evohíta.
Este teorema se deduce inmediatamente de las ecuaciones 

d) y (2).
En efecto, tomando ¿r por variable independiente, si diferen-

ciamos (1), en la que y, , ? y son funciones de n;, se tendrá

dx-di + idy - rf,) (3- - T,) 4^ = 0,

y, en virtud de (2),

d ; 4- d 7) = 0 ódx
d-f\ _ dx 
dz dy '

33. Teorema.—Áa diferencia entre dos radios de curvatu
ra MK y M,Kj es igual al arco KiK de la evoluta, comprendido 
entre los dos centros de curvatura correspondientes (fig. 22)

En efecto, diferenciando la ecuación

p’=0’ + (y -

en la que y, ^, 7¡ y p con funciones de x, se tiene

P d o = (x — $j [dx — rf^) + (y — '<1) {dy — dr^)
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crfp = rf;r r.r~^ + {3' —rj ^1 — (x — l}á^ — (y~ti} dr^, 

que se reduce, en virtud de (1), d 

Zd^----- (X - 0 d ^ - (> - 71) d 7,

y dividiendo por off , y designando con s el arco FX , se tiene

H — y d‘fi
ds p dr.'

Pero el segundo miembro representa el coseno del ángulo que 
la recta MIC forma con la tangente á la evoluta en el punto X, 
y como este ángulo es nulo, su coseno es igual á la unidad, y 
se tiene do = ds .

De esta ecuación resulta p = s+ C é igualmente p = «^ -pC .
Si imaginamos parte de un hilo arrollado en FK, hallándose 

la otra parte del mismo tendida en la dirección de la tan
gente K, M, terminando en M,; si desarrollamos este hilo, te
niéndolo siempre tendido, su extremo describirá la envolvente, 
y cada uno de sus puntos describirá otra envolvente. De manera 
que á una evoluta corresponden infinitas evolventes.
34. Regla.—-Para obtener la evoluta de una curva, se el¿- 

minard xéy entre la ectiaclón de esta curva y las ecuaciones 
que se obtienen derivando dos veces la ecuación del circulo de 
curvatura ü osculador.

Ejemplos.Sea. la parábola y’ = 2/).r.— Hallar el radio del 
círculo osculador y la ecuación de la evoluta

dy p Tenemos .dx y

3
_ (ÍV^ + A^)2 

P’-
d^y _ P^
d^ 3^’

Para hallar la ecuación de la evoluta, sustituiremos los valo- 
j dy d^y res obtenidos de —y en 

dx dx^

- ? + (y - '^0 ^ = 0 , dy^ x f ,d^y A^+^^' dx^ ^’
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y tendremos

X-5+b-„)^ = 0. l + ÿ=(y-,)^=0.

Para eliminar xéy , deduciremos de la última ecuación

+ A" " ^ "1" "^^ ~ ^ de donde 
' y® y' y"

Sustituyendo en la primera el valor de vi, resultará,

^-ç+^+~=0,
P

de donde \ — p = 3x.

y=-pi-^^ .r^^tí—/í), y^^2px.

y'‘=P\, y” = (Sp^vp = [|-/J(?-p)] .

Transportando el eje de ordenadas paralelamente á sí mismo 
hasta el punto 0 tal, que sea AO =p , la ecuación se simplifi
ca, reduciéndose á la parábola semi-aíbica

Para obtener la ecuación de la evoluta, haciendo las mismas
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operaciones que en el problema anterior con los valores de

ây dy . dy d-y 
tendremos y dx dx- dx dx-

«^3/* + b'w^^y — a^b‘^(y — 7|) =- 0

y — -n = a^b^

_ ^^y‘̂ + b^ {^'b- a^y^)
a^b^ b^y

_ - &*) y" + b^
y ;

haciendo a- — b^= c-, resulta

y - ■'i =----------------ó* y +
c-y^

Permutando en esta ecuación x é y , a y b , lo que cambia c® 
en — c^, se tendrá

luego si se escribe, para abreviar, — = A , — = B , se tendrá

y ZaV 
b \B/a \A?

Sustituyendo estos valores en la ecuación de la elipse

curva simétrica respecto á los ejes.

Para 7¡ = 0, se tiene 5 —± A =+ — , 
a

lo que dá los puntos F y F'.
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De igual modo se obtendrán las intersecciones H y H' con el 
eje de las y.

Diferenciando dos veces la ecuación de la evoluta á la elipse, 
tendremos 

4 4 

3\A/ A« 3\B/ B’ '(3? B 

deduciéndose 
4 4

d\ \ A7 A- Vb/bA rf^z

VB/ B

Pero es de igual signo que el denominador, porque el 

numerador es positivo; luego la derivada segunda tiene el mis
mo signo que r,, y la curva vuelve su convexidad hacia el eje 
de las x.

Se tiene además

í/tj VA/ ®A

VB/ ^B

Esta derivada es nula para 7) = 0 é infinita para ; = 0; luego 
los ejes son tangentes á la evoluta en los puntos G y G' Hy H, 

Partiendo de las ecuaciones de la elipse

x = fl eos a , y = 6sen<p;

la ecuación de la normal será

by eos ?.— ax sen cf- + c2 sen cp-cos tp = 0 .

Diferenciándola y eliminado ^ entre esta ecuación y su deri-
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vada, multiplicándolas con este objeto, respectivamente por 
sen ^ycosif, hallaremos

ax =~ c^ sen , by = c'^ eos ^<^ ,

que conducirán á («x) 4-(djz)^ = c 

la cual escrita en forma racional será

(a^x^ + bY - e-'f + 27a^ô-2c ^;r’j« = 0

Ejemplo 3.®—Para la hipérbola, tendremos

(¿ír® + n^y)2 
a-^b^

Pero si partimos de las ecuaciones

?I “?

2

® --  IB
,e'—e

^•=^ ~2 -

llegaremos á

L 24
(aár)8 - (byf = í^

La evoluta de la hipérbola equi
látera es

Fig. 26
LLI, 

•^"8 — 5'^ = c^

(x^ — y ~ c^)3 _ 27 02^23,2 = 0

PROBLEMA.—4.® Callar la evolvente del circulo. — Con este 
objeto, busquemos el lugar de los puntos obtenidos tomando 
Pobre las tangentes al círculo longitudes iguales al arco corres
pondiente, á partir de un punto fijo.

Haremos pasar el eje de las x por el punto fijo, siendo el cen
tro del círculo el origen de coordenadas.

Llamando R al radio, Rw será el arco contado desde el punto 
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fijo, y las coordenadas del punto correspondiente de la evol
vente serán

¿r — R eos w-|~ sen tú, 5' = Rsen w — tú R eos w. (l)

La podar de la evolvente del círculo, con relación al centro, 
tiene un radio vector igual á Rw , y es por tanto, una espiral 
de Arquímedes.

Sumando las ecuaciones (1), después de haberlas elevado al 
cuadrado, y haciendo x® + y = ^\ se tendrá

y resulta la ecuación siguiente:

\fj^2__ 02 ______ A/r^__R’ 
/-C0S 6 = Reos -—ij^____ H \ r* — R’^ sen ^ 

§ 8. ® Problemas

1. Forma de la curva r<p = a respecto al polo. 
Solución: Es cóncava respecto al polo.
2. Hallar los puntos de inflexión y la tangente de inflexión 

de y = /(.r) = jc^ — Sx^ + 2^'.

Solución: Punto de inflexión jv = 1, y = Al) = 0 • 

tangente de inflexión iq =— (Ç — 1) ó 1 +v, — 1 = 0 . 

3. y:=jr3

Solución: Punto de inflexión .r = 0 , y = 0 . Tangente de in
flexión iq = 0.

4. xy^ — fl-(a — x) = 0 

SoZ«c. P (^ , |V3) . P(^,-|V3’).P{0,«)

5’ ^ = ;x+T-
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Solución: Puntos de inflexión 

pJO, 0), P J«V 3, |V 3 ), p.{ ~ «v^, -1V 3) 

tff «1 = 1 , tg «2 = tg «3 =~^

6. r =
eos ’f

Solución: P. de infl.:/' = 8 , ® = — y r = 8 , 5k

T ’

7. y = jv* — 6;r®

Solución: P. (1 , - 5), Pg (- 1, - 5).

Coefleientes angulares: tg ai =— 8 , tg a^ =4- 8

8. y = 2x5 — 6x^ + 5x

Solución: P de infl. (a: « 1 , y ss 1) , tg a =—1 .

9- y = ;r^(;i;’-5;r4-^')--|-x

Solución: x = 0,y = 0, 8' + 3z=0

■v=l,y-0. 7^-371-7 = 0

x = 2,y = Q, 8^ + 371 — 16 = 0

10. x®y — 4^ + 3y = o

Solución: ^ = 0 , y = 0 ; ;v = 3 ,y = 1 ; x =—3 , y

11- ¿T'' — x++ «+ = o

Solución: La curva es convexa para todos los puntos com
prendidos entre x =+ a y x =+ 00, y entre x = —« y x=— œ,
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y cóncava hácia abajo, entre x =— «, x =— œ, á; —0, ^ = a. 
Tiene un punto de inflexión (;v = 0,5' = 0) y una tangente de 
inflexión y = 0. ■

12. y = sen a;.

Solución: x=+ me, y = 0 ; tg de infl. 7) =+ ;

13. Rad. decur.de y = x^ — 3^®.+ 2x en (2,0).

Solución: y'= 2 , y'= 6 , ; =-^ , vj =-^ , P^-^Vó

14. Determinar el círculo osculadór de la hipérbola

xy — a- = Q

Solttción: 2.r , ’ 2y “ 2.x-y

15. Determinar el círculo osculador de la curva

Solución: = y (1 - 9Z^). tj =-^ ( + 1K‘)

f 2:8

16. Hallar el radio de curvatura de

¿¡m fjm 
3 

1 ^m—2 ym—2 /x^Tü — 2 f)‘2m—2^2 
Solución: R = + “6a» J

17. Hallar el radio de curvatura de la podar de la curva
22 2

473-j-y8 =«3 con relación al origen.

Solución: La ecuación de la podar es r = ^ sen 20 ; luego

7
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2 1 
a (8a — 3â;)2:r2 

3 (2« — jv)’^
4096 a’Ç + 1152«V + 277,’ = 0 .

2 2
20. ï «x + 3(xy')8, -/) «j^ + SiarTy)’ .

ç'^9{axy)^,.^ + ri^ U^+>®/. q = U3_3,3/,

21. p =----------- n ay

2»

2^£Í±Ü 5=r-a
2x

gfi’

æ

e
f,^ - 8fl^) 2
4a

x 71 ± (n® — 8fl^)*
V“^°^ 4a

^ = a log
•n + (71’ - 8a^)2 -,|2  4a^±2i(-£—8^2

4í3! 8(2

ÍC

22. Y, a

2» 
a

'’log
2a

71 (y - 4a-^)^

4a

y 

a

ai a 
4

i (VJÍ  4¿^2)2

1
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, « 4- (a- — 44~ « log ----—-^

24. Haciendo =U.
(1 -)- w/’^

se tiene p — nr , f> = ~ , p^ = nri (siendo p^ y r, las cantida- 

des correspondientes en la evoluta á las cantidades p y r de la 
curva)

^Z - ^'’'^ +?’ — 2pp, p¿’ = r- - p~

Para que la espiral logarítmica sea su evoluta, basta que el 
extremo de p, se halle en la curva.

Se debe pues, tener al mismo tiempo

r = ae r, — ae

Como además r = mri , la condición buscada se reduce á

(4¿ + 1)7:

2711 
m=e

(4*+ 1)7:

771 m ~ e
2

ó
Es necesario y suficiente que se pueda determinar un entero 

k que satisfaga á esta ecuación.
25. Se tiene

3r
'2a

3 (eos 20)2

'2a sen’O r, = ------------

3 (eos 20)2

Uí^ - -^ + r,4’ = t^-^^ (4« - 4-^=^ - 3^4
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Estudio cinemático de algunas curvas planas.

§ l.® Nociones cinemáticas

35. Definiciones.—La cínewátíca tiene por objeto el estu
dio del movimiento independiente de las fuerzas. La Geoinetr/a 
dnemiHíca tiene por objeto el estudio del movimiento indepen
dientemente de las fuerzas y del tiempo.

Emplearemos la palabra cornmíento (*)  para un movimiento, 
en el que no se considera la velocidad.

(") Traducción aunque no tan satisfactoria como tuera de desear de déplace
ment, que no tiene su correspondiente en castellano.

(**) Mannheim. Cours de Géométrie Descriptive, p. 159.

En Geometría se emplean las propiedades geométricas rela
tivas á los corrimientos de las figuras, como se emplean las di
ferenciales en Análisis. (**)

Las líneas descritas por los puntos, se llaman trayectorias.
36, Corrimiento finito de una figura en su plano. Da

das dosjiguras iguales en un plano tales, que se las pueda 
hacer coincidir por resbalamiento sobre el plano, se podrd 
obtener la coincidencia por una simple rotación.

Siendo iguales los cuadriláteros 
abcd y a'b'c'd', supondremos que 
cuando coinciden los lados ab y a'b 
también coinciden los cuadriláteros. 

Vamos á demostrar que existe 
en el plano de los dos cuadriláteros 
un punto alrededor del cual se pue
de hacer girar el cuadrilátero abcd 

para que coincida con el a'b'c'd'.
Unamos el punto a con el a' por una recta y tracemos la per

pendicular en el punto medio de la recta bb'. Estas dos perpen
diculares se encuentran en un punto o.
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Resulta de la construcción que ao = a'o y bo— b'o. Y se podrá 

hacer girar la figura alrededor de o de manera que ¿z coincida 
con a' y b con b', y por consiguiente los cuadriláteros.
37. Corrimiento infinitamente pequeño de una figura, 

CENTRO INSTANTÁNEO DE ROTACIÓN.—En un Corrimiento infiiii- 
tamente pequeño, el punto o se llama centro ¿nstanídneo de ro-. 
tací'ón. Las rectas tales como aa', bb', cc', ..... son tangentes á 
las líneas descritas por los puntos de la figura móvil, durante 
su corrimiento infinitamente pequeño. Las perpendiculares le
vantadas á estas rectas en los puntos de contacto, son norma
les á las trayectorias, luego:

Por un corrimiento in^m'tamente pequeño de una figura en 
un plano, las normales á las trayectorias de los puntos de di
cha Jigura pasan por el mismo punto, que es el centro instan- 
tdneo de rotación; y podemos por consiguiente decir, que: Para 
una posición cualquiera de una^gura plana que se mueve de 
una manera continua en su plana, las normales trabadas por 
los puntos de la figura á las trayectorias de estos puntos, pa
san por el centro insíantdneo de rotación.

Si por ejemplo la recta ab, de magnitud 
/ e^ invariable, se mueve de modo que el pun- 

to íí permanezca en su trayectoria (a) y 
" el punto b en su trayectoria (6), el centro 

instantáneo de rotación es el punto de in
tersección de las normales trazadas por a y b à las trayectorias 
(«) y (^)' La normal á la curva descrita por un punto m arras
trado por el movimiento de ab, es decir, ligado invariablemen
te á ab, es la recta mo, que une el punto m al centro instantá
neo de rotación.

Bajemos desde el punto o la perpendicular oe á la recta ab. 
Después de la rotación infinitamente pequeña alrededor de o, 
el punto e se mueve sobre ab y queda en esta recta después 
del corrimiento de ésta, es pués la intersección de ab con este 
segmento en su posición infinitamente próxima. Pertenece pués 
á la curva envolvente de ab.

Se determina pue's, el punto en que la recta ab es tangente d 
su envolvente, proyectando sobre esta recta el centro instantd- 
neo de rotación.

Aplicándose este razonamiento á una curva arrastrada al
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mismo tiempo que ab, se ve que: El punto en que esta curva es 
tangente á su envolvente, es el pie de la normal trazada d la 
misma por el centro instantáneo de rotación.
38. Corrimiento contínuo de una figura en su plano. — 

Hemos visto que el corrimiento infinitamente pequeño de una 
figura plana en su plano es una rotación infinitamente pequeña

^ alrededor del centro instantáneo de reta
il jM ción. Consideremos ahora el movimiento 

^ contínuo de una figura en su plano.
Para las diversas posiciones de la figura 

’ V múvil tenemos (fig. 29) en el plano fijo una
Fig.29 serie de centros instantáneos de rotación 

c, c,, c^,..... En el plano de la figura móvil tenemos los puntos 
c',c''y c'", ..... que pasan á ser sucesivamente estos centros de 
rotación. Los puntos Ci Ci c-2,.....  pertenecen á una curva F 
que se halla en el plano fijo; los puntos c', c", c'",  se hallan 
en la curva M trazada en el plano de la figura móvil. Las dos 
curvas tienen común el punto f, que es el centro instantáneo 
de rotación para la posición de la figura que consideramos. 
Las dos curvas F 3^ M son tangentes entre si en el punto c.

En efecto, la distancia c'Ci de los puntos c y í.\ , que se hallan 
cada uno á una distancia infinitamente pequeña del punto c , es 
infinitamente con relación á cc' , porque es menor que el arco 
descrito por el punto c' al girar alrededor de c en un ángulo 
infinitamente pequeño.

Lo que hemos dicho para el punto c es cierto sucesivamente 
para los diferentes puntos c', c", c''',....  cuando coinciden con 
los puntos fj, Cj, Cg....... Tenemos pues una curva M cuyos pun
tos coinciden sucesivamente con los de la curva F, que es en 
cada uno de sus puntos tangente á la F. La curva M rueda so
bre la curva F; y vemos así que el corrimiento continuo de una 
_figura en su plano, pitede obtenerse considerando eu el plano 
de la ^gura móvil cierta curva que rueda sobre una curva tra
gada en el plano fijo.

La rodadura de una curva sobre otra, es un movimiento epi
cicloidal. Puede decirse que el corrimiento continuo de una 
Jigura plana en su plano es un movimiento epicicloidal.

39. Evoluta Y evolvente. — Consideramos como curva 
fija una curva cualquiera y como línea móvil una recta tangen
te á dicha curva.
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Durante la rodadura de esta tangente, cada uno de sus 

puntos describe una curva. Estas curvas encuentran según un 
ángulo recto á la tangente en cada una de sus posiciones. Son 
trayectorias ortogonales de las tangentes á la curva fija, v 
como interceptan en estas rectas segmentos iguales, son curvans 
paralelas. Todas estas curvas paralelas son las evolventes de

la curva fija, que es su evoluta.
.Tracemos una evolvente de una curva 

cerrada, y consideremos las tangentes en 
los puntos 1, 2, 3,.... Tomando la trayecto- 
Ha ortogonal de estas tangentes, á partir 
del punto m, se tiene por evolvente una ra
ma que se extiende al infinito. Si tomamos

Fig. 30

las tangentes que parten de 1', 2', 3'....... á la curva, en s’entid¿ 
opuesto, al considerado anteriormente, tenemos otra rama á 
partir de m, que se extiende támbién al infinito. Tenemos pués 
en M un punto para el cual existen dos ramas de curva, ton
gentes a la normal en m A la curva fija. El punto m es un punto 
de retroceso de pnmera especie-; de manera que la evolvente 
encuentra d la curva Jija en un punto de retroceso de pri- 
mera especie.

Cuando las dos ramas de una curva son tangentes á una 
misma recta, y se hallan situadas á un mismo lado de ésta se 
tiene un punió de retroceso de segunda especie, que se obtiene 

hallando la envolvente de wna curva, que 
presenta un punto de inflexión.

Fig. 31
Si tomamos la evolvente que parte de 

un punto m (fig 31) de una curva que tic- 
nartirní 1 ^6 Un punto de inflexión tenemos á
TX H Ortogonal de las tangentes cuyos pun
tos de contacto son todos los puntos del arco mi. Enseguida

tangente en el punto de inflexión; y á 
paitir de este punto tenemos una rama de curva trayectoria 
ortogonal de las tangentes cuyos puntos de contacto se hallan 
en la piolongación del arco »2/. La evolvente tiene en r un 
punto de retroceso de segunda especie.

§ 2. ® Cicloide

40. DEFiNiciÓN.-La cicloide es el lugar de las posiciones
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de un punto dado, M es una circunferencia que riieda sin res
balar sobre una recta indefinida Ax.

Tomemos por eje de abscisas la recta A:v, por origen el pun
to A, donde se halla el punto generador en el origen del movi
miento, y por eje de las y la perpendicular Ay.

Se ve inmediatamente que la ordenada es máxima en el pun

to C correspondiente á la abscisa AD = -k- circ. OH ; que la

curva encuentra de nuevo al eje

Fig. 32

de las .%■ en un punto A' cuya 
abscisa es igual á la longitud 
de la circunferencia genera
triz,y se ve que la parte CA'de 
la curva es simétrica de AC 
con respecto á CD. A la iz
quierda de A existe otro des
arrollo igual é indefinido de la 
curva compuesta de arcos 
idénticos á ACA'.

Para hallar la ecuación de la curva, hagamos MP =.x\ PM=y, 
M0 = rt, M0H = «,y tracemos MO y MI perpendicular á GH.

Tendremos

;r = AH — PH = arc MH — MI = an — sen u^a {u - sen 2/)

y = OH —10 = « — « eos a = « (1 — eos w).

Para eliminar u, entre las dos ecuaciones obtenidas, deduci 
remos el valor de eos u , que es

a—y, a—y 
eos u = — : luego u = are eos  , a a 

yj^ay y^ 
sen « = ± ------------  a 

sustituyendo este valor en la expresión de a: , resulta:

x = a arc eos ——— + VSf^y — y'^.
a

Para explicar el doble signo, observaremos que si el punto M 
está en AC , se tiene ^/ < « y sen // > 0 .
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Pero si el punto M está en CA' se tendrá íí > « y sen z¿ <0 ; 

luego el signo superior corresponde al arco AC y el inferior 
al CA',

41. Tangente y normal. — Diferenciando las expresiones 
de á: é y, tendremos:

dx = adii^l — eos u) —ydu, dy = adu sen u = du y/2ay — y;

y dividiendo la segunda expresión por la primera

dy _ \'2ay~y^ 
dx y’

La subnormal en el punto M será V2ay — y'\-

Pero V2^ÿ^^ = VS^-y) = VnT íG = MI ó PH ;

luego MH es la normal en el punto M, y por consiguiente, 
MG , perpendicular á MH, es la tangente en dicho punto. 

De este resultado se deduce un procedimiento muy sencillo 
para construir la tangente en un punto M de la cicloide. 

Tracemos la circunferencia CD sobre la ordenada máxima 
como diámetro. Tracemos una recta mM paralela á A.r. La pa
ralela á Cm , trazada por M , será la tangente que se pide. 

La expresión de la normal en M es

pero GH = 2a , IH = y . Esta longitud es pues, media propor
cional entre IH y GH , es pues la recta MH .

42. Radio y centro del círculo osculador.—Se tiene

dy _ y2ay - y^ i / ^^_ _ i 
dx y Vy ’

luego y ’ ‘^~dxd^~ y ’

dx^ y*'
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Sustituyendo en la expresión de p, se obtiene
/ 2« y

p" = = luego p = 2V2«y ;
a a

pero V^ = V^riH^ MH;
luego el radio de curvatura es doble de MH ; y puesto que MH 
es la normal en M, se obtendrá el centro de curvatura, tomando 
en la dirección de MH un punto N tal, que MN = 2MH.

43. Evoluta de LA CICLOIDE. — Sea HN1 una circunferen
cia igual á la OM, tangente en H al eje A.r, encima de esta 
recta. Tracemos LE paralela á A.^ y prolonguemos el diáme
tro CD hasta encontrar en E á LE. Siendo iguales los arcos 
MH y HN, se tiene

arc NH = AH , además are HNL = AD ;

luego arcNL= AD — AH = DH = LE.

La evoluta de la cicloide se engendra pués por el movimiento 
de un punto N situado en la circunferencia de un círculo igual 
al círculo OM , pero que rueda sobre una paralela LE á Aa;, 
debajo de esta recta y á una distancia de ésta igual al diáme
tro del círculo móvil. Esta evoluta, es pues, una cicloide igual 
á la primera.

44. Longitud de un arco de cicloide.—La rectaMN, do
ble de HN, es el radio de curvatura correspondiente al punto 
M de la cicloide evolvente, ó la tangente trazada por N á la ci
cloide ANE evoluta de la primera. Además, en el punto A, el 
radio de curvatura es nulo, porque la normal MH se hace nula 
en este punto. Luego, como un arco de evoluta es igual á la di
ferencia de los radios de curvaturas extremas, se tiene

are AN = MN = 2NH .

Volviendo á la cicloide propuesta, se puede decir que el arco 
CM es igual á 2MG.

Expresemos este arco en función de las coordenadas de sus 
extremos.
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Se tiene arc CM = 2MG — 2 V^flMG
y, porser MQ = 2« -y, arc MC = 2 V^«'— 2«y .

Si se hace y = 0, se tendrá

arc CA = 4« ; luego arc ACA'= 8« ;

luego: el arco entero de la cicloide es Igual d cuatro veces el 
diámetro del circulo generador.

45. Especies de cicloides.—Se llama trocoide á la cicloide 
descrita por un punto unido al plano del círculo de radio a , si
tuado á una distancia b del centro. Las ecuaciones paramétri
cas son en este caso

x =: au - bsenu , y =z a — bcosu

y la ecuación reducida

x = a arc eos —^ ^ — V&® — (« — í/Y

Si b'^ a el punto generador es exterior al círculo, la cicloide 

Fig. 33 

ofrece analogía con el 
de la sinusoide; no tie
ne rotrocesos, ni ad
mite tangentes per
pendiculares al eje de 
las x. Admite puntos

se llama alargada; se dis
tingue de la ordinaria por 
tener en vez de puntos de 
retroceso, bucles que atra
viesan á la base. Su perí
metro es 8«.

Si d < a, la cicloide se lla
ma reducida, su trazado 

Fig. 34de inflexión. Su perí
metro es <; 8« y ^ 2^« . El límite de esta cicloide es la recta 
paralela al eje de las x á la distancia a descrita por el centro 
del círculo móvil (ff. Brocard. Notes de bibliog. des courbes). 

Aplicación.—En la cicloide prolongada se tiene que
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d'-y b {a eos « - b} 
'dx ” (a — b eos u)-

DesdeíZ = 0 hasta íí= are eos y la concavidad se vuelve 

hacia las 3/ positivas. Para eos u = y hay un punto de infle

xión, y más allá se vuelve la concavidad hacia abajo.

§ 4." Epicicloides.

46. DEFINICIÓN.-Epicicloide es la curva engendrada por un 
punto de una circunferencia que rueda sin resbalar sobre otra 
circunferencia.

Sean LL- la curva fija y SS’ la curva móvil, M el punto de 
contacto para una posición cualquiera de SS' , A, la posición 
correspondiente del punto de SS' (ó que está ligado invariable
mente á SS') y que describe la curva (súplase la pgura).

Tomemos sobre las dos curvas dos arcos infinitamente pe
queños iguales MM' y MM^. Los puntos M' y M, coincidirán 
cuando el punto de contacto de las dos curvas sea Mj, porqué 
según la definición de la rodadura sin resbalamiento, los ar
cos que separan puntos de contacto correspondientes, toma-^ 
dos en las dos curvas, deben ser iguales.

Para llevar el sistema móvil á la posición que entonces ten
drá, se le puede hacer mover al principio de modo que todos los 
puntos describan rectas iguales y paralelas á M' M,, lo que con
ducirá M'áMp Enseguida, dejando fijo el punto en M,se hará gi
rar el sistema alrededor de este punto, de manera que la tan
gente en M' coincida con la tangente en M,. En este último 
movimiento todas las rectas se inclinarán, con respecto á su 
primera dirección, un ángulo igual al de las tangentes en M y 
Mi , es decir, en la suma ó la diferencia de las curvaturas de 
los dos arcos MM' y MM,, según que estas dos curvaturas sean 
de sentido contrario ó de igual sentido. Si pues, trazamos 
AA' igual y paralela á M'M, , ydesde M, como centro con un 
radio igual á A'M, que es el AM', describimos un arco de círcu
lo A'A, tal, que el ángulo A'M,A sea igual al de las tangentes 
en M' y M, , Ai será la posición exacta de A, correspondiente 
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al contacto en M, ; luego AA, será la secante cuyo límite será 
la dirección de la tangente buscada.

Pero siendo la unidad el límite de la relación de los lados 
MM' y MM , del triángulo rectilíneo MM'M, , que comprenden 
un ángulo infinitamente pequeño, el tercer lado M'M, es infini
tamente con respecto á los otros. Además, el ángulo de las tan
gentes en M'y M, es generalmente de primer orden, aún cuan
do las curvaturas son de igual sentido. Su igual será de primer 
orden, y lo mismo sucederá á la recta A'A,, porque A'M, tiene 
una longitud finita ; luego en el triángulo AA'A^, el lado AA'es 
infinitamente pequeño con relación á A'A, . Por consiguiente, 
el ángulo Ai tiene por límite cero, y la dirección de la secante 
AA, tiene el mismo límite que A'A,. Pero esta última tiende 
á formar un ángulo recto en A' con la recta A'M, cuya posi
ción límite es AM ; luego, por fin, el límite de la dirección AA, 
ó la tangente buscada, es perpendicular á AM.
47. Ecuación de la epicicloide.—Sean O.r y Oy las direc-

—. ciones de dos diámetros perpendiculares del 
/ o círculo 0 de radio « y un punto L de la circun- 

ferencia de radio b, que rodando sin resbalar 
/^-' sobre la primera, describe la epicicloide. Ten- 

^ ^._ .^_ dremos (suplánse los puntos B, G, L, I, Q), que

ng.35 j; = OP + PQ = OQ, y = OP - OG = LQ .
Expresando el ángulo PAO por w, se tiene 

(at/' \ 
~90° -1- «1

y = (a -(- b) sen u - b eos ^-^ — 90 4- ^^

.r = {a -j- 0) eos « -)- b eos —^ ^ (1)
Figura 36

y=(a -\- b) sen u — b sen^-i^ u . (2}

Más generalmente, si el punto que describe la curva es un 
punto M de OL, á una distancia OM = ^ , se tendrá

47 = AP4-IM = AN, y = OP — OI = IP = MN
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Ó = (a + &) COS íí + Í^ cos^^“ w,

y = {«4- &) sen u — h sen —^— u .

Si el círculo móvil es interior al círculo fijo, la curva en
gendrada se llama hipociclo/de, y las ecuaciones correspondien
tes difieren de las anteriores por escribirse en vez de fl+íí, a—b.
48. Tangente y normal.—De las ecuaciones (1) y (2) resulta 

a b 
b eos h eos —£— u

dx , , « + b b sen u — h sen —7— u b
Este resultado basta para la determinación analítica de la 

tangente; pero no da una construcción geométrica. Para con
seguir este objeto, escribamos la ecuación de la normal

1 Y — (a + 0) sen íi-\-h sen —^— u 1 & eos u — h eos —— uj

= X —(a + &) eos w-p h eos ^J(^ ^^'^ ^ — ^ sen -^— z/)

Esta ecuación queda satisfecha para Y = a sen « y X = a 
eos w; pero el punto cuyas coordenadas son asenu y acosu 
es el punto de contacto del círculo móvil y del círculo fijo, de 
donde resulta una construcción de la normal análoga á la de la 
cicloide.
49. Nomenclatura de las curvas cicloidales.

Fig 37
(A) círculo fijo de radios. (B) círculo móvil de radio b, 
{A) curva cualquiera que rueda sobre la circunferencia (A) ó

sobre la recta OAx,
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b 2.......... 15 puntos generadores, f^rdcaró?,N. d.b.d. courbes).

1. engendra la epicicloide.
2. „ „ hipocicloide.
3j 4, 5 „ „ epicicloidal, ó curva epicicloidal (los puntos

3, 5, 4 están ligados á A).
617 „ epitrocoide (los puntos 6y 7unidos al círculoB) 
®> 9, „ „ liipotrocoide (unidos al círculo B los puntos 

8 y 9).
10. „ „ cicloide.
11* 11 11 cicloide acortada (el punto 11 unido á B).
12. „ „ cicloide prolongada (el punto 12 unido á B).

13,14y 15„ „ cicloidad ó curva cicloidal (13, 14, 15 unidos
áA). (1)

50. CaSOS PARTICULARES.
Haciendo k = b = a , la ecuación de la epicicloide es 

(x- +y- — «^)^ = 4« pa; - ¿z)^ + y^j
Trasladando el origen al punto B , esta ecuación se reduce á

r = 4« sen^ — , 

y representa la epicicloide que se llama cardioide, por su forma 
particular (Brocard, obra citada).

Si en las ecuaciones precedentes 
interior el círculo móvil, se tiene

(fl* — y^}3 = 27a^xy^

se hace ^ = “^ , suponiendo 

ó ¿r 3 — y^ =a^,
ecuación de la astro/de ó hípoacloídc de cuatro retrocesos
que es ¿a envolvente de los 
segmentos de longitud a, cu
yos extremos se apoyan sobre 
dos ejes rectangulares.

Bipocicloide de tres retro
cesos es el lugar de las posicio
nes de un punto de una cir
cunferencia que rueda en el in
terior de otra de radio triple.

Se puede sustituir esta defi
nición por las dos siguientes:

Dado un círculo OC de radio
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0>’ en o y el punto A del círculo, la hipocicloidea, la tangente 
de tres retrocesos es la envolven
te del lado AF del triángulo isós
celes OAF, ó la envolvente de la 
cuerda MS que une los extremos 
MS de dos arcos OM y OS, de los 
cuales el primero es la mitad del 
segundo (fig. 39).

Estas dos definiciones no son 
más que una; porque el triángulo 
OMN es isósceles, y el arco OI 
es doble del arco AE. (^Brocard
N. de B. des Courbes).

51, Radío de curvatura. —DadasE'F' y EF, de las que la 
primera rueda sin resbalar sobre la segunda, sea A el punto de 
contacto de ambas, correspondiente á una posición M del punto 

que ligado á la curva móvil, describe la curva 
r—- ? cuyo radio de curvatura vamos á determinar- 
K y AM será la normal á la curva descrita

\ \^ poi\M. Sean/2 su longitud AM y ^ el ángulo 
—^^S^\N’ F' ^'^^ forma con la normal común 00' á las 

dos curvas dadas.
/y Tomemos en estas curvas dos arcos infl- 
//\ ^ nitamente pequeños iguales AN y AN'. Sea 
// \ M' la posición que habrá tomado M cuando 
// \ N' se haya aplicado sobre N; MN' adqui- 
/ \ rirá la posición M'N y será normal en M'. El 
® \ punto de intersección X de M'N y de MA 

^' será, en el límite, el centro de curvatura de 
que se trata, y M X será, en el límite, el radio 
de curvatura

En el movimiento que conduce N' á N, y por consiguiente, la 
tangente en N' sobre la tangente en N, todas las líneas del sis
tema se han inclinado en un ángulo igual al de las dos tangentes 
ó de sus perpendiculares N'0'y NO.Este ángulo es04-0', siendo
su medida

R R'
por ser AN = AN'.

8
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La recta N'M cuando llega á coincidir con M'NX, se ha in

clinado un ángulo igual á N'MA + X.
Pero, en los triángulos N'MA y NAX se obtiene, despre

ciando infinitamente pequeños de orden superior,

AM’ AX’

y la suma será: ANcos^f—----- i—V

é igualando las dos expresiones de la rotación del sistema,

= ÍÍeos

»’(R + R9 
M(R + R')-RR'cos^

11 RR'eos !^ 
p M «“(R-j-R'j’

d)

(2)

fórmulas que dan el radio de curvatura de la línea descrita por 
M, en función de los radios de curvatura de las curvas dadas.

Si la línea EF es recta, se tiene R = co v 5 =--- 
' n — R' eos a- ’ 

fórmula aplicable á la cicloide.
Si E F es una recta, siendo EF una curva cualquiera, 

se tiene R' = co y la fórmula (1) se reduce á

o = ------------------  
'----- « — R eos ai ■

Si además M está en la recta móvil, será

la
El centro de curvatura estaría en el punto de contacto A, y 
curva descrita sería la evolvente de la curva fija.
52, Aplicación á las epicicloides.—Si las dos curvas son

circunferencias, el triángulo AMB da eos cp n
, y se tiene

2« (R 4- R')
R4-2R'

1^
R + 2R
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Para obtener el centro de curvatura, basta prolongar la 

normal AM en AX = -75—7-77-57

Esta observación da un me
dio de obtener el centro de cur
vatura. Basta para ello trazar 
el diámetro MM' y después la
recta M'O, que encuentra á MA
en el centro de curvatura X;
porque siendo BM' paralela

• AX AO a MA, se tiene , “

AX __ R
« ”R + 2R''

de donde

Si R = 00, la curva se reduce á una cicloide.
53. Otra expresión del radio curvatura. Teorema.— 

Dados un ángulo (A,B) (fig. 43) j» un punto 0 cualquiera en su 
plano, se tiene, cualquiera que sea la dirección de una recta 

trasuda por o, —--------------------------= constante. (*)\od oc / sendos
Sean ab un segmento de una recta cualquiera M; m el polo 

de esta recta, A, B las polares de los 
puntos a, b con relación á una circun
ferencia o (fig. 42).

Tracemos por los puntos a, b rectas 
paralelas cualesquiera C, D; y desde el 
punto o, bajemos una perpendicular á 
estas rectas, que corta á A y B en los 
puntos c y d, polos de C y D, y á estas 
en los puntos Cj y d^. Se tiene

= ab sen (C, M) = ab sen (D, M):

^^ ' sen (D, M)

Pero
1 1 

c,d,=od,-oc, y oa, = -^ , oc,--^ ,

(*i Mannheim, Transformation des propriétés métriques des figures p. 3. 
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pues el radio de la curva directriz es siempre 1; luego

\od oc / sen(D,M) \, Oíy oc ) sen {d^m) 
Si trazamos las paralelas C', D', tendremos

\ oc od J SGn{d',m) \od' oc' / send'om
Luego, en general:

. ( t \ 1ab = —-------
V oof oc / sen dom

De esta expresión se deduce el teorema, como sigue.
Tracemos od" paralela á A y d''q para

lela á cd. Tendremos entonces
co •+• od

CO
cood o ------------  —
co. od

_ md od 
md" “ qd"

1 1 1 _ od
od oc ~ ~qd" '

Siendo rd" perpendicular á om, 

se tiene (fig. 43), qd" -- ----------------
sen d"qm

3------= constante.“O / sen dom
Apliquemos este teorema á la determinación 

cui vatura de la epicicloide. Para ello consi
deraremos el ángulo mdo y las dos transver
sales mb y co que pasan por a. Tendremos

+ _J_ /_11
am a^L y R^^ R^ senoad

Llamando o al radio de curvatura mu. y^ 
al ángulo mac, la ultima fórmula puede es
cribirse así:

J
am i-am eos ?

e

del radio de

Fig. 44

1 1
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Esta fórmula permite determinar o, conociendo el ángulo * 

y la parte de normal am comprendida entre el punto generador 
y el de contacto de las dos cii;cunferencias (*).

(*) Mannheim. Cours de Géométrie descriplive (p. 180).

S4. EvoLUTAS DE LAS EPICICLOIDES.—La evoluta de la epi
cicloide descrita por M es el lugar de los puntos X, que es otra 
epicicloide. En efecto, sea C la posición primitiva de M; se 
tiene entonces AM=<9, y el punto X coincide con C. Tomando 
enseguida el arco CD igual á la semicircunferencia R', el pun
to M estará en m á su distancia máxima R + 2R' de 0, y el pun
to X á su distancia mínima O.r de este punto. Para obtener 
ésta, haremos w = 2 R' en el valor de AX, lo que da (fig. 41)

2RR' R-^
R + 2R' ’ R + 2R' ’

haciendo Ox = r, Dx = 2 r', resulta

’•=R+^' ’' = R + 2R--; Iuegor:r:R:R .

Esto sentado, describamos desde el centro o una circunfe
rencia con r por radio, que cortará á OB en I; y sobre AI como 
diámetro, describamos una circunferencia cuyo radio será r'. 
Esta pasará por X, porque MA prolongada hasta esta circun
ferencia, tangente en A á la circunferencia 0', dará una cuerda 

R
cuya relación á MA será la de los radios ó i esta

cuerda será pues igual á R+2ir
Siendo los arcos AX y AM. semejantes, estarán en la razón 

de los radios r' y R', ó según lo que precede, en la relación de
IX rr á R; luego ; pero AM' = AD, porque CD es igual

AM R 
á la semicircunferencia MAM' ;

luego IX _ r _ O.r jx-Tr-
AD = R -.OD ’ ' 

luego el punto X está constantemente en la epicicloide descrita 
por un punto de la circunferencia de radio 7'' que rueda sobre la 
circunferencia de radio r, partiendo este punto de x.
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círculo

por M y 
Esto
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Doble generación de las epicicloides. —l.o Sea el 

interior al círculo fijo 0, de radio AC y centro C, y M 
el punto generador, cuya posición primi
tiva era m. Se tendrá AM = Am. Por M 
hagamos pasar una circunferencia de 
radio OC y tangente á 0. Bastará, para 
ello, trazar el radio 0A' paralelo á CM y 
tomar OC' = AC = CM. Resultará

A'C' = OC = CM.
La circunferencia descrita desde el 

centro C' con un radio igual á OC, pasará
será tangente en A' al círculo 0.
sentado, se ve que los arcos A'M y B'w son iguales, 

pues OCMC'es un paralelógramo y / A'CM = / MCA=¿/A'OA;
lueffo - A’M +AM

C'M AC OA OA
luego AA' = A M + AM y A'M = A'm; luego M pertenece á la 
epicicloide descrita por el círculo C' que rueda interiormente 
sobre el círculo 0 en sentido contrario al C.

2,« Sea el círculo generador A exterior al círculo fijo, M el 
punto de A que describe la epicicloide, I su posición primitiva 
sobre 0, arc B'M = arc BI feoMStrúyase largura}.

Tracemos por 0 un radio OB' paralelo á AM.
Tomemos 0A' — AM y describamos una circunferencia 

desde A' como centro con un radio A'B' igual á la suma de los 
radios de los círculos dados. Este círculo será tangente en B' al 
0; además pasará por M, porque MA0A' es un paralelógramo, 
y por consiguiente A'M = OA = A'B'.

Siendo Z A = / A' = X O, se tendrá
MB BB' MB'

luego
AB OB A'B' ’

MB’ = MB + BB' = IB + BB' ; 
luego el punto M pertenece á la epicicloide descrita por un 
punto de la circunferencia A' que rueda sobre 0, al mismo lado 
que la circunferencia A.
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SINGULARIDADES DE LAS CURVAS ELANAS

GAPÍTUDO I

aplicación del Álgebra de las formas

§ l.° FORMAS HOMOGÉNEAS, INVARIANTES, COVARIANTES, ETC.

56. DEFINICIONES.—Se da el nombre de forma algebrá/ca 
á toda tunción algebráica homogénea, racional y entera de dos 
ó más variables, que será binaria, ternaria, etc., según que 
tenga dos, tres ó más variables. Se escriben estas formas abre
viadamente así:

tk t k tki t le i

Sustitución ó transformación lineal es la operación por la 
que se sustituyen, en una función, sus variables a;, y, -s',... por 
otrasX,Y,Z,.,.ligadas á las primeras por las ecuaciones lineales 
.r—XiX + [x,Y + v,Z + ... y = X^X + Xg Y + .,., «^^Xg X q-...

Cuando se tienen dos sistemas de variables
A', y, ^, . . . . (a) ^, P-I S. • ■ ■ (?) 

y se trata de sustituirlos por los otros dos
X, Y, Z, . . . (a') X„Y„Z, (¡3') 

debemos distinguir dos casos:
1 .® El sistema (a) se sustituye por el (a') mediante la sus

titución (í)
x = X| X + {x, Y 4-v, Z y = XjX + {Xj Y 4-Vg Z 

.a = Xg X 4- ¡Xj Y 4- 3 Z
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y el sistema (¡3) por el (^') mediante la sustitución (2)

? = X,X, + HY, + v,Z,, ^ = X,X.+pt,Y, + v,Z,, j
— ^3 X, + ,U.3 Y, + V^ Z, , ) ^2^

de manera que el módulo de la sustitución sea idéntico en las 
dos sustituciones (l) y (2); entonces las dos sustituciones son 
directas y los sistemas de variables x, y, ^..... ; ;, 7¡, Ç,... se deno
minan cogredientes.

2 .° Si permaneciendo la misma la sustitución (1), el siste
ma (¡3) se sustituye por el (p') mediante la transformación (3):

X, = X, $ + + XgÇ Y, = fx, ; -1- IJ..¿-/; +
Z| = Vj 1 Vg Tj + Vg í

en la cual las nuevas variables se determinan en función de las 
primitivas, siendo el módulo el resultado de cambiar en el de 
la transformación (1) las líneas por columnas y las columnas 
por líneas, las dos sustituciones (1) y (3) se llaman inversas y 
los sistemas de variables a;, y, s’,...; ;, vj, $,... contragredientes.

El objeto de la teoría de las formas se puede expresar del 
modo siguiente: 5/ una forma de cnalguier grado y dek varia
bles se transforma en otra por medio de ana snstitación lineal, 
la nueva forma y la primitiva tienen algíinas propiedades 
comiines, y el estudio de dichas propiedades, que no se alteran 
por la sustitución lineal efectuada, constituye el objeto de la 
teoría de las formas.

Se llama invariante toda función de los coeficientes de una 
forma tal, que sí se efectúa en ésta una sustitución lineal, la 
nueva función de los coeficientes de las nuevas variables es 
igual á la función primitiva multiplicada por una potencia del 
módulo de la sustitución, que es el determinante de los coefi
cientes de ésta. Así, por ejemplo

. aX’ + 2ôXY-FcY« 
se transforma por la sustitución

X —kar-j-p-y , Y = VA;-j-¡x'y 
en «(Xx + íxy)2 + 2ó(k.r + ¡jLy)(Á'A;+-x'y) + c(Vx + jx'y)3

«'x® + 2&'.Ty-|-c'y’ 
habiendo hecho, por brevedad,
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«' = a\^ + 2Z)A// + ck'^ ,

b' = rtXa-|“ &{Xjx' -{-À [i) —|-CX u. ,
c' = a ;j-- + 2 b œ u/ -{- c u.' * ; 

y se verifica que
a'c' — b'~ = {etc — ô-ÎCXu-' X'jx)® .

En general se tendrá
a(iï, b,. ..,) = A^ ÿ(®'' ^ iI 

representado A el módulo de la transformación, cuando/) — o, 
se tendrá

• »(«', b', c',) = <?(«, b, c,} .
Entonces <p será un invariante absoluto.
Análogamente para un sistema de formas cuyos coeficientes 

son respectivamente
a,b,c,: a',b',c',; a'',b'\c", 

y los correspondientes de las transformadas
A,B,C,..... ; A',B;C,..... ; A",B",C",

se tendrá
T(A,B,..., A',B',.;., A",B",...) =A*’«pealó,..., «',&',..•, «",&",...).

Si las funciones de los coeficientes que liemos considerado, 
contienen también las variables, entonces tendremos un cova
riante expresado por la relación análoga

<p(A,B,........ X, Y,) = A^ «pía, ó,x,y,.....)
Si una forma aA;« +  se reduce á AX’^4-  por una 

transformación, llamaremos contra-variante á una función que 
contenga los coeficientes de la forma y las variables $, 71, C,..... , 
transformadas por la sustitución inversa, si esta función es 
igual á la función correspondiente de los coeficientes y de las 
variables de la transformada, multiplicada por una potencia 
del módulo, es decir si

f(A,B,..... .  X,, Y,,..... )=APcp(«, 6, ...... , í, T„....... )
Análogamente se definen los covariantes mixtos por la 

fórmula
«p(A, B, X, Y, ..., X,, Y,, ...) = AP «p(«, b, x,y, 71, .•.)

57. Formación de variantes v de covariantes. — 1.® En 
la imposibilidad de tratar detenidamente esta cuestión, nos bas-
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tará indicar, respecto á los invariantes que: cí/ando se conoce 
nn mvananie de una forma íímea, se piíede deducir una serie 
de m-vananies para un sistema de formas del mismo grado. 
Dado el invariante

ac — b^ de ax- ■f2bxy -|- ry,

y suponiendo que por una transformación lineal
flx^ + 2ôxy + cy se reduce á AX^+ 2BXY + CY’^,
a'x^+2b’xy-^cY » A'X’* + 2B'XY + CY* ;

por la misma transformación,

(.a + l¿a')sc- 4- 2{b + l¿b'}jcy -j- {c + Æc')y-
se reducirá á

(A + ^A')X’ + 2(B + AB')XY + (C + AC)Y^’ .
Formando el invariante de esta última, tendremos

(A + PA') (C -PAC) - (B + ÆB'r
= á^[(fl ~J-/¿fl') (c-pÆc') — (fj-^kb’)^ .

Pero siendo k arbitrario, podremos identificar los coeficien
tes de las mismas potencias de los dos miembros, y tendremos

AC (ac-b'^f A’C— B'‘̂ = ^^a'c'- b'^-)

AC + A'C — 2BB' = X^(ac' + af — 2bb') .
Análogamente; si se tiene un invariante de ¿z.r^-j-, y se 

piden invariantes de un sistema de dos formas

«•^"+, «'47»-j-,
sustituiremos en el invariante dado « por a H-Aff', b por b + kb' 
é identificaremos. Efectuando el desarrollo por la fórmula de 
Tayloi, podremos decir que: Si se tiene un in-variante de una 
forma ax’^-f......... .. y se efectua sobre este invariante la ope
ración

se obtendrá un invariante del sistema de las dos formas
« 47» -j-......... y «'47«-|-.............
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Se puede repetir la operación... ; y si se efectúa la opera

ción —. se tendrá un invariante de un sis- 
isa

tema de tres formas, y así sucesivamente.
2.0 Si en una forma ti sustituimos x por x + ^o;', y por 

y-p^y,......... .  debiéndose transformar x',y',......... , por la 
misma sustitución que A’,y,........ los coeficientes de las diver
sas potencias de k, que se pueden expresar todos por la misma 
fórmula simbólica,

\ íx áy / 
serán el primero, segundo, emanante de la. forma. Cada 

uno es un covariante.
Ejemplo.—Se ha visto (p. 122) que si la forma binaria ax^ 

-]-2bxy']-cy^ tiene por transformada AX^ + 2BXY + CY-, 

resulta AC — B-= AXac — ¿0 i 
y se concluye, considerando el segundo emanante

de una forma de grado cualquiera, que se tiene también

3X^ óY” VXSŸ7 LvAT- 2iy« UW/J'

Se conocen muchos procedimientos para la formación de in
variantes y de covariantes tales, como el de las funciones simé
tricas, el de la diferenciación de covariantes y de contravarian
tes, el empleo de las ecuaciones diferenciales 

siendo I un invariante; lo que no es objeto de la presente obra.
Los ejemplos más sencillos de invariantes y covariantes son 

el resultante de un sistema de ecuaciones, el discriminante de 
una forma, el Hessiano y el determinante de Jacobi ó Jaco- 
biano, que han sido empleados en esta obra.
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§ 2. APLICACIONES A LAS FORMAS PROYECTIVAS 

Y A LAS AFINIDADES LINEALES

58. DEFJNICIONES.-La teoría de las formas homogéneas de 
dos vaiiables tiene su interpretación geométrica en la geome
tría de Ias seríes^ de plintos ó de Paces de rayos. La teoría de 
as foi mas ternarias tiene su representación en la geometría 

plana proyectiva y la de las formas cuaternarias en la de la 
geometría proyectiva de tres dimensiones.

Las geometrías de la recta y del haz se desarrollan, tanto 
en el plaro como en el espacio.

^,^* J.^^^^P^’^TACIÓN DE LAS FORMAS BINARIAS. —DadoS doS 

puntos fijos A y B, si se designa por p la distancia de un punto 
t^óvil C á A y por q su distancia

A c f B , . a. áB,será
P + q = c. (1)

Un punto cualquiera de la recta estará determinado por la 

relación y . y con mayor generalidad por dos números x-, y 

mediante las dos ecuaciones
zx^~.ap, zx.¿ = pq 

siendo « y b dos constantes arbitrarias, de modo que á cada va- 

corresponde un valor Único de -^,y por consiguiente 

un solo punto de la recta.
Los puntos de base están determinados por las ecuaciones

•V|í=0, ^2 = 0,
La significación de la relación de distancia , en el caso 

general que consideramos, es idéntica, para a =i á la de un 
parámetro A, por el que se representan los puntos de la recta 

' \ P“‘- 3-,), mediante las ecuacíonS

1+X ’ 
en coordenadas cartesianas.

1 -f- X
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Análogamente, en coordenadas tangenciales u y v, se pue
den expresar las rectas de un haz referidas á dos (Wo, “Vi,; u^, í’i) 
por las ecuaciones

1+Z ’ 1+X ’
y si expresamos por r y s las distancias de un punto cualquiera 
de una recta del haz á las dos rectas de base y también por 
a y b dos constantes arbitrarias, podremos expresar las coor
denadas A^u y AT, mediante las dos ecuaciones

^x\ = ar, ^x\ = bs.
60. Significación geométrica de las transformaciones 

LINEALES.—Si queremos sustituir los puntos de base A y B por 
otros dos puntos A, y Bi tomados en la misma recta, represen
tando A, A y BB, por d y por í? , tendremos

cay^ = a[c/) + d{p -i- ?)]. 

ó <1^1 = c>.[cp-\-d{p + ?)], 

AV. = ?(í + ^) 
i-'<^y^ = i^[(^Q + <^^P + 5)1

escribiendo « en vez de cc.
Si eliminamos p y Q entre estas ecuaciones y

resulta

aXy = ap, ?x\ = b(j,

^yi = «F1 -7“ ^’i + T j

<’>2 2

^y^ = a[&(c + ¿?)X1 + flíZ-Vj] ,
’>3 = + «4' - ;

pero
&(í: + í^) 

be

ad 
a{c + e

= abc(c 4- í¿ + e),

expresión que sólo podría ser nula sicóc4'^ + ^ fuesen nulos, 
es decir, en el caso de coincidir A con B ó A, con B,, lo que no 
sucede; luego, toda sustitución lineal, cuyo determinante no es 
nulo, es idéntica d un cambio de puntos fundamentales y de 
factores constantes, cuando un punto de una recta está repre
sentado por una ra^ón entre las variables.
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Los coeficientes expresan las coordenadas de los nuevos 
puntos fundamentales con relación á los primitivos, puesto que, 
representando una ecuación lineal

«jA'i -j- íty^Va = 0

ungunto cuyas coordenadas son «, y — ñ,; de las ecuaciones 
JVi—0, y2 = 0 de los nuevos puntos fundamentales xA¡ y B,, 

resulta ^^_ - £j. = _ ^t^)
óíc + rf) ’ be'’

designando por x,, x'a y x"|, x"^ las coordenadas de los nue
vos puntos fundamentales.

Y en general, considerando una ecuación homogénea

en la que -^- es la variable, descompuesta en sus factores sim

ples, podemos decir que: una forma algebraica de orden n 
igualada á cero, represenla un sistema de n puntos en linea 
recta.

60. Invariantes v covariantes.—Dadas dos formas/ = 0, 
ÿ = 0, efectuando en ellas la sustitución lineal

-•Vi = «y, -t-fáy., , Xa = vy,4-5y^,

se verá que su determinante funcional es un covariante simul
táneo.

El determinante formado por las segundas derivadas de una 
función y fx, y),ó Hessiano es un covariante, según puede verse 
efectuando los cálculos.

La condición de que la forma cuadrática
^O"^! "4" 2 í7|X|X^ -j- fl^Xrt^ 

igualada á cero tenga dos raíces iguales, es que el invariante 
^ü«-2 - «1’ sea nulo.

La condición para que dos formas lineales

«,x,-j-«jXa= o y ô,x, -|- ógXg — 0 ,
tengan un punto común, es la anulación de su determinante

MCD 2022-L5



APLICACIÓN DEL ÁLGEBRA DE LAS FORMAS 127

La reducción á cero del discriminante de la ecuación que 
resulta de igualar á cero una forma, expresa la condición nece
saria para que esta ecuación tenga raíces iguales, ó para que 
dos puntos del grupo de puntos que representa, coincidan.

El resultante de dos formas, es la función entera de sus 
coeficientes, que debe anularse para que un punto del grupo co
rrespondiente á la primera, coincida con un punto del grupo 
correspondiente á la segunda.

61. SERIES PROYECTiVAS DE PUNTOS. — Adoptemos la nota
ción de Clebsch

en cuyo caso las representaciones simbólicas de las formas

serán /=«a:’ 7 — ^-a? •

Una sustitución lineal
:Ci = «|,X, + OjaATa,

?’2 --  ^21A'i 4" (^Í^^i^ 

en la que los puntos de base quedan fijos; es la expresión analí
tica de una acuidad lineal ó relación proyectiva, por la que á 
cada punto de una recta asociamos otro punto de la misma 
recta.

Esta correlación será recíproca, cuando el determinante de
la sustitución

^21

^12
^22

— ®li ^22 ^12 ^21

sea distinto de cero y serd ide'ntica á la correlación de dos senes 
proyectivas.

La correlación proyectiva está caracterizada por la rela
ción anarmónica de cuatro puntos w,, m.^, m.^, m^

{nh - m3) (w, - m^ _
(m3 - mj (mi — W4)

Para pasar de esta relación anarmónica á la de los cuatro 
puntos correspondientes dados por los parámetros «^, n.^, n^, n^, 
se sustituirá, á cada factor, un factor correspondiente multipli-
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cado por el determinante de la sustitución, que desaparecerá en 
el cociente; de manera que se tendrá

(^' - »^3) {fn, — W.,} ^ (M, — »,) (?Z, — w,) _

y concluiremos que: ¿os úwartaMtes y covartanies de las for
mas bmarias Igualados d cero, dan eci/acioues que represeulan 
relaciones proyecílvas entre elementos de series de puntos y 
haces de rayos.

Podemos representar dos series proyectivas de puntos por 
las ecuaciones

admitiendo que dos puntos de las dos series, para los que À 
tiene el mismo, se corresponden; À representa el valor negativo 
de la relación de las distancias del punto móvil á los puntos 
”J®® y = 0, multiplicado por un número constante; y 
por simetría, podemos sustituir á los puntos a , b , as , p> los 
puntos «^4- À' b^, a^ “^ + V P^ «s + X^^^s ; para lo 

cual será preciso sustituiu^al parámetro À el parámetro

en virtud de las identidades

■ . , ,0 (À-X'0(«ï+VPs)-(À-Z")(a>-p)yp,)

— A"
Para los puntos dobles se hará x, = =, yx, = en las ecua. 

Clones
+ = ’ a;+zPí=0; 

y se obtendrá
(«1 + ?.p,)x, + {a^ + À ôâ)x3 =0 ,

(<*1 + Xjji) x, + (Oj + XjS^) „1’3 = 0 ; 
y eliminando x, y x^, resulta

la, 4’Xó, a2 + Z02
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Ó abreviadamente

«, «-2 ^1 «->1 Í^1 ¿»1 ^
ó

«, «a
+ À + >-' P> Pt

= 0

(«a) +^[(flP) + (^®)] + ^‘(^P)’ Í^^
De manera que, excluyendo el caso de ser

[(«?) + C&<^)? = 4 («^J (&P)
correspondiente á la coincidencia de los puntos dobles, y repre
sentando por X’ y X" las raíces de las ecuaciones (2) podremos 
tomar como puntos fundamentales los puntos dobles Xi y Xa» <^e 
modoque
_ «„ + '’^ = X, = /’, . <.j+X'?5 = f3, = c/.ç.
(3' «^ + X'6.-X,-í„ , «5+rfÍ5-c'3. = c'í5;

y al tomar los nuevos puntos fundamentales, habremos de sus
tituir áXel valor de u. dado por la ecuación (l); y será

ó abreviadamente, haciendo o — X — X': X - X",

X,- = Xa = 0, S,--^?3, = 0.

Sin entrar en detalles ajenos al objeto de esta obra, bastará 
indicar que, empleando los valores de X' y X"_, deducidos de la 
ecuación (2) y la identidad

(& ?) = Í«P) - {«*) Cai
que se deduce del resultante

a a. a^,
= 0

de'las tres identidades
rt^ = íZ, A-i 4-«3 ;Va , &^ = &, A?, + ^a-^3 - ^a, = ^i ''^1 + ^5 .

Y sustituyendo en (3), de igual modo que haciendo las mismas
9
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sustituciones de los valores de X' y V, y empleando la identidad
(óp) a; = (ap) 6- — (a6) p^

en las ecuaciones (4) se llega (Clebsch) Leçons sur la Géomé- 
írie de al teorema siguiente:

La relación anarmônica formada por los puntos dobles y 
por dos puntos correspondientes de las dos series proyectivas, 
es igual d una constante; y esta constante se expresa por 
medio de los invariantes

k = (a^—6a) *
y 1 [(«P) -(6a)7 -4(ab) (aP) = k'^ ~ 4 (ab) («P), 

bajo la forma
_ Æ + |/Ï

y puesto que al parámetro p de la primera serie corresponde en 

la segunda un parámetro o , y á este, en una tercera serie

proyectiva, un parámetro o í — 1 , y así hasta urt parámetro

f" 1'7") ^^ ^”^ (^ + i)aima serie proyectiva; se llega á obtener 

una serie de puntos

c' te' 2
0 1-----\ c /

de los que cada uno corresponde al que precede, en virtud de la 
correlación proyectiva de las dos series; y si para el {n + 1) simo 
punto se llega al punto inicial, tendremos

Æ +17
i fe - 17“

A este sistema de puntos llama Clebsch ciclo proyectiva, 
enunciando el siguiente teorema:

Si la relación anarmónica que caractérisa una correlación 
proyectiva es igual d una rais n®in^® de la unidad, se puede, 
partiendo de cada uno de los puntos de la serie, obtener un 
sistema cido-proyectivo de n puntos.
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Y si, en vez de una serie de puntos, se toma un haz de rayos, 
eligiendo como rayos dobles de una transformación lineal, las 
dos rectas que, partiendo del centro del haz pasan por los puntos 
circulares imaginarios, dicha transformación es idéntica á una 
rotación del haz alrededor de su centro; y la condición de la 
proyectividad cíclica se transforma en la siguiente: un rayo 
vuelve á su posición inicial, después de haber girado n veces 

alrededor de su centro un ángulo dado por la relación — ; lo

que conduce á las ecuaciones de la división del círculo..
62. Las COLINEACIONES EN LAS FORMAS TERNARIAS. — Dc 

igual manera que en las formas binarias, una transformación 
lineal de las formas ternarias puede considerarse como un 
cambio de coordenadas, ó como una relación entre puntos de 
dos planos diferentes ó de un mismo plano. Así, Ías ecuaciones

p3^1 ^it -^i "1“ ^12 "^2 “H ^IS "^3 J
+ fl22^2 + «í3 j (1)

P^’a = ^31 -^t + <^82 -^2 4" ®33 -^3 J 
establecen entre los dos planos (at), (y) una a^nídad lineal ó 
colineación, de modo que á cada punto x de uno de los planos 
corresponde un punto (imagen) y del otro plano. Esta relación 
no es inmediatamente recíproca, es decir, al punto y no corres
ponde de nuevo el mismo punto x; pero el punto correspon
diente del primer plano se determina por la resolución de las 
ecuaciones (1) respecto á las x por medio de las ecuaciones

5^7, = A,, y, -+- Ag, ya + A3, yg ,
5 Xg == A,2 y, + Aja yj + Aga yg , 
a X;¡ = A,3 y, + A53 y.2 -1- A33 ya , 

expresando las A^j los determinantes menores formados con los 
elementos según la regla conocida.

Si uno de los dos puntos considerados recorre una curva 
f(x^, Xt, x^} = 0, el punto imagen recorrerá otra curva

Por ser lineales las ecuaciones de transformación: A una 
curva algebrdica corresponde en una aftnidad lineal otra curva 
de igual orden.
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§ 3.° TEORÍA DE LAS POLARES

63. Conjugados armónicos de diversos órdenes.—Dados 
en una recta m puntos Ai, A^,......... .  Aw, y un punto fijoP; 
otro punto P' ligado á los anteriores por la relación

l l l
PP' PA? +' 

se llama conjugado armómeo de los A,, Aj, , Am con 
respecto al P.

Dicha relación puede escribirse

llamando ri, n,. rm á las distancias PA,, PA¿,....... , PAm.
Conjugados armónicos de segundo orden, son los puntos P' 

determinados por la relación:

que es de segundo grado; luego hay dos puntos conjugados ar
mónicos de segundo orden.

Los conjugados armónicos de (m — 1) simo orden están deter
minados por la ecuación

y(i_i)(i_i)(4)
L/Vr rj \r rj \r r^-J

de los cuales hay w —1.
Y los conjugados armónicos de msimo ^e orden están dados

es decir, se confundirán con los puntos dados A,, Aj,....... , Am.
La relación recíproca de los puntos conjugados armónicos 

se expresa de este modo:
Si el punto P' es conjugado armónico del n simo orden del 

punto P con relación d los puntos A,, Aj,......... , Am, el punto 
P es conjugado armónico del punto P' del (m — n) simo orden, 
con relación á los mismos puntos.
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En general, un punto P' conjugado armónico del punto y> 
de orden n se halla definido por la ecuación

Si se multiplican todos los términos por el producto

esta ecuación se reduce á

r'n + 1/ ^«+1/
la cual expresa que el punto P es conjugado armónico del orden 
m— n del punto P'.

64. PoLARES DE LOS DIVERSOS ÓRDENES.—Supongamos que 
por un punto fijo P se traza una secante cualquiera á una curva 
de grado m. Es evidente: que el lugar del conjugado P de pri
mer orden de P, en cada secante, es una línea de primer grado, 
ó recta: que el lugar de los dos puntos conjugados P' de segundo 
orden del punto P, sobre cada secante, es una curva de segundo 
grado, y así sucesivamente.

Dichos lugares sucesivos de los conjugados armónicos de los 
diversos órdenes se llaman polares de la curva propuesta, que 
tiene m — 1 polares sucesivas.

Para obtener sus ecuaciones, sea en coordenadas homogé
neas, la ecuación de la curva y, .s) = 0.

Tracemos una secante por el punto />(.t„, .Vu.^c), Y escri
bamos

tendremos /(Xo + ar, yü-h^^', -^o) = 0 *

y dividiendo por r”^, resulta
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ecuación de la curva, que descompuesta en sus factores bino
mios, se reduce á

La ecuación de la polar de grado m — 1 que se llama pri
mera polar, es

La ecuación de la segunda polar se podrá escribir de igual 
manera, conteniendo m —2 factores en cada término,y así suce
sivamente; de manera que los conjugados armónicos de orden 
m ~ n del punto (ato, yo, ^o) estarán dados por la fórmula

ó haciendo

que después de sustituir por a,by c sus valores

y —>0 S — ^o
r' r

se puede escribir bajo la forma simbólica

pudiéndose enunciar el siguiente
Teorema.—La polar reda del punió (Xo, yo, Zo) ís el lugar 

de los conjugados armónicos de primer orden de esle punto,' 
la polar cónica es el lugar de los conjugados armónicos de 
segundo orden, y asi sucesivamente.
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De la proporción recíproca (83) resulta el siguiente 
Teorema.—C^awí/o el punto P' se halla en la polar de orden 

TI del punto P, el punto P se halla en la polar de ordenm-n 
del punto P'.

Por ejemplo, el lugar del punto P' cuya recta polar pasa por 
el punto fijo, es la polar de grado m— 1, ó la primera polar del 
punto P. De esto resulta el siguiente

Corolario.—Z.a polar recta de un punto P, con relación a 
una curva de orden m, tiene además del punto P, güiros 
(ni — 1)'^ — 1 polos, es decir, [m - 1)’ polos, pues al describir el 
punto M' la polar recta de M, este punto se hallará en las pola
res de grado tn - 1 del punto M', las cuales forman un haz ó 
red que pasa por (m - 1)^ puntos fijos, esto es, por otros tantos 
polos análogos al m.

De otro modo: una recta admite (m — 1) polos; porque si se 
toman dos puntos de ésta, los polos de la recta serán los puntos 
de intersección de las primeras polares de dichos dos puntos, 
que tienen (m — t)’ puntos comunes.

Si se trata de obtener una polar de orden p, cuando se dan 
dos de sus puntos ^a) y (Xg, >3. ^3)» se tendrán para 
determinar su polo (,x„y^, sj dos ecuaciones de grado p,

que admiten p-‘ soluciones. Los p^ puntos que se obtienen, son 
los de intersección de las polares de orden m-p de los dos 
puntos dados, de manera que:

Teorema.—Por dos puntos dados pasan p- polares de orden 
p, cuyos polos respectivos son los puntos comunes d las polares 
de orden m — pde los dos puntos dados.

Si el polo P se halla en la curva, la polar de grado n queda 
definida por la ecuación

ó Sr« + i r„ + 2r^{r- rJO'-r,)(r-r„)-0,

MCD 2022-L5



136 LIBRO 2?—CAPÍTULO I

y si P es un punto simple, en cada secante hay un factor r^ nulo, 
anulúndose todos los términos que lo contienen; los demás ad
miten el factor r — ri ó r. La polar pasa pues, por el punto P.

Si la secante se convierte en tangente, haciéndose nulo un 
segundo factor, la ecuación última admite el factor r elevado 
al cuadrado; luego la tangente á la curva es también tangente 
á la polar. Así, todas las polares de un punto de la curva 
pasan por el mismo y son tangentes en e'l d ésta.

Podemos estudiar de una manera más general la teoría de 
las polares, lo que permite dar interpretación geométrica de 
algunos covariantes.

Si hacemos por brevedad f= a^ y representamos por X la 
relación de las distancias de un punto móvil x á dos puntos 
fijos y, s, podremos escribir

+ tS
Los coeficientes de esta ecuación son, como se ha visto, las 

sumas de las combinaciones de las raíces. Considerando en 
general, la ecuación

^y ‘^r = ^ ’

cuando se suponga y fijo, los puntos s formarán el sistema po
lar de orden ó el {n — ;')siino sistema polar del polo y, 
respecto al sistema dado de los n puntos x, y análogamente 
diremos, si conaderamos á s como fijo. Podremos, pues, enun
ciar el siguiente teorema:

j^l j-simo sistema polar de un polo z relativamente d un sis
tema dado de n puntos, se compone de n — r puntos y que tienen 
la propiedad de ser para ellos nula la suma de las combinacio
nes (n — r) ¿í (n — r) de las relaciones de sus distancias d dos 
puntos ^Jos.

Si y pertenece al r®‘‘"® sistema polar del polo z, z pertenece 
al (n — r)’’*”o sistema del polo y.

Si se forma el grupo de los puntos del n^¡'^° sistema polar 
de un polo t, después para este nuevo sistema de puntos, el 
pésimo sistema de un polo z etc.; y se llega al fn d una ecuación 
de grado 1, d la que corresponden 1 puntos y, el resultado serd
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el mismo, si se cambian simultáneamenie los puntos y, z,t... y 
los-órdenes m, n, !... de los sistemas polares individuales.

Teorema i.^-La polar de grado m — i,ó primera polar, 
de una curva de grado m, relativa d un punto P, pasa por los 
puntos de contacto de las tangentes trazadas por P (at®,y^, Sg}, 
pues siendo

la ecuación de dicha polar, esta ecuación expresa también que 
la tangente en P pasa por Xo, yo, ^a-

Teorema 2.®— La clase de una curva de orden mes, en gene
ral, m(m — 1), pues siendo la primera polar de grado m — 1, 

corta á la curva en ni (m — 1) puntos.
65. Emanantes.—Hemos visto que si opera con la primera 

polar como con la curva propuesta, se obtiene la primera curva 
(supuesta algebraica).

%<+>: 4+«+2 °
de grado w —2, que contiene en segundo grado las coordena
das del polo; y cada una de las curvas se deduce de la anterior 
repitiendo la misma operación.

Esta definición es proyectiva. La polar de grado m 1, según 
hemos visto, pasa por los puntos de contacto de las tangentes 
á la curva propuesta, trazadas por el polo; y lo mismo sucede 
con cada polar, respecto á la anterior. De lo que resulta que 
si efectúa una transformación homográfica, es decir, si se efec
túa una sustitución lineal en las variables x^. yo, ^o y ^y-y) ^y 
la nueva ecuación de la polar quedará formada con la nueva 
ecuación de la curva como ptimitivamente; de manera que, 
cualquiera que sea el triángulo de referencia elegido, las ecua
ciones polares sucesivas se formarán del mismo modo con las 
coordenadas del punto y con el primer miembro de la curva 
dada. Analíticamente, esta propiedad resulta de que el primer 
miembro la ecuación de la polar de orden m — p, no cambia 
cuando se aplica á las variables Xq, yo, ^o y ■^y yy ^ ^‘^ misma 
sustitución lineal; de manera que las funciones
/ i V
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son covariantes, 
relación

que se llaman emanantes, verificándose la

Podemos, en fin, enunciar el siguiente
Teorema.-AZ Hess¿a>to de una función es el discriminante 

ae su segundo emanante.
En efecto, el segundo emanante de / es

X .X . ------ ----

cuyo discriminante es

PRom.EMA,-Determmar tos emanantes primero y segundo 
de la forma y &

= «oX.* + ^a^x^x. + 6«2X,®X2® + 4a5X,Xj’ + fl,;v2^.
Tendremos
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Estudio particular de las curvas planas

66. Definición.—Se llama asíntota de una rama infinita de 
una curva otra curva ó una recta á la que aquélla se aproxima 
indefinidamente á medida que- uno de sus puntos se aleja al in
finito en dicha rama. No trataremos ahora mas que de las asín
totas rectilíneas.

67. Asíntotas paralelas al eje de las jy. Teorema.
5/ una recta AB paralela al eje de las

B, y representada por la ecuación x—a—0 
y / Jv es asíntota a una rama de curva CD, 

/ / / la abscisa del punto M de la curva 
/ / 1 tiende hacia a cuando éste se ale^a 

/ DÁ^M ^1 inanito en dicha rama, es decir, 
/ / cuando el valor de y se hace mayor 

/ / ^ que cualquier cantidad, por grande 
Q "^ ^ que sea.

_j^ En efecto, trácense por M la perpcn-
'^’ ' dicular MP á la asíntota y la paralela 

MD al eje de las x, y llamando 0 al ángulo de los ejes de coor
denadas, tendremos

MP = MD sen 6 , N)
y según la posición del punto M respecto á la asíntota

MD = ± (x — «) ;
luego MP = ± —fl)senfJ. (2)
Por ser AB asíntota de la rama EF, MP tiende hacia cero; luego 

— también tenderá hacia cero y x haciafl.
Reciprocamente: Si la abscisa del punto M de la curva EF 

tiende hacia a, cuando y se hace superior d toda magmtiid 
dada, la recta representada por la ecuación x — CL=Q,es asín
tota de dicha rama, pues siendo

MP = ± (x — a) sen 9 
por tender x — «hacia cero, MP tenderá hacia cero.

MCD 2022-L5



140 LIBRO 2?—CAPÍTULO II

Ejemplos —1.° Sea la curva

^*3’ — 3 A'-2xv 4-4 = 0 ,
Las asíntotas paralelas al eje de 

las jy son

A- = 0, .r + 2 = 0.
La asíntota paralela al eje de las 

¿ves: y — 3 = 0.
2 .”. Sea la curva 

4x + 7 
^’ (A- -3) (x + 6)« 

> se hace infinita cuando A' —3 = 0; luego la recta .r —3 = 0 
es una asíntota. Lo mismo se dirá de ¿v -)- 6 = 0; pero añadire
mos que hay dos asíntotas confundidas según la recta jv-|-6 = 0. 

3 .® Sea la curva

(a- + 2) (x — 4J (.r- 4 x + 1 ) 
x -{- 2 = 0y A'4-4 = 0 serán asíntotas reales y x"’4;r+ 1 =0 
representará dos asíntotas imaginarias.

4? Sea jr = 347-l + lï-^‘-J

Para A- = 0, y es infinito; pero y es imaginaria para valores 
de a; muy próximos á cero. En este caso, se dirá para generali
zar, que Ia recta a: = 0 es asíntota á la curva dada; pero que 
las ramas que admiten esta recta como asíntota son imagi
narias.

5.” Sea y=:
sen A? ’

Esta curva admite por asíntotas paralelas al eje de las y 
todas las rectas representadas por la ecuación

a? = A-, 
siendo /¿ un número entero cualquiera.

68. Forma implícita.—Cuando la ecuación de la curva es 
de la foima_/’(.^', y) = 0, podremos enunciar la siguiente
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Regla—Áñs asMotas paralelas al eje de las y se obUenen 
igualando d cero el coepciente de la iiiayor potencia de y en la 
ecuación de la curva dada. j

Análogamente: se obtienen las asíntotas paralelas al^ eje de 
las x igualando d cero el coeficiente de la mayor potencia de x. 

En efecto, ordenemos la ecuación f{x, j) = 0 según las po
tencias descendentes de y, y tendremos

y»/(47) +y^-71 (x) + • • • = 0 . (U

Dividiendo por y”^, obtendremos la ecuación de las inversas 
de las raíces de la ecuación/ (x, y} = 0,

ZW+y/.W+y/.W +(2)

Sea la recta AB paralela al eje de las y, asíntota á una rama 

EF de la curva; j se hace mayor que cualquier valor, mientras — 

tiende hacia cero y x hacia a, si .r — « = 0 representa la recta 
AB. Y si en la ecuación (2) a; é > representan las coordenadas 
de un punto de la rama EF, tendremos, para > = 00,

/7) = 0 .

es decir, que a es una raíz de la ecuación /{x} = 0.
Si en la ecuación (2) x tiende hacia a, una raíz por lo menos 

de esta ecuación en — tenderá hacia cero, y una raíz al menos 

de la ecuación (2) se hará infinita.
Si k es el número de las raíces reales de (2) que tienden hacia 

cero, cuando ;r tiende hacia «, habrá k ramas reales de curva 
asíntotas á la recta .%■ — a = 0, ya al lado de las abscisas nega
tivas ya al de las positivas; y si / es el número de raíces ima
ginarias que tienden hacia cero, diremos que hay l ramas ima
ginarias de la curva asíntotas á la recta x —« = 0,

Si a es una raíz ‘múltiple de grado /, diremos que la curva 
admite p asíntotas reales ó imaginarias confundidas con la 
recta AT — « = ó.

69. Teorema.—Æ';^ general hay dos ramas de curva asín
totas d una recta, dispuestas d ambos lados de e'sta en los ex
tremos opuestos
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En efecto, supongamos la recta dada paralela al eje de las^^, 
lo que siempre puede verificarse por un cambio de ejes, y escri
bamos la ecuación de la curva en coordenadas homogéneas

jVi(^,a-)+jí’-Va + . . . . = 0. (1)

En el caso general, no existiendo relaciones entre los coefi
cientes de la ecuación dada, el valor a que anula á/, será raíz 
simple y f.^ (a, ^) no será nula. Podemos, pues, escribir

/1 í-^j ^) = (j; — OS’) F, (x, S'), siendo F, (a, -s) ^0 ; 

y la ecuación {1) obtendrá la forma

“y (^* ■*" y ^3 + - • • ■) ^U’-a^jr, . (2)

Para x — a, tenemos — = 0 , y el primer miembro solo ad

mitirá una raíz nula en i , porque /2 (a, á) ^ 0.

Para valores de x próximos á a, el primer miembro admite 
pues valores reales de y; porque si para x = a-p e admitiese el 

primer miembro de la ecuación (2), para —una raíz a bi, sien

do « y 6 funciones de s tales, que:

lim,a==;0y lim b = 0 (para £=0J, 
dicha ecuación admitiría también la raíz a — bi, y obtendríamos 
dos valores nulos de ^ cuando se hace x = a, lo que es con

trario á. la hipótesis.
Este razonamiento subsiste para el caso de darse á x valo

res un poco superiores ó inferiores á a. Hay pues dos ramas 
reales de la curva en la proximidad de la recta, á uno y otro 
lado de ésta.

Para demostrar que están situados en los extremos opuestos, 
consideremos la ecuación (2) bajo la forma:

_ J_ _ (-V - F.
y 1
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Antes de llegar x al valor a, el signo del segundo miembro 

es contrario al de , cantidad que no es nula ni infini- 

ta. Después de pasar por el valor a, dicho segundo miembro

tiene el signo de
/2(a, ^)

; luego — tiene un valor positivo

antes y negativo después de pasar x por el valor a, ó inversa
mente. Esta es la disposición normal que corresponde al caso 
de no haber singularidades en la curva.

Gráficamente puede establecerse esta correspondencia de 
dos ramas de curva con la asíntota, ya situadas hacia el infini
to positivo la una, hacia el infinito negativo la otra, ó bien las 
dos hacia el infinito positivo ó hacia el infinito negativo; pues 
proyectando la rama de curva MAM' tangente á la recta Ab 
en A, desde un punto S sobre un plano no paralelo al plano de 
la curva y paralelo al rayo SA, que proyectará al punto S en el

Fig. 49

infinito;ysuponiendo que 
elplanoproyectante pase 
por la tangente, de modo 
que la proyección de la 
tangente,’a'síntota á la 
proyección de la curva, 
sea cierta recta b c; si el 
punto A no es singular; 
la curva se hallará á un 

mismo lado de la tangente, siendo bd la traza del plano de la 
curva con el plano P. Entonces la curva MAM' está delante del 
plano de la figura; luego una recta tal como SM, que atraviesa 
este plano en S, está delante de dicho plano, á partir de S en 
la dirección SM, y encuentra á P en un punto m delante de óc, 
el cual describe la rama ma. Al contrario, una recta tal como 
S' M', situada detrás del plano de la figura, encontrará á P en 
wí' detrás de be, y describirá la rama m' d'.

Esta construcción sirve para ver la disposición de la asínto
ta en el caso de nn punto de inflexión en el infinito, pues su
pondremos que, en vez de efectuar la proyección de un arco de 
curva exterior á su tangente se efectúa la de un arco de curva 
que atraviesa á su tangente; entonces se obtiene la fig. 50, y se 
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ve que la curva está al mismo lado de la asíntota, cuando atra
viesa á su tangente, es decir, si el contacto .- , 
es de orden par, para la curva proyec- ===rí2__::i==== 
tíi<3a. venPig. 50

70. Teorema.-£■/ mímero de ramas de la curva que son 
as/niotas d una recia es siempre par.

En efecto, supongamos que a anula á las funciones/¿,/4,..., 

fi-1, sin anular á fi. Para x = a, hay pues / valores de --- nulos

Para x — a — £ hay también i valores de — en la 

de cero, entre ellos l reales y 20 imaginarios, de 
/=í + 20.

Para .r = a + e habrá además i valores de

proximidad

manera que

próximos á

cero, / de ellos reales y 20' imaginarios, de modo que i' = f + 26'; 
luego t + f — 2Z—20 — 20'.

Ejemplos.—Las figuras

corresponden á las ecuaciones

(4) y

.3' =

-, (5 y r- (6)3'

¿y«—1 2 4- Fa —1- 
------ V

(*) Véase Lont/champs, Géométrie analytique.
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d + <

y

y~kX'^l-\-V ,

lim ~=k,

lim (y — kx} — l .
10

fl - s)’
V = + 27 = e3

u^ +u = 0. (D
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Ejemplo.—Estudiar la curva

A'- (1 + ¿r) + .v(l — -y + (1 + .r) ^ = 0 

en la proximidad del eje de las y.

Hagamos x" = £, -y =U. Al valor s corresponden tres valo

res de U dados por la ecuación

La realidad de las raíces depende del signo de

El límite de la cantidad entre paréntesis es 4 para e = 0; 
luego V tiene el mismo signo que s.

Si 3^0, hay un solo valor real para -y ; y esta raíz, que ha

de tener signo contrario al del último término + s’, 
es negativa.

Si se da á s un valor negativo, la ecuación (1) 
tiene sus tres raíces reales; y como ofrece dos 
variaciones, admite dos raíces positivas y una 
negativa. Así, hay á la izquierda del eje de las y 
dos ramas dirigidas hacia el extremo superior y 
una tercera rama en el extremo inferior.

Fig. 52

71. Asíntotas no paralelas al eje de las y.—Seay=/ (x) 
la ecuación de la curva de grado m.

Toda asíntota no paralela al eje de las y tendrá la forma 
y = kx-]~l, siendo k y 1 finitos; y la rama de la curva podrá 
expresarse por la ecuación

tendiendo V hacia cero, cuando .r tiende al infinito. De modo que
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Estas expresiones determinan el coeficiente angular y la 
ordenada en el origen de la asíntota.

Reciprocamente, los valores de k y de l así determinados 
para una rama real de la curva, corresponderán á una asíntota 
de esta rama, porque lim (y Æx) - / = 0 para los puntos de 
la rama en los que el valor de x crece indefinidamente. Las 
asíntotas paralelas al eje de las x corresponderán á los valores 
de k iguales á cero.

Si la rama considerada se extiende al infinito por el lado de 

las x negativas, será preciso hallar los límites de — y dey — Æx 

para x = — co.
Para hallar por este método Ias asíntotas paralelas al eje 

de las y, bastará permutar x é y en la ecuación de la curva.
Esto sentado, dividamos la ecuación/(x,y) = 0 en grupos 

homogéneos de grados m, tn ~ a, m — ¡3 decrecientes

ó x» /■(«) + x” f, (u) +............=0,

y dividiendo por x^, resulta

+ +=0- (1)

A medida que x aumenta, / (u) se aproxima á cero; luego 
los valores límites de u, es decir, los valores de k son raíces de 
la ecuación/(Æ)==0.

Para hallar el valor l correspondiente á un valor de k, haga
mos y — ^x = í, y busquemos el límite de í.

La ecuación de la curva, se reduce, por esta sustitución, á

+ f* + —1 +.......... =0;
' / \ X/

y por ser/(A) = 0, se tiene que

2 4-9—2
\ xj X \ ‘ x/* 

hallándose 0 comprendida entre 0 y 1. Se tiene pues
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^<'(" + »T) + -érAH4-) +=°'

Si Z,(x) ;^0 , tendremos

Si a> 1 y //Æ) = 0, se tendrá
Z = lim Z = 0 .

La asíntota pasará por el origen; si /(Æ) ^ 0> Z/Æ) ^0a> 1 

si a < 1, creciendo indefinidamente los términos que contienen 
x, í no tendrá límite, y no habrá asíntota.

Si en el caso de ser a = 1 se tiene /' (ÆJ =0 y Z (Æ) = 0. La 
ecuación de la asíntota adquiere forma indeterminada. Enton
ces, desarrollando hasta los términos de segundo orden ten
dremos

Z^ (O<«.<1)
y multiplicando por x'^ la ecuación (1) resulta

r 4)+-='’

SiZ, (^) no es nulo, será necesario que a sea = ó > 2 para 
que haya una asíntota. El valor correspondiente de Z será cero 
si a > 2, y si a = 2, será

será pues necesario que el segundo miembro sea positivo; 
entonces Z admitirá dos valores reales, iguales y de signo con
trario.

Si f" (k} = 0, se continuará del mismo modo el razona
miento.

73. Asíntotas como límites de tangentes.—Sea
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Supongamos una dirección arbitraria para el eje de las 5', 
y

Entonces — tenderá hacia un límite finito raíz de la ecuación

r(*)-0;
y representando por 0 {a;, y) el primer miembro de la ecua
ción (1), tendremos que

(y)

\ Jv /

Si se hace crecer indefinidamente á o.-, f(— 1 tenderá hacia

cero, y la ecuación (2) dará

fin — = fin ^y 
dx

Así, cuando tina rama de curva i¿ene una asíntota, su di
rección es el límite de la dirección de las tangentes d esta 
rama.

Vamos ahora á obtener el límite del punto de intersección 
de la tangente con el eje de las y, ó la ordenada en el origen de 

la asíntota, es decir, el punto cuya ordenada es v ~ pe 
dx

la ecuación (2) resulta
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Supongamos desde luego n = m — l ó n <^m — l,en cuyo 
caso la curva tiene una asíntota. Tendremos

ecuación que puede simpliñcarse. En efecto, dividiendo la ecua
ción (4) por .'r'«-’ y suponiendo n = m — 1, tendremos

La ecuación (4) da

y, por consiguiente,

luego la tangente corta al eje de las y en un punto cuyo límite 
coincide con el en que este eje queda cortado por la asíntota.

Si suponemos n < m — 1, la función /, no existirá; y ten
dremos

hm v — æ 1 = 0.

La asíntota y el límite de las tangentes pasarán en este caso 
por el origen.

Si « > m — 1, entonces la rama de curva no tiene asíntota. 
Hagamos « = w — 1 + 5; la ecuación (1) dividida por ¿r” dará

lim [a* - « / (^ j +/, (-^j] = 0, (5)

é introduciendo esta condición en la ecuación (3), resultará que 

y~^~;i— se hará infinita con a?; luego no habrá límite.
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Así pues se obtendrá el mismo resultado hallando la asíntota 
de una rama infinita que el límite de las tangentes.

73, Asíntotas en coordenadas polares.—Si la ecuación 
se da en coordenadas o y 6 y admite una rama infinita MN que 
tiene una asíntota AN, bajaremos desde el polo 0 una perpen
dicular OA = 3 sobre la asíntota, y proyectaremos el punto M 
en P sobre OA.

Siendo cero el límite de PA, será lim OP = OA = S; luego
lim (OM sen OMP) = OA. (1)

Por tender el radio vector OM = r hacia el infinito, es nece
sario que sen OMP y por consiguiente, que OMP tienda hacia 
cero.

Tracemos por el polo la recta ON., paralela á AN; y sea 
a = X0N| el ángulo que forma esta paralela con el eje polar. 
El ángulo OMP = N,OM = ±(0-a); (2)

luego lim (0 — a) = 0 , lim Q = a ;
La dirección- limite del radio vector, cuando M se aleja al 

iiifinito en la rama de la curva, da la dirección de la asíntota.
Además las ecuaciones (1) dan

o = + lim r sen (0 — a) = + lim r (6 — a),

sen (6 —a)
porque lim----- ç^TZ^^-----= ^ '

Observaremos que 6 - a > ó < 0, según que la rotación de 
0Ni es hacia OA, ó en sentido contrario. Se puede pues, tomar 
simplemente

5 = lim r (9 — a) , 
entendiendo que el signo 4- de 8 corresponde al primer caso y 
el — al segundo.

J^ecíprocamente.—Si 6 y r(0 — a) tienden hacia límites de
terminados ayo, cuando el punto M se aleja al infinito sobre 
una rama de curva, esta rama tiene una asíntota AN determi
nada por estos valores de a y de 8; porque la ecuación

5 = lim r (0 — a) = lim r sen (6 — a) = lim OM sen OMP 

manifiesta que la distancia del punto M á esta recta tiene por 
límite cero.
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EjEMPL0,~Sea la acuación de una cónica referida al foco 
como polo

1 — 2 eos 6

Para que r crezca hasta el infinito, es 
necesario y suficiente que 1 — s eos 9 tien
da hacia cero; luego

1 eos a = — .
Fig. 52

Este ángulo a no puede ser real mas que cuando s < 1, ex
cluyéndose la elipse.

Para s^ 1, Ih ecuación da dos valores para el ángulo a, que 
corresponden á dos direcciones igualmente inclinadas respecto 
al eje polar. Además, se tiene

limr (9 — a) = ólim —----- -—1 — scosS 
P 

2 sen a
si s = 1, sen a = 0. No hay asíntota, lo que excluye la parábola, 
para la hipérbola s^ 1. Se tienen pues dos valores finitos 

refiriéndose el signo + á sena>0 y el signo — á sena<0, lo 
que determina la longitud y el sentido de las perpendiculares 
ÓA bajadas sobre las dos asíntotas.

§ 2. ° Aplicaciones

1 y^ — 3 «.ry-|-jv® = 0 .
Asíntota y = —x~a.

2 .ry- —A’ + 2y — 1 = 0. 
Tres asíntotas .v = 0 , y “-[- 1 , y = — 1 . 

3 y^-]-á;2 + sen — = 0 . 
x- 

Una asíntota y = — x.

4 y2 = eos— .
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5
sen x 

y = a---------- .
X

Asíntota: el eje de las x. La curva pasa altern¿itivamente á 
uno y otro lado de un asíntota hasta el infinito.

6
5 

y = a sen— .
so

Asíntota: y = 0. La curva se aproxima indefinidamente al 
eje de las y en la parte comprendida entre y ■= — a, y ~ -\- a.

7 yx = sen x .

Una asíntota y = 0.

8 ^y"' 4" ^x^y + 4a?3 + xy — 9 = 0.

Asíntotas
14+ y = — — — , X = 0.

9 x^ -i-xy — 2y^ — 4«t — 2y = 0 .

Asíntotas ^ — y — 2 = Q,x-{-2y — 2 = 0.'

10 zr^ + 4¿»y — 6¿c + 4y = 0 .

Asíntotas x + 1 = 0 , ¿c + 4y — 7 = 0.

11 x^ — ,xy'^ — y2 -j-y = 0 .

Asíntotas 1 = 0 , x — y —= —^—^-

12 æ{x^-a^') — 2y(y^-a'^') — 3xy^ — a^=^0.

Asíntotas
1y=—¿r, y = — ¿r + a . •

13 , sen .
eos i

Asíntota

14 r^=^a (espiral hiperbólica).

Asíntota r seij z = a .

15 r eos 2o= a .
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16

Asíntotas r(sen o + eos □) = ± ,— .

reos 0 = 2« sen^O (cisoide).
Soluc/ófí: Dos ramas infinitas con una asíntota normal al eje 

polar, á la distancia 2« del polo hacia el lado ¿»>0.

17 Hallar las asíntotas de y = œe^ .

Se tiene> = , haciendo ^ = 0 , y~x.
La curva tiene un punto en el infinito en la bisectriz del án

gulo de los dos ejes. Además

A = 4- —e^ . í>y
Para >’ = íc, .^ = 0 se tiene /j = — 1, /2 = 1 ? A = ~ 1 •
Luego, haciendo s' = 1 para pasar á coordenadas cartesia

nas, resulta la
Solución: 3z = a;+l.

18 Asíntotasde y = e=^.

Tenemos y=^g=^ x = xl-^ = sly — sis .

Para S' = 0 , se tiene la solución: x — Q.

§ 3. ° Estudio de una curva en la proximidad

DE uno de sus puntos

74, Método de Newton.—Salmon lo emplea de la siguien
te manera. ()  Si el origen es un punto ordinario, v puede desa
rrollarse bajo la forma

*

(*) A treatise on the higher plane curves (p. 46).

cuando el origen es un punto singular, la forma de la ecuación 
será v = Ax’^ + Ba^ +
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siendo m positivo y n el exponente que sigrue en magnitud á n. 
Cerca del origen, la figura de la curva es próximamente la co
rrespondiente á. y = Ax^, debiéndose determinar w con la 
condición de que los exponentes de dos ó más términos hayan 
de ser iguales entre sí y menores que los demás. Después se 
determina el coeficiente A, igualando á cero la cantidad multi
plicada por términos con igual exponente. Podemos continuar 
el desarrollo haciendo y = A;r'^+ B.r«, después de haberse 
obtenido A y m, para obtener enseguida B y n. Sea por ejemplo 
la curva (folium ú hoja de Descartes}

y^ — 3 axy = 0.
\ \ El origen es un punto doble, tangente á los dos
—— ejes.’

Hagamos y = Ax”‘ y tendremos

— 3 a Ax”^+ ’ = 0.
Fig. .53 „ i j

Suponiendo iguales dos exponentes, por ejem
plo, 3 = 3m ó m = \, tendremos que desechar esta hipótesis, 
porque con ella los exponentes supuestos iguales resultan mayo
res que m -{- 1, exponente del otro término.

Si suponemos en seguida 3 = m + 1, que da m = 2. obten
dremos dos términos de grados iguales y menores que el grado 
del tercero: luego la ecuación se reduce á

(1 — 3 w A) = 0.
Si determinamos A de modo que se anule el coeficiente de 

x , resulta A — — , y — -— .r- + .. . ., siendo los exponentes 

de los demás términos superiores á 2.
La forma de una de las ramas de la curva, en el origen, se 

parece pues á la parábola 3 ay —
Si por último, igualamos los exponentes 3 m y m + 1, obten

dremos

1 - 
m = + A^x^ -3aA x^ = 0, A = 1 3a, y = |- 3« x ^-b...

Por consiguiente, cerca del origen, la rama considerada se 
aproxima á la parábola y- = 3 ax.
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Si hacemos, para continuar el desarrollo,

tendremos
+ 3^ + 7 »*

- —3rtBx« + ‘ = 0
é igualando á cero los términos de menor grado, tendremos

. x-® + — ;v4 + « _ 3 + ' = 0.
27¿7'‘ Sa

si hacemos « = 5, podremos igualar el primero y el tercer 

términos, lo que da B = —-7
El mismo procedimiento sirve para obtener las ramas infi

nitas de la curva, desarrollando y según las potencias descen
dentes de x. Así en el ejemplo último, igualando los exponen
tes m y 3w2, tendremos w = 1, y el coeficiente correspondiente 
será A^ + 1. Igualándolo á cero, resulta A = — 1, y el desarro
llo de y será y = — x + Bx” . Para determinar B, haremos esta 
sustitución en la ecuación de la curva y tendremos
x^ — x^~ 3Bx’»-^2 —SB’x^ + ^^-l-B^T’^-l-aax®— 3aBx^+"* =0

Suponiendo m = 0, resulta (A — — 1):
-3B(B + a)x* = 0. B = -a:

luego, tendremos la asíntota
a-py -j-x == O.

75. Triángulo de De Gua.—Es interesante el procedimien
to de De Gua, empleado por Cramer en su célebre obra Intro
duction d 1’ Analyse des lignes algébriques, para conocer la 
forma de las curvas en
el origen de coordena
das óen unpunto cual
quiera de éstas al que 
se puede transportar 
dicho origen. Fig. 54

Este método consis
te en el empleo del triángulo analitico que es una modificación
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ventajosa del paraleiógramo de Newton, donde se hallan orde
nados los términos de una función atgebráica entera del modo 
indicado en la fig. 53.

Mediante algunos ejemplos puede comprenderse cómo se 
utiliza este triángulo, ya para el estudio de las curvas represen
tadas por una función algebráica, ya para el de las ramas 
infinitas.

Ejemplo 1.®—Sea la ecuación a;'^ y -j- «y — a^ x — 0.
Hemos de ver cómo podemos agrupar dos de los términos 

de modo que sean de igual orden infinitesimal para poder des
preciar el tercero, que ha de resultar de orden superior.

1 .® Supongamos primero x infinito.
Comparando .r'^y con «3’^ que han de ser los infinitos de 

orden superior, para poder despreciar los demás términos, 
tendremos

^^y + ^y = 0, = —v = —;

luego y debe ser infinito de segundo orden; luego los términos 
ar-y, ay^ son infinitos de cuarto orden, respecto á los que se 
anula el infinito de primer orden «'^.r.

Comparando .x^y con — «\r, resulta

.r^y — = 0, v = —;

luego y debe ser infinitamente pequeño de primer orden y ay- 
un infinitamente pequeño de segundo que se anula respecto á 
los otros dos términos.

Si ay^~a-^x = (), será y = rt^x\

Si sustituimos enx*y, resulta a^ x^. Este término es infini- 
taraente mayor que los otros dos; luego la hipótesis hecha no 
puede subsistir, pues no puede despreciarse este término con 
relación á los otros dos.

2 .° Supongamos .r infinitamente pequeño.
Comparando ay^ con —«'^a;, suponiéndolos infinitamente 

mayoi es que x-y, lo que no conduce á ningún absurdo, tenemos
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que haciendo A? = 0, resultajy = rt «v que,sustituido en

x^.V da a^ x^, cantidad despreciable.

Haciendo A’^j» + ay^ — 0, resulta j' =---que sustituyendo 

en A-y, «y da — ^, + ~- infinitamente pequeños de cuarto 

orden, que son despreciables respecto á — ¿z^a; luego esta hipó
tesis debe desecharse, lo mismo que la siguiente x^y — a^x = 0 

que da y = —, es decir y infinito, resultando el término ay'^ in- 

finitamente grande respecto á los otros dos.
Para el empleo del triángulo hay que seguir varias reglas 

en que no es necesario insistir, tales como por ejemplo que en 
dos rectas paralelas trazadas en el triángulo, los términos con
tenidos en la superior son de orden superior; que si se unen con 
una recta dos términos que deben ser de igual orden, también 
lo serán los comprendidos en esta recta, los cuales formarán 
en la ecuación que debe conservarse, etc.

Así pues, estableceremos la siguiente regla: Si co^npara- 
mos dos términos, siíponiéndolos de igual orden, y se irasa 
ana recia por los centros de las casillas correspondientes á 
estos términos, todos los términos siiíiados en las casillas 
cayos centros se hallan en dicha recta, serán del mismo orden 
que los términos comparados.

Además: toda casilla cuyo centro se halla sobre la recta, 
contiene un término de orden superior, y si está debajo de la 
recta será de orden inferior, lo que demuestra Cramer fácil
mente fundándose en la disposición de los exponentes, según 
progresiones aritméticas.

De esto se deduce la regla siguiente, para distinguir en 
una ecuación indeterminada los términos que se hacen infinita
mente mayores que los demás^ por la suposición de ser xóy 
infinitos ó infinitameiite pequeños, {*)  según la enuncia Cramer:

(*) Cramer, Introd. a t Analyse Newton. Metod. fi-uañones Üpist. ad Oldemburgum.

Trasudo el triángulo analítico, se colocará cada término en 
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la casilla correspondieftíe ó, mejor, se formard el íridngitlo 
con punlos dispuestos en tresbolillo (quinconce), j» sé< cambiará 
en nn asterisco, cada panto que ocupe el lugar de uno de los 
términos de la ecuación. Después se colocará el triángulo sobre 
la pía sin x ó sin y, segiín que x ó y se supongan inanitas ó 
inpnitamente pequeñas.

Según esto, si 1a variable se ha supuesto infinita, se verá 
por qué casillas de las señaladas por asterisco se puede hacer 
pasar una regla, sin dejar encima ninguna casilla señalada. Los

Fig. 55

términos que ocupan estas casillas son 
los Únicos de toda la ecuación, y la recta, 
que trazada á lo largo de la regla, deter
mina los términos mayores, se llama una 
determinatris superior, y análogamente 
se define una determinatris inferior.

Ejemplo 1.®—Sea la ecuación ya consi
derada
x’-v -J- ay'^ — a'^x — 0.

En este ejemplo hay tres determinatrices AB, BC, CA, de
las cuales, colocando el triángulo de manera 
que su base sea la banda sin x, resultan ser su
periores AB y AC, siendo BC inferior (fig. 56). 
Pero si colocamos el triángulo de manera que 
su base sea la banda sin y, se verá que la de- 
terminatriz AC es superior y las AB y BC infe
riores (fig. 57). Así tenemos que Fig. 56

AB da x^y + ^jy® = 0
AC » A'^y — a'Cr == 0
BC » ay'^— á-x = 0

ó .r®-j-ay = 0, (1)
» xy — «^ = 0, (2)
» y- —fljr = 0. (3)

A

Luego por la suposición de ser x = oo, la 
ecuación propuesta se reduce á la (1) y (2) á 
que conducen las determinatrices superio
res AB y AC, cuando el triángulo está sobre 
la banda sin

Fig..57 Ca hipótesis de ser x infinitamente pe
queña conduce á la ecuación (3), que da la 

determinatriz inferior en la misma posición del triángulo.
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Pero la hipótesis j’ = 00 conduce á la sola ecuación (1) dada 
por la determinatriz AB superior en el triángulo colocado 
sobre la banda sin 5'. En fin, la hipótesis de ser jy infinitamente 
pequeña conduce á las ecuaciones (2) y (3), que resultan de las 
determinatrices inferiores AC, BC en el triángulo colocado 
sobre la banda sin y.

Ejemplo 2.°—Sea la ecuación

x'y- + axy- + axy- + bx‘y -|- + d'^xy + e'^jc* +/®v = 0.

Se obtienen cinco determinatrices que dan las siguientes 
ecuaciones

AB f^y + ^^y'' = o, — = 0, 
d

BC axy'^ “}-0) X 4- a = O,

CD xy 4“ = o, y- 4- CA' — O,

DE cx^ + í’-'á;® = 0, x+ =0,

EA e^x^ + Py = 0, x^ + ^y=^(y-

Colocando el triángulo sobre la línea de las y, en el caso de 
ser ;r infinita, resulta la CD como sola determinatriz superior; 
luego la ecuación se reduce à y'^-[-cX = Q.

Si A? es infinitamente pequeña, en la misma posición del 
triángulo, se ve que las determinatrices inferiores son AB y AC; 
luego la ecuación propuesta se reduce á las dos

Hv = 0.

En el caso de suponerse > infinita ó infinitamente pequeña 
se colocaría el triángulo sobre la línea de las

Cuando una determinatriz pasa por más de dos casillas con 
términos de la ecuación propuesta, la que resulta tendrá más 
de dos términos.

Observaciones.—Se ve que la alteración de los exponentes 
en progresión aritmética, lo que da la colocación en línea recta 
de los términos de igual orden infinitesimal y la relación k : l 
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entre los exponentes de ;r éj-, que lleva consigo la inclinación 
respecto á las líneas ó á las columnas que forman los términos 
del triángulo, son los conceptos en que se basa el procedimiento 
empleado por De Gua.

Así cuando ^ = ?ja determinatriz se halla igualmente incli

nada respecto á las bandas ó lados del triángulo.Si y >1 ó ^ > Z 

la determinatriz se halla más inclinada respecto á las bandas 
verticales que á las horizontales y resta un segmento mayor en 
la banda sin y que en la banda sin o?. Si k = 0, lo que sucede 
cuando la determinatriz es paralela al lado sin x, entonces á x 
infinita corresponden valores finitos de y; y cuando Z = 0 á y 
infinita corresponden valores finitos de x determinados por las 
raíces de la ecuación.

y” + + ^ y” + ^-}-cx»^ + 2 y« + 2 z-j-. . . . = 0 
que corresponde á la determinatriz considerada, y que divi
diendo por x"’ y» se reduce á

a -j- bx^ + cx^» -J- . . . . = 0 (*)

76. Desarrollo en seríes.—Dada la ecuación 
ay^ —x^y — ax^ = 0,

Fig. 58

desarrollar y en serie ascendente respecto á x.
Colocada sobre el triángulo, se ve que solo 

tiene una determinatriz inferior que da la ecua
ción ay^ — ax^ = Q ó y ~x.

Tendremos el primer término.
Para obtener el segundo, se sustituye y por

x + u, y la ecuación se transformará en

3 aux- -j- 3 au- x -j- au^ — x^ -• x“ // = 0 
que colocada en el triángulo da dos determinatrices inferiores,

una que da 3 aux- — x^ = 0, ó u = —— que es el segundo tér

mino de la serie, no teniéndose en cuenta la otra que pasa por 
las casillas U'\ u'^x, u.x^ y que daría por segundo término 7/ = R x

o Cramer, obra cit., p. 173.
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(representando R un número) que no da un exponente superior 
al obtenido en la primera operación.

Sustituyendo// por ^-j-í en la ecuación precedente, re- 

sulta 3 atx" -\-3aí^x + „^ / -f—^ + Z^ a?^ + at^ = 0.

Colocándola en el triángulo analítico, 
se obtendrá la determinatriz inferior que 
da la ecuación

que es el tercer término de la serie, cuya 
determinación podrá continuarse de igual 
modo, y que será

x-
3a

X^ 
8ÏF

Cramer en su obra, de la que extractamos la presente teoría 
expone el procedimiento para calcular los términos irregulares 
de una serie, que son los dados por ecuaciones que tienen raíces 
múlííples ó imaginarias, y cómo se puede llegar á una serie 
regular.

Para conocer una rama infinita de curva representada pol
la serie

Ax* + Bx*-1-Cx* + Dx^ 4- 
hay que reconocer si los términos corresponden á parábolas ó 
hipérbolas, lo cual será objeto de otro capítulo.

§ 4.® Discusión de los puntos singulares

77» Teorema.— Una ecuación algebráica con dos incógni
tas representa en general una curva. Sea la ecuación

■/(^,íy)-o 0) 

que representa un polinomio entero de grado n con respecto á 
x é y.

Tracemos dos ejes rectangulares y tomemos en su plano un
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punto M (a, &). Las coordenadas de un punto próximo serán 
^ + ^ y ^ + ^5 y desarrollando la ecuación (1), resulta:

da (ib dadb db^

Describamos desde M como centro y con un radio p suficien
temente pequeño una circunferencia. 
Para hallar los puntos de esta circun
ferencia que satisfacen á la ecuación 
propuesta, haremos

k — p eos 0 , ^ = p sen 0 , 

siendo 0 el ángulo del radio vector con 
el eje de las x.

Podremos determinar un módulo H 
y un ángulo a de modo que

— = — Hsena, — = Hcosa;

y la ecuación (1) se reducirá á

H sen (0 — a) -1- Pp 4- Qp2 -)-......... = 0 . (3)

Siendo p infinitamente pequeño, si H no es nula, la ecuación 
(3) sólo podrá quedar satisfecha por valores de 0 próximos á los 
que anulan á sen (0 — a), es decir, próximos á a ó á 180® + a.

Tracemos por M una recta que forme el ángulo a con el eje 
de las x, y entonces los puntos que se buscan solo pueden ha
llarse en la proximidad de los puntos A y A' de intersección de 
dicha recta con la circunferencia.

En efecto, si damos á 0 un valor que difiera de aó de 180® + a 
en una cantidad superior ó igual al ángulo muy pequeño 0, 
perú determinado, será posible obtener una cantidad ^ muy 
pequeña tal, que para todo valor p inferior ó igual á e, el pri
mer término del polinomio

H sen (6 — a) + Pp + Qp2 +......... (4)

adquiera un valor numérico mayor que la suma de los demás 
términos, y que dé por consiguiente su signo al polinomio.

Consideremos la derivada
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H COS (6 — a) + -^ p + . . . . (5)

del polinomio (4) con respecto á 6. Por no anularse el primer 
término de esta derivada para ningún valor de 0 comprendido 
entre a —0 y a-J-0, ó bien entre 180 -J-.a —0 y 180 -|-a + 0, 
pues el coseno de un ángulo muy pequeño tiende hacia la uni
dad, se podrá hallar una cantidad muy pequeña / tal, que para 
todo valor de p inferior ó igual ti ^', exceda dicho primer térmi
no á la suma .de todos los demás. Llamemos e la menor de las 
cantidades ^ y e', supongamos que el radio de la circunferen
cia descrita alrededor del punto M sea igual ó inferior á £, y tra
cemos las rectas BB’ y CC' que formen á ambos lados de AA’ 
el ángulo 0.

De lo que precede resultará que:
1 .® Siendo positivo el polinomio (4) para todos los puntos 

del arco BC' y negativo para todos los del arco B'C, dichós 
arcos no contienen ninguna solución de la ecuación (l); 2.°, este 
polinomio, que es función continua de 6, (por ser función del seno 
y coseno de un arco), tiene valores de signos contrarios en los 
extremos de cada uno de los arcos BC y B'C'; por consiguiente 
cada uno de estos arcos contiene, por lo menos, una solución 
de la ecuación propuesta; 3.°, no anulándose la derivada del 
polinomio (4) para ninguno de los puntos de los arcos BC y B’C', 
cada uno de estos arcos sólo contiene una solución.

Si ahora concebimos que o decrezca de una manera continua 
desde s hasta cero, cada uno de los valores de p dará en cada 
uno de los ángulos infinitamente pequeños BMC y B'MC' un 
punto particular, y la serie de estos puntos formará una curva 
continua.

Teorema n.—Si las coordenadas de un panto satisfacen d 
una ecuación algebr(íicaf{,x.y y) = 0, pero sin anular simultd- 
neamente á sus dos derivadas de primer orden; por este punto 
pasa una rama de curva simple con ó sin inflexión.

En efecto, pudiendo ser el ángulo 20 tan pequeño como se 
quiera, la recta AA' cuya ecuación es la siguiente

(5- - 6) = 0 ,

es tangente á la curva en M.
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Para estudiar la forma de la curva en la proximidad de M, 
hagamos 0 = a ó 6 = ISO^ + aen el polinomio (4), que se redu
cirá à

Pp + Qf’ +.... (6)
por anularse su primer término.

Podemos hallar una cantidad pequeña ^" tal, que para todo 
valor de ? inferior ó igual á e", el primer término del polino
mio (6) que no se anula, dé su signo al polinomio.

Llamemos $' á la menor de las cantidades e y e\ y suponga
mos que la circunferencia descrita alrededor del punto M tenga 
un radio inferior á s'. Además, para 6 = a y para 0 = 180®-f-a 
los coeficientes P, Q,... tienen el mismo valor numérico, los 
coeficientes de orden impar con el mismo signo y los de orden 
par con signo contrario.

Si pues, el primer término que no se anula en el polinomio (6) 
es de orden impar, el polinomio (4) tendrá el mismo signo, por 
ejemplo, el signo -j- en A y en A'; y, por consiguiente los dos 
puntos de la curva se hallarán el uno entre A y C, el otro entre 
A' y B', la curva será convexa y su concavidad estará dirigida 
en el sentido de las y negativas. Si el signo común fuese —, la 

curva sería también convexa, pero su
concavidad estaría dirigida en sentido 
opuesto.

En el caso de ser de orden par el 
primer término del polinomio (6) que 
no se anule; entonces, si en A es posi
tivo y en A' negativo, uno de los pun
tos de la curva estará entre A y C y el 
otro entre A' y C' y habrá un punto de 
inflexión (figs. 59 y 60).

Siendo M un punto cuyas coorde
nadas satisfacen á las tres ecuaciones

Z(X,J) = O, ■ ÍÍ(£í^) = 0, Í7) 
2)X Sy 

la ecuación (3) se reduce á la forma general

cos-’M sen 0 sen™û)

+ S= + V4......... =0. (8)
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Para satisfacer á esta ecuación, es necesario dar á 0 valores 
próximos á los que anulan á su primer término, pitra lo que 
basta obtener las soluciones de la ecuación

—— sen’^O ------------- ;— sen’"~ eos 6 
'èb”*---------- ' 1 lib’^ — ^'èa

cos™ o = 0. (9)

Si ^ - no se anula, esta ecuación no queda satisfecha por 

cose = 0. Podremos, pues, dividir por eos™O, y obtendremos, 
haciendo tg^ ~ n,

= 0. (10)

reduciéndose la ecuación general á la forma

. A 4- eos 0 S'p + cos“ 0 T'p® += 0, (11)

expresando S', T',... polinomios enteros respecto á u.
Consideremos las m soluciones de esta ecuación, que deter

minarán 2m puntos en la circunferencia, opuestos diametral
mente, dos á dos.

Si se anulan los m' primeros coeficientes de la ecuación (9), 
esta ecuación se descompondrá en las dos

cos->.'e = 0, (12) ^^^ »"-’”' = o- (^3)

La primera da una raíz del grado m' de multiplicidad, que 
será 6 = 90® ó 6 = 270°. La segunda dará m — m' raíces distin
tas de las anteriores. De manera, que si hacemos variar á 6 
desde 0° hasta 180°, considerando los puntos diametralmente 
opuestos como una sola solución, podremos decir que la ecua
ción (9) tiene m raíces, de las que basta considerar las leales, 
simples ó múltiples.

Supongamos los puntos A,, A.^, A3,... y sus opuestos diame
tralmente en la circunferencia, A\, A'a, A'a,...; cada uno colo
cado entre dos puntos muy próximos á ellos, también en la cir
cunferencia, de modo que tengamos en su orden de colocanón:

q A, 0..... r, A, ó,,..., c, A3 ^,..... . C, A', ó',...., c'5 A',b\. 

MCD 2022-L5



166 LIBRO 2.®—CAPÍTULO II

representando por 0 el ángulo menor que la menor de las dife
rencias de las raíces de la ecuación (9)).

El primer miembro de la ecuación (9) y por consiguiente el 
de la ecuación (8) no se anulan, conservando el mismo signo, 
si p es suficientemente pequeño en toda la extensión de los arcos 
^1 ^2. ^í í^3> • • • 1 díí manera que las soluciones sólo podrán encon
trarse en los arcos exteriores á éstos, 61 c,, 6.jC5,... que com
prenden respectivamente á cada uno de los puntos A.„ Aj,. ..

Pero los polinomios que consideramos tendrán, en los extre
mos de cada uno de estos arcos, el mismo signo ó signo contra
rio, según que corresponda dicho arco á una raíz de grado par 
ó impar de multiplicidad, pues ya en el caso de las m' solucio
nes O = 90” 0 0 = 270”, ya en el de las otras m — m' soluciones, 
el primer miembro de la ecuación (8) se podrí! escribir bajo la 
forma

Geos’»' 6 + Sp -j- Tp2 +............. (14)

cuando existe una solución 0 = 90” ó 6 = 270”; y no anulándose 
G para esta solución, dicho polinomio conservará su signo 
entre 90” — 0 y 90 + 0 ó entre 270” — 0 y 270” + 0, para valo
res suficientemente pequeños de 0. Y para Ias otras soluciones 
dicho polinomio se escribirá bajo la forma

G(» - wj’^'+ Sp + Tp^ +............ , (15)

expresando n^ la tangente del ángulo que se considera.
Así: Cada u/io de las arcos b, c,, b^ Cj,... contiene nn número 

par (incluido el cero) ó impar de soluciones, según que el grado 
de mulhplicidad correspondiente sea par ó impar. Además 
este número de puntos ser,d d lo mds igual al grado ra' de 
multiplicidad,' porque si fuese mayor, sería preciso que la de
rivada de orden m' de los polinomios (14) y (15) se anulase en

la extensión del arco de que se trata, 
lo que es imposible, por que ambas de
rivadas contienen un término de la for
ma G sen’»'0 ó G. Las raíces simples 
dan una rama con ó sin inflexión. Es
tudiemos una raíz doble, 9 = a, y sea 
AA' (flg. 61) la recta correspondiente. 
Dividiendo por G los polinomios (14 y
15), tendremos
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cos’e + s>4-Ty + ... (16) (»-«oy + s'? + Ty4-... (17)

En los extremos de los arcos BC y B'C' estos polinomios 
tienen el signo + .

Si el primer término del polinomio S’? + T'p’ + ..., que para 
0 = a ó 6 = 180° + a no se anula, es de orden par, este término, 
y por consiguiente el polinomio tendrán el mismo signo en 
A y A'. Supongamos que sea el signo — . En este caso existe 
una solución á cada lado de los puntos A y A'; y la curva tiene 
la forma representada en la fig. 61.

Cuando este, signo común es +, hay ambigüedad. Cada uno 
de los arcos BC y B'C puede no contener solución alguna ó 
contener dos situadas á un mismo lado de A y A'. Si el primer 
término del polinomio S'? + T'?‘ + ... que no se anula para 0 = a 
ó 9 = 180” + a, es de orden impar, este primer término, y por 
consiguiente el polinomio, tendrá signos contrarios en Ayen A . 
Por ejemplo, el signo — en A y el signo + en A'. El arco con
tiene entonces dos soluciones, una á cada lado de A; pero hay 
duda para el otro arco B'C'. Para evitaría, escribamos los poli
nomios bajo la forma.

eos® 0 + ? (S'4-T'p + ...), (^^ ^o)^ 4“ ? (S 4“ T o -j- .. .)

S' da su signo al paréntesis en toda la extensión del arco B'C'; 
y por consiguiente el polinomio, suma de dos cantidades posi
tivas, no puede anularse. La curva ofrece un retroceso de pri
mera especie (fig. 64).

Fig. 62 Fig. 64

Para salvar la ambigüedad que hemos encontrado en la 
discusión de la raíz doble consideremos dos paralelas al eje de 
las y distantes de éste en Æ, y hagamos it — «y + ^?, lo que 
reducirá la ecuación (15) á
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(w ® -p P o ?/' -f- Qg) 4" S/í -f-= 0, (18)
que se tratará, por consiguiente, como la ecuación (15).

Si P'o5 — 4Qy <0, esta ecuación es imposible, y el punto M 
es aislado. Si PV — 4Qo > 0, la ecuación que resulta igualando 
á cero el trinomio de la ecuación (18), admite dos raíces des
iguales 2/'oy «n y según que tengan el mismo signo ó signos 
contrarios, las dos ramas convexas, de que se compone la curva, 
se hallan situadas á un mismo lado ó á distinto lado de la 
tangente.

Cuando PV “ 4Qg = 0, si además Sg es diferente de cero, la 
ecuación (18) admite, para una de las dos paralelas, dos solucio
nes próximas á «'g, lo que da para u dos valores próximos de 
^^0 + «'o /^- Hay un retroceso de segunda especie (fig. 64). Si So 
es cero, habrá ambigüedad y se hará u' = u\ + u"h, continuán
dose el razonamiento.

Vamos á ver cómo esta discusión se reduce al método de 
Newton y Puisseux, expuesto en el t, II (págs. 257-266), siendo 
la ecuación de la forma Ï AZí“-fe^ = 0. (19)

Consideremos uno de los modos de agrupación de término 
de igual orden, representado por uno de los lados del polígono 
convexo formado, según la regla que allí se expuso.

Sea y el valor correspondiente de ¡x, expresando una frac

ción irreducible, en la recta

Por ser dos términos A/z“>fef^y Ai /í«i¿í^i del primer grupo,de 
igual grado, se tendrá

-y ó (ai-“«)? = (p—POA

Y por ser la diferencia a, — a de los exponentes de k un múlti
plo de p y la diferencia p — p^ de los exponentes de k un múlti
plo de í, será

expresando n un número entero. El primer grupo se escribi
rá así:
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siendo &* c,... números crecientes. Para continuar las transfor
maciones, consideremos primeramente que sea q impar. 

Si se hace h — h'q, k = tíh'P , siendo h' una nueva cantidad 
infinitamente pequeña de igual signo que hy u una cantidad 
finita, el primer grupo se reduce á

Por contener todos los términos de la ecuación el factor 
^za/j + Pi)^ gg puede dividir por éste, reduciéndose dicha ecua
ción á la forma

«í‘-í«’rA«'’"+B«“'-‘” +■ <^ .............= 0. (1)

Debiendo ser infinitamente pequeño el primer grupo, para 
que pueda reducirse con los siguientes el valor finito de u, debe
rá diferir muy poco de una de las raíces de la ecuación

W^ + Bz?"-^^^+.........+0 = 0. (2)

Yhaciendo u^ = v, esta ecuación se reduce al grado g y se 
transforma en

+ + G = 0. (3j

Estudiemos cada una de las raíces de esta ecuación. 
Si Vo es una raíz simple de la ecuación (3). la ecuación (2) ad

mitirá la raíz simple i/o = ? se demostrará, como ante
riormente, que para cualquier signo de h', la ecuación (1) ad
mite una raíz próxima á Uq y una sola; por lo tanto, k tendrá 
un valor muy próximo á u'Ji'i . A esta raíz simple corresponde 
una rama de curva que pasa por el punto M y se extiende á la 
derecha y á la izquierda de este punto. La forma de la curva 
varia según quey> es par ó impar, mayor ó menor que ^.

1 .0 p impar. Cuando cambie el signo de h ó de Zi, cambia el 
signo de Æ, resultando una rama con inflexión, tangente á una 

paralela al eje de las x, si -y > 1 (fig. 65,1), á una paralela al eje 

de Ias3',si -^< 1 (fig. 65, 2).

Cuando p = í? = 1, la tangente se obtiene y no existe nece- 
sariamente inflexión. ./' ^í>\
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2 .® p par. Cuando h' cambia de signo, ^conserva el mismo

signo. Si —> 1, la curva tiene la forma convexa ordinaria y 

es tangente á una paralela al eje de las a; (fig. 65, 3). Si -^ < 1, 

forma un retroceso de primera especie, cuya tangente es para
lela al eje de las y (fíg. 65, 4).

3 .® Sea q par. Haremos

h = + h'^, k = tih’^ , u^ = 'v, 
siendo h' una cantidad infinitamente pequeña, positiva ó nega
tiva y u una cantidad finita, que podremos suponer positiva, en 
virtud del doble signo de h' ó de h'^ , puesto que p es impar. Y 
afectaremos con el signo + ó — á la cantidad h'^ , según que se 
busquen puntos situados en la paralela á la derecha ó en la 
paralela á la izquierda.

Si consideramos la paralela á la derecha, será preciso hacer 
k = h'^ . La transformación es la misma que la efectuada ante
riormente, llegándose á las ecuaciones (1), (2) y (3).

Si se considera la paralela á la izquierda, será preciso hacer 
h = — h"^, y las ecuaciones (I), (2) y (3; quedarán sustituidas 
por las siguientes:
í/í^“^^[Aw^^+ ( - 1)^ . + ( ~ 1/G] + ... = 0 (1')

Aw?^+(-l/B«^®”®’® + ... + (-1/0 = 0 (20

Av^ +(-I)^Bí/"^+...+ (-1/0 = 0. (3')

Observaremos desde luego que las ecuaciones {3) y (3') tienen 
sus raíces iguales y de signo contrario. Los valores de v única
mente admisibles son los positivos, dando origen los negativos 
á valores imaginarios de zt. Sea pues, v^ una raíz simple positiva 
de una de estas dos ecuaciones, por ejemplo, de la (3). La ecua
ción (2) admite la raíz real y positiva «a = L-a^^í. Si en la ecua
ción (1) se dan sucesivamente á k' un valor positivo y un valor 
negativo, esta ecuación admite dos raíces reales próximas á Ug, 
Resultan pues, para k dos valores de signos contrarios próxi
mos á ujt'p . A esta raíz simple tJqcorresponde, por consiguiente, 
una rama doble de la curva situada á un mismo lado del punto 
M, á la derecha, en la hipótesis actual, que forma una rama 
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convexa ordinaria, tangente á una paralela al eje de las >, si

^ < 1 (fió- 65, 5), ó un retroceso de primera especie tangente á

una paralela al eje de las si > 1 (ñg. 65, 6).

En los casos analizados, resulta pues una rama simple que 
puede tener una inflexión ó un retroceso de primera especie.

Sea ahora una raíz cuyo grado de multiplicidad es n. Ei 
primer miembro de la ecuación (3) ó (,3') es divisible por ‘Uo)” 
y el primer miembro de la (2) ó (2') por (zí' ^^o)”- Si se hace 
u = Uo + k', siendo k' una cantidad infinitamente pequeña, y se 
sustituye ít por este valor, la ecuación (1) ó (1 ) tendrá todos 
sus términos infinitamente pequeños, y tomará la forma

S = 0.
Se tratará esta ecuación como su análoga, la propuesta, 

siguiendo el procedimiento de Puisseux; y se examinarán las 
maneras de formar los grupos correspondientes, cada uno de 
las cuales conducirá á una ecuación análoga á la (19) cuando 
se haya escrito h' — + h"^',k' = u ’^^ ,í^ ® .Las raíces simples 
de esta ecuación no ofrecerán ninguna dificultad. A una raíz 
simple corresponde un valor de k' de la forma zí o , y P^i con
siguiente, un valor desensiblemente igual á(Wo + Wo^ ) ^

Si q y q' son impares, h' y h" tienen el signo de /¿, y se tiene
una rama de curva que se extiende á la 
derecha y á la izquierda del punto M, 
lo que reproduce las formas represen- r?^ 
tadas en la fig. 65(1,2,3,4). '

Si q es par y q' impar, es necesario 
elegir el signo de h, lo que indica que 
la curva sólo se extiende á un lado, h’ 
conserva el doble signo, h" tiene el
mismo signo que^'. Se tiene pues, para p^g
k^ en una misma paralela, dos valores
de signos contrarios, lo que reproduce una de las dos formas 
representadas por la fig. 65 (5, 6).

Si q es impar y q' par, Jí tiene el mismo signo que h y h" un 
doble signo. Pero será necesario elegir en la nueva ecuación el 
signo de h', lo que indica que la curva sólo se extiende á un
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lado. Conservando h" el doble signo y siendo p' impar, se tiene 
para k, en una misma paralela, dos valores del mismo signo, 
lo que da un retroceso de segunda especie, cuya tangente es

paralela al eje de las-x ó de las y, según que ~ sea 

^ >ó<l{fig. 66). Sin embargo, en el caso ser/>=$ = !, 
-** , el retroceso es de primera especie, siendo oblicua la

1 dirección de la tangente (fig. 63).
r__ Por último, si q y q' son pares, es necesario elegir 

’** el signo de 7/y después el de 7?', conservando h" el 
^*®- ®® doble signo Se tendrá todavía un retroceso de segun

da especie (fig. 66).
Cuando la ecuación en t’' tiene raíces múltiples reales, se 

hace ií' — u'o -J- k", y se efectúa una nueva transformación, aná
loga á las precedentes; y así sucesivamente, hasta llegar á una 
ecuación que no tenga ninguna raíz múltiple.

Ya se vió (t. II, p. 257) que el número de transformaciones 
es finito, pues si m es el grado de la ecuación, siendo el mayor 
exponente de k y de u en las ecuaciones £ = 0 y(l),á lo más m,es 

evidente que el grado de la ecuación (3) no puede exceder á — .
q

Cuando se sustituye u por u^ -}- Æ' en (1), el primer grupo da 
un término k'^ independiente de h'. El exponente de k' en el 
primer grupo de la nueva ecuación será, por consiguiente, á lo 
más igual á n. Y continuando así, llegaremos á una ecuación 

cuyo grado no podrá exceder que será de primer

grado. Tendremos que resolver, por último, una ecuación bino- 
mia en«,y por consiguiente, una ecuación de primer grado en v.

78. También podemos llegar al mismo resultado, siguiendo 
el razonamiento expuesto por M. Laurent en su Cours d’ Ana
lyse (t. II, páginas 154-162).

Sea /(a;,y)«0 dj

Dando á x é y los incrementos 1, y, y desarrollando/(x4- c, 
y + Yj) tendremos
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Tomando el punto (æ, y} como origen de coordenadas, estu
diaremos el modo de cortar la curva á dos paralelas ABy A B 
al eje de las j, trazadas á una distancia $, á uno y otro lado 
de éste.

Puesto que — y — no son nulas, á la vez supondremos

^>0, y miremos. — f -

escribir
^_a + æ = 0, (3)

expresando P una función de ; y de a, finita para ; - 0 y pata 
valores finitos de a. Si se supone ? muj- pequeño, 
en virtud de{3)a converge hacia a, y el coeficiente !®r
angular o = -^ de la secante OM trazada por el 

origen O, converge hacia el coeficiente angular 
de la tangente; y siendo la derivada de (3)

Fig. 67

la cual no puede anularse para valores muy pequeños de 5, 
por conservar la derivada 1+ , -^ el mismo signo, el primer 

miembro de (3) sólo se anula una vez. La ecuación (1) tiene 
pues una sola raíz finita a = a, y la curva encuentra á AB en 
un solo punto, pues para « = a el primer miembro de (3) tiene 
el signo de P; y, haciendo rt = a + /¿óí? —a h, este primer 
miembro será, para valores pequeños de ?, positivo ó negativo. 
Supongamos que P sea positivo. Entonces, la raíz de (3) estará 
comprendida entre a y a-h; y por consiguiente la curva cor
tará á AB debajo de OT, cortándola sobre OT en el caso con
trario (fig. 67). Análogas conclusiones obtendremos respecto a 
la paralela A'B' correspondiente á los valores negativos de

Si P tiene á ? por façtor, cambiará de signo con éste.
Para P>0y ^ > 0, la curva corta á AB debajo de la tan

gente, y para ? <0, siendo P <0, la curva cortará á A'B' en la 
región superior á la tangente. Hay pues inflexión.

Ahora bien; para que la curva f(x, y) = 0 presente una sin-
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gulandaa en ¿», v, es necesario que — = Oy — =0: 

demostraremos que es suficiente.

y además

Siendo nulas las derivadas primeras de/(íc, y) = 0, tendre
mos que

Esta ecuación debe tener un término independiente de $ ó vi, 
sin lo que sería divisible por una de estas variables, y la ecua

ción propuesta no sería irreducible. Supongamos 

diendo por $®, tendremos

3y>
sy< o. Divi-

h 2«--^ + + «Q - 0 ,
(4)

expresando Q un polinomio que permanece finito para ? = 0, 
mientras que a no sea infinito. Distinguiremos

Fig. 68

tres casos:
1 .® Que el trinomio escrito en la ecuación (4) 

se descomponga en dos factores reales y desigua
les, por lo que se podrá escribir bajo la forma

-^ (« - a) (a — P) + EQ = 0 . (5)

Suponiendo ^^ positivo, tracemos las

OT y OS (fig. 68) cuyos coeficientes angulares son a 

rectas 

y Píy
podremos suponer Q distinto de cero para a = a ó b = ¡3, sin lo 
que /= 0 no sería ecuación irreducible. Supongamos además 
“^t^ yQ>0 para « = a.

Haciendo ¿í = ayí3i = a~Z5, el primer miembro de (5) ad
quiere signos contrarios, cuando ? es suficientemente pequeño. 
La ecuación (5) tiene pues una raíz a próxima á a, teniendo y 
un valor AM próximo á a? = AT; y la curva corta á AB en la 
proximidad de T (en el caso presente bajo el punto T) Se verá 
de igual manera que la curva corta á AB en la proximidad del 
punto S. Además no existe ningún otro punto próximo á 0 en
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la curva AB, porque la derivada del primer miembro de (5) ó 
(4) se reduce á

y se anula tan solo una vez para valores finitos de a, cuando $ 
es muy pequeño. Y es fácil determinar si estos puntos se hallan 
sobre ó bajo OS y OT, que siendo los límites de la secante, son 
tangentes. El punto 0 es pues singular, y en él se cruzan dos 
ramas de la curva. Es un plinto doble ó nodo simple,

2 .° Si el trinomio considerado no puede descomponerse en 
factores reales, la ecuación (4) conserva el signo de este trino
mio (que no puede anularse) para valores pequeños de ^. No 
existen puntos de la curva en la proximidad del punto 0, que es 
un punto aislado ó conjugado.

3 .® Si el trinomio es un cuadrado perfecto, entonces

Q

y la ecuación (4) se reduce á la forma

^(«_«)« + $Q = 0.
ir -A^

(6)

Si trazamos la recta OT cuyo coeficiente an
gular es a, entonces a tiende hacia a para 1 = 0. 

3’

Fig. 69

Esta recta OT es por lo tanto una tangente. Si se hace zí=^a, 
para ? > 0, el primer miembro de (6) tiene el mismo signo que Q. 
Para otros valores de « es positivo.

Se concluye pues, que hay por lo menos dos intersecciones 
á ambos lados de la tangente en A'B'; y no hay mas que dos, 
pues la derivada del primer miembro de (6) es

que se anula una vez tan solo para valores pequeños de ?. Aná
logamente razonaremos para el caso de ser Q negativo, cuando
a = a.

Pero si Q puede cambiar de signo con 5, tendremos que 
escribir el desarrollo Q = A + B ; + C S® +.........Entonces (6) 
se reduce á

MCD 2022-L5



176 LIBRO 2.°—CAPÍTULO II

- a)* + AH + Bt^ 4-o . (7)

Supongamos A = 0 para a = a; y el primer miembro de (7) 
tendrá el mismo signo que B. Si pues B es negativo; como para 
a^a, este primer miembro es positivo, la curva encontrará á 

cada una de las rectas AB y A'B' en dos puntos. La curva tiene 
dos ramas tangentes entre sí (fig. 59).

En el caso de ser B positivo, haremos a = «+ st'; y la ecua
ción (7) se reducirá á

^«’n‘ + (A„ + A%U' + ...)? + (Bo + B'oU'+...)5*-í-...«0

expresando Ao, Bu,......... los valores.de A, B,.......... para a = a; 
y dividiendo por ?, tendremos

^«’ + A>' + B. + 5(^«'‘ + B> + -.) + -=0. ®

Si el trinomio a', independiente de ; es siempre positivo, a' 
es imaginario y 0 es un punto aislado. Si este trinomio puede 
anularse, a toma dos valores reales a -|- a'^ y a + ^'^; y la curva 
se compone de dos ramas situadas á uno y otro lado ó al mismo 
lado de la tangente común^ según que a' y P' tengan signo igual 
ó contrario.

Si el trinomio en a' tiene raíces iguales, la ecuación (8) tiene 
dos raíces iguales.

Si el coeficiente de ^ es positivo cuando H es negativo, a tiene 
entonces dos valores de la forma

^ + (“' + =i)« y «+(a' + s)L

siendo 2, y Sj muy pequeños con relación á a'. La curva se pre
senta bajo la forma de dos ramas situadas á un mismo lado de 
la tangente común, no cortando más que á una de las paralelas 
AB y A'B'. En el punto 0 hay un retroceso de segunda especie.

En resumen; Si las tres derivadas segundas de /no son nulas 
á la vez, la curva tiene en (œ, y) un punto singular ordinario, 
que será extraordinario, cuando se anulen simultáneamente 
dichas tres derivadas, lo que exige un razonamiento más de
tallado.
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Ejemplo.—Sea la curva
f(x,y'} + ax'’ + bx^ y^ + cx^ + dx'’ y^

+ exy^ + fx^y’^ + gy'-’ + /í^® = 0 (1) 

que tiene un punto séxtuplo en el origen.
Podremos despreciar, desde luego, los términos en los que 

el exponente de ;v es mayor que 5 y podremos despreciar el tér
mino en y”, porque según la figura la construcción de Puiseux 
comienza en y. Tendremos por consiguiente,

x^y-}-bx^y’^ + dx^y-^ + exy^'}-fx^y^-\-gi/ = Q- (2)

Fig. 70

Según la construcción de Puiseux los términos correspon
dientes á los puntos (0,9) y (2,5) pertenecen á un ciclo y junta
mente con ellos el correspondiente al punto 
(1,7) en línea recta con los otros dos. Tendre
mos, pues, la ecuación

çy = f)x- -\-ex}f-r gd ‘(3) 

Para ^ = 0, resulta x^ = 0; para x = 0, 
y = 0; luego el eje de las x encuentra á la 
curva en dos puntos coincidentes y el de las 
y en cuatro. Haremos x = x'^ é.y = y, resol
viendo la ecuación de segundo grado que re
sulte. La curva C, se descompone en dos 
factores lineales x' — r^iy' y x' —f^t¡y'-
Siendo x comparable y'’, las dos curvas correspondientes á estos 
factores lineales, serán del tipo de la parábola, esto es:

x = w, y, x=^ fn,y\
La recta que une los puntos (2,5) y (5,1) da 

otro ciclo, representado por la ecuación
C^ = x^+by^ = Q. (4> 

a;^ es comparable con y; por consiguiente la 
curva tiene en el origen un punto triple con tres 
tangentes que se confunden con x = 0, que co
rresponden á

3__ 
x = ^ — by^

Hay pues dos ramas imaginarias y una real.
12
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No existiendo más ciclos, según la figura, podremos comple
tar la determinación del punto séxtuplo por la construcción de 
una rama aproximada, uniendo el punto (5,1) correspondiente 
al término x^ÿ con el punto (0,7) correspondiente al término 

de la ecuación (1), lo que da

B — y -|- ax^ — 0
que pertenece al tipo de la parábola.

Definición.—Si en la ecuación (1) se tiene, para x = Xq, y = yo 

f{af„yù = 0,

= 0, fyu (-JOoy y,} = 0 ,
oteo i yo) = 0, f' y¿) = 0,

el punto M {Xf^y^} es un punto múltiplo de orcien p.
Esto sentado, sea y — y^ =^ \ [x — æ,} (2) 

la ecuación de una secante que pasa por M.
El sistema de ecuaciones /(x,y) = 0y (2) determina los 

puntos de intersección de la secante y de la curva.
Eliminando j, '

resulta f {œ, y^-[-\x ~ x,¡) = Q, y haciendo

¿» = ¿yy-|-^ k = Ah,
.se obtiene f{xo + h, y^ + Ze) = 0 ;
y en virtud de las condiciones de anulación de las dérivadas 
hasta el orden p,

ib” --- 1- ph^
dx^-^dy

+ Rp = 0,

siendo R;, de grado p -|- 1 por lo menos, con relación á h y k.
Podemos sustituir 'kk en vez de k y suprimir p raíces nulas. 

Por consiguiente la recta (2) encuentra á la curva en p puntos 
confundidos con M, quedando la ecuación reducida á la forma

J.
/>! dx‘ dy J

(3)
p^Aa-o. y.)
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Para que la secante se convierta en tangente, es necesario 
que un nuevo punto de intersección de la secante con la curva 
pase á M, ó que la ecuación (3) tenga una nueva raíz nula, lo 
que se consigue haciendo

£ix^~^ dy^ü dy^ /0
(4)

Esta ecuación en X determina las p tangentes á la curva en M; 
y obtendremos la ecuación del conjunto de las tangentes, elimi
nando X entre la ecuación {4) y la (2).

§5.° Diferentes especies de puntos singulares

79. Punto múltiple es aquel por el cual pasan varias ra
mas de curva, admitiendo ésta en él varias tangentes.

Ejemplo.—Sea

y = í,(.r) + (x — a {x — b) ’

1 P representando — una fracción irreducible cuyo denominador

es par.
La curva representada por la ecuación tiene dos ramas que 

se reducen á una y = ? («), para x = a.
La derivada

(x) ± (x — + ^ (x ~ «) (X — b}^ 
ax ‘ Q

se reduce para x = a á

= ai' (a) +{a — b}^ 
dx

expresión que da los coeficientes angulares de las dos tangentes 
en el punto x = a, y = ® («).

Si « > b, habrá dos tangentes distintas que se reducen á una 
sola, cuando x = a. El punto x = a, y = © («) es un punto doble.
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^^ ^ ^^' s®**^ imaginaria; no habrá tangente. No existe 

ningún punto de la curva en la proximidad del punto conside
rado. que es un punió aislado.

80. Puntos de inflexión están caracterizados por cambiar 
de signo el coeficiente angular de la tangente.

Ejemplo.—Sea la curva, llamada lemniscata

y = ± X^ l —X'^

Para x = 0, se tiene = 4-1 
ax

El punto ¿í? = 0 3^ = 0 es pues un punto 
tiene que

doble. Además se

Para a? = 0, se tiene = 0. El origen 

es un punto de inflexión.
En general, una tangente gira de una ma

nera continua alrededor de la curva, mien
tras que su punto de contacto camina en el 
mismo sentido.Pero en un punto de inflexión 

dos tangentes sucesivas coinciden, de manera que mientras el 
punto continúa avanzando regularmente, la rotación de su tan
gente en el punto de inflexión es nula. Esta tangente (tangente 
estacionaria) se detiene un instante, para continuar su rotación 
en sentido opuesto.

En la figura 73, 1a curva está sustituida por un polígono. El 
punto (x) avanza sobre la recta envolvente («), siempre en la 
misma dirección; pero esta recta, después de haber girado en 
el mismo sentido, de la posición u á u, pasa de u' á ti", girando 
en sentido opuesto. En n' la rotación es nula. Los ángulos de 
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conting;encia en u' se hacen infinitamente pequeños respecto á 
los que preceden y á los que les siguen.

La tangente en el punto de inflexión encuentra á la curva
en tres puntos. Por consiguiente las 
curvas de segundo grado no tienen 
puntos de inflexión y las de tercero 
no pueden encontraría en un nuevo 
punto. Pero las de órdenes superio
res pueden encontrarías en más 
puntos. •

Siendo AB una tangente de in
flexión; si por cierta hipótesis se 
anula la distancia AB, el contacto 
equivaldrá á cuatro intersecciones. 
El punto será de doble í^/lexión ó 
de serpenleo, (fig. 7o). Las inflexiones son alternativamente vi
sibles é invisibles.

Ejemplos.—La parábola ordinaria y = x^ solo tiene en el 
vértice un punto simple sin inflexión, solo la encuentra el eje de 
abscisas en dos puntos.

La parábola cúbica y = x^ tiene una inflexión en el origen; 
y = 0 da x^ = 0; luego las tres raíces 

 / ^ /^ iguales á cero manifiestan que el eje de 
J^___________________ abscisas encuentra tres veces á la cur-

Fig. 74 va en el origen y es á la vez tangente 
y secante (fig. 74).

Se verá que si en vez de y = x^ se hace y = x^ — bx^, la 
curva considerada es tangente en A y secante en B. pues queda 
satisfecha por A? = 0, JU = 0, .r = 6 ; pero si AB disminuye su- 
cesivamente (fig. 72), cuando sea cero, se pasará á la curva 
y = x^ y á-tres raíces nulas.

La parábola de cuarto grado y — x^ tiene un punto de ser
penteo. Podemos considerar la curva 
y z= x^ — bx^ que tiene un punto de A 
inflexión en el origen A y corta ála 
curva en B. Cuando la distancia AB se 
haya reducido á cero la raíz x = b se Fig. 75 
reducirá también á cero.
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La parábola cuadrado-cúbica, ó de quinto grado, tendrá un 
punto de triple inflexión en el origen.

Puntos de retroceso son, como sabemos, aquellos en que 
terminan dos ramas que tienen una tangente común. Son de 
primera ó de segunda especie, como se ha visto (pág. 76), 
según que las ramas de curva están á distinto ó á un mismo 
lado de la tangente.

Ejemplos.—Sea la curva

_y = f (¿r) + (¿ü — a}^ | (á?), 

representando ® (¿r) y f (œ) dos funciones reales y finitas para va-
P lores de « próximos de a, y suponiéndose la fracción positiva,

irreducible y con denominador par.
Para cada valor de ¿c superior á «, el segundo término tendrá 

dos valores reales iguales y de signo contrario.
Los dos valores distintos de y se hacen iguales para x = aé 

imaginarios para x<ia.
Dos ramas se reúnen, pues, en el punto x = a, y = ? («)■ La 

derivada es

X-i L
^^ =-i''(x) + — (x — a)^ i {X) ± (a: — a)^ I'C®) •

Si —>1, al valor œ = a corresponde ^=^'(ci}.

Luego las dos ramas, que se reúnen en el puntoíc=«,y = <p(a), 
tienen la misma tangente, y dicho punto es de retroceso.

Para saber si es de primera ó de segunda especie, derivare
mos, y resultará

.^=f(x) + ^f^-ó f^-aV 
dx^ q \q 7

+ 2~(x — a)^ y{x) + (x — a)^ Y'{x) .

Supondremos: 1.® ~ — 2>0, y se tendrá, para¿c = a.

MCD 2022-L5



ESTUDIO PARTICULAR DE LAS CURVAS PLANAS 183

Si pues /(«) no es nula, -7^ tiene el mismo signo en las dos 

ramas, y la curva tiene un retroceso de segunda especie.

2.® Si se tiene — — 2<0,

para un valor un poco superior á a, el término

^ÍÉ--- K^) (a)

será muy grande en valor absoluto, y no sucederá lo mismo á 
dy^ los otros términos de ^ que todos, excepto el primero 0" (a:), 

convergen hacia cero, cuando æ tiende hacia a.
d'y

Así, el término (a) da su signo á -~; y por tener doble signo, 

resulta que, en el punto [« = a, y = ?(«)], las dos ramas se ha
llan á los dos lados de la tangente común.

Ejemplo—Sea
_5

A un valor positivo de x corresponden dos valores de y, que 
se hacen iguales para œ = 0. La curva no tiene ningún punto 
al lado de las abscisas negativas. Por el lado de Ias abscisas 
positivas tiene dos ramas infinitas, la una hacia las y positivas, 
la otra hacia las y negativas, ésta, después de haber cortado al 
eje de las x en el punto x = Í (fig. 76).

El límite de la relación es cero cuando x = 0, y cuando x X
se hace igual á cero, por el lado de las x positivas, los dos valo
res correspondientes de y son positivos; luego las dos ramas 
tienen la misma tangente en el origen, y se hallan situadas 
cerca de este punto al mismo lado de la tangente; por consi
guiente el origen es un punto de retroceso de segunda especie.
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Vemos además que

Fig. 76.

Para æ = 0, se tiene

4^ = 0 y 0 .

81. Puntos aislados.—Punió aislado es aquél cuyas coor
denadas satisfacen á la ecuación de la curva,
sin que ninguna rama de ésta pase por el 
mismo.

Ejemplo.—Sea

3/= + (¿» —a) ^ x — b .

1.® Sea a<C.b. Para æ = b se tiene y = 0.
Se tiene pues, un punto B en el eje de 

las¿».
Si x aumenta desde b hasta + co , y au

menta desde 0 hasta ± oo , y se tiene una rama MBM'. Si æ <^b,
será y imaginaria, excepto para x = a, co
rrespondiendo y = 0 (fig. 77).

El punto x = a, ÿ = 0 es pues, un punto 
aislado.

2.® Si a'^b, la curva tiene un bucle 
entre los valores x = a, x==b, correspon
diendo en este intervalo dos valores de y 
á cada valor de x, que se reducen á cero 
para dichos valores extremos de x. Desde 

x= a hasta x = ca, y crece hasta el infinito, teniendo dos ramas
infinitas que se cortan en el punto A, co
rrespondiente á x = a, que es punto doble.

82. Punto de parada.—Se entiende 
por punió de parada el punto en que una 
rama de curva se detiene.

Ejemplo.—Sea

Fig. 79
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Demos á a? valores positivos.
Para a? = 0, se tiene y = œ . Si a? crece hasta -i- 00 , y decrece 

desde + 00 hasta + 1, lo que da una rama asintótica al eje de 
las y y á la recta y = 1.

Cambiando æ en — x será y = 1: e^. Para .r = 0 será y = 0. 
La curva pasará por el origen. La ordenada aumentará con el 
valor absoluto de x hasta y = 1.

Existirá una segunda rama asintótica á la recta y = + 1 que
se detendrá en el origen, viniendo á las x 
negativas.

Hay un punto de inflexión (fig. 79) para

Ejemplo.—Sea

No se puede dar valores negativos á <r, 
porque Ix sería imaginario. Si le da á « valores positivos muy 
pequeños, la ordenada será muy pequeña y negativa y crecerá 
en valor absoluto con x hasta ¿e=l, haciéndose igual á — æ 
para a? =1.

Se tendrá pues, una rama de curva que parte del origen y 
cuya asíntota por el lado de las y negativas es la recta te = 1. 
Si x crece á partir de 1 hasta 00, ?/ se hace positiva; y esta 
ordenada, al principio muy grande, decrece indefinidamente 
hasta cero, lo que da la rama MM’. El origen es un punto de 
parada (fig. 80).

83. PuNTO SALIENTE Ó ANGULOSO.—Sea

X
1

Para ¿r = 0 se tiene y = 0. El origen es un 
y 1 

punto de la curva. Si en ^ =--------— se ha-
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ce £C = 0, se tiene lim -~ = 0. La rama OM tiene por tangente 

en el origen el eje de las æ.
Si ahora hacemos = — s, de donde — = -----!— para

1+^

x = — ^ = o se tiene lim — = 1; luego la rama ON situada en 

la parte inferior de las æ negativas, tiene por tangente la bi
sectriz OT del ángulo de los ejes.

El punto 0 en el que terminan dos ramas de curva que 
cada una tiene una tangente distinta, se llama punto anguloso 
ó saliente.

§ 6.® Estudio de las ramas infinitas

Si consideramos, siguiendo la exposición de Cramer en su 
Introduction d l'analyse des lignes courbes la serie,

ordenada con arreglo á las potencias descendentes de ¿r; para 
estudiar la rama de curva que representa, tendremos que fixa.- 
minar las curvas y = Ax^^-. u = Bx*..... que se conocen con el 
nombre de hipérbolas ó de parábolas, según que los exponen
tes h, l,. .. sean negativos ó positivos.

La ecuación y^ = 'jí x^^ ó y = A.x-^ = ^ se llama la familia de 
las hipérbolas de las que las más sencillas son la hipérbola or
dinaria xy = a y la hipérbola cúbica xy^ = a. Todas estas hi
pérbolas tienen por asíntotas sus ejes; porque en la ecuación

al valor infinito de j; corresponde un valor infinitamente peque
ño de y, é inversamente; de manera que por un lado se apro
xima infinitamente del eje de abscisas, alejándose infinitamente 
del de las ordenadas, y por el otro, se aproxima infinitamente 
del eje de las ordenadas, alejándose infinitamente del eje de las 
abscisas.
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A su vez la parábola ordinaria origina, como la hipérbola 
una familia numerosa comprendida en las curvas que represen
ta la ecuación general > = ¿r+^ = ^ Entre estas parábolas se en
cuentra la recta > = :v, bisectriz del ángulo de las coordenadas 
rectangulares.

Las dos familias de curvas se pueden representar por la 
ecuación común y^ — cíx^óy = Ax*. que expresa parábolas, 

cuando ó ^ es positivo é hipérbolas, cuando es negativo.

La disposición de estas curvas respecto á los ejes de coor
denadas depende del signo del parámetro a y de que los expo
nentes ky l sean pares ó impares. Así:

1 .° Si k y l son impares, x^ tendrá el mismo signo que x; 
luego a x* tendrá el mismo signo que x si « es positivo y signo 
contrario, si a es negativo, distribuyéndose las dos ramas de la 
curva en el 1.° y 3.®' cuadrante ó en el 2.° y 4.°

2 .® Si yfe es par y l impar, las ramas de cada curva se distri
buirán en el 1.® y 2.° ó en el 3.® y 4.® cuadrantes.

3 .° Si ^ es impar y l par, la distribución de las ramas será 
en el 1.® y 4 ® ó en el 2.® y 3.®

4 .® Si k y Z son pares, la curva será imaginaria cuando a 
sea negativo; pero tendrá cuatro ramas reales, una en cada 
cuadrante, cuando a sea positivo.

Toda rama infinita, al alejarse al infinito adquiere insensi
blemente la naturaleza de una rama hiperbólica ó parabólica, 
difiriendo de ella poco á una gran distancia, confundiéndose 
con ella en el infinito. Las ramas hiperbólicas tienen una asín
tota y las parabólicas no tienen ninguna.

Esto hace que las ramas infinitas de las curvas se dividan 
en dos géneros: ramas hiperbólicas y ramas parabólicas.

Si la serie
Ax^ + Bx *-1-Cx^-f-.........

expresa la ordenada de una rama infinita, para conocer si esta 
rama es hiperbólica ó parabólica, se tomarán todos los térmi
nos en los cuales el exponente de x es positivo ó cero; y lla
mando Ti á su suma, si la línea cuyas coordenadas son x y “u es 
una recta, la rama es hiperbólica y esta recta es la asíntota. 
La rama será parabólica, si la línea cuya cuya abscisa y orde
nada son x y i; no es una recta.
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Si la línea cuyas coordenadas son ;r y ^’ es una recta, la 
serie-z;+.........es una rama hiperbólica cuya asíntota es dicha 
recta, porque todos los términos siguientes, en los que el expo
nente de ;v es negativo, tienen una suma tanto más pequeña 
cuanto mayor es x, reduciéndose á cero cuando ¿r es infinita.

Para que los términos de t; sean la ordenada de una recta, 
es necesario que x, en estos términos, no pase del primer 
grado.

Una rama hiperbólica que tiene una asíntota recta, tiene 
también una asíntot;i curva ó varias, porque cuantos más tér
minos se tomen en la serie, más se aproximará á la ordenada 
de la curva. Luego si se describe una curva cuya abscisa sea 
A? y la ordenada v con uno ó varios términos siguientes de la 
serie, esta curva será una asíntota de la propuesta, que se 
aproximará tanto más en el infinito, cuantos más términos se 
tomen después de v. Así, como el primer término de los que 
sigue á v vale infinitamente más que todos los demás, la curva 
cuya ordenada es f con el primer término que sigue, es decir, 
con el primer término de la serie en el que x tiene exponente 
negativo, es propiamente la que se llama asíntota curva de la 
rama infinita representada por dicha serie, y esta curva es una 
hipérbola cuya abscisa es CO {^) y cuya ordenada es ON (í); 

porque siendo PM la ordenada de la cur
va propuesta Mw, PO (t»), la ordenada de 
la asíntota BCO, PN (-ü+O la ordenada de 
la asíntota curva Nw, (Z) es el primer tér- 
mino de la serie en que .r tiene un expo- 
nente negativo, por ejemplo Cx—^-''; y las 

B^ paralelas ACy PO dan AB: BC = AP;CO.
ABLa razón está determinada por el 
BC

triángulo ABC. Sea B : K la razón de AB á BC. Tendremos

B : K = AP (x): CO (5); luego s = ó x =^,y la ordenada

í ó sea Cx“* = ^= que es la

ecuación de una hipérbola.
Si el coeficiente tiene en el infinito el mismo ó signo contra

MCD 2022-L5



ESTUDIO PARTICULAR DE LAS CURVAS PLANAS 189

rio que “U, las ramas caen más allá ó más acá de la asíntota 
recta.

La rama infinita representada por una serie será parabólica, 
cuando en el primer término Ak^ el exponente es un número 
positivo distinto de la unidad ó cuando al ser igual á la unidad 
el exponente i del segundo término Ba:’ sea positivo, pero infe
rior á la unidad.

Para obtener las ramas infinitas por medio del triángulo 
analítico, Cramer procede en su Inírodiicíion d 1’ Analyse de 
la manera siguiente:

Ejemplo 1.®—Sea la curva xy'^ — a^y — b’^ — O, que coloca
da en el triángulo analítico, da dos determi- 
natrices * . K . * .
(AB) ¿ry — a^y = 0, {AC) X3»* — &=’= 0 s \ * 

que indican ramas hiperbólicas, designando, 
la primera, ramas que tienen por asíntota el Fig. 83 
eje de ordenadas y la segunda, ramas cuya 
asíntota es el eje de abscisas. La primeréi ecuación de x = — ; 

expresa una asíntota curva que es una hipérbola cónica con 
parámetro positivo. Sus ramas se extienden en las coordenadas 
de igual signo.

La determinatriz AC da y = ± &»:2.r-i-2 que indica una 
hipérbola de tercer orden en los ángulos de las abscisas posi
tivas.

Resuelta la ecuación propuesta respecto á y, se obtiene

2x
y se deduce la forma de la curva representada por la fig. 84.

Fig. 84

Ejemplo 2.°—Sea x^y'^ — a^y — b^x = 0.
Colocando esta ecuación en el triángulo, 

se obtienen dos determinatrices AByAC que 
corresponden á las ecuaciones

x^y^ — fl^y = 0, ' x^y^ — b^x = 0
indican ramas hiperbólicas cuyas asíntotas 
son respectivamente los ejes de ordenadas y 
de abscisas.

MCD 2022-L5



LIBRO 2.°—CAPÍTULO II190
La ecuación

«3 + ^e -L 4¿,3;^;3

expresa la forma de la curva; y tiene dos valores. Tomando x 
positiva, uno de los dos valores de y es positivo y el otro nega
tivo. Si x = 00, estos dos valores se reducen á + 63=2;v“^ = 2, 
siendo por lo tanto, infinitamente pequeños é iguales, pero de 
signo opuesto.

Cuando x es infinitamente pequeña, el valor positivo se re- 

duce á — y el negativo á cero.

El valor positivo representa pues, una 
rama BCD cuyas asíntotas son los dos 
ejes y el valor negativo una rama BHA 
cuya asíntota es el eje de las x, que pasa 
por el origen. Si se toma x negativa, los 
'dos valores de y son positivos. La curva 
no tiene, por ser positivos los valores de y 
ramas en el ángulo de las coordenadas 
negativas; pero tiene dos ramas AF y FC 

Fig. 85

en el ángulo de las abscisas negativas y de las ordenadas positi-
3

vas siendo EF = el valor de la ordenada correspondien-
' a

te á la mayor abscisa negativa.
Resolviendo la ecuación respecto á x, tenemos

X = -------------------!--------------
2y2

que da para la ordenada extrema y su abscisa 
correspondiente, los valores

b 4

La curva tiene cuatro ramas hiperbólicas.
Ejemplo 1.®—Sea la ecuación

X® 4- 2 a-x^y — b'^y^ = 0.
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Colocando la ecuación en el triángulo de De Gua (fig. 86), 

según el procedimiento expuesto
por Cramer, la figura correspon
diente indica dos ramas que pa
san por el origen y una rama in
finita dadas por las ecuaciones 
x'^-j-2 rt-y = 0, 2 «-X'' — ó^y = 0, 

— by = 0.

Y las ramas son de la forma expresada por la fig. 87,1. 
Ejemplo 2.®—Sea la ecuación

Fig. 88

x'’y- -}- xyí^ — y'’ — x'' = (),
Tendremos en el triángulo el polígono opyS, 

que dará
y—x’=0 (api), x'^-|-y = 0 (fiy),

x —y = o {ya),

representadas por la fig. 87,2.
84. Estudio de los puntos en el infinito. — La conside

ración de las asíntotas como tangentes en el infinito, permite 
clasificar las asíntotas y sus puntos de contacto como puntos 
singulares.

Para hallar las asíntotas de una curva/{x, y, s} = 0, cuya 
ecuación está escrita en coordenadas homogéneas, se hará 
^ = 0, que representa la recta del infinito, y resolviendo la 
ecuación /‘(x, y, 0) = 0, hallaremos las tangentes en los puntos 
(x, y) raíces de esta ecuación. La curva tendrá puntos singula
res en el infinito, si

A = o, /. = 0, /3 = 0, 
que podrán ser de retroceso, dobles, triples, etc.

Observación.— El que la resultante de dos ecuaciones de 
grados m y n tenga menos raíces que indica el producto mn 
depende de que no se consideran las soluciones infinitas.

La teoría de las asíntotas da á conocer el numero y la natu
raleza de los puntos en el infinito.

85. Tangentes singulares.—Puede exponerse una teoría 
de tangentes singulares análoga á la de los puntos singulares. 
Sea la ecuación tangencial/(^, vi, ^) = 0; si se supone

MCD 2022-L5



192 LIBRO 2.°—CAPÍTULO II

/. = o, A-O, /3=0,
la tangente cuyas coordenadas satisfacen á esta ecuación, será 
singular. '

86. Puntos múltiples en el infinito a). —Sea la ecuación 

descompuesta en grupos ascendentes de diversos grados, y sea 
, í7 una raíz simple de cp^j (x) = O.

Cortemos la curva por una recta paralela á la recta x = a 
y próxima á esta recta x = a + $; la ecuación
Ípí« + $)3'’"“^ + ?p + i(« + 03'™“””^+--- + >C“ + ‘) = 0 (2)

dará las ordenadas de los puntos de intersección de la recta y 

de la curva. Hagamos y = —, y multipliquemos los dos miem- 

bros de la ecuación (2) por s”^ ~ p, se obt endrá

‘?2’ (^ “H ^) 4“ ?p +1 (^ "1" ^)^ “H ■ ■ ■ “h ímC** “1" s).^’"~p = 0. {3)

A cada raíz infinitamente pequeña de la ecuación (3) corres
ponde una raíz infinitamente grande de la ecuación (2).

Supongamos
Í’2> + 1(«) = O, ^p¿.2(<3) = 0, ŸP + ? — l(^) = 0 , 

y sea op + 2(a) la primera de las cantidades de la forma ft (a) 
que no se anula. La ecuación (3) tomará la forma

=[íP (^) + • • ■ 4-sf?'p +1 (íí) 4- . . .]
4“ ^® [?p + ?(^) 4“ ®Vp + ?(«) 4“ • • • 1 0. (4)

Por ser a una raíz simple de la ecuación

fjj(;rJ = 0, será ?p(«)^0,

y los términos que siguen á los primeros términos en cada uno 
de los paréntesis tienen por factores, sea «y -»; y la ecuación (4) 
se podrá escribir

4?í(.«)4-a] + ^'^[?p + ?(a)4-p] = 0, (5)

siendo a y ^ tan pequeñas como se quiera, cuando se sustituye 
á s en los paréntesis una de las q raíces próximas á cero que ad-

MCD 2022-L5



ESTUDIO PARTICULAR DE LAS CURVAS PLANAS 193
quiere la ecuación (4) para valores suflcientemente pequeños de 
s. Podremos, pues, representar por

los valores aproximados de las q raíces infinitamente pequeñas 
de la ecuación (4).

Si q es impar la ecuación (6) sólo tiene una raíz real de signo 
contrario al de R, y supongamos que esta fracción es positiva.
Para un valor positivo de s, la raíz real de la 
ecuación (6) es negativa, y haciendo 0A = íí 
(fig. 89) se obtendrá un punto M' hacia el lado 
de las^' negativas en la recta B, B'i cuya ecua
ción es v == rt + í. Cuando s tiende hacia cero, 
esta raíz engendra la rama B'M'; y para valo
res negativos de e se obtiene la rama BM. Estas 
dos ramas son asíntotas á uno y otro lado de la 
recta BB' cuya ecuación es .r = «, y el signo 
de la relación R da la posición de la curva con 1?

7C

respecto á la asíntota. ' Fig. 89
Supongamos ahora q par y R positiva. Para 

valores positivos de s, todas las raíces infinitamente pequeñas 
de la ecuación (5) son imaginarias. Si al contrario, se da á s 
valores negativos, dos de las raíces infinitamente pequeñas de 
la ecuación (5) son reales, una positiva, la otra negativa. Se 
obtienen pues, en la recta B,B', (fig. 90) dos puntos situados, el 
uno en la región las y positivas, el otro en el de las negativas.

Cuando s tiende hacia cero, las dos raíces consi- 
i^{ 1(8 deradas engendran las ramas MB y M'B' situa- 

t / das á un mismo lado de la asíntota.
¡/ Todo lo que se ha dicho respecto á la raíz a se 

*^ dirá respecto á las demás, y se construirán las
—^j—» ramas de curva correspondientes á cada una.

y b). Supongamos que a es raíz doble; en este
A caso será 

í'„(«) = 0, r (a)^0;
Fig.90

la ecuación (3) se podrá escribir así:
13
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+ «"-"[M") + =?'»w +^ T-W] = o (7)
Supongamos que a no anula á la función ®p + i (¿r); entonces la 
ecuación (7) podrá escribirse como sigue:

r2 + a] + [?p + i(^) + W (8)

siendo ay p tan pequeñas como se quiera, cuando ^ designa 
una raíz infinitamente pequeña de la ecuación (8).

El valor aproximado de es

B'
Fíg. 91

o 5 ^

Tp+t(«)l.2 '1.2

A esta raíz corresponden dos ramas de curva 
análogas á las de la figura 91 construida en la hipó
tesis de ser R, ^ 0.

Consideremos el caso en que 

a (rt) = o, , (a) <: 0 yo -^0, *p + l^ * 'p-f-i ^<f '' PT^C^
siendo « una raíz doble de ^p (A*) = 0.

La ecuación (3) tomará la forma

1:2 í*/"^ + ^’?'p + i<"^ + ^“íp + J^) + 7 = 0. (9)

siendo y la suma de los términos restantes, infinitamente pe
queños respecto á los escritos.

Hagamos s = ^s. La ecuación (9), después de la sustitución 
contiene en su primer miembro á s^ como factor. Dividiendo 
por éste, resulta

¿/pW + Çï'y + lW + ï’Ÿy+.W+Y'-O (10) 

siendo y’ la suma de términos que tienen todos á s como factor. 
Para valores de s infinitamente pequeños, la función C se apro
ximará cuanto queramos á una de las raíces de la ecuación
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¿í\(«) + ??'p+ ,(«)+ !??,+,(«) = 0. (11)

Sean éstas ^g y ^p Las dos raíces de la ecuación en s que 
tienden hacia cero, tendrán los valores aproximados

Por consiguiente, si Co y Íi tienen igual signo (positivo), la 
curva presentará una disposición análoga 
á la de la figura 92, y siÇg y Í, tienen sig- w 
nos contrarios, la curva tendrá la dispo
sición de la fig. 93. Si las raíces de la 
ecuación (11) son imaginarias, no hay 
ramas reales asíntotas á la recta BB'. En o 
fin, si las raíces de la ecuación (11) son 
iguales, tomará ésta la forma 

?p + /«) (Ç-W’ + As + Be^ + ... = 0, (12)
Fig.92 Fig. 93 

y por consiguiente

Los dos valores aproximados de C que tienen por límite í^gSon

y darán á la curva una disposición análoga la de la figura 51,4 
que corresponde al retroceso de segunda especie.

Vamos á tratar el caso

?,+,(«)= o, í,+,W = o,.,,.?^^^_/fl) = o,í^+J«)>o,

b+i(«) = o, ?;^/«)=o...........í;+._i(«)=o,í;+„M>o.

Introduciendo estas hipótesis en la ecuación (3), tendremos
sí

©" (fl) 4- e.5’2’©' , (a) + ,^No 1 («) -f- 8=0.1.2'P^'' ■p+N^-''

Y podremos concluir:
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1? Si »>N, las ramas ofrecen 1a disposición de la figu
ra 91 cuando N es impar, y cuando N es par, ó no hay ramas ó 
adoptan la disposición de la fig. 93.

2. ® Si N — 2w se obtiene la disposición de las figuras 51,5, y 
51,7, si n es par y si las raíces de la ecuación en ?« 

o"p (a) + Ç» í-, + „(«) + ?” To + «(«) = 0.

son reales y desiguales. (*)

(*) Véasc Biehler, Théorie des points singuiiei's Nouv. Ann. t. XIX (1880) ett. XX <1881).

87. Ramas parabólicas.—Cuando la dirección de un punto 
en el infinito se presenta como raíz simple de la ecuación

que da las direcciones de las ramas infinitas, el punto en el infi
nito se llama punto hiperbólico; y cuando la dirección del punto 
en el infinito se presenta como raíz múltiple de dicha ecuación, 
este punto pertenece generalmente á una rama parabólica, y á 
veces á varias ramas hiperbólicas con asíntotas paralelas ó 
coincidentes. En todos estos casos los puntos se llaman para
bólicos.

Los puntos parabólicos son verdaderos puntos singulares 
situados en el infinito, y el coeficiente angular de la tangente 
en uno de ellos, se presenta bajo forma indeterminada, mientras 
nos limitemos á considerar ecuaciones de derivadas parciales 
de primer orden.

Los puntos hiperbólicos existen generalmente en las curvas, 
mientras que los puntos parabólicos solo se encuentran excep
cionalmente, cuando existe una ó varias ecuaciones de condición 
entre los coeficientes de la ecuación de la curva.

Para construir las ramas parabólicas dadas por una direc
ción múltiple de los puntos en el infinito, puede seguirse el pro
cedimiento empleado por el Sr. Biehler en su memoria arriba 
citada, de la cual extractamos los siguientes indicaciones:

Sea, como arriba se indicó,
EG^.J') =/»(•», J) +A-i(-^,3')+ ■■■ +/o = 0 (1) 

la ecuación de la curva.
Cortémosla por la recta x = -^,yformemos el haz de rectas
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que unen el origen á los puntos de intersección de la recta y de 
la curva. Para ello, eliminaremos s entre las ecuaciones

La ecuación del haz de rectas será

AU'',y) + W7«-iGr,y)+ . ■ • + x^A-Vo = 0- (2)
Sea í la inversa del coeficiente angular de uno cualquiera de 

los rayos del haz. Tendremos a; = Zy. Sustituyendo en (2), resulta

/mtb ^) + XZ/nj _ i(Z, 1) + ■ ■ ■ + X^Z^/o “ 0 , (3)
que escribiremos como sigue:

?»»(Z) 4“ XZ^m— ](Z) + .. . -j- À’'^Z’“'Jy = 0. (4)

Cuando la recta .r = y se aleja del origen, es decir, cuando 

X tienda hacia cero, uno ó varios de los valores de Z deberán 
tender hacía cero, si existen ramas parabólicas en la dirección 
del eje de las y.

Pero la ecuación (4), desarrollada, se transforma en

?«(0) 4“ Z^ m(O) + pQ

+ XZ[tSjíi — 1 (0) + Z'im —1(0) + . . ■~j^'^'_ 2jj —

y )^,„ _ i^_i|-^j(0)_|_Zo\(0)] + X^Z^ifo 0. (5)

Es necesario pues, que fm = 0 y f «(0) = 0, para que la ecua
ción (5) pueda quedar satisfecha por un sistema de valores infl- 
nitamente pequeños de X y de Z, es decir, que la dirección del 
eje de las y sea una dirección doble de puntos en el infinito. La 
ecuación (5), en esta hipótesis, se reduce después de suprimir el 
factor Z, á

/'ot(O) + ■ • ■ + Xf^m— 1(0) 4“ Í'^m — 1(0) +

y l¿m -2[®| (0) 4- Zs'i(O)]4-X’»Z’”-i®o = 0 , (6)

que se puede escribir bajo la forma

z r. ) Ÿ^mCO) 4“ 4“ x [oi» -1(0) 4“ = Q (7)
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de la que resulta
—1(0)

T'-(0) + =t

siendo a y p sumas de términos que contienen todos, sea t sea X. 
como factor.

Cuando X tiende hacia cero, una sola raíz de la ecuación (6) 
tenderá hacia cerd, y la fórmula

_ ^-1(0) ^ (g)

da un valor aproximado de la misma, suponiendo que ©'«»(0) y 
©w -1(0) sean diferentes de cero.

Para interpretar geométricaraente estos resultados, sea OA 
(figura94) la cantidad J- . A medida que / disminuye, la recta

AM, paralela al eje de las y se aleja del origen. En esta recta 
se halla el punto M de la curva, dado por la 

Nil p UN intersección de AM con un rayo OM muy 
À: 7/ próximo de Oy, cuyo coeficiente angular es 
A ^ la inversa de la raíz infinitamente pequeña 

j X /'' i representada por la fórmula (8). Cuando X 
“Í 5 ^ ít disminuye, el puntoM engendra la rama MN, 

! í yla región en la que se halla dicha rama está 

dada por el signo de la relación . 
Fig.94 ? ”‘wJ

Cuando X cambia de signo, la raíz infinita
mente pequeña cambia también de signo y da la rama N'M' si
tuada al otro lado del eje de las y. La figura está construida en 
la hipótesis de ser positivo el coeficiente X de la fórmula (8).

Supongamos que ?«-i(0) sea distinta de cero, y que cierto 
número de derivadas de ©«(/), para Z = 0, sean

?"„{0) = 0, ...¿’^‘’(0)=0, y T^W^O,

La ecuación (6) tomará la forma

a +X[í,_,(0)+W = 0.
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conteniendo a y ¡3 en todos sus términos, sen t ó sea X como 
factor.

Si ^ — 1 es impar, una sola de las ^ — 1 raíces infiniíamente 
pequeñas de la ecuación (9), que tiende hacia cero, engendra 
una curva cuya forma general es análoga á la de la 
figura 94.

Si q — 1 es par, dos de las raíces de la ecuación 
(9) son reales y de signo contrario; pero es necesario, 
para esto, que X haya recibido un valor cuyo signo 

sea el de la relación — —; en este caso, la 
m {0) 

curva afecta una forma semejante á la fig. 95.
Supongamos ahora ini-1(0) = 0.
La ecuación (6) no quedará satisfecha por valores 

pequeños de X y í, mientras que no sea ?«(0) = 0, 
«"«(O) = 0, es decir, mientras la dirección del eje de las y no 
sea triple. En este caso la ecuación (6) toma la forma

— 1(0) -pp] = 0,

y se obtienen todavía ramas parabólicas análogas á las de la 
figura 94.

Pero si fm -1(0) = 0 con fm —1(0) — 0 y si ©"^ — i(O) es tam
bién nula, la ecuación podrá escribirse así:

[^ ?«'W “I"*14‘'^’[!h»—2(0)“HÍ^J = 0,

y la raíz infinitamente pequeña / engendra ramas MN y M'N'

Fig. 96

(figura 96) situadas á uno y otro lado del eje 
de las y, en regiones opuestas del plano. La 
figura está construida en la hipótesis de ser 
®m - 2(0)

negativa.
©«(O)

Supongamos
©>k(0) = 0, s'„j(0) = 0, y'9íí(0) = 0,

'f«(0) = 0, üm(,0) = ^0

MCD 2022-L5



200 LIBRO 2?—CAPÍTULO 11

Ÿm — 1(0) — 0, ^m — 1(0) — 0, 0 con fw-2;> o.

La ecuación (6) se reduce á

/2 ^«(O) , ^JK-l(O) , -s iAl-L^/ — 0 
^ “^r  2!/^->.-2(0} + Y = 0

siendo y infinitamente pequeño de orden superior.
Haciendo í = x.y, todos los términos serán divisibles por X’, 

y obtendremos sucesivamente

~^íjr T •------p2-------- ' ®*“- 2(0) + j “ 0 (12)

2?wí(0). —1(0)’ -2(0) = 0.

Cuya interpretación geométrica y ulteriores desarrollos pue
den verse en la memoria citada de M. Biehler.

§ 7.° Reversión de las series

88. Sea la función

^{m, «)x®y» = (l,0)x + (0, l)y + (2, 0) x- + (1, l).ry + . . . 
en la' que el símbolo (w, «) expresa los coeficientes constantes.

En el caso de ser infinita la serie doble, la suponemos abso
lutamente convergente cuando mod x = mod y = 1, de manera 
que el coeficiente (nj, n) será infinitamente pequeño cuando m ó 
n sean infinitamente grandes.

Teorema.—Se puede obtener un valor, y solamente uno de y 
como función de x, tal que:

1 .® y sea desarrollable en serie de potencias enteras de x 
para todos los valores de x, comprendidos entre limites que no 
se hallen in/initamente próximos.

2 .® y tiene el valor inicial 0 cuando x = 0.
3 .® y satisface identicamente á la ecuación

^{mn^x’^y”' = 0. (1)

Supongamos por ahora que puede obtenerse dicha serie. El 
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término constante es nulo, en virtud de la 2.^ condición. La 
serie será pues, de la forma

5> = 6,x + M® + M’ +......... (2)

Para que la sustitución de (2) en (1) la haga idéntica, debe ser 
posible hallar un valor de ¿v <1 tal, que (2) dé un valor de j* <1.

La serie (1), transformada por medio de (21, debe satisfacer al 
criterio de Cauchy, y poder ordenarse según las potencias de .r. 
Para satisfacer á la tercera condición, es necesario además que 
los coeficientes de las potencias de .r se anulen.

Convengamos en hacer (0,1) = — 1, lo que no afecta á la ge
neralidad del razonamiento. La identidad (1) adquirirá la forma 

y =¡(1, Oja: + (2. 0)A;^ + (3, 0).r'^ + .. .í (3)

+¡(1, 1)47-h(2, + (3, l)x« + ...[y

+¡(0, ?z) + (1,h)a* + (2, w).r« 4- (3,w);v^+...jy”

y sustituyendo en la (2), tendremos
¿’i-V + ^rV^ + ^3^4- • • •

= j(l, 0)x + (2. 0).r- + (3, 0)x®+ . . .J

+ ¡(1,l)â:-l-(2,l);p’ + (3,l)â:’ + ...)(&,+ ¿'r^ + M’+•••)'iï’ 0)

+ ¡(0. «) + (1 » «)^ + (2,«)x54- . . -j (&, 4- biX + ¿>3x’̂ 4-. . .)"a"

é identificando,

0«(1,O). &, = (2,0)4-(l, 1)0,4-. ■.*» = («,0)-h(l,l)¿«-i4... (5)

Cada coeficiente de una ecuación está expresado en función en
tera de los de las que le preceden; y puesto que la primera da 
tan solo un valor para &,, todos los coeficientes están determi
nados, y solo se obtendrá un valor de y.

Para demostrar que el sistema (5) da una solución, hay que 
demostrar que para un valor de .r cuyo módulo sea suficiente
mente pequeño, pero no infinitamente pequeño, las condiciones 
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de la convergencia absoluta de (2) y (4) quedarán satisfechas 
cuando &i, 62,. . . tengan los valores dados por (5).

Los módulos de los coeficientes de la serie (3) son finitos é 
inferiores al módulo X. Supongamos que en (3) X sustituye á 
todos los coeficientes, siendo x positivo y <1; tendremos
V = X(x 4- X* + .. .)-HX(x + ;r-+...) y +X (1 + x + ^r®.. jy... (6)

Esta serie es convergente para x < l éy < l, pues añadien
do X4- Xy á los dos miembros, resulta

(l + ’‘)3' + X= (p^y^j^ ósea (l + X)y->+ y- = 0.

y = ____1' (7)
■ 2(X4-i) ’

pero mientras 4X(l -j-X)x:(l — x)<; 1, ó sea x c^ 1:(2X + 1)\ el 
segundo miembro de (?) puede desarrollarse en serie absoluta
mente convergente, según las potencias enteras de x, cuyo 
término constante es nulo; luego, si x y 1:(2X 4- 1)^, el valor de 
y dado por (?) es positivo y menor que 1. Luego (6) es conver
gente.

Para resolver el problema que consideramos, sea la serie 
que expresa y la siguiente:

y = C,x4-CtX«4-C,x’4-. ..; (8)
las ecuaciones que determinan C,, C^, C^,... se obtendrán ha
ciendo {1, 0) — {2, 0) = (l, l) ... = X en (5), es decir

C. = X, C2 = X(iyC, + C^).

Q = X(1 + Q + C, 4- C,’ + 2C.C2 4- C^).
.Cn = X(1 y C»—l -|-C» — 2 4" • • ■ C,® ) , (9) 

en las que C,, Cj,. .. serán reales y positivas.
Y representando los módulos con un acento, será

y = {1,0/ < x < q,
6'2 > (2,0)' + (1,1)' y 4- (0,2)' 0'/ < X (1 + C, -b C\) < q.
b\ >(3,0)' + (1,1)'b\ + (2,1)' b\ + (1,2)'b'^ +2(0,2) b\b', + (0,3)'07

<x(i +C2 + C, 4-C,2 + 2C, C,4-C/)<C„ 
................................................................................... (10)
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Luego los módulos de los coeficientes de (2) son menores que

los módulos en la serie (8), que es absolutamente convergente; 
luego la serie (2) es absolutamente convergente, siempre que

1
(2^+17’ Sólo falta demostrar que ;v puede elegirse (sin

ser infinitamente pequeño) de manera que y, dada por (2) sea 
tal que ¡ 5'! > L Tenemos, en efecto, que

! 5' ! < ' M 1 i + 1 ^ i 1 I^ + • • • <Q 1 1 + Q i X 1’+ .
I_^'l-4X(1H-X)|x¡ :tl-|x¡)

2(X + 1)

Pero el segundo miembro de (11) es<lcuando lárKI: (2X + 1)®; 
luego si | ¿r ¡ <; 1 : 2X -}- 1)*, las series (3) y (4) son convergentes, 
y (1) se reduce A una identidad.

Se ha demostrado, pues, que puede hallarse uno y tan solo 
un valor de y, desarrollable entre ciertos límites según las po
tencias de .r, que satisfaga A la ecuación (1) y las funciones de x 
y de y así determinadas, siendo representables por series po
tenciales, son continuas.

Esto sentado, podremos enunciar el problema de la reversión 
de las series, como sigue: '

Dada la ecuación

= rto +amy" + +......... (1)

en la gtte am + 0, pero en la gue a^ptiede ó no ser igual d cero, 
y la serie amy”^ +Sim+iy’^+^-\-■ ■ ■ ^s absolutamente conver
gente, mientras que ] y j > a ^s una cantidad positiva f, hallar 
el desarrollo convergente de y según las potencias dex — a o.

Supongamos que ^ exprese el valor principal de la w^i^a raíz 

de ^^---- ^ y 10^ una raíz primitiva de la unidad, entonces (1) 
am

es equivalente A m ecuaciones del tipo

if r f^W + l 1 ^»l-|-2 n, \^ r,\.
”* V Üm eim '

Pero, siendo absolutamente convergente la serie entre pa
réntesis de (2), para todos los valores de y tales que y ^ ?, 
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resulta del teorema del binomio que podemos, tomando j’ entre 
ciertos límites, desarrollar el segundo miembro de (2) en serie 
según las potencias de >, y tendremos

- ¿j + y + c,y+ qy +«o. (3)

Luego, según el teorema anterior, y mientras ; no pase de 
cierto límite, tendremos que

y«&, $ + + +(4)

TeMein )s, por consiguiente, m de estos resultados, en los 
que los coe/jcientes b,, bg, b^,. . . son los mismos, pero en los 
que r tiene los diversos valores 0, 1, 2, ... (m — 1). 

Cada una de estas soluciones es una función continua de x. 
Corolario.—Cuando a^ = Oy m = 1, tenemos la solución

y = b^ x ■]- b^ x^ -\- bi x^ +......... (o)

Ejemplo.—Invertir la serie

. = 1+| + Z + Z +(6)

Haciendo s= l +.r, tendremos o: =-j- +-^ ..... (7)

y para .r entre ciertos límites y = biX + b^x^^ + (8)

Establecida la existencia de la serie convergente (8), vamos 
á determinar los coeficientes. Incrementando (7), se tiene que

+ , (y + ^y-y 1 (y + AP-yj

1 31

y siendo lim----------- ----------= ny^~^

tenemos lim ~ = 1 + y + ^ +..... = 1 + x. (9)

Por otra parte, de (8) se deduce derivando 

MCD 2022-L5



ESTUDIO PARTICULAR DE LAS CURVAS PLANAS 205

lim 4 = ^ + 2í>,.v + 3^.r'+(10) 

y combinando (9) con (10), resulta 

b^ + 2 b. x + 3 b^ x- 4'”

é identificado, resulta b¡ = 1, b.^ = 2’*" 3’

luego y= yy + 2

Esta expresión da la única rama de y desarrollable según 
las potencias de ^ — 1, que se anuía cuando ^ = l.

89. Desarrollo de las varías ramas de una función 
ALGEBRÁicA.—No es necesario tratar detalladamente esta cues
tión,que ya se expuso extensamente en el tomo 11, pógs. 254-266. 
Bastará suponer que la ecuación

Any” + A«-iy””’ 4-.......... + A,y4-Ao = O (0

en la que Ao, A„ • . . , A» son funciones enteras de .r, es irredu
cible, no excluyendo la irreducibilidad la existencia de raíces 
múltiples. Porteada valor de x Cpufiio-cero} que hace Ao = 0, 
una rama de y tiene un valor cero, por cada valor de y Cdoble 
pitnío-cero) que hace Ao = O y A, = 0, dos ramas tienen un 
valor cero, etc.

Para cada valor de x (polo) que hace A« = 0, una rama de y 
tiene un valor infinito; para cada valor de x (doble polo)y que 
hace A» = 0 y An-i = 0, dos ramas de y tienen un valor infi
nito, y así sucesivamente.

También se demostró que cada rawa de una función alge- 
brá¿ca es (dentro de ciertos límites) desarrollable en series de 
potencias ascendentes ó descendentes, de manera que cada 
rama es, excepto en un polo, continua para todos los valores fi
nitos de x. Podemos decir que: si en el punió x = a la función 
algebrdica y tiene un solo valor y = b, entonces y — b es, den
tro de ciertos limites, desarrollable en una sene absolutamente 
convergente de la forma

y — b = Cfx — a) 4" Cj{a; — «y-hQÍ-^ ay + . • . (2) 
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Sea .r = a-{-', jí = ó-|-7í, entonces la ecuación (1) se re

duce á

(0,0) + (I,0)í + {0, l)^-h(2,0)e + . . .=o. (3)

Puesto que 3/ = d es una raíz simple de (l) correspondiente á 
x = a, cuando ^ = 0, la ecuación (3) da solo un valor cero de y,; 
por consiguiente debemos tener (0, 0) = 0 y (0, 1) ={=0, y del teo
rema {p. 200) resulta, entre ciertos límites, el único desarrollo

r, = C,5 + C,^^ + C3Ç’ + . . .
que satisface á la ecuación (3), esto es,

J = ó + C,(;r -«)-|-C,(x- a)’+ C,(;r-. (4) 
que satisface á la ecuación (1).

La función determinada por (4) es continua, mientras que 
mod (x — a) sea menor que el radio de convergencia de la serie, 
y tiene el valor y = b cuando .r = a.

Si todos los valores dey^, á saber, b^, b¡, ... ,bn correspon
dientes á x = a son simples, para cada uno se tendrá un valor 
de y? de la forma (4); luego

Corolario.—Jf/^w/ras no tengan un punto comün dos ramas 
de una función algebrdiea, cada rama es una función continua 
de x, y el incremento de y en cada punto de una rama parti
cular es desarrollable en una serie de potencias ascendentes 
de x, mientras que el módulo del incremento de x no exceda de 
cierto limite fnito.

Respecto al caso en x = a es un punto múltiplo de la fun
ción jy, se demostró ya (t. 11 p. cit.) que: Para cada punto miílti- 
plo de orden q que corresponde á un valor q — uplo y = b, 
se pueden obtener q desarrollos diferentes de y bajo la forma 
y = b -b Ï Cr (x — a)’‘, en los que los exponentes r forman una 
serie de quebrados positivos crecientes.

Ya que se trató de esta cuestión, nos bastará decir que si tj 
es desarrollable en serie absolutamente convergente de la 
forma

siendo a,, a^,.........positivos, se puede establecer la serie de 
transformaciones
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-0 = ;“' (C, + r„). r„ = $«* (C, + 7,,),, r.^^^ - Ç“« (C„ + t, J 

anulándose vj,, t,.^, , . . para ; = 0, siendo C,, Cj, Cy .. indepen
dientes de $ y

C, = lim —, C2 = lim —, . . . . Q = lim ——-, para ? = 0.

Sí hacemos ;v = « + ;, y = 6 -|- Y), la ecuación (1) se reduce á

X(i«,«)?”r,” = 0 . (5)

y puesto que ^ valores de y se hacen iguales á b para ; = 0, la 
menor potencia de >1 en (5) que no está multiplicada por ; es r,^, 
hagamos

r,-$\C. + -fl,) = $^í^, (6)

no siendo C, = lim yj ; ;^ ni cero ni infinitopara ; — 0.

La ecuación {5) da S (w,«) ■z^ — 0 (7)

La ecuación (7) dará valores de íj finitos para ; = 0, cuando 
se pueda determinar X de modo que dos términos de (7) sean de 
igual grado positivo en L

Ya sabemos {t. II, pág. 258, t. IV, pág. 168) que podremos 
escribir:

5 = m^ -f- X«, = Wj H- X«j =.. . = w 4- Xm^ ,(«, ^ «8^ «3(8) 

y x = {w/, — m^) ;{M^. — wj, s = Cm,w. —w^H,);«. -«, (9)

Haciendo S, = ^”Y“”i ¿g modo que ^i = 0 cuando ^ = 0, y divi- 

diendo por?, .obtendremos una ecuación de la forma

'>(=1,í^) íi + (w«^> «3’^**' ++ (w„«,)v*‘ =0 (10)

La Hr — zz, raíces de (10) que no son nulas ni infinitas están 
dadas, como hemos visto en este tomo y en el ÍI, por

(W^, + (^y_p ^r-J '’^ +... + (íWi,K,) = 0 (11)
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Sí los valores de v son simples, tendremos para cada valor de y,, 
un desarrollo de la forma

12

= +...Í12)

y cada uno de estos dará para vj un desarrollo correspondiente 
de la forma

Si las raíces de un grupo de raíces de (11) son iguales, em
plearemos una segunda transformación

■'‘u — ?? (Q + ■'ií)’

para separar las raíces de igual valor. Así podremos separar 
los q desarrollos correspondientes á las q raíces del punto 
q — uplo, x~ a.

Ejemplo.—Separar las ramas de la función s, correspondien
tes á -s' = 0, determinadas por la ecuación

De -e+ce +E-e®+se^ r,+Ae®+ce + je
+ Fe + Ke -t- Ge + le^ Ÿ+He" -e'^ = o. (14)

El término de menor grado en que está sola r, es vj”, de ma
nera que en ? = 0 hay 10 raíces 
coincidentes, ó un punto múltiplo 
de orden 10.

Empleando el diagrama de 
Newton ó de Puiseux, se obtiene 
que las rectas ABC, CD y DE 
representan los grupos de las raí
ces. Haciendo, para mayor cla
ridad

A = 2, B = —3, C = + 1, 
D-= — 1, E = 1,

al grupo ABC corresponde

— 3 -v + 2 = 0,
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es decir, t; = 1 ó T’ = 2, cuyos desarrollos correspondientes son

, = ?(i + d,$‘+rf.s*+...) , = «$(a+d-, ?’ + ¿-, 5’+...)

Para el grupo CD tenemos

4
X = —, -r’-l^O,

y siendo los desarrollos correspondientes

112 11^
T,= s’(l + d,?’+d,;’ + ...), 7i=5’(«,+ d',5’ + <i-,5’+...j,

4 12

expresandowuna raíz primitiva imaginaria cúbica de la unidad. 
Análogamente DE da desarrollos del tipo

J ’ 2
7,-.5‘(«+¿,5’+<í,$‘+...),

expresando a una de las cinco raíces de 1.
El grupo ABC da

A$« + B5*’T. + C$V = 0 ó C-1^B;'’7, + 11 = 0, 

que se descompone en las dos ecuaciones 

que dan dos funciones, cada de las cuales tiene una rama coin
cidente, en una primera aproximación, con una rama de r,, que 
tiene cero por valor inicial.

De igual manera DC y DE dan respectivamente

CÍ’ + Dv’-=0, D^ + EV-O,

Volviendo al empleo del paralelógramo de Newton de que se 
ha tratado en el artículo anterior, especialmente para los casos 
en que x ó y se hacen infinitas, observaremos que:

11 Suponiendo que el valor de y tienda hacia un límite fi
nito b cuando x tiende hacia oo; si hacemos -/j ~y — b, x = ^, 

14
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tendremos una ecuación de la forma \(m, >í)5* “’í“ = 0(1-5), que 
da Y, = 0, cuando ? = oo .

(*) Chrystal. Álgebra, t. II, pág. 366.

Si ;*  es la mayor potencia de ; que existe en (15), de manera 

que en la figura correspondiente OO3 = k, haciendo ; = -^ en 

(15) y multiplicando por V^, resultará
S(wz, = 0, (15)

que es equivalente á (15)
Pero podemos emplear el diagrama de Newton tomando por 

nuevos ejes 03X3 y O3Y3, construyendo un contorno convexo 
respecto á O3 como se construyó respecto á 0, y obtendremos 
las ramas de r, desarrollables según las potencias ascendentes 
de V ó descendentes de $, que da n = 0 para ^ = co, esto es,

donde X, a, {3 son positivas y c finito de ambos modos Choth 
ijsays), es decir, ni nulo ni infinito, según la expresión de 
Morgan. (*) .

2 ° Si x = a es un polo de y, es decir, que y = ^ para 
x = a, haciendo 7^=y,l = x — a, delà ecuación correspon
diente á los ejes OX y OY

S(w, «)5’“T,« = O (18) se pasa á S(m, «)?’“r,’^-“ = 0 (19) 

haciendo 11 == -^ , y en la que l expresa el mayor exponente de 

T, en (18).
En el diagrama de Newton los nuevos ejes son OiXi y 0,Yv 

El contorno convexo respecto á 0, es EFG, que da las ramas de 

.^’ p de — desarrollables según las potencias ascendentes de 5, 

y tenemos

= i: + <R« + aP + ...
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en la que X, a, ¡3 son positivas y c finita de ambos modos, y su
cesivamente,

1 1- ’ ó sea y(x — n)^ =

3.® Si 3/— 00, ¿r = co ,

c + â^x — a)“ 4- . . .

haciendox=?= —, >'=vj= — resulta

1 l+...).

Razonaremos análogamente considerando el contorno con
vexo GHI respecto á O^. En resumen

si _v=0 , x = rt'oM^æ ) 11^7-------- 7X es finito de ambos modos (X —«)
J’^O ,x = co, Iim3^:x~x > » » > »

» > = co, x = iï{a=f=ûc))limy:(x—a)—X » » » > »

»3/ = co,x=oo, limjy:x^ » > > > »

X puede llamarse el orden del valor particular 0 ó 00 de 3'. (*)
Respecto á las varias aproximaciones que pueden obtenerse, 

trataremos algunos ejemplos:
Ejemplo 1.°—Hallar la tercera aproximación de una de las 

ramas del grupo CD correspondiente á la ecuación (14).
Haciendo por sencillez, D = 1,C = B = A= — 1, dicha ecua

ción será
Î^ ÏIO

?V(-^^-^^)-^“'-'-|-?‘^ + ...=0 ó 7,3-^^-2^ 4.... =0.(20)

4'2La primera aproximación es 7¡ = $ ’ ; y despreciando — en 

la ecuación (20), tenemos

* ALLA A
r/-ç‘-r:ï^=o, ó >i=5’(i+5’)’-5’(i + y^*)' '2'^

Empleando la segunda aproximación en — y la primera en
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— que ahora se considera, la ecuación (20) da como tercera 

aproximación

Y despreciando el penúltimo término,

,a_e-?=-4?==o

queda

,_çî(t+5î+|e7- e(i+|ç*+j-e).

según se deseaba, la tercera aproximación.
Ejemplo 2.°-Hallar la segunda aproximación para las 

ramas correspondientes á ABC en la ecuación (14), cuando 
A=1,B = -2,C=1,D = -1. _

Los términos correspondientes á esta aproximación son
ABC y D. Haremos

S’h-?’)’-fV = 0 ó (ii-?)’--^ = 0-

La primera aproximación es tj ~ ?’ y la segunda está 
dada por

. (^-e)«-^-o ó (^-ey-v’-o;

por consiguiente -n — 5^ + ? =0, 
que da la segunda aproximación correspondiente al grupo. 
Estas son dos; porque en la primera aproximación las ramas 
coinciden. Este es un caso en el que es necesaria una segunda 
aproximación para distinguir las ramas.

Ejemplo 3.°—Hallar una segunda aproximación para gran
des valores de 5 y i» de la rama correspondiente á HI en la ecua
ción (14). .
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Sí HI se mueve paralela á sí misma hacia 0, el punto más 
próximo que encuentra es el G, la ecuación (14) se reduce á

+1$’^’) + G5’n” = 0.

Haciendo, por sencillez, H=I, I = G= —1, resulta

Limitándonos á una de las cinco primeras aproximaciones, 

á saber, y, = la segunda es
8 4 '2

V —'^-'^=0 queda y, = ï^^l 4-Xï ^^ .

Ejemplo 4.®—Dada

hallar una cuarta aproximación.

Solución: y = a;—y-v- + i^ —r (*)
0

§ 7.® Aplicaciones á la construcción de curvas 
y determinación de PUNTOS SINGULARES

1. ;r^ — ax’^ y + by^ = 0.

Solución.—El origen es un punto triple. Una de Ias ramas 
es tangente al eje de las ar, las otras forman 
con este eje ángulos cuyas tangentes son \ y /

\&/ \A/
2. —2fl;r\v — 2x^y’ +wy’ + y = 0- Pig-98

("J Chrystal. Álgebra, An. elementar}' text. Book, l. II, pág. 360.
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F¡g. 99

Sí?/«nd«.—Punto triple en el origen, en este

punto los valores de son 0, 2 , — 2 .

3. x^ —2«jy’ — 3 a^ y- — 2 a'^ x^ + a^ = 0, 
Soliicií^n.—Tres puntos dobles

4. x^ 4- x- y^ — 6 ax- y -p a^ y^ = 0.

Solución.—Punto doble en el origen. Una tangente que pasa

Fig. 101

por el origen; pero diferente del eje de las .r, 
cuyo punto de contacto es

3

3Ù
3 ’

8a

5. Delerminar los punios múltiplos de la curva

(«2 x- + Jr y - f«)’ + 27 a^ b'^ c^ x^ y^ = 0. ,

Haciendo P = a^ x~ + b^ y'^ — c' y homogénea la ecuación, 
se tiene

/æ6 a® x (P® 4-9 ¿í® c^y ^®), f'y = 6b\y([^‘--\-9(ú-c‘‘x-,y^}

fz =6 c* 9 {— P® 4“ 9 a^ b^ x^ y^)

Igualando cada una de estas derivadas á cero, se obtienen 
las curvas

^ = 0, P±3bc^y3^—i=Q, (1)
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ESTUDIO PARTíCULA.R DE LAS CURVAS PLAÑAS 215

3'=0, P + 3 ac-x.'^ y — 1 = 0,

^=0, P + 3«&^'3' = 0.

Si sus coordenadas no anulan á las derivadas segundas, son 
dobles, y la consideración de estas derivadas dará las tangen
tes en cada uno.

Haciendo .s* = 0 en las dos primeras ecuaciones, se obtiene 
el mismo resultado

+ ¿)*j®—-0; . (2) 

y como la recta .^ = 0 forma parte de la tercera curva, los dos 
puntos así determinados en el infinito, que son imaginarios, 
son dos puntos múltiplos. Las derivadas segundas son

/■..^ = 6 fl^ (P^ + 4 fl2 Px'^ + 90'^c^y s-)
• ^^2 = (, 6« æi + 4 p/L v" + 9a®c^x-^^)

Zas* = 6c^ (— P"- - 4<;’ P^’ 4- 9 «^ &- x^yj

A?= 12 b^ c^y.3 (- 2P + 9 a^ x^),/31* = 12 «'^ c^ .^x (- 2P + 9 &®y)

/^^2=12fl2&2;Cy(2P + 9C^^‘)

Si se hace ^ = 0, «^ x® -j- &'^y = 0, ó ^ = 0, P “ 0, todas las 
derivadas se anulan, excepto la tercera; pero como el sistema 
de las tangentes es entonces ^^ = 0, es decir, dos rectas con
fundidas en el infinito, estos dos puntos son de retroceso. La 
ecuación a^ x- + b-y = 0, manifiesta que son imaginarias.

Se encuentra además dos puntos de retroceso reales sobre 
el eje de las x, y otros dos sobre el eje de las y

y = Q, x= + -^; X=o, 3'= + -^

Por otra parte, los tres sistemas de dos curvas de segundo 
grado pueden escribirse,

P = + 3 6c*3'^ ^ + 3 «c- x^ 1 — 1 = + 3 abxy.

Si estos tres sistemas tienen puntos comunes, las dos últimas 
ecuaciones muestran que estos puntos se hallan sobre el siste
ma de rectas
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216 LIBRO 2.“—CAPÍTULO II

+ ax = + by — + c^ s — 1

de lo que resulta, haciendo s = 1

—±~~Í—1, y—-±-j-}— 1

y se verifica que las coordenadas de cada uno de estos puntos, 
en número igual á cuatro, satisfacen á una de las dos ecuacio
nes (l) de que se compone cada polar, y por consiguiente á la 
de la curva.

Si tomamos el signo -(-) Y sustituimos en las derivadas se
gundas, resulta que son distintas de cero y se obtiene para- el 
sistema de tangentes en este punto las dos rectas distintas re
presentadas por la ecuación

a® .r^ — abxy + b'^y^ — ac^ ^ — l x — be- ^ — 1 y — c'‘ = 0

que se descompone así
2 a.r - óy (í ± 3 ± S) = 0.

La curva tiene dos puntos de retroceso imaginarios en 
el infinito y cuatro puntos dobles imaginarios simétricos res
pecto á los ejes y dos reales en cada eje; es la evolvente de la 
elipse.

Una recta de longitud constante se apoya en dos rectas

constante, cuyos extremos 
en Cí^estión.

rectangulares envolviendo á una 
epicicloide. Si se forma la podar 
de esta curva con relación á un 
polo P, tomado en la bisectriz del 
ángulo yO.r, esta podar es una 
curva llamada escarabea.

De manera que la escarabea es 
el lugar de las perpendiculares 
bajadas desde un punto ^jo to
mado en la bisectriz de un cíngulo 
recto sobre una recia de longitud 
mueven en los lados del ángulo

Para obtener la ecuación de esta curva hagamos 0A = a, 
0B = P, OP = a, AB = 1. Las coordenadas x é y del punto M 
satisfacen á la ecuación

MCD 2022-L5



ESTUDIO PARTICULAR DE LAS CURVAS PLANAS 217

(D
de la recta AB en la que a- + (3^ = r^, y 
ecuación de la recta MP

también satisfacen á la

/ Í2 
al (2)

Para eliminar a y ¡3, obtendremos —
y ^ de (l)y (2) y susti-

luiremos en a® 4-ii^ = /^; escrita bajo al forma

= 0.

2 lo que da

1^2 'I
3^ 3' - «“vr 3’ —« ^

2

\ ¿4/
Transportando el origen al punto P, tendremos

[x’ + y + a (à: q-y) ^2? (x^ i- y) = Px^^ 

que en coordenadas polares se reduce á

[r* y ra (sen o + eos 0) 1^2]^ r'^ = 1'^ r^ sen’’ 6 eos® 6, 

de la que resulta 
r = a 1^2 (sen 6 4- eos 0) ± Z sen 6 eos 6, 

que sustituyendo 0 por 6 4- -^ se sim

plifica reduciéndose á

r — 2a eos 0 ± -y eos 20

La ecuación desarrollada es 
(x 4- yr + 2 a /2 (x® + y)® (X 4-y

(3)

4-2(3® (x 4- 3'? (x® 4- 3'') ~ = o.

El origen es un punto cuiidruplo. Los puntos 
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x-=0, > = —y = —y=0 
2 2 

son dobles. Los umbilicos del plano son también dobles.
8. Curva del diablo. Su ecuación es 

y — x^ -(- ay'^ + bx^ = 0.

Se deduce de la ecuación de la 
hipérbola equilátera, sustituyen
do y por y y x por x^. Hacien
do a = — 24, b ~ 25 se reduce á

y' — x* — 24 y + 25 x’ = 0.

Tiene un punto doble en el 
origen. Pasa por los umbilicos.
9. [by — ex}- = (x — a)5. 

Retroceso de primera especie para x = a.

10. 16(y^—2«y —2rt^y) + (x’^ —4«^)'^ = 0.
Dos puntos dobles para x = + 2«. En estos puntos

/2' 

Cuatro puntos de inflexión (fig. 106). 

lí. y + x-‘ — 2a’y-26^x‘^ + ô’ = 0. Fig, 105

‘®’ Puntos de inflexión: y = 0, x = ± b (fig. 105).

Puntos múltiplos para los que . 

12. Asíntotas de la curva y = e® .
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So/wc/J/í.—Haciendo homogénea la ecuación propuesta, re- 

X 
sulta y = se^, y tenemos que 

y .r = s'log — =:5'logy — .s’log^; para s = 0, es :r = 0.

La curva tiene un punto en el infinito sobre el eje de las y. 
La asíntota correspondiente no podría hallarse á distancia fini
ta, porque y no se hace infinita para ningún valor finito de x; 
y aumenta indefinidamente con x para .r > 0. Lo mismo sucede 

y
á los dos términos del coeficiente angular — = — . La rama 

correspondiente de la curva es por consiguiente parabólica.
13. Discusión.—Observaremos la analogía que existe entre

las curvas y = ^^ ,y = xe^^, cuyas ecuaciones homogéneas son 
y = se^-’^, y --= xe^-^^, deduciéndose la una de la otra cuando se

permutan xy siendo — = ^ —rías
3 y x

fórmulas de transformación homográfica,

que cuando ^=y=l, se reducen á =

y' y = — en coordenadas cartesianas.X
Respecto á la curva y = xe^-^, obser

varemos que, cuando .r tiende hacia cero 
para valores negativos, hay un punto de 
parada en el origen, que es punto de con
tacto de la curva con el eje de las x, y otro en el infinito.

Para valores positivos de 4;, el eje de las y es tangente en el 
infinito. El origen es un punto de discontinuidad. La curva es 
discontinua entre — sy-H s. Se puede observar que los coeficien
tes de la transformación considerada satisfacen á las relaciones
que caracterizan la homología, en el caso particular de ser a el 
centro de homología, y la recta 6B el eje de homología, x = 1, 
paralelo al eje de las y, trazado por el punto de intersección de 
Ias dos curvas (súplase en la figura la curva que pasa por b, cuya 
asíntota es el eje negativo de las ¿r) que representa la curva 
y = gaes el de la segunda, para el que y es un mínimo.
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Fig 109

= 4~ 2-377 - r -377 =0 ó co, con-

dición para los puntos de inflexión. 
Se tiene:

a dr la .

02 03 402

luego rt^ (46^ — 1) = O, 0 = -^, r = a\2 

14. r = sec 0 -}- &, (ConchoideJ.

Se tiene:
_ ^senO d^r _ cos^6 + 2cosQsen ‘'^0

db cos’^ 0 ’ db‘̂ eos* 6

La ecuación r- + 2 -775- — r = 0, se reduce á

b cos’O + 3^ cos®Q — 2« = 0

ó haciendo ------ = .$■ 2fl.3’'— Saa — 6 = 0
eos 6 (D

Si a :> 0, las tres raíces de la ecuación.(l) son reales, pero una
de ellas no satisface á la condición — 1 < eos 6 

Si a < b, dos raíces son imaginarias.
La conchoide tiene 4 puntos de inflexión 

si a = b y dos tan solo, cuando a < b.
La conchoide tiene 2 puntos de inflexión

15. r = a {tgb — 1)

Asíntotas para 0 = —, 0 = —

El origen es un punto doble.
La ecuación 21 Zg^ 6 + 31 tg^ 6 + 3 =0, indi-

ca un punto de inflexión.
16. r- = a^ sen eos 6

Solución.—El eje de lasy es una asíntota. Los puntos de in
flexión, que no son el origen, se hallan determinados por la 
ecuación 8 eos® 26 + 3cos® 26 + 6cos6 2 + 10 = 0.
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CAPÍ TUDO I

Propiedades numerativas de las curvas <*>

(*) La Geometría numerativa tiene por objeto determinar, entre « ^ objetos defi
nidos, el número de los que satisfacen á un número de condiciones equivalentes á r 
condiciones simples. En Geometría numerativa se encuentra el número de soluciones 
finitas de un sistema de ecuación dotadas de singularidades cualesquiera.

§ 1. ® Número de condiciones de las curvas

90. Número de puntos. Teorema L — Una curva en gene- 

ral, está delermiMada por----- ------  puntos. En efecto, supo- 

niendo la ecuación homogénea, el número total de términos es

1+2 + 3 ++

Y como podemos dividir por uno de los coeficientes, sin alterar 
la ecuación, hay que restar 1 á dicho número, resultando el 
del enunciado.

La condición de que la curva pase por- -------puntos da 

este número de ecuaciones lineales, con igual número de coefi
cientes, de cuya eliminación resulta la ecuación de la curva 
que pasa por dichos puntos.

Teorema II.—37 por —^ ^ ■ plintos dados pasa una cur

va C de orden m tal, que entre dichos puntos haya más de rap 
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en otra curva d de orden p, la curva C se descompondrá en 
una ctirva de orden p y en otra de orden m — p.

En efecto, cortando la curva C á la C' en más de mp puntos, 
las ecuaciones de ambas deben tener un factor común, y siendo 
C' una curva irreducible, el primer miembro de su ecuación 
dividirá al primer miembro de la ecuación de C, que se des
compondrá según indica el teorema.

Teorema 1IL— Si entre los que determinan una 

curva C de orden m hay en otra curva de orden p, más de

puntos, dicha curva se puede descomponer.
En efecto, si hubiese

_ (/>-l)(/>-2) . .
2

puntos en una curva A de orden p, por los

7K(wz + 3) {p — l^ip — 2) , {m~p'}{m — p-\-3'}
------ 2----------mp + -----------2-------- -  - 1 = ------------- 2------------- 

puntos restantes se podría hacer pasar una curva de orden 
m—p, que con la curva A formafá otra de orden m que pasa por 
los puntos dados. Si pues la curva C es única, puede descompo
nerse. En general, dos curvas de orden m se cortan en m'^ puntos 

y se tiene que m^ :> —------  , porque esta fórmula se reduce 

á m- — 3 w >0 ó á m^3. Y si suponemos m'^3, se demuestra 

que ——- no determinan siempre una curva de orden m, ó 

lo que es igual, el siguiente
Teorema IV.—T'odas tas curvas de orden m que pasan por

———- — 1 puntos dados, pasan por otros

„ m(w + 3)' , , (m — 1) {m — 2}
J^^-------^r------ hi =-----------2----------

puntos djos.
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En efecto, siendo ÿ —0 y ’j^ == 0 las ecuaciones de las dos 
curvas de orden m que pasan por los puntos dados, »-¿-^‘1 = ^ 
será la de una curva que pasa por dichos puntos, que pasará 

además por las otras —   1- 1 intersecciones de a> = U

y de ’-p = 0.
Pero representando la ecuación ? 4- ?4 = 0 un haz de curvas 

que pasa por los puntos dados, la indeterminada X permitirá 
hacer pasar á la curva que consideramos por un punto deter- 

minado. Pasará pues por x   puntos dados.

Teorema V.—Sí se dan ——- i de los puntos de m- 

terseedán de dos curvas de orden m, se obtendrán los otros

rl —----------

puntos de intersección.
En efecto, dadas las ecuaciones de las dos curvas de orden 

m, sus intersecciones darán los puntos buscados.
Teorema VI.—Si un polígono de 2m lados está tnsef'do en 

una cónica, los m (m — 2) puntos que se obtienen tomando la 
intersección de un lado cualquiera de orden par con los lados 
no adyacentes de orden impar, están situados en una curva 
de grado m — 2.

En efecto, los lados de orden par forman un polígono de m 
lados, y los de orden impar otro. Entre los m^^ puntos de inter
sección de estas dos líneas de grado m hay 2m situados en una 
curva de segundo grado; luego los otros m{m — 2'} se hallan en 
una curva de grado m — 2.

91. Formas de la ecuación de una curva.—La ecuación 
general de las curvas de grado m puede escribirse bajo la forma

ao-|-^í3| = 0,

siendo a y p polinomios lineales, k un parámetro y ^i | polino
mios del grado w — 1, pues el primer miembro contiene un 
número
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{m — 1) (w -h 2) + 5 = m- + m 4- 3 >
m (m 4- 3)

de parámetros.
Una curva de grado M solo puede representarse en algunos 

casos bajo la forma
apy...........+ Æ a'fi'Y'...........=0, 

siendo a,P, Y........... .. a^^^y',... factores lineales enxéj', por
que el número de parámetros del primer miembro es igual á 

4m -F 1, número menor que------«----- desde que m^5.

Teorema Vil — 5/ se coría á una curva de grado m por una 
recía cualguiera, y se traban tangeníes por los m puníos de 
¿ntersección, los otros puntos de intersección de dichas tan
geníes con la curva se hallan en una curva de grado m — 2.

En efecto, si ^ = Oes la secante dada, la ecuación de la cur
va puede escribirse bajo la forma

a,aj.......... a„i4-^?^? = 0 
siendo ai,, o» funciones lineales y © una función de grado 
m~2, porque esta ecuación contiene, aparte de ^,

— 2) {#«4-1) w(m4-3)
2m 4- 1 4-----------0--------- =------- ñ------

constantes arbitrarias.
Las rectas aj = 0, . . . a,ft = 0 son tangentes en los puntos de 

intersección con ¡3 = 0; los otros m (m — 2) puntos de intersec
ción de estas tangentes y de la curva se hallan en la curva o- =0.

§ 2.® Número de condiciones impuesto por la existencia 

de UN PUNTO SINGULAR

92. Teorema.—Líz existencia de un punto miíltiplo de or
den p en una curva algebrdica equivale d la existencia de 
^^^^ 12 plintos simples, ó d la hipótesis de igual número de 

condiciones.
En efecto, la hipótesis de un punto de orden p, implica las 

relaciones
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/=0. ./,-0, /, = 0, /,«0, 
/„=0, /h = 0,/,3 = 0,

/up—I—0, /p-i, p—i — 0,
comprendiendo las últimas á las demás, por lo que el número 
de condiciones se reduce al de términos de un polinomio homo
géneo, de grado p — 1, ó ^l^i^ con tres variables.

Dada la ecuación de la curva bajo la forma
z/i -{- 7^2 ~h............ + ^'^"í — 0

siendo ii¡y H.¿, . . . , Um polinomios homogéneos de primero, de 
segundo, . . . , de m’^'^’o grado en .r é j; por tener el polinomio 
zz, dos coeficientes, un punto doble equivale á 1 ¿-2 = 3 puntos 
simples; análogamente se ve que un punto triple equivale á 
l-{-2H-3 = 6 puntos simples y, en general, un punto múltiplo de 

orden especial p á ^-^^hy— puntos simples.

Podemos además concluir que: un punto níúlt/plo de orden

p procede de la reunión de Pip — ^)

trazan diversas ramas de 
la curva, de manera que «^ 
pasen exactamente por el 
mismo punto, como suce
de en la fig. 110, en el caso 
de un punto cuádruplo, 
se ve que el número de

4.3 
intersecciones es 6 —

puntos dobles, pues si se2

93. Intersección de nos curvas.—Dos curvas de órdenes 
ni y n respectivamente se cortan generalmente en mn puntos, 
pero pueden cortarse en menor número de puntos. Podremos 
enunciar el siguiente

Teorema.—Dos curvas que pasan por un mismo punto M 
y tienen en e'ste un laso de orden i y otro de orden j, deben 
considerarse como cortándose, por lo menos, en ij puntos
confundidos.

15
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Sean las dos curvas con un punto singular común 

®¿ C^,>) + ?Í+1 (^.3') +?¿+2(^»3') +=0,(1)

1/(^>j) + 'V+i(^.3')+'!'/+«(•»^.J) +-=0(2) 
expresando i iypolinomios homogéneos de grados 
/, /_p 1, . . . , y, / 4-1, . . . ; de manera que las curvas tendrán 
respectivamente, en el origen, un punto múltiplo de orden /y 
otro deordeny.

Haciendo — = í, podremos escribir la primera ecuación del 

modo siguiente:
.y*?í(l,#) + ^'+*?í+,(l.í)'ir...........= 0,

ó ?¿ (b í) + «^T,-_|.i (b 0-h=0- (3)

Para jv = 0, esta ecuación se reduce á s^. ( 1 ,/; = 0; luego, 
para x = 0, / raíces de la ecuación (3) se reducen á las / raíces 
r^, Tj, . . . , r. de ^j (b ^) = 0, que pueden expresarse por r^ + 
fg 4-Sj,designando Sp s^, cantidades infinitamente pe
queñas en la proximidad de x = 0; luego / raíces y de la ecua
ción (1) estarán representadas por ai .r4- ^i Xy. . . , ai-j- ti x.

El resultante R (a;, y) de (1) y (2) será

R (x, «, 4-s, x) . .. R (x, a¿ x 4- ®i •^) ^^ = 0, 

designando Q un producto de factores tales como R (x, y^}, en 
los que y^ representa una cantidad finita para x = 0. Dicho re
sultante será pues

II [■^(x, fl^x4-s^x)4-'k  ̂Jx, «^x4-3^x) . . .]Q = 0,

U Í^Z i/1, «, +=,) + ;r/+> ■> .^/1, a, + = J + ...] o = o,

^iniD^/l,a, + a^) + x4.^Jl,«, + a^) + ...]Q = 0.

xtfn[+/i,«j)+.*<./i,«j) + ... + xi,^^ji,«,)+...]o=o,

Los términos de menor grado del resultante contendrán 
pues, x^J como factor, y el teorema queda demostrado-
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En el caso en que una de las cantidades ’^.(1, a.} se anula- 
se, las ecuaciones ^-{1, /) = 0 y 1.(1, f) =0 tendrían una raíz 
común; y puesto que estas ecuaciones son las del coeficiente 
angular de la tangente, dichas curvas tendrían una tangente 
común, y podremos enunciar el siguiente

Teorema.—5/ dos curvas tienen en un punto M nudos con 
iy j ramas, deberán consi'derarse como teniendo i -f-j puntos 
confundidos en M, mds tantos puntos confundidos con e'stos 
como tengan tangentes comunes en M.

En efecto, sustituyendo t por a z^ en (3), tendremos 

con una aproximación de segundo orden; s^será pues proporcio
nal á ¿v y de la forma b^ x + -'k^< anulándose todavía con ¿r. 
Cuando &’.(l, «J no sea nulo esta conclusión no es cierta.

Si suponemos pues e^ = ó^x-j-s'^.r y f .(l,«¿) = 0, ®. (l, a^}=:(), 
no sólo las curvas tienen un nudo común, sino además una tan
gente común. La fórmula (4) contendrá entonces x^+‘i+^ como 
factor.

94. Influencia de los puntos singulares.—Siendo todas 
las polares de un punto de una curva tangentes á la misma en 
dicho punto, si éste es múltiplo de orden k, en cada secante k 
factores r..r»,, r, son nulos.

Si n < k la ecuación de la polar se reduce á una identidad, 
si n^ k, la ecuación de la polar contiene el factor r^, por con
siguiente el punto P es también en cada polar un punto múlti
plo de orden k. Las tangentes á la curva propuesta en el punto 
múltiplo son también tangentes á la polar. Entonces la polar 
de grado k es un sistema de k rectas. Así, la polar cónica de 
un punto doble se compone de dos rectas, que son las dos tan
gentes á la curva.
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Teorema. — Zoí/o punto singular de una curva de grado m 
pertenece á la polar de grado m — 1 de un pimío cualquiera del 
plano. Todo punto triplo de la curva es un punto de la .polar 
de grado m — 2^' un punto doble de la polar de grado m — i de 
un punto cualquiera del plano. Todo punto cuádruplo es un 
punto de la polar de grado m — 3, un punto doble de la polar 
de grado m — 2, un punto triplo de la polar de grado m — 1 de 
un punto cualquiera del plano, y asi sucesivamente.

En efecto, un punto de la curva f= 0 para el que

/1^0, /, = 0, /3 = 0.

pertenece á la curva

^^>fi -^-yofi + '^vfs = o,

que es la polar de orden m—1 de un punto cualquiera {Xo. y^, So}. 
Un punto triplo de la curva, para el que se tiene

/„=0. f,, = (}.. /,, = 0, A>-o, /,3 = 0. /33 = 0.

pertenece á la curva

^0' Al + >0^3-2 + ^0- As + 23-0^0/23 + 2 ;r,^„ A.3 + 2 x,y, p.,=<J, 

que es una polar de grado m — 2.
También se tiene para este punto, cualesquiera que sean 

■^oi yol ^ui

(^0/ + ^VoA + ■S’o.A) — o, f^y'^'J-^' + 3^0/3 +^0/3) = 0,

^ (-^0 A + J^u/a + ^0 4 = 0,

y la polar de grado m — 1 tiene un punto doble, así sucesiva
mente.

También podemos demostrar que:
La tangente á la primera polar de un punto cualquiera es 

armónica confugada d las tangentes de la curva primitiva, en 
el punto doble, y d la recta que une éste con el polo, pues pu
diéndose escribir, en el caso del punto doble, la ecuación de la 
curva, bajo la forma *

/=.ry5«-2 + ig 3»-^ += 0,
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la ecuación de la polar en el punto .Tq, j», ^o será

? = (A'o^ + 3'h •^) ^'’“^
+ n» - 2) A-^LVo + ^ Ao + .

L dA dJ’J

Y la ecuación de la tangente en el origen y la de la recta que 
une el origen al polo son, respectivamente,

Teorema. —SZ n/ia curva t/ene un punía de reiroceso, ó en 
general, un punía singular can dos íangeníes confundidas, la 
polar de grado m —- 1 es íangeníe en esíe punía á la curva.

En efecto, tomando por origen el punto singular, la ecuación 
de la curva será

^''^ -^ ?¿ (A, .V) + S”»-* ?¿^i (A, jy) + • • • T„ (A, >) = 0

expresando «^, *^ .¡.^ > I'k — ^' ■ • • funciones homogéneas de grados 
¿, k + 1, k + 2 . . . La ecuación de las tangentes en el nudo es ^^ 
(x, 3^) = 0, la de la polar del punto Aq, y,„ .^«es

Los términos de menor grado en A é v son

luego Ia polar pasa por los puntos singulares, puesto que k es 
por lo menos igual á 2, si el origen es un punto singular, y el 
punto singular en el origen de la polar es de orden inmediata
mente inferior al de la curva. Además la ecuación de las tan
gentes en el nudo de la polar es

Pero si 3^ = 0 tiene una raíz doble, y si en este caso, la cur-
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va tiene dos tangentes confundidas ó un retroceso, dicha raíz 

es simple para -^ y para — ; luego la tangente de la polar es 

la tangente doble en el nudo.
Teorema. — Z/wa curva de orden m es, en general, de la clase 

j^ (n^ _ 1); p^yo un punto doble rebaja á ésta en dos unidades, 
un punto de retroceso en tres, un punto de orden de multipli
cidad n en n (n — 1) unidades por lo menos.

En efecto, puesto que todos los puntos de contacto de las 
tangentes trazadas por P Pro, yo, ^'„) á la curva pertenecen á la 
polar de orden m — 1 de P; si la curva no tiene puntos dobles, 
los puntos de intersección darán m(m — 1) tangentes. Pero si 
la curva tiene un punto doble, la polar pasará por este punto, 
y la recta trazada por P al punto singular no será propiamente 
tangente. Además la curva, en la proximidad del punto doble, 
cortará á la polar en dos puntos confundidos, y desaparecerán 
dos tangentes. Así la presencia de un punto doble rebaja d la 
clase en dos unidades.

Si el punto doble fuese de retroceso, la curva y la polar 
serían tangentes, y por consiguiente se cortarían en tres pun
tos confundidos. La clase se rebajaria en tres unidades. En fin, 
al ser un punto de orden n de multiplicidad, un punto de orden 
w — 1 de la polar, la curva y su polar se cortan en dicho punto 
en n(n — 2) puntos confundidos y la clase se rebaja, por lo 
menos en n (n — 1) unidades, pues si el punto múltiplo conside
rado tuviese tangentes múltiples, la curva y la polar tendrían 
contactos que aumentarían el número de puntos comunes con
fundidos.

Tomando el polo por origen, la ecuación de la curva es

s«^~k.^^ (x, y) -1- í?j + , (x, y) +......... + t-^.y) = 0.

El origen es un nudo, si kj> 1. Por la ecuación de la polar 
de grado m — 1,

{m — Æ).^™-*’~^7^(.r,y) -j- .s^^—^—^Jn — P-1) (-^,y)+ ■ • • =0, 

se ve que tiene las mismas tangentes que la curva propuesta 
y que el número de puntos comunes á las dos curvas es superior 
al que tienen en el caso general.
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En general, un punto múltiplo de orden p aparece como un 

punto en el que están condensados p puntos de la curva.
Apl¿caciones.-~3i una curva de segundo grado tiene un 

punto doble, una recta que pasa por este punto, no la corta, 
mientras no se confunda con ella; luego la curva se debe des
componer en dos rectas.

Si una curva de tercer grado tiene un punto doble, una 
recta que pase por éste, solo la cortará en otro punto.

Una curva de tercer grado no puede tener dos puntos dobles, 
porque la recta que pasase por ellos, encontraría á la curva en 
cuatro puntos y formaría parte de ésta que se descompondría 
en una recta y una cónica.

Una Clirva de cuarto grado no puede tener más de tres pun
tos dobles, porque una cónica que pasase por estos cuatro pun
tos y por un quinto punto, la cortaría en nueve puntos. Dicha 
cónica formaría parte de la curva, que se descompondría en 
dos cónicas, etc.

Teorema.— Todas las polares primeras de una curva que 
tiene un punto de retroceso, encuentran á la misma en tres 
puntos coincidentes con éste, es decir, que la ecuación de que 
dependen las intersecciones de las dos curvas, tiene tres ratees 
iguales correspondientes al punto de retroceso.

En efecto, la ecuación de la curva, en el caso del punto de 
retroceso, puede escribirse bajo la forma

f{x\, x^, x,) = a;- 3”— ^ -1- dy^ s^ — ^ + o^ ^«~ i +.........= o,

pues hallándose confundidas dos tangentes en el punto de retro
ceso, la ecuación de la curva se reduce á

siendo por ejemplo igual á

pero la recta y = 0 no se halla sujeta más que á la condición 
de pasar por el punto de retroceso. Podemos pues, dejando x 
fija, disponer de y y s de modo que los términos de tercer grado 
formen un cubo perfecto; haremos pues

y=y'4-X;r, 3 = s’+ .ay' 4- vx

y/ se transformará en
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/=;r- s''" “ - + I3 y” — ^ 14 ^'n—4 _|_

Determinaremos z, ¡x, y 7 de modo que

'h = (m — 2; 2r® (uy' + vat) + ax^ + 3óa;^ {y' + kr)
+ Sc.r (y' +Xx')’' 4- íi (y' -{-Ix^ — [(« — 2) v .4 «4-36?. 4- . .

+ [(« —2)u. + 3&+. . .Jx\v4'3tc + ¿/X);cy'^ 

se reduzca á un término que sólo contenga 3’''’, para lo que 
basta hacer

(n — 2) 7 -4 a 4- 3b\ 4- fX® 4-.ífV = 0,

(H — 2) p. 4-36 4- 6c‘z -|- 3ííX’ — 0,

c ííx = O, 
y resultará la ecuación de la curva bajo la forma

/=x^s'"-2 4_ ¿/y ^«-34. -^^ ^»1-44-= 0. (a)

Esto sentado, para demostrar el teorema, formaremos la 
ecuación de la polar de esta curva
s ~2;r¿ro ^«-s 4.. [3 áy„y‘‘ 4- (íí —2) s,, x‘] y’-’-f-oaS»-* . . = 0.

La recta ár = 0 es pues, también tangente á la primera po
lar; de manera que: en nn pnnio de retroceso, la primera polar 
de lili punto cnalgniera es tangente d la tangente de retroceso.

95. Generación de un punto de retroceso.—Este puede 
obtenerse de un punto doble en el límite, porque de la ecua
ción (a) resulta

x = i — dy^,

expresión imaginaria para d'^O desde que y se hace > 0, y 
teniendo su origen un punto doble en la existencia de un lazo 

ó bucle de la curva, cuando las dos tangentes, 
^^ en dicho punto doble tienden á confundirse, la

_^^^^L parte comprendida en su espacio angular tien- 
4 ^ de á anularse, porque no hay más allá del retro-
Fig.111 ceso, ningún punto de la curva.

Una recta ó curva, trazada por el punto 
doble, encuentra al bucle en un punto z, cuya distancia al 
punto doble tiene una distancia máxima dependiente del bucle; 
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pero al degenerar el punto doble en punto de retroceso, dismi
nuye el bucle y por consiguiente su máximo hasta reducirse á 
un punto, lo que hace que en la ecuación

aæ^ + 2 pi^ry + yy^ =0

correspondiente al grupo homogéneo de segundo grado de la 
ecuación de la curva, la cantidad ay — ,3^ se aproxime á cero. 
En este momento las dos tangentes en el punto doble coinciden 
con la recta trazada, y el tercer punto ^ de la rama considerada 
se confunde con el punto doble, originándose el punto de retro
ceso. Considerando la primera polar, tres de sus puntos de in
tersección quedan reunidos en el punto de retroceso de la curva 
primitiva.

§ 3.° Influencia de l.a Hessiana

96. Sabemos que la Hessiana H = Oes una curva de grado 
3(m — 2) que pasa por los puntos de inflexión de la curva dada 
(pág. 78). Dicha curva puede deflnirse también por la propiedad 
enumerada en el siguiente

Teorema 1.®—£« Hessiana de lina curva es el b/gar de los 
puntos para los que la polar cónica se reduce d dos rectas.

En efecto, la ecuación de la polar cónica del punto (x, y, á-) es
XV,.+YV..-HZV33 + 2YZ7-, +.........=0,

siendo X, Y, Z las coordenadas generales; y para que esta có
nica se reduzca á dos rectas es necesario que H = 0.

Teorema 2.^—La Hessiana es el lugar de los puntos dobles 
de la primera polar de la curva dada.

En efecto, siendo la ecuación de la primera polar

A H- 3’o 4 + = 0,
eliminaremos .r„, y,„ æ-o entre las ecuaciones

■^''(lAl +>0/12 -h'^o/13 = 0> ^o/si + ■ ■ ■ = 0, -^oAl + ■ ■ ■ = 0, 
y el resultante, que es la Hessiana, será el lugar de los puntos 
singulares de la primera polar.

La teoría de las polares permite obtener directamente la 
ecuación de la Hessiana, pues si tomamos la tangente de in
flexión por eje de las x, la ecuación
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S -k^ +...», + ». =0

de la curva se reduce á la forma

“í» • ■ ■ + (A;r^ + . . .) (¿7^2 ’7=0: 

porque siendo fi = 0 la ecuación de la tangente », = cy, además 
el término en ;V' no puede figurar en »2. por ser el origen un 
punto triple, y x^ figurará en »3.

Derivando w — 2 veces, obtendremos la polar cónica
(m - 1) (m — 2). . . 27.3' + (m — 2)2.1 («y + bxy) = 0

que representa dos rectas, de las que una es el eje de las A?.
Teorema.—Æ/z un punió doble de la curva primitiva, la 

Hessiana tiene tambie'n un punto doble y las tangentes de las 
dos curvas en el punto doble son las mismas.

En efecto, de /, = 0, /.¡ — 0, /3 — 0 se deducen las ecuaciones 
derivadas cuyo resultante es la Hessiana.

Tomando por origen el punto singular, y solamente los tér
minos de menor grado de la Hessiana, si representamos por » 
característica de los grupos homogéneos de la ecuación de la 
curva, tendremos

?ii íií íi

Vil Tas ?2

?i ?i (^^ —A’ —1)^

(1)

Si el punto es doble, ^ es de segundo grado, y los términos 
de menor grado de la Hessiana son también de segundo, y ésta 
tendrá también un punto doble.

Si Ÿ es de tercer grado, á un punto triplo de la curva corres
ponde un punto quíntuplo de la Hessiana.

En el caso de ser el nudo un punto doble, » se reduce á xy 
y el determinante á

O
1 

y

1. v
Ox 

x {m — 3)xy
= — {m — 5}xy.

La Hessiana tiene las mismas tangentes que la curva pro
puesta, á saber x = 0, 7 = 0.
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En el caso de ser o =y, la curva tendrá un punto de retro
ceso; dicho determinante será nulo. Entonces podremos escri
bir un término más, y tendremos la ecuación

y se tiene
sm- Syi ^m-3 0 ^.............. _ 0,

¿^m — .3 ^ (m — 3) ,s^«--í 0,

H= 5r»-3 0,5 2 -5”* “■ ^

{m — 3) .^’”- ' 0, 2y (m —2)

2 (w — 2) á”« —‘‘;y

(m — 3) w — 2 .^’«-^y

y no tomando del Hessiano más que los factores de menor gra
do, será H = vM...

La Hessiana tiene pues un punto triplo y dos tangentes co
munes con la curva propuesta.

Una rama de la Hessiana encuentra á cada rama de la curva 
primitiva en un punto doble y á otra en su solo punto, luego: 
El mímero de pnnlos de intersección que pueden consi'derarse, 
en general, reunidos en un punto doble, es igual d set's.

También puede verse que: Las dos ramas tangentes entre 
si de la Hessiana y de la curva se presentan 
respectivamente en su lado convexo. Para de- \ ! 
mostrarlo, observemos, considerando las ramas ^ '\c 
tangentes á x = 0, que para un punto próximo. 
a; es de un orden infinitesimal superior al de y. '
Hallándose pues la ecuación de la curva redu- pjg „3 
ciJa á la forma

f = xys’^-^ .........= 0,

en la que /3 = ax^ -}- 3 &x® y + 3 c^ry -{- dy\

la primera agrupación de términos que podemos hacer, dará la 
parábola x-j- í/y^ = 0. Despreciando enseguida en el Hessiano 

-^ [w {n ~ 1)7 H, cuyas tres primeras líneas verticales son

/,, ^«-8 ^n-2/^g^n-8 (;^ _ 2)y^n-3_p (;^ ._ 3)y_ ^n-4-|- . . .,

+ /22^''““ (« - 2)x«»-’ + («— 3)/,ó"-*, 

(w — 2)y.®»-’4- (w —3) /■, ^-*; (n —2)x^f»-® 4- (« — 3)/2 

(;z — 2) (n — 3) {n — 3) (w — 4) fs^—^ -f-. ..

(habiendo escrito solo los primeros términos cuyos términos de
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menor grado en a: é.-y son

2(w — 2)®;t?>^^ « - 8{« — 2) (zz ~3)x^z^í*» -8=(« — 1) (« -2) X3'.á'’«'3) 

los términos multiplicados por ¿r, hallamos por coeficiente de 
^3n-9^ la expresión

2 (« - 2) {« - 3}yf, 4- (« - 3) (« - 4)/— (w - 2?^ y f„.

Si despreciamos nuevamente los términos multiplicados por 
.T, buscando enseguida el factor de y se obtiene para la rama 
correspondiente de la Hessiana, la parábola

(w — 2) x — ndy'^ = 0,

cuya convexidad es opuesta á la de la primera parábola.
Para un punto de retroceso, hallándose las dos tangentes 

confundidas, por ejemplo con el eje .%■ —0, la ecuación de la 
curva se reduce á

^n-5^......... =Q

y tenemos que
2,s'n —a 0+2(n — 2) xs'^~® + .

0-1-6ys^~^ 3(« —S)^'*^?®—* +.
2(zz-2).r^”-®;3(w—3)y^”-%...;(«-2) {n-3'}x^3^~-^+...

= — 12 (« — 1)(« — 2)>x® ^3«-» _|_ áW)^8»-io.

Los términos de menor grado en x éy de este determinante 
son del tercero, y la presencia del factor at® permite enunciar 
el siguiente

Teorema.—Æ^« un punto de retroceso de la curva propuesta, 
la Hessiana tiene un punto triplo,y dos de sus ramas son tan

gentes d la tangente de retroceso, mientras que 
la tercera tiene una tangente separada, pues po
demos formamos idea de la disposición de las 
ramas de la Hessiana, observando que la expre
sión A^ contiene un término en v\ á saber,

12Ck - 1)(« - 2)y 
procedente de los términos

sA 4

Fig. 113

3(„_3)y^n-4, 3(«-3)3/®5^-< 2áf«-«
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mientras que los demás están multiplicados por a:'. Pero o: es 
de un orden infinitesimal superior*al de j', porque la distancia 
á la tangente, en un punto infinitamente próximo al de contac
to, es de orden superior al segmento comprendido entre el pie 
de la perpendicular y dicho punto. Los términos que contienen 
►r* pueden pues, despreciarse, en la proximidad del punto de 
retroceso, y la curva Hessiana puede reducirse á la curva

yj;- -j- oy^ = 0,

es decir, se compone de dos ramas de las que una es tangente 
áy = 0y la otra pertenece al tipo del punto de retroceso.

La expresión » = -y ^TT’g ^ indica que S < ¿¿; de manera que 

á un mismo valor de y corresponde un valor menor de a; para 
H que para/; lo que explica la disposión de la figura.

Teorema.—£■// el pinito de retroceso se hallan reunidos ocho 
puntos de intersección de una curva y de su Hessiana. Esto se 
ha demostrado cuando 2;/ />7. Pero es también cierto cuando 
n = 3, puesto que existen, en general, nueve puntos de infle
xión; pero en el caso del punto de retroceso existe uno tan 
solo, pues hemos visto que / puede escribirse bajo la forma 
f = x^ s -H y'\ de donde

2 .a 0 2a-
6*á = 0 6y 0 = — 24 j;^ y

2x 0 0

Para/= o, A = 0. se tiene ó ;r- = 0 é y^ = 0, lo que da seis 
puntos de intersección reunidos en el punto de retroceso, óy = 0 
y x-‘ ^ = 0, lo que da dos intersecciones reunidas en el punto de 
retroceso y además el punto único de inflexión y = 0, 5^ = 0.

96. Tipos FUNDAMENTALES.-La discusión de una curva en 
un punto singular da origen á los tres tipos siguientes:

{1) x-^ + i =y2A f/pg (fg icj parábola.

(II) x2^ + i =y2Z: + i lipa ¿1^1 panto de inflexión. 

(111) x'^^ = y^^ + ^ tipo del punto de retroceso.
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§ 4.° ÍNTERSEtcIÓN DE DOS CURVAS

Teorema. - S/ un punio determinado debe ser uu punto 
múltiplo de orden q en una curva algebraica, esta condición es 
equivalente ó ‘^ ^^^ ^^ condiciones lineales, es decir, que para 

una curva de «’‘“" orden no se puede elegir más que
«(?¿ + 3) —g(g + l)

2
puntos arbitrariamente.

Sea la curva/= A a + B| = 0, y supongamos que en la pro
ximidad de un punto P en que se cortan las dos curvas ? = 0, 
i = 0, la primera tenga un punto múltiplo de orden q y la se
gunda uno de orden r, de manera que se hallen reunidas en 
P, qr intersecciones de las curvas. Supongamos, para precisar, 
que r^^qy que las ramas no son tangentes entre sí.

Si tomamos como origen el punto P, todos los términos de 
grado 0,1,2, • .., (^ — l)en/se anularán, por hipótesis; luego 
/tendrá un punto múltiplo de orden q, lo que da la anulación de

1-1-24-3+■■■ + ? = constantes.

Teorema.—5/ dos curvas » = 0, '.p = 0 tienen respectiva
mente en uno de sus puntos de intersección P un punto múlti
plo de orden q y un punto miíltiplo de orden r (r + q), ^^ necesa
rio, para que una curva que pasa por los puntos de intersección 
de 'i y de 'i pueda expresarse bajo la forma

/■^As^Bó-0,

que dicha curva tenga en P un punto múltiplo de orden q, y 
que si se toma como origen este último, los coeficientes de f 
hasta el (r + q — l)simo g^ado exclusivamente, satisfagan á 
rq - -^ q(q + D ecuaciones homogéneas.

Siendo r'^q al teorema anterior hay que añadir otras con
diciones, pues los términos de orden q, q-^-i,...........r — 1 de 4' 
son nulos. Por consiguiente los (^ + /+ 1) coeficientes de los
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términos del orden ({z + Osimo en/(siendo Z = 0, l. ,r—^—l) 
dependen únicamente de los coeficientes de los términos de 
igual orden en el producto Ao. Estos últimos se obtienen res
pectivamente multiplicando términos de orden ç en <? por térmi
nos de orden z en A, de orden (7 -p 1) en ? por términos de orden 
z — 1 en A,.........de orden (^ + z) en ? por términos de orden 
0 en A.

No pueden pues, representarse bajo la forma A?4-Bo más 
que las funciones/, en las cuales los q 4' Z-j- 1 coeficientes de 
los términos de grado (g'+Z) puedan expresarse linealmente por

1 + 2 +......... + (/+i) = IÍ+iHí+a

cantidades arbitrarias que son los coeficientes de A. Pero los 
términos de grado 78*^0, (ÿ-p Ijsimo, ipsimo en / con
tienen

(« + i) + (?+2) + . — J 7

coeficientes, por los que serán funciones lineales y homogéneas 
de los

l + 2 + 3 + ... + (r-í)-ítJll+^HL^

coeficientes arbitrarios delostérminos de grado 0,1,. . ,(r-^-l) 
en A. Es decir, que entre los coeficientes de los términos de 
?» (? + !)».........,(/' —1) grado de/deben existirías ecuaciones 
lineales homogéneas en número

(í'-?)(í' + í + l) (.r~q}(r-q + ^} , 

que resultan de la eliminación de los coeficientes de que se 
trata de A.

Pero la singularidad que presentan ? y ó en el punto consi
derado, ejerce todavía su influencia en una serie de términos 
de orden más elevado, cuando / es representable por A® -p B|. 
En general, los términos de orden ^ en/se obtienen multipli
cando en 0 los términos de orden q por los de orden /¿ — qen A,
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los de orden ç + 1 por los de orden A — ç — l,... los de orden A 
por los de orden 0, en ? y en xA respectivamente

en 1 los de orden r por los de - r en B
» » » S' 5- r —1 » »

3. k »0»
Podemos, por consiguiente, determinar el número de los coefi
cientes de A y B que entran en los de la función A? -p B-i hasta 
el orden ^ inclusive, y obtendremos

1 4-2+ ... + (*-?+ I) 4’ f* - 'Z + 2)(^ - ? + 1),

1 + 2 + . . . + {k — r + 1) = -^ (^^ ” 2) (^ - r + 1), 

coeficientes de A y de B, respectivamente.
Por consiguiente A» + Bh contiene en los términos contados 

hasta el grado inclusive,
Q = l[(*-? + 2) (^-i + lX^-^-H-2)+1)1

parámetros, mientras que el número de coeficientes que se han 
de expresar por dichos parámetros en los términos de igual 
orden en A es decir, en los comprendidos desde el orden q hasta 
el orden ^, es

P=l(Z; + í + 2) {*-«+!).

Si aumentamos Æ en l, Q aumentará en
/¿_^ + 2 + A-í' + 2

y los è+ 2 coeficientes de una forma binaria de grado Æ + 1 se 
adjuntan á P, es decir, que P aumenta en Æ + 2; y la 'diferen
cia P - Q auraenta-en jfe-$-r + 2, que es el número de con
diciones introducidas, cuando se toma el término de grado 
(jfe 4. i)simo además de los del pésimo. Si pues k es, en particular, 
igual á? + r — 2, no se añade ninguna condición nueva, es de
cir, que: Los coefideníes de los íe'ri'ninos del grado (q + r-—1)*^^*™° 
de Íno quedan modi^cados por el punto singular. Luego, si 
hacemos k = q-^-f' — ‘2, resulta
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P-Q = r?-i?(?+l).

que es el número de ecuaciones lineales necesarias, entre las 
que se hallan comprendidas las (r — q}q indicadas en (l). Como 

además se hallan impuestas ” ? (^ + 1) condiciones por el pun- 

to múltiplo de orden q que/tiene en P, queda demostrado el 
teorema.

El recíproco de este teorema es cierto, es decir, que las rq 
condiciones halladas son sancientes para que / pueda presen
tarse bajo la forma f— A + B'f. (2)

En efecto (*):  Si las rq condiciones se hallan satisfechas, se 
pueden hallar dos series a, b ordenadas según las potencias 
ascendentes de .r, tales que se tenga/= «f + &|. Si pues, sus" 
tituímos el origen por un punto cualquiera, nos bastará demos
trar el teorema siguiente:

(*) Halphen Sur une proposition d'Algèbre (Bulletin de la Société Mathématique de 
France!, t. V, pág. 160.

16

Sean (a, p) un sistetna de soluciones de las ecuaciones =0, 
1 = 0 y a, b dos desarrollos según las potencias enteras posi
tivas y ascendentes de (x — a) j; (x —- p). Para que f sea de la 
forma A^ + B|, es necesario y sufeiente que se puedan deter
minar a y b por la condición

f= 6'i.

Supongamos, en primer lugar, <p = x, agrupemos en/, ^y B 
los términos independientes de .r, y escribamos

/=^f +F(j), •} = x-f + T (5»), B = xB' + ¿6(3').

Efectuando la misma agrupación en (A^ + B|), y reteniendo 
tan sólo los términos independientes de .r, se obtiene

F(3') = ®(j')M-ÍJ^K

es decir, que para la exactitud de la ecuación A'-f + B'^ = 0, 
haciendo --f = x, es necesario que la parte independiente de x 
en f sea divisible por la parte independiente de x en •[. Esta 
condición es suficiente como se ve enseguida.
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Sea p una raíz de T (j), y supongamos satisfecha la condi
ción (2) para el sistema 0, P; se concluye por el mismo razona
miento que F (y) = 6, y T (y), siendo &, una serie convergente en 
la proximidad de y = p; luego F contiene á (y — p) como factor, 
por lo menos con el mismo exponente que T.

Si ahora sucede lo mismo para cada raíz de T, resultará 
que F es divisible por '!’’. Luego la proposición queda demos
trada para el caso de ser <p = ^- Por medio de una sustitución 
lineal, se concluye que la proposición queda probada también 
para el caso en que '^ es un trinomio de primer grado en xéy.

Pasemos al caso general. Supongamos variables los coefi
cientes de ®, y hagámosles variar de modo que el sistema de 
soluciones (a, p), múltiplo de rq, se cambie en rq sistemas dife
rentes (a,, Pi), (ttj, PJ, ... Sean P„ P^.trinomios de primer 
grado sujetos simplemente á las condiciones de anularse, P, 
para x = a,, y — p,, Pj para .r = aj, y = p^,. . .

Al mismo tiempo, un segundo sistema de soluciones (a’, P') 
múltiplo de orden r' q, se cambia en r' q' sistemas diferentes. 
Sean igualmente P',, P'2, . . . trinomios sujetos á condiciones 
análogas, y así sucesivamente.

Sean II el producto de todos estos trinomios y s' el polino
mio es cuyos coeficientes se hacen variar. Siendo simples todas 
las soluciones comunes á <p' = 0 y ■} = 0, tenemos

II == A' s' 4- B' tp',

siendo A' y B’ polinomios enteros. Esta relación subsiste en el 
límite, cuando / = ». Entonces Pj, Pj. . . . se anulan para x = a, 
j7 = P, y lo mismo para las demás. Luego:

5/ P,, P21 • • • son trinomios de primer grado en x, y, sujetos 
simplemente d anularse para x = a, y = p; si P’,, P'5, . .. son 
también trinomios sujetos á anularse para x = a', y = P', y lo 
mismo para cada solución comiín d o = 0, | = 0, se puede ele
gir el mímero de estos trinomios de modo que se tenga, expre
sando II su producto y siendo f un polinomio cualquiera,

HZ-Cf 1- Df,

siendo también C y D polinomioscualesquiera.
Supongamos ahora que se halle satisfecha la condición (2)
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en la proximidad de (a, ¡3). Resulta entonces de la ecuación 
últimamente escrita y en los mismos límites

{all - C) í + (611 - D) | = o;
luego C = an + c4/,
expresando c un desarrollo análogo á a.

Consideremos separadamente en II el factor P,. Las solu
ciones comunes á P, =0 y ’^ = 0, distintas de (a, P), son simples 
y no anulan á <o; por consiguiente anulan á C, según una de las 
ecuaciones anteriores. En lo que concierne á la ecuación 
C = «11 -}-^|. puede considerarse coma expresando que la con
dición (2) queda satisfecha con respecto á P, y }, haciendo C las 
veces de cp, |, f. Por otra parte, P, es un trinomio de primer 
grado; luego, según un resultado anterior,

C = C,P,H-Bb 
expresando C^ y B polinomios enteros.

Sustituyendo el valor de C en H/= C:f + C|, tenemos

H/= C, P, -.p + fD + B®) |.

Conteniendo II á P, como factor, el coeficiente de | en esta 
última identidad contiene también este factor. Suprimiéndolo 
y llamando IIi al producto de los demás trinomios, tendremos

n.Z-c.cp + D.'^

Repitamos con respecto á esta ecuación y á Pj el mismo razo
namiento, y así sucesivamente. Conseguiremos al fin que des- 
aparezan del coeficiente de / en lí/ = C» -1- D-} todos los trino
mios relativos á la solución (a, ^). Si ahora quedan satisfechas 
las condiciones análogas á (2) por /, para todas las soluciones 
comunes á cp = 0 y | = 0, se harán desaparecer también todos 
los trinomios P', P", ... ; luego f es de la forma A® + B|, según 
se tenía que demostrar.

Citaremos el siguiente importante
Teorema. — Í7«« curva f = 0 que tiene en P tm punto tmUti- 

tiplo de orden r ^ q — 1 y que pasa por los puntos de intersec
ción de dos curvas f = 0, «|* = 0 tales, que o tenga en P un 
punto múltiplo de orden q y } un punto múltiplo de orden r, 
puede representarse bajo la forma
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/■= Ai- + B| = 0, 
teniendo A = 0 en ? lín punto múltiplo de orden r — 1 jy B = 0 
un punto múltiplo de orden q — 1.

§ 5. ® La DUALIDAD DE LAS SINGULARIDADES

97. Conforme con el principio de dualidad, hay que tener 
en cuenta, no sólo los puntos, sino también las tangentes singu
lares. En efecto, según dicho principio, debemos figuramos 
engendrada cualquiera curva de dos maneras distintas: como 
descrita por un punto ó como envuelta por una tangente móvil. 
El punto generador determina, en cada intervalo, una dirección; 
y esta dirección, que corresponde lí un avance infinitamente 
pequeño, es la tangente á la curva en una de las posiciones del 
punto generador. De igual modo, la recta envolvente determina 
un punto para cada cambio infinitamente pequeño de posición, 
porque este cambio puede siempre considerarse como una rota
ción alrededor de un punto determinado, que será el de contac
to de la recta de que se trata.

Obtendremos pues, la curva de que se trata, considerando 
constantemente la rotación de la recta como una función del 
avance de uno de sus puntos. Pueden presentarse algunas par
ticularidades en esta dependencia respectiva de los dos movi
mientos, lo que da origen á los puntos y á las tangentes singu
lares. Estas circunstancias tienen lugar, ó cuando el elemento 
generador ó envolvente llega dos veces á una misma posición, 
ó cuando uno de los elementos cambia de sentido en el movi
miento, mientras que el otro sigue su marcha continua. Ya se 
ha tratado de esto en los casos del punto doble y del punto de 
inflexión (80). Al punto doble corresponde dualísticamente la 

tangente doble, es decir, una tangente que 
tiene dos contactos diferentes (fig. 114) y co- 
rrelativamente á las diferentes especies de 

Fig. iw puntos múltiples corresponde el mismo nú
mero de especies de tangentes múltiples. 

Pero debe notarse que una tangente doble no puede considerarse 
como una singularidad, mientras consideremos una curva como 
un lugar geométrico de puntos; porque, según veremos, la curva
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representada por una ecuación general en coordenados puntos 
posee cierto número de tangentes dobles, y también un punto 
doble solo debe considerarse como singularidad, cuando nos 
representemos á la curva como envolvente de una recta.

Si pues, en un elemento doble se presenta una indetermina
ción con respecto á 1a dirección de avance, es decir, del elemen
to próximo, no interviene por esto discontinuidad en el movi
miento del punto y de la tangente, porque nos aproximamos al 
elemento doble en una rama determinada, y consideramos á la 
curva según su descripción. Pero no ocurre lo mismo cuando 
se trata del punto de inflexión, por consistir la singularidad en 
una relación entre el punto y la tangente, entrando en consi
deración una sola rama de curva. Un hecho análogo ocurre 
respecto al punto de retroceso, en virtud de la ley de dualidad, 
porque se ve inmediatamente en una flgura que el punto cam
bia su dirección de avance, mientras que la tangente continúa 
su rotación en el mismo sentido.

Por medio de la investigación siwultdnea de dos especies 
de singularidades, se llega á resolver la contradicción aparente 
que surge cuando se trata de volver á pasar de la ecuación 
en coordenadas-líneas de una curva dada en coordenadas-pun
tos á la ecuación en coordenadas-puntos de que se partió. Ha
llaremos, en efecto, que no existe curva de orden superior al 
segundo que no contenga ni punto ni tangente múltiple, y que 
al contrario: Toda cierva de orden siiperior sin panto mnlí/plo, 
tiene necesariamente ttn número determinado de tangentes 
dobles ó múltiples, de igual modo que toda curva sin tangente 
múltiple necesariamente tiene un número determinado de pun
tos dobles ó múltiplos. Si añadimos á esta observación que 
el número n{n — 1) que expresa la clase de una curva, sufre 
ciertas excepciones á consecuencia de haber un punto múltiplo, 
es claro que, según el principio de dualidad, el orden de una 
curva que tiene tangentes dobles no debe expresarse inmedia
tamente en función de la clase k por el número k (A — 1), y con 
esto queda salvada la contradicción aparente señalada. Lo 
mismo puede manifestarse respecto á las tangentes de inflexión 
y á los puntos de retroceso (*). Esta influencia de los puntos

o Clebsch. Voríesungen Uber Geometrie, t. I, pág. 341 ó Irad. francesa, l. 11. pág. .52. 
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dobles y de retroceso en la clase, resulta del modo de presen
tarse las polares de estos puntos, como vamos á ver.

Observaremos de paso, que las ecuaciones
k = n{M— 1) y n = k{k — 1) 

son incompatibles, excepto cuando á? = w = 2.

§ 6? FÓRMULAS DE PlÜCKER

98. Se sabe que los puntos de contacto de las tangentes 
trazadas por un punto P á una curva de orden n se hallan en la 
intersección de esta curva y de la primera polar de P, que es 
del grado ti — 1, siendo por consiguiente en número de n (n — 1). 
Resultaría pues la igualdad de la clase k de la curva:

k^n^n — 1),
si todos los puntos comunes á la curva y á la polar de P fuesen 
efectivamente puntos de contacto de las tangentes trazadas 
por P. Pero como los puntos dobles también están en la primera 
polar, haciendo pasar esta polar por la proximidad del punto 
doble, antes de hacerle pasar exactamente por dicho punto, se 
ve que un punto doble absorbe dos intersecciones de la curva 
y de la polar.

Para tener las tangentes efectivas trazadas por P, basta 

disminuir —en 2^, expresando a el numero de puntos 

dobles. Este razonamiento supone que la polar pasa por el 
punto doble, sin tener ninguna tangente común con la curva. 
Hay pues que hallar la tangente de la polar en el punto doble. 
Tomemos este punto por origen y las dos tangentes en el mismo 
por ejes de coordenadas. La ecuación de la curva será

y la de la polar del punto P (a, P)
0 = ay -j- 3x 4- términos de 2.® grado al menos.

La tangente en el origen

^y + = 0
forma con los ejes y la recta OP un haz armónico, es pues dis-
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tinta de las tangentes en el punto doble. Esta conclusión no es 
cierta, si las tangentes en el punto doble coinciden (punto de 
retroceso); entonces la tangente á la polar se confunde con la 
tangente en el punto de retroceso. Sea en este caso <?.r la tan
gente de retroceso; y la ecuación de la curva será

o = y+<?3 (j;, j)+...... -
y la primera polar

0 = a^y 4- términos de grado superior.
De estas dos ecuaciones se deduce, multiplicando la segun

da por y, la primera por —2{3 y sumándolas, la de una curva que 
tiene un punto triple en el origen, y que tiene los mismos pun
tos comunes con la polar que ésta con la curva propuesta; y 
desarrollando los cálculos, se ve que, en el caso general, esta 
curva no es tangente á Ox. Luego las tres ramas en o cortan á 
la polar en tres puntos simples, y el punto de retroceso absorbe 
tres de los puntos de intersección de la curva con la primera 
polar. Queda pues para la clase k de la curva de orden n la 
fórmula

k = « (w — 1) — 2(i — 3r, (1)

designando if y ríos números de los puntos dobles y de retroceso.
«Tratándose de puntos reales (*)  se puede explicar la nece

sidad de esta reducción como sigue: Considere

(*) Clebsch. Leçons de GeoméCne, 1.1, pág 55.

mos una curva sin punto doble, pero tal que dos \ ,
de sus ramas se hallen tan próximas, que por /^
medio de una pequeña deformación se obtenga ^\\// 
una curva con punto doble. Se ve entonces cómo XXÁ 
las dos tangentes m y íj trazadas desde un puntoy /AY l 
á dichas ramas (fig. 115) se confunden con la recta / y\| 
que une y al punto doble, cuando se ha efectuado /\\
la deformación, de modo que esta línea de unión *
se cuenta efectivamente dos veces como tangente Fig.n.> 
propiamente dicha.» Y se ve también, en virtud 
de consideraciones precedentes respecto á la formación del 
punto de retroceso, mediante uno doble y un lazo, que dicha 
recta debe contarse tres veces en el punto de retroceso.
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Considerando la figura polar recíproca, se obtiene la fórmula 
correlativa

n = k(_k— i} — 2t — Bw (2)
designando t las tangentes dobles y w los puntos de inflexión.

Los puntos de inflexión se hallan en la intersección de la 
curva con la Hessiana; y como el grado de ésta es 3 (w — 2), se 
tendrá

w = 3« (?z — 2), 
si no hay puntos singulares.

Pero como se ha visto que los puntos dobles y de retroceso 
de la curva propuesta se hallan también en la Hessiana, y se 
han dado las tangentes de esta curva en dichos puntos, resulta 
que: 1.® un punto doble absorbe seis puntos comunes á la curva 
y á la Hessiana; 2.” que un punto de retroceso absorbe ocho 
puntos comunes á las mismas, como ya hemos visto (p. 237); luego

'W = 3« (w — 2) — 6d — Sr. (3)

Considerando la polar recíproca, tenemos la fórmula correlativa

/'=3Æ(Æ — 2) —óZ —8w. (4)

Las fórmulas (1), (2), (3) y (4) son las llamadas fórmítlas de 
Plüeker, que no son independientes entre sí, pues restando las 
(l) y (3) ó las (2) y (4) se obtiene

3{k — n} ='W — r, (5)
que puede sustituir á las (2) y (4). Quedan pues, tres ecuaciones 
distintas que permiten calcular tres de las cantidades, conoci
das las otras tres. (*)

La enumeración de las diversas especies de curvas de tercer 
grado y de tercera clase están dadas por los siguientes cuadros:

n~3 Æ=3
d r k lí) t w fí r 
0 0 6 9 0 0 6 9 
1 0 4 0 1 0 4 3 
0131 0131

(*} Ronché el Levy. Analyse infinitésimal, t. I, pág. 379.
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No hay tangentes dobles, porque una de estas rectas tendría 
cuatro puntos comunes con la cúbica.

Las curvas de cuarto grado tienen además tangentes dobles, 
y dan lugar al siguiente cuadro, p es el género (pág. 253):

d r A W t P
0 0 12 24 28 3
1 0 10 18 16 2
0 1 9 16 10 2
2 0 8 12 8 1
1 1 7 10 4 1
0 2 6 8 1 1
3 0 6 6 4 0
2 1 5 4 2 0
1 2 4 2 1 0
0 3 3 0 1 0

Las fórmulas de Plücker sugieren Otra observación. Los
números de los primeros miembros son siempre positivos ó 
nulos, de manera que el número de los puntos dobles no puede 

fi(/l__  1) — 2)
exceder de ——^—-, según la fórmula (1) ni aun de----- »----- ,

según la fórmula (3).
Pero estos límites son demasiado elevados, puesto que: SI 

máximo de plintos dobles de una curva de orden n no puede 
exceder á ^^^ ^\^^^ ~ ^^ . (Puede alcanzar este máximo, como 

se ve tomando, por ejemplo, una cúbica con punto doble).
En efecto, se sabe que para determinar una curva de orden

n es necesario dar n{n +^ puntos. Esto sentado, vamos á de-

, (« — !)(«—2) . , ,,
mostrar que si hay más de --------- ^--------- puntos dobles, por

ejemplo
{n — 1) (n ~ 2) + 1 = d,

2

la curva comprende una curva de orden menor, y por consi
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guiente se descompone. Con egfe objeto, determinemos una 
curva de orden n — l sujetándola á pasar por d puntos dobles 
y por otros 2« — 3 puntos, tomados en la curva propuesta, es 
decir, por

1)^-2) + 1 + 2« - 3 = ±LZ1H^+^
2 2

puntos. Las dos curvas se cortarán en 2n — 3 + 2d puntos, 
porque los puntos dobles deben contarse por dos en la intersec
ción, lo que hace n (n — 1) + 1 puntos comunes, es decir, uno 
de más que admite el teorema de Bezout para dos curvas de 
órdenes « y n — 1, que no tienen una infinidad de puntos comu
nes. La curva de orden n por consiguiente, ó debe de compo- 

nerse ó no tener más de - -------- - ------ =- puntos dobles.

Si se da, por ejemplo, una curva de orden n, sin punto doble 
ni de retroceso, se tiene, como se ha visto

k = n{n~ 1), w = 3w {n — 2), t = -^ n (n — 2) («^ — 9).

Pero según el principio de dualidad, el orden y la clase se 
corresponden reciprocamente, sucediendo lo mismo al punto 
doble y á la tangente doble, de manera que, como se ve, hay 
que sustituir en las fórmulas « por k y d por t.

Además, á una tangente de inflexión, recta que encuentra á 
la curva en tres puntos, corresponde un punto en el que se cor
tan tres tangentes sucesivas, es decir, un punto de retroceso, 
correspondiéndose wy r dualísticamente en las fórmulas ante
riores. Para demostrarío, comparemos la manera de ser de las 
tangentes en la proximidad de una tangente de inflexión con la 
de los puntos en la proximidad de un punto de retroceso. Trans
portándolo al origen, la ecuación de la curva es de la forma

f — x^ s^ - 2 + y - 3 -(-...............=0.

Las coordenadas de la tangente de un punto (.r,y, 5) infini
tamente próximo del origen serán, despreciando infinitamente 
pequeños de orden superior,

= 2x — = 3v-

piy = - 2) -j- (« — 3)y^ —4
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Con auxilio de la ecuación x^s 4- y- = 0, se obtiene

4íJ® — 27u^-w = 0,

ecuación á la que satisfacen las tangentes en la proximidad del 
punto de retroceso. Existe una curva de tercera clase, que pre
senta la sucesión de las tangentes consecutivas en la proximi
dad de dicho punto.

4
Haciendo pues, abstracción del factor numérico — , la curva 

¿ti
en la proximidad del punto de retroceso, si se considera como 
^gura engendrada por un punto, es del tipo x^^ z -|- y^ = 0» > si 
se le considera como engendrada por una recta, es del tipo 
u‘^w 4- ^’^ = 0, siendo x =0, >' = 0 ias coordenadas del punto de 
retroceso y t; = 0, tíJ = 0 las de su tangente. Pero la última 
ecuación es la correspondiente dualística de la forma

xs^ 4“ jy^ = 0,

característica del punto de inflexión, porque sólo hay que sus
tituir w por x, u por ^, pues en u‘^ -w 4- v^ = 0, las coordenadas 
de la tangente de retroceso están dadas por v = 0, w = 0, y en 
^^' +3*^ = 0, las del punto de inflexión lo son por x = 0, y = 0. 
La ecuación de la curva cerca del punto de inflexión es

^-8^® +y = 0,
y por consiguiente, las coordenadas de la tangente de inflexión

que satisfacen á la condición
4v’’ - 27 W = 0;

y si sustituimos de nuevo u por s, w por x, tendremos el tipo 
del punto de retroceso. La ecuación de la curva en la proximi
dad del punto de in^exión es por consiguiente del tipo

xs- 4- y’ = 0,
si se considera la curva engendrada por un punto; y si se 
considera engendrada por una recta, es del tipo

Uw"^ ~{- V^ = 0. '
Luego, con relación á las cantidades infinitamente peque-
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ñas, el punto de retroceso se presenta como tangente de infle
xion x = Q y el punto de inflexión como tangente de retroceso.

Reuniremos estos resultados en el siguiente cuadro:

Coordenadas-puntos
Punto doble con dos tangentes 

reales.
Punto de retroceso.
Punto doble con dos tangentes 

imaginarias (punto aislado).

Punto de inflexión.

Coordenados-lineas

Tangente doble cuyos puntos 
de contacto son reales.

Tangente de inflexión.
Tangente doble cuyos puntos 

de contacto son imaginarios 
(tangente aislada).

Tangente de retroceso.

Para hacer visible la proposición contenida en la fórmula (2), 
al menos mientras se trate de can
tidades reales, partiremos de una 
curva que necesite deformarse un 
poco para tener una tangente doble. 
Dos ramas de la curva recorren un

Fig. 116 segmento para originar la tangente 
doble (fíg. 116). Los dos puntos de 

intersección de una recta cualquiera (w) con dichas ramas se 
hallan entonces transportados á la tangente doble, y deben, 
como intersecciones impropiamente dichas, restarse del número 
k(k — 1), pues un punto de intersección de u con la curva está 
deflnido por la propiedad de poderse trazar dos tangentes coin
cidentes desde este punto á la curva, lo que se veriflca para 
todo punto de una tangente doble. Si ahora se hacen coin
cidir gradualmente los dos puntos de contacto en la curva de 
tangente doble, se ve que un tercer punto de intersección de u 
se halla en la tangente doble, debiendo ser esta tangente de 
inflexión. Puede hacerse que las ramas, designadas por a en la 
figura, se confundan con la tangente doble, lo que origina la 
curva de puntos.

§ 7.° Género de una curva

99. Definición.—Se llama género de una curva, al exceso 
del número máximo de sus puntos dobles que exige su orden 
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sobre el número de puntos dobles que tiene efectivamente. De- 
sig'nemos este exceso por p. Su introducción en las fórmulas de 
Plücker les da la forma más simétrica siguiente:

2/> — 2 = Æ — 2m = ;/+ w — 2Æ
= n (n - 3) - 2 {d + r) = k {k — 3) - 2 (í + w) \

Definición.—Se llaman curvas umcursales aquellas para 
las que las dos coordenadas pueden expresarse racionalMeuíe 
en función de un mismo parámetro.

100. Teorema.—Á^s curvas de género cero son unicursa- 
les ó se descomponen.

En efecto, hagamos pasar una curva (C) de orden n — 2 pol
los puntos dobles de la curva dada (C) y por otros n — 3 puntos 
fijos de la misma, lo que es siempre posible de una infinidad de 
maneras, porque no se han fijado más que

(«_1)Í«_2) , „ (»-l)(« + l)
---------  +AZ-3= ----------2 

puntos de la curva de orden n — 2, es decir, uno menos de los 
necesarios para determinaría. Y siendo lineales con relación á 
los coeficientes de la curva, las condiciones para que ésta pase 
por los puntos dados, el número de ecuaciones lineales será

(n — 2) (n-\-1) , (« —2){«+l) í: • ,.- --—- ~ 1 entre -------- ------- ----------- coeficientes, 

que permitirán expresar todos éstos en función lineal de uno 
solo, y finalmente la ecuación de (C') se presentará bajo la forma

s + X S' = 0,

en la que X es un parámetro arbitrario y S, S' funciones de 
grado /2 — 2, á lo más.

Las curvas (C) y (C') se cortan en
^i — 3.^2d = n-3-^(n - 1)(« -2) = n(n - 2) — 1

puntos fijos. Por consiguiente, tienen además un punto común; 
y se puede aprovechar la indeterminación de X para que este 
punto sea uno cualquiera de (C). Busquemos las coordenadas 
de este punto.

Operaciones puramente algebráicas, permitirán eliminar
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una de las coordenadas, > por ejemplo, y se obtendrá una ecua
ción de grado n (n — 2) en ár, de la cual se conocerán todas las 
raíces, excepto una, á saber: las abscisas x,, x¿,..., x^ de los 
puntos dobles y las ^\, ;r'2,. .., •^\_3 de los puntos fijos dados; 
luego, dividiendo el primer miembro de la ecuación por

(ár — ¿r,)® (^ — x^'f.. . (x — x^}^ (x — .r\)... (áz — ^'^_3),

quedará una ecuación de primer grado en x, que permitirá 
conocer la abscisa del punto M en función racional de X.

En el caso de que el último punto dejado como indetermina
do fuese de los fijos, la indeterminación de X permitiría hacer 
pasar todavía (C’) por un punto de (C), y las dos curvas tendrían 
entonces « (« —2) + 1 puntos comunes. Habría una curva plana 
común y (C) se descompondría.

RecíPROCAMENTE. — Z'¿>í/« curva um'cursal tiene su máximo 
áe puntos dobles ó es del género cero.

Supongamos que las coordenadas se expresan racionalmente 
en función de un parámetro t por las fórmulas

6(Í)’
en las que una por lo menos de las funciones 6, 0,, 6, es del 
grado n, pudiéndose suponer también que las fracciones son 
irreducibles.

Desde luego la curva es del grado n, porque los puntos de 
intersección con una recta cualquiera

ux -j- vy -j- w = 0

se hallan dadas por la ecuación de grado n
u^^{t')-y-v^.¿{t} -^wbÇi') — 0.

La ecuación de la curva se obtendrá eliminando t entre las 
dos ecuaciones (1), que expresaremos por

FGr.y) = 0; (2)
y se sabe que, en general, si esta ecuación resultante se verifi
ca por un sistema de valores .r^,%, las ecuaciones (!) tienen 
tan sólo una raíz común; luego á todo punto de la curva (2) 
corresponde un solo valor de t^ en general.
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Sin embargo podría suceder lo contrario. Por ejemplo, si

a b c

a' b' c'
a" b" c"

= 0

las ecuaciones

u -}— bí -{— c ¿i í~ “j- b í —j— c 
^' rt''r + ó"¿ + í:" ’ a f^ ^ fn-\^c' 

no representan una cónica, sino una recta recorrida dos veces, 
y á todo punto de la recta corresponden dos valores de í, liga
dos por la ecuación

(ab' - ba"} Z, t., + («c" — Crt") (Z, + /,) + be" — cb" = 0.

Pero vamos á demostrar que, si todos los puntos de una 
curva pueden obtenerse por varios valores del parámetro Z, se 
puede hallar siempre otro parámetro T tal, que á todo punto 
de la curva corresponda un solo valor de T (á excepción de los 
puntos múltiplos).

Si se obtiene un mismo punto por dos valores Z, y t.¿ del pa
rámetro, se obtendrán las dos condiciones

û,(^)_^(^) M£i)_Mía}
MZJ e(Z8)’ 6{z,) o(Z8)

ó R (z„ z,) = o, (z,) o (zj - o (A) o, (/,) «o / 
R, (í„ í.) = % W « W - «. W « (^) = 0 '

Las dos funciones R y R, admiten evidentemente el divisor 
^1 - ^ál pero puede existir un divisor de grado superior. Sea 
D (Z,, Z^) el máximo común divisor, de modo que

R(Z„Z,)-DZ,.ZJQíZ„Z,) /

Rt (A» ^a) = I^ (^1) ^a) Qi {^ü ^a)

no pudiéndose anular Q y Q, más que para sistemas aislados 
de valores Z, y t^, lo que dará puntos dobles con ramas distin
tas, porque los valores de Z infinitamente próximos de Z, y de Zj, 
no anulan ya ni á R ni á R,.
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Ordenemos el polinomio D con relación á íj:

D = A/,’» + A, í/»-' ++ A«

Uno por lo menos de los coeficientes A^^ es de grado m en /,; 
porque, si se permutan las letras íi y t.^, los polinomios R y Ri 
cambian de signo, sin cambiar en valor absoluto, y por consi
guiente su máximo común divisor D permanece el mismo, 
salvo un factor constante. Sea A^uno de los coeficientes de grado 
m en t^, los demás serán de igual grado ó de un grado menor. A 
será ciertamente de grado menor, porque debiendo anularse D 
para Í2 = ^. no puede contener al término /,’”/3™. Pero si se susti
tuye en D,sea í^ sea /,, para una t. cualquiera de las m raíces de 
la ecuación D = 0, ésta quedará verificada todavía, y las dos 
ecuaciones

DU.,í,) = Aa.)/,’» + A,(í,)^«-<+... + A^(U = 0,

D (/., ZJ = A ap ¿,’« + A, (zp Z,’«-1 + . . . + A^{zp = 0, 

en cuyos coeficientes hemos puesto de manifiesto la variable, 
tendrán las mismas raíces en Z^; luego sus coeficientes serán 
proporcionales, y se tendrá

AJ^) A, {t)

A(Z,) A(zp

para / = 1, 2, , . . , m. Si pues se haceT = 
AJO 
A (Z) (5)

el parámetro T tomará un valor único para los w valores Z,, 
Zi, . .. ,í^^^, es decir, para el punto considerado de la curva.

Para demostrar ahora el teorema, supondremos que á un 
punto cualquiera de la curva definida por las ecuaciones (1) 
corresponde un solo valor del parámetro Z (á excepción de los 
puntos múltiplos que vamos á buscar). Estos puntos se hallarán 
dados por las soluciones comunes á las ecuaciones (3), Divida
mos R y R, por Z, — Z^, para excluir la solución extraña f^ = Z,; 
obtendremos las dos ecuaciones

SlZ„Z,)-0, S,(Z,.Zj = 0 (6)
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simétricas en /, y íj y de grado « — l, con relación á estas 
letras. Hagamos

f, t.^ = -u. (5)
Por estar formadas las ecuaciones (4) con términos de la 

forma

A.p(<.«/? + í.‘‘<,P)=A.p(/,/jt>«,«-P + X.«-í'), («>P) 

y expresarse las sumas t^^ -{- Zg^, en virtud de la fórmula 
f * 4- ¿,* = (z,*-1 + /,*-0 u—v (í,^-2 + /?“^), 

por funciones de grado -fe en u y t?, la sustitución (5) en las ecua
ciones (4) conducirá á ecuaciones de grado « — 1, que tendrán 
(w — 1)^ grupos de soluciones comunes. Pero no todos estos 
grupos convendrán, pues para obtener las ecuaciones {3) hemos 
debido multiplicar por 9 {/,) y 0(^2): y si Z, y ¿^ anulan á 0 (Z), el 
grupo correspondiente debe desecharse. Pero existen tantos de 
estos grupos como hay combinaciones de las n raíces de 6 (Z),

dos a dos,----- : luego quedarán

n{n — -[} («—!)(«-2)líJ. — Ir---------------- ---  -------------------

grupos de soluciones útiles, á cada uno de los que corresponde 
un punto doble. La curva tiene pues el máximo de puntos dobles; 
es del género cero.

Teorema.—Las cónicas son ttnicnrsales, pues son del géne
ro cero; sus expresiones son

P^ + Q* = HS P^ -Q-^ = HS P^^mQ, 

Haciendo, respectivamente en cada uno de los casos 

las coordenadas de un punto móvil de la cónica en función de Z 
se obtendrán resolviendo las ecuaciones respecto á x é y.

17
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Transformaciones planas

§ 1.® Transformaciones cuadráticas

101. Definición.—La primera transformación de un plano 
en otro ha sido la transformación froyectiva ó afnidad lineal, 
en las que dos figuras se corresponden biunívocamente punto 
con punto. Ahora vamos á tratar de la transformación cua
drática, que consiste en una relación no lineal por la que se 
corresponden dos figuras dé dos planos, que también pueden 
reducirse á uno solo, elemento por elemento, mediante las 
ecuaciones

p-a^i =yoy^^ ?^-2 = y3yi^ ?^3 =yy Ja. (0 
en las que a;,, .r^, A-g é.Vp _v„ >3 expresan las coordenadas homo
géneas de los dos puntos correspondientes de cada uno de los 
dos planos ó de las dos figuras planas, siendo las fórmulas in
versas, las siguientes:

ff^'i = 073 .Tg, ^5’2 = ^3-^i, ff3'3 = Xi.r3. (2)

A una recta u = î^^ a?, — zz^ -^'i 4" ^j «^3 — 0 corresponde en 
virtud de (ij, en el plano Py, una cónica

«15'2^3 +«2 3^9 3'3 + »3 3’2 >1=0. (3)

é inversamente, á una recta 1/^ = 0 corresponde en virtud de {2) 
y en el plano Pa:, una cónica

v, A;2 .Tg + Uj Xg Xi + Vy x^ x^ — 0.

El carácter unívoco de esta correspondencia entre los dos 
planos resulta de las consideraciones siguientes: Al punto de 
intersección de dos rectas Ux = 0 y u'x = 0 en ?«, corresponden 
en Py los puntos de intersección de la cónica (3) con la cónica

«4 3'2 3'3 + ^4 3'3 3'1 + ^^y^ y^ « 0-
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Pero de estos cuatro puntos, tres son siempre los mismos, á 
saber: los vértices del triángulo y^ = 0, jy, — 0, ys = 0; luego:

A las recias de lino de los planos corresponden en el otro 
cónicas que pasan por tres puntos pijos ó puntos fundamenta
les, y al punto de intersección de dos rectas, el cuarto punto 
de intersección móvil de las dos cónicas correspondientes.

Podemos en general, definir esta transformación de la mane
ra siguiente: Sentaremos como un hecho que el conjunto de las 
rectas en número doblemente infinito de un plano corresponde 
al conjunto de cónicas en número doblemente infinito de una 
red con tres puntos fundamentales. A las cónicas que pasan 
por un punto de uno de los planos corresponden entonces las 
rectas que pasan por un punto del otro plano. A cada punto de 
uno de los planos corresponde, por consiguiente, la intersección 
de dos rectas (y, por consiguiente, de una infinidad de rectas) 
del otro plano, y reciprocamente. Según esto, podemos conce
bir la representación algebraica de la transformación de una 
manera más general. Sean Q,, Qj, Qg y Q',, Q'^, Q's funciones 
cualesquiera lineales eny,, J^j, >3. Las dos ecuaciones lineales

Q,'^i + 03^a + Qi'íP# = 0, Q^Xi +Q'a-^á + Q'3^3 = 0 (4) 

dan de nuevo la relación de que tratamos, porque resolviéndo
las tenemos

p^i“Q«Q^3 QsQs’ p-^a—QsQ 1 “QiQ3, f-^a — QiQ^^QaQn 

y las ecuaciones ¿r¡ = 0, X2 = 0, Xg = 0 representan todavía tres 
cónicas con tres puntos fijos, á saber, los puntos fundamentales 
del plano Py. La inversión de las fórmulas se obtendría orde
nando las ecuaciones (4) según las y^, y resolviendo.

Designaremos por ¡3,, p^, pg los puntos fundamentales del pla
no Py, por a,, a^, ag los tres puntos fundamentales de P^. Para 
estos tres puntos, nuestra transformación no es ya de deter
minación tínica, pues se encuentran puntos excepcionales, aná
logos en todas las transformaciones de orden superior. Al punto 
a, (.Tg = 0, x.j = 0) corresponden, en efecto, según (1) y (2), todos 
los puntos de la recta p5 Pg (y, = 0) en Py, é inversamente á todo 
punto de esta recta corresponde un solo punto a, en P^. Pero, 

como la recta fi^ ^3 contiene los puntos Pa Ps á los que correspon

MCD 2022-L5



260 LIBRO 3?--CAPÍTULO II

den respectivamente las rectas totales ag aj y a, «g, el teorema, 
según el que, á toda recta de uno de los sistemas corresponde 
en el otro una cónica que pasa por los tres puntos fundamenta
les, no sufre ninguna excepción para la recta pj pg.

Con auxilio de estas observaciones, podemos indicar las 
modificaciones que sufre una curva por la transformación de 
que tratamos. Es claro que á una curva C^ en P^ corresponde 
en Py una curva C'j„ cuya ecuación se deduce de la ecuación 
C^, sustituyendo simplemente J’s 3’3 á x,, etc. Pero como las rec
tas a2a3,a3 a,, a, aj se hallan cortadas, cada una, por C en Apun
tos á los cuales corresponde siempre el mismo punto (p,, pg ó pj) 
en Py, C'j„ pasa ;^? veces por cada uno de los puntos p,, P^-Pg: y es
tas wramas deC'2„ tienen todas trayecto separado si los m puntos 
de intersección de C^ con las rectas fundamentales correspon
dientes del otro plano tienen una situación distinta, los unos con 
relación á los otros. Si, por el contrario, C^ pasa por un punto 

fundamental a,, una parte fija, esto es, la recta P2 pg que corres
ponde á a,, se separa de la curva C'^n» y queda solamente una 
curva de orden 2?z — 1 que no pasa más que w — 1 veces por P^ 
y Pa: luego:

£"« general, á tina curva âe orden n’**™®, perteneciente d uno 
de los planos y qt/e pasa respectivamente k,, kg, k- veces por 
los puntos fundamentales a,, «g, a^ de éste, corresponde respec
tivamente en el otro plano una curva de orden 2n — k, — kj —kg 
que pasa respectivamente n — (k, -l-kg), n — (kg + k,), n - (k, -p kg) 
veces por los puntos fundamentales p,, p.^, pg de este último 
plano. Así, por ejemplo, á una curva C^, que tiene un punto 
doble en cada uno de los puntos a,, «$, a,, corresponde una cóni
ca que no pasa por P,, P,, pgj y reciprocamente, á una de estas 
cónicas corresponde una curva C., que tiene tres puntos dobles 
en a,, a^, ^3.

102. Transformación racional ó de Cremona.—Hagamos

oy. = /,(x,,A;2,A,-3) (/=1,2,3), (1) 

siendo las_/\ funciones racionales enteras de orden n con respec
to á A?!, A^g, -^3 (sin factor común) cuyo determinante funcional 
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no sea idénticamente nulo; y supongamos que resolviendo con 
relación á las ;r se tenga

Js). (2 = 1.2,3) (2) 

siendo las cp funciones también racionales y enteras de orden v 
respecto de las y. Entonces diremos que las ecuaciones (l) deter
minan una transformación birraeional ó biunwoca plana, en 
el sentido de que se podrá hacer corresponder los puntos de los 
dos planos Pa, y P^ (que podrán considerarse también superpues
tos) de modo que ó un punto del uno corresponda uno y solo 
uno del otro plano y reciprocamente.

Esta transformación se llama transformación birracional ó 
Cremoniana. Una propiedad fundamental es que: El grado de 
las ’^i sea el mismo que el de las f.. Además: Para que la trans
formación sea biunívoca es necesario que la red formada por 
las tres curvas

A=f)^ A = (y, /3 = 0

tenga n^ — 1 puntos ^jos (puntos fundamentales de la trans
formación}. Esta red en la que todas las curvas se encuentran 
dos á dos en un solo punto móvil se llama red homaloldica.

A las rectas u^ = 0 en P^ corresponden, en Py, las curvas de 
pésimo orden Ïzz^. '^^ = 0, y á las rectas Vÿ =0, en Py .corresponden 
las curvas S îJ^. f. = 0 de orden «simo ^^ P^, A los puntos de inter
sección de u^—Q y Sz,../. = 0 corresponden los puntos de 
intersección de t^y = 0 y S«^.^^ = 0.

Pero como el número de estas intersecciones debe ser nece
sariamente el mismo entre P^y Py, en virtud del carácter su
puesto de determinación única, será « = v.

fas sustituciones biunívocas reversibles son del mismo 
orden que sus inversas. Si buscamos el punto x que correspon
de á dos rectas v y w situadas en Py, tendremos que eliminar A? 
entre las ecuaciones

v« = '^v.f. = Q, w^Y^w.f.^Oy u =0. (3)

El resultado final, que contiene las u en el grado n^, las v
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y las w en el grado n, cada una, da la ecuación del producto de 
los n‘^ puntos de intersección de los curvas (3). Entre estos debe 
hallarse el punto buscado, cuya ecuación está expresada por 
Ï f. = 0; y si se hace

^i = 'Vt W3 — Wi Vg, y^ = v.^w¡ -<103 v^, y.='v^'W — WiV.^, 

la expresión 2 u. ^^, = 0 es un factor del resultado de la elimina
ción.Pero 2 f . it. contiene también, en este caso, las v y to en el 
^s¡mo orden; y queda demostrado el teorema: Dos curvas cua- 
lesqíiiera 2 v. f. = 0 del s¿síewa se corlan en un solo punto mó
vil y en n’* — I puntos pijos que son los puntos fundamentales 
de la transformación. Lo mismo sucede para el sistema de las 
curvas 2 u.'j¿^ = 0, en el otro plano. Luego toda relación biuní
voca de dos planos es una relación Cremoniana.

Ejemplo.—Vamos á ver que puede obtenerse la representa
ción conforme, de una curva simple (C) de género uno en una 
cúbica sin punto doble. Hagamos pasar por los

(W--1H^£^}

2

puntos dobles y por otros n — 3 puntos fijos de C una curva (C') 
de orden n — 2. Su ecuación será de la forma

«iTi (^.jj+aiTU-»^. 3') + “3?3 (■^>3') = 0. (!) 

y cortará á (C) en

2 ^Í^zúnizi^ _ 1 j 4 _ 3 = ?/ (« - 2) - 3 

puntos fijos y en otros tres puntos cuyas coordenadas depende
rán de a,, «3. Hagamos

X-^,Y = ^; {2)

y entre estas dos ecuaciones y

fÇx, y} = ^ (3)
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eliminemos a;, >. Obtendremos

F(X,Y) = 0 (4)

A un punto m de {C) corresponde un solo punto M de esta 
nueva curva (F). Reciprocamente si X, Y satisfacen á la ecua
ción (4), las tres ecuaciones (2) y (3) adquieren una nueva solu
ción común en ;r, y lo que hace en totalidad

w (w — 2) —2,

y no pueden tener más, sin lo que la curva

Ï1 - X^3 + ^(?2 — Y^j) = 0

sólo tendría con (C) un punto de intersección cuyas coordena
das dependiesen de X. Las coordenadas de este punto se expre
sarían racionalmente en función del parámetro X; la curva C^ 
seria del género cero, lo que es contra la hipótesis. Así á todo 
punto de la curva F corresponde sólo un punto de la curva (C), 
siendo r una cúbica.

§ 2. ” Transformaciones isogonales

103. Función armónica.—Se vió en el cálculo diferencial 
que si Tü = X -{- /Y es una función monógena, satisface á las 
condiciones

3Y _ 3X ^^ 3”» 1 ^^^_0
Sy 3x ’ Sy Sx’ Sx^ Sy-

Toda función de las dos variables reales x é y que satisface 
á la última ecuación diferencial llamada ecuación de Laplace, 
se llama función potencial ó armónica. Y sabemos que:

Si w es una función uniforme de z, tanto su parte real X 
como el coerciente de i satisfacen d la ecuación de Laplace y 
reciprocamente si lí óY son funciones continuas de x é y que 
satisfacen d esta ecuación, podrdn formar la parte real y el 
coerciente de i de una función uniforme.

Representando s los puntos de un plano (plano ^'jy 'w los 
puntos correspondientes de la función w en otro plano (plano lo) 
(dichos planos pueden ser el mismo). Tenemos una representa- 
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c¿ófí isogonal, puesto que el dugalo de dos líneas que se encuen
tran en un punto del plano z es igual al ángulo de las líneas 
correspondientes en el punto correspondiente del planow. Una 
representación que conserva los ángulos se llama representa
ción conforme.

Un triángulo infinitamente pequeño del plano s es semejan
te al triángulo infinitesimal correspondiente del plano w.

104. Transformación por radios vectores recíprocos.— 
Ya se ha tratado de esta transformación que se llama también 
inversión. Observaremos desde luego que conserva los ángulos 
y es por tanto una representación conforme que puede conside
rarse como un caso particular de la transformación cuadrática, 
en la que uno de los puntos fundamentales es el origenylos otros 
dos los puntos circulares del plano.

Hemos visto que una función que tiene una derivada da 
el medio de transformar isogonalmente las figuras planas.

Sea = — . Si hacemos

áf = r (eos o + /sen 6) se tiene u = (eos 0 — / sen S).

Cuando el punto 8' describe la prolongación sl (fig. 117) del 
radio vector, el punto u' describe la recta uO 
aproximándose al origen. A la curva áf^^icorres
ponde la curva uu^, y el ángulo d, uO es igual 
al a^sl. Hagamos girar la segunda figura alre
dedor del eje O.r. El punto u se aplica en m 
sobre el radio vector 0^, y la curva uu, toma 
la posición mn. Las tangentes 8a„ me á las 
curvas 88,, mn forman ángulos iguales con el 
radio vector.

Toda función que admite una derivada, 
trasforma un sistema de líneas ortogonales en 

Fig. 117

otro. Consideremos, por ejemplo, la función u = 8^. Si se hace

8 = r (eos 9 4’^'sen 9), u = y' (eos 9' 4- ^’sen 9'), 
se tiene que r' = r'^, 0' = 29.

A las rectas r sen 9 = b, r eos 9 = «, respectivamente parale
los á los ejes 0.x- y Oy, corresponden las parábolas homofocales
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20^ _ 2^2__
” T^^coTT ’ ’'“T + cosO''

105. Transformación de Hirst.—Sean 0 un punto fijó y S 
una cónica. Tracemos por 0 la secante Qmm' que encuentra 
áS en m y m'. Si ay a' son dos puntos conjugados armónicos 
de M y m', las figuras a y a' quedarán transformadas entre sí 
por el método de Hirst. Cuando la cónica es un círculo y el 
punto es su centro, la transformación se confunde con la trans
formación por radios vectores recíprocos.

§ 3. ” Aplicaciones

106. Supongamos una curva (C) no susceptible de descom
posición ó propiamente tal, de género cero. Por sus puntos 
dobles v por otros n — 4 puntos fijos hagamos pasar otra curva

- 2)(«-l-l)
(C') de orden n — 2; como sólo hemos fijado------------------------  

puntos, quedarán arbitrarios dos parámetros, y la ecuación de 
la curva (C) será de la forma

siendo Ÿ,, Ÿa» Ta funciones determinadas. La curva (1) tiene 
K (w — 2) — 2 puntos fijos comunes con (C); y por cortarse éstas 
en n [n — 2) puntos, quedan solamente dos, cuyas coordenadas 
dependen de a^, «j, «3.

TT v v —Í2) Hagamos X = —, Y —

Si ;v, j es un punto dado, X, Y queda determinado de una 
manera unívoca por estas fórmulas. Eliminemos x,y entre las 
ecuaciones (2) y la de (C), es decir, expresemos que las ecua
ciones

>,-X?, = 0, T8-Y?, = 0, /(^,y) = 0 (3)

tienen por lo menos una solución común de más que las ya 
existentes. El resultado de la eliminación será

F (X, Y) = O. (4)
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A cada punto M de (4) corresponderá, por lo menos, un nuevo 
punto m {x, >) de C común á las tres curvas (3); pero las dos 
primeras de éstas pertenecen al tipo (1), y por consiguiente 
tenían ya m (« — 2) — 2 puntos comunes con (C); luego si el 
punto X, Y está en la curva (4) tienen n {n — 2) — 1 puntos co
munes con (C), y no pueden tener más, sin lo que la curva

?i - Xí + X (Ÿ, — Yfa) = 0,

que tendría también « (n — 2) puntos comunes con (C) podría, 
por una reducción conveniente de X, tener w {« — 2) 4-1 puntos 
en C y, por consiguiente formaría parte de (C) que se podría 
descomponer, contra lo supuesto. Luego, á un punto M de (4) 
corresponde un punto único M de (C).

Es importante observar que la ecuación (4) es la de una có
nica. Basta, para probarlo, demostrar que á cada valor de X 
corresponden dos valores de Y, y reciprocamente. Ahora bien, 
si se da X, la primera ecuación (3) determina una curva de la 
red (l), es decir, una curva que corta á (C) en dos puntos sola
mente, cuyas coordenadas dependen de X. A cada uno de estos 
puntos corresponden por (2) un solo valor de Y; luego total
mente dos.

Por otra parte, una transformación homográfica seguida de 
una inversión, permite hacer corresponder á una cónica un 
círculo y después una recta. Queda pues establecido que, por 
una transformación birracional se puede hacer corresponder 
siempre, punto por punto, una curva cualquiera de género cero 
á una recta.

Se puede pues, obtener de una manera racional la represen
tación con forma de una curva de género cero en una recta.

Hemos visto también como puede establecerse la represen
tación conforme de una curva (C) propia de género itno, en una 
cúbica sin punto doble, haciendo pasar por los

(;/-l)(z/-2)
2 -

puntos dobles y por otros ;/ — 3 puntos fijos de C una curva C' 
de orden {n — 2) (*).

{*) Rouché et Levy. Anaîÿse

MCD 2022-L5



TRANSFORMACIONES PLANAS 267

107. Curvas analagmáticas. Definición.—Curvas analag- 
wdtícas son las que coinciden con sus transformadas por radios 
vectores recíprocos:

Teorema de Moutard.— Toda analagmdtica es la envolven
te de una serie de círculos ortogonales d un círculo fy'o llamado 
director, cuyos centros se mueven en tina curva llamada 
DEFERENTE.

En efecto, si se considera el cuadrilátero cuyos vértices son 
dos puntos infinitamente próximos de la analagmática y sus 
correspondientes, este cuadrilátero será inscriptible y el círcu
lo circunscrito será tangente á la analagmática en dos puntos 
m y m'. Tracemos por el polo la secante Qm que pasará por m', 
y tendremos Om. Om' = k'^, expresando k el módulo de la trans
formación.

Si se traza por 0 la tangente al círculo, será igual á ^; y el 
círculo de radio k, que es el círculo director, será ortogonal al 
primero, considerado como envolvente de la analagmática.

Recíprocamente: Toda envolvente de círculo que permanece 
ortogonal d un círculo dado es una analagmdtzca.

Demos una deferente, es decir, una curva á lo largo de la 
que se mueve el centro del círculo ortogonal al círculo fijo de 
radio k. Tomemos el centro de este círculo director por polo de 
la transformación de módulo k. La tangente á la deferente en el 
punto en donde se encuentra el centro del círculo generador de 
la analagmática es perpendicular á la recta que une los dos 
puntos en que el círculo móvil es tangente á su envolvente, 
pues por ser el círculo

(x — a)’ + fy - P)* = R^

ortogonal al x* + y® = Æ^^ (a. fi es un punto de la deferente), su 
ecuación será

•íf^ i- y — 2a;r — 2Sy -|- k'^ = 0;

su envolvente se obtiene eliminando a entre esta ecuación y su 
derivada x -j- ^'y = 0, que expresa que el coeficiente angular P'

de la tangente á la deferente es igual á------ .La tangente á la 

deferente es pues, perpendicular al radio vector de los dos 
puntos en que el círculo móvil toca á su envolvente.
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Sea P el punto en que la tangente á la deferente encuentra 
al radio vector Omm' de los puntos en que el círculo móvil es 
tangente á la envolvente. Se tendrá

Ow+Ow' ,Qp = ------ 1------  , /¿,^ = OWZ. OW .

Si se toma en OP un punto P' tal que OP. 0P' = Æ’^, el punto 
P' describirá la polar recíproca de la deferente con relación al 
círculo director.

De este razonamiento resulta el modo de construir la ana- 
lagmática. Sea

la ecuación de la polar recíproca de la deferente con relación 
al círculo director, curva que llamaremos segunda deferente; 
por tener los puntos m y m, ó más bien uno de ellos (.%•, y) cuyo 
radio vector sea r; este valor r será raíz de la ecuación

r-^-20Pr+ /? = 0 ó - 2 —= 0.
F + y''

Pero se tiene evidentemente que

AT _ y _

de lo que resulta
x y r^-i-k^ ;c^ + y + Z;\

luego ¡-^^ = ^qzyq?^ - y = ;y-7y^"y^’

la ecuación de la analagmática es

/ 2A^x 2k'^y \_Q
+y y ’ Ar’+y + ^v 

ó si/ (^,y, Æ") = o es la ecuación de la sagundil deferente en 
coordenadas homogéneas,

f(_2k^.r, 2Æ-^y. +y + &*) - 0.
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La sustitución (2) transforma una curva en otra, que es la 
analagmática que tiene por deferente la polar recíproca de ésta. 

108. AnALAGMAtICAS de TERCERO Y CUARTO ORDEN. — Sea 
/(.r, j, Sí) = o la ecuación de la segunda deferente; hemos visto 
que la ecuación de la analagmática era

/(2ft* ¿v, 2k^ y, x^ + v^ + ft») = 0; 

su grado es, en general, doble del de la segunda deferente. Si 
ésta es de segundo grado, la primera también lo será. Siendo 
la ecuación de la segunda deferente de la forma

.,Ax^-\-2Bxy-^Cr- 2ax-^^_ .^.

la de la analagmática será
+y + /¿0'' + 2 («x + 6j) (.T*+y -í- ft*)j

+ A.r^ + 2B.r> + Cy = 0 !

Cuando la segunda deferente pasa por el origen, la ecuación 
de la analagmática es

Ax« + 2Bx^ + Cy4-2(a4; + fi'y (¿r*+y + ft‘)«0. (3)

Las ecuaciones (2) y {3) son las ecuaciones más generales 
de las analagmáticas de tercero y cuarto grado, pues pueden 
escribirse bajo la forma

{x^^y‘^Y-\-2{ax-\-by{x~-\-y‘}} ^^^
+ P + 2ft*(ax + 6j) + ft*=-0 j

2(x’*+y)(«x + ôj)+ P+2ft*(rtx + M = 0> (5) 

siendo P un polinomio homogéneo de segundo grado.
Ejemplos.—!.” Los óvalos de Cassini. - Cuando la primera 

y por tanto la segunda deferente son curvas con centro situado 
en el polo de la transformación, la ecuación de la analagmática 
es de la forma

+yy y ax« y cy y ft‘ = o.

El caso de ser A = — C = 2c'^ es notable. La segunda deferente 
es una hipérbola equilátera y la analagmática se llama cassi- 
noide, elipse de Cassini ó lemniscata, cuya ecuación es

y yy + 20^ y = o.
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Si se hace k'^ = c^ ~ h'‘ esta curva es tal, que el producto de 
las distancias de uno de sus puntos á dos puntos fijos distantes 
entre sí en 2r, llamados focos, sea igual á una constante h^.

La cassinoide deja de ser analagmática cuando c — h. Su 
ecuación es entonces

(;p’ + y)-^ y (y — x«) 2r" = O;

pero es unicursal, y es la transformada por radios vectores recí- 

procos de la hipérbola equilátera y —y = entonces la 

cassinoide se llama lemniscata de Bernoulli'.
2. ® Los óvalos de Descartes. Sean F y G dos puntos y una 

recta r que corta en A á FG. Descri- 
bamos desde F como centro un círculo 
con un radio cualquiera, y sea B una 

/^yy^/^ \ ^® ®^® intersecciones con FG. Deter- 
f í\ /X 1 minemos en r un punto, de modo que
V \ / AC
\\/ y / sea siendo X constante. To-

/ AB ’
/ memos en r el segmento AR = AG y

Pjg j^|g describamos alrededor de G una cir
cunferencia con un radio CR que corta 

á la ya descrita en M. El lugar del punto M es un óvalo de 
Descartes.

Tenemos que

FM = FB= FA + AB = FA + 4 AC,

GM = RC - AC - AR = AC - AG,

X. FM — GM = X. AF — AG;

haciendo por simetría X =, será ,

u.. MF -{-'’, MG = jx. AF — v, AG,

y haciendo |x. AF — v. AG = /, se obtiene

|x.MF + v.MG = / (1)

que traducida al lenguaje ordinario dice que: Un Óvalo de Des- 
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cartes es el lugar de los puntos cuyas distancias d dos puntos 
fijos multiplicadas por dos números dados dan una suma 
constante.

Representando por «', b' y por a", b" las coordenadas de F 
y de G, tendremos

[i F(x - 07^ +(J - by + v}/ (:v - ay + (y - ó’)’ = 1. (2)

Haciendo a' = -a'' = a, b'= b’'= 0, x + ly = j,x-iy = j, 

resultará

p. f (Í - a?) (y, - aÇ) + ,)/(? 4 aÇ) (r, + 7Ç) = XÇ,

Ó despejando los radicales,
[pi^ (^ _ aO (v) — aO - v^ (^ +aC) (vi + aO]^

-2r C' [jx* a - «0 {’i - «Ç)+*’ (^ + “^)('^|-H«0] + Z^ Ç^ = 0. (3) 
Esta ecuación manifiesta que los puntos (^ = 0, ^ = 0), (-/1 = 0, s= 0) 
es decir, los puntos circulares del plano son puntos dobles de 
la curva (3). Las tangentes en el punto (5, •/), C) están dadas por

[|X« (5 - aO-V^ « + oOF - 0.
Este punto es un punto de retroceso ó cuspidal. Siendo

la ecuación de la tangente. Las dos tangentes cuspidales de los 
puntos circulares se expresan en coordenadas cartesianas, por 
las ecuaciones

+ x-iy=^

Las dos tangentes cuspidales (ó de retroceso) obtenidas, se 
cortan en el punto real cuyas coordenadas son 

que es uno de los focos de la curva. (*}

(*) Dr. Gino Loria. Specielie Algebr. u. Tram, ebene Kurven.
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109. Teorema de Nóther. -- Por medio de una serie de 
transformaciones cuadráticas birracionales se puede siempre 
transformar una curva algebráica cualquiera en otra que solo 
tenga puntos múltiplos con tangentes separadas.

En efecto, sabemos que las fórmulas de transformación cua
drática son de la forma

.U ,V
W’ W’

expresando U, V, W tres polinomios de segundo grado en 
x é y, ó sea

d)

siendo x'y' ^' coordenadas homogéneas y U, V, W funciones 
de las tres coordenadas homogéneas x,y, s.

En general, si se da el punto (a:', y', s') las ecuaciones (1) re
presentan las tres cónicas

wy-v^' = o, uy-W4/ = o, v;v' —uy = o. (2) 

Sabemos ya, que si estas cónicas tienen tres puntos comunes 
A, B, C, las cónicas (2) pasarán por dichos tres puntos y sólo 
tendrán un punto de intersección variable, cuyas coordenadas 
serán funciones de x', y, y; ^, y, s serán entonces funciones 
racionales de x\y'y s'.

Consideremos el triángulo ABC por triángulo de referencia, 
las fórmulas (1) tomarán la forma

a.'' _ y' _ ________ y______ ^
Ay,? H-Bj-zJ 4-Cxy A'y-^H- B'jvá'+ C'¿ry A"y5'-t-B".r^ + C"A;y 

pero si se hace

ÁA-HtJ.A'-FvA"= 1, X'A-hyA'-l-/A" = 0 VA +/'A'-h v''A" = 0 
XB+-xB'4-vB''=0, rB-FyB'-Fv'B"= 1 V'B-F/'B'4-v"B"= 0
XC-F íxC'-FvC"=0, X'C-F yC’ + v'C"=0 Z"C-F yC + v'C*» 1 

las cantidades X, ¡x, v están bien determinadas si
A A' A"

B B' B" + 0,
c C' C"
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es decir, si U = 0, V=0, W = 0 son distintas, y de (3) se deducirá 

\x' + ¡xy’ + v^' _ 4- p-'y' -(- _ X"x'+ /'y' + v"^'
y^ '

Una transformación homográfica de la figura ^',y', s' reducirá 
estas fórmulas á la forma

y' s' , x y s
— =-----= — y reciprocamente -.xs xy y's sx x'y

de manera que al punió x, y, s corresponde un solo punió 
^'¡y' ^' y 'viee'versa.

Fig. 119 
Propongámonos el punto

M fx, y, s}, y veamos cómo se construye el punto M' {x',y', s').
Sean ABC el triángulo de referencia yX = 0, Y = 0, Z = 0 

las ecuaciones de BC, CA, AB, respectivamente {lig. 119).
El punto M está en la intersección de las rectas CK y AL, 

representadas por las ecuaciones

y ¿v ’ y s'

luego el punto M' está en la intersección de las rectas CK’ y AL'

A_^ £=Y
y

Construyamos el punto M' en la otra figura. CK' y AL' serán 
rectas tales que ¿ICAL' = / BAL, /BCK' = ZACK, luego;

1 .® A tin punió M, no situado en el perímetro del triángulo 
de referencia, corresponde un punto M' no situado en el perí
metro de referencia.

2 .® Si el punto M experimenta una mutación dx, dy, dz, el 
punto M'sufrirá una mutación de igual orden dx', dy',dy',sz>w- 
pre queM no se halle en el perímetro del triángulo de referencia.

3 .® De esto resulta que, si el punto M es un punto múltiplo 
de una curva, no situado en el perímetro del triángulo de re

ís
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ferenda, el panto M' será nn punto múltiplo de igual especie 
en la cur-va transformada. Debiéndose entender por punto de 
igual especie, no sólo un punto de igual orden de multiplicidad, 
sino además un punto que tenga el mismo número de tangentes 
confundidas, teniendo las ramas de curva tangentes el mismo 
orden de contacto en la curva propuesta y en la transformada.

4 .° Supongamos ahora que una curva tenga en C un punto 
múltiplo de orden v. Veamos cómo se hallará situado su corres
pondiente y cuál será su naturaleza. Con este objeto, tomemos 
dos puntos M y M, en dos ramas de la curva, próximos á C y en 
línea recta con A. Sus correspondientes M' y M', estarán en dos 
rectas CM' y CM’, formando entre sí el mismo ángulo que CM 
y CMj y muy cerca de AB, de modo que, si el punto múltiplo 
colocado en C, tiene sus tangentes separadas, á este punto co
rresponderán '/puntos distintos en AB.

5 .® Supongamos que los puntos M y M, estén en ramas de 
la curva que tengan un contacto de orden n, MM, será de orden

1 y M'M’, será de orden n. A las ramas tangentes en C 
corresponderán pues dos ramas tangentes de la curva trans
formada que sólo tendrán un contacto de orden n — 1. Así pues: 
Sf el punto múltiplo colocado en C tiene tangentes confundidas 
con contactos de Órdenes n, n', n", . . . , « cada par de estas 
ramas corresponderán otras ramas que tienen un contacto de 
orden n — 1, n' — 1, n" — 1, . ..

Para demostrar el teorema de Nóther, coloquemos el vérti
ce C del triángulo de referencia en un punto que tenga tangen
tes confundidas de la curva por transformar, y elijamos el 
triángulo de referencia, de manera que ninguno de sus lados sea 
tangente á la curva. La transformación cuadrática podrá intro
ducir nuevos puntos múltiplos; pero ninguno tendrá tangentes 
confundidas. En cuanto al punto C, se ha sustituido por otros 
puntos simples ó múltiplos con ramas que tienen un contacto 
de orden menos elevado en una unidad que en la curva pri
mitiva.

Operando sucesivamente transformaciones análogas, se po
drán introducir nuevos puntos múltiplos, pero con tangentes 
separadas; y se terminará por hacer desaparecer todo contacto 
entre las ramas que pasan por un punto singular.

MCD 2022-L5



CAPÍTULO III

Estudio sistemático de las figuras planas

§ 1? La POLARIDAD Y LA INVARIACIÓN

110. POLARIDAD.—La teoría de las polares tiene gran im
portancia en la interpretación geométrica de las formas simbó
licas empleadas en el J^igebra de las formas.

La representación simbólica conduce á un principio debido 
á Clebsch y que se llama principio de translación, por el que 
se pueden utilizar para las formas ternarias todos los teoremas 
conocidos acerca de las formas binarias.

111. INVARIACIÓN. Citaremos los siguientes importantes Teo
remas.—l.° Toda formación ¿nvariante de un sisíema de 
formas /emanas puede represen/arse por una reunión de pro
ductos simbólicos, cuyos factores son invariantes ide'nticos de 
la forma UxA^iTí^} '

X^ U^ U.2

«, vT, + u.2X¡ + Us Xg, y,

«3

^3

3^2 >3

^Í ' ^3

2. '’ Todas las propiedades invariantes de una forma ter
naria pueden representarse por la anulación de invariantes, 
ó por la anulación idéntica de covariantes, de contravariantes 
ó de formas mixtas de la forma primitiva.

112. Principio de translación (*).—Sea el punto a; referido 
á los puntos fundamentales y,

•^1 = ^I 3^1 "p ’^a '^ll *^2 = ^I 3'í ”1” ^2 ^2’ ^3 = ^1 3^3 "P 5^8 ’^3’

Sustituyendo en f (Xt, x.¿, Xg) = ^^~ ^2~^'

O El principio de translación fué enunciado por Clebsch en {Crelle Journ L. IX). 
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los puntos de interseccción de la recta 3^^ quedarán determina- 

dos por las n raíces --- de la ecuación.

f= [x, {a,y,-\-a,y,~\-a,y,}-[-'AAax^i-\-^^^-2-\-^3 s'a)]’

= (*i (fy + ’^2 = 0-

Se sabe que puede escribirse bajo forma simbólica un núme
ro ilimitado de covariantes, cuya significación geométrica se 
deduce de la teoría de las polares. Citaremos covariantes ca
racterizados de una manera general por la condición de que la 
fsima polar de un punto tenga una propiedad invariante deter
minada, por ejemplo, que la primera polar de un punto y rela
tivamente á la curva fundamental

/ = a —b . = 0

tenga un punto doble. El lugar de este punto es la Hessiana, 
cuyo orden es 3 (n — 2),que se obtiene eliminando lasy^. (coorde-

. — 1) áXi^Xk/

a a,= S f,,y. = 0, a^~^a a.j = Sf„.y^ = 0, 

a”~^í2¿73 = = 0.

Expresando para abreviar, ay, az por a,, a^, obtendremos la 
forma binaria

/ i n on
? = (’‘l «1 + ^i a2)x = «X = Hx, 

que está representada geométricamente en la recta ys por los 
n puntos de intersección de ésta con la curva dada f = 0. Cada 
una de las propiedades proyectivas de este sistema de puntos 
tiene por condición la anulación de un intervariante de la forma 
binaria ®. Y dicho invariante se compone, según las proposi
ciones relativas á las formas binarias, de una reunión de pro
ductos cuyos factores están dados por determinantes simbólicos 
de la forma (a^) = aj ¡B^ — Pj a,.

Si pues representamos este invariante por I = ScII (ap),

MCD 2022-L5



ESTUDIO SISTEMÁTICO DE LAS FIGURAS PLANAS 277

expresando las <; factores numéricos que pueden encontrarse en 
aquél, y sustituimos de nuevo a, ¡3 por sus expresiones en 
resultará dada una propiedad invariante del sistema de los 
puntos de intersección, por una ecuación de la forma

I — £ r II (a b —b a'} = ().

Podemos, en fin, introducir las coordenadas líneas «; porque 
se tiene

®y + ■ ■ ■) Í^‘ + ■ - ■)- {¿’,3^,

= (a-, b¿ — 6, «,) (j-, ^,— s, 3»,) + (flg b, — b^ a,} (3-, ^,, - 3., y,}

+ («3 &. - «1) (>3 ^1 - ^3 ji) ;

y por ser los determinantes menores de las 3/, s proporcionales 
á Ias coordenadas de su recta de unión ti, despreciando el fac
tor de proporcionalidad, tendremos

a b — b a — (abn).

La condición para que el sistema de puntos de intersección 
de una recta u con la curva/ = 0 tenga la propiedad invariante

ScII (a?) = 0

está dada por la ecuación
£c II {abíí} = O.

Podemos pues, enunciar el principio de traslación de la ma
nera siguiente: Se susíitnirá todo determ¡/iante binario (a.3) 
por lift determinante ternario {abu), donde a,b, . . . son tos sím
bolos de la forma ternaria qne corresponden d los símbolos 
a, pi,. . . Adernds, todo factor lineal se sustituirá por un deter
minante (auv), donde las v se consideran como arbitrarias.

Dicha transformación igualada á cero representa, en coor
denadas u, una curva (ó un sistema de curvas) cuyas tangen
tes cortan á la curva ó á las curvas dadas en puntos que gosan 
de propiedades invariantes especiales.

113. Aplicaciones. — !? El discriminante de una forma 
binaria cúbica

=^\ = A = ^\ es (x?)’ (TB)*(ay)08);
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por consiguiente, la condición para que una recta « encuentre á 
una curva de tercer orden en dos puntos coincidentes, ó la 
ecuación de la curva en coordenadas líneas es

{abuy (cdíty ^acii') {bdu} ■— 0.
La curva general de tercer orden es pues de sexta clase.
2. ^ Propongámonos representar en coordenadas-líneas la 

ecuación de una cónica
= 0.

La curva queda cortada por un£i recta u en un par de puntos 
dados por la ecuación

«’x = («1 *1 +«í «t)* = 0-

Para una tangente, deben confundirse los dos puntos de 
intersección, es decir, que el discriminante (a^)’ de la forma a\ 
debe ser nulo; luego la ecuación de la cónica se expresará por

{abuy = 0.

Demostremos la identidad de esta ecuación con la dada. 
Tenemos

y hemos de hacer en (abu^, a.a^ = b.b^ = a^^_.

Desarrollando el determinante simbólico, resulta

{abu/ = u^^ {a.¿ b^ — b.¿ a^f + //% («a b, - b^ a^^ + . ■ .
+ 2u^ U3 (ag b¡ — b^ a¡) {ai b^ —bi a^).

= 2u\ {a-^^ a^-j — «%3) + • * ■ + 4z/í u^ («,3 «,3 — «11 «23) + ■ ■ ■ 

queda
I'^n '^12 ^1.3 ^^1

{abu^ ~ — 2 \
■ ^31 ^32 ^33 ^^3 
j «1 u,, U2 0

3? El discriminante de la forma binaria bicuadrática «^ 
= ^*=...se representa por
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i^ — hp^ siendo /= (apy, 7 = (ap)® (py)’(ya)’; 

luego la ecuación de la curva de cuarto orden a’» = 0 es, en 
coordenadas-líneas,

p — 6/ = O, si se hace I = (abiiY, J = (abuY (bcí/y (cany.

La curva general de ctiarlo orden es pues de la duodéc/tna 
clase.

Ahora, como se tienen métodos generales para formar el 
discriminante de una forma binaria, se puede establecer la 
ecuación en coordenadas-líneas de toda curva dada en coorde
nadas-puntos. Se puede pues indicar especialmente la clase 
general de una curva de orden z/simo, 3sí como el grado de la 
ecuación en coordenadas-líneas con relación á los coeficientes. 
El discriminante de una forma binaria de orden z/simo es, en 
efecto, del grado 2 (w — 1) con relación á los coeficientes de ésta, 
de manera que contiene 2 {n ~ 1) símbolos diferentes, pero equi
valentes entre sí, de la «sima dimensión cada uno. Pero estas 
circunstancias no alteran, cuando se sustituye un determinante 
binario («6) por el determinante ternario {abuy, luego: La ecua
ción en coordenadas-lfneas de una curva de orden n es del 
grado 2 (n — 1) con relación d los coe^cú ntes de su ecuación en 
eoordenadas-punlos.

De este resultado se deduce inmediatamente que: Una curva 
de orden n es en general de la clase n (n — 1) (*)

La anulación del discriminante de una forma binaria bicua- 
drática no es más que un caso particular de la condición de que 

su invariante absoluto - tenga un valor dado, es decir, que los 

cuatro puntos fundamentales formen una relación anarmónica 
determinada. Correlativamente, la ecuación

p _ *p = 0.

en la que /? expresa un parámetro, representa según el principio 
de translación de Clebsch un sistema de curvas de la duodéci
ma clase, tales que todas las tangentes de cada una encuen
tran á la curva dada de cuarto orden en un grupo cuaternario

U) Clebsch, obra citada, t. I, pág. 347.
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correspondiente á cierta relación anarmónica. Citaremos los 
siguientes resultados:

Las recias que cortan eqmanarmómeaníef/íe á una curva 
dada de cuarto orden a*  = o, envuelven una curva de cuarta 
clase I — (abu)‘ — 0.

(*) Clebsch, obra cilada, págs. 348-50.

Las rectas que cortan armónicamente d esta nusma curva, 
envuelven una ciírva de sexta clase J = (abu)^ (bcu)^ (cau)® = 0.

Las rectas, cuyos puntos de intersección con dos cónicas 
a^ — 0, a^ =(),forinan una relación anarmónlca determinada a, 
envuelven una curva de cuarta clase dada por la ecuación

D'^ (a - 1)*  — DD" {a -{- 1)^ =0,
si se hace D' = {aauy, D = {abuy, D" = (aí3í/)^.

Lsta curva se compone de la cónica (aau)® = 0, contada dos 
veces, sl la relación es armónica. Podemos escribir inmediata
mente la ecuación del producto de los cuatro puntos de Inter
sección de dos cónicas D'^ — DD"= 0. (*)

§ 2. ® Algunas curvas covariantes

114. Redes ó haces de curvas planas.—Si a^ —0, =0, 
son las ecuaciones de /e + 1 curvas planas de orden n, el siste
ma representado por

x, + X, &”+... = 0

donde X,, \ .. . son k + 1 parámetros arbitrarios, constituye lo 
que se llama un sistema lineal de especie k. Para k =1 se tiene 
el has, para k = 2 la red.

Citaremos las siguientes proposiciones: Un sistema lineal 
de especie k, estd determinado por k + 1 curvas de orden n 
qííe no pertenecen d un mismo sistema lineal de especie inferior.

Sl k^ 1, las curvas del sistema no tendrán, en general, 
ningún punto común ('puntos de basej; pero sl las k -J-1 curvas 
que determinan el sistema tienen un punto común, este punto 
pertenece d las demás curvas del sistema.
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Si k = 1, habrá siempre n- puntos-bases del has, es decir, 
puntos por los qne pasan todas las curvas del sistema.

Un sistema lineal de ciervas de orden n y de especie k deter
mina en una transversal una involución de puntos'de orden 
n y especie k.

Entre las curvas de un sistema lineal hay (k -}- 1) {n — k) 
gue tienen un contacto de orden k con una recta dada, etc.

Si se consideran dos haces de rayos que tienen por centros 
dos de los n'^ pantos-bases en un haz de curvas de orden n, y se 
consideran como correspondientes los dos rayos que son las 
tangentes trazadas desde los dos puntos-bases á una misma 
curva del haz, los dos haces de rayos son proyectivos, es decir, 
que la relación anarmónica de las cuatro tangentes á cuatro 
curvas del has en un mismo punto-base, es igual d la de las 
cuatro tangentes en otro punto-base cualquiera. (*)

(*) Véase E. Pascal. Repertorio di ¿tíatematiche superiori, II. págs. 219 y siguientes.

115. Steineriana Y Cayleyana.—A las anteriores propo
siciones añadiremos las siguientes:

Los puntos dobles de las curvas de un has tienen la misma 
recta polar respecto d todas las curvas del has.

El lugar de un punto en el que son tangentes dos curvas 
de ttna red es una curva de orden 3 (n — 1), la Hessiana, cuya 
ecuación simbólica es

(abc}a b c =0.

La Hessiana de una red es el lugar de los puntos dobles de 
las curvas de la red.

Definición.—El lugar de los puntos de intersección de las 
rectas polares, respecto á las curvas de la red de todos los pun
tos de la Hessiana, es la curva llamada Steineriana, y la envol
vente de las rectas que unen los puntos correspondientes de la 
Hessiana y la Steineriana es una curva llamada Cayleyana.

116. Propiedades. — Se vió que eliminando y entre las 
ecuaciones

se obtiene la Hessiana y además que la Steineriana es la curva 
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recorrida por el po!o >. La ecuación de la Steineriana se obtie
ne eliminando x entre las ecuaciones (1).

Teorema. — ^ cada pmiío de la Hessiana corresponde nna 
tangente de la Stemer¿ana.

En efecto, las coordenadas u. de una de las tang-entes se 
obtienen por medio de las fórmulas

«.>i + »23’i+ «3 5'3=0. n, dy,-i-u¿dy^-]-n,dy, = (). (2)
Si escribimos en las ecuaciones ( 1 ) x. 4- dx. en vez de x., ten

dremos
/■, 1 <v, 4 Zí dy, -\-/^, dy^-\-y, df,, + 5-, ///,«+y» df,, = 0, i
Zat tiy^ +7- ^y-2 +Zí3 (^y-.> + Ji <^A, r 5^ rfZ*í+5'a ^Za = o, (3) 
Ái f^yi \-f3-2 <kv-2 +Z3 — 3'1 ^Ay +yi f^Ai +3’3 ^43 = 0. ’

Multiplicando Ias ecuaciones (1) respectivamente por x,, x., 
Xg y luego por dx^, dx^, dx¡ y sumándolas, dan

43', +/23’2 + 43'3 = 0. 3', ^4+3'2^4+,V3^Z3=0. (4)
Por otra parte, de las ecuaciones (3) multiplicadas respecti

vamente por Xp x^, Xa y sumadas, resulta:

4 <í3', + 4íO’« + 4 ày, = 0, 
y por comparación con las {4), se obtiene

H-«.=Zn H-«2=Z2. !^«3=4. 

de las que resulta demostrado el teorema.
Teorema.—Zas primeras polares de los plintos de una curva 

envuelta por las polares lineales de otra curva ÿ son tangentes 
á esta última.

En efecto, siendo 4» = 0 una curva envuelta por las polares 
lineales de los puntos de una curva de orden w^imo .^ — 0, reg. 
pecto á la curva original/= 0, de orden n, la clase queda deter
minada por el número de tangentes que pasan por un punto 
fijo ^i y en consecuencia, por el número de puntos de intersec
ción de la curva de orden n — 1

3X| ^' ' ÔX2 3X3 ’ 

con -i = O, y es por lo tanto igual à m {n — 1).

(5)
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Para determinar el orden, debemos elegir el punto ^ en una 
recta cualquiera t» de tal manera, que dos tangentes trazadas 
por este punto, y por consiguiente, dos puntos de intersección 
de las curvas o = 0 y (5) estén infinitamente próximos. A cada 
uno de estos puntos de intersección corresponde una de las 
tangentes de que se trata, y queda el teorema demostrado.

Vamos ahora á establecer la condición de contacto de las 
curvas a = 0 y (5). Para ello nos propondremos, extendiendo el 
problema, áeíermMeir en general el grado del tactinvar/anle 
(es decir, de la condición de contacto) de dos curvas de órdenes 
m v con relación á los coe^dentos de sus ecuaciones.

Sean »=»0, 1 = 0 estas dos curvas que son tangentes en el 
punto .T. Si designa una recta cualquiera y su punto de 
intersección con la tangente común de y | en A’, las ecuacio
nes siguientes quedan necesariamente satisfechas:

— Í3 = 0.

0.

Eliminando las 1., resulta

= 0.

21 2£ >1/
Sx, S.r2

5^ a^

t’a í’3

(6)

ecuación de grado ?w + [x —2 que, en general, representa el 
lugar de los puntos cuyas polares lineales se cortan en la recta 
íj; esta curva pasa pues, independientemente de las v, por el 
punto de contacto.

Si por el contrario, suponemos constantes las x y las -u va
riables la fórmula (6) da la ecuación del punto de intersección 
de las dos polares lineales de ;v; pero este punto de intersección 
se confunde con el polo x, si este último es un punto común 
de í = 0 y 1 = 0. La eliminación de las x entre ^ = 0, |=0y (6) 
da, por consiguiente, el producto de los puntos de intersección 
de Ÿ y 'L Además este producto está multiplicado por un factor
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extraño, porque la ecuación sería aquí del grado wu. con rela
ción á los coeficientes de V, del grado □. {m + p. — 2) con relación 
á los de » y del grado m^ni ¿-p^ — 2) con relación á los de |; 
luego en total de los grados ¡x (2w + ¡^ — 2) y m (2p. + m — 2) 
con relación á los coeficientes de f y de •}, mientras que estos 
números no pueden ser iguales respectivamente á ¡x y m.

El grado del factor que interviene es pues ¡x {^m -[- ¡x — 3) 
y m (2ix + m — 3) con relación ¿1 los coeficientes de © y |, res
pectivamente. Pero como la expresión (6), y por consiguiente 
nuestro resultante se anula independientemente de las v, sí x 
es un punto de contacto de f y de |, el factor de que se trata 
igualado ú cero, da precisamente la condición de contacto, y 
resulta el teorema:

La comiicióii de contado (tactinvartante} de dos curvas 
cuyos órdenes son m y ¡x, ^s del grado fx (m -f- ¡x — 3) y el m 
(2U -}- m — 3) respecí¿vamenle con relación á los coe^denles de 
la primera y la segunda.

§ 3. ® Sistemas de curvas

117. Ya hemos tratado d^ las redes de curvas ó sistemas 
lineales al definir la Steiner¡ana y la Cayleyana. Ahora vamos 
á hacer algunas indicaciones más acerca de las relaciones res
pectivas de dos curvas, ó sea de los invariantes funcionales 
simultáneos de dos formas algebraicas ternarias.

Se obtendrán covariantes simultáneos imponiendo, por ejem
plo, la condición de que las polares de cierto orden de una de 
las curvas tengan con otra curva una relación invariante deter
minada tal como una relación de contacto. Demostraremos los 
siguientes teoremas:

1 .® El lugar de un punto cuya cónica polar tiene una InJÍ- 
nldad de triángulos polares circunscritos á una cónica dada, 
es una curva de orden n —- 2.

2 .® El lugar de un punto cuya cónica polar se halla Ins
crita en un triángulo polar perteneciente á una cónica dada 
(y por consiguiente en una Infinidad} es una curva de orden 
2 (n - 2).

En efecto, si se toman una curva de «simo orden y otra de 
primero
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a = 0, X ’ tt = o,

la condición de que las polares cónicas, es decir, las (« — 2)^®'*"“^ 
polares de un punto sean tangentes á la recta zz, da la ecuación

{abuy =0.

Se obtiene también, si las polares cúbicas deben ser tangen
tes á u, la ecuación de grado 4 (« — 3),

(abuy (edu'y {acii} {bdít)

Dadas enseguida una curva de ««’'no orden y una cónica

=0 y a =0,

se puede imponer la condición de que para las dos cónicas
• n — 22 „ 2/^ a a — y a=ü

se anule uno de los invariantes simultáneos A,„ ó Ai2j: y se 
obtienen respectivamente, las dos curvas

(«aP)*«J"’= 0 y {fl&a)®fl”“^&”^^ = 0.

La generación de curvas por medio de otras curvas de grado 
inferior, depende de la consideración de los haces.

118. Puntos y curvas de coincidencia.—Sean los sistemas 
de curvas representados por una ecuación homogénea con rela
ción á lasy y á las ¿v, de los órdenes m y « con relación á las 
x é y respectivamente:

/t' ''’) =0-

A cada punto a; corresponde una curva de orden Hy á cada 
punto y una curva de orden m.

Dados dos sistemas de curvas de la especie citada

/ =0 y =0,\x, yj y/

a cada punto del plano corresponden a' — nn' puntos y, que son 
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las intersecciones de las dos curvas, relacionadas con este 
punto por f = 075 = 0. Análogamente á cada punto 3^ del plano 
corresponden a = tjnn' puntos .r. Se pide hallar cuales son los 
puntos ¿r que coinciden con sus correspondientes j». Haciendo 
x~y en /= 0 y 5 = 0, obtenemos los plintos de coincidencia 
buscados como intersecciones de las dos curvas

m „ tn/ n'\

número que es igual á
(m + ^^) (wz' + n'') = nim' + nn' -(- mn' + nm' = a + a' -]- ¡3, 

si se hace ^ = mn + f^’fi'- El número ^ es el orden de la curva 
que describe y, si 4; se mueve en una recta, pues se obtiene la 
ecuación de esta curva haciendo en /' = 0 y 5 = 0, +
y se elimina X. El resultante es de orden mn' + nm' en y.

Admitamos que á un punto .r corresponden a puntos y y que 
á un punto y corresponden a puntos x. Sea p el orden de la 
curva que recorre los puntos y homólogos de x, cuando x des
cribe una recta. ¡3 depende simétricamente de los grupos de 
puntos jc é y; 3 es pues al nn^mo tiempo el orden de la curva 
que describen los puntos x homólogos de y, cuando y se mueve 
en una recta.

La curva de coincidencia es aquélla cuyos puntos son de 
coincidencia.

119. Principio de correspondencia. — Chasles enunció el 
siguiente principio: 5/ entre los puntos de dos punteadas sobre
puestas se establece una correspondencia tal, que á cada punto 
de la una corresponden m puntos de la otra y que d cada punto 
de e'sta corresponden n puntos de aquélla, existirán m -H n pun
tos que se corresponderdn d si mismos.

§ 4.” Nociones sobre los conexos

120. Consideremos la figura representada por una ecuación 
algebráica que contiene de una manera homogénea las coorde
nadas de un punto móvil (x) y las de una recta (w), es decir.

/(á:,«) = «X=0. (1)
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en la que las x. entran en la dimensión m y las u^ en la dimen
sión n. La figura se llamará un conexo de w^tmo orden y de «sima 
clase, ó más brevemente (m, 7/).

A dicha figura no pertenece una forma geométrica propia
mente dicha, y al contrario, para cada recta u del plano puede 
hallarse una infinidad de puntos x, y para cada punto at una 
infinidad de rectas que satisfacen á la ecuación del conexo.

A cada recta u corresponden, en general, en virtud de (l) 
un número infinito de puntos Jr que forman una curva C^^ de 
orden m; á cada punto a? una infinidad de rectas que envuelven 
una curva ^ .de /¿sima clase. Así para rn = 1, n — 1, por ejemplo, 
á cada punto x corresponde otro punto y, como vértice de un 
haz de rayos (curva de primera clase) formado por las rectas 
correspondientes n, y á toda recta u corresponde otra recta 1’ 
(curva de primer orden). En este caso, en efecto, la ecuación

Z(x. u) s a^u^ = ££ ?J, «^ = 0

da solamente una representación particular de la colineación 
general, porque se obtiene, para las coordenadas del punto y 
que corresponde á

f>* = + \ S -S + P.»

y para las coordenadas de la recta t^ que corresponde á w,

= ^-l "1 + ^» ^^-^ + Pi3 ^h-

Como aquí el punto y la recta se presentan siempre juntos, 
es ventajoso para la concepción más sencilla de estas relacio
nes, no considerar ni el punto ni la recta como elemento funda
mental del plano. Designaremos, por el contrario, como ele
mento (.r, u) toda combinación de un punto x del plano con 
una recta u del mismo.

Se obtiene pues, el conjunto de los elementos (a;, 70, combi
nando cada uno de los puntos, en número doblemente infinito x 
con cada una de las rectas u en número doblemente infinito.

El conjunto de los elementos forma, según esto, un sistema 
cuddruplemente infinito CUena una multiplicidad} de cuatro 
dimensiones, y este sistema descansa en el plano. La ecuación 
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de un conexo se desprende de él, como siendo el sistema triple- 
fnetiie infinito de los elementos que satisfacen á esta ecuación. 
Puede expresarse lo que precede de este modo: Los pimíos que 
formati cotí utia recia dada los elemeiilos de un conexo (m, n) 
se hallan stlnados en una curva C^,^ de orden m; las rectas que 
forman con un punto dado los elementos del conexo, envuelven 
una curva K de la n^‘”’“ clase. Todas las curvas K que se ori- 
ginan así forman un sistema doblemente infinito cuyos paráme
tros son las relaciones de las x.; igualmente las curvas C^ for
man un sistema de curvas doblemente infinito, cuyos parámetros 
son las relaciones de las '

Puede suceder que todo punto del plano forma con una recta 
determinada, ó que toda recta forme con un punto determinado 
del plano un elemento del conexo. Así, por ejemplo, en el conexo

» («) + Xi f {u) = 0,

el punto AT, = 0, .r.3 = 0, forma con cada una de las rectas u un 
elemento. Los puntos ó rectas de esta especie se llaman puntos 
6 rectas fundamentales.

Cuando, por ejemplo, no .existen las u, se tiene la ecuación 
de una curva en coordenadas-puntos.

El estudio de las propiedades de un conexo a’̂  u2 =0 condu
ce al estudio de los invariantes funcionales, es decir, á invarian
tes, covariantes, contravariantes y formas mixtas que pertene
cen á la forma fundamental a”' zz” . Se puede siempre sustituir 
á las formas mixtas que intervienen, por jo que se llama formas 
normales, es decir, formas » que satisfacen á la ecuación dife-

= 0. Todos estos invariantes funcionales po-

drán representarse simbólicamente, y se tendrá que distinguir 
factores simbólicos de los tipos siguientes (haciendo a^ ^^a = 
mn mn\b. «8 = «y )

«æ, (.abu), [abc), a^, u^, (apjv), (a^y).

Citaremos ahora un principio análogo al de translación, pues
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la relación establecida por el conexo entre los puntos y las rec
tas del plano pueden considerarse de otra manera.

Sea un punto cualquiera, que puede considerarse como inter
sección de las dos rectas f, w, y que representaremos por (v, w); 
y sea la recta (y, .e) que une y con 3. Su reunión formará un 
elemento elegido arbitrariamente que, en general, no pertenece 
al conexo. Sifi evibar^^o, por medio del conexo (m, n) los rayos 
del Iía3 (v, w) esídn asociados d los pullos de la recía (y, z); y 
esta dependencia respectiva es de nm determinaciones, en el 
sentido de que á todo punto corresponden n rayos (f») y á todo 
rayo m puntos (G»«), pues si se representa un punto de la serie 
por Xj y + y un rayo del haz por À, ^’ -}- Áj w, se obtiene 
que para los puntos y los rayos asociados entre sí por el conexo 
a”^u” = 0 se verifica la ecuación X a

(x, ay + X, a^Y^ (X, íí„ + X. w„ )’^ = 0.

que es del orden m en x, : Xj y del orden u en X, : l¡. Si hacemos 
ahora simbólicamente

tendremos la forma doblemente binaria

estableciendo ^ = 0 la relación enunciada.
Si consideramos un elemento x, n perteneciente al conexo 

dado, en el que el punto ¿r forma parte de la serie (y, .s^), el rayo 
n forma parte del haz (i», w); y si imponemos la condición de 
que el grupo 1'« correspondiente á a' (y conteniendo á n} posea 
una propiedad invariante binaria, y que igualmente G» posea 
esta misma propiedad ú otra, resulta una condición invariante 
para el rayo (y, -s) y el punto (t;, w); y el elemento (y, z), (v, w) 
formado con los dos, pertenece d nn conexo cozw'iante. La 
condición impuesta estará representada por la anulación de un 
invariante de la forma binaria ?, que debe conservar todavía 
la propiedad invariante, si una de las series de variables (x) 
está sometida á una transformación lineal cualquiera, y la otra 
(X) á una transformación lineal igualmente cualquiera; porque el 
grupo r»,que corresponde á todo punto eiialquiera .r=x,y-|-x2.s’,

19
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en virtud de ser c& = A^fl”, debe poseer Ía propiedad invariante 
en cuestión, y lo mismo sucede al grupo Gm que corresponde á un 
rayo cualquiera u = X( ti 4- X^ re. Los inv ariantes de la forma c?, 
que se consideran aquí, son del tipo

I^ïdlfAB). .. II (a®)..., 

expresando las cantidades f coeficientes numéricos, y las canti
dades A, B símbolos equivalentes de una de las dos especies y 
las cantidades él, ® símbolos de la otra especie; pero estas dos 
clases de símbolos no pueden nunca presentarse al mismo tiem
po, y por esta razón no puede entrar en I el factor (Ad). Pero 
se tiene, en virtud de la hipótesis ay =^A¡.a^—Ai, v^ —^L'a’a ='^2>

tAB) = % be — by Uz = [abu), 
haciendo — {ys}., y para = (t’U’)¿,

(Aæ) = î)^ íüp = íü^ Típ = {a{3;v).

La ecuación del conexo covariante buscado, es pues, en 
virtud de la última hipótesis,

I = ScII (a&zí) 11 (apa;) = 0 (Clebsch,obrac¿t.,t. III) 

121. Conexo conjugado.—Se puede formar con relación áf 
un conexo covariante notable, que se llama conexo conjugado.

Partamos de un elemento cualquiera j', v del plano. A todo 
punto o; de 1/ corresponden, en virtud de /= 0, « rayos que 
pasan por j», y á todo rayo u que pasa por j', m punto de v 
(pág. 289). Los n rayos son las tangentes de 3? á la curva K,^ que 
corresponde á x; los m puntos son los de intersección de v con 
la curva C^^, que corresponde á u. Actualmente, si la curva K^, 
que corresponde á o?, pasa por >, dos de los n rayos se confun
den con la tangente de K^ en el punto j»; y esta es la sola mane
ra de que se origine un rayo doble de esta especie, porque K^ 
no tiene, en general, ni tangentes dobles, ni tangentes de infle
xión. Este rayo forma con x un elemento del conexo dado/= 0, 
y puede, en particular, designarse por u. Igualmente, si la curva 
C^ que corresponde á zí, es tangente á la recta iz, dos de los m 
puntos de intersección situados en v se confunden. Este punto
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contado dos veces, forma con « un elemento de/= 0, y estará, 
en particular, representado por x. Todo elemento (jy,-u) que 
ofrece esta relación frente á un elemento {¿v, zz) de/, es un ele
mento de un conexo covariante, que se llama conjugabo de /. 
Un elemento (y, v) de este último se halla pues de^nido por la 
circunstancia de que, con relación al conexo dado, al punto y 
corresponde una recta u que se cuenta doble, y ó la recta v 
corresponde igualmente un punto x que se cuenta doble.

También podemos decir que: Si (x,/<) es un elemento de/= 0, 
es decir, si x está en la curva C^^ correspondiente à u, y n es 
tangente á la curva K^ correspondiente á x; si además y es el 
punto de contacto de u con esta curva K^ y v la tangente de la 
primera curva C en x, (y, v) es un elemento conjugado, y se 
obtiene completamente el elemento conjugado, haciendo reco
rrer al elemento (a.-, u) todo el conexo dado.

Se obtiene pues, la ecuación F (y, v) — 0 del conexo conju
gado, eliminando las cantidades ?, c;, x., u. entre las ecuaciones

122. Coincidencia principal. — Entre los conexos existe 
uno de gran importancia, es el conexo lineo-lineal dado por la 
anulación del covariante idéntico Ux, es decir, por la ecuación

Ux = ni x^ + u^ X.2 4- U3 .Tg = O,

que se llama conexo idéntico. En este conexo, á cada punto 
corresponde el conjunto de las rectas que pasan por él, y á toda 
recta el conjunto de puntos situados en ella, es decir, que el 
elemento del conexo idéntico es, en general, toda combinación 
del punto y de la recta en situación reunida. La curva K, que co
rresponde á un punto es pues, el mismo punto considerado como 
vértice de un haz de rayos. La curva C, que corresponde á una 
recta es esta recta, considerada como base de una serie puntual.

El conjunto de los elementos comunes á un conexo dado 
arbitrariamente/= 0 y al conexo idéntico Ux = 0 da una coin
cidencia covariante, particularmente importante para el estudio 
del conexo f — 0, que se llama coincidencia principal del cone- 

MCD 2022-L5



292 LIBRO 3.®—CAPÍTULO III

¿TO.En esta figura, á cada punto corresponden «rayos que pasan 
por este punto (rayos de coincidencia), y son las tangentes tra
zadas por este punto íi la curva correspondiente !<«; á cada 
recta corresponden m puntos situados en ella (puntos de coin
cidencia), esto es, sus puntos de intersección con la curva 
correspondiente Cw

Así, ó todo conexo corresponde una coincidencia "principal; 
pero al contrario, existe una infinidad de conexos á los que 
corresponde una misma coincidencia principal {m, n). Si, en 
efecto,/= 0 es uno de ellos, todos los conexos

/+M«, = 0, (2)
representando M = 0 un conexo cualquiera {m — i, n — 1), com
prenden evidentemente la misma coincidencia que/.

La coincidencia principal tiene especial interés por su íntima 
conexión con las ecuaciones diferenciales algebrdicas de pri
mer orden.

Si se trazan por cada punto del plano n direcciones de las 
rectas que le corresponden en la coincidencia principal, y se 
las considera como elementos de arco de un sistema de curvas, 
se podrá formar así una fam,ilia de curvas de las que n pasan 
por cada punto, y sus tangentes en este punto son los « rayos 
que corresponden á éste en la coincidencia principal. Para 
obtener las curvas que se originan, será preciso integrar una 
ecuación diferencial, que se obtendrá de la manera siguiente: 
Haremos nuevamente/ = «^ »“ . Sea n una recta que pasa por 
el punto x que le corresponde en la coincidencia principal, de 
modo que/(.r, u}=^()y nx = 0. Un punto .r -p dx próximo de x 
satisface entonces ¿1 las ecuaciones (3)

n^^^ = ll^dx¡-1- n¿ dx.2 + 113 dx^ = 0, -n =n^x^-^- 11.2 x^ +113 = 0, 

en virtud de las que se obtienen las relaciones de las ti. iguales 
á las de los determinantes formados con las o;, y las dx.. Si pues, 
se introducen estos últimos en /ó en/+ M?z , se obtiene la 
ecuación diferencial
/(x,, Xg Xg; Xg dXg — X3 dx.,, x^ dXi ~ x, dx^, x, dx^ — x¿ dx^}

= a^itixdx)” = 0. f4)
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Se puede partir correlativamente de un rayo n y de sus 7/ 
puntos de coincidencia. Si se traza por uno de éstos un rayo 
u + du próximo de íí,se obtendrá en este último un punto a: +¿r 
correspondiente. Partiendo dp este nuevo punto, se puede ir 
más lejos, obteniéndose un sistema de curvas de las que JU son 
tangentes á una recta dada. Para la determinación de éstas, 
se emplearán en vez de las ecuaciones (3), las ecuaciones

f^g. = ^’ (^^^)j, ~ ''^1 ^^^1 + *''^2 ^^^i "F ^'3 ^^h = 0, (5)

y se obtiene así, en vez de (4), la ecuación diferencial

/[(z/í/zz), ít} = {aiidu'f' u^^ = {). (6)

Este sistema de curvas tiene la propiedad de que la tangen
te de una de estas curvas que lo forman en uno de sus puntos, 
está dado por uno de los rayos de coincidencia de este punto. 
Pero el sistema de curvas dado por la ecuación diferencial (4) 
estaba caracterizado por la misma propiedad. Los dos s¿síewas 
son pues idéníicos. La ecuación (6) es la ecuación diferencial 
en coordenadas-lineas para el mismo sistema de curvas cuya 
ecuación en coordenadas-puntos se halla obtenida por la inte
gración de la ecuació/i diferencial (4). Llamaremos á las curvas 
así representadas, curvas de coincidencia principal ó curvas 
integrales del conexo f= 0.

Citaremos, en fin las proposiciones siguientes:

Ll lugar de los puntos x. 
que completados por sus rectas 
de unión con un punto ffo y, 
forman elementos de una coin
cidencia principal, es una cur
va de orden m + n

X, = O.

y esta curva tiene, en y, un 
p2ínto múltiplo de orden n.

La envolvente de los rayos 
u que, completados por sus 
píintos de intersección con un 
rayo fyo v, forman elementos 
de Jina coincidencia principal, 
es una curva de la clase m -{- n

u„ = 0,

y esta curva tiene d v por tan
gente múltiple de orden m.

Entre los puntos del plano son especialmente notables aqué
llos para los que se contunden dos de las n direcciones que 
parten de ellos; y como esta exigencia equivale á una condición,
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habrá un número infinito de puntos de esta especie, es decir, 
que los puntos de que se trata formarán una curva. Se obtiene 
igualmente otra curva como envolvente de Ias rectas para las 
que dos puntos de coincidencia que les corresponden están 
infinitamente próximos uno de otro. Si dos de las « tangentes 
trazadas por un punto .r á la curva correspondiente K^ deben 
coincidir, es necesario que el punto a? se halle en K^. Si pues se 
representa en coordenadas-puntos X, bajo la forma F (.r, X) =0, 
á la ecuación / (¿r, zz) = 0 de esta última, F (A*, x) = 0 será la 
ecuación del lugar buscado.

S^ obítetie el lugar de los puulos x sitíiados en su curva 
correspondiente K^, para los que dos de las direcciones homó
logas de avance de la coincidencia principal se confunden, re
presentando K^ en coordenadas-puntos. Se obtiene correlati
vamente la envolvente de las rectas tangentes d su curva 
correspondiente C^, representando esta última en coordenadas- 
lineas U.

La primera curva no existe más que cuando m'f> 1, y la 
segunda cuando n'f> 1. Para el conexo a^u^~ 0se obtiene, por 
ejemplo,

F (x, X) = a,: ba,(a3Xj2;

y el lugar de los puntos en cuestión, está dado por la curva de 
cuarto orden

F (x, Æ') ~ ax bx (a^X)® = 0.

Para el conexo de a se obtiene

F(x, X) = / &;^?xr,

y por tanto la curva de sexto orden

F (x, A?) = a"^ b^ («p^r)’ = 0.

Las curvas citadas se refieren, por relaciones especiales y 
muy importantes, á las curvas integrales del conexo f—0. 
Consideremos los puntos situados á uno y otro lado de la curva 
f{x, x) = 0. Para un punto de ésta se confunden dos de las
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ramas correspondientes de las curvas integrales; luego, según 
las leyes comunes de la continuidad, estas ramas son necesa
riamente reales para los puntos colocados á uno de los lados 
de la curva F {a?, ^r) = 0, imaginarias para los puntos situados 
al otro lado. Luego, en todo punto de F, tienen la misma tan
gente, sin prolon^arse wds allá âe este 
plinto, dos ramas reales de las curvas in- 1 l 
tegrales, es decir, que se forma un punto >^"--<- 
cuspidal ó de retroceso de la curva inte- 
gral (fig. 119). Si pues, se hace el razona- '*'''?-<¿'?^-;'‘''’" 
miento correlativo, podremos enunciar
las dos proposiciones siguientes:

El lugar (F = 0) de los pun- ; 
tos que se hallan en las curvas \ 
Kn que les corresponden en el 
conexo, es al mismo tiempo el ■ 
lugar de los puntos de retro
ceso de las curvas integrales 
del conexo.

La envolvente (F' = 0) de las 
rectas tangentes á las curvas 
Cm que les corresponden en el 
conexo, es al mismo tiempo el 
lugar de las tangentes de in
flexión de las curvas integra
les del conexo.

Las tangentes de retroceso de las curvas integrales, que 
pertenecen á los puntos de F = 0, envolverán, en general, otra 
curva 3» = 0, é igualmente los puntos de inflexión de estas cur
vas describirán una nueva curva <1»' = 0, y solamente en puntos 
particulares de F sucederá que la tangente de retroceso corres
pondiente, sea al mismo tiempo tangente de F en este punto, 
como se verifica para el punto A en la fig. 119. En el caso, tan 
solo, de que existan condiciones particulares entre los coefi
cientes de la ecuación /' = 0, podrá conseguirse que la tangente 
de todo punto de F sea también tangente á la curva correspon
diente Kn. Entonces la curva integral es tangente á F en cada 
uno de sus puntos. La curva F = 0 da en este caso una integral 
singular de la ecuación diferencial /=0.

Siendo una curva de clase n, en general, del orden n {n — 1) 
y su ecuación en coordenadas-puntos del grado 2 {n — 1) con 
relación á los coeficientes de la ecuación en coordenadas-líneas, 
se obtiene que el orden de F y la clase de F' son respectivamente 
(n — 1) {2m + n} y (m — 1} (2« -(" ^^)*

F = 0 representa el lugar de los puntos de retroceso de las
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curvas integrales, <1» = ü representa la envolvente de las tangen
tes de retroceso de estas mismas curvas.

Las dos curvas se corresponden nniáelerinñtativame/ite en
tre sí. A un punto x de F corresponde, como tangente de <&, pre
cisamente la tangente en .r de la curva K» que corresponde á x.

Pero tal curva K« tiene en general, — zz (n — I) (zz^ — 9) puntos

dobles. Podrá pues suceder, en un número finito de puntos del 
plano, que el punto A' coincida con un punto doble de la curva 
Kn correspondiente, y entonces le corresponden dos tangentes 
distintas de i’. Según las leyes de la transformación unidetermi- 
nativa, este hecho se verifica 5/ el piifito en cnestión es un 
pnnlo doble de F. El número de puntos dobles podrá deter
minarse según el principio de correspondencia de Salmon y 
Zeuthen. f)

Citaremos para terminar las siguientes proposiciones:
En un conexo (1, n) existen n’^ + n + 1 recta? que forwan, 

cada una con todos stis puntos, elementos de coincidencia fun
damental ó rayos fundamentales.

Eos n^ + n 4- 1 rayos fundamentales de un conexo (l, n) 
forman parte del sistema de -curvas integrales de la coinci
dencia principal y son las ta/igentes dobles de la curva corres
pondiente 1' = 0, que en general, no tiene otras tangentes 
singulares. Además, forman juntamente con los n rayos de 
coincidencia que corresponden d un punto cualquiera de la 
coincidencia principal, un sistema de (n + 1? rectas d las que 
son tangentes infinidad de curvas de la (n +1 )»*«*«  clase (Ur = 0).

(*) Véase Leçons surta Géométrie, por A. Clebscli. 1.1, págs 108-9 y t. III. pág, 393 y 
siguienles.

133. Transformaciones de contacto. -Se ha observado que 
la teoría de los conexos da origen á nuevos puntos de vista res
pecto á las ecuaciones diferenciales, y facilita medios de inte
gración de las mismas.

Para establecer la transformación de contacto, Lie define 
el elemento lineal de un plano como el conjunto de un punto 
y de una recta que pasa por éste. Siendo x,y las coordenadas 
cartesianas de un punto é y' el coeficiente angular de la recta, 
toda transformación en aTj V, y' puede considerarse como una
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transformación de elementos lineales del plano. Para llegar á 
tales transformaciones, consideremos la transformación puntual

-r, = X (.r,y), >j = Y (ju, v) (Q

que origina una transformación de elementos lineales. Todas 
las curvas que tienen en un punto Gr, jy) una tangente cuyo 
coeficiente angular es y, se transforman en curvas que tienen 
en el punto (.r,, y,) la misma tangente, de manera que el coefi
ciente angular y\ de esta nueva tangente esté dado por una 
relación de la forma

y, « P(.r.y,y). (2)

El conjunto de las ecuaciones (l) y {2) define pues una trans
formación de elementos lineales del plano que, según la deno
minación de Lie, es la trajísforviaciOM prolongada (er'weíterle) 
correspondiente ú la transformación puntual (1). Esta trans
formación tiene la propiedad de cambiar toda familia de ele
mentos {x,y, y'}, que satisfacen á la ecuación

dy—y'dx — Q (3)
en Otra familia de elementos Gr,,y,,y,) que satisfacen á te rela
ción análoga dy-^ —y'¡ dx^ = 0.

Pero las transformaciones puntuales prolongadas no son las 
únicas que tienen esta propiedad, y Lie consideró lo que llama 
transformación del con/aclo del plano, á toda transformación 
de los elementos lineales del plano que deja invariante la ecua
ción de Pfaff

~ y’ = 0-
Dicha transformación debe verificar una identidad de la 

forma
dy — y' dx = D {x,y,y') {dy, ~ y, dx,\

hallándose las variables x,y, x¡,y¡ ligadas por una ó dos rela
ciones. Si están ligadas por dos relaciones, la transformación 
es una transformación puntual prolongada; si están ligadas por 
una sola relación

= 0, (4)
es una transformación de contacto propiamente dicha, definida 
por la ecuación (4) y las ecuaciones

MCD 2022-L5



298 LIBRO 3.°—CAPÍTULO III

(5)

La definición de Ias transformaciones de contacto adquiere 
una forma geométrica por la introducción de las multiplicida
des ó variedades de elementos Mí. Lie llama así al conjunto de 
elementos definidos por un sistema de dos ecuaciones en a?, y, y' 
que satisface á la ecuación de Pfaff (3), Es ó bien el conjunto de 
todos los elementos lineales de una curva (puntos y tangentes), 
ó bien el conjunto de todos los elementos lineales que tienen un 
punto común.

Esto sentado, las transformaciones de contacto son las trans
formaciones de los elementos lineales que cambian toda multi
plicidad M, en una multiplicidad M,. Entre ellas, las transfor
maciones puntuales prolongadas son las únicas que cambian 
todo punto en un punto.

En cuanto á la transformación de contacto propiamente 
dicha, definida por las ecuaciones (4) y (5), cambia todo punto 
cuyas coordenadas son x = «, y == b en una curva cuya ecua
ción es

Q («„ b,^x^,y,) = 0.

Por consiguiente transforma toda curva lugar de puntos 
(a, b) en la envolvente de las curvas

Q (a, b, x^,y^') = 0

correspondientes, é inversamente toda curva envolvente de una 
familia de curvas Ü(x,y, «,, ó,) = 0 en el lugar de los puntos 
correspondientes {«,, &,) Como sucede, por ejemplo, en la trans
formación por polares recíprocas, que tienen por cónica direc
triz la parábola 2y — x‘^ = 0, y que es la transformación de 
contacto definida por la ecuación y+ y, -• = 0.

Lie da otra interpretación de la ecuación (3) de Píaff. Expre
sa que los dos elementos infinitamente próximos (A:,y,y) y 
(.r + âx, y 4- dy, y' -p dy'} son dobles, es decir, que la distancia 
del punto del uno á la recta del otro, es de segundo orden con 
relación á la distancia de los dos puntos. Se puede definir pues 
una transformación de contacto como una transformación de
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elementos que cambia siempre elementos dobles en elementos 
dobles. (*)

(*) Sophus L5e. Theorie des TranaformaUnnsyrupfien Zweiter Ashchnití. Kap. 1.
(*") Sophus Lie. Zur Theorie partieUer Differentialgleichwtyen Ordavny erster.

Para terminar citaremos la definición de Lie de curva inte
gral: Una sene simpleme/ile ¿líjín/ta de elementos principales 
Xj y, p se llamaríí curva integral, ó mejor, una variedad inte
gral de una dimensión (Mi) cuando para dos elementos princi
pales consecutivos x, y, py x + dx, y + dy, p + dp, situados d 
distanciajpnita, queda satisfecha la ecuación (3). (**)

El problema de la integración de una ecuación a; (x, y^p) = Q 
puede formularse diciendo que los elementos en número doble
mente infnito de la ecuación s = 0 deben reunirse en las inte
grales M, en número simplemente infnito.

Pero estas elevadas consideraciones están fuera del cuadro 
de este tratado.

§ 5. ° Geometría sobre una curva plana

124. Definiciones.—En la llamada (Geometría sobre una 
curva algebraica se estudian los grupos de puntos obtenidos en 
una curva fundamental de orden n por sistemas de otras curvas 
de orden cualquiera, y especialmente cuando tales sistemas son 
lineales, es decir, que sus ecuaciones contienen linealmente 
parámetros variables. Si la curva fundamental es una recta, 
estos grupos de puntos constituyen involuciones de orden 
superior.

Sea una curva de orden n^^^^/Çx} = 0, cortada por otra de 
orden w/simo ^ _ o ^^ ^^^^ puntos, que supondremos no coinciden 
con los puntos dobles ó de retroceso de f= 0. Si m ^n, hay 
m {m 3)
----- 2------puntos de intersección dados. Estos puntos determi

nan completamente la curva a = 0, y por consiguiente sus otros 
puntos de intersección con f = 0. S¡, por el contrario, m n, se 
puede si no se trata más que de las intersecciones de las dos 
curvas y no de la curva secante ®, sustituir la ecuación » = 0 
por la ecuación
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siendo œ una expresión de orden (w -- n). Los

~ — íz + 2)

coeficientes completamente arbitrarios de ¡x pueden elegirse de 
manera que anulen un número igual de coeficientes de ®'. Se 
puede pues, sin modificar el sistema de los puntos de intersec
ción, sustituir á una curva general a- = 0 una curva especial

?' = í + ^-/ = 0.

que sólo dependa de

w(/«-|-3) (w —«-4-l)(7« —«-1-2) (w —l)(« — 2)

constantes. Esta curva reducida, está ahora determinada por

7nji — ~ (« — 1) (« — 2) puntos; si pues se da igual número de

(n — 1) (fí — 2) puntos de intersección de/= 0 y ® = 0,los otros----------- ---------  

quedan por esto fijados, y lo mismo sucede respecto á puntos 
de intersección de/ = 0 y a =J), porque son los mismos puntos.

Los dos números
J7ÎH — i}i{ín-\-3') {n — 1)(« —2)

2 y 2

que indican respectivamente, para el caso de ser m <; « y el de 
ser m > n, cuántos puntos de intersección del sistema se hallan 
dados por los otros, coinciden cuando m = n — 1 y m = n — 2. 
Para jíí « — 3 se puede pues admitir el número -^ (« —l) [íí - 2J 

el cual es por completo independiente de m; pero par¿i valores 
más pequeños de w, el número de los puntos que están dados 
por los otros es menor.

Estas consideraciones exigen una ligera modificación, cuan
do ® pasa por algunos puntos dobles ó de retroceso de /. En 
efecto, estos puntos deben contarse una sola vez como elemen
tos determinadores de i, y al contrario dos veces como puntos 
de intersección de ^ con f. El número de los puntos de intersec
ción determinados por los otros, quedará disminuido en el nú-
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mero (3) de los puntos que coinciden con los puntos excepcio
nales de que tratamos, y que por consiguiente son conocidos 
de antemano. Tenemos pues el siguiente

Teorema.—£“«0'^ los pinitos de üitersección de mía curva 
de m^‘“o orden f = 0 con una curva de m®'‘"° orden sujeta d 
pasar por 3 puntos excepcionales deí ==^Q, sin que tenga puntos 
múltiples, el número de puntos determinados por los otros,será

10 {H-i'}{n — 2} , ,1- -------- --------------- o si n —

Este teorema puede enunciarse de otro modo más exacto 
diciendo que: -^ (n - 1) (« — 2) — o ó mn — —■ b^^ + 3) — o 

puntos de intersección, á lo más, quedan determinados por los 
otros, cuando no se establecen otras condiciones. Para m = n = 3 
diremos que:

Todas las curvas de tercer orden que tienen ocho puntos 
comunes, pasan todavía por un noveno.

Ejemplo.Sean los seis puntos 1,2, 3, 4, 5, 6 situados en una 
cónica y unidos por pares

12, 45,1; 23, 56,11; 34, 61,111, 

siendo cada dos rectas lados opuestos de un exágono y I, II, III 
sus puntos de intersección repetidos.

La figura se considera como formada por tres curvas de 
tercer orden con ocho puntos comunes que se descomponen, 
y son:

1 .® La cónica y la rectal lí, 2.® las tres rectas 12, 56, 34, 
3.° las tres rectas 45,23 , 61 . ()*

125 . Curva adjunta.—Se dice que una curva es adjunta, 
cuando pasa una ve^ por todos los puntos dobl'es y los puntos 
de retroceso de la curva ^Ja, ó más generalmente, cuando pasa 
/— 1 veces por cada punto de orden i de ésta sin que, en gene-

(*) Clebscb, Leçonr sur la Géométrie, 1.1, pág 131.
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ral. las ramas particulares de las dos curvas sean tangentes. Si 
pues /no tiene más puntos múltiplos que puntos dobles y cus- 
pidales (de retroceso), una curva adjunta es una curva some
tida tan solo á las condiciones de pasar sü/iplemeute por todo 
punto doble ó cuspidal de /.

Si suponemos que la curva C« de orden u tenga en cada 
punto tangentes separadas, podemos considerar á todo punto 

múltiplo de orden /sustituido por (/— 1) puntos dobles, 
y escribir

2 L*2’

si la curva Cn tiene a^ puntos dobles, ag puntos triplos . . . Para el 
sistema de los puntos de intersección de una curva adjunta, 
tendremos que hacer en las fórmulas del teorema fundamental 

o = Y ^^i^^ ~ ^)! y podremos entonces enunciarlo de la manera 

siguiente, así como se ve fácilmente, ya que en un punto múl
tiplo de orden / se hallan siempre reunidos /(/— 1) puntos de 
la curva adjunta:

Suire los puntos de ¿ntersección de una curva adjunta de 
orden m con la curva dada Cn, no situados en los puntos 
singulares.

l .° Para m >• n — 3, p á lo más se hallan determinados 
por los nm — Ia.i(i — 1) — p = na-j-p — 2 [a = m — (n — 3)] 
restantes;

2 .® Para m = n — 2 — r, p — 1 — ^ (r + 2)(r — l)¿í lo mds 

estdn determinados por Zos -^ m (m + 3) — -^ Sa. i (i — 1) res

tantes.
En el examen de las curvas adjuntas hay que considerar los 

elementos siguientes:
1 .® El número (Q) de los puntos que se encuentran en cada 

grupo del sistema, es decir, el número de los puntos de inter
sección móviles de una curva adjunta del sistema considerado. 
Esta puede tener, además de los puntos singulares de f, cierto 
número de puntos de intersecciónyí/os, comunes con C»;
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2 .® La /niiltiplieidad del slstemaj es decir, el número q de 

los parámetros arbitrarios de que dependen los coeficientes de 
una curva del sistema.

3 .® El grado del slsíetna, es decir, la dimensión ó la forma 
según la que estos q parámetros entran en la ecuación de la 
curva, los que se supone entran siempre racionalmente.

Ejemplos. —Supongamos que C» sea una curva de tercer 
orden sin puntos singulares. Entonces todas las rectas del plano 
forman un sistema doblemente infinito oo^ (q = 2) de curvas 
adjuntas que dependen de dos parámetros; los grupos de puntos 
determinados por ellas en Cg forman por consiguiente un siste
ma Imeal doblemenle úipnito de tres pantos (Q = 3). Por otra 
parte, todas las rectas que pasan por un punto fijo de Cg y que, 
por consiguiente, cortan todavía á esta curva en dos puntos 
móviles, determinan un sistema lineal simplemente intuito de 
dos puntos {(2 = 2, q = 1). Además, siendo representables las 
tangentes de una cónica fije JV, — x? = 0 bajo la forma

AT, + 2X^'2 -j- /? ATg « 0, 

constituyen un sistema cuadrático simplemente intuito de 
tres puntos.

Si Cg tiene un punto doble, y consideramos el haz de rayos 
trazado por este punto, cortando todavía cada rayo á C, en un 
punto móvil, el haz de que se trata determina un sistema sim
plemente in/inito de un solo punto (Q = l). En fin, por lo gene
ral, todas las curvas adjuntas de orden m (siendo m 'J>n — 3') 
que pasan por s puntos fijos cualesquiera, determinan en C» un 
sistema lineal de grupos de puntos para los que

Q = nm - lLa..i {i — 1), q = nm — Sa., i (i — 1) —^ — s;

porque entre los Q puntos de intersección hay p que, según el 
teoreméi fundamental sobre los sistemas de intersecciones, se 
hallan determinados por otros, y por consiguiente solo Q — q 
permanecen arbitrarios. Se tiene pues q = Q — s — p. Si, al con
trario, entre los s puntos fijos hay R situados en C«, tendremos

Q = mn — Ïa„ /(/ —1)—R, q = mn — Sa. /(/ — 1) — s —p.

Mientras que los grupos de puntos situados en Q aparecen. 
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según lo expuesto, como dependientes de las curvas adjuntas 
que les pertenecen, se llega por medio del teorema del resto, á 
definir estos grupos, en cierto modo independientemente de las 
curvas que los atraviesan, de modo que son además figuras sub
sistentes por sí mismas conforme á las exigencias de la Geome
tría sobre una sola curva. Ante todo diremos que residuo de un 
grupo Gq de Q puntos es un grupo de puntos (G^) que reunido 
al primero, forma el sistema completo de las intersecciones de 
la curva en cuestión C« con una curva adjunta, siendo indife
rente aquí el orden de ésta. En el sistema de puntos de intersec
ción no comprendemos las intersecciones situadas en los puntos 
singulares de C». Puede, por otra parte suceder que, entre los 
puntos de Gq (por ejemplo, en virtud de un contacto de la curva 
secante con las ramas de la curva primitiva en los puntos singu
lares), se halle en estos puntos un número de intersecciones su
perior al número normal. Las que exceden á este número deben 
contarse entre los Q + R puntos. El grupo de puntos G^ se 
dice residual de Gq, y reciprocamente.

Llamaremos corresiduales con relación d G^á.dos grupos de 
puntos Gjíy Gyí- que son residuales de un mismo grupo Gq, y 
por consiguiente, pueden ser -cortados por dos curvas adjuntas 
cuyos otros puntos de intersección con C» se hallan todos en los 
puntos de Q. Estas curvas pueden ser del mismo orden ó de 
orden diferente. La importancia de la noción de corresidnali- 
dad tienen su origen en que, por medio del teorema del resto, 
se hace precisamente independiente de un residuo especial Gq.

Ejemplo.—Sea una curva de quinto orden {n = 5) con dos 
puntos dobles {p = 4). Todas las cónicas adjuntas que pasan 
por dos puntos fijos de C¡ (y por dos puntos dobles) cortan á C5 
todavía en otros cuatro puntos. Cada uno de estos grupos G^ 
es residual de los dos primeros puntos fijos, y son en número 
simplemente infinitos, corresiduales respecto al grupo fijo G2.

126. Teorema del resto.—Sf en ana curva algebrdiea los 
grupos de pimíos Gn, Gr’, son corresidnales entre sí, respecto 
á nn grupo de puntos Gq, son tambie'n corresiduales relativa
mente á cualquier otro grupo de puntos Gq, que es residual de 
uno de ellos (por ejemplo de G^).

Si por ejemplo, tenemos la curva Gg con dos puntos dobles
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(/> “ 4)y el haz de curvas adjuntas Cj que pasa por dos puntos 
fijos G¿ (y además por los puntos dobles); este haz determina un 
sistema lineal simplemente infinito de grupos G5 que son corre
siduales respecto á G^. Pero para el grupo G^ solo se puede 
hacer pasar una cónica adjunta; luego, para llegar á un grupo 
Gq' que sea corresidual del grupo G^ relativamente á G^, debe
mos hacer pasar por G., una curva adjunta de orden más ele
vado, por ejemplo de tercer orden. Esta corta entonces á la 
curva Cg en siete puntos que , forman un grup’o C, corresidual 
de G2 relativamente á G^. Ahora, el teorema del resto expresa 
que por estos puntos G, se puede hacer pasar un haz de curvas 
adjuntas C3 que determinan sobre C5 el uíisnio sistema de gru
pos de puntos G.¡ que el determinado antes por medio de un haz 
de cónicas adjuntas. La curva adjunta Cg trazada al principio 
arbitrariamente por uno de los grupos G^ habría podido elegir
se de modo que fuese tangente de G5 en uno de los cuatro puntos, 
de manera que un punto del grupo G,, cortado por ella, habría 
coincidido con un punto de G¡. Observemos, en general, que 
los ,3^ru/>os Gæ, G/es . . . y los grupos Gq, Gas ... puedeu con- 
teuer luái/ereutemeute puuíos distiuíos iodos ó parctalmeute 
los mismos.

Para demostrar el teorema, admitamos que la curva dada 
C» sea f— 0, y que los grupos de los puntos Gq y G^, Gqy Qæ', 
Gq’, y G^estén determinados por A = 0, B = 0, a = 0, respecti
vamente, siendo estas tres ecuaciones las de las curvas adjuntas 
á/= 0. Tenemos que demostrar que los grupos Gq-, y G¿2' están 
situados también en la curva adjunta. Se puede, en efecto, hallar 
siempre las curvas adjuntas

¡3 = 0, 7=0, tales que a. B = ¡3. A + y. f 
se verifique idénticamente. Porque además de los puntos singu
lares de /, la curva (reducible)

a. B = 0 contiene el grupo de puntos Gq, Gq-, G^, G/í’,
y. / = 0 » Ge, Gq',

A —0 » Gq, Gæ.
Por consiguiente, para que p. A sea nulo, para todos los 

puntos raíces comunes de a. B y y./, debe p = 0 contener nece
sariamente los grupos Gq’ y Gæ', lo que debía demostrarse.

20

MCD 2022-L5



306 LIBRO 3.°—CAPÍTULO III

En el caso de entrar los parámetros linealmente, podemos 
decir que:

El número de las curvas Imealmenle úidependientes entre 
sí, de un sistema lineal de curvas adjuntas, es igual al mímero 
correspondiente relativo d todo sistema equivalente.

Indicaremos además las siguientes proposiciones cuyo estu
dio detallado puede hacerse en las Leçons de Géométrie de 
Clebsch: ’

Entre los mímeros q, Q de un sistema g^^ determinado por 
las intersecciones de las curvas de orden m sobre una curva 
del género p, existe la relación:

Para m'^ n ~ 3..................Q^Q.~P,

» m = n — 2 — r.........Q - p + 1 -{- i {r -^ 2) (r — 1), 

Entre Ios2p — 2 puntos de intersección de una curva adjun
ta de orden n - 3, si p'J> 1, p — i á lo más están determinados 
por los p — 1 restantes, y entre los mismos q, Q de un sistema 
cortado por curvas de esta naturaleza, existe la relación

— b y reciprocamente.
Todo sistema lineal q veces infinito de g'i^ de grupos que 

comprenden cada uno Q puntos, puede ser cortado siempre 
sobre la curv¿i /tiudamental ípor un sistema de curvas adjun
tas de orden n — 3, con fal que sea

condición que excluye el ser Q ^ 2p — 2.
En particular: Si un haz (q = 1) de curvas adjuntas tiene p 

intersecciones móviles con la curva f, todo grupo de tales pun
tos p está situado en una curva adjunta de orden n — 3.

Un grupo de Q puntos por los que pasa por lo menos una 
curva adjunta de orden n — 3 se llama grupo especial. El siste
ma á que pertenece se llama especial.

El sistema g^p^s se llama canónico. Este no tiene puntos 
fijos y es tínico.

127. Extensión del principio de correspondencia. — El 
principio de correspondencia generalizado fué expuesto por
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Cayley y demostrado por Brill. En lo concerniente á las curvas 
de género cero, no difiere esencialmente del de Chasles. Se 
agrega al número dado anteriormente un número dependiente 
del género de la curva Cn. Sea

/(^) = 0, (1)
la ecuación de la curva considerada C», que supondremos de 
orden « y género/», y admitamos, por de pronto, que no tengan 
ningún punto doble ni de retroceso. Sea ahora una ecuación

en virtud de la que á cada punto .r del plano corresponde una 
de curva de orden s, á cada punto y otra orden r. En la curva /' 
tenemos entonces, cuando se verifica simultáneamente que

/(:r)«0 y /(y)=0,

una correspondencia, en virtud de la que, á cada punto y de la 
curva corresponden « = rn puntos A', y á cada punto x de la 
misma curva, 6 = su puntos y. Debe pues suponerse desde luego 
que iodas las curvas móviles correspondientes d y ó d x no 
tienen los mismos pnntos^jos comunes, y que por consiguien
te, los puntos aó b son todos móviles con y ó -r. Ahora, la curva 
de orden r -\-s

f'' ■^') = 0

representa el lugar de un punto tal, que la curva que le corres
ponde pasa por este migmo punto. Determina pues, en/,

{r -}- s) n = a -|- b

puntos, para los que uno de los puntos A? que corresponden áy 
coincide con y, ó reciprocamente. Llamaremos á éstos a-[-b 
puntos los puntos de coincidencia de la correspondencia ®, ex
presándose por medio de («, b} la correspondencia relativa
mente á ».

Las consideraciones expuestas dejan de ser exactas cuando 
la ecuación (3), á consecuencia de /(x) = 0 y /(y) = 0, queda 
satisfecha para todo punto x ó y de/, es decir, si entre los 
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puntos de intersección de las curvas correspondientes á x, uno 
ó varios, y por ejemplo, coinciden con el mismo ;r, y si entre 
los puntos de intersección de las curvas, correspondientes á y, 
S puntos se hallan en y. Entonces debe ocurrir que y = 3.

Estas consideraciones conducen á obtener ciMnías veces en 
la correspondencia (a — y, b — y)^ nn pimio y coincide con uno 
de los pimíos correspondientes x.

Considerando para y = 0 dos correspondencias («, &) y («', b'}

hallar el número de pares de puntos ;r, y situados en/, que sa
tisfagan simultáneamente á las dos correspondencias.

Basta con las nociones expuestas, para dar á conocer los 
conceptos fundamentales de la Geometría sobre una curva alge
braica, pudiéndose acudir para más detalles y para el estudio 
de sus numerosas aplicaciones, á la obra varias veces citada 
de Clebsch. Entre éstas citaremos únicamente el enlace de esta 
rama geométrica con la teoría de las integrales abelianas, ex
puesta en el tomo III de dicha obra: Leçons sur la Géoméirie.

§ 6.® Nociones de Geometría numerativa

128. Definiciones,—El problema que se propone la Geo
metría puede enunciarse como sigue:

Determinar entre los x’’ objetos cuya de^nición se da, el 
número de los que satisfacen d un número de condiciones equi
valentes á r condiciones simples.

Puede considerarse á Chasles como el primer investigador 
en este orden de ideas; sus varias memorias, así como otras 
debidas á Jonquières comienzan el primer período de existencia 
de esta nueva rama geométrica que hoy ha llegado á un estado 
de gran desarrollo, cuya síntesis se encuentra hecha por el 
Dr. Hermann Schubert en su dCalkül der absdhlenden Geo- 
metrie (*).

o El profesor G. Loria hace un resumen de los descubrimientos de la Geometría 
numerativa en su obra ¡l passato td U presente delle principali Teorie geomelríche.
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No siendo objeto principal de la presente obra el tratar de 
esta teoría geométrica, nos limitaremos á exponer un resumen 
de la teoría de las características que Clebsch utiliza, con la 
elegancia de exposición propia de este notable matemático, en 
la teoría de las curvas.

129. Método DE las características.--Este método se halla 
incluido en la rama geométrica hoy de gran extensión llamada 
Geometría mimerativa, cuyo objeto ya se ha indicado.

Un sistema de curvas en número simplemente infinito puede 
representarse como sigue: Los coeficientes de la curva móvil 
del conjunto (/■= 0) son funciones algebráicas, no necesariamen
te racionales, de un parámetro X. Si esta dependencia es irracio
nal, se pueden siempre expresar los coeficientes racíojialmente 
por medio de dos parámetros, entre los cuales existe una ecua
ción algebráíca, ó si introducimos un factor de homogeneidad, 
como funciones homogéneas enteras de À,, k^, Xj, ligadas por una 
ecuación homogénea. Respecto al sistema de curvas, existen 
dos números de importancia especial, llamados características 
del sistema, á saber:

¡x, el número de las curvas del sistema que pasan por un 
punto fijo cualquiera.

v, el número de curvas del sistema que son tangentes á una 
recta fija dada.

El número ¡x, cuando los coeficientes de la curva móvil son 
funciones racionales de un parámetro, se confunde con la di
mensión según la que entra este último en la ecuación puntual 
/=0 del sistema. El número v dará entonces, en general, la 
dimensión según la que entra este parámetro en la ecuación 
f = Odei sistema en coordenadas-líneas; luego en las curvas 
de orden u será igual á 2[x (n — 1), porque s es del grado 2 (u — 1) 
con relación á los coeficientes de/.

Pero ocurren algunas eventualidades, tal es, por ejemplo la 
de descomponerse una curva de orden n en otra de orden n — 2 
y una recta doble. Entonces las curvas de esta especie, que satis
facen á la ecuación » = 0, quedan comprendidas en el número 
2¡x (« — 1), mientras que en v sólo queremos incluir las curvas 
que tienen un contacto propiamente dicho.

Estas eventualidades hacen necesario el tener siempre simul
táneamente á la vista las ecuaciones/= 0, ^ = 0. Las curvas
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Síiigiílares, con ramas que se cuentan varias veces, aparecen 
en las investigaciones geométricas, cuando se hacen degenerar 
sucesivamente una curva general.

Por ejemplo, rectas que se cuentan eventualmente varias 
veces, pueden separarse de una curva, mientras que en la con
cepción lineal pueden pasar desapercibidas, las cuales se llaman 
ramas rectas.

Estas descomposiciones manifiestan que, para la determi
nación de los números u y v de un sistema, es necesario ante 
todo conocer completamente las curvas singulares del mismo; 
y en la determinación de éstas y especialmente en la del orden 
de multiplicidad de las ramas rectas y de los vértices, se encuen
tra la principal dificultad del problema.

Explicaremos estas circunstancias con respecto á los siste
mas de cónicas. En tales sistemas son posibles las curvas si
guientes:

1 .® En la concepción puntual:
El par de rectas, cuyo punto doble es entonces un vértice. La 

recta doble, que es una rama recta y en la que se hallan sepa
rados los vértices.

2 .° En la concepción lineal:
El par de pantos, cuya recta de unión es una rama recta. 

El panto doble, que es un vértice por el que pasan dos ramas 
rectas separadas.

3 .® En los dos puntos de vista, simultáneamente:
La recta con un solo punto en ésta.
Determinaremos desde luego el número X de rectas y « de 

puntos dobles.
Por todo punto de una recta cualquiera pasan p. curvas del 

sistema, de las que cada una corta todavía á la recta en un 
punto y. Igualmente, á todo punto y corresponden p. puntos ~v 
en la recta; tenemos por tanto 2«. coincidencias. Estas se produ
cen, bien por el contacto de la recta con una cónica propia- ^ 
mente dicha, bien por la intersección de una recta doble; pero 1 
hay v cónicas propiamente dichas, tangentes á una recta cual
quiera, y tenemos por consiguiente

X = 2u. — v, 7r=2v — fx. (1)
Por medio de estas ecuaciones se puede determinar las ca-
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ractensticas u., v de un sistema por los números X, ít, cuando se 
conocen éstos. Los números en cuestión se obtendrán por los 
sistemas dados que se llaman cofídic/oHes ele/nentales, es decir, 
si se pide que las cónicas pasen por cuatro puntos dados, ó 
pasen por tres y sean tangentes á una recta, etc., que designa
remos por los símbolos

(SL (.M), (..11). (.111), (lili)

Los valores de ¡x, v, X, 7: están reunidos en el siguiente cuadro:

P- V X

* »
* * 1 2 0 3

* 1 4 0 6

* * 11 4 4 4 4

■ ill 4 2 6 O

lili 3 0

Sin entrar en detalles, nos limitaremos á considerar el caso 
(**^ 1 ). Tenemos tres puntos fijos A, B, C y la tangente fija íz. 
La hipérbola » se aproxima á uno de los pares de vértice D.

Vamos á ver cómo en un sistema lineal de curvas, una cóni
ca degenera insensiblemente en un par de rectas ó en un par 
de puntos.

En un haz debemos considerar un par de rectas como provi
niendo de que, en uno de los espacios angulares del par de que 
se trata, las ramas de una hipérbola se aproximan cada vez 
más á la forma de un sistema de dos rectas, para en seguida, 
continuando el movimiento, y después de haber llegado á esta 
posición límite, alejarse de nuevo en el otro espacio angular.

El par de rectas no se recorre más que una vez en esta cír- 
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cunstancia. Lo mismo sucede para el par de puntos en un sis
tema de cónicas con cuatro tangentes comunes, por ejemplo, 
un sistema confocal. Una elipse se estrecha cada vez más alre
dedor de los puntos del par, hasta que al fin se cubre dos veces 
en la parte interior de su línea de unión. Entonces, como figura- 
línea, está representada por dos puntos (vértices).

Si pasamos á la curva inmediatamente próxima, será una 
hipérbola estrechamente aplicada en las dos partes de la recta 
que, á partir de los dos puntos tienden hacia el infinito y recu
bren así doblemente esta parte. En el tránsito sucesivo á otras 
curvas, las ramas de Ias hipérbolas forman un ángulo cada vez 
mayor con la recta doble de que se acaba de tratar. El par de 
puntos debe evidentemente contarse una sola vez; forma un 
simple tránsito de las curvas del sistema.

No sucede lo mismo si se trata del sistema (^=**1), represen
tado abreviadamente en la figu
ra 120. Aquí A, B, C son tres pun
tos fijos y u la tangente fija. La 
hipérbola Ÿ, una de cuyas ramas 
es tangente á la recta zz, se apro
xima á uno de los pares citados 
(cuyo vértice es D), mientras que 
la otra rama llega á estar infini
tamente próxima del otro lado. 

Cuando ha alcanzado al par de rectas, no pasa la hipérbola 
con sus ramas á los espacios angulares próximos, sino que 
vuelve atrás, adquiriendo en la figura la posición de la curva |, 
y aparece en el sistema como un punto de retroceso de una 
curva algebráica, siendo visible que debe contarse dos veces 
como curva del sistema.

Para la representación dualística del sistema (*»:||), tome
mos el punto de intersección de las dos rectas , como vértice 
zz, = 0 del triángulo de las coordenadas y la recta de unión de 
los dos puntos como lado x, = 0. Determinemos los demás 
elementos del triángulo, de modo que los dos puntos dados sean 
conjugados armónicos de los zz._¡ = 0, zz., = 0, y al mismo tiempo 
las rectas dadas sean armónicas con los Xj = 0, Xj,» 0. La 
ecuación de la cónica es entonces de la forma
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rt,, A\^ + 2(7,2 Xi -^’i + 2«I3 .T, Xg + (722 ^V + «33 -^V = 01 
siendo a.2i : a^.^ — c una constante. Igualmente debe ser constan
te en la ecuación en coordenadas-líneas, la cantidad

«H «12 «^12 _
Í «1,7733 -(7^,3 “

y faltar el término it^u^, lo que da la ecuación

«12 «13 “ 0,

y tenemos el teorema: El sísíetna âe cónicas con dos puntos 
Jijos y dos tangentes ^Jas es reducible, es decir, se descompone 
en dos sistemas separados.

Haciendo «,3 = 0 y

^~«lll ^2 = «22 ” ^«33 1 ^3 = «13 I 

la ecuación de uno de los sistemas se reduce á

/, + y Xj (cXg 4- Xg) -t- 2Xy x, Xg = O,

con la condición

\ ^2 "^n =0.

Luego por todo punto pasan dos cónicas. Lo mismo sucede en 
el sistema (7,3 = 0. Por consiguiente, en este caso ¡x = 4, y en vir
tud del principio de dualidad, también v = 4. Luego, en virtud 
de (1), X = « = 4. En efecto, para cónicas desvanecentes, el dis
criminante

X,x’-cl*X, = 0,

es necesanamente nulo, y se tiene

ó bien Xg = O ó bien X, Xj — cX^ —0.

En el primer caso, por la ecuación de condición (6), se tiene 
también Xg = O. En el segundo, (6) se transforma en X, Xg = 0, de 
manera que se tiene, bien Xj = 0 y Xg = 0, lo que constituye el 
caso precedente, ó bien X, = 0 y Xg = 0. Estas últimas condicio- 
nes dan el par de rectas fx^ + x„ =0, que está formado por 
las rectas que unen los dos puntos fijos á la intersección de las 
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dos tangentes fijas. Las ecuaciones X, = 0, X^ = 0, por el contra
rio, conducen á la recia doble .rj = 0, que es la recta de unión 

de los dos puntos fijos. Esta se cuenta dos veces en cada uno 
de los dos sistemas, y por consiguiente, cuatro en todo; porque 
para Xj = 0, Xg = 0, no sólo se anula el discriminante X, X^ — cxj X., 
sino que también sus derivadas parciales con relación á X,, X2 
y X3 son individualmente nulas. Existe además un vértice que 
se cuenta cuatro veces (de donde k — 4), á saber, la intersección 
de las dos rectas dadas.

Podemos formamos una idea de la multiplicidad de las cur
vas singulares por consideraciones geométricas semejantes á

Fig. 121

las hechas con ocasión del siste- 
(***!)• En las fig. 121, dos có

nicas pertenecientes á cada uno 
de los sistemas, en los que se des
compone el (**II), se han repre
sentado un poco antes y un poco 
después de las posición límite in
dicada por la recta doble AB. Los 

dos sistemas se distinguen, como se ve, en que en una de las 
curvas se cortan siempre en cuatro puntos reales, mientras que 
en el otro no ocurre siempre así. La circunstancia de que la 
elipse aplanada infinitamente no se extiende como se verificó 
arriba, de modo que se transforme en una hipérbola, sino que 
se transforma en elipse infinitamente próxima, sin que las ramas 
infinitas de la línea doble queden recubiertas por una hipérbola
infinitamente aplanada, indica 
ahora que la recta doble debe 
contarse dos veces. Se presen
ta precisamente como un pun
to de retroceso de una curva 
algebráica. De una manera 
completamente análoga se 
efectúa bajo el punto de vista 
de la dualidad que existe, en 
los dos sistemas, la aproximít- 
ción sucesiva hacia el punto 
de intersección C de las dos 

Fig. 122
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rectas dadas u y f, lo que se hace visible en la figura 122. Las 
tangentes de las hipérbolas en los puntos A y B se aproximan 
siempre cada vez más á las rectas AC y BC, correlativamente 
á la circunstancia de que en la figura anterior, los puntos de 
contacto de las elipses tienden cada vez más hacia los puntos 
de intersección de la recta doble con a y con v.

^1^ iX;vi>to iv
ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS CURVAS DE TERCER ORDEN

La ecuación general de una curva de tercer orden contiene 
homogéneamente dieciseis coeficientes; por consiguiente, dados 
arbitrariamente nueve puntos en un plano, queda, en general, 
determinada una cúbica que pase por ellos.

Todas las cúbicas que pasan por ocho puntos del plano, 
pasan también por un noveno punto, determinado por los 
primeros.

La cúbica es en general de 6.* clase y de género 1; tiene 
nueve puntos de inflexión.

Si la cúbica tiene un punto doble, su género es cero y su 
clase es la 4.“' Tiene tres puntos de inflexión en línea recta.

Si la cúbica tiene un punto de retroceso, su género es cero, 
su clase S.*^ y el número de sus inflexiones 1, su ecuación de
pende de siete constantes.

La recta que une dos de los puntos de inflexión pasa por un 
tercero.

Los nueve puntos de inflexión se hallan situados tres á tres 
en 12 rectas, y por cada punto de inflexión pasan cuatro de di
chas rectas.

De los nueve puntos de inflexión á lo más tres son reales.
Por los nueve puntos de inflexión de una cúbica pasan infi

nitas cúbicas con los mismos puntos de infiexión. El haz de 
estas curvas se llama sisigét/co.

Si una cónica pasa por cualro puntos fijos de una curva de
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tercer grado, la recta q/ie une los otros dos puntos de ínter- 
sección, paSa por un punto pijo, situado en la curva, pues 
hallando la intersección de las dos curvas

api — Æa'p'=0 y ajBy —/¿'a'pi'y'= 0, 

obtendremos que la ecuación k'y — k'y' = 0 es la de la recta 
que une los dos puntos 5.° y 6? de intersección; y esta ecuación 
queda satisfecha por las coordenadas de un punto fijo (intersec
ción con la recta que pasa por los puntos 5.® y 6.®) situado en 
la curva.

Si en los puntos en que una recta cualquiera corta d una 
curva de tercer grado se tra.san tangentes, los tres puntos de 
interseceión de estas tangentes con la curva, se hallan en línea 
recta, y reciprocamente:

Sí desde tres puntos de la curva situados en línea recta, se 
tra.^an tangentes d la curva, los puntos de contacto de estas 
tangentes se hallan situados tres d tres en línea recta.

En efecto, la ecuación ajíy — ^a'^y* = 0 tiene once cons
tantes; una de las cinco rectas es arbitraria. Las tres rectas 
« = 0, ¡3 = 0, Y = 0 son tangentes y sus puntos de contacto están 
en a = 0. -

El lugar del conjugado armónico de un punto p' de la 
curva es la polar cónica de ésta, pues siendo la polar cónica el 
lugar de los puntos dados por
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Si p es punto de inflexión, la polar cónica se reduce á dos 
rectas, una de ellas tangente á la curva. El lugar es la segunda 
recta. Así: El lugar de un punió conjugado armónico de un 
punió de inflexión es una recta, pues siendo la ecuación de la 
polar cónica

D«; +J„ Dy + ^oD^XCX,^', .3-) = 0
ó («„D„+P„Dp + Y„D^)Z-(a,p,y)=:0,

escribiéndola bajo la forma a^y — kZ^ — 0, la ecuación de la 
polar cónica será

%Pï + 13üï« + ïü“? — 3*%S = 0;
y cuando el polo coincide con un punto de inflexión (a^ = 0, 
Og = 0), esta ecuación se reduce á «(¡Üg*^- -j-y^p) = 0, que repre
senta dos rectas.

La consideración de la polar armónica conduce á los si
guientes

Teoremas: 1.® Las rectas que unen los extremos de dos 
rayos irasados por el polo, se cortan en la polar.

2 .® Las tangentes tra:^adas por los extremos de un rayo 
que pasa por el. polo se cortan en la polar.

3 .® La polar armónica pasa por los puntos de contacto de 
las tres tangentes trasudas por ttn punto de inflexión.

FIN DEL TOMO TERCERO
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