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PROLOGO.

Al emprender la nueva edicion de este cuaderno de
Geometria y Trigonomeiria hemos procurado cautivar la
mente del alumno no solo expsniendo las verdades de
esta ciencia en.su encadenamiento 16gico, sino tambien
haciendo interesante esta asignatura ante cuyas dificul-
tades no pocos jovenes se descorazonan y se abaten.

Para esto hemos evitado un lenguaje demasiado téc-
nico, asimilando en lo posible la redaccion & la ensehan-
za oral, y ademas haciendo uso de una innovacion, que
nos parece sumamente Gtil en la ensefianza, ponien-
do & la wvista, siempre que ha sido posible, no solo el
objeto de la demostracion, sino tambien las hipétesishe-
chas sobre los datos, y casi siempre el cuadro de los cal-
culos por medio de los cuales se obtiene 1a demostracion.
Creemos que por este medio se conseguiran dos ventajas:
primera, que el slumno que ha de sufrir un examen oral
se acostumbre a Seguir ¢l 6rden mas acomodado en la
disposicion de lo'que ha de escribir en la pizarra; y se-
gunda, que la simple inspeccion de la figura abrace el
conjunto de calculos en que descansa su demostracion.
De suerte que la figura dispuesta de este modo es para

la ensefianza de la Geometria lo que el mapa mudo para
la de la Geografia. :
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GEOMETRIA.

e m——

- INTRODUCCION.

1. Deriniciones GeneraLES. Todo lo que afecla nues-
tros sentidos se llama cuerpo.

En todo cuerpo hay que considerar tres dimensio-

nes: longitud, latitud y profundidad 6 grueso.

La Geometria prescinde de la materia de los cuer-
pos y no considera més que el espacio que ocupan, esto
es, su volumen (1). |

La superficie (2) es el limite que separa 4 un cuerpo
del espacio que le rodea, La superficie no tiene grueso.

La linea (3) proviene de la interseccion de dos super-
ficies. No tiene por lo tanto latitud, ni grueso.

El punto () resulta de la interseccion de dos lineas.
No tiene pues dimensiones en ningun sentido, y unpun-
to no se distingue de otro mas que por su posicion.

Se llaman figuras (5) los volimenes, las superficies
y las lineas.

Dos figuras son iguales cuando tienen la misma forma y extension;
son equivalenfes, cuando tienen la misma extension, pero diferente forma;
Y son semejantes, cuande tienen la misma forma, pero diferente extension.

Geomelria (6) es la ciencia que tiene por objeto el

(1) De la palabra latina velumen, libro, derivada de volvo, arrollar.
(2) De las palabras latinas super, sobre y facies, cara, lado.

(3) De la palabra latina /inea, hilo, raya.

(4) Del verbo latino punge, pinchar.

(5, I'el nombre latino figura, forma, derivado de fingo, formar.
(6) De las palabras griegas ge, tierra y metree, medir,
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6 GEOMETRIA.

estudio de las propiedades de las figuras y la medida de
su extension.

La geometria se cree que naci6 en Egipto y que debié su origen a la
necesidad de remecdiar la confusion que prudui:ian\‘e\]'lns limites de las
propiedades las inundaciones anuales del Nilo.

Esta ciencia ¢s la base de las obras pablicas; es la madre de la astro-
nomia y la guia del navegante; 4 sus preceptos debemos todas las artes -
de construccion, los edificios pablicos, nuestras casas, las fortificaciones
de nuestras ciudades, los eaminos, los canales y la sdbia arquitectura de
los numerosos buques que surcan los mares. Ella mide y dibuja, segun
sus proporciones, las diversas partes de los paises; ella dirige el uso de las
maquinas de guerra, y & sus medidas y célculos estin sujetos los movi-
mientos de los ejércitos. En fin, todas las ciencias estin enlazadas con la
geometria, la cual, es la base de la mecédnica, de la hidrdulica, de la éptica
y todas las partes de-la fisica reciben de ellos continuos auxilios.

En una esfera ménos elevada esta ciencia nos ensefia 4 medir y 4 repre-
sentar nuestros campos, nuestros edificios y nuestros jardines; 4 evaluar
¥ 4 comparar sus gastos y sus productos; mide alturas y distancias inac-
cesibles; guia la mano del dibujante; y por @ltimo, ofrece una multitud de
aplicaciones aisladas usadas frecuentemente en la economia doméstica.

Las lineas pueden ser rectas, quebradas 6 curvas.
La linea recta (1) es indefinible y sus principales
propiedades son las siguientes:
"1.* Esidéntica en todos sus puntos y superponible a
st misma de cualquier modo que se la vuelva; 3
2." Es el camino mds corto entre dos puntos;
32 Por dos puntos dados no puede pasar mas que
una linea recta. D

De aqui se infiere que dos rectas diferentes no pueden lener mds que un
solo punto comun; pues si tuviesen dos puntos comunes, no serian dife-
rentes. ' |

Por la idea misma que tenemos de la linea recta la concebimos pro-
longada indefinidamente en ambos sentidos

Una linea recta 6 mas brevemente und recla sg designa con dos de su
puntos; asi la recfa AB es la recta que pasa por los puntos-A y B.

' (1) Del nombre latino rectus, derechﬁ, derivado de rego, dirigir.



GEOMETRIA. 7
Si tuviésemos que considerar més particularmente la porcion compren-

dida entre los dos puntos A y B se diria el segmenlo (1) de recta AB, pero
para abreviar se suele decir la recla AB 0 tambien la longitud AD.

La linea compuesta de porciones conseculivas de
reclas diferentes se llama linea quebrada (2).

Toda linea que no es recta ni quebrada se llama [i-
nea curva (3) 6 mas brevemente curva.

El plano (4) es & las superficies lo que la linea recta
¢s 4 las lineas en general; se le define comunmente di-
ciendo que es: una superficie ¢ la que puede adaptarse
una recta en todas direcciones.

" Todo plano se puede considerar prolongado indefinidamente.

De esta definicion del plano vy de las propiedades de
la linea recta se infiere: . | |
1.° Que una recta no puede estar en parte en un pla-
no y en parte fuera de él. ;
2.°  Que una recta que liene dos puntos en un plano
estd toda ella contenida en él. |

De aqui resulta que todas las figuras de que trata la Geometria pueden
dividirse en dos grandes clases: '

1.2 Figuras planas o de dﬂﬂ dimensiones, que estin contenidas por com-
plem en un solo plano: :

y 2,2 Figuras de (res dimensiongs, que no pueden estar contenidas en
un solo plano.

2. Division pE La GEoMETRIA. De aqui se infiere la
division de la Geometria en dos partes: geometria plana,
que estudia las figuras planas, y geomelria del espacio,
que trala de las figuras de tres dimensiones.

(1) Del nombre latino segmentum, pedazo, trozo; derivado de seco, cortar.
(2) Del verboquebrar, derivado por metatesis del latino crepare, e-tallar.
(3) Del adjetivo latino curvus, curvo.
(%, Del adjetivo latino planus, llano,



8 GEOMETRIN.

GEOMETRIA PLANA.

e

LIBRO PRIMERO.

Nociones preliminares y definiciones.

3. ANGULOS Y PARALELISMO DE LAS RECTAS. Cuando
dos rectas dadas esldn situadas en un mismo plano,
pueden presentarse dos casos: 1.” que se corten, pro-
longdndolas suficientemente, y 2.° que no se corten, por
mas que se las prolongue. .

ler. caso. Cuando se cortan, pro-
longdndolas hasta que se encuentren,
se obtiene una figura como la adjun-
ta, que se llama dangulo (1).

Un dngulo es, pues, una super ficie
plana situada entre dos lineas que
parten de un punto y se extienden hasta lo infinilo.

Las dos lineas AC v CB se llaman lados del angulo;
y el punto C, en que se corlan, €s Su vértice (2).

La magmtud de un fmguln no dependé, por tanto, de lalongitud de
sus lados, sino de la separacion 0 abertura que dejan entre si.

Los angulos se designan con tres letras: una pro-
pia de cada lddo y la tercera del vérlice; ésta se es-
cribe y se lee enmedio de las otras dos, y asi se dira el
angulo ACB 6 BCA.

Luandn no es posible confundirle, el angulo se e de-

signa con und sola letra, que es la del vértice.
Dos 4ngulos son iguales cuando se pueden hacer coin-
cidir 4 la vez sus dos lados uno sobre otro.

(1) De la palabra griega anculos, rincon, csquina
(2) Del nombre latino vertex, punta,



NOCIONES PRELIMINARES Y DEFINICIONES. O

9.° caso. Cuando dos rectas no se cortan, por mas
que se prolonguen, se dice que son paralelas (1). Es
menester no olvidar que hemos supuesto ya que s€
trataba de rectas situadas en el mismo plano; dos rec-
tas, para ser paralelas, es preciso que cumplan con las
condiciones siguientes: 8

1.* Estar situadas en un mismo plano.

» 9. Noencontrarse por mds que se prolonguen.

4. DEFINICIONES Se llaman
angulos adyacentes (2) los que tie-
nen un lado comun, y los otros
dos ladus son prolongaciones uno

de otro.

Los 4ngulos ACD y DCB son adyacenles
y tambien lo son los ACE y ECB.

Cuando una recta corta 4 otra, formando con ella
angulos adyacentes iguales, se dice que estos angulos
*son rectos, y la recta se llama perpendicular (3). -

Dos rectas que se cortan S€
llaman oblicuas (k) entresi, cuan-
do ‘no son perpendiculares, esto
es. cuando los dos éngulos adya-
centes que forman no son iguales.

Las rectas AB y ED son oblicuas entre sf,
porque los angulos adyacentes, que forman

ACD y DCB, son desiguales.

Un 4ngulo es agudo (5) 0 obiuso (6F segun que es
menor é mayor que un recto.
Los dngulos ACE y DUB son agudos, y los ACD y ECB son obtusos.

1) Del nombre griego paralellos, uno enfrente de otro.
2) De las paiabras latinas ad, junto a y jaceo, estar colocado.

(3) Del nombre latino perpendiculum, plomadaj, derivada de perpendo,
pesar con cuidado y exaclamente, comparacion tomada de la balanza,

(4) De la palabra latina obl:quus, transversal.

(5) . De la palabra latina acutus, puntiagudo, afilado.

(6) De Ja palabra latina oblusus, romo, chato, sin punta; derivada de
obtundo, embotar.

e
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Se llama bisectriz (1) de un
angulo la recta que le divide en
dos partes iguales.

La recta AD es la bisectriz del 4ngulo BAC.

Dos. é&ngulos cuya suma es
igual a dos rectos se llaman suple-
mentarios; y cﬂmpiementmrws, son aquellos cuya suma
es igual & un recto. |

9. FIGURAS FORMADAS POR LA INTERSECCION DE MUCHAS
REcTAS. Cuando muchas rectas. se encuentran sucesi-
-vamente, limitando en todas direcciones
cierta porcion de plano, forman lo que
se llama un poligono (2).

Los angulos que forman son los an-
gulos del poligono; las porciones de rec-
ta, que le limitan, son los lados del mis-
mo; y el conjunto de los lados forma el-
contorno 6 el perimetiro (3) del poligono.

La recta, que ane dos vértices no adyacentes de un
poligono, se llama diagonal (4).

ABCDE es un poligono; A, B,C, D y E son sus a’mgulﬂrs, AB, BG CD,
DE, EA son sus lados; y AGC es una diagonal.

El nimero de lados de un poligono es evidentemen-
te igual al nimero de dngulos.

El nimero de lados 6 de angulos de los poligonos,
constituye unemedio natural de clasificacion de estas fi-
guras. Los poligonos més sencillos han recibido nom-
bres espemales Asf se llama

(1) De las latinas %, en dos y seco, corlar.

(2) De las palabras griegas polys, muchos y gonia, dngulos.

(3) De las palabras griegas peri, al rededor y metron, medida.

(4 De las palabras griegas dia, 2 través Yy gonia, angulo; porque une
dos angulos,



6.

NOCIONES PRELIMINARES Y DEFINICIONES. 11
Tridngulo (1) el poligono de ires lados.

Cuadrildtero (2) — decuairo —
Pentdgono (3) ~— .zde cinco. =
Exdgono (&) — Lide HER iy
Octégono (5) — deocho —
Decdgono (6) ~~ — dediez —

=

Especigs DE TRIANGULOS. Un tridngulo se llama

equildtero (7), cuando sus tres lados son iguales; y equt-
angulo (8), cuando sus tres angulos son iguales.

Mas adelante veremos que todo tridngulo equilatero es tambien equi-
dngulo. - :

Tridngulo isésoeles (9) es el que tiene dos lados
iguales. El tercer lado se llama base’del triangulo.
Triangulo escaleno (10) es aquel cuyos tres lados son

desiguales.
Cuando en un tridngulo un éngulo es recto (y ya

veremos que no puede haber
mas que uno) el triangulo se
llama rectdngulo. Los dos lados
que forman dicho angulo se Ha-
man catetos (11) yel lado opues-
to se Hlama hipotenusa (12).

El tringulo que tiene un dngulo obtuso se llama

1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7
(8)
(9)
(10)
(11)

De las palabras latinas tres, tres y dngulus, dngulo.

De las palabras latinas guadrini, cuatro y latux, lado

De las palabras griegas penle, ¢inco y gonia, angulo. -
De las palabras griegas ez, seis y gonia, angulo

De las palabras griegas oclo, ocho y gonia, angulo.

De las palabras griegas deca, diez y gonia, angulo.

De las palabras latinas @quus, igual y lafus, lado.

De las palabras latinas @quus, igual y angulus, &ngulo.

De las palabras griegas ises, igual y squelos, piernas.

De la palabra griega scalenos, €0jo. '

De la palabra griega cathelos, vertical, 4-plomo; porque son per-

pendiculares entre si.

(12)

De la palabra griega hypoleino, estar opuesto a; porque es el lado

opuesto al angulo recto.
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obtusdngulo; y el triangulo cuyos tres déngulos son agu-
dos se llama acutangulo.

~Como siempre es ventajoso, cuando
se puede, designar los elementos de
una figura con las notaciones mas
sencillas, los éngulos de un tridn-
gulo se denolan simplemente con la
letra del vértice y los lados se designan
con la letra minascula correspondien-
te &4 la mayhscula que lleva el vértice
opuesto, lo cual no ofrece ninguna
ambigiiedad, pues en el tridngulo los
lados y los é4ngulos son opuestos dos
a dos.

7. LESPECIES DE CUADRILA-

TEROS. Los cuadrilateros se dividen delsiguiente modo:

o |/ Lados no paralelos. ., . . . . . . . .Trapezoide(2)
E _S{’.-ln dos lados paralelos. . e 5 Trapecio (3).
3 dngulos gdesiguales ( Rombotde (%),
'.:E E;;:rt;f?lilv?g;ﬁeme desiguales :Egglsh :Rﬂmba 5).

E F;ﬂr:'li:ﬁ:;:i:ramﬂ)u} {mgulﬂs :ﬁg?gsuales ; Reetangulo {3_1-
3 cusles | bty { Cusdrade o),

Luadrado,

Trapecio. Trapezowde,

(1) De las palabras griegas paralellos, paralelo y gramma, linea.

(2) De las palabras griegas trapeza, trapecio y eidos, forma,

(3) Dela palabra griega (rapeza, mesa, compuesta de (felra, cualro y
peza, piés, porque las mesas entre los griegos tenian la forma de trapecio.

(4) De las griegas rombos, rombo y eilos, forma,

(3) De la griega rombos, rombo.

(6) De las palabras latinas reclus, recto y angulus, angulo,
7) Del nombre latino quadratus, cuidrado, derivala de qualuor, cua-

Lro.
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Reclangulo. Rombo Romboide.

Angulos formados por la concurrencia
de dos rectas.

8. Teorema I:—En
un punto cualquiera G
de una recta AB se
puede levantar una
perpendicular d dicha
rectu, pero no se puede
levantar mds que una.

1.2 Se puede levantaruna.

En efecto, supongamos
ana recta CD, movible alrededor del punto C, la cual colocada primero
sobre (B, se aleje de ella, moviéndose en la direccioh indicada por la fle-
cha, hasta venir por ultimo 4 coincidir con AC.

En este movimiento la recta pasara de un modo continuo por una in-
finidad de posiciones diferentes, cOmo CDh, €D/, €D, etc.

A una posicion cualquiera de esta recta, por ejemplo GD'. corresponden
dos angulos adyacentes ACD' 'y BCDY, desiguales por lo comun; pero al
principio del movimiento ¢l dngulo de la derecha es evidentemente meno®
gue el de la izquierda y lo contrario tiene Jugar al fin del movimiento.

Tenemos, pues, dos cantidades, la primera de la cuales es en un princi-
pio menor y despues mayor que la segunda; pero como estas dos cantidades
han variado de una manera continua, no han podido ménos de ser iguales
en un momento dado. Existe, pues, una posicion CP de la recia movible,
en que ¢l angulo ACP=dangulo BCP, lo cual equivale 4 decir que la recta
CP es perpendicular & la AB.
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2° No se puede levantar més
(ue una.

Porque si otra recta CP/ fuese
tambien perpendicular 4 AB en el
punte C, tendriamos

dugulo ACP/'=dngulo BCP/,
- lo cual es evidentemente incompa-
tible con la hipétesis, segun la cual
tenemos

Angulo ACP = Angulo BCP.

Corolario. Todos los
angulos rectos son iguales.
9. TroRe-
MA II.—Cuan-
do una recta
CD encuentra
@ olra AB,
los dos angu-
los adyacentes
ACD y DCB,

que forma con ella, son suplementarios.

Tracemos la perpendicular CP; segun la figura tendremos
ACD +DCB=ACP—-PCB=2R (1)

Corolario 1.° Si uno de los dngulos adyacentes es
recto, el otro tambien lo serd.

Corolario 2.° Siuna recta CP es perpendicular @
otra AB, reciprocamente ésta serd perpendicular a
aquella. |

Corolario 8.° La suma de todos los dngulos consecu-
tives, que se pueden formar dun mismo lado de una rec-
ta por olras rectas cualesquiera, que salen de un mismo
punto, es tqual d dos rectos.

Gorolario 4.° La suma de todos los angulos consecu-
tivos formados alrededor de un mismo punto por varias
rectas es iqual @ cualro rectos.

e

(1) " En adelante representaremos con R el angulo recto.
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Reciproco. Cuando dos dngulos.adyacentes son-su-
plemenlarios sus lados exteriores estdan en linea recta.

10. Trork-
mA 1Ll - Cuan -
do dos reclas
AB y CD se
cortan, los
anqulos opues-
tos por el vér-
fice AED vy
BEC (6 tam-
bien AEC vy

BED) son tquales.

En efecto, segun el teorema Il, tenemos:
AED-+DEB=2R v DEB-}-BEC=2R; de donde resulta AED ~+DEB:=
DEB-+BEC, ysuprimiendo la cantidad DEB, comun 4 los dos miembros
de la esuacion, queda AED=BEC,

Teoremas relativos & las lineas quebradas.

11. Teorema IV.—En todo
triangulo un lado cualquie-
ra es.

1.° Menor que la suma de
los olros dos;

vy 2.° Mayor que su dife.
rencie.

1.0 El lado BC, por ejemplo, es me-
nor que la suma AB+AC de~los otros
dos; porque BC, linea recla, es el cami-
no miés corto entre los puntos B Y C (nam 4.

Tenemos, pues, las siguientes desigualdades:

BC<AB+AC; = AB<AC+BC; ¥ AC<AB-+BC.
20 Tomemos una de estas desigualdades, por ejemplo, la segunda
AB<AC+BG

Restando AC de los dos miembros, tendremos
AB— AC<BLC.

19 Trorema V.—Si desde un punto D, tomado en el
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interior de un trigngulo, se trazan las rectas DB y DC,
i los exiremos de un mismo lado, la suma de estas dos li-
neas es menor que la suma de los dos lados.

¥ « Al A -

|!_II| | - _II X

Prolonguemos la recta BD hasta que encuentre ¢n I ellado AC.

Segun el teorema anterior, en el tridngulo BAI tendremos BI 6
BD--DI<AB--AL y en el tridngulo DIG, DC<DI-+1C.

Sumando miembro a miembro estas dos desigualdades, y suprimiendo
DI, parte comun a los dos miembros de la desigualdad, quedara

BD+DC<<AB+AC.

De la perpendicular y de las oblicuas trazadas 4 una
recta desde un punto exterior.

13. Trorema VI.—Desde
un punto C, tomado fuera
de una recta AB, se puede
bajar una perpendicular a
esta recta, y no se puede
bajar mas que una.

1. Se puede bajar una: Figure-
monos que se¢ haga girar al rededor
de la recta AB, como si fuera una
visagra, la parte superior del plano
del encerado, de modo que caiga
sobre la parte inferior; el punto G
.ta CC’es perpendicular a

caera en C’, y supuesto esto, digo que lare

la AB. +
En efecto, tiendo P el punto en que la recla CC/ corta 4 la AB, es lacil

de ver que los dos dngulos CPB y C/PB son iguales; porque si hacemos

-
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eaer de nuevo la parte superior sobre la parte inferior del plano, el punto
G volvera 4 caer sobre ¢/, y las dos lineas PC y PC/ coincidirdn; pero co-
mo los dos dngulos CPB y C/PB no dejan de tener el lado PB comun, se ve
que son iguales, puesto que coinciden, luego la AB es perpendicular & CC/
y reciprocamente (Teor. I, Cor. 2.°) CC’ es perpendicular & AB. *
: 2.° No se puede bajar més queé una, es
decir, que ninguna-recta CQ, diferente de
la C¥, puede ser perpendicular 4 la AB.
En efecto, si la linea CQ [uese perpen~
dicular & 1a AB, el dngulo CQB seria recto,
y “doblando la figura, el dngulo C’QB seria
tambien igual 4 un recto. De lo cual re-
sultaria, que, siendo adyacentes y valiendo
dos rectos, sus lados exteriores QC y QC’
estarian en linea recta (Recip. del Teor. 1)
lo cual es inadmisible; porque la linea CPC/
es recta por conmstruccion,y por. dos pun-
tos dados C y C/ no se puede hacer pasar
mas que una linea recta.

Escolio. Dos puntos C y €/ situados asi en una misma pecpendicu-
lar 4 una recta AB, de tal modo que se tenga CP=P(’, se dice que son
simétricos entre si respecto de’'la recia AB. -

14. TeoreMa VIL.—Cuando desde un punto tomado
fuera de una recta se tiran ¢ ésta una perpendicular y
varias oblicuas. '.

1.°  Laperpendicular es menor que cualquiera oblicua;

2.° Dos oblicuas que equidistan del pié de la perpen-
dicular, son iguales; | .

Y 3.° De dos oblicuas, que se apartan desiqgualmente
del pié de la perpendicular, la que mds se aparia es la
mayor:. ‘

1 ° La perpendicular CP, (figura anterior), s menor que una oblicua
cualquiera CQ. En efecto, acabamos de ver, en la segunda parte del teore-
ma anterior, que la linea CQ(/ es necesariamente una linea quebrada;
tendremos,pues, :
. | CP+UP<CQ+0Q
pero como, segun la misma construccion de la figura, tenemas:

CP=LP y CQ=07¢Q
resulta que CP<CQ.

GeomMETRIA. : .
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r i g Dos
oblicuas CQ
y CQ’, cuyos
piés Q y Q’
equidistan
del pié de la
perpe nd icu-
lar, son u.-
lvs

Doblemos
_ la figura por
la linea GP de modo yue-la parie de la \zquierda, par ejemplo, caiga sobre
la parte de la derecha. Siendo iguales los angu'os en P, como rectos, la k-
nea PA caera sobre PB, y como, por hipotesis, la distancia PQ’ es igual 4
P, el punto Q' ciera sobre el punto Q. Como por olra parte, el punto (
no cambia de posicion, la CQ’ coincilird completamente con .a CQ; luego
son iguales, ' |

3° De dos oblicuas CQ ¥y CR, que distan desigualmente del "pié de la
perpendicular, la mas distante ‘es la mayor
Doblemos, como ya lo hemos hecho, la parte superior sobre la inferior;
el punto C caerd en G, y las lineas CP, CQ y CR tomarin las posiciones
(\'P, C Q y C'R. Esto supuesto, ¢l punto Q se hallara dentro del triangulo
CC R y tendremos (Teor. V) CR4+-C'R=CQ+C Q 6 20R=>2CQ
6 por altimo CR=>0Q

Corolario 1.° Dos oblicuus iguales equidistan del pié
de la perpendicular. | |

Corolario 2.° De dos oblicuas desiquales, la mayor
dista mds del pié de la perpendicular.

Corolario 3.° Desde unmismo punio, tomado fuera
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de una recta, no se pueden trazar d dicha linea mds qw
dos reclas tquales. '

Escolio. ‘Puesto que la perpendicular bajada desde
une punto & una recta es la linea mas corta que se pue-
de trazar desde este punto & la recta, esta linea se toma
por medida de la distancia del punto 4 la recta. Por eso
se llama distancia de wn punto 4 una recta, la longitud
de la perpendicular bajade desde dicho punto d la recta.

15. Trorema VIII.—Cuando se levanta una perpendi~
cular MD en el punto medio M de une recta AB,

1. Todo punto D tomado en la perpendicular, equi-
dista de los extremos A y B de la recta,

Y 2.°  Todo punto tmmdu
fuera de la perpendicular, no

equidista de los . extremos A
y B B

1 ® Tendremos AD=BD, porque es-
tando el punto M en la mitad de la rec-
ta AB, siguese que est.s dos rectas
son dos oblicuas que se apartan igual-
mente del pié de la perpendicular, 'son
pues iguales. (Teor. VII, 2.9)

2.° Sea un punto C, situado fuera
de la perpendi-
cular MD. ten-
dremos BC <AC.

Para demos-

trarlo unamos
los puntos E y B,
en el triangulo
BEC tendremos:
- BC<EB+EC
Yy como sabemos
que EB=AE
resulta que BC<
AE+EC. es de-

- cir BC<AC

Escolio. Se puede abreviar el enunciado de este
teorema diciendo: La perpendicular levantada en el
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punto medio de una recta es el lugar geomélrico de los
puntos equidistantes del punto medio de dicha recta.

Se llama lugar geomélrico un conjunto de puntos que cumplen con cier-
tas condiciines dadas, con exelusion de todos los demas puntos del plano,
cuando se trata de figuras planas, 6 de todos los demds del espacio, cuan-
do se Lrata de figuras de tres dimensiones,

£

Casos de igualdad de los tridngulos rectangulos.

16. TEeorEMA
[X.—Dos triangu-
los rectdnqulos
ABC vy A’B'C’ son
iguu_{ es, cuando
tienen la hipotenu-
sa tgual, y un ca-
teto del uno igqual

a un catelo del olro,
Sea AC=A/C! y AB=A'B’

Coloquemos el tridngulo A’B G/ sobre el] triingulo ABC, de modo que
coincidan desde luego los 4ngulos rectos B y I de estos triangulos. |

Gomo por hipotesis’AB=A B/, el punto A’ eaera en A. El punto C cae-
ra tambicn en C. porque siendo iguales las dos oblicuas A’C’ y A(, traza-
dus desde un mismo punto A, deben apartarse ignalmente del pi¢ de la
perpendicular (Teor, V1L, Gor, 1 °): o cual exige que el punto G’ caiga
sobre G Estos dos tridngulos son, pues iguales, puesto (que sus vértices.y
por tanto sus lados coinciden '

x ' 17. Teo-
REMA X.—
Dos triangu-
los rectan-
gulos son
tqguales,
~ cuando tie-
nen la hipotenusa igual, ¢é igual tambien un dngulo
aqudo. |
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Sea dangulo C=dangulo C/ y AC=A'C. :
Cologuemos el tridngulo A ‘B C’ sobre el triangulo ABC. haciendo coin-
cidir desde luego los dngulos iguiles C y €/ Como, por hipotésis, les lados
AC y A/C! son iguales, el punto A’/ caera sobre el punto A Esto supuesto.
digoque el lado A B’ @incidird con el lado AB, porque, por hipﬁtésis, los
angulos B y B/ son rectos, y desde un punto A no se pucde bajar mas que

una perpendicular 4 una vecta CB. Los dos triangulos son pues, superpo=
nibles, y por consiguienle iguales

De la bisectriz de un angulo.

18. Trorema XI.=Cuando un dngulo BAG se divide
en dos parles 1quales,

1.° Todo punto M, situado en la
bisectriz, equidista de los lados del
angilo . |

Y 2.° Todo punto N, situado fue-
ra de la bisectriz, no equidisla de
los lados del angulo.

1.° Todo punto-M dela bisectriz equidista
de los lados del angulo, es decir, que las per-
pendiculares MP-y MQ son iguales.

" Doblemos la figura por la biseetriz AD de
modo que la parte izquierda, por ejemple, cai-
ga sobre la derecha; hallandose dividido en dos
partes iguales el angulo BAC, por hipolésis, el
lado AB vendra a caer sobre AC, y como desde
un punto M no se puede bajar mas que una perpendicular & una recta, la
MP coincidivd con MQ, luego estas dos lineas son iguales.

9.0 Sea un punto N situado
fuera de la bisectriz, tendre”
mos NQ<NP, =Tk

Desde ¢l punto en que la
NP’ cor a & la bisectriz, lrace-
mos 'a IR perpendicular a AL,
segun la primera pai‘la del
teorema tendremos IP=IR.
Esto supuesto, unamos los
[.;ll'l'lt-ﬂﬂ N y R. La perpendicu-
far NQ cs menor que la obli-
cua NR;;pero en ¢l triingulo
INR un lado cualguiera NR ¢s
menor que la suma de los
otros dos NI--1H; luego a for-
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tiort la distancia NQ es menor que NI4-IR, 60 1o que es lo mismo Nl+-lIP,
es decir, NP.

Escolio. Estas dos partes del teorema se pueden re-
sumir en un solo enunciado diciendow La biseciriz- de
un anqulo es el lugar geométrico de los puntos equidis-
~ tantes de los lados del angulo.

Casos de igualdad de dos tridangulos cualesquiera.

19. Trorema XI[.—Dos tridngulos que tienen dos la-
dos respectivamente iguales é iqual el dngulo comprendi-
do son tquales.

Supongamos que: ungulo A—angulo A/, AB=A B ¥y AG=A"C’.

Coloquemos el triangulo A’B C/ sobre el tridngulo ABC de medd que
coincidan los lados de los dos 4ngulos A y A, lo cual es posible, pues, por
hip6tesis estos dos angulos son iguales. Ademas, como la longitud A'B’
es igual 4 AB, el punto B caerasobre el punto B; y por la misma razon
el punto C/ caerd sobre el punto C.

Los dos triangulos son, pues, superponibles é iguales por consiguiente.

20. Teo-
rEMa X1 —
Dos triangu-
los que tienen
un lado igual

_adyacente d
dos dngulos
respectiva-

menle iquales, son iguales.

Supongamos que, dngulo B=dngulo B', angulo C=angulo ¢/, BC=B'C.
Coloquemos el tridngulo A'B'C’ sobre el tridngulo ABC haciendo coin~
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cidir primeramente los vértices B' y B, C’ y C, lo cual es posible, pues por
hipotesis B C/=BC. Ademas, como el 4ngulo B’ se supone igual al dngulo
B, el lado B A’ tomaréd la direccion BA; por idénlica razon el lado C A’
tomara la direccion CA, ye! punto A’, que tiene que hallarse & la vez en
las lineas BA y CA, habrd de caer sobre el punto A, interseccion de

ambas.
Los dos triangulos son, pues, superponibles é iguales por consiguiente.

21 Teorems XI1V.—Cuando dos tridngulos tienen un
dngulo desigual comprendido entre dos lados respectiva-
mente iquales, el lado opuesto al dngulo mayor, es mayor
que el lado opuesto al angulo menor. .

Reciproco. Cuando dos tridngulos tienen dos lados
respectivammente iquales y olro lado desiqual, el dngulo
opuesto al lado mayor, es mayor que el dngulo opuesto al
lado menor. |

22. Teorema XV.—Dos triangulos que tienen sus [res
lados respectivamente iquales, son iguales.

Sean A y A’ dos d4ngulos de estos tridngulos situados entre lados igua-
les. Digo que estos dos dngn'os deben ser iguales. En efecto no pueden
ser diferentes, porque si _fuesen difcrentes. los lados opuestos lo serian
tambien , segun el reciproco del teorema anterior, y eslto estaria en
contradiccion con la hipotesis, segun la cual todos los lados son iguales.
Siendo iguales los angulos A y A/, los dos tridngulos lienen un éngulo
izual comprendido entre dos lados respectivamente iguales, luego son
iguales (Teor. XI1). e ot

Propiedades del triangulo isdésceles.

23. Trorema XVI —En un trigngulo
isésceles ABC los dngulos A y C, opues-
tos ¢ los lados iguales AB y BG, son
iquales. '

Unamos el vértice B, opuesto & la base AG, con
el punto medio D de la base. De este modo el
tridngulo ABC queda dividido en dos tridngulos ADB
y BDC, que son iguales, por tener sus ires lados
respeclivamente iguales, & saber: los lados AB y BC iguales por hipotesis
¢l lado BD comun y los lados DA y DC iguales por construccion. De lo
cual resulta que los dngu os A y G, comprendidos entre lados respectliva-
mente iguales en estos dos tridngu os, son iguales.
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Corolario. Todo (rianqulo equildtero es al mismo
liempo equianqgulo.

Reciproco. Cuando en un triangulo dos angulos son
tquales, los lados opuestos son igquales, y por consiguien-
te, el triangulo es isdsceles. .

Corolario. Todo (ridngulo equidngulo es al mismo
tiempo equildtero. *

Escolio. En un triangulo isdsceles, la linea que une
el punto medio de la base con el vértice opuesto, es per-
pendicular ¢ la base y divide al dngulo opuesto en dos
partes iquales.

Relacion de magnitud entre los lados y los angulos
~ de un triangulo.

2%4. Teorema XVII.—Si en un tridngulo dos dn-
quos son desiguales, @ mayor dngulo se opone mayor

lado.

Sea el trian.
gulo ABC en el
cual suponemos
que el angulo A
es mayor que el
B, vamos 4 de-
mostrar que el
lado BC opues-
to al dngulo A,
és mayor que el
lado AC, opues-

~ to al édngulo B.

Puesto que el dngulo A es mayor que el dngulo B, siempre se podra
trazar en el interior de este dngulo A una recta AD, que forme con el la-
do AB un éngulo igual al 4ngulo B, y hallindose esta recta dentro del an-
gulo A, encontrari al lado BC en un punto D, situado entre 10s extremos
B y C de este lado, |

Esto supuesto, teniendo el tridngnlo ABD, por construceion, dos angu-
los iguales, es isoseeles, y por tanto GCD=AD; pero la recta AC es mas cor-
ta que la quebrada AD+DC, 6 lo que es igual BD+-DG esto es, BC; luego
BC es mayor que AC.

Reciproco. Cuando en un lriangulo dos lados son
desiquales, G mayor lado se opone mayor angulo.
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Teoria' de las paralelas.

95. PostuLapo.—Por un punto situado fuera de una
recta no se puede trazar mds que una paralela a dicha
recla. ‘ |

Corolario 1.° Cuando dos reclas son paralelas, toda
recta, que corta d una de ellas, prolongada suficteniemen-
te, corta necesariamente d la otra +

Corolario 2.° Dos rectas paralelas a una lercera,
son paralelas enire si. !

26. Trorema XVIII.—Dos rectas perpendiculares a
una tercera son paralelas enlre si.

Corolario. Cuando dos rectas son la una perpendicu-
lar y la olré oblicua G una misma recla, dichas rectas,
suficientemente prolongadas, se encontrardn.

Reciproco del teorema. Cuando dos rectas son pa-
ralelas, toda recta perpendicular ¢ launa lo es tambien
a la olra. |

27. DeriNiciONES DE ALGUNAS vocks.—Cuando dos
rectas, sean 6 né paralelas, como AB y GD, son corla-
das por una tercera RS, se da con frecuencia & .esla
tercera el nombre de secante (1) 6. transversal (2).
| La interseccion
de la transversal
con las dos reclas
en los puntos E y
F, da lugar & la
formacion deocho
dngulos, los cua-
les por lo comun
se agrupan de dos
en dos, dandoles

(1) De la palabra latina secans, derivada del verbo seco, cortar,
(2) De la palabra latina [ransversus, atravesado, puesto al traves.
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 nombres & propésito para recordar su posicion respeclo
de la transversal y de las lineas AB y CD. Hé aqui el
cuadro de estos diversos grupos; siendo de nolar, que
cada uno de ellos debe componerse de uno de los 4ngu-

los en E y de otro en F. :

. Porque se corresponden
estando situados del mis-
mo modo respecto de la
transversal y de cada una

de las lineas AB y CD.

Angulos
e correspondientes.

e —

J
Y
y
¥

G b =
GO0 ~3 & Ot

situados uno 4 un lado y

olro 4l otro lado de la lras-
versal, é infernos porque se
hailan dentro de lss rectas.

Esta denominacion se
exptica como la prece-
dente.

Angulos

(JURS

g } alternos internos.

Annulns

E!-‘h-l r S

} al tsrnus externos.

e ®

Hay que sobreenten-

Angulos k y 5 inleriores
der dr la ae.::an:r

— 3y 6) delmismo lado

{ Alternos, porque eslan

Angulos 1 y 8 exleriores 1
- 2y 7} del mismo lado. :

28. Teorema XIX:—Cuando dos paralelas son cor-
tadas por una secante: | -
1.° Los dngulos alternos inlernos son iguales (respec-
tivamente). .
2 ° Los angulos currespundwntes son tguules (respeu-

tivamente).
3.° Los dngulos ﬂltﬂrnus exlernos son iguales (res-

pectivamente);
k.° Los angulos interiores dei mismo lada son suple-

menlarios, .
.y 8. Los anguzus emterrures del mismo lado son su-

plementarios.
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1.° Demostraremos en primer lugar que:

los dos 4ngu'os alternos internos, por ejein-
plo AGF y EHD, son iguales.

Para esto lomemos el punto medio M de

, la porcion GH de la secante, interceptada en-

tre las dos paralelas, y por el punto M trace- .

mos la PQ pérpendicular & la AB y que por

coniiguiente lo sera tambien 4 CD (Teorema

XVII, Recp.

Esto supuesto, los dos tridngulos MPG y MQH rectingulos en P Y
en (Q, tienen iguales los dngules en M como oputsios por el vértice y las
hipotenusas MG y MH iguales por cunstruccion; luego son iguales
( Teor. X.) \

De lo cual resulta que los dngulos AGF y EHD, que perienecen a
triAngulos iguales, son iguales. -

Los otros dos_angulos alternos internos BGF y CHE son evidenlementle
iguales tambien, pues son suplementarios de los angulos AGF y EHD, que
acabamos de demostrar que son iguales. |

2.9 Los Angulos correspondientes KGB y EHD son iguales; en efecto
los dos dngu.os EGB y AGF son iguales, como opuesios por el vértice;
pero como hemos demostrado que AGF=EHD, resulta EGB=EHD.

. Deé un modo andiogo se demostraria que lgs otros dngulos correspon-
dientes son tambien respectivamente iguales,

3.9 4.9y 5.°~El objeto de estos Glitimos parrafos se deduce tambien
de la igualdad de los Angulos alternos internos.

Reciproeo. Cuando dos rectas cortadas por una se-
canle, forman con ella '

1.°  Angulos alternos internos iguales,
2.°  Angulos correspondientes iguales,
3.° Angulos alternos externos iguales,
5.° Angulos interiores del mismo ludo suplemen-
tarios, |
6 por Gltimo: 5.°  Angulos exteriores del mismo lado
suplementarios, '
entonces dichas dos reclas son paralelas.

S

29. Treorema XX.—Dos dngulos que tienen sus ludos
respectivamente paralelos son:

1.° iquales (cuando los lados paralelos estan am-
bos en la misma direccion 6 en direcciones opuestas),

6 2.° suplementarios (cuando los lados paralelos es-
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‘tan dirigidos dos en, la misma direccion .y los otros dos
en sent:dﬂ contrario uno de otro).

Dos dangulos que tienen sus lados
respectivamente perpendiculares son: |
1. iguales (cuando ambos son agudos),
6 2° suplementarios (cuando uno es agudo y el olro
obtluso).

Suma de los angulos de un tridngulo y de un poli-
gono cualquiera.

3l. Teorema XXIL.—En lodo ir iangulo la suma de
los dngulos interiores es igual d dos dnqulos. rectus

Prolonguemos en CD uno
de los lados del tridngulo
ABC, por ejemplo el lado
BC, y despues por el vértice
C tracemos una paralela CAs
al lado opuesto BA. Hecho
esto los Angulos BACy ACA/
son iguales, por ser alternos
internos respecto de las dos
paralelas AB y CA’, siendo
la seeante AC; los anzulos ABC y A’CD son iguales, como correspondien -
tes en las miswas paralelas siendo la sccante BD: luego los tres angulos
en G son iguales & los tres dngulos del tridngulo. Perov la suma de los dn-
gulos en C es igual 4 dos rectos (Teor. I, Cor 3); luego tambien la ruma
de los angulos del tridngulo :

Siguiendo la notacion adoptada, se prdra escribir:

A+B4-C=2R.

Corolario 1.° En todo (ridngulo no puede haber mds
que un angulo recto, y con’ mayor razon, tampoco puede
haber mds que un angulo obtuso.

Corolario 2.* En in (ridngulo recldngulo, la suma
de los angulos adyacenles d la hipotenusa, es iqual a un
“recto.

Corolario 3.° Cuando dos tridngulos tienen dos an-
qulos respectivamente iquales, los lerceros son tambien
tquales enlre st.
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Corolario 4.° El dngulo exterior (formado por un
lado de un triangulo y la prolongacion del lado adya'r-

cente) es iqual d la suma de los dos dngulos opuestos.
32. Teorema XXIII.
—La suma de los an-
gulos interiores de un
poligono convexo (1) es
iqual d tantas veces dos,
rectos como lados tiene
el poligono menos dos.

‘Para demostrarlo unamos
un vértice cualquiera A del
poligono con todos los demds.
Dividiremos asi el poligono en
tantos triangulos eomo lados tiene ménos dos. Si designamos con % el ni-
mero de lados (n—2), serd el nimero de estos triangulos. Pero segun la
figura la suma de los éngulos de un triangulo es igual 4 dos reclos; la de
los Angulos de los (7 —2) tridngulos serd igual a (n—2) veces 2 rectos; Tuego
la suma de los dngulos del pu_ligu}nn tepdra el mismo valor?

Escolio. Segun esto la suma S de los dngulos inte-
riores de un poligono convexo de n lados, esta repre-
sentada por la férmula:

S=m~-2) 2R.
Efectuando la multiplicacion, tendremos:
S=2nR—AR. |

Corolario. Cuando se prolonga en una misma di-
reccion todos los lados de un poligono convexo, la Suma
de los dngulos exteriores asi formados es igual G cuatro
reclos.

$

-, i, il Tk L A= 5

(1) Se llama linea convera la que no puede ser cortada por una recta
¢n mas de dos puntos.
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En efccto, 4 cada vértice

- del poligonn. corresponden

- dus angu'os adyaeentes: uno
interior y otro exterior, cuya
suma es igual & dos reclos,
-si hay n lados y por consi-
gwiente n vértices, tendre-
ntos:

Suma de los dang. extes
riores+-Suma de los ang- in-
teriores=2nR,

Pero como acabamos de
ver que el valor de la suma

de los dngulosinteriores es: S=2nR 4R; vemos (pue agregando 4 los an-
sulos interiores, bhien la suma de los angulos exteriores, bien cuatro rec-
Los, siempre se ticne el mismo resultado. Lo cual quiere decir que

- Suma de fus angulos exteriorex=4H. \

oF

Propiedades del paralelogramo, del rombo
y del trapecio.

33. Teorewa XXIV.—Enun paraleligramo los lados
opuestos son rguulas -y dos dngulos opuestos tambeen
lo son -

Corolario 1.° Las porciones de diferentes paralelas
comprendidas entre dos paralelas son iquales.

Corolario 2.° Cuando dos rectas son paralelas todos
los puntos de la una equidistan de lu otra.

Corolario 8 * La diagonal de un paralelégramo le di-
vide en dos tridngulos iquales. |

Reeciproco. Un cuadrildtero que tiene sus’dnqulos
opuestos iguales es un paraleldgramo.

Escolio. Se llama distancia de dos paralelas la lon-
gitud de la perpendicular trazada desde un punto de
la una a la otra. Segun el corolario segundo se vé que
esta longilud es en todos puntos la misma

34. Teorema XXV.—Cuando en un cuadrildlero dos
lados opuestos son iguales y paralelos, los olros dos lados
son tambien iguales y paralelos, y la figura es un para-

lelogramo.
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35.  Trorema XXVI.—Cuando en un cuadrildtero los
lados opuestos son iguales, los lados son paralelos y la
figura es un paralelégramo.

36. Troremx XXVIL.—En todo paralelégramo las
diagonales se cortan miluamente en dos partes igquales.

Escolio. * Centro del parulelﬁ;rumn'. El punto-en
que se cortan las dos diagonales del paralelégramo se
lNama centro del paralelégramo; porque toda linea que
pasa por este punto diyide al paralelégramo en des
partes iguales. il

Reciproco. Un cuadrilalero es un paralelégramo
cuando sus diagonales se cortan mituamente en dos par-

tes iquales. | _
97  Teorema XX VIIL.—Las diagonales del rombo se

cortan en dngulo recte y son las bisectrices de los angu-
los opuestos. Fts
Escolio. Las diagonales del cuadrado gozan de las
mismas propiedades y ademas son ignales entre si.”
38 Teorema XXIX.—Las diagonales de un reclan-

qulo son iguales. .
39. Teorems XXX.—En todo trapecio la recta que
une los puntos medios de los lados no paralelos, es:
{ ° Paralela d las dos bases (1)
2.° Igual & su semi-suma (2)
.y 3.0 Equidista de cada una de ellus.

(1) Se llaman bases de un trapecio los lados paralelos.
(@) De las palabras latinas semi, mitad y summa, Suma.
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LIBRO SEGUNDO.

ffrnpiadadea generales de la circunferencia.

40. Deriniciones.—Se llama
circunferencia (1) una linea cur-
va, cerrada y plana BAG cuyos
puntos equidistan de uno inte-
rior D, llamado centro (2).

Toda linea como DA que une
un punto cualquiera dela cir-
cunferencia con su centro se llama radio (3).

Toda linea, como BG, que pasa por el centro y ter-
mina en la circunferencia se llama diametro (k).

Es evidente que la longitud de un diametro es igual
4 dos veces la de un radio |

Segun la definicion todos los radios de un mismo
circiilo son iguales entre si y todos los diametros lo son
tambien. | :

Es claro que, segun queun punto es exterior 6 interior & una circan-
ferencia, su distancia al centro es mayor 6 menor que el radio de la cir-
cunferencia; y reciprocamente, segun que un punto situado en el plano
de una.circunferencia esta 4 una distancia del centro de la circunferencia

mayor 6 menor que el ridio, éste punto est situado fuera 6 dentro de la
circunferencia. -

Una porcion AG de la circunferencia se llama un
arco (5).

La recta AC que une los extremos del arco se llama
cuerda (6). |

(1) De las palabras latinas circum, alrededor y fero, llevar.

(2) De la palabra griega quentron, aguijon, centiro.

(3) De la palabra latina radius, varita, estaca, rayo de una rueda.

(4) De las palabras griegas dia, 4 través de parte a partey metreo, medir,

(5) De la palabra latina arcus, arco, usado en la guerra y en la caza.

(6) De la palabra griega chorde, originariamente infestino, Y despues
cuerda de instrumento de musica.



PROPIEDADES DE LA CIRCUNFERENCIA. 33

Se dice que la cuerda subtiende (1) al arco.

La recta que como EF corta 4 la circunferencia en
dos puntos se llama secante (2); y la que como GH solo
tiene un punto comun eon la circunferencia se la de-
signa con el nombre de tangente (3).

Se llama circulo (&) la porcion de plano comprendi-

da en el interior de la circunferencia. ‘
' Se llama
sector (5) la
porcion AOB
de la super-.
ficie del cir-
culo com-
prendida en-
tre un arco
AB y los dos radios OA y OB que van 4 parar 4 sus ex-
tremos.

Se da el
nombre de
segmento (6)
de circulo, la
porcion de la
superficie del
circulo com-
. prendida en-
tre una cuerda CD y el arco que ella subtiende.

Recibe el nombre de corona la superficie anular
comprendida entre dos circulos concéntricos, esto es,
cuyos centros coinciden.

(1) Del verbo latino subtendo, extender debajo.

(2) Del verbo latino seco, cortar.

(3) Del verbo latino tango, tocar.

(4) Del nombre. latino circu/us, corro de gente, derivado de ci rcus;

circo,

(3) Del verbo 'atino seco, cortar.

(6) De la palabra latina segmonfum, corte, tajo, tajada, trozo.
(GEuMETRIA | 9

-
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4l Teorema XX XI.— Todo didmetro divide a la cir-
cunferencia y al circulo en dos partes tguales.

" Doblemos la parte superior de la cir-
cunferencia sobre la inferior: si estas
dos partes son iguales, deberdn coincidir;
pues si asi no fuese, trazando una recta
cualgquiera OR por el centro, encontraria
en R 4 la parte inferior de la ecircunfe-
rencia, y en R’ & la patle superior dobla-
da; pero estono es admisible; porque

.las distancias de dos puntos cualesquiera
R y R/ de una circunferencia a su centro
deben ser iguales. '

Las dos partes iguales en que el diametro divide &

la circunferencia se llaman semicircunferencias (1) y

las dos partes, tambien iguales, en que divide al circulo
se llaman semicirculos (2). e

42. Teorems XXXIIL.—Toda cuerda es menor que el

didmetro. .
43. Teorema XXXIHI.—Una recta no puede cortar d
la circunferencia en-mads de dos puntos. .

Escolio 1.° Los dos puntos en que una circunferencia
corta G una recta equidistan del pié.de la perpendicular
trazada desde el centro d la recta. | |

2.° Para queuna circunferencia corte 4 ung recta es
necesario que la distancia_del centro-d la recla sea menor
que el radio. sk F

4%, Trorema XXXIV.—En un mismo circulo 6 en
circulos iquales, arcos iguales son subtendidos por cuer-
dus tquales. | ' 758

Reciproco. En unmismo circulo 6 en circulos 1qua-
les. cuerdas iquales subtienden arcos iquales.

45. Trorema XXXV.—En un mismo circulo ¢ en cir-

(1) De las palabras latinas gemi, medio Y circumferencia, circunfe-

rencia. :
(2) De las palabras latinas semt, medio y circulus, circulo,
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culos iquales, si dos arcos son desiquales, el mayor es
subtendido por la cuerda mayor .

Reciproco. En un mismo circulo 6 en circulos 1qua-
les, si dos cuerdas son desijuales, el arco subtendido
por la mayor es mayor que el subtendido por la menor.

Nota. Como toda cuerla subtiende dos arcos: uno mayor y. otro me-
nor que una semicircanferencia, s¢e supone siempre en estos leorcmas
que se trata del menor de los dos arcos subtendidos por una cuerda,

46. Trorema XXXVI.—Todo digmetro perpendicular
d una cuerda divide ¢ dicha cuerda Yy a cada uno de los
dos arcos que ella subtiende en dos partes iquales.

47. Teorema XXXVIL.—Por tres puntos A, B y €,
que no estdn situados en linea recta, se puede h{IGE?‘ pasar
siempre una circunferencia, perﬂ no se puede hacer pa-
sar mdas que una.

Hallar el centro de una
circunferencia que pase por
los tres puntos A, B y C, es
es hallar un punto O equi-
distante de estos tres puntos.
La perpendicular levanta-
da en el punto medio de la
recta AB es el lugar geomé-
trico de los puntos equidis-
lantes de A y de B; la perpen-

dicular levantada en el punto

medio de la recta BC goza de

las mismas propiedades res-
pm:m de los puntos By C; Iuﬂgu el punte O en que estas rectas se cortan,
equidista de A, de B y de C, y debe pertenecer 4 la perpendicular levan-
tada en el punto medio de la recta AC. ; _

Ahora bien, no es posible encontrar un punto distinto de O, que equi-

diste de los tres puntos A, B y C, puesto que un punto para gozar de esla
propiedad debe hallarse en dos de las perpendiculares OM, OM’ y OM"/ y
estas se cortan en el mismo punto.

Corolario. Dos circunferencias distintas no pueden
cortarse en mds de dos puntos.
- 48. Trorema XXXVIIL.—En un mismo circulo ¢ en
circulos iguales:
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A.° Cuerdas iquales equidistan del centro;
v 2.° De dos cuerdas desiquales la menor es la que
mdas dista del centro.

Reciproco 1.° Dos cuerdas que equidistan del centro
son tquales. |

2.° Dedos ‘cuerdas que no equidistan del centro, la
mas distante es la menor.

49. Trorema XXXIX.—La tangente en un punto de
una circunferencia es perpendicular al rddio que pasa
por dicho punto.

Reciproco. La perpendicular trazada en el exiremo
de un .rddio es tangenie d la circunferencia en dicho
punio. * ' |

50, Trorema XL.—Los arcos comprendidos enire pa-
ralelas son iquales.

Medida de los d4ngulos por medio de los arcos in-
terceptados por sus lados.

51. Deriniciones.—Un 4ngulo cuyos lados cortan a
una circunferencia pueden tener diferentes posiciones
respecto de la misma.

Angulo central. Angulo inserito.

1° Siel vértice del 4ngulo coincide con el centro
de la circunferencia, el dngulo se llama central.




MEDIPA DE ANGULOS. 37

2.° Si el vértice del dngulo esté situado en ld cir-
cunferencia y sus lados son dos cuerdas, entonces el
angulo se llama inscrito (1).

Angulo semi-inscrito Angulv ex-inscrito

3.° Si el vértice esta en la circunferencia, pero uno
de sus lados es una cuerda y el otro una tangente, se
llama dangulo semi-inscrito (2).

£.° Si teniendo el vértice en la circunferencia, uno

de los lados esuna cuerda-y otro la prolongacion de
otra, recibe el nombre de ex inscrito (3).

F

Angulo inlerior. Angulo exterior.

5. Si esta formado por dos cuerdas, que se cortan,
se llama wnlerior.

(1) De las palabras latinas in, en, denlro y scribo, Lrazar,
e (2) Delas palabra latinas semi, medio ¢ inseriptus, inserito,
(3) De las palabras latinas ex, fuera é inscriplus, inscrito,
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y 6.° Si liene su vértice fuera de la circunferencia
y sus lados son dos secantes, una secante y-una tan-
genle, 6 dos tangentes, entonces se llama anguiﬂ exte-
rior.

52. ~TeoreMa XLI.—En un misio circulo 6 en cir-
culos iguales, dngulos centrales iquales interceptan en
la circunferencia arcos iquales. |

Reciproco. £En un mismo circulo 6 en circulos Lgua-
les, si los arcos son tquales los dngulos cenirales son
iquales.. | | |

Escolio. Al angulo recto central correspende un arco
iqual d'la cuarta parte de la circunferencia, y reciproca-
mendte. . .

53. Teorema XLII.—En un mismo circulo ¢ en circu-
los iquales, la razon de dos dnqulos cenirales AOB y aob,
es tqual d la razon de los arcos AB y ab que comprenden.

angulo AOB mm_AB'
_dngule aob arco ab *

Es dceir que tendremﬂs

Supongamos quelos dos*ingulos AOB y aob tengan una medida co-
mun que esté contenida m veces, por ejemplo, en AOB, y n veces en aob,

la razon 2 egln A serd igual a %, y podemos concebir estos dos

angulp aob
dngulos divididos, el primero en m y el scgundo en # pequefos angulos,
izuales todos-entre si; luego el arco AB contendra m de estos arcos, Y el

arco AB

arco ab confendrd n de los mismos; luego la razon B tambien

. ; L
Igual a

n
La razon de los dos angulos AOB y aeb es, pucs, medida per el mismo
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namero que la de los dos arcos que comprenden, y se puede escribir

dngulo AOB __  arco AB
angulo aob —  arco ab

Corolario. Un dngulo central tiene por medida el ar-
co comprendido entre sus lados.
En efecto, si convenimos en que la unidad del angulo corresponda a la

unidad del arco, aplicAndolo al teorema que acabamos de demostrar, ten-
dremos |

dngulo AOB __ arco AB
unidad del angule unidad del arco

lo cual quiere decir que, por medio de esta '{:umfianci.un, ¢l nimero que
expresa la magnitud del 4ngulo AOB es el mismo que expresa la magni-
tud del arco AB. El 4ngulo ¥y el arco son, pues, medidos por el mismo nu-
mero; luego el uno puede servir de medida al otro,

54. DivisioN DE LA CIRCUNFERENCIA.—Para expresar
la magnitud de los 4ngulos se ha convenido en dividir
la circunferencia en cierto nimero de partes iguales.
La division méis antigua, y que todavia esta en vigor,
consiste en dividir la circunferencia en 360 partes igua-
les, que se llaman grados. La cuarta parte de la circun-
ferencia 6 el cuadrante (1), que corresponde al angulo
recto, consta por consiguiente de 90°.

Cada grado sé subdivide en 60 minutos, y cada mi-
nuto en 60 sequndos, por lo cual esta division se Ilama
sexagesimal (2).

Para expresar un numero de grados, minutos y Sse-
qundos, se escribe ° despues del guarismo de los grados,
’ despues del guarismo de los minutos, y ’' despues del
guarismo de los segundos. Asi 48°+507 13" se leera 48
grados, 50 minutos, 13 sequndos. -

55. Teorema XLIIL.—Un dngulo inserito tiene por
medidp la mitad del arco comprendido enire sus lados.

(1) De la palabra latina quadrans, mlarla parte
(2) De la palabra latina seragésimus, sesenla en orden, semgésima
parie,
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Corolario 1.° Todos los dnqulos inscritos en un nus-
mo segmento son iquales. |

Corolario 2. Todo dngulo inscrito en una semtmr-
cunferencia es recto.

Corolario 3° Un dngulo inscuilo es agudo i obtuso,
sequn que liene su vérlice en un arco mayor ¢ menor que
una senmicircunferencia.

96. Teomrema XLIV.—Un .dngulo semi-inscrito tiene
por medida la mitad del arco que la cuerda subliende
dentro del angulo.

97. Teorewma XLV.—Un dangulo ex-inscrito tiene por
medida la semisuma de los arcos ‘sublendidos por las
cuerda que le forman. | ‘

58. Teorema XLVI.—Un ﬂngulu interior tiene por
medida la semisuma de los arcos compreéndidos entre sus
lados y sus prolongaciones.

99. TEOREMA XLVIL—E! angula exterior liene por

medida la semidiferencia de los arcos comprendidos en-
tre sus lados.

Posiciones relativas de dos circunferencias.

60. Deriniciones.—Dos circunferencias trazadas en
un mismo plano pueden presentarse en las cinco posi-
ciones siguientes:

1. Que cada una no tenga ningun punto comun
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con la otra, y entonces se dice que son exleriores una a
olra.

- 2.° Que todos los puntos de la'una estén fuera de
la otra, pero gqar tengan un punto comun, en cuyo ca-
so son langentes exteriormente, y su posicion se llama
contacto exterior.

3. Que cada una de las dos tenga a la vez puntos
dentro y puntos fuera de la otra, y entonces se llaman
secantes. |

5.° Que una de ellas esté completamente dentro de
la otra, pero que tengan un punto comun, en cuyo caso
son tangentes interiormente, y su posicion se llama con-
tacto interior.

y 5.° Que la menor esté completamente dentro de
lamayor y tenga sus puntos comunes con ella, en cuyo
caso se llama interior. '

61. Trorema XLVIII.—Cuando dos circunferencias
tienen un punto comun fuera de la recta que une sus cen-
tros, tienen ademds otro comun siméirico respecto de esla
linea. : |

Escolio. La recta que une los dos puntos en que se
cortan dos circunferencias se llama cuerda comun.

Corolario 1.° Cuando dos circunferencias se cortan,
la recta que une sus cenlros es perpendicular en su pun-
to medio a la cuerda comun.

Corolario 2.° Cuando dos circunferencias son tan-
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gentes, el punlo de contacto estd satuadu en la linea de los
ceniros.

62. Teorems XLIX.—Cuando dos circunferencias
son exleriores, la distancia de sus centros es mayor que
la suma de sus rddios.

63. Teorema L.—Cuando dos circunferencias son
tungenres exteriormente, la distancia de sus cemrus es
wgual @ la suma de sus rddios: |

64. Teorema LI.—Cuando dos cwcunfarancms son
secantes, la distancia de sus centros es menor que la su-
ma de sus radios y mayor que su dzfﬂrancm.

65. Trorema LII. —Cuando dos carﬂuﬂfﬂrenmas son
tangentes interiormente, la dtsta.ncm. de sus centros es
tqual d la diferencia de sus rddios. :

66. Trorema LIII.—Cuando wna circunferencia es
interior d otra, la distancia de sus centros es menor que
la diferencia de los radios.

Reciprocos de 1os teoremas anteriores. 1.° Cuan-
do la distancia de los centros de dos circunferencias es
mayor que la suma de sus rddios, dichas circunferen-
cias son exleriores.

2." Cuando la distancia de los ceniros es iqual d la
suma de los rddios, las dos circunferencias son tangentes
exleriormente. |

3.” . Cuando la distancia de los bentrus’-es menor que
la suma de los radios y mayor que su dafarenma las dos
circunferencias son secantes. |

4.° Cuando la distancia de los centros es igqual d la
diferencia de los rddios, las dos circunferencias son tan-
gentes interiormente.

y 5.° Cuando la distanciq de los centros es menor
que la daferencia de los rddios, una de las circunferen-
- clas es interior d la olra.
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Definiciones.

67. ARga.—Se llama drea (1) de una figura la su-
perficie de la misma considerada bajo el puntode vis-
ta de su magnitud. ‘

Medir una superficie es averiguar cuantas veces
contiene 4 una superficie conocida tomada como unidad.
El metro cuadrado, 6 sea un cuadrado que tiene un
metrd de lado, es la unidad de superficie.”
| 68. Avrura.—Se llama al-
tura’ de un punto sobre una
recta la longitud de la perpen-
dicular bajada desde dicho pun-
to & la recta.

» CH es. la a'tura del punto C respecto de
la recta AB.

Cuando el punto es el vér-
tice G de un tridngulo, se refiere la posicion de este
vértice al Jado opuesto AB, que entonces lleva el nom-

bre de base.

No hay razon alguna para tomar por base un lado con prelerencia a
otro; asi es que todo tridngulo tiene fres bases y Ires alturas, El uso ha
consagrado estas expresiones, porque sirven para abreviar el discurso.

Se llama tambien altura la distancia de dos lados
paralelos de un paralelégramo 6 de un trapecio.
69. ProvrccioNn.—Se da el
nombre de proyeccion [2) de un
punto A sobre una recta CD el pié
a de la perpendicular bajada des-
deel punto A & dicha linea CD,
Se llama proyeccion de una recla

AB la distancia ab de las proyecciones de sus extremos.

(1) De la palabra latina drea, era, solar. 1
(2) Del nombre latino projectio, derivado del verbo latino projicio, echar
haecia delante.
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Teoremas fundamentales para la medida
de las areas.

70. Teomrema LIV.—Dos paralelégramos ABCD 1y

EFGH, que lienen bases iquales y la misma altura, son
equivalentes.

Coloquemos e’ parale 6g-amo EFGH sobre ¢l ABCD, de modo que la
base EF coincida con la base AB, lo cual®podrd hacerse, pues son iguals
por hipotesis. Siendo tambien iguales las alturas, la base superior HG
tomard sobre la recta CD una posicion tal como H G'.

En esta situacion, los dos paralelégramos tienen una parte comun
ABCH: s a esla parle comun se afiade el triAngulo ADH, tendremos el pa-
ralelogramo ABCD; y si & la misma parte se agrega el tridngulo BG'C,
tendremos el paralelogramo ABG H , que es idéntico al EFGH. Si pudié-
ramos demostrar que estos dos trigngulos son iguales, habriamos demos-
trado que los dos paralelogramos estin compuestos de una parte comun y
de partes iguales entre si, y son por consiguiente equivalentes, es decir,
iguales en extension.

Ahora bien, los dos tridngul s ADH’ y BCG ' tienen los lados AD=BC
y AH'=BG’ como lados opuestos de los mismos paralelogramos, vy ademas
el angulo DAH'=angulo CBG/, por Llener sus lados pairalelos y en la misma
direccion; luego estos triangulos son iguales.

Corolario. Todo paralelégramo es equivalenle d un
rectangulo de la misma base y de la misma altura.

T1. Teorema LV.—Dos rectangulos de la misma al -
lura son entre si como sus bases.

Se demus;lra como el teorema XLII.

Corolario. Dos rectanqulos deiqual base son enire si
como sus alluras.
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72. Teorema LVL.—Dos rectdngulos cualesquiera son
enire st como los productos de sus bases por sus alturas.

Sean los dos rectangulos R y r, 4 cuyas bases llamaremos respectiva-
mente B y b, y & sus alturas H y 4. ' B

Figurémonos un tercer rectangulo R’ que tenga la base B del primero
y la adtura h del segundo; teniendo este rectingulo R/ una dimension co-
mun con cada uno de los dos rectingulos R y r, estos podrdn compararse
segun el teorema anterior. Entonces expresaremos los valores de R y de
r por medio de R/, ¥ comparando entre si estos valores, tendremos la ra-
zon de R & r, que buscamos, Por este procedimiento hallaremos:

B P de donde resulta R=R X-l:ﬂ (1)

P et

y %’ F{—,_ 'EIE ﬂ_ﬂnde resulta r:[lf)(-;# (2)

Dividiendo las dos igualdades (1) y (2) miembro 4 miembro, ten-
dremos S
' owx

i r—
—_—

- b
, ———
r R’ X B
Sunrimiendo el factor comun R’ y efectuando la division indicada de

las dos fracciones F—:‘l— y —Bb—, resulta

R B XH

r b Xh

lo cual justifica el enunciado del teorema.
Corolario. Dos paralelégramos son entre st como el

producto de sus bases por sus alturas.
73. Teorema LVIL.—El drea del rectingulo es iqual

al producto de su base por su allura.

En efecto, pudiendo escribirse la razon de dos rectingulos

R B XH

I

si suponemos que r s¢a el cuadrado construido con la unidad de longitud,

entonces b=h—unidad de longitud, de modo que By H son los numeros

que expresan las longitudes de la basey de la altura medidas con esia

misma unidad; luego la igualdad (1) quiere decir que €l rectingule R con-

tiene tantas veces la unidad de superficie, como unidades hay en el gro-

ducto de los nameros que miden su base y su altura 6 mas brevemenle
que es medido por el produclo de su base por su allura 5 .

Como en el caso supuesto se toma al rectingulo r por unidad, tendre-
mos r=4, b=1, k=1 y se escribira R=B <.

L

(1)
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Corolario. El paraleldégramo tiene por medida el pro-
ducto de su base por su altura.

74. Treorema LVIII.—
Siendo tedo triangulo la
milad de un paralelsgra-
mo de la misma basey de
la misma altura, tienepor
medida la mitad del pro-
ducto de su base por su

altura.

Sea el tridngulo ABC, tracemos por los vértices C y B las paralelas CD
Y BD a los lades AB y AC; tendremos un paratelogramo ABCD, que liene
la misma base AB y la misma altura CH que el triAngulo ABC. Ademas el
tridngulo ABC es la mitad:del paralelogramo Teor XXI1V, Cor. 11L.); tie-
ne, pues, por medida la milad del producto de su base por su altura.

75. Trorema LIX.
—FEl area de un tra-
pecio es iqual al pro-
ducto desu altura por
la semi-suma de sus

bases.
Dividamos el trapecio
ABCD en dos triangulos

por medio de la diagonal BD tendiemos
lridngulo AHD:%—AB‘;{IH, y | trigngulo DCB= ;- CD<IH
El trapecio, que es la suma de los dos triangulos, tendra, pues, por me-

q
x
Escolio. El area de un (rapecio es iqual al producto

de su altura por la recta que une los puntos medios de los
lados no paralelos.

t76. Trorema LX.—E!l cuadrado construido sobre la
hipatenusa de wun tridngulo rectdngulo es equivalente
d la suma de los cuadrados construidos sobre los qatetos.

dida AB < IH 4—% CDx<1H; 6 haciendo la r&*ﬂuceinn,% (AB+CD)x<1H
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Sobre la hipotenusa] BC y
sobre cada uno de los catetos
AB y ACdel tridngulo rectan-
gulo ABC copstruyamos los
cuadrados BCDE, ABFG y
ACKH.

Hecho esto, desde el vér-
tice A del d4ngulo recto baje-
mo$ una recta AP: perpendi-
cular 4 la hipotenusa BC;y
prolonguemos esta recta has-
ta que encuentre en Q al lado
DE del cuadrado BCDE. Este
cuadrado sefhalla asi dividido
en dos rectangulos PQDC Y
PQEB, los cuales son respec-
tivamente egquivalentes a los

cuadrados ACKH y ABFG.I

Demostratemos primero la equivalencia det cuadrado ACKH y del rec-
tingulo PQDC 2

Para esto, unamos el punto K con el punto B y el punto A con el
punto-D, con lo cual tendremos los triangulos BCK y AGD, que son iguas
les, pues sus dngulos en G son iguales, por estar compuestos cada uno de
un 4ngulo recto y de la parte comun ACB, los lados AC y CR son iguales
como lados de un mismo cuadiado, y por igual razon lo son tambien los
lados BC y . GD. '

Asi es que tenemos

trigngulo BCK=tridngulo ACD.

Pero el tridngulo BCK tiene la misma base CK y la misma altura AC
que el cuadrado ACKH, luego es equivalente 4 la mitad de ese cuadrado;
por la misma razon, él tridngulo ACD es equivalente a la mitad del rec-
tangulo PQDC. Siendo, pues, equivalentes las mitades de este euadrado Yy
de este rectangulo & tridngulos iguales, podemos decir

reclangulo PQDC equivalentes al cuadrado ACKH.

Uniendo el punto A con el punto E y el punto C con el punto F se de-

mostraria igualmente que

rectangulo P_QEB equivalente al cuadrado ABFG

De donde se deduce que la suma de los rectiangulos PQEB y PQDC,es
decir, el cuadrado BCDE, es equivalente al cuadrado ABFG mas el cuadra~

do ACKH.
Escolio. Como las areas de los cuadrados constiui-

dos sobre las rectas BC, AB y A, estan representadas
por los productos BCXBC, ABXAB, y AGXAG, 6 BC?,
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AB' y AC', este teorema puede expresarse por la
igualdad 3 2
. 'E—[]! I:E-ﬁi +RI

Corolario. El cuadrado deun cateto es iqual al cua-
drado de la hipotenusa, ménos el cuadrado del olro ca-
teto. |

77. Teorema LXI.—En todo lridnqulo, el cuadrado de
un lado opuesto d un dngulo agudo es igual d la suma de
los cuadrados de los otros dos lados, menos dos veces el
rectanqulo de uno de estos lados por la proyeccion del se-

gundo sobre el primero.

Escolio. Este teorcma puede tambien enunciarse del siguiente
modo: En todo triangulo el cuadrado 6 segunda potencia de! lado opuesto
4 un dngulo dgudo es igual 4 la suma de los cuadrados de los otros dos la-

dos, ménos el doble producto de uno de ellos, porla proyeccion que so-
bre él forma el otro. :

78. Teorema LXIL.—En todo trigngulo obtusingulo el
cuadrado del lado opuesto al dngulo obtuso es iqual a la
suma de los cuadrados de los olros dos lados, mds dos ve-
ces el rectdngulo de uno de estos lados por la proyeccion

del sequndo sobre el primero.

Escolio. Este teorema puede enunciarse de un modo analogo al
anterior diciendo: e! lado opuesto & un éngulo obtuso es igual 4 la suma
de 105 cuadrados de los otros dos lados, mas el duplo de uno de ellos por
la proyeceion, que forma el otro sobre él.

De las lineas proporcionales de los triﬁ.ﬁgulua.

79. Trorema LXIII.—Toda recta paralela d una de los
lados de un tridnqulo divide d los otros dos lados en par-
tes proporcionales. 3 | |

Corolario 1.° Dos segmentos correspondientes estan
con los lados de que forman parte en la misma razon. .

" Gorolario 2.° Dos segmentos correspondientes estan
ontie si en la misma razon que los lados & que perle-

necen. | :
Corolario 8.° Cuando dos rectas son cortadas por

&
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muchas lineas paralelas entre si, los segmentos corres-
pondientes estdn en una razon constante.

Reciproco del teorema. Toda recta que divide dos
lados de un triangulo en partes proporcionales es para-
lela al tercer lado.

80. Teorema LXIV.—La bisectriz de un dnqulo de un
tridngulo divide al lado opuesto d dicho dngulo en dos
partes proporcionales ¢ los lados adyacentes.

Semejanza de triangulos.

8l. DeriNicrones. Dos figuras son semejantes cuan-
do constan de un mismo numero de figuras respectiﬁa-
mente semejantes y semejantemente dispuestas.

Se dice que dos triangulos son semejantes, cuando
los 4ngulos del uno son respectivamente iguales 4 los
del otro, y los lados opuestos & angulos iguales son pro-
porcionales entre si. |

Lados homdlogos (1) de dos poligonos semejantes son
los adyacentes & angulos respectivamente iguales.

82. Teorema LXV.—
Si en un tridngulo BAC
se traza una recta B'C/
paralela a un lado BC,
el iriangulo parcial
AB'C’ que resulta es se-
mejante al iriangulo
propuesto.

En efecto, los triangulos BAC
y B'AC' lu‘*nen comun el dngulo A, iguales los dngulos B y B' como cor-
respondientes entre paralelas, y por la misma rdzon tambien iguales los
dngulos G y C'. Ahora bien, siendo B'C’ paralela a BC, tendremos (Teore-
ma LXIII, Cor. 1.°)

a—

(1) De las palabras griegas homss, semejante y logos, relacion, esto es,
semejarlemente colocados,
(GEOMETRIA *1.



o0 GROMETRIA.

AB ' AC
AB' AU
Tracemos la recta C D paralela al lado AB y tendremos:
AC _ BC
A  BD

Pero BD y B’C/ son iguales, como paralelas comprendidas entre para-
lelas, luego podremos decir: )

B AR 5B

S e

AW R L S

83. TrorEMA
LXVI.—Dos Iri-
dngulos ABG y
A'B'C’, que tie-
nen sus dngulos
- respectivamente
iquales,  lienen
los lados propor-
cionales, Yy por

consiguienle son semejantes.

Coloquemos el triangulo A’B'C/ sobre el triangulo ABC, de modo que
coincidan los dngulos A y A/, lo cual es posible, pues son iguales por
hipotesis, Entonces el tridngulo A B/C/ tomara la posicion AB//C'’.” Ahora
bien, no siendo el ingulo B/ otra cosa que el B/, y siendo este igual por
hipotesis al dngulo B, resulta que las dos lineas BC y B/-C'/ son paralelas
(Teor: X1X, Recip. 2.9); lucgo eslamos €n el caso del teorema anterior.

Corolario 1.° Dos tridngulos que tienen dos dngulos
respectivamente iquales son semejantes. '

Corolario 2.° Dos lridngulos que lienen Sus lados
respectivamente paralelos 6 perpendiculares son Seme:
jantes.

84. Trorema LXVII.—Dos tridngulos que tienen Sus
lados proporcionales, tienen oS dngulos respectivamente
iquales, y por consiguiente son semejantes.

Supongamos que los triangulos ABC y A B/C’ sean tales que ten-

gamos .
AB AC _ BC
AR~ ACT B

digo que los dngulos de estos tridngulos serin respectivamente iguales.

(1)
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Para demostrarlo, tomemos en los lados AB y AC del tridngulo 'ABC
dos longitudes AB”=A’B’ y AG/=A'C/, y tendremos en virtud de la igual-
dad (1),

AB _ AC

AB” — AC" °*

pero entonces la recta B/C/', que divide 4 los lados AB Yy ACG en partes

proporcionales, sera paralela al lado BC (Teor. LX. Recip.); luego el tri-

dngulo AB/'C” serd semejante al tridngulo ABC (Teor. LX1 ).
Tendremos, pues,

AR ARG et g
ABT = AGH = BQ7 @

PPero por construccion AB//=—A'B’ y AC=A'C/, luego las terceras ra-
zones de ~ (1) y (2) son iguales, eslo es, que

RC ' BC
B G BMCY

lo cual hace ver que B'’C//=B'(C’,
De aqui se infiere que el triangulo AB'/C" y el tridngulo A@'C’ son
iguales por tener sus tres lados respectivamente iguales, y como los dngu-

los del tridngulo AB”’C/ son iguales a los del tridngulo ABC, sucede lo
m smo con el triangulo A’B/C’.

85. Terore-
MAa LXVIII.—
Dos triangulos
que tienen los
lados propor-
cionales é iqual
el angulo com-
prendido son
semejantes.
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Siendo el dngulo A’ igual al 4ngulo A, podremos colocar el primero

sobre el segundo, y entonces el punto B' caerd en B' y el punto C' en C";
pero como tenemos ademas

AB AC
ArB' - A!Gi
L ]
tendremos por consiguiente
AB AC
AB" AC"

L

de lo cual resulta (Teor. LXI1IL. Recip.) que la linea B"'C' es paralela al la-
do BC. '

El tridngulo AB"C" es, pues, (Teor. LXII) semejante al triangulo

ABC, y lo mismo sucede, por consiguiente, con ¢l tridngulo A’B'C' que es
igual al tridngulo AB"C".

'Aplieaciunaa' de los teoremas relativos 4 la seme-
janza de los triangulos.

86. Teorema LXIX.
—Si desde el vértice del
angulo recto de un trian-
gulo rectangulo se baja
una perpendicular a la
hipotenusa:

{.° Los dos triangu-
los parciales son semejantes entre sty tambien al trian-
gulo total, : | | Sl
9.° Cada cateto es medio proporcional entre la hipo-
‘tenusa y su proyeccion sobre ella;
3.° La perpendicular es media proporcional entrelos
dos segmentos de la hipotenusa;
4.° Los cuadrados de los catetos son enire St cOmo Sus
proyecciones sobre la hipolenusa. - .
1° Sea AD la perpendicular bajada 4 la hipotenusa desde el vértice JL
del dngulo recto, la cual divide al tridngulo BAC en otros dos ABD y ADU
El trisngulo ADC tiene el &ngulo C comun con el tridngulo Ljutal. Yy como
ambos son rectangulos, tienen dos angulos respectivamente iguales y por
consiguiente son semejantes (Teor LXVI, Cor. 1 %) ' |
Del mismo modo se demostraria que 8l tridngulo ABD ¢s tambien se-

mejante al tridingulo ABC;y los triangulos ABCy ADC semejantes a4 un
tercero serdn semejantes entre si.
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29 Dela sémejanza del tridngulo ABD e¢on el tridngulo total resulta:

AB BD —g
’ St e VN B*=BC(
; T AR dl‘t' donde A BC <BD

Comparando igualmente el tridngulo ADC con el ABC tendremos
JAC CD : =2
TBC = AC’ de donde AC"=BCx<BD.

39 De la semejanza de los tridngulos parciales enlre si, se infivie:
AD DG —8_ :
BD =AD" de donde AD"= BD < D(C

&.° Acuabamos de enconlrar que
AB=BCx<AD y AD’=BCxDC.
Dividiendo miembro @ miembro estas dos ecuaeiones, resulla
AB' _ BD

AD:” DC

Escolio. Sumando las igualdades

=

" AB" =BCXBD y AD'=CDXDC
resulta AB" +-AD* =BC (BP+DC)=ACXAC=AC"
teorema llamado del cuadrado de la hipotenusa (Teo-
rema LX) y por otro nombre teorema de Pitdgoras.

Semejanza de poligonos.

87. DErINICION. —
Dos. poligonos son se-
mejantes estan com-
puestos de un mismo
nimero de tridngulos '
semejanles  y semejan-
temente dispuestos.

88. Teorema LXX. Dos poligonos semejantes tie-
nen los angulos homdlogos iquales y los lados homdlogos
proporcionales. _

89. Teorema LXXI. Los perimelros de dos tridn-
gulos; y en general de dos poligonos semejantes, son pro-
porcionales a sus lados homdlogos.
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LIBRO CUARTO. Ay

e

Propiedades de los poligonos regulares.

90. Derivicion. Un  poli-
gono es regular cuando tie-
ne todos sus-angulos iguales y

todos sus lados tambien igua-
les.

El poligono adjunto ABCDEFGH
es un poligono regular.

Segun esta definicion el poligono regu-
lar de tres lados es el triangulo equilitero,
puesto que sabemos que el triAngulo

: equilatero es tambien equiéngulo (Teo-
rema XVI, Corol.) El cuadrilitero regular es el cuadrado.

En general cuando se sabe el nimero n de los lados de un poligono
regular es facil inferir el valor del ngulo interior A formado por dos la-

dos adyacentes de este polfgono, pues estard representado por la ex-
presion

n—2 .
2R
9

Un poligono ABCDEF est4 ins-
crito en una circunferencia 6 una
circunferencia estd circunscrita 4
un poligono, cuando todos los la-
dos de este son cuerdas de la cir-
cunferencia.

Un poligono HYJLMN esta “cir-
cungerito & una circunferencia ¢
una circunferencia esta tnscrita en
un poligono, cuando los lados de éste son tangentes a
la circunferencia.

91. Teorema LXXII.—En fodo poligono regular las
bisectrices de los dngulos inleriores concurren en un mis-
mo punio.

A=
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Corolario. A todo poligono reqular se le puede cir-
cunscribir una circunferencia, pero no se le puede cir-
cunscribir mds que una.

Escolio. El radio de la circunferencia circunscrita
4 un poligono regular se llama rddio de este poligono.

92. Teorema LXXIII.—Las perpendiculares levanta-
das en los puntos medios de los lados de un poligono re-
gular se encuentran todas en un 'mismo punto.

Corolario. A todo poligono regular se puede inscri-
bir una circunferencia, pero no se le puede inscribir mas
que una. |

Escolio. El radio de la circunferencia iascrita a un
poligono regular se llama apotema (1) del mismo.

El centro comun de la circunferencia circunscrita
al poligono se ltama centro del mismo.
El 4ngulo formado por dos radios que van a parar 4

los extremos del mismo lado es constante, y su valor es

IR

evidentemente igual 4 22, siendo n el niimero de lados.

“del poligono. Este énﬂ'ulo se llama dngulo en el ceniro
del poligono. |

93. Teorema LXXIV.—Dos poligonos regu!ares del
mismo numero de lados son semejantes.—Los radios y
las apolemas de dwhﬂs poligonos son proporcionales d sus
lados. |

Corolario. Los perimetros de dos poligonos requlares
de un mismo numero de lados son proporcionales d los
radios y d las apolemas. |

Las dreas de dos poligonos requlares son proporcio-

nales d los cuadrados de sus rddios y de sus apolemas.

94. TroreMa LXXV.—El drea de un poligono re-
gular es iqual d su perimetro mult:phcadn por la mitad
de la apotema.

(1) De las palabras griegas apo, lejos de y tithemi, poner.
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Tracemos la apotema Oa_y unamos
el centro O con los vértices del poligono,
el cual quedara dividido en tantos tri4n-
gulos iguales como lados tenga; pero co-
mo cada uno de ellos tiene por medida

Oa
AB¢ T todos tendrin la misma su-

perficie. Siendo este poligono un exé-

gono, su drea sera igual ﬁﬁAH}(p;f-,

0 al perimetro del exdgono, 6AB multi-
Ua

plicado por la mitad de la apotema e

Si en general designamos con P el perimetro de un poligono regular,
con & su apolema, y con A su drea, lendremos

il
ﬂa—PX—é .

95 Treorema LXXVI. E!l lado del cuadrado es al

rddio del circulo circunscrito como V2 -es d la unidad.
96. Trorema LXXVIL. El lado del exdgono regular
es iqual vl radio del circulo circunscrito.
97. Teorema LXXVIIL.. El lado del triangulo equila-

tero es al radio del circulo circunscrito como \/3 esal.

Madidaﬂ' de la longitud de la geircunferencia
y del area del circulo.

98. PRELIMINARES.—
Dado un circulo, inscri-
bamos en él un poligono
regular de cualquier nii-
mero de lados, por ejem-
plo, el cuadrado AGEC;
y despues el poligono
ABCDEFGH dedoble nu-
mero de lados; luego el
AaBbCec.... de doble nu-
mero de lados que el an-

terior; y asi sucesivamente.
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‘No hay més que mirar la figura para echar de ver:

1.°  Que el perimetro de cada uno de estos poligonos
vd aumentando ¢ medida que se duplica el numero de
lados, pero que continva siendo menor que la circunfe-
rencid; :

2.° Que lu superficie de los poligonos va siempre
aumentando, pero continia siendo menor que la del
circulo; _ 3 |

3.° Que las dreas y los perimelros de estos poligo-
nos tienden a confundirse con el drea -del circulo yioon

la circunferencia.

Segun esto, podremos sustituir el area del circulo y su circunferen-
- cia al drea y al perimetro de un poligono inserito de un nimero de lados
suficientemente grande para que la diferencia sea despreciable, y ademas

esta diferencia se podra hacer tan pequeiia como se quiera aumentando
¢l nimero de ‘ados del poligono

De este modo podemos considersr al eireulo como un po’igono regular
de infinito niimero de lados, ¥ entonces todas las propiedades de los poli-

gonos regulares, que son independlentvu del ntmero de lados, podrin
aplicarse al circulo.

Asi es como los teoremas LXXIV y LXXV nos conducen 4 los dos si-
guientes:

99. Trorema LXXIX. 1.° Las circunferencias son
proporcionales d sus rddios.

2.° Las dreas de dos circules son proporcionales a@
los cuadrados de sus radios.

Corolario 1.° Existe una razon constante enlre la
circunferencia y el rddio, y por consiguiente entre la
circunferencia y su diamelro.

Corolario 2.° Exisle una razon canstantﬂ entre el
area del circulo y el cuadrado de su radio.

100. Teorewa LXXX. E! drea de un circulo es
iqual & la mitad del producto de la circunferencia por
el radio. |

Corolario. La razon del darea del circulo al cuadra-
de del radio es iqual d la razon de su circunferencia al
diametro.

-
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Escolo. El valor de la razon de la circunferencia al
didmetro, segun acabamos de ver, es un nimero cuyo
conocimiento es esencial para la resolucion de todas las
cuestiones que conducen 4 céalculos acerca de la cir-
cunferencia 6 acerca de un circulo cualquiera.

Este nimero se designa comunmente con la letra

griega = (pi) (1). Tenemos, pues, por definicion

curcunferencia O _ : _
fﬂr =m, dé donde circunferencia 0=2xr,

y circulo O=circunf"OX Z=2rrX~==r . (2)

Escolio. El nimero = es inconmensurable, su valor
aproximado es

n=3,141592.. ..

101. Trorema LXXXI.—E! drea de un sector ACB tie-

ne por medida la longstud de su arco AB multiplicada
por la mitad del rdadio. '

Escolio. El area de un segmento circular ACB, es

igual la del sector circular correspondiente OABC ménos
la del tridngulo AOB. .

(1) La T esla primera letra de la palabra griega perifercia, circunfe-
rencia.

.(2) En estas férmulas r designa el radio.
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PROBLEMAS DE GEOMETR{A PLANA.

102. Dapa una RECTA AB DpIVIDIRLA
EN DOS PARTES IGUALES POR MEDIO DE UNA
PERPENDICULAR. Desde los puntos A y B,
como centros, con yn mismo radio, ma-
yor que la mitad de AB, se describen
dos arcos que se corten en C, encima de
AB; se hace despues Ja misma construc-
cion por debajo, y CD sera la perpendicular pedida.

103. Despe UN pUNTO D DADO FUERA DE UNA RECTA AB
BAJAR UNA PERPENDICULAR A DICHA REC-
TA. Desde el punto D como centro,
se traza una circunferencia que cor-
te 4 la linea AB en los puntos A y B;
desde estos puntos como centros, y con
un radio mayor que la mitad de AB,
se describen dos arcos que se corten
en G, se unen los puntos D y G, y se

tendra la perpendicular pedida.

104. EN ux pPuNTO A DE UNA RECTA CB LEVANTAR
UNA PERPENDICULAR A DICHA RECTA. Tomo sobre la rec-
' ta dada, a uno y otro lado del punto
A, dos partes iguales AB y AG; ha-
ciendo centro en los puntos B y (,
con un radio mayor que AB, descri-
bo dos arcos, los cuales se cortaran
en D; uno dicho punto con A, y la-
recta DA sera la perpendicular pedida.

105. LEVANTAR UNA PERPENDICULAR EN.EL EXTREMO A
DE UNA RECTA AC QUE NO SE PUEDE PROLONGAR. Tracese
una circunferencia que pase por A, y corte a AC en un
punto cualquiera C; tracese tambien el diamelro BG y
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la cuerda AB, la cual sera la per-

pendicular en el extremo A de la
recta dada.

106. Por uN puNTO G FUERA DE
UNA RECTA GD TIRAR UNA PARALELA
A picHA RecTA. Desde el punto A
como centro y con un radio bas-
tante grande se traza el arco. inde-

finido FK.- Desde el punto F como
ceniro, y con el mismo radio, se
describe el arco GH, y tomando

AF=GH, se traza la AG, que sera la
paralela pedida,

107. Por uN puNTO D DADO EN UNA mECTA DF FOR-
MAR CON ELLA OTRO IGUAL A
UN ANGULO DADO A. Desde el
punto F como centro, y con
un radio bastante grande, se
describe el arco indefinido
FE, sobre el cual se toma el
arco BG a partir del punto F. Se determina asi el pun-
to E, y tirando la DE, se tiene el dngulo D=A.

108. CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS UN LADO G ¥ pos
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Anctros AB. En los extremos de la recta AB=C se
construyen dos éngulos A y B respectivamente iguales
4 los dados, v el tridngulo ABC sera el pedido.

109. CONSTRUIR UN TRIAN-
GULO DADOS DOS LADOS m Y
N Y EL ANGULO COMPRENDI-
po K. En el extremo A
de una recta AB=m se
construye un angulo
A=K, se toma sobre la
recta AE una parte AC=n,se tira la AC, y el triangulo
ABC seré el pedido. ‘

110. CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS LOS TRES LADOS
m, n Y p. Haciendo centro en los
extremos de una recta AB=m,
se describen dos arcos con dos
radios iguales @ n y p; se trazan,
desde el punto C de' interseccion
de estos dos arcos, las rectas CA
y CB, y el tridngulo ABC seré el pedido.

111. DivipiR UN ANGULO A EN DOS PARTES IGUALES.
Desde el vértice A del angulo, con
un rédio cualquiera, se describe un
arco BC, y desde los puntes B y G,
,. , con un radio mayor que la mitad de
PN 1. cuerda del arco BA, se describen
dos arcos, se une el punto de interseccion D con el vér-
tice A, la AD sera la bisectriz, y por consiguiente, el
angulo quedara dividido en dos partes iguales.

« 112. DADO UN CIRCULO 6 UN ARCO HALLAR SU CENTRO.
Elegidos tres puntos en dicho arco ¢ circunferencia se
unen con dos cuerdas, y la interseccion de las ‘perpen-
diculares 4 estas cuerdas en su punlo medio sera el

centro pedido,
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113. TRAZAR UNA CIRCUNFEREN-
CIA QUE PASE POR 10S YERTICES DEL
TRIANGULO ABC. En los puntos
medios de los lados AB y AC se
levantan perpendiculares, y ha-
ciendo centro en el punto de in-
terseccion 0, se describe con un
radio OA una circunferencia, que
pasard por los tres vértices.

114. Por UN PUNTO A DADO EN

. UNA CIRCUNFERENCIA B TRAZAR UNA

TANGENTE A DICHA CIRCUNFERENCIA.
Tracese el radio BA al punto de
tangencia, y la recta CD, perpen-
dicular 4§ BA en el punto A, ser4
la tangente pedida.

115. Por uN PUNTO A FuERA
DE UN CIRCULO TRAZAR UNA TAN-
GENTE A LA CIRCUNFERENCIA. Unan-
se los puntos C y A por medio.
de la recta CA, tricese sobre es-
ta recta, como diametro, una
circunferencia, tinanse los pun-
tos de interseccion B+ D con el

punto dado A, y las rectas BA y AD serén tangentes 4
la circunferencia dada.

116. TRAZAR UNA CIRCUNFERENCIA
A LA QUE SEAN TANGENTES LOS TRES
LADOS DEL TRIANGULO ABC. Trécen-
se las bisectrices de los dngulos A
y G, las cuales se encontraran en
el punto O, centro de la circunfe-



PROBLEMAS. 63

rencia pedida, la cual tendra por radio la perpendicu~
lar bajada desde O & cualquiera de los lados.

117. Divioik UNA RECTA AB EN CUALQUIER NUMERO DE
PARTES IGUALES, POR EJEMPLO, EN CINCO. Tracese por uno
de los extremos de la recta AB otra indefinida AGC, t6-
mense en esta partes
iguales, a partir desde
el extremo comun A, y
uniendo los puntos H
y B, y trazando por los
demas D, E, F, G, pa-
. ralelas 4 HB, quedara
dividida la recta dada en cinco partes iguales. |

118. Divipir UNA RECTA EF EN PARTES PROPORCIONALES
A LAS DE OTRA RECTA AB. Tracese por uno de los ex-
tremos de la recta EF la indefinida EG; témense en

‘ esta las partes EH, HI
IK, iguales respectiva-
mente & las AC, CD,
DB; tirese la KF, y por
los puntos I, H, las pa-
ralelas IL, HM 4 la KF;
y las partes EM, ML,
LF en que ha sido dividida la EF, serdn proporciona-
les 4 las EH, HI, IK. | 7

119. HALLAR UNA CUARTA PROPORCIONAL A TRES RECTAS
DADAS M, 7, p. Témense en uno de
los lados de un &ngulo cualquiera
A, los dos primeros términos de la
proporcion, es decir, AE=m, ¥y
EB=n, témese igualmente en el
otro lado el tercer término AD=p,
y trazando la recta ED, y por B la paralela BG, tendre-
" mos DC, que es la &, cuarta proporcional pedida,
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120. HALLAR UNA MEDIA PROPORCIO-
NAL ENTRE DOS RECTAS DADAS M Y 7.
Trazande sobre la BC, igual 4 m y n,
media circunferencia, la perpendicu-
lar BD, levantada en el punto comun
B, sera la media proporcional.

121. INSCRIBIR UN CUADRADO EN
UN CiRCULO. Tracense dos didme-
tros perpendiculares AB y CD,
inanse sus extremos, y la figura
resultante ACBD es un cuadrado
inscrito.

122. INSCRIBIR EN UN CIRCULO UN
EXAGONO REGULAR Y "UN TRIANGULO
EQUILATERO. Llévese el radio como
cuerda sobre la circunferencia, v
esta quedara dividida en seis arcos
iguales AB, BC, etc., tirando las
cuerdas de los seis arcos se tendrael
exdgono regular inscrito ABUDEF.
Tirense las cuerdas AC, CE, EA de
los arcos duplos, y se tendra el
tridngulo equilatero inscrito ACE.
123. Repucir uN poLicono ABCDE A OoTRO EQUIVALEN-
TE QUE TENGA UN EADO MENOS. Por los
extremos B y D de dos lados adya-
centes BC y CD, tracese la diagonal
BD, prolénguese la AB, tirese por G
una paralela & la diagonal, unase el
punto F con D, y se tendra el polige-
no AFDE equivalente al propuestoy de un lado meénos.

124. REDUCIR UN TRIANGULO A CUADRADO EQUIVALENTE.
Héllese una media proporcional entre la base y la mitad
de la altura, y constriiyase sobre ella un cuadrado.




GEOMETRIA DEL ESPACIO.

LIBRO PRIMERO.
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Introduccion.

125. Trorewa LXXXIL —Una recta que tiene mds de
un punto comun con un plano estd toda ella. en el plano.

Supongamos, en efecto, que una recta tenga dos puntos A y B, comunes
con un plano P; y pars abreviar, llamemos D & esla recta, digo que toda
ella esta contenida en el plano. Siendo el plano una superficie tal que se
puede aplicar 4 ella una recta en todos sentidos, habra siempre en el pla-
no P una recta que pase por los dos puntes A v B, la cual coincidird con
la recta D, pues dos reclas que tienen dos puntos comunes coinciden. La

recta D estd, pues, situada toda entera en el plano P, con el cual tiene dos
punlos comunes.

126. Trorema LXXXIIL.—Tres puntos, que no estdan
en linea recta, determinan la posicion de un plano; é lo
que es igual, por tres puntos, que no estdn en lineg rec-

la, puede pasar-un plang y no puede pasar mds que un
solo plano. S g

1.° Seanlos tres puntos A, By C.
Digo que por estos tres puntos se pue-
de siempre hacer pasar un plano; en
efecto, siempre se puede concebir que
tomando un plano se le haga pasar
desde luego por dos de estos pantos,
por ejemplo A y B,y despues ha-
ciéndole girar alrededor de AB en
el espacio, se le den diversas posicios
nes hasta que pase pbr el punto C.

Hagamos notar ademas que, segun el teorema anterior, todo plano que
Pase por los tres puntos A, B y C. contendra las tres reclas AB, AC y BC.

2. Esto supuesto, digo que dos planos no pueden pasar por los mis-
mos tres puntos sin confundirse uno con otro, para lo cual vamos & de-
mostrar, que si se conciben dos planos que pasen por estos tres puntos’
A, B y C, todo punto m tomado en uno de ellos pertenecerd tambien al

GERomMeTRiA 5
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otro. En efecto, si en ¢l plano en que hemos supuesto que tomébamos el
punto m, trazamos una recta que corte en py en ¢ &4 las dos rectas ABy
AC, por ejemplo, la recta pq estari toda ella en cada uno de los dos pla-
nos, pues segun la observacion precedente, los puntos p y ¢ pertenecen
4 los dos planos, por ser puntos de las rectas AB y AC. Ahora bien, ha-

llindose toda la recta pg en cada uno de los dos planos, debe suceder 1o
mismo con el punto m que forma parte de ella.

Corolario 1.° Una recta y un punto situado fuera de .
ella determinan la posicion de un plano.

Corolario 2.° Dos rectas que se cortan determman
la posicion de un plano.

Corolario 3.° Dos rectas pamle!as determinan la pn-
sicion de un plano.

Corolario 4. Por un punto dado en el espacio no se
puede trazar mds que una sola paralela ¢ una recta
dada.

127. Trorema LXXXIV.—La interseccion de dos pla-
10§ es una linea récla.

Rectas y plﬁnna perpendiculares.

128. Deriniciones.—Cuando una recta corta a un
plano, el punto de interseccion se llama pié de la recta
en el plano. _

Una recta se llama perpendicular d un plano, cuan-
do es perpendicular 4 todas las rectas que pasan por
su pié en dicho plano. : |

Cuando una recia es perpendicular ¢ un plano, reci-
procamente el plano se dice que es perpendicular d la
recla.

Toda recta que no es perpendicular 4 un planoy
que tampoco esta contenida en él, se dice que es oblicua
al plano, y reciprocamente se dice que el plano es obli-
cuo a la recta. -

129. Teorema LXXXV.—S8i una recta es perpendicu-
lar @ otras dos que pasan por su pié en un plano, es per-
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pendicular d otra cualquiera recta que pase por su pié

en dicho plano, y por consiguiente es perpendicular al
mismo.

Sea AP una recta perpendi-
cular a otras dos PB y PC, que
pasan por su pié en el plano
MN. Digo que es tambien per-
pendicular 4 cualquiera recta
PD que pase por su pié en el
mismo plano.

Para demostrarlo, tracemos
una recta BC que corte & las
tres lincas PB, PD y PC; prolon=
guemos la AP hicia ¢l otro lado
del plano, y tomemos ¢n su pro-
longacion la parte PA'=PA. He-
cho esto, unamos los puntos A
A' con los puntos B, D y C. Siendo por construccion P el punto medio de
la recta AA', y siendo por hipétesis PB perpendicular & AP, tendremos
AB=A'B (Teor. VIII); y por igual razon AC=A'C.

De lo cual resulta que 16s dos tridngulos ABC y A'BC son iguales por
tener sus lados respectivamente iguales. Los triangulos ABD y A’BD son
tambien iguales por tener dos lados respectivamente iguales & igual el
angulo comprendido; luego AD=A'D. |

La recla PD tliene, pues, dos puntos P y D equidistantes de los puntos
Ay A', luego es perpendicular 4 la recta AA' en su punto medio; luego
reciprocamente AP es perpendicular 4 la recta PD, la cual ha sido trazada
por su pié en el plano MN. -

130. Trorema LXXXVI.—Por un punto dado en una
recta, ' |

1.° Se puede hacer pasar un plano perpendicular d
dicha recta, | -

y 2.° No se puede hacer pasar mds que uno.

Corolario 1.° Todas las perpendiculares que se pue-
den levantar d una recta en un punto dado en ella estdn
contenidas en un mismo plano, que es el plano perpend:-
cular d esta recta en dicho pundo. :

Corolario 2.° El plano perpendicular en el punto me-
dio de una recta es el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de los extremos de dicha recta.
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131. Teorema LXXXVII.—Por un puntn dado fue-
ra de una recta,

1.” Se puede hacer pasar siempre un plano perpen-
dicular d dicha recta,

y 2.° No se puede hacer pasar mds que uno.
132. TEroRrEMA LXXXVII
plano,

1.° Se puede levantar una perpendicular ¢ dicho
plano,

y 2.° No se puede levantar mds que una.

133. Trorema LXXXIX —Desde un punto dado fuem
de un plano,

1.” Se puede bajar siempre una perpendicular d di-
- cho plano,

y 2.° No se puede bajar mds que una.

134. Teorema XC.—/Llamado tambien teorema de
las tres perpendiculares.) Si desde un punto P tomado
fuera de un plano se baja d dicho plano la perpendicular
Pp y una oblicua PQ, se une el pié de la -perpendicular
con el de la oblicua, y despues se traza en el plano y por
el pié Q de la oblicua wuna perpendicular RS d la linea
de union Qp, esla recta RS es perpendicular d la oblicua.

Para demostirarlo, tomemos en
la recta RS dos puntos R y S equi-
distantes del punto Q, y unamos-
los 4 los dos puntos P y p.

Siendo por construccion la RS
perpendicular 4 la p{), las longi-
tudes pR y pS serdn iguales. Ade-
mas, como la linea Pp es por hipo-
tesis perpendicular al plano MN,
los dngulos PpR y PpS son iguales
por ser rectos, y los dos Liridn-
gulos PyR y PpS son tambien

iguales, por tener dos lados respectivamente iguales é igual el angulo
comprendido. De lo cual resulta que el punto P equidista de los puntos R
y S; luego la recta PQ es perpendicular &4 la RS en su punto medio; luego

reciprocamente RS es perpendicular & la PQ
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De la perpendicular y de las nbliuuas trazadas
desde un punto & un plano.

135. Teorema XCI.—Si desde un punto dado fuera
de un plano se bajan d dicho plano una perpendicular
y varias oblicuas;

\.°. La perpendicular es mds corta que cualquiera
ablicua;

2.° Las oblicuas, cuyos piés eqmdzstan del pié de la
perpendicular son iquales;

3.° De las oblicuas, cuyos piés no equidistan del de la
perpendicular, aquella que mds dista es la mayor.

Escolio I. De este teorema resulta que desde un
mismo punto se pueden bajar 4 un plano una infinidad
de oblicuas iguales, y que los piés de todas estas obli-
- cuas estan situados en una circunferencia, que tiene
por centro el pié de la perpendicular bajada desde di-
~ cho punto al plano.

Escolio II. Siendo la perpendicular la linea més
corta que puede trazarse desde un punto 4 un plano,
se toma como medida de la distancia del punto al
plano.

Paralelismo de las rectas y de los planos.

136. DeriNicioNES.—Dos planos se llaman paralelos
cuando no se encuentran por mds que sc prulunguen.
Segun esta definicion es evidente que: -
St dos planos son paralelos toda recta irazada en
uno de ellos es paralela al otro. |
137. Teorema XCII.—Cuando dos rectas son parale-
las, st una de ellas es perpendicular ¢ un plano, la otra
lo es tambien. .
Reciproco. Dos recias perpendiculares d un mismo
plano son paralelas entre si. |
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Corolario. Dos rectas paralelas ¢ wna lercera son
paralelas entre si.

138. Tromrema XCIII.—S:i dos rectas son paralelas,
todo plano trazado en la direccion de una de ellas es pa-
ralelo al otro. | . _
- Escolio. Cuando dos rectas son paralelas se puede
hacer pasar por cada una de ellas una infinidad de pla-
nos paralelos d la otra. -

1er. Reciproco. Todo plano trazado en la direccion
de una recta paralela ¢ un plano corta d éste en una li-
nea paralela d dicha recta. :

2.° Reciproco. Dada una recta y un plano parale-
los, st por un punto del plano se traza una paralela d
la recta, la paralela estard toda ella en el plano.

Corolario 1.° La interseccion de dos planos que pa-
san por dos reclas paralelas entre si es paralela d estas
dos rectas. . .

Corolario 2.° Una recla paralela d dos planos que
se cortan es paralela a su interseccion.

Corolario 3.° Cuando dos rectas son paralelas, todo
plano que corta @ la una corta lambien d la olra.

139. Teorema XCIV.—Si dos angulos BAC y B'A'C’,
no situados en un mismo plano, tienen sus lados parale-
los y dirigidos en el mismo sentido, |

}.° Esos dngulos son iguales.

2.° Sus planos son paralelos.

1.° Los angulos BAC y B'A’C’ sun iguales.’
Tomemos AC=A'B', y AC=A'C'y des-
pues tracemos las rectas AA',BB', CC’', BC
y B'C', 5
El cuadriliftero AA'B'B, que tiene sus
dos lados AB y A'B' iguales y paralelos,
es un paralelogramo; luego el lado AA’ es
igyal y paralelo al lado BB'; por la misma
razon la recta CC’ es igual y paralela &4 AA’,
Las dos lineas BB' y CC’ son pues iguales y
paralelas y BB'C'C es un paralelogramo,
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De lo cual resulta que BC=B'C’ Yy que por consiguiente los dos tridn-
gualos ABC y A'B'C''son iguales, por tener sus lados respectivamente i igua-
les. De lo que se infiere la irualdad de los angulos BAC y B'A'C'.

2.° Los planus de estos dngulos son paralelos.

En efecto, si estos planos no fuesen paralelos, su mlersﬂﬁmnn deberia

ser paralela 4 la vez 4 las dos rectas AB y AC (Teor. XCIHI, Recip. 1.°) lo
cual es imposible, .

140. Trorema XCV.—Una recta y un plane perpen-
diculares d una misma recta son paralelos.

141. Teorema XCVI.—Dos planos perpendiculares d
una misma recta son paralelos entre si,

Interseccion de las rectas y de los plannu
paralelos.

142. Trorema XCVIL.—Si 4 dos planos paralelos
corda un tercer plano, las intersecciones son paralelas.

143. Teorema XCVIII.—Las
partes de paralelas compren-
didas enlre planos paralelos son
iquales.

144. Trorema XCIX.-Si tres
planos paralelos cortan a dos
rectas. cualesquiera, las dividen
en segmentos proporcionales.

Sean las dos rectas AC y DF cortadas por tres planes paralelos P, Q N
R, digo que entre los segmentos de las rectas, tendremos la proporcion

AB DE

U ER

Tracemos por el punto D una paralela & la AC que cortara & los pla-
nos Qy R en los puntos B' y ! Segun el teorema anterior, tendremos

DB'=AB y B'C'=BC.

Pero las dos rectas DF y DC' determinan un pla:iu que corta 4 los dos
plands paralelos Q y R en la direceion de las dos rectas EB' v FC »que
son paralelas (Teor. XCVII', y entonces el tridngulo DFL' da la proporcion

' ‘ AB DE
11;% s _]EE_ de donde resulta BC : EF °
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De los angulos formados por los planos.

145. Deriniciones. —Se Ilama din-
gulo diedro (1) (6 més brevemente
diedro) la figura formada por dos
planos ABC y DBC, que se cortan,
suponiendo 4 cada uno de ellos Ij-
mitados en un sentido por su in-
terseccion BC.

Estos planos se llaman caras del

angulo diedro, y su interseccion
recibe el nombre de arista (2).

Un libro entreabierto presenta la imagen de un die':dru.

Un angulo diedro se designa de dos modos, 6 bien
con las dos letras de la arista CB, 6 bien con cuatro le-
tras, una de cada cara y dos de la arista, cuidando de
poner enmedio estas Gltimas del modo siguiente: ABCD.

Cuando dos planos se cortan y se
consideran prolongados por su inter-
seccion se vé que forman cuatro 4n-
gulos diedros,

Los dos diedros DABC’ y CABD/
que las caras del uno son prolonga-
cion de las caras del otro se llaman
opuestos por la arista.

Dos diedros CABD y CABD’ que
tienen la arista AB y una cara CB comun y que las
otras dos caras BD y BD’ son un mismo plano se llaman
adyucentes.

Se llama plano bisector (3) de un angulo diedro un

(1) Delas palabras griegas dis, dos y edra, base.
(2) De la palabra latina aerista, arista, punta de la espiga. ;
(3) De las dos palabras latinas bis, en dos partes y sectvr, el que corta.
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plano que trazado por la arista de este diedro le divide
en otros dos diedros iguales (1).

Cuando un plano ABD
corta a otro CBC’ formando
dos é&ngulos diedros adya-
centes CABD y C’ABD igua-
les, se dice que el primer
~plano ‘es perpendicular al
segundo. Cada uno de los
angulos diedros asi formados se llama diedro recio.

146. Teorema C.—Por una recta dada en un- plano
no se puede levantar mds que un solo plano perpendicu-
lar al primero.

Corolario. Todos los diedros rectos son iquales.

Un diedro es obtuso 6 agudo segun que €S mayor ¢ menor (que un recto.
Dos angulos diedros son suplemenlarios cuando susuma .es igual a dos
dngulos rectos; y complementarios, cuando juntos valen un recto.

147. Trorema Cl.—La suma de los angulos diedros
adyacentes es iqual a dos rectos. | '

Corolario 1.° Si un diedro es recto, el diedro adya-
cente tambien lo es. |

Corolario 2.° Siun plano es perpendicular @ olro,
reciprocamente el sequndo lo es al primero.

Corolario 3.° La suma de todos los dnguloes diedr 0
consecutivos formados hdacia un mismo lado de un plano
es iqual d dos rectos.

Corolario 4.° La suma de todos los dngulos diedros
consecutivos, formados alrededor de una recta por va-
ri08 planos que salen de ella es igual a cuatro rectos.

(1) Como se vé todas estas definiciones estdn calcadas sobre las dadas
en |la Geometria plana para los 4ngulos formados por dos rectas que se
cortan (argulos planos), analogia que seguird en los leoremas & que pue-
den dar lugar los &ngulos formados por dos planos que se corlan (dngulos
diedros).

L

i
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148. Teorema CII.—Zos dangulos diedros opuestos por
la arista son iguales. |

149.  Teorema ClII.—Las interseccio-
nes de las dos caras de un mismo dnqu-
lo diedro por planos perpendiculares d
la arista forman siempre entre st el
mismo angulo.

Sieffdo los planes cad y c'a/d’ perpendiculares &
la arista AB del diedro, son paralelos entre si; y por
tanto las rectas ac y a'c’, que resultan de la inter-
. seccion de los dos planos paralelos ¢con un tereero,
son paralelas entre si (Teor. XCVIL); por igual razon lo son tambien las

rectas ad y a'd’. :
Los angulos cad y c¢'a’d’ son, pues, iguales, por tener sus lados parale-
los y dirigidos en el mismo sentido (Teor. XCI.)

Escolio. El angulo cad se llama dngulo rectilineo 6

angulo plano correspondiente al dngulo diedro CABD.
Se puede decir tambien que el dngulo plano corres-

pondiente ¢ un angulo diedro es et dngulo formado’por
las perpendiculares d su arista levantadas en cada una
de sus caras, porque como la arista AB es perpendicu-
lar al plano cad, es perpendicular 4 las reclas ac y ad,
que estan eontenidas en este plano.

150. Teorema CIV.—Si dos dngulos diedros CABD y
C’A’B'D’ son iguales, sus dngulos planos correspondien -
tes cad y c'a’d’ son iquales.

En efecto, siendo ignales los dn-
gulos diedros, podemos hacerlos
coincidir, colocando, por ejemplo, el
diedro C'A’B'D'" sobre el diedro
CABD; importando poco que el pun-
to a' caiga en @ 6 en otro punto,
puesto que sabemos, que el dngulo
plano correspondiente & un angulo
diedro es el mismo cualquiera que
sea el punto de la arista en que se
forme.

Corolario. A un dngulo diedro recto, corresponde un
angulo plano reclo,
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151. Teorema CV.—Dos dngulos diedros son pro-
porcionales d sus dngulos planos correspondientes.

Corolario. La medida de un dngulo diedro es su dn-
gulo plano, correspondiente.

De lns'plan‘ua perpendiculares entre si.

152. Trorema CVI.—S: dos planos son perpendicula-
res entre si, toda recta trazada ew uno de ellos perpen-
dicularmente d su interseccion es perpendicular al otro.

153. Teorema CVIL.—Si una recta es perpendicular
d un plano, todo plano que pase por ella es perpendicu-
lar al primero. ,

Corolario 1.° Si dos plunﬂs son perpendiculares d un
tercero, la interseccion de los dos primeros serd per-
perdicular d este tercer plano.

Corolario 2.° Por una recta no perpendicular d un
plano se puede siempre hacer pasar un plano perpendi-
cular al primero, pero no se puede hacer pasar mas
queé uno.

154, “Teorema CVIIL.—Un plano y una recta perpen-
diculares ¢ un mismo plano son paralelos.

Proyeccion de una recta sobre un plano.

155. DrriNicioN. Se llama
proyeccion de un punto A del
espacio sobre un plano MN el
pié a de la perpendicular baja-
da desde el punto al plano.

Esta perpendicular se llama
recta proyectante, y el plano so-
bre que se proyecta es el plano de proyeccion. :

Se llama proyeccion de una linea y en general de
una figura cualquiera la reunion de las proyecciones
de los puntos que componen la recta 6 la figura.
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156. Teorema CIX.—La proyeccion de una recta es
una recta. |

Escolio. El plano que contiene todas las rectas pro-
yectantes de los diferentes puntos de una recta se lla-
ma el plano proyectante de esta recta.

Segun el teorema CVII el plano proyectante de una reela es perpendi-
cular al plano sobre que se proyecta. -

157. Teorema CX.—E/ dngulo agudo que forma una
recla con su proyeccion, es menor que el que forma di-
cha recta con olra cualquiera, que pase por su pié en el
plano de proyeccion.

Escolio. Se toma por medida de la inclinacion de
una recta sobre un plano el dngulo que forma esta rec-
ta con su proyeccion sobre el plano, el cual se llama
dngulo de la recta y del plano.

De los angulos poliedros.

158. Deriniciones.—Se llama dngulo poliedro (1) y
tambien angulo sélido la figura formada por varios
planos que pasan todos por un mismo punto B y que
cada uno termina en sus intersecciones con los dos pla-
nos adyacentes.

Cada uno de los é4ngulos planos
ASB, BSC, CSD,... etc., lleva el
nombre de cara ‘del angulo polie-
dro. Cada una de las intersecciones
SA, SB, SC, ete., de las caras entre
si, se llama una arista. El punto S
por donde pasan todas las carasy
todas las aristas es el vértice del

angulo poliedro. Un angulo poliedro se enuncia con la
letra del vértice 6 con dicha letra "seguida de otra de
cada arista.

(1) De las palabras gciegas polys, muchos y edra, base.
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Los planos de dos caras consecutivas forman un dn-
gulo diedro del angulo poliedro. Los dngulos diedros vy
los dngulos planos 6 caras de un é&ngulo poliedro son
sus elementos 6 partes, como los lados y los dngules de
un poligono son sus elementos.

Se llama angulo poliedro convexo el éangulo polie-
dro cuyas caras no pueden ser cortadas por una recta
mas que en dos puntos,

El nimero de aristas, de caras y de &ngulos diedros de un 4ngulo po-
liedro es evidentemente igual.

Por lo ménos se necesitan tres planos para formar
un 4ngulo poliedro, que entonces toma el nombre de
dngulo triedro 6 simplemente de triedro (1).

Un triedro es reciangulo cuando tiene un diedro recto;
— birectdanqulo — dos diedros rectos;
— trirectanqulo —  lres diedros rectos.

. Dos angulos poliedros
SABCD y SA’B/C’'D’ se
llaman opuestos por el
vértlice cuando las aris-
tas del uno son prolon-
gacion de las arislas
del otro. "

Es evidente que los 4ngulos
diedros sog respeclivamente
iguales y que tambien lo son
los dangulos planos; pero se
puede facilmente concebir que estos elemen'os estin dispuestos en un
Orden inverso en uno y en otro, lo cual impide que los dos &ngulos po-
Jiedros sean superponibles, aun cuando todos sus elementos sean respec-
tivamente iguales, por lo cual se los llama simétricos.

159. Lewma.—Si desde un punto tomado en el inlerior
de un dngulo diedro se bajan dos perpendiculares d sus
dos caras, el dngulo de dichas perpendiculares es suple-

(1) De las palabras griegas Irefs, lres y edra, base,
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mento del diedro (esto es, del angulo plano currespun-
diente al angulo diedro).

160. Teorema CXI.—Si desde un punto tomado en
el interior de un triedro se bajan perpendiculares d los
planos de sus caras, estas tres rectas son las aristas de
un sequndo triedro, cuyas caras son’los suplementos de
los dangulos diedros del primero.

Reciproco. Las caras del primer triedro son los su-
plementos de los angulos diedros del segundo.

Escolio. Dos triedros se llaman suplementarios cuan-
do las caras del uno son suplementos de los angulos
diedros del otro.

161.  Teorema CXIL.—En lodo dngulo triedro un dan-
gulo plano cualquiera es menor que la suma de los
otros dos y mayor que su diferencia.

- 162. Teorema CXIII.—La suma de todos los dngulos
planos de un poliedro conveao es menor que cualro rectos.

163. Teorema CXIV.—La suma de los diedros de un
triedro es mayor que dos rectos y menor que seis.

164. Trorema CXV.—Dos triedros son iqguales cuan-
do tienen dos dngulos 'planos respectivamente iguales,
tqualmente dispuestos é igual el angu!a diedro compren-
dido.

165. Trorema CXVI.—Dos triedros son iguales cuan-
do tienen un gngulo plano igual y los diedros adymntes
respectivamente iquales é iqualmente dispuestos.

166. Trorema CXVIL.—Dos triedros son iquales cuan-
do tienen sus tres angulos planos ?espar:twamente iquales
é iqualmente dispuestos. :

167. Teorema CXVIII.—Dos trwdrns son tquales
cuando tienen sus tres diedros respectivamente iguales é
tgualmente dispuestos.
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b Preliminares.

168. Deriniciones.—Se llama poliedro el cuerpo ter-
- minado por superficies planas.
Estas superficies planas con sus intersecciones su-

cesivas forman poligonos, que se llaman caras del po-
liedro.

Se llama diagonal de un poliedro la recta que une
dos vértices que no pertenecen a la misma cara. -

El poliedro mas sencillo es el que tiene cuatro caras
al cual se le da el nombre de tetraedro (1). Tambien se
dan nombres particulares 4 los poliedros siguientes:

pentaedro (2) poliedro de cinco caras.

exaedro (3) — seis = —
octaedro (4) — ocho —
dodecaedro (5) — doce —
1cosaedro (6) — veinte —

Dos poliedros son iguales cuando todos los vértices
del uno pueden coincidir 4 la vez con todos los vérti-

ces del otro; porque cntonces las aristas, coinciden vy
tambien los planos de las caras, y por consiguiente las

< caras mismas. :

Un poliedro se llama regular cuando sus caras son

(1) De las palabras griegas lefra, cuatro y edra, base.
(2) De las palabras griegas pente, cinco y edra, base.
(3) De las palabras griegas ex, seis y edra, base.

(4) De las palabras griegas-octs, ocho y edra, base.
(3) De las palabras griegas dodeca, doce y edra, base.
(6, De las palabras griegas cicesi, veinte y edra, base,
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todas poligonos regulares ¢ iguales y cuando sus 4ngu-
los diedros son todos iguales.

No bay més que cinco poliedros requlares 4 saber:

el tetraedro regular, cuya superficie est4 compuesta
de ires tridngulos equildteres reunidos de tres en tres
alrededor de cada vértice; : '-

el exaedro regular, de seis cuadrados reunidos de
tres en ires; | R Lo R D

el octaedro reqular, de ocho tridngulos ‘equiléteros
agrupados de cuatro en cuatro; a2 e

el dodecaedro regular, de doce pentagonos reunidos
en tres en tres; | Sasibis

y el icosaedro reqular, de veinte tridngulos equila-
teros reunidos de cinco en cinco.

En efecto, exigiendo un 4ngulo sélido por-lo ménos tres dngulos pla=-
nosy no pudiendo pasar estos de 360° (Teor. CXI1II:, basta ¢xaminar cua-
les son los poligonos regulares, cuyos dngulos reunidos de 3 en 3, de 4 en
4,de 5en 5, elc., den una suma menor que 4 re<tos. Ahora bien, valiendo
60° cada uno de los 4ngulos de un iridngulo equilitero, para construir un
angulo sélido, se pueden reunirestos angulosde3en 3,de 4 en 46 de 5
en 5, lo cual nos dara el telraedr, el octaedro y el icosaedro. Es evidente
que estos dngulos no pueden reunirse de 6 en 6, porque un angulo solido
tiene menos de 360 y 6 veces 60°=360". Valiendo 90° los angulos de un
cuadrado no se pueden reunir estos dngulos mas que de 3 en 3, lo cual da
el evaedro. En cuanto al pentagono, valiendo cada uno de los 4ngulos 108",
no sé podran reunir los 4ngulos més que de 3 en 3, lo cual nos darid el
tlodecaedro Valiendo cada dngulo del exdgono 120°, es imposible construir
un angulo soélido reuniendo 3 de estos dngulos; la imposibilidad de cons-
truirun dngulo sélido, reuniendo tres angulos de un poligono regular,
existe a fortiori si el poligono liene mas de seis lados; luego no hay mis
que cinco poliedros regulares. ' ' ol

Entre todas las formas que pueden tener los ‘polie-
dros existen dos tipos, cuyas propiedades sirven de
punto de partida para todas las cuestiones relativas 4
los poliedros: estos dos tipos son el prisma y la pird-
mide., 1 |
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Del prisma.

169. DerivicionEs.—Se 1lama
prisma (1) todo poliedro que tiene
dos caras ABCDE y A’B/C/D'K
que son poligonos iguales, situa-
das en planos paralelos, tuyos
lados son respectivamente parale-
los, y-las demés caras son planos
que determinan dos 4 dos los la-
dos homélogos de estos dos poli-
gonos.

Las dos caras ABCDE y
A'B'C/D’E! son las bases del prisma; y la distancia PQ
de los planos de las bases es su altura.

Las otras caras se llaman caras laterales.

Siendo las aristas AB Y A'B' iguales y paralelas, la figura A/ABB’ es
un paralelégramo y las aristas AA’ v BB sop iguales y paralelas; lo mis-
mo puede decirse de BB' de CC/ y de las demds; de modo que en un pris-
ma todas las aristas lalera‘es son iguales y paralelas.

.Un prisma se llama recto cuando Sus aristas latera-

les son perpendiculares 3 los planos de las bases, en el
caso contrario se llama oblicuo.
Las caras laterales de un prisma recto son rectingulos

Cuando se corta un prisma
AA’BB'CC’.... por un plano abede
que corla todas las aristas y que no
es paralelo &4 las bases, cada uno
de los dos sélidos Aaq Bb Ce... y
A’aB'bC’c .. en que queda dividido
el prisma lleva el nombre de tronco
de prisma..

Un prisma se llama triangular,
cuadrangular, pentagonal, exagonal,

(1) De ]; palabra griega prisma, derivada de prio, Serrdr, porque esti
Como cortado por todos lados por diferentes planos.

GEOMETRIA 6
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etc., segun que el poligono que le sirve de base sea un
riagngulo, un cuadrildalero, un pentagono, un exago-
no, ete. " :

Un prisma reclo se llama reqular cuando tiene por
base un poligono regular.

Entre los prismas nmdrangulﬂres se distingue el
que tiene por base un paralelégramo, el cual recibe el
nombre de paralelepipedo (1) (Fig. 1).

Puede, pues, definirse el pumlelepnpedu diciendo: es
un sélido cuyas caras son todas paralelégramos.

Si las aristas del paralelepipedo son perpendiculares
. al plano de las bases se dice que es recto (Fig. 2).

Si un_ paralelepipedo recto tiene por base un rec-
tangulo se le llama paralelepipedo rectangular (Fig. 3).

Por ultimo, cuando todas las caras de un paralele-
pipedo rectangular son cuadrados, recibe el numbre de
cubo (2) y es el exaedro reqular (Fig. k). o

Propiedades generales del prisma. Datarmmacmn
de su area lateral.

170. Teorema CXIX —Toda seccion par alelu a Ju
base de un prisma es igual a dicha base.

Escolio. Se llama seccion recta de un prisma el po-
ligono que resulta de la interseccion de su superficie la-
teral por un plano perpendicular 4 las aristas.

o —

(1) De las palabras griegas parallelos, paralelo, epi, sobre y pediony
plano. -
(2) Del nombre griego cybos, dado.
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171. Teorema CXX. E! r:iréa- la

teral de un prisma tiene por medida
el producto del perimetro de su sec-

cion recta por la longitud de su aris-
ta lateral.

El area lateral se compone dela reunion de
los paralelogramos AA’BB',BB'CC!, ele.
Ahora bien, siendo perpendicular 4 las atistas
el plano que determina la seccion recta, las li-
neas ab, be, ete., son las alturas de los paraleld-
gramos, y tendremos

. Superf, lal. del prisma=AA’<ab4+BB <be+.. .=AA(ab+-bc+-...)

Corolario. E! drea lateral de un prisma recto es
wgual G su altura multiplicada por el perimetro de la
base.

En efecto, la altura es igual 4 la arista, y la base a la sﬁcﬁiun recta.

172. Trorema CXXIL.—Dos prismas son iquales cuan-
do tienen un dngulo diedro igual comprendido entre una
base y una cara respectivamente iguales y semejante-
mente dispuestas. |

Corolario. Dos prismas rectos que tienen la misma
base ¢ iguales ulturas son iquales.

- 173. Teorema CXXIL.—Tydo prisma oblicuo es equi-
valente d un prisma recto que tenga la misma arista que
él y su seccion recta por base.

‘Propiedades del paralelepipedo.

174. Teorema CXXIII.—En todo paralelepipedo las
caras opuestas son iquales y paralelas.

Corolario 1.° En un paralelepipedo dos caras opues-
tas cualesquiera pueden ser tomadas por bases.

Corolario 2.° Toda seccion hecha en un paralelepipe-

do por un plano que corte sus cuatro caras laterales es
un paraleldégramo.
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175. Teorema CXXIV.—En todo paralelepipedo las
cuatro diagonales se cortan mutuamente en partes tgua-

. les.
Escolio. El punto en que se cortan las cuatro dia-

~gonales del paralelepipedo se llama centro del mismo;
porque toda recta que pasa por dicho punto y termina
en la superficie del parelelepipedo, es dividida por di-
cho punto en dos partes iguales.

Datanmnacinn del voluimen de un paralalapipadu
y de un prisma cualquiera.

176. Trorema CXXV.—Los volimenes de dos parale-
lepipedos rectangulos de iguales bases son proporcionales
a sus alturas.

Escolio. Siendo rectdngulos los paralelepipedos, las
dos dimensiones de sus bases son tambien dos de sus
dimensiones (1), de modo que el teorema puede enun-
ciarse: Dos paralelepipedos rectangulos que tienen dos
dimensiones comunes son propercionales @ sus terceras

dimensiones |
177. Treorema CXXVI.—Los volumenes de dos para-

lelepipedos rectingulos de la misma altura son propor -

cionales d sus bases. n
Escolio. Este teorema podria tambien enunciarse
asi: Los volumenes de dos paralelepipedos rectangulos
~ que tienen una dimension comun son prﬂpmcwnufes a
los prnductus de las otras dos dimensiones.
178. TrorEmMa CXXVII.—Los volumenes de dos pam-
lelepipedos rectdngulos son proporcionales d los produc-

e tos de sus bases por sus alturas. |
179. Trorema CXXVIII.—El volumen de un paralele-

pipedo rectangulo es expresado por el producto de su

(1) Las dimensiones de un paralelepipedo rectangulo son las tres aristas
de uno de sus angulos triedros.
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base por su altura (tomando por unidades de volimen y
de superficie el cubo y el cuadrado construidos sobre
la unidad de longitud). '
Corolario 1.° El paralelepipedo rectangulo tiene pnr
medida el producto de sus tres dimensiones.
Corolario 2.° E| volumen de un cubo es igual.d la

tercera potencia de su lado.

Esto explica porque comunmente se  llama cubo de un nimero a la terce-
ra potencia del mismo.

180. Teorema CXXVII.—Dos paralal&ptpedﬂ.scuulﬂs-
quiera de la misma base y de igual altura son equiva-
lentes. |

181. Teorema CXXVIII.—E! volumen de’a un paralele-
pipedo cualquiera es iqual al producto del darea de su ba-
se por su altura; porque un paralelepipedo cualquiera
es equivalente &4 un paralelepipedo rectangulo de base
equivalente y de la misma altura.

182. Teorema CXXIX.—Un plano trazado por dos
aristas opuestas de un paralelepipedo le dtvade en dos
prismas triangulares equivalentes.

Corolario. Todo prisma (riangular es la mitad de
un paralelepipedo de la misma altura y de doble base.

183. Teomrema CXXX.—E! volumen de un prisma
cualquiera es zgual al producto del drea de su base por
su altura.

De la piramide.

184, Deriniciones.—Se llama pirdmide (1) todo po-
liedro que puede ser considerado como el resultado de
la interseccion de un 4ngulo poliedro cualquiera por un
Plano que corte todas sus aristas.

Segun esto, se vé que toda piramide esta limitada por una cara poligo-

(1) De'a palabra gr'iega pyramis, devivada de pyr, llama.
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nal ABCDE y por un conjunto de tridngulos que tienen todos un vértice
comun V.

El poligono ABCDE es la base;
el punto V es el vértice 6 cuspide de
la piramide, y los tridéngulos VAB,
VBC, etc., son sus caras laterales.

La distancia Vv desde la cuspi-
de al plano de la base es la altura

de la piramide.
' Una piramide se llama regular
cuando tiene por base un poligono
regular, y su vértice se halla en
una perpendicular levantada al.
plano de la base en su centro.

La pirdmide es iriangular, cuadrangular, pentago-
nal, exagonal, etc., segun que tenga por base un {ridn-
gulo, un cuadrildtero, un pentdigono, un exdgono, etc.

La piramide mas sencilla de todas es la triangular,
que no tiene més que cuatro caras, inclusa la base, y
por eso se llama tetraedro.

Se llama pirdmide troncada 6 tronco de pirdmide un
trozo de piramide comprendido entre la base y un pla-
no cualquiera que corte a todas las aristas laterales.

185. Treorema CXXXI.—Dos tetraedros son iguales
cuando tienen un diedro iqual comprendido entre dos ca-
ras respectivamente iquales y semejantemente dispuestas.

186. Trorema CXXXII.—Dos tetraedros son iguales .
cuando tienen una cara iqual adyacente @ ires dngulos
diedros respectiwamente aguules iy semejantemente dis-
puestos.

187. Trorema CXXXIII.—Dos tetraedros son igquales
cuando tienen tres caras respectivamente iquales y seme-
jantemente dispuestas.

188. Trorema CXXXIV.—Dos pimmzdes son tquales
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cuando tienen un diedro igual comprendido entre bases

y caras respectivamente iquales y semejantemente dis-
puestas.

Todos estos teoremas se demuestran muy famlmente por medio de la
superposicion,

189. Teorema CXXXV.—7odo plano paralelo a t'a;
base de una piramide,

A.* Determina en su super ficie un poligono senaajunta '
a la base, |

y 2.° Corta sus aristas y su alturaen parles propor-
cionales. ¢

190. Teorema CXXXVI.—Dos pirdamides triangula-
res de la misma altura y de bases equivalentes son equi-
valentes.

191. Teorema CXXXVIL.—Todo prisma triangular
puede descomponerse en tres tetraedros equivalentes, uno
de los cuales tiene la misma basey la misma allura que
el prisma.

Reciproco. Toda piramide triangular es la lercera
parte de un prisma de iqual base y altura.

192. Teorema CXXXVIII.—E/ volumen deuna pira-
mide es iqual al tercio del producto del drea de su base
- por su altura.

Escolio. Este teorema nos d4 el medio para deter-
minar el volimen de un poliedro cualquiera, porque
todo poliedro puede descomponerse facilmente en pira-
mides. .

193. TeorEMA GKXXIX —Todo prisma trmngulur
troncado es equivalente a la suma de tres telraedros, que

_tienen por base comun la del prisma, y Cuy0s vértices son
los de la olra base del prisma.

Corolario. E[ volumen de un prisma triangular

troncado es iqual al producto de su seccion recta por el
tercio de la suma de sus aristas laterales.
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194. Teorema CXL.—Todo tronco de pirdmide de
bases paralelas es equivalente d la suma de tres pird-
mides de la misma altura que el troncoy que tengan por

bases su base superior, su base inferior y una media
proporcional entre ambas.

Semejanza de poliedros.

195. Deriniciones. Dos tetraedros son semejantes
cuaudo las aristas del uno son proporcionales 4 las del
olro, y estan semejantemente dispuestas.

Dos poliedros son semejantescuando est4n compues-
tos de un mismo nimero de tetraedros ‘semejantes y
- semejantemente dispuestos.

196. TeoreMa CXLI.—En dos tetraedros semejantes
las caras homdlogas son semejantes; y los dngulos pla-
nos, los triedros y los diedros homdlogos son iquales,

Reciproco. Dos tetraedros son semejantes:

1.° Cuando sus caras son respectivamente semqyuﬂies
y semejantemente dispuestus, =

2.° Cuando sus triedros son respectivamente iquales,

y 3.0 Cuando sus angulﬂs diedros son respectivamen-
le tguales y semejantemente dispuestos.

197.- Teorema CXLIL.—Si una piramide se corta por
un plano paralelo d la base, resulta una pirdmide par-
cial semejante a la todal.

198. Teorema CXLIIL.—Dos telraedros, quelienen un
diedro igual comprendido enlre dos caras respectivamen-
te semejantes y semejantemente dispuestas, son seme-

jantes.
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Cilindro.

- 199. Deriniciones.—Se llama cilin-
dro (1) circular recto al sélido engen-.
drado por la revolucion de un rectan-
gulo AA’Q0’ al girar alrededor de un
lado inmévil OO’.

Los circulos descritos por OA'Y
por O’A’ son las bases del cilindro, el
lado inmévil OO’ es su eje 6 allura, Y
el lado AA’ es la generatriz de la superficie lateral del
cilindro. ' | v

Se dice que dos cilindios rectos son semejanles cuando sus alturas son
proporcionales & los radios de sus bases, eslo es, cuando son engendrados
por r« ctangulos semejantes.

Un cilindro cualquiera se llama recto G oblicuo, segun que Sus aristas
laterales son perpendiculares G oblicuas a los planos de sus bases.

200. Teorema CXLIV.—EI cilindro circular recto es
el limite hdacia que tiende un prisma recto inscrito que
tiene. por bases dos poligonos requlares cuyo nimero de
lados aumentaindefinidamente. iy

Luego el eilindro circular puede considerarse como el limite 4 que
liende un prisma reeto inscrito 4 medida que los lados de su base y sus
caras laterales son mis num:rosos y méas pequeios.

201. Trorema CXLV.—La superficie laleral de un
cilindro circular recto tiene por medida la circunferen-
cia de su base multiplicada por su altura.

Designando con a la altura de un cilindro circular recto, con 7 el radio
de su base y con 8 su superficie latcral, tendremos la formula:

(1) De la palabra griega cylindros, derivada de cylio o cylindo, rodar
arrollar.
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S=2mra.

Siendo las areas de las bases del cilindro, iguales una 4 otra, y tenien
do por medida Tr?, la superficie total del cilindro sera

2nra--2mr®
y si representamos con S’ esta area total, tendremos:
S'=2mra-}-2mnr?
S'=2nr(a }-r).
202. Teorema CXLVI.—E! volumen de un cilindro
circular-recto es iqual al producto del drea de su base
por su altura.

Designando con r el ridio de la base de un cilindro, con 4 su altura
y eon YV su volimen, se tiene la formula:

V=nria.

Cono.

203. Drrixiciones.—Se llama cono (1) recto.de base
circular el sélido engendrado por la
revolucion de un triangulo rectan-
gulo ASO, que gira alrededor de uno
de sus catetos SO.

La base del cono es el circulo en-
gendrado por el cateto movible AO.
Este circulo tiene su centro en Oy
OA por radio.

- El cateto inmdvil es el eje 6 altu-
ra del cono, y el punto S es su vérlice.

La hipotenusa AS, que describe la superﬁcae lateral
del cono, se llama indistintamente /ado, apotema del co-
no 6 generatriz de la super ficie cénica.

Dos conos rectos cireulares son semejanles, cuando sus alturasson pro-
porcionales 4 los ridios de sus bases, es decir, cuando son engendrados
por tridngulos rectingulos semejantes,

(1) De la palabra griega conos, pifia, peon.
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204. Trorema CXLVII.—Toda seccion paralela d la
base de un cono es un circulo, cuyo centro estden el eje.

205. Cono TRUNCADO.—Se llama cono troncaded tron-
co de cono la porcion de volimen de un cono compren-
dida entre la base y un plano que corte & todos los la-
" dos del cono. El volimen AA’C’C es un tronco de cono
de bases paralelas, la recta 00’, distancia de las ba-
ses, es la altura del tronco, y AA’ es su lado:

206. Teorema CXLVIIL.—E! cono circular recto es el
limite d que tiende una pirdmide inscrila que lenga por
base un poligono regqular, cuyo nimero de lados crece
indefinidamente. - '

207. Trordx CXLIX.—La superficie lateral de un
cono recto de base circular tiene por medida el producto
. de la circunferencia de su base por la mitad de su lado.

Iles:ignaqdu con r el radio de la base del cono, con / su lado 0 genera-
triz, y con S la superficie lateral, tendremos la formula:

SZQT.:T}(‘% —nrl.

Siendo Tr* la superficie de la base del cono, el érea total gera -
wrl4-mr?
Representando con §/ la superficie total tendremos
§/=mnrl-mnr?
y poniendo 77 como factor comun, resulta
_ - §l=mnr(l4-r).
208. Trorema CL.—La superficie lateral de un tron-
co de cono recto de bases paralelas tiene por medida la

semisuma de las circunferencias de sus bases multiplica-
da por el lado.

Designando con R el radio de la base mayor y con fr el -de la menor,
con I el lado del tronco, y con S la superficie lateral, tendremos 2

g— %'““;?‘ UL ¢l rel(R-1).

209. Trorema CLI.—El volumen deun cono cual-
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quiera tiene por medida el tercio del producto de su vase
por su altura. |

Designandn‘ con r el ridio de la base del tono, con a su altura y con V
su volimen, tendremos - ' :

210.  Derinicrones.—Se 1la-
ma esfera (1) un sélido termi-
nado por una superficie curva,
Cuyos puntos equidistan de uno

interior llamado centro.
La esfera se puede” considerar engen-

drada por la revolucion de uu semicirculo
ACB alrededor de su diametro 6 ¢je AB:
Porque en este movimiento un punto
cualquiera C esta siempre 4 la misma dis-
tancia del centro O, que permanece fijo, : '

Se llama rddio de la esfera toda
recta OA que va desde el centro 4
un punto de la superficie.

 Didmetro es toda recta que pasa
por el centro y que por. una par-
le Yy por otra se lermina en la su-
perficie: ABes un didmetro.

Se ilaman secciones planas de
la esfera todas las secciones he-

chas en la esfera por planos. : _
211. Teomema CLIL—Toda seccion plana de la esfera
es un circulo.
Circulos mdaximos son los que pasan por el centro de

la esfera y circulos minimos los que no pasan por él.
Como los eirculos méximos Lienen el mismo ridio que la esfera, son to-
dos iguales,

212. Poros pE N circuLo. Se llama polo® de un

(1) De la palabra griega sfaira, globo, bola, pelota
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circulo de la esfera el extremo del didmetro perpen-
dicular al plano del mismo.

Asi los extremos P y P’/ del
diametro PP’ perpendicular al
plano del circulo AA’A’" son los

polos de este circulo.

Segun esta deflinicion los circulos de la esfera
tienen dos polos, v todos los circulos cuyos
planos son paralelos tienen los mismos polos.

213" Trorema CLII.—Los polos
de un circulo de la esfera equidistan de los puntos de la
circunferencia del mismo. _ -
214%. ANGULO ESFERICO.--Se da este nombre a la aber-
tura-de dos arcos de circulo maximo AB y AC.
 Lados del 4ngulo esférico son los dos arcos que le

forman. y vértice del mismo es su punto de interseccion.

El valor de un angulo esférico BAC se
- aprecia por el dngulo rectilineo TAT' forma-
do por dos tangentes AT y AT’ trazadas & los
arcos AB y AC en el vértice de dicho dngulo,
Segun esto, el-dngulo esférico BCA y el 4n-
gulo diedro BOAC formado por los planos de
los arcos del primero, tienen la misma medi-
da; pues el dngu'o TAT/ es el angulo plano
correspondiente al diedro BOAC.

215. Huso EsrFErico. Seda es-
te nombre 4 la porcion de superficie esférica compren-

dida entre dos semicircunferencias maximas.

La porcion ABA/C dela superficie esfé-
rica determinada por los arcos ABA’y ACA
es un huso.

El 4ngulo de estos dos arcos

es.el angulo del huso.

El 4ngulo de un huso le determina com-
pletamente, porque es evidente que en la
misma esfera 6 en esferas iguales, los husos
del mismo angulo son iguales Y reciproca-
mente, por este motivo se designa un huso
con su angulo.




94 GEOMETRIA.

216. Zona Esririca. Se da el nombre de zona (1)
esférica & la porcion de super-
ficie de la esfera comprendida
entre dos planos paralelos. Los
dos circulos ABC y A’B’C’ de-
terminados por estos planos se
llaman bases de la zona y la
distancia de ambas bases es la
ullura de la zona. Cuando la
zona no tiene mas que una ba-
se como PQRS se 1lama casque-

P NN
()

te esférico.
217. Teomema CLIV.—E!l drea de una zona es iqual
al producto de su altura por una circunferencia mdxima,

Designando con Z el 4rea de la zona, con @ su altura y con r el radio
de la esfera, tendremos

L=2nra.

®

218. Trorema CLV.—E!/ drea de la superficie de
una esfera es iqual al producto de su didmetro por la
circunferencia del circulo mdaimo.

Designando con A el drea de la esfera y con r 3u radio, tandr‘emus

A=2r¥X2nr—=>4mnr? _ .

Corolario. El drea de una esfera es iqual al cuddru-
plo del drea de un circulo mdaximo.

219. Teorema CLVI.—E! wvoliimen de una esfera es
tgual al producto de su drea por el tercio del rddio.

Designando con V el volamen de la esfera, v su radio con r tendremos

V= 41‘:?"“)«:’%—?‘:%%?‘5.

(1) Del nombre -griegu zone, cinturon, faja, banda.
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