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LIBRO PRIMERO

INTEGRALES INDEFINIDAS Y DEFINIDAS

CAPÍTUnO I

Diversos métodos de integración

§ i. ® Métodos generales de integración

1. Definiciones. Ya se sabe que si ^(^r) es una función 
cuya diferencial es /(4r)/¿r, la integral general, es decir, la fun
ción que comprende todas aquéllas cuya diferencial es la dada, 
se expresa por fOr) + C, siendo C una constante arbitraria.

También se expuso la noción de integral definida (Pnn- 
cí/>¿os generales de la teoría de las Funciones, pág. 37), que se 
expresa por la fórmula

expresando /(x} la derivada de ^(x). Sin detenemos en estos 
conceptos, vamos á insistir brevemente en los métodos genera
les de integración cuyos principios se expusieron en el tomo se
gundo de esta obra.

Respecto á las integrales definidas, citaremos el caso si
guiente, para el que la regla general no es válida. Tenemos se
gún ésta que

+ ’ dx /i\ f
— l ^^ \ xJi \ X/^i 2.
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LIBRO I?—CAPÍTULO I

Sin embargo, el elemento — es siempre positivo, y la curva 

cuya ecuación es 7 = — está representada en la figura adjunta. 

Considerando las dos integrales

en las que $ expresa un número positivo muy 
pequeño, la aplicación de la fórmula general 
no ofrece dificultad, y se tiene

y estas dos integrales aumentan sin límite cuando s tiende hacia 
cero. El área es infinita.

Tambien tenemos la fórmula siguiente, que se verifica por 
diferenciación

y aplicando la regla general, se tendrá el resultado absurdo

Esto obedece á que la regla general no es aplicable á los ca
sos propuestos; y el modo de tratarlos se estudió en el tomo II. 

2. Integración por sustitución. Dada una diferencial 
/(x}dx, si hacemos .r = ^(2), siendo z una nueva variable, ten
dremos

dx = <f'(z)dz, f^X^dx = •

Y si se puede integrar esta diferencial se obtendrá la integral 
de la diferencial propuesta/{x^dx.
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DIVERSOS MÉTODOS DE INTEGRACION 5

Ejemplo. Haciendo i + log 4r = 2, se tiene 

j r 2—2 — 
/   ^ I + log -f = / dz |G = — 2^ = — (l4-log4r)2 . 

33

3. Integración por partes. Ya se vió, (t. II), que puede 
procederse como sigue. Tendremos, por ejemplo, que

/ xd,v arc sen = — arc sen .v — / —,______  
J____________________2_____________ J 2 Çl — ^ 

1-^ '’',/--------- 5 — arc sen--- q— arc cos . 2 '4 4

4. Sumas reducibles á integrales. La fórmula

/ ip(4r)í/.r = '-b{d)d.v 4" ?(^ + ¿í-r)¿Z.r 4-• • • 4“ ?(^ 4" fîdx^dx 

permite representar por integrales definidas ciertas sumas. 
Ejemplo iP Calcular el límite de la suma

« « 4- I «4-2 2« 

cuando « aumenta indefinidamente. Hagamos « == ■^, y la 

suma se reducirá á 

a ad.v a2dx 2a' 

cuyo límite es 

j^^ d.r
I — = log 2a — log a = log 2.

Ja

2.” Sea la suma

MCD 2022-L5



6 LIBRO I.®—-CAPÍTULO 1

será

i + (2dxY + ■ ' ■ + i-|_ (ízíZr)®

Tt
= are tg i — are tg o = —. 

4

5. Ejemplos. Ya conocemos el método de integración por 
partes. Ahora vamos á aplicarlo á algunas integraciones.

(x sen x -j- eos jr)* ’

Apliquemos el método á la integral 

eos xdx 
x eos jr)2 ’

iD = —--------- ---- ¡-----------
.r sen + eos

x 1
cos;r ;r sen ;r 4- eos ;r

;rsen4r-j- eos

Haciendo n = -;—, 
dx

1+
dx

i.' Sea

Haremos

y tendremos

eos ;r (.r sen

« =--------  
eos jv

jf eos xdx
cosx (x sen .r 4- eos jr)*

dx
eos* -r eos 4r

sen ;r — ,r eos 4; 
;r sen 4; 4" eos 4r* 

Análogamente

x‘^dx x sen x 4“ eos 4:
(sen ;r — 4r eos 4:)^ sen ;r — ;r eos .r *

MCD 2022-L5



DIVERSOS MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 7

2 .° Sea I„ = sen’".r dx. Escribiremos

1^ — j sen’^ — ^^r . sen xdx.

É integrando por partes,

Im = — sen’”~^,T eos .r + ("^— i) Jsen'^^^.r cos^xdx. (i)

Por ser cos^.r = i — sen^.r, tendremos

^ sen”*“^^(i — sen - x) í/.t' = ^^ sen”* “ ® xdx

— ^sen^^xdx = 1^ — 2 — U-

La fórmula (i) se reduce á

wzl,„ = — sen““^ ;r eos x + (w — i)Im_2, 

que es una fórmula de reducción, siendo

l^ = 1"sen xdx = — eos ;r, lo = j dx = x.

f dx
3 .“ Sea ^^n=J ç^T^r^i-

Se tendrá

I lí x^dx
— -^^J Xa^^+^

Para m — 2,a — i, f ¡— are tg .r.
j (l + 2(1 + .r^) 2 "

§ 2.® Aplicaciones

C dx
1 .^=1 ---- ¡-------- solución y = arc tg ^® .

MCD 2022-L5
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INTEGRACIÓN DE LAS FRACCIONES I^ACIONALES 9

CAPÍTULO II

Integración de las fracciones racionales

§ I? Teoría

6 . Integración de las fracciones. Ya se vió (Cale. dif. 
p. 200-207) que ocurren cuatro casos en la descomposición de 
las expresiones fraccionarias racionales en fracciones simples. 
Ahora solo falta obtener la integral en cada uno de dichos casos.

i .° y 2.” Para los casos de ser reales y desiguales ó reales 
é iguales las raíces del denominador de la fracción que se des
compone en fracciones simples, la integración de cada sumando 
se obtiene por las fórmulas

iAd.r Í dx
J = ^J , , = A

J dr — ay^ J -m

o /--------------=_________________________
J (.r — a)”’ {m — 1) (ai— —

3 .® Sea la integral

f Á.r + B

en la cual suponemos que las raíces de 4?*-|-/.«• + ^ = o son 
imaginarias.

MCD 2022-L5



lO ■LIBRO I?—'CAPÍTULO II

Tendremos que

Í Ajt-I-B i pA-r + A/ + 2B —A/ ^^

i C A(2.v+/) 
2J A'^ + Z-v + q

dx -j- / ~i t i

La primera integral es de la forma

— f — dx o — -T- (log ii}^'^ = — log U.
2 U 2 J dx 2

Respecto á la segunda integral, vemos que

luego

Haciendo las sustituciones y cálculos, se obtiene finalmente

f A^ + B)dx A z , , . , x

2B — A/ 2;r4-^
+ are tg . .

)/4ÿ—/ 1^4?—/^

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS FRACCIONES RACIONALES II

4 .° caso. Tenemos, expresando por a + g ^— 1 las raíces 
del trinomio, que

f (Ax-\-Bdx)dx C A{x — o^dx C ('A7-f-B)¿/,i-

Si se hace

(æ — a/ + 6« =/ de donde 2(0: — t£)dx = di,

se tiene, salvo una constante, cuando n > 1,

1* A(æ — a^dx ÇAdí A
J f(íc—a)® + 6“]« '^j 2Í^~ 2(n - 1) [(jr — a)® + 6«]«-i ’

Para obtener la segunda integral, haremos x — a = 6^. de 
donde dx = ^dz; y resultará

(Aa + B)¿,r Aa + B^ ¿/¿r 
[(.r — a)” + 6^3» pn —I j (^1 g2y¡ •

Para obtener la última integral, observaremos que se tiene 
idénticamente

dz z^ dz
(D

Pero
z^ dz 2zdz

y
2zdz I

{W — I) (I + ^’)'

luego, integrando por palles, se tiene

z^ dz Z
{2fí — 2) (l + 22)n-l

2n — 2 J (1 -^ 2r«)»-i

MCD 2022-L5



12 LIBRO I?--- CAPÍTULO 11

Sustituyendo en (i) y reduciendo, se obtiene 

[di i i i ¡ ‘^_____ 
j ^^^f^ — (2» - 2) (I + ÿ)—* 2« - 2 Í (I + 2’)“-'

Se ha reducido pues en una unidad el exponente del denomi
nador. Haciendo las reducciones se llegará á la fórmula

J (^-4-1)" (2« — 2) (^"+

, 2« —3,,. , , , (2«-3)(2«-5) ,

(2« — 4) (2« — 6) 4 • 2

Í2«— 3) (2« — 5)3 • 1 * , r. 1 arc tg e + C. 
(2?2 — 2) (2« — 4)4-2

También puede obíenerse por un método indirecto la inte

gral de que se trata, pues se tiene que

rdx i/are tg — 
j yg ye

y obteniendo n veces la derivada de cada miembro con relación 

á 6, resulta

(-!)» 1.2...(«-!) _ d zT-' / 1 .
í/.Ví/g”-AZg ^Z^/

luego

í ^^ ^~ -Ír\
/ (g-H^^ i . 2 —i) dfé”-h\yg ^æ ^Zê/

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS FRACCIONES RACIONALES I3

Ejemplo iS Sea la integral

J (aóx^-r

indicando p un número entero. Se obtiene fácilmente

^^{a-^¿>.ry a^;v a’^'^^ ^a-i-ó.v'f a-]-âx] ’

por consiguiente

Ejemplo 2." Sea la integral de
X‘^~'^í¿X 
i + ,r2«

expresando my n

dos enteros cualesquiera, y siendo 2« > m. Las raíces de
x^^ -p i = o son de la forma

(2^— I> . f2/&— l)~
COS---------------± i sen ----------------  

2n-------------2« 

Tendremos, por consiguiente,

85»»-1 * = »

4r — cos----------------— i sen----
2n 2n

(2^— 1)« . (2^ — 1)7: ’
.r — cos----------- ^ + t sen ------------ —

2« 2«

MCD 2022-L5



14 LIBRO I?—CAPÍTULO II

Los coeficientes se calculan por las fórmulas i 

, f2^—i)K . . , ,s(2¿“i)’í ; 
cos(w- I)^——F^sen {m — i) ^  

^^ T (2« — I) (2^ — 1> , — I) (2^ - IJ"! 
,, | eo< _^;. sen ^^ ;̂ 

I r W7cf2yè — l) , . Wlt(2^—1)1 
=------- COS —--- ----------- - + i sen —---------- - , 

2« L--- 2«--------------------------- 2« J 

COS (w— I) "—^t sen {m — i)-----  

f 2/Z — I) (2yè— I 77 . (2«—I) 2Z’ -1)7:1 
2n eos  i sen     L 2« 2« J 

i r >m:(2^— i) 
— eos  
2« L 2}i 

}mí(2k — i 
i sen----------------  

2n

y reuniendo las dos fracciones escritas bajo el signo S, el se
gundo miembro será 

WZT:(2yé — i) (2>è— I)t:1 
, COS  '-T — COS   

I * = « 2« L 2« J 
= ' L- - COS íi^M 

L 2« J 

(2^— l)7t W7:(2,é—• i) 
— sen   sen —  

” ^2^ - 1)7: 
+ sen®  — 

2« 

y por consiguiente

1 *=« W7:(2^ — l) 
— COS — X 
2n k=i 

zíl 2;r COS 4- ;r®l 
L 2« J 

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS FRACCIONES RACIONALES 15

I i = mi — 1) 2ft 
~ s sen  iare tg —     
«¿ = 1 2« (2^_i).,t 

sen — 
2n 

Análogamente se obtendrá / -.

7. Diferenciales binomias. En el caso de ser m, />, n nú

meros enteros, la diferencial at”*-1 ¿Zr(¿z J- è:^’^')^ entra en el 
caso de las diferenciales racionales. Expondremos el método de 
reducción, que es también aplicable cuando / sea fraccionario, 
en cuyo caso se tendrá que estudiar la integral entre las de las 
funciones irracionales. Integrando por partes, se tiene

p+1

Sustituyendo en el segundo miembro {a + éx^)^'^' pol
ia + ¿,r”}^ a -p (a -|- âx”)^â.r’^; y haciendo pasar al primer 
miembro la integral semejante á la que se halla en éste, obten
dremos

J (jnfi/)¿>

¡—T 7 / i(a + ¿x-«)^</.r. (1)

Se tiene también evidentemente

-^ i 1 x« + «-i d:v{a + Íjr«)P~\ (2) 

MCD 2022-L5



i6 LIBRO I.®—CAPÍTULO II

y aplicando á la segunda integral del segundo miembro la fór
mula (i) de reducción, resulta 

j'í]c^~^¿¿j;(a -j- ¿x^)^' =

+ >«'"''ii/-‘ ^~'‘^^‘* + '^’’”)'’ "‘^^- (3)

Las dos fórmulas (i) y (3) resueltas respecto á la integral del 
segundo miembro dan, por un cambio de letras,

ma

— Í^m -{-n-\- n/>) — Lr^ + ^' — '^^a -|- âx^}^ dx, (4)

7 xv j ,r”^ía4-6x»y^^ÓX^y dx ----

«»(/4-i) J

Si se aplican las fórmulas de reducción (1) y (3) á la integral 
de los segundos miembros de (4) y (5), se obtiene

y 4“ àx”}^ dx = — (a 4“ í’X^y

— ^^^/- j"dx, (6)

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS FRACCIONES RACIONALES 17

Las aplicaciones de estas fórmulas son numerosas. 
Supongamos fi= i. haciendo a + Ó.v^z, se tendrá

J + 0 ~-J ~ : (8)

y esta fórmula permitirá simplificar el cálculo de muchas inte
grales. Sea por ejemplo,

J x’^ + ^s am,Y'’^ aJ,Y”^2‘

í-^- = J_\.^ I
Jx'z a- ^ te- ax'

» a-x 2ax-

Si m + i se reduce á la unidad, la fórmula (8) es ilusoria.

Para reducir Ia integral 1 — ax, escríbiremos

(10)

y por la aplicación, repetida de esta fórmula, el exponente fi se 
reduce á la unidad.

Si se cambia/- en ~-p, se deduce, resolviendo con relación 
a la integral que figura en el segundo miembro, 

MCD 2022-L5



jg LIBRO I.®—CAPÍTULO II

La ecuación (8) da. suponiendo n= i y cambiando p en 
ff^ en — m, la fórmula de reducción más general

J æ’“ + *s'’ (m+7>X's'’ Jn + pj æ"‘ + ^^^ 

de la que se deduce

Si suponemos n = 2, haciendo a + ^a)^ = ^^ tendremos 

r dx  x ^ zp -i

De esta fórmula se deduce 

Í dx   j . 
y z^ 4a2' Sa^ z 8a-) 2 

Se tiene también 

p^ + ^dx « rx>‘ 'dx 
/ ^^ + ^ ^~~2èp2'’' ' 2Ïp) Z^ 

) 2 ^1 a 7 

a Cx’^-'dx   X» a ¡'x’‘~dix

MCD 2022-L5



INIEGRACIÜN DE LAS FRACCIONES RACIONALES

de las que se deduce
19

1 2« + ^-rr^-

Además

"¿ ■ fa :fJx^ = ¿ arc tg .r ^^ .

y cuando x^ es negativo, 

dx i
3.7 sec TÁ . x2/^ I^ — xy'7

§ 3-° Aplicaciones

solución — arc tg AT®

2ai x-}~ai

^■h^-5?
- 5) + —

5

MCD 2022-L5



20 LIBRO I.°—CAPÍTULO II

solución pC'^^ 3) + Í3—y-

^•j ^x — 2)^r 2(X — i/ 2(-r - 2!

^*^'¿ (-^'H" 0^ (•^’ " ^) ^ x + i 4(“''^®+0 2

H./(Ær -p(*’+*>+ íí^

■^ J a'-\-x’^ 4

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS EXPRESIONES IRRACIONALES 21

CAPÍTUBO III

Integración de tas expresiones irracionales

§ I. Deducción de las reglas para las funciones 

DEL TRINOMIO IRRACIONAL DE SEGUNDO GRADO

8. Caso DE MONOMIOS IRRACIONALES. Una función que 
sólo contiene monomios irracionales es siempre integrable. Así, 
por ejemplo,

puede escribirse bajo la forma

y si se hace .r = Z® de donde z/o: = 6Z"(/Z,_se tendrá la fun
ción racional

(i + /’ — /<)6/«rfZ 
i 4- Z^’

ó

cuya integral es 

“ 1 ^’ + 7 ^’ + ^“ — y ^’ + 2/-’ — ÓZ 4- 6 are tg Z -j- C.

MCD 2022-L5



22 LIBRO I?--- CAPÍTULO lU

Se reduce al caso anterior toda función que solo contiene 
radicales bajo los cuales se halla un mismo binomio de primer 
grado. Así, haciendo ¿^.r-|-^ = 6*^

resulta

a a

y, por consiguiente, solo hay que integrar la fracción

9. Integración de F(x. R)<¿.r. El monomio x”* se inte
gra inmediatamente, cualquiera que sea m, pero la integración 

de y ¥(^ en la que F(.r) indica un polinomio cualquiera, ofre
ce grandes dificultades, pues ya la integración del radical 

|/ ^;v''’ + Ár'^ +"o; +^ engendra una transcendente nueva, la 
función díftica, que no es reducible á ningún otro de los tipos 
de funciones estudiados anteriormente. El objeto actual será la 
integración de diferenciales de la forma E(.r, R)¿Z.v, expresando 
E una función racional de x y de

R = y aX'^ 4“ óx + c.

i .® Hagamos

y ax- + ¿x + ¿ = .ví'^ + 2^

y tendremos

— c
èx-fc= 2xz\a , x = —

b — 2z]a

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS EXPRESIONES IRRACIONALES 23 

x y dx son racionales en ¿r, lo mismo que el radical que es 
igual P®*" consiguiente la integral

fF()/ £Z¿r''^ + âx + c, x)dx tomará la forma j '^(s^dz, 

siendo <I> una función racional.

Ejemplo. Sea

j dx , ,
/ -p=-===^. Haciendo + d-‘ = x + z resulta

a^ = 2zx + z'^ x~—- — , dx = —
2Z 2Z'^

y sustituyendo,

y por ser el resultado salvo una constante, será

2 .° Cuando el coeficiente de x^ es negativo, la transforma
ción precedente introduce imaginarias. Haremos en este caso 

ax- + ¿,v + c = \' c -\- zx] 

y elevando al cuadrado será

ax^ + bx — 2ZX fe + z*x'^, = ,

con lo que se reduce el problema á integrar una función racio
nal en .

3 .° Cuando ¿r y ¿r son negativos, no se pueden aplicar los

MCD 2022-L5



24 LIBRO I.®—CAPÍTULO III

métodos anteriores, sin introducir imaginarias. Haremos en
tonces

[Z 4- bx 4- ^ = V " ^ I (-^ — «) (f^ — ^) > 

y nos hallamos en el caso de integrar una expresión de la forma

j dx F[x, y (X — a) (pi — ^)] ,

siendo F una función racional de x y de f (x — a) (x — pi) . 
Haremos pues,

^(^F^a) (,3 — xj = (x - «) y^-=

obteniéndose x, dx v I/ ’en función racional de 2.
fx—a

Ejemplo. Sea integrar

de dondeSe hará --^ ^ = ^^

dx = — a ,d2\ 
(^’ - 1)*

y se tendrá

■e 2d2
J i- 2-

d2 = log
® I — 2

Sustituyendo 2 por su valor, será

í = '°® + " - rog (.r + .
1 y x*—a jw — a — y X + a

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS EXPRESIONES IRRACIONALES 25 

no esciibiendo la constante — 2 log (— a) en el segundo 
miembro, lo que es inútil.

Para obtener la integral de —es preferible obser- 

var que

r p dx i a x
t . = arc sen — .

10. Integración rápida. Expresando por R el radical de 
segundo grado de que tratamos, podremos escribir cualquier 
función racional de x y del radical bajo la forma

R)’

expresando ^ y •} dos funciones enteras de .r y de R. Pero toda 
función de xy de R se reduce á la forma A -J- BR, siendo A y B 
funciones enteras de a;.- Podremos por tanto escribir

A + BR
C + DR ’

expresando A, B, C, D funciones enteras de ,r. Multiplicando en 
los dos términos por C — DR, resultará

/=^-^-, S = C^ —D'^RS

siendo P, Q, S funciones enteras de x; luego '

S S S RS S“*”MR’

Descomponiendo la función racional ~ en fracciones sim-

MCD 2022-L5



20 LIBRO I.®---CAPÍTULO III

ples, la función f se reducirá á una suma de términos de la 
forma

x”^ i ¡xor + v
^^)^R’ (^H^J^ + íplí ’ 

siendo m, a., ¡x, v, ^, constantes.
Convendría ahora reducir el radical R á una de las formas 

|/ x- ± Æ'', ^ a- — x'\ para ello reduciremos la cantidad subrradi- 
cal á una suma ó diferencia de cuadrados

¿zx- -}- ¿-V + í: = {ifix + «)^ “1" ^^ 

ó = (mx -p «)2   /¿2 ¿ _   ^ffi^ _j_ ^^2 _j_ ^2.

Hagamos mx + n = z, y por consiguiente ax = — ;

y las integrales que se han de calcular serán de la forma

11. Integración de —-^=—- Hagamos A„¡— / 
f k^ ---  AT- J

y observando que

) dx 
y k- — x^/

d . AT*" íO" — X^ = [wy&'x^’^~^

é integrando,

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS EXPRESIONES IRRACIONALES 2/

Pero A„ = = are sen-^,

A, = ,

De la fórmula (i) se deducen pues, las siguientes:

y así sucesivamente.

1¿. INTEGRACION DE--------------- ---------- ■ — . Tenemos

idénticamente

á!.r’4- ¿AT + f = ¿z(:r — a)2 + (x —a) (¿ + 2Æa) + «y? ^ ¿^ ^ ^, 

ó para abreviar,

Æ.r2 -p Ar + í = a(;r — a)- + — “) + ^';

luego, el radical propuesto se reduce á

) Cr—a)’»/íx(jv - a)-+ á'(x — a) 4-ci ’

haciendo — « = —, — a) = —

será

rdx __ r z”^~^dz
■ ’ (x—a)’»|/zM:*+¿.X' + í: J ^ a^^ ó'T-^c'z'^ '

integral que se puede obtener poniendo a -J- é'z 4- ^^'^^^ bajo la 
íorma de una suma de cuadrados.
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§ 2. ° Integrales hiperelípticas y elípticas

13. Tipos de integrales.. Las integrales más importantes 
que han dado origen á una teoría completa son las de la forma

jv{x,y)dx, (i)

siendo F una función racional de a? é ^ y ésta una función alge- 
bráica cualquiera de .r, es decir, una función ligada á .r por la 
relación

ZU j) = o,

siendo / un polinomio. La más sencilla de estas integrales, en el 
caso de ser y función racional de .r, son aquéllas en que se tiene 
y = R(;r), expresando R(x) un polinomio, que supondremos 
no tiene más que raíces simples. Estas integrales se llaman /ii- 
^ere¿í/i¿cas.

Supongamos que Raj5(.r) sea de grado par 2/, siendo a una 
de sus raíces, y hagamos

La integral se hallará reducida á otra de la misma forma, 
pero en la que el radical contendrá un polinomio de grado 
2/ — i, pues

o /,A __ K2p_i(«)
RapU) — '

Si R2p_i(.T) es un polinomio de grado 2/ — r, haciendo 

x = —, tendremos

p R2p-l(s) ^R2p-1(2)
R2p-tW — ^2p'-“ — • " ’ 

y la nueva integral contiene bajo el radical un polinomio de 
grado 2p.
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La fracción racional F(.r, j) puede ponerse bajo la forma

, M + Nj
FGr,7) — ,

siendo M y N polinomios en .v. Para esto eliminaremos todas 
las potencias de j' distintas de la primera, sustituyendo ;^-’‘ por 
R» é /2»+i por jR". Multiplicando los dos términos de F por 
M, — Nijr, tendremos

F(x, j) = P + Qjr, 

siendo P y Q fracciones racionales en A*, ó bien sustituyendo j' 

por  , tendremos

F = A + , 
/R(.r)

siendo A y B fracciones racionales cualesquiera en A*. Para for
mar la integral (i) tenemos primero ^ Adx, que es la integral 

de una fracción racional ya conocida. Nos queda la integral

dx.

La fracción racional B puede descomponerse en un polino
mio y en una serie de fracciones simples cuyo denominador es 
una potencia de un binomio j; — a. Tendremos pues, final
mente, los tipos siguientes:

r f(x}dx . r ;f<(A')í/.v

siendo /(.r) y s(.r) polinomios y á un entero positivo. 
Consideremos desde luego las integrales del primer tipo

J rí<(^) ’

MCD 2022-L5



30 LIBRO l/--- CAPÍTULO HI

Supongamos por ejemplo, que Rf.r) sea de grado impar 
2^ + i.

Sea m el grado de /(.r). Vamos á demostrar que es¿e grado 
^uede iajarse a¿ grado 2/ — 1. Supongamos m superior á este 
número y hagamos

m = 2^ -|- A (^^0).

De la expresión se puede restar la derivada de

C-r^l R(''’^) i eligiéndose C de tal modo qne el numerador de 

la diferencia sea del grado m — 1. En efecto, se tiene

^-^ L |/R(.r)

el grado del numerador es 2/> + X, y podemos elegir C de modo 
que sea nulo el coeficiente de .r’« en la diferencia

/(^) - C [x;r^-iR(;r) + | 4AR'(;r)] .

Por una serie de sustracciones sucesivas, reduciremos la in
tegral á una parte integrada y á una integral

/1 (^) ^-y 
yW) ’

siendo ahora /(í») un polinomio á lo más del grado 2/ —■ 1, 
porque la reducción podrá hacerse últimamente cuando se tenga 
À = o.

Obtendremos /nes 2p ¿nteg'rates de ta forma

a^dx
?RC0 (- = 0,1,2.................2/^1).
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En general estas integrales son trascendentes nuevas y dis
tintas unas de otras, que no son susceptibles de expresarse con 
auxilio de las funciones de que se trata en los elementos. Va
mos á demostrar únicamente que pueden dividirse en dos espe
cies. Las integrales de la primera es/fede son aquéllas que per
manecen finitas cuando .r aumenta indefinidamente, las otras se 
llaman de se^-imda es/ede. Aplicaremos el método empleado

(t. II pág. 36) La función -. - -.. es comparable, cuando .r es
I'

muy grande con — . Si pues
.rP + T -

?+J 0 sea u. < p — — 
2

la integral será de primera especie.
Se tendrá pues / integrales de primera especie, es decir, que 

permanecen finitas para x = ¡xi y ¡x = o, i, 2, . ..., / — 1. 
Las demás serán de segunda especie.

Observaremos además que todas estas integrales permane
cen finitas cuando .v tiende hacia una raíz de R(.r) = o.

Para distinguir Ias integrales de primera de las de segunda 
especie, escribamos

i

ó aplicando la fórmula del binomio generalizada.
i

7s
Ao

1-1 ^
2

de la que resulta
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siendo el término escrito el más elevado de la serie. La integral 

sera pues de segunda especie, si X’ > — i y de primera

si /^<‘y > no excluyendo la última desigualdad Ia igualdad, 

si 7« es par.
14. Integrales del -segundo tipo. Sea

/' 5(-r)¿Z.r
J (-^ — a)“|'^{~r)

Distinguiremos dos casos, según que a sea ó no sea raíz del 
polinomio R(.r). Supongamos a > i; y restemos de la integral 
una expresión de la forma

J3£jy;r)
(.r — a)«-i ’ 

de manera que la diferencia sea una integral de la forma inicial 
en la que a quede sustituida por a — i. Se tiene, expresando C 
una constante,

c Af — c + 2
^^ \(jr—Æ)^~V (.r—«/I R(.T)

En la diferencia

Gr-Æ)“fR^) dx

el numerador será divisible por -r — a, si se tiene

s(a) + C(ct — i)R(a) = o,

igualdad que determina á C, porque R («) no es nulo y a es ma
yor que i. La sustracción indicada nos conduce pues, á una in
tegral de la forma
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siendo un polinomio. Podremos continuar esta reducción 
hasta que lleguemos á una integral de la forma considerada en 
la que sea a= i. Por otra parte, dividiendo ^(æ) por ¿r — 
la última integral se reducirá á las integrales del número an
terior y á la única integral

Cuando R(æ) — o, debemos modificar el razonamiento. Con
sideremos la integral propuesta al principio de este párrafo, ha
ciendo que a sea raiz de R(aj), y formemos la diferencia

CrÆj“ fR^ í/4r \ (,i; _ ^)a ^ • U

El segundo término puede escribirse

|R'(.r)-tzR,(;r)

C —-----------—haciendo R,(í»)= —^^L .
(.r —íz)“l/R(,r) ‘^ ^ x -a

Pero Æ es raiz simple de R(;r); luego R,(æ) = R'(æ) 4= o, y 
por consiguiente se puede determinar C de modo que la diferen
cia (1) sea de la forma

(x — <x)““*/R^

Basta para ello que

^(a) — C f— — aj R'(æ) = o.
/

El coeficiente C es diferente de cero para a = 1. Se puede 
pues efectuar sucesivamente la reducción hasta hacer desapare
cer toda potencia de x — a del denominador, y finalmente no 
quedarán más que integrales del primer tipo.

3
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En resumen, e/ se^'undo í¿po sc reduce a-¿ primero y á ¿n¿e^a- 
¿es de ¿a forma

dx

(7^)Yi^j ’
no siendo la constante a raíz de R(-r) = o.

La hipótesis de ser R(4.-) de grado impar no tiene influencia 
en la reducción hecha que es independiente de ella. No sucede 
lo mismo respecto á las integrales de la forma

Si el polinomio R(.r) es de grado 2/, todas estas integrales 
se reducirán á integrales

.v^^d.v

en las qne m deberá tomar los valores o, i, 2,..........2p — 2. 
Hay pues en este caso 2p — 1 integrales del primer tipo.

15. Integrales de tercera especie. Para llegar á las in
tegrales de tercera especie, consideremos las integrales de la 
forma

dx
(.r — a) )/R

y principiemos por reducir las integrales de la forma

1’ Pd,r

siendo P de grado inferior á Q. Distinguiremos dos casos, se
gún que sea Q primo con R ó que tengan un factor común.

Frimei' caso. Q primo con R. Puesto que el polinomio Q no
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tiene más que raíces simples, es primo con su derivado Q', y por 
consiguiente con Q'R. Pero podemos hallar dos polinomios 
A y B tales, que se tenga idénticamente

i-AQ + B(Q'R), fi) 

de donde

/PA f
/ Q** 7R ./

Integrando por partes la última cantidad, tenemos

/ PB fR 1L_ PB /R

por consiguiente, efectuando la última diferencial y sustituyendo 
en la ecuación (2) la última integral por su valor, se obtiene

[(™)'R +1 PBR'l

La integral del segundo miembro de (3) es de la misma forma 
que la del primero, pero el exponente de Q ha disminuido en una 
unidad. La fórmula (3) es por lo tanto una fórmula de reducción, 
que podrá emplearse para todos los valores de j* superiores á la
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unidad, ba integral propuesta es pues igual á una expresión ra

cional en A* y fk aumentada en una integral de la forma 

/ - que se reducirá al tipo 
J QÍK

r d.v
J (.r- «)/K

descomponiendo en tracciones simples.

2? f¿7íí>. R tiene un máximo común divisor con Q. Sea

R = 0R,, Q-^OQ,.

Puesto que 0 es primo con Q,, por no tener Q raíces multi-

pies, se podrá descomponer la
P 

fracción - en dos fracciones

simples

Q” Dí^

P,

Q,"

Se tendrá pues

Q“l'R
- - d.r.

Q,'‘l'R

La segunda integral del segundo miembro entra en el primer 
caso, porque Q,, primo con D y con R,, es primo con R. En la 
primera, L) divide exactamente á R, y puede escribirse esta inte
gral, haciendo salir D del radical,

Repitiendo textualmente el procedimiento seguido en el pri
mer caso, salvo el que 0 está sustituido aquí por D y a por

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS EXPRESIONES IRRACIONALES 37

F + 1. Obtendremos una fórmula análoga á la (3). Solamente 

aquí, por ser el exponente fraccionario, se ¡Jodrá hacer ¡x = i; y 
la única trascendente que subsistirá será de la forma.

r Píi.v __ j'Pí¿-v

integral ya estudiada, que ha conducido á la nueva trascendente

J (.r — (i)|R

llamada btíe^a/ tk créera ts/>ecie.
En el caso de ser R de tercer grado, existen las integrales

I, = I, = /’

= f------------- — ■

J {^ — c')}4x^ — ax — 6

de primera, segunda y tercera especie, respectivamente. 
16. R ES DE CUARTO GRADO. Vamos á ver que en el caso 

de ser R de cuarto grado, puede suponerse que es un binomio 
bicuadrado. ,

Consideremos el radical * 

y hagamos .r = a -f- /^, siendo a una raíz del trinomio. Eviden
temente resulta la forma bicuadrada si hacemos ,r = a -^ z^, re
presentando a una raíz del trinomio.

Reciprocamente, si R es bicuadrado, haciendo .r* = r se ob
tendrá una de las tres fórmulas últimas.

Supongamos ahora R de cuarto grado. Lo podemos escribir 
bajo la forma

R = (¿zx- + àx 4“ f) (a^P -|- b'x 4- C).

MCD 2022-L5



38 LIBRO I.®—CAPÍTULO II!

Supongamos que las raíces estén en orden ascendente ó 
descendente, y hagamos la sustitución

dedonde

siendo

Y = [«(«j + S? + ¿(«J + P) (/ + I ) + ^^^ + i?l 

p)

Expresemos que desaparece el término en j* en cada parén
tesis, y resultará

2aaP-^ ¿(a + p) + 2/: = o, 2««^ + ¿'{a + pO + ^f'= 0 (l)

de las que se obtendrán los valores de ap y a + ^.
La ecuación de segundo grado que da los valores de a y p 

tendrá sus raíces reales, porque la condición de realidad

(«/;' — î:æ')2 — (¿ió' — ba") {be' — cb'} ^ o, 

expresa precisamente que las raíces de uno de los factores no se 
hallan comprendidas ninguna entre las raíces del otro.

Hemos conseguido pues, por sustituciones reales, transfor

mar una función racional en .r y ) R, siendo R un polinomio cual
quiera de cuarto grado, en otra función en y y ^Y, para la que Y 
es el producto de dos factores de la forma my’ + «, es decir, 
para la que Y es un trinomio bicuadrado

Y = ij* + ¡xj®-j-v. (2)

El razonamiento anterior supone que se puede obtener ap y 
a y P de (i), es decir, que no se tiene

2 a 20.''
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Pero si se veriñcase esta igualdad, haciendo

2a

en R, se obtendría

que es la forma (2).
Se ve pues, según la clasificación hecha, que existirán las 

integrales de i? y 2? especie,

La integral / . ------ no es elíptica,
./ n^4-¡x.r'^ + v

como se ve haciendo 4r* = z.
Legendre, reducía siempre la cantidad sub-radical á la forma 

canónica

(I — JT») (I — ¿^;r^}.

siendo k'^ inferior á la unidad.
Este geómetra consideraba como tipo de segunda y de ter

cera especie respectivamente

^2 = / ~yr dx, 1'3= /--------------- ■,— —
1—AT^ J (I + MX^')} (i— X^) (I — yéLr^)

17. FoRMA CANÓNICA. Vamos á ver que puede reducirse 
el trinomio xy -|- u.y -|- v á la forma canónica (r- jr^ (i—¿^;r-), 
excepto cuando X, v sean negativos 

Supongamos el binomio bicuadrado bajo la forma

R = (a.r^ -|- ¿) (a'37* -f- ¿'}.
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Se puede suponer <r > o, porque se puede cambiar el signo 
de los dos factores de R. Hagamos

¿ = /2 de donde axdx = ¿di

ídt 
y dx — ---------------- ■

La integral elíptica de primera especie se reduce á 

rdx _ r____ d4_____________ 
J /R j '^f^~é') (a'¿-—éa + a^')

El factor ax'^ 4~ '^ se halla sustituido por el factor t^ — 6 en 
el que el segundo término ha cambiado de signo. Podremos pues 
suponer que el primer factor tiene sus raíces reales. Representé
mosle por -f- — «^, y tendremos los cuatro tipos diferentes

R = (jr^ —a’)(PLr^ +7*), R = Ü'^— Í^LL ■ f ),

R = (,r^~a®)(—^Lr^ + f), R = (jr® — a^) (—P’^ ;r'^ —y®).

La sustitución .r= — , seguida de un cambio de signo de 
y

los dos factores de R, conducirá de los dos últimos tipos á los 
dos primeros. Por último, una sustitución análoga á la ya em
pleada,

^.r2 + -R = z%

conducirá de la primera forma á la segunda. A esta limitaremos 
nuestro razonamiento. Después de suprimir un factor positivo 
constante, escribiremos

R = (I — tf*j^) (I — ¿s^T®),

igualdad en la que ¿z y ¿ no son iguales, sin lo que sería R un 

cuadrado perfecto y I R racional.
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Sea a^ <Íi^^ y hagamos a^ = k-b^. Tendremos 

R = (i — ^®ô®ic“) (i —

Otra sustitución — dará 
b

R = (1—4) (I - .r’4), 

que es la forma canónica.
En cuanto à la intégral de tercera especie

J {x — a^f^'

basta milltiplicar los dos términos de la fracción por æ- 4- a para 
notar que es la suma de una fracción integrable y de una inte
gral de la forma adoptada por Legendre como tipo de las inte
grales de tercera especie.

Hagamos .r = sen o; los tres tipos se reducen á

dtf

é’ sen' Ÿ
12= j'd(^^ 1 k^ sen®Ç,

I.
rfy

(1 + m sen^^p)/ 1 — k^ sen'^^y

Observación. Si ^ = 0, las integrales elípticas se reducen 
á las funciones circulares

I| = f = are sen .r, 1,, = arc sen .r,

I3 = 5== arc tg (/ i +« tgf) .

Si k^ = i, se obtienen las funciones logarítmicas

I, = — log tg Ij = sen f,

^^ = *“8 ^ + '°8 (* +*)•

MCD 2022-L5



42 LIBRO I.®--- CAPÍTULO III

Ejemplo. Sea reducir el caso de la integral de tercera espe
cie al de la primera. Hagamos

,r — a=— y

y será

^ a ■]-¿y -^-ey

Nos basta pues considerar siempre 1,, considerando el trino
mio escrito bajo la forma

a

y tomando '^ + "^ P*^’' variable, resultarán las tres formas 

distintas

18. Integrales elípticas. Ya hemos visto que cuando 
la expresión que se halla bajo el signo radical es un polinomio 
de tercer grado, las integrales más sencillas son de los tipos

/
d.v f .vdx

que se llaman ¿nle^ales ellplicas. R(.r) expresa un polinomio de 
tercer grado en 4:. Cuando R(;v) es un polinomio de cuarto 
grado, puede reducirse al caso del de tercero.

Puede reducirse el polinomio de cuarto grado á un trinomio 
que sólo contenga términos de grado par como hemos visto (17). 
Empleemos según hace el Sr. Picard, la transformación

i
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siendo ^ una constante, lo que se reduce á hacer la sustitución 
1

x = p-------. Se tiene entonces

R(.) = .

Vamos á determinar p de manera que la suma de dos raíces 
del polinomio transformado sea igual á la suma de las otras dos. 
Expresando por a, ¿, r, d las de R(.r), las de R,(j) serán

I ___i i i
p—a' p — é' p^' p---~í¿

y podremos escribir, por ejemplo,

p— a p~é p—c p~d °’ 

ecuación de segundo grado en p. Si se toma por p una de sus 
raíces, en la sustitución el polinomio R/j) será de la forma

Ri(j) = A'(y + xj, + jx) {y y zj, 4- fx'),

siendo > el mismo en los dos factores; y si hacemos y 4“ — = 2, 
2

tendremos el polinomio bicuadrado

AX^ + a) (^^ + P).

Podemos, pues, suponer que el polinomio R(y es bicua
drado. Sea

R(,r) = agæ^ +

Las integrales de la primera categoría son en este caso

___________________ C x dx
Z'^o^'' "|- + íZa J Í ao X^ + a, y y ^a

4r® dx

]/ a^x^ 4- a.-r^ + a^
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La segunda de estas integrales se reduce á las funciones ele
mentales. Basta para ello hacer .r^ — j', como se ha hecho (17), 
reduciéndola á la integral

19. Integrales abelianas. Sea f(x, y) = o (1) la ecuación 
de una curva que no puede descomponerse en otras, es decir, 
/(x, j) un polinomio entero en .r éy irreducible á un producto 
de factores racionales de menor grado. La integral

.(2)

en la que F expresa una función racional é j' una función implí
cita de x definida por la ecuación (1) es una ¿nteg'/'a/ aóe¿¿ana, 
que se dice referida á ¿a curva dada (1).

El elemento fundamental de la curva desde el punto de vista 
de la integración es el genero.

Sean, por ejemplo, las curvas unicursales ó de género cero, 
cuyas coordenadas pueden expresarse en funciones racionales 
de un mismo parámetro; y sean éstas

j'=’}'C^) (3)

cuyos valores sustituidos en la integral (2) hacen racional en t 
la diferencial que puede integrarse. Consideremos una estrofoide

y(4r+a) = x^ía—x) (4)

Para integrar

hagamos y = t.v, y tendremos

I— /2 i —/^ idí

C1-{-i (d¿
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Se tiene idénticamente

(i + í)/ _ i i 1 i
0-#) (T + /7 “ 2(1 -/) 0+77 ^FT^ ’

Sustituyendo — en vez de j^, se obtiene 
X

4

siendo y una función de x definida por la ecuación (4). Pero el 
caso más interesante de las curvas de género cero es de las có
nicas. Puesto que son unicursales, resulta de lo dicho que se 
podrá integrar cualquier diferencial algebráica que sólo contenga 
la irracional 7 a.r^ -f- ¿.r-|-r , lo que por otra parte ya sabemos, 
puesto que bastará hacer

j = ^ ax^ 4“ ^^ +

y expresar las dos coordenadas de un punto de esta cónica en 
función racional de un mismo parámetro, lo que será siempre 
posible. Sea

r ______  
J ^ {x—1} {^ — 2')

Haciendo y’ = (.r — 1) (æ — 2)

veremos que esta cónica corta al eje de las x en el punto cuya 
abscisa es i; y haremos pasar por este punto una secante

= (.r — 1)4

Las coordenadas del segundo punto de intersección de esta 
secante con la cónica son
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transformándose la integral en

y 2dí

Su valor en términos finitos es, por consiguiente,

log ;-------= log ----- ---------------- .
V (.r—I) (4?—2)4- i —4r

Las integrales estudiadas hasta ahora han conducido á las 
funciones elementales (racionales, circulares, logaritmos y expo
nenciales). Actualmente nos vemos en el caso de introducir nue
vas funciones.

El caso más sencillo que se presenta después de Ias curvas 
de género cero es el de las de género uno. Se sabe que puede 
hacerse corresponder la cúbica

Y^ = 4X-'’— ÆX — ¿

á toda curva de género uno, de manera que á todo punto de la 
primera curva corresponda un sólo punto de la segunda é in
versamente, expresándose racionalmente las coordenadas de 
cada uno de los dos puntos en función de las del otro. Es decir, 
que se puede sustituir la integración de toda diferencial alge- 
bráica referida á una curva de género uno por la integración 
siguiente

f R(.i-, 1 qaf — ax — é)d.r,

en la que R expresa una función racional.
20. Reducción de las integrales abelianas (*). Sea

1 = f (2)

(*j Picard Traite d’ Analyse, l I, y Rouché Analyse infinitesimal, t. II.
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la integral referida á la curva simple

/(^»J) = O (2)

que supondremos de grado m sin ninguna asíntota paralela á los 
ejes, para lo que basta elegir convenientemente los ejes; y su
pongamos además que los puntos en el infinito sean simples, lo 
que es posible conseguir siempre haciendo una perspectiva de 
la curva. Todo lo cual equivale á decir que el conjunto de los 
términos de grado superior es de la forma

(«i^ + ^,7) («s^ + M............(a«í^ + ?«/), 

en cuya expresión ninguna de las a ni fi es nula, y todas las ra
n

zones — son distintas.
a.

Esto sentado, sea una fracción racional definida por la 
igualdad

. Fí^. J),

pudiéndose suponer que el denominador contiene tan sólo la va
riable ;r, puesto que si A y B son dos polinomios enj' primos 
entre sí, podemos obtener otros dos polinomios en j/, U y V ta
les, que se tenga idénticamente

AV-|-BV = K,

siendo K independiente de /, lo que se verifica de igual modo 
cuando los coeficientes de A, B, U, V contienen la variable a?. 
Si pues X es una función de 4r, y si se supone que j>(4^, y) es 

una tracción — , podran obtenerse dos polinomios U y V ente

ros en x é y tales, que

BV + Uy X 

ó, por ser/(íc, y) = o, tales que BV = X; y se tendrá que

, A AU AU
B BU X
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AU
dx.I =

Por último, si se descompone ~ en elementos simples, se 

verá que toda integral abeliana puede considerarse como proce
dente de los tipos de integrales

I.= I, = dx
{x — a)<^f¡,

en las que el numerador es un polinomio.
Para reducir las integrales de la forma 1,, supongamos que p 

sea el grado de P, P, el conjunto de términos homogéneos de 
grado/> en P y ^(.r, y) el conjunto de los términos homogéneos 
de grado m en f(x, y); y vamos á demostrar que; se /fuede redu
cir e¿grado dei^^oUnomio P á ser á io más igual á 2ni — 4.

Para ello determinemos un polinomio homogéneo X(;r, j») tal, 
que la diferencia 11 — X pueda ponerse bajo la forma de una in
tegral de igual forma que 1,, pero cuyo numerador sea de grado 
/> — i. Observaremos, con este objeto, que puede escribirse

X
di , 
— dx\ 
dx

pero ----X— 4— y . 
dx y ’

en virtud de la ecuación f{x, y) = o. Se tiene pues

^ dx

é dx. (3)
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El conjunto de los términos de mayor grado en el numera
dor, será

Pi (-^t J') (^ æ ? y ^*9?^«) (4)

á condición de que el grado À sea / — 7« -[- 2. Dispondremos 
pues de X para hacer desaparecer estos términos. Y del teorema 
de Euler respecto á las funciones homogéneas, resulta que

-t^X'a- + J>y^ = (^ — w]- 2)X, 

reduciéndose la expresión {4) á

^ 1 —(? —”g + 2)>-?y+ (J ?g + ■^?'^)>y

¿ ^Pi + (> — ?« + 2)Àÿ'y + wr^-y .5^

Si esta expresión es divisible por ®, llamando Q al cociente, 
y restando del numerador de la integral en (3) el producto QX/, 
que es nulo por hipótesis, se habrá conseguido hacer desapare
cer en (3) los términos de grado /. Todo se reduce pues, á indi
car que la expresión (5) es divisible por » ó, por no contener ti 
á como factor, que 

se anula idénticamente cuando se sustituye .r por las m raíces

— —y de Ÿ. Basta para ello que X contenga 777 coeficientes por 

lo menos, ó que su grado / — 777 4- 2 sea superior ó igual á 
w — i, lo que da

/  777 + 2 5> 777 —^1 Ó /> 2777 — 3.

Asi se podrá disminuir el grado en las integrales 1,, mientras 
sea superior á 2777 — 4, lo que demuestra el teorema.

El caso de contener el denominador una potencia de a;—a

4
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se puede dividir en dos, según que los m puntos de intersección 
de la curva f{x,y} = o con la recta x = a sean distintos ó no.

Supongamos demostrado el lema siguiente;
Toda curva <l>(.r, j») = o que T<^sa /x^r ¿os puntos comunes á 

¿as dos cujeas f(x, y) — o y ^(x, y) = o puede ponerse ¿ajo ¿a 
forma si^-uiente, en ¿a que A j'B e.vpresanpo¿¿nofn¿os en x /y.

<I> = A/(ic,j/) -1- B^(.r,^) == o, (*)

(*) Nother Malh. Annalen, t. VI, p. 352.

cuando ¿os puntos C07nunes soji s¿7np¿es en cada utia de ¿as curvas. 
En otros términos: se tiene en este caso, en los puntos de inter
sección de <1» y f,

siendo B un polinomio en te éj.
Esto sentado, supongamos desde luego que la recta -jc=a no 

sea tangente á la curva en ningún punto. Análogamente á como 
hemos procedido, vamos á obtener un polinomio X(,-r, j) tal, que

sea una nueva integral cuyo denominador contenga sólo .r — a 
elevado á la potencia a — i. Puesto que se tiene
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la diferencia precedente se escribirá

p — y ?
----------------------------------- -----------------------------dx.

(.T — a) “y'y

Para que el numerador sea divisible por x ~ a (teniendo en 
cuenta la condición /{x, j/) = o), basta que

P + (a — il^A

lo sea. Pero según el lema, si la curva

P+(a —l)X/y=o (7)

pasa por los puntos de intersección de la curva /(-r, ^) = o con 
la recta .r = «, se puede poner

P + («- i)>'A

bajo la forma de un polinomio en A- é^ (6). Basta pues expresar 
que la curva (7) pasa por dichos puntos ó que el primer miem
bro de (7), en el que se hace x = a, es divisible por f{a, j). Es
tas condiciones se expresarán fácilmente, si se ha elegido para X 
un polinomio de grado m — 1 en j^ tan sólo, porque fy (a, y) es 
diferente de cero.

Se podrá aplicar este procedimiento de reducción mientras 
que a no tenga el valor 1.

Consideremos por fin el caso en que la recta .r = a es tan
gente á la curva f(.v, y) = o en el punto (a, y^}, siendo diferen
tes los demás puntos (¿1,^.2), (a^fa)......... ,(«,>'wi-i). Se tendrá 
entonces J'^rÇa, j/,) z= 0; y el razonamiento anterior no es apli
cable.

Restaremos entonces de la integral que se ha de reducir la 
cantidad
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y ensayaremos la determinación de X de manera que

(,r — íx)P(.v,J') + — C'’^ ~ ^) 0^'¡efv '^yfx} (8) 

sea divisible por (æ — a)-.

Es preciso pues, que desde luego---pueda ponerse bajo 

la forma de un polinomio, teniendo en cuenta la condición 
f{x,y} o; y por ser fyda^y,) = o, podemos tornar

X = (j'—Ji) J's)—/«-i)p(j) (9) 

siendo ¡x(7) un polinomio en y. La curva K/'y = o pasará pol
los puntos comunes á la curva f=o y ála recta a? = a, con- 

tándose por dos el punto (a, 7,); y en virtud del lema (6), ^—7^ 

será un polinomio en .r éy.
Es necesario enseguida que

P(.V,J) + —----T +/á,Xy

4; — a 

pueda ponerse á su vez bajo la forma de un polinomio, ó que la 
curva

P+ ±VjL + = o (10)
— a

pase por los puntos comunes á /= o y á la recta 4; = a, 
siendo tangente á esta recta en el punto (¿x, j'i). Expresemos 
desde luego que la curva pasa por los puntos (a, yj, {a, y^}... ^ 
{a, ym~i\ Para esto, será preciso sustituir en la ecuación (10) X 
por su valor (9), lo que da

P(-^,7) + —yú {y—yi) ^y —ym-i^p-Ly} 
x — a J

+ (y—yO (y—y-2} ■■■ 0 —ym-i)i^'(yV'x 00

+ ” (J—Z) •••(/—/«-!) = o- 
ay 1
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Si hacemos .r = zx, }> ~yi, el último factor se reduce á 
(J, — aO (y - J's)..........(/, — J«-i). En cuanto al segundo 
término, contiene una expresión indeterminada en apariencia

cuyo verdadero valor vamos á obtener. La ecuación de la curva 
referida á la integral puede escribirse, aplicando la fórmula de 
Taylor, y teniendo en cuenta que por hipótesis J{a, y^)^ o y 
fu («. 71) = 0.

^(-^,7)^o=(æ - «)/»(«, j,)+ i Çr — aYJ"^^2 (a, y,}

+ Çr—a) (7—J.y^asi^, J,)+j(7—j,)’/^ («.7i) + -“l

También resulta

f'ÿ C^i 7) = (^ - ^}f 'xA^, 7,) + (7 — 7i)Ay(«, 71) + 

y teniendo en cuenta la ecuación (13),

— (7—7i)Ay("’J'i)+

El verdadero valor de (12) es pues — 2f'a;(a,yiy, y la con
dición hallada se escribe

F(«.71) + (1 — 2«) (71--7.) ■■• (7,“7«-i)A ^a,^,)ix(ji/,)=o.

Como por hipótesis, el punto (¿í,7i) es simple, fx (í^, 7t) no 
es nula; y la anterior ecuación da á conocer ¡x(7,). Igualmente, 
haciendo en la ecuación (11) .r = « é y =j'i, se obtendrá

P(«.72) + (1 — a) (7„ —^1) (7, _ 1)7'^ (¿z, 7*)[t(yj) = o.

Esta ecuación determinará ,u-(r¿), á condición de que/'æ (^^>72)
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no sea nula, es decir, á condición de que la tangente en el punto 
(a, /2) no sea paralela al eje ¿pít, lo que siempre es posible, eli
giendo los ejes convenientemente. Tenemos pues determinadas 
las funciones p-f^,), p-O'#), ■.■ P-(ym -1): Y ^Ita expresar todavía 
que la curva (n) es tangente á la recta a' = æ en el punto («,^1)' 
lo que determinará p-VJ. Con este propósito, expresemos que 
la derivada respecto á j/ del primer miembro de (11) se anula 
cuando se hace £p=¿x, ^=J'p Se ve que el coeficiente de p-'(Z)» 
que nos es interesante el conocer, es

2(1 — a) (y, —^',) (j, -^73)........... {y, —j^jn-óA (^’ yd-

Este coeficiente no es nulo mientras que a es distinto de la 
unidad. Podremos pues determinar p-'(jPi). Esto nos conduce á 
un problema de interpolación, á saber: Deíerminar un polinomio 
p.(_p), eonociemio ¿os valores qtie adquiere /ara y = yi, ^i,. . ■, 
;r,„_i, así como el valor de su derivada para j/ =}'^.

Sea, por ejemplo, v(y) el polinomio de grado m — 2 dado 
por la fórmula de interpolación de Lagrange

ZírA = ¿^ '*  ^ * 4- 4

(*) Kouché, Analyse infinitesimal, l. II, pógs. 63, 71.

que adquiere los valores j/ = /„ 7.^,.......... Se podrá tomar

í^(>) = 44) + C{7 — 7'1) (7 —A(J'—/m-i)« 

hallándose determinada la constante C por la condición
!ju'(j.)= ^'(4,)+ C(>, — A..........(j,—j„_i).

La demostración hecha en el caso de que la recta .1' = a es 
tangente á la curva / en un punto simple no sería válida si se 
tuviese f'x (^. /1) = 0, es decir, si el punto (¿z, jz,) fuese doble. 
Sería preciso en este caso restar de la integral abeliana una 
fracción racional de la forma

(,r-a)“ + ‘’

siendo À(.v,^) el polinomio por determinar. (*)

MCD 2022-L5



INTEGRACIÓN DE LAS EXPRESIONES IRRACIONALES 55

En el caso de pasar la recta x = a por un punto doble con 
tangentes distintas, M. Picard demuestra el siguiente tema. 5/ /a 
recia x=a />asa por uupu/íto doá/e con tan^'enies dísiintas (a, y,) 
de ¿a cui’va f(x, y) = o, con ias condiciones antes enunciadas, y 
kaHándose x e’ y timadas por ia retacio’n f(x, y) = o, ei cociente

^* (-^'’ J')
(a? — íz)®

podrá ponerse ¿ajo ia forma de un poHno/nia en x e' y, si en cada 
uno de tos puntos de intersección de ia recta x = a con /a cuj'va 
este cociente tiene ten vaior finito y si además tos dos valores co- 
rrespondientes á las dos ramas de curva, que pasan por dicho 
punto doh/e (a, y,) son ig-uaies.

Demostrado este lema (*), el Sr. Picard considera la integral,

J (.r — aff'^

suponiendo que la recta x = a pasa, como se manifestó, por un 
punto doble de la curva, cuya reducción efectúa restando de la 

misma una expresión de la forma  —— —, quedando re-

ducido el exponente a á a — i, pudiendo seguirse en la’obra 
citada los cálculos que conducen á este resultado.

Esta reducción efectuada suponiendo siempre que la curva 
tenga solamente puntos dobles con tangentes distintas, conduce 
á una integral de la forma

* R(.r, y)dx
(x — a)f',f

en la que R expresa un polinomio; y pudiéndose suponer que 
R(ír,T') contenga áy elevada al exponente m — i, á lo más, si 
se emplea la ecuación f{.f, y) = o para hacer que desaparezcan 
las potencias de y superiores á m — i, ordenando entonces

O E. Picard Traite de Analyse, t, I, págs. 60-62.
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R(.r, j) así reducido con relación á las potencias de À' — a, se 
ve que esta integral se reduce á una integral del primer tipo y á 

la siguiente

r R^y^dx

J (^ —

en la que R(j) es un polinomio en y sólo y del grado m — i á 

lo más.
21. OtRO MÉTODO DE REDUCCIÓN Á LA FORMA CANÓNICA. 

Desde luego toda integral de la forma J/{x, V^dx, se puede re- 

ducir á la forma Í —^ dx, siendo F una función racional.

o*  -|- R

(•) Uerirancl. Calcul integral, p. 54.

En efecto, f{x, R) no puede tener más que la forma ’ 

siendo », |, <b, T funciones racionales de x- Si multiplicamos 
los dos términos de esta fracción por ‘1‘ — R'F,. se reducirá á la 
forma

ç.p_R4|T (fT —iz‘l>)R’i
■Í.TZrR^ <&*  _ K-T ' R

que equivale á /‘(jv),

expresando/y F dos funciones racionales de or.
Supongamos que R sea el polinomio de cuarto grado

='- + H-^' + (*)

Siendo racionales las potencias pares de ^R, y hallándose 

contenido como factor { R en las potencias impares, toda función 
racional de x y ^R puede ponerse bajo la forma

P+ Q/R

P' + 2' ÍR
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y multiplicando los dos términos por P' — Q'/R , el denomina

dor se reducirá á la forma M -j- N pR. La integral \Wdx se po
drá calcular fácilmente; y sólo nos falta estudiar la integral

siendo NR una función racional de x.
Vamos á ver cómo una sustitución racional puede transfor

mar la diferencial precedente en otra que no contenga bajo el 
radical más que potencias pares de la variable. El polinomio R 
se puede descomponer siempre en dos factores reales de segundo 
grado. Sea

R = [(.r — my + N] [(.r - jx)^ + v].

Hagamos

m r—sy ---------- (i) 

y tendremos

x [r — s + (5 — J)j] = wz [r — p + (a ~ j)/]

4- <x(r — jj») — m(r — sy)

X - « = ; (2)

yde
r — sy

resulta

•^[^— ? “H (5 — -y)/] = jx(r — ? "h (® — ■^)j'] 4“ (¡A— wz) (p — ay)

A — ay) 
o ¿r — a = —  — (2')

(^ — p) + (’ —
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Para que en cada factor de R se anule el término de primer 
grado en j', es necesario y suficiente que 

rsbn — + —r) (c—î)N = o) . . , N ‘v ' (de donde . (3) 
01(7« — ¡xy+íf—^) (5 — •y)v= o) 0 7V

Dividiendo respectivamente por f® y rs cada una de las ecua
ciones (3), y haciendo sustituciones, resulta de la primera 

N („7 — jt)’ i. + N 4- — 
v y

y, de la segunda

r s __N 4“ * *4* (ffi — ¡x)' 
07_____________ V

Conociendo la suma y el producto de las dos relaciones 

— y - se deduce su diferencia; y haciendo 

[N 4" * 4" (^ — jx)^]* 4Nv = 5, (4)

se tiene que 

/r , s\^ A 4-4Nv à , rs 
(- + - = = ~ + 4

/? i®V A4-4Nv A, 07 i — -1— — 1   -4- 4 ■■■ —
V' / N- V* ' r í

/7' íV__ A /o 7 y__ A
V ® / ’ \^ -f / N^

r s 
Para que “ y ~ sean reales, es necesario y suficiente que

A sea positivo. Pero se tiene idénticamente 

A = [(777 — {¿y 4“ * — N]’ + 4(777 — ¡i.yN
= [('" — [x)' 4- N — vi* 4- 4(777 — [x)S, (5)
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pues desarrollando la expresión (4) de à, y añadiendo ó restando 
bien 4(7« -«)^N, bien 4(w — »)S, se obtienen dichas expre
siones (5).

Si N y v son á la vez positivos ó uno de ellos solamente, 
una de estas dos expresiones manifiesta que A es positiva, y 

r s
que, por tanto, 7 y y son reales. Estos casos son aquéllos en 

los cuales dos raíces, por lo menos de la ecuación R = 0, son 
imaginarias.

Consideremos, por último, el caso en que N y v son negati
vas; tendremos idénticamente

A = [(»Z --{Xp + N ■+• V + 2 yÑ vj l(»/— jxy + N 4" * — 2IN vj, 

ó

A = [{m—^Y- + l'^)*] [(« —F)®

pues los tres últimos términos cambiados de signo dan menos ei 
cuadrado de los binomios escritos en la última fórmula.

Llamando ahora a, p, y, 5 á las raíces de R = 0, tendremos, 
por ser,

(a* — w/y + N = 0 ó x- — 2mx + w^ + N = o, 

y (x — [x)“ -j- v = o ó x'^ — 2 u,x-j-;-^^ + v — o:

m = ——L , u. = ' ~— , (m— i 
2 ' 2 2

W® + N=:aP, ¡x®4-v = Y°l

luego |/_N = -y — v = Ï------2;

y sustituyendo en la expresión de A, A =

C(*+P - Y-S)*-!»-^-?-^*] [(»+P -y- 5)’-{«+*—PW
16
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Tenemos además que

(“ + P — Y — 0'^ — (a + y — p — Sp

= 40 - y) ^ " O- etc.

Por consiguiente

à = (a - S) 0 - Y) ^ O - 0. (5)

siendo a y ¡3 las raíces del primer factor de R y y, 5 las del se
gundo. Como estas cuatro raíces son reales, se las puede agru
par según convenga para formar los dos factores de segundo 
grado, haciendo de modo que à sea positivo.

Si por ejemplo a, 3, y, ^, se hallan colocadas por orden de 
magnitud creciente ó decreciente, los cuatro factores de (5) serán 
de igual signo y à positivo.

De la primera ecuación (2) se deduce

__ {m — p.) (re — í?)¿0' 
[?'—? + {« +^W

y de las ecuaciones (3) resulta
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y análogamente se obtienen

P^(7« — [x)- + (p — r)S m — j=£_!------- Li—L_\-------- = [m — ¡x)----------------- L ,
o 5  J

j-(z« — I^y + C — J?N _ ^^^, ^J j: — ra

5 ¡5 — r

Sustituyendo los valores de dx, x — m y x — ;x dados por 
{2) en

F[(x-,«)« + N] [(x-uy + v]

y valiéndonos de las cuatro últimas fórmulas, después de haber 
desarrollado y reducido á un común denominador la cantidad 
sub-radical, la (7) se reduce á

1 \c — — r / \c — j — r /

y según el signo de los coeficientes, el radical se reducirá á una 
de las formas

úr-y) (1-0'), úi-y)(1+0'), íTi+7)ó+O).

Supongamos que sean reales las cuatro raíces de la ecua
ción R = o, y sea

R = (x —a) (.r - fJ) (;v — y) (x —5); (8) 

la transformación (1) establece entre x é y una relación de la 
forma

r + sy
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Para que el polinoniio R quede sustituido por (i — y) 
(1 — -^V), es necesario que los numeradores de los cuatro fac
tores sean respectivamente i -f-j', i —y, i -}- ky^ i — Ha
gamos pues

r + <y r + sy f

r+^y r-^syj

Tendremos que

x—tz Ai+jz’ .r^^“cr+^’

Haciendo en la primera de estas identidades ;u = o y ;v = '' 
y en la segunda ^«P, ;r = a, résulta, considerando que los

valores correspondientes de j/ son: — , — —, -j- 1 y — 1,

3 — P _ B l
S — ix A ^-|-i ’

P— 3 __D i—Z’

Y—p BZ+i
Y~a A Z — I

a—3 __D l 4 Z
a — Y C I—Z’

(11)

y combinándolas dos á dos,

B y (^ - pi) (Y - P)
(S — a) (Y — a)

(p - &) (g- S)
(P — Y) (a —Y) (12)

i —Zy (P — 8) (a — y)
(P - Y) (« - 5)
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y podremos elegir el orden de las magnitudes a, p, y, 5 para que 
los segundos miembros sean positivos y por consiguiente reales

B D i—B D 
las relaciones — , — , . Adoptando para — , — y æ los

A C i-F>& A C 
valores deducidos de las últimas ecuaciones, las (10) dan el

mismo valor de 4; para las cuatro hipótesis j/= + i,_y= + — , 

de manera que son idénticas.
La tercera de las ecuaciones (12) da

i+¿ - r (?_T)(«-8);

Se podrá, adoptando el signo -|- ó el —, tener á voluntad 
-^<^10 .^> i. Las ecuaciones (10) dan por diferenciación

(¡5 — a)-------------  
(■V-g)^ A d+yr-' Í

(ó — y)-------------
Í (13) 

cd+w’ '

Multiplicando estas ecuaciones miembro á miembro y divi
diendo su producto por el de las ecuaciones (10), resulta

(P — g) (5 — y)______________ dx-______________
4¿ (.v — a) (X — p) (.r — y) (;v—S)

y la diferencial 
dx 

|/+ (x —a) (x — P) (-T —y) (47—8)

se reduce á la forma 
Mí/jz
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Así pues, resulta de lo expuesto, que la diferencial se 
ÍR 

puede reducir á la forma

/ (F— M/) (v — My) ’

Distinguiremos tres casos respecto á los signos.
i.® Si L y M tienen igual signo, así como L' y M', ha

remos

M ,
-f-Z =J_y

La diferencial se reduce á

i dz
ML Í(i —/0 (i —K^s^)

05)

siendo K á voluntad mayor ó menor que i, porque el orden de 
magnitud de los productos ML' y LM' es arbitrario.

2.® Si M y L son de igual signo y M' y L' de signo con
trario, se puede hacer

p / = -^^
LM'
ML'

y la diferencial se reduce á

i ds
Í— ML' /(i_ír*)(i + K‘^s)

3.® Si y ^ son negativos, se hará 
M M

06)

y la diferencial se reducirá á

i dz
í^Mü í7?+7^y7i+K^

(17)
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Las diferenciales (15), (16) y (17) pueden reducirse á una 
sola forma, haciendo respectivamente

jz = sen ?, 2 = eos í-, = tg cp.

Se tiene entonces

dx dx
* |^7i — -í^’) (i + K'jr’) Íi — k- sen^ f

dx d^

F I + K-

dx d^
• /(1 + -r^) (I + }<Lr;i . / 1 - (1 — K^) sen^^ '

De manera que la diferencial se reduce á la forma única 

1^ i — c® senses

22. Polinomio de tercer grado. Debemos considerar 
especialmente el caso en que R se reduce al tercer grado. Una 
de las raíces, 3 por ejemplo, debe considerarse como infinita. La 
segunda de las fórmulas (12) manifiesta que también será infi
nita D. Las otras dos se reducen á

/BV  y—^¡3 /1 —¿y  a — Y

\A / Y — V + ^/ P — Y

La ecuación (14) se reduce á

(¡3-—o-^dx^ dy^
4^(æ —a) í^—PX^ — r) (1 -/) (I ~O') ’ 

y la fórmula de transformación es

jc — p Bi—y
x — a Ai+j

5
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De todas maneras la raíz cuadrada de un polinomio de 
cuarto grado se puede reducir á la de otro de tercero. En efecto, 
se tiene que

“) (-1^ — P) (« — Y) (-v— S)

= (^- a)2 k----------------------------------. 
r .ar— a a;—a ,r—^a---------------- »

Hagamos 1- = ^
a? — a

P—a.a , (P — y-}dx ¡3 — a
A* = !--------- , d.r~ -- --------— a = ----------------- ,

l — —z i—z

sustituyendo, tendremos

^(æ —a) (,r~fi)(^ — y) Çr — S)

= (P — «Z 1/, [P — Y + (Y - «)»! [P — S + (5—a)4

Observación. Como se ha indicado (pág. 41), las integrales 
elípticas se reducen á los tres tipos

que se llaman integrales de primera, de segunda y de tercera es
pecie. Legendre hace .r = sen ?, y entonces se transforman, li- 
mitándolas, en

sen2;&z/:p

/ 1 — ¿'^sen^ç)
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Legendre, según ya hemos dicho, sustituiría la segunda por 

fj ^ i — ‘̂^ sen-^íZ^,

y bajo esta forma representa un arco de elipse cuyas ecuacio
nes son

-r = / i —^®cosf, J^ = sen®

de donde ha venido la denominación áQ-integrales elípticas.

§ 3? Diferenciales binomias

23. Reducciones preliminares. Se llaman diferenciales 
binomias las que tienen la forma

(æ 4~ dx,

cuya generalidad no disminuye suponiendo que m y n son ente- 

ros, pues si se tuviese x'^^a + éx^j^íl.r, se haría æ' = Z®, de 
donde dx = ói^dí-, y se tendría que integrar la expresión 

6Z^ (a + áí^yP dt.

Se puede suponer también n positivo, porque si se quisiese 

integrar + éx—^y dx, bastaría hacer íc = — para reducir
2

la integral á — r>^-^{a -1- ¿>t^y di.

En cuanto á /, se le debe suponer fraccionario, porque de lo 
contrario la expresión se reduciría á un polinomio errtero, como 
se ha visto (pág. 15).

Se pueden integrar las diferenciales binomias en los dos ca
sos siguientes:
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i.® Cuando —-— es entero. En efecto, si hacemos

a, -j- bx’^ = 2’, tendremos

\b/ nb \ b /

La diferencial propuesta se reduce á

que se hace racional en nuestra hipótesis; pues si / = — , ha

ciendo 2 = f''', tendremos una función racional.

2.® Cuando--------- no es entero, pero

^ + l|x  !— -|-^ = entero, 

tendremos que

x”\a. + bx^^)^ dx = .r®» + ”'P(ax- « -^ i) ¿¿.r: 

y repitiendo el razonamiento, se verá que la expresión es inte
grable si

7« + + i ^ 7;z-‘- i | ^ .
— « n 

es entero; debiendo hacer en este caso ax^’^ -\- b = 2.

Ejemplo. Sea x'^a + ó-r^)^ dx. Se tiene que

1+1=1 i+l+l=2-
■3. 3’ 3- 3 ’

luego la segunda condición de integrabilidad queda satisfecha.
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24. Integración por partes. Se puede reducir sucesiva
mente la integral de la diferencial binomia, ya reduciendo el ex
ponente de a? fuera del paréntesis, ya el exponente del binomio.

i.° Tenemos

(x'^^a + ó;r”)^ ¿Z,r = f .v”^-^+^ {a -{- áx”)^ d.v = f uílv,

haciendo

+ i)

por consiguiente

«^(/+1)-' /

La nueva integral será más sencilla, si m es positivo y mayor 
que n, y J> negativo; porque /4-1 tendrá un valor absoluto me
nor que p. Pero se puede obtener una fórmula en la que el ex
ponente x exterior al paréntesis sea el sólo que disminuya, pues 
tenemos idénticamente que

;r’«-«(a + AB”)^‘*‘’ = ^’«-"(a + ¿4r«)^ (a + ^^r»)

= íz.r™~”(¿z + dx^}^ 4" ^^^^{¿í -}- ¿.r”)^.

Por consiguiente,

fx^^-^{a + íí,r«)í’ + ^/a-

= a ja^-^(a + ¿íP”)^ dx -j- ¿ Íx^{a -|- óx'’^y dx.
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Sustituyendo en la ecuación (a), se tendra

{a-\-è^:^^y (ÍA: =

Transponiendo el último término y reduciendo, será

Se ha disminuido en n unidades el exponente de .r”‘; y con
tinuando el procedimiento, se podrá disminuir en el mayor múl
tiplo de n contenido en m.

Si se tuviese m — ín = n — i, expresando ¿n dicho mayor 
múltiplo, la integral fx”^ — ^”{a + ¿æ”)^ dx se podría obtener in
mediatamente, porque se reduciría á

Pero la igualdad m — in=n — i se reduce á----= /4-1, 

y la primera condición de integrabilidad queda satisfecha.
Cuando 11/ -\-m -^ 1 = 0, el segundo miembro de (A) 

se reduce á 00 —• 00 , y la fórmula es ilusoria; pero como 
m 4- I , 
--------- 4"/ = 0. es decir, un numero entero, resulta el segundo 

caso de integrabilidad, y la integral se obtiene inmediatamente.
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2? Tenemos

/^7« -I- 1 
dx = (a èæ^)Pd - ----------. 
7« + I

Integrando por partes, resulta

Ix'>^{a + éx^)P

777 + I
^É^ íx^-i-»{a-}-áx»}P-^dx. 
m 1

Por esta fórmula el exponente del binomio ha disminuido en 
una unidad, pero el exponente de la .r exterior al paréntesis ha 
aumentado en 72 unidades. Para reducir este exponente, cam
biemos 7« en 7/z -|- n y /> en / — i en (A), y resultará

x'^''{a + óx^^P — ^dx.
^{fip + 777+1)

Llevando este valor á la ecuación (6) y reduciendo, ten
dremos

x’’^'^'^(a -^éx'^^P
77^ + 777+1

+---- f 4;W(^ 4. Óx^)p-idx. (B)
77/ + 777+I/

Por medio de esta fórmula se quitarán sucesivamente todas 
las unidades que contiene el exponente del binomio.

La fórmula B se hace ilusoria cuando np + 777 +1 = 0; 
pero entonces nos encontramos en el segundo caso de integra
bilidad.

Ejeinplo. Sea la integral

x'’{a + dx^y dx
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Se reduce sucesivamente por la fórmula (A) á las siguientes: 

j".v(a-{-d.r;

y esta última por la (B) á

25. Casos de ser m v j^ negativos. i.° Vamos á dis
minuir el exponente de .r fuera del paréntesis. Para ello despe
jemos en (A) el valor de / ,r’”~®(« -j- ¿-r”)P dx^ y tendremos

i ,v^—”(a-\- é,r”)P d.v =-----------  
j---------------------------------------------{m — «-¡-l)a

(7« + «/> + l) f 
[m — «+i)íi: 1

Cambiemos m—n en —w ó m en —w-j-», y tendremos

/ íc“”* (íX 4’ Av”)P dx = —------------------------- -------
J {m — l)a

+ ----------—-—' / .r-’" + «(¿? + éx^)Pdx. 
(m—i)¿í y

Por el empleo repetido de esta fórmula, la integral se reduce 
á la siguiente: 

y ;r-«+(í+i)« (a + ¿a}«)p dx,

en la que ¿n representa el mayor múltiplo de « contenido en in. 
Si se tuviese —m + (2 + 1)77 = « — 1, la última integral 

se reduciría á

J né{fi-{-í}
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Pero como se tiene

— + i
--------------= — z — num. entero,

nos hallamos en el primer caso de integrabilidad.

Si / es negativo, de la fórmula B resulta

, 1 r
+------------------- / 4?® (a + ¿.r”)/’ dx.

Si se cambia en este resultado p — i en —/ ó/ en —p + i, 
se tendrá

J an{p—i)

—/ X'^(a + ¿£c’*)“í’ + i¿/4r. 
an^p-i) j

Si /^ í, el valor absoluto del exponente del binomio habrá 
disminuido en una unidad; y continuando la reducción, se aca
bará por reducir este exponente á hallarse entre o y i.

Ejemplo. Sea-------- -— . Tenemos según (A) 
I^l + ár* 

/ :v^d,v --- ------4r™-’y i —4;«_|_w—1 j'x’^-^d.v

Haciendo sucesivamente w = i, 3, 5,...., se tendrá
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Y obtendremos sucesivamente

En general, si m es impar, se tiene

.r'^ d.v

I — ;i-

(m — i).r”*
(m — 2)in

+ 2.4.............(»z^-| c
1.3m J

Si m es un número par, resulta

m — 1 +4r“ dx

^1 — X^ m

I...7ZZ---I T,,----------- - ,
--------------- AT I I l ---  4;^-f-
2.4...W I

(m ^ i),r’«-=’ 
(7« — 2')m +

1.3.5 ...(»i—I) 
-------------------- -—arc sen x 4- C.

2.4.6.
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26. Método DE DIFERENCIACIÓN. Podemos diferenciar 
bajo el signo /. Así, por ejemplo, se tiene que

yMjr” — i(/ + i) (a + Ær“)Pdx = (æ + ¿a'”)p + ^¿—1.

Diferenciando f veces con respecto á b, tendremos

1} (a bx^^p - ^p{p — i)(^_/-pi)í¿^

__  d^(a + <^.r'í)P + i¿— 1 
db^

y cambiando / — en

y«(? + i)(? + 2)(ÿ + / + i),r”<»+i)~* (a + ^4;”)5dx

db^

Apliquemos el método de integración por partes á la integral

Am = + b:r”)Pd:r.

Con este objeto, diferenciemos la expresión situada debajo 
del signo /■, tendremos

¿/[.r”’{a + ¿■^”)^] = »Z4r’'‘“i(a + bx^^Pdx

+pbn.r”^+”‘-^(a-^ bx^)P-^d^

= [/«4r”‘~ia(Æ + ¿4r”)P~^ -p Jnbx”^ + ^ — ^(a + <5-i'”)P — i

+ pbnx”^ + ” - » (a + b.v^}P — ^^dx,

es decir, cambiando / en/+ i é integrando,

.r"»(a -J- ¿4;")P+» = w/æA^-i + b{m + np + zz)i,

MCD 2022-L5



/6 LIBRO I.®--- CAPÍTULO 111

fórmula de reducción que permite aumentar ó disminuir en « el 
exponente de A- exterior al paréntesis. Para efectuar la reducción 
del exponente tenemos

+ + á.v”’')P~' d.v = [.r™ — ^(^ + ¿■v^)p (ii/> -}-;«)

de manera que si se hace

Ap = j'x’^{a 4- Ar”)P d.v,

resultará, integrando y cambiando m en w + i,

;v’»+^(a + áx^)P = («/ + m + i)A^ — a^nAp^i.

Luego: Toda ¿níe^a¿ de ¿a di/efencial dinomia puede redu
círse á la forma

x”^{a + áx’^)P dx,

en ¿a que m _;/ n son euíeros y p es¿á comprendido enfre o y 1, si 
no se puede reducir ai caso p = o. Én fin, se puede suponer 
m <^ n jz n ^ o.

Sfeinpio. Sea la integral

1 {a^-\-dx. Haremos Ap = f (a^-\-x^) dx;

y diferenciaremos la expresión x'^Ça 4- x-) 2. Será pues 

d _P. _^Ü 
^ .r’"(a-4'-v*} = mx^-\a--}-x-) — px^^-^^^a-f-x-)

— Z _P + 2
= (;« — /);r’”“’(«' 4“-^*) 2 4“^'/-^* “ ’(<ï* .+ ■^') 2 ,
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Ó integrando, y haciendo 7/2=1,

x(a^ + ;v‘) 2 = (i —/)A;, + a'’/Ap_|.2

ó A, + , = - A, .

Así,

pero A^ es igual á iog (o; 4* ^ a7 47-^^)- El valor de Ag es pues 

conocido.
También diferenciando p veces con relación á a la fórmula

log 2 

se llegaría al mismo resultado.
27. Empleo de los coeficientes indeterminados. El mé

todo de los coeficientes indeterminados conduce en algunos ca
sos rápidamente á la obtención de la integral, que igualaremos á 
una expresión conveniente, cuyos coeficientes se determinan 
por identificación. Así tenemos, por ejemplo,

f io.r5 + io.r’ + 4^;^ + ÿæ- — 5a: i 

J Í i 4“ 2a; + x^ 

(^4 “F íii x 4" ^0)’ 

1/ 1 T- Í ^^^ 
1 i 4“ 2X 4" + K / - — . 

J F' i 4- 2X 4-

Diferenciando, resulta 

lox’ 4- lox’ 4- 4-^'’' + Z*^’ — 5-^ — I 

y i 4- 2X 4-x-

— \4a^x^ 4“ 3¿^3-^' "h 2ÆjX 4" «ûF I 4" 2X 4" •^'
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(i '4- xj (í2.¡jt’'* “H Æ^-X"' -|- ¿fjx® 4" ^1^ 4" ^o) 4“ K

lox’^ 4" I

= (4^4-»^ 4- 3«3^“^ + 2a,x 4- aj (x^ 4- 2.r 4- i) + (i 4- A?) 

X (^^4^ -f «gX^ 4" «8-^’ 4“ Û^i-^ 4“ ^o) 4" K.

Identificando, se tiene:

lo = 5^4, aj = 2; lo = 9^4 4" 4^3 = 18 4~ 4^2^31

37ilj — 2J <Ï2 — ---- ■, ¿X.----------- —, iXo —----- —- , K — 7'
3 6 6

Ejemplo:

C ^Q.V^ 4" 30X^ 4“ 124?® 4- 21x2 — J5_^ — j
J 1'4-1- 2x4- 3^2

= (2X^ 4- ^ — 3-^'4" 4^ — 1)1^4 4- 2x4- 3x'-

J /4+ 2X 4- 3x2

siendo

[log (1 + 3^ 4-^'3 1^4 4-2^4-3^) 
JF4 + 2x-h4^2 ^3

28. Empleo de una diferencial. No solamente son al
gebraicas las diferenciales de las expresiones algebraicas, pues 
también ciertas expresiones que contienen logaritmos y lineas 
trigonométricas inversas pueden tener diferenciales algebraicas. 
Esta circunstancia permite obtener ciertas integrales.

Ejemplo íP Sea la diferencial *^-'^(i 4~ ^')— 

(I—X2)|/ I 4- Xí
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Hagamos, según Euler, = ?•i — .r'

Tendremos

i +/" =

dp =
dp :ríZ(i + ;r^)y2

luego

2.® Sea
d.r{i — ,r’)

Hagamos

—p-, será

dx (i 4" •*■’) • dp i

2

dp í/.r(i — a:^) /2

i i
— are sen p = — arc sen
/2 1’2

§ 4.® Aplicaciones

i. Í ^—^-^ dx ~ — ¿r — —4/(|^x—i) .

MCD 2022-L5



So LIBRO I?^—'CAPÍTULO III

2. /----- i/.V = 2 p -V + I + Z ------ •
y^-j-i + i

J^a-x 3

4- / ï — arc cos x.
Jfi-^x

5- [ ■ ------dx= — 
J 1731-------------------2 2

-,—- ^ =- = ^ /i— I 73^7 7 h—2X-{-^X^\ . 
(" I — 2X r 3A-- y3

7. [x^a^èxdx^^'h^^lL  ̂_ .

J bx

9- / 5------------= — 10 y{^~^}~ (2X 7 3a).

J a — x

0- [ — ¡^r7a)3 7 api ,

7yAr7í2—|7r — a 3®^ ’
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13- / —--- ------- = — art tg 1---------------- . 
J xV — a fa ' 

14. /--------------■^=. = — log---------------------------- . 
J {.v + i) y i — x Fa /1 — .r + 1^2

15- ¡' '^■^-— = 2 log (1 + /4:) .

16. Í1^L_ dx = 2 ( -V + log i .̂
Jx— I Kx + I

- — x'' + a are sen —
a

J rpi+.r + .r
1G~+ ^' + ^‘^

2

6
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22. [xfT + x + .r- dx = — R3 + — (x + —^ R 
J 3 4V 2/

l6
(R = )/i +.r -F.rO. 

C xdx 2 2 + x 
23- - - = - -   . 

J F (i + 3 |" I + A’+ 

J 1^(1 + A'+ 3 R 

f dx ,2 + x— 2R 25. /     = / 

26. [- •^■^ -1R zLt^zz^Z. 
J X^ I I + -T + 07- .r 2 A? 

27- [^ ^'^^= “/(« + 2èx + 2^0R} (¿>0). 

J ] ax-{-âx- ]'ó 

28- / — = — R + r arc sen  . 
J 2rx — 

29- /    = — R + — r- arc sen. 
J ^ 2rx — .T^ 2 2 r 

Cdx R 30- / ——  = — — . 
J x\2rx — 

32. — + 1) R 
J|^3 + 2X + X^ \ 4 12 3 2/ 

— X + R). 
2
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CAPÍTULO IV

Integración de las funciones trigonométricas 

y exponenciales

§ I.® Funciones que se reducen á las funciones algebraicas

29. Integración. Se reducen á las funciones algebraicas, 
por simple sustitución, de las integrales que contienen bajo el 
signo / una función algebraica de una transcendente, multiplicada 
por la diferencial de esta trascendente. Así sucede á las integrales

Íf(.e^}£^dx, fj(/x')~, //(sen x) eos xdx, etc.

Por ejemplo, si se quiere obtener

se hara Ix = s, y sera — = az-, 

luego

J X J ■ «+i «+i

§ 2.° Integración de z”Pdz.

30. Deducción de la,regla general. Supongamos que 
en s^ Pdx, sea z una función transcendente de 47. Escribiremos, 
para integrar,

/P¿.r = P,. = = ............
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y se tendrá

fs^Pdx = P,<2" — «/s”"^P,z/ár,

f s^~^P¡dz = P;,^”~' — (« — i) f z^ ~^P.2dz,

¡s’^-^P^ds^ P,»«-’ + —2')fz^ ^P^-dz, 

por consiguiente,

/ s^Pdx = Pi^« — kP.,s””^ + fí{ií — i)P3S”“2 —

Ejemplo iS Sea P = A"’”~’, . z = Ix^

se tiene

Haciendo m = i, tendremos

I{lxydx = x{(Zx)» — «(Zx)«-* ±..........± i . 2 ... «].

2.® Sea P=i> 5r = arc sen

se tiene que 

/xdx j5

Pg = - , =/dx = — 27,

MCD 2022-L5



FUKCIONES TRIGONOMÉTRICAS V EXPONENCIALES ^5

La fórmula (i) se reduce á

/ ¿ZA'(arc sen x)” = f^^ -^ n]¡ i x- 

L arc sen x

- « (^^ - I) 7-------^^—r
(arc sen x)-

Si hacemos arc sen A* = 2, se tendrá

y i — .r- = cos s, dx = cos 2^2,

y ia formula anterior se reducirá á

/^”cos zd2 — sen 2 [2”' — ^(li — i)2^~^ •

+ «(« -— i)(« — 2) (w — 3)^““^—]

+ cos¿r[7zs”~^ — n(i¿— i) (« — 2)2“”3 +.......... ]

En general, tendremos

IJ{x} cos n’i/A: = [/(^) — /"(x) + /-'^XA;) —] sen x 

+ E/W —/'"G^') +1 cos X.

31. Caso DE SER « NEGATIVO. En este caso se emplean 
artificios especiales.

/
dx

------- - , siendo u positivo. Haremos log

y será

Por medio de esta fórmula se hará depender
fe^ d2 

J de

que sólo se puede obtener por medio de una serie, y

la propuesta de
rdx
hx-
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86 LIBRO I.**—CAPÍTULO IV

Así tenemos que

e^dz p = m-i i i fi>¡^dz

— i^pS^-P {m — í)\J z

O r e^^xdx

Haremos i + x = z, .r = z—i,

y será

Integrando por partes, tendremos 

jLe^ds>=^~d{e‘) = ~^j‘g<^d Ç-'j^— -j-P’^‘ll-, 

por consiguiente

j

32. Otras integrales. La integración por partes con
duce á

i eos óxdx =--------------- + — / sen èxdx,

/ sen èxdx =--------------------— cos âxdx,
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y de estas dos ecuaciones se deduce

, , Æ cos 
[ cos =----------- --- —- ,

, , Æ sen bx — b cos
Í sen èx ax =¡— ---------- -

a- 4" b-

Se tiene evidentemente

a + b¿ a^-\-b- '

pero ¿.(0 + 60« — ^«® (cos ¿-r + i sen ¿.r);

é igualando las partes reales y las imaginarias, se obtienen las , 
formulas anteriores.

La integración por partes permite reducir las expresiones 

/ e^^ cos’^bxílx é / e°^ sen^^bxdx', 

pues tenemos

/ ¿^® cos’^bxdx == CQ5’^bx — 4" — / cos’^~^bx sen bxdx.
J aaj

Una nueva integración por partes, da

/ e°^ 005““ ’ bx sen bxdx = — eos” “ ' ¿.v sen bx 
a

— L Íe^^[co3^bx — — 1) cos“~^¿.r sen-¿ir] dx.

Sustituiremos sen- ¿.v por 1 — cos^^u', y sustituyendo en la 
primera ecuación el resultado obtenido, será

r , , acosbx + nb sen bx
/ eos” ¿.f dx =--------------------------------eos” ” ’ bxJ d'-^-n'^b'^

a’ 4“ ^1^^^ 1
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88 LIBRO I.”—CAPÍTULO IV

y de igual modo se obtendrá la segunda expresión. Tenemos 
además

i sen =---------- (a sen - eos •

/ e"^ sen xa.v =---------- — (a sen ,r — 2 eos .r) 4- - ----------- , ...
j 4 4"^' ^(44“ ^0

§ 3.° Integración de las funciones trigonométricas

33. Algunos ejemplos. Para integrar/(sen .r, eos x'jdx, 

cuando f expresa una función racional, haremos tg — .r = 2, y

resultará que

II 22sen x = 2 sen — eos — ,
2 2 14-2!'

, 2d2
COS ,r = cos^ — — sen^ — ,r =--------- , ax =;

2 2 14-2* I 4-s- 

por consiguiente 

/(sen .r, eos .r) =/( , 

función racional con relación á z.

Desde luego se integran fácilmente las funciones siguientes: 

or j r j sen-,r 1I. / sen .r eos ¿Ix = f sen xa sen ,r =--------/ C 

f sen ,r eos 4.-¿Z.r = — ^sen 2xdx ~ — sen 2A'a'(2.r) ;

luego ¡ sen x eos xdx = — — eos 2x~\-C.
4
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2.' / tg 4.7/4.- =
d COS .r

COS ir
— log eos 4.' + C

3.

4-

5.'

6°

7-

8.

Ó
I

COS 4.-

/ cot ,rd,v

d,v
sen 4r eos .r

sen 4:
dx

^sen-r ,
= log sen .r 4* C. 

sen x

dx
-------  = log tg 
cos AT

I — eos 4.-

« sen AT -|- ¿cosx

Si se hace
a

será

dx
a sen at -j- b eos ,r

dx:cos-x .
------------------= log tg .r 4- C. 
sen x : cos x

= log tg

C.

2 sen

= — 2

I

= eos -^,

l

2

2

eos — 4' C. 
2

a sen 4.'
dx

. ¿ cos æ

b

k a^ 4' ^'
= sen ^,

dx
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= —+C. 
2 

Q® / ¡— Para integraría, 
J a sen x -p cos .r + 

haciendo tg - x = z, tendremos que integrar la fracción 
2 

2d2 
2az + ^(i — '^0 + ^(i + s') ’ 

lo que da, según los casos, 

(6 — ¿) tg -j- a 

arc tg , 
+ — d' Ï d—b- — a- 

(c--á)tg a—y<í’’ + ¿^ — í^ 

  log 
|^ + ¿'^ — 4^ (c — ¿) tg — .1' + a -J- 1 d- +

lo. Sea la integral 

f .r xcosxdx 
(,r sen .r 4- cos x)^ / cos x [x sen .r + cos ,v/ 

Integrando por partes, el segundo miembro se reducirá á 

i , seneos 
tg x = ■ 

cos.r xsen .r + eos íc sen 4" eos

II. Sea k, = / ----------------. 'fendremos 
J i-v^ + dT 

” d* J {d--\-x-y* d' *^ * d 1 (d‘-\-x’)”^ 
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Escribiendo la última integral bajo la forma j —— .r, 

resulta

{Æ-4-,r-)"‘“ 1 2(1 — m) 7 2(1 —m} (d‘ x-y^ — ^ 

y finalmente

I , 2m — 3 
2(jfí— i ) íz-(Æ^ + ,r')”’" — 2 a^ ™ —i-

34. Productos de senos y cosenos. Sea 

/ sen (ítx + ¿) sen («'.r + ô')dx.

Tenemos que

sen (a,r 4- ó) sen (a x 4- à ) =------- -----------—!-----------  
2 

cos [(a 4- a)x 4" b 4- ¿4

de donde

Í / i rs / , i j sen — íz').r4-<^ — ¿'1 - / sen (Æ.f 4- b) sen (Æ .r 4- b } dx =     1 ¿ 
J 2{a — a) 

sen [(a + Æ^.v 4- ¿ + ¿4 
2(^4-«') 

35. Diferenciales de la forma sen”‘.F cos”.r¿/.r.

I .® Si hacemos sen .r = ^, tendremos

cos ,r = (i—2«)2 y dx= (l —£:^) 2 dx,

y sen’”..r cos”j; = 2’”(i —¿i^) ’ dx.
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92 LIBRO I.®— CAPÍTULO IV

Si n es un número entero impar, positivo ó negativo, se po
drá integrar, para cualquier valor entero de’;«.

2 .° Sean ;« y « números positivos. Se podrá reducir la in
tegral á otras más sencillas mediante la integración por partes, y 
tendremos

/ sen”* x eos" xdx = / cos"-^ x sen”*A’ eos xdx 

r , , sen™ + ’-v 
= /eos”-* sen’" xd (sen ^')=j ^^ ^ ^ ' i

luego:
r , , sen^ + ’x
1 sen”*.r cos".ví4v = eos” ------  

J m+l 

-1- ^------ 1 ('sen^ + ^.v cos“~^.v¿¿v. (a) 
7« -1- IJ

Para que no quede aumentado el exponente de sen .r, ha
remos

sen” + 2.r eos”"^.r = sen”.r(i — cos\r) eos"

= sen”x cos”-^v — sen”.r cos”.^;

luego

r , , sen”‘’'^.r 
sen”* eos xdx = eos” “ ' 

í 7z; + i 

+ -1 ( / sen”x" co3^--.vdx — / sen”A* eos” .r¿/.v') ; 
m + I \J J J 

y reduciendo 

, , sen^ + ^^r cos”“'.v 
1 sen” eos”.r = ¡ 

W -f- U

1 / sen”47 eos” “-.Ví/.v. (A) 
JH -1- nj
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Reduciendo sucesivamente, llegaremos á una de las inte
grales

/ sen^x^^x, / sen”<r eos

según que « sea par ó impar. La última integral es

, , , sen^ + Lr , 
[ sen”47 eos xíix = / sen^xa sen  + C

y la anterior se integra como en el ejemplo siguiente 

sen^x = — (sen 5.r — 5 sen 3,r 4- 10 sen .r)

, , 1/1 15* \,zx 
/ sen^-vdA' = — 1 — — eos S.r 4- — eos 3-r — 10 eos .r J 4 L. 

16^5 3 J

Podemos escribir como sigue la fórmula recurrente deducida 

 sen”‘ + Lr cos”~^.r , n — 1

Si n = i, la integración es inmediata:

. , , sen” + Lr
= f sen^.v eos xa,r =. 

’ /«4-1

Si u = o, tenemos que integrar J„, = / sen”*Ar</.v, y la fór
mula recurrente será

, mI
J,„ =sen” - Lr eos .r. 

m m

Oéservadon 1“ Sabemos que

2” “ ’ cos”.r = eos m.v |- m eos {m — 2).r 4-.......... ,

(— i)^ 2” “ ^ sen”A* = eos mx — m eos (7« — 2)4^ 4"..........

(— 1) ^ 2”“^ sen” .r = sen mx — msen^m — 2) .r 4"..........
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Según que m es par ó impar, y tendremos que integrar 

/ sen px eos PxlÍx, f eos px eos qxdx-, 

y puesto que

2 senpx eos ^x = sen {/ + ^).r + sen {p — g^x, 

2 cos px cos ^.r = eos [p + q}x + eos (p — q^x, 

la integración podrá considerarse efectuada.

Ejemplo 2.° f sen^.v cos^xrf^r 

= /£ cos /.r + cos 5,r — 2 cos 3-1' 4- 6 cos 
64 \7 5 

observación 2.* Cuando m = — n, la fórmula (A) es ilu
soria; pero en este caso la (a) da 

j tg^jf dx = ~_ç1 ^S

Cambiemos m 4- 2 en m ó m en m — 2 y resolvamos con 
relación á / tg’’Cr dx, y tendremos

tgl^xdx — -2-------------- / tg’'‘-2.r¿Z4.-, (B)

fórmula que sirve para reducir el exponente de tg .r, y conduce á

J dx = x-[• C ó á /tg xdx ~ —log cos .v + C, 

según que m sea par ó impar.
Se puede reducir el exponente de sen .r sustituyendo en (A) 

7C
X por — — .r, m por n y n por nv, y tendremos

f , sen^-i.r cos^ + Lri sen’" .r cos"-rJ,r — ----------------------------
1 n

+ —;— / sen»cos".r¿f-r. (C)
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Por medio de esta fórmula llegaremos, si m es impar á la in
tegral /sen .v¿¿.v= — COS 4; + C, y si es par á /¿/,r = .r + C; 
luego cuando j/i y « son enteros y positivos, será siempre posi
ble hallar la integral

/ sen^.r eos ” .rd,v.

3.° Supongamos que sea m entero negativo, siendo « po
sitivo ó negativo. Sustituyendo m por — m -)- 2 en C, y resol
viendo con respecto á la integral del segundo miembro, ten
dremos

/cos”A'í¿i' cos” + ^.r m—fi — 2 T cos^x ^^
sen’^.r (m — i) sen^-’xm — 1 Jsen^^^'^-v

La integral propuesta se reducirá pues á / cos’^xdx ó á 
C eos** x/---------dx, según que sea m par ó impar.

J sen .r
Se deduce de la fórmula (C) haciendo n = o, 

r , sen"'~ eos j sen^A-ít-v = + / sen"*-2xdx-, 
J m m] 

y por consiguiente, si m es par, 

r . eos r , , 1 / sen^eTí/á; = sen”'”’x + sen’^'^x 

+  — sen^^-^x -|-... 4- 2 i   sen.r 
(777 — 2) (tn — 4) (7/7 — 2) ... 4.2 

(OT— 1) (77f — 3)... 3 . I X 

(m — 2) {m — 4). .. 4.2 m 

y si 777 es impar, 

r eos I i / sen”* xdx = 1 sen”* ”Lv 4- sen”*~^x + .. . 
J 777 m — 2

4- <^^^ — 1) (« - 3) ■ • • 2] Q 
{m — 2) (m — 4)...iJ
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De igual manera se obtendrá / cos®A:4r.

36. OtRAS INTEGRALES I.®
dx

cos a -|- cos AT

Se tiene que

COS a -|- cos A* = 2 cos ’-----
2

X — a 
cos---------  
2

X + a X—a A7 — a
sen a = sen--------- cos-----------— sen-----------cos

22 2

dx
cos a 4* cos A?

.V — a AT —1~ ot —1— OC A7 —sencos t__  - sen —1— cos 
dx 2 2_____________ 2 2

2 sen a cos

dx
cos -----  

2
cos a -|- cos X sen a

cos --- — 
2

sen

2.' Sea

—— sect, 
sen a

tg — tg 
2

dx
sen x {a 4- ^ cos x)

a

a

2

2

a

2 2

I — tg — tg -
2 2

Se tiene idénticamente

a — è cos a:d- sen A*i
sen .r (a 4-¿ cost) ' (îï* — ¿’')(a + ¿cos.t*) (¿z''^ — ¿'Jsen.r ’

dx
.> sen .r (a -|- ^ cos -r) a-

— 5 r âsQnxdx
' — ^« 2 a 4- b cos -r
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a r d,v ¿f /■ eos .v d.r
— ó-J senx a^ — á-J senx

3.® La integración por partes conduce á la reducción suce
siva de las diferenciales de la forma «r”* sen .r dx, x:”^ eos xfc 

¿/,r; y se tiene que

I x”^ sen -vdx~ — .r”*eos a’ -(- m j x’^-‘ eos æ dx

1 A’" eos .r dx = ^r® sen A- ■—• ni ^ a"' “ ’ sen .r dx

r x^a^ m r
x’’^a=^ dx dx. 

¿a /a J

Sjem/los:

( sen -T rf.r ~ (3.1-- — 6) sen .r - (.r’ — óx) eos .r,

1 x' sen A* dx = (4x^ — 24-1') sen A- — (A'' — I2A‘’ + 24) eos .r.

4-® Para rebajar el exponente u en la integral j ~~-~ dx, 

tenemos que

d ux eos A* -f- sen .r n’^x sen- a? — « (n -|- 1) a 
dx sen^-b^.r sen”+-A-

Integrando y trasponiéndo,

f xdx nx eos a 4. sen .v n xdx 
Jsen^-b^x n{7t + i)sen” + ^«v "^ ti -U iJsen^x'

Por la aplicación repetida de esta fórmula, se reducirá la 

7
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. r x¿/x , xdx 
integral —, según que sea n par o impar, a —, que 

no es expresable explícitamente, ó á 

e xdx f 
—:— = — x cot .r + / cot .r dx — — x cot .r + / sen j sen’ J

Hallaríamos igualmente que 

r xdx   nx sen x — cosa- n r xdx 
J cos” + ^;v n (« -j- i)cos"+’-T "^ n-{- i J coÿ^ x ’ 

pudiéndose reducir la integral, cuando n es par, á 
r xdx 
/ —tg Z eos 
/COS-X ° ‘

Ejemplos: 

r X
—3— = — x cot x + Z sen x ./sen-x ■ '

xdx senx 4- 2xcosx 2
.1 V---  3 cot X / sen x)

r xdx
/ ----5---  — X tg X + / eos X Jeos-X “ ~

f xdx 2X sen x — eos x 2
■1 ---------  c„s .v-------- + i

5.° Se pueden reducir por descomposición, las diferenciales 
de la forma

cos«x'<Zx eos «a:
cosPx ’ senior ■

En efecto, tenemos idénticamente

COS^^V 2COS(« — I)X C0S(« — 2)x
COSPX ~ COSP-’X COSP x ’

cos^x 2 sen (n — i);v eos (« — 2) x . 
sen?’ x sen?’~^;v senPx ’
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por consiguiente

Ceos nx dx 
1 cosPx 2

eos (u — 1) xdx f eos (;/ — 2) xdx
cosP —’ ,r cosí’ x

eos nx dx 
--------------  = 2

sen^ 47
sen (« — 1) AT dx

sen?-^ 4; senP 47

6° Tenemos que

d.v dx : eos- x
a sen*47 4- ^ eos* 47 atg*47 4-¿’

y haciendo tg x = z, resulta —;----- ; que se integra fácilmente.

La diferencial

rentes según que

dx
a b eos 47
b
— es > ó < 
a

se integra de dos maneras dife-

!• Si T < i, haremos — = eos a,

y tendremos

dx
b eos 47

a
que ya conocemos. Si -7 

dx

i r dx
b J eos «4- eos 47’

b
i, haremos — = eos a, v se tendrá 

a
fix

a 4- b eos 47 a 1 + eos a eos 47’

Pero
I + eos a eos 47

i + eos a COS 47 (i 4- cosa cosJr/

I 4- eos a eos 47 
14-2 eos a eos 47 4“ eos* a eos’’ 4'

i + eos a eos .v
I 4“ cosa eos 47 
(eos a 4- eos 44*

(eos a 4- eos 47/ 4- sema sen" 4' sen^a sen* 47 

(eos a eos 47)«

a a

i

I
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y por ser

sena sen .v i + cosa eos .r
--------------------- — sena ---------- ¡-----------  
cosa -|- eos .r (cosa -f- eos ;r)'

será 
C £ix i sen a sen x 
f  arc tg ¡   
/ i -|- eos a eos A' sena cosa -|- eos A 

2 / x a \
= -------are tg tg — tg — • sena "\^2 2/

7° La diferencial -—P'J®*^® integrarse por re- 
' l^^ + ^COSjv)” 

ducciones sucesivas. Hagamos

dx A sen .r C B -|-Ccosa^ 
j (Zpeoix^ {a 4- ¿eos x)»-' + J(a + b eos 

siendo A, B, C tres constantes que determinaremos de modo 
que se hagan idénticos los dos miembros de la ecuación. Dife
renciando é identificando, tendremos

i — A eos x (a 4- eos x) 4- (^ - 0 A ó sen* x

4- (B -j- C eos A-) (a 4- b eos .r);

sustituyendo sen- x por 1 — eos* -v, y observando que la ecua
ción debe verificarse para cualquier valor de eos x, resulta

(7/— 1) A¿ 4-Í^® = H A¿z + B¿ 4-Crt — o,

A — (w -— 1) A 4" C = o;

a — 2 b
n— i b- — íí‘ a^ — b^ u — l b-—a 

y la fórmula de reducción es

dx
(a 4- b eos a')” n

b sen .v
i «■ — b- (a -{- b eos .v)” " ^

i I Hn — l)^ — (n — 2) ¿cosa: ^^ 
^ w — i íi- — b'’ I (ü B-¿ eos .r)”“ 1 ^‘^
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Pero se tiene que

{n — i) a — (ji — 2} à eos .v — (« — 2) 
(a -)- 0 eos ;v)”“^ (¿r -j- b eos x'/^ - =^ 

(2« —3)a 
(a -[- è eos .r}” 

y la fórmula se reduce á

(a + b eos x}^ (u — i)(í?2
b sen .r 

— ¿‘■^) (íz + b eos .-r;” “ ^ 

{« — i) (a^ — b-)J {a b eos 

— 1) J [a b eos ‘ 

Ejemplo: 'Penemos inmediatamente que 

C dx b sen x 
1 (a b eos xÿ ~ (b^ — a-} (a -\- b eos .r) 

a P dx 
a- — b^ J a b cosx'

00 T 1‘dxeosx
o. 1.a integral j ---------  se reduce a una diferencial ra- 

J /eos nx
Cional, pues haciendo 

eos i sen x
= ti, 

/eos nx 

tendremos

eos w.r -1-1''— 1 sen — 
  =1-^1' — 1 tg nx = , 

eos nx ■ 0 

tg «,v = 1'— 1 (1 — 7í»), ndx (1 -f-tg- «.r)= — 7Z?¿"~’/— I du,

------- , dx = ------------ r ; 
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y la expresión considerada tidx queda reducida á la forma ra
cional

— y— i du

2 — U”'

Después de integrada, se sustituirá por u su valor, y el coe

ficiente de 1''— i será

^dx eos -v 
( «_____  

J Ícosnx

9? Tenemos que

eos px -)- y— i sen px

eos nx

_ 2 eos {p + n') x 4- /— i sen {p + «) -y _

i -f- eos 2u x 4- y— I sen 2u x

haciendo eos x 4- sen .r = 2, se llegará á 

cos/A- + /— i senAv 2^z 2P^----- 
eos w.r 2^1^^—i (i 4“ ^^")

10 .° Sea
If(.x, e"^, ^''■^. sen «a*, eos xr ........), siendo/entera.

Sustituyamos los senos y cosenos por sus valores en expo
nenciales

sen cuv =-------- » eos a.r =
22 2

entonces/será función entera de .r, í'’‘®,y será una su
ma de términos de la forma A x»^ e^^, y la cuestión se reducirá 
á calcular la integral / x”* e^^ dx que representaremos por Iw 
Integrando por partes, tendremos

e^^ wC , »i
U = AT®»------------- A”«-1 ^«^ dx = X”‘— - -U-f
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Repitiendo la operación, llegaremos á la integral 

en la que sustituiremos las exponenciales imaginarias por sus 
valores en senos y cosenos.

II .® Sea calcular //{^v) e^^^ dx, siendo / racional.
Esta fracción se descompondrá en una parte entera E y en 

fracciones simples de la forma i-——^-i'- Quedan las inte

grales de la forma

J — 

Si vi ^ i, la integración por partes dará

Este cálculo conduce á calcular la integral /---------- dx. 
J x a

¿ . di 
Hagamos ,r = a—, de donde dx = —. Tendremos

r¿an + t r¿t 
/   di = 1 — di, 

r dx 
que haciendo e^ = y, se transforma en/  . Esta transcen- 

dente, en la que se determina la constante de la integración, de 
modo que se anule para 7 = o, se llama logariimo mtegrai de ^. 

12 .® Las integrales

/ f(x, logx^dx é Jf(^, are sen4r)</r, 
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en las que /expresa una función entera, se reducen á las que 
ya se han tratado, tomando log .r y are sen x por nueva va
riable.

g 4.‘' Aplicaciones

I. f (^’^ + /í®) ¿Z.V = — + 2 Pí?^.

-■ f 'Au ' = / z ■ , ^2 = 2 log (e» + i) — x.

1. / -------L------dx = are tg e^.

4. f É^ A + f® dx = ~ 1^(1 +É®)3.

5. 1 (í® 4- ^“®)2 dx =------------------ 4- 2-1^.

6. ilog (f® 4" ^)«

7. /dx — —. 
J (r® 4- a'j^ . (;/ — i) {e^ 4- a)«~' 

í dx ~ ~ — Y 
J \ 2 2 2 4 /

x’^“® dx = — í’~‘^ (.r’’ 4" 3.X'' 4“ 6 x 4" 6).

lo. 1 (log ,r)* dx = .r [(log .r)® — 2 log a' 4- 2].

í^-''^ = “Ls (^^« + 7')
3-^ \ 3/
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1 ~7 '°g ‘''’^-'t^ = /y^y = - (log -V)*- (/x =J').

13. jx log (i 4 x*)rf.v = L±-.£: iog{i 4 „v4 — fl.

14- I = log (}^ i 4-— 1) _ log 41) .
J Í i 4

r a^d.v i’5-./ Jï^^ = ^g- log («*• + i).

^7' —5---------— = íg .r — cot ,r. 
J sen COS’

18. feos’-r sen* .vd.v = — «r — . sen 4.v. 
832

J sen* 4?

20. (cos-.r sen — 1 I cos 34; 4 cos x I cos’ r.

21. / cos’sen’ Xíí.v = —— - sen 4.r — .r . 
8^4

.22. / cos’A* sen A'¿Z.r = — — cos'*

23. icos^.v sen® ayZa* = — sen’A’ — — sen’a*.
35

24. f 
.' a + ó cos A

I ^± ¿'4'^003 A" 4 Í ^' ■—'1'• sen A* 
a±âcos.v

(^ < ^).
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/ dx I cosl(a-;r)
25. / —j—---------=  ----------log  ----------------- ; {a = è cos a).

f <z + ¿?eosá; sen a 1
J cos— (a+x)

26. j------- ^g f l/- (^y «>0).
J acosar+ ¿sen^r /

fCOS^JT,27. /dx
J cos nx
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36. f (a J- ¿.r) /.rí/,r = Í±2t2ílí Ix 

— axo 
2â 4

r Ix __ Zar • i . 
J (a 4- ¿A')^_______¿(aH-^.T) aâ èx 

38.__ arc sen .r dx = x . arc sen .r -j- |^i — ,r’i

39. y arc tg .r dx = ar arc tg -r — Z/1 + 4;=*.

40. y arc sec .TiZ.r — ar arc cosec .r 4- l{x 4- Kv’‘ —- i).

r ar“+’
41. / x^ arc sen ar dx = —-— arc sen ar

T C ar«+’ 

« + I J ÍI — 4r«

1 arc sen x dx 1
42. / —■ -— = _ arc sen ar

J FI — ar- 2 

f dx x arc sen ar , 1 _
43- arc sen x------------------ =-------------------4- — ¿ 1 — Ar-\

44. + - /(I + .r’).
J i + x- 6 3

4- ( -ar j arc tg x 4- — (arc tg x)^.
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CAPÍTULO Y

Cálculo directo de las integrales definidas

§ I.® PaSO de LA INTEGRAL INDEFINIDA Á LA INTEGRAL DEFINIDA

37. Fundamento del método. Sabemos que si / es la 
derivada de se tiene

ffCr}d^: =^Gr)+C (i)

y por consiguiente, que

— »(«)• (2)

La función * debe suponerse continua, porque sin esta con
dición, el incremento total no sería igual á la suma de los incre
mentos parciales.

Esta condición es muy importante, porque indica la elección 
que debe hacerse en ciertos casos entre varios valores que tiene 
simultáneamente la función, los cuales dan una apariencia inde
terminada á una integral bien definida. Así por ejeriiplo, en vir
tud de la fórmula (2)

La función are tg a; está mal determinada. A una misma 
tangente corresponde un número infinito de arcos diferentes. 
Los dos términos del segundo miembro de (3) son indetermina
dos separadamente, pero no lo es su diferencia, por representar 
el incremento de un arco que varía de una manera continua
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CÁLCULO DIRECTO DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS 109 

desde el valor para el que la tangente es — i hasta el valor 
para el que es 4- i. La expresión del primero de los arcos es 

z^z — —, siendo ^ un número arbitrario; pero elegido una vez 
4

este número, no se le debe cambiar cuando el arco varía hasta 

el valor Z’w 4- —, cuya tangente es 4- i- Por consiguiente, sin 
4 

ambigüedad, tenemos 

P' _ —
Sea la integral 

8 
C sen A'í/.r 

Jq 14-costár' 

Tenemos evidentemente que 

f • sen .r í 
/ ;— = are tg ; 

J 14-cos’ " COS .V 

y aplicando la regla general, 

f ' sen.rí/x 1 1 
/ —;5— = arc tg are tg 
lo 14-cos’3- "coso 

" eos — 
4 

= arc tg ( - 1'2) — arc tg 1.

Para saber el sentido que ha de darse á las expresiones mal 
determinadas arc tg( - 1'2) y arc tg 1, consideremos la función 

i 
are tg  de que provienen; y tomemos arbitranamente para 

I K
are tg-------= arc tg l = — 

"coso----------------- 4
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IIO LIBRO I.”--- CAPÍTULO V

Al variar x desde o hasta —, la función aumenta desde —
2 4 

hasta y, y en este caso no hay dificultad; pero al pasar por el 

valor 2 , la función que representaba un arco cuya tangente era 

*^uy grande y positiva, representa un arco cuya tangente es 
muy grande y negativa. Es por tanto preciso, para Ia continui

dad, tomar este arco positivo y un poco mayor que —, de ma

nera que al continuar creciendo a", se debe tomar, para x = -—■,

arctg — are tg (— [/2) = — ; 
eos— *

4 

y se tiene finalmente

3 TX
rsenxdx 

Ja I + eos" X

Sea

Esta fórmula es exacta aun cuando al tener ay i signos con
trarios, A" pasa por cero, pues podemos considerar las integrales

f—® du; 3 r 2 2-1 dr- l r 2 21

en Ias que £ y 3' son positivos; y los límites de las dos integrales 

3-3^son — - a^ y - cuya suma tiende hacia / 1 ‘
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§ 2? Teoremas de las medias

38. Teoremas. Si M y tn son el mayor y el menor de los 
valores que/{x) adquiere entre a y ó, suponiendo ^*£4.1 > A?,-, 
se tendrá

M.(x¡+i — á;í)>/ Gí) Gt-i + 1 — ^í) > m Crí + i — Xf),

S M(.t¡ + i —.r¡)>S/(E¡) (.r¡ + , —.t-¡) 
í = 0

es decir, suponiendo â'^ a,

M (¿ - a)Í m {ó —«).

i Si pues/(.r) es continua, el producto (¿ — d)f (.r) pasa por ;
1 todos los valores comprendidos entre m (¿ — Æ) y M (¿ — a), y Í^
i , particularmente, existirá un valor ; comprendido entre a y ó tal, ¡^ 

que se tenga tó

¡^fÇv)d.f^{ô-~d}/{’i}. g

En esta igualdad consiste el primer teorema de la media. -^
Se vio además (t. H. pág, 114) que conservando las anterio- il

res notaciones, se tiene siendo ? (æ) una función que permanece ÿ
positiva para todos los valores de -r comprendidos entre ay b J^

+ i i} ^ ? (’ i )J ( ’ i ) (■^» + 1 ” •''’ * ) r^

> ?^z ? (í/) (Æ-i+i - iv/); ¡1 

y efectuando la suma de todas las desigualdades análogas para ¡^ 
z = o, i, 2,.. ,, « — i; y pasando al límite, se obtiene ¡;|

M / \ (.r) ¿,r ^ / ^/ (.r) □ (.r) d.v'^ mí (.r) d.r, ¡^
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112 LIBRO 1.°—CAPÍTULO V

Ó, razonando como anteriormente,

hallándose ? comprendida entre a y b.
Esta desigualdad se conoce con el nombre de segundo íeore- 

ma de ¿a inedia.
ApUcaciones'. i? Sea

Tendremos que

y hallándose .r comprendido entre o y i, i + ,r estará compren
dido entre i y 2, y i — entre 1 y 1 — ^-; luego

2>(i + .T)(i --^*aí’)> i - Z’\

Podremos pues hacer m = M = —J y será

2? Sea la integral

j^ log sen -vd.v.

Siendo log sen .r constantemente negativo, la integral tendrá
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todos SQS elementos negativos; su valor tendrá pues cero por 
límite superior. Para obtener un límite inferior, haremos

Jo \ X/ Jq Jo

Integrando por partes resulta

/hog , dx [x log x] ; - d J ■

Además, siendo creciente desde i hasta o, el menor 

valor de log--------corresponderá á este límite, y se tendrá

j^ log —’^ d-r 5" ^^ log sen (i) d,v 3> log sen (i);

luego f^ log sen A" dx — i + log sen (i),

3.“ Sea

FW“ ,/ ,. — (^<0.
J Q Fi — sen-^ *

Tendremos

(1—sen^ i-) = I + - k- sen* if + • • •

3 ■ •. (2 « — 1) sen*''cp+...
2 .4 2«

Integrando desde o hasta 'I», y haciendo h,» = /^ sen-'‘ f d^, 

résulta

F(«) = « + ii.¿« +..; + i„¿2» +...
2 2.4. ..2«

8
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En el caso de ser 4* = -, se tiene 
2

I . 3 . . .(2K— l) TC 
^2»--- ----------2.4 .. . 2n 2

de donde

2
F

1-3 (2« — l)T

2,4 2^

Si k está próximo á la unidad, hagamos ¿- = i — yé'S y 
será

(i —k^ sen^a) 2 = (cosas + ¿'’■^ sen«^) a

= -Í£‘tg*í + 
COS L 2

2.42«

integrando desde o hasta 4» resultará

FW = J. - - J,¿'‘ +
2

2.4 2«

expresando por Jg^ la integral 

tg*"? - = / sen^"i cos-a»-*:^^/^. 
o <^ÚSs J^

Y, haciendo '^ — — — |, será
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en la que ^ y ^* son menores que i, es igual á

i f® dx __ are sen a* 

Se puede escribir también, sustituyendo ? por o y i, 

._dx are sen 
are sen < / --■ — <  .

§ I.® PaSO DE LA INTEGRAL INDEFINIDA Á LA DEFINIDA

Ejemplo iP 

dx 1' dx
I 4*sen^^r J cos'’^;r + (a-+ 1) sen'’;r 

dx 

—TT-s-i—= z — 4-1 tgx; 
l+(a’-+l)tg’4r 

luego p 
j^ i + a^sen’4r 2|'«’ + i 
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Ejemplo 2/ Sea/'■... ..........   . 
.1-1 Çx — «2)^1—

Haciendo x =—

se obtiene 

— arc tg 1/^+2 
(.r — æ) i i^ x’' 1«-— i r a— i

EJem/^o Sean / cos mx cosnxdx,

i sen mx SQnn.rdx, / sen mx cosnxdx 
Jo 

en las que my n son enteros. Si se supone m = n, se tiene 

Í + cos 2mx , n 
1 cos-mxax = I —! dx= — 

Jo Jo 2 2

—cos 2mx , 
I sen^7nxdx — /dx = — . 

Jo Jo ■ 2

Ejemplo /J j ---------- -  dx. Se obtuvo esta integral su

poniendo « par, (pág. 13), extendiéndose la suma á todos los 

valores enteros positivos menores que —. Supongamos que 

77Í — I sea par, así como 71-, y sustituyamos á la integral obteni
da la expresión equivalente

I f+* X^-í rfjr

2 J I + X»
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Podremos considerar á ésta como el límite de

/ dx .

cuando k aumenta indefinidamente. Pero sustituyendo á .r los 
valores — h y k, y restando entre sí los dos resultados se 
obtiene

I — 2/z eos (2^— !)- + //’
i (2^— n
_ eos ------------ ------  /-------------------------------------------- •

I 4. 2h eos (2¿ — 1) — + k‘^ 

y cuando h se hace infinito, esta expresión se reduce á cero, 
por tener como factor el logaritmo de la unidad. Los términos de 
este género no tienen influencia en el resultado. Además se tie
ne, para un valor infinito de x, 

JT — eos (2>è —1)1 

arc tg-----------------------------= 
{2J^— I)k 2 

sen ----------- —

y para .r = — 00 

-r —• eos (2^ — 1) 1

are tg ------------------------------- ---- --------  
(2^ — 1)71--------------- 2 

sen ------------ —

La diferencia de estos dos resultados es tt, v se tiene por 
tanto

- sen (2>é — 1) —

- - sen ^ + sen 4 , + ^^lÁlJzJlZ^ 1 
^2 L « « « J
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es decir

la formula anterior se re-Si se hace .r” = zOéservación. 
■ duce á

o

m
z'^ dz

jniJ: 
sen —

«

Si se hace — 
n

= a, se tiene -------  dz =---------
) 1+2 seno

Si se hace en esta formula na = n — ^, se reduce á

n sen —

Ejemplos,^ Sea ¿^ = I " sen” ;ri4r. (1)

Introduciendo los límites en la integral

m—-i i
=--------- Jm—2 — — sen"—’ .r cos .f,7« m

resultara it „ •

y cambiando sucesivamente

w en m — 2, m —4, m — 2/4-2,

MCD 2022-L5



CÁLCULO DIRECTO DE LAS INTEGRALES . DEFINIDAS IlQ 

í _^Jt r —2/ —3 
+ — — 2

Multiplicando y simplificando, 

i)(7zz —3)2/4-1) 
” m (fíí ~ 2)[m — 2/4“ 2) (3)

Si m es par, se obtendrá para / = la integral lo cuyo

TT 
valor es Si w es impar, se llegará á I, es igual á i; luego

(2^-~ I)(2^— 3)3.
-------- r-,—7------- ;-------------------------- • (4) 2^(2^— 2)4.2 2

^ 2^(2^— 2)2
(2r+7)“(^r=^7y????73 ' ^5)

§ 4.® Fórmula de Wallis

Puesto que sen”* .r disminuye cuando m aumenta, se tiene

Isfc-í-i ^ la^+a 
Isfe lai

^ I^jt-l-l ^ lA-2 + 2

Pero la última razón tiende hacia i, en virtud de (2), cuando 
crece hacia el infinito; luego

^2* + l 
lim —— = 1: 
k—co ^'¿k

y Sustituyendo los valores obtenidos en el número anterior,

2& 2^ 2^— 2 2^ —2 222
¿ = 03 2^4- I 2k— I 2¿ — I 2-^ — 3 3 I TT ’
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resultando que

n 2244
2 “ i 3 3 5

2JÎ \ 
 ¡ ) (2« + l)- 
2« + l/^ (ó)

Esta expresión de 7: constituye la formula de Wallis.
39. Otro PROCEDIMIENTO. Si en la expresión ()*

(*) Véase L I, p. 219. Estas fórmulas se deben á Euler. Introduclio in Analÿttm in
finitorum, 1, 1, § 158,

sen x = ^ 4«V\ Q’î

se hace .r = — , resulta 
2

i
‘ “ 36

el factor general de este producto puede ponerse bajo la forma 

luego

§ 5.*

I 2«— I 2« 4- I 
4«- 2n 2n

n 224466
2 ~ í 3 3 5 5 7

Extensión de la nocion de la integral definida

40. Teorema I. Si fiara x = x^,f(x) se hace infinita, con

servando elfiroducto (x — x»)  f(x) un valor fnito, y siendo a me
nor ^zie I, la integral 1" f(x)dx, e/t la çuea. <; Xq <^ b, tendrá una 

si¿;nficación determinada.

*

Basta probar que cada una de las integrales
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tiene una significación determinada. Consideremos la primera.
Sea L el límite del producto (.ro — ■•i^)V(^)» se tendrá, siem

pre que .r esté bastante próximo de .r^ (-1-' <\ ^i),

L — £ < (x„ — x)*y(^) < L + e, 

siendo e tan pequeño como se quiera; y resultará que

----------- i- < f{x) <-------------- .

Por consiguiente,

Pero la integral del 1.® y 3.®‘' miembro tienen un valor de
terminado L,; luego la integral j" /{x^dx tiene un límite L . L, 

bien determinado.
Igualmente, si este producto no tiende hacia cero;

^ i, la integral j" f(x)d.v no tiene sentido. La

crece sin límite cuando = tiende hacia cero. 

y si a es 

expresión

Se podrá.

para s bastante pequeño, y suponiendo, (.1% — .r)“/(x) positivo, 
por ejemplo, hallar un número « tal, que se tenga

(4;» — x)VW > «i

y por ser (.fu —Ay > 0, /(jr) > ---------------- , 
(4^0 — 4r)«

Ó, integrando,

(^0 — ^)“
o
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El valor del segundo miembro es

que crece sin límite cuando s tiende á cero.
Teorema II. Si /ara x ¿t^niío, e/ /rodneío x“ f(x) perma

nece inferior en vaior aésoiaio á un mí/nero ciado L, la integral 

I f(x) dx tendrá un ümite, siempre gue n sea mayor qite i, pues

-r^f(.^r) < L,

i

Cuando x tiende al infinito, el segundo miembro tiene un 
límite finito, y lo mismo sucede ai primero.

Si L es el límite de .r” /(,r), se tendrá

Al contrario, si n:^ 1, y si ei product ox’^ f(x) permanece, pa
ra x sufcientemente ¿grande, superior en vaior aósoiiito á un mi- 

mero dado, ia inte^ai / f(x) dx no tendrá ¿imite.

Ejempios. Las integrales

dx

^4 x^ — ax — ó
dx

y(l ~ .r') (I - ^‘^T^

tienen valores bien determinados, cuando .r, es una raíz de poli
nomio subradical y a <i x^, pero mayor que la raíz inmediata
mente menor que

Se puede afirmar igualmente que / e-^^ dx tiene un valor
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finito; pero en virtud del teorema de la media, podremos calcu
lado aproximadamente. La integral

2 
1 = jd.v, 

puede escribirse

Para valores de x positivos y menores que i, se tendrá

I^ x ax <, 1 d.r.

La primera expresión puede integrarse completamente, por-
2 12 

que se conoce la función priniitiva de .ve-^^ , que es — —e-^ • 
2 

Se tiene pues,

xax = - i | 
2\ e/ 

l/ l\ 2, 
2\ e/ Jo 

observando que e~^ es siempre <^ i. Además, para x compren
dido entre i é co

o X / dx < / dx

luego, sumando (i) y (2),

I I
" 1 <: I + -

2 2^ 2e

El valor exacto de I es —, según veremos en el número 
■ 2

siguiente.
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§6.° CaSO DE NO CONOCERSE LA INTEGRAL INDEFINIDA

Ejem^/o i.° Sea la integral

] log sen .V d.Y.

Para integraría sin conocer la integral indefinida, dividamos 

el intervalo comprendido entre o y ^ en ra partes iguales, y ha

gamos /z = —, de modo que se tendrá

I — lim Í: log sen z • - ó I = — lim — log II, 
ji — Qol 2K 2ti 2 ji ^j 

haciendo

TT TC TU „
11 — sen — sen 2 —..........sen — i) — 
1................. 2« 2n.................................... ' 2n ' 

se tiene evidentemente 

sen (n — ^) — = sen (n 4- Zó — 
2« ' ~ 2«

y sen(«--Z) — = cos(« — Z) —

y lesulta, multiplicando Íl por la misma expresión, en la que se 

han escrito los factores en orden inverso

”\2 Sn-I
II = II = 
1/ 1

I i—n—1 
JI sen

■íí » = i «

Este producto se puede calcular formando la ecuación que 

da sen — , conociendo sen ti = 0.
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E] producto de las raíces de esta ecuación después de supri
mirse la raíz nula, será el producto buscado. Se obtiene así,

i=n—l i
II =-------

de donde se deduce

’‘I,— ~ I Ij711=------ -1/72, I = -Iim-log------- , 

— log « — (« —1) log 2
I = - lim  

2 n

Ó, en fin, / log sen x d.r = — J

Ejemp/o 2.'’ La integral

I = 1 log (1 — 27. cos .r + a®) dx, 

fué calculada por Poisson. Se tiene 

» -1
I = lim ' S 

«=» o
- 10g(l —2a-I-a®) 
«1.

4- log (1 — 2a cos —4- a2 4-.......... — lim -log lift 
fi.. n ~ 03 Ji

haciendo II„ = (i — 2a 4- a^) (1 — 2a cos - -1- a®) 
n

([ — 2a cos-------1- a-) 
n

Ji — i
(1 —2a cos---------  

n

Y por ser este producto igual á ------------------------- -, se tiene
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Si |a| <^ I, escribiremos

ai —
7^— + log (i — «’")! ;

y se tiene evidentemente I = o.
Si por el contrario, el módulo de a es mayor que i, tendremos

1 = Mni - log —r-7 + log («2« 
n = oo" L » “T 1

= lim - log («2” — i) = lim - log a2« ( i^ ) : 
« = 00« «® \ 7.2”/

y se ve que I = - log a-.
Ejemplos-^ Sea otra vez la integral 

\ = ^ dx.

Esta integral será el límite de / e~^ dx, cuando ¿ = 00 , si 

1 £-“ dx tiende a cero, cuando b y c son finitos. Por Ia defi

nición de la integral, escribiremos la primera bajo la forma

lim ÏÆ(i -f- e~^^ -j- e—^^^ + í“®** + .. .-}• í”'^^’), 

con nk = ó, y la segunda bajo la forma

lim Ï ^fí-ó^ 4- ^-(6 + A? 4-.. J-^-íi+í^lA)!
A=0 i=0 >•■ j

Pero en la última suma se tiene que 

¿“í^ + i^f^ = ¿—s^ g—2bi!t g — i^h^ e~^'^ e~ ‘^^^ 

de la que resulta

Í dx <í-^^ lim S¿ [1 + e- ‘̂^ -f-¿'“'^*^ 4-]

Jb ^='^
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Esta suma es finita, y puede escribirse

haciendo

= ? y /{?)=i + ? + ?* + .

y representando por iF«| el mayor número entero contenido en 

l«, compararemos las dos series, divergentes para ^^ i, 

^ = .),(^)_i + lrí|í+|l^|e. + ...+ |(^|^ + ...

F(?) = (I - ?r^=i + ^?+...
2

, I . 3 . . . 2« — I
4---------------------------- (2« 4 i)í” +

2 .4 . . . 2n

pudiéndose escribir en ésta el coeficiente de ^"bajo la forma

1/_L (i 4 0 4

en la que £ y s' tienden hacia cero cuando « = co . La relación 
de los coeficientes.de ^” en |(y) y F (7) es

luego tiene por limite — F ii; luego en virtud del teorema: Citan- 

(^o dos series ordenadas según ias poiencias ascendentes de una 
misma tetra son divergentes, y ia re/ación de tos coeficientes de una 
misma potencia de ia ietra ordenatriz tiene un iimite, ia reiacio'n 
de ia suma de ios n />rimeros términos tiene ei mismo iimite, cuan-
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do n crece a¿^ ¿n/íniio. (*), la relación de las dos series tiene el 
mismo límite; y se tiene, haciendo tender á ^ hacia i,

lim lim ^/^:27^ ^z . £
ÿ=IF(ÿ) ?=I ^^^^^ 2

§ 7.° Valor principal

41. Cuando la función f (x) cambia de signo al hacerse 
infinita, Cauchy llama va¿or principal de la integral^^ ?(-'-') dx, 

al límite de la expresión
a — £ rb 

cuando la letra $ expresa un valor infinitamente pequeño, ó si 
c' y c" expresan puntos del contorno de integración situados á 
derecha é izquierda de c, á la suma

f^^ ^('5) dz -i^l'^p ^(z} dz.

Ejemplo i.° Cuando se hace jx = 1, v = 1, log-^ se reduce 

C dec ¡x á cero, que es el valor principal de / —; log ^es el valor 

general.
C'^^dx

Ejemplo 2" Sea la integral 1 —(1)

La suma de estas dos integrales es nula, y por consiguiente 
el valor de la integral (1) es cero.

(’) Ronché el Levi Obra citada 1.11, p. 90,
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Ap/ieaciones. Para apreciar la utilidad de los valores princi
pales en el cálculo, vamos á calcular el de la integral

2
1 dx«

j __ ^bzi
Para ello, integremos

z-
á lo largo de un contorno

formado por el eje de las x, desde —• co hasta — $, de una se
micircunferencia de radio infinito descrita desde el origen como 
centro en la parte superior del eje de las a: y de otra también, 
con el mismo centro y á la parte superior de dicho eje, con el 
radio £. Suponiendo e infinitamente pequeño, se tendrá

Í4- 00 j __ ^bi 
___dz + 2r.¿ . bi = 0,

es decir,

val. pr.
j __  ¿2bzi
------- 5----- dz = 2-nÔ.

Separando las partes reales y las partes imaginarias, y obser- 
(sen Ær)-

vando que el valor de j ------- —• dx es igual a su valor prm-

cipa!, se tiene

2 sen- bx 
------- ------ dx = 2TT:b,

fsen bx\^
Para calcular / --------- j, siendo « un entero cualquie

ra, se sustituirá sen bx por su valor en exponenciales; y la cues
tión se reducirá á calcular los valores principales de integrales

® ^bix 
-- dx.

42. Cuando uno de los límites es infinito, consideraciones 

9
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análogas á las precedentes permiten el decidir si la integral tiene 
un valor finito (véase t. H pág. 121-25). Solo añadiremos que 
para integrar, se sustituye á co un valor b que se supone crece 
indefinidamente, hallándose la integral definida; y enseguida se 
hace en la expresión de ésta, ¿ = co .

Ejemplos. i.° Sea j^ e~°^ d.r. Tenemos

/ a.r = i — — e / e~^íix=i. lo ¿o ^ Jq

''^ dx 1 b ¡''^ d^ i n
¡—- = — are tg- , / -5——7 =- arc tg 00 = —.

o 4;^ + ¿^ c c Jo ,r^ 4-c 2C

§ 8.° Integrales definidas singulares

La consideración de las integrales definidas singulares pro
porciona el medio de calcular el valor general de una integral 
indeterminada, cuando se conoce su valor principal.

Sea / j^x} dx- y supongamos que se haga

J ¡Bo Jan+y/s

/{x} dx.

A = lim E será el valor general y B = lim F el valor prin
cipal. La diferencia A — B = lim (E -— F) equivale al límite
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hacia el que converge la suma de Ias integral-es singulares, y 
será

A + IU'''' _ 2A log + 277 B,

;V — a + 6y— 1/

e

A + B I^— i 

a + ê
d.r = 2~B.

Más generalmente, si ■'^ ' es una función racional cuyo de- 
FW

nominador no puede anularse por ningún valor real de jr, la 
ecuación

A,-B.F-i _.^L±VEL_ + 

F(^) ;r — a,—€1^—1 .r — a, + 6, /— i

implica la siguiente:
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Ei segundo miembro dejai-á de contener el factor arbitrario 

log y se tendra por consiguiente,

= + ++ B„),

siempre que A, + A.,-|-...........+ A^ sea cero. Pero esta condi
ción se cumplirá cuando el grado de F(-'v) exceda, por lo menos, 
en dos unidades al grado de /(.f). En efecto, se tiene 

f^^} „ 2A,(.f — aj + 2Bjéj 1 , 2A„¡Ci'—a,«)-|- 28^^
m ” (4r- «0^ 4- 6? .A? ,■ <\

[2A,(.V—a,)+2Bt6j [(j:—gj^ + ë^] [(-v—am)^ + ^^] 

[(jT - a,)‘ + 6}] . .. [(,r — a„)* + 6^

Siendo 2in el grado del denominador, el numerador será del 
grado 2m— i, si el coeficiente de .r^’’‘“^, es dpcir, 2(A,4- Ag4-... 
+ A,a) no es nulo. Es por tanto necesario que esta suma sea 
nula, para que el grado del denominador exceda por lo menos 
en dos unidades al grado del denominador.

Ejem/ío. Sea la integral i----------- , en la que n y m <. n

son dos números enteros. En este ejemplo 777—------- ~r J ELr) +

Todas las raíces de la ecuación

F (ir) = -j- i = o,

en las que el coeficiente de |^— 1 es positivo, son de la forma

a-f-é f— I = 2k + I 
eos----------  

2/1
1 1/----- - 2^+1

TI + y— I sen---------- Tt;
2«

y dando á 2^ + i todos los valores impares comprendidos entre
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0 y 2«, obtendremos las diferentes raíces. El valor general de 
A — B I^— i es

F'(a + 6í"'—l; 2K(a + 6^^^^”' 

eos (2^ 4-0 — ’t + F— i sen (2^ 4-1) — 

cos (2Æ 4- i) ■^ + F— I sen (2/í 4- i) k

y haciendo 

2^4-1 2m— 2^4-1 
 = a, de donde  = a — i; 

71 2«

y recordando que para dividir dos expresiones imaginarias, se 
restan los argumentos, tendremos

A — B y— I = ~ [cos (a — i) (2Á 4“ i) 

4-1^— I sen(a —- i)(2¿ -H ^)^]

= — — [cos a (2¿ 4“ i) ^ 4- F' — 1 sen a (2Á 4- 1) n],

de donde 

11 
A     cos a (2^ 4- 0 B = — sen a (2^ 4- i)»

sen sen sen
B, =--------- . B, =------ —, ........ , B„=------ ------------ ; 

2n----------2n....................................................2n

y puesto que, por la hipótesis hecha, el grado del denominador 
excede en más de dos unidades al del numerador, se tendrá

.r2« _p I = 2tc(B, 4-B3+-|-B„)

27c
= — [sen «TT 4" sen 3^11 4-..........-f- sen (2« — 1) ai:].
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Se puede calcular la suma del segundo miembro, pues las 
ecuaciones

eos o + / sen 0 = ^*^*, eos 30 + /sen 6 = ..........  

dan

[eos o + eos 30 + ... -j- eos (2« — 1] + /[sen 6 + sen 36 + ...]

= ?•[! +?‘*+ ?’'+... + ?*—*”*] = -5p----------- /'•.

En el caso presente,

2Z« + I
O = «77 = -- :---------- Ti: 

2n 
luego

^Sn6i = ^(2wi + l)r.( ,_ COS (2WZ -|- l) ^ -J- / Sen {2»Z -^ l) 7t = — I.

Por Otra parte, 

e^^ e^i^ i i 

e^^^— i e'^^—e~^^ e^^^e~^^^ 2¿ señar.'

luego

eos <iK + COS 3^77 + eos (2« — i) «K 4- / [sen an +

- . 2 1 I + sen (2« — 1) æt:] = . - ~ ..  =  
21 sen aTt isenaii 

eos Ætt -}- eos 3^77 -j-+ eos (2n — 1) a^t = 0,

sen a-n -L sen san 44 sén (2« — 1) a7: = •—-— , 
sen

i 44^2« «senaz 4 1
« sen77
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Haciendo z = .r^», resulta

2)w—2n-}-l
p z^-^dz j”” z ^” dz f’^ x^”*~^+'.2n.iz^-^d^

jo I + S' jo I ~\- Z Jo I -)_ j;2n

f^ :y»“í¿r f^ ,r^^d,v

i sen------------«

De igual manera, reduciendo cada integral indeterminada á 
su valor principal, se obtendrá

j 1 ._ ^2« “ ^ [sen 2i27r -t- sen 4^« 4- ... 4- sen (2« —2)aK]

ntga-z 2W + i 
« tg 71 

2«

"”S“-^ r X^”^dx r X^rna^ 
o 1 - S _/o I _ 4;2n J _^ J _ ^«2 tg ^7J •

§ 9-“ Aplicaciones.

* • / /—------ — arc sen — = arc sen i — arc sen 0 = — 
do^a^—L ^J o 2 

~ 

3./>log.¿.r = -(^.

4' / sen^ cp • 
Jo 4 
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/•2n
5. I^ (I — COS ^)2 ¿¿^ = 3«.

'■“ -’^“■‘’'•’^ l.3.5---(2r — l) 
o 2.4.6... 2r 2'

Jo ^a^ —.V' 22' 

ja ya- —8 2

II. / F«- — A" dx = — a- 
22 

W
 1 S

12. ^^ A'” — ’ (logjr)íZr= — ^. 

13. r '(iog.T)"í^,r = —1111^. 

14. / ^-na: ^gg ¿^ ^^. _ 

15. / (a ¿.r) dx =-------- !_________________  

16. ^^ dx f¡é = —'^ a^. 

17. f^ ^.v^x’ + 4«^ d,v = A" (5 75 — 8). 
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....... = - )'2 .
l 1^2 4- 4^ 2

ig _ 3«»^
jo /0^'^ 8

20. 1 d:V^2è-V — = ÉJL.

21. j (cos* jr — cos^-f) ¿/.r - —■

2 2.1 sen^ 2,v dx =--- 
J a 4

23 . [ sen^ xdx = —

6F2 
4

tg xdx = — log 2. 
2

2 sen ^

26. .
J a I + 2,r eos cp 4 4r^ sen «

jo a + ^cosep f^—b-^

28.
jo {ax 4 P) (a';r 4 g') • op' — ap' ’

■.r»— i
4: log .r J

dx = log w — n.
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30. / ^-««í/^ = _. 
Jo « 

31- I ds = log n. 
Jo 

Jo («*+iF 

1 
33' /   sen xd.r = arc tg a. 

Jo * 

34. / 4: cos xdx =  . * Jo («‘+0’ 

35- 1 .
Jo («’+!)’

Jo I + a^ — 2a cos 4r “ 2a(i—a^) ^’

Jo (^ + a® sen^^T 2 i

38. = ——___ -

C'^senax , a39. /”»>dx = arc tg — .
J o

40. / ------cos xdx = - log (a^ + i).
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CAPÍTULO VI

Integrales de las diferenciales totales

43. Propiedad fundamental. Dada una expresión de la 
forma

P,rfjr, -I- Paí^-r2 +..........+ P”¿.r« = SíZ^T, (i)

en la que P„ Pg,..........Pn son funciones de 4?,, 4^3,............4?», no 
existe, en general, una función de estas variables cuya diferen
cial sea la propuesta, de manera que deben existir algunas con
diciones necesarias para que esto suceda; y en efecto, si existe 
una función F(.r,, 4^2,...........   4r„).. cuya diferencial sea lÍP¿/4r, es 
necesario que se tenga idénticamente

S ^ = LPí/4r,

es decir, identificando, que sea

Pero diferenciando la /«>“« ecuación con relación á .ry y la 
y«8>ma ecuación y respecto á .r,- , se tendrá

Permutando los índices / y J de todas las maneras posibles,

5^ F
3.1'¿ liXj c!,Xj

3® F
S4ribXi 3.r¿

luego
^17 3x¿

(2)
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se obtienen —----------^ relaciones análogas, que deben verificarse
2

para que la expresión (i) sea una diferencial exacta.

Reciprocamente, si se verifican las —--------- -  relaciones (2)
• 2 

existirá siempre una función F cuya diferencial sea SPí/ár, pues 
si hacemos

íiF
se tendrá —- = P,, (3)

iF, 3P, . , íF,
S.Tj j a^ SXj ^.Tj

(4)

Ó, en virtud de (2)

3^2’

expresando A, lo que es Pg cuando se sustituye en ella .r, por

Y si hacemos ?— = A., resultará que -— = P.,, 0, llamando

F3 á una función de^Vj, , .r»,

luego la función

admite por derivadas, con relación á a^, y ^,, las cantidades P, 
y Pj. Se tiene pues,

4 1 ^^3 % 3.^3 * ix.
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es decir,

Expresando Ag el valor de P3 para ¿Vj = a,, esta fórmula da

SF, 3F3

^x, 3x3

expresando A'g el valor de P^ cuando se hace Xi = a, y 
•^2 = ^2, de la que resulta:

—i = Pa - A'a +
2X3 • ex3

y se tendrá

^Pl 3F3 Ps , ,
-— = Pj si A3 =----- , es decir, si F3 = / A 3 dx3; 
3^3----------------------------- ÔX3 

entonces la función

Í A'gáfx + F, 
la

admitirá por derivadas, con relación á x,, x,, Xg............las 
cantidades P,, Pj, P3,, resultando que la diferencial de 
la función

será la expresión (r), si se tiene en general,

Af-j-1 = P/_|.i(¿í,, íZa,. ai X'i^i, Xj-i-g,..., -^n).

Caso particular. Sea la expresión

Mí/x + N¿Zj, 

que debe ser la diferencial de u = / (x, j/).
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Tendremos

du = — dx Hdy,

y resultará, identificando, que

aM SN
iy <IX ‘

Reciprocamente, si se verifica esta condición, y buscamos 
una función « tal, que sea

dit = Mrf^v + N¿;^;

debiendo tener á Mdx por diferenóial con relación á x, será 
igual á la integral de Mt/x aumentada en una cantidad ¡y {jr), 
independiente de x, pero función de jr: « será pues de la forma

« = / Mí¿r + f (j) = 2/ 4- <p 0/), 

haciendo v = J Mdx.

P'alta ahora determinar á «f (y) de modo que sea — = N; 

pero se tiene

— = Tde donde —* =N — — .

Se ve pues que N — — no debe contener x. Se tendra pues

3(N)
\ í// SN SM

-------;= 0 0 ----- = ;
ax 3x

y si esta condición queda satisfecha, será

(N — ^¡dy, u = íMdx-\- f (N------- ) dy.
\ J\
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Ejempio i.'’ Sea

ydx xdy 
~ y ~

/ MiZÆ’ = I - = arc tgarc tg — .

4 ^ “ ~h, 5^=- ''' ** y+"^ ‘^ 77 ’

H = arc tg — — ¿are tg — + arc tg —+ arc tg — ;

y, puesto que arc tg — + arc tg — = — ,

u = arc

Efempio 2° Sea

Tenemos =^

u = ÍMdx + x ———• + ®

dv d^b 2xy—y^ d'^ x^ I
^y dy dy (x—yf dy (x—yY y'

u=:logpe. 
x—y y
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§ 2° Aplicaciones

- ----- :— (tg x + sen7) dy
cos^xj ' Leos'^jí'

u = x t^y —y tg x — cosy + C.

--- Jog X ---  ---  — -------- ;------ —

3. du = (y -j- z) dx + (x + 2) ¿^ + (-^ + ^) dz 

a xz -[-yz + C.

4. u = lyxy + «®) dx + Í22j/ + x-) dy + {2zy + y) dz 

du = x‘^y + z-x -\-y'^z + C.

5. — dx—------ -3-----dydz u=H C.

u 1- are sen —PC.

7. du= 4- I —
Fx'^+yJí/x 

íí = ]og [x + +y] + C.

8. du = (x^ — 4X^ — 2y) dx + (y — 4x4/ — 2x’^) dy;

u = ~— — 2X'^y —■ 2yx + y -|-C.
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CAPÍTULO VII

Integración por diferenciación é integración

§ i.® Exposición de este método

44. Integración por diferenciación. Se pueden obtener 
integrales diferenciando con relación á un parámetro la expre
sión contenida bajo el signo de una integral definida. Por ejemplo:

1 .° Diferenciando n veces respecto de a la igualdad

— = — ¿r 
o A'-4-a 2

resulta

'‘’*1.2..........n 1.3.5............ (2«—0 -
o + «)»+» 2.4.6..........2« „4.1'

2 .'’ Diferenciando « — i veces respecto de a los dos 
miembros de

1 e-^^^dx = —, 

obtendremos

1^ dx ~ 1.2(n— i) a-”.

3.® Diferenciando n — i veces la igualdad

“0 a-\-ó[—l'

10
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se tendra

45. Integraciones obtenidas por la integración bajo /. 
En vez de diferenciar con respecto á un parámetro puede inte
grarse, obteniéndose así la integral de muchas funciones.

i .° Sea la igualdad

é'-‘'®cos óxd.v = —---------  
a^ -|- á-

Se tiene que

pero

ada 
a- + ó'^

e~ ^^ eos ó.rd^ e- ^^ eos á.vda

Además

-------------------- eos áxdx.

''^ ada __ i d^ -j- â^

luego

—Cíc__—ax j
/cos b,vd,v = —

Jo --^ 2
log

a^ + b-

Observación. Si se hace ¿ = o, se tiene

^-cx_g ax 
/ d.r = log - . 

J^
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Se obtendría también este resultado, integrando respecto de 
a entre los límites c y a la igualdad

i 

'Jo
2 .® Por el mismo procedimiento, de la expresión

f sen ------------ 
Jo

se deduce

f aa Í e~ sen bxdx = / —
Jc h

arc tg - — arc tg - = arc tg ?, .
o o 6'ac

3 ? Sea la integral

Integrando por partes los términos en — , se tendrá
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El valor de la integral, restante será Hz — —J log «; luego

Ia integral total será

l j log « —

4 .® Análogamente, tendremos 

/ (  ; 1 — los 2. Jo \ x / 

5 .® Puede obtenerse por el procedimiento de la integración 
bajo el signo de la integral ya obtenida 

\ — [ ó 1 = / a^Zz, 
Jo

habiendo hecho x = a?, y después multiplicando por é in
tegrando con respecto á a desde 0 hasta 00 , pues tendremos 

I r = P = f^dt arfa 
Jo J 0^ Jo 
Í^ di 

~~Jo I— 

Con auxilio de esta integral podemos obtener otras. Así, ha
ciendo .v =y y/a, en la hipótesis de ser a positiva, se tendrá 

I = í" yjady = - Vk, 
''0 2 

2 I — ’ 
de donde e a : 

.0 2 

y por una serie de derivaciones sucesivas respecto de ¿z, 

22 

,'0 2 2” 
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Falta demostrar que la integral 

K = / 1/2»^ — (a + o/i)2/2 ¿¿y 

en la que fj es una función desconocida de j/, comprendida entre 
o y i, tiende hacia cero, cuando /z tiende hacia o y / hacia 00. 

Pero a es una cantidad positiva menor que ¿z; y cuando /z se 
haga suficientemente pequeña, a 4- O/z será > a, y la integral 
será inferior á la siguiente:

K, = / y^n¿~ayi ¿¿y.^

y como para valores suficientemente grandes de jr. se tiene

, sera K, I —=-,

que tiende hacia cero para / suficientemente grande.
6.® Sea la integral

1= e 
J o

Tendremos

2a 
—~ = ¡ — —^i 
^^ Jo

y haciendo .r = --,

— 21, — 2da; aa m J 

luego log I = — 2Æ + log C, I

Para determinar la constante C, hagamos ¿z = 0, y será 
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luego C = -^ é I

7? Sea la intégral

Se tiene (5°) que

luego I = —/ / e (ici,
.^^Jo Jo

é invirtiendo las integraciones,

—;2=— Jog \a— e ‘^ 1 — log \a + í * /Jo .

Pero ^ ^ = cos — + z sen — =--------  
4--------------42
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La parte real de esta expresión puede ponerse bajo la forma

y se anula en los límites, por reducirse la cantidad bajo el signo 
logaritmo á la unidad. Además cuando a varía desde o hasta 00 ,

los dos arcos tangentes varían respectivamente desde - hasta 77 
4

y desde — hasta cero. La parte imaginaria será pues igual á -/; 
4

y se tendrá

Por otra parte e^^ = eos .r -j- i sen a-: luego

8.® Sea ^ = 1^ ^~^^ cQS2âydy.

Tendremos

Oéservadón 7." Si se hace en el ejemplo 2.“ a = c<o , c = 0 
se tendrá

sen á.v 77
--------- d,r = - 

2
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siempre que ¿ ^ o. Si se tuviese <^ <^ o, el segundo miembro 

sería — - • Esta integral ofrece pues una discontinuidad nota- 

ble. Siendo constante cuando ¿ varía conservando el mismo sig

no, pasa bruscamente de — — á — cuando, al anularse i, pasa de 

negativa á positiva.
Observación 2.“ Podenios concluir que es finita la integral

/’CO/ sen,r ,
Jo

y obtendremos de otro modo su valor. En efecto, podemos es
cribir dicha integral de la manera siguiente

sen

por -f- 2n,

sen .1'

J-¡to

ó bien, sustituyendo .r por x* 4- r, .r 4- "^

7:

Jo J o Jo '■V + 2::

El límite del término general es cero, porque se puede escri
bir así

I f 2
J sen x ,

permaneciendo ç comprendido entre o y -. Esta cantidad para 
« = co es nula. Por consiguiente, la serie y la integral tienen un 
valor finito.

Esto sentado, para a ^ o se tiene 

r asen.v 4- cos.v 
/ e~“^ sen xdx = 5—¡ 

Æ^ 4- 1

luego / ¿—ax ¿Qnxdx = 
Jo

I 
a- 4- i ’
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é integrando desde ^ = s ^ o hasta a = oo, se tiene

.^sen.v TC
/ e ' -------- (i.v = — — arc tgs.

La integración puede efectuarse, puesto que la derivada se 
gunda bajo el signo / es finita.

Restando / 
Jo

sen .r
-------  dx, tendremos

sen .r ír 
 dx = — — arc 

X 2 
sen x
— dx.

Xo

Para hallar el límite del primer miembro, lo escribiremos así

, sen.r -az
— ‘f^ + ^ +L +

ó también
sen -r
-------- dx

X

sen;i-
dx -j-

Todos los términos de esta serie son decrecientes, alternati
vamente positivos y negativos; luego es convergente, y en suma 
está comprendida entre su primer término y la suma de los dos 
primeros. Este valor es pues cero para s = o.

La fórmula (i) se reduce, para e = o, á

/’“sen-r, , /•senA* 7:
1 = 0; luego / -------- dx = — .

2 Jo Jq 2

. Cuando se hace x = ^2, tenemos, suponiendo a ^ 0, 

/’"senas, z 
/-----------d2 = - .
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46. Integrales de Fresnel. Si sustituimos 4r por .ry^

en la fórmula / e~^ — obtendremosJo

de donde

Multipliquemos los dos miembros por eos ada, é integremos 
desde o hasta oo ; tendremos

e— eos adadx,

é igualmente

Multipliquemos la segunda por y — i y sumemos; resultará
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Pero / dx es igual á Se tiene pues, igua- 
J« + i 1'2

lando á cero las partes reales y los coeficientes de F— t, 

f“ cosiZí/íí f” sen¿Zí/¿z i .ç 
lo }a lo ]^a- F2’ 

si se hace a = .r^, resulta

1 sen / eos- A-¿Z.r = — — •
Jo Jo 2f2

4-7. Empleo de consideraciones geométricas. La integral 

A = j dx fué obtenida por Poisson mediante un proce- 

•dimiento muy notable. Cambiando .r en j/ se tendrá todavía

r ® —Vi 
A. ~ dy,

Jo

y por consiguiente, 

f » _a;2 r «1 _ «í 
A® = 1 e ^y

=7. J, ‘

Sean tres ejes rectangulares Ox, Oj', Oz é 

y = o^ z = e , 

las ecuaciones de una curva situada en el plano zO.r 
Si esta curva gira alrededor del eje 0^, engendrará una su

perficie cuya ecuación será

— xi — y 2
2 — e

y la integral doble

¡le d.v
Jo Jo
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representará la cuarta parte del volumen comprendido entre la 
superficie y el plano .rO/. Se puede valuar este volumen divi- 
diéndoio en una infinidad de secciones cilíndricas, cuyo eje co
mún sea 0^. La sección terminada en las superficies cuyos 
radios son r y r -j- ^f" es igual á su base Z'^rár multiplicada por 

su altura xr ó ’; luego

A =7/ de donde A = -^ . (1)

Análogamente se determinarán otras integrales.
Supongamos que se trata de valuar

Z ^ » y» os

^^'^xL-y x ^®^^ integral representa la parte situa- 
,,y-<^2ZZLÍ^S ‘^^ ^^ s' ángulo de las coordenadas posi

tivas del volumen comprendido entre la 
superficie cuya ecuación es s = f(.v,y) y el piano xOy.

Descompongamos este volumen en elementos infinitamente 
pequeños por medio de los planos sOS y .?0R, trazados por el 
eje de las z y cilindros PQ, RS cuyo eje común es 0^. Si se 
hace OP = r, PO-v — 0, el volumen prisma infinitamente pe
queño MPQRS, cuya base es el rectángulo PQRS == rd^dr y la 
altura

= /(-1'',^) = zarcos3, r seno), será rd^)drf{r eos 0, rsen 0). 

La integral propuesta se podrá sustituir por la siguiente;

y^ [’‘/(y cosO, rsenO) rdadr,

cuyo valor es fácil hallar.

Oéservacídn La integral / * d.r = — i '7 conduce á
2

la siguiente:

1 e d.v = ^Tt (2)
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y cambiando -r en — .r resulta

í e a.v = e a.r = — ^Ti:; luego/ e a.v = yr,.

En general, se tendrá

/ /(x^dx =2 j /{.v^dx ó = o, 

según que f^v) sea función par ó impar, es decir, según que 

A'T^} = f{~ ^v) ó f{—sr) = —f{^), 

Odservadon 2/ Si en la integral (2) se sustituye x por x ]' a, 
se tendrá 

/ e-°^' dx = . 
- —œ y¿x 

Diferenciando « veces seguidas con relación á a, se tendrá 

/ x^’^dx — ]'-K '- a ' ^A 

y si se hace a = 1, 

/ e-^^-e^’^dx =   • 

§ 2. ° Aplicaciones 

I. Diferenciando / e~^^ sen xdx = -3—¡— se obtiene 
./o «- + I 

2(1 
sen 

Í"^ 7 2(3«*— I) 
/ f—.r- sen xdx = , •
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Integrando entre o y æ, se obtiene

I — ¿—ax
------- ;------ sen A-'¿/.r = arc tg a.

Haciendo ¿z = oo , resulta

a 
2. Diferenciando / e~°^ eos .rí/,ir = —— , resulta 

, a-— i ¿ -ax _^ QQg j; ^1^. ^   

ax 4-2 ma 2a(a^ 3)

Por integración entre o y a resulta

I __  g- "X J
--------------- COS A-'í/.r = — log 4- l).

2

3, Integrando P -r” - ’íZa- = -, con relación á «, se obtiene 
Jo «

.V»-1 — I 

log .r
dx = log n

dx = n log n — n.

4. De / —_ "1/2!, por diferenciación respecto a,
Jo 2^a

resulta
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CAPÍTULO VIH

Integrales definidas entre límites imaginarios

§ i? Integración de las funciones variables imaginables

4-8. La consideración de las integrales definidas, cuando la 
variable pasa por una serie de valores imaginarios, se debe á 
Cauchy, que constituyendo un método fecundo para el estudio 
de las propiedades de las funciones, señaló un gran progreso en 
el Análisis matemático; y aunque parezca salir del dominio de la 
práctica es útilísimo este empleo de las imaginarias para propor
cionar el camino más corto en la obtención de resultados dentro 
del dominio real. La teoría de Cauchy se funda en los teoremas 
siguientes:

Teorema L Sea f(z) tina Junción coníinua, cuando ¡a va- 
riaá/e z descriáe una curva ZuZ . Si se íoman en ia curva punios 
intennedios z¡,z¿,.........Za-i, ia suma

K^n) (2i Zo) -j- f(z,) (Zj — Z|) -|- . . . -j- f(Zn_i) (Z ” Zn — i) (l) 

tiende Ziacia un iimite determinado, cuando se aumenta indefini
damente ei niímero de puntos de division, de manera que cada uno 
de ios arcos tienda iiacia cero.

En efecto, al describir el punto ¿r = .r -|- jd la curva z^Z, se 
pueden considerar á .r éy como funciones continuas ^, (/), ?2 (0 
de una variable real t que crece desde t^ hasta T. De esta ma
nera la variable imaginaria z es una función de la variable t,

= íi W + ¿'^di) = ?Cí).

Supondremos que cada una de las funciones reales ^i W» teW 
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admite una derivada. Y para fijar las ideas, podrá tomarse como 
variable real auxiliar / la longitud del arco de curva contado á 
partir del punto ^y. Las derivadas s', (Z) y ^'^ (Z) designarán en
tonces los cosenos de los ángulos que la tangente á la curva for
ma con los ejes O.r y O7. Llamemos Z,, Z-, . . . , Z„_, los valores 
de Z que corresponden á los diferentes puntos de división seña
lados en la curva. Por tener derivadas las funciones ?,{Z), »2{Z) 
podremos escribir

Íi CA) — Ti (^0) = (Z. — Zj [o', (Zo) + e'J,

Ta (A) — ?3 (A) = (A — A) [?'s (A) “H ‘%], 
tendiendo s’^ y £"0 hacia cero al mismo tiempo que Zj —■ Z^.

Se deduce enseguida

•L - = Ti (A) — Ti A + «(Ts (A — T2 (A)1 
= (A — A)[t'i (A) + ¿tACA) + «A + 2 $%] = (Zi — A)rT'CA + ej, 
siendo Eg una cantidad imaginaria que tiende hacia cero con 
Zi — Zg. Se tiene igualmente

^j — = (z, — Z|) (/(A) + «,).,

z — — (T. —■ Z„_|) [f' (Z„_1) -j- Stt—i], 

tendiendo hacia cero las cantidades s,, sj, , sa —1 respecti
vamente con las diferencias Z2— Z,, ,T — Z„_i. _

La suma (1) se reduce, por consiguiente, á

[/(A) “/(A) (A ~ A) +/(a)t'(A)A — A) +......
+ /(^„_1) / (Z„_i) (T — Z„_i) + [/(^,) sJZ, — Z„)

+ /(3|) A (A - A) 4-..........+/(21,1-1) £„_i (T — Za-1)

cuya segunda parte tiende á cero, porque si se llama M al má
ximo del módulo de /{s') en la curva ^qZ, y « el mayor módulo 
de s,, Sjj............ .. el módulo del segundo paréntesis es me
nor que M e (T — Zg ).

11
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En cuanto á la primera parte, si se hace

7(2) / (í) = 4» (/) + //.(#),

se descompone en dos

[| (^o) (^1 — ^o) + '^ (^1) (^a ~ 7) 4" ■■ ■ + 1 (^«— 1) (T — ^n- 1)1 

+ ^[z(^o)(A — ^o) + z(^i)(^a — 7)4- ••• + z(4-i)(T 4.

la una real y la otra imaginaria, y los límites de las dos sumas 
contenidas en los paréntesis son

La suma (i) tiende pues hacia el límite

que se llama la integral definida

tomada á lo largo de la curva «„ Z. (*)

(*) Véase l II pág. 202.

Corolario i. ¿2’ tiene

11^^^^'^^ = Ct'H^ + ¿z(¿)Hz= I^f{2)¥{^}

Corolario ii. Si se llamando, c,   e» _i las longitudes 
de las cuerdas que subtienden los arcos ^„ ^i, Zt s^........ .. Zn — i 2 
y Z á la longitud de la cuiva ^«Z, el módulo de la suma (i) es 
menor que

M (^o 4“ ^1 4-4“^m—i)<^M7

Se tiene pues, mod. / f (e') ds < M Z. 
J 20

MCD 2022-L5



INTEGRALES DEFINIDAS ENTRE LÍMITES IMAGINARIOS 163

Teorema ii. Si se carniia de variadie kaciendo z — ■^ (s'), 
se tiene

I^' / ^/(^) ?'(2')

Se supone continua la función ^ (*') cuando s describe cierta 
curva z'o Z' y que además admite una derivada / (y). La varia
ble z describe una curva correspondiente ^^ Z, tomándose las 
integrales según estas dos curvas: y se tiene

Z,^z^ = (z\ —/0) [í'(^(.) + ®o],

Z - ^n— i = (Z Z„^x) ['^ (jï ,j _ 1) -|- É,j_j].

Por consiguiente,

f{^^{^\ ^0) + y(^l) (•^a ^») + • ■ • + f{.^n— 1) (Z Zn— 1)

E/(«o) ?' (A)« - «o) + +/(^«- 1) Ÿ' (3<«- 0(2' - S'n - 1)]

+ [/{2o) So (^', — «’o) + . ■ . +7 (-2«- 1) $0-1(2' y„_i)].

Si llamamos M al máximo del módulo de/(£), y e al de las 
cantidades s,,... $0-1» y Ai,»*-» í^n—1 á las cuerdas que 
subtienden los arcos sL -c',,. .. /„_ 1 Z, y Z á la longitud de la 
curva «’„ Z', el módulo de la segunda parte es menor que

M £ {Co + <^i +...4-Í»—1) <CMsZ'; 

tendiendo esta segunda parte hacia cero, las dos integrales son 
iguales.

Corolario. Si cuando ia variaá/e z describe ia curva Zq Z, 
ia función F (z) es continua y admite á f (z) for derivada, se tiene

1 f(.)d, = í-'(Z}-F(,„),

baiióndose tomada ia intégrai á io iargo de ia curva.
Hagamos u = F (2). Cuando la variable z describe la curva 

2oZ, la variable u describe una curva correspondiente «gU, y en 
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virtud del teorema precedente, se tiene

i^ (ÍM ~ f^ F^syeis = i^ f(s) ds.
.. Wo J Zo J ~n

Si se designa por 7Z|, zz.,,, «„_i una serie de puntos in
termedios en la curva «„ U, la primera integral es la suma

(«, — «„) + («2 — «,) ++ (U — Zín-i).

Pero esta suma es igual á U — zZq; luego la integral definida 
es igual á U — //„, es decir, igual á F(Z) — F(-Sü).

Teorema m. -Sz la función f(z) puede desarro/iarse en una 
serie

f(z) = «0 + u¡ -h n. +

cuyos términos son funciones continuas de z, cuando esta va) iaéie 
describe ¿a curva ZoZ, convergente en todos ios puntos de esta cur- 
va, y tai que se pueda tomar n bastante ¿rande para que, et cada 
uno de estos puntos el módulo de la suma Un 4- Un+i’+......  
)nenor que un número dado <)■, se tiene

/ f(2}ds=l Uodz-}-l Uidz-f
J Zq . J Zg J Zg 

tomándose todas estas integrales á lo largo de la curva z^Z.
Designando por S„ la suma de los n primeros términos, ten

dremos

y siendo el módulo de '.f^z} menor que a, el módulo de la última 
integral es menor que «4 La suma S» tiende pues hacia un lí
mite igual á la primera integral, cuando n aumenta indefi
nidamente.

Teorema iv. Cuando u/ta función f(z) es holomorfa en una 
parte del plano de contorno simple, la integral definida
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relativa á una cuj'va cerrada siíuada en esíe punió dei piano, 
es nu/a.

No es necesario demostrar este teorema y sus consecuen
cias inmediatas por haberse demostrado en el tomo II de esta 
obra; y únicamente terminaremos este párrafo con algunas apli
caciones después de demostrar el siguiente

Teorema v. Si para z = <x ó para z = o ei prodiicío zf(z) 
iiende hacia cov, ia inie^rai / f (z) dz, tomada á io tar^o d^ una 
circunferencia de radio infnito, 0' de una circunferencia de radio 
infniiamente pequeño, cuyo centro está en ei orinen, es ñuta.

En efecto, siendo

mod 1 (s}ds <; i \f(z)\ \^^\',

hagamos s = R (eos o + ? sen 0,

de donde

ds=^ RZ (eos ^-j- / sen (^}d'^, \dz\ = R¿Z-j;

pero lim ^/(^) = 0; luego iy(áf)’! < — ,
1^1 

siendo - un número arbitrario, ó

iy(^)i < p- :

J^ será —

mod 1 f(z')d2 <i 1 ^ R¿^ < 2Ks,

lo que demuestra el teorema, porque £ puede tomarse tan peque
ño como se quiera.

Ejemplo. Sea la función e~^^ holomorfa en todo el plano. 
La integral

^ e-^^ ds

relativa á un contorno cerrado cualquiera es nula, pues si con-
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sideramos el rectángulo A,ABB, formado por el eje de las A-, 
una paralela B, B á este eje, á la distancia ¿ y dos paralelas 
AB, Al B, al eje de las>' á la misma distancia <2, se tiene ^ = .r. 
según A,A, variando ;r desde — a hasta + a; según AB, se 
tiene 2 = ¿z -j-j/Z, variando y desde o hasta ¿; según BB,, se 
tiene xr = x-|-ài, variando x desde +<2 hasta — a, y según 
B, A, se tiene s = — z + yí, variando j^ de ¿ á o. Siendo la in
tegral relativa al contorno nula, resulta que

/*-t-^ •, r^ .a
/ dx H- i / + dy

+ / ^—(«+6i> ¿1^ ^ i 1 ¿—(—a+si} dy ~ 0.
J-i-a J b

La segunda integral
í + dy ^= í ^y’^ ¿ly

Jo 

tiende hacia cero cuando a aumenta indefinidamente, y lo mis
mo sucede á la cuarta. Pero el límite de la primera es /« (p. 156): 

luego
/ + ¿f^T = l' Z , 

00

= e^^ í e—^^(cos2èx — i sen 2â.v}dx = 

x 

por consiguiente 

/ eos 2bxdx = | ír .

49. Otro MÉTODO. La integral j^ e-^^^^dx puede es

cribirse así 
lim S¿(i ^1) (k^ = è)
li=0
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/
'c i=m—í ,

lim s /¿ [t’“ *’
h A = 0í—0

4- í7-0 + A)- ^_|_ fé +(m_i) ft]3J _

Pero en ésta se tiene

(6 + íA>2 _ ¿—b- 2bik

de lo que resulta

Jb k=o

Esta suma prolongada al infinito, es finita. La escribire
mos así:

haciendo

= /(?) = i + <z + ?^-+-+ r*+

Expresemos por [/^ el mayor entero contenido en | « , 

y comparemos las dos series, divergentes para ^ ^ i, 

^=i(í)= l + [fíj? + [1'2 1 ?<+... +f| ■«|Í* + ...

FW = (I “íT‘ = I + |? +

, I . 3 . 5 • • • 2« — I
H- ----------------(2« i)2.4,62n ' > r

En ésta puede escribirse, en virtud de la fórmula de Wallis, 
el coeficiente de ^", así;

V f (^ + 0/2« -1- I = (1 -H e')
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tendiendo s y s' hacia cero para .r= co . El límite, pues, de la 
relación de los coeficientes de $■” en | ($’) y en F(^)

2 es
i

2

Pei‘o: Cuando dos series ordenadas se^ún Zas /oteneias aseen- 
dentes de una misma /e¿ra son diz’eruentes y ¿a re/ación de los 
condentes de una misma /foienda de ia ¿eirá ordenatris itene un 
dmiíe, ¿a reiadón de ¿a suma de ¿os n ¿numéros términos ¿¿eme e¿ 
mismo ¿imite cuando n crece a¿ intuito, porque la relación '

^0 + ^1 + • • • • • + ^»

está comprendida entre el mayor y el menor valor de las rela-

dones —, —, De manera, que si « es bastante grande; 

para que la relación de los términos de igual lugar de las series 
divergentes

/(«) = «• + '^1''^ + ^2^^ +........> ? W = <^ü + ^1^ + 

difiera, para dicho valor de n y para los valores superiores, de 
su límite ¿ en un número inferior á e, se podrá escribir

Si pues, fp (x) es la suma de los ?z 4- ^ primeros términos 
de /(.f) y ?p('f), la relación intermedia podrá escribirse así '

fp (-^O (^0 4~ ^1
‘Pj('^) (^0 “b ^1 ■*'“h~H bn^i^” ^j 
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y ^— se hallara comprendida entre / — : y / 4- e para « sufi

cientemente grande.
Por consiguiente, haciendo tender ^ hacia 1, será

i^ = lim 1/1 — qf^q} = -^|^K; 

J w) ?=1 2
lim , 
? = i f^í)

luego S= 2 1' TT lim ■
Il = iy V\__a—h'

- 1^ 
2

Esto sentado, se tiene que

Si pues, se hace crecer ¿ hacia el infinito, el segundo miem
bro tiende hacia cero, y también el primero; y tendremos

I = lim S/z (i -{- -j- )
A=0

El segundo miembro es precisamente S; luego

§ 2. ® Cálculo de residuos de Cauciiv

Definiciones. Ya se expusieron en el tomo II algunas no
ciones de la teoría de los residuos. Kl ?'es¿duo de una función 
monódroma y monógena es, según se expuso, la integral ^

—f/(^)
2TlF --- I •

tomada á lo largo de un contorno circular infinitamente pequeño 
descrito desde el punto r, en el que /(2:) se hace infinita, como 
centro j^ recorrido en sentido directo.
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Se demostró también que: La ¿níeg‘ra/ de una Junción monó- 
droma y mono'^ena, ¿omada á lo ¿arg'o de un contorno cerrado sim- 
Jie es iguai ai residuo intégrai de esta función reiativo á dicho 
contorno, d sea, á ia suma de ios residuos de dicha Junción reia- 
tivos á cada uno de ios ii^nitos contenidos en ei contorno, muiti- 

Jiieado Jor 2^y— i.
Vamos ahora á aplicar la teoría de los residuos á la obten

ción de algunas integrales.

i.“ Sea

{.v^ -1- a®)» “ 27ty— (0

El residuo es relativo á los infinitos situados sobre el eje de 

las .r, no existiendo más que el solo infinito a 1 - i , situado en 
la parte superior de dicho eje. Dicho residuo será pues,

[i ds^-^ I1

(— i) i)(2m— 1)

la formula (1) da por consiguiente,

dx m(m-^l') — (2m—I) / I y”'-‘
j-^ {x^-f-ay^’- — 1) ! \2«/

2 . Sea la integral / --------- dx.

abz] - l
Supongamos que se integra la función--- á lo largo de 

un contorno formado por el eje. de las .r negativas, desde un 
punto situado á la distancia — R del origen hasta otro situado á 
la distancia — e, enseguida por una semicircunferencia de ra
dio s situada sobre el eje de las .r con su centro en el origen,
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enseguida por el eje de las .v positivas desde -j- s hasta -f- R y, 
por último, cerrándose el contorno con una semicircunferencia A 
situada sobre el eje de las .r y cuyo radio es R.

La integral á lo largo de este contorno será nula. La integral 
tomada á lo largo de la circunferencia de radio R será nula para

R = 00 , si se supone que b sea positivo; pues estonces z —
Z 

ó e’^’^^ se reduce á cero, cuando la parte imaginaria de ^ es posi
tiva, lo que se verifica á lo largo de dicha circunferencia. Se 
tiene pues, suponiendo R — œ ,

La segunda integral á lo largo del semicírculo A para

5 = 0 es, salvo el signo, el semi-residuo de — para 5 = 0, 
Z

multiplicado por 2^1 ó — n¿. Se obtiene pues, 

r • ^bañ ^bxi ____
/ -----dx --------- dx — — i.
f-^X X

Si se sustituye e^^^ por eos bx -[- i sen bx, se ve que la parte 
real del primer miembro es nula, y que

sen bx , , sen bx , 
I  dx-^ 1-----------dx = 
I^X---------------1 X

sen .
Añadiendo el elemento (--------- dx, que es infinita-

mente pequeño, se tiene

f+^sen^-v, f® sen ¿.r «
/ --------- dx = r., y por consiguiente 1 --------- —------- .
J^^x J f^ X 2

f® sen ¿4; .
Si ¿> = o, se tiene /--------- dx = 0.
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T • . , / sen eos , , , , , , . La integral /  se deduce de la anterior, 

puesto que se descompone en

Supongamos que ay b sean positivos. Si a'^ b, esta suma
ITT ITT ■K - 

eso - ; si a <. b, dicha suma es igual á cero. 
2 2 2 2 2

SÍ a b será igual á— •

3.'
f + eos a.v

Sea la integral / —:—d.v.

Si se integra la función
^azt

I + «®’
en la que a es positivo, á lo

largo del eje de las .r desde — œ hasta -f-^ Y á lo largo de 
una semicircunferencia de radio infinito descrita desde el origen 
como centro, á la parte superior de dicho eje; la suma de las in- 

^azi
tegrales así calculadas será igual al residuo de---------  relativo al 

I -f- 2^ 
punto 2 = |/— i para el que la función se hace infinita, multi
plicado por 211/, es decir, á

2^1— 1 -----___ o Tt^*“®.
2^ -- I

Pero la integral tomada á lo largo de la semicircunferencia 
es nula. Se tendrá pues,

e^^‘ d^: 
I + .1-2

= ■¡ze~^;

y separando las partes reales y los coeficientes de í,

eos ax
---- ;------ = ne-^, 
I + X^

sen ax
dx = o.
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La primera fórmula queda sustituida por ne^, cuando a es 
negativo. Diferenciando esta fórmula, se obtiene

Sea la integral /---------- ds.

Si se integra la función

y = ¡7 (o < Æ < i)

á lo largo de un contorno rectangular formado por el eje de las 
-r, una perpendicular á éste en el infinito en la parte superior del 
mismo é igual á 2^, una paralela también al eje de las .r á la 
distancia + 2- de él y por otra perpendicular trazada al mismo 
en el infinito negativo, de longitud 2z: la integral tomada á lo 
largo del contorno será igual á 2tzí por el residuo de la función j', 
relativo al punto s = -nt que la hace infinita; luego

f + ^ e^i!^ r+^ ¿a{x + 2M)¿l_^~ 1 ¿z 

observando que á lo largo de los lados verticales del rectángulo 
la integral y es nula.

Podemos por lo tanto escribir,

J-ca I + í® —I

de la que resulta:
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Cambiando ¿r en i — ¿z, resulta

J f^ i + z senil-'

§ 3.° ^Aplicaciones 

r+^ d:t: __ ir
J— i (a — jr) l'' i — y^ ^ a^—1

Si se trazan dos circunferencias infinitamente pequeñas, que 
rodeen los puntos — 1 y -|- 1 y se forma el contorno C, tendre
mos que calcular la integral á lo largo de C.

Partiremos del origen, tomando el radical igual á + i-
A lo largo de la circunferencia descrita alrededor del punto 1, 

la integral es infinitamente pequeña; pero después de haber ca
minado la variable « alrededor del punto 1, el radical |^i — .■v" 
cambia de signo, y la integral tomada desde el punto 1 hasta el 
punto cero, adquiere todavía el valor

p dx

Jo (:^’ -h «Ol i —

A lo largo del resto del contorno C la integral adquiere el 
valor

Jo (.r-+ ¿i’)Vi — .'v‘'‘

luego la integral, tomada á lo largo de C, es

J — 1 {x^ -}- a®)l^i — ;r2*

Siendo cero la integral á lo largo de la circunferencia de radio 

infinito, la expresión precedente será igual á 2-1— 1 multiplicada
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por los residuos relativos á las puntos a f-- i y — «)-' — i. Los 
valores absolutos de estos residuos son

i i

Como la integral propuesta no es nula ni negativa, es necesario 
tomar estos residuos con el signo +, y se tiene

f+' dx r.
J(x"^ x‘ ÆkT+â^

Por otra parte, se pueden determinar los signos de los resi
duos, observando que el argumento de x á lo largo del eje de las 

.r tomado en el origen igual á cero, es igual - en æ va -

en ~ i.

r senax ^^^^ _ i ga 4- t 
Jo i 4 I 2« Legendre.

f sen 2.r - 
/ ■; ; 1—; '^"-^ = — log (1 + d) 
Jq 1—2a eos ,r 4- a- 4a . 

si — I<Æ<I, = _L log /1 4- i\ si «’>I. 
\ a/

4- 1 í“~'sen (~áx) — i ¿-br

P ¡"2 I —rCOS20 T 4- r 
5- 1 —-—; log cos — log  

J^ i — 2rcos2ô4-?-- ® 4^4’
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GAPÍTUDO IX

Cálculo de las integrales definidas por series

§ i. ” Teoremas fundamentales

50. Primer teorema de Cauchy. 5/ las Junciones reales 
u„, u,,   Un,............de x son susceptibles de inte^adón en
tre los limites x^y ^^y d además es unijormemente convergente 
entre dichos limites la serie

«f (x) = u„ + u, + 

"j' tepresenta una función ^■(x) susceptible de integración; si, por 
ótltimo, se tiene que x^ <C a <C b <C X, se verileará que

/ 'j>(,v\dx= 1 u„dx4- / u.dx +...+ / Un dx
Ja Jn Ja Ja

Hagamos R„= «„ + i + 2í„ + 2 +
Por ser la serie uniformemente convergente entre x^, y X, se 

podrá suponer en este intervalo n tal, que sea mod. R <^ s; y de 
(1) resultará

0 (x) = «o + «, +........... + «» + Rn (-a^)

/ ^ ÿW = 1Uadx -f P Un dx -f i^ R„ (.r) dx.
.‘a Ja Ja Ja

Pero, siendo mód R„ ír) s, será mód / R„ dx menor que 

& {b — a), que se podrá representar por Os (¿ — a), expresando 0 
un número comprendido entre — 1 y -}- 1, de modo que la fór
mula anterior, para « = co , será
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Oósefvación. Esta regla solo es aplicable cuando a y ó son 
finitos, pues la serie

(.r + i)= + (.r + 2)'‘++^+^+ 

es uniformemente convergente entre o é co: porque el resto 
puede hacerse <^ s, tomando u de manera que

n - (n + l)

y se tendrá, integrando desde jr hasta co , el resultado absurdo 

puesto que el segundo miembro es divergente.
51. Segundo teorema de Cauchy. SZ Zas /anciones u,o 

^^D  Un ,..........de X son sinécíicas m e¿ interior de im con
torno C cerrado simpie, sie’-ndo además uniformejnente converg'ente 
en ei interior de este contorno ia serie

?(-^) = ^h + «1 + ..... + Un +(3) 

^•° ŸÎ-*’) ^^ eontinuay mono’droma en ei interior de C.
2° Se tendrá

Und.r -i-

si ei contorno ab no encuentra ai contorno C.

3.“ Para todo fiunto x interior ai contorno C, se tendrá

d<b 
dx d.v

y ia función ^ será sinéctica en ei contorno C.
En efecto, por ser la serie (3) uniformemente convergente, se 

podrá tomar n tal, que se tenga, cualquiera que sea .v conte
nido en C,

mod («» + 1 -p u^ 4.3 -|-.......... ) "C

12
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Ó, llamando R„ á la cantidad colocada entre paréntesis,

mod R(^-) (4) 

y puesto que (3) da

tíí(-^) = Mq 4“ ^1 “F............-p ^^n “F K(jr), 

resultará

p'■^{.r}d,v = ^^ u^ds-^ j^ Und.v-\-l''R{x)c¿x; {5) 

pero llamando ds al elemento de arco del contorno de integra
ción, será '

[^ Ii.Cv\dx = p R (,r) ^ ds;
Ja Jd ds

dx 
y si se observa que el modulo de — = 1, 

ds

mód / R(.r)¿¿r< sds ó < es.

La integral / Rí/;r puede pues representarse por expre- 

sando 9 una imaginaria de módulo inferior ó á lo más igual á 1; 
y la fórmula (5) se reduce á

P (x} dx = Uodx-Í-p / Un dx 65:.

Si pues, el contorno de integración 5 es de longitud finita, 
68$ podrá hacerse tan pequeño como se quiera, y se tendrá

^^ ^ (x) dx = ^^ u^dx-\-..........+y «„í/-r-¡-’

Además, si se toma por contorno de integración una circunfe
rencia infinitamente pequeña descrita alrededor del punto .r in
terior á C, será
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es decír

d¡i íiu^, du^ dun .
d.r d.r dx ............ d.r

§ 2/ Digresión acerca de algunas series

Y productos infinitos

52. Lema. La inversa de ia suma de una serie eniera cuyo 
primer ¿ermino no es nuio es desarroHaéie en serie entera.

Sea » (.r) = i 4- “1 -'^ + <^i^ + 

una serie entera en la que los valores absolutos de los coeficien
tes son á lo más iguales á la unidad. Esta serie es convergente 
para todos los valores de .r comprendidos en el intervalo 
(— 1, + i). Además se pueden obtener siempre números 
Po» Pi. P«»tales, que la serie

|(,r) — I + ^, .r + Pa+ Pa-r’4-

sea convergente en el interior del intervalo (------ , -}— 1 y sa- 

tisfaga á la ecuación

lW'H^) = -i» ó (I + a, ,r + . . .)(i + ^,.r+...)= I.

En efecto, las ecuaciones

^1 4" Pi = o» *3 “h Pi “l"®> = o,

“»+«»-iPi +...........+ a, 3«_ 1 + P« = o,..........

determinan sucesivamente los coeficientes ¡3,, P2,.......... ; y por 
ser el valor absoluto de «„ á lo más igual á la unidad, resulta 
que

IM<1. I,8J<2, IP,I<2’, ..........., IP.I<2-*.

La serie f (.r) es pues absolutamente convergente en el inte- 
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rior del intervalo ( — -, H-----); luego en este intervalo, la fun- 

ción |(x) no se anula, y su inversa puede desarrollarse en serie 
entera.

Sea ahora _f{x} una función desarrollable según la serie 
entera

.

cuyo radio de convergencia es R, no siendo nulo su primer tér
mino a„. Para un valor positivo 4r„ de 4; inferior á R, se puede 
determinar un número entero m tal, que á partir de n = m, se 
tenga

entonces, si r es una constante inferior a A'o y al menor de los 
números

haciendo .r = rí, se tiene que

pero, cualquiera que sea «, el valor absoluto del coeficiente 
de /" queda inferior á la unidad; luego, según lo que se ha 

concluido, es desarrollable en serie entera en el intervalo

1------- , H— 1, siendo ciertamente superior a — el menor valor 
\2--------2/ 
absoluto de las raíces de la ecuación f^r) = o.

53. Números de Bernoulli. Sea

.r ^®-j-i , x 4.-
y = --------- ó V =----------- ------------ .

2^®— I ■ 2 —I
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Siendo desarrollable en serie entera de primer término no 

nulo la íuncion--------- , también lo será su inversa (p. 179); lue- 

go también lo será j/. Pero j no cambia al cambiarse ,r en — A'; 
luego se puede escribir

de lo que resulta

- I “ ‘2! 4!

Y por ser

(í® — ^-«)^<^+*>  — 2, (^»4- í-«)/*"^  = 2, 

(^«_ ^-*)  w ss 0, (í» + í-®)‘®’ + *’= 0;

(*) Euler /nstitutiones Calculi differentials prs. § 2 114.

si se representa por s la función -r -^-------tomando la deri- 

vada de orden 2« -|- 1 de los dos miembros de la ecuación

g (^ — e- ®) = ,r{í« -H ^”®).

se obtendrá, para À" — o,

2«+ I , (2« + l) 2« (2« — l) ,

(2« 4. 1) 2«
^/ 4- 2^ = 2W 4- 1’

4.
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pero ^,/2”’ = — (- i)«22«B«.

^(2«-2).^ — (—. l)«-í 2^”--B„_1,, ar*„ = 2*B,;

y sustituyendo, resulta que los coeficientes B^, B,,...........   B, sa
tisfacen á la relación recurrente

2« + I (2« 4- l) 2« (2« — l) „(i) —22»B„— — ^ ^ ^^22”-^B’’-i + ...

— l)«-l ------------------ 2’^ B, + (— 1)” 27/ ” 0,

relación que permite calcular sucesivamente B^, B^,, obte
niéndose

i i i i
=

66’ “ 2730’ ^ 6 ® 510 

que son los números de Bernoulli.
Corolario. La suma de ^as />útenc¿as de /os números enteros 

/iiede ex/resarse por medio de tos números de BemouLi.
En efecto, de

j = i + 4-

se deduce

yp> _ l/^^a: _|_ 2PÉ’2® ^+ (« — l)P^(»-Ú«, 

y por consiguiente:

j-W = 1” + 2” ++ (« 1)”; 

pero

¿nx---  £ 2! 3!
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Se puede por tanto escribir

a,4r 4- «i-fí -i-. 

hallándose determinado el coeficiente ap por la relación

ÍZ^"^’ I «^ , B, 7Z^' ’ ' 
‘^~(F+0í 2/1 2!{/ — 1)!

Por otra parte

luego, si S^ expresa la suma de las potencias de orden / de los 
« primeros números enteros, se tendrá

— ?(/ — !)(/ - 2) B, — + . . . .

y, en particular,

14-2 + 34-+ C« — C = 7— 7’

i‘ + 2‘ + 3« ++ (« - I? = y - 7 + 6’

I’ + 2’ + 3’ ++ (« - I? = - - ~ + . ■

Odservadón, Para zt = 00 ,

IP 1 2?’ ++(« — I)^ I

54. Polinomios de Bernoulli. Se llama poUnotnio de Ber- 
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noulà á todo polinomio B^ (.r) que se anula con ,r y satisface á 
la relación

+ 1) - B;,(.r) = 

siendo / un número entero positivo ó nulo.
Expresemos por m el grado de B^ (.r); la diferencia

Bp (-^ 4* ^) Bp (jr) .

es un polinomio de grado m -1; pero por ser dicha diferencia 
igual á .r^, su grado es/, y 7« =/ 4- i, pudiéndose escribir

Bp(x) = A„,r^ + ’+A,.r^+ A, atP"* 4. . . . 4. Ap_,.r^ + Ap

Bp(-v-|- i) = AJ.i; 4. I)P + 14- A, (,r 4. i)P4-

Si desarrollamos y obtenemos la expresión B^ (.r -f- 1) — Bp (47), 
igualamos á i el coeficiente de .r?^ é igualamos á cero los coe
ficientes de las demás potencias de .r, resultará

- i,

^ , . (/ +1)/.
7 A. +A. = 0,

,/(/- 1). , (/+ I)?(/ - I) .
i — ^' ^---------------71A., = o,

^p +-^í» — ! + Ap_2 +-j-Al-|-A„ = 0.

pastas ecuaciones permiten calcular A„, A,,...y determi
nar el polinomio Bp (.r). Si en

Bp Gv + 1) — Bp (Æ-) — ;r^ 

se sustituye x sucesivamente por o, 1, 2,............. ,« ~ 1, 
hallaremos

Bp(i)-Bp(o) = o, BpC2) - Bp(i),= iP,.

Bp (zz) — Bp(« — 1) = (« — i)P ,
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j^ por consiguiente

B^(«)= if+ 2” +..........+ («-1)”.

Los coeficientes del pohnoraio B^ (.r) son pues los mismos 
que los de las potencias de u en el desarrollo de la suma Sp de 
las potencias del orden p de los n — i primeros números ente
ros; luego

®f W = 
/+1 2 2!

--/(?— I) (?- 2)B, -----— +

figurando los números de Bernoulli en la expresión de los /fo¿i- 
nomios de Semou/Zi B^ (x).

55. Seríes de Euler. Hagamos

(l + rt.r) (1 4- «Lr)(1 + = f'íi

Se tiene evidentemente, que

F«(«, -r) (1 -|-íi” + Lr) = F« (a, ax) (l + ax). (i)

Si se hace ahora

F«(«i -r)= l -HAjX + A,^^ ++ A„.r”, 

se tendrá, en virtud de (i),

(i + A^x ++ A„.r«) (1 + a« + Lr)

= (I + Æ^ A,x ++ A„íZ”x”) (I + ax), 

é identificando, •
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Por consiguiente el desarrollo de F(«, .r) es

(i + a.r) (i + a\v)..........+ (i + a«.r)

= i +----------- ax +-----------------------------  
i—a i—a i — a-

Los términos de la serie positiva

o =------ iog - + log - -p log - +...........  
\i I/ \2----2/ \3----------- 3/

son desarrollables según las series convergentes.

i
i

i i

3 4
log(i + = 1

- - log ( I + - | = 
2 \ 2/

i i
2 2 ’^

II II
3 2’ 4 2>

------ 10g( I + - J
« y n/

ii il II
2 n^ 2»^ 4«^

Estos desarrollos, excepto el primero, son convergentes. 
Además, la serie positiva de término general

2 n^ 3 n^ 4 «^

es convergente, porque según la fórmula de los incrementos 
finitos (t. I, pág. 44), se tiene que

------------ 10g(l— )=------- ----------, (o<0<l) 

igualdad cuyo segundo miembro es menor que  í ; lue- 
W(«— l)

go, si se hace

2” 2**
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y aplicando el teorema de la serie de series, se obtiene 

S, S, S, 
'~2 3*^4 

fórmula descubierta por Euler.
56. Fórmula de Wallis. La fórmula de Wallis obtenida 

ya por medio de las integrales definidas (119) se deduce de la 
fórmula de Euler (t. I, p. 219)

9«*

haciendo .v = —, pues se obtiene que

El factor general de este producto puede escribirse bajo la ' 
forma

I 2W — I 2« + I
4«' 2n 2U

luego
TT 224466
2 “ I 3 3 7 5 7

57.
SEN -f 

Desarrollo de log ---------Sea P„ el producto de

1 ocu 
los n primeros factores de —y el producto de los factores 

siguientes. El límite de R„ es la unidad; por consiguiente, siendo 
el valor absoluto de .r menor que se tiene

sen.r / / .r* \
log -— = log ( I — — I 4- log I I — —-J

Pero, para todo valor de ,r comprendido en el intervalo
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(— n, -j- Tt), los términos de esta serie son desarrollables según 
las series enteras absolutamente convergentes

log I - -;
3 -

i -r®

•2 9®^C

4r“

2‘^7c’\ 4TÎ 2 2S^

log I —
.r^ I ;r* I 4r'

«*Z* 2 «S'* 3 «®7t®

Por otra parte, si se considera un valor positivo de ;r me
nor que iî, la serie positiva de término general

«'^-- ‘ 2 «S* 3 «®TC°

es convergente, y su suma es log ^^^ ^; luego, haciendo

la suma por columnas verticales da

£ ^
3 Tt"

(----  TT <; à: •< Tt).

58. Desarrollo de log eos 4r. Análogamente se ve que 
los términos de la serie

log eos .T = log ( I — TT ) ^" ^°g \
4^' \
9«’ /
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son desarrollables en series de la forma

(2«— 1)*«’ 2 (2K— i/k* 3 (2«— 1)“«® 

y si se hace

se obtendrá,

T, iT
log eos .r = — 2’ —7 .r^-------2' -— .r"

59. Desarrollo de 4; coT 4.' y de tang x en seríes enteras.

Derivando las expresiones obtenidas de log--------y log eos .r, se

obtienen las series

cot 4; = i — 2 — — 2 —

Se

tg4: = 2^“- + 2" —4/^-1- 2’ — 4;» + ... í_-<4:<-J.

60. Expresión de las sumas 82» y Tg» en función de los 
NÚMEROS DE BERNOULLI, Sea

Considerando los desarrollos en series enteras de cos4r y 
sen 47, se deduce inmediatamente que

(eos 4^)0^"* = ( -- i)’‘, (sen — 1)'*,

(cos.r¿^” + ^’= o, (sen^r)?"’=0; 
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por consiguiente, tomando la derivada de orden (2« -)- 1) de los 
dos miembros de la relación

sen X' = .r eos

se obtiene, para .r = o,

2^^ + I ««) (2« 4- I) 2n (2« — I) (2„_,.

, (2ZZ 4- 1) 2« « 
4- — (— i)„ 2« = o.

Pero, en virtud de la relación recurrente (1) de los números 
de Bernoulli (pág. 181) resulta que

= 2“B,., ó S« = —----- B„;
I . 2 2«

Deduciremos de esta relación, debida á Euler, la expresión 
de T2« en función de B„, resultando que

i III

y restando las expresiones de S^n y 72«,

Si en la expresión de Sa», en función de B„, se da á .r los 
valores, 1, 2, 3,.......... , se obtiene

Puede deducirse también de

x = tg x — - tg^r + - tg'’.r —
5
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la expresión

- = — —— + — — — \
6 1/3 \ 3-3 5-3' 7-3" /

tomando para .r el arco de 30” cuya tangente es — , fórmula

que empleó Lagny para calcular « con 127 cifras decimales.
Análogamente se obtienen, por medio de la expresión de 72« 

en función de B„ las relaciones siguientes:

i i r i I

Si se sustituyen las sumas S^, S^,.....  T^, T4,.......... por 
sus valores en función de Bp Bj,.......... , los diversos desarrollos 
en series obtenidos anteriormente, se reducen á 

, sen.r....B, 
log.............= —.............2^....   

£21................24! 

log COS X = — 2(2'^ — IJ — —— 2®(2^ — 1) — 1-......  

10g^^ = 2-(2 — l)^— + 2’(2'’ — 1)^ — +..... 
-r.................121............................... 24! 

tg-r = 2^(2^ — i)B,^ + 2^(2‘ — I)B,Í- + 
2!................................... 41

cot X = I - 2- B, — — — 
'2! ^4! 

ó, efectuando el cálculo de los coeficientes,

sen 4;
“ J “ 180 ~ 2835

log eos .r = . __ __
2 12 45
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log ------=
’-v 3 90

62.e 

2835

2X''’ 
tg.r = ;c -by+ —4

X cot X = I -
3 45

2.r®

945

61. Números de Euler. De la identidad

resulta

sen^ + cos- - x = 1 
2 2

XXX X
X cosec x = — tg 1 cot —, 

2 2-------2-------- 2

y sustituyendo x tg — y jv cot — por sus desarrollos en series 

enteras, se obtiene (para — 7: c^ x c^

X- X^
x cosec x = i -|- (2^ — 2) B, — + (2' — 2) B.j — 4".........

En cuanto á la función see x, es el producto de las funciones

-y- y x cosec x, que son desaiTOllables en series enteras, en et

—1 ; por consiguiente es desarroliable en serie 
2 2/

entera para los valores de x comprendidos entre — J 2’^ 

además permanece invariable cuando se cambia x en — A-, 
reduciéndose á 1 cuando x se anula; por consiguiente su des- 

siendo — - < x ,
2 ^2/

sec:v=i+E,- + E,- +..........+ E — +............
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Para determinar los coeficientes E,, E^....E^,........ .  basta 
multiplicar esta serie por la siguiente

cos.r=i------- : + —7-7-1-. . . . ,2!^ 4' ' '(2«)!'

y anular en el producto el coeficiente de .r^", obteniéndose

2n (2K — I) 
i----------------------E, 

I .«2 

, 211 (2n — i) (2n — 2) (2n — 3) 
+  1. 2. 3.4  +<“ '^” ’^“ = °’ 

fórmula por medio de la que se pueden calcular sucesiva
mente E,, E^, E„,

Si se da á « los valores 1, 2, 3, .... , se obtiene

4 • 3
i.— E| = o, 1-----------E, + Ej = o,

I ■ 2

de donde E, = 1, Ej = 5, Eg = ói, ..........

Estos números, enteros, se llaman números de £u/er.
62. Desarrollo de cot x y de tg x en series. Si en la 

serie entera

1 Sí , S, , Se
- - C0t.r = 2 ^ .r + 2 ^;r» + 2 ^ ;ir^ +

se desarrollan las sumas Sj, 84,....... y se agrupan los términos
cuyos denominadores forman potencias pares de múltiplos de «, 
resulta

2X 2X 2X^ 2X^
ir» — ,r" (*)

(*) Maurice Godefroy Théorie élémentaire des séries, p. 173.

13
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2-r 24; 2.r' 24:"'
47t^ — .r'

24.* 24r’
«5«^"

24f’
n^Tz'

24r 
w’re'^ -

series absolutamente convergentes para todos los valores de .r 
comprendidos en el intervalo (— re, -J- n). Pero en este intervalo 
es absolutamente convergente la serie cuyo término general 

24.' 
es -;r-^— n'r.- - 
de series

por consiguiente, según el teorema de series

I 
cot 4; = — 

4r
2.r 2,1* 2.r

9«^ — .f-n2 — 4r' 4^2

I 
o cot 4r = —

2ír — ,r

Si se cambia .r en — — .r, resulta
2 ’

ó tg4r =
2.r

re’
25--------X

4

Si en el desarrollo de cot -r se da á 
se obtiene

la variable el valor -.r,

re cot re.r =----- h
.r — i 4;--2 4- 2

I 
tg .r =------

2

4

I I I

i i i
Z

2 2 2

2.r

i + + i i

que también resulta mediante la derivada logarítmica de

sen «4? = TT4r 11 (i + —j «
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bajo la forma

- cot =------- L — 4- L — — 
,r — « — 05 —00

Además, se tiene que

, eos K.r -j- I
« cot z.r = TC--------- = TCZ----------- !------------ = 

sen TC.r----------------------^“*"® .T 2-----^^ma.- j

= l + B, Í2Í7 ’̂- - B, - <^MÍ- +, 
-r L 1-2 "1.2.3*4 J 

expresando B¡, B¿,los números de Bernoulli; é identifi
cando

1. 2 1 n- 1.22m 1

63. Desarrollo de cosec x v de sec a*. Se tiene

cosec .r = — tu —1— cot — 
2”2 2 2
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64. Serie de Burmann. Supongamos que la función ^(is) 
es sinéctica en el interior del contorno cerrado C, y que en di
cha región tenga solamente una raíz. Si el número .r no difiere 
mucho de esta raíz, es decir, si c.(.r) no tiene un módulo muy 
grande, se podrá suponer que, á lo largo del contorno C,

mód f (.a) ^ mód 'J (.f). {l)

Supongamos pues, que: l? Sea » (-f) sinéctica en el interior 
del contorno y que tenga un solo cero. 2.'’ que hallándose 4; en 
el interior de C, se vei'ifique siempre, para los puntos £ situados 
en el contorno, la desigualdad (1). Si pues, /(2) es una función 
sinéctica en el interior de C, podrá desarrollarse según las po
tencias ascendentes de (2).

En efecto, si N es el número de las raíces de »(2) — s fr) = o, 
de las que una se halla contenida en el contorno C, se tendrá

2k|— I J =?(^) — 'íG^')’

En virtud de (1), se podrá desarrollar el segundo miembro 
de esta fórmula según las potencias de 5f-(<^); y se tendrá

N= __L_ r 1 í í-^g) ?(:v)^^ , 
L./ 0(2) Í^(2)

Todos los términos del segundo miembro son nulos, como lo 
hace ver la integración inmediata, excepto el^ primero que es 
igual al número de raíces de s (2) = o contenidas en C, es de
cir, á uno; luego N = 1. Se tendrá pues, integrando siempre á 
lo largo del contorno C,

Hx) = [WÍ0^. (2) 
27IÍ - - I J ?(2) — ?(^)

Si en el interior del contorno C, la ecuación ^(2) = 0 tuvie
se a raíces, la ecuación ^(2) — ^(x) = 0 también tendría a raí
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ces, siempre bajo la condición (i); y, llamando .r, .v', x",.......á 
estas raíces, la fórmula (2) deberá modiñearse. Su primer miem
bro deberá sustituirse por / (.r) -j- / (,r') + /(.r") -f-

Esto sentado, puesto que se supone que á lo largo del con
torno C, el módulo de cp(a;) es inferior al de 2!, la integral que 
entra en (2) podrá desarrollarse según las potencias ascenden
tes de la función »(•*■), y se tendrá

Integrando por partes, resulta

J <?“ + *(») «o«(áí) / «®«(s) ’

Si ahora hacemos ^-(3) = (3 — ¿z) 0 0, y se integra á lo 
largo del contorno C, resultará

27tf— I J -i” + ^(3) I. 2 ...M da^^~^ |_t)”(íí) j ’

luego:

K») +
®(«)

^-(,r) d r^'(^)^
1.2 da 0’‘(íx)

(4)

2...« da^*~^ 0”(a)

que es la serie de Burmann, la cual puede obtenerse bajo, otra 
forma. Para ello, hagamos

^^ (^) = -77^ ~T- '

y tendremos:
¡'■i^)j^ .L M 4-1 í''/<^)±(^)_± .
j 0" + ^ (3) " « ïz”(£) ' ^^’ ' « / ?'(^)?"(«) ’
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y observando que, si se integra à lo largo del contorno C, se 
anula la cantidad que se halla fuera del signo /,

J ®«+i(£^) n J ^^{z) ' '

Integrando nuevamente por partes, será

j '^^ + ^{s} n{n-i)J ^.«-'(2) ■ ^ ^ ’

y así sucesivamente. Por último, se tendrá

j j" + i(2) í.2...nj ^(2)

i
luego

2-1— I
---------------- P” 'i (a).
1.23,..«

La fórmula (3) se deduce á

ci (1) (í2) (A^) ó w = 1 (a) ■■ ,,. , /_.

Comparando esta fórmula con la (4), resulta la identidad

P 1 (a) =
^«~t 
da'^-^ ®” (^)_

A/>¿¿caciún. La fórmula de Burmann, aplicada al desarrollo 
de según las potencias de xe^^ da

e^^ = i -|- axe^^ + a^a- — 20) —— e-^''^

3¿)-----------
1.2.3

¿2bx ^
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Ei resto R de la fórmula de Burmann, cuando el último tér
mino empleado es ®"(^), está expresado por la fórmula

R = £ÍW ^,

de manera que, si M expresa el valor máximo del módulo de

[»(«) — üCr)] i« + V^)

á lo largo de un contorno C que contiene el punto .r y tal, que 
el módulo de ^(¿r) sea mayor que el módulo de ®(^), se tendrá: 

mod R <C  mod + ’ (aú.

65. Teorema dr Burmann. Siendo y, s dos funciones de 

x que se anuian simuiiantamente y taies, que — J>uede ser desa- 
y 

rroiiada áajo ia forma A-\-Á,z-^ A^z--\-   entonces, siV
es otra función de x que fuede iransformarse en una función, ya 

y, yo- de z, resuita que, cuando z = o, 

de \y/dy^ dz^^~'-

En efecto, sea e : y = i; entonces cuando ^ = o, será

</’‘(j/’7”) ¿n-r¿n-r

Puesto que / = A + A,xr + A^s--}-... - podrá /” -’’ 
tomar la forma B 4-B|£r4“.......... ® y''^^^ será s^'i’^~'^ ó 
B2’‘-|_ Bi2’’ + ^ +..........   que. diferenciada « veces respecto á s, 
cuando « ^ r, da por término independiente de e el que se obtie
ne para B„_p2”, ó sea « (n — i)....... 2 . i B„_r, cuando «> r 
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y o, cuando r <^ n. Pero 8« — ,. es el coeficiente de 2”“’' en el 
desarrollo de ó el valor de la (n — derivada, divi
dida por I.2.. ..(« — 7'), cuando * = o. Por consiguiente, 
cuando ^ = o,

(¿»(y>*¿») (¿’^(s^'í^^-^-} n{» — l)2. I (¿/»~*7»i~r^

dz^^ ds^^ 1.2{n — ;■) i¿z’‘~'‘

Pero

= rZ-r ^"(^^ + ^"^^^ + 383^' +)

que se anula con todas las derivadas sucesivas hasta la 7'Sima ej^. 
elusive con ^. Si pues « es mayor que r, la derivada (ti — i)sinia 
se reduce á {n : (u ~ j-}. {n ~ 1)2.1. {11 — r) B„_,., ó 
bien á » (n-- 1)2 . 1 . B„_^; luego, cuando ¿r = o,

d^^~^ I di”-\ f/n-r ¿n — r
i)-(»-r+i)- ¿^^, (»>r)

que es cei-o cuando n

Por el teorema de Mac Laurin P = P„ -j- P'„/-}- P''„ -^ 

siendo P,„ P'^,los valores de P considerados como funciones 
<í®J', paraj' = 0, que da s = 0. Multiplicando por Z" y deri
vando n veces, respecto á z, resulta 
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que, para z = o es 
d^í» dn-lfn-l

, «(«—„ .di

expresión, en la que se anulan los términos siguientes, según el 
di »

teorema anterior. Multiplicando P por y derivando « — 1 

veces respecto á c tenemos

^ P' ^”'
2 "^

que, para s = o se reduce á

ds^

4- p" ^"~^^”~-
1.2 ® dz^-^ 

í/n-’/’í 

dz^ “

dz

que tiene un término menor que la anterior: y puesto que la de
rivada «s"”a de {y^i^) no se anula mientras sea r> « y la de
rivada (n — i)suna gg anula para r = n, tendremos para z = 0,

d”
(P^”) - dz” '

d’‘-^ 
dz”-

4 d^-'/dP \ d^P
dz”~^ \dz / d}>”

que demuestra el teorema.
Ejemplo. Sea z = .v- — i, y — .v — 1, que se anulan para

I, en la relación de 2 á i; y sea.P = .r^", tendremos:

í=.r + i =1' 1+« 4- i, P = (i 4-j)’'«=(i 4-3)«
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= 2íZ(2tX — ]) (I +

i« —

= a{a~ i) (I + ^)«-2 [|/i _|.£r + i]'

+ «(i El±í±2 ,

cuando ;r = i é ^ = o, 2 = o, la primera expresión se reduce 
á 2a (2a - i) y la segunda á 4a (a — 1) 4- 2íZ, que son 
iguales.

Consecuencias. Del teorema demostrado, resultan los si
guientes problemas ya conocidos:

i .® Desarrollar | (4:) en potencias de ® (,r).
Sea a una de las raíces de ^ (.r), j/ = ci (.r), z = .v — a, pol

lo que j', s se anulan simultáneamente y en la razón de ’^'(a) á 1, 
que es infinita (excluimos los casos de ser a raíz múltiple ó 
»' (a) infinita).

Y puesto que z = .r — a, tenemos

CÍA dA dz dA d^A d dA dz d'^ A 
d,r dz dx “ dz' d,v^ ~ dz dz dx ~ ~d^’ 

( + ' 7 2T3
Pero

¡d2j_,r\ _ d>^~^ i^y d-b .v ( — ayi )
\ dy^‘ 1 dz^-^(\_ dz 1 os

siendo .f = a en las derivadas de o.r, ............ ; luego

\ ú(.r)

dx\ (c,.r)2 / 2 *^
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2? Desarrollar '| ®”^ en potencias de 4", siendo :&“’ A- la 
función inversa de ®(;r) ó ^(^“^ -f) =

Si escribimos »“’,-r por -r en la fórmula anterior, tendremos

I.v — íz\ d 
\^.r/ d.v\':>,vl 2

Si tenemos, por ejemplo, «(a*) = (a* — ¿z) s —^; hallar ?”^(.r) 
será lo mismo que obtener jr en la ecuación .v = (7 ~ «) s—í; 
y el teorema da

^ = a 4- s^.r + 2^20------L 7-83a------ 1 4 3 34« —'------ 
2'---------- 2.3'---------- 2.3.4

Si .r y ^.r se anulan simultáneamente, tendremos

Sea » (4?) = a,v -|- bx- -\-cx^ -|-<¿.r‘+ ... . ; 

de manera que la determinación de ^“’.r equivale á obtener 
-f en función de «, partiendo de u = a.r 4“ '^-'i-'' 4“ 
(t-Ipág. 159). ■

Tendremos, siendo P„,, „ el coeficiente de A'’" en el desarrollo 
de (a 4- bx 4-

4^ , 20bc 2Qb^ 
=- ^+^ -

„ 5/, 15(2^^ + ^’) io5¿^c 7o¿^
a' ” ’
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Pero • 

í-*̂  = P..^ + 7P..<‘ + 7P«* ’ + ^ P„^*  +

* A. iíoryan. The diferencial and integral calculus.

Si pues z¿ = ¿z.r -L _|_ ^^4 4_y,v-' +

será

” ^5^' ~ 5«^^ + ^'^) ^

+ [ 14 ¿^ — 21 aó'^c + 3«« (20e + — 

— [42¿-''’ — 84d^V + 28íí-(¿-í? + éc^)

66. Serie de Wronski Supongamos que se haya de
mostrado la posibilidad del desarrollo

/Ç^') — ^n “h í^t 0), + íí¿<új++<’'»W«+, 

expresando Æo, ¿^n «j,constantes y wp Wj,funciones 
dadas de 4r; y supongamos que se puedan calcular las derivadas 
‘^® f{-^\ derivando, cada término del segundo miembro. Ten
dremos

= a, + a,^ ++ a.^ +

Si se deriva de nuevo, tendremos 

f ^1  /'   w'^w',

lo que puede escribirse bajo la forma
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La fórmula más general

<« t
/f

« .1

.. lo’n-i f
to , . . . . n-i f

p. = «
<0?

(O P-

P-

W« 
ti

(2)
W

es cierta para n + 2. Admitamos que sea verdadera para cierto 
valor de «. Vamos á demostrar que es cierta para el valor « + 1.

Hagamos, para obreviar

‘” 1 (ü 2 GJ F'

F-
= Q» (F); (3)

" » —1

n n<01 <02 F«
entonces la fórmula (2) se podrá escribir así:

Ü.(Z)=‘ 2 «uO-K)-
}J. = re '

Derivando después de haber dividido por Ü„ (tü„), será

Pero, en general,

£ 2U^ _ Q\(F.)Q» (g>J - Ü„(F)Ü »(«0„)

(4)

«5(0»
(5)

.Además la derivada respecto á .r de un determinante tal como 
el (3), se obtiene tomando las derivadas de los elementos de la 
última línea; y por consiguiente

Ú»(F) =
?í-L + i (F)

0»f‘«’») =
2*0»+i (F)

Ü» (F) =
ÍÚ„ + UF)

□' (<•>«) =

3F"

^Í^n-M (F)

MCD 2022-L5



206 LIBRO I.°—CAPÍTULO IX

luego (5) se reduce á

^•^ í¿«(<««) üÍK)
‘^Ü„ + >(F) ^ + ^ ?««+i(F) ^« + i(D l

es decir, ÍIM Ü.^UF)

pero 3wPF»+i “«(<"»)

luego A JMZL = «-+13^

y en virtud de ésta, (4) puede escribirse así: 

quedando el teorema demostrado.
67. Serie de Lagrange. La serie de Lagrange, como se 

ha visto, tiene por objeto obtener el desarrollo en serie de las 
raíces de la ecuación.

Xt — — ?/(«) «s 0, ■ (!)

Ó una función cualquiera de esta raíz.
Consideremos un contorno simple cerrado C, y supongamos 

que en su interior sea/(z) sinéctica. El número N de las raíces 
de (1) contenidas en dicho contorno está expresado por 

tomándose la integral á lo largo del contorno, para el cual se 
tenga

mod (£ — -v) > mod ¿/(x); 

lo que se verificará siendo t suficientemente pequeño.
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Podremos desarrollar el segundo miembro de (2) según las 
potencias de Z y será

2zl— I N = /' [l — íf (s’)] íÍ2 i

Supongamos á 4; en el interior del contorno C. Entonces, 
por ser,

/ (2) í/sr 2“ 1'— ij (e — ~ _ 1)! Í'^)’

y por destruirse todos los términos en /, será N = 1. Así, el 
contorno C, á lo largo del que se verifica la fórmula (3) contie
ne una sola raíz de (i). Llamémosla a, y sea F (^) una función 
sinéctica en el contorno C.

Se tendrá

tomándose la integral á lo largo de C. Si desarrollamos ahora, 
según los potencias de /, será

I F(«) = / F(z)| i --Z7'(2)J* 4-
- /z^.r (z — .v)2 \

= / F(2)í/z j—— 4- /

L (^— z — 4r

F(z — 4r)»+V (z — Æ-)” J "V 
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y en virtud de la formula (4),

T d>^ 
   — F(.r)/« (.r) 
2...fi.dx’^

i
7 K Cr)/«“i (.!-)/'(.r) +

.. (w — 1) dx^-

y haciendo reducciones,

Ï^(“)=F‘('=*^) + 7F'W(^) + -— [F'(-«^’V*(^)]4-

68. Serie deLaplace. Para resolver por series la ecuación 

z = 4 [x 4- //(2)]

se hace ') = .r-l- tf(z) y ~ = ‘I’fO: luego 0 = jr + 7/[('!> (o)]. 
Para desarrollar c bastará desarrollar ‘b (0) por la fómula de 

Lagrange, y tendremos, salvo las notaciones, la expresión dada 
en el tomo I, pág. 192.

69. Serie de Herschel. Problema. Determinar los coe- 
deientes del desarrollo de una función cualquiera /(e^} de e*.

f{e^} — A„ + A,/4“ A,í^ -}-+ *^íc^^'+.

Tenemos por el teorema de Taylor

/(/‘) =/(i) + (/‘ - i) + TLl (,< - i)« +;

y expresando según Herschel, por A” 0” el valor de A” .r® para 
4:= o, el coeficiente de t* en el primer miembro de la última 
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ecuación es igual á la suma de los coeficientes de t^ en los dife
rentes términos del segundo miembro, calcularemos primero el 
coeficiente de en/(i) que es /(1). 0® =/(l) para .v — o, y 
nulo en los demás casos; en seguida veremos que en

en — 1)' ó —2^'+ 1) es
1.2^ 1.2^

/"(1) 2® — 2. 1^4-0® /"(1) -^'O*
1.2 i.2....r 1.2 i.2....r’

como se ve, considerando la igualdad

'11.2

de manera que

ó, separando los símbolos de operaciones y de cantidades, 

= —/(1)4--^^ A4'-^-^ A^ +! o® 
I . 2 . . . H ' I 1.2 )

I . 2 . . . ’

5' obtenemos la siguiente expresión:

f{‘‘}^f(i} + -/{i + A)o + —y(i + A)o«+... (*)

(’) J. Herschel, Sammlung v Aufijaben a endl. Diffuremen se Summenrechnung.

11
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§ 4. ° Nociones sobre las factoriales

70. Definiciones. Una factorial es un producto cuyos 
factores son términos de una progresión aritmética. Así

2r)............ (íX + (w— i)r) 

es una factorial, en la que w es el exponente y r el incremento de 
la base Tenemos

rt;’l*‘ = íx, íX^T = Æ (a 4* ^), — a (a + r) (a 4“ 2r), ....... 

a’«.’' = Æ(a + r)(tx + 2r)(ix+3r)..........(a ^ (m — 1) r). (l)

Esta factorial puede expresarse por medio de

[a + {m — 1) ri’"!— 

de manera que íx”*l’' = [Æ 4- (tu — 1) ^Jml-r.

Enunciaremos las siguientes propiedades relativas al pro
ducto y al cociente de dos factoriales

^«i+«Ir= a»> .(a 4- (2)

[íx 4- (w — «)r]"l*’’ '^

71. Determinación de los coeficientes. Considerando el 
desarrollo del producto (a 4- 6) (a 4- c)..........en el caso de ser 
^(^4" ^)(<’^-4" 2r)..........[íX 4- (>« — O^^J, y expresando por 
(wli), (;«I2)....... las sumas de los productos 1 á 1, 2 á 2, 
de los números naturales 0, 1, 2,.......(m— 1), tendremos que

a”’■ z= a'^ 4" (wl 1) íX’"“^ ^ 4" (wl2)<x*“"’y’4"..........

4“ (wlw — 1) íxr’”“i. (4)

Para obtener los coeficientes del desarrollo que cOrréspon- 
den á un exponente m 4- 1, cuando se supone conocidos los 

MCD 2022-L5



CÁLCULO DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS POR SERIES 211

correspondientes á m, multiplícareinos por a 4- J^^f los dos 
miembros de

a^n + Ur = ^n, ,■ ^¿^ _j_ ^„A^ 

y tendremos

^m + l r __ ¿j.Hi+1 _j_ ç^^I ] J ^m^ _j_ (w 12) I^2 _|_

Los coeficientes de las potencias descendentes de æ serán; 

W-|-{wIl), w(wll) + (WI2), w(/»12) 4- (>«13),

Pero sustituyendo m por m -J- i en (4) tenemos 

íim+iij* _ a«+^ 4“ (^^^ 4* ^^0 ^"^^ + (^^ + 1I2) a’^—^r'^ 4- ... 

é identificado será

(w+ 1I1) = m 4- (>«11), (w + 112) = m (wll) 4- (?«I2), 

expresiones por las que se obtienen ios coeficientes, para el 
exponente m 4- 1, por medio de los coeficientes para el expo
nente w. Así para

a2i^ = a^ 4- ar, se tiene (2I1) = i,(2Í2) = o; 

para «31’’, se tiene (311) = 24-1 = 3, (312) = 2; 

luego d^l’' =i= a^ 4* 3«’‘''-|- 2ar.

Siendo (3I1) = 3, (3I2) = 2, se tendrá:

(4I1) = 3+3 = 6,(4I2) = 3.3+2= n, (4I3) 3.2 + o = 6, 

a^l»' = a* + 6a^ r + 11 a^ f^ + óa?^.

Y tendremos el siguiente cuadro de coeficientes y exponentes: 

i i.

2 r, i.

3 I, 3, 2.
4 i, 6, II, 6.

5 I, 10, 35, 50, 24 etc.
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El procedimiento seguido, no es más que un modo parti
cular para obtener los coeficientes. Para llegar á la ley general 
de obtención de éstos, consideramos la expresión fundamental

ó (haciendo n = i) (a + »/r). íz’«f’’ = ^ (^ + r)’«¡’'.

El desarrollo del primer miembro se ha obtenido multipli
cando por a 4- f’^f el desarrollo de Æ”‘i^, habiéndose deducido 
que:

(a + mr) a^P = ¿z’'*+i 4. [w + /«IiJa^r

4- [w2(7«Ií) + (7zzl2)] a”^~^ r'^

-|- [7« (»zl2) 4- (77713)] ^’”~2 r® 4-

Y el desarrollo del segundo miembro a (a 4- r)«*i*' se obten
drá sustituyendo a por a 4- r en el desarrollo de ¿z’”l’’, y multi
plicando enseguida todos los términos por ¿z. Tendremos pues,

a{a + 7-)'"l’’ = a(a 4- f)^ 4- (777li)zz(£z -J- r)’"“’r

4- (77/12) (« 4- 7')”*““'?'’^ 4"

y sustituyendo los desarrollos de .las potencias de ¿r -4 r, re
sulta:

a{a + r)”*!’- = «’«+’ 4- [777 + (777li)]/z™r 

+ m(m— 1),
—j—-—- 4- (777 - i) (777I1) 4- (777I2)

é identificando, tendremos:

777 4 (777I1) = 777 4“ 0«Il),

777 ( 7771 1) 4 (777I2) = -^” 4 (777 — l) (7/7I1) 4 (777I2),

»(«I2) + («13) = ”^- I) ('« . (>«"I)('«-^ taü)
1.2.3 1-2

4- — 2) (77712)4(^^^13),
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Restando de los dos términos de la segunda igualdad, primero 
el término (/«12) y luego (7« — 1 (wli) será

, m(jn — 1)
1.2

Restando de los dos miembros de la tercera igualdad el tér
mino común (77/13) y luego (7« — 2) (?7zl2) será 

zTx (77/— i) (77/— 2) , . m^m—1) (77/ — 2) 
2(77712) = — (wli) 4  —, etc.

§ 4.° Ejemplos y Aplicaciones

o) El cálculo de las diferencias finitas nos ofrece ejemplos 
del empleo de factoriales. Así tenemos, por ejemplo,

234 5

246

Si los factores son .r, .r-j-a, .r-|-2í2,..........tendremos: 

47^ = j7(;v-|-«) — a.r, 473 = ,r®l® — 3ax’l® + a‘\r 

.r' = 47^1® — 04X47’1® -{- 7a-4'‘^l®

4? = 47® 1® — 104X47'1« -|- 2 5 4X*47’!® — I5 4X’47'^I® -j- 47’4'.

¿J Considerando los factores 4', 47 — 4X, 4- — 247, tenemos 
la siguiente ley:

47» = íT^-Cr 4- A"o» . a"‘--4-2l -« + à"'o’“. a» " 'Ar’’""

+ A""o™(i’'‘^Cr^l-"-(-

s=4,-mi —g ^ ^(í?i - 1)0’». /X47»“"Í1 * ® 4" A^»“’'0’”4ï'^47’® “ *1 ~ “ -p ...

b) Siendo ^(¿x -l-¿) (47-4- 2d)(a + 4'd) el primer tér
mino, (a -f- d)(4X 4- (47-1- i)d) el segundo, (¿1 4- (7/ — i)d) 
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(íT + «¿)......... . (íü + (4? + « — i)¿) el «simo términos de una 
serie, las diferencias se expresan por las fórmulas

áa = b, ^a(a ^ b) = (a-{-b) (a-{- 2b') — a(a ~[-b)=: 2b{a-{- b\

^a.{a 4- ¿) (a 4- 2¿) ~ 3b(a + ¿) (a 4- 2^), 

^a(a + ¿) (« + 2b) {a — 3^) = 4¿(zz 4. ¿) (^ 4- 2b) (a 4- 3¿) 

àÆ(a — ¿) (a — 2¿) (a — 3b) = 4¿a(¿z — ¿) (« — 2¿).

d) Expresado por [«, <2 4- A:b] el producto de a, a 4- b, 
a 4- -rby tendremos, en la hipótesis de que los términos sucesi
vos se forman cambiando a en a 4- b.

A [a, a 4- -v^j = (-1- 4- i)¿[¿x 4- by a 4-

A[« ^J'^, a 4 .r¿J = (jr—^4- i)¿[a 4 (74- i)¿, ¿z 4 a-¿], 

A4^ -h J^í ^ + = (^ —y + 0 (-r —j')¿‘'“
x [^ + (J' + 2)^, b 4 ;p¿], etc.

e) Hallar la suma de la serie

.r [«, a 4^'3] 4 [a 4 b, a 4 (j 4 i)¿] 4

4 [a 4 ,T¿, a- 4 (>'4‘-*’)^]*

Esta es la función cuya diferencia, cuando .r se cambia en 
-r 4 i> es [zz 4 (.r 4 1) ¿, a 4(^/4 .r 4 1) ¿]- V« bien se 
cambie x en ,r 4- 1 c^a en a + by el resultado es el mismo, 
expresándose por 2[zz 4- (.r 4- i)¿, a 4- (y 4 ;r 4- i)ál. 
Ahora bien,
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Pero, por hipótesis, 2[a, a -J- 7^1 = o> puesto que no hay 
términos anteriores á [a, æ -j- j'^J; luego haciendo .r = — i, 
tenemos

, [a —Í. a+j¿] 
(/ + 2)^ 

siendo el resultado final;

[a, í»4-/¿] +^ [« + .w, íz 4 (y + .tOól

[a + xé, a -|- (j + zr 4- i) ¿] [a — ¿¿«_±23

Ejemplos-.

5.6.7 —1.2.3
2 . 3 + 3.4 + 4 • 5 + 5 • 6 =---------- —---------- = 68.

§ 5. ° Cálculo de las integrales por series

72. Algunos desarrollos de serie. Ejemplo i.” Se 
sabe que para todos los valores del módulo de .r menores que 1, 

—¡— = i — .r 4 .1-2 —............+ .v" + 
i 4-r....................... '

El segundo miembro e.s uniformemente convergente para 
todos los valores de .r contenidos en un círculo de radio 1 des
crito desde el origen como centro. Consideremos un contorno 
de longitud finita interior á este círculo, é integremos los dos 
miembros á lo largo de este contorno.

Tendremos para todos los valores de .v tales que mód .r <^ T

>og(i + -T) = A- — "^^ 4 y —
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2 .° Sea la ecuación

i

que se verifica para todos los valores de .r de módulo < i. El 
segundo miembro es uniformemente convergente en todo el con- 
toijio interior al círculo del radio i, descrito desde el origen como 
centro; é integrando á lo largo del contorno terminado en los 
puntos o y al interior al círculo de convergencia, se tendrá

arctg.r ---------- )----- —........... -i--------------- ..................
3 5 ~2«+i'

para todos los valores de .r cuyo módulo es <^ i. El valor de 
are tg .r está definido por la condición de que para .r ~ o, 
are tg .r = o y que el valor que toma are tg .r en el punto 
cuyo módulo debe ser <^ i, se obtiene haciendo variar á ,rde 
una manera continua, sin encontrar la circunferencia de radio i 
descrita desde el origen como centro, en el interior de la que 
arc tg .v es monódroma.

3 .® Sea « —

Sustituyendo e~^^ por su desarrollo en serie, tenemos

é integrando cada término, se tiene

= I------------- ------------- ---------------------
1.3 T.2.5 1.2.3.

serie muy convergente para valores de .v menores que 1. 
Para = [ resulta 
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Ejemplo 4° ' ■ ■haciendo |Cr = «, se tiene 
/.r— 4r* /l —«-^ 

f 2du / .iu^,í.3u-’. i.3S^' \ . 
J^—U^ \ 23 2.45 2.4.67 /

/|'.r-y- \ 23 2.45 2.4.67 J 

5 .“ ¿/.ry' 2Æj; — ;r- = (2«)* -r^i/^r ÍI — — P ; 

5 

 ,2 — I 2X^ 
axV 2a.v — ,r^ = 1 - 

\3 25.2a

I.I 2X^ I.I.3 2X-
2.4 7.4a’ 2.4.6 9.8a^

}'2a.

I X
2 5 . 2a

1.1 -r’ 1.1.3 9.8x^
2.47.4^’ 2.4.6 a^

ii^-^-i 2.2.r’

. . . .^ 2^x}2ax^C.

2.4 • 4-f ’

Haciendo 4-'= i -j- u, se tiene

f du * I 2U^ 1 3 2u- 
—■      (2U —■  
Î2« + «’ “1^2 2 3.-2 2.4 5.4

l.u 1.3.Z/’
2.3.2 2.4.5*4 2.4.6.7.8
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7? Sea —----------- — , expresando a una cantidad muy 

pequeña; se tendrá que integrar la serie

dx / i ' ■ -A.
2.4

Sustituyendo en vez de

x^dx

sus valores, se tendrá 

Cdx}' I —

i . i

2 2

2.4
1.3
2.4

a)
2.4 1

Ll5 
4.6

S _ 11^5 ^j ,
2.4.6 1

habiendo hecho, por brevedad, el arco indicado en 
f dx
/------------ = arc sen

8.® Siendo

2è 2 . 4 ¿^

la integración de la diferencial 

dx

1 {2cxx^) (ó - ,r) 
se reduce á la fórmula

Æ^^ dx

^2CX —X^
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9? Consideremos la integral estudiada por Fourier en la 
teoría del calor:

1 = / COS 
J o

Por ser

eos 2¿.r = i — ------ -- + —^ + ... +(— i)”* + ••• 
2------------ 4!-------------- « v / (2w)!‘ 

se tendrá

-2 4<5^ f* 9 
Jo zJo

(2w)!./o

La fórmula obtenida en el ejemplo ii (cap. IV) da la fórmula 
recurrente.

2m —3 I 
“ 2m — 2 S"

aplicable á todos los valores de w mayores que i. Pero

ll jrl* ITT 
A, = / ——; =- are tg - =; 

Jq a^ «Jo a 2 

luego, dando á w los valores 2, 3, ... m: 

y^ _ 1 3 1 2?« —3 I K 
‘ *" 2462m — 2 a^”^— 12'

Hagamos x = —, dx = y la fórmula anterior se 

reduce á

dz _ i.3.5...(2w 3) 1 m -
f 2) 2 '
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Hagamos « = i, suponiendo que m crezca ai infinito, y la 
última fómula se reduce á

Ty lim i.3.5-.-2;« — 3 — 
2 2.4.6 2m — 2 ^^^ '

y escribiendo m ¡- 1 en vez de ir¿,

' Í--’ Æ = - li™ 
o 2

1.3.5...;;/ — I
2.4.6 2W

-j- I j—
I 2;;/ + l

y en virtud de la fórmula de Wallis

Se tiene para .r < i,
_ p iog .r d.v 

10. Sea /. 
Jo

log ^
i — 4; = log A- (1 4- -r 4- -i^'

Pero .r" log A' dx =

[ log.rdx =— i, / xio^xdx=— — 
Jo 2 

luego 

piogxdx /11 \ --
Jo 1 + ~ V^4"^9'^)~ ~6'
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Esta integral puede servir para calcular las dos anteriores.
En efecto, sea 

;'‘.rlog^_p ^^^

Jo

Haciendo .v^ = z^ se tiene

Sumando (i) y (2),

Jo Jo 8*

fMog .r
luego P= —— é / ------------  = — 

24 Jo i —---------------- 6 

De igual manera restando 2 y 1, resulta

P (i —.r) log -v dx C^dxiogx ít^
Jo 1—x- i +-r 8 12' 

('(log.)—+
Jo I +-tr Ju 

I I 2^'‘~’
Pero i -jP

luego1 & 22n ' 42»“ 1.2. .-...2« 2

,^^^g^ P (log .r)^^-.¿. 
Jq I + ''^'

92n — l — j
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y haciendo 4r = ^~«, resulta

z^^—'^dz 2i¡«->

0 2«
I 

Ora (4)

14- Sea
sen mx
----------: dx.

0

Desarrollando sen m.r é
muía (4), se obtiene

integrando por medio de la fór-

O

sen m^: wii-Bi
—;----- dx =---------

I«’‘7t« 2^---I

I
2m

15-

16.

17-

1.2 1.2.3 5! 6

cosec tm: ^— i

P log (1 + ^) dx
Jo *

J O

Sea

I Tt

i

I

4 9

I

16

---------  = 21 4-

P dxiogx 
J Ü 1^1 —X-

2»i

8

I

2

^nnz __  ^—mTZ

3

. 2 71

24 12

i

5

Tf

4

Hagamos

I
log AT = - log (i —y).

Tendremos

dx log x dy .6

2 3I -J/-
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luego

pdxlogx _ -iz/i 1.3 1.3.5 ,
J, ""2 1,2^ “^2.4^4.6'

Para sumar esta serie, observaremos que se tiene

|/ j _ ^2 2 2.4 2.4.6

Jo \«fTTl«® 2’ 2.4* 2.4.6* 

luego 

log i i 

Se tiene 

1

® 1 (Í2 (—------------ ) = log 2; 

luego rJ^±^ = _!L,og2. 

Si se hace .r = sen ? esta fórmula se reduce á 

log sen © í/s = — — log 2, 
o 2 

integral que puede obtenerse directamente, pues se tiene 

- log 4 sen* — © — — (cos ® )
2 2 2'

MCD 2022-L5



224 LIBRO I.°—CAPÍTULO IX

y haciendo

log-sen .r= — log 2 —eos 2.r — 1 eos4.1' — - eos ó.r — fCi 
2 3

Pero / eos 2m.rd.v = o; 

luego j log sen = Í log 2d.r = — log 2.
/0 2 

La formula (5) permite obtener la integral más general 

cos 2m.r log sen .r ¿i.v = — ~- . 
o 4"í

,r“ = , +«log,+ ^4^’ +
1.2

xP =íPto= I 4-? logjr+P’íl^^ +

y por ser / ' íZx(log jf)»= (_ i)« 1 . 2 . 3n será

Í'^ -r sen .r d.r
19« / -—i------- 5—. Se tiene

Jo 1 + cos^r

i
. _.^^^ , = I - cos’ X + COS' .V -
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La integración por partes, observando que / eos-” + ,rí¿,r=o,

73. Descomposición en integrales parciales, i.® Sea

f cosA^d.r 
Jo ’ 

Tenemos que

¡ COS a.v / eos .v a.r I cosxa.r 
Jq a^.v Jt, a-.v 

Haciendo x = 2n~ + yy se tiene 

eos X dx _ COS y dy 
.LnK «« + (2»« 4-j)* ’ 

y haciendo x = (2« -j- 2) '‘x —y^ 

cosydy 
Jinji ~ Jq + [(2« + 2)’ ” ’

15
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luego 1 r

cosydy 
^Jo (^‘^ + [(2« + 2) K — j]9 ’

® Jo a^ + ^^ ~^Jfí ‘^^ ^^-^ L^’+ J- ^ zT^+flA^

Diferenciando la última fórmula, después de haber tomado 
el logaritmo de los dos miembros, resulta 

f” C0^.r_^ _ I f^TC ^^a _ ^_a^ COSydjf 

J o ^' + J Q ^“ — 2 cosj4- ’
Pero

i—; = 1 + 2^- ® cos j/ 4- 2^- 
¿^—COSjI'-t" i^~ “

y además

/ COS >rF cos^i/y = 0, / cos^ydy=T:\

luego / _^--  :=1 e-a^

2- Sea I -—. Haciendo la descomposión en inte- 
Jo * 

grales parciales, y escribiendo ,r = nr. + y^ podremos reducir á 

los límites comunes o y obteniendo

Jo ’'+j' 27:+jz‘ zt—y' 1

Y la integral propuesta se reduce á ~.
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GAPÍTUDO X

Métodos diversos de integración

§ I.° PoR CAMBIO DE VARIABLE

i .° u = 1 log sen x^ix. (1) 
/0

Haciendo x = - —j', se tiene

u = I" —log cosydy=j‘ log cosyc/y; 

2

luego u= 1 log eos xdx. (2)

Sumando (1) y (2), resulta

f sen 
2u= j (/sen x ¿ eos x^dx = j ¿—dx

= 1 ¿sen 2xdx— Í ¿2dx.

Haciendo 2x = z^ se tiene

/ !3Qn2xdx = —¡ ¿ser\zdz = —¡ ¿sen xdx.
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Siendo la curva cuya ecuación es y = sen x simétrica con 

relación á una paralela al eje de lasj cuya abscisa es -, la in- 

tegral log sen xdx, entre los límites o y -, es doble que aquélla 

cuyos límites son o y luego

2U = ti — / </.rlog2 = U log 2, 
Jo 2

es decir, u =log 2 = — log —.

2 .° u = j xiogsenxdx. 
"0

Haciendo .r = x —y, se obtiene 

log sen .r dx = / (71 -—j/)- log senjz dy;

y sustituyendo j/ por .r, después de suprimir términos comunes,

o = -:z-1 ¿sen X dx — 21^1 x¿senxdx. 
-o 

TI 
Pero 1 ¿senxdx = 2 / ¿senxdx = -■ 

luego / .rZsenxdx = — z'V2. 
•o 22 2 

3 ." Sea r-rjer^ 
/(, i -|- cos'<r

Haciendo .r = z —j, se obtiene 

y’’' ^ sen xdx   ^"^^ (z —j/) senj/dy 
¡^ i + cos\r ~ ¡^ i + cos^j’ “ 

p senydy   ysenydy 
/q i + cos;r ; 1^ I + cos-j-■ 
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Si se hace pasar al primer miembro el segundo término del 
segundo, después de cambiar j por .r, se tendrá 

f^ ,r sen xdx f’^ senydy 
¡^ lH-C0S^4r I^ I+COS> 

= — 7:(arc tg eos — arc tg eos o) = — ; 
2

, ¡'^■^senxdx 
luego /   = — . 

J^ i + cos^r 4

§ 2.® Fórmula de Frullani

74. Esta fórmula se reduce á la igualdad siguiente:

Jo 
cualquiera que sea la función ». Para demostraría hagamos 

■ k 
P' ç (ax') — s'o i 

u = / -J— dx. 
Jo 

Si se hace = z, se tendrá

P tp («) — ? (O) 
u ~ f -------------------dz.

Siendo u independiente de a, conserva el mismo valor si 
esta constante se sustituye por otra, b por ejemplo, y se tiene 

f” ^{ax) — ^{o) pz(bx) — -^(o} 
1   dx = 1   dx-, 

Jo Jo 
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luego

Rl primer miembro puede escribirse así: 

a

y si se supone h infinito, resulta la fórmula de Frullani. 
Ejemplo: Sea ^ (;r) = cos.r. Siendo nula la integral 

f eos bx 
 ~(¿X 

a 

cuando h es infinito, se tiene 

cosax — cosbx b 
1 dx = log — , 

Jo a' 

es decir,

r senpxsen^x i / + ^ 
seid t -------------------- ¿ix = — log-----------. 

Jo ^---2^p — q
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LIBRO SEGUNDO

FUNCIONES REPRESENTADAS POR INTEGRALES

CAPÍTULO Í

Generalidades sobre las ecuaciones diferenciales

§ I? Teorema fundamental

75. Definiciones. Toda relación entre una ó varias fun
ciones de una ó de varias variables, éstas variables y las deriva
das de las funciones se llama ecuación diferenciai.

Una ecuación diferencial ordinaria es una relación entre 
una ó varias funciones de una sola variable y sus derivadas.

Una ecuación es de derivadas />arciaies, cuando contiene 
derivadas parciales relativas á varías variables.

Ecuación de difet'enciaies totaies es la que contiene las dife
renciales totales de una ó de varias funciones y de sus variables.

Integrar ó resolver una ecuación difererencial ó un sistema 
de ecuaciones diferenciales, es hallar la forma que debe atribuirse 
á las funciones contenidas en dicha ecuación ó en el sistema de 
ecuaciones para que se reduzcan á una identidad ó á un sistema 
de identidades.

Teorema fundamental. Sea t una variaste reaiy x, y,z,... 
un sistema de v funciones desconocidas de t. Si tas funciones 
®, /, ó..........de x, y, z,.............. tpermanecen dnitasp continuas, 
asi como sus derivadas, cuando x, y, z,............ t varían en ia pro-
■vimidad de \a, yo, Zq,............ t,,, las ecuaciones diferenciales

dy dz
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admiiirán una solución tal, que /ara t = t^ íí íen^a x = x , 
y = yo,z:=z«,

Diremos que las variables x, y, z,t se hallan com
prendidas en el dominio D, si í varía entre 4 — ?& y /0 + ^ y al 
mismo tiempo .v,y,..........varían respectivamente entre .Vo — ay
-i-'o + «. entrej/o —<^ é j® + ¿,

Supongamos ahora que, hallándose las variables compren
didas en el dominio D, las funciones o,/, f,......... j^ 

permanecen finitas y continuas. Hagamos /, = t^ ^- h, siendo h 
una cantidad muy pequeña y

1 \
^i - ^0 '^j®(-'i^0’7'u,, i}dt j

/, y» ±1 7.{^,ny.,í}df 1

Llamemos M al máximo de » tomado en valor absoluto, en 
el dominio D, N al máximo de y , etc. Es claro que se tendrá

4r, — 4^0 |- G^M, ji^ = yo 4- Q^N, 

hallándose 0 comprendida entre — i y -f- i; y si ^ es suficiente
mente pequeña, ;r„jp quedarán dentro del dominio D. 
Supongamos que esto suceda, y hagamos /^ = /, q- y

^r, ■==-r^-1- i ?(jr„j,..............,í-id¿,

y2=yi + 1 '-/A^i^yut^dt,
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Se tendrá

4^2 = -T| -[- 6ÂM, 

y por consiguiente

.r., = 4^0 + 26M'I, 

J^í =/1 + ^J/^N,

^2 = J'o + 20Z'N,

luego, si k es bastante pequeña, .r^, j^,..........estarán también 
comprendidas en el dominio D; y continuando así tendremos

Y=J/„_1 -I- / zGr„_i,>'„_i,...........   t^dí, 1

X = ,r„ + «^J^M, Y =^„ + «0ÂN,;

y si k es suflcientemete pequeña, X, Y, Z,......... estarán com
prendidas en el dominio D. Bastará para ello que

«O^M <^ a, «6¿N <^ ¿, o ó
N ’

teniendo presente que n/z = T — /„.
Resulta pues, que se puede elegir T bastante próximo de /„ 

para que, por grande que sea n, las cantidades T, X, Y, 
se hallen contenidas en el dominio D. Sumando las fórmulas 
(i)» (2),....... .  («), tendremos

X = .ro+ £ ( ’^)^A

Podemos simplificar estas ecuaciones, llamando 5 á una fun
ción de í sujeta á permanecer igual á a;, cuando f varía desde t^ 
hasta ?i, á permanecer igual á .r, cuando t varía desde Z, hasta 
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t^,....... ; y llamando 7¡ á una función sujeta á permanecer igual 
á j'o cuando t varía desde tg hasta /,, á permanecer igual á j^ 
cuando Ovaría desde t^ hasta t,^,  Las fórmulas (íü) se es
cribirán así:

fT } (d)

Esto sentado, si T es un valor fijo de / contenido en el domi
nio D, haciendo crecer indefinidamente el número n, las canti
dades X, Y, Z,..........tenderán hacia límites finitos, funciones de 
T, pues comparando los valores de (¿) con los siguientes:

Xo«sr„ + / ,

tendremos

X ~ X« = r [?($, r.. 0]<^^

ó

X—X'’= / [(^ —^o)í,(^o+0  ̂—-To,>'o+0-/¡—>/„,...,/)+...j<¿A
ha

Llamemos a á una cantidad mayor que la mayor de las can
tidades 5, y,. /p z»’®^ ®' dominio D; 
y observemos que siendo ; — .ro una de las cantidades .r. — ■'Vo, 
es de la forma Z^OM ó «^^M ó «Aea. La fórmula anterior se re
ducirá pues á

X — X” = 1^ vnh<>í>.^dí = {T — ^n)v«A6u.®, 

expresando, como se sabe, v el número de funciones de í: y ob
servando que n/i = T — Z„

X —X” = 6v^2(T —Zo)^ Y - Y® = 6va’(T — Z,)^
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Estas fórmulas dan á conocer Ias diferencias entre los valo
res de X, Y,..........calculadas, sin subdividir el intervalo T — ¿‘o.

Dividamos ahora el intervalo T — /0 en «- partes iguales, 
dividiendo en n partes iguales los intervalos /, — t^, t^ — í^, ..., 
T — /„_i, y llamemos X^ Y®,... á los valores de X, Y, ... 
correspondientes á este modo de división. La diferencia entre X y

X® será una suma de n cantidades de la forma iva® ---------- ? , y

por consiguiente de la forma -----(T — 4)®. Dividamos el inter- 
n

valo T — /0 en n^ partes iguales, subdividiendo en n partes 
iguales cada uno de los nuevos intervalos; y llamemos X®, Y®,... 
los nuevos valores de X, Y,... ; la diferencia entre X® y X® será 

de la forma —- (1' — 4)®, y asi sucesivamente; luego tendremos

X ~ Xo = 6vu® (T — ZoP,..., X^ — X^-^ = ÍV ^^/T - íj®;

y sumando

x^-xo = ,s(T-í„y(o+^+A+... + ^

En esta formula, la letra 0 expresa cantidades diferentes, pero 
todas comprendidas entre — 1 y + i y bien determinadas. La 
cantidad escrita entre paréntesis es, para / = oo , una serie con
vergente, y por consecuencia X^ tiene un límite para / = 00 , ó 
también X, Y,....... tienen límites determinados para / = 00 
(Cauchy demuestra que este límite permanece el mismo, cual
quiera que sea la manera de crecer w).

Supongamos pues « = 00, y calculemos las derivadas de 
las funciones X, Y,.......dadas por Ias fórmulas (¿). Se tiene que

ZT+áT

T
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la cantidad colocada bajo el signo f difiere infinitamente poco 
de o (X, Y, ....... , T). Se puede escribir pues, expresando por s 
un infinitamente pequeño

áX = àT[®(X. Y,......... , T) + 4

àX

cualquiera que sea «; luego para n ='<x> y AT = o,

luego:
i .“ Las cantidades X, Y,........ . calculadas como se acaba 

de exponer, satisfacen á las ecuaciones diferenciales del enun
ciado.

2 .° Para T = 1^, es evidente que se reducen á -fo, j'o,....... 
respectivamente, quedando el teorema demostrado.

§ 2.® Continuidad de las soluciones

76 . Supongamos ahora que las funciones ©, /, dz, .... con
tienen un parámetro a. Vamos á ver que las soluciones de las 
ecuaciones

dxdyds 
dt dt

cuya existencia se ha demostrado, y que para t ~ f^ se reducen 
á Xy, J^„,........  son continuas con relación á a.

En efecto; hagamos variar a en ^, y llamemos »^, /' y’ ......

las derivadas ....... variaran en3a 3a 3a 1 ’ 
¿,, Zi,.......; -r¿,jFg, ^2) ........ en ^2> ^2» 4> ....... . Y ^^’^ Pæ'^ 
mayor generalidad, si se suponen j^ 2'^,....... funciones de 
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a, se podrá suponer que estas cantidades varían en Á„, ^y, 4,, ... 
Se tendrá pues

-Vi -i- ^-1 = ^0 4” /zy + / ?(^o 4 /z„, . i^dt,

/i=jo4-. Ji + A =y^ + 4- 

y por consiguiente

J ¿0

4“ ^o?a (''’^0 4“ ^^0i« -|- 0^, /) 4-

Llamando M á una cantidad mayor que f,, /j, 
7.2)  z\ en el dominio D, sin que ninguna sea infi
nita, y llamando Ho una cantidad superior á la mayor de las 
cantidades ^, ^0, .^0 , tomada en valor absoluto, se tendrá

H. = 0[Ho + « - /„)M(v -h i)HJ

ó, haciendo t = 7, —,

H, = 8H„[i +tM(. + i)], H, = »H,[1 + tM(» + i)], 

y por consiguiente

H„=0Hy Fi + ¥1^ + C(T —^)

Ó en fin H„ = +

Si pues g es infinitamente pequeño, Hy lo será y por consi
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guiente H„, lo mismo que ^„, ^„, ¿n.............y sus limites, lo 
que prueba la continuidad de las funciones .v, j/, ¿:,..........con 
respecto á a y en particular con respecto á

Si ahora suponemos que, variando a en la cantidad g, se 
representan los incrementos de .r, j/, s,......... z'g,... 
las ecuaciones (i) se reducirán á

------í-------= íCt^+^-r/),..  
at

que combinadas con los (i) dan

ó bien

at 1

at 1

expresando o, w, ... funciones finitas de ;r, j',..., .r',y,.... », g-
Supongamos ahora, en estas ecuaciones (2), x, y, 2, 

funciones de t dadas por las fórmulas (1). Estas ecuaciones de
finen un sistema de valores de ^',y', z, que se reducen á 
^'üy yo^ ^'b^ para t = t^ (y uno solo) en un dominio con
venientemente elegido. Además estos valores son continuos con 
relación al parámetro g-, luego cuando g tiende hacia cero, las 
soluciones tienden hacia las del sistema

++ ?, ’-77- = ^Zi ++z. 
at dt

Esto equivale á decir que para.^«o, las cantidades y,y,--- 
tienen límites, y que por consiguiente:

Las soluciones de ¿as ecuaciones (1) tienen derivadas con re
lación á cí,y en />ar¿icu¿ar, con relación áx^, yo, Zu,.........
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Definición. Hemos visto que el sistema de .* ecuaciones

dx dy dz 

en el que », /, ^, expresan funciones de x, y, z^  
admite una solución que contiene v constantes arbitrarias que 
son los valores de y, z,   ¿ para í = to, expresando ta un 
valor arbitrario de

Toda solución de las ecuaciones (i) que contiene v constan
tes arbitrarias, distintas, se llama una inte^ai générai del siste
ma (i), ó una solución general de este sistema.

7 constantes se consideran como distintas, cuando se las 
puede elegir de manera que, para t = t^ las funciones x,y, z,... 
reciban valores dados arbitrariamente. Así, las v constantes que 
entran en una integral general deben ser tales, que se las pueda 
elegir de modo que, paraz‘ = ío, adquieran x,y, z,..........valores 
dados previamente ............Sea

H, = o, Hj,......... , Hv = o (2)

un sistema de ecuaciones que contienen v constantes arbitrarias 
«n «2’..........’ «^v P^ra que estas constantes sean distintas, es 
preciso que haciendo t^tc x:^Xg,y = y^, se puedan 
resolver estas ecuaciones con relación á a,, ¿r„ Por 

consiguiente, para que las constantes sean distintas, es necesa
rio y suficiente, que se tenga

^(h„h„...   aj

£jew/>¿o /.‘^ Sean una ecuación primitiva y su diferencial 

y=ce^-^ c>«'«, (1) ^ = cae^^ +
dx

Resolviendo estas dos ecuaciones con respeto á. c y d, el de
nominador común será (a — a') ^^“+«'1« Luego si a es diferente 
de a', los valores de c y de d, correspondientes á valores arbi
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trarios a. ó, â atribuidos á al y, -¿ serán finitos y determinados; 

y en este caso la ecuación (i) será la integral general de una 
ecuación diferencial de segundo orden.

Ejemplo 2.” La ecuación

y — c sen (.r + a) 4. c' sen (.r + “') 4" ^" sen (^ + ’") 

no puede ser la integral general de una ecuación diferencial de 
tercer orden, porque se tiene

— C eos (.r -(- aj -j- C eos (a -j- a') -}- c" eos (x + »

= — o sen (.v + aj — c' sen (.r + a') — c" sen (.r + a );

y de la primera y la tercera resulta y 7, — —y-

Hallándose determinado el valor de j, no se puede dar un 

valor arbitrario á .

También se llega á esta conclusión escribiendo la ecuación 
propuesta bajo la forma

y = (e eos a -)- c' eos a^ -j- ^" eos a”) sen .r

4 (^ sen a 4 ^' sen a' + c" sen a") eos A*,

ó j = A sen .r 4- B cos.r,

que solo contiene dos contantes arbitrarias.
Volviendo á nuestro razonamiento, supongamos que se re

suelvan las ecuaciones (2) con relación á £X,, ^¿j ... obtendremos

^1 Wj , Üa — û)^ j ...... ¿2-,^ (^^ 

expresando o,, 0)2,  funciones de -r,t», s, , 4 Cada una 
de las ecuaciones (3) es una integral del sistema (1); y en gene
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ral, toda ecuación en .v, 7, s,....... .  / que contenga una cons
tante arbitraria y concurra á formar la solución general, es lo 
que se llama una integral.

Ejetnplo: Sea el sistema de ecuaciones

dt dt
(«)

Cuando se trate de las ecuaciones diferenciales se verá que 
para obtener la integral general del sistema propuesto, hay que 
recurrir á lo que se llama un sistema de ecuaciones lineales sin 
segundo miembro, es decir, á ecuaciones de la forma

d^'-y d^~''y
(D. .. 4- üj = o,

en la que P, Q,.......expresan funciones algebraicas de 4?, cuya 
integral se obtiene fácilmente, pues si suponemos que y = e^ 
sea una de sus integrales, tendrá que satisfacer á la ecuación (i). 
Derivando n veces y sustituyendo en (1), tendremos después de 
haber suprimido el factor cumún ¿^‘^ la ecuación algebraica

r« -j- Pr’*~’ + Q7'’‘~2 +......... U — o (2)

y las n raíces ;-,, ?'„,   rn de ésta darán otras tantas solu

ciones Ziæ, e^i^, ........  e’'”’^.. de la ecuación (1) que también la 
satisfarán, multiplicadas cada una por una constante arbitraria, 

de manera que tendremos las n integrales particulares c,^ • , 

c^e^i^   Cne ”'^ que sumadas, dan la integral general

jF = £, í? i -j- Í./ « -f..........4- ^«í^

Esto sentado, podemos resolver el sistema (tf) propuesto. 
Para ello acudiremos á un artificio sencillo, que se reduce á de
rivar la primera ecuación, y tendremos inmediatamente

d'x dy dy d'^x • . d'^x
dt d¿\ dt^

16
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La ecuación algebraica ó característica correspondiente es 

r^—i—o queda r='+ i;

luego la integral general de —— = .r será

■^ = C,í^ -h Caí~L

Para obtener la segunda función derivaremos, y resultará 

ai

y en virtud de tendremos determinada la segunda

función
y= c,^^ — Cj^-L

Las dos integrales

constituyen la integral general.

§ 3. ® Propiedades de las soluciones de un sistema 

de ecuaciones diferenciales

Teorema I. S¿ entre tas ecuaciones (2) (pág. 239) que Jonnan 
una inte^aigénérai dei sistema (i)y sus derivadas reiativas á t, se 
eiiminan a^ a,,.........., a^, se obtendrán tas ecuaciones (1) ó un 
sistema equivaidíte, es decir, que dé ¿os mismos vaiores de 

dx dy
x, y, z,  t en/unción de y

En efecto, si se . obtienen los valores de ó:, y,.. en (2) 
para sustituirlos en (i), estas ecuaciones se reducen á identida
des, por hipótesis; es decir, quedan satisfechas, cualquiera que 
sea t, y también cualesquiera que sean dp a.¡..............   a^ ; de

manera que si se diferencian las ecuaciones (2) y de las ecua-
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ciones obtenidas juntamente con las (2) se despeja 4r, /............ ..

—, para sustituirías en (i) estas se hacen idénticas. 
di di

Corolario. Si se dan'/ecuaciones enire x, y,.. í, que 
contienen '/ constantes arbitrarias, y se eiiminan estas entre ¿as 
ecuaciones dadas y sus derivadas reiativas á t, considerando á 
x, y, z............como funciones de t, se obtendrán ecuaciones dife- 
renciaies cuya inie¿'ra¿ general será e¿ sistema de ¿as ecuaciones 
/frofuesias.

Teorema II. La condición necesaria y suficiente fara que 
w== a, en ¿a que œ e.vfiresa una función de x, y, z,......... .. í y 
a una constante arbitraria, sea una intégrai de¿ sistema de ectia- 
ciones (i), es que se tenga identicamenie, esto es fara cua¿quier 
va¿or de x, y, z,t,

- + —t + -z + - + +........... = 0. (4;
^t ^y 7^2

En efecto, decir que (4) es una integral de (1), es decir que 
existen otras v — 1 ecuaciones

ú3¡ — íXj, íi)2 — ¿^2’........... . ^v — l — ®v — l 1 (^) 

en las que œ,, «g,.......... son funciones de x, y, 2, , t y 
a^, a¡,......... constantes arbitrarias que con (4) forman la inte
gral general de (1).

Si diferenciamos las ecuaciones (4) y (6), tendremos 

dx dy 1
  U= 0. J 
ài-------\v dt iiy dt 1

t)ü)| i 'inû^ dx 1 "éítiy dy (7)
Si èx di ^ydt 011

dx dy 
y si de (4), (6) y (7) se sacan los valores de x,y, ... —, ^, ... 

para sustituirlos en (i), las fórmulas se hacen idénticas, es de
cir, se verifican cualesquiera que sean t y ai^ a^.
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Eliminemos desde luego
dx dy 
d¿ ' di' y tendremos

Sw áw 1

5(0^ 3iü^ áw^ Z (^)

Estas fórmulas deben reducirse á identidades, sustituyendo 
poí‘ sus valores sacados de (4) y (6): y hecha esta 

sustitución, se verifican para valores cualesquiera de <2,, Æ.>, .... 
Pero podemos elegir Æ,, a./, de modo que .v,y, .... ten

gan valores dados arbitrarios; luego las fórmulas (8) se verifican 
para valores arbitrarios de x, y... Son pues identidades aún antes 
de sustituir x, y. . . .. por sus valores deducidos de (4) y (6): 
luego (5) es una identidad, y reciprocamente, luego: La condi- 
cidfi necesaria y si^cienie />ara çue w = const, sea nna míe^ra/ 
de ¿a ecuación (1 ), es çue w sea una intégrai de ia ecuacio'n

§ 4. ° Ecuaciones de orden superior al primero

77. Sea la ecuación diferencial de orden m,

dy dy 
dx dx‘ ’ dx”^/

Esta determina -7— en función de -v, y, —, ........   : :
dx^^ '-^' dx ' dx”^-^ 

y, si se diferencia'sucesivamente, quedarán también determina- 

dos los coeficientes diferenciales —,—¡- , i-  en fun- 

ción de las mismas cantidades, .
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Toda función de .r puede desarrollarse en serie por medio de 
los teoremas de Taylor y de Mac Laurin, hallándose el primero 
menos sujeto á excepciones, porque puede elegirse el valor de .r 
que entra en los coeficientes, de manera que ninguno de estos 
se haga infinito.

Sea pues j/ el valor más general que satisfaga á la ecuación 
(i): si se la supone desarrollable según la fórmula de Mac Laurin

y si se sustituyen todos los coeficientes, á partir del de 4.-”‘, por 
sus valores en función de los precedentes, determinados como 
hemos dicho, la función buscada se hallará necesariamente com
prendida entre las que representa este desarrollo, porque no 
hemos expresado mas que condiciones á que debe satisfacer. 
Y reciprocamente, la función así determinada satisface nece
sariamente á la ecuación diferencial; porque, si se diferencian 
m veces los dos miembros de la ecuación (2), se obtendrá 
precisamente el desarrollo de la ecuación (1), resuelta con 

relación á .

La ecuación (2) daría pues la solución completa de la cues
tión, si todos los valores de y fuesen desarrollables de esta ma
nera. Y en todo caso faltarán tan sólo aquéllos en los cuales 
ciertos coeficientes diferenciales dejen de ser finitos y determi
nados para el valor particular = o.

Si se hubiese desarrollado conforme al teorema de Taylor, 
según las potencias de x — .r,„ se habría obtenido como conse
cuencia de la ecuación (1)

y = + } (-r —.r„)-i-..........
\dx /

d-'-^y (x - .r,,)’»-^ -4- . . . ; (1;)
dx’"~ 1 . 2 ... {m — Ij
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determinándose los coeficientes diferenciales, á partir del de 
orden m, con auxilio de la ecuación (i), y referidos á 4r = ;r„. Y 
reciprocamente la ecuación (j) se reduciría á ésta mediante m 
diferenciaciones sucesivas.

El valor arbitrario de .ro podría elegirse de manera que nin
gún coeficiente de la serie se hiciese infinito, sí los coeficientes 
dependiesen tan sólo de ^r^j pero como contienen además el va
lor correspondiente de / con los de sus derivadas, podría suceder 
que cierta función y = ^(-r), satisfaciendo á la ecuación diferen
cial, hiciera infinitos ó indeterminados los coeficientes del des
arrollo, cualquiera que fuera .r.

Por consiguiente, las fórmulas (2) y (3) pueden no contener 
todas las funciones que satisfacen á la ecuación (i). Es evidente 
que estas dos fórmulas coinciden cuando todas las soluciones 
son desarrollables por medio de ambas; puesto que entonces re
presentan las mismas funciones.

La ecuación (3) es la ¿níe^raZgenera/ de la (1); y la (2) es 
solamente un caso particular de aquélla correspondiente á ,r=.ro. 
Y por satisfacer la ecuación (3) á la propuesta, para valores 
cualesquiera de los ?« coeficiente primeros,

puesto que desaparecen mediante m diferenciaciones que con
ducen de la ecuación (3) á la propuesta, ¿a ¿níe¿'ra¿ genera/ de 
una ecuación diferencia/ de orden m con/iene necesariamente m 
constantes arbitrarias, que son los valores de la función y de 
sus m — i primeras derivadas, correspondientes á un valor ar
bitrario de .r.

Reciprocamente, toda ecuación entre .r é/que satisface á la 
ecuación diferencial y que contiene ni constantes arbitrarias, es 
idéntica á la integral general representada por el desarrollo (3), 
puesto que si desarrollamos, según las potencias de x, el valor 
de y dado por esta ecuación, los tn primeros coeficientes con
tendrán á 4ro y á las m constantes arbitrarias, pudiendo adquirir
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todos los valores posibles, al elegirse convenientemente dichas 
constantes, cualquiera que sea el valor elegido para .Tq. Pueden 
pues considerarse como absolutamente arbitrarios; y como los 
siguientes, dependen éstos, en virtud de la ecuación (i), el des
arrollo no diferirá del que da la ecuación (3). De modo que: 
Toda ecuación Cfitre x e' y que saíisface á una ecuación di/erendai 
de orden m, es su iniegrai ^enej-ai, cuando contiene m constantes 
arbitrarias, por medio de las que es posible dar valores arbitra
rios á la función y á sus m — 1 primeras derivadas, para cierto 
valor de .r.

Para cercioramos de que una ecuación constituye la integral 
general de una ecuación diferencial será preciso diferenciaría 
m — i veces, y ver si se puede dar á las m constantes valores 
tales, que para un valor dado de .r se puedan obtener valores 
arbitrarios de jj^ y de sus m — i primeras derivadas. Para ello 
bastará reconocer si las m ecuaciones pueden resolverse, res
pecto á las constantes, sin que resulte ningún absurdo: porque 
entonces se podrán elegir arbitrariamente, para un valor cual
quiera de 4r,j juntamente con sus m — 1 primeras derivadas. 
Si, por ejemplo como ya hemos visto, una ecuación de segundo 
orden queda satisfecha, por el valor

siendo C y C' constantes arbitrarias, se deducirá

dy 
dx

y para cualquier valor finito de .r, estas ecuaciones darán valo
res finitos de C y de C’, mientras que no tengamos ¿z = a.

Cuando se da en la integral general, valores particulares á 
una ó á varias constantes arbitrarias, se tendrá una inte^-ai 
parti cuiar.

Ya hemos visto que una soiución singuiar es aquélla que sa
tisface á la ecuación diferencial, pero que no está contenida en 
la integral general.
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§ 5? Nociones acerca de las ecuaciones 

de DERIVAD-AS PARCIALES

78. Ecuaciones de primer orden. Las ecuaciones dife
renciales de derivadas parciales se distinguen porque contienen 
en su expresión derivadas parciales, tal es la siguiente:

P,A + P«A +...........+ P.A = «. (’)

en la que P,, Pg,........  P», R son funciones de las « variables 
independientes .r,, .r^, ......., .r„ y de una función desconocida z 
de estas variables, mientras que p^^ Pi,   Pn expresan las de

ss' liZ x 
rivadas parciales —, —,  ,  . Dicha ecuación es tam- 

bién lineal respecto á los coeficientes diferenciales.
Si a,, aj,......... «„, funciones conocidas de A-,, 4-\, ..... -f» y 

de z se hallan ligadas por una relación

Ka,, a,,..............a„) = o ó a, ^«(aj.a,,...........   a„); (2)

y si se elimina la función arbitaria | ó », se llega á una ecua
ción de la misma forma que la propuesta. Diferenciando la 
ecuación (2) con relación á -r,, .v^,.......   -'Vn, tendremos
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Sumándolas, miembro á miembro, después de haberlas mul
tiplicado respectivamente por P,,........... , P„ , resulta

P, ' ..........+ P.^ + (PA +..............+P.A)^

« s P,^4-... + P. |^+(P,A + - . + P.A)

Pero si la ecuación (2) es una integral de la propuesta,
P.A + 4- Pn/„ será idénticamente igual á R, y se
tendrá

P, ~± ++ P„ ±ÍL+R^.

= Ï -- (P, ^- ++ P„ ^ + R ^).
;_2 Sa.; \ S;r, S.r„ tó /

Esta ecuación quedará satisfecha cualquiera que sea la 
función 0, si se eligen las a de modo que se tenga, para 
^= 1,2,. «I

Pero, en virtud del teorema 11 (pág. 243) bastará tomar para 
apag,, a„ funciones de .r,, ,1'2..r„, tales, que 
las ecuaciones simultáneas

dx^ dx^ dx„ dz

tengan por integrales á las siguientes:

a, fj, aj = í,............. a„= c„ .

De manera que si obtenemos las integrales del sistema (4), 
se habrá obtenido la integral de la ecuación propuesta bajo la 
forma (2).
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Supongamos que la ecuación de derivadas parciales y su in
tegral sean, respectivamente

P/4-Q? = R (5) y a = ^(i3), (ó)

siendo a = /{xiy, ^), P = /1 s). (7)

Tendremos (3) 1

'(8)

Es necesario que eliminando / y q entre las ecuaciones (5) y (7) 
se llegue á una ecuación idéntica, ó que se haga idéntica teniendo 
presente la ecuación de la integral general F Çr.x ^) = 0.

Si se suman las ecuaciones (7), después de haberlas mul
tiplicado respectivamente por P y Q, se tendrá, teniendo pre
sente la (5),

^“ ^« ^^ nT ^3 3? 33’
Q~ + R- = ^'(i8) P— + Q — + R— ; 

y se satisfará idénticamente á esta ecuación, eligiendo a y p de 
modo que se tenga

5 a áa 33 53 5,3
Pv+Ó^ + P =0. P- + Q— -PR— =0;5.r 5>' 7)Z 34r^^^^ 52 

y estas condiciones quedan satisfechas, si se toman por a y 3 las 
funciones / (x, y, z), /^ (x, y, z), que igualadas á constantes, den 
las integrales de las ecuaciones simultáneas

dxdj/dz
= (9)

La integral a = 'f (¡3) definida así, satisface á la condición 
característica de las integrales generales, de: Dar /fara z, una 
expresión que/ueda redudrse á una función dada «y (y) de y cuan
do se aírióuye á x cierío vaior $, debiéndose tener
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Si se elimina j entre estas dos ecuaciones, se tendrá un re
sultado de la forma

« = <^ {^),
de donde se concluye la forma que debe darse á la función arbi
traria o para satisfacer á la condición impuesta.

Además, toda integral general F (,r, j', 2) = o puede ponerse 
bajo la forma a = 5 (.3), pues de la primera se deduce

DE óF 3F áF

y sustituidos estos valores en la ecuación (5), á la que deben 
transformar en una identidad, y por ser F = 0 una integral, se 
tendrá

^SF aF 3F
+ R — = 0;

y vamos á ver que toda función 0 que satisface á esta ecuación 
de derivadas parciales, es una función de ay de p; en cuyo caso 
la ecuación F (.r, y, s) = o equivaldrá á una relación a = & (fá) 
entre estas dos funciones; y en efecto siendo 0 = w (.r, y, 2), si 
hacemos

eliminando j, z, llegaremos á una ecuación 0 = k (a, ,6, 4r), de la 
que debe desaparecer ya que sustituyendo en

(0
tendremos

/liTt 3a 3- 3? \ /37: 3a 37c 3S\

Y por satisfacer a, P á la ecuación (1), la ecuación (2) se re-
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duce a P — = o, de donde — = o; ya que P solo puede set- 

nula para valores particulares de las variables. Así ir no contiene 
.r, reduciéndose á una función de a y ^.

Queda probado que siendo F (.r, jr, r) = o una integral de 
P? “H Q? = K, F fr, j/, ^) = o equivale á una relación a = a (¡3) 
entre estas dos funciones, es decir, que: 57

/{^,J, «r) = C, /, (.r, ^, s) = C, (10) 

son dos ¿ntegfa/es de/ sisietna

d,vd}'dz •

7 s¿ se hace a = /{^,j, s), ^ = /, (;f,j, ^), 

/a ¿níe^'a/ dePp -^ Qç = R será y. = □ (p), designando '^ una 
ftincidn aróiíraria.

Oéseí'vaeión. De las integrales (lo) puede deducirse una infi
nidad de otras integrales, como por ejemplo » (a, n) = ^, 10 qoe 
se demuestra derivando, y sumando término á término despues 
de multiplicar respectivamente por P y Q.

79. Ecuación diferencial de segundo orden. La forma 
general de las ecuaciones diferenciales parciales ó de derivadas 
parciales de tres variables, es

F s, p, q, r, s, i) = o. (lí

Esta ecuación solo puede integrarse en casos particulares, 
siendo el más importante el en que las derivadas segundas se 
presentan únicamente en el primer grado, tomando esta ecua
ción la forma

Rr -h Sí + 17 = V, 12) 

en la cual R, S, T y V son funciones de .r, j', z, / \- g.
El método de Monge consiste en cierto procedimiento para 

obtener una ó dos integrales primeras de la forma u = f (y) 
siendo u y v funciones determinadas de x, z, />, ÿ, y f una
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función arbitraría; después se obtiene por medio de estas inte
grales, ya separadamente ó combinadas, la integral que sigue.

Debe observarse que el método de Monge se funda en la hi
pótesis de que la primera integral es de la forma u =/{í?), 
caso que no ocurre siempre. Existen ecuaciones primitivas con 
dos funciones arbitrarias que pueden eliminarse por diferencia
ción, obteniéndose una ecuación de la forma (2), de la que es 
imposible eliminar una función tan solo, que conduzca á una 
ecuación de la forma (3). Así, la ecuación primitiva

s = 4. (jz + .r) -}- T (^ _ ,r)

- —’‘>0] (4) 

conduce á la ecuación diferencial parcial

r — ¿= —;

pero no á una ecuación de la forma (3).
Propongámonos averiguar: 1? bajo qué condiciones una 

ecuación de primer orden de la forma (3) debe conducir á una 
ecuación de segundo orden de la forma (2). 2.° establecer me
diante los resultados de esta investigación el método inverso de 
resolución.

Teorema. Una ecuación de derivadas parciaies de primei' 
ordett de /a forma u = f(v) fuede conducir tínicameníe d oíra 
de segundo orden de ia forma

Rr+ Sx + Tí —V, (6) 

cuando u y v saíisfacen á ia condición

En efecto, diferenciando la ecuación u = f(v} respecto á -v 
éj/ sucesivamente, tenemos

iv\
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y eliminando (z;), resulta

'èu\/'2i‘V

2)v\/'2u, ■-b+^^+''^+^^A^+^y.+"^+'^)=‘’-^^’

Haciendo reducciones, se obtiene

Rr+Sí + TZ+UCr/- í’) = V (9)

en la que U =.

Esta proposición puede también demostrarse observando 
que de u = /(v^ resulta du = f'(v^dv, ecuación que por ser 
/(z») arbitraria, implica Ias ecuaciones du = 0, dv = o, es decir,

-—— dy— da = o 1 
3.r 'éy "bz 'è/f »

— dx + — dv 4- — dz + — dp — da=o \ àX ^y 3/ ^ iq^ 1 

y dz = pdx + çdy, dp —rdx ~\~sdy, d^ = j</.r-J- idy, 

luego

\oy eiZ Cip / 

dx "¿z lip 3^7

\ dy iz ip 3^/ 
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y eliminando dx y dy resulta lo mismo que anteriormente.
Problema. Oóíener, atando sea ^osi6¿e, una integral /primera 

de la forma u = f(v) de ¿a ecuación (6).
En virtud del teorema anterior u y v deben satisfacer á la 

condición (7) que puede expresarse bajo la forma

Zu 2u 'èv Sí' 
— : — = — : —

de manera que

^ç if iç if

00

Sustituyendo estos valores en (10), tenemos 

iu iu iu \

? (13)
Sí» , 1
S + '; “y + + ^ ^“^^ + J

Y, puesto que este sistema es equivalente á. du = o, dv ~= o 
modificado por la condición (7), solo puede tener un sistema 
integral de la forma u — a, v = è, (14) siendo ay è constantes 
arbitrarias y u, v funciones ligadas por la relación (11).

Haciendo dz = fdx -}- qdy en (13), tenemos (15)

c>í¿\ iu

y 1 , , / iv •i'v\ iv

Eliminando entre éstas y

df = rd,r -^ sdy, dq = sdj: -}- ^^y 

= 0

(16)

las diferenciales d:t^, dy, df, dq, obtendremos un sistema de la 
forma (6). Para efectuar esta eliminación, sumando Ias dos últimas
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ecuaciones después de multiplicar la segunda por w, tendremos 

í^ -)- md^ = (r + ms} d-r -f- (j + mí) dy,

rdx + í (dy -j- md.v) 4- ímdy = d/ -}- mdq. (171

Pero el sistema (15) nos permite obtener las razones de dyy 
dp -j- mdq á d.r, que sustituidas en (17), la reduce á la forma 
(6); y para que sea equivalente á la ecuación (6), es necesario y 
suficiente que

d.v dy-[-md-v jndy dp-\-mdq
R’ = S = V ■

Este sistema incluye así á las ecuaciones (15); y juntamente 
con dz = pdx + qdy incluye al sistema (13). Por consiguiente, 
en su sistema integral final incluye á las ecuaciones ít=a, v=¿>. 
Concluimos pues, que si la ecuación Rr + Sí + T/ = V resulta 
de una ecuación de primer orden de la forma u =f{d), Junta
mente con la ecuación dz = pd.r + qdy^ debe admitir un sis
tema integral que determina á « y á «^ por ecuaciones de la 
forma « 8*8 a, v = ó. *

Para eliminar m de (18), obtendremos su valor mediante 
el primero y tercer miembro, sustituyendo en el segundo y 
cuarto. Reduciendo después, obtendremos

Rrfj/- — 3d.vdy -1- Tdx' = o UOi

Rdpdy + Tdqdx = Vdxdy. (31)’

Y estas ecuaciones con la (19) forman un sistema de tres 
ecuaciones diferenciales ordinarias con cinco variables x, j^, 2, 
/, ÿ. Pero como entre cinco variables deben existir cuatro ecua
ciones diferenciales ordinarias, se desprende el carácter hipoté
tico del método de Monge. Únicamente, cuando la ecuación 
propuesta origina una ecuación de la forma u = f(d), el siste
ma en cuestión admite dos integrales de la forma tt — a, v = ^•

Por ser la ecuación (zó)’ de segundo grado, será resoluble.

MCD 2022-L5



GENERALIDADES SOBRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 25/ 

mientras no sea nn cuadrado, en dos ecuaciones de primer 
grado; y esta juntamente con (19) y (21) conducirán á un siste
ma integral final que determinará « y t’.

Teorema. ÔÏ, en virtud de ¿a proposición anterior, oétenemos 
dos ecuaciones integra/es primeras de ia forma

=/(í'i). «2 = ’”(«0;

7 si considerando estas como siimiitáneas, determinamos p y c[ en 
función de x, y, z, estos vatores serán susceptiátes de kacer inte- 
g'raóie ia ecuación dz = pdx + qdy, y conducirán á una integat 
segunda.

Representemos para mayor sencillez, Ui —/{Vi} por F y 
^á — 'H^i) por (’1^). Así las primeras integrales supuestas serán

F = 0, 4'= o. (23).

Volviendo ahora al sistema (i8>, y haciendo dy : d.v = n, 
sus dos integrales primeras toman la forma

i nm
R" S ' T"’

lo que manifiesta que m y n son las dos raíces de la ecuación 
Ru.2 — Su -j- T = o. De manera que el valor de la razón dy : dx 
correspondiente á una de las integrales primeras (23), es el mismo 
que el correspondiente de m en la otra. Pero tenemos que

3», Sz'i 37íj , 327, 3F'

3«, 32'1 3W| ,, St-i 3F ’ ' ' 

1^ T^ 'ép ip 

luego, considerando el valor de dy : d,v correspondiente á la in
tegral <1’, tendremos 

/34’ , , 34’ \ . 
\ 3^ 3^3/> 3ÿ y 

, /Sí» , 3’Í> .34» , 34’ \ 
+ { h v = 0. 

y 3^7 3.2 ^p Zq J 
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igualando el valor obtenido de dy : d.v al de nt. dado por 
f24), tendremos después de reducir:

ÍF 3d’ , ^E 3'1' 1 3F 3't’ . 3E SdJ--------- -4------------+ — — fi — q

De igual manera, igualando los valores de m correspondien
tes á la integral *^ = o y el de dy : d.v correspondiente á la in
tegral F = o, tendremos

3-^ 3/ 3j/ 3^ 3xr
34» , 3F 3't>
T^p^ 3^ 3^

3F 3'1’ 
"¿J ¥

SF* 3'1' _j_ óF
3^ 3y^ 3/

3<J»\ , 3F 34' , ,— 1 j +--------- t = 0. (261
'^q / 2<q iq

Restando (25) de (26) se obtiene

3F 3'1»
3.r 3/>

3F 31'

34» 3F 34* \ . 1 / 3F 3'1’
\ 3s 3/» 3/ 33 y y 3^ 3^

3F 34»
3^ 3^

Í —0, (27}

condición que debe quedar satisfecha para que los valores de 
p y áz q dados por F = o y d' = o puedan hacer exacta á la 
diferencial dz = pdx + çdy.

Observación. Cada una de las integrales primeras satisface 
á la ecuación diferencial parcial de primer orden y grado forma
da para integrar la otra.

El método de Monge queda comprendido en la
Regla. Dada ia ecuación Rr + Ss + Tt = V, fórmese pri

mero 7a eciiación 
Rdy- - Sdxdy + Tdx' = o 1281

y resueivase, suponiendo que no sea el primer miemáfo un cuadra
do perfecío, en dos ecuaciones de la forma

dy — rn^dx = o, dy— m^dx = ó. (2g}
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De /a primera de e's¿as y de ia ecuadoK

}< áp dy-^ T dq d.r — Vdxdy = o, (30) 

combinada, si es necesario, con /a ecuado'n dz = pdx + qdy, se 
oótendrán ias ecuaciones u, = a, v, = b. Procedietído de ig'uai 
manera con ia seg'iinda ecuación (29), oáíendretnos otras dos ecua
ciones U3 = a, v., = {i,y efitonces ias dos inte^aies primeras de 

ia propuesta serán
(31)

Para deducir ia- inte¿;rai segunda, podemos integrar una de 
estas, ó sacar de e'stas Íos vaiores de p y de n e7í punciones de 
x, y, z, para sustituirios en dz = pdx + qdy, que satisfará en
tonces á ias condiciones de integí'aáiiidad. Su soiudón dará ia 
intégrai segunda.

Si m^ y M.¿ son iguales, solo se obtendrá una integral pri
mera, y la solución final se obtendrá por su integración.

Ejempio. Sea — — ««—= 0.

Tenemos R =1, S = o, T —— a-, V = 0. Por (29) y (30’1

dy’ - d’dx^ = o, dpdy - d^dqdx = 0. (a>

La primera se puede resolver en las dos ecuaciones

<(r4' etdx = o, dy - adx = o. (¿t

De la primera resulta y -j- a^r = c, que reduce la segunda de 
las (a) á la forma dp + adq = o, cuya integral es p + (^q — <^- 

La integral primera de la ecuación propuesta es, por tanto, 

p aq = ^dy + f^)

Procediendo de igual manera con la segunda ecuación (^) 
obtendremos la integral primera

p — aq = -1 {y — ax). (dj
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Determinando enseguida P y ç por medio de estas dos 
integrales, d2 — /d.v 1- qdy se reduce á

«l>(jr+a^)+'HJ—_, <]>{j'-\-a,v')—-^(}’- ax) 
dz = d.r dy,

2. 2a

De manera que si hacemos

/ <i>(z)rf¿== <^40. — / T(í)flrí = ’F(0, 

tendremos ¿^ = 4», (j» 4“ íJ^-^) + ^’i ÍJ — <^'^)i 

siendo 't, y T, funciones arbitrarias, por serlo '1’ y T.

Hemos visto que en cada una de las integrales primeras se 
verifica la condición (7); y suponiendo

p-^ a^ — <1» (j-j-a4r) = F, / — aq— T ( j — a.r) =‘1’, 

es fácil verificar la condición (27).

§ 6? Cambio de variables en las ecuaciones diferenciales

80. Diferenciaciones sucesivas, ¿x^ Aunque ya se han 
expuesto algunos problemas en los tomos 1.® y 2.®, vamos á 
añadir otros que serán útiles y se resuelven mediante la aplica
ción de la fórmula de Leibnitz.

I .° Sea

u~c^^co5K.r, será =
d.v

e^^^ (a eos «jr — « sen «jr);

haciendo

— — tg®, a = (a- + w')^ eos®, n = (a- + «®)^ sen®;
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^ = (¿Z' + «■)■ ^^^ (eos i COS nx — sen o sen «.r)

= (íz- -j- «’0^ ‘^°‘‘ eos («.r -j- »);

eos («A- 4- rs).

2? Sea uv = eos nx .

y supongamos

eos v =

Será ------= (a- 4- «-)^ e^-'^ eos («^r 4- p-j,}. 
dx^

Y desarrollando -------- - por el teorema de Leibnitz, será

d^ (uv}
X”^ COS («X 4- Ti)

4- nm x^'^ ~ ^ 

m (m — 1) x^'^ ~ 2
eos [«.r 4- 4- — 2) 0]

1.2

3.® Sea uv = e^^^ X, siendo función de x. Haremos u = X 
v = e^,y será 

d^ {uv) [ d’ X , —= ¿ax 
dx^ \^dXr

= z?®®

1.2 dx''~^

1.2
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De modo que

¿9 Sea (»)" = (a -{“ ‘^•^ + •*’^)”« ^¿' = ¿ + 2ex.
Sustituyendo .r + ^ á x en t.t^ , esta expresión se cambia en 

(u + u' k + será el coeficiente de —- en el des

arrollo. Considerando pues, u q- u'k como el primer término de un 
binomio, se tendrá (« -}- z/'^)” + « (« + z/'^)”“‘ c/í^ -p 

Desarrollando enseguida cada binomio, y tomando tan solo 
términos que tengan k^ por factor, corresponderá

á (ZZ + ZZ'/Z)", —-----------—-yy---------- ZZ"-’-//'’':

á (zz -1- zz'/z)«--i k- ---------- , zz"-^-^’zz 
(z- — 2)!

Reunamos estos términos multiplicándolos por i . 2.. r, 
y obtendremos para el r®’"*® coeficiente diferencial de w” : ‘

-JÍLZL ^) ^^ — 2) (r — 3) 
i . 2(m — r4- i) (n — r+ 2)

Se puede obtener una fórmula más cómoda desarrollando la 
expresión propuesta como sigue:

(u 4- u k + ^^^^)” — u^ ( 1 -^— ^ 4-L h^ 
\u U
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Supongamos 47/4' — u'^ = 4«^ — b^ = e^.

Desarrollando

por la fórmula del binomio, se tendrá;

I +• ---- ^ 4-«{I4-----/7 -------
\ 2u / \ 2U / {2uy

«(^) Z + 
^ Î.2 \ 2U 1 {2UY 

y la r®'™“ derivada de «” será el coeficiente de h'^ en este des
arrollo, multiplicado por 1 . 2r.

Desarrollemos cada término, y tendremos por coeficiente de 
h^ respectivamente, en el primero, en el segundo, .. . términos: 

/u'V i 2« (277 — 1)............(2« — r-}- 1)
\2/ u' I.2r

u'Y~^ I (2« — 2)..........2n —r-|- 1 « (« 1) 4
.2/ 2'^W’' 1.2(7' — 4) 1-2

Sumando yjnultiplicando por 1.2......... r, se tendrá 

d'^íuV^^ = 2« (2M — 1)(2K — r 4" 1) ^^“j

[n r(r — D e^
I 27/(277 — 1) U'"^ 

77 (7/ - 1) r (7' — 0(7- - 2)(r — 3) 
277 (277 — 1)(277 — 3)

Sea 77” = (a^ + x^); será lí = 2.r, e^ = 4^4 y haciendo 
r n, tendremos: 

z?« 4.-4« 
     — — 277 (277 — l)(77 f L).r” i 

77^ 77—1 íZ^ [77(77 — 1)]* (77 2)(?7 3)^l_j_
I 277 (277 — 1) .r’‘ 1.2 2« (2« — 3)-V* '
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El método de Lagrange sirve para obtener'las derivadas su
cesivas de funciones de otra forma. Así para u = ^‘’■^ se escribirá

Pero

¿2cxK „ J _|_ 2cxh -f- = i + Ck- + Y^ k^ -)-

Multiplicando estas ecuaciones, miembro á miembro, y to
mando el coeficiente de ^’'después de multiplicaj- por i.2...r, 
se obtendrá

— = [c’’(2.ry-pr(r— i) 42,r)’-=í +].

Sea 21= ----“ Q*^® podría obtenerse en serie infinita por 

el procedimiento de Lagrange, pero por el siguiente procedi
miento, debido á Laplace, puede obtenerse mediante un número 

finito de términos. Se ve que------- es de la forma

{í^+ i)’' + ‘

de manera que

(í® + !)’• + ’ = a.e^'^ 4 + a,^®. (!)

Pero u = e-^ — e~-^ -j- 4-

luego
rf’' U
Ax^'

= (— ip’[i’'^® — 2^e-'^^ 4- 5re~ ^® - (2)

Además tenemos que

(í®-}-1)''+ ^ = 4“ —^-—í^’'® “h ^Líj~j2^t"*’’fi® 4- . (3)
I 1.2

Debiendo ser el producto de (2) 3’ (3) igual á (1); por no 
contener ésta más que un número finito de términos con expo-
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nentes positivos, los términos con exponentes negativos deben 
destruirse: luego tendremos

81. ó) Cambio de variables. 1.° Transformar

5R
--------y — siendo A* = reos o, y = j' sen 6.

3R
¿A- '

luego

Esta

Tenemos .r- = r*, tg 0 — — ;

SR SR sen O tíR ;)R sR cosO 
— eos 6 , — = — sen 0 ; 
5r 30 r 3^ dr 30 r 

3R 3R 3R 
y — = —. 

Sy 3^r 30 
transformación se presenta en la teoría de los planetas. 

Análogamente será
3R 3R 3R
Í.r 37 36
y^U Í>^U 

2° Transformar —; H= 0 
3a^ 3^^ 

y íí = ®(r).

Sera — = — — = — 
3.r 37' 3a' 3?' 

S^« ^'u (ir .v yu i í>r .v 
3-v^ 37-- jAT r 3r r 3r 3a’ r- 

dada AT^ + y^ = r^

r ’

3-« AT- *3«/I A"-
^^.2 j.i "1 2)7' \7- 7-3

S'^Tí 32« y- 3« Z1 jf’^ 
(>y' 'í¡r'‘ r- ir \r r^
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de donde

í*» ó*:

luego
í*« 'éU

o.

í^«

I

r 7>r

Esta ecuación 
los fluidos.

Í-V
3.“ Sea —7 -

se presenta en el estudio del movimiento de

-j- —— = o, siendo ,r = rcosú, r = ?-sene.

Para transformaría obtendremos

av íV cose
— = sen fj — 4- - í^ ír

3V

J’V
— = sen-6 — 4 
í^ ír*

cos’^ e Í^V cos’O 2)\’

ír

2 sene coso / í^V íV

3^7

r ?0

Írí6 se

Í2 V
El valor de —- se deduce del de sustituyendo — — 6

por 6; y se obtiene

5’ V
—7 = cos’^ 0 
í;r®

íW 1 sen‘0 í’V 
íF

sen^ 6 av 
ír

2 sen 6 eos ó / í^V
r’ V írí6

íV
ÍO

Sumando estas dos ecuaciones, resulta

í’V Í^V i íV
ír r ír

o.

í’V Í’V í^V
4. Transformar —7 4------ -- 4-------- ---- o,

MCD 2022-L5



ÜENERAMDADES SOBRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 20/ 

en una función de r, 0 y », siendo

A- = reos 6, j/= r sen 6 sen îp, 2 = rsen6cos».

Hagamos ? = rsen 0, y se tendra

_;/= 0 sen », £' = çcos'-p; ? = rsen6, ;r«rcos6.

Tomemos primero las variables j', 2\ y tendremos, como an
teriormente:

yT ó’V J^V . 1 W i SV
L--- -------------------------- 1-----------.

<>/=' ~ ~ ;- 0»« 5 3?

Siendo iguales las ecuaciones de condición, obtendríamos 
análogamente:

?ÍV í>*V Ô-V i 0*V i sv

Y procediendo como anteriormente, será

i SV i óV cote SV

Sumando las. tres ecuaciones, resultará

3^V 3’V *ó«V ' W 2 í®V
sy "^ 3^^ -^ 3r^ ~ 3r^ r^ 36'^

i 3-\’ 2 3V coto SV

Sustituyendo el valor de o, y haciendo reducciones,

3 í sen 0 — 1
3-^(rVl , i i \ 30/ o.

3.r sen‘^0 3'^’‘ sen 0 30

Esta ecuación es la base de la teoría matemática de la atrac
ción y de la electricidad.
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5? Sea
3^zí Vti li'^n
^x- as-

siendo .r- -pJ'’ H"-^' ~ r^ u = fí?-.

Se tendrá que
y^U _ 2 ‘¿U
'í^r- r

6° Transformar la integral doble

.r”»-1 j/«— > ¿/j/í/.r, 

en otra, siendo u y v las nuevas variables independientes, ha
llándose ligadas las variables por •

Tendremos

Pero — =1, — = o, — = 0;
Í>U 'íiV

luego dyd.v = ududv,

1 ^ .v^’'~'*-j^^~^íi_y£¿A'= 1 í a™ + ” —'(i — ^)»i jjH dudv.

7? Transformar la expresión

en función de 0 \' ?, siendo: i,® z función de ,r é >/ determinada 
por la ecuación

2° A- — a sen 0 eos ^, y — b sen o sen ».
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Se tendrá

3^
— — a cos ft 
3ft

cos — íT sen ft sen ?

— = è cos 
3ft

32

ft sen Ÿ,

= — c sen

tij/
ô sen ft cos s,

ft,
32 

---- = 0.

'èx ^y
— = aâ sen ft cos ft, 

3» 3ft

3^ ^y
SF 3?

32 'by 
Ô?3Î

-— (^¿(sen ft)’ cos ?,

32 3;r
3^ "^

32 34;
ac (sen ft)'’ sen

Sustituyendo estos valores en las expresiones de

32 32 , J
— , —, ay, 
^x 2y

se obtendrá que la expresión buscada es: 

fldudw sen 9 [«^¿'^(cos 9)'" -|- (^ sen 6)*(íi- sen’^ + í’ eos-•¿y-’ .

(IvoRY Phil. Trans. 1809).
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GAPÍTUIíO II

Polinomios de Legendre

§ i.® Propiedades generales

82. Definición. Sea la expresión

« = (l „ 2,r^ +^-^) 2 «X„ + X,í: + ... + X„^«4. ... (I) 

desarrollada según las potencias ascendentes de ír (se supone á 
.r menor que i y á í comprendida entre o y i). El coeficiente 
general X„ es una Junción 'de .r llamada función X» de Le^nidre.

83. Propiedades. I. Evidentemente Xo = i, Xi = x 
además X^ es un foUnomio eníefo en x de ¿rado n. En efecto, 
si hacemos

T « ír* — 2^.r = z (z — 2.r),
i 

el desarrollo de (i — 22r.r -h í-*) * se expresará como sigue:

(I + T)“= i -ÍT + Ü — +.......... 
2............. 2 2 2

X
I

— i)
•+ —Y7¡“(2rryír*-« ++ (._ I)*f2jr)t .

Para que T* contenga un término en 2” será necesario que k
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fi 
sea por lo menos igual á j y á lo más igual á n. Tomemos el 

término general de T*

Para que el exponente de z sea igual á n, es necesario tomar 
el exponente / de .r igual á 2k — n, valor comprendido entre 
cero y «.

II. Se tiene que
i íZ"(.r2^i?

fórmula de Olinde Rodrigues (T. II pág. 169), que se obtiene 
tomando en el desarrollo de (-f' — 1)” el término en .r'^'^ y deri
vando n veces.

III. La ecuación X„ = 0 tiene tocias sus f alces reates, distin- 
tasy com/ff endidas entre — 1 y -|- 1. En efecto, sea

n = (.r- — l)**.

La función continua u tiene n raíces iguales á — 1 y « raíces 
iguales á 1. La derivada tiene n — I raíces iguales á — t y « — 1 
raíces iguales á+1 y,según el teorema de Rolle, una raíz a,com
prendida entre — i y + 1. La derivada segunda tendrá n — 2 
raíces iguales á — 1 y « — 2 raíces iguales á -r 1, y según el 
teorema de Rolle una raíz (^, comprendida entre — I y ai y una 
raíz 6^ comprendida entre a, y -f- 1, y así sucesivamente, que
dando el teorema demostrado.

IV. X„(i) — i, X„(~ i) = (— I)“- En efecto, para 
3

.r =: I ó 4- = — i, la expresión (1 — 22.r + z^} ^ ge reduce á

----?----  = I + 2 +:
I --- Z

——= I — .s-|-+ (— i)»«"4-
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V. La función X„ satisface á /a re/ación (t. II, pág. 233)

n{n + i)X„ —2.rX'„- Gr' — i)X'„:==o. ,(3)

VL Existe ta siguiente reiación recurrente entre ias tres fun
ciones sucesivas Xa^i, X„ y X«_],

{n + l)X„+i —(2«+ i)-=^X„ + nXn-i = o. (4)

Para obtenerla basta diferenciar la ecuación (1) con relación 
á. z y hallaremos

(jr — «)(i — 2.5.r 4- 2'^) 2 _ v^x«^»-’.

Multipliquemos los dos miembros de esta igualdad por 

i — 2s'.r H- z\ y sustituyamos en el primero (1 — 2z.r + 2^) 2 
por su valor XX„2r”; tendremos la identidad

(.r — zf^XnZ'^ = (1 — 22r.r + «2) £«X„^”-L 

é identificando los términos en 2”, resulta la relación (4), que 
permite calcular X„_|.; cuando se conoce X„ y X„_i, y dicha 
identidad demuestra además que las raíces de la función X„ dan 
signos contrarios á las dos funciones que la comprenden.

VIL Tenemos que

/ X,nX„í^,r = o si m^i-n. f X\d,r =-----------
J-1 \ J-l 2« + I

En efecto, integrando por partes varias veces seguidas, se 
tendrá siendo y = Çx^ ~ i)«,

yin^ym — l) — ^fre+nym —2) _j_ / ^(’‘-b^ty?;!'—2)¿^_^f
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= y>‘}yiit~i)—yn-^iym — ^} _^ _j_ (  -^'^kyn-^-hym — h — i} j

Si w C^ n, todas las derivadasy“~’), yw—2),son nulas 
para A* = + i; la derivada de orden w -j- 1 y las siguientes 
son nulas idénticamente, lo que demuestra la primera formula.

Si m = «, y k = n — 1, se tendra

j" y^i) y») d.r ~ (— i)« j" y^^'>y¿¿.v

= (--- l)”272! / (47’ ---  l)”iZ4r.

Considerando -v^ — 1 como el producto de .r — 1 por x 4- i 
é integrando « veces por partes, se obtiene

f+^ 2-" + *
j y«)y«) ¿j; = ^«¡p

V” Í''^^ 2
y siendo X„ = —-—- se tendrá / X^, dx =------ ¡—. (5)

2”7ri J-i 27« + I

VllI. hlpolinomio X„ puede eseriáirse óa/'o la forma de de- 
íerwinaníe

0(1
^n — 1

X„ = M
^n — 1 ‘^2n — 1

(6)

I X .r»

siendo M un coeficiente numérico

i + (— ly 
2(r+ i)
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IX. La fííncion u satisface d ¿as ecuaciones difert^iciaies

l'élu c)í¿\l í)U
— — = «.r (7) —(.r — 2) = s — . (8)

En efecto de la fórmula (1) resulta

— = (l — 2X3 4- Z^') Z = UI^ Z,

— = (l — 2XZ + ■^*) ^ (^ — 2-) = U^ (x — -s).

Sumando después de haber multiplicado por — cadaunade 

estas derivadas, se obtiene la fórmula (7) y eliminando u^ entre 
dichas derivadas, resulta la (8).

X. Cuatro funciones consecutivas satisfaceti á ¿a re/acion

(íi -f- 1) X^_ 1 (2W —[- 1) .'VX„ -f- (íí — i) Xjí—i

+ -^2X—----------------------  = 0, (9)
¿id- cix dx 

que se obtiene sustituyendo ^ por (1 — 2.r2 -j- z^), u y sus 

derivadas por sus valores desarrollados, é igualando los coeficien
tes de 2’” en los dos miembros.

XI. Dos funciones consecutivas se ¿laitan ¿ijadas for ¿a 
reiación

dx

que resulta de (8) cuando, después de sustituir los valores des
arrollados de las derivadas, se igualan los coeficientes de z’‘’. 
(Bertrand. Ca¿cu¿ dijfe'r^tiei).

XII. ¿V tiene entre tres funciones consecutivas ¿a reiación

(2n4- i)X„=^±l . (ii]
dx dx
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Para demostrarlo, basta sustituir en (9) por (« -(- i;X„4.i y 
(« — i)X„_, sus valores sacados de (10) y simplificar fC^Zj- 
toffe¿, Journ. de Crelle, t. LV).

Si se cambia n en « — 2, «-—4,.....  la adición de los 
resultados da la fórmula

I’X« + Ú«-"3)X„_2-t- (2K —7)X„_4 + ...

+ 3X, (« impar):+ 5X3 + X^ (« par; (12)

Siendo —- = 0, ___ 1 = Xn 

deduciremos fácilmente

+ (2»- i)X,_, ++ 5X, + 3X, 4-X. (13) 

XIÍI. Eníre X„ y Xa + i se tiene ta retaddn

I tW ^XB^l ^X„ 
(« + l)X„ = — X' ~— , (14) 

que resulta eliminando ^2^p^ entre (10 y 11). (Catatan 

Mém. de 1’ Acad, de Belgique).
XIV. Entre X» + i, Xny X„_i se ventea

X. = - 2.1- , (15)
dx dx d.v 

que se obtiene restando (10) de (14) (Bertrand. Cal. diff.) Apli
cando esta relación á los tres últimos términos de (9) se obtiene 
la relación

{«-1- i)X„ + i — (2K 4- i)j;X„ + «X„ _i = o (16)
XV. Dos funciones consecuti-vas satisfacen á tas retaciones

(X„ + X„_j) =—. (17;
i + dx dx
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- X„) - . (18)

Cambiando n por « — i en (14) y agregando (10) se obtiene 
la (17), y restando la (18).

La eliminación de una de las derivadas entre 17 y 18 conduce á

(l — 4^) --— = n (X„_i — .vX„). (Caía/án). (19)

(i — -f") “77“ — — X„). (0. Boníteí). (20)

XVI. Enire tres funciones consecutivas se tiefie

r — ^^^ -1' ^ 
'"'■^ ti (n + 1)

dX„ 
d.v

(Catatán). (21)

(22)

Se dividen los dos miembros de (19) por n, y después de 
haber cambiado n en « -|- i en (20) se dividen los dos miembros 
por n + !• La adición da (21) y la sustracción la (22).

§ 2.“ Formas de la función X„

84. Teorema de Legendre. Toda función X^ satisface á 
la fórmuta

df+'x. dfx, dP-'x.

rf[(i „ .r^)'’zZ^X,J

d^’~^X
■ =(./> +n)(,p-n Í)(l-A:>)l'-' {23)
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Basta derivár / veces la fórmula <21). Cuando / = 1 se tiene

(LaJ’/ace). (24)

85. Función de Legendre. La fórmula (18) da

luego (i -x)X„+X,-X„ = o ó X, ^.rX„.

Siendo X„ el término independiente de s, y haciendo s = o 
i

en la expresión (1 — 24;« ^ í:«)' '^, se tiene X„ = 1 y por con
siguiente X,=.r.

La fórmula (16) permite obtener sucesivamente las otras fun
ciones

x, = -|^X, 3 , 
- .1’ ---
2

i
2 ’

X. = 1 jrX. -
2

3
2

X = - .rX, 
' 4 ' 4 ■ 2.4 2.4 '2.4

X.. = — ,rX.X
5 ' 5''

7-9 , = -----A''
2.4

5-7
2.4

1,3-5 24-^ H---------4f.
2.4

Escribamos X^ bajo la forma

Ï • 3 • 5 • Z i 1.3-5 1
' 1.2.3.4.5'' 1.2.3 i 2.4'
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Podremos escribir, por analogía,

_ 1.3.5.. .(2«-!) 1.3.5.-(2^ -3) £
' ” «1 (« — 2)! 2'

(« — 4j ! 2.4 ’

y aplicando la fórmula (16), se obtendrá

+ («+i)!

1.3.5(2K —• 1) I 
(« — l) ! 2

que es la forma de la función de Legendre. Esta fórmula puede 
obtenerse también aplicando la fórmula del binomio de Newton

á la expresión [1 — .^ (24; — .s)] * en la fórmula de definición

« = [I -s(2.r -í)] 3 = x^ + Xj^ +..........-¡-X„£r”+

X„ es el coeficiente de ^” en el desarrollo

71 = + — .2(2.1: — s) 112
2.4

2- (2.r — xr)’ +.........

86. Forma de Rodrigues. Esta forma se deduce de la de 
1.3.5—1)> 

Legendre observando que el coeficiente ¡ 

multiplicado en el numerador por 2.4.6 2« y en el denomina- 
2« (271 — 1) + 1) 

dor por su igual 2” « ! se reduce a — ■ ■ — , y que 

el término general de 2’‘. «1 X^ puede esciibirse sucesivamente

(~ I)’“2« (2« — I)..........(«+l).

2.4 . . . 2W (2« — 0(2« — 3). ..(2 n — 2?«+l) 
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2« (2« — 2) . . . (2« — 211!. + 2)
2.4.6 2m

X (2« — 2m') {2n — 2m — 1) . .. (u — 2m -j- 1) .r’»—2«», 

m !

X (2«— 2m'){2n — 2m —1) ... (n --^m + 1) .v^'~^'>^ 
y por ser

(2« — 2m) {2u — 2m — i) . . . (« — 2m + l) 
¿¿n ^.2n — 2m

el término general de 2” «!X„ toma la forma

ax- ' ml 

siendo la cantidad entre paréntesis el desarrollo de (.r^ — i)« ; 
y obtenemos finalmente el valor

” 2"zz! d.r^

También puede deducirse esta forma de la de Legendre. 
87. Método de Jacoki. Si se hace

-^ = -^+—1),

.resolviendo la ecuación con relación á /, se obtiene

y — - + - I i — + e-

de donde — = (1 -2^:2 -t- 2'^) ®

Pero si se aplica á j' = 4.- 4- - (j^ — 1) la fórmula de La- 

gi'ange, •

y = -r - (x^— 1) -1------------ — ÍA-^ - 1)2-1-
2 I . 2 2 ¿Z.r
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y por consiguiente,

íZ-V 2 d.v ’~7z!2“ ÍÍX^

resultando el desarrollo

que da para el coeficiente de 2”- el valor

«¡2” dx'‘'

88. F'oRMA DE Laplace. La expresión

« = (l —2;v2' + ¿^0 2

puede escribirse así

P3n virtud de la fórmula de Mac Laurin, se tiene

Hagamos------------ = X f— i. 
1^1 —

Tendremos íí = z^
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Í I \

ari

Obtenida esta formula, Laplace, en su Théorie analyiiçue des 
pjoèahiéiiés observa que se tiene

y sustituyendo \ por su valor • — y à 1 — X- su igual 
)'i — x-

i
, obtiene

f d^ l \

«1(1 2 / ------
= — l-|-)/l —cos ù>)®//w; 

llevando después este valor á la expresión de X„ y simplifi
cando, resulta

ó más sencillamente,

Xn= ~ I (<r — ^— I /1 — 4-2 COSw)™ </<■•. (*)

(*) E. Brand. Nntice sur la theovie de la fonction X„ de Legendre.

Para demostrar que se puede expresar la derivada «sima ¿g 
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":=L=zzr Ó de -T^^^TT por una integral definida, podemos ein- 
1'1 —.r^ Fi + x” 
plear el método siguiente de Hermite. (*)

(•) Tisseran<l Recueil d'exercices de Calcul infinitesimal, p. 35.

Sea la integral definida

j
en la que a ^ i, y en la que por consiguiente el elemento infini
tesimal no es infinito más que en los límites. Hagamos

i -j- a eos co 
=------ ¡----------- ,a eos i

y tendremos que

sen 
— i) 7—, —! (a 4-eos ;£.)2 

í/í es negativa; para .r = — i haremos '^ = z y para .r = -|- i, 
a- = o. La integral se reducirá á

i'*̂  d^ Z

tenemos pues

Diferenciemos respecto de a bajo el signo f, y obtendremos

TT l<7'- i f"^^ (— í^^dx
■ ^^^^ J-i (a —4r)” + * 1*1  — ^T*  
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ia integral del segundo miembro, cuando se sustituye el valor 
de .r en función de », se reduce á

(— 1)» ,’■«
-------------------T / (« + COS «p)» d-y, 
(»* -

Tendremos pues

Pero en virtud de la fórmula del binomio

(a + eos ®)® = a” 4- — eos ® + “ -cos-y

y además

f cos’ » d’i, = o, / cos^ ® K, Jq Jo 2.4 

luego

Í"’-'+(4)277 +

Dividiendo por |^— i, obtendremos la expresión de

d»¿1»------

—■----------- y la de     !  , cambiando a por a i .
da^ da^
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89. Aplicación Á la función X„. Vamos á aplicar el mé
todo de Laplace á la función X„ para representar por una inte
gral definida el coeficiente ys de í‘ en el desarrollo, según las 
potencias ascendentes de la variable, de una potencia cualquiera 
de una función racional y entera de /.

Partamos de la fórmula (4) (pág. 272), escrita bajo la forma

(w -j- l) X„^i — 2W X^ ¿V (^^ l) Xn —1 — a^Xn X„_i,

y hagamos X„ = /y^“* . 1. ¿^, siendo -i una función arbitraria, 
y además u puede tener todos los valores enteros.

La sustitución conducirá á la igualdad

(n -|- 1) 1 y”-. 1. dy 2« ^y* —1 . 4 ¿^-(~ (k — 1) i }>^^ ~~ ’■!> dy

— A" .']i dy — 1 y — dy.

Integrando por partes el primer miembro, resulta

J,íi + 1 _ ,¿---  2.V}>^ . '^ _|1 J/» —1 'j* = AT I'y^ — '^ -b . dy ---  ^J/» —2 1 _ f¿y

+ / j'"+ ‘. rff —■ 2.r 1 . d-fj -j- f. d-y

Si se iguala á cero la parte de esta ecuación bajo el signo 
integral, será

o = '^^dy—y** — ^'b.dy-}-y"~ . d'i> — 2xy^. ¿i-b -\-y’^~ h 4,

^'í' y^~^ — xy’* — ^ ^ Í¿-^

é integrando

(l — 2A7 + 4-2 j“
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siendo A una constante arbitraria; y los límites de la integración 
estarán dados por la ecuación primera, reducida á

de donde

JZ = o, j;z — JT -J-A'“ — 1.-v — — I,

Se tiene pues

/|/— I dy

(l — 24-7' + j2)2

Jo {i — 2xy+y^y

Haciendo j = -r — | x" — 1 coso, los límites se reducirán á

luego

— I eos w)“ rfo

— 1 COS w)“ dM.

Para determinar las constantes A y A', haremos « = 0 y 
por ser Xo = 1, se obtiene
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y puesto que esta relación ha de verifícarse independientemente 

de .r, es necesario que se tenga A = A' = 1.

Las dos integrales se reducen á una sola y resulta

^n = - f (A* — y^v^— r C0Sw)«í/ü..

90. Método de Jacobi. Por hallarse x comprendida entre 
— 1 y + 1. puede hacerse x = eos «, y escribir

« = (l — 2 eos .
1^(1 —s eos ^)2 -]- 22sen2^

Pero se tiene que

^^Jo a~é¿cost^ “ ^Jq ¿2^¿2^3^ ^'■'' 

Í ^^'^^ ¿1 COS Oi (¿¡^0
^'^ J 0 ^^ + (^2 C0s2 tu 211^0 Æ- + é^COS^t»'

i i Í"^" a3ec^mdt«
Ja f^^ + <^^ cos^ tu 2~ .■ o ¿2 + »2 sec^ to

^^Jo + ^2 4- «2 tg2 ,, ~ 27zJf, ^+ ¿2 + ^2 tg2 <0

27:|^<22 4-¿2\ |/a2 + ¿2 ^ /^ ^'^o ¿2 '

Í^"^ COS ¿¿ÍO __ C^ 0¿C0SüidM
Jo ^^ + ^^ COS* (,) J^ a^ -|- ¿2 cos^w °’
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•2 COSujíZíu

^ ^2 _|^ ¿2 COS^w

/ COS iiidta
/tc «2 + ¿2 COS^OJ ’

d ij)i'‘¿n
luego

a — ái eos œ

I

obtenida esta formula, resultará que

l l ^‘^ dû)
U = ---- J

2'" / 0 I — COS — Z sen cos w

2iz j i — Z (cos ¥ + ^ sen » cos <»)

y efectuando la division,

u = — / t/to |i “h « (cos a + / sen -ÿ cos w) +

+ z^ (cos » + / sen cos w)” +j

Siendo X„ el coeficiente de z^ en el desarrollo de «, ré
sulta

X„ = — / (cos » + / sen ;& cos 0)” /Zw; 
J o

pero, por ser eos ® =

X,í = — / fr + / y i — eos <0)" dw,

ó bien Xn = - f -{- i F i —.r’ eos

91. Empleo de la integral de Hermite. La integral de 
Hermite

r+^ dy Tt
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permite llegar á las formas de Laplace y Jacobi. En efecto, se 
deduce inmediatamente 

i 1^* dy i 
K |^ A-—i,-—i 1^1—y-Çk~-j/j }i—„r- f i — /,2 

y si se hace À í=  é — eos to, resulta

luego = ~ r‘

J o ï COS cyy f 1

y cambiando 2 en —, se obtiene
2

^Jq I — .(X — /x“ — ICOSw)^

X„ = — / (AT — Fa’'^ — I coso)**^^.

92. Método de Laurent. De la fórmula

(l - 2X2 + ^2') -2;^ Xo + X, « + -..... + X„S«+

y haciendo ¿r = ?* y (1 _ 2Xí®* + ?®*)’ =/(ú), resulta 

y(0) = x„ + x, ?‘ ++ x„^«‘ +

Integrando entre 0 y 2^: después de haber multiplicando los 

dos miembros de este desarrollo por — e ’‘^‘d^, se obtiene 
27:
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y volviendo á la variable 2

Í

hallándose tornada la integral alrededor del origen; X„ es pues

el residuo de la función —r^—------- ---------------relativo al polo
^’‘+’)/l _ 2,v« 4. ^2-

2 = 0.
La función bajo el signo integral presenta dos puntos críticos 

m y m' cuyas afijas son

ár = ar+y.r2— 1, 2~x — — 1.

Tracemos el contorno aécdef^ki^/n/fqrsa formado por una 
circunferencia de radio infinito unida á cir
cunferencias de radio infinitamente peque
ñas trazadas alrededor del polo y de los 
dos puntos críticos.

Permaneciendo la función sinéctica en 
el interior de este contorno, se tiene

/ =0.
.'alexa

Siguiendo el contorno en el sentido se

ñalado, el radical I^ 1 — 2.r2 -1- ar^, que tiene
el signo “h en a, tomará el signo — después de la rotación ede 
y volverá á tomar el signo + después de la rotación Inp. En
tonces, señalando en la figura el signo de la integral el sentido 
de la flecha, se concluye la igualdad

Las tres últimas integrales valen cero, pues por el cálculo 
de los residuos

j Inp d2
» + 11/ " 22 fl 2X2 -1- 2-

19
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= 27tzHm (¿r
"+^i/---------------- ¡—5 — °

lo mismo sucede respecto á la integral á lo largo de ede, é

3 rl — 2XZ + Z^

luego la integral alrededor del origen vale dos veces la integral 
á lo largo del contorno rectilíneo mm' que une los dos puntos 
críticos.

Si pues, hacemos ¿r = .v -r |ír’* — i eos œ; como entonces 

dz = — ^x'‘ — i sen (üdü} y A — 2.vz -\- z'^ — + y i — senw, 

tendremos

(*) E. Brand. Notice sur la théorie de la fonction X^ de Legendre.

^-^ij gM -^^ J Q (¿v 4“ px^

I 
Si se cambia z por — en 

Z

X

se obtendrá

z”' dz

— 2XZ + Z^

hallándose tomada la integral á lo largo de una circunferencia 
de radio infinito.

Por ser la nueva función sinéctica entre los mismos contor
nos, en virtud de análogas consideraciones, se tendrá

f =2 / , y X„=±- / (x + |^;i;®-. i cosœ)”^®. (*)
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§ 3.° Expresión de los números de Bernoulli

POR integrales DEFINIDAS

93. Integrando por partes, resulta

/ (log = — i ——— (log xP dx =
Jo JoÈ

Esto sentado, se 'tiene suponiendo a <( 1 y .r <: i,

= I 4- ax -}- a^ar- 4-

Multipliquemos por (log at)» dx é integremos desde 0 hasta 
1: y tendremos

P (iosx')”íix / \

Si se hace x = ¿“^ resulta

El primer miembro es continuo con relación á a, y el se
gundo tiende hacia «1 Jb+i; luego para a — 1,

I ("^ S^d2

P®™ B2„ = (2«)!; luego se tendrá

62«
2 ^^ ^^ I Í^" ^^’‘-'d^ 4M f"22n-l¿.

(2z)í»^2»)!^2«— 7^1 ° {2^y^J^ 7^ '— I ■
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CAPÍTULO III

Funciones eulerianas

§ I.® La FUNCIÓN GAMMA COMO LÍMITE DE UN PRODUCTO

94- . Preliminar histórico. La introducción en el Análisis 
de la función gamma se debe á Euler, aunque algunos resulta
dos concernientes á esta función obtuvieron ya Wallis y Stirling; 
pero la Memoria de Gauss sobre la serie hypergeométrica señala 
un nuevo progreso en el estudio de dicha función, pues consi
deró á dicha transcendente como el límite, para /: — oo del 
producto

II (A. ^)— 1) (.24.21............+

Weierstrass, por fin, reconoció el carácter propio de la in
versa de la función gamma, Í\.r), á que llamó /¿Jí/í^r/aZ de jv.

La doctrina de Euler y Legendre tiende á expresar las nu
merosas relaciones que ligan á dicha función con las integrales 
definidas. Pero la definición de Gauss tiene la ventaja de gran 
generalidad, porque la variable solo tiene la condición restrictiva 
de no ser igual á un número negativo y además permite esta
blecer todas sus propiedades de una manera más concisa, más 
rigurosa, más natural. (*)

(*) Maurice Godefroy. La fonction gamma. Introduction.

95. Definiciones. La expresión

II (.f) = —------- ;--------------- {1)1)........(4:4 «)
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tiende hacia un límite, cuando n aumenta indefinidamente, para 
cualquier valor de .r que no sea nulo ni entero negativo. En 

efecto de « =   resulta
1.2...........(« — 0

—y
« — I/

de manera que el producto II (,r) puede escribirse bajo la forma

Tomando los logaritmos, se obtiene que jr II (.r) es igual á

— log

expresión en la que la segunda suma se deduce de la primera 
haciendo en ésta ,r = 1. Pero desde que « excede al ma5^ar en
tero contenido en el módulo de .r, se tiene

luego, si r es un entero positivo tan grande como se quiera, 
cuando se sustituye en este desarrollo .r por r, y todos los coefi
cientes por la unidad resulta que

i— logí i -j- — 
¡« ^\ n n (« — r) ’
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que se verifica á partir de « = r 4- i, si. el módulo de 4; per
manece inferior á r. Así la serie

es absoluta y uniformemente convergente para todo valor de A* 
interior al círculo de radio r que no sea igual á un entero nega
tivo. En particular, para .r = 1, la serie positiva

es convergente. Su suma, que expresaremos por p, se llama 
consfaute de Eu/er.

Resulta pues, lo que nos proponíamos demostrar. El límite 
del producto II (.r) es una función transcendente de .r que se 
llama función ¿amma y se representa por el símbolo r (^). que 
empleó Legendre por vez primera. La constante de Euler, que 
es el límite para n = 00 de la expresión

?n= í» - log«,

en la que í„ expresa la suma de los « primeros términos de la 
serie armónica, representa en la teoría de la función gamma el 
mismo papel que el número ír en la teoría de las funciones circu
lares. Su valor es

p = 0,57721566490153286060

Weierstrass en su Memoria sobre las facultades analíticas, llama 
factorial de .v á la inversa de r (A-), y la escribe bajo la forma 
siguiente:

que se deduce de la igualdad

I__ I 4r(.v+l)..........Gv + 
11 (4r) “ n^ 1.2.3............«
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obteniéndose

y haciendo n = 00 .
Podremos demostrar más brevemente la convergencia de la 

expresión (i) que define r (s) escribiendo 

log r(.r) = log 2 + log 3 +..........¿-log (« i) + log n 

-h (4: — 1) log n — log 4- — log f.r +1} — ... — log (.r 4-72 — 1),

log 4- 4" log r(4r) = .r log 72 — log (-v 4" 1)

Sustituyendo log n por

log y 4- log - 4- log - +............+ log ——

tendremos que

log x r(.r) = [a- log 2 — log (1 4- .r)]

* r / , i -Al
= L AT log I I 4'-) — log (1 +7) •

Pero

Luego la serie es absolutamente convergente.
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96. Fórmula de Weierstrass. Se tiene

i I .r (.r -|- I)..........(.r + «)
II (.r) ~ «^ 1.2«

ó, designando por j» la suma de los « primeros términos de la
serie armónica,

Sea =----- . Tomando los logaritmos, se obtiene

log = X„ — log n.

Cuando n crece indefinidamente, el límite del segundo miem
bro de esta igualdad es la constante de Euler 5, y por consiguiente

i

Esta expresión, que puede servir para definir la función 
gamma, da la descomposición de su inversa en factores prima
rios y fué obtenida por Weierstrass.

Si consideramos la fórmula

sen7r.r = 1 1 " 1 ( 1-------lí’”,

se ve que P(4r) se halla formada por la mitad de los factores qüe 
constituyen la función simplemente periódica sen 7r4.-,

Este hecho conduce á imaginar funciones formadas con la 
mitad ó aun la cuarta parte de factores que constituyen ciertas 
funciones doblemente periódicas, como las funciones de Heine, 
la función gamma doble de Barnes, etc.

La fórmula de Weierstrass manifiesta que la función r(-^) 
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es meromorfa (semejante á las fracciones racionales) para todo 
valor finito de .r, pues admite como puntos singulares tan solo 
polos simples, correspondientes á los valores, o, — i, — i,.......  
«,.... de la variable .r, siendo .r = co un punto singular esencial.

97. Teorema. La inversa de /a ftinción ^amma es des- 
arro/¿aé¿e en una serie entera de radio de eonverg'encia ij^niiOy 
pues descomponiéndose dicha función inversa en factores pri
marios, ésta función es desarrollable en una serie entera con
vergente en todo el plano.

Weierstrass demostró esta proposición de la manera si
guiente:

/ .r\ _ 5
i _|_ «„ = ^ I U ", resulta

2

Si hacemos

Si r es el módulo de -r, y consideramos la serie positiva

i r’' 2 r^ / — i r^
3 ! ’ 

cuyos coeficientes son menores que la unidad, desde que « llega 
al entero m inmediatamente superior á r, se tiene

r- 
n^n — 21

luego la serie positiva de término general a^ es convergente.
El producto infinito de término general i -f- u„ es por tanto 

desarrollable en una serie entera convergente para todo valor de 
la variable; luego la inversa de 1' (.r) es una función transcen
dente entera.

La función 1' se llama función euieriana de segunda esfecie.
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§ 2”. Propiedades de las funciones eulerianas

DE SEGUNDA ESPECIE

98. Relación funcional. Se tiene que

« I
II -t- i) = -

(.r+i)Gr + 2)..,.Gr + «+i;

« + .r + i

luego, para n = cq , r (.v + 1) = xP(Ar).

Esta relación se llama relación funciona/. Si en ésta se sus
tituye sucesivamente .r por .r-j-i, .r-P 2............. . A'+zw— l, 
tendremos

l’(Ar + 2) = Gr 4- 1) f'(A-+ 1),

r (,r 4. z«) = 14 + z/z — 1) 1'4 4. m — 1), 

y si m es un entero positivo,

r 4 + = -1^ 4 + 1)— 1) r 4)-

Sea .r un valor real de la variable exterior al intervalo (o, i). 
Designando por m el entero positivo inmediatamente inferior á x 
ó superior á — .r, según que x sea positivo ó negativo, la fór
mula precedente permite reducir el cálculo de r 4) á la deter
minación de esta función para un valor de .r interior al intervalo 
(o, i). En efecto, si .r es positivo, se tiene

V4) = (^ “ ^«) 4 — wz 4-1)..........4 — 1) 1’4- — w).

Si A- es negativo, se puede hacer

^’ (^) = “7—¡—;---------- ;—¡------- —- 1’ 4 4- jnY
-^'4+1)4-t-wz—

Si la variable es un entero m 4- 1. se tiene

r 1) = i. 2
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De la formula (1) résulta

log I'' (^ + i) = ;r log « — log (l -}- .r)

aumentando « indefinidamente. Si se supone .r menor que 1, se 
pueden ordenar los logaritmos en series ordenadas según las 
potencias de y resulta

log (A- + i) = - 4r i + - + - +..........+ - log «

+ 2*’V+? + ? + 

+ ? ++ ¿) +

Y haciendo para « = co

y ^=^+i + ^ +..........+ “^log«’

se tendra

log l'(i + .r) =_ C^ + ^ S.^’ - I 8,4^’ + ^ S,.v‘ 4- . ...

'99. Módulo de r(« + ^2). Si la variable es imaginaria, 
se puede reducir su parte real á hallarse comprendida entre 
o y i. Sea pues .r = a -|- ¡3/, siendo o<ea<: 1. Se tendrá

n=a,r/ i 8« *1’2 _®, ^ -l'«• + P•^JJ.[(«+J) + îîj
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n= a

pero
n

2

(“ + «)\J ’

por otra parte

i n=oo
= í“? IIn = l

a
jí ,

y el producto H
n = l

está comprendido entre los

n=®r 02
productos II 1 i + ;—¡.

que corresponden á los dos valores 
límites

n = ao

« = 1L. "J

extremos de a, siendo sus

I+P* 2^7: 

se puede pues hacer por lo tanto,

2^77

11^ (® + p2)| — ^ ,.— ■ : 
l'a’ + Í3- 4?pK _ ^-Sn ’

siendo i debido á Herr. M. Lerch.
Cuando a = o, À se reduce á i, y se obtiene 

Stieltjes,
la fórmula de

100. LímitePARA «=00 DE LA EXPRESIÓN
I r(4r -H I)

1.2 ...(«— «)

Se tiene — ------------ = —
«‘^ (« — i) ! w (« — I) ! r (^).
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es decir,
i r(4r-|-«) « r (>)

n^ (n — i) ! « + áf II (.r) ’

i P
El límite de------------ r-.' pai"® « = =0 es la unidad. Este 

resultado debido á Weierstrass, juntamente con la relación fun
cional bastan para caracterizar á la función gamma (*).

(*) Godefroy Ln fonction ^amma.

101. Propiedades principales. Podemos fundándonos en 
la relación

escribir que P (.r) = lim ^ (^¿! ^)> lo que nos permitirá enunciar 
las siguientes propiedades;

a. .r 4- 1) zz;ir
1. La igualdad  ----- ------- r— = —;—,

conduce, pasando al límite, á la fórmula ya establecida

PCr + i) = ^P(.r). (1)

II. Sustituyento en (1) x por 1, 2,.p, tendremos 

r(2)=i, r(3) = 2. r(4) = 2.3, ........r(^) = (/—1)! (2)

III. Hagamos .r = —. Tendremos

MCD 2022-L5



302 LIBRO 2.°—CAPÍTULO III 

Pero la fórmula de Wallis puede escribirse bajo la forma 

2.4.62n 
/- = lim  

F 2 3.5 (2« — 1)1^2»+ I 

luego r^-|) = 1^^.

IV. El producto ÿ (?í, .r) ^ («, i — .r) puede escribirse así; 

I — - (i — .r^) (l — —I i —     
\ k/^ '\ 4/L (^— l)^J 

luego, aplicando la fórmula

sen II i, 
0\ ^V

podremos escribir r (jr) r (1 — -r) = —-— . 
sen

Corolario. Multiplicando las igualdades

n / \n/ fn— i\
senTT

resulta

sen — . sen --------N 
n \n/

Para obtener la expresión del denominador del segundo 
miembro, hagamos sucesivamente 4r=i y ar = — 1 en la
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identidad

i — .r*»

/ , (2« — 2)t: A
i — 2;r COS-------------------H

\ 2n ' 1

de las que résulta

Tt 27: (n — 1)«
« = 2“~^ sen — sen —sen  

nn n

Por consiguiente

r() = (2Tt) 2

Oèservadon. Suponiendo .v < i, de

r (.r + «) = .r (.r + i)(;r -h « — i) r (.r)

y r(K+I-.r) = (i — .i;)(2 -.r)(« — ,r) f (i — ;r),

resulta

P(.r -{- w) r(« + i — x) = .r(i’^ — x^) (22 — 47®) (3^ — x®)

[(« — 1)2 — ;r’l (« — --------- .
' sen .rn

V. En virtud del teorema ya demostrado (pág. i68):
Si en dos series divergentes ordenadas según ias Jfoíendas as

cendentes de ia variaó/e, ia reiacio'n de ios coeficientes de ia poten
cia m®^'"® de ia variaé/e tiende iiacia un iíntite pinito 1, tas dos 
series se Paitan e/i ia misma re iación, podremos expresar P (^) 
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por medio de una integral definida. En efecto, las dos series son 

/(2)= i«-‘xr + 2«-t^2_|_ 3«-!^* .¿_

? Í^) = (i — K)-® = n- - a- + -y-^ ^’^ +

que son divergentes para .r^o y lim s= 1.
La relación de los coeficientes de z’^ es la función designada 

por »(«, .r). Tenemos pues, suponiendo ^ = oo,

r(.r) = lim 0(72, .r) = lim ^^?.

— lim [p-^xr -4- |(i — 2)»^.
«=1

Sea a = e~^-, podemos hacer

/(s) (l — AV
ÿ(^) k 'V/

4- (3^)“^-'^-^''+|//.

Cuando z tiende hacia i, ^ tiende hacia cero. El primer fac
tor tiende pues hacia 1. En cuanto al producto de la cantidad 
entre paréntesis por A, tiende por definición, hacia

/ z‘^~'^ e~^ dz; 
.'0

luego e<^-^ e-‘ dz.

102. Otra forma de la función T. Hagamos e~‘^ =y> 

de donde e~^dA; = — dy^ x = log —, correspondiendo los lí- 

mites o é co de .r á los límites 1 y o dej. Por consiguiente
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Podemos pues escribir

r(a) = / / logl-l dy.
Jo Jo

Palores parí¿cu/ares. Haciendo a= 1 y a = 2,

r(i} = ¡^dy=i, r {2) = — I \ogydy i.

103. Aplicación del teorema de Riemann. S/ dos fun- 
dojies uniformes U y V que ¿ienen un mímero cualquiera Jiniio ó 
ú^iniio de polos d puntos singulares esenciales, coinciden á lo 
larg'o de tin elemento de magnitud finita, tan pequeño como se 
quiera, son necesariamente idénticas.

Consideremos la diferencia U — V (*),  que es una función 
uniforme nula á lo largo del elemento dado, y que será nula, 
por consiguiente, para todos los puntos situados en el interior 
de un contorno que no contenga ninguna discontinuidad de U 
ó de V, porque en el interior de tal contorno, U — V es una 
función holomorfa. Aumentemos este contorno, haciéndolo pasar 
por la proximidad de un punto de discontinuidad æ de U ó V, 
pues no puede ser un polo, porque á una distancia suficiente
mente pequeña de este punto, la función se hace mayor que 
cualquier cantidad dada, debiendo ser nula para todos los pun
tos tan próximos como se quiera, ni puede ser un punto esen
cial, porque en la proximidad de dicho punto, una función- uni
forme es absolutamente indeterminada. La función U — V no 
admite pues, discontinuidades; y siendo nula en un elemento 
finito, es nula en todo el plano.

(•) Hermile Cours d’Analyse, p- 88.

El teorema de Riemann manifiesta que una función dada á 
lo largo de una línea de magnitud finita, solo puede extenderse 
más allá de una manera, si se le impone la condición de sel- 
uniforme y tener tan solo discontinuidades en puntos aislados. 
Se puede pues concluir que una parte tan pequeña como se 

20
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quiera de una curva algebráica de grado conocido, la determina 
completamente en toda su extensión.

El ilustre Hermite aplicó este teorema al estudio de la inte
gral euleriana de segunda especie, corno sigue;

Hallemos en primer lugar los valores de e para los que esta 
integral define una función.

Limitándonos desde luego á los valores reales, vemos que 
en el límite inferior o, la función bajo el signo / es finita para 
^>0 pero'se hace infinita para £ negativo (*); y para que la 
integral f^ tenga un límite finito cuando e tiende 

hacia cero, z debe ser positivo.
Esto sentado, escribamos

La piimera integral del segundo miembro es finita, porque 
z^Q. La segunda aumenta con z, porque para todo valor de -r 
superior á i, .r^-ií-'^ crece con z. Pero cuando .p es igual á un 
numero entero « + i, se obtiene para I.’(« -)- i) el valor finito 
^■2-3........... «, pues integrando por partes, se tiene

Ahoia bien, .v^^e~‘^ se anula para .r = o y también para 
,r= co, porque siendo

(*; Si luviésotnos que n = -~p, seria

y para « _ 0, -* log L es inlinilo: luego lo será la integral última, y con mayor 

razón la dada.
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se tiene, cualquiera que sea i,

e^^ > y por consiguiente j.—^ -— ------- ^ ;

de manera que si se hace ¿ ^ n, lo que es permitido, el segundo 
miembro se hace infinito para ,r = «3 ; luego el producto .t—^í® 
se hace infinito, y por consiguiente su inverso .v^e~^ se hace 
nulo para .r — 00 . Integrando pues'entre o é 00 i-esulta

/ ,r^e~^d.r = 2 Í ■ -

ó l'(2 + 1) = ¿r r(^), y análogamente

1'(s) = (s — i) r (¿r — 1),

i'(^— i) -=(s — 2)r(« — 2)r{2)= I r(i).

Volviendo al razonamiento de Hermite, se concluye que para 
todos los valores positivos de 2, y solo para ellos, la integral 

j define una función !’(«).

Supongamos que 2 sea imaginaria de la forma a q- i^. 
Tendremos

Jo

~j cos/(.rP) d.v + Z ^ sen/(.fj^) d.r,

tomándose el logaritmo en el sentido aritmético, y se ve que las 
dos integrales solo serán finitas, suponiendo a ^ 0. Esta con
dición que es necesaria, es también suficiente; y por tanto, la 
función uniforme representada por la integral euleriana de se
gunda especie solo existe en la mitad del plano que se encuentra 
á la derecha del eje oy.

Observación. La fórmula l'(^ + 1) = ^ T (2) que permite
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disminuir el argumento en una unidad y por consiguiente en 
tantas unidades como se quiera, permitirá reducir á ^ á hallarse 
comprendida entre o y i. ■

Con auxilio de la fórmula F (2) Fíi — z} = —-  se re- 
sen

ducirá asá estar comprendida entre o y —, y 

bastará tener una tabla de los valores de argu
mento comprendido entre estos dos últimos li
mites, representándose la curva en la figura ad
junta, para una variación de z desde o hasta 00.

El minimo de F (s), que es igual á 0,8856032 corresponde á 
z = 1,4616321.

La igualdad F (ír) = F r(«)s=oe 

para .r infinitamente próxima á cero; y también observaremos 
que de la fórmula F(¿r~j- 1) = 3 r(3) resulta la siguiente

í'í^+Z) = (^+/ — i)(2r+/— 2)...............«r(4 

deduciéndose que la integral euleriana de segunda especie es 
infinita ai mismo tiempo que el argumento.

104. Funciones de Prym. Hagamos

V (z) [ x=^-íe-^¿¿:^ = P(3) + Q (3),

designando w una función cualquiera positiva. La integral Q(r) 
define una función analítica de ^ en toda la extensión del 
plano, cualquiera que sea el valor real ó imaginario de z, pues 
hemos visto que la circunstancia del límite cero de la integral 
/0 obligaba á suponer que z fuese positiva. La fun- 

oión Q^z) es pues finita, continua y uniforme en todo el plano, 
es decir, una función holomorfa. La función P^^j está dada por 
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la integral ( ®í4r tan solo en la mitad del plano, á la 

derecha de 0>\ Pero, sustituyendo por su desarrollo en 

serie convergente, i —y 4- se obtiene la si

guiente expresión:

P(^)= —— —- + — - ^^ _.......... 
xr + I ' I.2^-)-2

Z xr-bl I . 2 [Z -|- 2) 1

Además esta serie obtenida por medio de la integral

.'0

en la que debe suponerse positiva la parte real de z, es conver
gente para todo valor real ó imaginario de xr, por lo que define 
una función analítica uniforme.

Designándola por P(xr), tenemos la fórmula

r (^) = p(^) 4- Q (;.),

que nos da la expresión general de la función euleriana obtenida 
por Herr Prym. Se observará que P(2) representa la parte frac
cionaria ó meromorfa de r(íf), que pone en evidencia los polos 
5 = 0, ~ I, —2,.......... Se ve además que los numeradores 
de las fracciones parciales se reducen á constantes. La parte 
meromorfa y la parte entera de ?(«) se reducen á

P f2) = ------------ ------- 1--------------------_ 4.----- .
Z ^ 4- 1 I . 2 (á- 4“ 2) ' ~ I . 2 ... (^-j-«)

y 0(2)= f x^~^e~^d.v.

Podremos obtener las funciones de Prym determinando la for- 
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ma de las funciones F(^) que satisfacen á la relación funcional

r(5+ I) — ^ F (¿r) = A, (i)

en la que A expresa una constante, y Jales, que sea igual á una 
contante B, para « = oo , el limite de la expresión

I F(£f +72)

72® 1.272

Si suponemos que esté satisfecha la relación funcional, ten
dremos

F (^) = - F (a + i) A -,

F (x; + 72) = —F Ç2 + 72 -I- i) — A —-— ;
^ + 2/ ^ + 72’

y si se suman estas igualdades, multiplicadas respectivamente 
por las razones

i I 1
l’ 2’ a(£ + i)’ ’ 2(¿r+ i)(^ -1-72— 1)’ 

tendremos

+ xf(K+l) .a(a + i)(¿f + 72)_

pei'O

F(^4-72 + i) _ 2 Aj^l^w) F> + «) 
^(^+ 1).............. (.S + 72 ) 72 72" . I . 2.............. (72 — 1) ^^ ’-■^'’ 
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y siendo B r(>) el limite de esta expresión, si se representa por 
S(^) el límite de la serie convergente

2 ^(2+ l) * z{z 4- i) (¿r 4- 2) 

se tiene ?’(s) = Br(«) — A S (s).
Esta es la forma general de las funciones V (s), de las que la 

función gamma es la más sencilla, la cual corresponde al caso 
de ser A = o y B = i.

Si ahora, en la relación funcional

F (a 4- i) = A+sF(s) 

se sustituye sucesivamente por ¿j — i, z—2, ,z — m, 
se deducirá

F(£!) = A 4- (¿r — i) F(^ — i),

F (^ — i) = A 4-(xf — 2) F (s — 2),

F (a — «z 4- i) = A 4- (-^ — wz) F (2 — 7«).

Multiplicando estas igualdades respectivamente por los pro
ductos i, I, (2—i) (xr — 2)......... , se obtiene

F(^) = A|'i4-(^ —1)+(2 - i)(k -2)4-...4-(x: —i)...(xr —z»4-i)

4“ (^ — 1} {z— 2)........ {z — m) F (x? — ?«)], 

de donde, para z = jn 4- i» siendo m entero positivo,

F (m 4- i) = A [i . 2..........m 4- 2 . 3............m 4-

4-(w— i) ni 4- m 4“ hl + 1-2wz(B — Aí).

La serie S(xr) es el producto de dos series. En efecto, qui
tando denominadores en 
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y haciendo después z igual á o, — i, —2,..........   se obtiene

i ii II 
“ «!’ ' i (w — 1) ! ’ ^' «!(« —2)!’ 

luego

i ii III 

z{ei) .. . . (e-^n) n\ s (n— i)!i^-j-i

(n — 2)! 2 ! z + 2 "^ ^ ^^ Klf^ + zz) 

que es el término general del producto de

' I ' I.2 '

III II

Z. 1 Z-]- 1 2\Z-\-2'

Se designa por Pf^) la suma de esta última y por Q(0) la di
ferencia entre ?(«) y r(«), de modo que

P(2) = |S(S). Q(s) = 1'(2)-P(s):

las funciones ?(») y Q(2) son las fiineiones de Prj^m (*).
La función r(«) se presenta como la suma de las funciones 

P(«) y Ô(«)« reduciendose la expresión general de las funciones 
F(») á

F(») = (B - Ai) P(fit) + BQ (g).

La función F (s) se reduce á la una ó á la otra de las funcio
nes de Prym, según que se elije por constantes arbitrarias A y B 
los números

1 i
A,—-, B, = o ó Aj = - , Bj = i.

l*) Jour, für die reine und angeio. Mahi. l. LXXXll. Godefroy. La fonction gamma.
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La descomposición de la función gamma en funciones de 
Prym constituye una aplicación del teorema de Mittag-Leffler, 
pues no admitiendo como puntos singulares más que los polos 
simples z = o, z = — i, z = — 2,..........y el punto singular 
2!=oo, se ve que la serie

III ii ii
P(21 = - -------------;------ ¡-----------------4. . .. J. (----  l)«------------- 1

Z I«-f-I I.2«-|-2~ +

es uniformemente convergente para todo valor de z distinto de 
cero ó de un entero negativo; porque si r es un entero positivo 
tan grande como se quiera, la desigualdad

! « — r

se verifica para todo valor de z correspondiente al interior del 
círculo de radio r, que no es igual á cero ni á un entero negativo. 
Así, la serie precedente representa la parte meromorfa de r(2), 
mientras que la diferencia

Q(^)-r(^) -P(^) 

es holomorfa en todo el plano (*).
105. Representación analItica de Gauss. Consideremos 

la integral definida

/ = — ó / x^dx = —:— ~
Jo ^ Jo Z •}- 1 

siendo z un número positivo. Restando, tendremos 

/ A-®“*(i — .f) dx = —— 7. 
Jo 2(^+0 

Repitamos la misma operación y tendremos 

Jo ^ «(« 4- 1){^ + 2) 

<’) Godefroy. Obra citada, p, 23. 
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y en general, 

[ (l   Í¿.V ~ . 
Jq ^ ^(^+0(« + «)

Sustituyamos A- por — en la integral, y tendremos sucesivamente

fórmula obtenida por Euler y hallada también por Gauss, que 
constituyen una definición de la función gamma, y ofrece la 
ventaja de presentar una significación determinada, cualquiera 
que sea el valor positivo, negativo, real ó imaginario de z.

106. Consecuencias de la representación de Gauss.
Tomando la última expresión bajo la forma

la expresión de la derivada respecto á z será

D2 log r (5:) = log — - — —............Í—
3 3 + I S -j-«

y derivando una vez más, resulta

en la que el segundo miembro es una serie absolutamente con
vergente, para cualquier valor real ó imaginario de z. Podemos 
pues integrar entre 0 y i y escribir

i'(4 — Diogp(s)------- c + (i --) + (A
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D log r(«) se presenta bajo la forma de una serie absolutamente, 
porque su termino general es

I I Z — I
n z-\-n— l « (;2 + — i)‘

De la fórmula (1) resulta que la constante C de Euler se 
presenta bajo la forma C = — 1'' (1). Y por ser

f'(») = í log x ,

resulta Q = - log x . e-^dx.

Para obtenerla bajo otra forma más cómoda, hagamos z = 1 
y tendremos

- l’-(i) = C=lim(i+i +............+~-log«j.

Cambiando s en 4- 1 en (1), resulta 

Diogr(2-hi) = —c + (1 —

\2 »4-2/'^...................\«

Integremos entre 0 y «, y resultará

’®g ¡V'^ = C, + Cs 4- [log (3 + 1) — sj 4- 

+ 10g(3+ 0 — “1 =Cs-[-[10g(3 + 1)—Sj+
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Las derivadas sucesivas son 

I íZ"'lOg l I 
7 dz^ 7 

i </^iogr(«) _ i 
1.2 ds^ 2^''

i í/Mogr(s) i
1.2.3 dz'^ «^ "^

Considerando la fórmula 

d log -
D'««‘’(- + D =

(«+ I)’ (2+ 2P +

II 
(7+77 67+1?

é integrando entre los límites o y .i', se tiene

log F fs + 1) = — Cs + fí! — log (« + I)]

ó su inversa, cambiando los signos de los exponentes.

La función ■pr^^-qT^ es pues monódroma y monógena en 

toda la extensión del plano y el punto en el infinito es un punto

esencial. Se obtiene el desarrollo de
i

según las po

tencias de z observando que
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107. Fórmula de Euler. Euler estableció la siguiente 
fórmula

-4+4-^) = (2ít) n 2 r(«5:). (1)

Para demostraría, observaremos que el 
el límite de

primer miembro es

n 
n— I'> z

para / = 00 . Además el producto

? C/^» f^^) se reduce á «-”® r(«2)
^ln^np + 1 

para / = co ; y el cociente de los dos productos.--------- ^^^ es

(«/)!/ ? 
independiente de z. Debemos pues hallar el límite de esta frac
ción para p infinito, ó calcular dicho cociente para un valor^^ar- 
ticular de «. Hagamos z = 1, y calculemos

r{i)r(i+i)r(i + -—í)

« - “ r («)

El valor del denominador es n~ ”■ (n — 1)!. El numerador 
equivale en virtud de r(s + 1) = « ri^), á

7. l7iy Z I’p^
« \n/ n \n/

n — i

\ n /«
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Pero en virtud de IV (pág. 302).

Y multiplicando estas igualdades, en virtud de la fórmula 
que da el producto de senos, será

Por último, se tendrá

= (2w) «^,Q =

que demuestra la fórmula de Euler. 
Esta fórmula permite calcular la integral

I = [ * log P(4r) d.v.

En efecto; se tiene por definición sen fík= 1.

I = Íim[Á log I7z-j-^ log r(2/z)-j-..... 4-^ log V/w^)]

=•lim ---------------- :--------------------------------

ZZ — I I
----- 2------ ’®g -^ — 3 ’0g « ' 1 

= lim— log 
ft ' 2

log P(,r) d.v = log 1/21:.
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Se demuestra de una manera análoga la fóimula de Raabe

/^ log i\,r) dx = alogfiz — 1) + log ^2k, 

108. Consecuencias. Podemos llegar también á obtener 
la fórmula (i) y á otras propiedades que constituyen la base de 
la teoría de las funciones eulerianas de segunda especie, según 
Hermite, considerando la expresión

F (« + I) — F(2) = — 4.

Podemos escribir además .

n = w T
F(s) +FCi -s) = S 

n= —ce Çz ~r w)

lo que manifiesta que el segundo miembro es una función pe
riódica, cuyo período es 1. Pero diferenciando la igualdad

- COt —------ h Ï { - 4.------------- ] 
s \u z — nj 

en la que « adquiere todos los valores positivos y negativos, ex
cepto el cero, resulta

~Y=V _
Vsen^7:7 +

senz^/

Consideremos, en fin, la suma

F' («) + K f« + -) + 

\ ^/

Tendremos

/ n+ F ( « H-------
\ «
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W___ !___= VV__ í___  
v + « + J 

variando ^ desde o hasta n — i y adquiriendo '' todos los valo
res desde —- co hasta -j- oo .

Pero la expresión -è 4- «v da: Para ^ = o, todos los múlti
plos de «; para ^ = i, todos estos múltiplos aumentados en i: 
para /é == 2, todos estos múltiplos aumentados en 2, y así su
cesivamente hasta « — i. Luego + n'j puede tomar un valor 
entero cualquiera y una vez solamente. Se puede pues escribir

de la que se concluye la relación

Tales son las propiedades fundamentales de P'(«). De estas 
podemos deducir las propiedades correspondientes de Í'(«).

En primer lugar, consideremos nuevamente la ecuación

F (z + i) - F (s) = -, .

Integremos dos veces, y resulta

log r(-5 4- O — logs 4- log P (s) 4- Cs 4- C'

siendo C y C' constantes. Pero se tiene para cualquier valor 
entero de z, r(s 4- C — sF(s). C y C' son por consiguiente, 
nulas y se concluye para cualquier valor de z

r(s + i) = s r(«).
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Además, considerando la igualdad

' \sen^7t/

é integrando dos veces y pasando de los logaritmos á los nú
meros, obtendremos

Píxr) r(i — ¿r) = —+ 
sen

El primer miembro de esta igualdad es una función par de z,

lo mismo sucede á--------- ; luego ^c^+c' debe ser también fun- 
sen^Tí

ción par: luego C = o. Hagamos ahora « = o; el primer miem-

bro se reduce a i asi como--------- ; luego- resulta — i, es 
sen

decir, C\= o. Así, la segunda derivada de la función r(xr) se 
expresa por la fórmula

r(^) r(i - 
sens’::

La función ^^ es holomorfa en todo el plano, pues siendo

i r (s) sen sz
_ . ._r(l — s) ír ’

si sustituimos r(s) por P(s) 4- Q(s) en el segundo miembro, el 
producto P(s) sen z^^ no tendrá ya polos y siendo Q(s) -holo

morfa, lo' mismo sucede á ---------r. 
r(i— 

109.----Sea

N = r - r -— ó N = r--------- ...r - . 
\fi/ \n/ \n/ \ n / \n/ 

Multiplicando y aplicando la fórmula precedente, resulta 

=--------------- -----------— . 
TC 271------------------(n ---  1)71 

sen — sen—sen ----------- — 
n n-------------------------n 
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Pero- según hemos visto (pág. 303), el denominador es igual á

------luego 2« —1 ®

N = rí—ir -1i------------- =(271:) 2
\nl \nJ \n /

Consideremos ahora la igualdad

Ï F ¿r -j- - = «- F(«s’),

Q integremos dos veces; se obtendrá la relación

iogri2 H—1 = log r(«2) c', 
o \ftj

en la que determinaremos primero la constante C', Para ello, 
escribamos, restando log s de los dos miembros,

Ù2 logr (if + —1= log P . , -j- c^r + C', 
1 \ n/ 1 (s)

y sea 2 = 0; el primer miembro se reduce á

n—1 /y^X Í »—< 11
£ log 1’1-1= logN = log [(311) n ^|. 

1

Para obtener enseguida el valor de 

que se tiene

TM
observaremos

r(«a) uz V^tiz) ['(nz 4- 0 
r(s) «2r(¿r) «r(a4'i)’

, r(K^) i 
de modo que para z = o, .. es igual á — ; luego 1(a) n

B—1 1 »-l£
C' = lOg >Í -|~ 10g[(2it 2 ^ aj = log[(27r) 2 ^2J.
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Para calcular C, cambiaremos ^ en « 4- i en

"s'iogr(« + -) = log rM + c^ 4- c';

y restaremos la nueva ecuación de la anterior. Empleando la re
lación r(^ + i) = z r(4, se obtiene para el primer miembro la 

cantidad y; Iogí¿r4-—1. El segundo se obtiene sustituyendo z 

por m en la igualdad

r(s + «) ='^ (■s + I)..........(.^ + K — i) r(2);

y llegamos á la condición:

• 0^^ 4- w - 2)] + c,

de donde resulta C = — n log n. Luego

s log r\s 4- -j = log r(M4 — ^fi log « 4- log ((2-) » K^j, 

y pasando de los logaritmos á los números

^(^ + “j■ i’= (2^) 2 n^ ^”r(«2).

Se observará que el cociente de r(«5r) por el producto 

r(^)r(, + i)r(í4--—-1

es holomorfo: para s— ~ ^ '^ relación de r(«¿r) á r(^ 4--j

es la cantidad finita:-----------------------------
« 1.2K

110. Cálculo de logr. La derivada
/• 00

P' (a) = / ,r“~’^“®log .rí/,-r

'^® ^X^) puede descomponerse en otras dos cuyos límites res
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pectivos sean o y i, i é ce, pudiéndose sustituir en cada una 
log .r por su expresión en integral definida,

Z-  —XZ 
logx= /------------------dz,

invertiremos el orden de las integraciones, y reuniremos nueva
mente las dos integrales. Tendremos pues,

T ds rV (a) = j —J — e~^^)dx.
Pero se tiene que

Jo 

y además, haciendo .r(i + z) ■=}>,

luego r-(.) = r(a)y^ .

Dividamos por !'(«) é integremos desde i hasta a. En el pri
mer miembro tendremos log r(a), porque log r(i) = log(i) = o.

En el segundo miembro podremos invertir el orden de las 
integraciones, porque si descomponemos el campo de la inte
gración relativo á ^ en dos partes, la una desde o hasta i y la 
otra desde i hasta 00 , la inversión en la primera podrá hacerse 
sin dificultad y en la segunda, si es finita la integral

f^ f* dsda
/ / mod--------
JiJi

Pero esta integral tiene sus elementos inferiores á los de

1) ^“^ + log ^-
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Así pues, efectuando la integración con relación á a, ten
dremos

10g'(l+^)

Haciendo a = 2, resultará, observando que

dz
o L iog(i +4

Multiplicando por (a — 1), y restando de la fórmula ante
rior resulta

10g r(«) = /
'0

(^ — I)(I + ^)-2

(1 + xr)~^ — (1 + '^)““1 ^^
Z iog(i 4-^)’

y, haciendo log (1 -(- ^) •-= .r, de donde z = e^^ — 1,

log r(a) = / (a — i)^-^--------------- —
JoL ‘

i/,r

Desarrollando el lactoi' ^-- ---- en serie según las poten- 

cias crecientes de .v, tendremos por primeros términos —(- — ; 

y reuniendo estos términos ^—p — ^ ^—ax ¿ ¡Qg independientes 

de esta exponencial, resultará

log 1'0) = K0) -|- ‘00), 

haciendo, por brevedad,
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La integral F (a) puede calcularse exactamente, pues se 
tiene que

/i\ / \ / \F (a) — FÍ — ) = / (a----- -f- f— + -)
x2/ Jo [\ 2/ \.r ‘ 2/

Se tiene además que

= log I

Además,

y cambiando ,r en 2,r,

y restando

Restando esta fórmula de la (i), resulta

luego

u)( ~) = — / 1-------------5------------------------------1 ---- --------------los 2;
\2/ 2/0 \ 4^2 x/ 2 2^

En cuanto á la segunda integral, tiende hacia cero cuando 
aumenta a. Se puede pues, desarrollar en serie.
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Desarrollemos e-^^ según las potencias de -r. Tendremos

i i i 1 i + i 
i — e~^ x 2 21 — e~^ . 4r 

= — = — COt— . 
2-5. X 2 2 X 

J îi = œ 2S 
Pero - coc L , e n = l ^^ — ^\ 

i ¿X 
y multiplicando por — después de hacer s — — , 

271 271 

i ¿X l » x 
- cot  = 2 Ï , 
2 2 A" 1 x- + 

/ï i i\i ® I 
luego: 1— ) — = 2Ù2  5-5

“ 2 - (77^^ 4^-^2)_ 

Además 

9 V    V     
1 (4aM)P 2i^í’”^7r2/’ 1 a^P 1.22/

y ^7 (4«^Tï’‘)’"(-r’‘ -1- 4a®7:^)

1.2(2;« -f- 2)’

hallándose 6 comprendido entre o y i: luego

I — e-‘^ 4r 2/ X 1.2 1.2. 3.4'
n

' -^ 1.2(2W -j- 2)
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de la que se deducirá oÍ(tf), multiplicando por e—^^^ é integrando 
entre o é oo . Pero, se tiene

r(2/ + i)
a^P + i

1.2...............2/

/ /12 2W
Jo Jo 1^2«+1

hallándose 61 entre o y i: luego

(2ZZZ — l)2m fl^w-l (2ZZZ + l)(2W + 2) «2’«+! '

La serie obtenida para el valor de co{æ) sería divergente, si 
se prolongase al infinito. Sin embargo, los primeros términos 
decrecen rápidamente por poco grande que sea n, y la expresión 
del resto manifiesta que el error es menor que el primer término 
despreciado. Deteniéndonos en el momento en que los términos 
comienzan á crecer de nuevo, se tendrá pues, un valor de w(¿i) 
cuyo grado de exactitud será fácil de apreciar y, en general, su
ficiente.

Si a tiende al infinito, ^(¿2) tenderá hacia cero y podrá des
preciarse. Se tendrá pues, en el límite

log 1' ('í:) = 1' (ff)

y por ser r(a + 1) = a r(a), será

log r (¡2 -p 1) = E (a) + loga

= log a — íz -¡log 27:.

111. Producto de dos funciones F. Se tiene, cambiando 
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4r en x^, y en y^

== / / ¿¡^x'^P~'-y^^~^e 'dxdy, '

y, haciendo x = p eos o sen

/ 4 cos¡^7’~i o sen2?~ 1 ï,o2î>+27 —i ¿sd-^

= [2 cos^P~''-sen^'í~''-dz 
Jo ‘ Jo'

= B(A ?) 1 , 

haciendo, por brevedad,

3 = 2 cos^P”’ sen^í-i »

Sea, en particular, /’ = ?= —. Tendremos

TC 
B(/,?)= f^2d-^~Tt, r(/.-|-^)=l; 

luego 1'1-1=77.

Si hacemos q resultará

1 (i) sen />r.

112. Integrales eulerianas de primera especie. La inte
gral B (/, ÿ) se llama integral euleriana de primera especie, que 
puede escribirse bajo la forma

B(A?)= / — x^-^dx (i) 
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haciendo eos® ® « ;r de donde — 2 sen eos * </» = ¿a- 
y haciendo

_;^ i í/}' 
=  de donde i — A- = , dx = 7  

i i •+•/ (i 

resultará B (/. j)(T+^Fh ’ 

Si en (i) hacemos a' = —, tendremos 
a

ç^ uP-^ (a — 7z/^“' du ['(p) V^g)

a- r(/ 4- í)'

p+,-i £(^£(^
a — u}^ ^ dií

Jo

113. Integral múltiple.

r (/ + y) ■

Sea la integral múltiple

= a

I = ^ s^ ^dxdyds,

tomada en el sistema de valores de las variables que satisfacen 
á la desigualdad

«

Hagamos .r = ax^, y = èy^

q = m^i, r = nr^.? = Z/i, 

La integral se reducirá á

^-■l^l ^1 ^-^1’

y deberá extenderse á todos los sistemas de valores positivos de 
las variables que satisfacen á la relación

MCD 2022-L5



FUNCIONES EULERIANAS 331

Hagamos

X = X1 +;J/| + ^1=5, V =>^ 4- ^, = í-í], Z = 31 = í-ziC

Resulta

= 5(1 - 71), 7, = h (I — 0> -21 = 57|C

10 0

dX d\ dZ = dx^ dy^ dz^ = d^dr, d^ = $’ri d' dr^ dZ,

variando ?, t„ Ç entre o y 1. Tendremos

Esta integral será el producto de las tres 

/ 7(0 ¿t 

. o

Tendremos pues

1 _£££ iwr>)rw P di

y la integral múltiple habrá quedado reducida á una integral 
simple.
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A/>¿¿cac¿Ó!í. Busquemos el momento de inercia de un elip
soide

-r’ y’^ s^
? + ¥ +

homogéneo y de densidad i, con relación al eje de las e. Ten
dremos que calcular la integral

ilj Çr^ +7 ’̂^) (^-^ ^y ^^^

cuya octava parte obtendremos, limitándonos á los valores po
sitivos de las coordenadas. El primer término de la integral se 
obtiene haciendo

¿ s= m = n = 2, p = 2» q = r = i, f = 1.

El valor buscado será

Calculando el segundo término, sumando y multiplicando 
por 8, resultara

114. Fórmula de Stirling. Sea la fórmula

log (n + i i - log n —----------- i -F-----------------
2^ + 1 L 12« in + l)_ 

que se deduce de

log/ — logÿ = log ti +x) — logd - .r)

— ? / 1 + •'T haciendo 4;=  0 — = ; f
/ + ^ q l—X
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y será;

log? - log ^ = 2

Si tomamos los k primeros términos, el error será menor que

Podremos pues hacer

log? — logÿ = 2 y -1-

hallándose 0 comprendido entre o y i.
Si ? = N + ¿, ^ « N, ^— i, será

2/1/ 6^’ \
Z,N + ^)-/N = _^^ _,r + .,n(n +7)- '”

Esta fórmula (i) puede escribirse bajo la forma 

í5;r¿—) = -* +(« + -^)|iog(»+ i)-iog«]

que se reduce á

^’■^ = log?W-logí(« + i), ■

1.2«
SI se hace ^ («) =---------------- — , (2)

resultando que log 'p(«) > log f (« + 1) 

y ‘'’8?w-7^<'ogf(» + «)—í7^inn)= 

MCD 2022-L5



334 LIBRO 2?—CAPÍTULO III

de manera que de las dos funciones ^ («) y y(«)^ ’2” la pri
mera es creciente y la segunda decreciente. Si pues / es un en
tero positivo cualquiera, se tiene que

?(«) >?(«+/), a(»)¿ ^^” <?(« -{-?)^ i2(»+-p) 

desigualdades que pueden sustituírse por Ia igualdad

? (^^ “H P) ^12»(n + l) ’ (3)

hallándose Gp comprendido entj-e o y i.
De esta fórmula se deduce fácilmente la fórmula de Stirling, 

por la evaluación aproximada del producto 1.2.3...........«> 
cuando zz es muy grande.

En efecto, la relación (3) aplicada al caso en que « = y», 

hace ver inmediatamente que el límite de es la unidad, 

cuando / crece indefinidamente. Se tiene pues, para / = 00 ,

limt(^) = Um-^^^, (5)

Ó según (2), 

r Z' ,. 17 2244 2¿> — 2 2fi 
r 1335 —i

y en virtud del teorema de Wallis,

Hm ? (/) = y2K. (5)

Si pues, en la fórmula (3) se deja fijo á «, haciendo crecer á 
/ indefinidamente, se obtiene

-= = ?’“ ó 1.2..........« = ^TIW «”^-«t-^^” (6)
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Ó sea la fórmula de Stirling que da los dos limites

/2K« n^ ^“” y y^2«« «" ^^2” 

entre los que se halla comprendido el producto 1.2.3 ••••«• 
Tomando los logaritmos puede escribirse

iogr(« + i) = (« + -íiog« — « + -log. (7)

El término complementario, dado por Euler, es

B, i Bj i, 
= 1.2 »

115. Relación entre la función gamma y la serie hiper-
GEOMÉTRicA. La relación

Y[(ï —1) — (2Y - a — ? —iH F +(Y — a) (y - p)-rF(Y+i)

— Y(Y” ^)(^ ~ -'^) ^ (y — ï) = O’

que existe entre la función F y Ias dos funciones contiguas 
F (y -f- 1) y F (y — 1), se reduce para .r = 1 á

F («, P. y, i) _ (Y — «)(Y — ft .
.F(«,p,y+i. i) y(y —» — P) ’

igualmente

F (a, P, y + b I) (y — g + i)(y — P + 1)
. F(a,p,y+2,I) (y+ I)(Y- * —P+ 0 ’

Ffa. P> y + « — I, I) _ (y — a 4- « — 1) (y — 3 4- « — l)
F (a, p, y 4- «, 1) (y + « — 1) (Y — “^—p 4-«— I) 

de donde

J2^>^: i£_ _ (Y— g) (y —^-+ I).......(Y - « + «— 0
F(«»P, y + », I) “ yCy+O(Y + «— 0
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(y _ a — ¡3) (ÿ— a— P + i)(^ - a —P + « — i)

= ~ P 
fy — a + (y — 3 + — a) II (y — P) ' ’

Cuando « aumenta indefinidamente, F (a, p, y -j- «, i) tiene 
por limite la unidad, resulta 

F («. P. ' 

r(Y-«)r(Y-p)-

Los pai-ámetros a, ¡3, y supuestos reales, deben verificar á la 
desigualdad a + íi — y0-

Esta relación sirve para establecer las principales propieda
des de la función gamma, constituyendo el método de .Gauss. 
Así se tiene que 

\2 3/ \2 2/ 

ú^ín^—2^1 
0, E I = ii i 

\2 2 2 I 1. 2~ 1.2. 3.4 

«’'(«” — 2") («’   4^) 
1.2. 3.4.5.6 "^’ 

serie que se obtiene haciendo .r = — en el desarrollo de eos «;r 

en función de sen ■

. n'i/r — 2} 
I ~  sen- .r +  sen« x 

1.2 1.2.3.4 

//■■^(W- - 2^)(«- — 4®) 
. — z  sen*’J:r ; 

1.2 .3.4.5.6 

luego r  r - + - =  
\2 2/ \2 2/ «z ’ 

cos — 
2
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Ó, sustituyendo n por 2.r, 

r(- — x) rf—p ,
\2 / \2 / COS

y, sustituyendo .r á — — se 
2 tiene r(.r) r(i — .r) = —----- 

sen
Así la teoría de la función T se deduce de la de la serie hi-

pergeométrica.
116. Discusión de la curva j/ = r(.r). Para ,i'= o

— i, —2.............r{.i-) es infinita. Para .r= i, 2, 3, .... r(4r)
es igual á 1,2, 1.2, 1.2.3,.... 
se tiene

a? log rçv -p i) _ 
í/.r

Anulándose el primer miembro de esta ecuación, se tendrá 
una ecuación transcendente para calcular los máximos y los mí
nimos de la función r (.r H- 1). Esta ecuación será

~ H- i 2(.r + 2) “^ 3(^-1-3)"*’

Existe evidentemente un máximo entre oy -p 00, porque 
para .v = 0 como para .r = 00 , P (,r) es infinita. Además no 
u • ¿2 log r (.a?) 
nay mas que uno; porque    es siempre positivo; y 

puesto que para 4; = 1 y ;ir = 2, adquiere r(.r) valores iguales 
á uno, el mínimo de r(.r) se halla comprendido entre 1 y 2 para 
valores iguales á 1. Se obtiene para este mínimo

.r = 1,4616321. r (.r) — 0.8856032
La ecuación r(.r -p 1) = ,r r(jr) conduce á la construcción 

de la curva y = r(,r) para valores negativos de ,r, curva que 
próximamente tiene la forma indicada en la figura, puesto que 
las distancias relativas de las diversas ramas al eje de las 4.' no 
pueden conservarse.

22
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GAPÍTUBO lY

Funciones sinécticas de muchas variables

Preliminares. Un conjunto de muchas variables indepen
dientes ^,, ^2,...........  Sn constituye un/funfo [EmeSteEe, Weier- 
strass]. Si suponemos que -s,, ^2,   ^n se mueven en el 
interior de contornos cerrados simples C,, C2,   C», dire
mos que los interiores de estos contornos forman el dominio del 
punto Ki, ^2, .......... ,.. 2n (Em^eiun^). Sea el dominio del punto 
^,, £2,......... , ^„; la función /(¿r,, Zi, , z^} se llamará si
néctica en el dominio D, si lo es respecto á cada variable, con
siderándose las otras como constantes.

117. Funciones desarrollables en seríes enteras. Si 
Pp, Pi, , P„,........... expresan polinomios enteros y homo
géneos en ¿r,, 2i, .,., Zn respectivamente de grados o, 1, 2, ...., 
llamaremos serie entera á una serie de la forma

expresando Ay,, y^, ... un coeficiente independiente de z^,z.¿,

Teorema I. Su/>onie'ndose ^ne ias variables z,, z^, ...., Zn
iiaiian contenidas en circnios C,, C.¿, ........ Cn, cuyos radios son 
r,, 1'2,....... , fn, y descritos desde ei origen como cetitro; si ios mo- 
duios de ios términos de ia serie

son Jinitos cuando mod z^ = ri, mod .23 = ^á>..........   ^^ ^^^^^
convergente en ei dominio Ci, C-i..............  C,j.
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En efecto, la serie

en la cual se supone 

Pi<r,, p,<rj. . y > o, p2 > o,

es convergente; lo que se puede ver de varias maneras, y en 
particular observando que la suma de los / primeros grupos ho
mogéneos de la serie (2) es igual al producto

que tiende hacia un límite finito para /» = 00.
Sea Æ^], ^^,..........el módulo de A^^, ^ ,............., siendo finitos

por hipótesis los números 41^ , y .............../' /^. . . .. La serie

(3)

será convergente, y por tanto la serie (1), cuyos módulos son 
los diversos términos de (3), será convergente.

Teorema II. Cuando una función f(z,, Zj..... z„) es si
néctica en un dominio D compuesto de círculos C,. Cg, ...— Cn 
descritos desde el orinen como centro con radios R,, R^,........, R„, 
será desarrotlaéle en este dominio en serie entera.

En efecto, consideremos los puntos .r,, x^,... .  .r„ conte
nidos en el dominio D, la función de t

será sinéctica con relación á / en un círculo descrito desde el ori
gen como centro con un radio un poco superior á 1, y se tendrá 

? (^) = ? (0) -+ l'^ (0) + + T*(O) +
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y por ser ^«{o) = — .r, +4. — , 

en lacual hay que hacer -r, = o, .r.¿ = o,en las deri
vadas, resulta el desarrollo de (í)

? (^) — ? (0) +...........+ ^ (~ ^1 + ~ -^2 +..........1 +.

que verificándose para i = 1, da

=/(o. 0,

Corolario I. 5/ una función f(Zp Zp. Zn) es sinóctica 
en un dominio D com/>ues¿o de cíj'cuios C,, Cj,descritos 
airededor de iosjuntos a^ a,,....... como eejítros, es desarroiiaóie 
Cfi dicho dominio, en serie de ia Jorma

Esta condición, suficiente para que el desarrollo sea posible, 
no es necesaria.

Corolario II. Los coeficientes dei desarroHo de í(2^, 2.2........)
puedeíi Lonerse hajo ia forma de inte^aies definidas.

En efecto, se tiene

I ¡¡f(^,,^-í}dz,dz., 
(^^^YjJ {^^ — ^,)'(«4 — ^d

__  í C fí.2i...,^n}d2^...........d2n 
(2-^f)^ Jj(^, —-rj 

habiéndose tomado las integrales á lo largo de los círculos'
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Cf, Cg,...........  C„ que forman el dominio D y que se hallan des
critos desde los puntos ,4^8,..........  como centros con ra
dios R, ,R,,.......... , R„; luego 

a»+P+-/

‘2^0 JJ{g,~xy+'(z, -.r.)P + > a!p!....7-

En particular, cuando «r, — ^r^...........= o, se tiene

2ÍÍ?Í2Z=: J_ Íf /(^n g.'.......) 

5x“óx/ ^^dJ "”«,“+»«8?+’«!3!■

Si se hace s, = R, ?®«, s^ = Rá^*®‘, .......... se obtiene

Teorema IV. Dos series eníeras

qtie son ig-naies en un dominio de dimensiones Jiniías, ¿ienen ei 
mismo dominio de convergencia y re/tresenían dos funciones igua- 
ies en este dominio. Además, se tiene

Teorema V. Una función no fuede /permanecer sinéctica en 
toda ia extension dei fiano; cji otros términos, una función i/ue 
permanece monódroma, monógena, finita y continua para todos 
ios vaiores finitos de sus variaiiies, se Pace necesariamente if^nita 
para vaiores itfinitos de sus variaóies.
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En efecto, si la función /(z,,Sj,...., s„) fuese sinéctica 
en el infinito, lo sería también la función f{z^,ai......, «„) 
obtenida atribuj^endo á 2:.,...........  z„..valores a.,, any lo 
que exige que /(«1, ¿x,,.......... ,. an) sea una constante, es decir,

independiente de s,; luego será — = 0, cualesquiera que sean 

^11^^27.......... ,a„, ós,,^j,,.......... ., «„, luego será/independiente 
de «í,. Se verá de igual modo que es independiente de las 
demás variables, es decir, que es constante.

118. Teorema de Weierstrass. Ófzx f(z,, z^,...   z„) 
una función sweciiea en e¿ ¿nícrior de un dominio D que coníiene 
ei funío

z^ = z¿ =............= z„ = o,

y nu/a en esie funío. Si ¿a función f(z,,OiO,......... . 0) oè/enida 
iiacieiído z^ = Zg —.........= Zn = o en f(z,, z,,........... , z„) no 
es nuia cuaigzuei'a í/ue sea z,, e.risíirá un dominio D' conienido 
D en ¿ai, t/ue se- ¿en¿;a fara ios fun¿os in¿eriúfes á es¿e dominio

f=pí,

expresando P tin poiinomio en¿ero en z, con coef denies sine'ciieos 
^fi Zj,......... . Zn >' ÿ una función sinéctica en ei dominio D' que 
no se anuia en ei dominio D.

Hagamos, en efecto. f = f{z^, .... 2^), f„=f{g^, 0, ..., o),

/.=/0— /• . (1)

La función f tiene un número limitado de ceros en el do
minio D, porque es sinéctica y no es idénticámente nula; se 
puede pues, suponer que no tiene más ceros que o en un 
círculo de radio p, descrito desde* el origen como centro. La 
función /,, en virtud de (1) es nula para 2.¿ — o,......., 2n = 0y 
cualquiera que sea ¿r,. Se puede pues suponer que hallándose 
^9> • •. • ^n en el interior de un círculo de radio p y .S| exterior 
á un círculo de radio pg p. se tenga

mod/ < mod/.
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En este dominio se tiene

l0g/= log (f, —/.) == log/, — S ^ (y) ,

y diferenciando con relación á

si se supone que f^ sea de la forma

— será de la forma — + ^(^,), expresando ^(-^t) una serie
Jo ^^1 ^1
ordenada según las potencias enteras de 21, es decir, una fun
ción sinéctica en el dominio D'. En cuanto á =^, vemos que será

A
desaiToUable bajo la forma------j- 0, expresando 0 una función

sinéctica así como A; de manera que L — sera desarrollable

en una doble serie ordenada según las potencias enteras de s’, y

de —, con coeficientes sinécticos en ^21 ..........Su derivada

con relación á 2, será una serie de igual forma que no contiene 
i —

— , de modo que la fórmula (2) se pondrá bajo la forma

I sí W æ — v
7 + Í-W + SQ^I + SQ_,2; • (3)

Se ve que------[- SQ_^^j será la parte del desarrollo de 
2

/ "iz según las potencias de — . Esta parte tiene

pues, por coeficientes funciones sinécticas de s^,........, Sn en el 
dominio D'.
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Esto sentado, llamando a,, a¿,.. á los valores de ^| que 
anulan á/0 y cuyo módulo es menor que el de -?„ se puede es
cribir la fórmula (3) así;

expresando Æ,, a^,......... los grados de multiplicidad de los ce

ros «i, a¿, ..¡y si se observa que ^(2^} +-^0y/ es una 

función sinéctica h en el dominio D', y que se puede hacer

se deducirá, integrando la fórmula precedente,

/=

•T, fkdZ
1 ero es una función smectica que se puede llamar «y 

que no se anula en D'; luego en el dominio D', /= P^. Pero P 
es un polinomio'entero en ^,, y sus coeficientes son sinécticos

P' 
en 2^, 2-¿,porque — se desarrolla en una serie cuyos 

coeficientes Q_2, Q_3, son sinécticos, los cuales son 
Ù.a, Sa-, Los coeficientes de P son funciones enteras de 
-’•» -«'. ; 'luego los coeficientes de P son sinécticos.

De este teorema de Weierstrass résulta que, dados los valo
res de 2¿, .... 2,^, el valor de 2^ que debe adjuntarse para anular 

/(^U5.......  ^n) en un dominio de círculos cuyo centro es el 
origen, es raíz de la ecuación P =: 0 con coeficientes sinécticos. 
Esto supone que f{2^, 0,..........   o) no es idénticamente nula, ó 
sea que/(xr,, ¿Tj,..........) contiene por lo menos un término in
dependiente de 2.^,........, 2n, ó un término con una sola variable.
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CAPÍTULO V

Transcendentes engendradas por la integración 

indefinida

§ i? Funciones implícitas

119. Teorema. Sea el s¿síema de v eeuaeiones diferenciales 
sinmltáneas

ÏÏ^'^^’^’"^ = zCx,y,z,.........,t)J

eníre las v fíndones x, y, z, .......   la variable t y sus derivadas
dx dy
-7-, . resuellas con relación á estas derivadas.dt dt

Si se supone que al var'ar x, y-, z,......... .  i alrededor de los 
puntos Xy, yo, Zo,.......... to, las punciones », /, 'i,......  permane
cen sine'cticas con relación á estas variables, las ecuaciones (1) 
admitirán una solución, redudendose al sistema x = x„, v_= v„,

Zyj pCí'f Ct t ---- Íq •
Cada una de las funciones x, y, z,....... permanecerá sinéctica 

eti el Interior de un circulo descrito desde tn como centro con un 
radio R definido por la fórmula

i
R = x [i — e“ (*+««].

expresando À una cantidad menor que el menor de los módñlos de 
x — Xo, y — yo,........ para los cuales ?,x, ...•,, dejarían de 
ser sinécticas alrededor de los puntos Xq, yo»......... » to, >* expre
sando M una cantidad mayor que los módulos máximos de ^,
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/,....... , cuando X, y.......sc mueven en circunfei^encias de j'adio k 
alrededor de sus ceniros x^, y^, ....., t^.

Admitamos que sea cierta la propiedad por demostrar, y cal
culemos las derívadas sucesivas de las funciones .r, y, z,......... .  
para lo que derivaremos las fórmulas (i), y tendremos

d'^x dx í» dv
dfi di ' aj di

d^y 2/
dt^ “ dt+-'

ó, sustituyendo —, -77,..........por sus valores (1),

d^X S^ 3^ dy ¿y ^y
(2)

Se obtendrán igualmente , 

dy
(2) y sustituyendo

dx 
sucesivarnente. Las derivadas 

di ' 

d^y
—r7i derivando las fórmulas dí'^

por sus valores (1), y así

d‘^x
—rr,serán la función tp 
dí^

y sus derivadas totales sucesivas » (/), ct.'(/),...........; lo mismo 
dy d^y 

se representarán por y(t),...................... ; y tendre- 

mos, aplicando la fórmula de Taylor; que suponemos aplicable:

< = *. + (/- /.) j (y + L^üí ^"(,) +

d__ y Y
}>•= y, + (.t- 0 z W + f (Q +

Vamos á demostar que estas fórmulas'son efecilvamenie in- 
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tegrales de (i). Para ello demostraremos desde luego que son 
convergentes. En efecto se sabe que

o -'o

(j rsiz r2Tt ^—(a'+pTj + -.•)»

^^/Jo Jo A“B¡^ 

expresando A, B, C,......... cantidades menores que los radios 
de los mayores círculos, descritos desde .r^,jj/o,....... como cen
tros, que no contienen puntos críticos de la función ». Si en esta 
fórmula se sustituyen, la exponencial por su módulo i, la función 
o por una cantidad M superior al mayor valor que puede tomar 
su módulo en los círculos de radios A, B,..........y A, B,............  
por una cantidad X menor que cada uno de ellos, se tendrá

mod.
a*+P+-y(4r../.................)

ó - (4)

Consideremos ahora las ecuaciones
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De estas ecuaciones resulta £¿x = dy=.. . y por con
siguiente

^ — ^o=y—yo = ^ — ^o =;

d,r M
luego — -------------------------------------------------- -

\ x/v X/

luego .

Integrando desde t = se obtiene

_ , | J—Mlog(i - (6)

y las funciones .r, j/,......... permanecerán sinécticas, mientras 
que esta ecuación y su derivada con respecto á .r no tengan 
ninguna raíz común. Esta derivada es

si se sustituye el valor de .r en (6), resulta:

i + (v + I) M log ^i — “Y^^ = o

Z— Zo = (I — /■('/-! OM) x_

Las ecuaciones (5) dan pues valores de .r, j,...sinécti- 
cos alrededor del punto t= ¿q, que se pueden desarrollar en 
serie en el interior de un círculo descrito alrededor de ¿^ con un 
radio finito R, determinado por la fórmula

Las fórmulas (3) servirán para efectuar los desarrollos de
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sustituían ^, Z’ por

= <1».

i

para i = ¿,

para

solo pueden aumentar, y,

dy 
d¿'

^!........M

^*■034 OÍ^^

# + ^+-4.

o -'o

M________

?(^o), ® (^0))............ '¿(íi)» 'i (^o)l
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; pero’será preciso suponer que ®, /, ... son iguales á

M

4? — AT, 
---------—

Volvamos ahora á las ecuaciones (i). Si con auxilio de 
éstas, se obtienen, como se ha explicado, las fórmulas (3), éstas 
serán convergentes, pues se ha visto que lo eran cuando se

Pero en este caso; i.“ Los módulos f, y. 
solo pueden aumentar, porque se hallan sustituidos por M, que 
es mayor que todos ellos. 2.” Los módulos de sus derivadas solo 
pueden aumentar, porque son menores en virtud de (4) .^ue las 
derivadas de ‘1’, es decir.

En virtud, pues, de las fórmulas (i), (2) y de las que se ob- 
d.v d'X 

tendría derivando todavía .r, -77, -7-7, 

t= í^, es decir, los valores de los módulos de las funciones

puesto que siendo convergentes las series después de la susti
tución, debían serlo antes; si de las fórmulas (3) se sacan los 

dy
valores de ..... para sustituidos en (1), se tendra

dt dt
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Pero desarrollando los segundos miembros, Be tiene

íW -i-------^ ?'W = TÍ^O, Jü.......... .  ^o)

^^“ ^’^ Wo +
1.2 (6)

expresando ^^■^^ , v"^/ .*^® derivadas totales de ^ para 

^~ h^ tomadas considerando .v, y,como funciones de í, 
definidas por las fórmulas (3). Ahora bien,

^   Sf dx 'íi-i dy 3a
d¿ d.r di ?ij> df 3^ ’

y si se hace í= i^, resulta, según las fórmulas (3),

dx dj'
* = XW.

luego ^'1 - 2lL 
dizQ ^fo ¡fo + ■;— 7.0 "1-

El segundo miembro de esta fórmula es precisamente lo que 
hemos llamado ®'(/o)> y así sucesivamente; la fórmula (6) es 
pues idéntica; luego queda demostrado que las fórmulas (1) ad
miten una solución -v¡ y,.........que para f = t^sQ reduce á .Vy, 
>'o’ • • • •, y permanece sinéctica en la proximidad de este puntOi 

siempre que el módulo de t — í^ sea inferior á X[i — e (''+’>“].

§ 2." Existencia de las funciones sinécticas

120. Para demostrar la sinecticidad de las funciones implí
citas, consideremos las ecuaciones

/1 — 0. /2=0, .......... . /„ = o, 

en las cuates/p/j,...........,f,^ expresan funciones de «-f- 1 va
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riables j'i, >»2,............^« y .r. Estas ecuaciones definen n fun
ciones implícitas y^, y^,......... .  yn d® •-'‘^, las cuales son sinécti
cas, porque satisfacen á las ecuaciones diferenciales

Óbien y, = A„g-|-A„g ++A..-g-,

en las cuales A,., A,»,tienen valor bien determinados si ÍI*

(Zn ZaiQ

y son desarrollables según las potencias enteras de -v —■ .ro en 
el interior de un círculo cuyo radio es

R = X(i — e “iS+«)

expresando X el menor de los módulos .r — .fo, j/ —j/„, 
para los que los segundos miembros de (1) dejan de ser_sinéc- 
ticos y M el módulo máximo de dichas funciones, cuando ,r, j/,, 
j8,....se mueven en círculos de radio X cuyos centros son -fo, 
^10’ Ao’ expresando j.^, jK^y,los valores de ^i, ji, 
para .v — Ar„.

Aplicando las conclusiones expuestas acerca de los lazos 
fundamentales á la integración á lo largo de un contorno, pode
mos enunciar el siguiente

Teorema. Qiam/o se traía de ¿Mie^rar /a fancion f(z) dz 
entre tos ¿imites Zg y Z, á ¿o targ'o de un contorno cualquiera, éste 
/>uede reducirse, sin cambiar de valor la integral, á una serie de
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lasos çue envue/víra los puntos críticos, teniendo su entrada en Zj, 
y al camino rectilíneo ZyZ.

§3-° Transcendentes Á que conduce la integración 

de las funciones RACIONALES

121. Uno de los primeros problemas que se presenta al 
principio del cálculo integral, es la integración de las funciones 
lacionales. Para resolverlo, lo natural es descomponer estas fun-

A dones en fracciones simples de la forma Ax*» v ------------- en

las que A, m, n expresan constantes, de las que las dos últimas 
son enteros. Cada una de estas funciones simples puede ser in
tegrada. Sin embargo, cuando n = i, no hallamos en el caso 
de la función

Esta función es la logarítmica, y si bien nos es conocida, 
será interesante deducir de las propiedades de la ecuación

log,r=/ —

que esta función no puede expresarse en función algebráica de 
y que constituye una transcendente.
Según lo expuesto en el párrafo anterior, todo contorno de 

integración que conduce desde i hasta .r, puede reducirse á 
una serie de lazos que tienen su entrada en el punto i, envol
viendo al punto crítico cero, y al contorno rectilíneo que va del 
punto i al -r. Llamemos u al valor de la integral tomada á lo 
largo de este último camino.

La integral tomada á lo largo del lazo se compone: i.° de la 
integral
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tomada á lo largo de un borde; 2? de la integral tomada á lo 
largo de la circunferencia, que es igual á ± a^rz multiplicada por

el residuo de — ó i; 3.° de la integral / — tomada á lo largo

del otro borde, que destruye á la primera; luego en total se tiene 
para la integral tomada á lo largo del lazo, ± 2t:í, según que este 
lazo se haya recorrido en sentido directo ó retrógrado.

Supongamos que el lazo se haya recorrido m veces en un 
sentido, « veces en otro, y que después se haya recorrido el ca
mino rectilíneo; el valor de la integral será

expresando N la diferencia de los enteros m y n, y u la integral 
tomada á lo largo del camino rectilíneo que va desde el punto 1 
hasta el z. La integral tiene pues una infinidad de valores.

Si pues y expresa el logaritmo de .r, de modo que se tenga

la función inversa ,r de y podrá expresarse por e^, y en virtud del 
teorema de la pág. 345, ev será monódroma, monógena, finita y 
continua en toda la extensión del plano, excepto para .r = o 
y 4r = 00 ; pero entonces y es infinito. Según lo que se ha de
ducido anteriormente, se tendrá, para todos valores enteros de N,

y la función ev es periódica; su período es 2r.¿.
La ecuación

dx.dy
------- [-------= 0 0 d (log + logj') = o, 
x y

que puede escribirse

ydx xdy = o ó dxy = o,

manifiesta que log .r -H logy = fÇ-vy^

23
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expresando y una función que determinaremos haciendo .r = i; 
entonces log .r = o, y se tiene Iog> =y(_y). La función f es 
pues un logaritmo, y se tiene

log '■»=■ + log^ = log -v ó z¿ + í/ = Iog(í“t’®), e^+^ — e^e^, 

habiendo hecho log .r = u, iogy =

Se ve pues que la teoría de Ias exponenciales y de los loga- 
litmos se deduce sencillísimamente de los principios elementales 
del cálculo integral.

La función log .r no puede ser algebráica ni su inversa i-®, 
pues para un mismo valor de r, una función algebráica de ,r 
solo tiene un número limitado de valores, que se permutan 
entre sí.

§ 4-° Integrales de las funciones algebráicas

de segundo orden, de LAS FUNCIONES CIRCULARES É HIPERBÓLICAS

Sea y una función algebráica de segundo orden definida por 
la ecuación

^0^^ + Xjj/+ X^ = o, (i) 

en la que X^, X,, Xg expresan polinomios de los grados o, i, 2. 
Toda integral de la forma

// (-'^, J) ^-v

en la quej/ expresa una solución de la ecuación (i), podrá obte
nerse por medio de funciones algebráicas y logarítmicas.

Desde luego, suponiendo y = u-^, la ecuación (i) se 

reduce a

Xo w® -(- Xg -)—^ = 0,
4X0

y u- es la raíz de un polinomio de segundo grado. La integral
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(2) es pues la integral de una función racional de .r y de un 
radical de la forma {''^4;- -j- ¿jr ■+ c (que se integra reduciendo 
la expresión irracional á racional por un cambio de variable). 
La integral (2) depende algebráicamente y aun racionalmente 
de las integrales simples

que son are sen -r y Ar^ S/í -r, Ar^Ck x.
Vamos á estudiar directamente la función are sen .r, definida 

por la ecuación

arc sen = /-------------. (2)

El radical se supone igual á + 1, cuando es igual á su límite 
inferior. Veamos cuantos valores puede adquirir esta función 
para cada valor de -r. Todos los caminos que conducen desde 
0 hasta 4r pueden reducirse á lazos, seguidos del camino recti
líneo O.r, Sea w el valor de la integral tomada á lo largo del ca
mino rectilíneo. La función bajo el signo integral tiene los dos 
puntos críticos -|-i y —1 que dan lugar á dos lazos. Considere
mos uno de ellos ód/ea, habiéndose tomado el radical con el valor
+1 para el valor inicial 4:=o. La inte
gral tomada á lo largo del borde èd será

d,v

I — 4r"

La integral tomada á lo largo del círculo es nula; la relativa 
al borde ca es igual á

r^ d.v -

En efecto, cuando la variable z ha girado á lo largo de la 
circunferencia djc^ el radical ha tomado en c un signo contrario
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al que tenía en d, y es necesario integrar------á lo largo 
— }/l — 4^

de ea. La integral relativa al lazo 4-1 es pues w. Se verá igual
mente que la integral relativa á — i es —■^.

Supongamos ahora que la variable a, después de haber re
corrido el lazo + i, describa todavía este lazo. El radical toma 
á la salida del lazo un valor igual y de signo contrario al que 
tenía á su entrada. Si a describe por segunda vez dicho lazo, la 
integral crecerá, no en w, sino en —7:, lo que dará 0 para su 
valor total, después de haber descrito dos veces el lazo. Si se 
describiese por tercera vez el lazo, se obtendría de nuevo 71 para 
valor de la integral, y el valor del radical, á la salida, sería —1, 
y así sucesivamente.

Si a, después de haber descrito el lazo 4-1, describe el — i, 
la integral adquirirá el valor 7* — ( — «) ó 277, y el radical vuelve 
á tomar en el origen el valor 4- 1.

De una manera general: Llamemos A, B, C,. á los va
lores de la integral tomada á lo largo de uno de los dos lazos, y 
supongamos que, después de haber recorrido varias veces en 
un orden cualquiera los lazos, la variable z describe el contorno 
rectilíneo O.r, la integral tomará el valor general

A — B 4“ C — D..........i t* + w,

correspondiendo el signo 4- ó — á que el número de las inte
grales colocadas delante de u sea par ó impar.

Se puede suponer siempre A :^ B, B =^ C,.. Ahora bien 
A = — B = C = ± -; luego el valor general de la integral que 
hemos llamado árc sen es

2«tc 4- » ó (2« 4* l)’' — ^, 

expresando « un número entero. La función inversa de are sen 4^ 
ó sen u gozará de las propiedades siguientes:

sen (2^77 -1- «) = sena, sen (2«77 4-77 — «) = sen «.
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Es fácil ver que la función definida por la ecuación

es monódroma. Solo podría haber excepción en la regla, si À- 
se hallase en la proximidad de + i ó — i (119): pero si se 
hace 4; = i — V» se tiene

para .r= 1, - = o. Pero ^ es monódromá alrededor del punto 
para el que ; = 0; luego -r es también monódroma alrededor 
del punto para el que 4- = 1. Se vería igualmente que 4- no deja 
de ser monódroma alrededor del punto — 1. Así pues, la ecua
ción (2) define á sen 4; como función de u, monódroma en toda 
la extensión del plano.

§ 5-° Fórmula fundamental de la Trigonometría

122. La fórmula fundamental de la Trigonometría puede 
deducirse del cálculo integral, pues tenemos que

f® dx 
1------------ = arc sen 4^;

Jo A —

y adoptando esta fórmula como definición de arc sen 4', se 
tendrá para la integral de la ecuación

4' . - = 0, (1)
)/l—.r’- Fl

arc sen x -I- arc sen^' = arc sen r, (2)

expresando c una constante, Pero se puede integrar de otro 
modo la ecuación diferencial, y escribiría así

dx^i —>• + í^A — -r® = o

ó 1 dx\^ i —y 4" / 4/|T - 4-- =4,
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en la que ¿r es una constante; é integrando por partes,

Pero en virtud de la ecuación diferencial (i)

-r 1'i —jr’-j-j/i — ,r- = a

y haciendo en (2) at = o, resulta y = c. Haciendo en (3) 
-•f = o, J' = 4; luego

.r|^i — y +7/1 —x'^ = c; (3) 

llamando sen .r á la función inversa de arc sen ,v y haciendo 
arc sen .r = a, arc sen;/ = â, tenemos a -j- b — arc sen r; y 
tendremos en vez de (3)

sen Æ A — sen* b + sen ¿ ^i — sen“ a = sen (a -{- ¿).

§ 6.® Método general para el estudio de las funciones 

DEFINIDAS POR ECUACIONES DIFERENCIALES

123. Lema L Sea /(.r) una función sinéctica de la va
riable imaginaria .r, en el círculo descrito desde .r,, como centro 
con radio r. Llamemos M al máximo del módulo de la función 
y (.r) en el círculo de radio r. Si en la fórmula

se sustituye cada elemento de la integral definida por la canti
dad M¿Z0, mayor que su módulo, se aumenta el módulo de la 
integral definida, que se reduce á

M 
mod/« M <«! — .

Lema IL Sea /(.r, y, r) una función sinéctica respecto á 
-'‘^)y> ^y hallándose estas variables en círculos de radios r, r' .... 
descritos desde -Vu,^^, So como centros.
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Sustituyendo análogamente cada elemento por Mí/óJb'í/ó" 
en la fórmula conocida

se reducirá á

mod D:+“'+”7(.r.,j-„. 2.1 < «! «'1»'! . ,_,,. < •

Lejna /1/. Es fácil componer una función cuyas derivadas 
parciales tengan en 4r„, ^/q, -^o valores iguales á los límites asig
nados para los módulos de las derivadas correspondientes de la 
función propuesta /(A', s).

Sea, en efecto, la función

/
V r /\ í /\ r J 

que se desarrolla en serie convergente, mientras que los módu
los de las diferencias .r — ^r^, jr —jo» ^ — ^o ^^’^ respectiva
mente menores que r, r', r". El término general de la serie es 
de la forma

(^ - —yay (g — gp)”* “

Si se toma una derivada cualquiera, D^z” de la función 

® (.r,^, xr), y se hace en ella .r — A-^, y —yÿ, z = ^o, el tér
mino arriba escrito da

y los resultados dados por los demás se anulan. Luego

[D;+"’+“7(.r,d', ^)]. = « ,.<« ; ^.,^.,,,. „ .
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Así, en jr^j y^, z^, ias derivadas de ia función ? son límites 
superiores de los módulos de las derivadas de la función/.

Para demostrar con auxilio de estos principios debidos á 
Cauchy, la existencia de Ias funciones integrales, consideremos 
la ecuación

la variable z parte del punto z=Zjj, teniendo la función el valor 
inicial u^. Supondremos que la derivada f{z, u) es una función 
sinéctica de s y ?í en la proximidad de los valores ¿r^^ y u^.

Representemos las variables por z^ + z, u^ -|- «; la variable 
partirá de z=o teniendo « el valor inicial u = o. Sea M el máxi
mo del módulo de/, y p, r los radios de las circunferencias de si- 
nectitud. Si la ecuación admite una integral sinéctica, tendremos

íi^u df df du 
dz^ dz du dz 

d^u   d'^f d'^f du d'^ Idu]^ 
dz^ dz^ "^ ^ dzdu dz did \dzl 

que se deduce por derivación.
Supongamos que en los segundos miembros se sustituyan 

los valores de / y de sus derivadas parciales, para £ = o y

u = o, por sus módulos. La primera dará el módulo de

Sustituyendo este valor en la segunda, se tendrá un límite su

perior del módulo de 1 -^ j . Sustituyendo estos valores en la 
\ /Q

—— ) , y 

asi sucesivamente.
En virtud del lema III, las derivadas parciales de la función
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/ [2, u}, para z = o y u = o, tienen valores cuyos módulos 
son menores que las derivadas correspondientes de la función

Consideremos la ecuación diferencial

en la que damos á la función v el valor inicial 2^= o para 2 = 0. 
Si esta nueva ecuación admite una integral sinéctica, se obten
drán sus derivadas sucesivas por medio de Ias ecuaciones

d^v d^ di dv
dz^ dz dv dz (7)

d^-v d^'^ d^ii dv d^c^ i^^^ ^^ ^^^ 
dz^ dz- “ dzdv dz dv- \dz) dv dz^

análogas á las ecuaciones (5). Cuando se sustituye en ellas 
^ = o y 2/ = o, la función » y sus derivadas parciales adquie
ren todas valores positivos, por lo que los segundos miembros

son sumas de términos positivos; luego se obtienen para 1 — 1 , 
\dz/g

Íd^v\
valores positivos. Así pues la función v tiene,

para 2 = 0, todas sus derivadas reales y positivas.
Comparemos las ecuaciones (5) y (7). Se ve desde luego que

(
du\ /
~ ) <■ mod i ) , v así sucesivamente; luego, si exis- 
dz/^^ \dzj, 

ten las funciones u y v, las derivadas de la primera, para z= 0, 
tienen valores cuyos módulos son respectivamente menores que 
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las derivadas de la segunda. Pero la función v existe, porque la 
integral de la ecuación (6) es

v — — = — MpL ( i —- , (8)

anúlándose z' con z. Esta ecuación define una función implícita 
v que se anula con s, permaneciendo sinéctica para todos los 
valores de la variable z inferiores ó iguales á cierto módulo R 
que se puede asignar, pues la función v permanece monódroma 
hasta que las dos raíces de la ecuación (8) se hacen, iguales, lo 

que sucede cuando la derivada i —— del primer miembro con 

relación á se anula, es decir, cuando v ~ r. El valor corres
pondiente R de a, se deduce de la ecuación

2M0

Si se llama A al máximo del módulo de v en el círculo de 
radio R, tendremos, según el lema 1,

A
R«’

luego
A 

mod I —— .

Resulta pues que la serie

ordenada según las potencias crecientes de 2’, es convergente 
para todos los valores de a cuyos módulos son menores que 
R, porque teniendo el término general de la serie un módulo

/mod2\”
1—^j A, se ve que, si el módulo de .? es <R, la serie de 

los módulos es convergente, y por tanto la serie propuesta. 
Esta serie convergente define una función sinéctica en el círculo 
de radio R.

Falta hacer ver que la función tt definida por la serie (9), sa- 
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tisface á la ecuación propuesta (4). Si en esta ecuación se susti
tuye « por su valor, se tiene por una parte

du / du\ /d'Alix 2 
d2 \d2/g'^ \d2-^)^i

2 2’̂ 
y por otra f(2, u) = f,-\-/^' - ^ fj' — 

llamando f, f, á las derivadas totales de / calculadas por 
medio de las ecuaciones

__ d/ df du j

d2 du d2 1

d2^ d2du d2 ' 1

Se hará en estas ecuaciones 2 = 0, u = 0, y se sustituirán
(í/wX /d'^u\
IÏ2)' \d^)  P*^^' ^'^^ valores deducidos de las ecua

ciones (5).
Pero los segundos miembros de la ecuaciones (5) y (10) son 

entonces idénticamente los mismos; luego

/dhA /d^u\

y la ecuación diferencial queda verificada.
124. Aplicación Á las ecuaciones simultáneas. Sean las 

w ecuaciones simultáneas 

du du 

en las cuales suponemos que la variable 2 parte de 2 = 0, 
teniendo las funciones u, u' por valores iniciales cero.

Las derivadas son funciones sinécticas con relación á 2, u, 
^\.......... . mientras que los módulos de estas variable permane-
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cen inferiores á o, r, r', Llamemos M, M^,......... á los 
máximos de los módulos de las funciones/, 71,......... en esta 
extensión, y hagamos

i

En virtud del lema III, las derivadas parciales de las funcio
nes f f............. tienen para z = o, u = o,............ valores cu
yos módulos son menores que las derivadas correspondientes 
de las funciones M^, M,». ... Si se comparan las ecuaciones di
ferenciales propuestas á las ecuaciones diferenciales simultáneas

dv , dv'= Mí (2, v, .....\ v.dz . 

se verá, como anteriormente, que las derivadas

deducidas de las primeras por un cálculo sucesivo, tienen mó
dulos menores que las cantidades reales y positivas

que se deducen de las segundas por un cálculo análogo.
Pero estas últimas ecuaciones pueden integrarse fácilmente, 

pues se tiene desde luego

dzidv'

Si se sustituyen los valores de z', z-',...en una de ellas 
resulta

/ MAZ ,\ , dz
‘^'^=------- 7’ ("^>

I —
0
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Ó integrando:

/M M. ^—(— + —r +„ 
\r r /2

+ -----7^ +....?L I —7 . (13)
\ rr /2 \ T'

Esta ecuación define una función k que se anula con z, per
maneciendo sinéctica hasta cierto módulo R. Si se llama A al 
máximo del módulo de la función -é en esta extensión, se tiene

\ífe«)o ^^'R"’

y se tendrá con mayor razón, 

/d^ti\ MA /d»u\ M,A

Resulta pues, que las series

son convergentes para todos los valores de cuyo módulo es 
menor que R. Estas series definen funciones sinécticas en el 
círculo de radio R, y satisfacen á las ecuaciones diferenciales

propuestas.
Es fácil obtener el valor del radio de convergencia R.-Anu- 

Undose la función k con z, permanece monódroma hasta que se 
hacen iguales dos raíces de la ecuación {13)' Esto se verifica 
cuando la derivada del primer miembro de la ecuación (13), con 
relación á z», se anula. Los valores de que anulan á esta de-

r r
rivada, son —, — 

M M,
Sustituyendo el menor de estos valo

nes en la ecuación (13), se deducirá el valor correspondiente R, 
real y positivo, de z.

125. Caso de ser infinita la derivada. SupOngamos que 
se parte del punto ¿Tq con el valor inicial «0, y que ai llegar la va- 
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nable al punto 2,, la función adquiera un valor », tal, que para 
¿r^a, y u= zz, la derivada /(», «) se haga infinita, de modo 

que su inversa ^;y^ quede finita y continua en la proximi

dad de estos valores. Hagamos

2 = ^i+^', z¿=«, + zí' de donde ^ =f(u, + u', .a,+2').

Si se considera á Z como función de »', esta función deberá 
satisfacer á la ecuación diferencial

/(«1 + U'~3, + 3") ’ 

y admitir el valor inicial 3' = 0 para u — 0. 
Permaneciendo finita y continua la función

i
/(«, + U, Sf + 3') ’ 

es desarroliable en una serie convergente, ordenada según las 
potencias crecientes de u' y 3, de manera que

els'
■^. = au'^’^^¿>3'-^cu’3'^C3"^^(14)

Si el segundo miembro no contuviese un término indepen
diente de 3, la ecuación diferencial podría escribirse bajo la forma

dz
—, =.3 (â + cu' + ¿3' )

de la que se deduciría

f^S = J , (^ + cu' 4' } du\

llamando /, al valor de ¿rque corresponde á »\. Cuando y u' 
tienden hacia cero, el segundo miembro tiende hacia un valor 
finito, mientras que el primero crece indefinidamente. En este 
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caso la ecuación diferencial no admite ninguna integral que se 
anule con 2'. Por consiguiente, la serie contiene por lo menos 
un término independiente de s', y representaremos por au^'* 
aquél de los términos de este género que tenga menor grado.

Con el yalor inicial s' = o para u' = o, la ecuación dife
rencial (14) define una función de «' sinéctica en la proximidad 
de tt' = 0,' y, por consiguiente, desarroUable en serie conver
gente, ordenada según las potencias enteras y crecientes de ti.

Sea s'= + A,«“+^ + . . . .

esta función. La ecuación diferencial debe quedar satisfecha, si 
se sustituye dicho valor en vez de s', y se tendrá

AoaM'““‘ 4~ ^1 (“^ + 1) H" ■•••• = (^^'”^ + <^Aoíí'“ 4-

Identificando estas dos series, iguales para todos los valores 
de u' inferiores á cierto módulo, se determinarán los exponentes 
y los coeficientes de la serie s'. Así tendremos

a a 
a = w+ I, Ao==- = ----- —,

a 
de donde —

m + I
»"“+’ +............ (15)

Reciprocamente, si se considera u‘ como una función de s', 
esta función quedará determinada implícitamente por la -ecua
ción (15). A cada valor muy pequeño de s' corresponden [m + 1) 
valores muy pequeños de u, que son sensiblemente iguales á 
los de la ecuación binomia

a
-p— = s', siendo aproximadamente « = B^,s ,

J t\”í + 1
—a—)

Hagamos s' = fí®\ y llamemos u'o, u\, u'm á los m 4-1
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valores de ?/ dispuestos según los vértices de un polígono re
gular, á saber:

16» l 9+2TC^, 
«'o = Bo p^+^^^+J, «', = BoP’^^¿"‘+^ \

1 S + 8»»TC . 
u„i = Bop^+i^ ”*-<-1 \

Cuando el punto z' describe una circunferencia muy pe
queña alrededor del punto z = o, el argumento aumenta en 
2», u'„ se cambia en u ,, en u\,u„^ en u'„, luego.

Teorema II. Cua/ido, />ara un sisíema de valores simulíá- 
neos z¡ y Uf, la (¿er¿vada se Itaee If^niía, si se e.v/resa /or m el 

orden de la /primera derivada parcial de la función ~ con relación 

á u gue no se anula, la iníe^ral u adquiere m -f- i valores que se 
fennuían e/itre si circularmenie, cuando la variable z ¿"ira alre
dedor del punto z,. Despues de m f-1 vueltas, la Junción vuelve 
á su valor primitivo.

Las funciones algebráicas estudiadas por Puiseux entran en 
esta categoría (*); y en efecto, cuando en un punto del plano la 
ecuación admite raíces iguales, la derivada se hace, en general, 
infinita.

§ 7. ® Aplicación ^í las funciones simplemente periódicas

126. Función e^. Sea la función definida por la ecua
ción diferencial

du

que admite el valor u = 1 para z = o. Por ser la derivada una 
función sinéctica de «, mientras que u conserva un valor finito, 
la función integral u permanece función monódroma de z. Pero

O Briol el Bouquet Théorie des fonctions doublement périodiques.
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esta función no se hace infinita por ningún valor finito de Zy poi
que hallándose dada la función inversa por la integral definida

/*" du 
3=1 ---- y 

Jl ^
(2)

si u se aleja al infinito según una línea cualquiera, z va también 
al infinito. Permaneciendo finita, continua, monódroma y rnonó- 
gena la función u definida por la ecuación diferencial, para todos 
los valores finitos de s, es una función sinéctica de z en toda la 

extensión del plano.
Dicha función es periódica, porque á un mismo valor de u 

corresponden todos los valores que puede adquiiii la integial 
definida (2), cuando se va del punto i al punto u por caminos 
distintos, y por hacerse infinita la función colocada bajo el 
signo / para u = o, todos estos caminos pueden leduciise al 
camino rectilíneo aumentado en un número cualquiera de veces 
el contorno elemental que envuelve al punto u = o. Si pues z 
expresa la integral rectilínea y w la integral á lo largo del con
torno elemental, se ve que á cada valor de u cori'esponde una 
infinidad de valores de z en progresión aritmética, esto es, 
2 _j_ ;„a), siendo m un entero cualquiera positivo ó negativo: 
luego u es una función simplemente periódica de z, cuyo pe
riodo üJ tiene el valor 2r.i. La función u no es más que la fun
ción e~, cuando z es real, y conviene representaría con el 
mismo signo, cuando z es imaginaria. _

Sea «, el valor de la función para un valor determinado 2, 
de la variable. Hagamos ¡9» ir, 4-2!', ii=u,u , siendo z una va
riable y u' la nueva función. La ecuación diferencial

, v todavía = ise reduce á para z' = o:

luego n' = e^'y lo que da la relación fundamental

Si trazamos, en el plano, paralelas al eje o.r, á 

:3

igual distancia 2n las unas de las otras, estas paralelas dividitán 
al plano en bandas iguales. Cuando z se mueve en una de ellas, 

24
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la función e^ pasa por todos los valores posibles y una sola vez 
por cada uno, haciéndose infinita, si s se aleja al infinito hacia la 
derecha, y nula si se aleja hacia la izquierda. Cuando z pasa de 
una banda á otra, la función vuelve á tomar periódicamente el 
el mismo valor.

127. Función tg. z. Sea la ecuación diferencial

(3)

que admite el valor inicial u = o para z = o.
Siendo la derivada una función sinéctica de u, la integral u 

permanece monódroma, mientras conserva un valor finito. Pero 
puede suceder ahora que ti se haga infinita para un valor finito 
de z, porque la integral definida

tiende hacia un valor finito cuando ?í se aleja ai infinito en una 
dirección cualquiera. Sea pues a un valor finito de e que hace á 
u infinita. Para ver lo que sucede en la proximidad de este punto 

z — a, haremos z— — y ecuación diferencial

se reduce á

= + (5)

leduciéndose v á cero para z' = o. Permaneciendo la función z» 
monódroma en la proximidad de s = a, lo mismo sucede á u. 
Así, la ecuación diferencial propuesta define una función de 
monódroma en toda la extensión del plano; pero no es sinéctica 
porque se hace infinita para valores finitos de z..

Dicha función es periódica. A un mismo valor de ri corres
ponden los valores de z dados por la integral definida (4), en la 
cual debe suponerse que la línea de integración toma todas las 

foimas posibles. Haciéndose infinita la función --------- para
i -f- «
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« = -f- / y M = — 7, todos los caminos pueden reducirse al 
camino rectilíneo aumentado en un número cualquiera de 
contornos elementales, alrededor de uno ú otro de los puntos 
íi = -j- /, u = — ¿. Estos dos contornos elementales dan la 
misma integral <»««, y á cada valor de u 
corresponden los valores s + mw. Así la 
función u es simplemente periódica y el pe
ríodo es «. Se expresa esta función por el 
signo tg s, porque para los valores reales de s se confunde con 
la tangente trigonométrica del ángulo s.

Si se trazan paralelas al eje de las j, á la distancia i: unas de 
otras, dividirán el plano en bandas iguales. Cuando s se mueve 
en una banda, la función tg z pasa por todos los valores posibles 
y una vez por cada uno de ellos. Cuando la variable pasa de 
una banda á otra, la función vuelve á adquirir periódicamente el 
mismo valor. La función tg z solo tiene un cero y un infinito en 

cada banda, en la primera el cero es z~o y el infinito z = ~ .

La función tg z es impar, porque si en la integral definida 
(4) se hace marchar á u según dos caminos opuestos, respecto 
al origen u = o, se obtendrán para z valores iguales y de sig
nos contrarios. Así

tg (- ^) = — tg Z.

128. Funciones sen^ y cos^. Sea la función definida pol
la ecuación diferencial

-— = |'G(« — a) (« — ¿), (6) 
az ■

que admite el valor inicial u — o para z = o. Se da además el 
valor inicial de la derivada que expresaremos por Uu. Para es
tudiar la función inversa

0 0^(2^ — a}(u — b}' 

señalaremos en el plano dos puntos ay b que corresponden á 
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los valores « = æ, u = ó. Expresemos por (A) el contorno ele
mental que se obtiene cuando la variable « va en línea recta 
desde el origen 0 hasta un punto muy próximo del ¿z, describe 
una circunferencia muy pequeña alrededor de este punto, y 
vuelve al origen por la misma recta. Expresemos por (B) el 
contorno elemental que envuelve el punto b, y llamemos A y B 
á los valores obtenidos por la integral definida, cuando la va
riable u describe cada uno de estos contornos con el valor ini
cial Ufl del radical.

Observaremos desde luego que la integral relativa á cada 
uno de los círculos pequeños es infinítamente pequeña. Cuando 
la variable zz, después de haber recorrido la recta 0a, describe 
una de las circunferencias alrededor del punto Æ, el radical cam
bia de signo y vuelve al origen con el valor — U„. En la se
gunda parte del movimiento, la recta aO se recorre en sentido 
contrario con un radical cambiado de signo, y por consiguiente 
los elementos de la integral se reproducen con el mismo signo, 
por lo que la integral A, relativa al contorno elemental (A) es 
igual á dos veces ¡a integral rectilínea según 0«. Lo mismo ss 
dirá respecto al contorno elemental B.

Esto sentado, todos los caminos que van del origen 0 á un 
punto cualquiera M, pueden reducirse al camino rectilíneo, pre
cedido de una combinación cualquiera de los contornos elemen
tales (A) y (B): 1.° Los que se reducen al camino rectilíneo OM, 
sin pasar por ninguno de los puntos a y b, dan la integral recti
línea que llamamos ^. 2.® Los que se reducen al contorno ele
mental (A) seguido del camino rectilíneo OM, dan la integral 
A 2^, porque al cambiar de signo el radical, después de haber 
recorrido el contorno elemental (A), el camino rectilíneo da un 
resultado de signo contrario — s, lo que hace A - ^. 3.° Los 
caminos que se reducen al contorno elemental (B), seguido del 
camino rectilíneo OM dan B — z. 4.“ Si la variable u describe 
primero el contorno elemental (A), después el contorno elemen
tal (B) y por fin el camino rectilíneo OM, el primer contorno 
dará A; habiendo cambiado el radical de signo, el segundo 
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dai’á — B, y por cambiar el radical por segunda vez de signo, 
vuelve á tornar en el origen su valor primitivo +U„; de manera 
que el camino rectilíneo dará de nuevo el valor 2:, en resumen, 
A — B-j-«. En general, el doble contorno elemental (A) + (B), 
precediendo á un camino cualquiera, aumenta la integral en una 
cantidad constante w = A — B. Y como puede introducirse 
este doble contorno cuantas veces se quiera, se añadirá á la 
integral un múltiplo cualquiera de w.

Hemos encontrado pues, una primera serie « + m^y y ense
guida un segundo valor A — « que aumentado en un múltiplo 
cualquiera de oj, da una segunda serie A — 2 + mw. El tercel- 
valor B — z entra en las series anteriores, porque se tiene 
B — z = A. — z —

Resulta pues, que á cada valor de « corresponden dos series 
de valores de z, á saber, z + m^ y A — 2 -j- mw en progresión 
aritmética. Así la función ti definida por la ecuación diferencial 
es simplemente periódica. En cada banda la función pasa dos 
veces por el mismo valor, y la suma de los dos valores de z, 
que en cada banda dan el mismo valor de «, tienen una suma 
constante A, abstracción hecha de los múltiplos del período w.

La ecuación particular

á la que se unen las condiciones u = o y U(,= 1 para z — o, ori
gina la función sinéctica impar y simplemente periódica llamada 
sen z. Siendo la integral rectilínea desde 21 = 0 hasta u= 1 igual á

—, se tiene A = ír, por otra parte B = —A; luego <■> = 2ít.

A cada valor de « corresponden dos valores de z, cuya suma 
constante es igual á ít. Se tiene pues la relación

sen (71 — z) = sen z y por tanto sen (~ -^ 2) = — sen s

Si se hace u' = |/i — 2i-, la ecuación diferencial se reduce á 

dl¿ ----  
.^-= — 1'1 — u \ 
az
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teniendo u‘ el valor inicial u = i para « = o, esta nueva fun
ción u, sinéctica con relación á ^ y simplemente periódica, se 
llama eos 5.

129. Propiedades. Una función simplemente periódica, 
monódroma y monógena se hace infinita, por lo menos una vez 
en el intervalo de cada período. Esta función debe también ha
cerse nula y pasar por todos los valores posibles.

La más simple de todas las funciones simplemente periódi- 

cas es la función sinéctica que admite el periodo w. Si se 
divide el plano en bandas iguales por i-ectas paralelas á una di
rección arbitraria, trazadas á la distancia w, la función adquiere 
periódicamente el mismo valor en cada una de las bandas, en los 
puntos correspondientes, es decii-, situados en una paralela á 
una misma dirección y á la distancia 0 unos de otros. Dicha 
función solo pasa una vez por el mismo valor en cada banda, 
se hace infinita para z = -|- 00 y nula para z = — co .

La función tg— =

como la precedente, no pasa más que una vez por el mismo 
valor en cada banda. Admite un solo infinito y un solo cero 
simples en cada banda.

Por medio de una función monódroma, simplemente perió
dica of^) con un solo infinito, se pueden formar funciones sim
plemente periódicas, con el mismo período, y en cada período 
infinitos cualesquiera a, p, y,....... y ceros cualesquiera en igual 
número a. â, c,.......Basta para ello tomar la función

F{s)«A x íl^ZLlÁÉl

Cuando una función monódroma y monógena tiene una in
finidad de infinitos colocados en línea recta y á igual distancia, 
y una infinidad de ceros colocados también en una misma línea 
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paralela á la precedente y á igual distancia, esta función es sim
plemente periódica porque se puede formar una función simple
mente periódica con infinitos y ceros dados, y según el teorema 
V {pág. 238, t. II), la función propuesta será igual á esta fun
ción periódica multiplicada por una cantidad constante.

Mas generalmente, consideremos una función /{2) cuyos in
finitos y ceros se hallen dispuestos por grupos iguales y equi
distantes según una misma dirección. Vamos á ver que en cada 
grupo hay tantos ceros como infinitos, pues si suponemos que 
f{2) contiene más ceros que infinitos, se podrá formar una fun
ción F(£) simplemente periódica que admita todos los infinitos

d®/(^) y ^^’"^a parte de los ceros. El cociente 7777, por no tener

ya infinitos, será constante; luego /(2) no puede tener más ceros 
que F{^). Supongamos al contrario, que/(2) tenga menos ceros 
que infinitos; formaremos una función simplemente periódica 
F(xr) que admita todos los ceros de /(2) y una parte de los in

finitos; y por no tener el cociente -r— infinitos, será constante;

luego /{2} tiene tantos ceros como F(^); y /{2} tiene tantos 
ceros como infinitos. Si llamamos F(s) á la función simplemente 

periódica que admite estos ceros é infinitos, el cociente pr^ es 

constante y /{2) es simplemente periódica.
Si la función periódica no fuese monódroma y tomase w 

valores para cada valor de 2, sería raíz de una ecuación de 
grado m, cuyos coeficientes fuesen funciones periódicas monó- 
dromas; porque toda función simétrica de los m valores de la 
función, es una función monódroma.

Se puede pues caracterizar el orden ó grado de una función 
simplemente periódica por el número de infinitos que admite en 
cada banda. Si es monódroma y admite n infinitos, se' expresará 

por una función racional en ^ ‘'^ del grado n.
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§ 8.® Nociones de las funciones doblemente periódicas

130. Origen. Sea la función definida por la ecuación 
diferencial

a) (u — ó) (« — c)

con el valor inicial u = o para s = o, y propongámonos es
tudiar la función inversa

Jo ^G{u — a) (u é} (a c)

131. Los períodos. Señalemos en el plano que sirve para 
representar la variación de u los tres puntos a, ¿>, c. Designemos 
por (A), (B), (C) los tres contornos elementales correspondien
tes, y llamemos A, B, C á los valores de la integral definida re
lativa á estos contornos. Todos los caminos que van desde el 
origen á un punto cualquiera del plano M, pueden reducirse al 
camino rectilíneo OM, ó á este camino rectilíneo precedido de 
uno de los contornos elementales ó de una combinación de estos 
contornos. Llamemos 2 á la integral rectilínea OM. Todos los 
caminos que se reducen al camino rectilíneo, sin pasar por uno 
de los puntos a, é, c, dan el mismo valor 2.

Supongamos que la variable a describa desde luego el con
torno elemental (A); por cambiar el radical de signo, volverá al 
origen con el valor — Ug, de manera que, si u recorre enseguida 
el camino rectilíneo OM, la integral tomará el valor —2, en re
sumen A — 2. Supongamos ahora que la variable, después de 
haber descrito el contorno (A) describa otro contorno elemental 
(B). Por un segundo cambio de signo, el radical volverá al ori
gen con su valoi- inicial L\, y la integral tendrá entonces el valor 
A—B. Si se marcha enseguida, siguiendo un camino cualquiera, 
se ve que la integral quedará aumentada en la cantidad cons
tante A — B; de manera que si se sigue después el camino rec
tilíneo OM, se tendrá A — B-J-2.
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Pudiendo la variable u describir el doble contorno (A) + (B) 
tantas veces como se quiera, la integral quedará aumentada en 
un múltiplo cualquiera de la cantidad constante w = A — B, que 
constituye así un período. Se tendrán además otros dos períodos 
üj' = A — C, w" = B — C; pero como w" = w' — w, este ter
cero entra en los dos primeros. Si se recorriese dos veces suce
sivamente el mismo contorno (A), se volvería al valor inicial U^ 
del radical, pero el valor de la integral A — A sería nulo; por 
consiguiente solo existen los dos períodos obtenidos.

Resulta pues, que á cada valor de u corresponden dos series 
de valores de s, representados por las fórmulas

en las cuales m y m expresan números enteros cualesquiera 
positivos ó negativos. Los valores B — z, C — z, que se ob
tendrían recorriendo al principio uno de los contornos (B) ó (C), 
y después el camino rectilíneo ÜM, entran en la segunda serie; 
porque

B = A -t-B — A = A — w, C = A + C - A = A — wL

Reciprocamente, « es una función monódroma de z, doble
mente periódica; y cuando la variable z aumenta ó disminuye 
en una de las cantidades o. y «>', la función vuelve á adquirir su 
primitivo valor.

En el plano que sirve para representar Ias variaciones-de z, 
tomaremos á continuación unas de otras, las longitudes 00,, 
úiOi, 020„,..........iguales al primer período w y las longitudes 
00’, 0'0", o"o"',......... iguales al segundo período æ'; y si traza
mos por los puntos o, 0', o",..........paralelas á 00, y por o, 0,, 
Oj,..........paralelas á 00', quedará dividido el plano en paraleló- 
gramos iguales, en los cuales la función ti adquirirá periódica
mente el mismo valor.

En cada paralelogramo, la función u pasa dos veces por to- 
dds los estados de magnitud, y la suma de los dos valores de z, 
que corresponden al mismo valor de w, es constante é igual á A,
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despreciando los múltiplos de los períodos. La función, en cada 
paralelógramo admite dos ceros simples 2 = 0, ^ = A y un 

infinito doble z = —.
2

132. Propiedades generales. Para que existan dos pe- 

ríodos, es necesario que la relación -— sea imaginaria, poi'que de 

otro modo, teniendo las dos cantidades geométricas la misma 
dirección, los paralelogramos se reducirían á rectas, lo que es 
fácil ver directamente, pues, siendo w = y «,' = n'^", donde 
n y n son primos entre sí, tendremos

las combinaciones de los dos períodos son múltiplos de w", 5'’ re
ciprocamente por poderse elegir /• y ÿ de modo que /« -p çn' 
sea igual á un entero dado, estas combinaciones darán todos 
los múltiplos de w’. Así, los dos períodos üj y 01' se reducen al 
período w", y la función es simplemente periódica.

Se pueden elegir de infinidad de maneras los períodos de 
una función doblemente periódica. Para fijar las ideas, supon
gamos que la función sea monódroma y monógena. Sea o un 
punto cualquiera del plano para el que la función tiene el valor 
í<í„ y la derivada el valor «'„. A este punto corresponde una in
finidad de otros puntos para los que la función y su derivada 
vuelven á adquirir los mismos valores z/„ y ti!Unamos dos 
cualesquiera de estos puntos o y 0,. Si en la recta 00, y en el 
intervalo que comprende no existe ningún otro punto, se podrá 
tomar la magnitud geométrica oo, como un primer período wf 
porque al tener la función y su derivada el mismo valor en o y 
0,, si se mueve la variable z, á partir de estos puntos, según 
rectas iguales y paralelas, la función y su derivada tendrán los 
mismos valores en los puntos correspondientes. Resulta pues, 
que en la recta indefinida determinada por o y 0,, existe una 
infinidad de puntos correspondientes 0, Oj, 02,......... separacfos 
por el mismo intervalo w. Si ahora hacemos inoverse la recta 
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paralelamente á su posición primitiva, hasta encontrar á otro 
punto o', en esta nueva posición contendrá una nueva fila de 
puntos correspondientes, separados por el mismo intervalo w. Si 
se unen dos puntos o y o', la magnitud 00' podrá servir de se
gundo período, etc. La función y su derivada tienen los mismos 
valores en los puntos homólogos de los paralelogramos forma
dos. Uno cualquiera de éstos se llama /faraMó^'ramo e/emenía/.

Sean <0 y 10' ciertos períodos que forman un paralelogramo 
elemental. Siendo otros dos períodos «, w', magnitudes geomé
tricas que van del punto o á dos puntos homólogos, se tendrá

Para que estos dos períodos puedan reemplazar á los otros 
dos y formar un nuevo paralelógramo elemental, es necesario 
desde luego que / y sean primos entre sí, como /' y ^', y 
además que, reciprocamente <0 y w' combinaciones de w, 
lo que exige que los números enteros ^, /', ^' verifiquen la 
la relación = + 1.

Esta condición expresa que los dos paralelogramos son equi
valentes. En efecto, sean

w = a 4- é¿, w' = a' 4- é'¿'-,

el área del prime]- paralelógi-amo es + (^^'—^‘^'\ y la del segundo

± [(/^ + ^‘^') (/'^ + Í^') — (P^ -1- 9¿’') (^'^ + ^'«')] =

Si la condición pq' — qp' = ± 1 no se hubiese verificado, 
el nuevo paralelógramo sería demasiado grande, y se compon
dría de varios elementales.

Sea el paralelógramo oo,o',o'. Conservando el primer pe
ríodo i.> y tomando por segundo la recta que une o con un 
punto cualquiera 0', de la segunda fila, se obtiene un nuevo pa- 
ralelógi-amo elemental oo,0'20', equivalente al primero; los nue
vos períodos son w y «' 4-/^'^, lo que añade á uno de los pe
ríodos un múltiplo del otro.
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Se vena que se puede pasar, por una serie de transformacio
nes, de los períodos oj y 0/ á los períodos equivalentes w, y w',.

133. Propiedades.—Teorema I. E¿ i'esiduo ¿níegrai de 
toda ftíneio'u dod/e/j^ente pefiódica, monódroma y mono’^e/ia, rela
tivo ai área de un paraieiógramo eiementai, es nuio.

Sea el paralelogramo formado por los dos peiíodos AB y AC. 
Consideremos el residuo integral de /(s') relativo al paralelogra
mo ABCD y la integral definida tomada á lo largo de un con
torno en el sentido AB DC. Siendo la función /{z) la misma á lo 
largo de los lados opuestos AB y CD; pero como los lados 
opuestos están recorridos en sentido contrario, la integral defi
nida es nula, y por consiguiente el residuo integral es nulo (*).

(*) Esle teorem.a es debido lï Hermite

Teorema II. Toda fundo'n dodienienie periódica, monódroma 
y mono'^'ena admite />or io menos dos iii/ínitos en cada /faraieió- 
^'amo eiementai.

En efecto, siendo periódica la función, admite un primer in
finito en cada paralelogramo. Si solo tuviese un infinito simple 
2 = 0. en un paralelógramo, se escribiría así:

no haciéndose infinita la función o (2) en dicho paralelógramo; y 
siendo el residuo integral en éste igual á A, no sei-ía nulo; luego 
hay por lo menos un segundo infinito.

Si la función doblemente periódica admite dos infinitos sim
ples, z = o., z = '^ en un paralelógramo, se podrá escribir bajo 
la forma

A B'
, + r^p +

no haciéndose f (z) infinita en este paralelógramo; para que él 
residuo sea nulo, será preciso que B = — A. Si la función ad
mite un infinito doble, se tendrá

ZW = ;, ,^: + íW-

MCD 2022-L5



TRANSCENDENTES POR INTEGRACIÓN 381

Teorema III. Cada para/eló^ramo de los /feriados contiene 
tantos ceros como ¿njindos.

Sea la función Esta función doblemente periódica, no 

admite como la propuesta /(2) más que infinitos simples, á 
saber, los ceros y los infinitos de la función /{z}, pues si a es 
un cero de grado / de f{s) se tendrá

/(2) = (s — a)P cf (2), 

no haciéndose f (¿r) ni nula ni infinita para z = «; luego

/ (^) P _,_ 21(f) 
f^z} z — a ? (-2) ’

Así, la cantidad a es un infinito simple de la función -77—^, y 
J (^)

el residuo de esta función, relativo á æ es igual á p.
De igual manera, si a es un infinito de grado q de f(,z), 

se tendrá
/(s) = (g — a)-® <p (K),

no siendo 7 (s) ni nula ni infinita para ¿r = a; y tendremos que

f{z) “ ¿r—a ®(ír) ’ 

de manera que la cantidad a es un infinito simple de la función 
4r^ y el residuo correspondiente es igual á —ÿ.

En fin, puesto que 'ir—— es doblemente periódica, el residuo 

integral de esta función, relativo al área del paralelógramo es 
nulo, luego se tiene

'^/> — S^ = o ó -/=-^.

Corolario. Sea n el número de los infinitos de la función 
/{z) en cada paralelógramo, el número de los ceros será tam
bién n. La función / (z} — u que tiene n infinitos, tiene también 
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n ceros, lo que manifiesta que/(^) pasa « veces por un valor 
cualquiera u.

Resulta pues, que puede caracterizar el orden de una fun
ción doblemente periódica el número de sus infinitos en cada 
paralelógramo, porque este número indica cuántas veces pasa 
la función por cada valor.

§ 9'° Nociones de las integrales y funciones elípticas

134. Definición. Se llaman ¿Tiíegrales ei/píicas á los tipos 
más sencillos á que pueden reducirse las expresiones de la forma

V ~ f F (.v, y) d.v, (i)

en la que E es una función racional de .r e 7 y ésta un radical 
de la forma

r = fí?. -|- ¿.r + c.v^ q- dx'' 4- ex* = R, 

pudiendo también ser la cantidad subradical de tercer grado.
Hasta Pagnano, y Legendre solo se habían estudiado las 

transcendentes más simples, consideradas como integrales de 
ciertas diferenciales algebráicas; pero Legendre estudió las nue
vas transcendentes

E ) 1^1 —¿" sen^ to d-^ 
Jo

y F (i,-f) = (2)
Jq yi —k'' sen-o

á las que llamó integrales eli/tieas, porque la primera permite 
valuar los arcos de elipse, cuya excentricidad es ^, y la segunda 
por su analogía de expresión con la primera, especialmente de 
sus diferenciales, dependientes de! parámetro ®, aJn/>lit^ídy y del 
parámetro le, modulo, no debiendo su existencia dichas integrales 
á ningún hecho algebráico ó geométrico elemental, sino á su 
propiedad de integrales.
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Además calificó las integrales de complétas y las representó 

por F‘(/t), E'(¿) cuando la amplitud -p tiene el valor —, para la 

que el radical J'i — ^' sen- toma tan solo una vez, bajo el 
signo /, todos los valores comprendidos entre i y I^i —>^^, pol
los cuales volvería á pasar, pero en orden inverso, cuando & pa

ir 
sara desde — hasta ■, después en el directo desde ^ = 7: hasta

!& = —, De manera que las funciones E y P' crecen en 2E' 

y 2F' cada vez que la variable ? aumenta en ir, j'' además toman 
valores equidistantes á una y otra parte de E, y de F, para va- 

lores de & equidistantes á una y otra parte de —; y por consi- 

guiente no hay más que calcularías directamente en el intervalo 

comprendido entre ^ = 0 y ? = —• Para calcularías basta des

arrollar en series convergentes según las fórmulas

-------- I
1 I — « = I------U 2 3^ 13 2U —^•I íi’^

2 243”^ 24 2JI 2n — l

I I 13, 13 2n— i
+ - U 4- ..

24
'’’“24"

Vi—u 2 2n
las dos funciones bajo el signo /, (i — sen- ^)“' ", lo que es 
posible, por ser ^ y sen ^ menores que la unidad: y si multipli
camos por ds¡, indicando además la integración de cada término, 
tendremos

E(^, ?) = Ÿ - -— sen«Tí¿í — --— sen'^iZ? — ...
243^0 '(y

F(^, í) = ?-l—li^ 1 sen’s ¿a -j---p^ 1 sen^Ÿ^Ÿ 1
Jo 23 Ja

Pero en el cálculo integral se ve, empleando la integración 

por partes, que las integi-ales de la forma / ' sen-" '•^d-i se desdo
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blan en términos, funciones enteras de sen '^ y eos œ y en otras 
integrales análogas, que se reducen finalmente á la integral 

1^ sen" yí3Íi = Ÿ, y por consiguiente los segundos miembros de 

(3) llegarán á quedar libres del signo / y desarrollados en series 
convergentes, cuyos términos serán simplemente trigonométri
cos ó algebráicos, y se obtendrá:

E^(^J = | I \ 1/13 A
i\2/ 3\24 /

E‘ t^) = 1 /I \ /13
\2/ \24 /

La integral F' (^) menos complicada es la llamada por Le
gendre de primera especie y la E’(^) es la ¿n¿e¿ra/ e¿¿/>í¿ca de 
se^-unda es/fecie, según ya se vió (pág. 39).

Para calcular estas integrales y formar una tabla de sus va
lores, Legendre empleó el módulo complementario ^' = ^i — ^'\ 
que le condujo á una serie muy convervente según las poten
cias de é'- tg-4 (*).

(*) Véase Boussinesq Cours d’Analyse infinitesimal, Cal. integ. part élém., pág. 85.

Para dar una idea de los procedimientos que se han em
pleado en el cálculo de las integrales elípticas, se puede re
cordar la transformación de Landen, cuya aplicación repetida 
indefinidamente á la integral de primera especie F(jè, o-), hace 
tender al módulo hacia cero, lo que condujo á Gauss á una im
portante expresión de la integral completa F’(>é).

Si dividimos por a la función F(<é, ®) que se reduce á

J Q feos- Ç + (i — ^’‘) sen" co

. F (>è, co) 
de manera que se escriba el cociente bajo la forma

/ " - —, (4)
7o f Æ^ eos- CO + 0- sen^ ©
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en la que la b representa la cantidad positiva a ^ i — ^^ < a-, se 

trata de sustituiría por una integral de la forma

o |/íz\ eos- ®i + sen- ’

cuya amplitud ?, se halle comprendida entre o y —, si la pro- 

puesta o está ya comprendida en el mismo intervalo, expresando 
Æ, y ¿, respectivamente las dos medias de los dos números dados 

Æ y í5, la una aritmética Æi = -| (a + b) y la otra 5, = J^aÓ 

geométrica. Como se tiene idénticamente

<^'1 — ^*1 “ {-- ) — ^^ = (-- )\2/ \2/

y por consiguiente

^^ IÆ — ¿ I . ,

a- — b' 4 a-\-b 4’

la diferencia ¿z^, — ¿'^i será á lo más un cuarto de la diferencia 
análoga en la integral propuesta. Luego, repitiendo la transfor
mación un número suficiente n de veces, se llegará á una inte
gral de la misma forma, pero en la que, bajo el radical de la di
ferencial por integrar, el coeficiente del cuadrado del coseno de 
la variable no exceda al del cuadrado del seno de una cantidad 

inferior á ---------- tan pequeña como se quiera, sin que estos

coeficientes, evidentemente comprendidos entre a^ y b', tiendan 
á anularse, de modo que el cuadrado-del- módulo, relación de la 
diferencia de los dos coeficientes, al mayor de ellos, se aproxime 
indefinidamente á cero.

Dicha relación, que se ha de establecer entre ® y ®, es

______ ■ (6) 
¿Zj -1- Va*, — b'‘^ sen^ f,

sen

25
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1 j sen?-. 
la que da una relación —— igual á la cantidad esencialmente 

positiva

----------  _ decreciente de — a-----------------------= i 
^, + M , - ¿^, sen2 ®, «1 ^, 4. j/^»^ _ ¿2^

cuando 0, crece de o á -; io que hace variar gradualmente á if de 

o a — al mismo tiempo que 3-,, permaneciendo ^, inferior en el 

intervalo. De (6), donde a puede sustituirse por «, + /¿x’, — ¿-„ 
se deduce para eos ç — /1 — sen® f, la expresión

cos® »1 -!- ¿-, sen® 0, 
cos ? =---------cos f,

<21 + F«®i — ¿>'\ sen® 0, (7)

Diferenciando (6) resulta

cos ^¿/cf ij-| -— j4ia, — ¿i^ gQQ2 ^j
n - cos 

f^i + I«\ — ¿\ sen® tf/p

0, después de sustituir por cos ^ su valor (7),

— -------- 7----------- ---------- ------------ ' ___ • (8)
a, + Fæ®, — ¿*, sen® í, /«*, cos® f, + <5®, sen’ep, ’

y si en el radical propuesto se sustituye -^ por su valor, des

pués de haberlo transformado en

se obtiene

<’'-i 4-^^¿^^ — ¿®, sen’ll
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Dividiendo (8) por (9), é indicando la integración desde o á ^, 

= P' ‘^^ (IO) 

J Q ^cú cos^ Ú + ¿- sen^ «y J ^^ eos® ?, + ¿\ sen^f,

Así como el primer miembro expresa-----cuando se hace 

k = ------------ , el segundo miembro sera-------------   cuando por 

a — ¿> 
k¡ se sustituya la expresión análoga ó sea ^ _^ ^ . Luego, ha- ■ 

ciendo 1 y, por consiguiente, ¿z, =--------- , la formula (9)

se reducirá á otra cuyo módulo es menor

2 /I — k \
(II)

135. Interpretación geométrica. Jacobi dió una inter
pretación geométrica de la transformación de Landen. Sea una 
circunferencia de radio 1 y un punto A si
tuado en el diámetro BC á una distancia 
A0=-^ del centro y P un punto cualquiera 
de la circunferencia. Unamos P con A, B y 
0; y designemos con ? y f los ángulos 
PAO y PBO. Tendremos que POC = 2'j/ y 
APÜ = 2’1 — ». Esto sentado, se obtiene que

AP® = i -j- ^■‘‘ + 2^ eos 2'} = (14- ^)‘ — 4-^ sen® |

sen (2| — ?) = ^sen», eos (24' — ») — ^i — ^ sen®©.

Sea Q un punto de la circunferencia infinitamente próximo 
de P; unamos Q con P, A y B. Podremos hacer PAQ = d^, 
PBQ = t/|; y resultará que

sen d<o sen APQ
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Pero se tiene aproximadamente que

sen ¿/i = ¿Z®, PQ = are PQ = 2íZ|,

sen APQ = eos APO = eos (24- — ^) = Ii -- k^ sen^ a

AQ = AP = /(i +^)* - 4^ sen^ |;

luego . 
2rft |/(i_p¿)t_4^sen«| ’

1^1 — sen- a ’ + -^ I^'i — ^, sen* •} v * ~ 1 -j-^/’

Integrando desde «p = o hasta ÿ — '^ resulta

Jo á— zéG"^ ^ + Vó — ^'| sen'^ f ’ 

hallándose determinado el límite superior de la nueva integral 
por la ecuación

sen (2T — <!>) = /ésen‘l>.

En el cálculo de la integral análoga

Jo ó — ^ , sen^'^ 

el nuevo módulo ^, es todavía menor que 1, porque se tiene

pero es menor que porque se tiene que —— J> 1.

Una transformación análoga reducirá el cálculo de la inte

gral (12) al de otra cuyo módulo ¿^ será ^j/^i, y así sucesiva- 
menle hasta que se llegue á una integral cuyo módulo esté 
bastante próximo de 1.

136. Transformación de Gauss. Consideremos el caso 
de la integral completa en el que los dos límites superiores ^ Y 
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^i, al tener el valor -, se hacen iguales como los inferiores. En

tonces la transformación (10) aplicada al segundo miembro, 
cuyos dos parámetros a, y ¿, están comprendidos entre ¿x y ¿^, 
dará una nueva integral análoga, con límites siempre entre o y

—, pero cuyos parámetros sean las medias aritmética y geome-

trica de a, y <5,, que llamaremos æ^ y z^¿. Continuando así, for
maremos una serie de medias aritméticas «3, «^..........   «„ cada 
vez más pequeñas y una serie de medias geométricas ¿3, A-., 
bn cada vez más grandes, cuyo intervalo mutuo tenderá hacia 
cero, según la desigualdad (5). Es decir, que existe cierto límite 
común M de las medias aritméticas y geométricas formadas su
cesivamente, á partir de los dos números dados a y b, que se 
llama media arii/ne'íico-g'eome'írica de estos números. La inte
gral propuesta (4), sin cambiar de valor, adquirirá una infinidad 
de formas, y variará finalmente hacia cuando, bajo el radical, los 
dos coeficientes de eos- cp y sen-'j tengan el valor común M*. Pero 
bajo es¿a forma iimiíe es inmediatamente integrable, puesto que

di __ Í '^ di   -
j Q I^M^ eos-cp + M^sen*» J q M 2M

Siendo pues su valor ^j^» resulta que

Tt

Jq eos®'^ -1- ¿® sen® s ^M 

ó bien, sustituyendo el primer miembro por

a a \ 1 a/

y resolviendo con relación á M, tendremos que

med. ant. geom. de a y b = 
2F' (1/ i — --
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Propiedades. Entre las propiedades de Ias funciones elíp
ticas citaremos primeramente las relativas á la adición y sus
tracción, que son análogas á las de las funciones circulares. Así 
tenemos, adoptando la notación de Gudermann (véase p. 393),

sn«cnz/dn77 4- sn v en u dn zi
sn(zí + zí) =---------- ------- --—5------- -------------- (1)

i—sn sn^ v

en [ti •+- 7») =
en ti en v — sn « sn v dn u dn v 

i —• sn- u sn^ 7/

, , , dn z¿ dn 7* — ^^ snu snv en u cnv
dn (« + v) =------------ --------— ,------ 5--------------

i — sn a sn-^ v

y análogas para las diferencias. 
Además

sn (« + 0 4. sn (« — v) =

(2)

(3)

(4)
2 sn « en v dn 7/

i — <é' sn* u sn* z» ’

y sus correspondientes para los demás casos.
Nos fijaremos en las analogías que ofi'ece la doble periodici

dad respecto á las funciones circulares é hiperbólicas, pues del 
mismo modo que las circulares tienen un período real al que 
hay que agregar un período imaginario, como las hiperbólicas.

La doble periodicidad de las funciones elípticas se deduce 
fácilmente de las fórmulas que dan las funciones elípticas de la 
suma ó diferencia de dos argumentos, haciendo v — F, por 
ejemplo en (1) y teniendo presente que sn F = i. en F = 0, 
dn F = yé', se obtendrá

, _ en «
sn (« + F) = + ------

dn

y además en (u + F) = + >&'?^, dn (« + F) =------

Pero llegaremos á las propiedades fundamentales, empleando 
otras consideraciones. Así, vemos que la ecuación
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permite considerar, á voluntad, u como función de 2 ó ^ como 
función de u. Si se considera 2 como función de u, observare
mos que á cada valor de u corresponde un valor y solo uno de 
z, lo que resulta de la teoría de Ias ecuaciones diferenciales 
(pág. 345); 2 se halla definida por la condición de anularse para 
u = o y de satisfacer á la ecuación

= 7ví^(^ ^ce){z — ¡3) (3 ~ y) (3 — 8).
au Cr

La función no puede cesar de ser monódroma más que al
rededor de los puntos 3 = a, y, 0, 00 .

Supongamos que 3 esté muy próxima de a. Si se hace 
s = a -L Ç\ tendremos

+ « - P) K* + « - ï) «’ + « - «)•

Cuando 3 = a, se tiene C = 0. Cuando u varía de manera 
que 3 permanezca en la proximidad de a, ^ permanece monó
droma, y lo mismo sucede á la función 3. Si 3 es muy grande, 

hagamos 3 = ~, la ecuación diferencial que define á 3 se re

duce á

au

Cuando 3 es muy grande, ^ se halla muy próxima de cero; 
luego Ç es una función monódroma de u; lo mismo sucede á z 
cuando esta variable es muy grande.

A cada valor de 3 corresponde una infinidad de valores de 
«, á saber,

WjW, + w/úg -}- » y Wjtü, 4- W2‘"s + A — u,

expresando m, y m, números enteros arbitrarios.
Si se hace z=f{u}, se tendrá:
i ° En eada fiaraEló^-ramo de /os períodos, ¿a funcío'n z=f(w)
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no /asa más ^ue áos veces /for e/ mismo vaior, porgue, áes/re- 
ciando ios mú¿¿ipios de Zos J^eríodos, se ¿iene para un mismo valor 
de z dos, y solamente dos valores de u, á sa¿>er, u y A —u.

2. La función f(w) es siempre monódromay monóg'ena.
3- Puesto que, para cada paralelogramo pasa dos veces 

por el mismo valor, tiene en cada paralelos-amo dos ceros, á 
saóer, o y A.

4. Tiene ¿améie'n en cada paralelós^mo dos lignitos, uno 
de ellos es el valor de la integral

r " G¿/g

y el otro A —a.
5. ° Se puede verifcar gue la función f(u) pasa por todos los 

valores dos veces, en cada paralelós^mo de los periodos.
En efecto, si se considera la ecuación

/(«) — a = o,

se obtendrá el número de las raíces disminuido en el número de 
los infinitos, calculando la integral

y Í ó f 'J f^l

tomada á lo largo del paralelogramo de los períodos; pero esta 

integial es nula; porque, siendo tttQ”^— como/(«), doblemente 

periódica, toma valores iguales á lo largo de los lados opuestos 
del paralelógramo de los períodos, y hallandose cada dos lados 
opuestos recorridos en sentido contrario, dan elementos que 

^se destruyen; luego V = o; luego el número de las raíces de 
f(íi)~a^o es igual al número de los infinitos de f(u), es 
decii, igual á dos. De las tres integrales elípticas la más impor
tante es la de primera especie

Jq A—.T'^A—é'^x^ J^ |/j—^-i sen®
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Al considerarse ^ como función de u, se llama la amplitud, 
y se representa por el símbolo <Z7«; así

o = am

Luego .r = sen & = senawxz^,

)/i — A-2 = eos » = eos am lí.

De manera que ;r y n — .r'^ son dos funciones de « que se 
denominan seno de la amplitud y coseno de la ajnplitud.

Análogamente lú — P'^.r- se considera como una tercera fun
ción de u que se llama la delta de la amplitud y se representa por

/1 — ¿'Lv^ = à am u.

Dichas tres funciones x, y, 2 áe u que hemos considerado 
según las denominaciones de Jacobi, se representan más senci
llamente por las denominaciones debidas á Gudermann

A'= sn «, y = en «, 2 = dn«.

La variable u, considerada como función inversa, se llama 
arg-umeato, de modo que

u = arg am o = arg sn -r = arg cnj' == arg dn 2.

La constante k se llama módulo y f i — ^v’ modulo comple- 
miliario.

137. Función sn u. La función sn u = 2 se define pol
la ecuación —

-f- = 1 (1 — z^) (1 — >^’^-S^L

con la condición 2 = 0 para u = o, ó por la fórmula

d2

Jo 1(1 -

Si se hace, según Jacobi,

J 0
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Jo
ó haciendo en la última y^'’^ = i —^^ y j__ ^2^2 ^-¡¿i^

Jo /(I — /^) (I — ^'^r^j
Las ¿níegra/es íomaíias á ¿o ¿ar^'o ele ¿os ¿asos re¿a¿¿'vos á ¿os 

/furtos orilleos están áaáas /for e¿ cuadro siguiente:

el punto + i da 2K
— 2l<

2K + 2K'|/^

— 2K — 2l<' I

En cuanto á los puntos críticos 4-1 y —1 es evidente. Paj-a 

calcular la integral relativa al lazo de! punto 4, se observará que 

el contorno cerrado, que se compone de los lazos sucesivos del 

punto ^ y del punto 1, es equivalente al lazo doble aéc. Así

^L'^^L ~^I¡ ‘^^ donde 2 y * = 2K-J-2K'/=^

luego:
I. La función sn u es monódrotna jy jnonógena.

2. ° Tiene dos periodos distintos 4K_y 2K'}^__ i.
3. Tiene dos ceros en cada faraieio'gramo de ¿os periodos, á 

saier, oy 2K.
4- Tiene dos if^nitos, uno de e¿¿os o. dado por ¿a fo'rinuia
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de donde
^+** âs

, y(i _^(I_ •

Se puede suponer que la integración se efectúa á lo largo de 
la recta H H' que pasa por 0 un poco inclinada respecto al eje 
O.r. Se puede sustituir esta recta por los dos lazos situados sobre 
ella y por una semicircunferencia de radio infinito, cuyo diámetro 
sea H H', que da un valor nulo de la integral. Se tiene pues,

2a = 2K -h 2K' y— I -h 2K = 4K -h 2K' V'— I

ó a = 2K 4- K'

Los dos infinitos son entonces

2K + k7— I

y 2K — (2K + K' 1^— i) = — K'/— i K' |C7I.

§ 8. ° Imposibilidad de expresar las funciones abelianas 
POR MEDIO DE LOS SIGNOS ORDINARIOS DEL ÁLGEBRA

138. DEFINICIÓN. El caso general de una integral de dife
rencial algebraica es una integral de la forma

en la que F es una función racional de ;l éjF, hallándose-liga
das éj' por la ecuación

/ (^. J^) = o,

cuyo primer miembro es un polinomio irreducible en 4r Qy.
La integral considerada se llama una infegra/ aáe/iana, es 

decir, que integrales aMia-ftas son Ias integrales de las funciones 
algebi áicas irracionales.

139. Imposibilidad de expresión algebráica. Liouville 
llama transcendentes de primera especie á las funciones algebrai
cas Z’, Z^ ., . , log «,, log í^i, . . . «p «j¡, . .. en las que las letras
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«), u.2,... expresan funciones algebraicas. Se llaman irauscsn- 
de/iíes de se^-unda es/ede á las funciones algebraicas de Zb ^’^ . .
log z^p log z;^,.. . ,, z/p ... . en lasque las letras V|,z/¿,ex
presan transcendentes de primera.

Esto sentado, vamos á buscar la condición para que la inte
gral abeliana /yá-r en la que j/ es una función algebraica, sea 
expresable por medio de funciones algebraicas de funciones ex
ponenciales y logarítmicas.

Supongamos desde luego /ydx expresable en función alge
braica de funciones de primera especie y sea

log log zz,, , . .) (i)

Nada impide el suponer que entre ^"i, /2,..., log «„ log zz¿,... 
no existe ninguna relación algebraica, sin lo que, si existiei-a se 
podría sustituir, por ejemplo, log Ui por su valor mediante otras 
transcendentes.

Vamos á demostrar que la función no podrá figurar en el 
segundo miembro de (1).

En efecto, sustituyendo / por ^ (/', ,r), ó por » (0, ,r), ha

ciendo = 0, tendremos
j'jfd.r = cp (6, «),

y diferenciando (2)
ax

en la que expresamos por ?, y ^i las derivadas ^. ^: pero esta 
36’347

fórmula (2) no podría tener lugar, porque establecería una rela
ción algebraica entre las transcendentes que consideramos, lo 
que es contrario á la hipótesis, mientras que las transcendentes 
bajo los signos funcionales no desaparezcan idénticamenre. Si 
estas exponenciales desaparecen, se pueden sustituir 0 por ¡xO ó 
por una cantidad cualquiera, sin alterar la igualdad (2), y se 
tiene entonces
J'-í.(«.^)«.  ̂+ í.(»,4:) = í,H,4?)¡x«.^ + y.(j,e,A:); (3) 
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de donde resulta, integrando:

Ÿ (0, X) = i (fJ-O, X) + I(ix). (4)

Siendo (3) una identidad, (4) también lo será, cualquiera que 
sea 0. Se puede pues suponer 0 = 1, y tendremos 

que determina á p., y (4) se reduce á

cp (0, x) — Ÿ (i, x) = Y (u-O, x) — a- (¡x, x).

Si se diferencia sucesivamente con relación á 6 y p., se tendrá 

®Jó,^) = !*íi(®l^. 9a¡([xfj,x) = toj!x, x); 

de las que resulta, eliminando ce, (Q¡x, x), 

j*o, (pi, x) = 01, (6, x) — const = íT.

Así íií^-i-O^Y é integrando, 0 (6,x) = « log 0 4-¿, en 

la que b expresa una nueva constante. Se tiene pues

s (0, x) — a log /’4-5 = íizi, + 5; 

ia función © no contiene pues exponenciales; luego:
Una iníegral abe/iana no /^nede contener e,v/>onetic¿ates en su 

expres/on., si es transcejidenie de primera es/fecie.
Supongamos ahora que 0 = log ti, y hagamos, 

¡ydx=^(h^.v') (5)

39 3©

Diferenciando (1), se tiene

El segundo miembro debe ser independiente de 0. Se puede 
pues sustituir 0 por 0 4- u, y se tiene idénticamente

9, (0 + ¡X, X) — 4- ?2 (S 4- !*, ^) = f. (^ ^) ^ 4- ?2 (0. ^)
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Integrando, se tiene

? (o + }>■, ^) — a- (Û, ¿r) -j- 1ÍH-), 

en la que 1 (p.) expresa una constante con relación á -r. Si se 
hace 0 = o, resulta

TÍP-, •»••) = í (o.-v) + Kja) 

ó por sustracción

? (0 -|- JI, x) — Ÿ (ji, ;r) = ç (0, A') — ç (o, x).

Si se difei'encia sucesivamente con relación á ¡x y á 0, se tiene 

?i (® d-F, —fi ÍH x) = o, o, {0 + jx, ¿v) — Ç, (0, A-) = o; 

luego s, (P-,-t) = cpi (0,-r) = const. = a (6} 

de donde a (o, .r) = a0 4-í, 

expresando ay ó constantes de integración, es decir, cantidades 
independientes de 0, pero que pueden depender de .r.

Se tiene pues

¥ (0. ^) =fyí¿ar = a log Ml + ^, {7) 

pudiéndose demostrar que a es constante, pues en virtud de (6) 
se puede hacer

il (0 + P-, ^) = a, 

expresando p- una constante, luego

i (0 + P-, ^) = a 6 -|- ^1.

Cambiando O en 0 — p, se tendra

? (0, ^) =ly¿fy=a(b — jt) 4 ^,;

pero los valores de / ydy, dados por esta fórmula y por (7), solo 
pueden diferir por una constante; luego

a0 4- à — a(6 — p) — ¿i = const; 

luego ap — ¿ — ¿i debe ser constante, cualquiera que sea p, y en 
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particular, suponiendo n- constante

da
= o,

, da d{â — 
cualquiera que sea p.; luego — = o y —— = o; luego a 

es constante. Por consiguiente:
Teorema 1.° de Liouville. 6/ /a infeg'ra//yàx es una írans- 

cendente de primera es_^ec¿e, se fiene tiecesariamente çue

yydx = UoH-A, logu, + AJog u^ +, 

expresando u^, u,,funciones a/^ei>rdicas, y A,, À^, 
consianies.

Teorema 2.° de Liouville. SZ una inicial aèeiiana es ex- 
presaè/e por ios signos del Ai^-eôra ordinaria, adjuníando ios si^ 
nos ¿ogaritmicos ó írig'onomeiricos, es necesariamente de ia forma

yydx=Uo 4- A, logUi + Aa lOgUj -1-.

expresando Uo, u,............ funciones ai^eórdicas y A,, Aj, 
constantes.

En efecto, si suponemos que la integral lydx sea expresa
ble por medio de una transcendente de segunda especie, se 
podrá escribir

J ydx = ? (í“', ^“S..........   log Zi, , log «3, . . : .

expresando & una función algebraica de funciones de primera 
especie y de ^“S , log zi,, log «à,............. , zii, zi2, ... •, 
donde las u expresan, no ya funciones algebraicas, sino trans
cendentes de primera especie.

Se probará como anteriormente que í"*, ^“-, .... no pueden 
figurar en la expresión de fpdx y que log u^, log u.2,..........no 
entran en ella más que en forma lineal con coeficientes cons
tantes, de manera que

H = fydx = Uq + Ai log u^ 4- A^ log u^ A-,
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expresando «,, w^, .... transcendentes de primera especie. Pero 
Liouville halló que u^, u^,...... son simplemente algebraicas, lo 
que se demuestra haciendo

1 ydx = 9 (e^, .r) = o (6, Af),

en la cual v expresa una de las funciones algebráicas que figu
ran en «1, «2,......... y empleando la misma demostración que 
anterioimente, que resulta, porque las derivadas 0 son alge
bráicas con relación á íí,, zí^, .......; y se demuestra que e^ no 
puede figurar en a,, zz.^,.......; se ve también que haciendo

I"j/dx = 0 (log v, zr) = ? (0, ,r)

que 0 no puede entrar en /yd^:.
El mismo razonamiento se aplicaría al caso en que /yd.r 

fuese transcendente de tercera especie, y así sucesivamente.
observación.—Abel demostró que u^, zz,...,«„ son fun

ciones racionales de -r é y. Para verlo, es suficiente expresar 
^01 ^1 •••’•., en función racional de una misma función alge
braica X. Esta función X satisfará á una ecuación irreducible con 
coeficientes enteros en .f, que se podrá alterar de modo que sus 
coeficientes contengan^. Podemos suponer esta ecuación ^—Q 
irreducible en X. Y diferenciando la ecuación H tendremos una 
relación racional en .r é j/. Siendo A = o irreducible, dicha rela
ción admite todas sus raíces. Haciendo X igual á cada una en H, 
y sumando tendremos por fin

p. j yd.v = I«o -H Aj log H«, + A, log Ha +

siendo 2«^, Ha,. ... funciones simétricas de las raíces de A = 0.
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LIBRO TERCERO

CÁLCULO DE LAS VARIACIONES

GAPÍTUnO I

Variación de una integral definida

§ i.® Nociones preliminares

14-0. Objeto del cálculo de las variaciones. En las 
cuestiones ordinarias de máximo y de mínimo, se da la forma 
de una función de una ó de varias variables, y se buscan los 
valores particulares que es preciso atribuir á estas variables 
para que la función disminuya ó aumente cuando se modifican 
muy poco estas variables. En el cálculo de las variaciones se 
considera una integral definida

que contiene bajo el signo / una variable .r, una función desco
nocida de la misma y algunas de sus derivadas; y es necesario 
hallar para y una función F(.v) tal, que esta integral tenga un 
valor mayor ó menor que el obtenido sustituyendo F(4r) por una 
función de una forma muy poco diferente. Así pues, no se trata 
de obtener una ó varias variables, sino la forma de cierta función 
desconocida, ó el valor de en función de x.

Bjemflo: Dados dos junios C yD, hallar una cui'va plana 
CMD ¿al, que la superfcle de revalue ón en^'endrada por el mo-

20
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vîmie/ito de esta curva at ^-irar atrededor de ua eje Ox, situado eu 
su /iano, sea un juáximo o' un mínimo.

Sea u el área. Haciendo OA — Xc y OB = .r,, se tendrá

U — 2-K

Hay que obtener pues, una función de .r, y = F(.r) tal, que 
la integral precedente tenga un valor mayor ó menor que los 
que se obtendrían modificando infinitamente poco la forma de la 
función F(.r).

La marcha que debe seguirse para resolver estas nuevas 
cuestiones difiere poco de ia seguida en las cuestiones ordina
rias de máximo y de mínimo. Se supone conocida la función 
que se busca, se la hace variar infinitamente poco, y se expresa 
que el valor de la integral aumenta si esta integral debe ser un 
mínimo ó disminuye si debe ser un máximo.

Para llegar á este resultado, es necesario obtener los incre
mentos ó variaciones de 7 y de las cantidades que de ella depen
den, cuando se cambia la función de .r que expresa y.

141. Definiciones y notaciones. Sea;j/= F(-r) éy=f(.v) 
las ecuaciones de una curva CMD y de la C'ND' obtenida ha
ciendo variar muy poco la función /Gr). Si se llama Sj/ el incre
mento de la ordenada PM, cuando se pasa á la segunda curva 

siendo .r la misma, se tendrá

57= NP — MP ó 8j/ = F(;r) —/(.r).

Esta diferencia oj? se llama variación de la 
ordenada ó de la función.

Se ve por lo tanto, que la diferencial es el 
o P X

incremento de la ordenada cuando se pasa del punto M á un 
punto infinitamente próximo en ia misma curva, mientras que 
la variación es el incremento de esta ordenada, cuando se pasa 
del punto M á un punto infinitamente próximo en una curva in- 

Jiniíamente poco diferente de la curva dada.
Se reduce el cálculo de las variaciones á las diferenciales,
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considerando j' como una función de .r y de un parámetro arbi
trario t. Sea ^ = S’ (-r, í); y supongamos que & (x, /) se reduzca 
á F'í-í*^) para cierto valor de Z y que para un valor poco diferente 
Z + oZ, esta función se reduzca á E(-r\ Llamando oy al incre
mento infinitamente pequeño de /, según que Z reciba el incre
mento oZ, permaneciendo A- constante, ó que .v reciba el incre
mento d.r, permaneciendo Z constante, se tendrá

—— oZ o ay = ax.

Así pues, oj/ y d}/ son las diferenciales de una misma canti
dad; pero Bjy ó d} corresponden tan solo al caso de variar 
Z ó .r sola.

Puede suceder que varíen x é jy simultáneamente, cuando 
se pasa de la curva dada á la infinitamente próxima, represen
tándose entonces los incrementos arbitrarios de dichas variables 
por o.r y por oji|. Se puede también, sin fijar ninguna relación 
entre dichos incrementos, considerar á .r éy como funciones de 
una variable independiente a y de cierto parámetro Z. Sea

.r = »(m, Z), jy='i(«, Z).

Supondremos que para un valor particular de Z, Z = o por 
ejemplo, ^ se reduzca á cierta función de .r, F (4?), y que ,r se 
reduzca á una función cualquiera de «, ^«). Tendremos

cf (w, 0) =/(«), 'H«> o) = F [/(«)]•

Haciendo variar á Z de una manera continua, á partir de 0, 
la forma de la función de .r, representada por j, cambiará insen
siblemente.

Para obtener las variaciones de .r y dej', se multiplicarán por 
oZ las derivadas de ? («, Z) y de ó («, Z) con relación á Z, y se 
tendrá

(dz;\ .
\di/Q \dí/Q
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y si, permaneciendo / constante, se hiciera variar á ti, resultaría

dti dît

142. Variaciones. Cuando .v é y adquieren incrementos 
y ^J^, toda función U dependiente de .f,_y y de una ó varias 

deiivadas de y con relación á 4r, adquiere un incremento corres
pondiente úU Se llama varíaciofi de U á la parte de AU que 
depende tan solo de las primeras potencias de las variaciones 
S.r y ^ y. Pero, según la fórmula de Taylor, se tiene

d.v dy

+ 2!

luego SU=-^84r+4^8j.
d.v dy-^

Si se considera á .r éj» como funciones de una variable inde
pendiente il y de un parámetro t, se tendrá

at
dü

expresando la derivada con relación á /, de U considerada 

dyd'^y
como función de.r,j/, • -.y estas últimas cantidades

como funciones de A
Se llama z^ariacion se^-unda de una función U á la variación 

de ¿U: se representa por S^U. rariadó/i tercera de U es la va
riación S®U de o-U, y así sucesivamente.

§ 2." Propiedades generales

143. Permutación de los signos d y 0. —Teorema. La 
variacton de ta diferenciat de una función de x es i^uat á ¿a di- 
ferenaat de ¿a variación.
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En efecto, siendo j^ la ordenada del punto de la curva dada, 
la de un punto próximo de la misma curva esj/ + <3^, y la co
rrespondiente á la curva inmediata es y 4- Bj/; luego la ordenada 
del punto siguiente de esta misma curva será

y j^ dy-\-'^, {y-\-dy) ó j 4-Sj-f-¿Z (j + 57); luego Qdy = di}', 

ó se tiene que

an ai
5í/U =----•,— d2lZí, ¿ZoU = ----;---  ^idw, 

du

luego o</E = </oU.

Además S.^/^U = J^. 8U, porque*

U*U = orf.rfU = dy.dV = d,d,ZV-,

y, en genera! o’"íZ”U — íZ”o’^U. (1)

144. Permutación de 5 con f. Teorema.—5¿' />uede in
vertir ei orden de tos sig'nos 0 / f.

Kin efecto, sea U = / V d.v,

sean u^^ y «, los valores de la variable independiente u que co
rresponden á los límites ;r„ y .r,. Se tendrár- P' d.r 

j Vdx = / V — du. 
J !>'o J Vn du

Supongamos que 2¿„ y u^ son independientes de la variable t 
á la que se refieren las diferenciaciones expresadas por el signo 
o. Se puede diferenciar bajo el signo /; y tendremos

du

pero, no variando 7í con t, se tiene que 

/ d.r
\ du

Í{Vd.r} 
du
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y si -se integra con relación á .r, resultará

°U~/ s(V¿Z.r) ó sí Vdx — Í ^{Vd^v'). (2)

§ S-” Variación de una integral definida

145. Caso en que la función no depende de los límites. 
Vamos á obtener la variación de la integral definida *

^=1 Vd^:,

siendo V una función cualquiera de .r, de y y de cierto nú
mero de derivadas de 7 tomadas con relación á .r. Para simpli
ficar, supondremos que sean dos las derivadas. Sea

d.r ^ d.Y-

Según el teorema anterior, tendremos

W = l'^{Vd.v). {1)

Pero 5 . yd.v = SV . d.r + V . id.v = 3V . dx -J- V . ¿s^r; 

y, en general, j Vdc.v = VZ.v ~ . dV ; '

luego, si (VUJo y (Vgx)^ expresan los valores V3.r correspon
dientes á .r = ,rQ y á 4? = 4?,, y se escribe por brevedad

(Vo.r)^ — (V<t), — (VSár)„,

se tendrá Vrfí4r = (VM* — ^ ' WV (2)

y puesto que

SU = / a(V</,r) = / (sVí¿r + Ví/Br),
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será 5U = (V5«) + j (SVW.i' — Sx/ZV). (3)

Hagamos ahora

óV
^Z tí^

y tendremos

rfV = M<Zr +NíZj/ +?<//+ QíZ?, ÊV = M3,r 4-N8/ + PS/ + Qo^.

Sustituyendo estos valores en la ecuación (3) y sustituyendo 

dy dpdq
-5— pov/, sera dx dx dx

5U = (V5.r);

-h 1 [N (0j/ — /S,r) + P(S/ — ÿ3.r) + Q (3ÿ — 7-5.r) [ dx. (4) 
J «>0

La función V no entra ya bajo el signo de integración. Para 
simplificar esta expresión, hagamos to = Sy —/o.r, expresando 
«o la diferencia de las ordenadas que corresponden, en las dos 
curvas, á la abscisa .v -J- o^r, tendremos d^ = doy — pd^x dp^x 
ó dM = Zdy — pdZx —dpíx.

Pero, en virtud de ser dy = pdx, resulta

Zdy==P^dx + Zpdx =pdox-^ opdx;

luego dM = opdx dpZx ó = op — qox.

Se obtendrá de igual manera

----- - = 0^ — 7'OA', 
dx'

y la ecuación (4) se transforma en

3/ V¿¿r = (VS.r)^ -J- 1 ^tV ^'^ ^
J Xg ' J Xa
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Podemos simplificar todavía el segundo miembro de esta 
ecuación, y hacer salir del signo / las derivadas de la función 
arbitraria Así

E integrando por partes, dos veces,

a.r- d.r ' Í d^:'^

Sustituyendo en la ecuación (5), resulta

(6.)

En esta fórmula se consideran ájr, p, ç ligadas á .r poi' medio 
de la ecuación j/ =_/‘(.-i;). Escribiendo por brevedad

V3r + (p - + Q

K = N—

(7)

(8)

la fórmula (6) puede escribirse bajo la forma

^i Vd^v = I' _|_ / K<')z4r,
•' ‘^K J ¡Bo

ó í / yd,v==['^ (KSJ _ K/^j;) ¿4,, J) 
■ ‘Ba J Xa 

puesto que w = Sjz —
Se puede escribir también r bajo otra forma, sustituyendo w
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y^'- por sus valores arriba obtenidos, y será

r P—QÇ í.r-|-IP —
i

5^ + Q5;>

Si V contiene dos funciones de .r, siendo

/ dy d-y dz d''z\
\ d.v dx- d,r dx^z

tendremos 5 / \’<Za- = f' + f (K«> -|- K' <«') dx,

dz d'-z , 
haciendo —=fi, -—^ = a,

dx dx-

= N', -777 = P', -^ = Q, ‘d = ^^ —P ^^^^
dz dq

K' = N' — — + .
dx dx-

La parte representada por P' se obtendrá agregando á P los 
términos que resultan de cambiarías cantidades P, Q,/, 
por P’, Q',/»',en la expresión (7).

146. Caso en el que V depende de los límites. Supon
gamos que V contenga una sola función de .r, pero que depen
da de los límites A'p y ;r, de la integración. Es necesario, en este 
caso, añadir á la variación de la integral los términos que pro
vienen de la variación de estos límites, á saber:

r^id\ dV dV dV \^ 
xAd^, dy, dp^ dq, /

r^^/dV dV dV dV \
Jx,\d^\ dy^ ‘ dp, dq, /

dx

Pero como o-fo, 8/,„..........,0^1,07,,son constantes en
la integración relativa á jv, se podrá escribir los términos que
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deben añadirse á f, bajo la forma siguiente:

dV 
d.v.

d.r^

Las integrales contenidas en los términos de esta expresión 
no contienen ya nada que dependa de las variaciones.

Se completaría de igual manei'a el valor de 5 Í"^' Vd,v, si V 

contuviese dos funciones j/, s con las derivadas de estas fun
ciones y sus valores en los límites.

147. Otro procedimiento. Los cálculos hechos, pueden 
modificarse ventajosamente en las aplicaciones. Para ello, susti
tuyamos en V (fórm. (2) pág. 406) / y ? por -^ y consi- 

derando á .r, jf, dx, d-y, d^- como funciones del parámetro í.

El resultado contendrá, bajo forma lineal, las variaciones o.r, 9' 
y Stir, 5í^i......... ó las diferenciales dix, diy,.............Y puesto 
que debe integrarse con relación á x, se hará salir del signo /, 
mediante integraciones por partes, las diferenciales de las varia
ciones 04;, 8^; de manera que solo quedarán bajo el signo, estas 
variaciones multiplicadas por cantidades independientes de las 
mismas. El resultado será de la forma

(Ho.r -h Ko^) dx, (H)

siendo H y K funciones conocidas de .r, > y de las derivadas de 
j, sin contener las variaciones de estas variables. Comparando 
este resultado con el obtenido anteriormente.

0/ VS,r — 1' -|- / (KSj/ — K/Sa*) dx, 
J Jai,, (I)

se concluirá que 1' y K deben ser las mismas en las dos expre
siones, y se tendrá idénticamente H = — K/.
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El cálculo que ha dado la ecuación (I) ha servido para poner 
en evidencia esta relación.

Rn las aplicaciones se debe seguir la marcha que ha condu
cido á la relación (II), sin pasar por la intermediaria de la canti
dad M, y sin recurrir á las fórmulas generales.

Si varía tan solo se tendrá S-r = o, y

3 f Vd-r = r' -h 1 K8/i4r, 
J Xa J x„

deduciéndose F' de 1' por la supresión de los términos que con
tienen S-fp y S-r,.

Si tan solo varía .r, se tendrá

rxi rxi r^i
o f Vcix = F" + / HoatíZa; = F" — / K/’oató/at,

expresando F" el resultado de hacer 5j„=o y Sy, = o en F.
Rn el caso de entrar en V otra función z de .r con las deri

vadas/' y q en z, se llegará á la ecuación

3 í Vd-v^ 1' -H / (Hó.r-(-I<3y + K'82)íZAr.

Pero el procedimiento que conduce á la relación (lí) daría

3 f ' Vdx = V -1- 1 |1<(S^ — /S.r) + K'(3^ —>'8x)]’¿;r,

J «o ‘^ ^'^ 

debiendo ser estos valores idénticos.

Será pues H = — (K/ + !<'/')•
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CAPÍTULO II

Aplicaciones

§ I.” Máximos y mínimos

148. Condición de existencia. Supongamos que la fun
ción U deba ser un mínimo, y sea j^ =f{,v-) la función que se 

busca. Si esto se verifica, el incremento de fæ' Vd.r será cons- 

tantemente positivo para valores cualesquiera de or y de Sj. Pero

AU = ^U + p,

conteniendo SU linealmente á las variaciones yr, oj', 5/1, 5^ y ; 
potencias de grado superior ai primero de estas variaciones ó

sus productos. De manera que si 5U no es nula, el límite de — 

es cero; luego, si 5r y Sy son infinitamente pequeñas, el signo 
de Azz y de 5U será el mismo. Para que U tenga un valor míni
mo se necesita pues que oU = o; porque en el caso contrario, 
al cambiar los signos de las variaciones Sr y ny, sin cambiar sus 
valores absolutos, cambiaría el signo de SU y por consiguiente 
el de AU, y U no sena un mínimo.

Así 5U — o es la condición necesaria para que AU sea un 
mínimo y también para que sea un máximo. Esta condición no 
es suficiente: porque siendo

si oU es nula, el signo de AU-dependerá de! de S^D para valo
res pequeños de Sr y de oy; luego, si S«U permanece positiva ó

j 
í
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negativa cuando las variaciones 84^ y 0/ cambian de una manera 
cualquiera, permaneciendo inñnitamente pequeñas, U será res
pectivamente un mínimo ó un máximo. Y si o‘^U puede cambiar 
de signo, U no será ni máximo ni mínimo. En cada caso la na
turaleza de la cuestión, hace innecesario este examen, indicando 
claramente la existencia de! máximo ó del mínimo.

Tenemos pues, que la condición

SU — o, se reduce á ^+1 Ktoí^.r = o. (1) 
J

Esta condición lleva consigo las dos siguientes: r=o, K = o.
En efecto, si K no fuese igual á cero, se podría para cada 

valor de .r comprendido entre 4^0 y .fi cambiar como se quiera 
los valores de S-v y de Sy que son arbitrarios, y por consiguiente 
el de w ó oj' —p'^x, suponiendo constantes los valores de o.r„, 
57o> ^A- 5-^i> ^>*1» °/i relativos á los límite -r, y 4?,. Pero el tér
mino r,. que no contiene más que las variaciones relativas á 
los límites, permanecería constante, mientras que la integral 

/ ** Kwíír, en la que se halla la función arbitraria w, no podría 

conservar el mismo valor, cualquiera que fuese esta función w; 
luego la ecuación (1) no podría quedar satisfecha siempre, mien

tras K no fuese cero.
También podemos llegar á esta conclusión observando que 

por ser w una función arbitraria, podemos elegiría de manera 
que tenga de igual signo que K para cada valor de 4^, cuando 1 
es positiva ó nula, y signo contrario á K, si r es negativa. La 

suma rd- r' Ko^dx sería positiva en el primer caso y nega- 
J Xg

tiva en el segundo. Es necesario pues que se tenga K = 0, de 
lo que también resulta que r = o.

149. Condiciones relativas .4 los límites. Cuando V con
tiene tan solo x,yy p y q. 1 a ecuación K = 0, ó

dx dx
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es de cuarto orden, porque ^*-9 contiene á 5X ó á-^. AI inte- 
dx^- dx^ 

grar esta ecuación se tendrá, pues un rsultado de la forma

jr=/(.r, C, C'. C", C"'),

que contendrá cuatro constantes arbitrarias. Para determinarías 
se tendrá presente la ecuación 1' = 0, relativa á los límites de la 
integración, distinguiéndose cuatro casos.

i . Si se dan los valores de x,y,jj, ç en los dos límites, 
siendo nulas las variaciones de dichas cantidades en éstos, la 
ecuación I = 0 queda satisfecha idénticamente: y si representa
mos por/' (.r, C, C', 0", C") la derivada de/(.r, C, C', C" C'"), 
se tendrá

^0 =/(-1^0. C, C', C". C"/ A=/' (x„, C, C^ C", C"'), J

Z =/Ci^H C, C\ C", C"'.), /, =/' (x,,C. C', C", C"'), j 

ecuaciones que determinan las cuatro constantes.
2 .^ Si una de las seis cantidades Xo,yo,/o, ^i^yi,Pt per

manece arbitraria, p^ por ejemplo, la ecuación f = 0 no quedará 
satisfecha idénticamente; pero será preciso igualar á cero el coe
ficiente de 8/,, y se tendrá la ecuación Q, = 0, que con la ecua
ción (1) determinará las cuatro constantes y el valor de /,.

3 ° Si se tuviese, entre los valores de .r,/, p relativos á los 
límites, una ecuación

íC^u.J'ü^/m -r,,j/|,/,,) = o, (2) 

se diferenciaría esta ecuación con relación al parámetro Z, y se 
tendría

+ ^^» + 25;’^. +..........= o-

Sustituyendo el valor de 3/,, sacado de esta ecuación, en la 
ecuación 1' = 0, será preciso igualar á cero los coeficientes de 
^*^01 V'Po, oj^ü, S,r, y 0;/,. Se tendrá pues cinco ecuaciones, que 
juntamente con las (1) (2) determinarán las diez incógnitas C, 
C,U,C ,-ro,^y,/ü, .rejro,/,.
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150. CaSO EN QLE V CONTIENE DOS FUNCIONES. Sean J', ^ 

las dos funciones de x. Se tendrá entonces

V(i.v = V-^í‘ (Kw-|-K'w') íZi''= o, 
j Xg J Xo

ecuación equivalente á las tres

f = o, K = o, K'= o.

En efecto: w y w’ son dos funciones de .ír arbitrarias é in
dependientes-la una de la otra y r solo contiene las variacio
nes relativas á los límites; luego, si K y K' fuesen nulas, de
jando constantes los valores relativos á los límites, se tendría 
r = o; mientras que se podría hacer variar á w y w' de modo 

que la integral ^ (Kw + Kw ) dx no fuese igual á ceio, luego 

se debe tener K = o, K' = o, y por consiguiente, 1'= o. Las 
dos primeras ecuaciones determinan j/ y ^ en función de .r, y la 
tercera las constantes introducidas por la integración de las dos 

primeras.
Hemos supuesto que y y 3 son independientes entre sí. En 

el caso de existir entre ellas una relación

E Gr,j/, á:) = o, (i)

las variaciones Sj^ y S.^ no serían ya independientes, y tendríamos

dx dj' dz 

ecuación que se obtiene diferenciando (i) con relación á /. Sus
tituyamos By y 02 por sus valores

oy =pZx + w. 02 = /*' Lf -|— w^

y será 

o
idV dr dV \ dF dF
\dx^dy^^dz^/ dy dz

üj’= o ,
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í/F í/F"
-r (»' = o, (2} ay c¿2

parser ^ ^ ^ ^'= 0

En virtud de ia ecuación (2) tendremos

Para que esta variación sea nula, se necesita que

nz ay

Estas ecuaciones darán los valores de y, z en función de .v, 
y P = o servirá para determinar las constantes.

§ 2.” Problemas de máximos y mínimos

151. Línea más corta entre dos puntos. Problema.—Se 
/ide bailar la linea siluada en un /laño que /asa /or dos /untos 

‘■^ J^ ^’ ^i'^ido la más corta que se /ueda trazar entre dichos 
/untos.

Sean x^^y^ las coordenadas rectangulares del punto A y ,r,, 
>1 las del punto B. En este ejemplo debemos tener

°L 1- ^/-''^- y K = N-^ + íLQ_o.

IT' 1 1 = const.,

/ = C de donde y = Cx + C',

pero

luego será

es decir,
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siendo C y C' dos constantes. Además, basta que la ecuación 
K = o quede satisfecha, porque siendo fijos los valores de .r é j' 
relativos á los límites, las variaciones cxo,- 5j„, 04?,, oj, son nulas; 
luego se tiene idénticamente 1' = o. La línea buscada es por lo 
tanto.una recta. Las constantes C y C’ se determinarán por las 
ecuaciones

= C.r„ + C', j, = C4r,’+ C'.

152. Línea más corta entre un punto y una curva plana. 
Sean A y EF el punto y la curva dada en el plano -rOj^, é 
y = |(.r) la ecuación de la curva.

Sea AB la línea más corta trazada desde A á un punto de 
la curva dada. Hallándose fijo el extremo A de AB, el otro ex
tremo puede variar de posición en la curva EF. Tendremos, 
según el problema anterior, que la línea buscada es una recta 
j/ = C.r + C. Para hallar las constantes, tenemos 5x„ = 0, 
Sy,, = 0, Q = 0; pero las variaciones 04;, y Sy, se hallan sujetas 
solamente á la condición de que el punto (-r, -|- <r,, j, -|- 3^,) 
debe hallarse en la curva dada; luego

_y, =|(.r|), de donde «j/, = S.r,;

y para que r se anule, ó.^o + /,5^, = 0; luego

I +.^i'/W = ° ^ i + C'l-'(.r,) = o.

Las constantes se determinan por las ecuaciones

j/„= C4r„+ C\ I + C’K(;r,) = 0, j, = Cr, + C', y, =-4(^,).

Por consiguiente: La /mea más corta entre tin />unto y una 
curva es una recta norma/ á /a curva.

153. Línea más corta entre nos curvas planas. Sean

las ecuaciones de las dos curvas situadas en el 
mismo plano. Razonando como en los problemas 
anteriores, se obtendrá una recta _y = C.r -p C'.

En este caso S.r,,, 8j,„ 84r,,,8y, pueden variar,
siempre que A'Cr„ + 54ro,/„ -P Sy^) y B\.r, -p S;r,, j/, + S/J se

‘¿7
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hallen respectivamente en la primera y en la segunda curva. 
Pero la ecuación r = o se reduce á

Fi +A* Fr+A?
que en el caso actual se transforma en

3^1 [i H-CI't-r,)] — S^rJi -f- C^-'í^o)] = o, («)

por tenerse que ^o = ? W, /, = K^i)-
Pero siendo las variaciones 5.ry y ú.r,, independientes entre 

sí, la ecuación (a) se descompone en las dos;

i + C'/ (árj = o, i + Cs' (.ry) = o, 

que juntamente con las ecuaciones

jo= c^o + C, yo = ? W; ji = c^i + c', 7, — 'H^i)) 

determinan las constantes C y C' y las coordenadas .Tq, yg, -^'n y, 
de los extremos do la recta mínima. La recía más corla es, por 
lo lanío, una normal común á dos curvas.

154. Línea más corta entre dos puntos, en el espacio. 
Para resolver este problema emplearemos el procedimiento si
guiente: Puesto que para resolver los problemas anteriores de
bemos tener

, y haciendo ds = ^dx^ + dy\ resulta

dxd^x 4- dyd^y

Integrando por partes, se tiene

J ds ds J -^ ds '
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y la ecuación (i) se reduce à

yds ds \ds ds

— f [dxd ——H oyd = o. 
ds ds/

Pero — + = i y — d — 4- — d
\ds/ \ds/ ds ds ds ds

, , dx dy , dyluego (i =-^(i^ = — pd^-, 
ds dx ds ds 

luego, para que la cantidad colocada bajo el signo f sea nula, basta 

que se tenga d -^- = 0 o d ^ = 0. Supongamos d -^- = o.

De esta hipótesis resultará

const., de donde p= = C, y = Cx + i
Fi+A' ^^
ecuación de una recta.

Determinemos Ias constantes, según ia naturaleza del pro
blema propuesto.

i ." Si se dan los dos puntos (4r„,yo), (4r„y,), las variaciones 
de los limites o-ro, 8y„, Bár,, 5y, son nulas y la ecuación r = o ó

queda satisfecha idénticamente. Las constantes se determinan 
por las ecuaciones

yo = C.Xo + C, y, = Cx, + CL

2 ." Si el punto A(4:o,y„) es fijo, y el otro punto B(4r,,y,) 
debe estar en una curva dada y = | (.r), se tendrá Lro = o, 
5yo = 0, y la ecuación r = o se reducirá

rf^iíyi + ^yi Vi = o> de donde 1 + 3— 7— — 0;
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luego la recta y = C.-v + C' es normal á la curva J = | (.r); 
porque j, = -^ (jrJ da y/, = |' (^r,) ojr, j^ por consiguiente, será 
i -h C-f (jTi) = o.

Las constantes se determinan por las ecuaciones

Yu= 0.^0 -[- C , I -P Cf’ (4r,) = o, j'i = C;r, -f- C', = *)> (.r,),

3? Si los dos puntos A y B se hallan en dos curvasj= vC-t^), 
J= f (•*’), se tendrá j, = 'i (;r,), j/q = ^ (,r„), lo que da

«J, = 'F(^i)S-r,, 5jo = /(,ro) 8ir,.

La ecuación L = 0 se reduce entonces á

|rf.r, + rfv, y (^,)] ¿ír, — |íúr„ 4 rfy,, / (4r„) | Lr„ = 0, 

y se divide en las dos ecuaciones: 

porque 04;„ y o.r, son cantidades independientes y arbitrarias. 
Estas dos ecuaciones hacen ver que Ia recta buscada es normal 
á las curvas dadas.

Las constantes C y C' y las coordenadas x„,>u, 4r,,y, de los 
extremos de la linea mínima se determinan por las seis ecua
ciones

% = Cx„ + C', y„=T(á:„). i+cytx„) = o,

>'i = C.r,4C', y, “'Ha:,), i 4 C’/Gr,) = 0.

155. Resolución dei. problema de la menor distancia.
Sean .f,i)yu’ ■^u Y -'^Hyii -sr, las coordenadas de los dos puntos 
A y B. La longitud del arco AMB estará representada por

Tendremos pues,

Ndx = Ux^ + dy’ . rf^, SVrfx = íírfí£±W±rf£^:
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é integrando por partes

ô / Vdx = + -r^ oy +
.h„ yds ' ds ' ' ds J¡

/dx , dy \
- U +

\ ' ds/

Es necesario igualar á cero la expresión colocada bajo el 
signo /; y puesto que las variaciones S;r, 'íy, Zs son independien
tes y arbitrarias, se tendrá

,dx ,dy ,ds 
d-i-=o, d^ = o, d—=o. 

ds ds ds
(2)

Pero estas ecuaciones se reducen á dos distintas. En efecto, 
de la identidad

ds'^ ds'^ ds^

resulta
dx 
ds

,dx , dy ,dy , ds 
d d —

ds ds ds ds
, ds

d -7- = 0] 
ds

, dx , dy 
luego, si se tiene d - = 0, d ■ = 0,

ds ds
, , dz 

resultara d = o. 
ds

De las ecuaciones d
dy j dz-, = o, d = o, resulta, por una pri- 
ds ds 

mera integración,

dy ds
ds ds 

, dv ds
a , o bien 

dx dx

é integrando nuevamente, 

y = C;r + C, e = C'x + C’, (3) 
ecuaciones de una recta. Para determinar las constantes hay que 
distinguir varios casos.

1 .® Si se dan los puntos A y B, las variaciones o4r„, S/„, o^u. 
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5^1, 8j,, 3^, son nulas, y la ecuación T = o queda satisfecha. 
Las cuatro constantes se determinarán sustituyendo las coorde
nadas de los puntos A y B en las ecuaciones de la recta.

2 .® Supongamos que los puntos A y B se hallen en dos 
curvas

J = í(^)» ««'H^) é j/=(i,(,r), ^ = ,j,(4r); (4) 

la ecuación r = o, formada por medio de la ecuación (1) dará

En efecto, siendo Su^ y Sç, los dos arcos infinitamente peque
ños AA' y BB' situados en las curvas dadas; y siendo A'B' una 
curva cualquiera infinitamente próxima á la recta AB, se podrá 
escribir r bajo la forma

1 = 09, 1----- ----- 1--------
\í/í 89 ds 09 ds 09

(
dx nx dy Zy
ds 89 ds 89

(6)

ds 89 ¿

Los factores colocados entre paréntesis tienen valores finitos, 
porque representan los cosenos de los ángulos que la recta AB 
forma con las curvas en los puntos A y B.

Como, por otra parte 39^ y 090 son cantidades independientes 
entre sí, vemos que la ecuación r = 0. lleva consigo las 
siguientes:

i—^M ^^ °-^ J_ ^'^\
Ví/j 09 ds 89 ds

idx'^x ‘^y ^y , ds 5k\

\¿/.í 09 ds 09 ds ^^/a' ’

estas ecuaciones expresan que ia recta AB es normal á las dos 
curvas. Pero, en virtud de las ecuaciones ( 3), ^^ = c -^ = c' v 
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puesto que los extremos de la línea AB deben permanecer en 
las curvas (4), se tendrá:

8y, = <l>’(;r,)SAT,, 0^, = T(;p,)3^,. S>'„ = cf'(;ro)S;^^, 5^^= -f(4;'’)84r«.

Las ecuaciones (5) pueden pues escribirse bajo la forma

I + f <1»’(;r,) d-T'(;r,) := o, i + tfíW + ‘^//W = <’’ 

y juntamente con las ocho

j/jj = cjTo + C, 2^ = (;'-.ry + C', ^o“?(^»)’ ^«“'H-^^0)’

jz, = c^r, + C, «.^C'JT.+ C; j/, = <hGrJ, ár,=T(;r,), 

forman un sistema de diez ecuaciones, que determinan las cua
tro constantes y las seis coordenadas de los extremos de la 

recta.
3 .° Supongamos que los dos puntos se hallen en dos super- 

ftcies dadas. Se podrá escribir todavía la ecuación f = o bajo la 
forma (6) representando por oco y °’i dos arcos infinitamente 
pequeños AA’ y BB', situados en las dos superficies; y por sel
las mutaciones de los puntos A y B independientes entre sí, se 

tendrá todavía

/ dx ix dy ^y
\ ds 5(7 ds os

dz 
ds

^Z \
— )=<>, 
os /n

La primera ecuación expresa que la recta AB es normal á 
una curva cualquiera situada en la primera superficie y que pasa 
por el punto A; luego la recta AB es normal á la primera su
perficie. Y por la misma razón es normal á la segunda.

156. Línea más corta en una superficie dada. Sea 
F {x,y, e} = o /a ecKación de una superficie curva; y propon^^á- 
monos kaiiar ia línea más coría que se puede ¿rasar en esta super- 
Jicie entre dos de sus puntos A j^ B.
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Sean 4r„, j^, ¿r^ las coordenadas del punto A y ;r,, j/,, xr, las 
del punto B.

Hallándose todas las curvas que se van á comparar en la 
superficie dada, las variaciones de las coordenadas deben satis
facer á la ecuación

í/F dF dF

y una de las condiciones para el mínimo es

K = Q.rd — -F iyd ~ ^zd ~ = 0. (2) 
ds ds ds

Pero de la ecuación (1) se puede sacar el valor de 5xr y sus
tituirlo en la (2). Tendremos pues,

,dx d.r dz\ . 1 ,/-¿F dy ^ds\ 

dz / \ dz /

Esta ecuación, en virtud de la independencia de las varia
ciones 04r y 8j, se reduce á las dos

dx dF : d,v dz dy dF : dy dz 

que con la ecuación de la superficie forman un sistema de tres 
ecuaciones para determinar j' y £. Pero una de estas últimas 
ecuaciones es una consecuencia de la otra y de la ecuación de 
la superficie. En efecto, dichas ecuaciones se reducen á

dx dz
ds ds ds

dx dy dz 

ó, representando por X el valor común de estas relaciones 

dx dF dy dF dz dF 
^^ ds dy ds dz
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Sumando estas ecuaciones, después de haberlas multiplicado 

respectivamente por , -y-, tendremos 
ds ds ds

d.r d,v dy dy dz d2 
ds ds ds ds ds ds

/dF dF dF \ dk 
= \ dx dy dz ) ; (4)

\d.v dy dz / ds

y por ser nulo el primer miembro, y el coeficiente de tam- 
ds

bien, en virtud de la ecuación de la superficie, la ecuación (4) es 
una identidad; luego una de las ecuaciones (31 y la F(4r, y, z^ — o 
es consecuencia las otras dos. Bastará considerar dos de estas
ecuaciones para determinar la línea buscada

D^nieidu. Las líneas más cortas trazadas en una superficie 
se llaman líneas ¿■eodésicas.

157. Superficie mínima de revolución. Problema.—Da~ 
dos, en un mismo Jf/ano, dos junios Á y 3y una recía CD, hallar 
2tna curva AMB siíuada en esíe /flano y que al g‘irar alrededor de
CD, engendre una supe/^cie de revolución cuya 
área sea un minima.

Tomemo.s la recta CD por eje de las ,r, y 
por eje de las y una perpendicular á esta recta. 
Sean .r^ é j'y las coordenadas del punto A y 

x^,y^ las del punto B. Siendo 2- / yds la ex

presión de la superficie engendrada por AMB, la cuestión pro
puesta se reduce á buscar el mínimo de la integral definida. 
Pero se tiene

r^t
rj j yds = t Zyds — j (nyds-F yods} 

J -Vu J Xu J Xu

ds^ = dx' -|- 

dyZds = dx^dx -|- dyZdy = dxd^x -j- dydzy,
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luego

Integrando por partes, tendremos

dy \ / dx ^\
d.. +^ * ’•'A

Es necesario igualar á cero á la cantidad colocada bajo el 
signo / en el segundo miembro, lo que da

d d) ds — d (y — ] = o. (2)

Pero la segunda ecuación es una consecuencia de la pri
mera, pues se tiene idénticamente

\ ds / yds/jdx

ya que esta ecuación se reduce á

/ dx\ dy dy ydy 
ds — d = o, 

ds \ ds / ds ds ds

, ,/dx^ dy'^\ /dx dy dy\ 
4y 1 77" + 7^ ) - dy + y — d   '^ — d — } = 0, 

ds^Z \ds ds ds ds/ 

consecuencia de las ecuaciones 

dx- dy^ d,v d:v dydy 
ds^ ds^ ds ds dsds 

luego basta considerar la ecuación (1) que da

dx
de donde dx^ ’
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cuya integral es
/ x — c' __ x—c\ 

y = -\^________________ ° )>

2\ / 

ecuación de una catenaria.
Las constantes c y c' se determinan como en el ejemplo an

terior. Si se hace pasar el eje de las y por el punto más bajo de 
la curva, se tiene c' — o

158. Braquistócrona. Problema.—JDadús das junios A 
y B, ka/lar /a curva AMB que de¿>e seg'uir un punió pesado para 
¿r desde e¿ punto A hasta et punto li en et menor tiempo posióte. 
Esta curva se llama Braquistócrona ó curva del más rápido 
descenso.

Tomemos una vertical cualquiera por eje de las .r y dos ejes 
rectangulares 0.?, 07 en un plano horizontal cualquiera. Si se 
supone que el móvil parte del punto A (i^cj'o, z^ sin velocidad 
inicial, se tendrá, expresando por V su velocidad en el punto M 
Ç^.y, z},

y^ = 2g(.V — Xo'). (I)

Pero siendo .y el arco recorrido y í el tiempo correspondien
te, se tiene V = ^, valor que debe tomarse positivamente,-por- 

que el arco aumenta continuamente con el tiempo. Resulta pues 

ds ,----------------------- , I 
dt-----------------------------Ti) ’ ^~^2g^x — jTo’

Se tendrá pues, llamando T al tiempo necesario para recorrer 
el arco AB y 4;, á la abscisa del punto B,i f^i ds
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Para hallar la variación de la integral definida, haremos

=, V se tendrá

o

Pero SX = — - (-r — 2 — o;ro).

dy ds „
Ademas Zds= -¡-drix 4—d'iy-\- , d^^s. 

ds ds ds

Sustituyendo en la ecuación § / Xds = o, se tendrá

0^, - ^0.

(
dx dy ds Xl
— — dny d—7- doS ) I = 0.
ds ds ds /1

Integrando por partes, y haciendo salir del signo / las dife
renciales de las variaciones, resulta

/dx ây de
\¿/í ds ds ®0

i
2

2 Zxds

2 Os
o

4- oyd Í X

+ X— 14— (.r — ds | = 0.
\ ds/ 2 1

Para que la cantidad colocada bajo el signo f en la segunda 
integral sea nula, es necesario igualar á cero los coeficientes de 
las variaciones 5,r, 8y, 02, lo que da

— (^ — ^0) * + íí (X = o, (3)

a ~0’ ^H^TT’ =^- 
k dsJ

(4)
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Las dos últimas ecuaciones son suficientes, porque se tiene 
idénticamente

i
Pero dX = — — - ---------- '

Resultará pues, teniendo presentes las ecuaciones anteriores, 

dx / d.v\ i dx 
ds^\ ds/ 2 (x — x^}^-'-^'

es decir, Ia ecuación (3). Y deducimos de las (4)

^^ _ r'

ó

luego

}^X —A'u ^^ 

dy C
ds C''

1 ^^—Qf.
\ÍX ---  Xo ^^ 

^ = ^^ + c.

(5)

(6)

PLsta ecuación manifiesta que todos los puntos de la curva 
están en un mismo plano vertical. Sustituyendo ds por su valor. 

y C por Í=, para la homogeneidad, se deduce de la primera

ecuación (5)

Æ í^-^-V 1/ Jf — 
dy = dx /

Si se toma el plano de la curva por plano de las xj, y el 
punto A por origen de coordenadas, se tendrá .ru — 0, y la ecua
ción diferencial de la curva se reduce á

dv = dx 1/ — — 
l'a — x

(7)

La cicloide, representada por esta ecuación. 
tiene un punto de retroceso en A; su base es horizontal y el diá-
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metro de su círculo generador es igual á a. La integral de la 
. ecuación (7) es

y = — arc eos 
2 a

Determinaremos la constante Æ, es decir, el diámetro del 
círculo generador, expresando que la curva pasa por el punto 

(•=‘^i»Ji)> de la manera siguiente:
Tracemos una cicloide cualquiera cuyo vértice esté en el 

punto A, siendo AZ su base y ¿ el punto en que AB encuentra á 
esta curva. En virtud de la semejanza de las dos cicloides, sien
do c y C los centros de las dos circunferencias generatrices, que 
corresponden á los dos puntos ó y B, los triángulos ABC y A^^r 
son semejantes. Pero, por ser conocidos los puntos Z-, B y ¿:, bas
tará para tener el centro C trazar BC paralela á ée, hasta encon
trar á Ac prolongada.

El tiempo empleado por el móvil para ir desde el punto A 

hasta el B, es igual á ■=: / tornando el origen de coorde- 

nadas en A. Se tendrá por tanto, en virtud de la ecuación de 
la curva

1/-— arc eos 
r 2^

a — 2X.
a

Supongamos ahora que los dos puntos, en vez de estar dados 
se hallan sujetos á estar en dos curvas dadas CD y EE. Se 
obtiene todavía una cicloide situada en un plano vertical. Para 
determinar los puntos A y B que fijan su posición, es necesario 
recurrir á la ecuación general 1’ = 0, que es en este caso

dx dy dz

MCD 2022-L5



APLICACIONES 431

Puesto que las mutaciones de los puntos A y B en las dos 
curvas son independientes entre sí, se tendrá desde luego

Esta ecuación expresa que el coseno del ángulo TBU de las 
tangentes BM y BU á las curvas EF y AB en B, es nulo. Por 
consiguiente la cicloide AMB corta á la curva EF según un 

ángulo recto.
Es necesario igualar á cero el resto de la ecuación 1 = 0; 

pero antes, se puede simplificar ésta. En efecto, se tiene para 
todos los puntos de la curva AMB,

obteniéndose

Sustituyendo este valor en la ecuación 1' = 0, esta se re

duce á

Esta ecuación puede hacerse simétrica respecto á las varia- 

bles. Así, habiéndose obtenido que X =^= U, A = u , se 

tendrá

La ecuación (9) se reduce á
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y dividiendo por X,, factor común,

P3sta ecuación expresa que la tangente á la cicloide en el 
punto B es perpendicular á la tangente trazada á la curva CD 
por el punto A.

Las constantes y las incógnitas z^, ,r,, /,, ^, se de
terminarán como en los ejemplos precedentes:

Observación sobre la inteoración de K = o. Sea

i .” Supongamo.^ N = o, es decir, que no entre y explícita
mente en V. La ecuación (1) se reduce á

^P ff-Q dQ
- 1- = 0 de donde P — - = C. (2}

Esta ecuación solo es de tercer orden, si V no contiene de
rivadas de un orden superior al segundo.

2? Si M = o, es decir, si .r no entra explícitamente en V, 
la ecuación K = 0 se reducirá también al tercer orden tomando 
y por variable independiente. Pero se la puede reducir también 
al tercer orden de la manera siguiente. Por ser M = 0, se tiene

í^V = Nrf>' + Pí// -1- Q^q\

d? d-{) 
pero N_ .p 4 «o.

Eliminando N entre estas ecuaciones, se tendrá

(d'-fi d'd)\ 
= XP + PíZ? + Q , T. - - / íZ-r;

\dx" dx/
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de donde dx dx
1,3)

ecuación de tercer orden solamente.
3 .“ Si se tuviese xM = o y N = o, la ecuación 

ciria al segundo orden. Se tendría entonces;

—; = o de donde P — — = 
dx dx^ dx 

se redil-

y la ecuación (3) se reduciría á

V = Q? + c'p + c.

B

Estas simpliticaciones se presentan en el siguiente
Problema, d/ai/ar una curva p/aua AMB ía¿ ^uc c¿ área 

cúmdreúdida entre el arco AMB, Zos rayos de curvatura AC7 BD 
que corresponden á tos dos puntos extremos A 
j/ B ^ /¿ï parte de evoluta CD comprendida 
entre tos centros de ezirvatura d y D, sea un 
minimo.

No puede haber máximo, porque al re
ducirse AB á una recta, el área correspondiente se haría infinita; 
v tomando una curva poco distinta de esta recta, se tendría 
una área tan grande como se quisiera.

Sean MK y M'K' los radios de curvatura de dos puntos M y 
XP inhnitamente próximos. El triángulo inhnitamente pequeño

MK'xM' es igual á ^ si/.c llamando ^ al radio de curvatura MK y 

f/j al arco infinitamente pequeño MM'. Ea expresión de la me

dida del área es

siendo ,r„ y .r, las abscisas de los puntos extremos .A y B.
Puesto que la función V no contiene explícitamente ni á .r 

ni áj, aplicaremos la fórmula

= Qÿ -j- dp + c, siendo Q = — ;

28
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luego ., ' ' /^ ^ •■

o —^ ,^ ^ ,.

(I _|_ /2)3:2 
Y puesto que 5 =   , esta ecuación se reduce á

Sea 0 el ángulo MT.r de la tangente en M con el eje O.r.

tg sen 0 = - —, eos 0 = - .

Por consiguiente ? = sen 0 r cosO, 
Sean æ y a dos nuevas constantes tales, que sea 

¿^ = — 2Æsena, = 2^eos a'.

Se tendrá a = ~ V c -4- ¿, 
2

C' sen a = — , eos a = , 

y p = 2asen(0 —a).

Tomemos dos nuevos ejes rectangulares 0-r' y Oy' tales 
que sea -r'O-r = a. 

Si se hace 0 — a = 0' se tendrá p = 2asenû'. 
P ormemos la ecuación diferencial que conviene á estos nue

vos ejes. Se tiene 

tg de donde sen , 
V’+F

Sustituyamos p por
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valor que supone á la curva cóncava hacia el eje de las -v.

Tendremos

¿¿yV' dx^^
dxy dx

ecuación diferencial de la curva buscada, con relación á los
nuevos ejes. De esta ecuación se deduce

de donde
a

‘ + ri.v-‘

Suponiendo conocida la constante c, podemos imaginar que 
se transporta el eje de las / paralelamente á sí mismo, de mane
ra que todas las antiguas abscisas queden disminuidas en c. La 
ecuación diferencial de la curva será entonces

=------------ o dy = dx L------ 1.
dy- F

1 +' dx-

La curva buscada es pues una cicloide cuyo eje está dirigido 
según el eje de las .v y cuya tangente en el vértice es el eje 

de las y.
Para determinar las cuatro constantes de la ecuación de la 

curva referida á los ejes primitivos, distinguiremos varios casos.
i? Si están dados los puntos A y B, así como las tangen

tes á la curva en estos puntos, la ecuación r = o queda satis
fecha idénticamente; porque se tiene o.r„ = o, oyo = o .. .. Se 
obtendrán las cuatro constantes sustituyendo las coordenadas 
de A y B en la ecuación de la curva, y expresando que están 
dadas las tangentes en estos puntos.

2? Si se dan los puntos A y B sin darse las tangentes á la 
curva en estos dos puntos, la ecuación f = o se reducirá

Q, 3/, - Q. o/, = o;
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y, como las variaciones 8/, y 8/„ son independientes entre sí, 
es necesario que se tenga separadamente Q, = o, Q^ = o.

Se ha obtenido generalmente

y corno i -|- /' no puede anularse, es necesario que se tenga

Ql = «o , 7« = ®0 •

De esto se deduce el radio de curvatura es nulo en A y B. 
Estos puntos son pues, de retroceso.

3. ® Supongamos dado el punto A y la tangente á la cicloi
de en este punto y que el punto E se halla en la curva j/ = .^ (.r). 
Kn este caso la ecuación 1’ = o se compone de dos partes. Un 
término que contiene 8.r, y el término Q, 5/,. Siendo U-, y 5/, 
independientes, se debe tener Q, = o, de donde ÿ^ — oo . Así, el 
punto B es todavía un punto de retroceso de la cicloide.

159. Máximo ó mínimo relativo. Kn las cuestiones ante
riores se trataba de hacer máxima ó mínima una integral defi- 

'^'^^J.'Xío ^’"^ ’^^^ condiciones. Se puede añadir al problema 

la condición de que otra integral definida Í‘^' Urtr tenga un va- 

lor determinado Z. Por ejemplo, propongámonos hallar, entre 
todas las curvas planas de igual longitud Z terminadas en los 
puntos A y B, aquélla cu¿.a área comprendida entre dicha curva, 
el eje de abscisas y las dos curvas extremas, sea un máximo.

Ea cuestión consiste en determinar y en función .v, de modo 
que siendo

j íW ] í

a integiai I^^^^ tenga un valor mayor ó menor que si se sus

tituye y por cualquiera otra función de .r que satisfaga á la 
ecuación pi-ecedente. Se dice entonces que la integral admite 
un jná.v:7no ó un i/imijíia i'elativo.
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Por ejemplo, si se trata de hacer máxima fa integral (^^^' Vrf.r 

con la condición ^ 'Ui/.f =^/, las variaciones de estas integia- 

les deben ser nulas, cuando se compara la función obtenida de A- 
con aquellas que hacen conservar á ^ * UrfT el mismo valor. Se 

debe pues tener

ú/ \'d.V=0, 0/ Uíi^A'= o. (2)

Desarrollando estas dos condiciones, como se ha hecho para 
el máximo absoluto, se tendrá dos ecuaciones tales como

1’4- K.,rf.r = o, (3) 04-1 LW.r = o, {4)

1’, (4, K, L son funciones que se formarán, como se ha dicho 
arriba. Pero no es necesario hacér separadamente 1’ = o, K — 0, 
porque M no es ya una función completamente arbitraria de a*. 
Para obtener las condiciones que deben satisfacei-se eh este caso, 
es necesario eliminar 1-1. Hagamos

/ Lwrf4r = o(4;), (5)

de donde (a*„) = 0, 1 Loí/.v = & (a-,).

Por consiguiente,

H +-i (,r,) = o ó ®M= -H.

De esto resulta, por efecto de la indeterminación de 0, que 
•iCr) es una función arbitraria de A', sujeta solamente á anularse 
para A- = a„ y á ser igual á « para a — Aq. Pero, en vir

tud de la ecuación (5)

i rf-^A')
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Sustituyendo este valor en la ecuación (3) résulta

ó, integrando por partes,

' Puesto que ^(-r) es una función aj-bitraria de la que se dan 
tan solo los valores para .r = .f^, .r = ,r,, se deben verificar 
separadamente las ecuaciones

La primera da — = — a ó K 4" ^L = 0, expresando a 

una constante arbitraria.
La segunda condición se reduce á r 4- ¿zG = 0, porque 

por tener — un valor constante —a,. Se tiene 

pues las dos ecuaciones

r 4"= 0» K 4-ííL = o. (9)

Habrá una constante más que cuando se busca un mínimo ab

soluto; pero se tiene también una ecuación de más / ' Vrf.r = /.

Si se hubiese buscado el máximo de la integral definida

/ (V 4- aU) â,v,

se habría llegado ti dos ecuaciones (9). Por consiguiente, la in

vestigación del máximo relativo de la integral [ 'Vdx, cuando 

la integral / Uí7,r debe conservar un valor constante, se re- 
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duce á buscar el máximo absoluto de la integral /(y + aUj d-r, 
lo que puede razonars^ como sigue:

Si I^' ty -í-a\J)d.v es un máximo, mientras que / * U¿/.r 

conserva un valor constante é igual á /, expresando U' y V' 
funciones poco diferentes de U y V, debe tenerse

luego

\J'd.v = /

(V' -j- aU'j d.v (10)

(11)

(12)

lo que demuestra que / yd.v es un máximo, cuando queda 

satisfecha la condición K' \Jd,v = /. Reciprocamente, de la
J ®0

desigualdad (12) y de la (1) se deducirá la (10).
160. Problemas de los isoperímetros. Dados dos />utdos 

CyD eri un /^iano, ÀaDar mire ¿odas ¿as curvas de ¿^ia¿ ¿on^D 
¿ud, situadas en este piano, y terminadas m C y Y),,aqueja para 
¿a que el área ABCD es un máximo.

Se debe tener \r(îx^ y-dy-= i
J

V es necesario hallar el máximo de la integral / ydx.

Según la teoría precedente, se deberá buscar el máximo 

absoluto de la integral / {ydx -\-a\d.v- 4- dy^) lo que con- 

duce á escribir

o / (j/z/.r 4-a 1 í/.r- 4" ^y) = ^- (0
J *0
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l’uesto que los límites .r^ y .r, son fijos, la parte T de la va
riación es idénticamente nula. .Además ’puede hacerse que no 
varíe más que .r. Se tiene pues,.

</g,r = o, (2)

Ó, integrando por partes y suprimiendo la cantidad exterior á la 
integral, que es nula.

é igualando á o el coeficiente de o.r,

d
Í _L ^■^'Ï

= o de donde
d.v

^ + ^ds=^'-

Sustituyendo por ds su valor y resolviendo respecto á d.v

.r — c = d’ — (j — c')^

y O — ^)* + (j — í:'^ —¿z-.

La curva buscada es una circunferencia.
Problema. De ¿odas ¿as curvas ¿so/er/mefras que /uedeu 

¿razarse en u/i />/ano eti¿re dos /un¿os dados A y B, oé¿ene-r ¿a que^ 
girando airededor de ¿a rec¿a O.v, engendra una supef^cie Maxt- 
mq d tníninia.

Hay que hallar el máximo ó mínimo de ^ ‘^'yds con la con- 

dición / ' ds = /; y la cuestión se reduce á obtener el máximo 

ó mínimo absoluto de / ”' (_y + dj ds, que por ser a una cons- 

tante, se reducirá á obtener el máximo absoluto de /yds.
Problema. Dn¿re ¿odas ias curvas isoperimeiras kaiiar ia que 

eng'endra ei voiutnen de revoiudo'n minimo. La ecuación del pro- 
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blema es

(yM.f + ads') ~ o.

'’ Puesto que están dados los puntos A y B, puede no hacerse
variar más que A- y prescindir de la parte 1’ que es idénticamente, 
nula, puesto que no hay derivada de orden superior al primero 

Según esto, se tendrá

FIN DEL TOMO CUARTO

29
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