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TRIGONOMETRIA.

H. — .)El Seno.

1. Cuando una figura coincide con otra por
el solo hecho de tener con ésta ciertos elementos
comunes, se dice que estd deferminada de un mado
imico por estos elementos. Asi, por ejemplo, una
recta, por dos puntos; un circulo, por tres pu}ltﬂs;y
una esfera, por cuatro puntos, estan determinados
de un modo tnico (sin ambigiiedad). Mas, cuando
existen z figuras diferentes, con ciertos elementos
comunes, y otra figura dada coincide con una de
aquétlas por tener comunes con la misma los expre-
sados elementos, dicese que la figura esta deter-
minada por estos elementos de m 70dos. Asi, por
ejemplo, un triangulo, por dos lados y el angulo
comprendido, por un lado y los dos angulos adya-—
centes y por los tres lados, esta determinade de un
solo modo; pero lo estarad de dos modos, por dos
lados y el angulo opuesto & uno de ellos. Un circulo
esth determinado por tres tangentes, de cuatro
modos; una esfera estd determinada por cuatro pla-
nos tangentes, de ocho modos; etc.
Para la determinacion de un triangulo son ne-
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B
cesarios 3=2.3 — 3 elementos; para la de un cuarto
punto sobre el mismo plano del triangulo son ne-
cesarios 2 elementos 14as; y, por consecuencia, para
la determinacion de un cuadrangulo, de un quin-
quéangulo, ... de un #-angulo, son precisos

24—3, 2b—3,...2n —3

elementos que sean independientes entre si. Y en
lugar de estos elementos pueden darse otras tantas
funciones de los mismos, tambien entre si inde-
pendientes.

Para la determinacion de un cuarto punto en el
espacio, son necesarios 3 elementos mas; y, por
consecuencia, para determinar un cuadrangulo
alabeado son precisos 6 = 3.4 — 6 elementos; y
para determinar un quinquéngulo, un sexan-
gulo ... un v-angulo no plano, seran precisos

35l BB Lig s

elementos.

OBSERVACION. Para la determinacion de un po-
liedro que no sea prismético, ni mas 6 meénos re-
gular, .son necesarios tantos elementos como aris—
tas tenga (*). Supongamos que el poliedro tenga,
v vertices, ¢ caras y ¢ aristas. Segun acabamos de
ver, la posicion mutua 6 respectiva de los o vérti-
ces seria, en general, determinada por 3o — 6 ele-
mentos; mas, en la hipétesis de que las caras del
poliedro tengan #,, n,, n, ... lados respectivamente,
ocurrira que 2, — 3 vértices de la primera cara,
7, — 3 vertices de la segunda, ... caerdn en cada

(*) LEGENDRE (Géom. Note 8); MoBius (Statik, 246).
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caso sobre el plano de los 3 vértices restantes;y, de
consiguiente, la determinacion de cada uno de
aquellos puntos exige un elemento ménos. Luego
el poliedro serd determinado por

80w G (1, ] e [t ] e )

elementos. El niimero de los sustraendos incluidos
en los paréntesis es ¢; la suma #n, + n, + 7, + ...
es 2¢; y ademas 3v -+ 3¢ — 6 = 3a (Lstereom. 90);
Y, por consecuencia:

30 —6— (2, —3) — (,—3) — ... = a.

El nimero ¢ adquirira el valor 3» — 6 en el caso
de que todas las caras del poliedro sean triangulos.
Entonces, en efecto, es 3¢ = 2a; ete. ;

2. Con el conocimiento de que una figura esta
determinada por z de sus elementos se enlaza estre-
chamente el problema, no s6lo de construiria me-
diante los # elementos determinantes (dados), sino
de calcular tambien los elementos restantes deter-
minados (desconocidos). Los métodos de construc—
cion de las figuras se hallan contenidos en la misma
Geometria pura, y perfeccionados, en parte, con
fines tecnicos, en la disciplina aplicada que lleva
el nombre de Geometria descriptiva. Comprende la
Irigonomelria los métodos para calcular los ele-
mentos determinados de una figura mediante los
elementos determinativos de la misma. En la Geo-
metria se ensena, ciertamente, cémo se calcula un
angulo de un poligono plano, mediante los restan- -
tes angulos del mismo poligono; un lado de un
triangulo rectangulo mediante los otros lados; el
area de un triangulo mediante su base y su altura,
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6 sus tres lados, etc. Mas existen ofras relaciones
métricas todavia entre los elementos de una figura,
que se apoyan en el uso de las funciones llamadas
trigonométricas, y éstas son, principalmente, las
que constituyen el objeto de la Z7igonomelria pro-
piamente dicha.

Las partes especiales de la Trigonometria, en
que se consideran las relaciones metricas entre los
elementos de un cuadrangulo, de un poligono, de
un tetraedo, 6 de un poliedro,llevan los nombres de
Tetragonometria, Poligonometria, Tetraedrome—
iria, 6 Poliedrometria. Tambien se suele llamar
Trigonometria plana la que trata de relaciones mé-
tricas entre los elementos de figuras planas; Yy
esférica, la que estudia bajo el mismo punto de
vista las figuras esfericas.

3. En todo tridngulo rectilineo esta determinada
por los angulos la proporcion de los lados; puesto
que dos triAngulos,que tienen sus angulos respec-
tivamente iguales, son semejantes; etc.

Si el triangilo, en particular, es rectangulo,

mediante un angulo agudo del

oo mismo se determinara la razon de
1\ cada dos de sus lados: como, por
- ejemplo, larazon del cateto opues-
) SRR i ii.ng'u_m agudo con la hipote-
nusa. Si dicho angulo agudo cre-

ce, crece tambien la razon del cateto opuesto a la
hipotenusa. Asi, cuando BAK > BAC y la hipo-
tenusa 4% es igual 4 la hipotenusa 40, el cateto
DUE serd mayor que el cateto BC (Planim. 40); ¥,
por lo tanto: DE: AE> BC: AC. Luego la razon
de un cateto con la hipotenusa de un triangulo rec-
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thngulo es una funcion determinada del angulo
opuesto 4 dicho cateto, gonoméirica 6 trigonomé-
trica, que se llama seno del angulo (¥) (Algebra-11).
4. Bajo el nombre de seno de un 4ngulo agudo,
por consecuencia, se comprendera
la razon del cateto opuesto a dicho
angulo con la hipotenusa de un
triangulo rectangulo cualquiera,
A cortado del angulo expresado. El
seno del angulo 4 se expresara por sen 4; Yy, si BU
es normal al brazo A8 del d4ngulo 4, tendremos:

BC
send = 10

i

ke \ﬁ

El seno de un angulo agudo es un nimero abs-
tpacto (razor), comprendido entre 0 y 1; por ser un
cateto de un tridAngulo rectingulo menor que la
hipotenusa. .

Si el angulo crece desde 0° hasta 90°, su seno
crecera desde 0 hasta 1; pues, en la hipotesis de que
la hipotenusa 4 C no varie de longitud, el cateto
B alcanzara el valor 0 cuando el 4ngulo se anule;
y el valor 4 C, cuardo el 4ngulo llegue a ser recto.
De lo cual se desprenden los valores-limites:

sen) =0 y sen90° = 1.

(*) La palabra sinus es traduccion latina de una voz técnica
usada por los 4rabes desde AuBaTENIUS sefialadamente (AL Ba-
~7An hécia el afio 900). La traduccion latina de una obra de As-
tronomia de AL Bataxi, hecha en el siglo xit por Prato TiBUR-
TINUS, impresa (1537) en Niiruberg, es el primer escrito cono-
cido, en que se ve la palabra sinus y el principio de una trans-
formacion de la Trigonometria griega (De motu stellarum Capi-
tulo 3, p. 6.) V. PFLEIDERER 1802 (Trigon. A%). DELAMBRE (Hist. de
' Astron. du moyen dge 41819].
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9. Lossenosde los 4ngulos susceptibles de cons-
truccion elemental pueden calcularse mediante teo-
remas conocidos de la Planimetria. Si 4 = 45°,

BC = ABy2BC*= A0?, segun el teorema de Pi-
tagoras. Luego

BC* 30_\/___@

r—

AL R A AR
Si 4 =60° AB=-4C, 40"+ BC*= AC".

B2 oy BOC 8 0
A0 =% 0= o> $6n60°=0,8660 .

Si 4=30°, BC= A0, sen30° = 0,5.

; senddb®=0,7071 ...

Si A = 18° el cateto BC es igual 4 la mitad Qe
la seccion aurea de la hipotenusa 4 C (Planim. 92);
Yy, por consecuencia :

BC.. /b —1
A0 i

sen 18° = 0,3090 ...

De los angulos que son sumas 0 diferencias, du-
plos 6 mitades, etc., de angulos cvyos senos ya co-
nocemos, pueden calcularse tambien los senos, apo-
yandose en el teorema de Ptolomeo (Planim. 125),
0 en su correspondiente goniométrico (31 y 32),
Tambien ofrece la  Anélisis matematica el medio
mas general y comprensivo para calcular directa-
mente el seno de todos los angulos (47if. univ. 188).

Tenemos, por consecuencia, los elementos ne-
cesarios para formar 7a@blas que contengan, no so-
lamente los senos de los angulos desde 0 hasta 90°,
sino tambien los logaritmos vulgares de estos se-
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nos con aproximacion suficiente (¥). Los logaritmos
de los senos son negativos y generalmenie tienen
la caracteristica negativa — 10, que se omite por lo
mismo en las tablas y los calculos.

En las Tablas de senos (de los logaritmos de los
senos) se halla para cada angulo dado, su seno (lo-
garitmo de su seno); y para cada seno dado (loga-
ritmo), su angulo correspondiente, con la aproxi-
macion que la de los niimeros contenidos en las
Tablas determinan. Las interpolaciones precisas se
efectiian por las mismas reglas que en las demas
tablas matematicas (Algedra 14 y Aritm. univer-
sal 111). |

I.—En las Tablas de senos (**) se halla el angulo

(*) Los griegos calcularon, para todos los 4ngulos centrales
desde 0 hasta 180°, de medio en medio grado, las razones de sus
cuerdas respectivas al rdadio, dividiendo éste en 60 partes

(wotpar), cada parte en 60 minutos y cada minuto en 60 segun-
dos. Las obras més antiguas que tratan de las relaciones mé-
tricas, precisas, entre las cuerdas del circulo, fueron escriias
por Hiparco y MENELAO, segun el testimonio de Tueox (en el
comment. al Almagesto). Las tablas de lasrazonesdelas cuerdas, .
v un método sencillo para construirlas, fueron publicados por
ProLomeo (Almag. I, 9). V. KAsTNER /Géom. Abhandl. I, p. 525,
[I, p. 35%.) Por ser el seno de un angulo periférico la razon de
la cuerda opuesta con el diametro, lograron los drabes deducir
inmediatamente de las tablas ptolomaicas las de los senos
expresados en partes sexagesimales, sin mas que bisecar los
angulos centrales y las razones correspondientes de sus cuer-
das con el radio. En lugar de los quebrados sexagesimales, in-
trodujeron los decimales en las tablas de los senos los astro-
nomos alemanes PEurssGH vy REGromonTANO 1450. Los logaritmos
(naturales) de los senos fueron descubiertos por NEper 1614%;
en seguida, 1628, Brices y BracQ calcularon tablas de la forma
usada actualmente. '
(*) J. H. T. MULLER, 2. ed. 1360.
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de 23° 17 cumprendldn entre el de23° 10’ yel de 23°
20", cuya diferenciaes10’; y el sen 23° 17, por con-
secuencia, entre 0,3934 y 0,3961, cuya diferencia es

0,0027. Si, pues, el angulo 23° 10’ aumeut& en 10,

1 y 7 minutos, su seno aumentara en 27, - ¥ =L 27"’

diezmilésimas. Luego sen 23° 17" = 0,3934 + 0 0019
= 0,3953.

Asi se halla logsen23° 17 = 9.5948 -+ 0,0021
= 9.5969, mediante los valores de Jog sen23° 10’
y log sen23° 20', cuya diferencia es 0,0030, multipli-
cando esta diferencia por 0,7, en atencion 4 ser 7’
la diferencia de los angulos, y agregando el pro-
ducto & log sen 23° 10’.

La caracteristica — 10 se sobreentiende agre-
gada 6 unida. '
3

II.—En la columna de los senos esta sen  — 2

= 10,7500, entre 0,7490 y 0.7509, cuya diferencia es
0,0019; y el angulo z, por lo tanto, entre los 4ngu- .
los 48° 30" y 48° 40" cuya diferencia es 10°. Aumen-
tando , pues, el seno 0,7490 en 19, 1 y 10 diez-

milesimas, su angulo correspondiente aumentaré

en 10, -}gy 20 minutos. Luego # = 48° 30" + 5’3

— 489 35',3

Dado Zog senx = 9,8751 (se sobreentiende la
caracteristica — 10), se halla # = 48° 35’ 4. En
efecto, los 4ngulos correspondientes & los logarit—
mos 9,8745y 9, 8756 difieren en 10°; y estos 10" deben

multiplicarse por 11’ y agregar el producto 4 48°

30°, que es el angulo correspondiente al logariimo
9.8745 que se diferencia del logaritmo dado en
0,0006, y del siguiente de la tabla en 0,0011.
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6. La ecuacion (4)

sen A BC
ha =10

que subsiste para el triangulo rectangulo cuya hi-
potenusa es 4 C, y define el seno del 4ngulo 4, ex—
presa la relacion entre la hipotenusa, un cateto y el
dngulo epuesto @ este cateto, de un tridngulo rec—
tangulo. Segun esto:

BC
T sen A

BC=AC.send y AC

Un cateto es el producto de la hipotenusa por el
seno del angulo opuesto al cateto.

La hipotenusa es el cociente de un cateto por el
seno del angulo opuesto al cateto. '

En particular, una cuerda circular es el pro-
ducto del diametro por el seno del angulo perifé-
rico que insiste sobre ella; por ser recto el angulo
periférico que insiste sobre el diametro.
~ Estas ecuaciones contienen las soluciones de los
problemas trigonométricos siguientes: 1.° Dados la
hipotenusa y un cateto, calcular el angulo opuesto
al cateto. 2.° Dados la hipotenusa Yy un adngulo
agudo, calcular el cateto opuesto & este angulo.
3 ° Dados un cateto y su angulo opuesto, calcular
la hipotenusa.

EJEMPLOS.
BC | 718 log BC | 2,8561
AC | 9224 log AC | 2,9649
A |B1°7  logsen A | 9,8912
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AC | 5,21 log AC | 0,7218
A4 |41°26° logsen A | 9,8207

BC | 3487  log BC | 0,5425

BC | 25,7 log BC | 1,4099
A | 81°47 logsenAd | 9,9959

AC | 25,965 log AC | 14144

v Tl drea de un tridgngulo es la mitad del pro-
ducto de dos de sus lados por el seno del dngulo
comprendido entre ellos. Advirtiendo que por seno
de un angulo obtuso debe comprenderse el seno de
su angulo suplementario agudo. Designando por A
el area del triangulo 4BC, debe ser

A %AB.BO’. sen CBA.

DeMoSTRACION. La altu-
ra D del triangulo 4 BC
es un cateto del tridngulo
rectangulo B D, cuya
hipotenusa es BC. Lue-

oo (Planim. 82):
' DC = BC.sen CBD (6)

A o %AB.DO=—2—AB.BC"36% CBA

en el caso de ser CBA agudo, 6 de ser sustituido el

angulo obtuso B4 por su suplemento agudo DBC.
e ApLICACION. El drea de un

s .« paraleldgramo es el producto de
: dos lados contiguos por el seno
del angulo comprendido entre
: ellos.

Bl drea de un cuadrildtero es la mitad del pro-
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ducto de sus diagonales por el seno del angulo de
las mismas.

8 Los lados de un triangvlo son entre si como
los senos de sus angulos opuestos respectivamen—n
te (*¥). Los lados divididos por los senos de los angu-
los opuestos dan cocientes iguales, cuyo valor co-
mun, tanto expresa el cociente del producto de los
lados por el duplo del area, como el diametro del
circulo circunscrito al triangulo( Zeorema del seno).

DemosTrACION. Hemos hallado (7):

Do S — sen BAC

20 = senCBA, 7i

y, pOr consecuencia:

C4 : BC = senCBA : sen BAC; etc.

Designando los lados £0C,
CA y AB por a, by c respecti-
vamente, 1os angulos opuestos
por a, 8 yy (**), el drea porA, y
por # el radio del circulo cir-

cunserito, tenemos (7):
A = be sene = ca senB = ab seny
abc a b %

24 sena  senf  seny

Porque las cuerdas @, & y ¢ son opuestas & los an-
aulos periféricos 6 inscritos «, B y v (6).

== 27

(*) En la Trigonometria antigua era esta ley tautolégica;
porque AB es la cuerda del angulo céntrico AMB =2ACB, etc.
Sobre las otras relaciones véase la Planimetria (135).

(**) Esta notacion expresiva fué introducida por EULER; y al
mismo se debe el uso comun en las formulas de expresiones,
como send, cuyos valores particulares se designaban @ntes
de otro modo con letras especiales (Nov. Comm. Pelrop. 5, pi~-
gina 164).

b
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OBSERVACION. “Por ser § — a
a == 2rsena, €s
, Sen B sen y
SEN o
Y mediante estas expresiones puede calcularse
el area del tridngulo, conociendo sus angulos y
uno de sus lados 6 el radio del circulo circunscrito.
9. Elteoremadel seno contiene la relacion enire
dos lados de un tridangulo y sus angulos opuestos,y
sirve, de consiguiente, para resolver los problemas:
1.° Dados dos angulos de un tridngulo y el lado
opuesto & uno de ellos, calcular el lado opuesto al
otro 4ngulo.2.° Dados dos lados y el angulo opuesto
4 uno de ellos, caicular el angulo opuesto al otro
lado. Asi, dados @, « y 8 , tenemos:

= 2rsenp y

20 =@ y A =2r'sen o senf seny

a | __ Seho
5-—-”%15%3. Y, dadosa,ay b, senf = 2 b

El segundo problema admite, en general, dos
soluciones; puesto que existen dos angulos 3, uno
agudo y obtuso el otro, cuyos senos tienen el mis-
mo valor (7). '

Si, en particular, el lado @, opuesto al angulo
dado «, fuese menor que dsena, seria senf>1 y
no real el angulo buscado 8. Lo cual significa que
no existe ningun tridngulo con los elementos dados.

Si fuese @ = bsena, seria sen =1, = 90°..

Si @ estuviese comprendido entre los limites
bsenay b, seria senl = sen o, €l angulo buscado B
tendria el valor de un angulo agudo, mayor que «
y que el valor del angulo obtuso suplementario.

Sia =0, debe ser senfB = sena; y B s0lo podria
tener el valor @ y no el 180° — «,
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Sia>0, serd senfB < sena; y B sélo podra ser
agudo y menor que «; porque obtuso, deberia opo-
nerse al mayor lado, contrgfla hipdtesis establecida.

Con esta determinacion concuerda perfecta-

0 mente la construccion

} del triangulo 4 B con

/ los elementos dados.
\;_/ En efecto, el circulo

&Q ot b descrito alrededor del

~~——— 7 centro Ccon el radio «,
tiene con el brazo AX

del 4ngulo o, dos puntos comunes, imajinarios, 6
reales (unidos 6 separados), segun que @ sea menor,
igual 6 mayor que la altura CD = b sena. Cuando
@ = 0, el segundo punto de interseccion se con-
funde con 4. Si 2 > 4, el segundo punto de inter-
seccion caera en el &ngulo adyacente del «.

5 ~ EJEMPLO 8
a | 3% | log a |2.5119
B |46°15" ) log sena |9.98735
97°30° log ¢ |2.50455
- sen o |

B4y | 103°45° log sen B [9.8588
o | '76°15" log seny 19.9260
b | 241,7 -fﬂg( S; sen p) 2.38332

¢ | 282,2 w 5
A | 33130 Jﬂg( FEFL Sen y) 2.45055
log - 19.6990
log (2— be sen u) 4.5202
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EJEMPLO 2.°

o | 23°4° log sen o | 9.5931
a | 8377 log a | 3.9231
b | 12249 log SN % | ¢ emn)

SRk S @
8’ | 349572 log b | 4.0881
o § | 5812 Zlog sen 9.7581
T.r 121'358, ’B Qijf:i']’ 99285
¢ | 18134 log\ seny': s ) 4.2585
g7 | 145°2',8 - logseny” | 9.3138

'T” S {3, R B 53’?3 £ £en o
| 4403 log i seny = ) 3.6438

FE. — Del Coseno.

10. El seno del complemento de un éngulo se
llama coseno de este angulo (¥). El coseno del an-
gulo « se designa por cos «. Segun la definicion

coS o = sen (90° — a), c0s'(90° — a) = séna
c0s32° — sen 8%, c0845° = sendd’
cos 0 = sen 90° =1
c0s 90° = sen 0° = 0
gi el angulo agudo « crece, Su complemento
mengua y tambien el seno de este complemento (3):

lo cual quiere decir que, cuando el 4ngulo aumenta,
su coseno disminuye.

(*) La abreviatura coséeno de complementi sinus procede de
GuNTER, contemporaneo de BriGas, segull asercion de KEpPLER.
Trigon. de PFLEIDERER P. 101).
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Sustituyendo todos los 4ngulos por sus comple-
mentos, la Tabla de los senos 6 de sus logaritmos se
convertird en Tabla de cosenos ¢ de los logaritmos
de estos cosenos. S6lo hay que notar en la interpo-
lacion de la tabla de los cosenos 6 de sus logarit-
mos, que el coseno 6 su logaritmo disminuyen
cuando su angulo aumenta, y reciprocamente.

Por ejemplo, el cos23° 17" cae entre 0,9194 y

0,9182. Cuando el angulo 23° 10° aumenta en 10,
1 y 7 minutos, su coseno mengua €n 12, E v 12.7

diezmilésimas. Por lo cual:
c0823° 17" = 0,9194 — 0,0008 = 0,9186.
Del mismq modo se halla:
log ¢0s23° 17" = 9,9635 — 0,0006 ;; = 9.9631

Si cosz = 0,8347, el angulo @ esté' compren-
dido entre 33° 20" y 33° 30’. Cuando el valor 0,8355

del coseno disminuye en 16, 1y 8 diezmilésimas,
0" 10.3

su angulo aumenta en 10, o ¥ 75 mINULOS. Por lo
cual es z = 33° 25".

Dado Jog cos z = 9.7336, se halla
z = 57°10" + 10" - = 57° 13’

10

OBSERVACION. Si a.es obtuso, tenemos (7):
sen o — sen (180° — «) = cos[90° — (180° — a)]
= C0§ {c: — 90{1)
Asi, por ejemplo: senl38° 23" = cos48° 23'. Es
més sencillo, realmente, sustraer 90° del angulo
obtuso, que sustraer este angulo de 180°; y por esto

el seno de un angulo obtuso debe buscarse en la
tabla del coseno.
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11. En un tridngulo rectangulo, el coseno de un
angulo agudo es la razon del cateto adyacente con
la hipotenusa. Un cateto es el producto de la hipo-
tenusa por el coseno del angulo agudo, adyacente
al cateto. La hipotenusa es el cociente de un cateto
por el coseno del angulo agudo, adyacente al mismo

cateto. -
DrMOSTRACION. Eneltridngulo rectangulo 4 BC,

cuya hipotenusa es A C, tenemos (6):

2 AL
br e | v frrmer—e
//‘ cos A = senC 10
A,-«""frf‘ H .A.
AB = AC.cos4, AC=- &
cos A

OBSERVACION. Segun el teorema de Pitagoras:

AB RO

2 WY T £ 4\ *
cos’A + sen’d = 10 1 (%

send = V1 — cos’4d — /(14 cos A) (1—cos A4)

c0s A =\/1 —sen’A = /(1 +send) (1—-sen A)

Por ejemplo:

sen (45° + o) = cos (45° — o) = /1 —sen’® (45° —q)

L.os senos de los angulos superiores a 45” pue-
den calcularse mediante los senos de los angulos
menores que 45°.

Del valor dado de senz & de logsenz, puede

(*) Se escribe cos?4 6 cosA?®, y cosma, por (cosd /2, y cos(ma).
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deducirse el de cosz ¢ logcosz, mediante la in-
terpolacion en las tablas, sin determinar el an-
gulo #. Sea, pues, sen =0,3016 que estd compren-
dido entre los senos 0,3007 y 0,3035; cos z lo estara
entre los cosenos 0,9537 y 0,9528. Ahora bien, si el
seno 0,3007 aumenta en 28, 1 y 9 diezmilesimas, el

coseno 0,9537 mengua en 9 ; y 99 diezmilésimas.

»928 Y 28
Luego cosz = 0,9534.

Para calcular el cateto B C, dados la hipotenusa
AC y el otro cateto 4B, se busca en las tablas
cos A — AB : AC, 4 cuyo lado esta sen 4; y asi se
halla BC = A4Csen A, con mayor facilidad que

calculando laraiz y/4C* — AB*.

12. El cuadrado de un lado de un tridngulo es
igual 4 la suma de los cuadrados de los otros dos
lados ménos el doble producto de estos lados por el
coseno del angulo entre ellos comprendido ( Z¢ore-
ma del coseno). Aqui debe comprenderse por coseno
de un angulo obtuso el coseno negativo de su suple-
mento agudo (*). Segun la notacion admitida (8):

a* = P 4+ ¢* — 20b¢ cos «
b? = ¢ 4+ a* — 2ca cos B
¢ =a® -+ b — 2ab cos v

Si « es recto, cosa =0,y a’ = 0" +¢'. Siaes
obtuso, cosa = — cos (180° — o),y &’ = 0" 4 ¢ +
e cos (180° — o) = §* + ¢* -+ 2bcsen (a — 90°).

(*) Este teorema, que comprende el de Pitagoras como case
particular, se halla en Evct. I, 12 Y 13, sin la expresion tri-
gonométrica del altimo término {Planim. 126).
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DemosTRACION. Trazando en el triangulo 4BC

la altura C'D, por el teorema de
Pitagoras tenemos:

il
f‘?
3 / \ BO* — DB + CD*
f ¥l
& g

B
Si el lado B C se opone al an-
=, gulo agudo 4, es DB = AB —
AD; y, por consecuencia:

BC? =AB* —24B.AD + AD'+ CD*
Y como 420° + 0D = A(”, resulta finalmente:

BC* = AB* + AC* —24B.4D.

Mas, si ellado B C es opuesto al angulo obtuso 4,
serd el segmento DB = DA+ AB; y, por lo tanto:

BO? = AB* 4 24B.DA 4+ DA?* 4 DC?
= AR+ AC*+248.D4

En el tridAngulo rectangulo 4D, tiene 4D, en
el primer caso, el valor 4Ccos4 (11); y, en el se-
gundo, el valor 4 Ccos (180 — 4); ete.

Este segundo caso queda incluido en el primero
por la definicion adoptada para el coseno de un
angulo obtuso. -

OBseErVACION. Segun (10), cuendo « es obtuso
tenemos:

cos (180° — &) = sen[90°— (180 —a)] = sen (a=90°)
coSa = — Sen (o — 90°)

Asi, por ejemplo, en lugar de cos 127° 46’ toma-—
remos — sen 37° 46'; porque es mas facil sustraer
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90° del 4angulo dado que sustraer este angulo de
180°.

13. El teorema del coseno contiene la 7elacion
entre los tres lados de un tridngulo vy el angulo
opuesto a wno de ellos; y sirve, por lo tanto, para
resolver los problemas trigonometricos siguientes:
' 1.° Dados dos lados de un triangulo y el angulo
entre ellos comprendido, calcular el lado opuesto
a este angulo. 2.° Dados los tres lados, calcular los
angulos opuestos & los mismos. 3,° Dados dos lados
y el angulo opuesto & uno de ellos, calcular el ter-
cer lado.

Dados, & = 3921, ¢ = 4652 y « = 27° 38’, se halla

a =/ b+ ¢ — 2bc cos « = 2168

Dados, @ = 246,9, b = 163,9 y y = 113° 16’4,
se halla '

¢ =y @ + 0 -+ 2ab sen 23°16', 4 = 346, 1

Este calculo se facilita mediante las tablas de
GAuss (Aritm. univ. 113); pero el primer problema
se resuelve con mayor facilidad todavia aplican-
dole el doble teorema de Gauss (23).

14. Para el calculo del angulo «, dados los lados
a, by ¢, se usa la ecuacion ¢* = 8* -+ ¢* — 20¢coSs «,
de la cual se deduce:

st 1 s
20¢
Sia* =0+ escosa=0ya=90. Sia®>
b + ¢*, es cosa negativo, obtuso el angulo «, y se

busca en las tablas « — 90°, despues de haber
puesto — cosa.= sen (a — 90°).

COS a —
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lo cual significa que la diferencia de dos lados es
mayor, 6 que la suma de los mismos lados es me-
nor, que el tercero, cos« sale fuera de los limites 1
y — 1; el &ngulo que se busca no es real, y el trian-
gulo no es construible.

OBseErvACION. De las ecuaciones (7)

4 A = 20c sena
b + ¢t —a* = 20c cos .,

teniendo presente que cos’a + sen’a =1, se despren-
de la siguiente:

16A*4- (0*+ *— a ) = 46%¢’
N=¢s(s—a)(s—0b)(s—¢)

en la cual s representa la semisuma de los lados

(Planim. 133).
Calculada el Area A mediante los lados, 105 fm-

gulos podran calcularse por las ecuaciones (8):

sen Qba .5'3?.@;3-——-—5 sen 2&{2
R P abe T abe

Primeramente se calculan los angulos opuestos
4 los lados menores, que son agudos. El angulo
opuesto al mayor lado serd agudo u obtuso; pero
siempre de tal magnitud que, sumado con los
otros, dé la suma de 180°
- La resolucion numérica, mas sencilla, del se-
coundo problema, tiene por base las féormulas que
verémos mas adelante (20).
15. Para el calculo del lado ¢, dados los lados «
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y & y el angulo «, opuesto al lado ¢, se usa la ecua-
cion a* = b* -+ ¢* — 2bzcos«, de la que se deduce
esta otra :

-

¢ — 2bccosa = a*— 0’
[ﬂ-—-bCﬂé’f a:)!= bcos’s + a*— 0= a’— b’sen’a (11)

6= beosu 4+ V ?— Psen’a

La cual prueba que, en general, existen dos va-
lores para ¢. Estos valores no seran reales cuando
sea @ < bsena; seran reales é iguales entre si,
cuando @ = bsena; y reales diferentes, cuando
@~ bsena. Si en este Ultimo caso fuera @ = 6 0
e~ b, la raiz cuadrada valdria tanto 6 mas que
bcosx, y el segundo valor de ¢, por lo tanto, se
anularia, 6 seria negativo: esto es, los segmentos
AB'yAB”, correspondientes alos valores de ¢, ten-
drian direcciones opuestas (Planim. 111).

Fsta determinacion coincide con la dada an-
tes (9), y se confirma construyendo el triangulo ABC
con los elementos propuestos. El calculo directo
del lado ¢, sin embargo, es ménos sencillo que el

indirecto con el auxilio del angulo y.

Iii.—De la tangaﬁtﬂ v la cotangente.

16. El cociente del seno de un 4ngulo por el co-
seno del mismo se denomina tangente de dicho
angulo (*). La tangente del complemento de un

(*) Las tablas de tangentes fueron construidas por los dra-
bes (AL Barani 900), como nota BurckHARDT; € introducidas
en Occidente por RecioMonTaNO 1463 con la denominacion de
Tabula foecunda. El nombre tangente procede de FinNk (Géom.
rolundi 1583). PFLEIDERER ( Trigon, pags. 429, 451 y 164).
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angulo se llama colangente de este angulo. La tan-

gente y la contangente del dngulo « se expresan
por tanga y cota, y segun esta notacion:

SN o o
tang a« = e ¢ol o= tang (90° — «)

Mas

L sen (90° — «)  COS o
RN — A cos (90 — &)  Seéna L

Luego
COS a
Sen o

Colo = y tanga . cota =1

Es decir que la tangente y' la cotangente de un
mismo angulo son reciprocas, y sus logaritmos
igualmente opuestos. -

17. La ecuacion ¢os*a -}- sen’« = 1 da:

sen’a 1 €08 1

1 1 T g )? ST 2
coS*a coso SeNn o SCHL o

6, segun las definiciones anteriores:

1 4 Zan ‘a—_--}—— col’a + 1 = .

I %= costa’ sen’a

Y estas ecuaciones enseiian que del coseno de
un angulo puede deducirse inmediatamente su tan-
gente, y del seno su contangente; y viceversa.

18. Si el 4ngulo crece desde 0 hasta 45°, y des-
pues desde 45° hasta 90°, la tangente crece desde 0
hasta 1, y despues hasta el co; y su cotangente
mengua desde o hasta 1, y despues desde 1 hasta 0.
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Porque
| sen( 0
arg ) = =
e cos 1 :
o  SEN4S”
tang 45° = 054590 1
L
tang 90° = c0s90° 0 0

Si B > a, sera senp = senx, CoS < €S (4 y 10),

sen 3 Sene _ SEN
cos 3 cos P CoS @

y, por lo tanto: fang B > tang «. Por el contrario:
cot0 =00, cot45° =1, c0t90°=10
cot B < cola.

Las Tablas de tangentes y cotangentes son sus-
ceptibles de interpolacion como las otras. Cuando
el angulo crece, su tangente crece y tambien el lo-
garitmo de ella; miéntras que su cotangente y el
logaritmo de ésta disminuyen;y viceversa.

OBSERVACION. Si el angulo « es obtuso, tene-
mos (12):

sen (180° — «)

lang o = — cos (180° — ) — — tang (180° — a)
el =007 L
 —sen (a— 90?) {:ot(m 90

Es decir que los angulos suplementarios tienen
tangentes y cotangentes igualmente opuestas.
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19. En un tridngulo rectingulo la tangente de
un angulo agudo es la razon del cateto opuesto 4
este angulo con el otro cateto. La cotangente de un
angulo agudo es la razon del cateto adyacente 4
este angulo con el otro cateto. Un cateto es el pro-
ducto del otro cateto por la tangente del 4ngulo
opuesto, 6 por la cotangente del 4ngulo adyacente
al primero. , :

DemosTtraCION. En eltridngulo rectangulo 4 80,
cuya hipotenusa es 4 C, tenemos:

BC AR
Yy, por lo tanto:
BC _ AR
lang A = A7 col A =50

BO—AB. tangA = AB. cot C.

- APpricAacioNEs. Con auxilio. de este teorema se

hallan los 4ngulos de un tridngulo rectangulo, da-
dos sus dos catetos; y un cateto, dados un angulo
agudo y el otro cateto.

Para calcular la hipotenusa, dados los catetos
ABy BC, se busca en las tablas tangd — BC: AR,
y a su lado se hallan sen 4 6 cos 4 (el mayor de los
dos exige la interpolacion menor); y con ésto 4 0=
B(C:send 6 AB :cosA. Procedimiento méas sencillo

que el de aplicar la formula VA B* 4 B("* (11).

Sea O un punto cualquiera del 4ngulo 0B84, y
POy QO sus distancias 4 los lados de dicho 4n-
gulo; la suma, PR, de estas distancias tiene con la
suma de los segmentos 25 y B Qlarazon constante
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tanyg ; CBA (*). Enefecto, la recta @ R cortadel angu-
lo adyacente al dado el trian-

5 gulo §@ B, cuyos angulos @
A y § tienen iguales comple-

O— mentos y valeu; CBA;porlo
/ aunali PA i BB 4 BQ ¥

PR :PS§S= t.fmyé- CBA. Los
segmentos PB y B @ seran
negativos cuando sus direcciones sean opuestas a
las direcciones ABy BC.

Si designamos por aa’, 60" y ¢’ los angulos que
con los lados BC, C4 y AB de un triangulo for-
man las medianas del mismo 4,4, B, By C,C, ten-

dremos: :

Y Sy BeF TR L

AC2—BO*=24B.C, Ccoscc’. (Planim. 112.)
40 =24 B.C 0 sen cc” (7)

hr—n2 cl— 63 ai—ct
P N e 5 L
cot cc T cot aa Y, cot bb ii

ébt aa’ -+ cot b’ -+ cot ce’ = 0 (*).

20. Para hallar del modo més sencillo los angu-
los o, 8 y v de un triangulo, dados sus lados @,

(*) De este lema se derivan leyes acerca de perimetros de
poligonos y superficies de poliedros, que ha deducido LiNDE-
LoF por otro camino (Bullelin de Petersburg, 1870, t. x1v, pi-
gina 256.)

(**) FATZBENDER (Arch. de Grunmmert, &9, p: 115). Véase ade-

lante (66).
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y ¢ (14), se calcula (Planim. 133) el radio del cir-
culo inscrito

d=V(s—a)(s—b)(s—c

y en la figura que se encuentra en el lugar citado
se halla cotD'AD = AD' . D'D (19) ete. Luego (%)

§—0a s—b S—C
cot—;;a_ 5 cai%ﬁ = gng}ﬂ_.r_ =
1 1 L LR s

cot 5 a-+-C01 P--cot — T=&—ﬂ3=co£% " cot-;—{?.cat% Y
EJEMPLO.
a | 3921 log (s—a) | 3,1611
b | 4652 log (s—b)| 2,856l °
¢ | 2167 log (s—c¢) | 3,505
bpliagAn L A cee | 9,0227
s | 5370 =408 & 16 3,900
S—0 1449 35‘5’ d 5,79%7
s—b| 718 Zﬂf' d| 2,89635
s—c¢ | 3203 log cot — « | 10,26475
1 )
52 | 28°31'5  Jogcot—B| 9,959
1 0 Q0!
5 B(47°39'  log cot-y 1| 10,60915
=7 | 13° 49
w5708, B=—95°18" =27°38".

(*) JoAcHIM RHATICUS (PFLEIDERER, Trigon., p. 394).
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21. Para calcular, dados dos lados y el angulo
comprendido, 0, 2y ¢, 6 bien, b,y y
a, el angulo 8, opuesto aunode los
lados 0, puede cortarse del angulo
B: 6 por la altura CD, el-trian-
=3, gulo rectangulo BOD cuyos ca—
o tetosson DB=AB—AD—c—b

-

//ﬁ cosa y DC = bsena; 6 por la al-
/¢ tura AL, el tlld.llﬂ‘ulﬁ rectangulo

L

A 4 & PRAFE cuyos catetos son BE = BC
— HC=a—bcosy y EA = bseny. Segun (19):
tang B — bsenx cseny

c—bcoss a—bcosy

Si el denominador seanula, estoes,si AB=A4D,
tang B seré,inﬁnitoy 8 recto; sieldenominador esne-
gativo, 6 si AB << AD, E'I angulo 8 es obtuso, y

entonces (18): f

cot (B — 90°) =
b cos =
conforme patentiza la figura.

La solucion mas sencilla de este problema se
funda en el teorema siguiente.

22. El productodeun ladode un triangulo porel
seno (coseno) de la diferencia de los 4ngulos adya-
centes es igual al producto de la diferencia (suma)
de los dos lados opuestos 4 dichos &ngulos por el se-
no (coseno) de la semisuma de los mismos angulos.

La fangente de la semidiferencia de dos angulos
deuntriangulotienecon latangente de su semisuma
la misma razon que la diferencia de los lados opues-

tos con la suma de estos lados (*). Asi, por ejemplo:

(*) Esta adicion que Fink (Géom. rotundi 583, p. 281) dedujo
c
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(y-+a)
(Yt )
tang ; (y—a) : mc»zg—;-(«;—}- a) =Cc—a:C+a.

DemosTRACION. Haciendo AD=AB—BCy AK
— AB -+ BC, seran los angulos

DCB=BD(C = + EBC= - (y-+a)
AG_DZAO’_B-—— .DOB A (T r.:)
y el DOE=90°. En los tridngulos 40C y AEC,
serd segun (8):
Conired - wud A T AT
//\ senCDA  sendCD
f/?.rf o ey
el \ 3 04 AF

N

AT B E Y senOkd = senACE

Mas sen CDA—sen BDC (7);sen CEA=cos EDC,
y sen ACE = cos ACD (10). Luego:

b £ ib. b ct+a

] i 1 ST L&
36’?&5(“(-1—:1) SS’H«E—{T-—Q] cos =(y+ «) 59-5"5(‘1’““)
O bien: |

%36%-12- (y— a) =(€——¢)S€ﬂ% (y+a)

b sen ; (v—a) = (c—a) sen

1
2
Z)cosé (y—a) = (c—|~¢;)cos%

p—t B

bca.s*%_(w-—— o) = (C+a) cos% (vy+ o)

Y de estas ecuaciones se deduce por division la
siguiente:

de una consideracion establecida por ProLOMEO ¥ REGIOMONTA -
¥0 (24) (PFLEIOERER, Trigon., p. 356), €S conocida, como la rela-
tiva al tridngulo esférico con el nombre de Analogia de NEPER.
El teorema principal, como el correspondiente al triangulo
esférico, lleva el nombre de Teorema doble de Gauss (50)s

i
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c—a
C+d

23. Con el auxilio del teorema precedente pue-
den calcularse del modo méas sencillo los restantes

elementos v, « y &, de un tridngulo, dados sus dos
lados ¢ y e el dngulo por éstos compwandﬁda 8. El

angulo - { —l—-a] es el complemento de -{3, y, por lo
tanto sml conocidos los productos 5.5'3?1. =iy —%&y
beos = (Y—Hu} medlante cuyos valores se ha,lla. por
d1v151011 el de tang- ~(y—a); ¥, COMO consecuen-
cia, el de Sen 1(7—5:) y el de caa-l (y —a), y el del
éngulﬂ i m) El lado 6, puede calcularbe por di-
vision de dos modos diferentes, y por ultimo, de los
valores de E(T+“ |y ?(T——u] se deducen-los de los
angulos vy «.

mﬂﬁ%h‘—ﬂ) e M?aﬁ%"{ﬁ“{*ﬂ)

EJEMPLO.

¢ | 4652 t‘ag (c—q) | 2,8639
a | 3921 log sen ( v+a) | 9,9872
o Pl =l o0 Zog (c+a) | 3,9332
c—a |t 731 log cos % = (y~+a) | 9,3781
: T ot Bin logh sen = (~; —a) | 2,8511
e 13° 49’
: 2 P logb cos [T—m) 3,3113
- [T +a) | 76° 11 Zﬂy Iﬂﬂy ( ) 9,5398
gly—a) | 19° 7 '
2 | log sen — (T — a:) 9,5161
v | 95°% 18’
o | B° .4: Zﬂy’ cos§ 'E' (T Sk ':::] 919754
b| 2167, s " log b | 3,3360

OBservAcioN. Dados, un lado, 4, de un tridngu-
lo, su angulo opuesto B, y la razon @ : ¢ = m de los
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otros lados, pueden calcularse los elementos res—
tantes del triangulo, mediante las ecuaciones -

1 c—a 1
tangy—a) = i tang 5y -+ a)
1 —m 1
ey mtﬂ?&yﬁ*( —-:t]
; X san%(y—- a)
"2(6 Sea ﬂ) =—Eb ~

36%%{1’ + )

1
COSE'(T — al

J }i(c = :l?g' 1
. cos(y -+ o)

94. Como (8) ¢c: @ = seny:sena, Sl establecemos
la condicion sena : semy=m, segun el teorema (22)

tenemos:
seny—sens 1 —m

~ seny-+sena 1-+m

Y, de consiguiente, conocida la suma de dos an~
gulos y la razon de Sus Senos, puede calcularse la
diferencia de los angulos; y, por lo tanto, estos an-
gulos mismos (¥). Puede suponerse en la férmula
anterior m = sen p.; ete.

Si la suma dada pasa de 180°, se tomara el an-—
gulo y=180°—74' ¥y a= 180° — a’, con lo cual:
sen ' —Seny'

— seny -+ seny'

Pero o' —y'=—y —; %(1'+T’)$180°—-12(T—l—a); y (18)
taﬂg—lﬁ(a' + ) =— mng}i(y +a) .

tang—;—(v —a): !tim_g?'lé{*r +a)

1, 4 r 1, ’
tang (o’ — y'): tang 3« + 1)

(*) - Este problema y su resolucion grafica f ueron conocidos
por PTOLOMEO Y REGIOMONTANO. (Véase la nota al leorema 22.)
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seno = sen o, Sem y = Sen y
Luego, como antes:
Sen y— Sen e
SEN Y+ SEN «

ApricacioN. Sobre el plano del tridngulo 4BC
_existe un punto 2, respecto del
cual tienen loslados 4B y BC
magnitudes aparentes dadas.
Este punto 2D es el segundo pun-
to comun de los circulos A BC"
v BCA’, cuyas cuerdas ABy BC
son vistas desde los puntos €’
y A' respectivamente, bajo las magnitudes aparen-
tes dadas; y permanece indeterminado cuando los
dos circulos coinciden con el 4BC. |
Designemos por ¢, @y § los lados 45 y BC,y
el angulo CB A4, del tritngulo ABC;y pory'y «' los
dngulos ADBy BDC. Con estos datos nos propo-
nemos calcular los segmentos D4, DBy DC que
representaremos por f, ¢ y £ (*). Para ésto, repre—
sentando por ¢ y ¢ los angulos BAD y DUB, del
cuadrangulo 4 5CD, tendremos:

1644 =180"— 5 (1" + o' +B)

En los triangulos 48D y BCD se verifican las
relaciones:

iﬂﬂg%[y — o) mng-;-(T +a) =

g .lA"

L al e S y g a
sene seny' Y seny Sen o
sem c a
== : — M

sene seny sena

(*) Sseunius 461k, . Pormexor 4692, LAMBERT 1765, y otros.
Véase la Trigon. de PFLEIDERER, P. 275. Este problema lleva el
nombre de Teorema de POTHENOT.
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Mas, segun lo demostrado antes:
| seno—seny 1—m
seneo-t-sendy 1-+4+m
Con lo cual—é— (e — ¢), ¥, por consecuencia, ¢y ¢

lang (e —¥) :tangs(o + ¥) =

estan determinados. Para calcular f, ¢ y 4 dispo-
nemos de las relaciones

4 s el h a

e —

sen (e-+7y) sene seny' y33f¢(¢+m) sen o

EJEMPLO.
¢c| 520 loge) 2,7160
@ | 312 logseny' | 9,7346
B 65“ o & log (c:seny’)| 2,9814
’_32“ b2’ Zogw 2,4942
a’ 23° 25' log sena”| 9,5993
1 SRR log (a:sena') | 2,8949
5B +v'+a’) 60 52 logm| 0,0865 (4)
1(? +¢)1119° 8  log (1 ;)* 0,7433(—U)
—(tp — ) ‘ 10° 6 1 |
1290 14: Zﬂy (]. _I_ ;?é) | 0,2599 (S)
4,109”' 2’ 1—... 0 ;
g742’2 20.9' 1 —i— T —'1,0032
Lighgrs ok mg? (B+..) | 10,2539

logtang—(o—¥) | 9,2506

log seme| 9,8891

log sen (o +Y') | 9,4877
log sem (¥ + ') | 9,8680
logg| 2,8705

log /| 2,4691

log h | 2,7629
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25. Ademas del seno, el coseno, la tangentey
la cotangente de un angulo «, s usan alguna vez
en la Trigonometria otras funciones del angulo «,
que se llaman secante y cosecante, SEn0veErsoy coSeno
perso del mismo, y se designan por seca, €OSeCa,
sen-vers oy cos-vers«.Las definiciones de estas fun-
clones son:

1 1 1
SeCn = osa’ (YT (us (90° —a)  sema

sen-versa — 1 — cosa, cos-versa==1--cos (90° — «
= 1 — §en <. .

Las denominaciones secante, tangente y Seno

perso son de origen geome-
H trico. Alrededor del vérti-
ce 4, del Angulo B4 C, des-
cribase con el radio 475 el
arco circular B0y el cua-
drante BZF; y tracense las
normales BCy DF al radio
AB, y las normales DG y

EH al AF. Entonces:

GD
AD

sen BAD = fﬁ . cos BAD = sen DAE =
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tang BAD = fg, cot BAD— tany ﬂAE‘—fg'
o BAD o~ ¥ 1R
cosec BAD = sec DAKE B ﬁﬁg
: sen-vers BAD =1 jﬁ aclt jg
G

60s-vers BAD — sen-vers DA K — vy,

Si tomamos el radio por unidad de longitud, y
180 : = por unidad de 4ngulos, el arco circular 220
serd igual al angulo central BAD (4 su arco
Planim. 108); y las expresiones anteriores se con-
vierten en las siguientes:

senBD = I} cosBC = GD
tangBD = B(C cotBD — IH
secBD — AC cosecBD — AH
sen-versBD = FB cos-versBD — GE

A las cuales corresponden los nombres de Zan—

gente, secante, seno-verso, ete. (¥).
Segun el teorema de Pitagoras es

AB* - BO*= AC*y AE* + EH'— AH?®, 6

(*) Unatabla de secantes para facilitar los calculos trigono-
métricos fué calculada y publicada por Joacmiy RuaTicus 1539,
con el titulo de Canon hypotenusarum,y por Mavroryco 1558, con
el de Tabula benefica. Los nombres de tangenlte y secanle proce-
den de Fink (Géom. rotundi 1583; el de seno-verso (en oposicion
al de seno-recto) se usaba anteriormente) PrLEipERER (. ¢.). El
descubrimiento de los logaritmos hizo supérfluo el uso de las

secantes en la Trigonomelria.
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| {-tang*BD = sec’BD y 1 + cot* BD = cosec* B,
como ya sabiamos (17).

Un arco es mas largo que su seno; y més largo,
por consecuencia, que la semicuerda del arco
duple. El sector 48D es menor que el tridngulo
ABC; y el arco BD, por lo tanto, més corto que la

tangente BC (Planim. 82).
Segun esto podemos establecer las limitaciones:

D <<arco BD<<BC

senf D < arco BD <tangBD

arco 5D 1 arco 50
A senBD ~CosBD’ SHB AT tang B At

arco BD ot 3 arco B.D

senBD _1“c03ﬁj) V3%, *zmy’]fD{l-m'gBD

+Disminuyendo el arco A2 suficientemente,
senBD, tangBD y 1 — cosBD seran arbitraria-
mente pequenas; las diferencias. menores se anu-~
lardn; y para un arco infinitamente pequeiio, de
consiguiente, se verifican las igualdades

arco B arco B

sen 3D i1 Zma_gBﬂzl

BV . — Goniomelria,

26. Parala determinacion del &ngulo f7, que las
rectas ¢ y / forman sobre un plano, es necesario co-
nocer la direccion positiva de cada una de aquellas
rectas (Planim. 111) y el sentido positivo del plano, *
esto es, el sentido del giro mediante el cual sean
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descritos los angulos positivos (y las areas) del pla-
no (*). Cuando la recta /, en el sentido dado (de de-
recha 4 izquierda, por ejemplo, para un observador
situado sobre una cara determinada del plano) deba
girar a grados hasta que su direccion positiva lle-
gue 4 coincidir con la direccion positiva de la otra
recta ¢, el angulo designado por, fg tendra « grados.
Podemos aqui sustituir « por « - 360°, « + 2.360” ...
« - %. 360°, siendo % un entero, positivo 6 negativo
(Planim. 12). Cuando, para llegar al mismo resul-
tado, la recta f deba girar en el sentido dado 360
— B grados, 6 B grados en sentido opuesto, el an—
gulo designado por fy tendra — § grados.

De lo dicho se desprende que la suma de angu-
los, f7 + f7, tiene el valor 0 6 £. 360° y que los
angulos 7y y gf son opuestamente iguales, esto
OR ] == Jq. |

Para tres rectas, f, ¢ y %, sobre un plano, se ve-
rifica la igualdad

S9 -+ gh+1f =0

aun en el caso de que no pasen por un mismo pun-
to. En efecto, por un punto del plano trazense las
rectas 7, ¢’ y &/, paralelas 4 las dadas y con idénti-
cas direcciones positivas respectivamente. Los an-
gulos f'g’ y f9, g'& y gk, 'y &f seran igua-
les (Planim. 16); y, por consecuencia:

fg-+gh+hf=f'9 +gh +Uf" =0.

(*) Estas determinaciones precisas son de Mosrus (Analyt.
Sphirik 1, Kreisverwandlschaft 8, y olros lugares).
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De esta relacion se deducen las siguientes:

g+ gh=—hf=Jh
Sfh=gh—gf=Jg— hg; etc.

En la designacion de un angulo por tres letras,
como el CBA , se subentiénde que las direcciones
positivas de sus lados van desde B hacia C y desde
B hiacia 4; y en la notacion 4B8* CD, del angulo
formado por los segmentos AB y €D, se suben-
tiende que las direcciones positivas de estos seg-
mentos van desde 4 hacia B y desde C hacia D.

97. §i proyectamos normalmente un segmento
cualquiera 4B, de la recta 4, sobre la recta #, ¥
designamos la proyeccion por A,B,, la razon de la
proyeccion con el segmento proyectado, A B, : 45,
es independiente de la longitud y de la sifuacion
del segmento sobre la recta 4 (. Planim.62); y varia,
en general, cuando sufre una variacion el angulo
formado por las rectas @ y 4 (3). Coligese de ésto
que la razon expresada es una funcion determinada
del 4ngulo z%, que lleva el nombre de coseno del
mismo. Designandolo por cos zk, sera

coswh—AB,:ABy A, B, = AB cos xh

En esta definicion general del coseno de un an-
gulo cualquiera esta comprendida la definicion del
coseno de un angulo agudo, dada en el Cap. 1f
(Véase la figura del parrafo 25).

Dos angulos, iguales y opuestos, tienen el
mismo coseno; dos angulos, cuya diferencia 6 cuya
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suma valga 180°, tienen cosenos iguales y opues-
tos. Por ejemplo:

€08 (— a) = cos a
oS (o - 1800_1 = — C0Sa = (0§ (— « 4 180°)

DemosTRACION. Si la recta 2 biseca el angulo
gk, los 4ngulos iz y g

V;L,- A+ seran iguales; y los angulos
W g y,2h,iguales y opuestos.
i1, B, Las rectas, que proyectan
! normalmente sobre z el seg-
\A\ mento 4.5 de la recta /4, cor-
Twe D gEey tan a la recta 2 en los pun-
A tos 4, y B,, y ala recta ¢
en los puntos 4, y B,; por lo cual, es

coszf = A, B,: BA y coszg— AB,: AR,

Dando la vuelta la figura 4,B,B,4, alrededor
del eje z hasta que 4, coincida con A4, la direc-
cion positiva de g coincidira con la direccion posi-
tiva de 4, y B, se confundira con %. Ahora bien,
si 47 es un segmento positivo (6 negativo) de 2k,
sera 4,5, un segmento positivo (¢ negativo) de ¢:
Y, por consecuencia, las razones 4,5, : 4,8, y
A B, : AP tienen magnitudes idénticas y de idén-
tico signo: lo cual significa que coszg = coszh.

Mas, si las direcciones positivas de las rectas
coincidentes, 4 y 4, son opuestas, los 4n gulos 24 y
z#' se diferencian en 180°% y enténces, 48 serd un
segmento positivo de £ y al mismo tiempo un seg-
mento negativo de 4', y reciprocamente. En un
caso tendra la razon 4,5,: A B el valor cos 224; y, en
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el otro, el de coszk'; y, por lo tanto,cos 2k y cos k'

seran iguales y opuestos.
OsseErvAcioN. Cuando las rectas sean paralelas

y de idéntica direccion positiva, el segmento de
una de ellas tendra igual tamafio y signo que su
proyeccion normal sobre la otra; y cuando las rec-
tas sean normales entre si se anulara la proyeccion
normal de una de ellas sobre la otra.

De donde se deduce que

cos0 =1, ¢0s90° =0
€08 180° = — ¢080 = — 1, cos270° =0; etc.
28. De las propiedades estudiadas del coseno se

desprenden las correspondientes al seno, en’virtud
de la definicion

sena = oS (90°—2);
pues sustituyendo « por 90°—=, resulta
sen (90°—2) = cos=.

Dos 4ngulos, cuya suma valga 180°%, tienen el
mismo seno. Dos &ngulos, iguales y opuestos, y dos
angulos cuya diferencia valga 180° tienen senos
iguales y opuestos. Por ejemplo

sen(180°— a) = sen
sen(— a) == — sena = sen(180° - )

Porque sen (180°— a) =cos (90° — 180° 4~ 2) =cos
(90° — «); en virtud de que los &ngulos —90° +-a y
90° — « son iguales y opuestos. Por el contrario,
sen(— o) = c08 (90°+ «) = — ¢0$(90°— «) ; en virtud
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- de que la suma de los angulos 90°+4-« y 90°—«
vale 180°.
Los valores particulares

:senG#U, sen90°=1, senl80°=0, sen270°=—1, etc.

se deducen de los valores de ¢0s90°, cos0, ete. (Véa-
se la fig. 25).

Para el uso de las tablas sirven las reducciones
siguientes:

€08 a = — sen(a — 90°) sena=  cos(a — 90°)
= — c08(a — 180°) : = — séen(a— 180°)
= sen(x— 270°) — — 08 (o — 270°)

29. De las propiedades encontradas para el co-
seno y el seno se deducen las correspondientes &
las Zangentes y las colangentes, mediante las defi-
niciones:

Sen a

lang o = e, cot a = tang (90°— a),

Y, como sen (90°—a) =cosa y ¢08(90° — o) = sen«,
tambien esta ofra:
€oS o 1

Cot o =
Seno  tang o

Dos 4ngulos, cuya diferencia valga 180°, tienen
idénticas tangentes y cotangentes. Dos angulos,
cuya suma sea 0 6 180° tiene tangentes y cotan—
gentes iguales y opuestas. Por ejemplo: |

tang (x + 180°) = fang «
tang (— o) = tang (— o + 180°) = — fang «
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Puesto que en el transito desde « hasta «--180°,
el seno y el coseno cambian de signo; mientras que
en el transito desde « hasta —a 6 a -+ 180° sdlo
uno de ellos cambia de signo.

Los valores particulares

tang0 = 0 {lamg4s® = 1 tang90°® =
tang135° = —1 tang180°= 0 {tang 125° =1
tang 270° = oo tang315° = —1 ete.

se deducen de los valores correspondientes del seno
y del coseno.

OBsERVACION. Mediante cada una de las ecua-
ciones, cos ¢ = a, sen ¥ = by tang @ = ¢, puede re-
eibir el angulo incégnito #, un numero infinito de
valores determinados. Por cos z =—a, senz =—0,
y tang ¢ = — ¢, ponganse estas:
sen (o —90°)=a, sen («—180°)=20, cot (x—90%)=c.

Si « es una raiz de la ecuacion cos # =a, tambien
serd — 2 una raiz de la misma ecuacion. Y las
otras raizes estan comprendidas en las férmulas
a4 £.360° y — o + £.360°, en las que representa %
un entero cualquiera (26).

Si B expresa una raiz de la ecuacion sen z = 9,
tambien B - £.360° y 180°— B -+ %.360° seran rai-
zes de la misma ecuacion. :

Si y designa una raiz de la ecuacion ¢ang & = ¢,
tambien y -+ £.360° y y.—+ 180° - £.360° seran rai-
zes de la misma ecuacion.

Los arcos de los angulos hallados (Planim. 108)
son designados en el analisis desde KULER por
arc cosa, arc senb y arctangc, y tambien por
ang cos a 6 arc (cos = @), ete.

30. Sean f, ¢y %4, las rectas sobre las cunales se
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hallan los lados de un triAngulo, 2C, 04 yAB, yp
una recta cualquiera del plano 480 Presupuesto
arbitrariamente el sentido positivo del plano (26) y
las direcciones positivas de las rectas f, g, &, y p, los
segmentos y los angulos de la figura correspon-
diente quedan determinados tambien en cuanto &
sus signos y relacionados entre si por las ecuacio-
nes siguientes (*):

BCcos pf-+CA cos pg + AR cﬁ.s;pfa =0
BCsen pf + CA sen pg 4+ AB sen ph =0
BC: CA : AB = sen gh : sen hf : sen fg

DEeMosTRACION. Desig-
nando por 4,, B, y C, las
y proyecciones normales de

, 4, B y € sobre p, serd

| A, B, =ABcosph (27), ete.

f o Mas (Planim. 111) B,C,
A ¢, 2, " +04+4,B,=0.Luego:

R 4

,ﬁ,'

EOca&pf+ CA4 cos pg -+ AB cos ph = (.

S1 la recta p gira 90°, el Angulo p4 se convierte
en ph—90°,y cos pk en cos(ph—90°)=senph (28), etc.
Luego tambien:

BCsenpf+ CAsenpg + ABsenph =0

Ultimamente, haciendo coincidir la recta arbi-
traria p, primero con f, y despues con g, se hallan
las ecuaciones:

('*) Véase despues {60). La expresion exacta de la tercer
ecuacion se debe principalmente 4 Mosivs ( Kreisverw, en la in-
troduccion).
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UAsenfg+ABsenfh=0, BCsengf+ABsengh—0

que contienen la proporcion escrita arriba; en vir-
- tud de que senff =0, senfl —= — sen hf (28); etc.
OBservacioN. Si los lados BC, C4A y AB del
triangulo 4B C, son segmentos positivos de las
rectas /, g y £ y tienen los valores @, 6 y ¢, los 4n-
gulos BAC, CBA y ACB, designados pora, By,
son suplementarios de los ¢4, Af y fg. Y, como
sen a=sen gh (28), etc.; sera:

a:0:c=sena:senB: sen v (8).

3l. Sipor BC, CA y AB ponemos en las ante—
~_ rioresecuaciones sus valores proporcionales sen g#,
senhf y senfg, obtendremos las ecuaciones que
subsisten para cada cuatro rectas cualesquiera f,
gs &, p, de un plano:

sengh cos fp - senlf cosgp + senfg cos hp = 0
sengh senfp + senhf sengp + senfg senhp = 0

de las que pueden deducirse las relaciones entre las
funciones goniométricas.
Haciendo los angulos

fp:“: | gp =2, ﬁp=p,
seran

Gh=>X—p, Bf Ep —x, fg=x—);

porque gh = gp.— hp (26), etc. Luego para tres an-
gulos cualesquiera, *, A y p, subsistiran las ecua-
ciones:

sen (A — ) cosx—sen (2 — x) C0SA--sen (x —2) cosp =0

Sen (A— ) sen»+-sen (n— x) sent - sen (x—»A) sen p= 0
d
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Dividiendo por sen=x semnA sem ., se obtiene esta
otra:

sen(x—>A) | sen(d—p)  sen(p—x)
senx Senk = Sen\ Seny. = Senp.Sen*

——————

y, para los angulos x, » y v, la andloga:

sen (»—up) | sen(p—v)  sen(v—x)
SN SENL — SEn|. SERV = Senv Sen *

S

De las que por adicion (*) se halla

sen(x—>A)  sen (d—uy) | sen (n. —v) . sen(v—x) 0
SenxSenk = Ssemhsenp = Senp. Semv = Senv senw

et cetera. En lugar de sen «,... pueden tomarse tam-
bien como divisores cos x,...

OBSERVACION. La anterior ecuacion fundamen-
tal de la Goniometria era sustituida en lo antiguo
por el teorema de ProLomEro (Planim. 125).

Para mostrar la razon de esto, debemos recordar
que, si & los arcos descritos en

idéntico sentido, 40, B0y CO,
corresponden los angulos cen-
trales 2<, 2% y 21, a los arcos
AB, BCy CA corresponderan
los angulos centrales 2« — 22,
2\ — 2.y 2p —2%. Mas la
cuerda de un arco circular es el producto del dia-
metro por el seno de la mitad del angulo cenftral,
correspondiente al arco (6) y cambia con éste de
signo. Luego la ecuacjon hallada produce esta otra:

(*) CArNOT (Géom. de pos. 139 y sig., 215 y 216.
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AB BC 204

0405 6506 0004 = 8

32. Haciendox = a, A =y 1 = 0, resultan (31):

I. sen(x—B) = sen « cosP — cos asenp
Sen (a+ B) = sen a cos B -+ cos « sen B
Al cambiar § en — B, no cambia de signo cos8$,

pero cambia sen . Poniendo por « el 4&ngulo 90°—a,
las ecuaciones anteriores dan:

II.  cos (a—+ B) = cos acosB — sensen B
€08 (& — B) = cos acosP |+ senzsen

Y haciendo en éstas B = «, resultan (11):

cos2a - senta = ¢cos 0= 1

2lang «
~ 14 tang*«
cos*o— sen’s 11— tang«
cos’a+sen’s 1+ tangx

HI. sen2a =2senacosr=2ang*cos?xa—

CO8 20 — COS o—Sen’oa —

Y de esta 1ltima ecuacion se deduce

IV. 14 cos2a= 2.905'-‘&, 1 — ¢c082a = 2sen’a

OBSERVACION. Las ecuaciones precedentes con-
tienen 6 expresan la dependencia entre el senoy el
coseno de un angulo; entre el seno y el coseno
de dos angulos y el seno y el coseno de la suma y
la diferencia de los mismos 4ngulos; entre el seno
y el coseno de un angulo y el seno y el coseno del
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angulo doble 6 mitad del &ngulo dado. Y, por con-
secuencia, dado el seno de un angulo, podremos
calcular el seno de cuantos angulos queramos.

Las relaciones entre funciones goniométricas
eran expresadas antiguamente por ecuaciones entre
cuerdas circulares (31 0bs.); y asi, dada la cuerda
de un angulo central, calculaban las cuerdas de
an numero cualquiera de angulos centrales. Un
teorema que para ésto empleaban, cuya expresion
goniométrica es la ecuacion

sen’ é—m = %s_gn ® mng—;-:

que coincide con la primera de las dadas antes (I1I),
se halla en Arquimepes (Cyclom. p. 114 de la tra-
duccion de NizaA.

Si en la figura (25) se hace el radio 48 =7, el
arco B =rey DC = &, tenemos:

7 34 P | /3
cm?_r-{—k y 1 pom-—ﬂsm 2?-“.9-4_];
Y el cuadrado de la cuerda B D es entonces
i i 22/
47° sen” 5 ¢ ek

Luego sen’ % o=~Fh:2ry BD*=2rh, con error

despreciable, cuando 4:7 sea suficientemente pe-
queno.
33. De las ecuaciones (32) se deducen las si-

guientes:

sen (x -+ B) + sen (x —B) = 2sen « ¢os

sen (« -+ p) — sen (o —B) =2cosa sen P

c0s (@ — B) ~+ cos (a -+ B) = 2cos = coS 8

o8 (x —B) — co8 (¢ +B) =2sena sen

oo



el A

Y estas ecuaciones enseflan que la multiplica-
cion de dos senos 6 de dos cosenos puede referirse
a la adicion O la sustraccion de dos senos 6 de dos
eosenos. Este método (rposb—agaipeais) perdid su uti-
lidad en el calculo numérico con la invencion de
los logaritmos.

Multiplicando las ecuaciones halladas, y susti-
tuyendo (32) por sen2z el producto 2 sen « cos «, ...
se obtiene:

sen'(a - B) — sen*(a—B) = cos*(a—B) — cos* (21 B)
— senla sen?B.

- Y dividiéndolas se encuentra del mismo modo:

sen (o< B) + sen(a—B)  tang «
sen («+ B) — sen(x—B)  tang P
cos (x— B) — cos (x-+B)
¢os (a— B) + cos (=+B)

Las ecuaciones anteriores, haciendo « 4 8 = 2,
1 1
$—p=y,-9 a=gzle+1) 7 P =5 @—y)al-

quieren las formas:

=dang « tang B

sen z -+ seny = 255?@% (@ + y) cos % (2 — ¥)

senzr — seny = 2¢o0s ;1{5*; -+ 7) .seu% (@ —y)
oSy + casw:%os% (@ + %) cas% (@ — %)

COSY — COS & = 23&4@% (@ + ¥) 36%% ( —y)

seny — ,ggﬂ’y == {:G$!g/—— CoS*x — Sen [x'{" Ef] §en (ﬂ'}-——- y} :

1
Senw — seny lang < 2 —y)

24
Senz -+ seny :aﬂg%($+y) e




f?{?-fy—: cos &
CoOSY + cos @

= !aw 7 (@ — %) lang 5 (:r;—[—y}

34. De las ecuaciones (32) se deducen tambien:

son (a=£5) 108 ¥ sem (at=By

€08 2 COS 3 honi it SR P & SR
cos(a=tp) . . cos(a-28) e
Gitans RS cot 351

En las que, cuando 8 se convierte en — B, cam-
biaran de signo fang y cotB.
Por division se encuentran:

sen (x—B) tlanga—tangB cos(»—B) 14-tang> tang B
sen (:+{3) tangrt-tang® cos(a+8) l—langalang

tang a+-tangp cotxcotl B —1
1—tangrtangd’ pReEi T cot B + coto

tang(x+B)==

En particular, por ser tan_g45“ - B résulta,n:

S 1+ tang B
tang (45° +B) = T —tangB
2iang « ot —1
fﬁ?ﬂg o = l—iﬂﬂgnﬂ! GﬂtQ‘I_ S sitn

OBseERVACION. Si un angulo dado se divide en
las partes z é y, de modo que la razon senz: seny
O la cu.s':v cos ¥ tenga un valor dado, para calcu-
lar lang (a.——y), etc. Si son dados senx cosy O
tang 2 - twng y, podremos ealcular sen (z—y). Dados
senz seny O tang x tangy, se hallara cos (z —w). S1°

se conoce sen -+ seny, se hallara 603"-2 (2 —y). Si
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~es dada la suma lengz -+ tangy, se determinara
cos (# — y), ete. |
35. Laecuacion trigonométrica, establecida (30),
~_ cuando la recta p coincide sucesivamente con las
/595 %, produce el sistema de ecuaciones:

BC 4+ CAcosfg+ AB éos hf =
BCcosfy+CA + AB cosgh =0
BCcoshf+ CA cosgh + AB == ()

Multiplicando la primera por BC, la seguﬁda
por (4 y la tercera por — A5, se halla:

BC*+ CA*— AB*+2.BC.CAcosfg =0

en conformidad con la (12); por ser cos fg —
— ¢08 ACB, cuando BC'y (4 representen segmen-
tos positivos de las rectas /'y g (30- 08s.).
Designando, como de costumbre, los lados del
triangulo A5 C por a, b, ¢, y los 4ngulos respecti-

vamente opuestos por «, 8, y, hallamos, como an-
tes (14):
\ ; a’ﬂ _I__ Z,-! > b c!

2a0

cos Y

De esta ecuacion se deducen las siguientes:

¢ —(@—¥8 (—a+b+c) (@—b4c)

Lo Sl w50 20
_le+d0pr—ec (a+b+c) (a+b—r¢)
xS 2ab |
Pero (32):
1—-{2037 al

1+ cosv R



R 7, Ve

Luego
i =aA-040) (a—0-3-0)  ~ (g-a) (85D)
ek (@+06+c¢) ea+06—c) § (8 —¢)

donde @ + 6+ ¢ = 2¢ (20).

36. Si losangulos del triangulo formado por las
rectas f, g y %, se designan del mismo modo, por «,
8y v, tendremos: |

1—cos*gh—cos*hf—cos*fg+2cosghcoshfcosfg— 0
1 — cos*« — cos® B — cos® y — 2cos « cos B cos y = 0 (¥)
sen’a -+ sen’p — sen’y — 2senx sen cosy = 0

(sen o |- senB -+ seny) (— sen 2 sen -+ sen y)
(sena — senB + seny) (sena - senp — seny)
— 4sen*xsen’ B sen’y

DeMoSTRACION. La primera ecuacion se des-
prendede las establecidas antes (35), por la elimina-
cion de los segmentos 04 y AAB. Encuéntrase la
mismaecuacion, ysu correlativa, geométricamente,
describiendo un circulo con el radio igual & la uni-
dad de longitud, ¢ inscribiendo en ¢l un tridngulo
ABC cuyocs lados son BC, C4A y AB, y cuyos an—
gulos son «, 8y y. Hecho ésto, y teniendo en cuenta
el signo (31-00s.), se hallan:

BC = sena, CA = senB, AB = seny
Yy, por consecuencia (35):
sen’a -+ sen*B — seny — 2senasenp cosy = O

Trazando ahora el diAmetro CD, 6 seran

(*) EuLger:(Acta Polrop. 6, I, p. 3}.
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AD = cosB, DB = cosa, cos B DA = — cosy,
6

AD = ¢cosB, DB = —cosa, cosBDA = cos y:
segun que S esté fuera del semicircu-
lo CAD,bsobre el mismo. Mas 4 Bi=
A+ DB*—2AD. DBcos BDA(35).
Luego en todo caso:

sen’y =cos*a—+-¢c08* B--2cosxcos cosy.

Estas ecuaciones se deducen de las
(32), observando que seny=sen («—+B)

y €08 y=—¢08 (2 B); por ser a4+
= 180°. Hallase asi:

senty
= Sen% o8P -+ €09* x sen?P -+ 2sen = Senf cos« cosf

— Sen’u--sen’B—Rsen*asen? - 2sen « sen cosx cosf

= sena|-sen’P -+ 2sen « senf cos(x + B)

0 bien:

= €08 - 08B — 2008 & €05 B 28en « Sen B €os oS @
= €08% -} c08*B — 2¢08 « cosB cos(x 4 B).

La tercera ecuacion se deduce ain mas senci-
llamente de la establecida (Planim. 133):

(@+0+c¢)(—a+b+4c) ([@—b+c¢) (@ 4+ b—c) =16A

sustituyendo en ella los lados @, 6 y ¢, del triangu-
lo, por los productos del diametro 27, del circulo
circunserito, por los senos de los angulos opues—
tos 4 aquellos lados. Ahora bien (8):

ﬁ‘

o e 4 sen® « sen’ B sen’y

Luego, etc.
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OsservacioN. Designando por f, ¢ y % las rectas
que unen los vértices 4, B y
4 C, del tridngulo 45C, con

*3 un cuarto punto 2; por @, &
el y ¢los lados del tridngulo; y
fo e por p, ¢ y 7 los segmentos
= DA, DBy DC, tenemos(35):

RDA.DB cosfy = AD* + DB*— BA, ete.

Y, por lo tanto:

pﬂ I Q! c! —gl_f_rl_ﬂlr '_ri_[_pl__él
cosfy o ,COSGh— Sq7 ,COS AT e
Sustituyendo estos valores en la ecuacion

l—cos*fg—cosrgh—cos* hf+2cosfyg cosghcos hf =0
se obtiene la siguiente:

1@ —c) (g r—a): (P fp—P)
419:?1 491?..:: 4?,2‘3?:

| (ﬁl + gi A el ci) (?I "I""r!_ aﬂ) (rﬁ —|—Pi '"-6!}

: : 41919,2_3.:

Y desarrollando (*):

=0

a’pt (0 + ¢ — a4+ ¢* + 7' — p?)
3 élgi (EJ + al Lt 61‘ e ?.I R pl 5 ?E)
+ ¢ (@ +0' —c* +p* + ¢* — 1)
Ak ﬂifl?d IR &Ir:pn e cipigz a2 o agéig! — 0

Ecuacion que expresa la dependencia entre los

(*y EuLer /l. e.).
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seis segmentos que unen cuatro puntos sobre un
plano.

37. El area del tné,ngulo ABC, formado por las
rectas f, g v 4, esta expresada (7) por una de las
formulas ig'uales entre si (30):

1 1 1
SBC.CAsenfg, 5CA.AB sengh, +AB.BCUsenkf,

aun respecto del signo. La férmula —%A C.CRB sengf,
constituida del mismo modo para el area de 405,
es opuesta é igual 4 la formula El-BU. CA senfy: asi

como son iguales y opuestas las areas de los trian-
gulos ABCy ACB (Planim. 74).

El 4rea del cuadrangulo 4 BCD esta determi-
nada por los lados 4B, BC, Dy DA, y lasuma
de dos 4ngulos no con:,ecutwoa tal como CBA4
4- ADC. Porque, tomando en cuenta los signos de
los triAngulos, en todos los casos se verifica la
igualdad

ABCD = ABC + CDA

Designando por % el area del cuadrangulo; sus
lados por e, 4, ¢ y d; y sus angulos C’BA y ADC,
por ay v, tenemns

du = 2absen o - 2cd seny
Mas (35);
AC*= a* + b* — 2abcosa = c* + d* —2cd cosy
Luego:
ar 4 6* — ¢* — d* = 2abcosx — 2cdcosy.

Elevando ahora al cuadrado las dos ecuaciones
anferiores y sumando, se obtiene esta otra:
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1602 + (@* 4 6* — ¢* — g2)>
= 440" + 4¢*d* — 8acdd (cos « cos v— sen xsen v).

O bien:
16v'=44'0’+4¢*d*—(a*+b*—c* a@*)*—8abed cos (x—y)

Y recordando (32) que |,
hallase:

16w =4 (2b +cd)*— (a2 4 b°— c*'—d?)?— 16abcd cos? % (@)
=4 (ab—0cd)*—(a*+-5"—c*— d*)* - 16abed sen? - (a-+-7)

Haciendo para abreviar (Planim. 139)

4 (ab+-cd)*—(a*+ 0*—c*— @) =160
4 (@b — cd)*—(a*+ i—c'—d?) =160

en las que v"—o,’= abecd, resulta finalmente (*):

U =0 — abcd co.r-'*—é— (x 4+1)=10,+ aécdsen’—%(ﬂ 40

De esta ecuacion se colige que » es el valor maximo,
Y v, el valor minimo, que puede recibir el area u,
de la superficie definida por los lados a, b,cyd.
Adquiere esta 4rea, en efecto, su valor maximo

euando cos % (2 — ) =0, «+y =180°, y el cuadran-

gulo, por lo tanto, esi4 inserito en un eirculo yéen .
de tal naturaleza que su contorno no se corta 6

(*) STREHLKE (Arch. de Grunn. 2. p. 326; k. p. K47, y 3%, p. 19).
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. plie%'a, (Planim. 147); y su valor minimo, cuando
sen—-(2 +y) =0, « + y=0, y el cuadrangulo esta
inserito en un circulo y tiene su contorno plega-
do (*).
- En el primero de estos dos casos es cos y=—cos«,
¥, por consecuencia:

Y de esta ecuacion se deduce, como antes (35):

—(a+-0)* 4 (c4-d)?
Qab --2cd

(—a+-b+c+-d) (@—b+c-+d)
Rab+ 2cd

(a+-8)—(c—d)*  (a+b—c—+d) (a+b+c—d)
Rab -+ 2cd 2ab 4+ 2¢d

(—a+b+c+d) (a.—b+c+d)_(s—a) (s—.—b)
(@+b—c+d) (a+b+c—d) (s—c¢) (s—d)

1l—cos a =

———
—-

1-4-cosa=—

tﬂﬂgi -%-m:':

en el supuesto de que a4+ b ¢+ d=2s (Planime-
iria, 139). Valores semejantes se obtienen en el se-
gundo caso, en que cosy = cos «.

38. Designamos por 4,, B, y C, los puntos me- -
dios de los lados BC, CA y AR del triangulo A BC;
por M, el centro del circulo ABC; por &V, el punto
comun de las alturas 04, PBy QC; por«, By v los

{*) Esta propiedad del cuadrdangulo inscrito en un circulo,
que tiene su contorno plegado, fué hallada por L'HuiLigr (De
relatione mulua... p. 43,. -



BB e
angulos del triangulo; porz,la distancia del punto
Malos A, By C; y porp, la distancia del punto NV &
los lados OF, PQ y QO del triAngulo OP Q (Pla-
nimetria, 49). Con estos datos se verifican las ecua-
ciones siguientes:

AM=1rcose B M= rcosp C.M=rcosy

INA =2r¢os a WNB=2rcosf NO=2rcos~
ON=2rcosBcosy PN=2rcosycosa QN=2rcosacosp
RQP=rsen2a OQ= rsen28 PO=rsen2y

O0PQ:ABC=2cosucosBcosy==p:7 (*).

DEMOSTRACION. Las direcciones positivas de las
rectas f, ¢ y 4, sobre las cuales
se hallan los lados BC, C4A y
A B, sedeterminan de modo que
estos segmentos sean positivos;
las direcciones positivas de sus
normales /*, ¢" y £, se determi-
nan de suerte que los &ngulos
J1's g9’ y kR valgan 90° cada
uno; y las direcciones positivas de las rectas £ y
~ 4, sobre las que estan los segmentos AMy BM, de
manera que estos segmentos tengan el valor 7. En-
tonces, '

CiM: AM cos ﬁfb’, rh :%)},Z —

Y, por consecuencia: C,M=rcosy, etc. El seg-
mento /(' tiene idéntica direccion que el O\ M y
es duplo de éste (Planim. 100). Ademas ON=CN

\") Fuugmsacu ( Das geradhinige Dreieck 23 ysig.).
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cosh'f; bf =hf=180° —By ON=NCcosB, etc.;
yporser PA—=BAcos gh=ABcosxy AQ=ACcosgh
— (A cos «, se verifica la proporeion.

PAQ:CAB = PA.AQ : CA.AB = cos’«, etc.

Y sustrayendo del 4BC los triangulos P4 Q,
QBOy OCP, resulta (36):

OPQ:ABC =1 — cos’a — cos*p — cos*Y
= 2c0s 208 P cosy

Por otra parte, como los puntos B, 0, Py @
" caen sobre un-circulo, los tridngulos APQ y ABC
son semejantes, y QP : PA = BC:AB; por lo cual:

QP = BCcos o= 2r senacoss=1Ssen2x
QP QN = or senla,...;
0P Q = pr (sen2ax+ senp -+ seny).
Ahora bien: :
QABM — AB.C,. M = 2r*senycosy=1r*sen2y,....

Luego:

QABC =1 (33%2::—{—36%23 -+ sen2y).
OPQ:ABC=p:r

Para el producto @QV.ZVC se halla el valor
4r*cos acosBcosy = 2rp

en eoincidencia con el ya encontrado (Planime-
{ria 117); en virtud de ser # el diametro del circulo
OPQ (Planvm. 100).

39. Si las distancias d y /, desde los puntos D
y F 4 los lados del tridngulo 48, son iguales, y
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D se halla dentro del tridingulo, y # fuera de la

bisectriz del &ngulo B4 C, segun la, notacion ante-
rior (38) seran:

1 1 1 ]
AD=4rsen§ Bsenzy AF=4r €088 €Sy

1 1 1 ‘35 1 1 1
d—-4?‘6‘3ﬂ§u6‘3ﬂ§ Bsensy JSf=4rsen;a coS=f cos

g1
ND*=2d* — 2rp NE?*=2f*— 2o (¥.

DEmosTrACION.—Designemos por 2 & % las rectas

de las que son 40y BA segmentos positivos. En-

tonces (30): 4D: AB = senyh seny x, hx -:-12- a, RY
= 180° _—-—%[3, Ty = 180"_——--% (« +4-B). Por lo tanto:

1 1
v AB sen < B _“2;" seny sen—p

1 1
£ =4rsenspsensy.
sen —21 (a+-B) 6035—7 g -

El angulo # B A excede en 90° al angulo DBA;
Y, de consiguiente, es 4% : A B — cosyh :cos yz; y

3y AB ca.s-%ﬁ & Erxeawca.s%ﬁ :

1 1
T : =47 cos ~—2—IB COS Y
€08 (@) Sen—vy

G:AD=f: AF—cos hp—
cos (haz—90°) = .s-a-n-é» o
Luegao, ete.
En el tridngulo AND
tenemos (35):
NI = NA%Y L
~+ 2IVA.A D cos zf’

e -

() FeversacH (1. ¢. 81 y sig.); pero dando por equivocacion
a NF? ¢} valor 2f? 2rp.
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Y, como zf" _mﬁ+ﬁf+ff —-180”-——( B—v),
sera:

ND*= NA*+ 4D — 2NA. 4D cos : (8— )
= 47" cos8*a + 167* sen"‘lﬁsm’ 217
- 16?-500.9&33?;#[3 Sen - “rf-’"ﬂ; (B—1)
= 167* sen? 5[3 sen? -5 v + 472 cos* o« — 1672 ¢cos o sen~ ﬁ.
sen’ é v — 167% cos asen - psew, =Y COS = Eica.r A
= 327* sen %u 88%’%@ sen“-;;T—aL?“ca.f o (SenB seny—cos o)
= 24 — 2rp (38).
Del mismo modo se halla:
NF* = NA®+ AF* — 2NA.AF cos & (8 — )
= 49?¢08* 0.} lﬁr“coﬁé Bcas*éy
— 167%cos uca.%ﬁ cas—éy ca&;—(ﬁ —v)
= 16+* co.s"% B 8035'%‘1' + 412¢08* . — 1672 cos o coS* —% B
c0s® + 37— 167°cos acos - {3 ca.s'—Y sen— B.s'mE Y

= 32sen? - 5 *C08% 5 ﬁcasﬂm——#’cw a(senpseny—cos a)

— 2f’ — 27rp

OBSERVACION. Si sobre la recta 4 B se toman los
segmentos Ad.= U4 y BL= BC, el tridngulo

¢
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KLC tendra sobre su lado AL = 2s los 4ngulos é %
y —; 8; v, por lo tanto:

R
sen KCL  sen LK(C’
| 1 1 1
28 RacossB  4acosgacos
1o e 1 0
€S 5 sen o Sen o
s a b ¢

i e S

. 1 1 1
2008 saco085BC0S5y  Sena  Ssenf  seny

40. El circulo de FreuerBacH, OLPQ, es tocado
~ por los circulos tangentes a los lados del triangulo
AB(C: interiormente por el circulo inscrito, y ex-
teriormente por los tres exinscritos (Planim. 100).

En efecto, el centro 4/, del circulo OP @, es el
punto medio de M XV; y, por lo tanto (Planim. 118):

MDD =1 MD 4 ND— MV
MF* = > MF*+ 5 NF*'— M,
Por otra parte [’ Pmnim._ 114):
MDD =9 —2rd y MFE* =9 2rf

El radio del circulo OP @ vale 47; y el punto
N es el centro del circulo inscrito en aquel tridngu-
lo, cuando los angulos a, B y v son agudos; 6 el de
un circulo tangente & los lados del triAngulo 02 @,
cuando uno de los angulos expresados sea obtuso;
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por lo cual es p negativo. En todo caso, pues, segun
la férmula usada para MD?, se verifica la ecuacion

MN* = |

2
e

'Y, por lo tanto:

M;Dﬁ=}"?'ﬂ—-?'d+dn‘.—?'[3

2 P10 =(57—a)

1
4
1 1 1 2

Ahora bien, M, /D) es la diferencia de los radios
»de los circulos (¥,) vy (D); M, Fes la suma de los
radios de los circulos (#,) y (#); y,.por consecuen-
cia, el circulo (M,) serad tocado interiormente por
el circulo (D), y exteriormente por el circulo (#)
(Planim. 21); ete.

Designando por G y # los centros de los otros
dos circulos, tangentes 4 los lados del triAngulo
ABC, y por g y % sus radios, tendremos:

MDD =3r—d, MF=zr+f, MG = 1r g,
MH=r+hk

MDAV MF+ MG+ M H=2%+f+g+ h—d=6ér
{(Planim. 114. Obs.).

V.—Trigonometria esférica.

41. En el estudio de las figuras esféricas, bajo el
punto de vista trigonométrico, sé supone general-
mente que es la unidad de longitud el radio de la
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esfera sobre cuya superficie se consideran aquellas.
Y por esta razon, los arcos de circulo maximo son
sustituidos por sus angulos centrales correspon-
dientes (29).

Cuando los lados A B y B(C, de un triAngulo es-
férico, son normales entre si, se tiene (¥):

cos AB cos BO = cos CA

DeMosTRACION. Admitamos que por el punto O
pasan las rectas 7, g y 4, de tal
modo que los planos fg y gk
sean normales entre si. Desig-
nando por @ la proyeccion nor-
mal del punto Z de la recta %,
sobre la recta ¢, y por 4" la pro-
yeccion normal de & sobre la
recta f, serd GH normal al plano

OF(@,y OF normal al plano FGH (Estereom. 12);

A—

() Los primeros teoremas de la Trigonometria esférica se
encuentran en el libro 3.° de la Esférica de MENELAO V en el
libro 4.° del Almagesto de PTOLOMEO. Desarrollados fueron des-
pues por los drabes para el estudio de la Astronomia, y en el
siglo xv, por REGIOMORTANO Y otros. Propusose EvLerdeducir de
leyes sencillas toda la Trigonomelria esférica (Mém. de Ber-
lin 1753, p. 23% y Acta Pelrop-. 1779, 1, p. Tﬁ) que fué reducida a
un solo principio por LAGRANGE (/. de I'Ecole polyt. Cah. 6, pi-
gina 270) cuyo trabajo recibi6 de Gauss un esencial comple-
mento en las adiciones que hizo este analista 4 la traduccion
por ScaumacHER de la Géom. de pos. de Cawrvor, I7, p. 373. La
primitiva limitacion de la Trigonomelria esférica al tridangulo,
cuyos lados y é4ngulos no excedieran de 480°, fué rota por
Mosius (Analyt. Sphirik 45 y sig. Leipsiger Beriehte 1860, p. 51)
cuyos principios reproducimos esencialmenfe en esie ca-

pitulo.
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y, por lo tanto, /" proyeccion normal de Z sobre f.
Segun (27) tenemos:

. OF=0Gcosfy, OG=0Hcosgh, OF =0H cos ht

y, de consiguiente, cosfycosgh = cos kf. Ahora
bien, si la esfera, cuyo centro es O y cuyo radio
es la unidad de longitud, corta en 4, By C 4 las
direcciones positivas de las rectas /', g y %, el arco
AP serd igual al angulo fy, ete.,

42. Cuando AM, AN y NM son arcos de los
cireulos maximos ¢, 2y », y A es un polo de p, se
- verifica la proporcion:

sen MN : sen NA : sen AM =senhg : sengp - senph .

DeEMOSTRACION. Determinando primeramente el
sentido positivo de los eircu-
los méaximos ¢, £ y p, de
modo que AM = 90°, AN
= 90°, y A4 sea el polo de la
izquierda del circulo p; ¥
suponiendo tambien que los
angulos positivos son descritos por rotaciones ha~
cia la izquierda, el arco MV sera igual al angulo
gh (Estereom. 38), gp = 90°, hp = 90°% y, de consi-
guiente:

sen MN : sen NA - sen AM —=sengh : —1: 1
s genhg bl
=senhg : sen gp - sen ph

Si los 4ngulos positivos se suponen descritos por
rotaciones hécia la derecha, sen kg, sengp y senph
recibiran valores iguales y opuestos (28); pero las
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razones sen kg : sengp : Senph permaneceran inal-
terables. Si el sentido positivo de p se determina de
modo que 4 sea polo de la derecha, el arco MV
cambiara de signo y los 4ngulos zp y pg variaran -
cada uno en 180°% por lo cual tampoco sufrira alte—
racion la proporcion expresada. Y tampoco la su-
frird, aunque uno de los otros dos circulos maxi-
mos, el g, por ejemplo, se tome en sentido opuesto,
y cambien por lo, tanto de signo, senAM, senlkg y
Sengp. |

43. Si BC, CAy AP son arcos de los circulos
maximos /, ¢ v £, y £ es normal 4 f, tenemos:

1 sen BC . SendB |
sengh — oG senkf, sen gf= il senhf.

DEMmoSTRACION. Designando 4 un polo del eircu-

% lo p por el cual son cortados

3 los circulos /, g y % en los

puntos L, My NV, serd L un

¢ polo del circulo Z4; porque p

y / son normales & 4. Tam-

s bien es p normal a ¢, y, por

4 ~ lotanto, en el triAngulo CHL
BT sera (41):

cosCM cos ML —=cos LC

Por otra parte como OM=CA+AM,y AM puede
valer uno, 6 tres cuadrantes, cos CM tendra (28) en
el primer caso, el valor — sen (U4, y en el segundo
el valor + sen(C4; y, en todo caso, el valor
—senCA senAM fetc.; y por lo tanto:

senCA sen AM sen MN sen NL = — sen BC sen LB.
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Ahora bien, en los tridngulos MNVA y BNL se
verifican (42) las proporciones |

sen AM : sen MN = senph : senhyg
sen NL : sen LB = senfh : senhp

. 'Y por multiplicacion se halla:

| senCA sen* AM sen* NL = sen BCsen*lL B 33“’-}‘7&
sen kg
en virtud de que senph=—senhp. Pero sen*AM

=], etc. Luego

senhf

sen CA = sen BC
‘ sen gh

Y esta ecuacion es equivalente a la primera de
las escritas en el enunciado; estableciendose la
otra de un modo semejante.

ApicioN. En los tridngulos ¥NCy BNC, segun
(41) es

cos MNcos M = ’Eos CN = cos NBcos BC

En el supuesto de que los arcos AMy AN val-
gan 90° cada uno, el arco MV seré igual 6 igual-
mente opuesto al angulo ¢g%; y, por lo tanto,
cos MN = cos ghk. Ademas:

cos MC = cos (CA + AM) = — sen CA4
cos NB — cos (AN— AB)—= sen AB
Luego:

—cos gh sen CA = sen AB cos BC
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44. Conservando la notacion anterior son cier-
tas tambien las ecuaciones:

__tang AB
g tang CA
— tang gh = tj:: fﬁ? senhf :
cos g h |

cos BC = senhf, cos AB = a7y senkf

senjg
cos CA = cotfy cotgh.

DemosTRACION. Segunacabamos de ver (43-Adz-
¢iom):
sen AB sen A Bcos CA

wHOMN B sen OA DB senCAcos AB 45800,

De las ecuaciones (43)

sengh sen CA = sen BC senhf
— cosghsen CA = sen ABcos BC

se deduce por division el valor de — tanggh.
De'las ecuaciones (43)

- cos BCsen AB = — cosgh sen CA
senABsenhf =  senfgsen CA

se deduce por division el valor de cos BC. Y del
mismo nmiodo se obtiene el de cos 4B.
Y de las ecuaciones

cos gh

cos BC = —~ o

senhf y cos AB=
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se deduce por multiplicacion (41):

cos CA = cotfyg cot gh sen*hf
en la que sen’hf=1.

OBsErvACION. Si BC, C4A y AB representan
arcos positivos de los circulos maximos f, gy 4,y
tienen los valores @, 6 y ¢ respectivamente, los an-
gulos BAC, CBA y ACB, designados pore, B y¥y,
del triangulo esférico 48, seran suplementarios
de los &ngulos g4, Afy f¢. Y por consecuencia, para
el triAngulo rectangulo, cuyo angulo g = 90°, se
verificara el sistema de ecuaciones siguiente (¥)

cosh — cosacosc

e Sena se?}, senc
o = A it
senb’ (= “send
tangc tanga
COS o — g ) CO8S Yy = 4
' tang b tang b
tanga - lang c
lango — lang v =
g S sene I = “sena
CoS o. COS
cos @ — , COSC — 3
- Senvy - SeN o

cos b = cotacoly.

45. Entodo triAngulo esférico 4 B C, cuyoslados
BC, CA y AP son arcos de los circulos maximos
f, 9 v %, se verifica la proporcion (**)

(*) EULERr (Mém. de Berlin 1753, p. 233).

(**) Este teorema fundamental de la Trigonomelria esférica
figura expresado de otro modo en MeneLAO (Sphaerica III, 2).
Su generalidad completa se debe 4 MoBius (41).
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sen BC : sen CA : sen AB = sengh : sen bf . senfy

DemosTRACION. Porel ver-
tice C trazese el arco de
circulo maximo p, normal-
mente al 2 que corta en .
En los triangulos ADC y
CDB tenemos (43):

senhp, semhf= fziggsenpk
y dividiendo:
sengh __ sen BC
sewhf — senCA4
Puesto que sen CD — — .s'enl)C’ v sen ph =

— sen hp; ete.
46. En el tridngulo esférico 4BC s€ verifica la
ecuacion (¥)

cos BC = cos CA cos AB — sen CA sen AB cosgh
DemosTrACION. Eneltriangulo CDtenemos (41):
cos 5C = cos CDcos DB
Y, como DB = DA -+ AB, sera segun (32):

(*) De esta ecuacion, establecida por Evter (Mém. de Ber-
lin 1753, p. 242) de la que se da una demostracion sencilla (60), -
pueden deducirse, mediante la eliminacion, las demas ecua-
ciones de la Trigonometria esférica, segun lo hicieron LAGRANGE
1799. (J. de ' Ecole polyt. Cah. 6, p. 280), y més sencillamente
GAuss en las Adiciones 4 la traduccion por ScHUMACHER de la
Gdéom. de pos. de Carxor, 11, p. 373.
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cos B C=cosCDcosDAcosAB —cos C’B.s'ml)d senARB

Pero:

c0s O D cos DA = cos CA (41)
sen A-Dcos DC = — cosghsen CA (43-4d.)
c08 CD = cos DC, sen DA — — senAD. Luego, ete,

47. En el triangulo esférico 48 es (¥

 tang CAsengh |
sen AB - tang CAcos A B cosgh

— tang L) =

DemosTRACION. En el tridngulo BCD tene-
mos (44):

tang DC sen DC sen hp
i sen BD " P =205 D0 sen(BA+AD)
Mas
senDCsenlp =  sen CAsengh (45)

cos DCsen BAcos AD = — sen AB cos CA (41)
cos DCcos BA sen AD = — sen CA cos AB cos g/ (46)
tangfh = — tankf. Luego:

sen CA sen gk

— tang hf = senA B cos CA -+ sen Cd cos ABcosgh

Y de esta ecuacion, dividiendo el numerador y el
denominador por cos CA, resulta la que deseaba-
mos demostrar. B }
~ 48. Conservando la notacion ordinaria para los

elementos del triangulo esférico 4 B (44-00bs.), te-
nemos segun, lo dicho:

(*) EuLer (L. ¢., p. 251).
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Sena : sen : b : senc = seno : SenB : seny

cos@ = cosbcosc -+ senbsenccosa

tang b sen o
senc — tang bcosccos a

tang B

Designando de igual manera, por @', 4" y ¢’, los
lados del triAngulo A’ B’ (", polar correspondien-
te al ABC, y por o', 8" y v sus angulos (Zstereo-
metria 39):

“ + q=180°, B -+ & =180° ¢ + ¢ — 180°
@ 4+« =180° & 4 g=180°, ¢ + y=180°

De los valores de cosa” y tangp’ se deduce in-
mediatamente:

CoOSa = ~— COSP COSy - SenP seny cosa

tang 3 sena
seny - tang B cosy cosa

tang b —

49. Para el calculo de un 4ngulo mediante los
tres lados, se usa la ecuacion (48)

COS @ — cos b cos ¢

i 1 R
senb senc

que se transforma como sigue (32 y $ig.):

cos(b—c) —cosa
sen b senc

1 —cosa=

cos @ — cos (b+-c¢)
senb senc

1+ cosa
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.1 sen(s—0b) sen(s—:c)
Sen’s o =
sen b senc
sens sen(s—a
adh -é- L ( )
senb senc
senl(s—0) sen(s—¢
fﬂﬂﬁﬂ% s ( ] ( ) (-:#)

sens sen(s—a)

Siendo @ -+ 6 -+ ¢ = 2s (35).

Combinando ademas la ecuacion «--f-y=20,
con la del triAngulo polar, @'+ 6’ ¢” = 2¢’, seran
28" +2=3. 180°% ¢+ ¢ = 270°, 8'—@ -0 —a =
90°. Y con esto, de los valores de .s*en“%m’ yco.s"—;-u" se
deducen los siguientes:

CoS|c—B) COS g —
Cﬂé‘n 1 a4 — (:r ﬁ) (‘I T)
Sen senxy
.S‘d'ﬂ“:i— > e €08 a COS (u'—nr.}
senp seny
COSig—p) COS\o —

— €08c COS(c—)

En el triangulo esférico ordinario se hallas com-
prendido entre 90° y 270° (Zstereom. 35); y, por lo
tanto, es positivo — cos e.

Las férmulas que dan mﬂg oy caz‘%— o SON apro-

piadas para el calculo numémcﬂ de un angulo, da-
dos los tres lados; y de un lado, conocidos los tres
angulos.

50. En el triangulo esférico 4BC, cuyos lados y

(*) EuLer (L. c.).
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cuyos angulos no excedan ninguno de 180°, se ve-
rifican las ecuaciones (*): -

1 1 1 1
sen 5 (a—B) sen— ¢ = sen — (@ —0) coS 5y

1 1 g 1
€08 («— ) Sengc=sen (@+0) sen 5 y

1 1 1 1
sen 5 (% - B) €08 5 ¢ = €08+ (@ — b)cos =

cos-% (¢ 4B) Cﬂ&‘—% C = r:as% (::a;—l—l?)ts'm—;--r

DeEmosTRACION. Desarrollando &en; («—B) segun
la férmula (32), y poniendo en ésta los valores (49)
de sen % a, &m%ﬁ, cas—;-a: y cns%-ﬁ? despues de sen-
eillas reducciones se halla la férmula

gen-—é (@ — b)

1
6'E‘ﬂa§_ﬂ

.s'en% (2 —B) = 1/003“«% Y

Kn el tridngulo esférico, ordinario, es san-% (x—B)
positivo, cuando «>>B; y, por lo tanto, s6lo hay quae
tomar en esta formula la rafz positiva. Ete.

Se obtiene una determinacion completa median-

il

(*) Llamanse de Gauss que las introdujo en la Trigonome-
tria practica (Theoria motus, 5%). Publicadas fueron al mismo
tiempo por Deramsre (Connaiss. des temps, 1808, p. 445) y por
MoLLWEIDE (ZAEH monalt. Corresp. 1808, Now., t. 18, p. 39%). Por
construccion las establecié Guberwa Ny (Niedere Sphdrik, 1kk y
siguientes); y més sencillamente, como en el texto se hace,
RSsEN (Arch. de Grunert, 27, p. 38).
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te el procedimiento siguiente (¥). Segun (48):

L. (sena—senp) senc = (sena — sen b) senvy
II. (sema—+-senB) senc = (sema - sen b) seny

Combinando las ecuaciones (48)

senb senc cosx = cosa — cosb cosc
Sena semb cosy = coS¢ — coSa cosb

resulta esta otra:

senb senc cos a-+-sena senb cosh cosy=cos a—cos a cos*b
0 mas sencillamente:
SEnc coso—-sen a cos b cosy = cosa sen b

Cambiando mituamente & por % y = por 8, se
obtiene tambien:

senc cosB -+ senb cosacosy = cosb senaq.
Y sumando:
III. (cosa-t-cosB) sen ¢ = sen (@ 4 0).(1— cos ).
La ecuacion correlativa
IV. sen (a-p).(1+4- cosc) = (cos @ + cos b) seny

se halla sin méas explicaciones, tomando en cuenta
el triAngulo polar.

Si en las anteriores ecuaciones (I-IV) introduci-

(*) De las ecuaciones I-11I dedujo Lecenore solamente { Tri-
gonomelria, 83) las analogias de Neper subordinadas 4 las
ecuaciones de Gauvss. La gran utilidad de las ecuaciones I-IV
fué demostrada por Gavss en sus Lecciones, como refiere
WirTsTEIN (Stereom. 213.
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hmos (33) los semidngulos y los semilados, y esta-
blecemos las abreviaciones:

1 1 1 1
sen 5 (a—B) sen 5 =/ sen 3 (@ —0) €08 5 Y =
1 1 1 1
€08 5 (2 —B) sen 5 c=m o8 (@—b)cos—y =y

1 1 1 1
: bols : 3
cos - (ﬂ+ﬁ)€ﬂ£§-c—€ cusgta—]—é)seﬂﬂ_u

obtendremos las ecuaciones:

. I8 =)o
mr = pp N
ms = po
7S == po

De las dos ultimas, teniendo presente la segun-
da, resulta esta otra:

'S,.'.I:ﬂ_:i
Y por consecuencia:
1).‘5’: u'yz= l! Mm = F_? e — L
R)S§=—0c l=—) M=—p, P=—u

Lo cual desedbamos demostrar.,
La semidiferencia de dos lados ¢ Y 0, y la de los
angulos opuestos « y 8, se ob—
tienen en el tridngulo 4 B (' por
la construccion siguiente. El
circulo maximo que divide por
mitad el arco 42, cortandole
normalmente ¢én el punto D,
5 corta al 04 en Z, de modo que
BE = KAy DE biseca al 4n-
gulo A ZB. El circulo maximo
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que biseca el angulo £ CZ corta al arco DZ en Z,
de modo que # es el centro del circulo inscrito en
el tridngulo BCF. Ahora bien, G, FH y F.J son

normales & £C, CB y BE respectivamente; y, por
lo tanto:

CG + EJ + BH — 3 (CE + EB + B()
EJ+ BH—EB
CG = 5 (BC — (04)

2

Por otra parte, es el angulo #CG=90°— %A OB;y
FBD=— (BAC—CBA)+ (BA— 5 (BAC+ CBA)

GFC+ HEB -+ JFE — 180°, HFB + JFE — LFE,
Y, de consiguiente, GFC — DFB, cuando 48 no

pasa de dos cuadrantes. En los triangulos rectin-
gulos GFCy DFB se tiene (44- 0bs.)

sen GFC — 27" o cosOG — €08 GFC

sen FC» sen KOG
sen DB cos DF B
sen DF B — sen BF cos DB — Sen FRD

Y, por lo tanto:

senCG  sen FC senFBC 45) cosCG  sen FBD .
sen DB sen BEF  sen BOEF'™ "cos DB sen FOG’

en las cuales estan contenidas la primera y la ter-
eera de ‘las que deseamos demostrar,
Designando por 2, el punto opuesto al 2, se ve-

rificaran para el tridngulo adyacente AB C las
ecuaciones:

r
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r F r 1 r
5&%%(& — B) senzc’ = smé{a — ) cos5y

1 » 1 ] i Ve
sen (" 4 B) cﬂs—fc' - cn.fg(a; — 0) COSHY

Mas «’ = =180°, v +v=180°, @'+ a=180°, ¢'4-¢
== 180° Luego:

a!"ﬂﬂ%(m' —3) = cﬂs-% (2~ 8), sen%(m' -8)= casé (2 — B)

L p v 1 Ly7 1
36?33(@ b) = cos—(a—+-0), 085 (@ + b)= sen (a—+-0)

. P 1 i 1 P g aonirey
SeNZC' = C08,¢,  C0S5C" =senec, oSy = sen ¥

Y mediante estas sustituciones se obtienen la
cuarta y la segunda de las ecuaciones ciiya demos-
tracion buscabamos. |

OBSERVACION. Dados dos lados y el 4ngulo corm-

prendido, @, 6 y y, por ejemplo, se calcula sencilla-

. - 1
mente, en primer lugar, el valor de sexn o (*—B)sen -;;- ¢

y de co.s'%(m — ) :;'m%r:; y, por division, después, el

de twngf;(a — B). Luégo los valores de .fan-;-,-( % - )
cﬂ.s'-léc y ca.s*%-(m +8) cas%-r:; y por ellos, el de a‘mzy-;;
(a +B). De%(a o B y% (« + B} se deducen los valo-
res de « y B; y de &en;}(a —B) 6 casé(a —B), 'y de
sen— (@-48) 6 co.s%(m +8), se deduce finalmente, de

dos maneras, el valor de %c.

Asi se ordena el calculo tambien cuando son co-
nocidos un lado ylosdos 4ngulos adyacentes; pero,
cuando se dan dos lados y el 4ngulo opuesto & uno
de ellos, como &, & y «, por eje mplo, debe calcularse
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primeramente el angulo 8 (45); y despues, con el
auxilio de las ecuaciones anteriores, tany%T y

tmg-;;c. Analogo procedimiento se emplea cuando

son conocidos dos 4ngulos Y el lado opuesto 4 uno
de ellos. -

Los siguientes valores, deducidos de las ecua-
ciones de Gauss,

tang a—8), lang (a—+8), tangt(a—1), tang’ (a4

hace mucho tiempo que estan en uso. Publicados
fueron por Neper, el inventor de los logaritmog
naturales (Mirifici logarithmorum canonis descrip-
f10, 1614, II, 6) y expresados POT proporciones que
llevan el nombre de Analogias de NupEg.

ol. Determinando el sentido positivo de las
alturas de un tridngulo esférico de modo que cada
una con el lado 4 que es normal forme un angulo
de 90°, los productos del seno de cada Iado por el
seno de la altura correspondiente tienen un mismo
valor, 4; y los productos del seno de cada angulo
por el seno de la altura correspondiente tienen
tambien un mismo valor 3, (*)

En efecto (45):

senDCsenlkp = sen(CA Sengh = sen BCsen hf

y como sen /ip =1, empleando la notacion estable-
cida tenemos:

sencsen DU = sen b sencsen« — sencsen a sen B
=senasenbseny — d

. (*) LEXELL (Acla Petrop. 1782, I p. 71), GUDERMANN ( Niedere
Sphirik 124). ' . :
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seny sen DO = senBsenySen @ = seny sen«senb

— SenasenBsenc =2

De estas ecuaciones se deducen inmediatamente:

sena senbsenc sena  Senb  senc d ")
d sen senf  Ssemxy 3
sen o sem B seny  Sena senB  semy 3
3 sena sen b SEN C d
d? 52

3= L
- sena senbsenc sen« Sen B seny
De las ecuaciones p

d = senb senc sena
cos @ — o8 b cosc = send senc cos« (48)

se deduce:

d? = sen’bsen*c — (cosa — cos b cosc)’

— 1 — cos*aq — cos*b — cos® ¢+ 2cosa cosb cosc
Ahora bien (32):

d* = 4senb senc é’&?&“%ﬂt. sen b senc cos’%m
d? — 4 sen s sen (s — a) sen (8 — b) sen (s — ¢) (49).

g d’ recibe la misma significacion para el trian-

(*) LAGRANGE (J. de IrEcole polyt. Cah. 6 p. 272). FRANGAIS (en
ol mismo Diario Cah. 1% p. 190); GuDERMANN (Niedere Spharik
142). Los valores de d* fueron dados por EULER /Nov. Comm,
Petrop. & p. 158); los de 32 se hallan en la Memoria de LEXELL.
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gulo polar 4'B’' (", que d para el triAngulo 4B8C,
segun (43) sera

d = senb senc’ sen = senp seny Sena@ = 9;

Y, por consecuencia:

0 =1 — cos*a — €08*B — co8”y — 2c0s8% cosP cos y

= — 4085 c0s (o — @) €08 (s — B) ¢o8 (s — 7)

52. Designando por 7 y p los radios esféricos,
que no excedan de un cuadrante, de los circulos,
circunserito € inscrito, para el triangulo esferico
cuyos lados ¢, by ¢, y cuyos dngulos %, By y, no
pasen ninguno de 180° seran (*):

Colr =
4sen

a >

2

tang o=
- 2 1 1
asen %—56‘6?&2—6 4cos Tmﬂﬂ&%ﬁﬂﬂ& Y

DemosTrACION. Sea C, el punto opuesto al C; O

C

el centro esférico del circulo 48C;
P, Q, R, Dy FE, los puntos medios de
AC, C.B, BA, CA y BC. Enténces los
arcos DRy QF seran cuadrantes; PO,
QO y RO, normales a4 AC,, C,. By BA
respectivamente; y, por consecuencia,
D y E serin polosde POy 0Q,y DE
polar de O. Si HC es una altura del
triangulo CDE, y DZF es cortada por
OA y OB en los puntos # y @, los
triangulos rectangulos DHCy DFA,
FHC vy FGB seran iguales y semejan-
tes; Dy X, los puntos medios de #H y
HG@G; y, por lo tanto:

(*) LexELL (I. ¢, p. T2 ¥ sig.). GUDERMANN (131 y 137).
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EC— AF = 90° — 04

DE = ;FG=FOG = AOR

Por otra parte, en los triangulos CDE y ORA
se tiene (51):

sen DE sen HC = sen EC sen C.D sen DCE
send OR senOA = sen RA (44-0bs.).

Y, designando por @, ¢y & los lados C, B, BAy
AC,, y por y el &ngulo DCE ='BC A, resultan:

1 ]
sen AOR cosr = cos 5@ COS 5 b seny

1
sendOR senr = sen 5 C

Luego: | .
1 1
€08 5 @ €08 5 b Seny d
colr = = _
2 4560+ asen=bsen ¢
sen ¢ Sen 3 5 5

habiendo puesto & por
dsen ~a cos s a .s*m—l— b cos—~ b sen
s 3 2 2 9 1

Del mismo modo, en el triangulo polar corres-
pondiente sera -

dl‘
1 F 1 r 1 F
4senza ;5'6?3,-55 Sen—5C

colr =

Pero #’ es el complemento de p (Lstereom. 43),
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d’ =3, sen, ¢ = cosz=; etc. (51). Luego:

0
1

1 1
4 cos5 c08- B cos5y

langpe=—

Para los radios de los circulos, circunscritos é
inscritos, respecto de los triangulos adyacentes al
propuesto, se encuentran ecuaciones analogas con-
siderando las relaciones de los lados y los angulos
de aquellos triAngulos con los lados y los 4ngulos
de éste; de las cuales se deducen luego las que
existen entre los radios de los expresados circulos.

53. Objeto han sido de especial estudio las fun-
ciones de la suma 2¢ = « -} § | y, mediante la cual
se determina el area del triangulo esférico, cuyos
angulos son «, § y v (Hstereom. 30). Empleando la
notacion que antes, desde luego podemos demos-
trar que subsiste la ecuacion (¥)

-d 0N
— CO0S ¢ = SRt — =olangr.
40854 0850 coszC

En efecto, designando por @, 6,¢ y a, B, ¥, 108
lados y los angulos del triangulo 48 C (de la figura
precedente), tenemos:

204AB-+20BC,+200,4=180°— 2+ 180°— B+«
20BC,+20C, A = 21
OAS — 180° — 4.

En el triangulo OAR es (44-0bs.).

(") LEXELL (l. c. p. 68.)
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tang AR

co0sOAR = fimg 04

¥, por ofra parte (52):
‘sen BC, senC, A sen BC A

cot QA= : :
4 sm;B Ul.s*m—ﬁ- C AsenAR
"3 d
4 c0S~a cOS—b Sen—c
3 9 2
Luego:
d
— C0Sa =
: 12 08 Lo
085 C0S50 COS 5
Y segun (51): _
ar
— CO0Sc COLT =

Qsenasendsenc 2

o4. Para sens, — cots y —lang s se obtienen lag
notables expresiones siguientes (*):

1 ¥
c085ac0Sb -+ sen—a sen—bcos x

SeHha = 1
cos §C

1 4 cosa - cos b -+ cosc
1 i {
4cos5acos; ] 0S5 ¢

I

P n TSN TS S e Sy T s m———

(*) La primera ecuacion se enlaza con la ultima que fué
dada por LAGRANGE (L. c. p. 278) vy LEGENDRE (Géom. Note 10). Las
otras son de EvuLer (Acla Petrop. 1778, II, p. 31. Nova Acta 19

P. k7).



A

3 1 1
cos® ,& + cﬂs‘-ié + cos’5¢ — 1

1 1 1
2cu.s*—§a: co.s'-é-& 0S5C

d
1 4+ cosa + cosb -+ cosc

— C0lc =

1 1
cm‘-ﬂacatgé + ca.s'}r

—iang c =
G seny

DeEMosTrACION. En los triangulos OAR y CDE
tenemos:

oS AR senOAR = cos ROA (44-00bs.)
c0s ROA = cos DE = cos EC cos CD - sen £C
sen CDcos DCE (46)

¢ introduciendo en estas formulas los valores co-
nocidos (53):

1 1 1 !
cossa canyh + senga senybcosy

SCN 6 == 7
Co085¢

El numerador de este quebrado, multiplicado
por 4cas%a r:o.s%b, se convierte en

1 .
4 cw’?a cos* ; b - sena-senb cosy

I

(1 + cosa) (1 + cosb) + cosec — cosa cosb
1 +- cosa 4 cosb + cosc
1 4-cosa-+1-+4coshb+1-+cosec—2

2003“-%-@ - 2603“%5 4 2303’%{; SEE

|

|

ll
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Mediante estas expresiones se obtienen inmedia-
tamente los valores, segundo y tercero, de sens.
La segunda expresion de sen s puede tambien de-
ducirse de la correspondiente a’ — coss (53). Puesto
que:

1 1 1
(4 cos5acos, becosyc)* — d?
SeR's =1 O s == LR
1 1 P
(4 coszacosbcosc)

(4 cas—%a ca.s*;;é co.s*%c) *=2(1-}-cos @) (14-cos b) (1-4-cos¢)

A’ =1—cos* @ — cos* b — cos* ¢ - 2cos acos b cosc

Y, por consecuencia, el numerador del 1iltimo
quebrado tomara el valor (1-- cos @+ cos b +-cosc)®.
Et cetera.

La tercera expresion de sen s puede hallarse tam-
bien directamente empleando para el calculo de
cos &£ 04 el tridngulo plano, formado por las cuer-
das /, ¢ y % de los arcos BC,, A y AB. (*). Desig-
nando, en efecto, por O’ la proyeccion normal del
centro O sobre el plano 480, el 4ngulo B0'4
sera una seccion normal del diedro que forman los
planos de los circulos maximos OB y OA. Pero el
angulo central B 0’4 es doble del periférico, for-
mado por las cuerdas /' y ¢, que es, por lo tanto,
igual al £0OA. Luego (35):

7>—A
2y

cos K 04 _'ﬁ

{*) GuperMANN 152, ScuuLz /Sphdrik II, 79).



Y como:
1 1 1
J=2sen; B0, =2cosza, g=2sen;C,A

g 1
=2¢08,0, h=R2senc
sera

: €oS” - fz—l—ca:r -5—.5'3% c
CoOSAR sen OAR=cos R OA=

1
2008 5@ f:ﬂs 553

Para hallar ahora el valor de — cofs se divide
— c08o (53) por la segunda expresion de sen o.

Y, dltimamente, se obtiene el valor de — ¢ang o,
dividiendo la primera expresion de sen s por

1 1
sena senb seny sen ,a senzbsen

— 080 = —

] 1 1 -
4{:03—&; ﬂa.ﬁ*-é cosc oS¢

OBSERVACION. Del valor de —tmga se deduce lo
siguiente:

Si en un trléngulo esférico permanecen invaria-
bles un 4ngulo y el producto de las cotangentes (0
de las tangentes) de los semilados que incluyen di-
cho angulo, la suma de los ofros dos angulos, y,
por lo tanto, el area del friangulo, tambien perma-
nece invariable. Y cuando un lado y el producto de
las fangentes de los semiangulos adyacentes no va-
rien, el perimetro del tridngulo esférico tampoco
variara.

55. De las funciones de ¢ encontradas antes,
todavia se deduce esta otra:

tan y’-}z—- (6—90°)



— BB
= mng—;-.s' mng%{s—-a) mﬂy%—(s —b) mng-;-(s—-c)
cuando ¢ + 6 + ¢ = 2s (¥).

DEmosTRACION. Segun la tercera expresion de
senc (54) es

1 1 -
l—cﬂsﬂ-ﬁ a —cas’ﬁf&— r:as’é-r: -+2cos é—ﬂ cﬂ.i'-;—b coS ; c
1—-&'6-?1 =

1 Eg 8
2ca3§¢ casab cosz¢

~ El numerador de este quebrado tiene el va-
lor (51)

4 .s*en%s sen% (8§ —a) seﬂ% (s —0) 33%% (s—¢)
Por otra parte es (53)
1
54

Y — CO0S0 = i ) ]
2008 , @ cas'-é-& C0S5C

Y de consiguiente:

1 1 1 1
1— sens dsenzs sen5(s—a) sen, (s—0b) senss(—c)

—C0ss  Vl|sens sen(s—a) sen(s—B) sen (s-—c)}

Ahora bien:

1—sen o =1—cos(s—90°) =2sen’3 (s — 90°)

(*) L’HuiLier segun dice LEGENDRE (Gdom. Note 10). Esta f6r-

mula es un caso particular de la que LexeLt (l. ., p. 88) habia
desarrollado para la suma de los angulos de un cuadrangule
esférico, inscrito en un circulo.
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— €08 ¢ = $en(c—90°) =2 .m*a-% (¢—90°) ras-;- (¢—90°)

: 1
sen’—é—s sen’5s i 1
= ] 5 Lang 5 S, etc.

1
Sen S 2 SeN5S CO85S

Y mediante esta sustitucion se -obtiene el valor
+ escrito de

Mﬂg’;[a — 90°).

OBsERVACION. A las formulas desarrolladas cor-
responden las que sirven para calcular el perime-
tro de un triangulo esférico, dados los tres angulos,
0 un lado y los dos angulos adyacentes. Formulas
semejantes existen tambien para ¢—2, c—f, o —1,
por una parte, y para s — @, § — 0, § — ¢, por otra.
Véanse: LExXELL (/. ¢.); Scunurz (L1, 34 y sig.); Gu-
DERMANN (132 % $2¢.)

56. Si por un puato dado, &, de la esfera, se
trazan circulos maximos que corten a un circulo
dado de la misma en 4 y 4’, By B’,... los pro-
ductos

mny% SA tang %SA’, mﬂy; SB tmy%SB’,...

son de la misma magnitud; y este valor constante
se llama potencia esférica del punto S, respecto del
ctrculo. Sisobre un circulo méximo s, existen pun-
tos desde los cuales parten tangentes esféricas, @ y

@,by¥,.. 4un circulo dado en la misma esfera,
los cocientes



- BB

M%g-%é' 7 eﬁmg%s b

: 1 a2
tang 784’ tang s b

tienen igual valor (¥

DeMmosTrRACION. Trazando desde el centro M el
circulo maximo MV normal
a S4, en los triangulos SN
vy AMN tendremos (41):

CoS ;S{Ag _ cosAM
cos SNV cos AN

cos MN —

Y, por consecuencia:

cos AN cos _AM
s cos SN  cos SM

cos AN — cos SN cos AM — cos SM
cos AN - cos SN = cos AM 4+ cos SM

Mas SN+AN=8A4", SN—A N=54. Luego (33):

mng%SA lang %SA "
= tﬁmgﬂif&y— AM) ﬁamgr—él-»fSM+— AM)

permanece constante para todo circulo maximo
que pase por &'y corte al circulo dado en 4 y 4’.

La segunda parte se demuestra inmediatamente
como sigue. Por el punto 2 del circulo maximo s

(*) - LexeLL (1. ¢. p. 65), STEINER (J. de Crelle 4. 2 p. 59). ScuuLz
(IT, 5%). El teorema correlativo lo afiadié GupermANnx [ Nied.
Sphiirit, 296).
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-pasan las tangentes esféricas, D&y DF, al circulo
(0). Trazando OP normal & s, en los triAngulos
ODFE y ODP tenemos (44):

it il G o il
sen DO  sen PDO

sen 00 =

Y, de consiguiente:

sen PDO __ Sen PO
sen DO  sen EO

SenPDO—sen FDO  sen PO—sen 50
sen PDO+sen DO sen PO - sen KO

Mas PDO — EDO = sa, PDO + EDO — sa’.

Lﬁega

tr:mg-;],;—.s' @ mﬁwiﬂ (PO—FO)

Mﬂy-;ﬁf a’ r mﬂy-%- (PO+ £0)
conserva el mismo valor para todo punto del circulo
méximo ¢, del cual partan las tangentes esféricas,
ay a, al circulo dado.

OBSERVACION. Por el mismo procedimiento se
halla que cos AU : cos BU = cos A V: cos BV, siem-
pre que UV sea normal & A5, y reciprocamente; y
que los puntos de la esfera, con potencias iguales
respecto de dos circulos, caen sobre un ecirculo
maximo; ete. (Planim. 112, Estereom. 69, GUDER-
MANN, ¢. ¢. 308 ¥ stg.).

Para construir el tridAngulo isésceles que tenga
comunes con el triangulo esférico 4 BC, el angulo
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A y el 4rea, hagamos A0 = AB sobre el lado 40
por C'y D trazese un circulo
cualquiera, luego su tangente
esférica AZ; y, por ultimo,
témese A= AG = A L. Con
estos datos resulta:

ﬂ"

tmg%-AF fang—;-A G = tmng“-—;;-AE'
= tang %AD_ tang % AC = tang -;-A-_B mﬂ-}A C

Y, por consecuencia (54-0bs.) el area AFG =

ABC.
7. Designando por #' el punto medio del lado

COA en el triangulo 4 BC, es

cos AB + cos BC'=2c0s304 cosFB.

Y, si fes el circulo maximo, bisector del angulo
¢a, que forman dos de los circulos maximos @, by ¢,

tendremos (*):

1
cosab + cos bc = 2¢085Ca €OS b

DemosTrRACION. Trazando el circulo maximo BN,
normal & CA4, en los triangulos rectangulos 48N

y BCN tenemos:
cos AB = cos BN cos NA, cos BC = cosCN cos BN,
cos AB -1 cos BC— cos BN (cos ON - cos NA)

(*) GupERMARN (1. ¢., £00), / Planim. 198).
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Mas cosCN - cos NA=2c¢os C’F"co&'FN (33), y
cos I'/N cos BN = cos ' (41). Luego:

Co0S AL -+ cos BO = 2cosCl cos F'B

Para demostrar directamente el tgorema corre-
lativo, por el punto comun., de los eirculos ma-
ximos ¢ y @, trazese el circulo maximo # que corte
normalmente en AV al circulo maximo &. En el su-
puesto de ser sen dn =1, tenemos (44):

cos ab = cos BN senan, cosbc = cos BN sencn
cosab -+ cosbc = cos BN (sen an -+ sencn)

Mas senan + sencn = 2 sen fncos ¢f, 'y
| ca&BN sen fu = cos fb.

Luego, ete.

APLICACION. §Si sefialamos los puntos medios de
los arcos opuestos BCy DA, CAy DB, ABy DO,
del cuadrangulo esfévico A BCD,por £y K, 'y IF,,
G y @, respectivamente, se verificaran las ecua-
ciones : |

co8 AB -+ cos BC = Qcoa*% CAcos F'B
cosCD -+ cos DA — QCQS:}-OA cos '

Ahora bien: ¢cos B +cos ') = 2¢03—: DBcos F'F,.
Luego (*):

co8 AB - cos BC + cos CD - cos DA
=4 cas% OAca,r%ﬂBcos FF,

—

(*) StEINER (J. de Crelle t. 2 p. 292). GUDERMANK (I. ¢.) Plani-
melria 130.

g
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Para los cuadrangulos BCDA y CABD se en—
cuentran del mismo modo las expresiones:

cos BC 4 cosCA + cos AD + cos DB
= 4 cﬂ.r-;fA Bcﬂ.s*%ﬂ Ceos G@,

c0sCA + cos AB + cos BD -+ cos DC
= 4503-}36‘603 %Z)A cos E'E,

Y, si en los circulos méiximos @, 4, ¢ y d supone-
mos que los angulos ca y dé son hisecados por los

circulos maximos f y f,, anslogamente encontra-
remos:

08 @b-+-cos be+-coscd-+-cos da=4coa‘; CaCos ; dbcosff,

Y asi sucesivamente.

98. Segun la hipétesis de la Geometria vulgar,
la esfera se confunde con uno de sus pianos tan-
gentes; y una figura esférica, con su proyeccion
normal sobre este plano; cuando el radio del punto
de contacto se supone infinitamente grande. Puesto
que los radios que tienen por punto comun el cen-
tro de la esfera, infinitamente distante, llegan &
ser paralelos, y normales por afiadidura al plano
con el que se eonfundid la esfera. Y los arcos de
circulos miximos vienen 4 confundirse tambien
con sus cuerdas y con sus proyecciones normales
sobre el expresado plano.

Si consideramos una figura esférica sobre una
esfera, cuyo radio contenga #» unidades, y sentamos
que los arcos de los circulos maximos de aquella
figura comprendan «, &, ¢... unidades respectiva—
mente, los angulos centrales correspondientes (sus
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arcos, Planim. 108) seran expresados por los co—
cientes @ : 7, 6 : 7, ¢ : 7,... Ahora bien, cuanto ma-
yor sea 7, tanto mas menguaran los arcos ¢ co-
cientes expresados, y se aproximaran sen (@ : 7) y
tang (a : ) al valor ¢ : 7 (25); al paso que cos(a : 7)
propenderad & confundirse con 1 — g?: 242, por

ser (32)

a a
cos— = 1 Rsen’—
7 27’

; . . @ a
Yy aproximarse indefinidamente sanﬂz—; al valor v

Con la sustitucion expresada, de toda ecuacion
trigonometrica entre los elementos de una figura
esferica puede deducirse la ecuacion para los ele-
mentos correspondientes de la figura plana, con la
cual coincide la esférica, en el supuesto de crecer
indefinidamente el radio de la esfera (¥). Desig—-
‘nando, . g7.,pore, 8y ylos angulosde un triangulo
esférico ; por @, b y ¢ las longitudes de los lados
opuestos; y por 7, la del radio de la esfera, ten—

dremos (48):

b ¢ a b ¢
SEN-SeN—CO8 & = (COS— — COS—COS—
r 7a r

; dEpd s a a
Mediante la sustitucion de sen .y .cos-— etc. por .

3us valores, cuando 7 aumenta se.convierte la 1il-
tima ecuacion en la sicuiente:

be a? b’ ¢?
i LE e Z8d-eth
P ; 2r? ( 2?'“) (1 2?*’)

(*) LAGRANGE (l. ¢. p. 291). EvLer /decta Pretrop. AT18, I p. 33).
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R it S 57
7R 272 49
&ECE

— Y LSRN S i
2Q0ccosa =0+ ¢* — @ oy

Y esta ecuacion, cuando 7 = w0, coincide con la
deducida (35), cuya expresion es 2b¢ cosa—4"-¢*—q?.
De la ecuacion esférica (48): |

; a
COS o + COSPcosy — senBseny cos s 0,

por el mismo procedimiento, se halla para el trian-
gulo plano esta otra:

coSa ~+ ¢co8 (B -+ v) =0

de acuerdo con el teorema relativo al tridngulo pla-
no, expresado por la igualdad « -+ 8-+y=180.° Ete.

9. Si las razones de los lados de un tridngulo
esferico con el rddio de la esfera son muy peque-
nas, el area de dicho triangulo (y su exceso, Zs-
tereom. 36) podra calcularse como la del tridngulo
plano, formado por los mismos elementos. Mas los
angulos del triangulo esférico sobrepujaran cada
uno en la tercera parte del exceso & los 4ngulos
del triangulo plano que tenga sus lados respecti-
vamente iguales 4 los de aquél (¥).

: @ 5
DEMOSTRACION»— Si el arco . ©s pequeiio, pueden

(*) LEGENDRE(Mém. de Paris 1787, p. 338; y Trigon, Append. V);
LAGRANGE (J. de I'Ecole polyt. Cah. 6 p. 293); Gavuss (Disq. gener.
circa superficies curvas. Comm. Gotting. VI, 1827): CRELLE (J. 22,
P+ 96); MERTEN (Schlomilch Zeitschrift 4875, t. 20, p. 248).
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tomarse (Aritm. univ. 189) para su cosenoy suseno
los valores

ﬂ}'
62

& g z* z
Cos— =1 i et y sen—

2
ge iy Wt 2 F S

Y sustituyendo estos valores en la ecuacion (58)

a i
COS— — COS—COS—
v r
COS g =
I
Sen—sen—
r 7

se obtiene un quebrado, cuyo numerador es

Pt —at e —a 460"
r? 24 r*

y cuyo denominador es

be 4 ¢
7 (1 67 )

Ahora bien, con suficiente aproximacion pode-
mos hacer

1 Yoor 0* 4 ¢*
et e
62*

Y, en consecuencia:

Za‘+c“;¢3“ 22*h*4-2a’c* 420 c* —a' —b" c';
A 2 he 24 bea?

Si designamos por «’, 8’ y y' los &ngulos, y por A
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el area del tridngulo plano, cuyos lados tienen tam-
bien las longitudes @, 4 y ¢, seran (14): -~

0 - — a?

= oS a’
20c

200 +2a’c® +20°¢? a'—b'—c'=40c" sen’ a’ =16 A*
Y por sustitucion de estos valores se obtiene:

CoS o = cos o bosen” o’ cos o’ a sena’
L - — oL e 4
67* 37r?

El nimero A: 37* expresa el arco correspondiente
al angulo centrico (A: 37%)(180°: =) cuya magni-
tud es tan pequenia que su seno no difiere apénas
de A: 37*, ni su coseno de 1; y, por lo tanto (32):

A 180“) s TR
: , o= q

cosa = Cos | &' -
( '3t m ' 37 n

Por iguales consideraciones se hallan:

SRRy G L p S I B
ﬂ_ﬁ '3?,:1 P Y et et Ir?  x
Y,ensﬁma: |

i BRI L e T
u+ﬁ+1=a-+ﬁ+7+;2 w-—-«-180 +‘-’ET

-

Lo cual significa que el exceso del triAngulo es-

A 180°

férico vale -
P -

birectangulo de la esfera dada, cuyo tercer angulo
comprenda 180° tiene una area de m7* unidades
cuadradas (f&sler. 129); y, por consecuencia, el

. Y efectivamente: un triangulo
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triangulo esferico dado, cuyo exceso es E i

Pl ow
tendra un area de A unidades cuadradas.
OBSERVACION.—Si, por ejemplo, son conocidos &,
¢ y %, podremos calcular:

,

=%5C.§'€ﬂm, E = — — ¥ R =4

De los elementos &, ¢ y & pueden deducirse, se-
gun las reglas de la Trigonometria plana, los ele-
mentos §’, v' y ¢. Y entonces:

VE.—Poligonometria y poliedrometria.

60. Silasrectas Z y » no estan sobre un mismo
plano, y se proyecta el segmento 45 de la recta /)
_sobreel plano que contiene a
2%  laotra rectap y es paralelo a
la primera /%, por las norma-

%" les 4 este plano 4,4y B, B,
el cuadrilatero 44, B,B es
un rectangulo. Proyectan-
do el segmento 4,5, de la
A, B i recta 4', paralela a la rec-
ta 4, sobre la otra recta p, mediante las normales
A A,y BB, los planos 44,4,y BB B,y las rec-
tas 44, y BB, seran normales 4 p ;.y el segmento
A B,, la proyeccion normal del 48 sobre aquella
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recta p. Ahora bien: 4,8, = AB y pk' = pi; vy,
por lo tanto (27):

A, B, = A,B, cosph’ = AB cos ph
Las ecuaciones (30 y 31):

BCcos pr CAdcospgy + AR cos ph =0
Senghcospf+-senhf cos pg + senjyg cos ph =0

se verifican, por consecuencia, aun cuando la
recta p no se halle sobre el plano 4 0. Si 0r, 04,
OH'y OP son radios de una esfera, iguales 4 la
unidad de longitud, y tienen las mismas direccio-
nes positivas que las rectas I 9, by p, la ecua-
cion (*)

SenG cos PF+sen HE cos PG +sen I'Geos PH— ()

subsistira para tres puntos /. Gy H de un eireculo
maximo, y otro punto cualquiera, P, de la esfera.
Aplicandola al triangulo esférico 4B C, sobre cu-
yos lados U4 y AR existen los cuadrantes AM y
AN, hallamos:

sen AN cos BC+-sen NBcosA O+-sen BA cos NCO=0
sen AM cos NC—+-sen MO cos NA--sen (A cos NM=0

Y para este caso:

(*) Esta relacion, que en la Planimelria (132) expresa el teo-
rema de STEwaArT, fué investigada por Carvor (Géom. de pos.
34k) con auxilio del teorema esférico (46) y hallada por ScruLz
(Sphirik 11, £9); pero Mésius la repuso en su verdadero origen,
haciéndola fundamental en la Trigonometria esférica ( Lec-
cion en 1839. V. Anal. Spharik 7). |
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cos BC—cos CA cos AB — sen AB cos NM — 0
cos NC + sen CA cos NM = 0

c08 BO— cosOAcos ABsen CA sen AB cos NM — 0

en conformidad con la ecuacion (48):
€O @ — coS bcosc — sen b senccosag = 0.

61. Determinadas arbitrariamente las direccio-
nes positivas de las # rectas que forman un poli-
gono plano 6 alabeado, supongamos que los lados
A8, BC, CD,... de este poligono, tengan los va-
lores respectivos @,, a,, a.,... Designando por p
una recta cualquiera, cuya direccion positiva se
haya determinado tambien arbitrariamente, y por
cos . el coseno del 4ngulo que con la recta » forma

la recta sobre la cual esta el lado 2° del poligono,
que tiene el valor a, sera (*):

@, cos  +a, cos s+ ...+ a COfL. == 0

Puesto que a.cos . es la proyeccion normal del
"

lado 2° del poligono sobre la recta p; ¥y la suma
de estas proyecciones normales ya sabemos que es
nula (30 y Zstercom. 132).

APLICACIONES. Trazando por el centro de una
esfera de radio 1, paralelas 4 la recta p, y 4 las rec-
tas, sobre las cuales se hallan los lados del poligo-
no y cuyas direcciones positivas corten en 2, A,,
4,,... a la esfera, el cos . seraigual al coseno del

(*) Estaley fundamental de la Poligonometria es de LEXELL
(1775 Nov. Comm. Pelrop. 19, p. 487). Compéarese: L‘HuILIER
(Poligon. 4789) y CArNoOT (Géom. de pos. 28k v sig.)
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arco de circulo maximo P4 ;y, por lo tanto o I

a,cos PA,+ a,cos PA,+... +-a_cos PA =0

Esta ecuacion, en la que 2 representa un punto
cualquiera de la esfera, ensefia que el centro de
gravedad delospuntose,.4,, 4, 4,... ¢ A cae so-
bre el centro O de la esfera. Trazando, en efecto,
por los puntos 4,, 4,,... 4 paralelas con O£, que

sean cortadas por el plano normal 4 0P, trazado
por O, en los puntos Z,, B,,... B , sera

cosPd, =15 A4,, eos P4, =B .A;, 7%

Y, por consecuencia, para toda direccion de las
paralelas que son cortadas normalmente por el plano
que contiene el punto O, se verificara la ecuacion

a,.B A +a, B,Ad,+...+a . B 4 =0

La cual expresa que el centro de gravedad del
sistema dicho cae en Q. (Hstereom. 133.)

Si en un circulo, cuyo radio sea la unidad longi-
tudinal, se trazan las cuerdas iguales 44,, 4,4,,...

4 .4 , y designamos por « y

n—1

o -+ B los angulos que con una rec-
ta cualquiera p forman los seg-
mentos 44, y 4, A,, los segmen-
tos4,4,,..4 . A formarancon

la. misma recta » los angulos
a4 28,... a4 (#—1)B; los angu-

*) El fundamento de la Esférica analitica de Montus, 1846.—
Véase el teorema de Steiner (J. de Crelle A. 2 p 294).
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losAd,4A4,, A, A4,,... tendran el valor comunﬂlﬁ; el
angulo 4,44 tendra el valor -;; (n—1)B; y el seg-

mento 44 formara con p el angulo « -1—% (n—1) B.

Ahora bien, la suma de las proyecciones de 44,,
4,4,,...4 | 4 ,sobre la recta p, es igual 4 la pro-

yeccion del segmento A4 sobre la misma recta.

Mas estas proyecciones tienen los valores respeec-

tivos

A4, cosa, Ad,cos (a+B),... A4, cos [+ (n—1) ﬁj,-
AA cos[z+ —(n—1)g]

y ademas (5):
1
AH, = 2sen-B, A4 = 230?;21%{3

Luego sumando (*):

Ty

€08 ¢+ cos (a+B) +-... + cos[a - (n — 1) B]

Sﬂﬂ%ﬂﬁ- X
T cos o+ (n—1)8]

36ﬂ'§ﬁ

Y sustituyendo « por « - 90°;

sen o - sen (a4 B) +-... J senlz+ (= — 1)B]

Sﬂ?&—;—ﬂ 8

= - .s'm[m—l—%(ﬂ-—l]ﬁj
Sﬂﬂzgﬁ

(*) La expresion geométrica de esta sumacion se halla en
Arquimedes (Sph. el Cyl. I, 22 y 23).
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Estas sumas pudieran tambien obtenerse re-
uniendo el primero y el dltimo términos, el segun-
do con el peniltimo, ete. (33). EuLer (/atrod. 1, 258).

62. La proyeccion normal de una figura plana
sobre otro plano es el producto de la misma figura
por el coseno del angulo que forma su plano con el
de proyeccion (*).

DemosTrRACION. La proyeccion normal de la figu-
ra plana puede considerarse como la seccion nor-
mal de un prisma cuya base sea dicha figura;y,
por lo tanto, la razon de la proyececion con la figu-
ra proyectada es (fslereom. 103) la razon de la al-
tura del prisma con una arista lateral. Pero la al-
tura del prisma es la proyeccion normal de la arista
lateral sobre una normal 4 la base, y la arista late-
ral es normal al plano de proyeccion. Luezo la ra-
zon de la proyecion normal de la figura plana con
esta misma es igual al coseno del 4ngulo que for-
man las normales 4 los dos planos, el de la figura
y el de proyeccion, 6 sea al coseno del angulo dié-
drico que forman estos dos planos (Zstereom. 14).

Para determinar el signo se fijaran primeramente
las direcciones positivas de las normales & los pla-
nos, y despues el sentido positivo de éstos, de modo
que coincidan 0 concuerden para observadores co-
locados sobre los mismos planos en situacion de que
les parezcan las normales, dirigidas hacia arriba 6
ascendentes (Zstereom. 38). Por el perimetro de la
figura dada se determina el de su proyeccion. Y asi
queda determinado sin ambigiiedad, tanto el co—
seno del &ngulo de los planos 6 de sus normales

(*) EuLER (Introd. II, App. 6%). \
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respectivas, como el signo de cada una de las dos
areas, la de la figura y la de su proyeccion. Si para
la normal & uno de los planos tomamos como posi—
tiva la direccion opuesta, y para el plano, por con-
secuencia, tambien como positivo el sentido opues-
to, una area y el coseno cambiarin de signo.

APLICACION. Supongamos una figura esférica,
dada, dividida arbitrariamente en partes 111ﬁn1ta-—
mente pequenas, una de las cuales, =, tenga su ba-
ricentro en 4; que se proyecte aquella. ﬁ*ﬂr ura por
normales sobre un circulo maximo; y que 4, y «,
representen las proyecciones de 4 y «; 7, el area de
la figura dada; £, el area de su proyeccion; O el
centro de la esfera; y ltimamente, %4 la altura del
baricentro del area esférica sobre el plano del eircu-
lo maximo. El producto /7% entdnces es igual (Zs—~
tercom. 142) a la suma de todos los productos =. 4,4,
Pero sabemos que

A A= 04.cos 044, = OA.caa':.u
ar,.AiA = QA,mGHSmlmm OA.ul;

y que la suma de todos los productos «. 4,4, por lo
tanto, es igual al producto de O4 por la suma de
todas las «,. Luego fA=04.f, y k:QA=f,:1. ().

63. Cuando los perimetros de las # caras de un
poliedro satisfacen & la ley de las aristas (Zste-
eom. 113) y sefijan arbitrariamente los sentidos po-
sitivos de los # planos en que estdn las caras del
poliedro, las areas de estas caras tendran valores

(*) Giunro (J. de Liouville A. &k p. 386). Bescur (J, de Liouville
A.Tp. 516). (J. de Crelle A. 50 p. 322),
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determinados sin ambigiiedad, tales como «, , a,...

Tomando ahora otro plano, cualquiera, cuyo senti-
do positivo se fija también arbitrariamente, y de-
signando por cos . el coseno del angulo que con

este ultimo plano forme el plano, en que esta la su-
perficie que tiene por valor «, se verificara la ecua~-
cion

a, €08, —+a, €08 ot A-a COS, 0= 0

Ecuacion que expresa que la suma de las proyec-
ciones normales sobre un plano cualquiera de las
caras del poliedro desaparece 6 se anula (*).

DEMOSTRACION. Sea, por ejemplo, 45 CD la pri-
mera cara del poliedro, y BAK..., CRF..., DCG...,
ADH..., los perimetros determinados de las caras
contiguas. Designando por 4,8,C,D,, B A E....
las proyecciones normales de aquellas caras, y por
O un punto arbitrario del plano de proyeccion, te-
nemos (Planim. 77):

A,B,C.D,— 0A,B,+ OB,C,+ 0C,D,+ OD.A,

y asi de las demas. Luego las suma de las proyec-
ciones de todas las caras del poliedro sera:

A4BCD,+ B AE,...+ CBF,.. + ..

— 04,B,+ 0B,C,+ 00,D, + OD,A, .
K OBA S OAE 4 0084 0B Jes
-+ .. = -+

Y como esta suma, en la cual, segun la ley de las

(*) Lugares citados de L'HuiLikr v Carnor. Escrito del au-
tor sobre las determinantes, § 17.
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aristas, al lado de cada tridngulo, como el 04,85,

se halla tambien su opuesto O, 4,, se anulaé des-
aparece; y A,B,C D, = ABCD:cos 10 ete. (62); re-

sulta que tambien desaparece la suma «, cos |
+ 2,008 , +-..

64. Determinense los sentidos positivos de los
planos que contienen las caras de un poliedro, y jun-
tamente las direcciones positivas de sus normales
(62); y sobre estas normales constriyanse seg-
mentos, cuyos valores ¢,, «,,... ¢ en magnitud y

signo sean entre si respectivamente como los valo-
res«,«,, .o  de las areas de las caras del poliedro.

Todo sistema de semejantes segmentos es de tal
suerte que, por traslaciones de éstos paralelamente
a si mismos, llega 4 formar un poligono cerrado.
En efecto, de la ecuacion (63):

@, €08, —+ a, €08 ot ...t+a cos =0

PR

se deduce, segun la hipétesis establecida respecto
de a,,a,...a . > que

a,cos -+ a, cos , + . ta sﬂ.s'm = ()

Esta ultima ecuacion expresa que-la suma de las
proyecciones normales de los segmentos tomados
en las normales a las caras del poliedro, cuyos va-
lores sona,, @, ... @ , sobre la normal & un plano

cualquiera se anula 6 desaparece; y, por conse-
cuencia (‘Kstercom. 132), que es cerrado todo poli-
gono formado por dichos segmentos, moviéndolos
paralelamente & si mismos.
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Siguese de ésto que @& Zedo poliéedro de n caras
estd subordinado 6 corresponde un poligono de n la-
dos;y que de toda ecuacion entre los lados y los
angulos de este poligono surge otra ecuacion en-
tre las caras y los angulos diedricos del poliedro.
La parte de la Poliedromefria que trata de las rela-
ciones entre las caras y los angulos diédricos de
los poliedros, se halla, por lo tanto, contenida en
aquella otra parte de la Poligonometria que com-
prende las relaciones entre los lados y los angulos
de los poligonos (¥).

65. De la ecuacion (61)

@, oS | +-'a, COS o = w1 e 8 a.cos = 0

haciendo coincidir sucesivamente la recta arbitra-
ria p con los lados del poligono, se desprenden las
siguientes:

@+ 22008, + ... 4 @ _co0S, = 0

@, €08y ~+ay+ ...+ a cos, = 0

@,CoS -+ @, coS o -+ .... +a‘tﬂ =0

Multiplicando las ecuaciones de este sistema por
@yy Aoy - respectivamente, y tomando en cuenta

que cos, = oS, ., Se hallan:

e+ a2’ + ... +a’+2a,a,008, 4+ 20,8,0085 + ....
20.@,0080s + ... + ... =0

—a+ " +... 4 @ *+20,0,008,;+ 20,4,608,,+...—
+R2a.a,c08,, + ...+ ...=0

(*) Determinantes—47, 2.
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et caetera. (*). En un cuadrangulo (plano ¢ no pla-
noj se tiene:

k]

y analogamente, en un tetraedro (*¥): ¢

u:-”mf o, " %, " lemgﬂﬂsi2—]—2121360&3—[—2:&3&16033,

En el supuesto de que los lados y las caras res—
pectivas de las dos formas sean partes positivas de
las rectas y los planos correspondientes en que es—
tan, la expresion cos,, sera en las ecuaciones prece-
dentes igual y de signo contrario al coseno del &n-—
gulo que formen 6 incluyan los dos primeros lados
0 las dos primeras caras; y asi todas las demés (30).

OBsErvAcION. Designense, en el paralelepipedo
O4BC..., por z, y, 2 las rectas sobre las que se ha-

llan las aristas 04, OB y OC

o :
ok % cuyas longitudes son a, 4 y e
= [\, Y fijense arbitrariamente sus
 direcciones positivas. En el
AV
0 A

cuadrangulo 0428, 0, se veri-

0 4 —« fica la ecuacion:

00, =a*+46*+¢?
+2ab cosay +2bc cos yz+2ca cos 2z

De esta ecuacion se deduce el valor de AAZ2,
cambiando ¢ en—a; el de B B2, cambiando & en—>o;
y el de C'C/?, cambiando ¢ en—c. Y de este modo (**):

(*) L’HuiLier y CArnor (lugares citados).
*") LAGRANGE (Pyram. A2. Mém. de Berlin A733).
(""" LEGENDRE (Géom. Note V).

i
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00+ 442+ BB} 4 002 =4 (a® + & + ¢?)

(Planim. 129).

Designando ahora por ¢, Z y ¢ los planos OBC,
OCAy OAB, en que estin las caras BOC, C04 y
- 4 0B cuyas 4reas son =, BY 1, y fijando arbitraria~
mente sus sentidos positivos, en el tetraedro 04 B ('
tenemos (*).

ABCP=a? B2 42 Quﬁcasc{ﬂ—l—?ﬁycasm+2Tucow? |

De esta ecuacion se deduce B,C, 0 por el cam-
bio de « en —a; €, 4, 0*, por el cambio de B en — B;
A, B, 0% por el cambio de vy en —y. Y asi resulta:
ABC*+ B,C,0°+ C 4, 0" + A B, O =4 (* 43"y

66. Si en el cuadrangulo 04 B¢ (plano 6 no
plano) se designan por z, Y, 2,a, by ¢lasrectas so-
bre las que se hallan los segmentos 04 , OB, 00,
BC, CA y AB, se verifican las ecuaciones (*¥)

04.BCcoswa + OB. CAcosyb+ OC. ALBcosze =0
R0UA4. BCcosza= 00" 4 AR — OB — 0 4*

€. DEMOSTRACION. Proyectando

los perimetros 2CO, €40 y

#1 \2 4B O sobre las rectas @, Y, 2

A e V7 respectivamente, se obtienen
o A las ecuaciones :

BCcosma 4 COcos 2z 1 OBcoszy — 0
CA cosyb + A Ocos wy+ OCeos Yz =0
ABcos ze 4 BOcosyz+4 OAdcos zze — 0

\*) Lacraxge (I. ¢.)
(") CARNOT (Mém. sur la relation qui existe...
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Multiplicando la primera por 04, la segunda
por OB y la tercera por OC, y suméndolas luégo,
se halla la primera de las que deseamos demostrar,
en atencion a que 04.C0Ocoszz2+4-0C. OAcoszr = 0;
et ceetera. De las ecuaciones (35)

204.8Ccosza+-2C0. Qdcos 22+ 0A. OBcoszy =0 |
- 2C0. 0Acoszaz+ CO*+ 042 — QA =0
RAO. OB coszy +A0*+ OB — AB* =

se desprende la segunda de las enunciadas.

La primera ensefia que zy ¢ deben ser normales
entre si, cuando lo sean # y ¢, como tambien ¢ y b.
(Planim. 49 y Estereom. 81).

ApicioN. Si #, G, F, y @, son los puntos me-
dios de €4, AB, OBy OC, las rectas FGy F.G,
seran paralelas con @; las rectas 77, y ¥, @, para-

lelas con 2;y el segmento 7, G, —=—F Gz—«-%— BC;et
cetera. Segun esto:

RGF. FG cosva+ GI" + FG,* = GG,
2FG,. G F,cosza+ FG+ G F>= FF,

Y, por lo tanto:
04.BCcosva—=A4GF. FG cosva = GG — FF2.

Y asi de los demas.

APLICACION. En la hipétesis de que los puntos
A’, B"y O’ caigan sobre las rectas B0, CA y AB;
y los segmentos 4’4, B’B y (" C, sobre las rectas
a' b yc,allado de la ecuacion

RBC. A’ Acosan’ = BA* — CA'+CA’* — BA"
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subsistira esta otra: 2BC. A'Asenaa’ —4A (7). De
las que resulta :

dAcotaa’ = BA* — CA*+ CA"» — BA”
y las analogas. Y sumandolas despues, la siguiente:

4A(cotaa” —+-col b - cot cc')
= CA4" — BA"+-AB"*— OB+ BO"*— 40"

Si las normales & las B0, Cdy AB en sus pun-
tos 4, B” y C’ se encuentran en un mismo punto, el
segundo miembro de la 1ltima ecuacion se anula
(Planim. 112); y tambien, en consecuencia, la su~
ma de las cotangentes (19).

Si el punto " cae sobre 4B de modo que las
normales 4 las rectas BC, U4 y AP en sus puntos
4’, By " tengan un punto comun, sers
0=0CA" —BA” +AB*— OB*+ BO"* — AQ"
Restando esta ecuacion de la anterior se obtiene
esta otra:

4A (cotaa’ +cotbl + cotec’)
=B0"— 40— BC" - A0 =24 RB.0'C"
y haciendo 24 = 458. 4,
cotaa’ - cotbd’ + cotec’ = C'C”; &,

67. Representando por z, ¥, 2, @, 4 y ¢ los circu-
los maximos en que se hallan los arcos 04, OB,
OC, BC, CA y AB, en el cuadrangulo esférico
04 BC, se verificaran las ecuaciones (¥):

e

(") La primera es de Giuss (Disq. gener. circa superflcies, 2
Vi). Véanse Staupr (J. de Crelle, A. 2 p. 252) y (la Teoria de las
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sen OA senlB Ceoswva = cos OBcosCA — cos O CcosA B
sen 04 sen B Ccoswa -+ sen OB senCAcosyb
+senOCsen A B coszc — 0.

DemosTRACION. Si Z'es un punto de interseccion
de los circulos maximos 2 y @, tenemos (46):

€08 OB = cos BE cosFO — sen BE sen EOcosza
€08CA = cos CF cos EA — sen OF sen A cosza
c08 OC = cos CFE cos EO — sen CFsen FOcosza
C0SAB — cos BEcos EA — sen BE sen EA cosza

En la formula cos OB cos CA — cos OCcos AR que-
dan los productos que contienen el factor cosza
solamente. Ahora bien:

— senCEcosBE (senEA cos EO — cos EA sen EO)
+cosCLisen BE (senEA cos EO — cosFEA sen K 0)
=sen(LA— FO)sen (BE—CE)= senOAsen BC

-’ J

Y, por consecuencia, ete. De las ecuaciones

sen OAsen b Ceos xa = cos O BcosCA — cos OCcos AB
sen OBsenCA cosyd — cos O CeosAB — cos Q4 cosBC
senOCsend Beosze = cos OAcos B C — cos OB cosCA

se obtiene por adicion la otra de las ecuaciones es-
tablecidas.

Determ. del autor § 16. 4). La otra ecuacion fué anadida por
JoACHIMSTHAL (J. de Crelle A. %0, p. k5.) De la dependencia en-
tre estas ecuaciones esféricas v las poligonométricas anterio-
res se trata después (74). '
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68. La condicion, bajo la cual puede ser satis—
fecho el sistema de ecuaciones lineales (65)

@, + @, 08, 4 ... - @ cos, = 0
@, €08, ~+ @,€08 , ... + @ =0

para valores no evanescentes de «,, a,...., es la
ecuacion entre los cosenos de los angulos de # rec-
tas (0 planos) sobre las cuales se toman los lados
(0 caras) de un poligono (6 poliedro). Eseribamos
esta ecuacion de condicion en la forma més senci—
lla que es la de una determinante M’de&m, 39):

1 COS =i co;lﬂ
CoS,, 1 . COS, g
cos , ~cos, . .. A

Tres rectas, paralelas 4 un plano, son paralelas
a los lados de un tridangulo; y por consecuencia,
para los angulos de tres rectas que sean paralelas
a un plano se verificara la ecuacion

1 cos,, COS,,
cos,, 1 €08, | = ()
oS, €0S,, 1

que coincide con la desarrollada 4ntes (36).
Cuatro rectas, en las que no hay tres paralelas



— 113 —

4 un plano, son paralelas & los lados de un cuadvi-
b latero alabeado; porque son
f\ I normales -a cuatro planos
[ / que pueden formar un te-
9_F _¢ ftraedro. Para construir se-
mejante cuadrilatero trazen-
B se por el punto arbitrario O
E las rectas 04, OB, OCy
0D paralelas con las rectas
dadas. Si el plano 4 OB es cortado en Z por la rec-
ta paralela 4 la OC, que pasa por D; y la recta
0A es cortada en Z por la recta paralela & la OB,
que pasa por Z; la figura ODLF es un cuadrilate-
ro alabeado cuyos lados son paralelos & las rectas
dadas. Y, por lo tanto, para los angulos de cuatro
rectas, entre las que no haya tres paralelas a un

plano, se verificara la ecuacion (¥):

1 €08,, ~ €08, COS,. |
€o8,, 1 00850 CO8 il 0
Cosis COSG 1 CoSsit:
c0S,, €08,  C0Sy, 1

Esta ecuacion subsiste para los angulos diédri-
cos de cuatro planos entre los cuales no haya tres
paralelos 4 una recta; y contiene, por consecuencia,
la relacion que existe entre los angulos diédricos
de un tetraedro, y la subsistente entre los lados y
las diagonales de un cuadrilatero estérico.

De la misma se deduce la ecuacion entre el radio
de la esfera circunscrita & un tetraedro y las caras

(*) CaArxor [Géom. de pos. 350,.
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y las aristas de un vértice del mismo; como tam-
bien la que existe entre dicho radio y las seis aris—
tas del tetraedro; y, finalmente, la relacion entre
los segmentos que unen cinco puntos dados del es-
pacio (Determinantes § 16).

69. S1 en el sistema de las ecuaciones particu-
lares (65) es una reemplazada por la ecuacion ge-
neral (61) resulta este otro sistema:

@,c08 | -+ 2,08 o O a,cos = = 0
a,cos,, -+ a, ot cos, = 0
@,co8 -+ gﬂcasﬂ +...+a =0

Y la ecuacion de condicion para que este smtema
subsista es

Cos cos Cos
pl p2 PR

CoS,, 1 2 L el SR 0

co.rﬂl casﬂz S il

La cual expresa la relacion entre los cosenos de
los angulos que forman entre si y con una recta (6
un plano) cualquiera, los lados (6 caras) de un po-
ligono (6 un poliedro). En particular, si tenemos
cuatro rectas, y tres de ellas, las sefialadas por los
numeros 1, 2 y 3, son paralelas 4 un plano, el va-
lor de cos | se deducira de los valores de COS, o9 COS g,

€08y, €083 Y €08,3 mediante la ecuacion
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cos oS cos

ol n32 P3
cos,, 1 cos,; | =0
oS,  COS,, 1

Para cinco rectas (0 planos) se verifica la ecua-—
cion (%) -

[ Teos eSS 008 008 "]

pl p2 p3 i
COS,, 1 cosy c0Sy, | g
cus,, €OS,, 1 S 008,
cos,, (oS, . oS, 1

-

De lo cual se desprende que se anulan incondi-
cionalmente todas las determinantes (parciales) de
grado superior al tercero, que corresponden al sis-
tema anteriormente establecido de #* cantidades; y
que la proporcion entre los lados (6 las caras) de
un poligono (6 un poliedro) no puede ser expre-
sada goniometricamente.

Solo para el tridngulo y el cuadrangulo alabeado
(6 tetraedro) puede deducirse del sistema lineal (65)
- la expresion goniométrica de la proporcion entre
sus lados (0 caras). Asi se halla (4lgebra 45, y De-

terminantes 17, 3):

@@y @y == SEN,, : Sen,, : §en,,

By :Qy:Qy: A, —8CN,,, & +— SN, @ SEN, o . — SEN
donde por abreviar y en analogia con sen *, hemos
escrito

(") Magxus (Anal. Géom. des Rawmes § 9.) Véase la nola de
aufor en el J. de Crelle A. 46 p. 145, y su Teoria de las determi-
nanfes § 17, 3.



1 CoS oS
af3 oy
sent . = cos 1  cos
afy ap By
oS oS 1
ay By

Si por &, ,a,... ponemos sus valores proporciona—
les en la ecuacion (60), obtendremos ecuaciones
goniometricas generales (Véase 75).

70. Cuando el poligono es plano, no sdlo se ve-
rifica Ja ecuacion (61)

@,cos -+~ @, cos , “+... 4+ aﬂcaspn = U
sino tambien esta otra (*):

@, senpl —+ &, sen . +aﬂgenm = ()

- Esta ecuacion se deriva de la anterior, tomando
en lugar de la recta p, otra que forme con ella un
angulo de 90°. Con lo cual la expresion ¢os , se con-
vierte en —sen, , (28). |

La ecuacion general, hallada, contiene el siste-
ma de ecuaciones

a,Sen,, * +...+a sen, =0
@ sen . -+ a5en o +...+ x =0,

71. Elareade unpoligono plano, de # lados, esté

(") Lexeir y L‘HuiLier (1. ¢).
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determinada por 2—1 lados y sus angulos; y su
expresion -es la semisuma de los valores que se des-
prenden de la formula

S, =aa,sen,,

cuando por ¢ y £ se ponen cada vez dos numeros di-

ferentes de la série 1, 2,... 2 — 1, de todos los mo-

dos posibles y bajo la condicion Z > ¢ (¥)
DemosTRACION. El poligono 4,4,... 4 se com-

pone del poligono 4,4,...4 _ y del triangulo
4,4 _ A (Planim.T7); y, por consecuencia (37):

o =2f HRAA A =2f +a . a sen

n—1 n n—1 n n—1n

siendo / el area del poligono de # lados. Pero se-
gun acabamos de ver (70):

a sen =a,8en

L I _mtaysen ...+a sen
, :

l,ﬂr_l 2,n—1

y, por lo tanto:

2fﬂ e fn-—l * t".l,m---l_l_ 6.2.51--1 Rl

Py 2, =1

Ahora bien, si 2/ . es la suma de los valores

Sgg T 843 Teee 7T Sliﬂ_g
Bk 3 Bl Sﬂ,n—z
+‘?ﬂ—3.ﬂ—2

- ) L*HuiLigr 1789 (Polygon p. 8).
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que se derivan de la forma L poniendo en ella

por ¢,% los ambos que pueden hacerse con los nti-
meros 1, 2... n—2, sera 2/ la suma de los valores
que surgen de la misma forma, si en ella por 2,4 se
escriben los ambos de los nuimeros de la série 1,
2,..n—1 (Aritm. univ. 136). Y, como 2f,=s,.; ¥, por

consecuencia, 2f, =s,, + 8,; -+ 8,,; resulta lo que
deseabamos demostrar.

72. 8Si los planos de los poligonos 44,4, ... A
G 5 P B , dada una determinacion arbitraria

de sus sentidos positivos, forman el angulo ¢, y sus
areas son ¢y 6; y se designan por  y ¢ dos ni-
meros de la série 1, 2,... m; y por » y &, dos nime-
ros de la série 1, 2... #; y, finalmente, las rec-

tas 44 y BB , dada una determinacion cualquie-

ra de sus direcciones positivas, forman un angulo
cuyo coseno representa la expresion cos,, , €0 cuyo

caso el producto 44 . 55 cos_ esta expresado por
¢ s el producto 4 abcosy sera la suma de los (m —1)

(m — 1) valores que se derivan de la formula

& £ - ¢
pr gs ps qr

poniendo en ella cada vez por p, ¢, dos numeros
consecutivos de la série 1, 2,... 2 (¥).
DemosTrACION., Supongamos que sobre el plano

D

\*) Teorema de StAaupt (J. de Crelle A. 2%, p. 25.)
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AA A, esta el triangulo DD, D,. Designemos por
i 7/, 4d,1% % las reetas de que son
K L4/ parte los segmentos A4,, 44,
DD, ,y DD,; y tracemos por 4
las rectas ¢', £, /' que formen
con las ¢, £, f el angulo de 90°.

4 : Completando el paralelogramo
k/\ AMA N, cuyos lados caen so-
| bre las rectas ¢ y 4, tene-

D 4 mos (37):

RAA M — MA . AA, seni'f = AA, . AMcosfi
RDD D, = D,D.DD, senki= DD, DD,cosi'k

Por ser M A, normal & %, las rectas AM y AA,
tendran sobre % proyecciones normales, iguales,
esto es:

- AMcosik == AA,cos gk.

Y multiplicando’las dos ecuaciones anteriores,
en virtud de esta ultima se encuentra:

4A4A M.DD D, — AA,. DD, cos Ji. AA, DD,cos gk.

- De la cual, cambiando D, en J,, 2 en 4,7 en £,
y M en IV, se deduce:

4AANDD,D, = AA,.DD,cosfk.AA,.DD, cosgi.

Pero DD,D, = — DD, D,; AAM + AAN
—AA, 4, (Planim.75); y, por lo tanto :

44 4,4, DD D, = AA,. DD cosfi.AA,DD,cosgk
— AA,.DD,cosfk.AA, DD, cosgr.

Ahora bien, si DD D, = BB B,cos¢ es la pro-
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yeccion normal de BB, B, sobre el plano 44,4,
(62) , los segmentos BB, y DD, seran proyectados
mediante los mismos planos sobre la recta /; y se-
gun la notacion admitida :

BREB, cos,, = DD, cos [fi; ete.
44A4,4,. BB B,cosy = CC,,C,, — C,,C,,

y, en general:

444 A BB B cose—=0C 0 —C C
.5 q r § nr

s ps  qr
Mas (Planim. 77):

AAA, ... A =AAA, + 44,4,
Qo Soluioggi o of

m—1 0

BB.B,..B = BB B,+BB,B,
+ 5. BB B

Luego 4abcosy = etc.
OBSERVACION. Si por el centro de una esfera,

ecuyo radio es la unidad, se trazan paralelas a las
rectas de que son parte los segmentos 44,, 4A4,,
BB,y BB,, cuyas direcciones positivas corten &
la esfera en los puntos #,, #,, G,y @,; y el sentido
positivo de los circulos maximos que pasan por #,
v F, G vy @, respectivamente, se supone idéntico °
al de los planos paralelos a 1os mismos, sera24 4,4,
= AA,.AA sen K F,, etc; y, por consecuencia:

444,4, BB B, |
= AA,.AA,. BB, BB, sen IV I',sen G, G,.
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Mas (67):

sen V', F,sen GG, cosc = cos I\ G, cos F, @,
—cos I, G, cos IV, Q.
Luego, segun la notacion admitida:
444.A,. BB, B,cos® = €, ,Csi — C1sCas

et ceetera. Reciprocamente puede de esta ley poli-
gonométrica deducirse el teorema esferico (67).
Cuando # = m, y los puntos B, B, ... B_coin-

ciden respectivamente con los 4, 4,, ... 4 ,sera

cose =1, ¢ =—c¢ ,c = AA’; y la formula
pbr rp pp p

¢ ¢ — ¢ ¢ conserva su valor aunque se sus-—

pr. g3 ps qr
tituya p por #, y simultdneamente ¢ por s. Resulta

pues:
40’ =¢,,0;; — C1a® +Coslss — Cos + Csslin — Caai b
G g(cﬂcﬂ::"" ci:’ic*ﬂ) s 2(5136% s ‘cﬂcaﬁ) Fhog b
ks 2(02565-1 517 cﬂhcﬁﬁ) 7 pb il

———

Esta expresion se diferencia esencialmente de la
‘obtenida antes para 2¢ (71); pues sélo contiene 10s
segmentos que parten de un vértice del poligono.

La férmula hallada para 4abcos¢, y la compren-
dida en ella para 42°, tienen de notable que las
cantidades ¢ . queen las mismas entran pueden ser

expresadas por cuadrados de los segmentos que
unan los vértices de un poligono con los vertices
del otro. Puesto que (66):

244 BB cos = 4B —AD — (A B = A B’)
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Y de aqui se desprende que 16 b cos ¢ es una fun-
cion entera de los cuadrados de los segmentos que
unen los vertices de uno de los poligonos con los
vértices del otro; y, en particular: 162 es una fun-
cion entera de los segmentos que unen los vértices
de un poligono entre si. Las areas del triangulo y
del cuadrangulo inscrito en un circulo fueron ya
estudiadas bajo este concepto en la Planim. 133 y
139. Véase la Zeoria de las Determ. § 16-13.

73. Supongamos que las direcciones positivas
de las rectas en que estan lasaristas AR, ACy AD,
de un tetraedro 4 5CD , corten 4 una esfera con el
centro en 4 y el radio igual 4 la unidad, en los pun-
tos L, My NV; y designemos porlm y #, A, y v
los lados y los angulos del triangulo esférico MNL,
y la suma / -+ m -+ 2 por 2s. Llamando seno del
angulo sélido A (69) al valor de los productos igua-
les (51): -

sen { senmsen v == senmsenn senh = sennsen lsen .,
en Cuyo caso es

sen®(A)=1—cos*l —cos* m—cos* n—+2cos .cos m cosn
=4 sen s sen (s — 1) sen (s — m) sen(s — n),

el volumen del tetraedro 450D, dun repecto del
signo, sera (*)

ABOD = - AB.AC.AD sen (4)

(*) EuLer {Nov. Comm. Petrop. %k p. 158). Mosius (Baryec. Calcul
19 y Stalik 63). La oportuna expresion, seno del dngulo sdlido,
fué empleado primeramente por Staunr (J. de Crelle A 2,
p. 252).
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DEMOSTRACION. — La base 45( , del tetraedro
A BCD, tiene (72-08s.) el valor s AB.ACsen LM,

La altura del tetraedro es

\ la proyeccion normal de Ia
¢  arista 40 sobre una nor—

2l mal al plano 4 B(, y tiene
el valor 4Dcos NIV, si A7

0 es el punto en que corta &
X ” la esfera la direccion posi-
tiva de la normal a] plano

4 B C, trazada por 4. Luego el volimen del tetrae-
dro sera '

D

% AB.AC.AD sen LMcos NN’

Esta férmula conserva su valor aun cuando se
tome como positiva la direccion opuesta de una de
las rectas de que son parte las aristas AB, ACy
4.D; porque con tal cambio mudan de signo simul-
taneamente A8 y sei LM y 0 AC ysen LM, 6 AD
y cos NN'. Pero, si se toma como direccion positi-
va de la normal al plano 4 B( Ia direccion opuesta,
cos IVV' cambiara de 81gn0, y la férmula tambien.

Por direccion positiva de Jas normales 4 un plano
se toma la ascendente para un observador, situado
en el plano, que determina el sentido positivo tam-
bien de este mismo (61). 8i se consideran positivos
los 4ngulos y las Superficies descritas por g1iros
hacia la izquierda, la direccion positiva de la nor-
mal al plano del circulo maximo 2 por el centro 4,
pasard por el polo de la izquierda de este circulo
maximo que designamos por ’. |

Cuando la base 4 BC, del tetraedro ABCD, tiene

(



— 10

valor positivo, el volimen del tetraedro tendra el
mismo signo que su altura; y, por consecuencia,
aquel voliimen serd positivo 6 negativo, segun que
¢l vértice D caiga 6 no, con el polo V', al mismo
lado de la base. Pues, en el primer caso, siempre pa-
recera efectuado hécia la izquierda, tanto el movi-
miento de 4 hécia B para el observador con los
piés en C'y la cabeza en D, como el movimiento
de C hacia D para el observador con los pi¢s en 4
y la cabeza en By, en el segundo, hacia la dere-
cha (Kstereom. 82).

Para el circulo maximo NN’, que tiene comun
con el z el punto O, se determinara el sentido po-
sitivo de modo que forme en O con el # un angulo
de 90°; y enténces serd el arco ON' = 90°, cos VNV
—senON, y
sen LM cos NN' = senn sen ON = senn sen t sen p.
(61) ; ete.
 El volimen determinado por la expresion 4.5 CD,

y su valor —; AB.AC.ADsen(A), cambian al mismo

tiempo de signo, si dos cualesquiera de los vértices
B, C'y D se permutan; pues con ésto sen(4) cam—
bia de signo.

OBSERVACION. — Las expresiones A5CD, BADC,
CDAB y DCBA coinciden en su signo. Eseriba-
mos los valores analogos:

ABCD == AB.AC.AD sen(4)
BADC =5 BA.BD.BCsen(B)
CDAB ==+ CD.CA.CB sen(C)
DOBA =< DC.DB.DA sen(D)
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y designemos por @, byc,a,, b, ye,, los valores de
los segmentos BC, CA y AB, DA, DR yDC; y
por » el del volimen. Ser4 (¥)

60 = a,bc sen(A4) = ab,c sen(B) = abe, sen (C)
= a,0.c, sen(D).

abe ¢ :a, Gish ¢ e abe : ab,e,

——
— i —

60  sen(A) sen(B)  sen i sen (D)

Si en la ecuacion 1442* —= 44,2 3% sen? (A) se ex~
presan los valores de cos/Z, cosm y cosn por las aris-
tas, como (36-06bs.), se halla para calcular el vo—
limen del tetraedro en funcion de las aristas, 6 sea,
para 14492, la misma férmula que e el lugar citado
se anula (*¥),

74. De la expresion hallada para el voliimen del
tetraedro 4 BCD se deduce otra que contiene dos
caras, el angulo de ias mismas y su arista comun,
del modo siguiente: Designemos por 2.4 OB el 4n-
gulo 6 giro que debe efectuar el plano 4 D, al re-
dedor del eje 4C'y 4 la izquierda de un observador
con los piés en 4 y la cabeza en (, hasta coincidir
con el plano 48C de modo que los triAngulos 4 CD
y ACB tengan el mismo signo (Listereom. 14); en-
tonces DACB = BCAD, etc.; y, por consecuen—
cia (73):

6ABCD=AB.AC.ADsen BAC sen CAD sen DACR
RABC=AB.ACsen BAC,2ACD—=AC.ADsenCAD

(*) BRETSCHNEIDER (Géom. 677 e _
(**) Juneius (1610) (Biografia de GURRAUER p. 297). EUuLER (Nov.
Comm. Petrop. & p. 188). i )
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S 4B0D =9 ABC.ACD HDACE
AC
— 2480.04D “PTC22
Del mismo modo:
3 BADC — 2BAD.BDC" CDBA4
DB
Y, por lo tanto:
9ABCD! =
sen DCAR sen CDB A

4ABC.ACD.CBD.BAD 01 DB

A esta expresion acompafian otras dos, en cada
una de las que figuran un par de aristas opuestas,
y los angulos diédricos, correspondientes a las
mismas. Designando por # el volimen del tetrae-
dro; por «, B, v y & las caras CBD, ACD, BAD
vy ABC, opuestas respectivamente & los vertices
A, B,CyD;yporaya,byb,cyc, las aristas
opuestas BCy DA, CAy DB, ABy DC;y tambien
por ellas los diedros

CABD, ABCD, BCAD
BDCA, COAB, ADBC,

tendremos:

ool ST PR, Sk
bb,

(*) Ann. de Gerg. 3 p. 323.
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4afyd aa, bb, ce, ¥
99° sena sena, semb semb, senc senc,

S1 en esta ecuacion sustituimos los 4ngulos dié-
dricos de las caras consideradas como positivas por
los 4ngulos formados por sus respectivas normales
positivas, obtendremos expresiones de los produc-
tos de las aristas opuestas, mediante las cuales se
convierte la primera ecuacion (66) enla segunda (6%).

75. De la férmula encontrada (73) para el tetrae-
dro se deduce ésta:

360" = AB.ACsenn. AC. ADseni.AD.ABsenm

sen’ (4A)
sen lsen m senn

~Ahora bien: 4B.4Csenn =24 BC; etc. Luego,
si por sen (A’) se designa el seno del angulo sélido
correlativo al 4 en el tetraedro polar, de modo que
las secciones esféricas de los dos angulos sélidos
sean figuras esféricas polares, tendremos (51):

sen’(d)
senlsenmsenn

sen(4’) —

Y, por consecuencia, usando la notacion de &4ntes:
360! = B@ydsen(A’) = ete. (**)

Rafyd s daah g T.=. :
99? sen(A’) sen(B') sen(C’) sen(D')

(*) BrETscENEIDER (1. c.) J
(**) BRETSCHNEIDER (L. ¢.). LAGRANGR (Sur les pyram. 17).
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Mediante estos valores de 2, B, v, ¥ 3, se deduce
de la ecuacion general (62) la goniométrica:

3en(A‘f)co,s'ﬂ —+ sen(B’) cos , + sen( C’) €08, o
> seﬂ(ﬂ’)caspd‘ = (), |

Y las demas (69).

76. Otras expresiones para el tetraedro se en-
cuentran mediante su compa-
racion con un prisma que ten-
ga comunes con ¢l un angulo
solido y las aristas que en éste
concurren. Trazando, por ejem-
plo, BEy CFiguales & AD y
en su misma direccion, el te-

traedro ABCD sera la tercera
parte del prisma cuyas aristas
longitudinales son 42, BCy OF. Los lados £Fy

F'C, del paralelégramo ZFCRB, son iguales 4 las
aristas opuestas del tetraedro, BC y DA, y de su
misma direccion; y tienen doble longitud que los
lados de la seccion media del tetraedro, paralela &
las expresadas aristas BC y DA. Si designamos
como antes las aristas del tetraedro; sus 4ngulos
planos por ea,, b4, y cc ; susdistancias normales por

S s S Y S35 pord 6, y6 las secciones medias,
sera:

40 = aasenaa,, 40, = b, sembb,, 40 = cc, sence,
bo =J aa,senaa, = 1,00, senbb, = S ce,sence, ()
30 =2/ 0 =2f,6 = 210 .

(*) (Ann. de Gergonne 18 p. 250). STEINER (J. de Crelle A. 32
P. 279.) Véase la Estereometria (109).
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OBSERVACION. Las caras del prisma, FCBE,
EBADy DACF, son entre si como los lados del
triAingulo, en que es cortado aquel por un plano
normal & sus aristas longitudinales; y 4 la misma
proporcion estdn sometidas las areas designadas
por20 , vy y 8 Conservando la anterior notacion

para las caras y los angulos diédricos, tendremos,
por lo tanto (35):

43: = B+ y* — 28y cosa,

y del mismo modo:
4ﬂ; = y* 4 a' — 2vyacosh,
40 * = o |- B — 2 aficos¢,.

]
Pero (65):
a? 4 B* + y? —2afcosc, — Qﬁycﬂlsai — 2o 00351 i
Luego (*):
4gﬂ=+4ﬁb= i 52 43: = of - p: e ,r: 4 &
S1 ahora representamos porﬁm, kﬁ, ?&T, y ks, las

‘alturas del tetraedro, serd 3v —=ak , etc.; y sustitu-
yendo

3 30

M = — %= =
@

B e
. by

a

se obtiene inmediatamente:

(+) BRETSCHNEIDER (I. c./.
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De las ecuaciones (74):

3va, — 28y sena,
B* - v — 40: — 2[311.}'03 a,

se desprende la siguiente:
(39,)° = dptyr (B4 1 y¥ —df T,

La cual (Planim. 133) dice que el triple pro-
ducto del tetraedro por una arista es igual al cua-
druplo del triAngulo cuyos lados son las dos caras
que tienen dicha arista comun y el duplo de la sec-
cion media, paralela 4 la misma arista (¥).

77. El séxtuple producto del tetraedro por el
radio de la esfera circunscrita es igual al tridngulo
cuyos lados son los productos de las aristas opues-
tas (**).

DEmoSTRACION. Sea # el radio delaesfera 4 BCD;
y designemos por 4,, B,y C, los puntos en que las
rectas DA, DBy DC son cortadas por un plano,
paralelo al tangente en 2 & la esfera, y distante

") J. H. T. MiiLLER (Trigon. Anhang. p. 291.)

**) El rédio de la esfera fué ya calculado mediante los ele-
mentos del tetraedro inscrito-por Juneius (Biografia de Guh-
rauer 1850 p. 297); LAGRANGE (Pyram. 21'; LeGENDRE (Géom. Note
V); CArnoT (Mém. sur la relation, 42). En la formula de Carnor,
y en la de CreLLE (math. Aufsitze I p. 147), que no difiere esen-
cialmente de aquélla, estd conlenido el teorema del texto que
demostro geométricamente StavoTt (J. de Borchardt A. 57 p. 88
como alli se hace.
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de éste la longitud %,, de tal suerte que (Planime-
iria 123): |
| DA.Z)A! == _D.BDB{ = ﬂgﬂgl — 2#‘}3! =7,
AB BC
A48 =r 5aop B2O=rpp e
CA
A2 DO DA

Haciendo DA4.DB.D( = ¢, tendremos:

4.B, ﬂ%’ﬂo.AB, _Bla=§ DA.BC,

0,4, =§1)B.6’A-

De donde se deduce que el triangulo 4,8,C, es
semejante al tridngulo cuyos lados tienen los va-
lores DC. AB, DA.BC y DB.CA, respectivamente
(Planim. 88); y cuya area, calculandola segun ya
dijimos (Planim. 133), tiene el valor .

Ahora bien (73):

DA.DB.DC g
D4, DB, DC,  p°

- 3
SOX, 8.0, = 2480, % =22 L L8
g 2r rg

DABC: DAR,C,

Y, por consecuencia:
6DABC = ¢ : 7.

OBSERVACION. Designando por 4 la distancia
del punto D al plano 4B (C, tendremos:

6DABC =2k ABC —==¢& .7, 2rh.ABC =..
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Trazando por 2 el circulo maximo que corte

normalmente al circulo 45C en

- M y N, la normal al plano 4580,

| designada por %, caerd sobre el

plano DMN: siendo DM el mas

R corto, y DN el mas largo, de los

segmentos que unen el punto 2

con la periferia del circulo ABC (Estereom. 16).

Mas, por estar inscrito el tridngulo DMV en un
circulo maximo, es (Planim. 134):

DM.DN = 2rk.

Luego: DM.DN.AB(C = ¢, como ya sablamos
(Planim. 136).
78. Designemos por « y B los voliimenes de dos

poliedrosdados, 44,4,4,...y BB B, B, ...; por AA::»
uno de los segmentos 44,, A4, ...; por B8 _uno de
los segmentos BB,, BB,, ...; ypor ¢__ el producto
AAP.Bchasp,_ (72). El producto 3648 puede ser

expresado de varios modos por tres cantidades de
la forma Cos Y el producto 2882f es una funcion

entera de los cuadrados de los segmentos que unen
los vértices de un poliedro con los del otro (¥)
DemosTrACION. Por el punto 4 tracense las nor-
males ¢,y v, alascaras BB, B,, BB,B,y BB, B,,del
tetraedro BB, B,B,; y sobre estas normales cons-
triyanse las aristas 47, AU y AV, del paralele-
pipedo cuya diagonal es 44,, de tal modo que las

(*) Staupt (J. de Crelle A. 2k p. 255). Véase la Theorie und
Anw. der Determinanten § 16, 43 por el autor.
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secciones esféricas del angulo sélido 4 del parale=
lepipedo, y del 4ngulo sélido B del tetraedro, sean
figuras esféricas polares. Si # representa la normal
4 la cara A4,4,, y por @ y 0 se designan las rectas
de que son parte los segmentos 44,y BB, sera (73):

SAA A,V = AAA.. AV cosnv

3B8B, B, Bs—= BB,B,.BB,cosbv
La diagonal 44; puede ser compuestﬁ. por las
aristas 47, AUy AV, moviéndose paralelamente a
si mismas. Mas, por ser A7y AU normales & los
planos BB, B, y BB,B,, lo seran tambien a la rec-

ta BB,;y, por lo tanto, 44,y AV tendran iguales
proyecciones normales sobre 4, 6 sea

AA;cosab = AV cosbov
Luegd :
94A4,A,.V.BB BB,
— AA,A,. BB, B,cosnv.AA,. BB cosab
¥y seguﬁ la notz‘;cion establecida (72):
4 AA, A, BB, B,cosno=—¢C Coy — Cys Csy

¥, por consecuencia:

36 AA,A,V.BB,B,Bs= (¢, €,y — €15Cs,) Css

De esta férmula, con la sustitucion de B, B, B,
por B,B,B,;det, w yvpor u,0yt;y el cambio
correspondiente de los segundos indices de la letra
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¢, referentes 4 los puntos 72, se deduce la siguiente:

36 AA, A, T. BB, B, B, — (£,4Cys — €,5Cs,) Csy
v del mismo modo:

36 AA, A U.BB; B, B, = (€5 Css — Cys Cys) Css

Mas (Lstereom. 111):
- BbB B,B,—=BB,B.B,—=BB.BB,; y

AA A, T+ AA A, U+ AA A, V—=AA4,4,A4,
Luego:

3644, 4,4, BB B,B; = (¢,,Chs — €,sC,,) Css

(cu Cox — clscii) Cx4 = (cucn _'Eu cns) Cxa

Combinando de igual manera cada tetraedro del
primer poliedro con cada tetraedro del segundo, se
demuestra la primera parte del teorema enunciado;
y se obtiene la demostracion de la segunda, expre—
sando las cantidades 2¢ . mediante cuadrados de

segmentos, como antes hicimos (72-0bs.).

Una expresion semejante de (3628)*, por productos
de pares de caras y el coseno de sus 4ngulos, se
halla en el Tratado del autor sobre las Determinan-

tes § 16, 16.
. 81 los puntos B, B,, B,, ... coinciden respectiva-
mente conlos 4, 4,, 4,, ..., serd 2882 funcion en-
tera de los cuadrados de los segmentos que unen
los vértices del poliedro. Para el tetraedro fué ex-
presada la cantidad 1442* en funcion de los cuadra-
dos de las aristas por Junarus y EuLer (73).
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VIL.—Formulas proyectivas.

79. Dados los puntos 4, By C, sobre una recta,
dirémos en adelante que la férmula 4C: BC esla
razon segun la cual es dividido el segmento 4 2 por
el punto C (Planim. 62). Esta razon tendrad un va-
lor positivo 6 negativo, segun que los segmentos
ACy BCtengan el mismo signo (direccion) 6 signos
opuestos (Planim. 111); y, por lo tanto, segun que
el punto C esté fuera 6 dentro del segmento 45.
Mediante la razon AC : BC se determina, respecto
de dos puntos, el tercero, de un modo inico. Cuan—
do la razon 4 C': B( tiene el valor 1, el punto Cesta
en el infinito; pues

AC AB+BC Ab

IR Y 3 SRR £ (5

alcanza el valor 1, cuando el quebrado 458 : BC

desaparece. Cuando la razon AC : B( tiene el va-
lor — 1, es C'el punto medio de 45.

Si la recta 4 B es cortada en C por otra recta, de

que es parte el segmento P @, la razon de las areas
seréa

-+ 1

APQ:BPQ:AG:BU

Porque los tridngulos AP Qy £ P tienen comun
la base PQ, y la razon de sus alturases AC: BC
(Planim. 80).

Si la recta AR es cortada en C por el plano del
tridngulo P QR, sera la razon de los volumenes:

APQR: BPQR=AC: BC
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Porque los tetraedros APQR y BP QR tienen
comun la base PQR y la razon de sus alturas es
AC: BC (Estereom. 108).

En las proporciones anteriores, los triangulos
APQy BPQ,comolostetraedrosAPQR Yy BPQR,
tendran el mismo signo ¢ signos opuestos, segun
que el segmento 4B sea dividido en C exterior, 6
interiormente, por la recta P @, 6 por el plano
LOR.

Designando por § un punto cualquiera, y por &,
by c las rectas que le unen con los puntos 4, By C
de otra recta fija, sera

AC:BC = SAC: SBC = (senac: senbc)(SA:SB)

Porque, cualesquiera que sean las direcciones
positivas que adoptemos para las rectas @, &y c,
siempre sera 2840 = S§A4.8Csen ac (37); ete.

En general, cuando las rectas @, 4 y ¢ caen sobre
un plano, 0 son paralelas & un plano, la forma
Sen ac: sen be se llama la razon de los senos, segun
la cual es dividido el &ngulo a6 por la recta ¢, 6 por
una paralela & esta recta. Esta razon tendra el va-
lor —1 06 1, segun que ¢ biseque el &ngulo aéd, 6 el
adyacente a este &ngulo. Mediante la razon sen ac :
sen bc se determina respecto de las dos rectas e y
b, la recta ¢ que pase por el punto comun de las
dos primeras, de un modo unico: lo mismo que
se determina el punto C de la recta 4 B, mediante
la razon AC:BC. En efecto, segun (34) es

senac _ sen(ab + bc)
sen bc senbe

= senab (cotbc - cotad)
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Ahora bien, si se verifica la igualdad senac’:
senbe’ = semac : senbc, sera cotbc’ = cotbe; y, por
lo tanto, ¢’ paralela a c

La razon, segun la cual es 4 B dividido en ¢ por

la rectaPQ, 6 el plano PQR, se demgnarém en ade-
lante por los simbolos (*):

rd: B C). . (4 B PO (4, B; PQR),

y del mismo modo, la razon sez ac : sen bepor (a,0,¢).
Los valores (4, B C)y(B;4,0),(a,b,c)y (b, a,c)
son reciprocos.

80. Si Oes un punto cualquiera de la recta AB,
las razones, segun las cuales es dividido el seg-
mento O4 en B, yel OB en 4, tienen por suma 1,
a saber:

(0,4, B)+ (0, B, 4) =1.

Si 0 es un punto cualquiera del plano 4 BC, las
razones, segun las cuales son divididos los seg-
mentos 04, OB y OC respectivamente por las rec-
tas BC, CA y AB, dan de suma 1, & saber:

(0, 4, BO)+ (0, B, C4) + (0, 0, AB) = 1.

- 8i 0 es un punto cualquiera del espacio, y 480D
un tetraedro dado, las razones, segun las cuales son
divididos los segmentos 04, OB, 0Cy 0D por los
planos 2DC, CDA, ADB y AB( respectivamente,
producen una suma, igual & 1. (*¥), 4 saber:

(*) Moswus (Baryc. Calcul. 180 v sig.)
" {*) El segundoteorema es de EuLer 1780 (Mém. de Pelers. To-
mo V, 1812 p. 96). El tercero estd en los Ann. de Gerg. 9, p. 116
y 277. Mosius (Baryc. Calcul 460 y CaASLES (Apergu hist. ).



AR
(0,4, BDC)+ (0, B, CDA) 4+ (0, C,ADB)
+ (0, D,4B0C) =1
DemosTrACION.—Si O cae sobre la recta. 4.5, sera

(Planim. 111) AO + OB = A4B; y, por conse—
cuencia:

A0 | OB 0B , 04
A7 AR T T AB T B %

Si O esta sobre el plano 4 20, y las rectas OA,
OB y OCson cortadas en 4’, B’y ¢’ por las rectas
BC, CAy AB, tendremos (79):

04" ‘OB0 ‘OB 004 00 " 0AB
AU ABC BET P04 00 T URE

Pero (Planim. 76):
O0BC+ OCA + OAB = ABC = BCA = CAB
Luego: :

1

04’ 0B  0OC
A AR R O
Si las rectas 04, OB, OCy 0D son cortadas en

A', B, " y D' por los planos BDC, CDA, ADB y
A BC, tendremos (79):

04' _ 0BDC
A4’ ~ ABDC’

Pero (ZLsterecom. 112):

OBDC + OCDA + OADB + OABC = DABC
= ABDE s o

== ]

fc.
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Luego:

04' , 0B 00 OU
a4 TRET 00 Db

= ].

Bueno es advertir que el tercer teorema puede
deducirse de los dos anteriores. En efecto, la recta
CD tiene con el plano 04 8 el punto comun M; y,
por lo tanto:

(0,4,BM)+ (0, B, MA)+ (0, M, AB) = 1.

Al mismo tiempo, la recta OM tiene con la 4.5 el
punto comun 4, y, por conse—

cuencia:
(0, C, DN) + (0, D, NO)
+ (0, N, CD) =1
Mas (0, M, AB) = (0, M, N);

(O, &V, CD) = ( O, Ny, M): J
(O:M!N)'_i_(O:N:M:l'

Luego finalmente :

y

(0,4, BDC)+ (0, B, (D4 ) + (0, C, ADB
(0, D ABON= L.

OBsERVACION.—Por ser/0,BC,4)=1—(0,4,BC),
segun el primer teorema, y asi las otras expresio-
nes analogas, tendremos:

(0, BO, A4) 4 (0, CA, B) + (0, 4B, C) =2
(0,BDC, 4) + (0, CDA, B)+ (0, ADB, C)
4+ (0, ABC, D) =3.
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81. Si sobre una esfera, cuyo radio es la unidad,
representa O un punto cualquiera del circulo méxi-
mo AB, serdh AO+ OB = AB;y, porlo tanto (34):

sen OB sen 0A
ey cosOA - e cosOB =1

Si O designa un punto cualquiera de la esfera, y
los lados BC, CA y AB, de un triangulo esférico
AB(C, son cortados por los circulos méximos 04,
OB y O(C en los puntos 4" B’, y ("; y representa-
mos por @, b, ¢y @', &', ¢’ las proyecciones centra—
lesde 4, B, C, y A’, B’, C' sobre el plano tangente
4 la esfera en el punto O; tendremos (80):

Oa OF ° Oc¢ Oz  Ob - O¢
- : - =1, | i = 2
aa bb' ce

a'a " Wb - ¢
Mas Oa = tang 04 (25); y aa’ = a0 4 Oa’; ete.
Luego:
tang OA’ | tang OB’
tang A O + tang OA' ° tang BO + tang OB’
| tang OC’
" tangCO + tang OC
tang OA . tang OB
tang A’ O + tang OA ° tang B'O + tang OB
tang OC >
tangC' O + tangOC

- §

|
|

Estas ecuaciones pueden trasformarse, como se
hizo (24), y convertirse en las que siguen :
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sen QA sen OB’

sendd ©° va senBB' ol
: :z:,gg cos0C =1
104 04’ + 207 w02
2 ::;3%:70300’ =2

De las cuales por sustraccion, se deduce la si-
guiente :

sen (AO4-A'0) sen(BO-+B'0) sen(CO+C'0)
sen AA’ : sen BB' ' sen CC'

=1 (%)

OBsSERVACION. La suma
sen OA’  sen OB’  sen () G"

; |
sen AA” ' sen BB ' sen CC

conserva inalterable su valor en el solo caso de que

el punto O describa sobre la esfera un circulo con-

céntrico (6 paralelo) con el eirculo

ARC (**). Sea, en efecto, M el cen-

g9 4 tro esférico del circulo ABCZ: N el

~ centrode la esfera; y O,, 4,, 58, ¥

C,las proyecciones centrales de O,

o A’, B', y C sobre el plano 4BC.
Segun (80) tendremos:

04 0.8, 'DC
AA,I oA O,

(*) EuLER (l. ¢.) y GUDERMANN (Nied. Sphirik 39%).
(**) Steiner (J. de Crelle A, 2 p. 190) y GUDERMANK ( Num:L

Sphirik 393 ).

..i’jlf

el £
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Segun (79): '

0 4d,: A4, —(sen OA’ : sen AA’) (NO, : NA ); ete.
Y, por consecuencia:

sen OA’ I'seﬂ OB' sen OC' NA
sen AA" " sen BB’ " sen CC' NO,

De lo cual resulta que la suma en cuestion, arri-
ba escrita, no cambiard de valor, mientras el pun-
to O, conserve inalterable su distancia al punto X,
esto es: cuando /N O, describa un cono de revolu-
~ eion cuyo eje es NM; y el punto O, un circulo cu-
yo centro esférico es M. En estas condiciones se
verifican las igualdades:

- NM,= NA cos AM = NO, cos OM

sen OA'  sen @ sen OC" cos OM
sem AA” " sen BB ' sen CC' cos AM

82. Supongamos que una figura dada, 4 BCD...
se proyecta desde un centro arbitrario §, ya sobre
un plano cualquiera, ya tambien sobre la esfera
cuyo centro es el & y cuyo radio es la unidad; y
designemos por 4’B'C'D’... la proyeccion esférica,
y por A"B"C'D"... la proyeceion plana de aquella
figura. 8i el punto M de aquella figura dada cae
sobre la recta 47, suproyeccion esférica, M’, caera
sobre el circulo maximo 4’A8’; y su proyececion pla-
na M’', sobre la recta 4”7 B"'. De manera que (79):

AM  senA'M’ SA4 A" M  senA’M' SA"
_BM-“ Sﬂﬂ.}.‘?rﬂ’ 6-3” BHM'H_SgnBJMI S B

e
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De las razones, segun las cuales son divididos 10s
segmentos de la ficura dada, pueden deducirse for-
mulas cuyos valores sean independientes.de las dis-
tancias S4, §B,... Estas férmulas toman el nombre
de proyectivas (*); porque conservan sus valores,
aun cuando la figura 4 que se refieren sea sustitui-
da por una proyeccion central, plana, de ella mis-
ma; 0, aunque cada segmento de los que contiene
sea sustituido por el seno de su proyeccion central
esférica. Asi, por ejemplo, cuando M y /V caen so-
bre la recta A B, la formula (AM: BM) (BN: AN)
es proyectiva; porque

A_M .BN_ Sen AIMI .S'eﬂ,_B'N' i A”Mt Br:Nﬂ
.BM. .AN senlB'M' sen A’M B-"Mn AHNM'

Cuando los puntos M, &, O,... & caen sobre los
lados 4.8, BC, CD,... F4 de un poligono respec-
tivamente, la formula

AM BN FR senA’M sen B'N' sen I"R'
BMCON =" AR = sen B'M’ sen C' N’ " sen A'R’
i A" M .B"NH F' R
= BM CN' " 47F

es proyectiva (**). El valor de una férmula proyec-
tiva puede deducirse de una proyeccion especial de
la figura, que tenga algunos puntos en el infinito.

Si 0P es el medio armonico (Algebra 9) de los

(*) PONCELET (propr. proj. 5; y J. de Crelle A. 3 p. 213).
(**) Un Vielecksschnittsverhdltniss segun MoBius (Barye. Cal-

cul. 215).
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segmentos 04, 0B, 0C,... de una recta, ten-
dremos:

0P opop
ATOL IR T g

0, sustrayendo cada uno de estos cocientes de

04 OF. P, &8 PR
QA OB G DA G O

De esta ecuacion se desprenden las que siguen:

sen P'A’ sén LB - sen P'C'

1

sen O'A’” ' sen OB ' sen O’C”+ sy LA
.P”-A.H | .P”B” , P;r Cy’,r e
o4 " oipn t grgp +-=0

Las cuales prueban que la dada es proyectiva; y
0" P" el medio arménico de los segmentos 04",
OB 00" . (D

83. Kl producto de las razones (6 razones de se-
nos) segun las cuales quedan divididos los lados
4B, BC,y C4, de un triangulo rectilineo (6 esfé-
rico), por las rectas (6 circulos maximos) que unen
un punto arbitrario O del plano (6 de la esfera)

ABC, con los puntos ¢, 4 y B, tiene el valor
—1(*)

(") PoNCELET (J. de Crelle A. 3 p. 235); Mostus (J. de Crelle A.
k p. 111); y més generalmente GRASSMANN (J. de Crelle A, 2%
p. 273).

") J.CEVA (De lineis se invicem secantibus, Mediol. 1678). El
concepto del producto de las razones de las secciones 6 partes

de division, y la determinacion de los $ignos, corresponde 4
Mdésius (Barye. calcul 198),
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DeMosTRACION. En el cuadrangulo plano A B(C 0
es (79):
(4, B, CO) (B, C,40) (C, A, BO)

ACO BAO CBRO
-~ BCO CA0 ARO

porque 400 = — (A4 0O; ete.

Designando por 2, @ y & los puntos de division
de BC,CA y AB; ypord’, B, ... una proyeccion
central esferica de los puntos 4, B, .. (82), sera

BP OQ AR __ sen B'P’ senC' Q sen A'R’
CP AQ BR  sen CP sen A'Q sen B'R’

= — 1;

una formula proyectiva. Para hallar su valor, pro-
yéctese la figura desde un centro arbitrario & so-
bre un plano paralelo al QRS. En la proyeccion
A" B" ...., ser4 (" A" paralela con B” 0",y A" B"
paralela con 0" (C"; en virtud de que los puntos
Q" y B" — proyecciones de los @ y 2, en que las
rectas OB y OC cortan 4 las CA y AB — esthn en

el infinito. Por lo cual es un paralelégramo el cua-
drangulo C”A”B"0"; y

BP CQ AR _ B'P”
CP AQ BR~ 0"P"

Reciprocamente: si la formula plana

BP CQ AR
CP 4Q BR’

=

O la esférica

sen BP sen CQ sen AR
sen CP senAQ sen BR’
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tiene el valor — 1, las rectas (6 circulos méximos)
AP, BQy CRforman un haz, esto es: pasan por un
mismo punto. Porque, si 4P es cortada en O por
BQ,y AB por CO en R’, deberia ser |

BP 0Q AR _ .
0P 40 B .

y, como consecuencia, diferente de — 1 la férmula

BP CQAR : |
CP AQBR contra la hipotesis; ete.

ArricacioNes. Silos lados BC, C4 y AB,deun
triangulo rectilineo (6 esférico), tocan & un circulo
en los puntos P, Q y £, las rectas (6 circulos ma-
ximos) 4P, BQy CR formaran un haz (*). Puesto
que uno, 6 los tres segmentos, BC, CAy AB, se-
ran divididos internamente por los puntos de con-
tacto P, Q y B; y como AR = A, etc. Bl mismo
teorema subsiste para las proyecciones centrales de
la figura plana sobre un plano, y para las proyec-
ciones estereograficas de la figura esférica (Hste-
reom. 70).

Si AP, BQy CR bisecan el perimetro del tridn-
gulo rectilineo 6 esférico 4 BC, serdn P, @ y & los
puntos de contacto del circulo inserito en el trian-
gulo; y, por lo tanto, 4P, BQ y CR formaran
un haz.

Tanto en el triangulo esférico, como en el- recti-
lineo 4 BC, formaran AP, BQy CR un haz, cuan-
do P, Q y R sean los puntos medios de los la-
dos (*) ;6 cuando AP, BQ y CR Dbisequen el

(*) Ceva.
(**) ScauLrz (Sphdrik II, 52).



— 147 —

4rea (*). Pues, en el primer caso, es sen BLP: sen CP
— — 1, etc.; y, en el segundo, segun la ecuacion

ARC= CRB (53), sera
sen % AR cnsé CA

- = " , etfe.;
sen; BB cos BC

y, pOr consecuencia:
1 1 1
sens AR sen; BP sen; CQ
sen%RB Sﬂﬂ%PC sen % QA

1

Al mismo tiempo, de la ecuacion de las areas
CAR y QAB (54) se deduce

caté CA cot % AR = cat% QA cot % AB, ete.
cot%AR coté BP cat%O’Q ;
cot%RB cat%PO’ cot%Qd

Y, multiplicando €i cuadrado de la primera ecua-
cion por la segunda, se halla:

sen AR sen BP sen C’Q_l
sen RB sen PC sen Q4

sen AR sen BP sen CQ __ 4
- SenBR senCP sendAQ

84. EIl producto de las razones, segun las cuales
son divididos los lados de un poligono por una rec-

)

(*) SteINER (J. de Crelle 4. 2 p. 52) y GUDERMANN (J. de Crelle
A. 8 p. 368 y nied Sphirik 132).
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ta 0 un plano, es 1. Este mismo valor tiene el pro-
ducto de las razones de Senos, segun las cuales son
divididos los lados de un poligono esférico por un
circulo maximo (¥). ~

DEMOSTRACION. 8i 4 B es un tridngulo rectili-
neo y MV una recta de su plano, tenemos (79):

(4, B, MN) (B, C, MN) (C, 4, MN)
_ AMN BMN CMN _
— BMN CMN AMN ~—

Et ceetera. 8i 4BCD es un cuadrangulo alabeado,
Yy #NO un plano cualquiera, se halla:

(4, B, MNO) (B, C; MNO) (C, D, MNO)
(D, 4, MNO) =1 .

expresando la férmula simbélica (4, B, MNO), y
las demas andlogas, por razones tetraédricas (79).

Designando los puntos de division de AB, BC,
vy POT P, Q, ..; ypor A, B', ... una proyeccion
central esférica de los puntos 4, B, ...; la férmula

AP BQ  sen A’ P senB' Q
BP 0CQ ™  senB' P senC' @ "

€s proyectiva. Para hallar su valor proyectemos la
figura desde un punto cualquiera del plano #/NO
sobre otro plano, paralelo 4 aquel. Claro es que en
la proyeccion 4”B"... los puntos P, @".... esta-
ran infinitamente distantes; y, por consecuencia,
la férmula proyectiva tendrs el valor 1.

(*) MeNELAO (Sphaerica I11, 1). Este teorema, como se dedu-
ce del Almagesto I, 9, era el fundamento de la antigua Trigo-
nometria esférica. Scuusert (Nov. Aect. Pelrop. (1796) 12 p. 165).
La extension de este teorema fué determinada por CArNoT
{ Transvers. 3) y MoB1us (baryc. calcul 198).
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Reciprocamente: Si el producto de las razones (0
razones de senos), segun las cuales son divididos
los lados de un z-gono plano ¢ alabeado (0 esférico),
tiene el valor 1; y 2 —1 puntos de division caen
‘sobre una recta ¢ un plano (6 un circulo maximo),
tambien el ultimo punto caera sobre la misma rec-
ta 6 el mismo plano (6 circulo maximo). Véase (83).

ArLicAcIoNES. Silos puntos P, § y £ caen s0-
bre BC, CA y AB; designamos por f, ¢, &, P, ¢, 7
las rectas de que son parte BC, CA, AB, AP, BQ,
CR; y hacemos

_BP CQ AR sengp senhq sen fr
T OPAQBR " senhp senfq sengr

serd mp — — 1; puesto que (79):
BP:CP = (senhp : sengp) (AB : AC); ete.

En el caso de que las rectas AP, BQ y CR pasen
por un punto, se tendra (83) m = —1; y, por con-
secuencia, p. = 1. Cuando los puntos P, § y R
caigan sobre una recta, sera m = 1; y por lo
tanto, p = — 1.

m

Si en un triangulo permanecen
invariables, un angulo y la suma
(6 la diferencia) de los lados que
] lo forman, el punto medio del ter-
fi cer lado caera sobre una recta de-

“ terminada (*¥). Los lados 4,8, BC,
y C, 4, son cortados por una recta en 4, Oy 2, de
modo que

(*) Lemnirz (Acta Erud. 1685, p. 501. Demonsiratio geometrica,
ot caetera). STEINER (J. de Crelle 4. 2%, p. 191). Planimetria (96).



o LG
CD AA BC ]
Al BA o
Ahora bien, si la razon 4,4 : C.(¢ es dada, lo es
tambien la razon C,D: A4,D; y el punto D, del
lado C,4,, caera sobre la recta 40,
S1 son iguales las razones, segun las cuales son
| divididos los segmentos
ABy A'B"en Cy O, por
una recta 0 un plano, se-
ran tambien iguales las
razones, segun las cua-
les son divididos los seg-
mentos 44"y BB en A"
y B, por la misma recta
0 el mismo plano (¥). En efecto,
A A0 BB BC
A'A" B°C: BB” AC
Ahora bien, si
AC BC A AA4" B'B"” |
BLAL o AR S
Si las tres rectas @, & y ¢, son paralelas & un pla-
no, y las rectas %, /
y m paralelas & otro
plano, de modo que
@, byctengan con %
los puntos comunes
A, ByC,yconllos
puntos comunes 4’,
B'yC;:yay b con
la tercera recta m los
puntos- comunes 4"

_'_“_.I'!"' ; A A"

==

(*) Planimetria (36).
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y B''; la tercera recta ¢, del primer grupo tendra
tambien un punto comun con la tercera m, del se-
gundo (*). En efecto (Zstereom. 7):
AAH’ -B Hr AG ér‘gf
A”Ar EWEL ﬂuB! y OB OFBI

Luego:

A4" 4'C B'B' BC
A'A" B'C' BB” AC

=

Y, C, por lo tanto, cae sobre el plano 4”7 C'B”

S1 un plano divide por mitad dos aristas opues—
tasde un tetraedro, tam-
bien divide por mitad su
volimen (**). El plano
que biseca las aristas
BOCyAdDen My O, y
las aristas CDy AP en
Ny P, divide el tetrae-
dro en dos cuerpos: uno,
compuesto por las pira-
| mides que tienen el vér-
tice comun 2 y las bases MNOP y OND; y el
otro, por las pirdmides cuya cuspide es C y cuyas
bases son MPON y AOP. Las piramides cuadran-
~gulares son de igual volimen; porque tienen la
misma base, y, segun la ecuacion BM = MO,
igruales alturas. Por otra parte:

(*) En este teorema esftriba la descripcion doble de un pa-
raboloide reglado (Estereom. 8). Me1er Hirscu (geom. Aufgaben
II, 182), | .

(**) BosiLLier segun la Coleccion de LAFREMOIRE VI, 4.) Ann.
de Gerg. 1, p. 36.
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BOD : AOP = (DO : OA) (AB : AP)
BODN:AOPC = (DO:04) (AB: AP) (ND: CD)

AP BM CN DO
PB MCND O4

DO BM
0 70— 1; y, por lo tanto:

PB. - CON. -AB 0D
AP TIND AP T ND

Luego: BODN : AOPC = 1.

Las rectas, que unen cuatro puntos de un plano,
determinan tres nuevos puntos que pueden 4 su
vez unirse por ofras tantas rectas. Los puntos co-
munes de estas rectas ultimasdeterminan, en union
con los puntos preexistentes, nuevas rectas; estas
nuevas rectas, nuevos puntos; y asi sucesivamente.
Conocidas las razones segun las cuales son dividi-
dos dos segmentos de la figura, tomados sobre rec-
tas diferentes, por una recta de la misma, puede
calcularse la razon segun la cual ser4 dividido otro
segmento por una recta de la misma figura tam-
bien. El teorema esférico correspondiente tiene un
enunciado analogo. |

Los planos, que son determinados por cinco pun-
tos del espacio, determinan & su vez otros puntos
por los cuales son determinados nuevos planos.
Estos planos dltimamente construidos determinan
otros puntos; estos puntos, otros planos, ete. Co-
nocidas las razones segun las cuales son divididos
cada uno de tres segmentos de la figura, tomados
sobre rectas diferentes y no situados los tres en un

1

Mas
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mismo plano, por un plano de la misma, puede
calcularse la razon segun la cual sera dividido otro
segmento por un plano de la figura misma (¥).

85. El producto de las razones, segun las cua-
les son divididos los lados de un poligono por un
circulo 6 una esfera, es igual & 1 (™).

Designando por (4) la potencia del punto 4 res-
pecto del circulo 6 la esfera, tenemos en efecto:

(4) (B)(C) _,
(3) (0) (4)

aun cuando cada uno de los pares de puntos de in—-
terseccion fuese imaginarios.

El producto escrito, que tiene el valor constan-
te 1, es proyectivo (82}; y, por consecuencia, no
s6lo subsiste el teorema correspondiente de la Geo-
metria esférica, sino que tambien puede sustituir
al circulo una proyeccion central plana del mismo
(una linea de segundo grado); y 4 la esfera, un re-
lieve de la misma (Z&sfereom. 61 — una superficie
eliptica de segundo grado).

86. Cuando el segmento 48 es dividido en los
puntos (' y D, el cociente de razones (4C: B():
(4D : BD), se llama -la doble razon de los puntos
A, B, Cy D (en este 6rden) y se designa por (4, B,
C, D). Asi:

AC 4D " ACBD,

4,8, C, D)= p5=072D "

(*) Mosius (barye. Calcul. 155 y 198).

(**) CArNoT (Transo. 9 y 10). Poxcerit ( Propr. proj. 3%

(***) Las dobles razones fueron estudiadas por Mosius (1827)
bajo el nombre de dobles razones de secciones y designadas como
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Cuando el &ngulo de las rectas @ y & es dividido
por las rectas ¢ y 4, el cociente de las razones de
senos, ®

(sen ac : sen be) : (sen e:;d.': sen bd)

se llama la doble razon de las rectas a, b, ¢y &, que
forman un haz plano; 6, por 1o menos, son paralelas
4 un plano; y se designa por (&, 4, ¢, @).

Cuando el diedro de los planos « y 8 es dividido
por los planos y y 8, el cociente de las razones de

Senos
(sem oy : senBy) : (sen a8 : sen o)

lleva el nombre de dodle razon de los planos a, B,
v ¥ 8, que forman un haz, 6 son paralelos 4 una rec-

ta, y se designa por («, 8, v, 9).
En la Esférica, por doble razon de los puntos A,
B, Cy D, de un circulo, se comprende la férmula

sen AC senAD
sen BC-" sen BD’

y por doble razon de los circulos mazimos @, b, ¢y
d, de un haz, la férmula

4, B, C:D}:

senac senad
sen b~ sen bd

{ﬂ, 0, ¢y 4) =

en el texto (Baryc. Calcul. 182). Mas extensas aplicaciones geo-
métricas de las mismas se deben & Sreiver (1832). ( System.
Entwickelung, etc.). La denominacion elegida por CrHASLES de
razon anarmonica, presupone que cuatro elementos, cuya doble
razones—4, se llamen armdnicos. La doblerazon de cuatro ele-
mentos en el espacio fué definida por StauptT con indepen=-
dencia del concepto de magnitud (Geometrie der Lage 184T7).
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- La doble razon de puntos de una recta, (4, B,
C, D), tiene un valor positivo, cuando los puntos
C y D estin simultineamente dentro 6 fuera del
propio segmento 445; y un valor negativo, cuando
uno de aquellos puntos est4d dentro del segmen-
to AB, y el otro fuera. Tiene el valor 1, cuando D
coincide con (' 4 distancia finita ¢ infinita (79); y
tiene el valor—1, cuando los puntos C'y D dividen
al segmento 425, el uno interiormente y el otro
exteriormente, segun la misma razon. En este tlti-
mo caso, los puntos C'y D se llaman armdnicos con-
Jugados de los Ay B (Planim. 66).

La doble razon de rectas de un haz plano, (a, 2,
¢, d), tiene un valor positivo, cuando las rectas ¢y d
dividen el angulo b (y el opuesto por el vértice)
ambas internamente ¢ externamente; y un valor
negativo, cuando la una le divide internamente, y
la otra externamente. Tiene el valor 1, cuando 4
coincide con ¢; y el valor—1, cuando ¢ y 4 dividen
el angulo @b, una internamente y la otra externa-
mente, segun la misma razon de senos. En este 1l-
timo caso, el haz se llama armdnico (Planim. 67).
Del mismo modo se razona sobre la doble razon de
planos de un haz; de puntos de un circulo maximo
y de circulos maximos de un haz.

81 permutamos el primer elemento con el tercero
y el segundo con el cuarto, el valor de la doble ra-
ZOn permanece invariable. Asi:

[Cl? ’D! 'Ai ‘B)= (‘A‘? B‘l 0? ‘D)

04 OB _AC BC_ AC AD
DA DB~ AD BD BC BD

k
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Si el primer elemento se cambia por el segundo,
¢ el tercero con el cuarto, la doble razon adquiere

su valor reciproco. Asi:

(4,5, D; Oy (4,8, a:-D)zl;

i :ji_ﬂ.i(’«_)(w.m
POTQUe R 2D  BCI\BC' BD

modo se halla, en general (*):

) = 1. Del mismo

4, B: Or D) (4, B} D, E): (4, B, 0, k)

87. La doble razon de puntos de una recta es
proyectiva (82). Si los puntos 4, B, C y D de una
recta, se proyectan desde un punto cualquiera &§ por
las rectas ¢, 4, ¢ y d, sobre una recta cualquiera del
plano S4275, ylas proyecciones se designan por
A','B', C"y D, tenemos (79):

(4, B, 0, D)= (a,b,c,a)= (4", B', ", D') (**)

|

La doble razon de puntos de una recta conserva
su valor &un cuando los puntos sean proyectados
por un haz de planos sobre otra recta (***).

(') Mosius (Barye. calcul. 484%).

(**) Esta ley fundamental ya se encuenira entre los lemas a
lus Porismos de Euclides en la Coleccion de Parrus VII, 129 y sig.
CHASLES (Les porismes d'Euclide 1860).

(***) Este teorema fué demostrado para los elemenlos ar-
ménicus por Canxotr (Transvers. 19); y, en general, por Mosius
{ Baryc. Calcul. 196).
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Los planos «, 8, v, é que tienen comun la recta &,

pasan por los punfos 4.
5y ~—4g B, Cy D deunarecta, y

N S fﬂ;’ cortan 4 una segundarec-
H”x,‘ ;.-LL,;’;E?Z ! ta en 4', B', C"y D'. La
N i recta 4’20 serd cortada en
/\., " B y C" por los planos g
1‘:@ vy v, de modo que las rec-

Yy tas 44’, BB” 0C', y

: B"B', C'C, DD forman

cada tres un haz plano. Y, por consecuencia, segun
el teorema anterior:

[A.! B: C'ri "D) <y (Ar: BH? 0”3 -D) i (Ar: B;: 0: —D,}

Si el haz plano de las rectas ¢”, 67, ¢y d" es
una seccion normal del haz de planos =, B, v, 9, se
tiene idénticamente:

(2, B, 1, ) = (&", 07, ¢", a")

Si las rectas ¢'', &”', ¢”’, @” son cortadas por una
recta cualquiera de su plano, en los punfos A",
B!, 0", D", segun el teorema anterior:

(-1, B; v, a) = (d’”}&’rg 0”5 dr:)=(4rr} Bu? Grr .D"}
= (A: -B: U} I))

Si, pues, los puntos 4, B, C, D de una recta, se
proyectan por los hazes de rectas @, 6, ¢, dy a’, 0’
¢, d', 6 por los hazes de planos «, 8, v, 3 y «', B', ¥,
¢’, tendremos: _
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(@, 0, ¢, d)=(4, B, C, D)=(a', 5' o &5 )
(=, By 1» O)=(4, B, O, D)= (a'y By v’y &)
(@, &, c, d)""(‘z y b'; ¢, d')=(a, Byv,8 )=(“’:Fr: ‘3’)

Cuando un haz de circulos méaximos a, 2, ¢, d,
de una esfera, es cortado por un circulo méximo en
4, B, C, D, y por otro circulo maximo en 4', B’,
C’ D' y cuando ademés por los puntos 4, B C' _
D de un eirculo méaximo, pasan tanto los circulos
a, b, ¢, d como los a’, b’ ¢, d’, formando un haz
cada cuatro de éstos, serﬂ [“‘*]:

(ABC’D) @, b, ¢, d) = (4', B, C', D))
(@, & d) = (4 BUD)—(ME*’,G @')

!I

II

OBSBRVACION. Paraha-

S
. llar el valor de la doble
razon de puntos de una

recta, (4, B, C, D), se
proyectala figura 4 BCD
desde un punto cualquie-
\ ra & sobre la recta que

\ pasa por A y es paralela
— g\ & DS. En la proyeccion
; AB' ... cae el punto D'

en el infinito, y, por con-
siguiente:

4,8,0, D) = (4, B,C)=AC : B'C.
Trazando ahora por B’ la paralela & la 40, que

(*) SteINEr (System. Entw. 29 y 34). GuoermANN (Nied. Sph. 77
y sig.).
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cortaen C'4 C8,y & DS en D', se halla inmedia-
tamente:

PO VRDE RO BT,
A0 : BC'=AC:B"C,AD=.5'D".
AC AD AC AD

30 30— 50 pp-A0:EC.

La doble razon de rectas ¢ de planos de un haz,
{a, b, ¢, d) 6 (a,B, v, 8), puede expresarse del modo
mas sencillo por (4', B', C'), suponiendo que una
recta, paralela al rayo & 6 al plano ¢, corta a los
expresados hazes en los puntos 4°, 5, o y en el in-
finitamente distante.

88. Si la doble razon de puntos de una recta
(4, B, C, D), 6 de rayos de un haz, (a, b, ¢, d,),
tiene el valor z, sera (¥):

7 — 1 N 1

e —

AB AC AD
7

n—1"" 1
langab  tamgac tang ad

Haciendo, en efecto, en la ecuacion

AC Aﬂ

BC=AC — AB, BD — AD — AB, se obtiene
la siguiente:

. ACAD —n.AD.AB — AC.AD + AC.AB =90

(%) Mozius (Dioptr. Bilder; Leipz. Berichte 1855, p. 8).
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de la cual, por division, se deduce la primera de las
establecidas. '

De esta primera puede deducirse la segunda. En
efecto, cortando los rayos «, 4, ¢, d de un haz pla-
no, por una recta normal al rayo & en los puntos 4,
B, C, D, tenemos:

(4, B, C, D)= (a, b, ¢, d) = n (87).
AB : AC: AD = lang ab : tangac : tang ad (81):

¥, por consecuencia, ete. Mas tambien (87):

sen bd senbe
— ﬂ e . SN
senad Senac
sen (ad — ab) sen(ac — ab)
senad senab senac senab
Luego:

(cotad — cotab) — n (cotac — cotab) = 0; ete.

S1, en particular, 1os elementos dados son armd-=

nicos, y entonces #n = — 1, tendremos:
2 1 1
AB  AC ~ AD’
2 1 1

tang ab  tang ac  tang ad

En este caso, el punto medio A/ del segmento
AB, y la recta m que biseca el angulo ab, adquie~
ren propiedades especiales, expresadas por las
ecuaciones (*):

{(*) Avorronio (Con. I, 37). LAHIRE (Sect. con. 4685, p. 1 y sig.),
PoxceLer (Propr. proj., 31), (GunErMANS Nied, Sphirik, 196).
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MEB — MCMD, AC*: AD = MC : MD.
tang*mb = tang me . lang md,
sentac . sentad — sen2mc . Sen? md

Puesto que: 40.BC + AC.BD =0, 6 bien:

(AM+- MD) (BM+ M C)
4 (AM+ MC) (BM+ M D)=0

Y, como AM = MB = — B M, ete. Por otra parte:
40 AC.CB  (AM~+MC) (MB — MO

A — AD.BD ~ (AM+ MD) (MD — MB5)
' ML Megr MC
~ D —MB MD
- & las rectas @, b, ¢, d, m tienen comun el punto
S, y son cortadas en 4, B, C, D, M por una normal
4 m, sera

(A: -B: 0: -D) o5 53 (‘I: b: c, d] = —1,
y M el punto medio de ARB. Ahora bien:

MB:MCO: M.D:mﬂgmb:mngmc:mnymd

AC senac SC7,
S e FD (79), SC cos me = S D cos md,

lang me cos® me¢ = % sen2me, ete.;

ApLicAcioNes. Una recta, que pasa por el centro
de gravedad 8, del tridngulo ABC, corta & los lados
de este triangulo en 4’, B', ', yala recta por su
vértice ¢ paralela al lado opuesto ABen T, de mo-
do que las rectas U5, 0T, 04, CB y los puntos
S, 7, A’, B’ son armonicos. Por consecuencia:
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i <y 2 1
Q!5 TB ST O
dovssic vk 1

Bl e = | ey *
84 " gF g 00

Una recta que pasa por el centro de gravedad
0, del tetraedro 4 BCD, corta & sus caras en A’ B
C', D'; y 4 los planos paralelos, uno que pasa por
la arista 48 y el otro por la €D, en los puntos U/
y V, de modo que tanto los planos CDS, CDV,
D4, CDB, como los puntos &, V,4’, B’, son ar-
monicos; y, por consiguiente: :

Lo B gl oo 8
S4' " SB.8¥ . 8C. T 80T FU
Mas el punto &, es el medio de 7V (Lstereom. 75).
Luego: |

.._1_ ! 1 R 1 . 1 — (0
4 T 8F 0T s
Si dos ecireulos, (4) y (B),

se cortan normalmente, ca-
da uno de ellos divide armé-
nicamente al didmetro del

~otro (**). Si C es un pun-
to comun de los dos circu-
los, AC serd una tangente
al circulo (B); vy, si el diame-
tro DD' del circulo (4) es
cortado en # y Z' por el

V7 circulo (2), sera

(*) MACLAURIN, (Tract. de lin. géom. prop. Apénd. al Algebra
1748, § 98). &
(**) ~ PONCELET (Prop. proj. 79).
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AR AE = AC*=AD* y (D, D, E, B ==—1.

Lo mismo sucede con dos esferas que se corten
normalmente. El teorema correspondiente para dos
circulos de una esfera que se corten normalmente
fué dado por GupERMANN en su Nied. Sphirik, 307.

89. Las diagonales del cuadrangulo determina-
do por cuatro rectas de un plano se dividen entre
sl armdOnicamente (¥). -

DemosTrACION. Las rectas 4B, BA’, A'B’ y
B'4, forman tres cuadrangulos, con las diagonales
A4', BBy CC': de tal modo que AA4' es dividida
armonicamente por las otras dos BB’ y C(C"; ete.
La doble razon de los puntos 4, 4’ y los dos, en
que A4’ es cortada por BB" y CC', se designa (79)
por (4, A’, BB’, CC’). Para hallar su valor, pro-
yéctese la figura desde un punto cualquiera & del
espacio, sobre un plano,
paralelo al CC'S. La pro-
yeccion del cuadrangulo
ABA’B' ser4 un parale-
logramo (83); las proyec—
ciones de A4’ y BB’ se
bisecardAn miutuamente; y la proyeccion de CC
sera la recta infinitamente distante. Por lo cual es

(4, A’, BB, CC")= — 1. Del mismo modo se en-
cuentra que
(B, B, CC", 44') = —1y (C, C’", AA’, BB) ——1.

\*) En Parreus VII, 431 se halla un reciproco de este teore-
ma antiguo, reproducido por Desarcuks (Brouillon projet. 1639
éd. Poudra, Paris A86%, I p. 486), vy por Carxor (Géom. de
pos, 225). PONCELET (Propr. proj. 455).



— 164 —
El mismo teorema subsiste para las diagonales
del cuadrangulo esférico, determinado por cuatro
circulos maximos de una esfera.
OBsERVACION, Designando los puntos comunes
de las diagonales por ¥, Gy H,y sus puntos me-
dios por 4”7, B” y €, tenemos (88):

WA AT G AH, BB e B BB,
00— C'F.C'G

Y estas igualdades ensefian que la tangente des-
de A’ al circulo #GH (hasta su punto de contacto)
tiene la longitud 4”4, ete.;y, por lo tanto, que
los circulos, cuyos puntos opuestos son 4y A, B
y B’, Cy (', cortan normalmente al circulo FGH.
Estos circulos forman un haz (Planim. 121); y el
centro desu circulo ortogonal #G H, conlos puntos
comunes Py P, de este haz, cae sobre la linea
de iguales potencias respecto de los circulos que le
forman. La cuerda comun P2’, del haz, es cortada
por el circulo ortogonal #G H armdnicamente; por-
que pasa por el centro de este. (88-00s.)

Analogas consideraciones pueden hacerse res-
pecto de la figura esférica (¥).

Si 1os lados de un triangulo #GH, son divididos
arménicamente segun razones dadas cuyo produc-
to es 1, tenemos (83 y 84):

FC:GC=FC:CG=p:y
GA: HA=GA . A'H=¢q:7
HB :FB=HB :BF=17r:p

———

(*) GuUDERMANN (Analyt. Sph, p. 138). Momius (Leips. Beriehle,
A85%, p. 87).
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Y los eirculos, de los cuales son puntos opuestos
AyA,ByURB,6 Cy (', forman un haz. Los pun-
tos comunes de estos circulos, P y P', guardan
respecto de los puntos #, G y Z una situacion, de-
finida por la proporcion:

FP.-GP .- HP=FP :GP' :HP =p:q:7

(Planim. 66).

90. Si el segundo elemento de una razon doble
se cambia por el tercero, esta razon doble adquiere
el valor complementario respecto de 1 (¥). Asi:

T, B, C D) (4, € By D=
En efecto, haciendo (87-00s.)
(4, B, C, D) = (4, B, (')
sera tambien:
(4, C, B, D)= (4, (", B’

Y, como- (4, B C) + (4, (', B') =1 (80), re-
sulta, etc. | |

Dados en un plano cuatro puntos, 4, B, Cy D,
y una recta #%, tendremos:

1. (4, B, CD,EF) + (4, C, DB, EF)
+(4, D, BC, EF) =l

Y para cinco puntos, 4, B, C, Dy E,y un pla~
no G H del espacio, sera

(*) Mosius (Baryc. Calcul. A8%).
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I1l. (4, B, CED, FGH) + (4, C, DEB, FGH)
+ (4, D, BEC, FGH)+ (4, E, BCD, FGH) =1.

Designandose, como sabemos, en estas dobles
razones, por la recta C0, 6 el plano CED, puestos
al lado de los puntos 4 y B, la interseccion de
aquella recta, 6 aquel plano, con la recta 45, ete.
Proyectemos, pues, desde un punto cualquiera §
el plano 48 CD sobre otro plano que pase por 4y
sea paralelo al ZF§; y representemos la prnyecemn
por AB’... Segun (87):

(4, B, CD, EF) = (4, B', C'D), ete.

Y de este modo se obtiene la ecuacion II de la
segunda de las demostradas antes (80). La ecua-
cion III se deduce de la II por el mismo procedi—
miento que la tercera se dedujo de la segunda de
las ecuaciones (80); y tambien puede hallarse di-
rectamente por la consideracion de una figura que
sea colineal y esté en perspectiva respecto de la
figura espaciosa dada (Zstereom. 61), y en la cual
correspondan puntos infinitamente distantes & los
puntos del plano #GH.

91. De la ecuacion (90-I) se deduce inmediata—
mente para cuatro puntos, 4, B, Cy D, de una
recta, esta otra:

AB.CD + BC.AD 4 CA.BD =0

Véase (Planim. 125).

Para cinco puntos, 4..., #, de un plano, las do-
bles razones de puntos de una recta (4, C#, B,
DE) vy (4, C, BE, DE), tienen el mismo valor que
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la doble razon de cuatro rectas (4%, C¥, BE, DE,.

L

Para seis puntos del espacio, 4,.., 7, las debles ra-
zones (A, CEF, B, DEF)y (A4, O, BEF, DEF)
tienen el mismo valor (87). Por consecuencia, en
estos casos tambien es

(4, B, CE, DE) + (A, C, BE, DE) =1
{4, B, CEF, DEF) 4 (4, O, BEF, DEF) =1

Expresando las razones, en que son divididas 4 B
y 4 C, por razones de areas de tridngulos 6 de vo-
limenes de tetraedros (79), se halla (*):
Para cinco puntos de un plano:

ABE.CDE + BCE.ADE + CAE.BDE — 0
Para seis puntos del espacio:

ABEF.CDEF + BCEF.ADEF
+ CAEF.BDEF = 0.

De la ecuacion (90-1I) se deduce tambien para
seis puntos de un plano:

ABC.DEF + ACD.BEF 4 ADB.CEF
= BCD.ALF.

Y para siete puntos del espacio:

ABCG.DEFG + ACDG.BEFG + ADBG.CEFG
= BCDG.AEFG.

De la ecuacion (90-III) se deduce para ocho pun-
tos del espacio:

{*) Moxnce y MdBius. Véase la Teoria de las Determ. 3, 44.
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BODEAFGH AV ACED.BFGH 4+ ADEB.CFGH
4+ ABKEC.DFGH 4+ ABCD.EFGH = 0.

OBSERVACION. —La ecuacion (90-I) subsiste aun
cuando sean sustituidos en ella los puntos de una
recta por rectas paralelas 4 un plano. Por conse—

cuencia:

(‘z: 5: c, d) e (6’3, Cy E’: d) =1 (%)
senab sencd - sen bec senad -+ senca senbd = 0

(31). Si las rectas @, 4, ¢ y 4 pasan por un mismo
punto de un circulo, al cual cortan ademas en los
puntos 4, B, C y D, las cuerdas 45, BC... son
entre si como los senos de los angulos inseritos
que incluyen; y, por lo tanto:

AB.CD + BC.AD + CA.BD =0

como ya (31) se demostro.
Si el triangulo 4 BC se proyecta desde un punto
cualquiera § por las rectas @, 6 y ¢, tenemos (73):

S45C = iﬁ- SA.8B. §C senabe.

Y con esto, de las ecuaciones halladas para trian-
gulos de un plano surgen las relaciones poligono-
métricas para cineo y seis rectas del espacio (**):

sen abesen cde -+ sen bee sen ade - sen cae sen bde—0
senabcsendef - senacd senbef + senadbsen cef
= senbed sen aef

*) Momwus (J. de Crelle, A. 2%, p. 90).
(**) La posibilidad de semejantes relaciones fué indicada
por PONCELET (Propr. proj. 45 y J. de Crelle 3, p. 265).
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92. 1.—5ilas dobles razones de puntos que caen,
cada cuatro, sobre una recta (4, B, C, D), y
(4’, B’, ", D) tienen el mismo valor, y las tres
rectas de union, 44’, BB, CC’, pasan por el punto
S, las cuatro rectas 44°, BB', CC" y D) formaran
un haz plano.

En efecto, existen (87) las dobles razones:

(48, BS, 08, DS) = (4, B, C, D).
(4’8, B'S; C'S, D'S)= (4°, B', C", D)

Y (48, BS, CS, DS) = (4'S,B'S, 'S, D).

Ahora bien, si A8 coincide con 4§, £ con
B'S, y CS con ("8, coincidira tambien 28 con
D8 (79).

Sies (4,8,C, D) = (4’, B, (", D), las rectas
44’, BB y (C' formaran un haz plano (*). De-
signando, en efecto, por & el punto comun de las
rectas 44" y BB, tendremos:

(48, BS, CS, DS) = (4’8, B'S, C'S, DS)

Luego, si A4S coincide con 4’8, y BS con B'S,
tambien C§ coincidira con C'.S.

II.—Cuando, las dobles razones de rectas de ha-
zes planos (¢, 0, ¢,d),y (@', &', ¢', &), son iguales, y
los puntos de interseccion aa’, b’ y c¢” caen sobre
una recta 7, los rayos ¢ y &’ se cortan tambien so-
bre la misma recta ». En efecto, segun la hip6-
tesis, las dobles razones de puntos, (er, b7, ¢», dr)
y (@'r, 0'r, ¢'7, d’7) son iguales entre si; y, por lo

() Paepus (VII, 136 y 14%). Steixer /Sys’. entw. 1% y 31.)
CHasLES [Géom. sup. 38.)
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tanto, si @ coincide con a&'7, & con &7,y cr con
¢’r, tambien coincidira dr con d'7.

Si, en particular, (@, 0, ¢, d) = (@, 0', ¢, d), los
puntos aa’, 44’ y cc’ caerdn sobre una recta. Por-
que la recta, en que estan los puntos aa’ y b0, debe
ser cortada por las rectas dei segundo haz de modo
que (aa’, bY', ¢, @) = (aa’, OV', ¢, d), etc.

[I[.—Cuando los planos «, 8, 1, 8y «' 8, ¥/, 8" for-
man dos hazes, y entre las rectas ax’, Pf', yy', 8
hay dos cualesquiera que tengan un punto comun,
todas ellas le tendran tambien. En efecto, el punto
comun de las rectas «a’ y 8’ cae sobre los planos
a, B, «’, §'3 ¥, por consiguiente, sobre la recta ¢ in-
terseccion comun, tanto de los planos a«, 8, v, 9
como de los planos «, 8, y', 8'; ¥, de resultas, so-
bre los planos vy, 3, v, &', esto es: sobre las rectas
Ty 8%’

gi las dobles razones de planos que forman ha-
zes, (x, B, v, 8) ¥ (o', B’y ¥'y &), son iguales, y las rec-
tas aa’, BB’, vy’ caen sobre un plano e, las rectas aa’,
Bg8’, yy', 88’ formaran un haz plano. Porque estas
rectas tienen un punto comun, y las dobles razones
de rectas, (ac, Be, ve, %) ¥ (a'c, B's, v'e, 8'¢) SON 1guUA~
les: por lo cual é's y ¢ se confunden, es decir: é3'
cae tambien sobre el plano e.

Si, en particular (%, 8, v, 8) = (¢, §', ¥, 9) las rec—
tas aa’, f8’, yy' formaran un haz plano. Porque las
rectas By y §'y' estan sobre el plano & y tienen por
ésto un punto comun gque cae sobre los planos , v,
8", v'; ¥, por lo tanto, sobre las rectas @3’ y v1'. De-
signando por ¢ el plano de las rectas 8§’y yy', 1as
dobles razones de rectas (ae, Be, e, %) ¥ (a's, B'e, vz,
3's) seran iguales; y, de consiguiente, la recta ae



T
coincidird con la @, esto es: 1a rects, uy! cae tam-
bien sobre el plano .

APLICACION. 'Si los tridngulos planos (6 esféri-
cos) ALC y A’B'C’, estin en perspectiva (Zste—
#eom. 57), los puntos comunes de las rectas (0 circu-—
los maximos) correspondientes, 4B vy 4 B', BC y
B'C'y 04 'y C'4', caerdn sobre una recta (6 un
ecirculo maximo); y reciprocamente (*). Designado
por /el punto comun de las rectas, A8 y A'B’, en
virtud de la situacion en perspectiva de Jas fizuras
seran iguales las dobles razones de purcos (4, B,
COF) v (4, BioOf BY: Y lo seran tambien
las de rectas (40, BC, CC', FC) y (4’0 BC,
CC’, FC'). Luego los puntos comunes de las ree-
tas ACy A'C", BC'y B'C, caen, juntamente con
el punto Z sobre una recta. Kte. ) |

93. BSi dos tangentes 4 un circulo, 6 4 una pro-
yecocion central plana (una linea de segundo grado)
del circulo, son cortadaspor otras cuatro tangentes &
la misma curva, la una en log puntos 4, B, C, D,
la otra en los puntos 4/, B 0, (", las dobles razo-
nes de los puntos correspondientes son iguales (*¥).

S1 dos puntos de un circulo, 6 de una proyeccion
central plana del circulo, est4n unidos 4 cuatro
puntos de la misma curva, el uno por las rectas
@, b,¢,d,y el otro por las rectas e, 0, c,d, las do-

bles razones de las rectas correspondientes son
iguales.

(") GUDERMANN (Nied. Sphdrik 244). CuAsLes (Géom. sup. 36).
(**) Los teoremas contenidos en este articulo que, junta-
mente con los derivados de ellos, subsisten para las proyec-

ciones esféricas del circulo, se deben & STEINER ( System.
Entw. 37 y sig.)

/4
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DEMosTRACION.  Designando por M el centro del
circulo, los &ngulos 24 MA’,
QBMB', 20MC y 2DMD'

tendranvaloresiguales (Pla-
nim.53)Sila figura MABCD
gira en su plano al rededor
del punto M, hasta que el
punto 4 caiga sobre la rec-

ta MA’, los puntos B, C y D caerdn sobre las rec—
tas MB', MC" y MD'. Luego (4, B, C, D)=(4', B
¢’, D') para todas las secciones planasde un cono
proyectante de la figura dada (87).

Por otra parte, los angulos2aa’, 260", 2cc’, y 2dd’
tienen un mismo valor, cuando sus vertices caen

sobre un circulo (Planim. 26). Si

la figura abed gira en su plano, al

rededor del punto e, hasta que la

recta @ llegue & colocarse parale-
- lamente 4 laa', las rectas b,¢ y &

llegaran tambien & ser paralelas

respectivamente 4 las 6, ¢’y @'.
Luego (@, b, ¢, d)= (@', &', ¢, @’) para todas las sec~
ciones planas de un cono, proyectante de la figura
dada.

Reciprocamente:

Si cada grupo de puntos, 4, B, C,Dy A" B, (",
D', cae sobre una recta del mismo plano, de modo
que (4, B, C, D)=(4', B’, (", D'), las rectas 44,
BB, CC" y DI’ serén tangentes & una linea de-
terminada de segundo grado, &4 la cual son tangen-
tes las lineas A8y A'B’.

Si cada grupo de rectas @, d,¢,dya', ¥, ¢, @,
forma un haz sobre un mismo plano, de modo que
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(@,b,c,d)=(a’, b',¢,d'), los puntos aa', 6&’, cc’, dd’
caeran sobre una linea determinada de segundo
grado, que pasa por los puntos ad y a'd'.

DEMOSTRACION. Supongamos que dos tangentes
a una curva de la especie dada, sean cortadas por
tres tangentes & la misma curva en los puntos
A4, B, Cy A", B’, (' respectivamente; y por otra
recta cualquiera en D y D', de modo que (4, B,
C,D) = (4", B, 0, D). Enténces DI’ sers tam-
bien tengente 4 la curva propuesta; porque, si no
fuese D0, sino otra recta DZ”, la tangente, por el
teorema directo: (4, B, 0, D)= (4", B’, C’, £"), di-
ferente de (4’, B’, ", D). Ete.

OBsERVACION. El doble teorema que se acaba de
demostrar puede tambien expresarse ventajosa—
mente como sigue:

Cuatro tangentes fijas &4 una linea de segundo
grado determinan sobre todas las demas tangentes
& la misma iguales razones dobles de puntos, & sa-
ber: (4,8, 0, D)= (4", 5, (', D')=... Por doble-
razon de cuatro langentes & una linea de sequndo
grado, se comprende la doble razon de puntos que
estas tangentes, dadas, determinan sobre cual-
quiera otra tangente.

Cuatro puntos fijos de una linea de segundo gra-
do determinan, con todos los demas puntos de la
misma linea, iguales dobles-razones de rectas, &
saber: (A%, BE, CE, DE\= (AK', BE', CE', DE")
= ... Por doble razon de cuairo punios de una linea
de sequndo grado se comprende la doble-razon de
rectas que unen los puntos dados con cualquiera

otro de la linea.
‘Segun ésto, cuatro tangentes 4 una linea de se-
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oundo grado, ¢ cuatro puntos de la misma, son @7
monicos, cuando su razon angrmdinica tiene el va—
lor — 1. al 1005 Fod |
Ia doble-razon de cuatro tangentes & una linea
de segundo grado tiene el mis—
> mo valor que la doble-razon de
sus puntos de contacto (*). En
v efecto, sean 4, B, C, D, R pun-
. tos de un circulo,y 4’, B, (",
D' los puntos en que la tangen-
teen & corta 4 lastangentes en
o los otros puntos 4, B, Cy D.
1 Lasrectas 24, RB, RCy RD
1" son normales respectivamente

4 las rectas que unen los puntos 4°, B', ¢’, D' con
el centro M. Girando en su plano la figura R4 B CD,
alrededor del punto 2, hasta que £4 se pongapa-
ralela con MA', las rectas RB, RCy R.D se habran
puesto tambien paralelas & las M5, MC y MD'.

Luego:

(RA. RB, RC, RD) = (MA', MB', MC', MD))
— (A,: B': OF: D)

94. Sicon cada una de tres rectas p, ¢, 7, de las
cuales no haya dos en un mismo plano, tiene cada
una de otras cuatro rectas a, b, ¢, 4, un punto co-
mun, las dobles-razones de puntes

(pa, pb, pe, pd), (qa, ¢b, g¢, 94), (ra, 15, rc, 1)

(*) SteiNer (System. Entw. k3). CHASLES (Géom. sup.663). Véase
adelante (101).
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tienen igual valor. Una recta s, que tenga un punto
comun con cada una de tres de las rectas @, b, ¢, @,
tendra. tambien un punto comun con la cuarta; y
caera, por cousecuencia, sobre el hiperboloide re-
gladu, determinado tanto por las lineas p, ¢, 7
como por las liveas @, 0, ¢ (Zsterecom. 8) (¥).

DEMOSTRACION. Sﬂbre la recta ¢ senalemos cua-
“tro puntos cua-

p/-  lesquiera, 4,, B,
| 01 ¥ —015 y su-
pongamos. que
los planos p4,,
»By pCy pD,,
corten 4 la recta
7 en los puntos
AE:BE: C!E:Yﬂﬂﬂ de
modo que lasrec-
tas A,4,, BB,
| 'Oiae y DD, de-
signadas por @, b, ¢ y &, tengan con la recta p 1os
puntos comunes 4, B, C'y D. Segun (87) :

(4,, B,, C,, D,) = (p4,, pB,, pC,, pD))
==l B O Dy o b 2

AL 0, DY e, YD, v O D )
=5 (4, Ba Gh s

y, por consecuencia:

(*) SteiNer (System. Entw. 54, II1). Las dos séries de rectas
del hiperboloide hiperbélico fueron descubiertas en un caso
especial por WREN (1669); y, en general, por MongE (1795). CHAs-

LES (Aperc¢u hist.).
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(4, B, C, D) = (4,, B,, C, D) = (4,, B,, C,, D,)

Por un punto cualquiera 4,, de la recta @, tra-
zese la recta §'que corte en B,y U, 4 las b y ¢; y
otra recta £ que corte 4las by d en B,y D,. Segun
el teorema demostrado:

(5, Bn Bi? 'BE] = (4, 4;, 4, 4,)
R e B,y = (4, 4,, 4, 4,);

Yy, por lo tanto:
(B: Bu Bs: Bﬁ) o 7 (B: ‘Bi! 'BE? -Ba) -

Luego B, coincide con B.; la recta ¢ se confun-
de con la s; y esta recta s coria 4 la d.

Reciprocamente:

Si dos rectas no estan en un plano, y sobre una
de ellas se dan los puntos 4, 2, Cy D, y sobre la
otra los puntos 4', B', ¢' y D', de modo que se ve-
rifique la igualdad (4, B, C, D) = (4', B', C', D),
las rectas 44’, BB', (" y DD' caeran sobre un
hiperboloide reglado que contiene las rectas ARy
A'B'. Y, silas dobles razones (z, 8, v, ) y («, 8, v’, 8"),
de planos que forman cada grupo un haz, son igua-
les entre si, las rectas «a’, 88', yy' y 83’, caeran sobre
un hiperboloide reglado que contiene las rectas af
y «’8’. En efecto, una recta #, que corte 4 las rectas
AA', BB'y C(C', tiene tambien un punto comun
con la recta DJ'; porque las dobles razones de
planos,

(r4, »B,rC,vD) y (rA',»B', »C’, r D’
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son de igual valor; y, por consiguiente, los planos
#D y rD' coinciden. Y la misma recta 7, que corta &
ax', B8’ y yy', tiene un punto comun con la 8’ por-
que las dobles razones de puntos

(?f‘: 78, vy ‘?'3] y (?“I': ?'B': ?‘TF: ‘?"3’)

son de igual valor; y, de resultas, los puntos 73 y 79’
coinciden.

OBSERVACION. Estas mismas cuatro rectcs &, &,
¢y d, de un hiperboloide reglado, que pertenccen &
un sistema en el que no hay dos en un mismo plano,
determinan sobre todas las rectas del otro sistema,
2, g, ... iguales dobles-razones de puntos. Por doble
razon de cuatro rectas de un hiperboloide se enciende
la doble-razon de puntos que las rectas dadas (de
una série) determinan sobre una recta cualquiera
(de la otra seérie).

En un exagono, hiperboldidico (0 paraboloidico),
como ABB,C,CA, las diagonales 40, BC, y
B.,A4,, pasan por un mismo punto (Estereomelria,
57-00bs.) (*). |

95. En el exagono ABCDEF, inscrito en un
cireulo {6 en un linea, plana ¢ esicrica, de segundo
grado), los puntos de interseccion de los lados
opuestos, 4B y. DE, BC y EF, CD y I4, caen
sobre una recta, llamada recta de PASCAL (*¥).

En el exigono abedef, circunscrito & vn circulo®
(6 & una linea, plana ¢ esférica, de segundo grado),

(*) DaxpELIN (Ann. de Gerg. 15, P. 393 y 16, p. 229). HESSE
(J. de Crelle, A. 2k p. %0.) ;

(**) . PascaL (Essai pour les coniques 1640 lemme 1) Sin demos-—
tracion. La pequefa adicion se funda en las obras de DESAR-
GUES (Oeuvres de Pascal éd. Lahure 11, p. 354-7). El exdgono ins—
crito fué llamado por PAscAL exagrammum mysticum (L.c.p.639.)
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las rectas que unen los puntos opuestos, aé y de,
bey ¢f, cd y fa, pasan por un punto, llamado punito
de BRIANCHON (*): 1 o o 1o
DemosTRACION. Las dobles-razones de rectas,

(FC, FD, FE, F4) -y (BC, BD,BE, BA),

tienen un mismo valor: el valor
de la doble-razon de ' euatro
puntos, determinados, de una,
linea de segundo grado (93-05~
servacion). Los hazés de rectas,
a-que se refiere la doble=razon
escrita, determinan, el uno so-
bre la recta (D, y el otro sobre la recta D&, las
dobles-razones, iguales; de puntos:

(C, D, FE, FA) y (BC, D, E, BA)

Luego pasaran por un punto:

La recta que une el punto ¢/“con- el punto co—
mun de las 5C'y DFE, esto es: la recta BC. |

La recta que une el punto comun de las rectas
CD y FE cou el punto %, esto'es: la recta ZF.

La recta que une el punto comun de las 0D y
F4 con el punto comun de las rectas 4B y DE.

Y, por consecuencia, la tercera recta pasa por
el punto comun 4 las dos primeras.

La demostracion del teorema correlativo se ob—
tiene de vn modo semejante, cambiando mitua~-
mente entre si rectas y puntos.

Reciprocamente: Todo exagono que tenga una
linea de Pascar, 6 un punto de BRIANCHON, esté ins-

*)  Briancron, 1806 (J. de I’Ecole polyt. Cah. 43, p. 301.)
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erito 6 circunserito, respecto de una linea determi-
nada de segundo-grado.

OBSERVACION. Por seis puntos, 6 seis tangentes,
de una linea de segundo grado, se determinan va-
rias rectas de PAscAL, 6 varios puntos de BRIANCHON,
que 4 su vez poséen propiedades particulares (*).

96. Los teoremas que se acaban de demostrar
(95) subsisten dun cuando la linea de segundo gra-
do sea sustituida por dos rectas 6 por dos puntos.

Si tres vértices, no consecutivos, 4, Oy %, de un
exagono ABCDEF, estan sobre una recta, y los
vértices restantes sobre otra, los puntos de intersec-
cion de los lados opuestos de dicho exdgono 45 y
DE, BCy EF, 0Dy FA, caeran sobre una recta.

Si tres lados, no conse-
cutivos @, ¢y €, de un
exagono abedef, pasan por
un punto, y los lados res—
tantes por otro punfo, las
rectas que unen los verti-
ces opuestos, ab y de, bey
ef, cdy fa, pasaran porun
mismo punto (*¥).

DEMOSTRACION. Sea @
el punto comun de 48y
DE; H, el punto comun
de BC y EF; I, el punto comun de GH vy ACE;

*) Estudiadas por STEINER (System. Entw.p. 341) y KiRk-
MANN. Véase Planim. 30; y el J. de Crelle A, b p. 268. &1 p. 269
y 66, 18 p. A7k, 68 p. 193 ¥ 75 p. i.

(**) EIl primer teorema se halla en Paerus VII, 4138 y 139; el
otroes de PONCELET( Propr. proj. 169). STRINER (System. Entw.23,
IIT y 312).
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K, el punto comun de GH y BDF; L, el punto co-
mun de 4 C&'y BDF. Tendremos (87):

[L: I: A: E) = (L: K‘r -B: -D)
(L: Ia E: 0) e (L: Ka F:- B}

De donde por multiplicacion (86) se obtiene:
(L: J: A: 0) e (Lr Xs F: D)

Luego (92) las rectas /K, AF y CD pasan por un
punto: lo cual es decir que el punto comun de O
y FA cae sobre la recta /K 6 GH.

El teorema correlativo, por el cambio mutuo de
rectas y puntos, se demostrard analogamente.

97. Cuatro puntos de un plano, 4, B, C 'y D,
determinan tres pares de rectas, A8y CD, BCy
AD, AC vy BD, que son lados y diagonales del
cuadrangulo 48 CD, y forman sobre otra recta
cualquiera de su plano una ¢nvolucion de puntos. O,
en otros términos: aquellos lados y aquellas diago—
nales cortan & otra recta de su plano en tres pares
de puntos correspondientes, de tal modo que cada
cuatro de estos puntos, elegidos arbitrariamente,
tienen la misma razon doble que sus cuafro cor-
respondientes.

Cuatro rectas de un plano, @, &, ¢ y 4, determi-
nan tres pares de puntos, eby cd, cb y ad, ca 'y bd,
que, unidos con otro punto cualquiera de su plano,
forman una involucion de rectas. O, en otros térmi-
nos: aquellos tres pares de puntos, unidos a otro,
determinan tres pares de rectas de tal modo que la
doble-razon de cuatro cualesquiera de ellas esla
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misma que la de sus cuatro correspondientes (*).

DEMOSTRACION. Supongamos que la recta, to-
mada arbitraria-
mente sobre el pla-
no, tenga con las
BC, CA y AB los
puntos comunes 7%,
G y H; y con las
rectas AD, BD y
CD, los puntos cor-
respondientes a los
primeros, #’, G’y
H'. Segun (87):

(DA, DB, DC, DG) = (4, DB, C, G)
— (BA, BD,BC, BG)

Y, por consecuencia, sobre la recta que corta es-
tos hazes, se verificaran. las igualdades:

(7,6, 7, 6= H, G, F, G= ¥, G 4, G)
Mas tambien (90—1I):

(*) Del primer teorema tuvieron conocimiento los geéme-~
tras griegos segun Parrus VII, 130. Entre los modernos fué
DEsSARGUES (L. ¢. p.471) el primero que estudié la involucion de
puntos ¢ introdujo esa palabra. Véase: Briancuox (Lignes du 2
. ordre 8) y PoNCELET (Propr. proj. 178). StAupt (Géom. der Lage
16). De la proyectividad de las involuciones se infiere la exacti-
tud de los teoremas expresados para la Esférica. Por analogia
con las involuciones binarias (de pares) se han considerado
involuciones ternarias, cuaternarias, etc. Mosius (Leipziger Be-
richle 1855-6). JoxQuigres 1859 Annali di Mat. t. 2 p. 86), CREMO~
NA (Curve piane 21 ).
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(FF: Hr& Gt: G) o (F? Hr G: G']

6, expresando estos simbolos con los signos cor-
rientes de la Aritmetica:

PG F'G FG FG
HG HG HG HE
@ F'G FG FG
B HG  CHG O
Y, por lo tanto:

(@, G)=(F, H', G, G')

Esta ecuacion resulta de la precedente, cambian-
do A por H', 6 Fpor F'. Luego cada cuatro pun-
tos elegidos entre los tres pares, Xy F’, Gy G,
H y H', tienen la misma razon anarmonica que sus
puntos correspondientes.

El teorema correlativo se demuestra del mismo
modo.

OBSERVACION. La ecuacion (7, G, H, G") = (#",
@, H', @), por la cual esti determinada la involu-
cion de los tres pares de puntos, #y /7', G y &,
Hy H',situados en una recta, puede ser tambien
expresada de este modo :

B el Y < el
G H B 8O

6

1

6, cambiando # por #' y G por G', de este otro:

FH GF HG _,
GH HF FG

que se deduce de (84).




e 188 =

Si un punto de la involucion, el &, por ejemplo,
se aleja al infinito, su correspondiente &' se con-
fundird con un punto O, que, segun la relacion
(F', H, ¢, G) =(F, H', ¢, G'), se halla situado
de modo que: |
(F’, H, O) (F, H, 0)=1, FO.F'0O=HO0.H'O.

Esta ultima ecuacion expresa que el punto O
tiene iguales potencias respecto ‘de los ecirculos
PR’y HH' '

Si un punto de la involucion se confunde con su
correspondiente, por ejemplo, A con A’ en el pun-
to Z, que es comun & las rectas 48y 0D, & con-
secuencia de la ecuacion ya citada, seré

B, I, G, G) = (F's I, Gy6) =1

Si ademéas coineiden #'y /' en el punto X, co-
mun & BCy AD sera (K, I, G, ¢G')’=1; y, como
G'G" no puede desaparecer simultaneamente, que-
da (89): |

(K, 1, G, G')=— 1.

Tres pares de puntos, 6 de tangentes, de una linea
de segundo grado forman una involucion, cuando
cada cuatro, escogidos de entre ellos, o ellas, con-
forme con la significacion antes establecida (92-
0bs.), tienen la misma razon doble que sus corres-
pondientes puntos, ¢ tangentes. Las rectas que
unen los puntos correspondientes pasan por un
mismo punto; los puntos comunes & las tangentes
correspondientes caen sobre una recta (99).

Tres pares de rectas de un hiperboloide, entre las
cuales no haya dos en un plano, forman una invo-
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lucion, cuando cuatro cualesquiera de entre ellas
tienen la misma razon doble (94- 0bs.) que lasrectas
correspondientes. .

98. Dos puntos de una linea de segundo grado
y los dos pares de lados no contiguos de un cua-
drangulo inscrito determinan una involucion de
puntos (¥).

Dos tangentes & una linea de segundo grado ¥y
los dos pares de vértices no consecutivos de un
cuadrangulo eircunscrito determinan una involu-
cion de rectas.

DemosTrACION. Si Ay A’ sonpuntosdeun circu-
lo circunscrito al cua-—
drangulo 4BCD, y los
lados AB y CD, BC y
DA son cortados por la
recta /' en los puntos
FyF', Gy(G,ladoble
razon de los puntos B, D, H, H' estara expre-
sada tambien (93-0ds.) por la de las rectas

(AR, AD, AH, AH"Y = (CB, CD, CH, CH)
Y, por consecuencia (87):
(F: GI:E-H,): (G: F,&H;-E')=(Fr: G:EF:E,)

Lo mismo se demuestra el teorema correlativo.

(*) DesArGuEs (l. c.). PAscAL (Essaé p. les coniques, édition
Lahure II, pag. 356 ); PoNcCELET [. ¢.) CHASLES (Géom. sup. 656
y 667),
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99. Si en una linea de segundo grado estan
inseritas las figuras
AB .oy A B iaie
modo que las rectas de
union -de . los puntos
correspondientes A4,
BAB’, ... pasan por un
punto &, los puntos co-
munes de las rectas cor-
respondientes, 4B 'y
B AR Y A
y de las tangentes en
los puntos correspo ndientes, caen sobre una recta s.
Todo par de puntos correspondientes es armoénico
conjugado con el punto S y el punto, en que corta
& 1a recta de union de aquel par de puntos la recta s.
Esta recta s toma el nombre de polar (armonica,
reciproca) del punto S, respecto de la linea de Se—
gundo grado.

Si 4 una linea de segundo grado estan circuns-
critas las figuras ab... ¥ a'b’..., de modo que los
puntos aae’, 00'...
que tienen comunes
las rectas corres-
pondientes ¢ y @',...
caen sobre una rec-
ta &, las rectas que
unen los puntos cor-
respondientes, aé y
ab',..abyabd,..y
los puntos de contacto de las tangentes corres-
pondientes, pasan por un punto §. Todo par de

tangentes correspondientes s armoénico conjugado
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con la recta s y la que pasa por el punto S. Este
punto § lleva el nombre de polo (arménico, reci-
proco) de la recta s, respecto de la linea de se—
gundo grado (*).

DemosTRACION.—Si el exadgono ABC’'A’B'C esté
inscrito arbitrariamente en una linea de segundo
grado, segun el teorema de PAscAL (95) los puntos
comunes de los lados 48y A'B', BC'y B'C, C'4’
y CA4, caerén sobre una recta, 4un cuando ¢’ coin-
cida con 4” y €' con 4; y, por lo tanto, la recta C'4’
con la tangente @', y C4 con la tangente e, de la
curva dada. Designando, pues, los puntos comu-
nes de AA"y b5, AByA'B', AB'y A’B,aya,
por S, 7, UyV, los puntos 7, U y V caeran sobre
una recta. Ahora bien, las rectas 48, A’B', 7'Sy
I'U forman un haz armdnico (89); y, por conse-
cuencia (87), tambien: ' |

(4, 4%, S8, TU)=—1
(AV, A'V, 8V, UV)=—1
Trazando por & una recta que corte 4 la curva

en los putos C' y (', y designando por W el punto
comun de las rectas AC'y 4'C’, sera :

(*) La division arménica de A4’ por Sy s era ﬂuﬁucida de
los geometras griegos: ApoLLonio (Conica I, 3%, III, 37), v Pa=
peUs VII, 164. (Planim. 115 y Estereom. 62). El teorema del texto
fué mas completamente fundado por Lauire (Sect. con.) vy MaA-
CLAURIN De lin. géom. propr.11, Ap. del Algebra). PONCELET (Propr.
proj. 486, 19%). La amplia significacion del teorema fué conoci-
da particularmente por BRIANCHON (/. de I’Ee. polyt. Cah. 13,
p. 297). STEINER (System. Entw. kk). CHASLES (Géom. sup. 675 y si-
guienles; y la Obs. en la Estereom. 9).
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(AV, A’V, SV, WyV)y=-—1

‘De donde se deduce que W cae gobre la recta
UV. Ete. ‘

Lo mismo se demuestra el teorema correlativo. -

OBSERVACION. Si los pares de puntos correspon-—
dientes, 4 y 4, By b, Cy C’, de una linea de
segundo grado, estan situados de modo que las
rectas 44’, BB’y CC’ pasan por un punto 8, di-
chos puntos formaran una involucion (97-00s.). Y,
si los pares de tangentes correspondientes @ y &',
by ¥, cyc,aunalinea de segundo grado, estan
de modo que sus puntos comunes aa’, bb', cc’, per-
tepezcan 4 una recta, dichas tangentes formaran
ana involucion. Puesto que los puntos comunes
de las rectas AB y A'B’, AC"y A'C, AC y A'C,
oaen sobre una recta, quees la polar del punto &.
Luego (87):

(AA’, AB, AC', AC) = (4'4, A'B', A'C, A0

sto es: la doble razon de los punios 4', 5, 'y
O de la linea de segundo grado, €s icual 4 la do-
ble razon de los puntos correspondientes 4, B', C,
C'; ete. |

100. Silarecta s es la polar del punto S, respecto
de una linea de segundo grado, el punto & sera el
polo de la recta . Porque, si fuese 7' el polo de s,
para dos tangentes & ¥ @', que desde un mismo
punto de s tocasen en 4y A’ 3 la curva, se verifi-
caria la ecuacion

(A, A’y s, T)=(ﬂ-, a, s, T):—"—--l

m
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Y, por consecuencia, la doble razon (4,4, s, 8)
seria diferente de — 1. Si s es 1a polar de &'y tiene
con la curva el punto comun L, la recta SZ serd
tangente 4 la misma. Si la recta s tuviese oon la
curva otro punto comun £, deberia ser

(B, B d §)as i

Pero, como % cae sobre s, tambien %’ caers 8O-
bre s, esto es: B’ desaparece ¢ se anula. Luego
toda cuerda de la curva es polar del punto comun
de las tangentes 4 esta curva en los extremos de la
cuerda. En particular: toda tangente es la polar
de su punto de contacto.

Si las rectas £, w,», ... pasan por el punto §, sus
polos caeran sobre la polar s de dicho punto. En
efecto, si la recta ¢ corta &4 la curva en los puntos
Py P, su polo seri el punto en que se encuentran
las tangentes 4 la curva en 2 y £’, que cae sobre
la polar de & (99). Si la recta # es tangente 4 la
curva, su polo es su punto de contacto que cae
sobre la polar de s. Y, si la recta » no corta ni toca.
a la curva, por el punto $» pasardn dos tangentes &
esta curva que determinan un haz armonico, tanto
en union de » y su polo ¥, como en union de Sy
§; ¥ como » pasa por 8, debe caer ¥ sobre s.

Cuerdas paralelas de una linea de segundo grado
que tienen comun el punto infinitamente distante
&, son bisecadas por la polar ¢ de este punto; y las
polares de los puntos infinitamente distantes son
didmetros de la curva. La polar del punto medio de
un diametro pasa por el punto infinitamente dis—
tante de este diametro Y por el polo infinitamente
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distante del mismo, y estd, por consecuencia, infi-
nitamente distante. Toda recta, pues, que pasa por
el punto medio de un didmetro tiene un polo infi-
nitamente distante y es un diametro de la cur-
va dada. Todos los diadmetros de esta curva, por
consecuencia, tienen un punto medio comun,
polo de la recta infinitamente distante (Listereo-
metria 4), que se llama centro de la linea de segun-
do grado.

101. Cuando los puntos 4, B, C'y D estan sobre
una recta, sus polares, respecto de una linea de se-
gundo grado, @, b, ¢y d, forman un haz: verifican-
dose la ecuacion

(4, B, C, D)= (a, b, ¢, d) ().

DEMOSTRACION. Designando por § el polo de la
recta §, respecto del circulo (M), por aquel punto
§ pasaran las polares &, b, ¢
y d de los puntos 4, B, C'y
D situados sobre s (101). Las
rectas M4, M B, ... son nor-
males 4 las a, 6, ... Giran-
do en su plano la figura
MAR ... alrededor del pun-
to M, hasta que M A se pon-
ga paralela 4 la recta @, 1as MB, MC y MD se pon-
dran tambien paralelas respectivamente a las b, ¢
y d; y, por consiguiente:

(' Mosws (Baryc. caleul. 290). MAGNUS (dufgaben I, p. 65)
CuAsLEs (Géom. sup. 691). :
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