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En la quinta edicién de este tratado de Aritmética pusimos varias no-
tas, ya para hacer ver la falta de exactitud en los enunciados de algunos
teoremas en cuantos autores nacionales y exiranjeros conociamos, ya la
demasiada extensién de estos enunciados, ya el corto alcance de las de-
mostraciones. En esta nueva edicién, asi como en las posteriores & la
quinta, hemos suprimido dichas notas, porque creemos preferible sefialar
en el prélogo las mejoras que hemos introducido en la ciencia desde que
aparecié nuestro tratado en 1846,

La proposicién mimero 35 de esta Aritmética se enunciaba antes de
nosotros de este modo: Si uno de los factores de un producto se divide por un
ntimero, el producto queda dividido por dicho nimero. No siendo viciosa-
mente, no puede demostrarse este teorema, enunciado con tal extension,
antes de las operaciones con los nimeros fraceionarios, pues su demostra-
¢ién se apoya en el teorema 4106 de nuestra Aritmética.

Los teoremas de los numeros 8%, 87 y 88 de nuestro libro solian enun-
ciarse asi: Si el numerador de un quebrado se parie por un numero, el que-
brado queda partido por dicho niimero; si el denominador se parie por un ni-
mero, el quebrado queda multiplicado por dicho nimero; si los dos términos
de un quebrado se multiplican 6 parten por un mismo numero, el quebrado
no muda de valor. Pero las demostraciones que los autores dan de estos
teoremas solo alcanzan 4 los casos en que el nimero por el que se parten
el numerador y el denominador es divisor de estos dos niimeros, siendo
lo peor que, habiendo demostrado sélo un caso particular de estos teo-
remas, creen haberlos demostrado generalmente, y por lo mismo ya no
vuelven a hablar de ellos.

Cambiando los nombres de numerador en dividendo, de denominador
en divisor y de quebrado en cociente, lo que nosotros podemos hacer des-
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pues del Corol. 2.° del teorema 79, tenemos los teoremas que enunciamos
en el ndamero 89. Los autores de Aritmética se empenan lastimosamente
en querer demostrar dichos teoremas 4 seguida de la division de nime-
ros enteros; pero, sin que preceda alguno de los dos corolarios del teore-
ma 79, no es posible demostrarlos, segiin nuestros enunciados, y mucho
menos segun los suyos, casi tan extensos como los que nosotros volvemos
a dar cuando podemos hacerlo, que es en el numero 444; asi es, que los
referidos autores no los demuestran sino en los casos en que la divisién
propuesta, y aun la nueva, son exactas. Sucede aqui lo mismo que antes,
que abusando del sonsonete de las palabras, ereen que han demostrado
con toda generalidad los teoremas referidos, y algunos cometen luego el
imperdonable error de deducir las alteraciones de los quebrados de las
que sufren los cocienfes.

Otra de las reformas introducidas por nosotros en 1846 es la supresion
de las razones y proporciones aritméticas; ésla ha sido adoptada por el
Gobierno franeés, segiin puede verse en los programas modernos france-
ses. Nosotros conociamos su completa inutilidad, y antes de publicarse
los referidos programas teniamos intencién de detenernos en demostrar-
la: mas, actualmente, la mejor demostracion es el hecho citado.

Todos los autores decian antes de la aparicion de nuestra Aritmética:
Las raices de un mismo grado de los cuatro términos de una proporcion for-
man también proporcion; pero no lo probaban sino en el caso en que los
cuatro términos de dicha proporcion fenian exacta la raiz que se extraia.
No puede demostrarse generalmente este teorema si no se demuestra an-
tes este otro: La raiz de un cociente, cuyos Lérminos son numeros cualesquie-
ra, es tgual al cociente de las raices de sus dos términos; teorema que depen-
de del siguiente: El producto de varios niimeros conmensurables ¢ inconmen-
surables, o todos inconmensurables, no se altera, cualquiera que sea el orden
en que se cologuen dichos factores, lo que no se ha tenido en cuenta antes de
nosotros.

Desde que se publicé la ley sobre el sistema métrico, ha sido inmenso
el niimero de obras publicadas con objeto, al parecer, de propagar dicho
sistema. Nosotros hemos expuesto el sistema métrico en pocas paginas, v
mas completo que todos los autores, pues partiendo de las equivalencias
dadas por la Comisién de pesas y medidas, hemos hallado cientificamente
las equivalencias aproximadas entre las medidas llamadas de Castilla y
las métricas, y dado la regla para hallar equivalencias anilogas entre las
medidas de cualquier provincia y las métricas: ni en Francia, ni en Espa-
na, ha tenido nadie esta idea, y no dudamos que la falta de ello ha con-
tribuide en Francia a dificultar la propagacién del sistema métrico.

Tales son las mejoras de mayor importancia que nos debe la Aritmética
cientifica, sin confar con nuestra Memoria sobre el cdleulo del interés, pu-
blicada en 1843, y en la que hicimos ver que el interés del dinero no
puede ser simple 6 proporcional al tiempo; que la formula del interés
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' werdadero 6 compuesto es siempre la misma, va sea el tiempo un nimero
entero de afios, ya sea una fraccién de éstos, ete., etc.

Pasemos ahora a hablar de otro asunto, que tampoco ha sido tratado por
aingun aufor.

Opinan algunos que las demostraciones de la Aritmética deben hacerse
en lenguaje vulgar, sin emplear signos de ninguna clase que representen
ya las cantidades, ya las relaciones que las ligan, porque asi, dicen, se
desarrolla la facultad de pensar. Nosotros opinamos de un modo contra-
rio: nuestra larga experiencia nos ha ensefiado que, cuando la demostra-
elon es algo complicada, es necesario representar las cantidades sobre que
giran los razonamientos, por signos, ya sean guarismos, ya sean letras;
porque de otro modo no se fijan las ideas, los razonamientos son vagos,
Y por lo mismo dificiles de ser comprendidos. Cuando por medio de los
signos se ha entendido una demostracion, puede en seguida repetirse, sin
ayuda de dichos signos, aunque no lo ereemos necesario. f

Vista la conveniencia de los signos para la representacion de las canti-
dades en los razonamientos aritméticos, ideben dichos signos ser guaris-
mos, 0 deben ser letras? -

Daremos nuestro parecer sobre esta cuestién, mas dificil de decidir que
la anterior.

Al principiante de Aritmética no le es facil ver en una letra un nimero
indeterminado, y por lo mismo, no es conveniente el uso de las letras en
las primeras proposiciones, las cuales pueden demostrarse muy bien re-
presentando las cantidades por medio de guarismos; y no se crea que por
€30 dejaran de ser generales los razonamientos en buena logica, esto es, si
cuanto se dice respecto de los guarismos elegidos es independiente de sus
valores particulares. Asi, cuando nosotros demostramos que: En un produc-
to tndicado de varios factores pueden permularse dos consecutivos cualesquiera
sin que el producto se altere, aunque nos servimos de niumeros particalares,
Y aun para mayor brevedad de factores de una sola cifra, el razonamiento
que hacemos es general, puesto que no depende de los valores particulares
de dichos factores. El razonamiento seria particular é insuficiente por tan-
%0, 6 mas bien seria lo que se llama una comprobacion, si se redujese 4 ha-
cer ver que los guarismos elegidos verificaban la proposicién enunciada.

Supongamos ahora que se quiere demostrar el teorema (60), esto es, que:
St un nimero es divisor del producto de dos factores, y es primo eon el uno, es
divisor del otro; y que representamos el nimero por 3, y el producto por
4 X 6: se tendria que demostrar que 3 es divisor de 6, lo (que sorprende a
un principiante, pues se le pide que demuestre lo que es evidente. En tal
Caso, es menesier suponer, para hacer un razonamiento general, que 3
1o es s6lo 3, ni 6 es sdlo 6, sino que 3 y 6 son numeros cualesquiera, so-
metidos inicamente 4 las condiciones del teorema; abstraccién incom pa-
rablemente més dificil que la de suponer que una letra representa un nii-
mero conveniente. Si, para evitar tal impropiedad, se eligieren otros nii-
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meros, seria, ¢ dificil hallarlos en un momento dado, como por ejemple
en un examen, 6 no satisfarian 4 las condiciones del teorema.

En el caso, pues, de que las cantidades que entran en un teorema han
de satisfacer a condiciones que no llenan nimeros tomados a arbitrio,
convendri, para la resolucion del teorema, representar dichas cantidades
por letras.

Convendra también representar las cantidades por lelras en los razona-~
mientos aritméticos, siempre que por su medio se abrevien notablemente
las demostraciones, como sucede cuando dichas cantidades deben tener
alternativamente en la misma proposicion valores enteros, fraccionarios ¢
inconmensurables; pues si se representasen por guarismos, habria que es-
eribir en primer lugar numeros enteros, en seguudo numeros fraceiona=-
rios, y, finalmente, nimeros inconmensurables, mientras que, represen-
sando las cantidades por letras, éstas indican sucesivamente las tres cla—
ses de numeros.

Nada mas podemos decir de fijo acerca de esta cuestion, aunque quiza
en otras ocasiones convendra también preferir las letras a los ouarismos
para representar las cantidades en las demostraciones aritméticas.
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ARITMETICA.

PARTE PRIMERA.

CALCULO DE LOS NUMEROS ABSTRACTOS.

LIBRO PRIMERO.

NUMERACION Y OPERACIONES, FUNDAMENTALES,

CAPITULO 1.

NOCIONES PRELIMINARES.

1. Se llama niumero entero una cosa sola ¢ la reunién de varias
cosas iguales 0 semejantles; eomo una mesa, cuatro meltros, siete
libros, ele.

Se llama unidad cada una de las cosas iguales 6 semejantes que
componen un niimero entero. Asi, si el pumero es cuatro metros,
la unidad es el metro; si el niimero es siete libros, la unpidad es el
libro.

Si una unidad se divide en partes iguales, una de eslas parles
6 la reunion de varias de eslas partes se llama numero quebrado.
Por ejemplo, si un libro se divide en ocho parles iguales, una de
estas parles serd el niunero quebrado un octavo de libro, y cineo
de dichas partes compondrin el nimero quebrado cinco oclavos
de libro.

Se llama mimero mizxto la reunion de un entero y un quebrado;
como siete libros y cinco octavos de libro.

Se llama cantidad todo lo que se puede representar per nimeros
exacta ¢ aproximadamente; como el peso de los cuerpos, el Lliempo,
el dinero, las distancias, ete.

De aqui resulta que confundiendo, como es natural, el represen-
lante con el representado, se dé también & los niumeros el nombre
de cantidades.

En toda ciencia se llama problema ¢ cuestion una proposicion
en que se pide hallar una 6 mis cosas desconocidas 6 incdgnilas,
conexas con olras conocidas ¢ dafos. Resolver un problema es ha-
Har las cosas desconocidas.

l
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Se llama matemdticas la ciencia que ensefia a resolver los
problemas de la cantidad.

Se llama niimero abstracto el nimero en que no esta determinada
la unidad; como veinle, cinco octavos, elc.

La unidad abstracta se llama uno.

Se llama ntiimero concreto el niimero en que esta determinada la
unidad; como cuatro metros, tres cuartos de hora, etc.

La Aritmélica enseia 4 efectuar con numeros cualesquiera las
seis operaciones siguientes: sumar, reslar, multiplicar, dwidir, ele-
var @ potencias y extraer raices, que también se llaman adicion,
sustraccién, multiplicacion, division, elevacion d polencias y exlraccién
de raices. Las tres operaciones, sumar, multiplicar y elevar a po-
tencias, se llaman operaciones de compostcidn, y las otras tres, reslar,
dividir y extraer raices, inversas de las anleriores, se llaman
operaciones de descomposicion.

Segtin esto, la Arumeética es la ciencia que tiene por objeto
resolver los problemas que dependen de la composicion y descom-
posicion de los numeros.

Signos que se usan en la Arilmélica para simplificar
los rasonanuentos.

+ significa. . mas.
— . . les . IMENDS.
> 6e . .. ... mulliplicado por.
® . ..... dividido por, 6 partido por.
e o S S
< . « » s s » Inenor gue.
TS e Y e o ANAYOL GRES

CAPITULO II.

NUMERACION,

La numeracion es una parte de la Aritmética que liene por
objeto expresar lodos los niimeros enteros abstraclos con pocas
palabras, v escribirlos con un corlo nimero de figuras. Por consi-
guienle, la numeracion es verbal y escrita.

ARTICULO 4.°

NUMERACGION VERBAL.

2. La reunion de uno y uno se expresa con la palabra dos, la
reunion de dos y uno con la palabra tres, la de tres y uno con la



3

palabra cuatro, la de cuatro y uno con la palabra cinco, la de cinco
y uno con la palabra seis, la de seis y uno con la palabra siete, la
de siele y uno con la palabra ocho, la de ocho y uno con la palabra
nueve; y, linalmente, la reunion de nueve y uno se expresa con la
palabra dies.

La reunién de diez unidades se considera como una nueva uni-
dad llamada decena, y se cuenta por decenas, hasia llegar & diez
decenas, del mismo modo que se cuenla por unidades hasta diez; v
asi se dice: dos decenas 6 veinte, tres decenas ¢ treinta, cuatro de-
cenas 0 cuarenla, cinco decenas 6 cincuenta, seis decenas O sesenta,
siete decenas 0 selenta, ocho decenas U ochenta, nueve decenas &
noventa, diez decenas 6 cienlo.

Para expresar los nimeros comprendidos entre las decenas, se
anaden & los nombres de éstas los nombres de los nueve primeros
nimeros. Anadiendo, por ejemplo, & la palabra diez los nombres
de los nueve primeros niimeros, lendremos los nombres de los nii-
meros comprendidos entre diez y veinle, los cuales son dies y une
U once, diez y dos 6 doce, diez y lres 6 trece, dies y cualro ¢ calor-
ce, diez y cinco 6 quince, dies y seis, ..., diex y nueve. Si, por nueve
ejemplo, anadimos a la palabra cuarenta los nombres de los nueve
prinieros numeros, tendremos los nombres de los nimeros com-
prendidos entre cuarenta y cincuenta, los cuales son cuarenta y uno,
cuarenta y dos, cuarenla y lres,..., cuarenla y nueve.

La reunion de diez decenas se eonsidera como una nueva unidad
llamada cenlena, y se cuenla por cenlenas, hasta diez centenas, del
mismo modo que se cuenta por unidades hasta diez; y asi tendre-
mos: dos centenas 6 doscienlos, tres cenlenas 6 (rescienlos, cuatro
cenlenas 0 cualrocienlos, cinco cenlenas o quintenlns, seis cenlenas
0 sascienlos, siete cenlenas 6 selectentos, ocho cenlenas O ochocien-
los, nueve cenlenas 0 novecienlos, diez cenlenas 6 mul.

Para expresar los nimeros comprendidos entre las centenas, se
anaden a los nombres de éstas los nombres de los noventa y nueve
primeros nimeros. Anadiendo, por ejemplo, & la palabra cuatre-
cientos los nombres de los novenla y nueve primeros nimeros, ten-
dremos los nombres de los niimeros comprendidos enlre cualrocien-
Los y quinientos, los cuales son euatrocientos Yy uno, cualrocienlos i
dos, cuatrocienlos y (res,..., cualrocienlos novenla y nueve.

La reuniéon de mil unidades se considera como una nueva uni-
dad lamada mullar, y se cuenta por millares, decenas de millar y
cenlenas de millar, hasta mil millares 6 un millén, del mismo modo
que se cuenla por unidades, decenas y centenas desde una unidad
hasta mil; y asi se dice: mil, dos mil, tres mil,..., novecientos noven-
ta y nueve mil. Para expresar los niimeros comprendidos entre los
millares, se anaden & los nombres de éstos los nombres de los no-
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vecientos noventa y nueve primeros numeros. Afiadiendo, por ejem--
plo, 4 la palabra cuatrocienios treinta y siete mul los nombres de los-
novecienlos uovenla y nueve primeros numeros, tendremos los.
nombres de los niimeros comprendidos entre cualrocientlos treinta
y siele mil y cuatrocientos treinta y ocho mil, los cuales son cua-

irocienlos (reinla y siete mil y uno, cualrocienlos trewnta y siele mil g
dos,..., cualrocientos Ireinla y siele mil novecienlos noventa y nueve..

La reunion de mil millares se considera como una nueva unidad’
llamada millén, y se cuenta por millones, decenas de millon, cen-
tenas de millon, millares de millén, decenas de millar de millon y
centenas de millar de millén, hasta un millin de millones 6 un
billén, del mismo modo que se cuenta por unidades hasta un mi-
Hon; y los nimeros comprendidos entre los willines consecutivos,
se cuenlan anadiendo & los millones que eslos nimeros coulienen,
los nombres de los novecientos noventa y nueve mil novecientos-
novenla y nueve primeros nimeros.

En seguida se cuenla por billones, trillones, cualrillones, elc.,
del mismo modo que se cuenla por milloues.

Vemos, pues, que con eslas pocas palabras: uno, dos, tres,.
cualro, ecinco, seis, siele, ocho, nueve, diez, veinte, treinla,
cuarenta, cincuenta, sesenla, setenta, ochenta, novenla, ciento, mil,
millén, billon, etc., se puede expresar cualquier numero por gran-
de que sea.

Nors. Las unidades, las decenas, las cenlenas, ete., se llamaw
respeclivamente unidades simples, absolutas ¢ de primer orden, uni-
dades de sequndo orden, unidades de tercer orden, elc.

Las unidades de un orden cualquiera son decenas de las unida—
des del orden inmediato inferior.

ARTICULO 2.°

NUMERACION ESCRITA.

2. Los nueve numeros uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siele,
ocho, nueve, se representan respectivamente por las figuras 1, 2, 3,
4 5 6,7, 8,9, que se llaman cifras 6 guarismos.

on eslas mismas cifras se representan las decenas, colocindo-
las 4 la izquierda de las unidades simples; las cenlenas, colocan-
dolas & la izquierda de las decenas; los millares, colocindolas a la
izquierda de las centenas; y del mismo modo se representan las
decenas de millar, las centenas de millar, los millones, las decenas-
de millon, etc., colocando siempre las unidades de cada orden um
lugar mds hacia la izquierda que las del orden inmediato inferior..
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Puede suceder que un nimero carezca de unidades de un cierlo
orden: entonces en el lugar correspondiente a dicho orden se coloca
la cifra 0, que se llama cero, y que por si no liene valor algu-
no. Todas las cifras, exceplo la cifra 0, se llaman cifras significa-
fwas.

Vemos, segiin esto, que cada unidad de un cierto orden vale
diez unidades del orden inmediato inferior; y que toda cifra tiene
dos valores, el uno Hamado valor absoluto, en el cual solo se consi-
dera el nimero de sus unidades, y el otro llamado valor relativo,
en el cual se considera el orden de estas unidades.

Asi, en el ntmero 85642, que consta de 8 decenas de millar,
5 millares, 6 cenlenas, 4 decenas y 2 unidades, el valor absolutoe
de la cifra de los millares es 5, y su valor relativo 5 millares.

Segtn lo que acabamos de decir sobre la numeracién escrita,
para escribir un namero cualquiera se escribiran sucesivamente
las unidades de sus diferentes ordenes, principiando por las de
orden superior, y poniendo la cifra 0 en los lugares que deben
ocupar los ordenes donde no hay unidades.

Ejemplos. El numero Lrescientos veintiocho unidades, que
consla de tres centenas, dos decenas y ocho unidades, se es-
cribe 328.

El namero cuatro mil y cinco, que consta de cuatro milla-
res, ninguna cenlena, ninguna decena y cinco unidades, se
escribe 40009. _ .

El nimero cuarenta y cinco billones, ciento tres mil y veinte
millones, novecienlas cinco il y cuatro unidades, se escribira
45 103020 905004,

Al conlrario, para leer 6 enunciar un nimero entero escrilo
por medio de guarismos, se divide dicho namero en secciones
de 4 seis cifras, principiando por la derecha; y en seguida se lee
de izquierda a derecha cada seccion, anadiendo al fin de ella la
denominacion de su tllima cifra.

Ejemplo. 40.583160.829003.

Se leerd: cuarenta billones, quinientos ochenta y tres mil ciento
-gesenla millones, ochocientas veintinueve mil y tres unidades (*).

(*) El sistema de numeracién que acahamos de explicar se llama dé-
cuplo 6 decimal, porque la base, es decir, el nimero de sus cifras, es diez,
6 lo que es igual. porque cada cifra representa unidades diez veces mayeo-
res que la cifra inmediata de su derecha.

Hay tantos sistemas de numeracion como se quieran; pero el décuplo es
-2l unico usual. Véase en el complemento de esta Aritmética la teoria de
dos diferentes sistemas de numeracién.
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CAPITULO III.

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

Las cuatro reglas u operaciones, adicion, sustraccién, multi-
plicacién y division de los nimeros enleros, se llaman reglas u
operaciones f[undamentales porque de ellas se derivan lodas las
demas de la Aritmélica.

ARTICULO 4.°

ADICION DE LOS NUMEROS ENTEROS ABSTRACTOS.

4. Definicién general.

Se llama adictén una operacién cuyo objeto es reunir varios
nimeros enleros, quebrados 6 mixtos en uno solo.

Los niimeros que se reanen ¢ se suman se llaman sumandos, y el
resullado de la adicion se llama suma.

Para indicar que varios numeros se han de sumar, se pone
enlre ellos el signo —+. Asi, 18 + 9 + 5 quiere decir que el
pumero 18 se ha de sumar con el nimero 9, y la suma de eslos
dos con el nimero 5. Esta suma se puede hallar anadiendo al
numero 18 una & una las unidades del 9, y 4 la suma 27 una &
una también las unidades del o. De este modo se hallard que la
suma de los tres nimeros es 52: Juego 18 + 9 + 5 = 32 (*).

Los numeros 18, 9 y 5 son los sumandos, y 52 es la suma.

Para sumar numeros enleros, se colocan unos debajo de otros, de
manera que se correspondan las cifras de iqual orden, Se suman en
sequuda las unidades sumples, y si esta suma contiene una 6 mas dece-
nas, se quardan para anadirlas d la suma de las decenas, y solo se es-
criben las unidades restantes, Se suman las decenas, y si esta suma con-
liene una 6 mds cenlenas, se guardan para anadirlas d la suma de las
cenlenas, y solo se escriben las decenas restanles; y asi sucesivamente.

El resultado hallado de este modo contiene todas las - unidades,
todas las decenas, todas las cenlenas, ete., de los sumandos, y por
tanto, es la suma pedida.

Aunles de hacer uso de esta regla, se ha de saber sumar de

memoria un nimero cualquiera con otro de una cifra. Por ejem-
plo, 35 y 6 son 41, 68 y 9 son 77, 143 y 8 son 151.

(*) La reunion por medio del signo==de dos niimeros iguales se |lama
igualdad. El nimero que esta 4 la izquierda del signo = se llama primer
miembro de la igualdad, y el niimero que esta & la derecha se llama sequn-
do miembro.

L
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Ejemplo. Hallar la suma de los niimeros 49839, 287, 321
y 4502.

Disposicion de esta operacion.

49839

Eg I Sumandos.

4502
54949 Suma.

ARTICULO 2.°
SUSTRACGCION DE LOS NOUMEROS ENTEROS ABSTRACTOS.

5. Definicion general.

Se lama sustraccion una operacion coutraria de la adicién, y
cuyo objeto es, conociendo la suma de dos nameros cualesquiera y
uno de estos niimeros, hallar el olro ntimero.

La suma dada toma el nombre de minuendo, el sumando cono-
cido el de sustraendo, y el sumando incognito el de resto de la
sustraceion, exceso del minuendo al sustraendo 6 diferencia entre
minuendo y sustraendo.
~ Por consiguiente, el minuendo es igual a la suma del sustraendo
y reslo. :

El resto, que es el nimero que falta al sustraendo para com-
pletar el minuendo, podra hallarse evidenlemente quilando del
minuendo el sustraendo. Por consiguiente, en Aritmélica se puede
dar esta otra definicion de la sustraccion: la sustraccion es una
operacién cuyo ohjeto es quitar 6 restar de un ntinero otro menor.

Para indicar la sustraccién, se eseribe el signo — entre minuendo
y sustraendo. Asi, 9 — 4 quiere decir que del nimero 9 se ha de
restar el nimero 4. Como el niimero que falta al 4 para componer
J es 5, tendremos 9 — 4 = 5. El minuendo es 9, el sustraendo 4 y
el resto 5. -

6. Segun la deflinicion de la sustraccién, es evidente que: Si al
minuendo se anade 0 resta un numero cualquiera, el resto aumentard
0 disminuird en el mismo numero; si al sustraendo se aiade 6 resta
un numero cualquiera, el resto disminuird 6 aumentard en el mismo
nimero. De donde se infiere que: Si d minuendo y sustraendo se anade
¢ resta un mismo numero cualquiera, el resto no variard; porque en
el primer caso, el resto aumenta en tanto cuanto se anade al mi-
nuendo, y disminuye en tanto cuanto se anade al sustraendo; y
pues suponemos que a minuendo y sustraendo se anade el mismo
numero, el resto no sufre alteracion. En el segundo caso, el resto
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disminuye en tanto cuanto disminuye el minuendo, y aumenta eu
tanlo cuanto disminuye el sustraendo; luego lampoco en este caso
varia el resto.

Para restar un numero entero de olro entero mayor, se coloca el
sustraendo debajo del minuendo, de modo que se correspondan las
crfras de vgual orden. Se restan en sequida las unidades simples del
sustraendo de las del minuendo, y se escribe el resto; se restan las
decenas del sustraendo de las del minuendo, y se escribe el resto; y
asi suceswwamente,

Ll resultado hallado por esta regla serd el resto de la sus-
traccion, pues que se restan del minuendo todas las partes del
sustraendo.

Puede suceder que una cifra del sustraendo sea mayor que la
correspondiente del minuendo: entonces, para efectuar con facilidad
la operacion, se ainaden & la cifra del minuendo diez unidades de
su orden, y en seguida se anade al guarismo siguiente del sus-
traendo una unidad de su orden, la cual vale diez unidades de las
del orden inmediato anterior. De este modo se anade 4 minuendo y
sustraendo un mismo mimero; lo que no altera al resto.

Anles de hacer uso de la regla de la sustraceion, se ha de saber
restar de memoria un nimero de una cifra de otro que le exceda en
menos de diez unmidades. Por ejemplo, de 5a 9 van 4, de 7 &4 16
van 9, de 3 4 11 van 8.

Ejemplos.
1. Hallar la diferencia que hay entre los nimeros 767543
v 558901. '
Disposicion de esta operacion.
767543 Minuendo.
538901  Sustraendo.

220642 Resto o diferencia.

Decimos: de 1 a 3 van 2, que se escribe debajo; de 0 & 4 van 4;
de 9 & 5 no puede ser, por lo que anadimos 10 & 5, y diremos de 9
a 15 van 6. Ahora anadimos 1 4 la cifra signiente 8 del sustraendo,
y diremos de 9 & 7 no puede ser; pero anadiendo 10 4 7, se dira de
g g ;7 varé 8. Anadiendo 1 a la cifra 3, diremos de 44 6 van 2, de
. van 2.

2.° Restar del namero 380005 el numero 127894.

280005
127894

252111
De4abvad;de9d0no puede ser, por lo que anadimos 10
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a 0, y diremos de 9 4 10 va 1. Anadiendo ahora 1 & la cifra 8, se
dirade9ai0val,de8a10van2,de 3a8 vand, del a3 van 2.

ARTICULO 3.°

MULTIPLIGACION DE LOS NUMEROS ENTEROS ABSTRACTOS.

7. Definicion general.

Multiplicar un namero entero, quebrado ¢ mixto, por olro
enlero, quebrade 6 mixto, es hallar un lercer nimero que sea
respecto del primero lo que el segundo es respecto de la unidad.

El nimero que se mulliplica se llama multiplicando, el niimero
por quien ésle se multiplica se llama multiplicador, y el resullado
se llama producio.

Segin la definicion de esta operacién, multiplicar 7 por 5 es
hallar un namero que sea respecto del multiplicando 7 lo que el
mulliplicador 5 es respecto de la unidad; y pues el multiplicador
D es cinco veces mayor que la unidad, el producto deberd ser
cinco veces mayor que el multiplicando 7; luego el producto sera
7+74+T7+T7+4+175635.

Vewos que, si el multiplicador es un niimere enlero, el pro-
ducto contiene al multiplicando tanlas veces como unidades Lliene
el multiplicador. Por consiguiente, en el caso en que el multipli-
cador sea enlero, se puede dar esla otra definicion de la mullipli-
cacion: Multiplicar un nimero cualquiera, entero, quebrado 6 muxto,
por un enltero, es hallar un tercer nimero que contenga al primero
tanlas veces, 0 que sea lanlas veces mayor que el primero, como
unidades tiene el segundo; 6 bien, mullsplicar unnibnero cualquiera
por un entero, es lomar o repetir el primero tanlas veces cowmo
anidades lieve el segundo.

Para indicar que un niimero se ha de multiplicar por olro, se
escribe entre los dos el signo >< 6 un punto. Asi, 7>< 356 7.3
quiere decir que el nimero 7 se ha de multiplicar por 3. El pro-
ducto sera, segin la definicion, 7+ 7 4=7 6 21; luego 7 >< 3 =21.
El multiplicando es 7, el multiplicador 3 y el producto 21.

El multiplicando y el multiplicador se llaman factores del pro-
ducto.

8. Segun la definicion de la multiplicacion, pudiera hallarse
el produclo de un numero enlero por otro eulero, repitiendo el
multiplicando tanlas veces como unidades tiene el multiplicador;
pero esla operacion seria sumamente larga en el caso en que el
multiplicador fuese un niero grande, y nosolros nos proponemos

ahora explicar un método mucho més sencillo que el que resulla
inmediatamente de la definicion.
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Distinguiremos tres casos:

1.° Multiplicar un ntimero de una cifra por otro también de
una cifra.

2.° Maualtiplicar un nimero de varias cifras por otro de una sola
cifra.

3.° Multiplicar dos ntimeros de varias cifras.

I.e» caso. La multiplicacion de un ntmero de una cifra por
olro de una cifra, se efectia facilmente por la siguiente

Tabla de multiplicacidn.

—

2 por 0... 3por0... 0
2 por ... 3 pord... 3
2 por 2... 3 por2... 6
2 por 3... dpord... 9
2 por k... 3 por &... 12
2 por B... 3 por 5... 15
2 por 6... 3 por6... 18
2 por 17... 3 por 7... 24
2 por 8... 3 por 8... 24
2 por 9... 3 por 9... 27

L] - L] - LY L] L] L] -
=== = = B e [ B e B Y e Y e
L] L] L L] L ] L ] L]
ﬁm-&ﬂi-ﬂt#-mhﬂﬂ-ﬂ.

Ll
L] £l L

7 por 0... 8 por0... 0 ]
7 por ... 8 pori... 8
Tpor?2..4% | 8por?2...416 |
Tpord...21 | 8 por3.., 24
7 por &£... 28 | 8 por 4... 32
7 por 5... 35 | 8 por 5... &0
7 por6... 42 | 8 por6... &8
7porT... 49 | 8 por7... 56
7 por8...56 | 8por8... 64
7 por 9... 63 | 8 por9... 72

Es necesario, para hallar el producto con brevedad en los des
casos que siguen, saber de memoria esta tabla.

9. 2. caso. Para multiplicar un nimero de varias c¢ifras por
otro de una sola, se mulltplican sucesivamente las unidades simples,
las decenas, las cenlenas, elc., del multiplicando por el mulliplicador;
se escribe la cifra de las unulades de cada producto parcial, y se
guardan las decenas para anadirlas al producto parcial siquiente (¥).

El resultado obtenido de este modo contiene las unidades,
decenas, centenas, elc., del multiplicando repetidas tanlas veces

= s = R

(*) Entendemos aqui por producto parcial el producto de cada cifra del
multiplicando por la cifra de (ue consta el multiplicador.
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como unidades liene el multiplicador, 6 lo que es igual, el resul-
tado contiene & todo el mulliplicandn tanlas veces como unidades
liene el multiplicador; luego dicho resultado es el producto pedido.

Ejemplos.
1.° Multiplicar 6835 por 4.
Disposicidn de esta operaciin.

6835 Multiplicando.
4 Multiplicador.

97340 Producto.

Diremos: 5 por 4 son 20, que consla de dos decenas y ninguna
unidad: escribimos, pues, 0 en el lugar de las unidades, y guar-
damos las dos ilecenaa- 5 decenas por 4 son 12 decenas, y dos del
producto pareial anlerior son 14 decenas: eseribimos 4 en el Iugar
de las decenas y guardamos una centlena; 8 centenas por 4 son 52
centenas, y 1 cenlena del produclo parcial anterior son 33 cente-
nas: escribimos 3 en el lugar de las centenas, y guardamos 3 mi-
llares; 6 millares por 4 son 24 millares, y 3 millares del producto
parcial anterior son 27 millares: escribimos 7 en el lugar de los
millares, y en seguida, como no hay més cifras en el multiplicando,
escribimos las dos decenas de millar,

2.  Multiplicar 69032 por 7.

69032
¥

483224

Decimos: 2 por 7 son 14: escribiremos 4 y llevamos 1; 3 por 7
son 21 y 1 son 22: escribimos 2 y llevaremos 2; 0 por 7 es 0 y 2
son 2, que lo escribimos; 9 por 7 son 63: escribiremos y lleva-
remos 6; 6 por 7 son 42 y 6 son 48: escribiremos el 8 y & conli-
nuacion y delante el 4.

10. Antes de enlrar en el lercer caso, consideraremos dos de
sus casos particulares: 1.° Multiplicar un niimero entero por 1u,
100, 1000, ete. 2.° Multiplicar un nimero entero por cnalquiera
de las cifras significativas 2, 5, 4,..., 9 seguida de uno 6 mas
CEros.

1.0 Para mulliplicar un ntmero entero por 10, se escribe un cero
a su derecha; pues de este modo las nnidades del nimero pasan &
ser decenas, las decenas a cenlenas, etc., es decir, que lodas las
partes del nimero se hacen 10 veces mayores, y por tanto, el ni-
mero se hace 10 veces mayor 6 se multiplica por 10.
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Del mismo modo se demuestra que: Para multiplicar un nimero
entero por 100, se escriben dos ceros d su derecha; para mul -
tiplicar un numéro entero por 1000, se escribem fres ceros d su
derecha, elc.

Asi, 128 >< 10 = 1280; 34 > 1000 = 54000.

2.° Paramulliplicar un numero entero por cualquiera de las cifras
significativas 2, 3, 4,..., 9 seguida de uno 6 mas ceros, se multiplica
el numero por dicha cifra, y a la derecha del prolucio, hallado ast,
se escriben lanlos ceros como tiene el mulliplicador.

Sea el multiplicando 327 y el multiplicador 400: el producto
sera 927 tomado 400 veces por sumando. Hsta suma indicada
527 + 327 4+ 327 =+~ ... =+ 327, en la cual 327 entra 400 veces,
puede dividirse en grupos de a cuatro sumandos, y es evidente
gue en los 400 sumandos existirin 100 de estos grupos. Gada
grupo vale 327 > 4 6 1308: luego el producto lotal se hallard
haciendo & este nimero 100 veces mayor, es decir, eseribiendo dos
ceros a su derecha; lo que demuestra la verdad de la regla.

Disposicion de esta operacion.

927
400

150300

11. 3.2 caso. Multiplicar 7246 por 4908.

El producto se hallard repitiendo 4908 veces el multiplicando,
0, lo que es igual, repitiendo el multiplicando 8 veces, después
900 veces, después 4000 veces, y sumando estos tres productos
parciales. Kl multiplicando repetido 8 veces da el producto parcial
57968. Para repetir dicho multiplicando 900 veces, 6 multiplicarle
por 900, no habrd mas que muliiplicarle por 9, y escribir en
seguida dos ceros & su derecha (10, 2.%), lo que da el producto
parcial 6.521400. En fin, para multiplicar el multiplicando por
4000, se multiplicard por 4 y se escribirdn tres ceros a su derecha:
luego el tercer producto parcial es 28.984000. El produclo lotal
es la suma 35.063568 de estos lres productos parciales.

Observemos que los ceros que acompanan al segundo y tercer
produclos parciales son intililes, si para sumar eslos Lres productos
parciales se coloca la cifra inmediala & eslos ceros en el lugar en
que por su valor relativo la corresponde.

Luego: Para mulliplicar un nimero de varias cifras por olro que
también tenga varias cifras, se mulliplica el multiplicando por cada
afra significativa del mullsplicador, y los productos parciales se co-
locan unos debajo de otros de modo que la primera cifra de la derecha
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de cada uno de ellos ocupe el mismo lugar que la cifra correspondiente
del multiplicador; y después se suman los productos parciales (*).

Disposicidn de esta operacion.

7246  Multiplicando.
4908 Multiplicador.

57968
6521400 ; Produclos parciales.
28984000

535563368 Producto tolal.

Ejemplo. 5405214
700893

16209642
48628926
43225712
37822498

3787074870102

12. En el caso que estamos considerando puede suceder que
uno solo de los factores lermine en uno 6 mas ceros, 6 que los dos
factores lerminen en uno 6 mds ceros: veamos como en lales easos
debe efecinarse la multiplicacion.

1.° Sea, por ejemplo, 5400 >< 32: el producto se hallara repi-
tiendo el namero 5400 6 54 centenas 52 veces; es decir, que el
producto serd (54 > 52) centenas = 1728 centenas = 172800,
producto que ha resultado de multiplicar 54 por 32 y escribir dos
ceros a su derecha. | -

92.°  Sea 54 el multiplicando y 5200 el multiplicador; el pm\z\
ducto se hallard repitiendo 54 3200 veces. La suma indicadaX
54 4+ b4 + 54 + ... + B4, en la que el namero 54 estd repetido )
3200 veces, puede dividirse en grupos de & 32 sumandos; y es |
claro que en dicha suma existirin 100 de eslos grupos: cada
grupo valdra 54 >< 52 = 1728: luego el produclo total se hallara

(*) En la exposicién de las verdades matematicas pueden seguirse dos
motodos Illamados analitico y sintético. Se sigue el método analitico cuan-
do se halla la verdad, propouiéodose un problema y resolviéndolo, y se
enunucia en sezuida la verdad hallada. Se sigue el metodo sintético cnan-
do se enuncia desde luego la verdad, y se da eu segnida la demostracién.

En la exposicion del tercer caso de la multiplicacién hemos seguido el
método analitico; en la exposicion de las verdades anteriores hemos se-
guido el método sintético.
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multiplicando por 100 este niimero, lo que da 172800, producto
que ha resultado de multiplicar 54 por 32 y escribir dos ceros  la
derecha del producto 1728 de estos dos niimeros.

3.° Sea el multiplicando 5400 y el multiplicador 320; el pro-
ducto serd 5400 tomado 520 veces por sumando. Esta suma puede
descomponerse en 10 grupos de & 32 sumandos: cada grupo vale
9400 >< 32, que sabemos equivale 4 172800; luego los 10 grupos
valdran 1723000, nimero que ha resultado de multiplicar 54 por
32 y escribir res cerus & la derecha del producto 1728 de estos
dos utimeros.

Luego: Para multiplicar un nimero por otro, cuando el uno ¢ los
dos terminan en ceros, se prescinide de estos ceros, se multiplican los
dos mimeros reslanles, y d la derecha de su producto se escriben
tantos ceros como hay d la derecha de los dos factores,

E‘j%mpiﬂs. 1.°  Multiplicar el ntimero 478000 por el niime-
ro 308.

Disposicion de esta operacién,

478000
U8

3024
1454

147224000
2. Multiplicar 178 por 1800.
178
1800

1424
178

320400
3.°  Multiplicar el nimero 17080 por 5600.
17080
5600

10248
3540

95648000
Nora. En la praclica de Ia multiplicacion es conveniente, para
la brevedad, tomar por multiplicador el factor que tiene menor
nimero de cifras significativas: el producto sera siempre el mismo,
cualquiera que sea el factor que se lome por multiplicador, segin
se demuestra vu la proposicion siguiente,
13. Teorema. Kl producio de dos numeros enteros no varia
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aunque se tome el mulliplicando por multiplicador, y éste por multi-
plicando (*).

Tomemos dos niimeros enteros cualesquiera, por ejemplo 35 y
§28: vamos & demostrar que 35 > 128 = 128 x< 35.

Eun efecto, 35 =1 + 1 41 4+ ... 4+ 1, entrando 1 en esle
segundo miembro 55 veces. Mullipliquemos ambos miembros de
esta igualdad por 128, y observando que el segundo miembro se
mulliplicara por 128, 6 se hard 128 veces mayor, si cada una de
sus unidades se hace 128 veces mayor, lendremos 35 >< 128 =
128 + 128 + 128 + ... + 128. En este segundo miembro 128 en-
tra 55 veces: luego esle segundo miembro es el producto de 128
por 39; luego 55 >< 128 = 128 >< 55.

14. Un namero se llama duplo o doble de otro, cuando contiene
a ésle dos veces exaclamente, Asi, 12 es duplo de 6.

Uu numero se llama friplo de otro, cuando contiene & éste tres
veces exacltamente. Asi, 15 es triplo de 5.

Un niwero se llama cuddruplo de otro, cuando contiene & ésle
cualro veces exaclamente. Asi, 20 es cuddruplo de 5.

Del mismo modo, si un namero contiene & otro 5, 6, 7, 8, 10 6
100 veces, se llama respectivamente quintuplo, sextuplo, séptuplo,
dctuplo, décuplo 6 céntuplo de esle olro.

15. BSi un ntmwero cualquiera entero, quebrado ¢ mixto se
divide en 2, 5, 4, 5,..., 10, 11, 12, 13, elc., parles iguales, estas
partes se llaman respectivamente medios 6 mitades, tercios 6 terce-
ras parles, cuarlos 6 cuartas partes, quinlos 6 quinlas partes,...,
décumos 0 décinas partes, onceavos, doceavos, treceavos, etc., del
misuo numero,

ARTICULO 4,0

DIVISION DE LOS NUMEROS ENTEROS ABSTRACTOS.

18. Definicion general. ! H

La division es una operacion inversa de la multiplicacion, y cuvo
objeto es, conociendo el producto de dos factores cualesquiera v
uno de esos factores, hallar el otro factor.

El producto dado toma el nombre de dividendo, el factor cono-
cido el de divisor, y el factor incognilo el de cociente.

Por consiguiente, el dividendo es igual al producto del divi-

(*) Se llama azioma una verdad evidente,

El todo es mayor que una de sus partes.

Dos cantidades ignales 4 una tercera son iguales entre si.
Se llama teorema una proposicion no evidente por si misma, y cuya

verdad se prueba por medio de un razonamiento llamado demostracién.

Axiomas.
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sor por el cociente, 6 al producto del cociente por el divisor (*).

Para indicar la division, se escriben dos puntos entre el divi-
dendo y divisor. Asi, 35 : 7 quiere decir que 35 se ha de parlir &
dividir por 7; y como 5 es el numero que multiplicado por 7 da
35, tendremos 35 : 7 = 5. El dividendo es 35, el divisor 7 y el
cociente 3.

La division de dos niuneros enleros se llama exacla, cuando el
cociente es el enlero, ¢ ineracla en el easo conlrario.

Por ejemiplo, la divisién de 24 dividido por 6 es exacla, pues
el cocienle es el entero 4; v la divisién de 26 dividido por 6 es in-
exacla, puesto que el cociente debe ser mayor que 4 y wenor que 9.

En la division inexacta el mayor niimero enlero que conliene ek
cocienle, se llama cociente entero.

17. De la definicion de la division resultan las consecuencias
siguientes:

1.*  Cuando el dividendo es un niimero cualquiera entero, quebrado
6 mirto, y el divisor es enlero, el cocienle es lanias veces menor que ek
dividendo como unidades tiene ¢l divisor, 6 lo que es igual, el cocienle
es una de tantas partes iquales del dividendo como unidades tiene el
divisor, pues el cocicnte, multiplicado por el divisor 0 tomado lan-
tas veces como unidades tiene el divisor, debe dar, segin la defini-
cion, el dividendo.

Asi, el cociente que se halla partiendo un nimero cualquiera
entero, quebrado 6 mixto por 2, 3, 4, ete., es un numero 9. %
4, ete., veces menor que el dividendo, 6 lo que es igual, es su
mitad, su lercera parle, su cuarla parle, ele.

2.8 El cocienle de una division exacla indica el mimero de veces
que el dividendo contiene al divisor; pues, segun la definicion, el
divisor, multiplicado por el cociente ¢ lomado tanlas veces como
unidades tiene el cociente, debe dar el dividendo.

5.5 El cociente entero de una division inexacta indica el mayor
niimero de veces que el dividendo contiene al divisor; pues el divisor,
tomado tantas veces como unidades Liene el cociente entero, da una
suma menor que el dividendo, y tomado una vez més da una suma
mayor que el dividendo. 3

Segiin eslo, para hallar el mayor nimero de veces que un nu-
mero contiene & otro, se divide el primero por el segundo, y ef
cociente enlero sera este numero de veces.

En la division inexacta el niunero que sobra, despues de

(*) Hemos demostrado (13) que: El producto de dos numeros enieros no
varia, aunque se tome el multiplicando por multiplicador y éste por multi-
plicando, Este teorema es cierto para dos nameros cnalesquiera, como 4 sw
tiempo demostraremos.
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restar del dividendo el producto del divisor por el cociente entero,
se llama residuo. Es evidente que el dividendo es igual al producto
del divisor por el cociente entero mas el residuo.

El residuo debe ser menor que el divisor; pues si fuese igual 6
mayor, el divisor estaria ain conlenido en el dividendo una 6 mas
veces, y por consiguiente, el cociente entero hallado seria menor
que el verdadero.

18. Hemos visto que si la division es exacta, el cociente es el
nimero de veces que el dividendo contiene al divisor; y que si es
inexacla, el cocienle entero es el mayor numero de veces que el
dividendo contiene al divisor: por consiguiente, el cociente, exacto
6 entero, puede hallarse restando el divisor del dividendo todas las
veces que se pueda, y este nimero de veces sera dicho cociente.
Mas aunque en todos casos puede seguirse esla regla, la ope-
racion seria muy larga, cuando el cociente exacto ¢ entero fuese
bastanle grande, como sucede comunmente. El método que vamos
a explicar es mucho mas breve (*).

- Distinguiremos Lres casos:

1.° El cociente tiene una cifra, teniendo el dividendo una 6 dos
cifras y el divisor una.

2.° El cociente tiene una cifra, teniendo el dividendo y el divi-
sor varias cifras. %

3.° El cociente tiene varias cifras.

19. 1. caso. Si el dividendo tiene una 6 dos cifras y el
divisor tiene una sola, el cociente se hallara facilmente, puesto
que, multiplicado por el divisor, debe dar el dividendo, Asi,
8:4=272:9=28;67:7 =9 y quedan 4 de residuo.

Estos cocientes se hallan diciendo: 8 entre 44 2, 6 la cuarta
parte de 8 2; 72 entre 9 & 8, 6 la novena parte de 72 3; 67 entre
7 49 y sobran 4, 6 la séptima parte de 67 9 y sobran 4.

20. 2.° caso. Sea el dividendo 35845 y el divisor 4797.

Disposicion de esta operacion.

Dividendo. 35845 | 4797 Divisor.

T ——-

28076 |8...7 Cociente.
33579 3

Residuo. 2266

(¥) Advertimos que por la palabra cocient¢ entenderemos en este
articulo cociente entero, si la division es inexacta.

2

-.\.‘\"-\._
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Si multiplicamos el divisor por 10, el producto 47970 es mayor
que el dividendo; luego el cociente es menor que 10, 0 liene una
cifra.

Para hallar esle cociente, se observara que si prescindimos de
todas las cifras que estdin & la derecha de la primera 4 del
divisor, y de igual niimero de cifras de la derecha del dividendo,
tendremos 35 millares en el dividendo y 4 millares en el divisor,
nimeros poco menores que los propuestos; por lo que el coeiente
8 de dichos numeros no debe diferenciarse mucho del cociente
verdadero. .

Decimos ahora que el cociente de los millares del dividendo,
divididos por los del divisor, es el cocientle verdadero, ¢ es mayor
que el verdadero, En efeclo, supongamos que se haya hallado el
cociente verdadero: siendo el dividendo igual al producto del
divisor por el cocienle entero, mas el residuo si la division es
inexacta, los millares del dividendo contendran los millares que
resullan del producto de los millares del divisor por el cociente
verdadero, mas los millares que pueden resultar del producto,
sumado con el residuo, de las cenlenas, decenas y unidades del
divisor por el cociente verdadero. Es evidente que este ultimo mi-
mero de millares puede ser menor que el conlenido en el divisor; mas
por el contrario, dicho Gltimo niimero de millares puede ser mayor
que el conlenido en el divisor, pues solo el producto de las cente-
nas, decenas y unidades del divisor por el cocienle verdadero puede
dar tantos 6 mas millares que los que contiene el divisor, y solo
el residuo puede dar también tantos millares como contliene el
divisor. Por consiguiente, si dividimos los millares del dividendo
por los del divisor, el cociente sera el verdadero 6 mayor que el
verdadero. .

Para comprobar la cifra del cociente, se multiplicara por el
divisor, y si el producto no es mayor que el dividendo, dicha cifra
serd buena, Pero si el producto es mayor que el dividendo, serd la
cifra demasiado grande; se la disminuird en una unidad, y la cifra
nueva se sometera a la misma comprobacion. -

Multipliquemos, segtn esto, la cifra 8 por el divisor 4797: el
producto 58376 es mayor que el dividendo, por lo que la cifra 8§ es
demasiado grande. Tomemos la cifra 7 por cociente, y multiplican-
dola por el divisor, el producto 33579 es menor que el dividendo;
luego 7 es el cociente verdadero. Restando del dividendo el produe-
to 33579, quedan 2266 de residuo.

Podemos, pues, enunciar la regla siguiente:

Para dwidir un numero de varias cifras por olro que también
tenga varias cifras cuando el cocienle no tiene mds que una, se ve en
primer lugar sv el dividendo tiene tantas cifras como el divisor, 6 si
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tiene una mds; en el primer caso se divide la primera cifra de la
1zquierda del dividendo por la primera de la izquierda del divisor,
y en el sequndo se diwide el nimero que componen las dos primeras
cifras de la izquierda del dividendo por la primera de la izquierda
del divisor: el cociente que resulte serd el verdadero ¢ mayor que el
verdadero. Para comprobar este nimero, se multiplica el divisor por
el, y si el producto es mayor que el dividendo, serd dicho nimero
demasiado grande; pero sv el producto es igual 6 menor que el divi-
dendo, el mismo nimero serd el cociente pedido. Si el cociente hallado
es demasiado grande, sele disminuye en una unidad, y la nueva cifra
se comprueha del mismo modo. Hallado el cociente verdadero, su
producto por el divisor se restard del dividendo y se tendra el residuo.

21. Conviene ejercilarse en hallar el residuo, efectuando la
multiplicacion y la sustraccion al mismo tiempo; para lo cual sers
necesario, cuando el producto parcial que se (uiera reslar sea
mayor que la cifra del dividendo, de la cual se resta, anadir 4 esta
cifra las unidades suficientes del orden superior inmediato, para
que la sustraccion sea posible; y para que el resto no padezea
alleracion, se anadirdn olras tantas unidades al producto parcial
siguienle: de este modo se anade & minuendo y sustraendo una
misma cantidad, y por tanto, el resto no se altera.

Asi, en el ejemplo propueslo, siendo 8 la cifra que primera-
mente tomamos por cociente, diremos: 7 por 8 son 56, que no se
puede restar de la cifra 5 del dividendo, por lo que anadiremos &
esla cilra 6 decenas, y restando el 56 de 65, quedan 9 de resto.
Ahora 9 decenas por 8 componen 72 decenas, 4 cuyo producte
anadiremos las 6 decenas que habiamos anadido antes al minuen-
do, con lo cual tendremos 78 decenas, que no pueden restarse de
4 decenas, y por eso anadiremos al 4 8 centenas; y efectuando
Ja sustraccion, hallaremos 6 de reslo: 7 centenas por 8 son 56
cenlenas, y 8 cenlenas que debemos anadir, por haberlas anadide
al minuendo, componen 64 centenas, que restadas de 63 centenas,
dejan 4 de resto: 4 millares por 8 son 52 millares, y 6 que debemos
,anadir, componen 38 millares, que no se pueden restar de 35
millares; lo que indica que la cifra 8 tomada por cociente es de-
masiado grande, pues el producto del divisor por 8 pasa de 38000,
siendo asi que el dividendo no llega 4 36000.

Tomemos ahora el 7 por cociente, y diremos: 7 por 7 son 49, 4
95 van 6 y llevamos 5; 9 por 7 son 63 y 5 son 68, 4 74 van 6 y
llevamos 7; 7 por 7 son 49 y 7 son 56, &4 58 van 2 y llevames 5;
4 por 7 son 28 y 5 son 33, 4 55 van 2.

i
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He aqui efectuada esta operacion.
35645 | 4797
46918...7
2266 ‘
22. Es preferible la siguiente comprobacién de la cifra deF
cociente:
Se multiplica esta cifra por la primera de la izquierda del divesor,
se resta el producto del dividendo parcial que se haya tomado para
hallar dicha cifra: si el resto parcial que resulta es igual 6 mayor que
la cifra en cuestion, ésta serd buena; pero s es menor, se coloca @ su
derecha la cifra siguiente del dividendo, y se vuelve a multiplicar la
cifra del cociente por la sequnda del divisor, Este nuevo produclo po-
drd ser, 6 no, mayor que el mimero que forman el resto parcial y la
cifra colocada d su derecha: si es mayor, la cifra hallada es demastado
grande; sino es mayor, se resta del mimero formado por el resto par-
cial, y la cifra colocada d su derecha, si el nuevo resto parcial es iguab
6 mayor que la cifra del cocienle, ésla sera buena; pero st es menor,
se coloca d su derecha la cifra siquiente del dividendo; y se conbintia
del mismo modo hasta que se lleque d un producto parcial de la cifra
dudosa por una del divisor, producto que sea mayor que el ntumero
formado por el resto parcial respeciivo y por la cifra siquiente del
dividendo, en cuyo caso la cifra del cociente es demasiado grande; ¢
hasta que se llegue d un resto parcial igual 6 mayor que la cifra que
se comprueba, y entonces esla cifra es la verdadera.

Ejemplos. 1.° 35845 | 4797

.

2266 | 7

Diremos: 35 entre 4 4 8. Tomese mentalmente el 8 por cociente,
multipliquese por la primera cifra 4 del divisor, y restando este
producto parcial de 35, hallaremos el reslo parcial 3, que es menor
que la cifra 8 que se comprueba, por cuyo motivo imaginemos 4 su
derecha la cifra siguiente 8 del dividendo, y tendremos 38: vuél-
vase 4 multiplicar el 8 por la segunda cifra 7 del divisor; y como
el producto parcial 56 es mayor que 38, el cociente hallado G es
demasiado grande.

En efecto, el producto de 8, por el divisor, consta de 52 milla-
res, H6 cenlenas, etc.; y el dividendo sblo tiene 32 millares, 38
centenas, ele.: luego la cifra 8 es demasiado grande.

Tomemos ahora la cifra 7 por cociente, y multiplicandola per
4, v restando el producto parcial 28 de 55, hallaremos el reste
pareial 7, igual 4 la cifra que se comprueba; luego esta cifra es
buena.
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Para demostrarlo, observemos que las centenas, decenas y uni-
dades del divisor componen un ntimero menor que 1000, y por lanto
el producto de este namero por 7 es menor que 7000; pero como
<l resto parcial es 7 y el lotal 7845, el dividendo se compone de 28
wmillares y 7845 unidades, mientras que el producto del divisor
-‘mr 7 solo consta de 28 millares y de un nimero menor que 7000:

uego la cifra 7 no és mayor que la verdadera; y como ya hemos
:riisln que 8 es demasiado grande, resulta que 7 es la cifra verda-
dera.

2 . 2381|572

093 | 4

Decimos: 23 entre 5 & 4. Tomemos mentalmente la cifra 4 por
<ociente, multipliquese por 5, y restando el producto parcial 20 de
95 hallaremos el resto parcial 5 meunor que la cifra que comproba-
mos. Imaginemos 4 la derecha del resto 3 la cifra siguiente 8 del
dividendo, y tendremos 38: mullipliquemos 4 por 7, y restemos el
producto 28 de 38,y quedan 10 de uuevo resto parcial, el cual,
.como es mayor que 4, nos dice que esta cifra es buena.

En efecto, las unidades del divisor no 'llegan & 10; luego su
producto por 4 es menor que 40: siendo el iltimo resto parcial 10
v el total 101, vemos que el dividendo consta de 57 >< 4 decenas
y de 101 unidades, mientras que el producto del divisor por 4 sdlo
consta de 57 >< 4 decenas y de un niumero menor que 40: luego
la cifra 4 no es mayor que la verdadera del cociente; y como el
cociente es evidentemente menor que 5, se ve que 4 es el cociente
werdadero.

3.° 8534 | 4256

—_—

0062 | 2

Decimos: 8 entre 4 & 2. Tomese mentalmente el 2 por cocien-
te, y multiplicindole por 4 y restando el producto 8 de la primera
cifra 8 del dividendo, queda 0 del resto parcial; y como este resto
es menor que la cifra en cuestion 2, imaginemos & su derecha la
cifra siguiente 5 del dividendo: volvamos a multiplicar la cifra 2
por la segunda 2 del divisor, y restando el producto parcial 4 de 5,
queda 1 de resto; y como este resto parcial es menor que la cifra
que se comprueba, imaginemos a su derecha la cifra siguiente 3 del
dividendo y volvamos 4 multiplicar 2 por la tercera cifra del divi-
sor, y restando el producto parcial 6 de 13, encontraremos el nue-
o reslo parcial 7, que, como es mayor que la cifra 2 que compro-
bamos, nos advierte que esta cifra es la que se busca.
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Para demostrarlo, vemos que la cifra 6 de las unidades del
divisor es menor que 10; luego su producto por 2 es menor que 20:
el dividendo se compone de 423 >< 2 decenas y de 70 unidades,
mientras que el producto del divisor por 2 sdlo consta de 423 >< 2
decenas y de un numero menor que 20: luego la cifra 2 no es ma-
yor que la cifra verdadera del cociente; y como el cociente no pue~
de llegar 4 3, se infiere que 2 es la cifra verdadera del cociente.

4.° 096321 | 68524

—————

49729 | 8

Decimos: 59 entre 6 & 9. Tomemos mentalmente el § por co-
ciente y diremos: 6 por 9 54 a 59 5, 8 por 9 72 mayor que 56; el
niunero 9 es demasiado grande.

En efecto, el dividendo eonsta de 54 decenas de millar, de 56
millares, etc., y el producto del divisor por 9 contiene 54 decenas
de millar, 72 millares, etc., es decir, que el producto del divisor
por 9 es mayor que el dividendo; luego el 9 es demasiado grande.

Tomemos el 8 por cociente, y diremos: 6 por 8 48 4 59 van més
que 8; el 8 es cifra buena.

En efecto, los millares, centenas, decenas y unidades del divisor-
componen un nimero menor que 10000, y por consiguiente el pro-
ducto del divisor por 8 consta de 48 decenas de millar y de un ni-
mero menor que 80000, mientras que el dividendo consla de 48 de-
cenas de millar y de un niimero mayor que 80000; luego el 8 no es:
mayor que la cifra verdadera del cociente: tampoco es menor, pues-
para eslo seria menesler que el cociente fuese por lo menos 9, con-
tra lo demostrado; luego 8 es el cociente verdadero (*).

23. 3.°r caso. Kl cociente tiene varias cifras.
Sea el dividendo 5798326 vy el divisor 674.

Disposicion.
0798.526|674
406 8602

-

26
2.6
78]

(*) Cuando siguniendo este método de comprobacién, se halla la cifra
buena del cociente, se puede hallar el residuo, sin efectuar la maltiplica-
cién de todo el divisor por el cociente: pues en la comprobacion se ha
restado del dividendo el producto de varias cifras superiores del divisor
por el cociente; lnego para hallar el residuo, sélo falta restar del resto to~
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Escribiendo tres ceros & la derecha del divisor, el producto
674000 es menor que el dividendo; y escribiendo cuatro ceros, el
producto 6 740000 es mayor que el dividendo; luego el cociente se
halla comprendido entre 1000 y 10000, es decir, tiene cualro
cifras. Para hallar la primera cifra del cociente 6 la cifra de los
millares, partimos los 5798 millares del dividendo por el divisor, y
decimos que el cociente 8, hallado segiin se ha explicado en Jos
parrafos 20 y 22, es la cifra de los millares del cociente.

En efecto, el producto 674 >< 8 es menor que 5798; luego el
producto 674 >< 8 millares es menor que los 5798 millares del
dividendo, y con mayor razon serd menor dicho producto que el
dividendo 5798326. El producto 674 >< 9-es mayor que 57938:
luego el producto 674 >< 9 millares serd mayor que los 5798 mi-
llares del dividendo; y como dicho producto es un nuwero justo
de millares, excedera 4 los 5798 millares en uno ¢ mds millares;
pero el dividendo es menor que 5799 millares; luego el producto
674 < 9 millares es mayor que el dividendo. Tenewmos, pues, que
el dividendo estd comprendido entre 674 >< 8 millares y 674 >< Y
millares; luego partiendo el dividendo por 674, el cociente estard
comprendido entre 8 millares y 9 millares; 3 es, por lanto, el
ntitmero de millares del cociente, 6 la primera cifra del cociente.

Esto supuesto, multiplicando la cifra 8 de los millares del co-
ciente por el divisor, y restando el producto del dividendo, el resto
406326 sera el producto del divisor por el numero que forman las
demais cifras del cociente, mas el residuo.

Para hallar Ja primera cifra de las que faltan en el cociente, es
decir, las cifras de las centenas del cociente, partiremos las 4060
centenas del nuevo dividendo por el divisor, y el cociente 6, hallado
como se ha visto en los parrafos 20 y 22, serd la cifra de las ceu-
tenas del cociente; lo que se demuestra del mismo modo que se ha

‘tal que haya quedado en esta comprobacion, el producto de las demas
cifras del divisor por el cociente.

Ejemplos.
4.° 2381 | 57k

38
. 104
Residuwo., 85

2. 78432 | 8742

64
13
&2
Residuo.. 24
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demostrado que la cifra 8 es la cifra de los millares del cociente.

Multiplicando la cifra 6 por el divisor, y restando el producto
del nuevo dividendo, el resto 1926 es el producto del divisor
por el numero que forman las cifras que faltan del cociente, mas
el residuo.

Para hallar la cifra de las decenas del cociente, observemos que,
cualquiera que fuese en este ejemplo la cifra significativa de las
decenas multiplicada por el divisor, daria un producto mayor que
las 192 decenas del nuevo dividendo; luego la cifra de las decenas
es 0, y 1926 es el producto del divisor por las unidades del co-
ciente, mis el residuo. Dividiendo, pues, 1926 poriel divisor, ha-
llaremos la cifra 2 de las unidades, y el residuo 57%{'

24. Como para hallar cada cifra del cociente tpmamos por
dividendo parcial el resto total menos las cifras de orden inferior
al de la que se va & hallar en el cociente, se abrevia la operacién,
no bajando & cada resto parcial mas que una cifra, como se ve en
el ejemplo que sigue:

117 4.23 46295
2892 39804
2373
01546
166

En esle ejemplo, al dividir 28 por 2, para hallar los millares,
hemos principiado por suponer que el cociente que buscibamos
era 9, y becha la comprobacion (22) hemos visto que esta cifra es
buena,

Un cociente parcial no puede ser mayor que 9, pues para esto el
reslo parcial anterior deberia ser mayor que el divisor, lo que no
puede suceder (17), & no ser que la cifra anterior del cociente sea
demasiado pequena.

25. En visla de lo que llevamos dicho sobre el tercer caso de
la division, podremos eslablecer la regla general siguiente:

Para didar un mimero por otro, cuando el cociente tiene varias
cifras, se tomard en la vzquierda del dividendo un nimero que, consi-
derado como de unidades simples, contenga al divisor menos de 10
veces. Se dwvdird este primer dwidendo parcial por el divisor, y se
tendra la primera cifra del cociente; se multiplicard esta cifra por el
dwisor, y el producto se restard del dividendo parcial; 6 la derecha
del resto se colocard la cifra siquiente del dividendo, y se tendrd un
nuevo dwidendo parcial, con el cual se ejecutard la misma operacion
que con el anterior, Se continuard del mismo modo, hasta que se haya
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bajado la ultima cifra del dinidendo, y hallando la ultima cifra del
cociente y el residuo.

Si al hallar una cifra del cociente fuera el dividendo parcial menor
que el divisor, se escribird 0 en el cociente, y se conlinuara la division
como en los demas casos.

Nora 1.* El cociente tiene tantas cifras mas una, cuantas exis-
{en a la derecha del primer dividendo pareial.

Nora 2.* Debiendo ser el residuo menor que el divisor, si se
halla un residuo igual 6 mayor que el divisor, el cociente obtenido
sera demasiado pequeno.

26. Casos particulares.

1.° Cuando el cociente tiene varias cifras, no teniendo el divisor
mas que una, la regla general (25) ensena el modo de hallar el
cociente. Mas por lo comin se adopta en este caso una disposicion
diferente de la ordinaria, pues se omiten el divisor y los restos, y
¢l cociente se escribe debajo del dividendo.

Ejemplo. Dividir 6804521 por 7.

Diremos: 68 entre 7 @ 9 y sobran 5; 50 entre 7 & 8 y sobra 1;
14 entre 7 4 2; 3 entre 7 & 0 y sobran 3; 32 entre 74 4 y sobran
4; 41 entre 7 4 5 y sobran 6. ALY

O mejor asi: la7." parte de 68 9 y sobran 5; la de 50 7 y sobra
1; lade 14 2; lade 3 0 y sobran 3; lade32 4 y sobran 4; Ia de
41 5 y sobran 6.

Disposicion.

6804521,
972045 y 6 de residuo.

2.° Para dwidir por 10 un numero que lermina en uno ¢ varios
ceros, se suprime un cero de su derecha.

En efecto, hiayase de dividir el nimero 420 por 10: el cociente
debe ser un nimero que, multiplicado por el divisor 10, dé por
producto el dividendo 420; y como 42, multiplicade por 10, da por
producto 420, se infiere que 42 es el cociente.

Del mismo modo se demuestra que: Para dudir por 100 un
numero que termina en dos 6 mas ceros, se suprimen dos ceros de su
derecha; que: Para durdwr por 1000 un numero que termina en tres
0 mas ceros, se suprimen tres ceros de su derecha, ete.

Ejemplos.

26000 : 400 = 260.
120000 : 10000 = 12.

27. Un numero se llama multiplo de otro 6 dwvistble por otro,
cuando contiene & éste exactamente cierto nimero de veces.
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Por ejemplo, 30 es multiplo de 2, de 3, de 5, de 6, de 10 y
de 15.

28. Un ntmero sellama divisor 6 factor (*) de otro, cuando
esta conlenido en éste exactamente cierto numero de veces.

Por ejemplo, 2 y 5 son divisores ¢ factores de 20; 6 lo es de

24, etc.

ARTICULO 8.°

PRUEBAS DE LAS CUATARO OPERACIONES.

29. Se llama prueba de una operacién, olra operacion cuyo
ohjeto es asegurarse de la exactitud de la primera.

Para hacer la prueba de la adicion, se suman las columnas de
las unidades, decenas, centenas, elc., en un orden contrario al que
se haya seguido para hallar la suma; es decir, que si se ha hallado
la suma principiando por arriba, se' hallard nuevamente la suma
principiando por abajo. Las dos sumas deberdn ser las mismas,
para que la operacion esté bien hecha.

Para la prueba de la sustraccion, se suman el sustraendo y el
resto, v la suma debe ser igual al minuendo.

Para hacer la prueba de la multiplicacion, se toma el multipli-
cando por multiplicador y el multiplicador por multiplicando, y el
producto debera ser el mismo (13).

También se puede hacer la prueba de la multiplicacion, divi-
diendo el producto por uno de los factores: el cociente debe ser
igual al otro faclor.

Para hacer la prueba de la division, se multiplica el cociente por
el divisor, se anade al producto el residuo, y la suma debe ser igual
al dividendo. '

Nora. Las pruebas en que hay que escribir cifras nuevas, como
son Jas de la multiplicacion y divisidn, son poco comodas; y asi es
que en la practica se prefiere efectuar nuevamente la operacion,
para lo cual no hay necesidad de escribir ninglin guarismo.

Las pruebas de la adicion y sustracciéon, que hemos indicado,
pueden seguirse, pues en ellas no hay que escribir ninguna cifra
nueva.

La mejor prueba es el obtener igual resultado dos 6 mas perso-
nas que hagan separadamente la misma operacion.

(*) También se llama parte alicuota 6 submultiplo.



LIBRO SEGUNDO.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMEROS ENTEROS.

CAPITULO 1.

NOCIONES PRELIMINARES.

80. Se llama lema un teorema poco interesante por si, pero
que se suele anteponer en algunos casos a olro teorema, para evitar
en la demostracion de éste la repeticion del mismo razonamiento.

Se llama corolario un teorema «ue se deduce inmediatamente de
otro sin necesidad de nuevo razonamiento, 6 cuando més por medio
de un razonamiento muy seucillo,

81. Un producto indicado de varios factores (*), como 4><5><
T><8><364.5.7.8.753, significa que se efectiien las multipli-
caciones en el orden en que los faclores estan escritos, es decir, el
factor 4 por el 5, su producto por el 7, este producto por el 8, elc.:
dicho producto indicado equivale, pues, & 20>< 7 >< 8 >< 3, a 140
<8 >< 3, 4 1120 >< 5. :

El producto indicado 4. 3 >< 5 . 7, significa que el producto
4 . 3 estd multiplicado por el producto 5 . 7.

En adelante, con objeto de simplificar los razonamientos, hare-
mos, & veces, uso de letras para representar nimeros cualesquiera.
Para indicar que los niimeros represenlados por estas letras estan
multiplicados, no hay mds que juntar las letras sin interposicion
de ningtin signo. Asi, abe quiere decir que el nimero a se multi-
plique por el nimero b, y el producto de ambos por c. El producto
ab >< cd 6 ab . cd, quiere decir que el producto de los dos nimeros
a }rdb se ha de multiplicar por el producto de los dos nimeros
cyad.

*) Los nimeros, cualesquiera, que estin multiplicados unos por otros,
se llaman facteres del producto.
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Para indicar que un mimero compuesto de otros varios ligados
por medio de los signos -+, — se ha de someter & una de las cuatro
operaciones, se escribe dicho niimero dentro de un paréntesis.

Asi, para indicar que el niimero @ 4 b — ¢ se ha de multiplicar
por el numero d, 6 por el nimero d — e, se escribird (a + b — ¢) d,
0 (a + b—c¢) (d — e); y entiéndase que el signo de la multiplica-
cion en esle caso es la falta de tode signo interpuesto entre los dos
numeros. El parénlesis no es signo de multiplicacion.

Para indicar que el nimero 20 + 7 se ha de multiplicar por el
numero 9 6 por el nimero 9 — 5 + 8, se escribird (20 + 7) >< 9,
6(20417) < (9 — 5+ 8).

CAPITULO 1I.

PRODUCTOS DE VARIOS FACTORES (*).

32. Para multiplicar una suma indicada por un niumero, se
mulliplican todos los sumandos por este numero, y se suman todos los
produclos parciales.

Sea el multiplicando 17 4+ 25 + 33, y el multiplicador 24:
decimos que

(17 + 25 + 33) >< 24 = 17 >< 24 + 25 >< 24 + 37 >< 24.

En efecto, multiplicar 17 + 25 + 33 por 24 es hacer 24 veces
mayor a esta suma; y es claro que esto se conseguira haciendo 24
veces mayor a cada una de sus partes: luego

(17 + 25 + 33) X< 24 = 17 >< 24 + 25 >< 24 + 33 >< 24.

Para multiplicar una diferencia indicada por un mimero, se
multiplican el minuendo y el sustraendo por este nimero, y se restan
los dos productos parciales.

Sea el multiplicando 49—31, y el multiplicador 24: decimos que

(49 — 31) < 24 = 49 < 24 — 31 < 24.
En efecto, siendo 49 — 51 = 18, como el minuendo es igual a
la suma del sustraendo y resto, sera
49 = 51 + 18:
multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 24, tendremos
49 > 24 = (31 + 18) >< 24;
y pues acabamos de demostrar que (31 + 18) > 24 = 31 x 24
—+ 18 >< 24, sera
49 < 24 = 31 >< 24 + 18 X 24.

(*) Todos los nimeros que consideraremos en este libro segundo, serén
enteros mientras no advirtamos otra cosa. .
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Restando de ambos miembros de esta igualdad 51 >< 24, los re-
sultados seran iguales; esto es, |

49 >< 24 — 31 > 24 =13 >< 24;
y poniendo en lugar de 18 su igual 49 — 31, serd, por iltimo,
49 > 24 — 31 > 24 = (49 — 51) >< 24,
que es lo que queriamos demostrar.
Nora. Acabamos de demostrar las igualdades

(17 + 25 + 35) >< 24 = 17 > 24 + 25 > 24 + 53 < 24
(49 — 31) < 24 = 49 < 24 — 31 < 24.

A veces conviene escribir en lugar de estos segundos miembros
los primeros (*), lo que se llama separar un factor comin; y vemos
que, para eslo, no hay més que escribir dentro de un paréntesis los
multiplicandos parciales, y fuera el factor comun.

Por ejemplo, si en la cantidad 3 >< 7 4+ 5 >< 7 + 7 se quiere
separar el factor comin 7, se escribira (3 + 5 4+ 1) >< 7.

P e 33 El producto de variws faclores no se altera aunque seumude A
el orden de colocacion de estos™factores. Ze m eriL £

Para demostrar este leorema, antepondremos el lema siguien-
te: En un producto indicado de varios factores enleros pueden per-
mutarse dos factores consecutivos cualesquiera, sin que el producto
se altere.

Consideraremos los dos casos que pueden ocurrir: 1.°, que los
factores sean los dos primeros; 2.° que sean dos faclores consecu-
tivos situados & la derecha del primero.

L.er caso. Sea el producto 4.7.8.3.5.2.9: hagamos ver que los
dos factores primeros 4 y 7 pueden permutarse, es decir, que el -
producto propuesto equivale al producto 7.4.8.5.5.2.9.

. En efecto, hemos demostrado en el numero (13) que 4 >< 7 =
7 >< 4: multiplicando ambos miembros de esta igualdad primera-
mente por el factor 8, los dos miembros de la que resulte por el
factor 3, los dos miembros de ésta por el factor 5, y asi hasta el
ultimo factor, tendremos

4.7.8.3.5.2.9 = 7.4.8.3.5.2.9.

2.° caso. Hagamos ver ahora que dos factores conseculivos si-
tuados 4 la derecha del primero, como por ejemplo los dos faclores
3 y 5, pueden permutarse; es decir, que el producto propuesto es
igual al producto 4.7.8.5.5.2.9.

(*) Toda igualdad que provenga de un teorema se emplea, ya para
reemplazar el primer miembro por el segundo, ya para reemplazar el se-
gnudo miembro por el primero. Esta observacion que nos ha sugerido
nuestra practica, es sumamente interesante. .

L]
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En efeclo, 4.7.8.3 — 4.7.8 + 4.7.8 + 4.7.8: multiplicando
ambos miembros de esta igualdad por 5, tendremos (32)

4.7.8.5.5 = 4.7.8.5 + 4.7.8.5 + 4.7.8.5,

6 escribiendo abreviadamente este segundo miembro,
4.7.8.3.5 = 47.8.5.5.

Multiplicando ahora los dos miembros de esta igualdad primera-
mente por el factor 2, los dos miembros de la que resulte por el
factor 9, y asi si hubiere mayor ntimero de factores, es claro que
los productos que vayan resultando serin respectivamente iguales;
luego |

4.7.8.5.5.2.9 = 4.7.8.5.3.2.9.

Pasemos ahora & la demostracion del teorema.

Acabamos de demostrar que se puede permutar cada factor con
su adyacente, sin que el producto varie: luego efectuando esta per-
mutacion las veces-suficientes, puede cada factor llegar & ocupar un
lugar cualquiera; y por consiguiente, el producto no varia, aunque
se mude, como se quiera, el orden de los factores.

Por ejemplo, si quisiéramos probar que el producto 4.7.8.3
es igual al producto 7.5.4.8, permutariamos en el primero el 7 con
el 4, y resultaria el producto 7.4.8.3 igual al producto 4.7.8.3:
permulariamos ahora en el producto 7.4.8.5 el 5 con el 8 y en
seguida con el 4, y resultaria el producto 7.3.4.8 igual al produc-
lo 4.7.8.5.

Consecuencias de esle teorema.

34.  Si uno de los faclores de un producto se multiplica por un
numero, el producto queda multiplicado por el mismo nimero.

Sea el producto 4.6.8.9: mullipliquemos cualquiera de sus
factores, por ejemplo el 8, por un nimero cualquiera, el 5: el
producto serd 4.6.40.9, ¢ segin el teorema que acabamos de
demostrar, 40.4.6.9, 6 5.8.4.6.9. Segiin el mismo teorema, este
producto es igual & 4.6.8.9.5, y ya se sabe (31) que este producte
es el de 4.6.8.9 >< 5.

Corolario.  Para multiplicar un producto por un mimero, no hay
mds que mulliplicar cualquiera de sus factores por dicho nimero.

Por ejemplo, si queremos multiplicar el produeto 6.9.11 por 7,
tendremos 42.9.11, 6 6.65.11, ¢ 6.9.77. ,

85. St uno de los factores de un producto se parte por un divisor
de dicho factor, el producto quedard partido por el mismo divisor.

Sea el producto 6.65.11: dividiendo el factor 63 por su divi-
sor 7, decimos que el resultado 6.9.11 es el cociente de 6.63.11
dividido por 7.

En efecto, multiplicando el nimero 6.9.11 por 7, el producto
serd, segin el corolario ultimo, 6.65.11: luego 6.9.11 es el co-
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ciente de 6.63.11 dividido por 7; pues ya se sabe que el cocienle
de dos ntumeros es un tercer nimero que, multiplicado por el divi-
sor, da por producto el dividendo.
Corolario. Para partir un producto por un divisor de uno de sus
factores, no hay mds que partir dicho factor por su divisor.
Ejemplo. Si queremos partir el producto 6.63.11 por 3, el co-
ciente sera 2.63.11, 6 6.21.11.

CAPITULO III.

POTENCIAS DE LOS NUMEROS.

36. Sellama sequnda potencia 6 cuadrado de un nimero entero,
guebrado 6 mixlo el producto que resulta multiplicando el numero
por si mismo, o tomando el niunero dos veces por faclor.

Asi, la segunda potencia 6 el cuadrado de 1 es1 >< 16 1, el
cuadrado de 6 es 6 >< 6 0 36. .'

Se llama (ercera potencta 6 cubo de un niumero cualquiera el
producto que resulta multiplicando el cuadrado del niimero por el
mismo nimero, 6 tomando ésle tres veces por faclor.

Asi, la tercera polencia 0 el cubo de 1 es1 ><1>< 161, el cubo
de Tes 7> T7>T 06 345.

Se llama cuarta potencia de un numero cualquiera el producto
que resulta multiplicando el cubo del niimero por el mismo nime-
ro, o lomando ésle cualro veces por factor.

Asi, la cuarta polencia de 1 es 1'>< 1 >< 1 >< 16 1, la cuarta
potencia de 5 es 5 >< 5 >< 5 <X 5 6 625. -

Generalizando estas definiciones, diremos que se llama polencia
de un cierto grado de un numero cualquiera el producto que resulta
tomando el mimero por factor tantas veces como unidades liene
dicho grado.

Nora. La primera polencia de un ntimero es el mismo nu-
mero. |

Las potencias de los nimeros se indican abreviadamente ponien -
do en la parte derecha y superior del niimero otro que sea igual
al nimero de veces que el primero estid lomado por factor. Este
segundo ntimero se llama exponente de la potencia.

Por ejemplo, la potencia segunda de 6 se indica 6%, y se lee 6
elevado al cuadrado 6 d la sequnda potencia, y el exponente de la
potencia es 2.

La potencia tercera de 7 se indica 7°, y selee 7 elevado al cubo 6
a la tercera polencia, y el exponente es 3.
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La potencia cuarta de 5 se indica 5*, y se lee 5 elevado d la-
cuarta potencia, y el exponente es 4 (*).

Vemos, segin la definicién de las potencias, que es muy facil Ja
formacion de una potencia cualquiera de un nimero entero.

]
[

/¢ ¢ @4 ULCAPITULO 1V, /C
DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS.

37. St un nimero es divisor de otros, es divisor de la suma de
éslos.

El niimero 7 es divisor de los niimeros 14, 28 y 55: decimos que
7 es divisor de la suma 14 4 28 4+ 35.

Enefecto, 14=2x7, 28=4x7, 35=5xT;
luego 14 4+284+356 =27 +~4+7+5xT:
separando en el segundo miembro el factor comin 7 (32, Nota),
sera 14 +284+30 =2+ 4+5)xT;
es decir, que la suma 14 + 28 +- 35 contiene exactamente al 7
2 + 4 + 5 veces; luego 7 es divisor de esta suma.

38. ULorolario. St un numero es divisor de otre, es divisor de
cualquier multiplo de este otro.

El niimero 7 es divisor de 21: decimos que también es divisor de
21 >< 3, maltiplo de 21.

kn efeclo,

21 < 3 =21 + 21 4 24;
y como 7 es divisor de 21, serd, segiin el teorema llimo, divisor
de la suma 21 + 21 - 21, 6 de 21 >< 3.

Nora. Counviene enunciar también esle teorema del siguiente
modo: St un numero es divisible por otro, es divisible por cualquier
divisor de este otro; pues siendo ¢l nimero 21 >< 3, por ejemplo,
divisible por 21, y 7 divisor de 21, 7 serd “divisor de 21 < 3, 6
hien 21 >< 3 sera divisible por 7.

39. S un numero es divisor de otros dos, es divisor de la dife-
rencia de €éstos.

El nimero 7 es divisor de 56 y 55; decimos que 7 es divisor de
la diferencia 56 — 35.

En efecto,

=857, 35=537
1T— o3 T.

luego 56 — 35 =8 X

(*) Este modo de enunciar las potencias, que es el que generalmente-
se usa, induce a los principiantes a confundir el exponeante con la poten-
cia. Nos parece preferible enunciar las potencias 62, 7%, 54, etc., diciendo
respecfivamente: 6 elevado a 2, 7 elevado i 3, 5 elevado 4 4, ete,

'

i
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separando en el segundo miembro el factor eomtin 7 (92, Nota),
sera ‘

06 — 356 =B —H) < T;

es decir, que la diferencia 56 — 35 conliene exactamente al 7
8 — 5 veces; luego 7 es divisor de esta diferencia.

40.  Sv un numero es divisor de uno de dos sumandos y no lo es
del otro, no es divisor de la suma: pues s1 dicho niimero fuese divisor
de la suma, seria también divisor del segundo sumando, diferencia
entre la suma y el primer sumando; lo que es contrario 4 la supo-
sicion, y por consiguiente absurdo (*).

41. Siun nimero es divisor del minuendo y no del sustraendo,
no es divisor del resto: pues si el niumero fuese divisor del resto,
como el sustraendo es la diferencia entre el minuendo y el resto,
dicho niimero seria divisor del sustraendo: lo que es contrario a lo
supueslo.

42. Se llama nimero par el nlimero que es divisible por 2, y
niimero smpar el niimero que no es divisible por 2.

Los nimeros pares de una cifra son 2, 4, 6 y 8, pues todos ellos
son divisibles por 2.

Los numeros impares de una cifra son 1, 3, 5, 7, 9, pues
ninguno es divisible por 2.

43. Todo numero es divisible por 10, cuando su primera cifra
de la derecha es cero; pues el cociente exacto de dicho nimero,
dividido por 10, es el mismo niimero sin el cero de la derecha.

Todo nikmero es divisible por 100, cuando sus dos primeras cifras
de la derecha son ceros; pues el cocienle exacto de dicho nimero,
dividido por 100, es el mismo ntimero sin los dos ceros de la de—
recha.

Todo numero es divisible por 1000, 10000, etc., cuando sus tres,
cuatro, elc., primeras cifras de la derecha son ceros.

‘ Se demuestra del mismo modo que los dos leoremas anteriores.
Hageo X744, Todo nimero es divisible por 2, cuando su primera cifra de
" la derecha es 0 6 par.

1.° Tomemos o numero cualquiera que termine en 0, tal

W

F"_'ll-_,._. e —

(*) En los teoremas se distinguen generalmente dos partes principales:
1.%, hipétesi 6 suposicién, es decir, lo que se supone cierto; 2.*, conclusion,,
que es la consecuencia de la hipétesi 6 lo que se va 4 demostrar.

El metodo que hemos seguido para demostrar el teorema (40) se llama
método de reduccién al absurdo. Consiste dicho método en admitir que la
conclusion no es cierta, y en deducir una consecuencia contraria 4 la hi-
potesi, 6 a una verdad conocida, 6 en dedacir que es posible lo imposible.
Esta consecuencia, que se llama absurdo, prueba que es cierta la conclu~
sioa del teorema,

3
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como 470): esle nimero es divisible por 10, y 10 es divisible por 2:
luego (38) 470 es divisible por 2.

2.° Tomemos un nimero cualquiera, que en las cifras de las
unidades simples sea par, tal como 476: este niunero equivale &
470 —+ 6; el nimero 470 es divisible por 2; el niimero 6 es también
divisible por 2; luego (37) la suma 476 es divisible por 2.

Un niimero no es divisible por 2, si la primera cifra de la derecha
no es () ni par.

Tomemos un niimero cualquiera, tal como 477, que no termine
en 0 ni cifra par: este nimero equivale 4 470 4~ 7; el sumando 470
es divisible por 2, y el sumando 7 no lo es; luego (40) la suma 477
no es divisible por 2.

Un nimero es divisible por 5, cuando su primera cifra de la de-
recha es 0 0 5.

Un numero no es divisible por 5, si su prunera cifra de la derecha
no es () nv 5.

Se demuestran estos dos teoremas del mismo modo que los dos
anteriores.
¥ 45. Un numero es divisible por 4, cuando sus dos primeras ci-
fras de la derecha son ceros 6 componen un multiplo de 4.

1. Tomemos un nimero cualquiera, cuyas dos primeras cifras
de la derecha sean ceros, tal como 4700: este nimero es divisible
por 100, y como 100 6 su igual 4 X< 25 es divisible por 4, ser&
(38) 4700 divisible por 4.

2.° Tomemos un nimero Eua!qulera en que las dos primeras
cifras de la derecha compongan un miltiplo de 4, tal eomo 4728:
este niimero equivale 4 4700 4 28; el niimero 4?0{1 es divisible por
4, y el namero 28 lo es también; luego la suma 4728 es divisible
por 4 (5?)

Un nimero no es dwisible por 4, si sus dos pramﬂms cifras de la
derecha no son ceros ni componen un multtplo de 4

Sea el ntumero 4726, que no termina en dos {EPDS, ni sus dos
primeras cifras de la derecha componen un multiplo de 4: esle
ntmero equivale a 4700 + 26; el sumando 4700 es divisible por
4, v el sumando 26 no lo es; lurafrn (40) la suma 4726 no es divi-
sible por 4.

« 48. Para conocer si un mimero que mo tiene mds de tres cifras
es divisible por 8, se halla el residuo de la division de dicho niiniero
por 8, y si este residuo es 0, el nimero serd divisible por 8.

Ejemplos. 1.° Sea el namero 712. Para hallar el residuo
abreviadamente, diremos: 71 fuera los 8, 7; 72 fuera los 8, 0:
luego 712 es divisible por 8.

2.° Sea el nmiimero 508. Diremos: 50 fuera los 8, 2; 28 fuera
los 8, 4; luego 508 no es divisible por 8.
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Un niimero de mds de ires cifras es divisible por 8, cuando sus tres
primeras cifras de la derecha son ceros, 6 componen un multiplo de 8.

1.° Sea el nimero 47000: este nimero es divisible por 1000,

como 1000 6 su igual 125 >< 8 es divisible por 8, 47000 sera
(98) divisible por 8. | -

2." Sea el nimero 47528, en que las tres primeras cifras de
la derecha componen un multiplo de 8; dicho numero equivale
a 47000 + 328: el nimero 47000 es divisible por 8; el numero
328 es también divisible por 8; luego la suma 47328 es divisible
por 8 (57). |

Un nimero no es divisible por 8, si sus tres primeras cifras de la
derecha no son ceros ni componen un miltiplo de 8.

Se demuestra ficilmente, como en (44 y 45).

Un nimero es divisible por 25, cuando sus dos. primeras cifras de
la derecha son ceros 6 componen un multiplo de 25, es decir, son
25, 50 ¢ 75. |
() Un niimero no es divisible por 25, si sus dos primeras cifras de

la"derecha no son ceros, ni son 25, 50 ¢ 75,

Se demuestran estas dos reglas del mismo modo que las dos an-
teriores.

- 47. Todo nimero de dos ¢ mds cifras se compone de un muiltiplo
%ﬁe J, y de la suma de los valores absolutos de sus cifras.

Lema.  Todo mimero formado por una cifra significativa sequida
de uno 6 mds ceros, se compone de un multiplo de 9 y del valor ab-
soluto de dicha cifra. _ ﬁ

Sea, por ejemplo, el nimero 50000: decimos que esle plimero
se compone de un multiplo de 9, mas 5.

En efecto, 50000 = 10000 < 5, y como 10000 = 9999 1,
serd 50000 = (9999 + 1) >< 5, 6 bien 50000 = 9999 > 5 +« 5.
Ahora bien?, 9999, que es el producto de 1111 por 9, es divisible
por 9; luego 9999 >< 5 es también divisible por 9 (38); luego el
numero 50000 se compoue de un mualtiplo de 9 y del valor abso-
luto 5 de su cifra significativa.

Pasemos 4 la demostracion del teorema.

Sea el niimero propuesto 78324. Tenemos, segun el lema,

70000 = m. de 9 + 7 (),
8000 — m. de 9 -+ 8,
00 =m. de 9 + d,
20 =m. de 9 + 2,
Y ademas 4 = 4:
sumando ordenadamente estas igualdades, y observando que

M\

(*) Léase multiplo de 9, mds 7.
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m. de 9 + m. de 9 4 m. de 9 + m. de 9 es también un multiplo: .
de 9, sera

78324 = m. de 9 +T7 -+ 8 4+ 5 4 2 4 4,
conforme al enunciado del teorema.

Corolarios. 1.° Un numero es divisible por 9 cuando la sume
de los valores absolutos de sus cifras es divisible por 9, y no lo es sv
esla suma no es divisible por 9. '

Sea el numero IV, y S la suma de los valores absolutos de sus
cifras: lendremos N = m. de 9 4 §; luego si S es divisible por 9,
el ntimero [N también lo serd; pero si S no es divisible por 9, ek
numero N no lo sera (40).

2.°  Un numero es divisible por 3 cuando la suma de los valores
absolutos de sus cifras es divisible por 3, y no lo es si esta suma no
es divisible por 3.

Sea NN el numero, y S la suma de los valores absolutos de sus.
cifras: tendremos NV = m. de 9 4 8. El nimero m. de 9 es mul-
tiplo de 3 (58); luego si S es divisible por 3, el ntmero N serd
divisible por 3; pero si S no es divisible por 3, el nimero N no lo
sera. |

48. Todo numero de dos 6 mds cifras es iqual a un multiplo de
11, mds la suma de los valores absolulos de las cifras de lugar impar
(contando de derecha & izquierda), menos la suma de los valores ab--
solufos de las cifras de lugar par. :

Lema 1.° Todo nimero formado por una cifra significativa se-
quida de un nimero par de ceros es igual @ un multiplo de 11, mds
el valor absoluto de dicha cifra.

Sea, por ejemplo, el namero 60000: decimos que este nimero:
es igual & un multiplo de 11, mas 6.

En efecto,

60000 = 10000 >< 6,

60000 = (9999 + 1) X< 6;
y efectuando esta multiplicacion (32),

_ 60000 =4999 >< 6 + 6:
el niimero 9999 tiene tantos nueves como ceros tiene el nimero:
propuesto, y es evidente que esto sucederd, cualquiera que sea el
ntmero de ceros que tenga dicho ntimero propuesto; Iuego en el
caso que estamos considerando, el nimero de nueves serd par. Mas
siendo 99 divisible por 11, es claro, por la regla de la division, que
todo nimero compuesto de un niimero par de nueves es divisible
or 11.

: Tenemos, pues, que 9999 es divisible por 11, y por consiguien-
te (38) 9999 >< 6 es divisible por 11; luego el nimero 60000
se compone de un multiplo de 11 y del valor absoluto de su cifra:
significativa. '
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Lema 2.°  Todo mimero formado de una cifra significativa sequida
de un numero ympar de ceros, es igual ¢ un multiplo de 11, menos el
valor absoluto de dicha cifra.

Consideremos, por ejemplo, el nimero 600
aiamero es miltiplo de 11, menos 6, '

En efecto, 600000 = 60000 >< 10: segiin el lema 1.°, 60000 es
un multiplo de 11, mds 6; luego
600000 = (m. de 11 + 6) >< 10;

000: decimos que este

4 bien
600000 = m. de 11 >< 10 + 6 < 10.

Siendo 6 < 10 =106 = (11 — 1) < 6 = 11 ¢ 6 —6,

sera 600000 = m. de 11 >< 10 4-.11 >< 6 — 6.

Ahora bien: el niimero m. de 11 < 10 es mitltiplo de 11; 11 < 6
también lo es, y la suma de eslos dos multiplos de 11 es un malti-
plo de 11.

Queda, pues, demostrado que el nimero propuesto 600000 es
an mulliplo de 11, disminuido en el valor absoluto de su cifra Sig-
aificativa.

Pasemos ahora & la demostracion del teorema.

Sea el nimero 54268. Tenemos, segin los dos lemas,

20000 = m. de 11 + 5,
4000 = m, de 11 — 4,
200 = m. de 11 + 2,
60 = m. de 11 — 6,
y ademas § = 8:
sumando ordenadamente estas igualdades, v observando que
m. de 11 4+ m.de 11 4+ m. de 11 4+ m. de 11 es un multiplo de 11,
sera 04268 = m.de 11 +~5 +-2 4+ 8 4 6; pero restar 4
Yy en seguida 6 de un ntmero, equivale evidenlemenle a restar
4 —+ 6 de dicho namero; luego
04268 = m. de 11 + 5 +~ 2 4+ 8 — (4 + 6), -
conforme al enunciado del teorema.

Gorolario. Un mimero es divisible por 11, cuando la diferencia
entre la suma de los valores absolutos'de las cifras de lugar tmpar y
da suma de los valores absolulos. de las cifras de lugar par es cero d
un multiplo de 11; y no lo serd en caso contrario.

1.*" caso. Sea N el nimero; I la suma de los valores absolutos
de las cifras de lugar impar, contando de derecha 3 izquierda; P la
Suma de los valores absolutos de las cifras de lugar par: tendre-
mos, segin queda demostrado,

N:m.dﬂ’li—{-I—P.

Si I — P es cero, resulta N = m. de 11, ¢ divisible por 11. Si
4 — P no es cero, puede ser que I sea mayor ¢ menor que P.
¥in el primer caso, N puede considerarse como la suma de los
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nimeros m. de 11 ¢ I — P; luego si I — P es divisible por 11, el
nimero N también lo serd (57). En el segundo caso, IV puede con=
siderarse como la diferencia entre los nimeros m. de 11 4+ I 'y Py
y como la diferencia entre dos numeros no varia restando de ambos-
un mismo numero, si restamos I del minuendo m. de 11 4+ 'y dek
sustraendo P, el nuevo minuendo sera m. de 11 + I — I 6 m. de
11, y el nuevo sustraendo P — [; luego |
N = m. de 11 (P — I);

por lo que si P — I es divisible por 11, el numero N también lo
sera.
9.° caso. Hemos demostrado que N = m. de 11 4+ I — P. Sk
I = P, N es la suma de los nimeros m. de 11 € [ — P: luego si,.
como suponemos, I — B no es divisible por 11, IV no lo sera (40).
Si P> I, hemos vistoque N —m, de 11 — (P — I); es decir, que
N es la diferencia entre los nimeros m. de 11 y P — [; luego si,
como suponemos, P — I no es divisible por 11, /¥ no lo sera (41).

Ejemplos. 1.° Sea el niimero 4608925. La suma de las cifras.
de lugar impares 3+ 9+ 0+ 4 =16,y la de las cifras de
lugar par es 2 + 8 + 6 = 16: la diferencia de ambas sumas es 0.
luego el namero es divisible por 11.

9.° Seael numero 593428. La suma de las cifras de lugar
impar es 21, y la de las cifras de lugar par es 10: la diferencia de
estas sumas es 11; lvego el niimero es divisible por 11.

5° Sea el nimero 9180839261, La suma de las cifras de lugar
impar es 7, y la de las cifras de lugar par 40: su diferencia es 33;
luego el numero es divisible por 11.

49. La regla general para conocer si un ntimero es 6 no divisible
por otro, consiste en hallar el residuo dela division del primer numero
por el sequndo; y si este residuo es 0, el primer numero sera divisible
por el sequndo, y no lo serd en el caso conlrarto.

«Ejemplo. Se quiere saber si el ntmero-4732469 es 6 no divisi-
ble por 7. Para hallar abreviadamente el residuo de la division,
diremos: 47 fueralos 7, b; 53 fuera los 7, 4; 42 fuera los 7, 0:
4, 4; 46, 4; 49, 0; luego el residuo es cero, Y, por tanto, el ntimero-
propuesto es divisible por 7.

CAPITULO V.

MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN MULTIPLO.

50. Dos numeros se llaman primos entre si 6 primo el uno cow
¢l otro, cuando no tienen mas divisor comtn que la unidad.
Asi, los nimeros 8 y 15 son numeros primos entre s.
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Se dice que varios niimeros son primos entre si, cuando no tienen
mas divisor comtn (para todos ellos) que la unidad.

Por ejemplo, los niimeros 8, 15, 9 y 6, que no tienen mas di-
visor comun que la unidad, son numeros primos entre si.

Varios ntimeros se llaman primos entre si, dos a dos, cuando cada
uno de dichos niimeros es primo con cada uno de los demas.

Asi, los numeros 4, 9, 17 y 25, de los que cada uno es primo
con cada uno de los demas, son nimeros primos entre si dos & dos.
Los numeros 8, 15, 9 y 6, primos entre si, no son primos entre si
dos & dos, pues el 8, por ejemplo, no es primo con el 6.

Vemos, pues, que varios niimeros primos entre si, pueden no
ser primos entre si dos & dos, y es evidente, por el contrario, que
varios numeros primos entre si dos & dos son, con mayor razon,
primos entre si. :

Dos mimeros que se diferencian en una unidad son primos entre si:
pues si tuviesen algin divisor comun diferente de 1, este divisor
seria también divisor de la diferencia 1 de los niimeros (39); lo que
es imposible. |

Se llama mdwvimo comun divisor de varios niimeros el mayor nu-
mero que sea divisor de todos ellos.

Asi, el m. ¢. d. de 20 y 50 es 10, El de 15, 50 y 45 es 1o.

Para hallar de un modo general el m. ¢. d. de dos numeros, con-
viene anteponer los dos teoremas siguientes:

51. Todo factor comin al dividendo y divisor de una division
inezacta es faclor del residuo; y al contrario, todo faclor comun al
divisor y residuo es factor del dwidendo.

Sea el dividendo 128 y el divisor 52; el cociente entero es 2 y el
residuo 24: decimos que todo factor de 128 y 52 es factor de 24,
y que todo factor de 24 y 52 es factor de 128.

En efecto, 128 — 52 >< 2 + 24: todo divisor de 128 y 52 es
divisor de 52 >< 2, multiplo de 52; luego también sera divisor
de 24, diferencia entre 128 y 52 >< 2. Todo divisor de 52 y 24
es divisor de 52 >< 2; luego también es divisor de 128, suma de
52 < 2 y 24.

e }/ 52. Elm. c. d. del dividendo y divisor de una division inexacta
" Pes tgqual al m. c. d. del divisor y residuo.

Sea el dividendo 128 y el divisor 52: el cocienle enlero es 2, y el
residuo 24; sea D el m. ¢. d. de 128 y 52, D' (*) el m. c. d. de 52
y 24: decimos que D = D',

En efecto, siendo D factor de 128 y 52, es factor de 24;
siendo D factor de 52 y 24, no es mayor que D'. Siendo D' faclor

. (*) Una Jetra, tal como D, escrita asi: D', D", D', etc., se enuncia I
prima, D segunda, D tercera.
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de 52 y 24, es factor de 128; siendo D' factor de 52 y 128, no es
mayor que D. Tenemos, pues, que D no es mayor que D', ni D' es
mayor que D; luego D = D'.

Demostrados estos dos teoremas, podemos resolver facilmente el
siguienle problema:

53. Hallar el m. c. d. de dos numeros.

Sean los dos nimeros 128 y 52: el m. ¢. d. de estos dos niime-
ros no es mayor que 52, pues debe ser divisor de 52; luego si 52
fuese divisor de 128, 52 seria el m. ¢. d. que se pide. Dividamos,
pues, 128 por 52: resulta 2 de cociente entero y 24 de residuo;
luego 52 no es el m. ¢. d. que se pide. Mas sabemos que el
m. ¢. d. de 128 y 52 es igual al m. ¢. d. de 52 y 24; luego la
cuestion se ha simplificado, y esta reducida a hallar el m. ¢. d. de
92 y 24.

Hagamos con estos niimeros el mismo razonamiento que acaba-
mos de hacer con los nlimeros propuestos.

El m. ¢c. d. de 52 y 24 no es mayor que 24; luego si 24 fuese
factor de 52, 24 seria el m. ¢. d. de 52 y 24. Dividamos, pues, 52
por 24: resulta 2 de cociente entero y 4 de residuo; luego 24 no es
el m. c. d. de 52 y 24. Pero como el m. ¢. d. de 52 y 24 es
igual al m. ¢. d. de 24 y 4, la cuestion esld reducida a hallar el
m. ¢. d. de 24 y 4. Partiendo para esto 24 por 4, resulta 6 de
cociente exacto; luego 4 es el m. c. d. de 24 y 4; por consiguiente,
Aeselm.c.d. de 52 y 24, yel de 128 y 52.

Luego: Para hallar el m. c. d. de dos nimeros, se divide el mayor
por el menor; y si la divisidn es exacla, el menor serd el m. c. d. de
ambos. Pero st queda residuo, se dwvidira el diwvisor por el residuo, y
se conlinuard dividiendo siempre el divisor por el residuo, hasia que
se llegue d una dwision exacta: el ultimo divisor es el m. c. d. de los
dos numeros. -

Disposicidn de esta operacion.
128 | 52 | 24 | 4

21 21 ®
24| 41 0

Como cada residuo es menor que el divisor correspondiente, y
este divisor es el residuo anterior, se infiere que los residuos van
constantemente disminuyendo, por'lo que necesariamente se ha de
llegar & un residuo cero (*).

J'
(*¥) De que una cantidad vaya constantemepte disminuyendo, no
puede sacarse en consecuencia que ha de llegar a reducirse a 0; pues con
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Ejemplos.
1.° Hallar el m. ¢. d. de los nimeros 3836 y 1652.
3856]1652| 532 | 56 | 28

B - BRSO Rk
032 96| 28| 0

Resulta que 28 es el m. c. d. de 3836 y 1652.
2.° Hallar el m. ¢. d. de 965 y 187.

96| 187] 50 | 7| 2| 1

gli61 4401 2
201 71 2| 1] 0

Los dos niimeros 965 v 187 no tienen mas factor comun que la
anidad; es decir, que estos niimeros son primos entre si. .
Nota. Sial hallar el m. ¢. d. de dos nimeros se llega & un
residuo que sea primo con el divisor, los dos niumeros propueslos

seran primos entre si. '

Asi, en el tltimo ejemplo, habiendo llegado al residuo 7, que es
primo con el divisor 30, se podia asegurar, sin pasar adelante, que
los dos mimeros propuestos eran primos entre si.

En efecto, siendo los niimeros 30 y 7 primos entre si, 6 lo que
es igual, siendo 1 su m. ¢. d., como el m. ¢. d. de los nimeros
propueslos es igual al de 30 y 7, se infiere que el m. c. d. de los
niuneros propuestos es 1; es decir, que dichos nimeros son primos
entre si.

. B4. Madrimo comun dwvisor de lres 6 mas numeros.

Para hallar el m. ¢. d._de tres 6 méis nimeros, conviene antepo-
ner el teorema siguiente:

Todo factor de dos numeros es factor del m. c. d. de dichos
numeros.

Sean los dos nimeros 4 y B; D un factor de los dos: decimos
que D es factor del m. c. d. de A y B.

En efecto, hallemos, como a continuacion se indica, el m. e. d.

| —

frecuencia se encuentran en las cuestiones matematicas contidades que
disminuyen constantemente y tienen limites menores que ellas, pero ma-
yores que 0, v a los cunales no pueden llegar. (Véase la nota del numero 16
del Complemento.) Pero en el caso actual, los residuos disminuyen sncesi-
vamente por lo menos en una unidad, y es claro que un numero entero
que va disminuyendo sucesivamente por lo menos en 4, ha de llegar a
ser 0 6 negativo: esto ultimo no puede suceder ahora, porque, para ello,
seria necesario que los cocientes fuesen mayores que los verdaderos;
duego en la cuestidén actual llegaremos necesariamente a un residuao 0.
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de A y B; y para fijar las ideas, admitamos que a la cuarta division
resulte el residuo 0. T

-

A B ; R. A RI : R”

C CI clf GI”
Ry R 4D

Siendo D divisor de A y B, es divisor de R (51); siendo D divisor
de B y R, es divisor de R, y siendo divisor de Ry R, es divisor
de R", que es el m. ¢, d. de A y B.

X 55. Hallar el mdximo comun divisor de varios ntimeros.

Sean A, B, C y D cuatro ntumeros por ejemplo, cuyo m. ¢. d.
queremos hallar: supongdmosle hallado, y llamemos M a este
m. ¢. d. Siendo M factor de A y B, sera factor del m. c. d. de A
y B, al cual llamaremos M'. Tenemos, pues, que } es factor de M,
C y D. Siendo M factor de My C, sera factor del m. ¢. d. de M’
y C, al cual llamaremos M". Tenemos que M es factor de M y D:
luego M sera factor del m. ¢. d. de M" y D, al cual llamaremos M"";
luego M no es mayor que M.

Ahora, M'" es faclor de M" y D; luego sera factor de M’y C,
mualtiplos de M". Tenemos, pues, que M es factor de M', Cy D.
Siendo M'" factor de M', serd factor de A y B, multiplos de M’:
luego M""' es factor de A, B, C y D; luego M'" no es mayor que M,
m.c.d. ded, B, CyD.

Hemos demostrado que M no es mayor que M’y que M"' no es
mayor que M; luego M'"' = M.

Observando cémo se ha hallado M, tendremos la regla si-
guienle: _

Para hallar el m. c. d. de varios nimeros, se halla el m. ¢. d. de
los dos primeros; despues se halla el m. c. d. del m. c. d. hallado y del
tercer niimero,; después se halla el m. ¢. d. del ultimom. c. d. kallado
y del cuarto niimero, y asi sucesivamente: el ultimo m. c. d. serd el
de los numeros propuestos.

Para efectuar esta operacion lo més brevemente posible, se toman
por primeros numeros los mas pequenos. X

56. Si varios nimeros se dividen por su m. ¢. d., los cocientes
son numeros primos entre si.

Sean A, B y C tres numeros por ejemplo; D su m. ¢. d.; a, &
y ¢ los cocientes de las divisiones de A, By C por D: decimos que
a, b y ¢ son mimeros primos entre si.

Admitamos que a, b y ¢ no sean primos entre si, 6 lo que es
igual, que tengan un factor comin mayor que 1, al cual Ilamare-
mos d. Sean a', b’y ¢’ los cocienles de a, b y ¢ dividides por d: serd
a=ad, b=1bd, ¢c=cd;pero A =aD, B=0bD, C = cD: luego

P
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A =a'dD, B = b'dD, C = ¢'dD: luego Dd seria divisor de A, ByC;
luego D no seria el m. ¢. d. de A, By C, contra lo propuesto.

57. Si se multiplican el. dividendo y el divisor de una division
inexacta por un mimero entero, el cociente entero mo varia; pero el
residuo queda multiplicado por el mismo nimero. ‘

Sea el dividendo 30 y el divisor 4, el cociente entero es 7y el
residuo 2; multipliquemos 30 y 4 por un niimero entero cualquie-
ra 5, y decimos que, si parlimos 50 > 5 por 4 >< 9, el cociente
enlero sera el mismo de Ja primera division, es decir, 7, y el resi-
duo sera 2 >< 9.

Eu efecto, 30 = 7 >< 4 + 2: multiplicando ambos miembros
de esta igualdad por 5, tendremos, segin los numeros (32) v (94),

30.5 = 7 < 4.5 + 2.5.

El ntmero 30 >< 5 conliene, segtin esta igualdad, 7 veces a 4>< 9,
y no le puede contener 8 veces; pues lo que ademis le sobra (4 30
> 5) es 2 > b, que es menor que 4 >< 5. Luego el cociente entero
de 30 >< b dividido por 4>< 5 es 7, y el residuo 2 >< 5, conforme
4 lo que se queria demostrar.

58. St dos numeros se mulliplican por un numero enlero, su
m. ¢. d. queda multiplicado por dicho numero entero.

Sean los dos niimeros A y B: hallemos su m. ¢. d., y suponga-
mos, para fijar las ideas, que & la cuarta division resulle el residuo
cero, cOmo aqui se ve:

A B RL R R

C Cl Gll CH’I
RIR|R'| O |

Multipliquemos A y B por un entero cualquiera 5: decimos que el
m. ¢. d. de 5A y 5B es 5R".

En efecto, hallemos el m. ¢. d. de 54 y 5B. El cociente de 54
dividido por 5B serd C, y el residuo 5R (57);+el cociente de 5B di-
vidido por 5R sera C", y el residuo 5R'; el cociente de SR dividido
por 5R' serd €', y el residuo 5R"; el cociente de 5R' dividido por
5R" serd C'", yel residuo 5 > (0 = 0: luego (53) 5R" es el m. c. d.
de 54 y 5B.

Corolario. Si dos numeros se dividen por un faclor comin &
ambos, su mdximo comun divisor queda dividido por dicho factor.

Sean los dos numeros 5A y 5B, que tienen el factor comin 5, y
sea D el m. ¢. d. de A y B, eslo es, el de los cocienles que resultan
dividiendo 54 y 5B por el factor comin 5: seguin el leorema que
acabamos de demostrar, el m. ¢. d. de 54 y 5B serd 5D; y pues el
de A v B es D; se ve que si los dos niimeros 5A y 5B se dividen
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por su factor comiin 5, su maximo comin divisor 50 queda tam-
bién dividide por el mismo faclor.

59. En virtud de este corolario, se podra simplificar la inves-
tigacion del m. ¢. d. de dos nimeros, siempre que tengan patente
algtin factor comun; pues no habrd mas que suprimir este factor
en ambos, hallar el m. c. d. de los dos cocientes, y multiplicar
después este m. ¢. d. por el mismo factor comin.

Ejemplos. 1.° Hallar el m. e. d. de los niimeros 128 y 52.

Vemos que ambos son divisibles por 4: dividiendo los dos por
este factor comin, los cocientes son 32 y 13; hallando ahora el
m. ¢. d. de estos dos cocienles, resulta 1, que, multiplicado por 4,
nos da 4 para m. ¢. d. de los dos nimeros propuestos.

2. Hallar el m. c. d. de los nitmeros 2890 y 2040.

VYemos que ambos son divisibles por 10: dividiéndoles por 10,
los cocienles 289 y 204 tienen por m. ¢. d. 17; luego el de los dos
numeros propuestos es 17 >< 10 = 170. '

Nora. Kl teorema (58) prepara la demustracion del siguiente,
muy importante:

60. Todo divisor del producto de dos nimeros, que sea primo
con uno de estos dos numeros, es divisor del olro numero.

Un numero puede ser divisor de un producto de dos nimeros,
sin ser divisor de ninguno de los dos numeros. Por ejemplo, el 8
es divisor de 6 >< 20, sin serlo de 6 ni de 20. Pero si un divisor
del producto es primo con uno de los dos nlimeros, necesariamente
es divisor del otro nimero. Asi 8, que es divisor del producto
3 > 24 y es primo con el 3, es divisor del 24,

Demostracion de este leorema.

Sea AB el producto y € un divisor de este producte primo con
el niimero A: decimos que C es divisor de B.

tin efecto, siendo A y € primos entre si, su m. ¢. d. es 1:
multiplicando por B los niimeros A y C, el m. ¢. d. de los produe-
tos AB y BC sera 1 >< B 6 B (58). Esto lo indicamos asi:

A AB
1 B ol W
C CB

Ahora bien, C es divisor de AB por suposicién; lo es eviden-
temente de CB: luego C es divisor de B, m. c. d. de AB y
OB (54).
5, x ©1. Se llama menor multiplo 6 multiplo mds simple de varios
: ?‘ b numeros, el menor numero que sea divisible por ellos.
Asi, el multiplo mas simple de 20 y 50 es 100; el de 4, 12 y
15 es 60. ,
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Todo multiplo de dos mimeros es un producto de tres factores, a
saber: uno cualquiera de los dos numeros, el cociente del otro dividido
. por el m. c. d. de ambos y un numero entero.

Sean: M un multiplo de dos nimeros A y B; D el m. c. d. de
estos dos nimeros; @ y b los cocientes de A y B divididos por D:
tendremos A = aD, B = bD). Siendo M multiplo de A = aDy de
B — bD, se compondra de aD y olro factor m, y de bD y otro
factor n, es deeir, que serd M = aDm = bDn; luego am = bn,
ignaldad que nos dice que b es divisor de am; y como a y b son
primos entre si (46), b serd divisor de m, 6 m multiplo de b, lnego
m = bp, siendo p un niumero entero. Por consiguiente M = aDbp

— Abp = Bap, conforme al leorema.
¥ Nora. Acabamos de ver que lodo multiplo M de los dos niimne-
ros A y D es Abp, siendo p = 1, 2, 3,..., €s decir, que todos los
multiplos de A y B son Ab, 245, 54b... El menor de todos ellos
es Ab.

% Luego: Para hallar el menor multiple de dos numeros, se halla su
m. ¢. d., se divide uno de ellos por este m. ¢. d., y se multiplica el
cociente por el olro numero.

Ejemplo. Hallar el menor multiplo de los dos numeros 18
y 24.

31 maximo comun divisor de estos dos ntimeros es 6; dividiendo
18 por 6, y multiplicando el cociente por 24, se tendra el multiplo
72 de los numeros 18 y 24. ' '

Si los dos nimeros son primos entre si, su maximo comun
divisor es 1, y por tanto, el menor multiplo de los dos nimeros es
su producto.

82. Menor multiplo de tres numeros.

Hemos demostrado que todo miltiplo comin de dos nimeros A
y B esla comprendido en Abp, y que el menor multiplo de los dos
es Ab; y es evidente que Abp es multiplo de Ab.

Luego: Todo multiplo de dos nimeros es muiltiplo del menor mul-
tiplo de estos dos numeros.

En virtud de este teorema, podremos hallar el menor multiplo
de tres 0 méas niimeros.

Sean A, B, C, D cuatro nunieros por ejemplo, cuyo menor
multiplo queremos hallar: llamemos M a esle menor mtiltiplo.
Siendo M multiplo de A y B, M es multiplo del menor multiplo de
A y B, al cual llamaremos m. Siendo M multiplo de m y C, es
miiltiplo del menor miltiplode my C, al cual llamaremos m'. Sien-
do M multiplo de m' y D, es miltiplo del menor multiplo de eslos
dos numeros, al cual llamaremos m'': luego M no es menor que m".

Ahora, m'' es multiplo de m' y D; y como m’ es multiplo de m
y C, serh m" miltiplo de m, € y D. Siendo m’ multiplo de m, ym
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miultiplo de 4 y B, serd m" multiplo de A y B: luego m” es mil-
tiplo de A, B, C y D; luego m" ne es menor que M. |

Hemos demostrado que M no es menor que m", y que m" no es
menor que M; luego M = m": m" es, pues, el menor multiplo de
los cuatro nimeros A, B, C y D.

Observando cémo se ha hallado m", tendremos la regla siguiente:
:!(_Pﬂ?‘ﬂ hallar el menor multiplo de ires ¢ mds mimeros, se halla el
menor mulliplo de los dos primeros, después se halla el menor multi-
plo de este menor multiplo y del tercer mimero, después el menor mail-
tiplo de este menor mulliplo y del cuarto nimero, y asi sucesivamen-
te, hasta llegar al ultimo nimero.

En la practica se toman por primeros nitmeros los menores.

Ejemplo. Hallar el menor multiplo de los nimeros 1830, 445

4514.

4 El miximo comiin divisor de 1830 y 445 es 5: dividiendo 445
por 5, resulta 89, que multiplicado por 1850 da 162870 para
menor multiplo de los dos primeros nimeros. El miximo comiin
divisor de 162870 y 4514 es 122: dividiendo 4514 por 122, resulta
37, que mulliplicado por 162870 da 6026190, que es el menor
multiplo de los Lres niitmeros propuestos, ¥

CAPITULO VI.

NUMEROS PRIMOS.

iy . [|63. { Se llama nimero primo 6 simple el nimero que no es
; / divisible sino por si mismo y por la unidad.
¥ Los nimeros primos menores que 100 son: 1, 2, 3, 5, 7, 11,
15, 17, 19, 25, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 75,
79, 85, 89, 97. |
' Se llama nimero compuesto el niunero que tiene algin faclor
primo mayor que la unidad. |

Hay wfinitos niimeros primos.

Sea p un nliimero primo cualquiera; admilamos que no exista
ningdn otro nimero primo mayor, 6 lo que es igual, que todos
los niineros mayores que p sean compuestos. La suma 2 3¢ 3 >
9 ... XX p + 1 del producto de todos los nimeros primos sumado
con la unidad, seria, segiin esto, un nitmero compuesto, y por lanto
divisible por alguno de los nimeros primos 2, 5, 5,..., p; lo que es
imposible, puesto que el sumando 2 >< 5 >< 5 ... >< p es divisible
por dicho niimero primo, y el sumando 1 no lo es.

Queda, pues, demostrado que existe un nimero primo mayor

que p, y que por ianto hay infinitos nimeros primos.
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A 64. Dado un namero se conocera si es primo por la siguiente

regla: :

X Si se dwvide un numero suceswamente por los primos 2, 3, 9,

7, elc., y se llega, sin oblener cociente exaclo, ¢ un cociente enlero
enor que el dwisor, el ntimero serd primo.

Sea, por ejemplo, el nimero 313, que dividido por 2, 3, 5, 7,
11, 15, 17, 19 no da cocienle exacto, y el ultimo eocienle entero
es 16; decimos que el numero 315 es primo,

En efeclo: el nimero 313 no puede ser divisible por ningun
nimero compuesto menor que 19, porque si lo fuera, seria tam-
bién divisible por los factores primos de dicho compuesto (38), lo
que es contrario a la hipdlesi.

Hagamos ver ahora que diche nimero 313 no puede ser divisible
por ningin numero mayor que 19, excepto por si mismo.

Admitamos que 513 sea divisible por un numero mayor que 19.

Efectuando la divisién, el cocienle, que seria exaclo, no seria
mayor que 16; pero en toda division exacta, es evidente que el
dividendo es divisible por el cocienle: luego el dividendo 515 seria
divisible por un ntmero menor que 19, lo que, seglin va hemes
probado, es imposible. Queda, pues, demostrado que el niimero 513
no es divisible por ninglin nimero, excepto por si mismo y por la
unidad: luego dicho nimero 515 es primo.

CONSTRUCCION DE UNA TABLA DE NUMEROS PRIMOS.

65. Una tabla de nimeros primos es una reunion de todos
los ntimeros primos inferiores al hmite que se senale.

Pudiera formarse esta tabla por medio de la regla (64); pero el
método siguiente, debido al antiguo gedmetra EraTOSTENES, es
mucho mas breve.

Escribamos Lodos los nimeros impares desde el 1 hasta el limile
que se quiera, pues los pares, excepto el 2, no pueden ser prinos:
1,36, %9, 14,45, 15, 47, 49,21, 25, 26, . ..,-995;. 997, 999;
1001, 1005. |

Es evidente que 1, 3, 5 y 7, son primos.

Observemos que son multiplos de 3 el 9 y todos los siguientes
que ocupan el tercer lugar, conténdolos de tres en tres desde el Y
exclusive; pues eslos numeros son 9 + 6 = 15, 15 + 6 = 21,
21 4+ 6 = 27, elc.; es decir, que todos ellos se componen de dos
multiplos de 5, y por tanto son multiples de 3: los demas niumeros
que siguen al Y se componen de un multiplo de 3, mis 2 0 mas 4,.
y por tanto no son multiplos de 3. Senalemos, pues, con un punto
todos los miultiplos de 3: todos los niimeros que queden sin senal
menores que 25, no son divisibles por 2 ni por 3, y es claro que,
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si se divide por 5, los cocientes enteros serin menores que 5;
luego, segun el teorema (64), dichos nimeros menores que 25 sow
primos.

Son muiltiplos de 5 el 25 y los siguientes que ocupan el quinto
lugar, contdndolos de cinco en cinco desde el 25 exclusive; pues
dichos ntiimeros quintos son 25 + 10 = 35, 35 + 10 = 45,
49 + 10 = 59, ele., es decir, que todos se componen de dos
multiplos de 5, y son por tanto multiplos de 5; los demds nime-
ros que siguen al 25 se componen de un miltiplo de 5, més 2, 4,
6 1 8, y por lanlo no son mulliplos de 5. Senalemos, pues, comw
an punto todos los multiplos de 5; y todos los niuneros que no
tengan senal, menores que 7° 6 49, serdn primos, porque ninguno:
de ellos es divisible por 2, 3 ni 5, y divididos por 7 dan un cociente
enlero menor que 7.

Los multiplos de 7 son 49 y todos los siguientes que ocupan
el séptimo lugar, conténdolos de siete en siete desde el 49 exclusive.
Pongamos un punto en cada uno; y todos los niimeros que no
tengan senal, inferiores & 11* 6 121, serdn primos: lodo lo cual se
demuesira como en los casos anteriores. _

Los mualtiplos de 11 son el 121 y todos los siguientes que ocupan
el undécimo lugar, contandolos de once en once. Seinalenios estos
multiplos de 11; y todos los que queden sin senal, menores que 15°
6 169, serdn primos: lo que también se demuestra como en los
casos auteriores.

Continuaremos esta operacion hasta que hayamos senalado los
miltiplos de un numero primo, tal que el cuadrado del primo
siguiente sea mayor que el limite fijado. Por ejemplo, para
construir una tabla de numeros primos menores que 1000, conli-
nuaremos la operacion hasta senalar los multiplos de 31, pues el
cuadrado del siguienle niimero primo 37 es mayor que 1000,
Todos los niimeros que queden sin senalar seran primos, porque no
son divisibles por ninguno de los primos 2, 3, 5,..., 51, y divididos
por 37, dan cocienles enteros menores que 37. Estos niimeros no
senalados, y ademdas el 2, componen la tabla pedida.

66. Las tablas mds completas de nimeros primos, que hasta
- ahora se han construido, son las de Caernac, que contiene lodos
los numeros primos y los menores factores primos de los com-
puestos hasta 1.000000, y la de Durkaro, que contiene todos
los numeros primos y los factores simples de los compuestos
hasta 3.036000.

He aqui una tabla de nimeros primos desde 1 hasta 3803:
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k1 | 577 | 937 | 4304 | 4697 | 2444 | 2539 | 2939 | 3389
254 | 587, | 941 | 1303 | 4699 | 2143 | 2843 | 2953 | 3394
2857 | 593 | 947 | 41307 | 4709 | 2429 | 2549 | 2957 | 3407
263 | 599 | 953 | 41349 | 1724 | 2434 | 2851 | 2963 | 3443
269 | 604 | 967 | 4324 | 1723 | 21437 | 25587 | 2969 | 3433
10| 274 | 607 | 974 | 4327 ! 4733 | 2444 | 2879 | 2974 | 3449
434 277 | 643 | 977 | 1364 | 1741 | 2143 | 2591 | 2999 | 3433
17 | 284 | 647 | 983 | 1367 | 1747 | 2153 | 2593 | 3001 | 3464
19 | 283 | 619 | 994 | 4373 | 4753 | 2464 | 2609 | 3044 | 3463
23 | 293 | 634 | 997 | 4384 | 4759 | 2479 | 2647 | 3049 | 3467
29 | 307 | 644 | 1009 | 1399 | 1777 2203 | 2624 | 3023 | 3469
30 | 344 | 643 | 1043 | 41409 | 4783 | 2207 | 2633 | 3037 | 34914
37 | 343 | 647 | 4019 | 1423 | 1787 | 2243 | 2647 | 3044 | 3499
0| 347 | 653 | 1024 | 1427 | 41789 | 2224 | 2657 | 3049 | 3314
£3 | 33+ | 689 | 1031 | 1429 | 4801 | 2237 | 2689 | 3064 | 3547
k7| 337 | 664 | 41033 | 1433 | 4841 | 2239 | 2663 | 3067 | 3527
53| 347 | 673 4 1039 | 1439 | 1823 | 2243 | 2671 | 3079 | 3529
89 | 349 | 677 | 1049 | 1447 | 1834 | 2254 | 2677 | 3083 | 3533
60 | 353 | 683 | 4084 | 4481 | 1847 | 2267 | 2683 | 3089 | 3539
67 | 359 | 694 | 4064 | 1483 | 1864 | 2269 | 2687 | 3109 | 3544
74 | 367 | To47| 1063 | 1459 | 41867 | 2273 | 2689 | 3149 | 3547
73 | 373 | 709 | 1069 | 4%34 | 1874 | 2281 | 2693 | 3124 | 3587
79 .| 879 | 749 | 4087 | 1484 | 4873 | 2287 | 2699 | 3137 | 3589 |
83 | 383 | 727 | 1091 | 1483 | 4877 | 2293 | 2707 | 3463 | 3571

| 89 | 389 | 733 | 4093 | 1487 | 4879 | 2297 | 2744 | 3167 | 3881

97 | 397 | 739 | 1097 | 1489 | 4889 | 2309 | 2713 | 3169 | 3583

100 | &0 | TE3 | 1403 | 4493 | 4901 | 2341 | 2749 | 3484 | 3593

103 | &09 | 754 | 4409 | 1499 | 1907 | 2333 | 2729 | 3187 | 3607

107 | B9 | 757 | AT | 4500 | 1943 | 2339 | 2734 | 3194 | 3643

109 | &24 | 764 | 4423 | 4523 | 4934 | 2344 | 2744 | 3203 | 3617
143 | &34 | 769 | 1429 4834 | 1933 | 2347 | 2749 | 3209 | 3623 |
127 | 433 | 773 | 4450 | 4543 | 1949 | 2351 | 2783 | 3245 | 3634
434 | k39, | 787 | 4483°| 1549 | 1951 | 2357 | 2767 | 32921 | 3637
437 | &43°| 797 | 4463 | 4583 | 1973 | 2374 | 2797 | 3229 | 3643 |
139 | 449 [-809 | 1474 | 4859 | 1979 | 2377 | 2789 | 3254 | 3639
149 | 457 | 841 | 4484 | 4567 | 1987 | 2384 | 2794 | 3253 | 3671
I i54| 464 | 824 | 4487 | 1571 | 1993 | 2383 | 2797 | 3257 | 3673

wd OF GO b =

457 | 463 | 823 | 1193 | 1579 | 1997 | 2389 | 2804 | 3259 | 3677
163 | 467 | 827 | 1204 | 1883 | 1999 | 2393 | 2803 | 3274 | 3691
167 | &79 | 829 | 1243 | 4397 | 2003 | 2399 | 2819 | 3299 | 3697
173, | 487 | 839 4217 | 1601 | 2044 | 2644 | 2833 | 3301 | 3701
479 | 491 | 853 | 4223 | 1607 | 2047 | 2447 | 2837 | 3307 | 3709
184 | %99 | 887 | 1229 | 1609 | 2027 | 2423 | 2843 | 3313 | 3719
191 | 803 | 839 | 4234 | 1643 | 2029 | 2437 | 2851 | 3349 | 3727
| 493 | 809 | 863 | 1237 | 1619 | 2039 | 2444 | 2857 | 3323 | 3733
197 | 824 | 877 | 1249 | 1621 | 2083 | 2547 | 2864 | 3329 | 3739
199 | 523 | 884 [ 1259 | 4627 | 2063 | 2459 | 2879 | 3331 | 3764
244 /| 844 | 883 | 1277 | 1637 | 2069 ! 2467"| 2887 | 3343 | 3767
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X @7. Todo nimero mayor que 1, que no es divisible por 2 ni por
3, es un mulliplo de 6, aumentado ¢ disminuido en 1.

En efecto, dividiendo dicho niumerc por 6, el residuo no podra
ser 0, 2, 3 ni 4; pues si fuera 0, el numero seria divisible por 6.
y por consiguiente por 2, contra el supuesto. Si el residuo fuese
2,564, el20el 5 seria factor del residuo y divisor, y por con-
siguiente también seria factor del dividendo, es decir, que ésle
seria divisible por 2 6 por 3, contra la hipolési: luego el residuo serd
{1 6 5. Sies 1, el nimero serd evidentemente un multiplo de 6,
aumentado en 1; y si el residuo es 5, llamando ¢ al cociente entero,
el numero serd b6¢c 4+-6 = be 4+ 6 — 1 =6 (¢ 4+ 1) — 1, eslo es,
un multiple de 6, disminuido en 1 (*).

¥ 88. Siunnumero primo no es divisor de olro nimero, los dos son
primos enire si; pues el niunero primo no tiene mas divisores que
la unidad y el mismo niimero, y como el otre niimero no tiene por
divisor, segtin la hipotesi, al nimero primo de que hablamos, se
infiere que ambos niimeros no tienen mas divisor comin que la
unidad, es decir, que son primos enlre si.
X Corolario. Dos nimeros primos son primos enlre si.
X 9. Todonimero prumo, divisor de un produacto, es por lo menos
dwisor de uno de los faclores de este producto.

Sea p el nimero primo divisor del producto abed: decimos que
si p no es divisor de los factores a, ¢ y d por ejemplo, serd nece-
sariamente divisor del factor b. )

En efeclo, no siendo el nimero primo p divisor de ninguno de
los tres factores a, ¢, d,.serd (68) primo con cada uno de ellos: el
producto abed es igual a a >< edb; y eomo por hipolesi p es divisor
de este producto, y es primo con el factor a, sera (60) divisor del
producte edb. Este producto equivale & ¢ >< db; y puesto que p es
divisor de ¢él, y es primo com ¢, serd divisor del producto db; y
como p es primo con d, sera divisor deb.

. Consecuencias de este leorema.
A 1. Svdos numeros son primos extre si, dos potencias cualesquiera
de dichos nimeros son lambién nimeros primos enlre si.

Sean 7 y 4 los dos niimeros primos entre si: decimos que dos
potencias cualesquiera de estos niimeros, 7° y 4° por ejemplo, son
también niimeros primos entre si. ‘

Admitamos que 7° y 4° no sean primos entre si, y que lengan,
por el contrario, un factor comin D diferente de 1.

, L]

(*) El reciproco (166) de este teorema, es cierto y facil de demostrar
directamente, Los autores de Aritmética demuestran esta propiedad so-
lamente para los numeros primos: nosotros hemos dado mayor extensién
3 la ﬁﬂsmﬂ propiedad; y por eso nuestro reciproco es cierto, y no lo es el

e ellos.
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Si D fuese niimero primo, como suponemos que es divisor de
7°0 7 > 7 > 17, seria, en virtud del teorema anterior, divisor de
uno de los factores 7 del producto 7 >< 7 < 7; por la misma razén
seria [ divisor de 4: luego 7 y 4 tendrian un divisor comin di-
ferente de la unidad; lo que es contrario 4 la suposicion, y por
consiguiente absurdo,

Si D fuese un nimero compuesto, seria divisible por un niimero
primo p, y siendo 7° y 4° divisibles por D, lo serian por el nimero
primo p divisor de D (38); lo que, segun acabamos de demostrar,
€s imposible.

Luego 7° y 4° son nlineros primos entre si.

2.° 81 un mimero es primo con cada uno de los factores de un pro-
duclo, es primo con el producto.

Supongamos que el producto sea 3.8.12.59, y 35 el nimere
primo con cada uno de estos factores: decimos que 35 es primo con
el produclo.

En efecto, si 35 y el producto tuviesen un divisor comin J
mayor que 1, este divisor comiin seria primo 6 compuesto; si fuese
primo, seria, en virtud del teorema (69), divisor de alguno de los
factores 3, 8, 12 0 39 del producto: luego D seria divisor comun
a 35 y & uno de estos factores; lo que es contrario 4 la hipotesi.
Si el divisor comin D fuese un niimero compuesto, como [éste es
divisible por un ntimero primo, el producto 5.8.12.39 y el namer
39 tendrian un divisor primo comin, lo que, segun acabamos de
demostrar, es imposible.

A, 9" El producto de varios mimeros primos no es divisible peor
ningun olro nimero primo. ,

Sea el producto de nimeros primos 3.7.17.61: decimos que esle
producto no es divisible por ningn nimero primo, tal como 11,
diferente de los del produclo; pues siendo 11 primo con cada uno
de los faclores del producto, es, segun acabamos de demostrar,
primo con el producto.

X 70. S un nimero es divisible por dos niimeros primos entre si,
es duwvisible por su producto; y si es divisible por lres 6 mds mimeros
prumos entre si dos d dos, es lambién divisible por su producto.

1.” Sea a el nimero divisible por los nimeros 8 y 15, primos
-entre si: decimos que a es divisible por el producto 8 >< 15 de estos
dos numeros.

kin efecto, sea ¢ el cociente de la division de & por 8: serd
@ = § >< q. Siendo a divisible por 15, también lo es 8 >< ¢; y come
15 es primo con 8, 'serd (60) 15 divisor de ¢: luego si llamamos ¢
al cociente de la division de ¢ por 15, sera ¢ = 15 >< ¢/, y por
consiguienle a = 8 >< 15 >< ¢'; lo que demuestra que a es divisible
por el producto 8 >< 15. °
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9.° Sea ahora el nimero a divisible por los niimeros 7, 8, 15
y 121, primos entre si dos & dos: decimos que a es divisible por su-
producto. '

Siendo los niimeros 7 y 8 primos entre si, el nimero a es, segum
el primer caso, divisible por su producto 7 ><3. Siendo el numero-
15 primo con 7 y con 8, es primo con 7 X< 8 (63, Consec. 2.‘%::
luego, segun el primer caso, el nimero a es divisible por 7>< 8>< 15..
Siendo el nimero 121 primo con 7, 8 y 15, es primo con su produc-
to: luego, segiin el primer caso, a es divisible por 7><8><15><121.

Del mismo modo se continuaria la demostracion, si fuesen mas de
cualro los nimeros primos entre si dos & dos, por cada uno de los.
cuales fuera divisible el niimero a.

Corolario. Un numero sera divisible por 6, si lo es por 2 y por
5. sera divisible por 15, si lo es por 3 y por 5; sera divisible por
60, si lo es por 3, por 4 y por 9. Yigr/ e A

71. Descomponer un numero en sus faclores simples, es decir,.
transformar un nimero en un producto de factores simples.

Sea el nimero 420: esle niimero es divisible por 2, y el cociente
es 210; luego 420 = 210 >< 2. El numero 210 es divisible por 2,
y el cociente es 105; luego 210 = 105 >< 2: por consiguiente, 420+
— 105 >< 2 >< 2. El nimero 105 es divisible por 3, y el cocienle
es 35; luego 105 = 35 >< 5, y por consiguiente 420 = 355 X< &
>¢ 2 >¢ 2. El nimero 35 es divisible por 5 y el cociente es 7; luego-
55 — 7 >< b, y por consiguiente 420 =7 >< § >< 5>< 2>< 2. Como
7 es primo, no puede descomponerse. Queda, pues, descompuesto ek
nimero 420 en sus factores simples, y vemos que es igual al pro-

ducto de sus factores.
Luego: Para descomponer un ntimero en sus factores simples, se

divide dicho mimero y los cocienles sucesivos por su menor divisor
simple, diferente de la unidad, hasta llegar al cociente 1. Los dife-
rentes divisores hallados son los factores simples del numero, el cuak
es iqual al produclo de todos ellos.

Disposicion de esta operacion.

420
210
105
o
7

1

-1 U1 O b9 9

Luego 420 = 2.2.3.5.7, 6 420 = 2°.3.5.7.
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Ejemplo.
Descomponer el nimero 33975 en factores simples.

33975| 3

115255
377515
79595
151151

En esle ejemplo, al llegar al cociente 151, no se halla ningin
sumero primo 2, 3, 5, 7, 11, 13 que sea divisor del 151, y al di-
widir 151 por 13, el cociente entero es 11; luego (64) el nimero
151 es primo. Por consiguiente, 33975 = 3 >< 3 >< 5 >< 5 >< 151.
Esle nroducto puede escribirse de este otro modo: 3* >¢ 5% >< 151,
pues vemos desde luego que dicho producto es 3% >< 5 >< 5 >< 151
= 9 X 20X 3 x 151 = 3* < 5* > 151.

1A, Acabamos de decir que para descomponer un niimero
«en sus faclores primos, se dividen dicho nimero y los cocientes
sucesivos por su menor divisor simple, diferente de 1. Pero lam-
bién puede descomponerse un nimero en sus faclores siniples,
dividiendo dicho ntumero y los cocientes sucesivos por cualquiera
de sus divisores simples.

Descompongamos el niimero 420, siguiendo un orden diferente
«lel que indica la regla.

420
84
28

4
2

Por counsiguiente, 420 =53 <X 7T <X2><2=2* <3>3 57

En la practica suele descomponerse el nimero en factores sim-
ples descomponiéndolo en el producto de dos faclores, cada uno de
£stos en el 'producto de otros dos, y asi sucesivamente hasta que
todos los faclores que resullen sean primos.

Ejemplo. Descomponer el nimero 1400 en sus factores sim-
ples.

; Tenemos 1400 = 14>< 100 =25¢ T>¢4¢ 25 =25¢ T><2*
> 5 = 2° < 5 & T,

Como quiera que la descomposicion se efeclie, siempre se
‘hallardn los mismos faclores simples con los mismos exponentes,
do cual se funda en‘el teorema que sigue:

T2. Un numero no puede adnulir dos composiciones diferentes
«en faclores primos; es decir, que, descompuesto un nimero en factores

b b2 =3 &3 Ot
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primos, una nueva descomposicion no puede dar ningun factor primo,
diferente de los primeros, m ningun factor primo con diferente ex-
ponente que en la primera descomposicion.

Supongames que el nimero descompuesto en factores simples
sea 2* >< 3° >< 11, y admitamos, para demostrar la primera parte
del teorema, que una nueva descomposicion del mismo numero
nos dé 2° >< 3 > 7 >< 11; lendriamos :

PP =xIXTIxX

Siendo el segundo miembro de esta igualdad divisible por 7, el
primero deberia serlo, y por consiguiente (69) 7 seria divisor de
alguno de los nimeros primos 2, 3, 11; lo que es absurdo.

Demostremos la segunda parte del teorema.

Admitamos que la primera descomposicion de un nimero nos
haya dado 2° >< 3% >< 117 y la segunda 2? >< 5° >< 11*: tendriamos
2% >< 3* >< 11® = 2* >< 3° >< 11%. Dividiendo ambos miembros de
esla igualdad por la menor potencia de cualquiera de sus faclores
primos, por ejemplo por 2%, para lo cual basta dividir por 2* uno
de los faclores de cada producto (35, Corolario), seria

(27 9 e 3% e iE = 3% il
Pero el cociente de 2° : 2* 6de 2 < 2><2><2<2: (2> 2)es
evidentemente 2 >< 2 >< 2 —2°: luego tendriamos 2°>< 3°>< 11*=
3% >< 11%; y como el primer miembro es divisible por 2, el segundo
también lo seria, y por tanto (69) 2 seria divisor de 3 6 de 11; lo
que es imposible.

78. Un numero es divisor de otro, si todos los faclores simples:
del primero eniran en el sequndo, y st ademds los exponentes que
tienen los factores stmples en el primero no son mayores que los que
tienen en el sequndo.

Asi, el nimero 22 >< 112 >< 7 es divisor de 2° >< 3* >< 11* < 7.

Para demostrarlo, observemos que el segundo niimero es divisi~
ble por 2, por 11 y por 7; y como por ser primos los nimeros 2,
11 y 7, y por consiguienle primos entre si dos & dos, sus potencias
son también nliimeros primos entre si dos & dos, se infiere (70) que:
dicho segundo niimero es divisible por el producto 2* >< 11* <7,

T4. Un numero no es divisor de otro, si contiene alqin factor
simple que no enira en este otro; 6 si alguno de los factores simples
tiene en el primero mayor exponente que en el sequndo.

Asi, el numero 2* >< 11* >< 7 no es divisor de 2° >< 3* >< 11,
ni tampoco de 2° >< 11 >< 7% En efecto: 1.°, si 2* >< 11* < 7
fuese divisor de 2® >< 3* >< 112, llamando ¢ al cociente de la
division del segundo por el primero, tendriamos 2° >< 3* X< 11* =
2% >< 11% >< 7 >< ¢; es decir, que un nimero se podria descomponer
de dos modos diferentes en faclores simples; lo que es absurdo.

Del mismo modo se demuestra el segundo caso.



55

75. Hallar todos los divisores de un numero.

Sea 1800 el numero, cuyos divisores simples y compuestos
queremos hallar. _

Hecha la descomposicion en factores simples, tendremos

1800 = 2° < 3* 4 b,

s evidente que 1, 2, 2%, 2%, divisores de 2%, son divisores de
1800 (58).

También serin divisores de 1800, segim el teorema (73), los
productos de los divisores 1, 2, 2%, 2° de 1800 por cada uno de
los divisores 5 y 5* de 3%, los cuales productos son;

5, 2:}(5, 2‘.)( 51 23:}{5!
0 B 520702 >& 0% ' 252 5
También seran divisores de 1800, segin el teorema (753), los

productlos de Lodos los divisores, que hasta ahora se han hallado,
por cada uno de los divisores 5 y 5* de 5%; cuyos productos son:

5. 2 s« b 9% < 5, P g
i D, Al SE G oSy R G R R BN B B
@ GV, B Biineh ) LR B s B A9E L B ad b
9%, 2 < 9, 2% 07, 7 e
g, D L Dl G SE D RN g B PBE e B B
a7 e R vkt QRN AR e G e B AF e TR g B,

Demostremos ahora que los divisores hallados de este modo son
todos los del nimero.

Sabemos (74) que todo divisor de 2° >< 3* >< 5 no ha de tener
otros factores simples que 2, 3 y 5, y aun ellos con exponentes
que no sean mayores que en 2° >< 3* > 5. Ahora bien: todo
ntmero que satisfaga & eslas dos condiciones serd uno de los divi-
sores hallades, puesto que para hallarlos se han combinado las
polencias sucesivas de los factores primos 2, 3 y 5 de todos los
modos posibles; luego los factores hallados ya son todos los del
numero,

Segtin esto, la regla para hallar todos los divisores de un nimero
es la siguiente:

Descompongase el numero en sus factores primos, escribanse la
umdad y las polencias sucesivas (*) del primer factor simple, y
mullipliquense estos miimeros por las potencias sucesivas del segundo
[actor ssmple. Mullipliquense todos los niumeros obtemidos por las
potencias sucesias del lercer factor simple, después lodos los nimeros

(*) Llamamos aqui potencias sucesivas de un facior 4 sus potencias
1.%, 2.8y 3.3, etc., hasta llegar 4 una potencia ignal 4 la que el factor tiene
en el numero.
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obtenidos por las polencias sucesivas del cuarto factor simple, y
continiiese del mismo modo hasla que se empleen las potencias sueesi-
vas del ultimo factor simple: los numeros hallados de este modo serdn
todos los divisores del nimero propuesto (*).

Ejemplos: 1.° Hallar todos los divisores del nimero 1155.

1155 1 3 1, 3,
385 | 5
o1 T 5, 15,
i1 i1
i .,
35, 105,
1", 33,
55, 465,
97 234,
385, 4135,
2.° Hallar todos los divisores de 2160.
2460 | 2 1, 2, k, 8, 16,
1080 | 2
5540 | 2 3, 6, 12, 2%, 8,
270 | 2 R Ity 72,  Akk,
135 | 3 97 B4, 408, M6, 432,
A5 | 3
15 | 3 SRR | A &0, 30,
5. 85 A8, 808D 120, 240,

£8, 90; {80, 360, - 720,

135, 270, B840, 1080, 24604~
£ Nora. Para hallar los productos, siendo el multiplicador una
polencia cualquiera de un factor simple, se multiplican por la
primera potencia de este faclor los productos hallados, siendo
multiplicader la polencia inmediata inferior de dicho factor.

Asi, los productos por 3* se hallaran multiplicando por 3 los
productos 3, 6, 12, 24, 48, hallados siendo el multiplicador el 3.
Los productos por 3° se hallaran multiplicando por 3 los productos
9, 18, 36, 72, 144, hallados siemdo multiplicador 32,

76. La descomposicion de un numero en factores simples

(*) El nimero total de factores de un nimero es igual al producto de los
exponentes de sus factores primos, aumentado cada exponente en una unidad.
En efecto, supongamos que el numero descompuesto en factores simples

a
seaa b GT: las potencias sucesivas del primer factor simple precedidas
de la unidad son @ -4 1 factores. Como estos factores se multiplican gur las
polencias sucesivas del segundo factor simple, resultan (« 4 1) & pro-
ductos; lnego el numero de factores hallados serd (@ 4 1) =4 (2 4 4) 6 =
g.l. ~+ 1) (6 4+ 1). Estos factores se mulliplican por las potencias sucesivas

el tercer faclor simple, y resultan (@ 4 4) (6 4 4) y productos; luego el

nimero total de factores hallados es (@ 4= 4) (6 4+ 4) 4= (@ 4 1) (6 41) ¥
= (@ 4= 1) (6 4 1) (¥ + 1), conforme al teorema,

Asi, el numero total de factores de 2160, 6 de 24, 3%, 5, sera 54X 2=40.
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nos suminisira nuevas reglas para hallar el maximo comnin divisor
y multiplo mas simple de varios niimeros.

Mazimo comun divisor.

Sean2’.3%.5.7% 2°.3°.5% 2'°.3°:!7*.11 tres niimeros,
por ejemplo, cuyo maximo comuin divisor queremos hallar.

El producto 27 . 5° de las menores potencias de los factores
simples 2 y 3, Unicos que son comunes & los Lres nimeros pro-
pueslos, es divisor de estos tres nimeros; y ltambién lo es todo
producto de los mismos factores simples 2 y 3 en que los exponen-
les de éslos no sean mayores que en el producto 27 . 3° (73). Pero
1o lo es ningin producto de los factores 2 y 3 en el que el expo-
nenle de 2, el de 3 6 los de ambos sean mayores que en 27 . 3%, y
tampoco ningun nutmero que lenga algtun factor simple diferente
de 2 y 5 (T4). Por consiguiente, el niumero 27 . 3°, que contiene los
tnicos factores simples 2 y 3 que puede lener para ser divisor de los
ulimeros propuestos y contienen estos faclores con los mayores ex-
ponenles posibles, es el maximo comun divisor de dichos niimeros.

Luego: Para hallar el m. c. d. de varios numeros, se descomponen
en sus faclores suimples, y el producto de las menores polencias de los
factores primos comunes @ dichos numeros es su mdximo comiin
divisor,

X 77, Multiplo mds simple.

Hemos dicho (61) que se llama menor multiplo 6 multiplo mds
simple de varios nimeros el menor numero divisible por dichos
niineros.

AHallar el menor multiplo de varios nimeros dados.

Sean los numeros 2° >< 3% 3* >< 5% 23>< 3 >< 7, cuyo mulliplo
mas simple queremos hallar. El producto 2° >< 5* >< 5* >< 7 de las
mayores potencias de lodos los factores simples que contlienen es-
tos numeros es divisible por.todos ellos, segin el teorema (73).
Mas no lo seria, segtin el teorema (74), si el producto no contuvie-
ra alguna de las polencias de los niimeros primos 2, 3, 5, 7, o si
la Luviera con menor exponente que el que dicho nlimero lienc en
el producto 2° >< 3* >< 5* >< 7. Luego este producto contiene los
factores suficientes, y ademas necesarios, para ser divisible por
todos los ntuneros propuestos; luego es su menor multiplo.

v Luego: Para hallar el menor multiplo de vartos numeros dados,
se descomponen en sus faclores simples, y se multiplican las mayores
polencias de lodos eslos faclores simples (*).

(*) Esta regla es preferible a la (62), cnando los nimeros dados no son
muy grandes, como sucede casi siempre; 6 aun cuando lo sean, si se tiene

una tabla de nimeros primos y compuestos, como la de Chernac ¢ la de
Burckbard.
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Anles de aplicar esta regla, conviene prescindir de todos aque-
Hos niimeros dados que sean factores de los otros; pues si se halla
un nimero divisible por éstos, lo sera también por todos sus fac-
Lores.

Ejemplo. Hallar el multiplo mas simple de los niumeros
2, 4,6,7, 9, 14, 35, 36, 63.

Prescindamos de los nimeros 2, 4, 6, 9, que son factores de 36;
prescindamos también del 7, que es factor de 14. Descompongamos
Jos reslantes en factores simples, y tendremos:

14 = 2 7,
30 = 9 y 5
36 = 2* 5q 3%,
63 = 3* >a 7.

Multiplicando ahora las mayores potencias de los factores simples,
el producto 2* > 3* X< 5 > 7 = 1260 serda multiplo mas simple
‘de los numeros propuestos.

Nota. St los numeros son primos enlre si dos a dos, su multiplo
mdas sumple serd el producto de dichos numeros; pues siendo el mul-
liplo mds simple divisible por cada uno de estos niimeros, debe
ser (70) divisible por el producto de todos ellos; y no hay ningin
niimero divisible por este producto que sea menor (ue esle mismo
producto.

Asi, el multiplo més simple de los nimeros 7 y 12, que son
primos entre si, es 7 >< 12; el miltiplo mas simple de los nimeros
4, 7, 15 y 11, que son primos entre si dos & dos, es 4 >< 7

e 15*;-«:11.)(
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LIBRO TERCERO.

QUEBRADOS.

CAPITULO 1.

NOCIONES PRELIMINARES.

78. Si una unidad se divide en dos partes iguales, estas partes
se llaman medios; si se divide en tres parles iguales, estas partes
se llaman tercios; si se divide en cuatro partes iguales, se llaman
cuarios. Del. mismo modo, si una unidad sedivide en 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 20, etc., partes iguales, estas partes se llaman respectiva-
menle quintos, sextos, séptimos, oclavos, movenos, décimos, onzavos,
veinlavos, elc.

Por consiguiente, una unidad tiene dos medios, tres lercios,
cualro cuartos, cinco quintos....., diez décimos, once onzavos,
veinte veintavos, ete. '

Fug # Se llama fraccion 6 quebrado una parte de la unidad ¢ la reunion
< 777" de varias partes iguales de la unidad.
% Asi, un noveno, siete novenos, un veinlavo, quince onzavos, son

- fracciones 6 .quebrados.

X Segim esta definicién, el quebrado consta de dos nimeros en-
teros: el uno llamado denominador, y es el que indica en cuintas
partes iguales esla dividida la unidad, y el otro llamado numerador,
que es el que indica cuantas de dichas partes contiene el quebrado.

El numerador y denominador se llaman términos del que-
brado.
% El quebrado se escribe poniendo sobre una linea el numerador
-y debajo el denominador. Asi, los quebrados un noveno, siete
novenos, un veintavo, quince onzavos, se escribirdn:
; LS I
, 97 97 20° 11"
Un quebrado cuyo numerador es igual 4 su denominador, vale
una unidad. Por ¢jemplo, ;— = 1.

Un quebrado cuyo numerador es mayor que su denominador,
vale méas que una unidad.

}( Se llama quebrado propio el quebrado cuyo numerador es
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menor que su denominador; y quebrado impropio el quebrado
cuyo numerador es igual & su denominador, ¢ es mayor que su

denominador. Por ejemplo, los quebrados =, -:n, ilﬁ son quebrados
propios. Los quebrados <, 53 son quebrados impropios.

Se llama nimero mizto la reunion de un entero y un quebrado.
Asi, 4 -; es un numero mixto.

Los ntmeros quebrados y mixtos estin comprendidos en la
denominacion comin de ntweros fraccionarios.
X, 19. Elproducto de un quebrado multiplicado por sudenominador
es wgual a su numerador,

Sea el quebrado - : decimos que -+ >< 7 = 4.

En efecto, % > 7 = 4 séptimos < 7 = 28 séptimos = 7 sép-
timos >< 4 = 1 >< 4 =A4.

Corolarios. 1.° - El cociente completo de toda division inexacta
se compone del cociente enlero y de un quebrado cuyo numerador es
el residuo y cuyo denominador es el divisor. Este quebrado se llama
quebrado complementario del cociente.

Sea el dividendo 49 y el divisor 9, el cociente entero es 5 y el

residuo 4: decimos que 49 : 9 = 5 %.

¥ Eu efecto, para completar el cociente, hay que anadir al co-

cieute enlero 5 un niimero que multiplicado por 9 dé 4 de producto.

Mas, segun el teorema (79), este nimero es = y no puede ser nin-

»
gun otro; pues de lo contrario, existirian dos miumeros diferentes
que, multiplicados por un tercero, darian el mismo producto, lo

que es evidenlemente imposible; luego el cociente completo es
| i 2
5 + _ﬂ-’ 6 5 'i"'

"h -
A2°  El cociente de toda division de nimeros enleros es un quebrado
cuyo numerador es el dividendo y cuyo denominador es el divisor.

Sea el dividendo 49 y el divisor 15: decimos que 49 : 15 = 2.

En efecto, -,‘-‘-2 > 15 = 49; luego (16) :; es el cociente de
49 : 15.
§9

Segin esto, en adelante todo quebrado, como 15, podra leerse

de dos modos: cuarenla y mueve quinzavos, 6 cuarenta y nueve
partido por 15 (¥).

g

(*) Eu adelante indicaremos, & veces, la division de dos nimeros cua-
lesquiera enteros 6 fraccionarios, escribiendo el dividendo sobre una liaea
y el divisor debajo.



X Corolario. Todo niimero enlero puede ponerse en forma de que-
brado, poniéndole por denominador la unidad,; pues siendo 5 : 1 = 5,
si nos servimos de la raya en vez de los dos puntos para indicar la

division, lendremns—f— = 5.

X 80. En virtud del corolario 2.° del teorema (79): Se sacardn las
. 'umdades de lodo quebrado impropio, 6 por-mejor decir, se hallard el
numero entero 6 mixlo d que equivale un quebrado impropio, efec-
tuando la division.
r &9 123 i1
AE',‘F: 7, -’i:Bﬁ-
Al contrario: Para reducir un enleror @ quebrado impropio cuyo
enominador sea dado, no habrd mas que mulliplicar el entero por
dicho denominador, y el producto serd el numerador del quebrado.
En efecto, si queremos reducir el nimero 5 & quebrado impro-
pio cuyo deneminador sea 7, 6 lo que es igual, & séptimos, obser-
5-3;5—?, lo que demuestra la regla.

Ejemplo. 9 reducido & 17 avos es -'{i,;

varemos que 5 —

¥ 81. Meducir un nimero mizto d quebrado es hallar un quebrado
1mpropio equivalente al nimero mixto, y cuyo denominador sea el
del quebrado del mismo niimero mixto,

> Para reducir un numero mizto da quebrado, se mulliplica el entero
por el denominador del quebrado, al producto se afiade el numerador
y a la suma se le pone por denominador el denonmuinador del mismo
quebrado.

: S ' . g .
En efecto, sea 4 < el niimero mixto que queremos reducir &
8 4

octavos: sabemos que 4 = *5—; y como ademés el nimero mix-

to tiene el quebrado 3, dicho nimero mixto equivale 4 E%‘—" %;
pero es evidenle que 8 > 4 oclavos + 3 octavos componen
(8 > 4 + 3) octavos: luego 4 ¢ = 2222, conforme 4 la regla.
: '3 89
Ejemplo. 6 5 =8 ‘
82. De dos quebrados que tienen tqual denominador, es mayor
el que tiene mayor numerador,

Sean los dos quebrados 7,?1 y = que tienen igual denominador:

la magnitud de las partes de uno y otro quebrado es la misma,
plgﬂ en ambos dichas parles son séptimos de la unidad; pero el
segundo tiene mas partes que el primero: luego el segundo que-
brado es mayor (ue el primero.

« 883. Siel numerador se multiplica por un nimero enlero, el que-
brado queda muitiplicado por el mismo numero.

-
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Sea el quebrado g+ multipliquemos el numerador por un en-
. . 4 . L AT,
tero cualquiera, por ejemplo 5, y decimos que g =3 >X9
En efecto, los dos quebrados %"f y % representan partes del mis-

~ . . ’ \
mo lamano; pero el primero tiene 5 veces mas partes que el
segundo: luego el primero es 5 veces mayor que el segundo, o lo

que es igual, %5 = 91 -
_Gorolario.  Para multiplicar un quebrado por un entero, se mul-
plica el numerador por el entero, quedando el denominador el mismo.

Ejemplo. % e 8§ = ﬂ; =4 %.

84. Siel numerador se parte por uno de sus divisores, el que=
brado queda partido por dicho divisor.

8 3.

Sea el quebrado 3: dividamos el numerador por uno de sus
2 . . 6 18
factores, por ejemplo 3, y decimos que 7 = i d.

En efecto, los dos quehradus?ﬁ y ';E representan partes del

mismo lamaio; pero el primero liene 3 veces menos partes que
el segundo: luego el primero es 3 veces menor que el segundo, o

o 6 _ 18
lo que es igual, + = - : 3.

Corolario.  Para partir un quebrado por un divisor de su nume-
rador, se parte el numerador por dicho diisor, quedando el denomi-
nador el mismo.

: W, - 2
Ejemplo. = 7 = -
85. De dos quebrados que tienen iqual numerador, es mayor el
que tiene menor denominador,

3 -
Sean los quebrados ;7 y =: como el numerador es el mismo,

el nimero de partes que contienen uno y otro quebrado es tam-
bién el mismo; pero las partes del primer quebrado tienen mayor
maguitud que las del segundo, pues claro es que si la unidad’ se
“divide primeramente en 11 parles iguales y después en 15, cada
una de las primeras partes es mayor que cada una de las segundas:
luego el primer quebrado es mayor que el segundo.

86. S el denominador se multiplica por un nimero entero, el
quebrado queda dividido por diche numero.

Sea el quebrado —:l-: multipliquemos su denominador por un
: : g lets 7 g'n
entero cualquiera, por ejemplo 5, y decimos que z =< : 5.

En efecto, los dos quebrados - y < tienen igual numero de
parles; pero cada parle del primero es 5 veces menor que cada
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parte del segundo: luego el primer quebrado es 5 veces menor que
el segundo, 6 en otros términos ‘—1 =39 : 9.
Corolario.  Para partir un quebrado por un enlero, se multiplica

el denominador por el entero, quedando el numerador el mismo.
Ejemplo. % s = E%‘a'_ |
87. 3§ el denominador se parte por uno de sus divisores, el que-

brado queda muliiplicado por dicho divisor.
Sea el quebrado ;: dividamos el denominador 12 por uno de sus

factores, por ejemplo 4, y decimos que ; = -'12 >< 4.

En efecto, los dos quebrados % y % tienen igual nimero de

partes; pero cada parte del primero es 4 veces mayor que cada
parle del segundo: luego el primer quebrado es 4 veces mayor ¢ ue
¢l segundo, 6 en ofros términos % = ;‘% > 4.

Corolario. Para mulliplicar un quebrado por un divisor de su
denominador, se divide el denonmuinador por dicho divisor, quedando
el numerador el mismo.

Ejemplo. —i— S d = -% = 1 %. :

88. Silos dos términos de un quebrado se mulliplican por un
ntimero enlero, ¢ se parten por un divisor comun a ambos, el quebrado

a0 muda de velor.

Sea el quebrado 793: multipliquemos sus dos términes por un
™ L] - 9 AN e g}{ﬂ'
entero cualquiera, 6 por ejemplo, y decimos que 5 = —="—.

En efecto, el quebrado E%ﬁ es 6 veces mayor que% (83), v

también es 6 veces mayor que ii‘i (86): luego = = 2=~ ; igual-
dad que demuestra las dos partes del teorema.

89. EKn atencion a lo demostrado (79, Corol. 2.°), los leoremas
83, 84, 86, 87 y 88, se pueden enunciar del modo siguiente:

1.° S el dwidendo se multiplica por un nimero entero, el co-
cente queda multiplicado por el mismo numero.

2.° S el dinidendo se parte por uno de sus factores, el cociente
queda parlido por dicho factor.

3.7 Su el dwvisor se multiplica por un numero entero, el cociente
queda partido por el mismo numero.

4.° Su el dwisor se parte por uno de sus factores, el cociente
queda multiplicado por dicho factor.

5.° Suel dividendo y el divisor se multiplican por un mismo ni-
mero enlero, ¢ se parten por un factor comun é ambos, el cociente no
varia.
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De este ultimo teorema se infiere que, si al fin del dividendo y
divisor hay ceros, se puede suprimir en ambos el mismo nitmero de
ceros, sin que el cociente se allere; pues esla supresion equivale &
dividir uno y otro por 10, si se ha suprimido un cero; por 100, si
se han suprimido dos ceros, ele. 3¢ & YTl

- 4700 __ a7 2
Asi, 00 =3 = 15 B

90. Fundéndose en la primera parte del teorema (88), podre-
mos reducir varios quebrades, cuyos denominadores sean diferentes, &
un comun denominador; es decir, podremos transformar los quebra-
dos propueslos en otros equivalentes cuyos denominadores sean
todos iguales. ;

Para esto, se multiplican los dos términos de cada quebrado por el
producto de los denominadores de los otros quebrados.

Los nuevos quebrados serin equivalentes & los propuestos, pues
resultan de la multiplicacion de los dos términos de éstos por
un mismo nimero entero; y el comin denominador de los nuevos.
quebrados serd el producto de los denominadores de los pro-
puestos.

gL

Ejemplo. Los quebrados 3, 3, -:, reducidos & un comun deno-

A 70 84 90
minador, son {58 3o 5

El primero de estos quebrados es igual al primero de los pro-
. 70
puestos, pues los dos términos del quebrado = han resultado de

la multiplicacion de los dos términos del quebrado % por 55. Del

mismo modo se demuestra que el segundo quebrado de los trans-
formados es igual al segundo de los propuestos, y que el tercero de
los transformados es igunal al tercero de los propuestos.

91. Sidos 6 mas denominadores tienen faclores {r_gmanes, o
bien si los denominadores no son primos entre sidos 4 dos, es pre-
lerible reducir los quebrados 4 un comin denominador, hallando el
multiplo mas ssmple de los denominadores, y multiplicando en sequida
los dos términos de cada quebrado por el factor que falte d su denomi-
nador para componer dicho multiplo mds simple, 6 lo que es iqual, por
el cocrente de la division del multiplo mas simple por el denominador.

El multiplo més simple sera el denominador comin, por lo que
puede excusarse la multiplicacion de cada uno de los denominado-
res por el factor deficiente (*).

(*) Aplicando esta regla al caso en que los dénominadores son primos
entre si dos a dos, tendremos que el multiplo mas simple de los denomi-
nudores sera el producto de todos ellos (77, Nota), y el cociente de la
division del multiplo mas simple por el denominador de-cada quebrado es
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Ejemplo. Reducir 4 un comtn denominador los quebra-
i

2 3 4 5 18
dos 3,3 7 5 3

El multiplo més simple de los denominadores es (77) 2% . 5

= 36, y por consiguiente los quebrados propuestos, reducidos al

: . 8 2% 27 416 15 26 . s
comun denominador 36, serdn 3, 35, 3%, 22, 2% 2 jcuales respecti-

367 36 367 36
vamenle a los propuestos (*).

X 92. Si dos quebrados tienen numeradores y denominadores

!

iferentes, se sabrd cuil es el mayor reduciéndolos 4 un comuin
denominador; y el que entonces lenga mayor numerador sera el
mayor.

St d los dos términos de un quebrado menor que la unidad se ariade
un mismo mimero entero, el nueve quebrado serd mayor que el pro-
puesto; y sv a los dos términos de un quebrado mayor que la unidad se
atiade un mismo mimero entero, el nuevo quebrado serd menor que el
propueslo.

Sea el quebrado 5+ anadamos & sus dos términos el nimero

éntero ¢, y el nuevo quebrado serd ==, Reducidos estos dos que-

brados & un comun denominador, serin respectivamente

ab+ac  ab4-be

bd+¢) t+e
Ahora, si el quebrado propuesto es menor que la unidad, esto es,
sl a << b, serd ac < be, Y ab + ac << ab + be; luego en este caso
el nuevo quebrado es mayor que el propuesto.

Si el quebrado propuesto es mayor que la unidad, esto es, si

b < a, serd be < ac, Yy ab + be << ab —+ ae; Iuego en este caso
el nuevo quebrado es menor (ue el propuesto, |

¥ 93.  Swun quebrado es igual d otro cuyos dos niimeros son primos

entre sif los dos términos del primero seran tguales respectivamente d
los del sequndo, multiplicados por un mismo numero entero.

Sea el quebrado 5 = -;-,, siendo primos entre si los dos térmi-

nos de éste: decimos que a y b son iguales respectivamente 4 4
y 7, multiplicados por un mismo niimero entero.
En efecto, multiplicando por b los dos miembros de esta igual-

dad, tendremos (79 y 85) a = "—%E’: siendo, segun esto, 7 divisor

el producto de los denominadores de los demas quebrados; de manera
que dicha regla se reduce en tal caso &4 multiplicar los dos términos de
cada quebrado por el producto de los denominadores de los demas que-
brados, es decir, se reduce 4 la regla (90). :

(*) [Esta regla tiene las dos ventajas siguientes sobre la anteriors 4.%,
dar reducidos los quebrados 4 un comiin denominador con menor frabajo;
2.% dar estos quebrados con la forma mas sencilla posible.

b
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de 4 >< b y primo con 4, es (60) divisor de b. Sea m el cociente
de b : 7, y por consiguiente b = 7 >< m; sustiluyendo en la igual-

dad ¢ = '%b en vez de b su valor 7 >< m, tendremos ¢ = %= ";K 3

6 a = 4 >< m. Queda, pues, demostrado que a y b son iguales res-
pectivamente & 4 y 7 multiplicados por un mismo niimero entero.
94. Sumplificar un quebrado es hallar otro quebrado equi-
alente al propuesto, y cuyos términos sean menores que los de
ésle. | |
Se llama quebrado trreducible un quebrado que no se puede
simplificar.
Un quebrado cuyos dos términos son primos entre si, es irreducible.

'i F » l' ¥ -
Sea el quebrado +, cuyos dos términos son primos entre si: si
otro quebrado fuese ignal & =, serian (95) su numerador y deno-

minador iguales respeclivamente & 4 y 7, multiplicados por un
mismo numero entero; luego los dos términos de dicho quebrado
serian mayores que 4 y 7, 6 por lo menos iguales 4 4y 7; luego
el quebrado propuesto no puede simplificarse, 6 es irreducible.

Para simplificar un quebrado, cuyos dos términos tienen un divisor
comun diferente de la unidad, se parten dichos dos términos por este
divisor comun, :

El nuevo quebrado serd igual al propuesto, porque éste no
muda de valor dividiendo sus dos términes por un divisor comiin
4 ambos (88).

Es facil conocer, por las reglas de la divisibilidad, si alguno
de los niumeros primos 2, 3, 5, 7, 11 es divisor comiin & los dos
términos del quebrado. Mas si ninguno de estos dos niimeros fuere
divisor de los dos términos del quebrado, se hallara el maximo
comun divisor de estos dos términos, y se tendra su divisor comiin

caalquiera que sea ¢ste.

6162

FEjemplo. Sea 55 el quebrado que queremos simplificar.

Los dos lérminos de este quebrado son divisibles por 2; su-
primiendo este divisor, resulta el quebrado == equivalente al
propuesto. Los dos términos del nuevo quebrado son divisibles
por 3; suprimiendo este divisor, resulta el quebrado i=r. Los

; S TN
dos términos de este quebrado no son divisibles por 2, ni por 3,

ni por 5, ni por 7, ni por 11; por consiguiente, para hallar el
divisor comin a sus dos lérminos, hallaremos su m. ¢. d., que es
135, y suprimiendo este comun divisor, resulta el quebrado %,
cuyos dos lérminos son primos entre si (36), y por tanto no se
puede simplificar (94): luego == es el valor del quebrado propuesto

reducido a sus menores lérminos.
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*/ 95. Dos quebrados irreducibles iquales tienen vquales sus nume-
radores y también sus denominadores.

Sea = vy = los dos quebrados irreducibles iguales: decimos que
a=cyb=4d.

En efecto: segin el teorema (93), el numerador g es multiplo del
numerador ¢, y ¢ es miiltiplo de a; luego a — e.

Del mismo modo se demuestra que b = d.

A& 98. Un quebrado irreducible no puede ser iqual G un nimero en-
tero; pues si el quebrado irreducible, '—.;" por ejemplo, fuese igual 4
un enlero, seria 7 divisor de 15; luego 7 seria_divisor del nume-
rador y denominador, y por consiguiente el quebrado no seria
irreducible, lo que es contrario 4 lo supuesto.

97. 81 varios quebrados son irreducibles, no podrdn reducirse d

n comun denominador que sea menor que el miltiplo mds simple de
dos denominadores.
8 5 7

Sean los quebrados irreducibles 7290 13- 1odo quebrado igual
al quebrado irreducible - tiene su denominador multiplo de 7 (93)
lodo quebrado igual al quebrado irreducible < tiene su denomina-

?

dor multiplo de 9, y todo quebrado igual 4 5 tiene su denominador

multiplo de 15: luego el denominador comin de los nuevos
quebrados equivalentes & los propuestos, ha de ser divisible por
todos los denominadores de éstos; y claro es que no hay ningn
numero divisible por estos denominadores que sea menor que su
miltiplo mds simple.

¢ = GAPITULO II

OPERACIONES CON LOS NUMEROS FRACCIONARIOS.

ARTICULO 4.°

ADICION DE LOS NOMEROS FRAGCIONARIOS.
gt FY /%

]

m;,'f/ 98 Las definiciones de la adicion, Ia sustraccion, multiplicacidn
y division, que hemos dado al tratar de esas operaciones, con los
numeros enleros, convienen & las mismas operaciones con todos
los niimeros, puesto que dichas definiciones son geuerales.

w Para sumar quebrados que tienen un mismo denominador, se su-
man los numeradores, y d la suma sele pone el denominador consiin.
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Pues si los quebrados son, por ejemplo, =, % y 5, es evidente

ue la suma serd 3 + 5 + 8 séptimos, 6 =57,

Para sumar quebrados que no lienen igual denominador, se re-
ducen d un comun denominador; y la cuestion queda reducida & la

anlerior.

. o 3 A §oo o M R DI s e Y
Ejemplos. ,i' sttt =ntatn= T lﬁ'
o3 . B i LT B AR 0 0. 400 4B

2. TR e 15‘—m+ﬁu+uu'nu ﬂﬂ_lﬂﬂ“—lﬂ"

El mﬁ]liplt:: més simple de estos denominadores es 60.
En la practica es preferible la siguiente disposicion:

e 2. . .8 2.0 ...
i 5

?- L] - m "_ﬁ- - 55

-;-. . 88 -;- 12
7

l"?' 'ﬂl Ei = L] iﬂ'

87
T, lﬁ snma. 110 | 60
50 {%suma.

A\ Para sumar nimeros mizlos, se suman los quebrados; y si de esta
suma resultan algunas unidades, se agregan d la suma de los enteros.

Ejemplo. Sumar los m}lm?érns. 7 ~;—, 5 } y 18 ~:—

3
T'i- N B 'ﬂ'
i
EE. L N 15
3
2 T
laﬁl "
43 | 30
31:—?] S
g8
13 30

ARTICULO 2.°

SUSTRACCION DE LOS NUMEROS FRACCIONARIOS.

09. Pararesiar de un quebrado otro menor, tentendo ambos igual
lenominador, se resta el numerador del sustraendo del numerador
del minuendo, y al resto se le pone el denominador comuin.
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En efecto, sea, por ejemplo, el minuendo - y el sustraendo -3 : es

evidente que la diferencia serd 7 — 5 novenos, 6 ?—E-E.

“_Para restar de un quebrado otro menor teniendo ambos diferentes
denominadores, se reducen d un comin denominador, y quedari la
<cueslion reducida a la anterior.

; N i _.m 60 17
Ejemplos. 1. B s T =
go 13__-3 52 of 3

RN e 7 56 — 58°

El multiplo mas simple de 14 y 8 es 56,

Olra disposicion,
o 7 o 13
i- E- Rl T ﬁ 21 ‘ii. s 8 ® "E.
;i‘- L] L] L m %l ] L] !f
17 31
¥TTY resto. 5 resto.

A Para restar de un numero mizlo olro niimero mizto menor, se halla
la diferencia de los quebrados y la de los enteros, y la suma de estas
dos diferencias parciales serd la diferencia de los dos niimeros miztos,

Puede suceder que el quebrado del minuendo sea menor que el
del sustraendo: entonces se anade una unidad al quebrado del
minuendo, y al restar el entero del sustraendo del entero del
minuendo, se anade otra unidad al entero del sustraendo, para que

1a diferencia no se altere.

. o 4 2 0 3 |
Ejemplos. 1. e —8= 9. 172 —a
Operacion. Operacion.
4 3
=, . .1 Mg o L 94U=
2 2
ﬂ?' Wit 10 "T- O 4
B 16
“I_E Iiﬁ

3.° 14—T3=62%.

En el 2,° ejemplo los quebrados reducidos 4 un eomiin deno-

- g' 'I-l 1' 5 "
minador son = y s, y asi se ve que el quebrado del minuendo
es menor que el del sustraendo. Anadiendo una unidad al primero

. 30 14 16 . s
sera s+ del cual, restando 3, quedan 57+ Anadiendo ahora una
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unidad al entero del sustraendo, tendremos 5, y restandolo de 17,
quedan 12; luego el resto es 12 ;—f

En el 3.°r ejemplo, para seguir la regla general, se supondré
que el quebrado del minuendo es cero, y que por tanto es me-

nor que el quebrado = del sustraendo. Anadamos, pues, una unidad
i dicho quebrado cero, y tendremos por quebrado del minuendo =
restados los quebrados, resulta -E—. Al restar los enteros, anadamos
una unidad al 7, y restando 8 del 14, tendremos 6. Luego el resto
total es 6 %

4° 25+ —17=28 ;. 52792 — & =91 =.
Para hallar este ultimo resto, anadamos 1, ¢ bien H, al quebrade
cero del minuendo, y tendremos %—5 — . Anadamos ahora {

al enlero cero del sustraendo, y restdndolo del 22, tendremos 21;
luego el resto total es 21 ﬁ

Nora. La adicién y sustraceion de los niimeros mixtos pudieran
efectuarse reduciéndolos & quebrados, y sumando 6 restando estos
quebrados; pero estas operaciones no serian lan breves como las
que acabamos de explicar.

ARTICULO 3.°

MULTIPLICACION DE LOS NUOMEROS FRACCIONARIOS.

<+ 100. En la multiplicacion de niimeros fraccionarios conviene

cousiderar, ademas del caso de multiplicar un quebrado por un
entero, explicado ya (83), otros dos: 1.°, multiplicar un quebrado
¢ un enltero por un quebrado; 2.°, multiplicar niimeros mixtos,

oo ¥ 101. i el multiplicador es un quebrado, como por ejem-

i

plo ;‘,1, el producto, segtin la definicion general (7), serd respecto

del multiplicando lo que el multiplicador - es respecto de la uni-
dad; el producto sera, pues, -ﬁ- del multiplicando. Por consiguiente,
la definicion de la multiplicacién, cuande el multiplicador es un
quebrado, es ésta: Mullvplicar un nimero cualquierapor un quebrado,
hallar el valor de las partes del multiplicando indicadas por el
multiplicador. :

Segtin esta definicién, el producto de un ntmero por un que-
brado propio es menor que el multiplicando, y el producto de un
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numero por un quebrado mayor que la unidad, 6 por un niimero
mixto, es mayor que el multiplicando.

Y 1.°r caso. Para multiplicar un quebrado por olro, se halla el
producto de los numeradores y el de los denominadores, y se parte el
primer producto por el segundﬂ

X Sea el multlplmandu y el mulllplmadﬂr 7 el pl‘ﬂdll[‘lﬂ es
el valor de o de = = Ahma bien: % de - 5 Eb el cﬂmeﬂle de - < par-

tido por 5 (17, 1.%), esto es, 3 : 5 = m (86, Corol.); luego -
de -:- valdran 7 veces —;~ de %, es decir, —— M S = z—i—:, resulta-

do que demuestra la verdad de la regla.
Ejﬂn‘tplﬂ lx#__!ﬂ_____i‘l:i

)( Para multiplicar un entero por un quebrado, se multiplica el en-
tero por el numerador y se parte el pmductﬂ por el denﬁmmadﬂr

Sea el entero 8 }' el quebx ado 2 5+ decimos que 8 XX 5 = 5—-}5,
> En efecto, 8 > 3—- :»-r.:— '%‘5.

Se puede también, y conviene, demostrar esta regla del mismo
modo que la anterior.

Ejemplo. 7T+ EEE 4

X' Corolarios. 1.° EL produclo de dos quebrados no varia, aunque
se tome el multiplicando por multiplicador y éste por multiplicando.
X 2.° Para multiplicar varios quebrados enire si, se mulliplican
los numeradores y los denominadores, y se divide el primer producto

por el sequndo.

Seau lns quebrados £, + vy %: su producto indicado es
—>< >-<: . El pmdunl jx i= =5 luego el producto de los
4.3.
tres quebradus es 57 X< 3 = 5o,

Nora. Toda vez que, aI multiplicar varios quebrados, exista
un factor comiin & un numerador y & un denominador, se abre-
'via esla operacién suprimiendo en primer lugar dicho factor
comun,

Ejemplos. —;-x%:-:—-x%zgzi-} *—‘~<le25><‘2_46
3 4 10 i 4 2
-;x;—x-.;=-;><;x? H’ 72){'—-—8}(7&56

¥ 2.° caso.  Para multzplicar un niimero mizto por olro numero
mizlo, se transforman en primer lugar los mixtos en quebrados; y
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quedara reducido este caso al de la multiplicacion de quebrados.
Ejemplo. AT 3> 63 =2<%=78%%=1112,

St el multiplicador es entero, en vez de reducir el multiplicando
a quebrado, serd preferible multiplicar las dos partes del mixto por
el entero, y sumar en seguida los dos productos parciales.

La verdad de esta regla es evidente; pues si todas las partes de

un todo se hacen un cierlo nimero de veces mayores, el todo que-
dard hecho esle nimero de veces mayur/.f/

Ejemplo. 25 % > 17.

Disposicion,

a5 =
17
175
25

10 +

455 < Producto.

102. Se llama quebrado de quebrado una parte de un quebra-
do ¢ la reunion de varias partes iguales de un quebrado.

Asi, 5 de +; 5 de < son quebrados de quebrados.

Para hallar el valor de un quebrado de quebrado, se multiplican
ambos quebrados.

3 1.6 gty 3.6
Sea  de 5 el quebrado de quebrado: decimos que su yq‘lnr‘es T

En efeclo, hallar el valor de % deﬁ es multipliua‘r:ﬁ pm‘%
(101); luego E{I valor de 4:— deﬁ es ﬁ e 2 6.3 A

E — s’
ARTICULO 4.°
DIVISION DE 1.0S NUMEROS FRACCIONARIOS.

103. En la division de niimeros fracuinn;arins conviene consi -
derar, ademas del caso explicado ya (86) de dividic un quebrado

por un entero, otros dos: 1.° dividir un quebrado 6 un entero por
un quebrado; 2.°, dividir niimeros mixtos.

1.er caso. Para partir un quebrado por otro, se multiplica el nu-

-



73

merador del dividendo por el denominador del divisor y el numerador
del dwvisor por el denominador del dividendo, y se parte el primer
producto por el sequndo.

. . 3 .
Sea el dividendo -;- y el divisor +: decimos que
s NI X

R SR T
i

En efecto, sea ¢ el cociente de 3 : %; tendremos (16) ¢ > % —

. Ahora bien, multiplicar ¢ por 3 es hallar el valor de;- de ¢

(101): luego % de ¢ valen %; luego ;- de ¢ valdra la tercera par-

i B RS . 4 5.8 BRT Y
.*lEJIL de <, queles 3 & 9= Bi = de ¢ vale 7—; - de c:aidmn
__Axs, 5 __AxS5
953 X 9 = gz Ypues 5 de ¢ componen ¢, resulla ¢ = 5.
: e NN | 3. hs
Ejemplo. T = = Ag=Ag

Para partir un entero por un quebrado, se multiplica el entero por
£l denominador del quebrado, y el producto se parte por el numerador.

Sea el dividendo 7 y el divisor 3; decimos que 7 : 3= 7,;'.

Enefecto, 7: § =1 : + ="

Se puede también, y conviene, demostrar esta regla del mismo
modo que la regla anlerior.

Ejemplo. 15 -;- e -!5;‘2 =59 =.

Nora. Toda vez que al partir un quebrado por olro, exista un
factor comin 4 los numeradores 6 & los denominadores, se abre-
viara la operacion suprimiendo dicho factor comtn.

g 7 .4 (A T e g e e e iy
Ejemplos. =z =4 == 12=

P M T8 T Tt
7 B> e R T e L e
I‘. . E-E'—'-ai_i-"—?’ ﬂﬂi'ﬂ_ﬂ—l‘iiiﬂ—la%-

2.7 caso. Para partir un numeromizio por olro, se transforman
en prumer lugar los muctos en quebrados; lo que reduce este caso al
de la divisién de quebrados. |

Ejﬂmﬁﬁs.
- 7 e - T
B8 Wesidg=5:5=55.
= TR (R I S et O
A anadGinTg iasyin =994

Si el divisor es entero, es preferible, en vez de reducir el mixto
a quebrado, dividir las dos partes del dividendo por el divisor, y
la suma de los cocientes parciales serd el cociente tolal. Pues si
las dos parles de que se compore un nimero se hacen un cierlo
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T4

numero de veces menores, el nimero quedara hecho este mismo
numero de veces menor.

i2 S o SR TR L Tyl
Ejemplos. 1.° 45 3 9=05=5g5
2 193 :15—13
En este ejemplo, dividiendo 19 por 15, resulta !}

diendo después 3 por 15, resulta & v por tanto, el cociente ser&

B R a=1 = = i* . Pero efectuando la operacion de
este modo no habria venlaja sobre el método de reducir el mixto
a quebrado; y asi, antes de partir por 15 el residuo 4 que ha

quedado de dividir 19 por 15, se reducird 4 quebrado el mixto

4 2, y tendremos 2, y partiendo en seguida este quebrado por 415
3 -?. 3 :Y I} o) : {l [}

18, : . 14
resulta 5 luego el cociente sera 1 &

3. 256 7 :34 =7 22

238"

Nora. Si un nimero cualquiera se divide por la unidad, el
cociente es igual al dividendo; si se divide por un ntmero menor
que la unidad, el cociente es mayor que el dividendo, y si se divide
por un nimero mayor que la unidad, el cociente es menor que el
dividendo.

Todo esto resulta facilmente de la definicion de la divisién.

y divi-

{

CAPITULO IIL.

PRODUCTO DE VARIOS FACTORES.

l"l. Lf » ¥ A ]
N 104. El producto de la suma indicada de varios nimeros enteros

Y [raccionarios, 6 todos fraccionarios, por un mimero entero ¢ fraccio-
nario, es igual a la suma de los productos parciales de cada mimero
del multiplicando por el multiplicador.

Sea @ +- b + ¢ el multiplicando, cuyos nimeros a, b y ¢ son
enteros y fraccionarios, 0 todos fraccionarios, y sea m el multipli-
cador, también entero ¢ fraccionario, decimos que

(@ 4+ b+ ¢) m = am + bm <+ cm.

1.” Sea el multiplicador m un nimero entero 7: el producto
(@ + b+ ¢) >< 7 se hallard haciendo 7 veces mayor 4 cada una de
las partes del multiplicando; luego (6 4= b + ¢) <X 7T = a>< 7 +
b XX 7 4+e¢x1T.

2.° Si el multiplicador es un nimero fraccionario 7, el pro-

ducto (@ + b + ¢) ><  quiere decir (101) que se halle el valor de
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; de a + b+ ¢; v es claro que, hallando el valor de -;- de cada una
de las parles del multiplicando, se tendra el valor de % del todo;

luego (@ + b +¢) <X +=a> 3 + b ¢ + ¢ .

X El producto de la dtferaﬂcm mdmada de diﬂs nimeros, uno eniero
y olro [raccionario 6 ambos [raccionarios, por un niumero entero 0
[raccionario, es igual d la diferencia de los productos parciales de
cada numero del multiplicando por el multiplicador,

Sea el multiplicando @ — & y el multiplicador ¢: decimos que

(@ — b) = ac — be,

En efecto, sea d la diferencia entre a y b, es decir, sea a — b
= d, serd por consiguiente @ = b + d (10); luego ac = (b + d)¢;
pero (b -+ d) ¢ = be + de, segin se acaba de demostrar; luego
ac = bc 4 de, Restando be de los dos miembros de esta igualdad,
tendremos ac — be = de, 6 poniendo en lugar de d su igual a — b,

,sera por ultimo ac — be = (a — b) c.

. 105. El producto de varios numeros enteros y fraccionarios ¢

0s fraccionartos no se altera, aunque varie el orden de colocacion =
de. los factores.

Sea el producto 2 ::-c: 2 oy = ::x: ”' deuimus que es igual a

o B

. 5 ><: 2 :>< ><: 5
En efecto, 2 >< -‘;f_-x - ><:, ﬂ:’:i";;}; = (101, Corol. 2.%), y

4 'l'r 3 t}{ﬂx!f;«-{a 2>< 3 < A< 1T
el producto 3 >< 23¢7 e 55553

l){il‘:{ 173 -
es igual al quebrado 35<05<s  Pues sus numeradores son igua-

les, por conslar de los mismos faclores enteros (33), y sus deno-
minadores son lambién iguales por la misma razon; luego los dos
productos propuestos son iguales.

Consecuencias.

106. El producto de varios productos wndicados es wqual a un
produclo compuesto de lodos los faclores de los productos propuestos.

Lﬂnf-‘,iderﬂums dos casos: 1.°, que sean dos los productos
indicados; 2.9, que el numero de productos indicados sea cual-
quiera.

1.e7 caso. Sean lus dos pmduntus mdmndus 4. -3* : ~;-, y 2. %—;
. 3
decimos que 4 . 32,z P
En efecto, tEl]'EIIl{}E 2.5 =7 luegu
o 4 1 23
4 . "T-_' _' }( 2 " "5"" = ‘4 :""' '_3"“ w TI
No podemos ﬂhnra reemplazar en éste pruduutu la canhdad e

por su igual 2. 3, porque tendriamos el producto 4 . 2 7 520,

El quebrado
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que no es evidentemente igual al producto 4 . % .5 . =% pero {ras-

1
"E‘ .
ladando el factor ’f al primer Iugﬂr; tendremos 2—5 e ; ; %;3}'

poniendo ahora en vez del quebrado = su igual el producto 2.

5
lo que evidentemente es posible, pues el produclo total significa lo
mismo en ambos casos, lendremos

¥

|

&

| o

cEX 2.
.%x%.

S <aje

2.
4.

|

3| 1| ®
1| 0|
| =
| oo 00| -

4.
6 (106) 4.

IS

2.° caso. Sean los productos abe, de, fg, elc., en los cuales las
letras representan niimeros cualesquiera, entleros 6 fraccionarios;
decimos que abe >< de > fg = abedefy.

En efecto, segin el primer caso, es abe >< de — abede: mullti-
plicando ambos miembros de esta igualdad por fg, serd abe >< de
< fg = abede >< fg; y como, segun el primer caso, abede < fg =
abedef g, sera

abe >< de >< fg = abedefyg.

Del mismo nmiodo se conlinuaria, si se considerasen mas de Lres
productos.

Al contrario, dado un producto abedefg de varios faclores, se
podra poner en su lugar un produclo de varios productos de di-
- chos faclores, como abe >< defg, 0 abe >< de X< [g. elc. (Pag. 29,
nola (*). .
\SQ( 1(.‘(l'7.] St uno de los factores de un producto se multiplica por un
ntumero cualquiera, el produclo queda multiplicado por el mismo
numero.

Sea el producto a >< b >< ¢; multipliquemos el primer factor
por un numero cualquiera m, y tendremos am >< b >< ¢, que
significa lo mismo que @ ><X m >< b>< ¢, y este producto esigual a
a < b >< ¢ > m, que es el producto propuesto multiplicado por m.
Si se hubiese mulliplicado otro de los faclores, el b por ejemplo,
por m, el producto hubiera sido a >< bm >< ¢, en el cual no podria-
mos poner, en lugar de bm, b >< m, porque tendriamos el producto
a >< b><X m X ¢, que no es evidentemenle igual 4 ¢ >< bm X< ¢;
pero trasladando el factor bm al primer lugar, lendremos bm >< a
>< ¢, y ahora eslamos en el caso primero.

X Corolario. Para multiplicar un producto por un nimero, no hay
mas que mulliplicar cualquiera de sus factores por dicho nimero.
YJ108. Si uno de los factores de un producto se divide por un
numero cualquiera, el producto queda dividido por dicho nimero.

Sea el producto a X< b X< ¢; dividamos cualquiera de sus facto-



71
res, por ejemplo el b, por m, y resultara a >< Hi: < ¢. Si multi-
plicamos esta cantidad por m, para lo cual podemos, segun el
corolario. anterior, multiplicar por m el factor %, resullard el

produclo a > b >< ¢, esto es, el dividendo; luego a > < cesel

cociente de a > b >< ¢ dividido por m.
‘Corolario. Para dividir un produclo por un numero cualquiera,
' ﬁivide or éste uno cualquiera de los factores del producto.

09.X Si uno de los factores de un producto se multiplica por un
nimero cualquiera, y otro factor se divide por el mismo nimero, el
producto no varia. .

Sea el producto @ >< b >< ¢: multipliquemos uno de sus facto-
res, a por ejemplo, por m, y dividamos otro de sus factores b por

m, y tendremos el producto am < ﬁ >< ¢, que decimos es igual
al producto propuesto @ >< b >< ¢. En efecto, segun el teorema (103),
tenemos am >< T% we=2 ":’ =L y seglin el mismo teorema, este

cociente equivale 4 a >< b >< ¢; luego am >< ;E > e¢=a>xbxec.
,}{ 110.) Suponiendo que el dividendo y el divisor sean numeros
ualesqniera enteros 6 fraccionarios:

/gf, 1.° Si el dividendo se multiplica por un nimero entero ¢ fraccio-
nario, el cociente queda mulliplicado por el mismo ntimero. 2.° St el
dividendo se parte por un numero enlero 6 fraccionario, el cociente
queda partido por el mismo nimero. 3.° Si el dwisor se multiplica por
un niimero enlero 6 fraccionario, el cociente quedapartido por el mismo
nimero. 4.° Si el dwvisor se parte por un nimero entero 6 fraceionario,
el cociente queda multiplicado por el mismo mimero. 5." St el dividendo
y el divisor se multiplican por un mismo mimero enlero 6 fraccionarto,
el cociente no se altera. 6.° St el dividendo y el divisor se parten por
un mismo numero enlero ¢ [raccionarto, el cociente no se allera.

Sean a y b el dividendo y el divisor, ¢ el cociente que segin la
regla de la division de quebrados serd un niimero entero ¢ fraccio-
nario, y sea m un numero cualquiera entero ¢ fraccionario.

1.° Tenemos § =c¢, y por consiguiente a = be. Multiplicando

los dos miembros de esta igualdad por m, serd am = bem, 0 am
= b >< em; luego (16) 5= = cm.

Queda demostrado el primer teorema.

2.° Partiendo por m los dos miembros de la igualdad a = be,

serd - — %‘E; pero (108) f!’f = b 2: luego = = b>< -, y por

eonsiguiente -7~ = =, igualdad que demuestra el segundo teorema.

ﬁ“ﬂin
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3.° Siendo a = be, serd (109) a = bm . £; luego ;% =

bm
y asi queda demostrado el tercer teorema.

- IR

4.° También a =2 . me; luego -2 = me.
m b

m
Queda demostrado el cuarlo teorema.
2.° Siendo am = bem, es am = bm X< ¢; luego 5= = c.

Queda demostrado el quinto teorema.
(4

RS

6.° También 2 — i‘f’ — ﬁ— > ¢; luego =5~ >< ¢, igualdad que

T
demuestra el sexlo teorema.

CAPITULO 1V.

* POTENGIAS DE LOS NUMEROS FRACCIONARIOS.

X W111. Para elevar un quebrado d una potencia, se elevan é dicha
polencia sus dos términos.

En efecto, segiin la definicion de la potencia de un niimero, es
(3)° =1 > % >< L: el producto de estos tres quebrados es (101

v 5 2 5 :
Corol.) 5%;—:-; 0 ;1; luego (;) — %, conforme 4 la regla.

: J

Para elevar un numero mixio @ una polencia, se reduce el mixto
@ quebrado y se eleva en sequida este quebrado d dicha potencia.

Asi, (T + 5y = () =2,

Las potencias de un numero menor que 1 van disminuyendo @ me-
dida que crece su grado, y las polencias de un nimero mayor que 4
van aumentando a medida que crece su grado.

1. Sea ; el niimero menor que 1: tenemos (101)
& L] 4 4. \2 4 '
X5 <1 0(3) <7 y

i

También g

A\2 4 4\2 E\5 1\2,
() =x7<@)9G) <G
y asi sucesivamente.
2.° Sea el numero mayor que 1: tendremos (101)

TXT>00(3) > 1
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Tambitn ()< 2> () 6 (> (2
y asl sucesivamenle.

112. KSi una [raccion wreducible se eleva d una potencia, resulla
otra fraccion rreducible.

. - - i * 3 . »
Sea la fraccién irreducible ¢: decimos que (%) es otra fraccion

irreducible.
a
3 .
En efecto, acabamos de ver que (—}) ="51. Mas siendo la
fraccion ;*irreducihle, 0 lo que es igual, siendo 7 y 5 nimeros

primos entre si, las dos polencias 7° y 5* son también nimeros
: -
primos entre si (60, Consec. 1.%); luego la fraccién ™ es irredu-

: 5
CAPITULO . V.

QUEBRADOS O CANTIDADES DECIMALES.
ARTICULO 4.°

NUMERACION DE LOS QUEBRADOS DEC!MALES,

1 13.—*'83 llaman quebrados o cantidades decimales los quebra-
dos que tienen por denominador la unidad seguida de uno ¢ mis
Ceros.

Cuando el denominador es 10, 100, 1000, 10000, 100000,
1.000000, ete., las partes que contiene el quebrado se llaman
respectivamente décimas, centésimas, milésimas, diezmilésimas, cien-
mulesimas, millonésimas, ete. Por consiguiente, una unidad tiene 10
décimas, 100 centésimas, 1000 milésinas, etc.; una décima
tiene 10 centésimas, una centésima Liene 10 milésimas, una milési-
ma Lliene 10 diezmilésimas, y asi sucesivamente.

Puesto que en el sistema ordinario de numeracién cada cifra
representa unidades diez veces menores que las que representa la
cifra inmediata de la izquierda, si se continlia este sistema hacia
la derecha de las unidades simples, las cifras 1.%, 2.2, 5.%, 4., 5.7,
6.%, etc., representaran respectivamente décimas, centésimas, mi-
lésimas, diezmilésimas, cienmilésimas, millonésimas, ete., 6 ‘uni-
dades de 1.°, 2.°, 5.°, 4.°, 5.°, 6.°, elc., orden decimal.

Las cifras que representan estas unidades se llaman cifras deei -
males; y para distinguirlas de las que representan nimeros enteros,

se coloca una coma 6 senal cualquiera inmediatamente después de
las unidades simples.
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De aqui se infiere que cualquier fraccion decimal puede escri-
birse sin denominador, escribiendo el numerador, y separando
con una coma tantas cifras de la derecha como ceros tiene el de-
nominador; 6 lo que es igual, colocando la coma de modo que la
ultima cifra decimal ocupe el lugar correspondiente al orden de
las unidades indicadas por la fraceién. Si el numerador no tiene
para esto bastantes cifras, se agrega a su izquierda un niimero su-
ficiente de ceros. Cuando la cantidad decimal no liene parte entera,
el cero que ocupa el lugar de las unidades simples se llama cero de

enleros.
Z 5234 475 , 34
Asi, los quebrados 7o, wwoo6° 700000

nador, 5’234, 0°0175, 0°00324.

Para demostrarlo, consideremos cualquiera de estas cantidades,
la primera por ejemplo.

El niimero 5’234 consta de 5 unidades, 2 décimas, 3 centésimas
y 4 milésimas; y como una unidad tiene 10 décimas, las 5 uni-
dades tendran 50 décimas, y por tanto el numero 5’234 consta
de 52 décimas, 5 cenlésimas y 4 milésimas; y como una décima
liene diez cenlésimas, las 52 décimas compondrin 520 centésimas:
luego el nimero 5234 consla de 523 cenlésimas y 4 milésimas;
y como una cenlésima tiene 10 milésimas, las 523 centésimas tie-

nen 5230 milésimas, y por consiguiente, el niimero 5’234 consta

5234

de 5254 milésimas: es, pues, igual 4 .

Segun esla regla, una cantidad decimal, escrita sin denomina-
dor, contiene lanlas unidades del orden de su ultima cifra, cuantas
unidades simples tiene dicha canlidad prescindiendo de la coma.
Por consiguiente, para leer 6 enunciar una cantidad decimal es-
crila sin denominador, se lee dicha cantidad como si la coma no
existiera, expresando en seguida que las unidades enunciadas son
del orden de su ultima cifra.

Ejemplos. 35’29 se lee 3529 cenlésimas; 0’4801 se lee 48014
diezmilésimas, -

Si la cantidad decimal tiene enteros, se suele enunciar ordina-
riamente leyendo en primer lugar los enteros y en seguida la parte
decimal.

Por ejemplo, 5’29 se lee 3 enteros y 29 cenlésimas.

114.#Para dividir un numero entero por la unidad seguida de
uno o mas ceros, se separan de la derecha del nimero tantas ci-
fras decimales como ceros tiene el divisor. Si el nimero no tiene
bastantes cifras para su separacion, se imagina & su izquierda un
numero suficiente de ceros.

Para demostrarlo, supongamos que se quiere dividir el numero:

821 por 10000: ya se sabe que el cociente es ;o5 v escribiendo

seran escritos sin denomi-
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ahora sin denominador este quebrado, resulta 0’0821, conforme 4
la regla.

Ejemplos. 7 :10 = 0'7; 25 : 1000 = 0°025;

1412 : 100 = 14’12.

Nora. Supondremos en adelante, mientras no advirtamos lo
contrario, que las cantidades decimales estan escritas sin denomi-
nador. -

115.°AUna cantidad decimal no se altera anadiendo uno ¢ mds
ceros a su derecha; pues las cifras de esta cantidad representan,
anles y después de la adicion de los ceros, unidades del mismo -
orden.

También se puede demostrar esta proposicion del modo si-
guiente. Sea la cantidad decimal 0’175 que, escrita en' forma de

fraccion ordinaria, es ——. Anadamos 4 la derecha de 0175 dos

1000°
ceros por ejemplo, y la cantidad serd 0’17500 ¢ %ﬁt

igual 4 la %’}, porque los dos términos de aquélla son respectiva-

mente iguales & los de ésta multiplicados por 100,

No alterandose una cantidad decimal porque se anadan ceros
a su derecha, tampoco se allerard una cantidad decimal (que lenga
ceros a su derecha, aunque éstos se supriman,

fraceion

ARTICULO 2.°
ADICION DE LAS CANTIDADES DECIMALES,

1131 Para sumar las cantidades decimales, se colocan unas debajo
de otras, de modo que las cifras del mismo orden se correspondan, lo
que se consigue colocando las comas en columna. Se suman en sequida
las unidades de todos los 6rdenes, principiando por las del orden in-
ferior. Si la suma de las unidades de un orden compone una 6 mas
unidadesdel orden inmediato superior, se retienen éstas para anadrlas
d la suma de las unidades del orden siguiente, y se escriben lasunidades
restantes.

El resultado obtenido asi contiene las unidades que existen de
‘todos los érdenes, y por tanto es la suma.

Ejemplo.
240 1
5?

?

4
18

0

1

0
2

?

7

7
8
“
6
6 6

S| i D&
ol B B— R~ R~

(i
3
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ARTICULO 3.°

SUSTRACCION DE LAS CANTIDADES DECIMALES.

X 1 1'7.+Pﬂl’ﬂ restar de una cantidad decimal otra decimal, se coloca
el sustraendo debajo del minuendo, de modo que las cifras del mismo
orden se correspondan. Se restan en sequida las unidades de todos los
ordenes del sustraendo de las correspondientes del minuendo; pero
anles conviene igualar el numero de cifras decimales en minuendo y
sustraendo, agregando ceros d la derecha del que tenga menos cifras
de éslas.

El resultado obienido por esta regla serd el resto; pues, segin
ella, se restan del minuendo lodas las partes del sustraendo.

Ejemplo. Sea el minuendo 25’14 y el sustraendo 3'7941.

Operacion,

25’1400
3’7941

2175459

ARTICULO 4.°

- MULTIPLICAGION DE LAS CANTIDADES DECIMALES.

118. Enla multiplicacién de las cantidades decimales con-
viene distinguir tres casos: 1.°, multiplicar una cantidad decimal
por la unidad seguida de uno ¢ mas ceros; 2.°, multiplicar una
cantidad decimal por una entera; 3.°, mulliplicar una cantidad
decimal por otra decimal. |
1.7 caso.  Para multiplicar una cantidad decimal por la umdad
sequida de uno ¢ mds ceros, se mueve la coma hacia la derecha tantos
lugares como ceros tiene el multiplicador.

Sea el multiplicande 4’789 y el multiplicador 100: decimos
que 4’789 >< 100 = 478’9.

En efecto, cada cifra de la cantidad 478’9 representa unidades
100 veces mayores que las que representan la misma cifra en. el
multiplicando 4°789; luego las cuatro partes del numero 478°Y
son 100 veces mayores que las cuatro partes del nimero 4’78Y;
Inego el nimero 478’9 es 100 veces mayor que el nimero 4’789,
0 bien

478’9 = 4’789 >< 100.

Asi; 3'046 > 1000 = 3046; 045 >< 10000 = 4500.
#42.° caso.  Para multiplicar una cantidad decimal por una entera,
se multiplica como st el multiplicando fuese entero, y de la derecha
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del producto, que asi se oblenga, se separan con la coma tantas cifras
.como cifras decimales tiene el mulliplicando. |
Sea el mulliplicando 4’59 y el multiplicador 23: sabemos que

459 = 22 luego 3 | .
’ 9 459
459 < 23 = 15 < 23 = 5%,

es decir, que se deben multiplicar las dos cantidades, como si Ia
coma del multiplicando no existiera, y partir en seguida por 100,
6 separar de la derecha del producto dos cifras, esto es, tautas
como cifras decimales tiene el multiplicando.

Nora. La multiplicacidn de un nimero entero por un nimero
decimal se ejecutara por la misma regla; pues, por ejemplo,

T8> 2’25 = 2725 >< 8 (105).

o 3.7 caso. Para multiplicar una cantidad decimal por otra deci-
mal, se multiplican como si"fuesen enteras, y de la derecha del pro-
duclo, que asi se oblenga, s¢ separan tantas cifras como cifras deci-
males tienen los dos faclores.

Sea el multiplicando 4’59 y el mulliplicador 3’7: sabemos
37

que 4’59 = %, yque 3’7 = ; luego
’ omoe A9 37 459 x 37,
: 459}(‘7{7_"“@3}(?&_ 1000 7’ j
es decir, que deben multiplicar los dos nimeros como si fuesen
enteros, y dividir en seguida el prodacto por 1000, 6 separar dv la
derecha del producto tres cifras, esto es, lantas como cifras deci-

males tienen ambos factores.

Ejemplos.
1.° 789132 9.° 5 49
97 57 9
552592 4 3078
1578264 259 4
2130656 4 1710
198018
3.0 54 6°8 9 1 4.° 0°0 4 6
7’5 2 0’3 6
6957892 - 27 6
1040673 138

253924212

Nora. Cuando sucede, como en el wltimo ejemplo, que el
producto hallado, prescindiendo de las comas, tiene menor nume-
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ro de cifras que el que se haya de separar de la derecha, se escribem
A la izquierda del producto los ceros suficientes. En este ejemplo
basta escribir un cero 4 la izquierda del producto 1656, y después.
se separan las cinco cifras poniendo antes un cero de enteros.

Si quedase alguna duda acerca de la razén de esla nola, se
repetira la demostracion de la regla de la multiplicacién de decima-
les para el ultimo ejemplo.

ARTICULO 5.°

DIVISION DE LAS CANTIDADES DECIMALES.

119. En la division de las cantidades decimales conviene dis—
tingunir tres casos: 1.°, dividir una cantidad decimal por la unidad
seguida de uno 6 mas ceros; 2.°, dividir una cantidad decimal por
una entera; 3.°, dividir una canlidad enlera 6 decimal por una
decimal.

1.°f caso. Para dividir una cantidad decimal por la unidad se-
f quida de uno ¢ mds ceros, se mueve la coma hacia la 1zquierda tantos

lugares como ceros liene el dwisor.
Sea el dividendo 34’89 y el divisor 100, decimos que %%

— (’3489.
En efecto, 0’3489 >< 100 = 54’89 (118,1.°): luego (16) 0’3489

g 34’°80
es el cociente de Too* _

9.° caso. Para dividir una cantidad decimal por un nimero en-
tero, se efectia la division como st el dividendo fuese entero, y de la
derecha del cociente si la division es exacta, 6 dela derecha del cociente
entero si es inexacla, se separan lantas cifras como cifras decimales
tiene el dividendo. El resultado oblenido asi sera el cociente pedido s
la division es exacla; y si es tnexacta, el resultado se diferenciard del
cociente pedido en menos de una unidad del wltimo orden decimal.

Sea el dividendo 4524 y el divisor 12: dividiendo la cantidad
45924 por 12, resulta el cociente exacto 377; luego partiendo por
12 la cantidad 45’24, 100 veces menor que 4524, resultara
(110, 2.°) por cociente una cantidad también 100 veces menor que
377: luego el cociente pedido es 3’77; -resultando acorde con la
primera parte de la regla. |

Sea ahora el dividendo 45’29 y el divisor 12: dividiendo la
cantidad 4529 por 12, la division es inexacla y el cociente com-

5

pleto es 377 5; luego dividiendo por 12 la cantidad 45’29, que es
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100 veces menor que 4529, resultara un cociente 100 veces menor
<que el anterior, es decir, resultard 3'77 4 £ >< .5 y pues % >

5 | 1 ‘
0 5 de ;55 es menor que ., vemos que la cantidad 3’77 es el

@ . ! -' r L]
«coclente pedido con menor error que ;z; v asi queda demostrada

la segunda parte de la regla. ;
Noras. 1." Obsérvese que el cociente decimal inexacto se.

completa por la regla ordinaria (79, Corol. 1.%); pero la unidad

a que se refiere el quebrado complementario es del ultimo orden

decimal. B

2." En vez de separar las cifras después de la operacion , viene

a ser lo mismo el colocar la coma en el cociente, cuando la prime-
ra cifra decimal forma parte de un dividendo parcial. : )
3." Como s¢ pueden anadir 4 la derecha del dividendo cuantos

* «eros se quieran, sin que sufra alteracion (115), se infiere que sila
division primiliva es inexacta, se podra hallar el cociente con me-
aor error que una unidad de un orden decimal cualquiera; vy aun
Sucede & veees que, continuando la operacion, resulla un cociente

decimal exacto.

Ejemplos.
, S 201’1286 0 48278 13
791 (292 92 3’713
1 72 17 |
00 ' 48
9

En esle segundo ejemplo el cociente 3’713 se diferencia del
verdadero en I—i de milésima; pero si se quisiera obtener el co-

. 1 ' .
ciente con menor error que jmoss» ballariamos dos cifras mis

anadiendo dos ceros al dividendo y continuando la divisién.
§.” 5’2663 |4

12 1’5165
06
2

6
23
3
Aqui tenemos el cociente con menor error que una diezmilé-
-sima; pero si se continuara la division anadiendo ceros & la
dlerecha del dividendo, hallariamos el cociente decimal exaclo,

4’316575. |
W 3.t caso. Para dividir una cantidad entera ¢ decimal por und
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decimal, se multiplican dividendo y divisor por la unidad sequida de
tantos ceros como cifras decimales tiene el divisor; lo que no altera
el cociente (110, 5.°), y reduce este caso al de la division de enteros:

o al caso anlerior.

Ejemplos. 1.° kg R 11540 | 1789

1789 — 1789

606

606 | 6 ;755
En el niimero siguiente se vera como puede obtenerse en fraceion:

decimal, complementaria del cociente, la fraccion %.
9 .° 2542 25472 25421178

78 — 478!
7624’4
o0

Se puede continuar esta divisién afiadiendo ceros al dividendo y ha-

llar el cociente con tantas cifras decimales como se quiera.
Nora. Obsérvese que las operaciones con las fracciones decima-
les son mucho mias faciles que con las fracciones ordinarias, cuyo-

uso en la practica ha de concluir en dia no lejano.

’ w* g
ﬁ——& E‘Aﬂﬂ'gu{fﬁﬁ o

H.J-

REDUCCION DE QUEBRADOS ORDINARIOS A QUEBRADOS DECIMALES.

X 180. Reducir una fraccion ordinaria @ fraccion decimal es ha-
Ilar una fraccion decimal equivalente 4 la fraccion ordinaria, 6 que:
se diferencie de ella en menos de cualquier cantidad dada, por pe-

quena que e€sta sea.
3¢ Para reducir una fraccion ordinaria d fraccion decimal, se diide

el numerador por el denominador, y se lendrd la parte entera. Para
hallar la parte decimal, se continuard la division, anadiendo un cero-

a cada residuo.
Para demostrar esta regla, tomemos la fraccion ?;}, que sa=-

bemos (79, Corol. 2.°) es el cociente de 24 : 7. Efectuando esta
divisién, hallamos el cociente entero 3 y el resto 3; luego el co-

ciente completo es 3 7. Observemos ahora que ; =X n=7zde
décima, 6 4 décimas y —:— de décima. Ahora, una décima vale 10
centésimas; luego —:- de décima 6 -:—-}c: fa = 2; < i;_u* es decir, %" de-
cenlésima, 6 2 centésimas y + de centésima; y asi sucesivamente..
Vemos que 4 cada residuo se le anade un cero para conlinuar
1a operacion.
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Si habiendo hallado un cierto nimero de cifras decimales queda
un residuo, el cociente hallado se diferenciara del quebrado pro-
puesto en menos de una unidad del ultimo orden decimal.

Operacion.
24 7

. ~. a0 3’428
' 20 |,

60
4

El cociente completo es 3’428 +7:— de milésima; luego 3'428

se dilerencia del cociente completo, ¢ del quebrado propuesio, en
menos de una milésima.

Cuando la reduccion de un quebrado ordinario & decimal no da
cocienle exaclo, se puede continuar la division lan lejos como se
quiera; y por tanto, se puede hallar una fraccion decimal que se
diferencie del quebrado propuesto en menos de cualquier cantidad,
por pequena que ésla sea.

Ejemplos.
1.° < = 0’625 exactamente. -
> % = 0’0638 en menos de 1 diezmilésima.
3

9.% = = 0°272727... En esle caso, después de hallar las dos

primeras cifras 2 y 7, resulta 3 de residuo; luego es evidente que,
si se continta la division, las cifras 2 y 7 se repeliran indefinida-
mente. '

[

4.° % = 0'58533... En este ejemplo la cifra 3 se repite

conlinuamente. .

121. La fraccion decimal, en que un cierto nimero de cifras
se repite periddica € indeflinidamente, se llama fraccion decimal
periddica. Se llama periodo el grupo de cifras que se repite conti-
nuamente, Fraccidn periddica ssmple 6 pura es la fraccion decimal
cuyo periodo principia desde las décimas. Fraccion periddica
mizla es la fraccion decimal cuyo periodo no principia desde las
déclmas.

Asi, la fraccion 0°272727... es una fraccion decimal periodica
pura, y 27 es el periodo. La fraccion 0°58333... es una fraccion
periodica mixta, y su periodo es 3.

X 122. Si una fraccion ordinaria no es reducible exaclamente d
[raccion decimal, la fraecién decimal equivalente serd necesariamente
periodica.

-~
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4~ En electo, los restos de las divisiones parciales son menores que

el divisor; luego los restos diferentes que pueden resultar son,

/' cuando mis, todos los nimeros enteros inferiores al divisor. Si

- resullan todos estos reslos, es claro que en la division parcial si-
guiente aparecera un resto igual & uno r de los anleriores; pero
ordinariamente, anles de que se escriban por restos todos los
niimeros enteros inferiores al divisor, suele reaparecer dicho resto r.
Llegados & este punto, y siguiendo la operacion, resultard en Ia
fraccion decimal el mismo grupo de cifras que resultd desde que
dicho resto r con un cero & la derecha se tomé por dividendo par-
cial, y aparecerd tercera vez el resto r; y continuando, se repetira
el mismo grupo de cifras, y volvera 4 salir el mismo resto r; y asi
sucesivamente. Vemos, pues, que un grupo de cifras decimales se
repite periédica ¢ indefinidamente, y que, por lanto, la fraccion
decimal es periddica.

Sea, por ejemplo, la fraccion ordinaria 3* la que vamos & re-
dueir 4 fraccion decimal.

Operacion,
34 7

60 4857142
40
50
10
30
20
6
En este ejemplo han resultado por restos todos los niimeros en-
teros inferiores al divisor.

15 . . . ;
Sea 5 la fraccion que se quiere reducir 4 decimal.

Operacion.
150 28

100 0°553571428
160
200
040
120
080
240
16

Lin este ejemplo no han resultado méis que ocho restos diferentes.




89

. 123. Una fraccion ordinaria, no convertible exzactamente en de-
cumal, no puede dar una fraccion decimal periddica cuyo periodo sea
da unica cifra 9.

Para demostrar este teorema, tenemos 0°999... >< 10 =
9999..., 6 bien 0°999... 3< 9 + 0°999... = 9 + 0°999...;
restando de los dos miembros de esta igualdad la cantidad
g’ggg, se tendra 0'999... >< 9 = 9, y por consiguiente

9395 =1,

Segiin esto, siendo e un namero enlero cualquiera, serd

€999... = e + 0999... = e + 1. También €’'843999... —
2843'999... esdd 613‘54 .
1000 1000 — :

Vemos, pues, que las cantidades decimales periddicas, cuyo
periodo es la tnica cifra 9, son enteras 6 decimales exaclas; luego
si una fraceion no es convertible exactamente en decimal, ésta no
puede tener por periodo la tGnica cifra 9.

Nora. Puesto que la regla para reducir una fraccién ordinaria
a decimal, nos da la decimal equivalente exacta ¢ periédica, cuyo
periodo no puede ser la tnica cifra 9, las cantidades periddicas,
cuyo periodo es 9, no provienen de la reduccion de las fracciones
ordinarias a decimales, sino de reemplazar una cantidad entera 6
decimal exacta por la cantidad equivalenle, & saber, la misma can-
~tidad disminuida en una unidad de su ultimo orden y seguida de
un numero indefinido de nueves, poniendo una coma a la derecha
de las unidades simples, si dicha cantidad es entera.

' ARTIGULO 17.°

REDUGCCION DE UNA FRACCION DECIMAL A FRAGCION ORDINARIA.

3‘{’ 124. Hemos visto que al reducir una fraceién ordinaria &
decimal, ésla puede tener un nimero limitado de cifras, ser pe-
riddica pura ¢ periodica’ mixta. Por cousiguiente, en la cuestion
inversa, que ahora tratamos de resolver, debemos considerar los
tres casos siguientes: 1.°, la fraccion decimal consta de un namero
limitado de cifras; 2.°, la fraccién decimal es periddica pura; 3.°, la
fraccion decimal es periddica mixta.

3’ 1. caso. Si la fraccién decimal consta de un nimero limitado
«de cifras, se tendrd su fraccion ordinaria equivalenle poniendo su

denominador de manifiesto.
Ejemplo. 0’3425 = 2> — 31

10000 400" .
A 2.” caso. Si la fraccion decimal es menor que la unidad y perié-
dica pura, su fraccion eenerATRiZ, es decir, la fraccion ordinaria

i
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equivalente, tiene por numerador el periodo, y por denonmunador un
ntimero compuesto de lanlos nueves como cifras tiene el periodo,
Sea la fraccion periddica pura 0’°357357557...: decimos que

su fraccién generatriz es ii"?.
En efecto, lamemos [ 4 la fraccion generatriz de dicha frac-
cion periddica, y tendremos f = 0°357557557... Multiplicando los

dos miembros de esta igualdad por 1000, sera
1000f = 357°357357357 ...:

la parte decimal de esta cantidad es igual 4 la fraccién propuesta;
luego si restamos ordenadamente de esta igualdad la anterior,
serd 999f = 557, y partiendo ahora ambos miembros de esta nue-

va igualdad por 999, sera (16) f = .

999

Ejemplo. 0°818181... = ==

9 11’
¥ Nora. Sila fraceién pericdica pura es mayor que la unidad,
su fraceion generatriz se compondra de la parte entera y del que-
brado equivalente & la parte decimal.

Ejemplo. 18'212121... = 18} =185 = 3.

¥ 5.2 easo. Si la fraccidon periddica es mixla, se mueve la coma
4 la derecha de la parte no periddica (*), y al mismo tiempo, para
que la fraccion no varie, se divide por la unidad seguida de tantos
ceros como cifras tiene la parle no periddica; y enlonces serd facil
hallar la fraccion ordinaria equivalente & la decimal propuesta.
Ejemplos. 1.° Sea la fraccion periédica mixla 0'455595...

s ;
Esta fraccion es igual 4 = == — ?';ﬂ =2t .
2. Sea la fraccion periédica mixta 3'5214646... Esta frac-
A6
3524

. : 3521°464646... 99 3521 >< 99-+-46 __ 2789
clon es equwalenle a 1000 7000 99000 = 70

3. Sea la fraccion periddica mixta 0'008583... Esta fraccion
83
es igual 4 L8 — 33 88
y\ 125. El denominador del quebrado irreducible, equivalente a
una fraccion periddica mixzta, contiene al factor 2, al 5 d d los dos; y
el mayor exponente de estos faclores es igual al numero de cifras de
la parte no periddica,
Sea la fraccion periodica wmixta, e’abemamnmn..., en que,

(f)d Llamamos parte no periddica a ls parte decimal anterior al primer
periodo.
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para fijar las ideas, la parte no periddica tiene tres cifras a, b, ¢, y
dos m, n el periodo: e es la parte entera que puede ser 0. Esta

eabe 4- e
. . 99 eabe < 99 - mn
fraccion equivale & T B el

Kl numerador de este quebrado puede escribirse asi: eabe ><
(100 —1) 4+ mn = eabc00 — eabe 4 mn = eabemn — eabe. Des-
componiendo 1000 en factores simples, es 1000 = 2° . 5% luego

el quebrado serd 22— () servemos ahora que las cifras

99 x 2° x 5°

¢ v n son diferentes; pues si fuesen iguales, la decimal propuesta
seria e,abnmnmn..., es decir, que la parte no periddica solo tendria
dos cilras, conitra lo supuesto: luego efectuando la sustraccion
indicada en el numerador, éste no terminara en 0, y por tanto no
sera divisible por 10 6 por 2 y 5 & la vez. Luego simplificando este
quebrado todo lo posible, el denominador del quebrado irreducible
que resulle contendra por lo menos uno de los factores 2 y 5, con
el exponente 3 igual al nimero de cifras de la parte no periddica.

126. Ademis de las tres clases de [racciones decimales que

acabamos de considerar, existe una cuarta clase, la cual compren-
de las [racciones decimales de un numero indefinido de cifras y no
periodicas. Estas nuevas fracciones decimales no proceden de la
conversion de las fracciones ordinarias en decimales; pues ya he-
mos visto que las fracciones ordinarias no dan més que fracciones
decimales limiladas 6 periddicas (*). Por tlanto, los valores de las
nuevas fracciones decimales no pueden hallarse exactamente, pero
si con cuanta aproximacion se quiera, por la regla siguiente:
&~ Dada una cantidad decymal, periddica d no periddica, de un nime-
ro indefinido de cifras, se obliene su valor aproxtmado con menor
error que una unidad de un orden cualquiera, despreciando todas las
cifras que siquen d la de este orden.,

Supongamos, para fijar las ideas, que la fraccion decimal
2’4552703... tenga un numero indefinido de cifras, y que se quiera
hallar su valor con menor error que una diezmilésima. Despreciemos
todas las cifras siguientes & la 2 de las diezmilésimas, y decimos
que la fraccion 2’4532 que queda, se diferenciara de la propuesta
en menos de una diezmilésima,

En efecto, la cantidad 0°0000703... que despreciamos, es evi-
dentemente menor que 0°0000999...; y pues 0°999... = 1, seré
0’0000999... = 0°0001; es decir, que la cantidad despreciada, 6
el error cometido, no llega 4 una diezmilésima.

(*) Estas nuevas fracciones decimales resultan de la transformacion
de los nimeros inconmensurables (de que hablaremos mas adelante) en *
decimales.
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ARTICULO 8.°

CONTINGA LA REDUCCION DE QUEBRADOS ORDINAR!OS A DECIMALES.

X 127.  Si el denominador de un quebrado no tiene mas factores
simples que el 2 y el b, dicho quebrado puede convertirse exactamente
en fraccion decimal; y si el quebrado es iwrreducible, el numero de
cifras decimales de la fraceion decimal equivalente sera tqual al ma-

yor de los exponentes que lengan 2 y 5 en el denomuiador.

1. Sea el quebrado nlnﬁs, en cuyo denominador no hay mas

factores simples que el 2 y el 5: decimos que este quebrado se
puede reducir exactamente a fraccion decimal.

En efecto, tomemos la unidad seguida de tantos ceros como
unidades tiene el mayor exponente de 2 y 5 en el denominador del
quebrado, en el caso actual 10000, y descompongamos este niimero
en faclores simples: sera 10000 = 2* . 5*. Multipliquemos ahora los
dos términos del quebrado propuesto por 5, para que los expo-

g - " n.5 n.5
nentes de 2 y 5 sean iguales, y tendremos e e

6 bien = = —= fraccion decimal.

T n . » - » -
2.° Si el quebrado 775 es irreducible, es decir, si n no liene

7.5

el factor 2 ni el factor 5, el numerador del quebrado ;== no puede

ser divisible por 10; luego, si este quebrado se escribe sin deno-
minador, el nimero de sus cifras decimales sera cuatro (114),
ntimero igual al mayor de los exponentes de 2 y 5 en el denomi-
nador.

Nora. Si el exponente de 5 fuese mayor que el de 2 en el
denominador del quebrado propuesto, la demostracion se haria del
mismo modo.

K 128. Si un quebrado irreductble cuyo denominador no contiene
al factor 2 mv al factor 5, se convierte en decimal, la fraccion decimal
que resulta es periddica pura.

La fraccion decimal equivalente al quebrado irreducible pro-
puesto no puede ser limitada ni periédica mixta, porque ya
hemos demostrado que el denominador del quebrado irreducible
equivalenle & una de estas fracciones decimales conliene al factor
2, al 5 0 & los dos; y en el denominador del quebrado irreducible
propuesto no existe ninguno de estos factores. Luego la fraccion
decimal equivalente al quebrado irreducible propuesto es periddica
pura. -
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Por ejemplo, si se convierte en decimal el quebrado irreducible
5%’, cuyo denominador no es divisible por 2 ni por 5, resultard una
fraccion periodica pura.

X129. Si un quebrado trreducible, cuyo denominador contiene
ademds del factor 2, del 5 6 de ambos algun otro factor primo, se
convierte en decimal, resulla una fraccidn periddica mixta.

La fraccion decimal equivalente & este quebrado no puede ser
limitada, porque el denominador del quebrado irreducible equiva-
lente 4 una fraccion decimal limitada, no contliene ningtin factor di-
ferente de 2 y 5, y el denominador del quebrado propuesto contie-
ne por lo menos un factor diferente de 2 y 5. Tampoco puede ser
pura, porque el denominador del quebrado irreducible equivalente
a una fraceidn decimal periodica pura, no contiene ningun factor
2 ni 5, y el denominador del quebrado propuesto contiene por lo
menos uno de esos factores. Luego la fraccion decimal equivalente
al quebrado irreducible propuesto sera periddica mix(a.

Nota. Estd demostrado (125) que el nimero de cifras de la
parte no periddica es igual al mayor de los exponentes que tengan
2 vy 5 en el denominador del quebrado irreducible equivalente.

Por ejemplo, si se transforma en decimal el quebrado irre-

ducible g —7__ resultara una fraccién periédica mixta, cuya
2" ><3>5

parte no periédica tendra dos cifras.




LIBRO CUARTDO.

RAICES CUADRADA Y CUBICA DE LOS NUMEROS.

CAPITULO I.

’ &
f{ﬁ_ﬁ{'isf_!‘fﬁ- CZ:r]
NOCIONES PRELIMINARES.

AISO. Se llama raiz cuadrada 6 raiz sequnda de un numero,
otro niimero cuyo cuadrado 6 cuya segunda potencia es igual al nu-
mero propuesto. _
Asi, la raiz cuadrada de 1 es 1, la raiz cuadrada de 4 es 2, la raiz
cnadrada de 100 es 10.
. Raiz cibica 6 raiz tercera de un niimero es olro nimero cuyo
cubo 6 cuya tercera polencia es igual al niimero propuesto.
Asi, la raiz cibica de 1 es 1, la de 8 es 2, la de 1000 es 10.
Raiz cuarta de un nimero es olro nimero cuya cuarta polencia
es igual al namero propuesto.
\ Asi, la raiz cuarta de 1 es 1, la de 16 es 2, la de 10000 es 10).
Generalizando eslas definiciones, diremos que se llama rais de
cierto grado de un niimero, otro nitmero cuya potencia del mismo
grado es igual al nimero propuesto.
Para indicar una raiz de un grado cualquiera de un nimero,

se pone el signo \/  delante del nimero, y en la abertura de
esle signo se coloca una cifra que indica el grado de la raiz: esta
cifra se llama indice de la raiz.

Asi, \/? quiere decir la raiz cuadrada ¢ segunda de 9, y el

¥y g . e 5 :
indice, que en este caso no se escribe, es 2; \/ 16 quiere decir la

raiz cibica 6 lercera de 16, y el indice es 9.

#.181. Una raiz cualquiera de un mimero menor que 1 es también
menor que 1, pero mayor que dicho nimero; y una raiz cualginera
de un nimero mayor que 1, es también mayor que 1, pero menor que
dicho numero.

4.9 dea -;— el niimero menor que 1: decimos que una raiz cual-
w ¥ - . 3

quiera de este numero, por ejemplo \/g, es menor que 1 y
4
mayor que - .

3 /% , "

En efecto, \/—‘;- debe ser un nimero menor que 1; pues si

. ' 4 .
fuese 1 6 mayor que 1, su cubo no seria +, sino 1 6 mayor
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que 1 (111). Tampoco \/ = puede ser
el cubo de—~n de un nlimero menor que

ni menor que , pues
es menor que - (111):

w1 g n] | dm

4
lllﬂgﬂ \/? €5 menor que i, pero mayor que 7

2.° Sea —: el nimero mayor que 1: decimos que una raiz cual-
quiera de este nimero, por ejemplo su raiz ctubica, es mayor

que 1 y menor que el mismo niimero - -+ En efecto, \/ debe ser
un numero mayor que 1; pues si fuese 1 6 menor que 1, su cubo

110 seria T’ sino 1 6 menor que 1 (!H) Tampoco \/- puede ser

i .
. DI mayor que 3, pues el cubo dﬂ , 0 de un numero mayor

7
que -, €S un numero mayor f:l[llhlé[l que , T (111); luego \/'1 es
mayor que 1, pero menor que ;.

CAPITULO II.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA.

ARTICULO 1.°

e

RAIZ CUADRADA DE LOS NUMEROS ENTEROS,

132. Los cuadrados de los niumeros -

P R RN S TSR Sl i\l R (1
son respectivamente
b 8o A6 25, 0t 4, 64, 81, 100,

Al conlrario, las raices nuadradas de |ﬂS nimeros de la segunda
de las dos lmeas, que acabamos de escribir, son respeclivamente
los de la primera.

Luego si el nimero no es mayor que 100, su raiz cuadrada
no sera mayor que 10; y serd ficil hallarla ﬂtanla, si el numero
es alguno de la segunda linea, y siné la del mayor cuadrado entero
contenido en el niumero, la cual se diferenciara de la raiz del nii-
mero en menos de una unidad.

Asi, \/EE = 5, \/?{} esta comprendidaentre 8 y 9; 8 es la raiz

cuadrada del mayor cuadrado entero 64 contenido en 70; y es
evidente que 8 se diferenciard de la raiz cuadrado de 70 en me-
nos de 1.

A 188. 8ilaraiz cuadrada de un niimero entero no es exactamente
numero entero, tampoco puede ser exaclamente numero fraccionario;
y por ianto, el numero no hene raiz cuadrada exacla.
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Sea 70 el ntimero entero que no liene raiz cuadrada exacta ente-
ra: decimos que tampoco su raiz cuadrada puede ser exactamente:
un niimero fraceionario.

Porque si 70 tuviese por raiz c¢uadrada exacta un numero
fraccionario, este numero estaria comprendido entre los enteros

8 v 9, y seria por ejemplo 8 l—ﬁﬁ Reducido este niimero mixto
quebrado irreducible, es fs-a; luego si "-f fuese la raiz cuadrada
de 70, seria (%3)’ = 70. Pero siendo ;-31111 quebrado irreduci-

ble, %?)’ es otro quebrado irreducible (112): sacariamos, pues,

en consecuencia que un quebrado irreducible seria igual & un
numero enlero; lo que es absurdo (96).

134. En adelante, por la expresion raiz cuadrada entera de un
numero, se entendera la raiz cuadrada del mayor cuadrado entero
contenido en dicho niimero. Asi, la raiz cuadrada entera de 70 es
la raiz cuadrada del mayor cuadrado entero 64 contenido en 70, es
decir, 8. La raiz cuadrada entera de 10 4 es la del mayor cuadrado
entero 9 conlenido en él, la cual es 3. Para abreviar, diremos 4
veces también raiz cuadrada de un ntmero enteroen lugar de raiz

cuadrada entera de dicho nitmero entero.
Llamaremos residuo de la raiz cuadrada al exceso del niimero

obre el mayor cuadrado enlero contenido en él.

185. Pasemos ahora & hallar la raiz cuadrada entera de un
numero entero mayor que 100, la cual es mayor que 10, y por
tanto liene mads de una cifra. Para esto conviene anteponer tres

eoremas,
N Teorema 1.° El cuadrado de la suma de dos mimeros es igual al

cuadrado del prumero, mds el duplo del producto del primero por el

sequndo, mds el cuadrado del sequndo.
Sean los dos niumeros a y b enleros, uno entero y otro fracecio-

nario, 6 ambos fraccionarios: decimos que
(a4 b)*6 (a + b) (a 4+ b) = a*® + 2ab + b*.
En efecto, puesto que a + b es un nimero entero 6 fracciona~
rio, tendremos (104)

(@ + b) {a+ b) = a (a + b) + b (a + b);
v como puede mudarse el orden de los factores (105), sera

(a 4+ b) (a +b) = (a + b) a + (a + b) b.
Mas (a 4+ b) a = a* + ab, y (a + b) b = ab + b*; luego
(a—+b) (a+ b) = a* + ab + ab + b* = a* + 2ab + b*,
NCorolarios. 1.° La diferencia de los cuadrados de dos numeros’
que se diferencian en una unidad, es vqual al duplo del menor, mas 1.
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Pues si los dos nimeros enteros ¢ fraccionarios son n y n + 1,
sera, segun el teorema, (n + 1)* = n* + 2n + 1; y restando n?
de ambos miembros, resulta (n + 1)* —n® = 21+ 1, que es lo
(ue queriamos demostrar. -

A2."  El residuo de la raiz cuadrada de un nimero entero, es menor
que él duplo de su raiz entera, mds 1.

Sea el niumero 845: buscando por lanteo su raiz cuadrada
entera, hallaremos que es 29; luego el residuo de la raiz cuadrada
de 845 es 845 — 292, Siendo 29 la raiz cuadrada entera de 845, es
claro que 840 < 30°; luego 845 —29* < 30* — 29*: mas, segin
el corolario anterior, 350* — 29* = 2 >< 29 >< 1; luego 845 —
29 < 2 >< 29 + 1, conforme al enunciado.

v 9. Todo numero mayor que 10 se compone de decenas
unidades: luego, segiin el teorema, su cuadrado se compondra del
cuadrado de las decenas, del daplo del producto de las decenas por
las unidades y del cuadrado de las unidades.

El numero que resulta elevando al cuadrado las decenas, es
un numero de centenas, y el nimero que resulta multiplicando
el duplo de las decenas por las unidades, es un nimero de decenas;
pues si, por ejemplo, el nimero es 724 — 72 decenas 4+ 4 =
121044, 5era 724 = (712 < 10 4+ 2 < 72 < 10>< 4+ 4* =
72% cenlenas + 2 >< 72 >< 4 decenas + 4°.

Teorema 2.° Separando las dos primeras cifrasde laderecha de un
ntimero, la raiz cuadrada entera del mimero de la izquierda es el ni-
mero de decenas de la raiz cuadrada entera del numero propuesto (*).

Sea el nimero 52018: separemos las dos primeras cifras de la
derecha, y sea @ la raiz cuadrada entera del nimero 320 de la
izquierda; decimos que a es el numero de decenas de la raiz cua-
drada entera del nimero 32018,

En efecto, el cuadrado a* esta contenido en 320; luego a* cen-

(*) Antes del ano 30 todos los autores de Aritmética admitian esta
proposicion como evidente, pues decian: Existiendo en el total de centenas
de un numero el cuadrado de las decenas de la raiz cuadrada, si se extrae
la raiz cuadrada entera del toial de centenas del nimero, se tendrdn las
decenas de la raiz cuadrada de dicho numero. WantzeL, a la edad de 18
anos, hizo observar a REynaUD que este razonamiento no es exacto, pues
el total de centenas de un nuimero contiene, no solamente las centenas
que provienen del cuadrado de las decenas de la raiz cuadrada, sino
tambieén las que pueden dar la suma del duplo de decenas por unidades,
el cuadrado de unidades y el residuo; y por consiguiente, puede dudarse
que la raiz cuadrada entera del total de centenas del numero sea mayor
que el nimero de decenas de la raiz cuadrada del nimero propuesto.
Desde entonces se ha demostrado esta proposicién, aunque no faltan toda-
via autores que siguen la antigua rutina.

WanTzEL, célebre matematico francés, nacio el dia 5 de Junio de 1814,
y maurio el 24 de Mayo de 1848,

L]
[



98

tenas estd contenido en 320 centenas y también estaria contenido
en el nimero propuesto, aun cuando éste terminara en dos ceros;
luego la raiz cuadrada del nlimero propuesto no es menor que la
de a* centenas, que es a decenas. El cuadrado a 4+ 1 es mayor
que 320, y por consiguiente (a 4 1)* centenas sera mayor que
520, y por consiguiente (a -+ 1)* centenas es un nimero justo de
centenas, su exceso a 320 centenas sera una ¢ mas centenas; pero
el nimero propuesto no llega 4 521 ceutenas; luego el nimero
propuesto es menor que (@ + 1)* cenlenas, y por tanto su raiz
cuadrada es menor que (¢ + 1) decenas, Tenemos, pues, que la
raiz cuadrada del niimero propuesto no es menor que a decenas, y
no llega & (a -+ 1) decenas; luego a es el mimero de decenas de la
raiz cuadrada de dicho niimero.

Teorema 3.° Restando de un niumero entero el cuadrado de las
decenas de su raiz cuadrada entera, y dividiendo las decenas del resto
por el duplo de las de la raiz, el cociente enlero serd las unidades de
la raiz 6 un mimero mayor que estas unidades.

Todo niimero entero es el cuadrado de su raiz cuadrada ente-
ra, sumado con el residuo de la raiz, que puede ser cero: por
consiguiente, todo nimero entero se compone del cuadrado de las
decenas de su raiz cuadrada, del duplo del producto de las dece-
nas por las unidades de la raiz, del cuadrado de estas unidades y
del residuo; luego si restamos de dicho nimero el cuadrado de
las decenas de su raiz cuadrada, el resto contendra las otras (res
partes. Como el duplo del producto de las decenas por las uni-
dades es un nimero justo de decenas, este numero de decenas
estard conlenido en las decenas del resto; pero en éslas exislen
también las que provienen del cuadrado de las unidades sumado
con el residuo. Puede suceder, y es evidente, que la suma del
cuadrado de las unidades y el residuo no produzca ninguna
decena: en tal caso, las decenas del resto son exactamente el duplo
del producto de las decenas por las unidades de la raiz; luego
entonces, partiendo las decenas del resto por el duplo de las de
la raiz, factor conocido, se tendra en el cociente el otro factor,
que serin las unidades de la raiz. Si el cuadrado de las unida-
des, sumado con el residuo, produce un nimero de decenas menor
que el duplo de las de la raiz, es claro que, aun en esle caso,
dividiendo las decenas del resto por el duplo de las de la raiz,
el cociente entero serd las unidades de la raiz. Pero el cuadrado
de las unidades, sumado con el residuo, puede producir un nitmero
de decenas igual 6 mayor que el duplo de las de la raiz (*); luego

(*) En efecto, sead el nimero de decenas de la raiz cuadrada del nime-
ro propuesto, v u la cifrade las unidades: laraiz cuadrada entera de dicho
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en esle caso dividiendo las decenas del resto por el duplo de las de:
la raiz, el cociente entero sera mayor que las unidades de la raiz.

136. Para comprobar si el cociente eutero, que resulta par-
tiendo las decenas del reste por el duplo de las de la raiz, es la
<cifra de las unidades 6 mayor que esla cifra, se eleva al cuadrado
el niimero formado por las decenas de la raiz y por el cociente; y
sl este cuadrado no es mayor que el nimero del cual se quiere
extraer la raiz cuadrada, el referido cociente no serd mayor que
las unidades de la raiz; y como, segin el teorema tiltimo, tampoco
puede ser menor, dicho cociente sera las unidades de la raiz. Si el
cuadrado de la suma de las decenas de la raiz y el cociente fuere
mayor que el nimero cuya raiz cuadrada se trata de hallar, es
claro que el cociente serd mayor que las unidades de la raiz. En
esle caso se disminuye en una unidad dicho cociente, y se repite la
comprobaeion.

La comprobacion que ahora vamos a explicar es preferible 4 la
anterior, y es la que nosolros seguiremos.

Se coloca el cociente d la derecha del divisor, y éste, ast modificado,
se multiplica por el mismo cociente; y si el producto no es mayor que
el resto, dieho cociente serd la cifra de las unidades de la raiz; en el
caso conlrario, serd mayor que esta cifra.

En efecto, colocando el cociente 4 [a derecha del divisor, tendre-
mos el duplo de las decenas mas el cociente; y si multiplicamos
esta suma por el cociente, el producto sera el duplo de las decenas
por el cociente y el cuadrado del cociente. Si, pues, este producto
no es mayor que el resto, 6 sea el niimero propuesto disminuido
en el cuadrado de las decenas de su raiz cuadrada, tendremos,
anadiendo & dicho producto y al resto el cuadrado de las decenas,
que el cuadrado de las decenas, el duplo de las decenas por el co-
ciente y el cuadrado del cociente, compondrin un nimero que no
sera mayor que el propuesto; mas, segin el teorema (135, 1.%), el
cuadrado de las decenas, el duplo de las decenas por el cociente y
el cuadrado del cociente, componen el cuadrado de la suma de las
decenas de la raiz y el cociente: luego esta suma no sera mayor que
la raiz cuadrada del niimero propuesto, y por tanto el cociente no
sera mayor que las unidades de la raiz; como tampoco puede ser

w

numero sera d )} 10 4 u. Como el residuo puede llezar hasta 24 X 10 4-2u
(135, Corol. 2.°), se infiere que el caadrado de las unidades sumado con el
residuo puede ilegar & u® + 2d X 10 4~ 2u=2d X 10 4 w (u+42); la canti-
dad 2d > 10 es justamente el duplo de las decenas de la raiz, v 12 u (t4-2)
puede producir hasta nueve decenas, lo que sucedera cuando u valga 9.
Ya se ve, pues, que el cuadrado de las unidades sumado con el residuo
puede producir un nimero de decenas igual 6 mayor que el daple de las
de la raiz,
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wenor, el cociente serd las cifras de las unidades de la raiz. Sila
suma del duplo de decenas por el cociente y cuadrado del cociente
es mayor que el resto, el cual contiene el duplo de decenas por
unidades, cuadrado de unidades y residuo, .es evidenle que ek
cociente sera mayor que las unidades de la raiz.

Se fijaran mejor las ideas de esta demostracién, si nos servimes
de letras y signos para expresar el razonamien!o.

Sea N el numero del cual se trata de extraer la raiz cuadrada,
d el ntimero de decenas de esta raiz y u la cifra de las unidades de
la misma: ésta serd d >< 10 + u. Sea ¢ el cociente entero de la
division de las decenas del resto por el duplo de las de la raiz:
colocado este cociente ¢ & continuacion del divisor 24 >< 10, ten-
dremos la suma 2d >< 10 + ¢, la cual multiplicada por ¢ nos da ek
producto 2d >< 10 >< ¢ + ¢*. Esto supueslo, si este producto no es.
mayor que el resto N — d®>< 100, anadiendo 4 uno y otrola cantidad
d? 5< 100, tendremos que d* >< 100 + 2d >< 10 >< ¢ + ¢°, no sera
mayor que IN; mas d* >< 100 4 2d><10>< g+ ¢* = (d>< 10+ ¢)*s
luego (d >< 10 4 ¢)* no serd mayor que [V, y por tanto el numero
formado por la suma de las decenas de la raiz y el cocienle
no es mayor que la raiz cuadrada del mimero propuesto; luego-
dicho cociente no es mayor que las unidades de la raiz; y como,
segun el teorema (135, 3.°), tampoco puede ser menor, queda
demostrado que el cociente es la cifra de las unidades de la raiz
cuadrada del numero propuesto. Si el producto 2d >< 10 X< ¢+ ¢*
es mayor que el resto, que sabemos es 2d >< 10 >< u + w* + ek
residuo, sera necesariamente ¢ > u.

Nora. Siempre que el cociente sea mayor que la cifra de las-
unidades de la raiz, se disminuird en una unidad y se comprobara
del mismo modo la nueva cifra. _

187. Esto supuesto, hallemos la regla de la extraccién de la '
raiz cuadrada de un nimero entero, y sea este niimero 12241730..

Disposicion.
12.24.17.50] 3498

| —

3 2.4 64

6 689
3.0| 6988

26 .

Observemos en primer lugar que, si dividimos el nimero:
dado en secciones de & dos cifras principiando por la derecha y
extraemos la raiz cuadrada de la primera seccion 12 de la
izquierda, tendremos 3, que segtn el teorema (135, 2.%) serdn las
decenas de la raiz cuadrada del niamero 1224 formado por las dos.

8 1.7
616
5 7
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primeras secciones de la izquierda. Para hallar las unidades de la
raiz cuadrada de 1224, elevemos (135, Teor. 5.°) al cuadrado las 3
«decenas de dicha raiz; restemos su cuadrado 9 centenas del niimero
1224, y partamos las 52-decenas del resto por el duplo 6 decenas
de las 3 de la raiz; el cocienle entero es 5, y para comprobar si esta
«¢cifra es 6 no la de las unidades de la raiz cuadrada del nimero
1224, la colocaremos 4 la derecha del divisor 6; y como el producto
de 65 por 5 no se puede restar del nimero 324, la cifra 5 es mayor
que la que buscamos: comprobemos, pues, la cifra 4, y veremos
que el producto de 64 por 4 se puede restar del niumero 324, y que
el resto es 68, que es el residuo de la raiz cuadrada de 1224; luego
34 es la raiz cuadrada de este niimero, y también 34 decenas son las
4e la raiz cuadrada del namero 122417, formado por las (res prime-
ras secciones del niumero propuesto. Para hallar las unidades de la
raiz cuadrada del namero 122417, debemos elevar (segtin el Teore-
ma 3.° del numero 135) las 54 decenas de la raiz cuadrada al cua-
drado, y restar esle cuadrado de dicho nimero 122417; mas como
hemos restado ya del nimero 1224 el cuadrado de 94 y han sobra-
do 68, es claro que si de las 1224 cenlenas del nimero 122417
restamos el cuadrado de las 54 decenas, el resto sera 68 cenlenas;
duego si del nimero 122417 restamos el cuadrado de las 54 decenas,
el resto serid 68 centenas 4+~ 17 = 6817. Partiendo ahora las 681
decenas de esle resto por el duplo 68 de las 34 de la raiz cuadrada
de 122417, el cociente entery es 10; mas como la cifra que se busca
no puede ser mayor que 9, tomaremos esta cifra por la que busca-
mos: comprobiudola, como es sabido, encontraremos que dicha
cifra es buena, v que el residuo de la raiz cuadrada del numero
122417 es 616; luego 349 es la raiz cuadrada de 122417, y 3549
4decenas son (155, Teorema 2.°) las de la raiz cuadrada del niimero
propuesto. Para hallar las unidades de esta raiz cuadrada; elevemos
al cuadrado sus 349 decenas, y restemos este cuadrado del niumero
propuesto; mas ¢onio hemos restado del ntiimero 122417 el cuadrado
de 349, y ha resultado el resto 616, es claro que si de las 122417
centenas del niunero‘propuesto restamos el cuadrado de las 549 de-
.eenas, el resto sera 616 centenas, y por tanto el resto queque dara
restando del niimero propuesto al cuadrado de las 349 decenas de
su raiz cuadrada sera 616 centenas 4+ 30 6 61630. Esto supuesto,
partamos las 6163 decenas de este resto por el duplo 698 de las
de la raiz, y el cocienle entero es 8: hecha la comprobacién de
esta cifra, se halla que es huena; que, por lo tanto, 5498 es la
raiz cuadrada del niunero propuesto; y que el residuo de esla raiz
s 5726.
188. [Kn vista de las operaciones que hemos hecho para hallar
«sta raiz cuadrada, podemos enunciar la regla general siguiente:
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¥ Para extraer la raiz cuadrada de un niimero entero mayor que 100,
se divide este mimero en secciones de dos cifras, principrando por la
derecha: la primera seceion de la izquierda tendrd una sola cifra silos
guarismos del numero no son pares. Se extrae la raiz cuadrada de la
primera seccion de la wzquierda, y se tendrd la primera cifra de la:
raiz; se eleva esta cifra al cuadrado, y se resta este cuadrado de la
primera seccion, y al lado del resto se coloca la sequnda seccidn; se
separa la primera cifra de la derecha del mimero que resulla, y se
parte el numero de la izquierda por el duplo de la primera cifra de la
raiz; el cociente enlero se coloca dla derecha del divisor; éste, asi mo-
dificado, se multiplica por dicho cociente, y el producto se resta del
numero que forman el dividendo yla cifra separada: si esla sustraccion
es postble, el referido cociente serd la sequnda cifra de la raiz; pero si
la sustraccion es imposible, se disminuird en una umidad el cociente,
y la nueva cifra se comprobara del mismo modo. Hallada la sequnda
cifra de la raiz y el resto correspondiente, se coloca la tercera seccion
d la derecha de esle reslo, se separa la primera cifra de la derecha del
ntimero que asi resulla, y el nimero de la 1zquierda se divide por el
duplo del que forman las dos primeras cifras de la raiz; el cociente
entero de esta diwvision sera la tercera cifra de la raiz 6 mayor: se
comprueba como la cifra anterior, y se continiia la operacion hasta que
se haya bajado la primera seccion de la derecha, y se hayan hallado
la cifra de las unidades de la raiz y el residuo de la misma

Noras. 1.* Puede comprobarse la cifra del cociente de la di-
vision de las decenas del resto por el duplo de las de la raiz por la
regla (22), teniendo en cuenla que hay que colocar dicha cifra 4 la
derecha del divisor.

2.* Cuando las decenas del resto compongan menor niimero que
el duplo de las de la raiz, la cifra que se busca es 0, y se contintia
la operacion como en los demis casos.

5. Segun la regla de la extraccion de la raiz cuadrada de un
nimero entero mayor que 100, esta raiz tiene tantas cifras comeo
secciones resultan de dicho nimero; lo que es facil demostrar
direetamente. En efecto, si el mimero liene tres 6 cuatro cifras,
estard comprendido entre 100 y 10000; por consiguiente, su raiz
cuadrada estard comprendida entre 10 y 100, es deeir, que tendra
dos cifras; si el nimero tiene cinco 6 seis cifras, estard compren-
dido entre 10000 y 1,000000, y por consiguiente su raiz cuadrada
estard mmprendid},éltre 100 y 1000, es decir, que lendra tres ci-
fras, ete.

4.* Debiendo ser el residuo de la raiz cuadrada menor que
el duplo de la raiz, més 1 (135, Corol. 2.°), si en algin caso se
encuenitra un resto igual 6 mayor que esta suma, la cantidad
hallada por raiz cuadrada sera menor que la raiz verdadera, pues
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siendo el nimero propuesto igual al cuadrado de dicha cantidad
mas el resto, se ve que el cuadrado de esta canlidad estara conle-
nido en el niimero propuesto: luego dicha cantidad no serd mayor
que la raiz cuadrada verdadera; tampoco serd la raiz verdadera,
porque si lo fuese, el residuo seria menor que el duplo de la raiz,
més 1. Luego la cantidad hallada por raiz, que no es mayor que la
raiz verdadera, ni tampoco la verdadera, sera menor que ésta.

Asi, si al extraer la raiz cuadrada entera de 1389, escribiése-
mos equivocadamente 2 por primera cifra de la raiz, el residuo
correspondiente, que seria Y, numero mayor que 2 > 2, nos
advertiria que la cantidad 2 tomada por raiz cuadrada de 15 era
demasiado pequena; v si al hallar la segunda cifra de la raiz
escribiéramos 6 para segunda cifra, el residuo 89, nimero mayor
que 2 >< 36, nos adverliria también que 6 era cifra demasiado

pequena (*).

Ejemplos de raices cuadradas.

, o 25.87]48 2. 8.41|29
78.7|68 4414 |49
083 000
3.2 1850.59]247 . 4° 7.51.61.29]2704
2 5.0 82 9 3.1 470
66 5.9|84 0261 2.9]|5404
710 4513

139. Es muy casual que un nimero entero tomado & arbitrio
sea cuadrado perfecto, es decir, tenga raiz cuadrada exacla; pues
siendo el cuadrado de 1000 1.000000, no hay en el primer millon

(*y Si el residuo de la raiz cuadrada de un numero entcro es igual o
menor que la raiz entera, ésta se diferenciard de la raiz verdadera en me-

nos de 4; y si el residuo es mayor que la raiz entera, ésia, aumentada en 1,

excederd d la raiz verdadera en menos de 3.
1.° Sea N el numero, a su raiz cuadrada entera y r el residuo: sera N—=

a®--r. Siendo r z a,serar < a-}: lnego N<a'+a-+ +: v pues a*+-a

—+ 13— (a+4)}, serd N < (a +4)%, YN <a-§. Luegoy/N esta compren-
dida entre a y @ - 4; por tanto, la raiz entera a se diferencia de VN en
menos de 4.

2.° Siendo r > a,excedera r a la raiz entera a por lo menos en 4, puesio
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de ntimeros enteros mas que mil que tengan raiz cuadrada exacla;
los 999000 restantes no tienen raiz cuadrada exacta. Muchas veces
se conoce que un numero no es cuadrado perfecto, sin necesidad de
extraer su raiz cuadrada; como lo vamos 4 ver.
El cuadrado de un nimero entero no puede terminar en 2,3, 7ni 8.
Pues si las cifras de las unidades de un nimero entero son

0,1,2,3,4,5,6,7,38, 9,

multiplicando dicho niimero por si mismo, las cifras de las unidades
del cuadrado seran respectivamente

0,1,4,9,6,5.6,9, 4 1;

es decir, que el cuadrado del niimero no termina en 2, 5, 7 ni 8.

Corolario.  Un nimero entero no es cuadrado perfecto cuando la
primera cifra de su derecha es 2, 3, T u 8.

140. S un cuadrado perfeclo es divisible por un nimero primo,
también es duvistble por la sequnda potencia de dicho nimero primo.

Sea r la raiz cuadrada del namero cuadrado perfecto: este cua-
drado perfecto serd r* 6 » >< r. Sea d un niumero primo divisor del
cuadrado perfecto r*: decimos que d* sera también divisor de r®.

En efecto, siendo por hipdtesi el nimero primo d divisor de
r >< r, es lambién divisor de r (69): luego si llamamos g al cociente
de la divisién de r por d, sera r = dg, y por consiguiente r* = dg
>< dg; y pues (107) dg < dg = dgdq = ddgq = dd < qq = d*q¢®,
serd r* = d*¢*, igualdad que manifiesta que r* es divisible por d®.

Corolario. Un mimero entero que sea divisible por un nimero
primo y no lo sea por el cuadrado de este numero primo, no es cua-
drado perfeclo.

Asi, si un nimero es divisible por 2 y no por 4; por 5 y no
por 9; por 5 y no por 25, etc., no es cuadrado perfecto. Por
ejemplo, los numeros 1414, 2100, 2045, ete., de los que el 1.°
es divisible por 2 y no por 4, el 2.° es divisible por 3 y no por
9, el 3.° es divisible por 5 y no por 25, elc., no son cuadrados
perfectos.

que r'y @ son enteros; luego con mayor razén sera r > a1,y por consi-
guiente N> a* +a + 1, 6 N> (a+4)%, y /N > a + 4 es decir, que
¢ N esta comprendida entre a + 4y a—1;1luego a + 1 excede ay/N en
menos de .

Por ejemplo, siendo 21 la raiz cuadrada entera de 458 y 17 el residue,
24 se diferencia de la raiz cuadrada completa de 458 en menos de ;v
siendo 34 la raiz cuadrada entera de 1211 y 55 el residuo, 35 excedera 4
la raiz cuadrada verdadera de 41241 en menos de #.
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141. Unnumero enlero Gue lermina en un nimero impar de ceros
no es cuadrado perfecto; pues un nimero cuya primera cifra de la
derecha no sea un cero, elevado al cuadrado, da un nimero cuya
primera cifra de la derecha no es un cero, y un numero que
termina en uno 6 mas ceros, elevado al cuadrado, da un ntumero
que lermina en un namero par de ceros. Vemos, pues, que ui
numero entero cualquiera, elevado al cuadrado, no da un numero
que lermina en un numero impar de ceros; luego si un nimero
enlero lermina en un nimero impar de eeros, no es cuadrado
perfecto,

El cuadrado de todo nimero vmpar, mayor que 1, es multiplo de 8
aumentado en 1.

En efecto, todo numero impar, mayor que 1, puede represen-
farse por 2n + 1, siendo n par ¢ impar segun los casos; luego su
cuadrado sera (2n + 1) =4n* +~4n 4+ 1 = 4n (n + 1) + 1.
S1 n es par, seri m = 2p, y por consiguiente (2n + 1)® =
8p (2p + 1) + 1, es decir, multiplo de 8, mas 1. Sin es impar, serd
# = 2p + 1, y por consiguiente (2n + 1)* =4 (2p + 1) (2p + 2)
+ 1 =8 (2p+ 1) {p + 1) 4+ 1, miltiplo de 8, mis 1.

Corolario. Todo numero impar que disminuido en 1 no sea muilti-
plo de 8, no es cuadrado perfecto; pues admitiendo que dicho nimero
impar sea cuadrado perfecto, su raiz cuadrada no podra ser un
numero par, porque si tal fuera, el niimero propuesto seria divisi-
ble por 4 (140, Corol.), contra lo supuesto. Si fuese niimero impar
la raiz cuadrada del nimero propuesto, éste seria un multiplo
de 8, mis 1; 6 lo que es igual, disminuido en 1, seria multiplo
de 8, contra lo supuesto. Luego el niimero propuesto no es cuadrado
perfecto.

Asi, los nimeros 5301, 3125, 2789, que disminuidos en 1 no
son multiplos de 8, no son cuadrados perfectos.

St un numero, en.que la cifra de las unidades es 5, no tiene al 2
por cifra de las decenas, no es cuadrado perfecto.

Pues si la cifra de las decenas es diferente de 2 6 de 7, el
numero no sera divisible por 25 (46), y por tanlo no serd cuadrado
perfecto (140, Corol.) Si la cifra de las decenas es 7, disminuyendo
en 1 dicho namero, las dos cifras de la derecha compondran el
niumero 74, el cual no es divisible por 4, y por tauto el nimero
propuesto disminuido en 1 ne sera divisible por 4, y mucho menos
lo sera por 8; luego, segin el corolario anterior, el nimero pro-

aesto no serda cuadrado perfecto. Queda, pues, demostrado que si
a cifra de las decenas de un mimero que acaba en 5 no es 2, dicho
mfiimero no puede ser cuadrado perfecto.
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ARTICULO 2.°

RAICES CUADRADAS DE LOS QUEBRADOS.—RAICES INCONMENSURABLES.

A, 142. La raiz cuadrada de un quebrado, cuyos dos términos tienen
raiz cuadrada exacta, es igual @ la raiz cuadrada del numerador,
dividida por la raiz cuadrada del denominador.

2
En efeclo, \/;5 — -;'—-, pues (;) — % (111).

)l/ 143. S alguno de los lérminos de un quebrado wreducible no

liene raiz cuadrada exacta, el quebrado no puede tener raiz cuadrada

exacta.

Sea el quebrado irreducible %, cuyo numerador no tiene raiz

q?
cuadrada exacta: decimos que este quebrade no tiene raiz cuadrada

¢xacla.
17

Desde luego se ve que 3 no puede tener por raiz cuadrada

exacla un numero enlero, pues un nimero entero elevado al cua-
drado daria también un nimero entero, el cual no puede ser igual

: . L i :
al quebrado irreducible 5 (96).
. ' 17 '
Admitamos ahora que la raiz cuadrada de -5 sea un nimero
fraccionario: reducido este numero fraceionario & quebrado irre-
- ' * ' | X
ducible, su cnadrado seria igual a g, y como este cuadrado seria

también quebrado irreducible (112), su numerador sera igual &
17 (95); luego 17 tendria raiz cuadrada exacta, lo que es contrario
a la hipdtesi.

Del mismo modo se demuestra el (eorema, si el numerador
del quebrado irreducible tiene raiz cuadrada exacta y el deno-
minador no, ¢ si ninguno de los dos términos tiene raiz cuadrada
exacla.

144. Las raices de cualquier grado, de numeros enteros 6
fraccionarios que no tienen exacla la raiz de que se trate, se llaman
raices inconmensurables,

Asi, \/ D, \/ '—é—" son raices cuadradas inconmensurables.

Ax 145. Hallar el valor de una raiz inconmensurable en menos de

- 4 4 1
una parte alicuota de la unidad, como en menos de —, 5, 7w, elc.,

es hallar un numero que se diferencia de la raiz inconmensurable en
menos que dicha parte alicuota. :
v %.146. Para hallar el valor de una raiz cuadrada inconmensurable
~ en menos de una parte alicuota de la unidad, se multiplica el numero
por el cuadrado del denomanador de dicha parte alicuola, se extrae la

&
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raiz cuadrada entera del producto; y esta raiz se divide por el mismo
denominador.

Sea \/ 8 la raiz cuadrada inconmensurable (*), cuyo valor cque-

remos hallar en menos de -:; Multipliquemos 8 por 7°; extraigamos

la raiz cuadrada entera del producto 8 . 7* 6 595,"1a cual es 19, y

- . & & l
decimos que 3, se diferencia de \/ 8 en menos de —-
2

En efecto, 8 >< 7* estd comprendido entre 19® y 20*; luego E_‘J—':-,

6 su igual 8, estard comprendido entre 'i: y f:; luego \/ 8 estard

comprendidida entre las raices cuadradas de estos dos quebrados,
-'; y ?; y pues entre estos ultimos quebrados
hay - de diferencia, es claro que \/ 8 se diferencia de - en
menos de ;-

las cuales son

Ejemplus.
1.° Extraer la raiz cuadrada de 5, de manera que el error no
Negue 4 5.

Calculo.
5y 411'=6.0 5|24
20.5144
29

Luego \/ 9 = f——f en menos de ,1,

Es preferible hallar los valores aproximados de las raices cua-
dradas inconmensurables en quebrados decimales & hallarlos en
quebrados ordinarios, por dos razones: 1.°, porque la operacion
por decimales es muchisimo més facil que por quebrados ordina-
rios; 2.*, porque al hallar la raiz cuadrada de un nimero entero,
puede suceder que no se sepa de antemano si ésle liene 6 no raiz
cuadrada exacta; y en tal caso, siendo la aproximacion por decima-
les, se considera al numero como cuadrado perfecto; v si resulta
residuo, se continua la operacion escribiendo dos ceros 4 la derecha
de cada residuo, y al fin se separan tantas cifras de la derecha de
la raiz como pares de ceros se han anadido. Esta venlaja no existe
cuando el valor aproximado de la raiz inconmensurable se halla en
quebrados ordinarios.

(*) En vez del nimero 8 se puede tomar otro nimero cualquiera entero
é fraccionario que no tenga raiz cuadrada exacta.
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2.° Extraer la raiz cuadrada de 4123 en menos de lfﬁ si no
la tiene exacla.

41.2 3.0 0.0 0] 6421

2 2.3 124
270. 1282
13560.012841
29

Luego \/4!25 = 64’21 en menos de ;—;-ﬁ.

3.° Extraer la raiz cuadrada de 3’8 en menos de I_ﬁﬁ
Caleulo. 3’8 >< 10000 = 3.8 0.0 01194

2 8.0 29
19 0.0]|584
364
Luego /3’8 = 1’94 en menos de ..
4.° Hallar la raiz cuadrada de 0’0048, siendo ‘in—{uu el limite del

error.
Calculo. 070048 >< 1000000 =4 8.0 0| 69

1200129
39
Luego \/U’U{MB = (’069 en menos de fﬁ
5.° Hallar la rajz cuadradade 5 en menos de .
Caleulo, & >< ¥000000 = 7°5.0 0.0 0| 866

110.0 176
104001726
4

-1 &

0
. | i
Luego \/_f = 0’866 en menos de ——.

6.° Extraer la raiz cuadrada de 5 aproximada hasta las centé-
simas.

Cileulo. 3 >< 10000 =222 — 6666 .
Despreciando el quebrado < (147), y hallando la raiz cuadrada

entera de 6666, resulta 81; luego \/g = (0’81 en menos de i‘fﬁ'
147. La raiz cuadrada entera de un nimero mixto (*) es iqual @
la raiz cuadrada entera de su numero entero.

(*) Ya se supone que el quebrado del mixto ha de ser menor que 1.
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Sea 25 % el niimero mixto, en el cual el entero es cuadrado

perfecto: el nitmero mixto 25 - estd comprendido entre los dos

cuadrados enteros consecutivos 25 y 56; luego su raiz cuadrada
estara comprendida entre 5 y 6, y por consiguiente 5, raiz cua-
drada del numero 25, es la raiz cuadrada entera del nimero

mixto 25 -:—,'-. Sea ahora 30 -g- el mixto, en el cual el entero no es
cuadrado perfecto: 30 estd comprendido entre los cuadrados en-
teros consecutivos 25 y 36, y 30 % estd también comprendido

entre los mismos cuadrados; luego la raiz cuadrada de 30 - estd
comprendida entre 5 y 6; y por tanto 5, raiz cuadrada entera
de 30, es la raiz cuadrada entera de 50 =.

ARTICULO 3.°

RATZ CQUADRADA DE LOS QUEBRADOS ORDINARIOS.

148. Para extraer la raiz cuadrada de un quebrado, cuyos dos
términos tienen raiz cuadrada exacta, se extrae la raiz de los dos, y
se divide la del numerador por la del denominador (124).

Ejemplos. \/:; S 4:4, \/ﬂi; =55'-.

Si alguno de los términos del quebrado, siendo éste irreducible,
no tiene raiz cuadrada exacta, la raiz es inconmensurable (143 y
144); y hemos dado ya la regla para hallar esla raiz con la aproxi-
macion que se quiera. Pero también se pueden obtener las raices
cuadradas de los quebrados que se hallen en este caso, reduciéndolos
primeramente & fracciones decimales, y aplicando la regia (146).
Si el quebrado no se puede reducir exactamente a decimal, el
niimero de cifras decimales que se tome en la fraccion decimal
equivalente ha de ser duplo del niumero de cifras decimales que ha
de tener la raiz, pues mayor numero de cifras es innecesario; y sise
tomase menor numero de cifras, la raiz entera del producto de esta
cantidad por el cuadrado del denominador de la parte alicuota,

limite del error, pudiera ser demasiado pequena.

Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada de % aproximada hasta
centésimas, |

Como la raiz ha de tener dos cifras decimales, al reducir % &

fraccion decimal, tomaremos las cuatro primeras cifras 0°6666;
multiplicando esta cantidad por 10%, el producto es 6666, cuya
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raiz cuadrada entera es 81, y por tanto 0’81 es la raiz cuadrada

de % aproximada hasta las centésimas.
Para extraer la raiz cuadrada de un nimero mizto, se reduce
quebrado, y en sequida se extrae la raiz del quebrado.

Ejemplo. V52 = /% = 2'399...

CAPITULO III.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUBICA.

ARTICULO 1.°
- =7 Sy o Yt~ SRS & <>

RAICES CUBICAS DE LOS NUMEROS ENTEROS.

Y X 149. Los cubos de los niimeros

. oSl T e TERE ISy R e ) U
son respectivamente |

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.

Al conlrario, las raices clibicas de los nimeros de la segunda linea
son los numeros de la primera.

Luego si un niamero no es mayor que 1000, su raiz eubic.
no sera mayor que 10, y serd facil hallarla exacta si el nimero
es alguno de la segunda linea; y si no, la del mayor cubo entero
contenido en el nimero, la cual se diferenciara de la raiz ciibica de
ésle en menos de una unidad.

E i) »
Asi, \/ 125 = 5, \/ 70 esta comprendida entre 4 y 5: 4 es la
raiz ciibica del mayor cubo entero contenido en 70, que es 64; v

es evidente que 4 se diferencia de /70 en menos de 1.

150. Si la raiz cubica de un niumero entero no es exaclamente
numero enlero, tampoco puede ser exaclamente nimero fraccionario,
y por tanto el nuimero no liene raiz cubica exacla.

Sea 70 el nimero enlero que no tiene raiz ciubica exacla en
enteros: decimos que tampoco puede tener raiz ciibica exacla eu
niimeros fraccionarios.

Porque si 70 tuviese por raiz ctibica exacla un nimero frac-
cionario, este numero eslaria comprendido entre los enteros 4

y 9, y seria, por ejemplo, 4 i% Reducido este ntmero mixto 4!
quebrado irreducible, es i{; luego si 233 fuese la raiz cilibica de.
70, seria (%3)5 = 70. Pero siendo 2 un quebrado irreducible,

]

\
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(%) es otro quebrado irreducible (112); sacariamos, pues, en

consecuencia que un quebrado irreducible seria igual & un numero
entero; lo que es absurdo.
151. En adelante, por la expresion raiz cubica enlera se en-
endera la raiz cibica del mayor cubo enlero contenido en el
ntimero. Asi, la raiz cibica entera de 70 es la del mayor cubo
entero 64 contenido en él. La raiz cuibica entera de 25 £ es la del
mayor cubo entero 8 contenido en él.
Por abreviar, diremos & veces raiz cubica de un ntimero enlero,
que no liene raiz cibica exacta, en vez de raiz cibica entera de
dicho numero. Llamaremos residuo de la raiz cubica al exceso de
un numero entero sobre el mayor cubo entero contenido en él.
152. Pasemos ahora & hallar la raiz cubica de un numero
entero mayor que 1000, la cuxl tiene mas de una cifra, porque es
mayer que 10. Para eslo, conviene anteponer (res leoreinas.
g Teorema 1.° El cubo de la suma de dos nimeros es iqual al cubo

el primero, mds el triplo del cuadrado del primero por el sequndo,
mads el (riplo del primero por el cuadrado del sequndo, mds el cubo
del sequndo.

Sean los nimeros a y b; decimos que

(@ + b)® = a® + Ha*b + 3ab* + b°.

iin efecto, (@ + b)* = (a + b)* (@ + b); pero hemos demos-
trado (135) que (a 4 b)* = a* + 2ab + b*; luego (@ + b)° =
(a® + 2ab + b*) (@ + D). Para efectuar esta multiplicacién, conside-
raremos a @ 4+ b como un ntmero, y por tanto (104) (a + )° =
a® (a4 b) + 2ab(a + b) + b* (a + b), 6 (a + b)° = (e + b) @”

- (a4 b). 2ab + (a + b) b* = a® + a®b 4+ 2a°b 4 2ab® +- ab*
4= b® = a® + Sa*b + 3Jab* + b*. .

_FCorolaries. 1.° La diferencia de los cubos de dos mimeros, que
se diferencian en una unidad, es wqual al triplo del cuadrado ael me-
nor, mas el triplo del menor, mas 1.

Pues si los numeros son n y n + 1, lendremos, segiin el teo-
rema, (n + 1)° = n* + 5n* 4 3n + 1, y restando »* de ambos
miembros, serd (n 4+ 1) — n® = 3n®* + 5n + 1, conforme al
enunciado. / - N g
X' 2.° El residio de la raiz cibica de un nimero entero es menor
que el triplo del cuadrado de su raiz cubica entera, mds el triplo de
la misma raiz, mas 1.

Sea el numero 15937, euva raiz cubica enlera se hallara por
tanteo, y es 24; el residuo es 15937 — 24°, namero menor que
25% — 243, puesto que 13937 < 25%; y como segun el corolario 1.%
25% — 24° — 5.24* 4 3.24 + 1, serd 13937 — 24° < 3.24" +
5.24 4 1, eonforme al enunciado.

X 3.° Todo namero mayor que 10 se compone de decenas y

ety -

- .

:
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unidades; luego, segiin el teorema, su cubo se compondra del cubo
de las decenas, del triplo del cuadrado de las decenas por las uni-
dades, del triplo de las decenas por el cuadrado de las unidades y
del cubo de las unidades.

El nimero que resulta elevando al cubo las decenas es un
niimero de millares; el nimero que resulta multiplicando el triplo
del cuadrado de las decenas por las unidades es un nimero de
centenas, y el nimero que resulta multiplicando el triplo de las:
decenas por el cuadrado de las unidades es un nimero de decenas:
pues si el nimero es, por ejemplo, 529 = 32 decenas + 9 = 32
> 10 + 9, serd 529° = (32 >< 10)* + 5>< (32> 10)*>< 94+ 5
> 32 > 10 < 9* + 9° = 32° millares + 3 >< 32* >< 9 centenas.
-+ 3 >< 32 >< 9* decenas 4+ 95,

Teorema 2.°  Separando las tres primeras cifras de la derecha de
un numero, la raiz cubica enlera del mimero de la izquierda es el
ntimero de decenas de la raiz cubica entera del nimero propuesto.

Sea el nimero 78403192; separemos las tres primeras cifras
de la derecha, y sea a la raiz cibica entera del numero 78403:
decimos que a es el numero de decenas de la raiz cubica del
nimero propuesto.

En efecto, el cubo a® esti contenido en 78403: luego a® milla-
res esta contenido en 78463 millares, y también estaria contenido
en el nimero propuesto, aun cuando las tres primeras cifras de la
derecha de éste fuesen tres ceros: luego la raiz citbica del nimero
propuesto no es menor que la de a® millares, que es a decenas. El
cubo de @ + 1 es mayor que 78403, y por consiguiente (¢ + 1)*
millares serd mayor que 78403 millares; vy como este cubo es un
numero justo de millares (Corol. 3.°), su exceso & 78403 millares
sera uno 6 mds millares; pero el nimero propuesto es menor que
78404 millares: luego el numero propuesto es menor que (a -+ 1)*
millares, y por tanto su raiz ciibica es menor que (@ + 1) decenas.
Tenemos, pues, que la raiz cibica del nimero propuesto no es
menor que a decenas, y no llega & (a + 1) decenas; luego a es el
niumero de decenas de la raiz edbica del niimero propuesto.

Teorema 3.° Restando de un mimero entero el cubo de las decenas
de su raiz cubica, y dividiendo las centenas del resto por el triplo del
cuadrado de las centenas de la raiz, el cociente entero serd las unidades
de la raiz, ¢ un mimero mayor que estas unidades.

El niimero propuesto es el cubo de su raiz ciibica entera suma-
do con el residuo, el cual puede ser 0: por cousiguiente, dicho
nimero se compone del cubo de las decenas de su raiz cubica, delb
triplo del cuadrado de las decenas por las unidades, del triplo de
las decenas por el cuadrado de las unidades, del cubo de las uni-
dades y del residuo; luego si restamos del mismo niimero el cubo-
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de las decenas de su raiz ctibica, el resto contendra las otras cuatro
partes. Como el triplo del cuadrado de las decenas por las unida-
des es un nimero justo de centenas, este ntimero estara contenido
en las centenas del resto; pero en éslas existen también las que
pueden provenir de la suma del triplo de decenas por el cuadrado
de unidades, cubo de unidades y el residuo. Es claro que podra
suceder que esla suma produzea unentimero de centenas menor
que el de las que contiene el triplo del cuadrado de las decenas
de la raiz; y en tal caso, dividiendo las centlenas del resto por el
triplo del cuadrado de las decenas de la raiz, el cociente entero
sera las unidades de la raiz. Pero también la referida suma puede
producir un niunero de cenlenas mayor que el de las contenidas en
el triplo del cuadrado de las decenas de la raiz (*), y en este
caso el cociente entero, ya dicho, serd mayor que las unidades de
la raiz.

1563. Para comprobar si el cocienle entero, que resulta par-
tiendo las cenlenas del resto por el triplo del cuadrado de las
decenas de la raiz, es la cifra de las unidades 6 mayor que esta
cifra, se eleva al cubo el numero formado por las decenas de la
raiz sumadas con dicho cociente; y si este cubo no es mayor que el
nimero cuya raiz ciibica se quiere hallar, dicho cociente no sera
mayor que las unidades de la raiz, y ccmo, segin el teorema ulti-
mo, tampoco es menor, resulta que el mismo cociente sera las
unidades de la raiz. Si el referido cubo es mayor que el niumero
cuya raiz cubica se quiere hallar, la cifra en cuestién serd mayor
que la de unidades de la raiz: en esle caso se disminuye en una
unidad dicha cifra, y se repite la comprobacion.

154. Hallar la regla de la extraccion de la raiz cubica de un
nlimero entero mayor que 1000. |

>( Sea el nlunero cuya raiz etibica queremos hallar, 46651575.

(*) En efecto, si d es el nimero de decenas de la raiz cubica del ni-
mero propuesto, y u es de la cifra de las unidades, la raiz ciibica entera de
dicho nimero sera d ) 10 -~ u: la suma de las tres partes, triplo de dece-
nas por el cuadrado de unidades, cubo de unidades y residuo, sera 3d X 10
> u® 4 u? 4+ residuo; y como (152, Corol. 2.°) el residuo puede llegar a
3 (d X 104 u)*~+ 3 (d X 10 4 u), se infiere que dicha suma puede llegar
A3d X 0¥ u? 4-ud 4 3d* X 402464 X 10 X u— 3u 4+ 3d X 10 4 3u
= 3d?* X} 10* - 3d X} 10 (u® 4= 2u 4= 1) + u® = 3u? - 3u; luego divi-
diendo esta cantidad por 3d* X 10%, triplo del cuadrado de sus decenas,
(u+1) u®4=3u® 4 3u
axX 10 T T3¢ X 00
que puede ser mucho mayor, segiin los valores de d y u. Si, por ejemplo,
son d =1 y u= k&, la parte entera de esta cantidad sera 3; 3 seran, pues,
las unidades de mas que en este caso tendra el cociente, como puede com-
probarse extrayendo la raiz edbica del nimero 14®4-3.14*4-3.14=3374.

8

, cantidad mayor que 1,y

el cociente es 1 X



1%

Disposicion.
k6.6 51.573 | 359 359
2 7 Ty 359
37 36 35 _
37 36 35 196.514 27 : 3234
. —_ L2875 B 1795
e59 216  A7B 1077
111 108 105 * 37765733678
k6268279 128884
1369 1296 1225 359
37. 36 33 383294
1159929
9583 7776 6425 . 644405
5107 ' 3888 3678 386643
50683 46656 42875 - £6268279

Si dividimos el niimero dado en secciones de a tres cifras prin-
cipiando por la derecha, y extraemos la raiz ciibica de la primera
seccion 46 de la izquierda, tendremos 3, que (sequn el teorema 2.°,
numero 132) seran las decenas de la raiz cibica del niimero
46651 formado por las dos primeras secciones de la izquierda.
Para hallar las unidades de la raiz ciibica de este niumero 46651,
elevemos (152, feor. 5.°) al cubo las 3 decenas de su raiz ctbica, y
restando su cubo 27 millares de dicho nimero 46651, y partiendo
las 196 centenas del resto 19651 por el triplo del cuadrado de las
tres decenas, que es 27 cenlenas, el cocienle entero de esta division
es 7. Para comprobar si esta cifra es la de las unidades de la raiz
ctbica del numero 46651, 6 mayor, elevemos al cubo el nimero
37; y como el cubo de este nimero es 50653, inferiremos que la
cifra 7 es demasiado grande; tomemos ahora el 6 por cifra de las
unidades de la raiz eiibica del niuimero 46651, v elevemos al cube
el namero 36, y como este cubo es mayor que 46651, inferiremos
también que 6 es mayor que las unidades. Tomenios ahora el 5 por
cifra de las unidades de la raiz cabica del nimero 46651, y ele-
vando al cubo el niimero 35, hallaremos que este cubo es 42875,
menor que 46651: luego 5 es la cifra de las unidades, y 35 es la
raiz clibica de 46651; luego (en virtud del teorema 2.°, numero
152) 55 son las decenas de la raiz ciibica del niimero propuesto
46651573, Para hallar las unidades de la raiz ctibica, restemos del
niumero el cubo de las 35 decenas de su raiz cubica, el cual cubo
es 42875 millares, siendo el resto 3776573, y partamos las cente-
nas de este resto por el triplo del cuadrado de las 35 decenas de la
raiz, que es 3675 centenas: el cociente entero es 10, pero es claro
que la cifra que buscamos no puede ser mayor que 9. Tomemos,
pues, el 9 por cifra de las unidades, y elevemos al cubo el nimero
359, y hallaremos que este cubo es 46268279, niumero menor que
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el propuesto; y por tanto Y es la cifra de las unidades de la raiz
cubica de este nimero; 359 es su raiz ctbica, y el residuo 385294,
155. En visla de las operaciones que acabamos de hacer para
la extracecion de la raiz enbica del niimero 46651573, y observando
que de las tres cifras de las secciones que hemos bajado solamente
la primera de cada seccion es la que forma parte de los sucesivos
dividendos, podemos enunciar la regla general siguiente:

7o onecrmolara extraer la rais cubica de un mimero entero mayor que 1000,

]

1'.‘

v

WO

se dwide dicho nimero en secciones de d tres cifras, principiando por
la derecha: la primera seccion de la izquierda podra tener una 6 dos
cifras. Se extrae la rais cibica de la primera seccion de la izquierda,
y se lendra la primera cifra de laraiz; se resta el cubo de esta cifra de
la primera seccidn; al lado del resto se coloca la primera cifra de la
sequnda seccion, y el numero que resulta se divide por el triplo del
cuadrado de la promera cifra de la raiz: para comprobar st el cociente
enlero de esta division es la sequnda cifra de la raiz, 6 mayor que esta
sequnda cifra, se eleva al cubo el nimero formado por la primeracifra
de la raiz y por dicho cociente, y si este cubo puede restarse del nimero

ue forman las dos primeras secciones dela 1zquierda, el cociente serd
fa sequnda cifra de la raiz; pero si el referido cubo es mayor que el
numero formado por las dos primeras secciones, el cociente serd mayor
que la aifra sequnda; se disminuird este cociente en una unidad, y la
nueva cifra se comprobara del mismo modo. Hallada la sequnda cifra
de la raiz, y restando el cubo del mimero que forman las dos primeras
cifras, del numero que componen las dos primeras secciones de la 13-
quierda, se baja al lado del resto la primera cifra de la tercera seccion,
y el nimero que resulla se divide por el triplo del cuadrado del que
forman las dos primeras cifras de la raiz: se comprueba si el cociente
entero es o no la Lercera cifra de la raiz, como se comprobo el antervor,
y se continva de este modo hasta que se haya bajado la primera cifra
de la ultvma seccion, y hallado la ultvma cifra de la raiz y el resto
correspondiente, que serd el residuo de la raiz cibica del nimero
prﬂpueﬂﬂ.x

Noras. 1.*  Si uno de los dividendos fuere menor que el divisor
respeclivo, la cifra que se buscara serd 0. En este caso se bajardn &
la derecha del altimo dividendo las dos cifras de la seccion, que
no se han bajado antes, y la primera de la seccién siguiente; es
decir, que se bajardn las tres cifras siguienles, y se continuard la
operacion como en los demas casos.

2." Segim la regla de la extraccion de la raiz eibica de un
numero entero mayor que 1000, esta raiz tiene lantas cifras como
secciones tenga el niumero; lo que es ficil demostrar directamente.
En efecto, si el nitmero liene cualro, cinco 6 seis cifras, en cuyo
caso tendrd dos secciones, estard comprendido entre 1000 y

il s
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4.000000, y por consiguiente su raiz cibica estara comprendida
entre 10 y 100; es decir, que tendra dos cifras. Si el ntmero tiene
siete, ocho 6 nueve cifras, y por consiguienle tres secciones, eslara
comprendido entre 1.000000 y 100.000000, y por tanto su raiz
ciibica estara comprendida entre 100 y 1000; es decir, que tendra
tres cifras, ete.

3. Debiendo ser el residuo de la raiz cibica menor que el
triplo del cuadrado de la raiz, mas el triplo de la raiz, mas 1, sk
alguna vez se encuentra un resto igual 6 mayor que esta suma, la
cantidad hallada por raiz ecibica serd menor que la raiz cibica
verdadera; pues siendo el niimero propuesto igual al eubo de dicha
cantidad mas el resto, se ve que el cubo de esta cantidad esta
contenido en el nimero propuesto; luego la misma cantidad no
serd mayor que la raiz cubica verdadera: tampoco serd la raiz
cubica verdadera, porque si lo fuese, el residuo seria menor
que el triplo del cuadrado de la raiz, mas el triplo de la raiz,
mas 1. Luego la canlidad hallada por raiz ctbica, que no es ma-
yor que la raiz verdadera ni tampoco es la verdadera, serd menor
que ésta.

Asi, si al extraer la raiz cibica del nimero 34789 escribié-
semos equivocadamente 2 por primera cifra de la raiz etbica, ef
residuo correspondiente, que seria 26, numero mayor que 3.2* 4
3.2, nos advertiria que la cifra 2 era demasiado pequena; y si al
hallar la segunda cifra de la raiz cubica tomasemos el 1 por
segunda cifra, el residuo 2998, nimero mayor que 3 > 31* + 5
>< 31, nos adverliria también que la cantidad 51 tomada por raiz
cubica del niunero propuesto era demasiado pequena.

Ejemplos de raices cubicas,

1292987128 : 2°71.510197(415: 8°29557.502(309
8 — 6 4 e 27 —
149 n5 25575
2195212 68921 18 29503629|2700
1085 25981  |5043 53873
N1478375
045822

156. Es sumamenle raro que un numero entero senalado
arbitrariamente sea cubo perfecto, es decir, tenga raiz clibica exacta:
pues siendo 1.000000 el cubo de 100, no hay en el primer millon:
de niimeros enteros méas que 100 que lengan raiz cubica exacta,.
mientras que los 999900 restantes no la tienen.

He aqui dos reglas andlogas & las de los niimeros (140 v 141,
Corol.), por medio de las cuales se conocerd, & veces, sin nece-
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sidad de extraer la raiz cibica de un nimero, que éste no es cubo
perfeeto. ;

1.*  Un nimero entero que sea divisible por un niimero primo, y
no lo sea por el cuadrado y cubo de este nimero primo, no es cubo
perfecto.

2. Un numero que termine en una serie de ceros no divisible
por 3, no es cubo perfecio.

Se demuestran estas dos reglas de un modo semejante al que se

siguio en la demostracion de las dos reglas de los numeros (140 y
441, Corol.)

~“  ARTICULO 2.°

RAICES CUBICAS DE LOS QUEBRADOS,—RAICES INCONMENSURABLES.

| X 157X La raiz cubica de un quebrado, cuyos dos términos tienen
a3 cubica exacta, es 1qual d la raiz cubica del numerador partida
por la ravs cubica del denominador,
i )
En efecto, \/ 2 = &, pues ()’ = S = = (111).
X ~158. Sialguno de los dos términos de un quebrado irreducible no
iene raiz cubica exacla, el quebrado no puede tener rais cubica exacta.

Sea el quebrado irreducible g, cuyo numerador no tiene raiz

cubica exacta: decimos que este quebrado no Liene raiz cibica
exacta.
1

Desde luego se ve que 3; no puede tener por raiz cibica exacta

un nimero entero; pues un nimero entero elevado al cubo daria
también un niimero entero, el cual no puede ser igual al quebrado

irreducible 3. (96).

Admitamos ahora que la raiz eibica de g sea un numero frac-
«cionariv: reducido este niimero fraceionario & quebrado irreducible,
su cubo seria igual 4 3; y como este cubo seria también quebrado

irreducible (112), su numerador seria igual 4 17 (95): luego 17
{endria raiz cibica exacta, lo que es absurdo.

Del misme modo se demuestra el leorema, si el numerador del
quebrado irreducible tiene raiz cibica exacta y el denominador no,
-6 si ninguno de los dos términos liene raiz ciibica exacta.

XNora. Las raices cubicas de niimeros enteros, que no son cubos
de otros enteros, y las raices cubicas de quebrados irreducibles,
cuyos dos lérminos no tienen a la vez raiz ciibica exacta, son rai-
«ces cubigas inconmensurables (150, 158 y 144). :

159.% Para hallar el valor de una raiz cubica inconmensurable en

menos de una parte alicuota de la unidad, se mulliplica el numero por
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el cubo del denominador de dicha parte alicuola, se exirae la raiz
cubica enlera del producto, y esta raiz se divide por el mismo dene-
nunador.

Sea \/6 la raiz cibica inconmensurable (*), euyo valor que-

remos hallar en menos de 1* el prﬂduutn 6.7° es 20568, y su raiz
ciibica entera es 12: demmua que 12 se diferencia de ‘/ 6 en menos

de .

in efecto, 6 > 7° estd comprendido entre 12° y 13%; luegﬂ-

-5
uﬁ » 0 su igual 6, estard comprendido entre ’-:; : ; luego \/ 6

estard comprendida entre ldS mmes cubicas de Estns dos que-
brados, los cuales son (157) YT ,, : y pues entre eslos . ultimos

quehradus hay - de diferencia, es claro que \/ 6 se diferenciard

de 2 en menos de —e

Ejemplos.
1.° Extraer la raiz cuibica de 5 en menos de i"a
Calculo. | D><11*=6.655]18
5.6 3
b8 32
823

Luego \/5 o en menos ﬂe =

Se prefiere hallar los valores aprnximadns de las raices ciibi-
cas inconmensurables en quebrados decimales, en vez de hallarlos-
en quebrados ordinarios, por dos razones: 1.%, porque la operacion
por decimales es muchisimo s facil que por quebrados ordina-
rios; 2.°, porque al hallar la raiz cibica de un nimero entero,
puede suceder que no se sepa de antemano si el nimero tiene 6
no raiz cibica exacla; y en lal caso, siendo la aproximacién por-
decimales, se considera el nimero como cubo exacto; y si resulta
residuo, se anaden a la derecha del mimero tanlas secciones de &
tres ceros como decimales ha de tener la raiz; se contintia la ope-
racion, y al fin se separa de la derecha de la raiz dicho numero de-
cifras decimales. Esta venlaja no exisle enando el valor aproxima-
do de la raiz inconmensurable se halla en quebrados ordinarios.

-

(*) En vez del nimero 6 se puede tomar otro numero cualquiera en-
tero ¢ fraccionario que no tenga raiz cibica exacta.
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9.° Hallar la raiz ctibica de 4123 en menos de 55> S1 no la tiene

exacla. I : -
412 3.0 0 ﬂ.U 0011603
o1 | 3
409
9

6
70000 |76800
4119083227

0003916773
Luego ;/-112'5 = 16’03 en menos de ;5
3.° Extraer la raiz cibica de 5’27, siendo ﬁ:—ﬂ el limite del error.
5.270.000 E

49 . 3
4913
z 05570 867
Luego :/ 5'27 = 1'74 en menos de ;%—“. _
4.° Extraer la raiz ctibica de 0°00345 en menos de u%n :

3.4 5 0.0 00151
9 4 3 2
3575

750 675

Luego \/ 000345 = 0’151 en menus de m"Tu
| 5.° Extraer la raiz ctibica dﬁ 3 en menos de — e

-ixwmwmm__“T“——a7sﬁﬁnT%

343
03 ﬂ 147
Luego \E/E - 0’72 en menos de m

180. La raiz cubica entera de un niimero mixto es iqual da la
raiz cubica enlara de su numero entero (*).
Sea 27 el nimero mixto, en el cual el entero es cubo exacto:

* decimos que la raiz ciibica entera de 27 + es igual 4 la raiz cibica
de 27, la cual es 3. _ |

, 2 (*) Se supone que el quebraﬂu que acompaia al entero es menor que 1.
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En efecto, el nimero mixto 27 é} estd comprendido entre los

dos cubos enteros consecutivos 27 y 64; luego la raiz cubica deé
dicho nimero mixto estard comprendida entre las raices cubicas
3y 4 de 27 y 64; y por consiguiente 3, raiz cibica de 27, es la

raiz ciibica entera del niimero mixto 27 {',u
Sea ahora 60 -f} el mixto, en el cual el entero no es cubo exacto:

vamos & demostrar que la raiz ciibica entera de 60 - es igual 4 la

raiz ciibica entera de 60.
En efecto, 60 estd comprendido entre los cubos enteros conse-

cutivos 27 y 64, y 60 ;— esta también comprendido entre los mis-

mos cubos; luego la raiz ciibica de 60 -:~ esta comprendida entre
las raices ciibicas 3 y 4 de 27 y 64; luego 3, raiz cuibica entera del

numero 60, es la raiz cubica entera de 60 ;-
4.° Extraer la raiz cubica de -; en menos de F:ﬂ—“

Cdlculo. = = 666666 2.

Despreciando el quebrado ;, y hallando la raiz cubica entera
de 666666, resulta 87; luego \7% = 0’87 en menos de fﬁ.

ARTICULO 3.°

RATCES COBICAS DE LOS QUEBRADOS ORDINARIOS.

161. Para extraer la raiz cubica de un quebrado, cuyos dos
términos lienen rais cubica exacla, se exirae la raiz de los dos, y se
dwide la del numerador por la del denominador (157).

S g 3 mon

Ejemplos. \/217 = —:-, E: == %

Si alguno de los términos del quebrado, siendo éste irreduci-
ble, no tiene raiz cubica exacta, la raiz es inconmensurable (158):
ya hemos dado la regla (159) para hallar esta raiz con la aproxima-
cion que se quiera. Pero lambién se pueden hallar las raices ciibicas
de los quebrados que se hallan en este caso, reduciéndolos prime-
ramente & decimales, y aplicando en seguida la regla {159). Si el
quebrado no se puede reducir exactamente 4 decimal, el niimero
de cifras decimales que se tomen ha de ser triplo del nimero
de cifras decimales que ha de tener la raiz; pues mayor nimero es
innecesario, y menor numero daria quiza un resultado erréneo.

Para exiraer la ravz cibica de un mimero mizto, se reduce éste @
quebrado, y luego se extrae la raiz cubica del quebrado.

Ejemplo. V53 =/2 = 1757...



LIBRO QUINTDO.

PROPORCIONES.

CAPITULO I.

NOCIONES PRELIMINARES.

A

162. Se llama razin de dos numeros el cociente de dichos
numeros. Asi, la razén de 8 4 4 es 2, la razon de 5 4 5 es ; -

~ Para indicar la razon de dos ntimeros a y b, se escriben a : b, 6
-E-, y selee aes a b, 6 a partido por b.

El primer término de la razén, 6 el dividendo, toma el nombre
de antecedente, y el segundo, 6 el divisor, el de consecuente; y
como el dividendo es igual al divisor multiplicado por el cociente,
sera también el antecedente igual al consecuente multiplicado por
la razon.

Se llama proporcidn la reunion de cuatro numeros, tales que la
razon de los dos primeros es igual a4 la de los segundos. Asi, los
mimeros 24, 12, 16 y 8 forman una proporeion, pues la razon
del primero al segundo, que es 2, es la misma que la del tercero
al cuarto.

L ST 5 2

Igualmente los cuatro numeros -, &, 5, 5 forman una pro-

. 25 . .
porcion; pues la razon z; del primero al segundo es la misma que

la del tercero al cuarto.
Para indicar que cuatro numeros 24, 12, 16 y 8 forman pro-
poreidn, se escribe
24:12 :: 16 : 8,

y se enuncia asi: 24 es & 12 como 16 es 4 8,
Como el cociente 6 la razon de los dos primeros numeros es
igual al cociente 6 a la razon de los dos ullimos, la proporeion

puede escribirse de este otro modo: 3t = 2, y se enunciard como

antes, 0 diciendo 24 dividido por 12 es igual 4 16 dividido por 8.
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CAPITULO ILI.

PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES.

163. En toda proporcion el producto de los términos extremos
es tqual al producto de los términﬂs mediﬂs.

Sea la proporcion g b ed,
cuyos términos pueden ser uﬁmerus enteros 6 nimeros fraccio-
narios (*). Sea ¢ la razon del primer término al segundo, y por
consiguiente también la del tercero al cuarto. Como cada antece-
dente es igual & su consecuente multiplicado por la razon, serd
a = bq, ¢ = dq, luego la pmpnrcmn sera

: b2 dg: d.

El producto de los ex remos es qu,qy el de los medios bdq, y }fa se
sabe (105) que estos dos productos, compueslos de los mismos
factores, son iguales,

164. Dados tres términos de una proporcion, hallar el cuarto.

Pueden suceder dos casos: 1.7, que el término desconocido sea
un extremo de la proporcion; 2.°, que el término desconocido sea
un medio.

.o caso. Sealaproporcion a:b::e¢

Hemos demostrado que ax = be; luego (16) = es el cociente de
la division be por a, esto es, x = %”

Luego: Para hallar un término extremo de una proporcion, se mul-
tiplican los términos medios y el producto se parte por el extremo co-
nocido.

Ejemplo. 5:5::17:m_m_23'

2.° caso. Sea la proporcion a :3:: A AETH
Tenemos ac = bzx; luego z = 7.

Luego: Para hallar un término medio de una proporcion, se mul-
tiplican los extremos y se parte el producto por el medio conocido.

Ejemplo.  7:23::2:17, a=23" =5 &. |
165. Se llama proporcion continua la proporcién cuyos térmi-
nos medios son iguales, como la siguiente:
D il s 402220,
En la proporcion continua el término medio se llama medio
proporcional entre los extremos.

(*) En todas las proporciones que siguen aupnndremuu que los térmi-
nos son numeros enteros 0 fraccionarios: mas adelante se haran extensivas
las propiedades, que ahora demostremos, a las proporciones de nimeros
inconmensurables.
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Asi, 10 es medio proporcional entre 5 y 20.

Corolario del teorema (163). - El cuadrado de un medio propor-
cional entre dos nimeros es igual al producto de estos dos numeres;
pues si la proporcion esa : b : : b : ¢, en la cual b es medio pro-
porcional entre los nimeros a y ¢, tendremos b* = ac.

Nora. Siendo b* = ac, es b = Vac. Luego: Para hallar un me-
dio proporcional entre dos mimeros, se exirae la raiz cuadrada del
producto de dichos niimeros.

Ejemplo. Hallar un medio proporcional entre los nimeros 5
y 45.

El medio proporcional serd \/5 >< 45 = V225 = 15.

Eu la proporcion continua el cuarto término se llama fercero
proporcional al primero y segundo lérminos. |

166. Teorema reciproco del (163) (*). S el producto de dos
ntimeros es iqual al producto de otros dos, hay proporcidn entre ellos;
siendo extremos de la proporcion los factores de un producto, y medios
los factores del otro. o = | .

Si tenemos a > d = b >< ¢, decimos que tendremos la pro-
poreion Ribried.

En efecto, sea ¢ la razon a : b, serd a = bg, luego bg >< d =
b>< ¢, 6 b>< dg = be, y de aqui resulta ¢ = dg, es decir, que la
razoén ¢ : d es ¢, la misma que laa: b. Siendo iguales las dos razo-
nes a: b ye: d, lendremos la proporcién

| g6 d;

187. Segiin este principio, dada una proporcién, se podran
permular sus términos medios, ¢ invertir los cuatro, sin que estos
términos dejen de formar proporcion.

Sea la proporcion 3:6::2:4. Permutando los medios
serd vais 2 4

Estos numeros forman proporeién, pues el producto de Jos extre-
mos es igual al producto de los medios.

(*) Un teorema es reciproco de otro, cuando la conclusion é hipdtesi del
uno son hipétesi y conclusién del otro.

No siempre es cierto un teorema reciproco de otro; pero cuando lo es
puede demostrarse por el método de reduccion al absurdo (47, Nota); y
las mas veces este método de demostracion es muy natural para los teo-
remas reciprocos de otros demostrados ya.

He aqui demostrado por reduccion al absurdo el teorema (166).

Admitamos que las razones a : b y ¢ : d no sean ignales: sera una de ellas,
a : b por ejemplo, mayor que la otra. Siendo % :::-E, multiplicando ambas
razones por bd, sera también %- : bd}f . bd, 6 % b.d > = d.b, 6 ad > cb;

lo que es contrario 4 la hipdtesi, y por consiguiente absurdo. Luego las dos
razones ¢ : b y ¢ : d son iguales; 6 bien es ciertoquea: b::¢:d.
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Invirtiendo los términos de estas proporciones, tendremos
6:S:14:2,
i BRI B
En estos dos casos los cuatro niumeros forman también proporcion,
pues en ambos se verifica que el producto de los términos extremos
es igual al de los medios.
168. Se pueden maltiplicar 6 dividir por un mimero cualquie-
a, enlero o fraccionario, un extremo y un medio de una proporcion,
swn que los nuevos mimeros dejen de formar proporcion.
Sea la proporcion a:b::¢:4d,
Yy sea m un nimero entero ¢ fraccionario: decimos que

am:b::em:d, yque — :b::-2:d.

m m
En efecto, permutando los medios de la proporcion propuesta
sera a:evbid.

Ahora, siendo la razén @ : ¢ =am : em, y también a : ¢ =2 :
(110), tendremos

c
m

am:cem::b:d, e T e
y permulando los medios de eslas proporciones, resultan
| am:b:em:d, ﬁ:b::;&-:d.

En virtud de la primera parte de este teorema se pueden quitar
los denominadores de una proporcién; y en virtud de la segunda
parte se puede simplificar una proporcion, si un extremo y un medio

tienen un factor comin, suprimiendo este factor comiin.

' . 5 .. qs
Asi, la proporcidn % : :- : i@ sera, multiplicando el extre-

mo -+ y el medio % por un miltiplo de los denominadores 3 v 4,
por ejemplo 12, que es su wenor miiltiplo,

B | R AL -:-.
Multiplicando ahora por 8 el término medio 8 y el extremo <,
sera 9:64:: 275,
de donde resulta T = g-:—'

La proporcion 8 : 11 : : 20 : @ se puede simplificar, dividiendo
el extrenmo 8 y el medio 20 por su méaximo comun divisor 4, y
resulta 2l B e = g =Tk
¥ 169. Su dos proporciones tienen una raszén comun, las otras dos
rasones forman proporcidn; pues siendo estas dos razones iguales 4
la razon comiin, son iguales entre si.

\V170. St se multiplican ordenadamente los términos de varias
proporciones, los productos forman proporcion.

Sean las proporciones
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a0 h xS
ﬂ' b' c + d,
whlvvel o dl,

tendremos las igua_ldades
ad = 'bo, . ad = bc, a'd = ¥e",
y por consiguienle
ad >< a'd' >< a"'d"
0 bien (106) aa'a" >< dd'd"
y de aqui resulta la propor cion
aa'a” : bb'b" : : ec'c” : dd'd".
Corolario. Las patem:m: del mismo grado de los cuatro términos
de una proporcién forman tambwu una proporcion,
‘Sea la proporcion U B SO R b
Alecimos que, por ejemplo, las I,erceras potencias de estos términos
furman también prupﬂrnmn, Ei deeir, q;e
b . s 3
En efecto, Escrlhamns tres veces Ia proporcion prnpuesla:
g bt niosd Tmib: e vl Casb s d.

Multiplicando Pqtas lres ' propor umnea nrdenaddmeule, resu]la |
. . b5 . - . d3.
% 171. En toda prupurmdn* Lu suma de antecedente y consecuente

de la primera razon es al e ::;::i’] como-la suma de antecedente

y consecuenle de la sequnda rasdn es al {

Sea la proporcion = @ : b :
decimos que a+bib::ec + d dy
y que ab:a::c+d:ec.
En efeclo, de la pmpnrmf}ndpmpuesla resulta
ad —
Anadiendo & los dos miembros de esta igualdad el producto bd
de los consecuentes, sera
ad 4+ bd = be + bd,
0 bien (@ +b)d=(c +d) b,
de donde resulta la proporcion |
a4+b:b::ec+d:d.
Queda demostrada la primera parte.
La segunda parle se demuestra con igual facilidad, anadiendo
a los dos miembros de la igualdad ad = be el producto ac de los
antecedentes.
/l 172. En toda prupﬂrmén La diferencia de antecedente y con~

secuente de la primera razin esal {7"*°"4), como la diferencia

antecedente
de antecedente y consecuente de la sequnda razon es al § %o}
antécedente

Pueden ocurrir dos casos: 1.°, que los antecedentes sean mayo-

be >< b'e' >< b"¢",
bb'b" >< ec'c”,

|

consecuente
uﬂ-ﬁﬂcsd&uﬁﬂ } ”
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res que los respectivos consecuentes; 2.°, que los anlecedenles sean

menores que los consecuentes.
1." caso. De la proporcion

a:b::e:d
resulla ad = be; £
restando de ambos miembros el producto bd de los consecuentes,
serd ad — bd = be — bd,
6 (104) (@ —b)d = (c —d) b,

de donde resulta la proporcion
| a—b:b::¢c—d:d.
Queda demostrada la primera parte.
Para demostrar la seguunda, restemos de los dos miembros de la
igualdad ad = be el producto ac de los antecedentes, y continue-

mos la demostracion tomo en el caso anterior,
2.° easo. Si los anlecedenles son menores que los consecuenles,

invirtiendo la proporcién a : b : : ¢ : d, lendremos (160) esta otra
proporcion:
bad: 08
luego, segin el primer caso, serd
b—a:a::0—0:C¢,
y también
b—a:b::d—c:d.
¥ 173. En toda proporcion: La suma de anlecedenle y consecuente
de la primera razin es d su diferencia, como la suma de anlecedente
y consecuenle de la sequnda rason es a su diferencia.
En efeclo, acabamos de demostrar que de la proporeién
a:b::c:dsededucen estas olras dos:
a+b:b::c¢c+d:d,
a—b:b::c—d:d(™.
Permutando los medios de estas dos proporciones, tendremos
a+b:c+d::b0:d, a—b:e—d::b:d,
Yy por consiguiente
a+4+b:e4+b::a—b:c—d,
a+b:a—b::e4+d:¢c—d,
que es el enunciado del teorema,
v 174. En una serie de razones iquales la suma de los antecedentes
es d la de los consecuentes, como un antecedenle es a su consecuenie.
Consideremos dos casos: 1.°, que las razones iguales sean dos;
2.°, que las razones iguales sean tres 6 mas.

1.er caso. Sean las dos razones iguales & = Z. Permutando

(*) Si los antecedentes fuesen menores que los consecuentes, escribi-
riomos b —a:b::d—c: d.
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¥

los medios de esla proporecion, serd = = -3—(167), Yy por eonsi-

uiente (171 -
g ( ) a-+e¢ __ bd, #
“ORRGE AT Yok
y permulando los medios de esla proporeion, resulta
S he . »
b+d ™ d°
que es el enunciado del Leorema.
2.° easo. Sean las razones iguales
- PR B s
: : sy kel st
para fijar las ideas, suponemos (jue son cuatro.
De la proporcién 3 = 2 resulta, segtin el primer caso,

d
o Iy P
b+d 4’
£
y como 5 = 7, sera
at+ec___ e
b+d  [°
De esla otra proporcion resulta, segiin el primer caso,
a+c+e . € € g » G4c-e @

SCder 7 yeomd s el e %
De esla proporcion resulta, segiin el primer caso,
a+ct+e+g g
b+d+f+h  h
A 175. Nora. Siempre que una proporcion tenga dos términos
incdgnitos, uno extremo y otro medio, y se conozca la suma 6 la
diferencia de los mismos, podremos deducir de la proporeion los
valores de las dos incognitas con mas E_ﬁm:iliez que por el Algebra.
. Supongamos que se lenga la proporeion
ToYyiial0,
y que ademds se conozca la suma s, de z é y, eslo es,
x4 y=s.
De la proporcion dada deducimos (171) las proporciones
' z+yix::a+b:a,
x4yry::a+b:ob,
o s:xz::a+b:a,
siy::a+4b:b,

de las cuales resultan
as bs

r= a b Y =31 .

Si fuese conocida la diferencia # — y = d, la proporcion nos
daria (172)
- x—y:x::a—b:a,
rx—y:y::ia—>b:b,
6 d:z::a—b:a,
d:y::a—0b:0,

. ¢ g ad bd
Y por consiguienle x = ;—3, Y= 73~
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PARTE SEGUNDA.

APLICACIONES USUALES DE LA ARITMETICA,
-
CALCULO DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

LIBRO PRIMERO.

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

CAPITULO 1.

NOCIONES PRELIMINARES.

SISTEMA ANTIGUO DE MEDIDAS Y PESAS MAS USUALES EN ESPANA.

178. La unidad que se tome para medir ¢ pesar una cantidad
debe ser proporcionada & esta cantidad; es decir, la unidad debe
ser grande cuando la cantidad sea grande; mediana 6 chica, si la
cantidad se halla en el mismo caso: asi se consigue el expresar las
canlidades por nimeros enteros de pocas cifras 6 por quebrados
propios cuyo denominador no sea muy grande. De lo contrario, las
cantidades estarian representadas por mimeros muy grandes, ¢
por quebrados muy pequenos, y en ambos casos seria dificil el
escribirlos, expresarlos, formarse idea de ellos, y someterlos &
operaciones ulteriores. Asi, por ejemplo, antiguamente al querer
medir la distancia entre Madrid y Paris, no se tomaba por unidad
la vara ni el pie, ni mucho menos la pulgada, etc., pues en cual-
quiera de estos casos hubiera resultado un nimero muy grande
para valor de dicha distancia; pero tomando por unidad la lEﬂ'llﬂ
se obtenia un nimero muy esmodo. Por el contrario, si se querm
saber cudl era el largo de una sala 6 la altura de un edlrcm, no se
tomaba por unidad la legua, sino la vara ¢ el pie.

Ya se ve, pues, la necesidad de que existan varias unidades de
diferente tamano para la medicion de las cantidades.

En todas las provincias de Espana, y aun en pueblos de una
misma provincia, se usan atn medidas y pesas diferentes (*), &
pesar de la Real orden de 26 de Enero de 1801, y de la ley de 19
de Julio de 1849, que mandan uniformar dichas medidas y pesas.

(*) Véase al fin de este tratado la correspondencia entre las medidas y
pesas de las diferentes provincias de Espaia, con las métricas.
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Las que senalé dicha Real orden son, sin embargo, las que més se

generalizaron en Espana, distinguiéndolas con el nombre de pesas
y medidas de Castilla. | |

" MEDIDAS LINEALES 6 DE LONGITUD DE CASTILLA (*).

Como modelo 6 patrén de estas miedidas servia la vara conser-
vada en el archivo de la ciudad de Burgos.

La legua era de 20000 pies 6 6666 % varas; el estadal de 12 pies
0 4 varas: la vara de 3 pies, 36 pulgadas 6 48 dedos; el pie de 12
pulgadas 6 16 dedos; la pulgada de 12 lineas, y el dedo de 9 lineas.

La legua se dividia en medias leguas y cuartos de legua; v la
vara en medias varas 6 codos, y en cuartas 6 palmos.

MEDIDAS DE LONGITUD USADAS EN LA MARINA.

La legua marina 6 de 20 al grado tiene tres millas, 6646 varas
6 19938 pies; la milla 1108 brazas; el cable 120 brazas; la braza 6
pies, y el codo de ribera 2 pies y 9 lineas, ¢ 35 dedos.

Nora. Suele suponerse que la legua marina tiene 20000 pies,
Y que por tanto la milla tiene 1111 brazas: pero en tal caso estos
pies serian menores que los de Burgos. Es ficil deducir de la rela-

cion que Liene el mefro con la vara, que la legua de 20 al grado
tiene 19958°4 pies de Burgos.

MEDIDAS DE CAPACIDAD DE CASTILLA PARA LOS ARIDOS.

Como patrén de estas medidas servia la media fanega conservada
en el archivo de la cindad de Avila.

El cahiz era de 12 fanegas, la fanega de 12 celemines, el celemin
de 4 cuartillos.

La fanega se dividia en medias fanegas y cuartillas de fanega, el
celemin en medios celemines, y el cuartillo en mitades sucesivas.

MEDIDAS DE CASTILLA PARA LoOS LiQUIDOS,.

Como patrén de estas medidas servia la edntara conservada en el
archivo de la ciudad de Toledo.

El moyo era de 16 cantaras 6 arrobas, la cintara de 8 azumbres,
la azumbre de 4 cuartillos, y el cuartillo de 4 copas.

La cintara se dividia en medias eintaras y en cuartillas, la
azumbre en medias azumbres, y el cuartillo en medios cuartillos.

El aceite se arreglaba al peso.

(*) La palabra medida tiene varios sentidos en las Matematicas: comun-
mente se llama asi el valor numérico de las cantidades concretas. Medida
comun de varias cantidades concretas de la misma naturaleza es cualquier
cantidad concreta contenida exactamente en todas ellas. Pero el sentido
actual de la palabra medidas es el vulgar, esto es, el de unidades con-
cretas.

9
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La arroba de aceite era de 25 libras, y la libra de 4 panillas 6
cuarlterones.

La arroba de aceite se dividia en medias arrobas y en cuartillas;
la cuartilm en medias cuarlillas; la libra en medias libras y la pa-
nilla en medias panillas.

PESAS DE CASTILLA.

Como patron de eslas pesas servia el marco conservado en el
archivo del Consejo de Castilla.

La tonelada de peso era de 20 quintales, el quinial de 4 arrobas
6 100 libras, la arroba de 25 libras, la libra de 2 marcos 6 16
onzas, la onza de 16 adarmes, 48 lomines 0 576 granos, el adarme
de 5 tomines, y el tomin de 12 granos.

En medicina y farmacia la libra tenia 12 onzas, la onza 8 drac-
mas 6 576 granos, la dracma 3 escrupulos, y el escrupulo 24 granos.

MONEDAS ANTIGUAS DE ESPANA.

De oro. La onza valia 16 duros 6 520 reales, la media onza
160 reales, la moneda de 4 duros 80 reales, la de dos dures 40
reales, la de un duro 20 reales, y existio también la de 21  reales
0 coronilla vieja. Son mias modernas la moneda de 100 reales 6 10
escudos, la de 40 reales 6 4 escudos y la de 20 reales 6 2 escudos.

De plata, El duro valia 20 reales, el medio duro 10 reales, la
pesela 4 reales, la media pesela 2 reales, y el real que se conlaba
por 8 4 cuartos 6 54 maravedis. Hubo también la peseta columna-
ria de 5 reales, la media peseta columnaria de 2 % reales y el real
columnario de 1 } reales. Son posteriores la pieza de 2 escudos, la
de 1 escudo 6 10 reales, la de 40 centésimas, la de 20 centésimas y
la de 10 centésimas de escudo. | .-

De cobre. La pieza de 2 cuarlos, el cuarto que valia 2 ochavos
y el ochavo de 2 maravedis, siendo en los ultimos tiempos el mara-
vedi moneda imaginaria. La pieza de medio real 6 50 céntimos de
real, la de cuartillo 6 25 céntimos de real, la de 10 céntimos de
real y la de 5 céntimos de real, han existido hasta 1870.

MONEDAS MODERNAS DE ESPANA.

La base del sistema monetario actual es la pesela, que pesa »
gramos (V. el sistema métrico) de una pasta formada con nueve
partes de plata y una de cobre. Se han acuiado monedas de oro
de 25, 20 y 10 pesetas; de plata de 5, 2, 1, 0’50 y 0°20 pesetas,
y de bronce de 10, 5, 2 y 1 céntimos de pesela, estando represen-
tado cada eéntimo por un gramo de la aleacion. -

UNIDADES DE TIEMPO ADMITIDAS EN TODOS LOS PUEBLOS CIVILIZADOS.

Fl siglo tiene 100 anos, el lustro 5 anos, el aio 12 meses, el
mes comun 30 dias, el dia 24 horas, la kora 60 minutos y el minuto
60 sequndos.
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NOCIONES DE GEOMETRiA NECESARIAS PARA LA INTELIGENCIA DE LAS
MEDIDAS CUADRADAS Y CUBICAS.

177. Se llama superficie de un cuerpo 1 objelo material el
limite 6 término de dicho cuerpo.

El término 6 linde de una superficie se llama linea.

Las lineas se dividen en rectas, quebradas y curvas.

La linea recta 6 derecha es conocida por Lodos: tal es el horde de
una regla bien construida, un hilo tirante, ete.

Linea quebrada es la linea compuesta de dos ¢ mds lineas reclas,
sin ser toda una sola recta: tal es la ABCD (fig. 1).

Linea curva es aquella linea de la que ninguna porcién, por
pequena que sea, es linea recta: tal es la AB (fig. 2).

Se llama distancia entre dos puntos, la linea recta comprendida
entre ellos,

Se llama plano 6 superficie plana toda superficie con la cual
coincida el borde de una regla bien construida, aplicada & dicha
superlicie en caalquier sentido. Tal es, por ejemplo, la superficie
de un espejo bien trabajado.

Se llama curcunferencia una linea curva cerrada, cuyos puntos
estan todos en un plano, y equidistan de un punto interior Hamado
centro.

Circulo es la porcion de plano interior i la circunferencia.
Comunmente 4 la circunferencia se da el nombre de cireulo.

Radro es una recta 0A (fig. 3) cuyos extremos son el centro v
un punto cualquiera de la circnnferencia,

Cuerda es una recta AC cuyos extremos son dos puntos de la
circunferencia.

Didametro es una cuerda BC que pasa por el centro de la circun-
ferencia.

Areo es una porcion AB de la circunferencia.

Para trazar, tirar ¢ dirigir una recta, se emplea la regla; y para
trazar 6 describir una circunferencia, se emplea el compas.

La circunferencia se divide en 560 partes iguales que se llaman
grados; cada grado se divide en 60 partes iguales llamadas minutos,
Y cada minuto se divide en 60 partes iguales llamadas sequndos.

- Los grados, minutos y segundos se indican con los signos ®, ', ".

Por ejemplo, un arco de 35 grados, 25 minutos y 57 segundos,
se escribe 35°, 25', 37", |

Se llama dngulo la separacion 6 abertura de dos rectas indefini-
das CA y CB (fig. 4), que tienen un punto comim C, al que se
llama vértice del angulo. .

Las dos rectas que forman el dngulo se llaman lados del dngulo.

Un dngulo se designa 6 se lee con tres letras, una de cada lado,
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v la del vérlice que se coloca en medio. Asi, el dngulo formado por
las rectas CA y CB se leerd ACB 6 BCA.

Se dice que una recta DC (fig. 5) es perpendicular & otra AB,
cuando los dos angulos DCA y DCB que forma con esta recta, ha-
cia un mismo lado de ella, son iguales.

Angulo reclo es cualquiera de los dos dngulos DCA y DCB que
forma una recla con otra, 4 la cual es perpendicular.

Angulo agude es el dngulo menor que el recto, y angulo oblusoe
es el angulo mayor que el recto. |

Rectas paralelas son dos rectas ABy CD (fig. 6) que eslan en un
mismo plano, y que por mis que se prolonguen no se encuentran.

Planos paralelos son dos planos que por mds que se prolonguen
no se encuentran.

178. Rectdngulo es la porcion de plano ABCD (fig. 7) compren-
dida entre cuatro lineas rectas paralelas dos @ dos, y cuyos cuatre
ingulos son reclos. Las cuatro rectas AB, BC, CD y DA, que
forman el rectangulo, se llaman sus lados.

Cuadrado es la porcion de plano ABCD (fig. 8) comprendida
enlre cuatro rectas iguales, y cuyos cuatro éngulos son rectos. Las
cualro rectas AB, BC, CD y DA, que forman el cuadrado, se llaman
sus lados.

Legua cuadrada es un cuadrado cuyo lado es una legua linealy
vara cuadrada es un cuadrado cuyo lado es una vara lineal; pe
cuadrado es un cuadrado cuyo lado es un pie lineal, ete.

179. Problema. Averiquar cudntos cuadrados menores liene un
cuadrado mayor, conociendo el numero de veces que el lado del mayor
contiene exaclamente al del menor (*).

Fig. 9. Supongamos que el lado AB del cuadrado ABCD con-
tenga ocho veces al lado ab del cuadrado menor abed: dividamos
cada lado del cuadrado mayor en ocho paries iguales, cada una
de las cuales serd igual al lado ab del cuadrado menor; juntemos
los puntos correspondientes por medio de rectas, como lo indica
la figura, y quedard el cuadrado mayor dividido en 64 cuadrados
icuales al menor; y como 64 es el cuadrado de 8, y se puede hacer
el mismo razonamiento en cualquiera otro caso, resulta que: Para
hallar el nimero de cuadrados menores que tiene un cuadrado mayor,
no hay mds que elevar al cuadrado el numero de veces que el lado dek
mayor contiene al del menor.

(*) Este problema y su analogo el 182, se resuelven en la Geometria de
ana manera general, esto es, cualq uiera (que sea el numero de veces que
el 1ado del enadrado 6 cubo mayor contiene al del menor, ya sea entero,
va fraceionario, ya incoomensurable dicho nimero. Pero como por ahora
s6lo nos hace falta resolver este problema para el caso particular en que
¢l mismo nimero es entero, podemos hacerlo de un modo facil y sencillo.
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Ejemplos. ;Cudntos pies cuadrados tiene una lequa cuadrada?

Como la legua tiene 20000 pies, la legua cuadrada tendra
20000 >< 20000 = 400.000000 de pies cuadrados.

;Cudnlos pies cuadrados tiene una vara cuadrada?

Como la vara tliene 3 pies, la vara cuadrada tendra 3 >< 5 = ¢
pies cuadrados.

(Cudnlas pulgadas cuadradas tiene un pie cuadrado?

Como el pie tiene 12 pulgadas, el pie cuadrado tendra 12 >< 12
= 144 pulgadas cnadradas.

(Cudntos pies cuadrados tiene un estadal cuadrado?

Como el estadal lineal Liene 12 pies lineales, el estadal cuadrado
tendra 12 >< 12 = 144 pies cuadrados.

180. e llama cilindro el espacio engendrado por un rectingu-
1o que gire alrededor de uno de sus lados: tales son los rolles, los
rodillos, algunas columnas, ete.

181. BSe llama cubo el espacio limilado por seis cuadrades
aguales; como son los dados usados en el juego, los cajones cuyas
seis caras son seis cuadrados iguales, ele. Los doce lados que for-
man los seis cuadrados se llaman lados del cubo.

Legua cubica es un cubo cuyo lado es una legua lineal, vara cu-
bica es un cubo cuyo lado es una vara lineal, pre cubico es un cubo
cuyo lado es un pie lineal, ete.

182. DProblema. Averiquar cudntos cubos menores tiene un
cubo mayor, conociendo el numero de veces que el lado del mayor
contiene exactamente al lado menor.

Fig. 10. Supongamos que el lado AB del cubo mayor AF
conlenga 4 veces al lado ab del cubo menor af: dividlamos uno de
los lados del cubo mayor, por ejemplo el lado CF, en 4 partes
iguales, y por los puntos de division dirijamos planos paralelos a
la cara ABCD, los cuales dividirin al cubo mayor en 4 porciones
dguales: dividamos ahora los dos lados CD y CB en 4 partes igua-
les, y por los puntos de division dirijamos planos respectivamente
paralelos & las caras BCKFG y DCFE. La primera porcion BOKH
de las cualro en que quedd dividido el cubo mayor, quedara divi-
dida ahora en 16 cubos todos iguales al cubo menor af, puesto
que el lado de cada uno de aquéllos es igual al lado de éste; 6 bien
dicha primera porcion contendra 16 cubos iguales al cubo menor;
y pues las ofras (res porciones son lambién iguales &4 la primera,
«cada una contendrd 16 cubos iguales al cubo menor, y por cousi-
- guienle el cubo mayor, que se enmpone de dichas cualro porciones,
conlendra 64 — 4° cubos menores. Como el mismo razonamiento
puede hacerse en cualquier otro caso, se infiere que: Para hallar el
mumero de cubos menores que conliene un cubo mayor, no hay mds que
«elevar al cubo el numero de veces que el lado de éste contiene al de aquel.
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Ejemplos. ;Cudntos pies cubicos tiene una vara cubica?

Como la vara lineal tiene 3 pies lineales, 6 bien como el lado de
la vara ctibica contiene Lres veces al lado del pie clibico, la vara cu-
bica tendra 3° = 3 >< 3 >< 3 = 27 pies ctibicos.

(Cudnlas pulgadas cubicas tiene un pie ctibico?

Como el pie lineal tiene 12 pulgadas lineales, el pie ciibico ten-
dra 12° = 12 >< 12 < 12 = 1728 pulgadas cubicas.

MEDIDAS DE SUPERFICIE Y DE VOLUMEN.

183. En las medidas de superficie se han venido considerandoz
Ia legua cuadrada, la vara euadrada, el pie cuadrado, la pulgada:
cuadrada, el estadal cuadrado, elc.

Las medidas de superficie, llamadas de Castilla, eran la aranzada
y la fanega superficial. La aranzada equivalia & un cuadrado cuyo
lado era de 20 estadales lineales, y por consiguiente la aranzada
tenia 20 >< 20 = 400 esladales cuadrados. La fanega superficial
representaba un cuadrado con lado de 24 estadales lineales, y por
consiguiente tenia 24 >< 24 = 576 estadales cuadrados. La fanega
superficial se dividia en 12 celemines superficiales, y el celemin
superficial en 4 cuartillos superficiales.

Nota. La legua cuadrada se usaba para la medicion de provin-
cias 0 naciones. Kl estadal cuadrado, la aranzada y la fanega super-

ficial servian para la medicion de los campos, y por eso se llamaban
medidas agrarias. El pie cuadrado ha sido la unidad de los terre-
nos de corta exlension, cuales son los que-ecupan los edificios.

El espacio que ocupa un cuerpo se llama volumen del cuerpo.

Como medidas de volumen se han venido considerando la legua
cubiea, la vara cubica, el pie cubico, la pulgada cubica, ele.

Para el arqueo ¢ medicion del volumen 6 buque de una embarca-
cion, era usual tomar por unidad la tonelada, con ocho codos
cubieos de ribera, 6 bien 70’19 pies cubicos.

CAPITULO 1II.

REDUCCION DE UN NUMERO COMPLEJO A INCOMPLEJO,
Y AL CONTRARIO,

J( 184. Numeros homogéneos son los niimeros referidos & uni-

- “\dades de la misma naturaleza, sean 0 no estas unidades de iguaF
magnitud. Por ejemplo, 7 varas de pano y 10 varas del mismo pano-
son niimeros homogéneos; 11 cahices, 10 fanegas y 5 celemines del
mismo grano, son numeros homogéneos; 17 dias y 11 horas son ni~
meros homogéneos, elc.
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Los ntimeros homogéneos referidos & la misma unidad se llaman
ntmeros de la misma especie; como 7 varas de paio y 10 varas del
mismo pano, 11 horas y 9 horas; ete.

Numero complejo es el nimero compuesto de dos ¢ mis homo-
géneos, pero de diferente especie. Por ejemplo, 7 varas, 2 pies y 9
pulgadas es un nimero complejo.

Nuniero incomplejo es un numero de una sola especie, como 6
fanegas.

Los numeros complejos ¢ incomplejos estin comprendidos en la
denominacion comin de nimeros concrelos.

Reducir un numero incomplejo @ otro de especie menor.

Supongamos, por ejemplo, que 128 varas se quieren reducir a
pies. Teniendo una vara 3 pies, 428 varas tendrn 128 veces 3
pies, 0 (128 >< 3) pies.

Sea ? de fanega el numero que se quiere reducir a celemines.
Teniendo una fanega 12 celemines, } de fanega tendran ; de 12
celemines, 6 (12 >< ) celemines.

Como el mismo razonamiento puede hacerse en cualquier otro
caso, resulla que: Para reducir un mimero incomplejo d otro de especie

V" menor, se multiplica el nimero de unidades inferiores qué tiene la
unidad del incomplejo dado por éste tomado absiraclamente.

Asi, para reducir pies a pulgadas, se muliiplica 12 pulgadas
por el niimero abstracto de pies; para reducir libras a onzas, se
multiplica 16 onzas por el niimero abstraclo de libras; para redu-
cir duros & pesetas, se multiplica 5 peselas por el ntimero abstracto

| de duros; ele. '
,&/ 185. Reducir un numero complejo d incomplejo de su menor
especie.

Redtizcase el nimero de la especie superior & la especie inferior
inmediata, y al resultado anddase el nimero de esla especie; re-
diizcase la suma 4 la especie inferior inmediata, y al resultado
anadase el nimero de esta especie; y asi sucesivamente.

Ejemplo. Reducir el numero complejo 17 varas, 2 pies y 9
pulgadas & incomplejo de su menor especie.

Calculo.

17 106

3 53"

51 pies 656 pulgadas
‘2 pies 9 pulgadas
53 pes 645 pulgadas.
12

Luego 17 varas, 2 pies y 9 pulgadas = 645 pulgadas.
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Reducir un nimero incomplejo d otro de especie mayor.
Supongamos que 344 libras se quieran reducir a arrobas. Como

i arroba tiene 25 libras, 1 libra es 515 de arroba, y por consi-

g}i_f de arroba.

Sea el nimero - de pie cubico el que se quiere reducir &

fraccion de vara cibica. Como una vara cibica tiene 27 pies cii-

> : e i : S 3
bicos, 1 pie cubico es & de vara cubica, y por consiguiente = de

pie ciibico valdrén - de o de vara ctibica, ¢ 5 < ;) varas cubi-
cas, 0 (= : 27) varas cubicas.

Luego: Para reducir un nimero incomplejo d otro de especie mayor,
se dwide dicho mimero tomado abstractamente por el nimero de veces
que su undad esld conlenida en la especie mayor.

Asl, para reducir pulgadas & pies, se divide el numero abstracto
de pulgadas por 12; para reducir onzas 4 libras, se divide el nimero
abstraclo de onzas por 16; para reducir reales 4 peselas, se divide
el ntmero abstraclo de reales por 4; elc.

/{/ Reducir; un nimero complejo d incomplejo de una especie diferente
“| de la menor,

Reduzcase & incomplejo de su inenor especie, y éste a la especie
que se pida.

Ejemplo. Reducir el niimero complejo 9 dias, 11 horas y 25’ &
incomplejo de horas.

Reducido este nimero & su menor especie, es 13645 —

E;:uﬁ = 2= de hora.
A Reduewr un nimero incomplejo de especie inferior @ complejo.

' Reduzease el niimero propuesto 4 la especie inmediala superior,
el residuo serd el niimero de la especie inferior del complejo que se
busca. Redizcase el cociente entero obtenido 4 la especie superior
inmediata, el residuo serd el nimero de la especie inmediata & la
inferior del complejo. Contintiese de este modo hasta que el cociente
entero (ue se halle sea de la especie superior del complejo.

Ejemplo. 1.° Reducir 123489 ouzas & complejo.

- guiente 544 libras seran

Calculo.
125489 16
{14 7718 libras | 25
28
129 218 308 arrobas 4
1 onza 18 lLibras 0 arrobas | 77 quintales.

Luego 125489 onzas =77 quintales, 0 arrobas, 18 libras v 1 onza.
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2." Reducir 1231466 reales & complejo de onzas de oro, duros
¥ reales.

Calculo.
12314°66 | 20

031 615 duros | 16

114 135 98 onzas
1466 | 7
. Luego 12314°66 reales = 38 onzas, 7 duros y 14’66 reales.

‘.~ -Reducir d complejo un quebrado de especie superior.

" Reduzcase dicho quebrado a la especie inferior inmediata, y el
entero que resulta sera el nimero de la primera especie del com-
plejo; reduzcase el nuevo quebrado & la especie inferior inmediata,
y el entero que resulle serd el nimero de la segunda especie del
complejo, y asi sucesivamente.

Ejemplos. 1.° Reducir 0’39 de hora 4 complejo de minutos y
segundos.

Calculo.

0’39 horas
60

2340
60

2400

[~ Luego 0’59 de hora = 23’ y 24".

2.° Reducir & complejo = de quintal ¢ B aune (%)

Siendo este quebrado mayor que la unidad, hallaremos en
. G : . 6
primer lugar las unidades que contiene: resulta un quintal y + de

quintal. Reduzcamos ahora los % de quintal & arrobas, y len-

dremos "%‘ de arroba, 6 3 arrobas y % de arroba. Reduzcamos los
; de arroba 4 libras, y tendremos % de libra, 6 10 libras Y =
de libra; y asi si se quisiera mayor nimero de especies. Luego -
de quintal = 1 quintal, 3 arrobas y 10 % libras.

Nora. Observemos que los numeradores 6, 3, 5 que hemos
hallado son los residuos de las sucesivas divisiones; y por tanlo
podemos enunciar la regla practica siguiente. Para reducir a com-
plejo un quebrado ordinario de especie superior, se divide el nume-
rador por el denominador, y el entero del cociente sera el numero

o q"i: tale? es la séptima parte de 43 quintales, 6 lo que es igual, 43

septimas partes de quintal.

L
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de la primera especie del complejo que se bhnsca. Multipliquese el -

residuo por el niimero de veces que su unidad contiene & la de la

especie inferior inmediata, y dividase el producto por el mismo

divisor: el cociente sera el nimero de la segunda especie del com-

plejo; y asi se conlinuara hasta que se llegue & la menor especie.
Apliquemos esta regla al ejemplo propuesto.

Disposicion de esta operacion.
13 quntales | 7

;  quintal, 3 arrobas, 10 libras .

94 arrobas |
3
25

75 libras
5
3.° Reducir = de onza de oro & complejo de duros y reales.
7 onzas | 9

16 12 duros, 8’88 reales.
112 duros

22
4
20

80 reales
80
80

Luego T de unza de oro = 12 duros y 8’68 reales.

4.° l{educlr i35 de cahiz & complejo.

3 cahices 149
12 a
o6 fanegas
12
72

36

452 celemines
134
4

536 cuartillos
39

de cahiz = 2 celemines y 3 s cuartillos.

2 celemines, 5 cuartillos 2.

Luego —

149
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CAPITULO II.

OPERACIONES CON LOS NUMEROS CONCRETOS.

|

\{f 186. Las definiciones de la adicién, sustraceion, multiplicacion
v division de los niimeros concretos son las mismas que las de estas
operaciones eon los numeros abstractos; y los datos y resultados
tienen también los mismos nombres respectivos.

ARTICULO A.°
ADICION DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

% 187. Los sumandos deben ser homogéneos, pues no liene
sentido una cuestion en que se pida sumar numeros de diferente
naturaleza, como por ejemplo, sumar varas con fanegas.

Ler caso. Silos sumandos son incomplejos, la suma serd la de
<us valores abstractos, referida 6 concrelada & la unidad de los
sumandos.

: . s 2 3 ; 5
Ejemplo. Sumar 7 varas, 5 3 varas, 3 de varay de vara.

Operacion.
7
B i e |
SRS
PR e
71|36
15 2 varas. mxly

Obsérvese que 36 es el menor multiplo de los denominadores.

92.% caso. Si los sumandos son complejos, se pueden reducir a
incomplejos de una misma especie, y queda reducido este caso al
anterior; pero es preferible dejarlos en la forma que tienen, y su-
marlos por la regla siguiente.

Para sumar los nimeros complejos, se cclocan de manera que
se correspondan las especies iguales, v se suman sucesivamente
los nimeros de la misma especie, principiando por las de especie
inferior. Si de la suma de los nlimeros de una especie resullan una
6 mas unidades de la inmediata superior, se reservan para sumar-
las con los niimeros de esta especie, y debajo se escribe el resto (¥).

i

(*) Ademas de estos dos casos generales pueden ocurrir los siguientes:
sumar numeros incomplejos homogéneos, pero de diferente especie; su-
mar complejos en que las especies del uno sean menores que la menor de
los otros, etc. La adicién en todos estos casos particulares no presenta
ninguna dificulfad.
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Ejemplos. 1.° 125 duros 11 reales 142 mrs-.. 16

49 R R

19 14 288 ....... 15

118 29 12 A

512 14 16 63 | 24
152

Al sumar estos quebrados, se ha de observar que 24 es el mil-
tiplo més simple de sus denominadores.

2.0 17 quintales 3 arrobas 17 libras 11 onzas
25 2 15 12
495 i 5 15
88 3 12 6
V4 ARTICULO 2.0

;o
SUSTRACCION DE L0S NUMEBROS CONCRETOS.

188. El minuendo y sustraendo deben ser homogéneos, pues
nada significa restar de un nimero otro de diferente naturaleza.
Por ejemplo, restar de 20 varas 17 libras es una cuestion que no
tiene sentido.

1. caso. Si el minuendo y el sustraendo son incomplejos, su
diferencia sera la de sus valores abstractos referida & la unidad del
minuendo y sustraendo.

Ejemplo. Restar de 15 - fanegas 7 - fanegas.
Operacion.
Ao g e Sk iy o a9
1 o, creesroildog 5 LNl
72 fanegas e

2.° caso.  Si son complejos, pueden reducirse 4 incomplejos y
restarlos en seguida; pero es preferible dejarlos en la forma que
tienen, y efectuar la operacion per la regla siguiente.

Para restar de un nimero complejo otro complejo, se coloca el
sustraendo debajo del minuendo, de manera que se correspondan
las especies iguales. Se resla, principiando por la especie inferior,
cada sustraendo parcial de su correspondiente minuendo. Si un
suslraendo parcial es mayor que su minuendo, se anade & éste una
unidad de especie superior inmediata; y para que el resto no padezca
alteracion, se anade otra unidad al sustraendo parcial siguiente (*).

(*) Ademas de estos dos casos generales, pueden ocurrir, asi como en
la adicion, varios casos particulares que no presentan ninguna dificultad.
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Ejemplos. 1.° 25varas 1 pie T pulgadas 8 lineas
14 2 4 i1

10 2 2 9

Como de 8 lineas no se pueden restar 11 lineas, anadamos 4 las 8
lineas 1 pulgada, que tiene 12 lineas, y entonces tendremos 20)
lineas, de las que restando las 11 lineas, quedan 9 lineas. Anada-
mos ahora una pulgada al sustraendo pareial 4 pulgadas, y tendre-
mos 5 pulgadas; restadas de 7 pulgadas, quedan 2 pulgadas. En la
sustraccion de los pies nos hallamos con la dificultad anterior; por
lo que al minuendo 1 pie anadimos una vara, que tiene 3 pies, y
después se anade una vara al sustraendo 14 varas.

2.2 A7 horas: 0" AT"
11 25 49
o 34 28

Se anade al primer minuendo 17" un minato, que tiene 60°; des-
pués se aiade 1" al sustraendo 25'. Al segundo minuendo 0° ana-
dimos una hora, que tiene 60', y al sustraendo 11 horas anadimos
una hora.

a7 228°
59 171 ﬂ&n
189 42 610

Siempre que, como en este ejemplo, falten en el minuendo las
especies inferiores, primera, segunda, tercera, etc., se hara la sus-
traccion con mas facilidad, descomponiendo el minuendo en com-
plejo que contenga todas las especies, como se ve a continuacion.

227° . 59’ 60"
59 13 24
188 42 36

4.°  Averiguar la edad de un hombre que nacid el dia 25 de Abril
de 1788.

Para resolver esta cuestion, se resta el tiempo que pasé (desde
el principio del siglo en que vino al mundo) hasta el dia de su na-
cimiento, del tiempo transcurrido desde el principio de aquel mismo
siglo hasla el dia en que se propone la cuestion.

Por ejemplo, si esta cuestion se propuso el dia 6 de Febrero de
1848, seria

147 afios 1 mes 6 dias el minuendo, y
87 d 29 el sustraendo

_ 59 9 11... la edad de dicho hombre el
dia 6 de Febrero de 1848. /K
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ARTICULO 3.° 3
MULTIPLICACION DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

189. En la multiplicacién de un niimero concreto por un abs-
tracto, el conereto es el multiplicando y el abstracto el multipli-
cador; y puesto que multiplicar un nimero conereto por un
abstraclo entero es repelir el primero tantas veces como unidades
tiene el segundo, y multiplicar un concreto por un quebrado
abstracto es hallar el valor de las partes del primero indicadas por
el segundo, resulta que en lodos los casos el produclo es de la
misma naluraleza que el multiplicando. Por consiguiente, cuando
se dan para multiplicarlos dos niimeros concrelos, se pide impli-
citamente que uno de los dos se multiplique por un nimero
abstraclo, y el multiplicando sera aquél de los dos niimeros con-
crelos que deba multiplicarse por el abstracto, 6 sea de los dos
concrelos, aquél de la misma naturaleza que el producto. El mul-
tiplicador, necesariamente abstracto (*), depende del otro niimero
concreto, pero no es siempre este otro tomado abstractamente.

Por ejemplo, si el valor de una arroba es 123 peselas, y se
quiere hallar el valor de 7 arrobas, el multiplicando sera 123 pese-
tas, y el multiplieador el niimero abstracto 7; pues multiplicando
125 pesetas por 7 6 repitiendo 123 peselas 7 veces, se tendra el va-
lor de las 7 arrobas. Pero si valiendo una arroba 123 peselas, se
pidiese el valor de 7 libras 6 el de 7 quintales, el multiplicador uo
seria 7 en ninguno de eslos casos; porque multiplicando 123
peselas, valor de una arroba, por 7, obtendriamos el valor de 7
arrobas y no el de 7 libras 6 7 quintales.

- Ejemplos. 1.° Cada grado del circulo mdximo de la tierra tiene
20 lequas: jcuantas lequas tienen los 360° de dicho etrculo?

Como el nimero de leguas de los 360° es evidentemente 360
veces mayor que el nlunero de leguas de un grado, lenemos que
multiplicar 20 leguas, que es el multiplicando, por 360, que es el

(*)  Cuando para resolver una cuestién de multiplicacién, se dice que
se multiplica nn nimero concreto por otro concreto, se usa de an len-
guaje impropio. Por ejemplo, si tenieado una fanega 12 celemines, se
quiere saber cuintos celemines tienen 9 fanegas, no debe decirse que se
multipliquen 12 celemines por 9 fanegas, sino 12 celemines. quees el mul-
tiplicando, por 9, que es el multiplicador: pues nada significa repetir 12
celemines 9 veces fanegas, ni 9 fanegas veces. Cuando en la Geometria se
dice que el drea de un rectangalo es el producto de su base por su altara,
no se entiende que se multiplica el valor 11 metros, supongamos, de la
altura, por 9 metros, por ejemplo, de la base, porque este lenguaje no
tiene sentido, sino que se multiplican los nimeros abstractos 11 y9 v
que el producto 99 indica el nimero de veces que el rectangulo contiene
al metro cuadrado, 6 lo que es ignal, que 99 es el niimero de metros cua-

drados del rectangulo.
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multiplicador. El producto es 20 leguas >< 360 = (20 >< 360) le-
guas = 7200 leguas.

2.° Una mano de papel tiene 25 pliegos: jeudnlos pliegos lienen
las 20 manos de una resma?

Tenemos que multiplicar 25 pliegos por 20. El producto es 2o
pliegos >< 20 = (25 >< 20) pliegos = 500 pliegos. -

3. Pesando una fanega de trigo 93 libras, 7 onzas y 9 adarmes,
Jeudnto pesardn T fanegas del mismo lrigo?

Tenemos que multiplicar 95 libras, 7 onzas y 9 adarmes por 7.

Como el multiplicando 93 libras, 7 onzas y 9 adarmes es com-
plejo, puede reducirse, si se quiere, @ incomplejo de cualquiera de
sus especies, por ejemplo & la menor, que es la mis conveniente.
Nosotros lo dejaremos en la forma que tiene, y multiplicando por
7 cada uno de los niimeros de que consta, obtendremos el pro-
ducto. :
| Calculo.
93 Libras 7 onzas 9 adarmes

7

Producto.... 651 Libras 49 onzas 63 adarmes
Reduciendo ahora los adarmes & onzas, agregando las que resulten
4 las 49, y reduciendo todas las onzas 4 libras y agregando las que
resulten a las 651 libras, tendremos por fin que 654 libras, 4 onzas
y 15 adarmes, es el peso de las 7 fanegas.

4.° 28 hombres hacen una obra en 23 horas y 24': jun hombre
en cudnlas horas hard una obra iqual?

Suponemos que todos estos hombres trabajan igualmente.

Es evidente que un hombre tardard en hacer la referida obra
28 veces mas horas que los 28 hombres. El multiplicando es 23
horas v 24, y el multiplicador 28. Dejaremos en la operacion al
multiplicando en la forma que tiene.

Caleulo.
23 horas 24
20
184 192
46 49
644 horas 672’
o bien 655 horas 12’

5.° Para enlapizar un salon se necesitan 300 varas de pano cuyo
ancho es de tres varas: jcudnlas varas se necesilardn, para lo mismo,
de otro pano cuyo ancho es de una vara?

Puesto que el ancho del nuevo pano es tres veces menor que el
del primero, es claro que se necesitan del nuevo pano tres veces
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mas varas que del primero. Tenemos, pues, que multiplicar 300
varas por 3: el producto es 900 varas.

190. Los tres primeros ejemplos que acabamos de resolver
pertenecen & la clase de problemas que ocurren comunmente e
la multiplicacion de niimeros coneretos; y los dos tultimos & olra
clase mucho menos frecuente (*).

En la primera clase de estos problemas se conoce el valor (**) de
una unidad concreta, yse trata de hallar el valor de un niimero cual-
quiera entero 0 fraccionariode la misma naturaleza que dicha unidad.

En estos problemas el multiplicando es el valor de la unidad,
y el multiplicador el mimero cuyo valor se pide, redueido a la es-
pecie de la unidad cuyo valor se da, y tomado abstractamente.

Resolvamos algunos ejemplos de esta clase.

6.° ¢Cudnto valen 7 5 varas de tela 6 25 + pesetas la vara?

El multiplicando, valor de una vara, es 25 % pesetas; y el mul-

tiplicador 7 <. El producto 25 § pesetas >< 7 < =202 = peselas,

0 bien 202’78 pesetas. -

7.0 Valiendo un quintal de lana 17 duros, jeudnto valdrdan 5
arrobas y 14 libras?

El multiplicando es 17 daros. Para saber qué nimero es el
multiplicador, reduciremos las 3 arrobas y 14 libras & quintales,
y son (0’89 quintales; luego el multiplicador es (°89. Kl producto
serd 17 duros >< 0’89 = 15’13 duros; y reduciendo los 0’15 de
duro & reales, son 2’60 reales. Luego las 5 arrobas y 14 libras valen
15 duros y 2’60 reales, 6 75’65 pesetas.

8.° Una fanega de trigo pesa 3 arrobas, 16 ltbras y 13 onzas:
Jeudnto pesardn 6 cahices, 3 fanegas y 10 celemines del mismo trigo?

El multiplicador sera 6 cahices, 3 fanegas y 10 celemines re-
ducidos a fanegas y tomado abstractamente; el multiplicador es,

910 __ 455
pues, 45 = 5 i :

Cadleulo dejando al multiplicando en la forma que tiene,
Peso de una fanega. . 3 arrobas, 16 Libras, 13 onzas,

455

455 fanegas. . 1365 arrobas, 7280 libras, 5915 onzas,
= de fanega. . 267 arrobas, 1125 libras, 999 2. onzas,

o bien 278 arrobas, A2 Libras, 1 'l—ﬂnzﬂs.,

(*) Los tres primeros ejemplos pertenecen a la clase de problemas en
que dos cautidades homogéneas son proporcionales &4 sus correspondien=
tes, v los dos ultimos 4 la clase en que dos cantidades homogéneas estan
en razon inversa de sus correspondientes.

(*¥)  Empleamos esta palabra para significar la cantidad correspondien~
te 6 equivalente a la unidad concreta,
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Explicactén. Para multiplicar el multiplicando por ‘—:‘", lo

multiplicaremos por 455, y dividiremos el producto por 6. Para
dividir por 6 el nimero 1365 arrobas, 7280 libras y 5915 onzas,
dividiremos por 6 las 1565 arrobas, y hallaremos por cociente 227
arrobas, quedando 3 arrobas de resto, que las reduciremos a libras,
y son 75 libras. Anadiremos estas libras & las 7280; y partiendo
por 6 la suma, el cociente serd 1225 libras y el resto 5 libras, que
reducidas a onzas son 80. Anadiendo estas onzas & las 5915, y par-
tiendo la suma por 6, resulta de cocienle 999 ; onzas. Reduciendo
ahora las onzas a libras y las libras a arrobas, resullan por ulti-
mo 278 arrobas, 12 libras v 7 { onzas, peso de los 6 cahices, 5 fa-
negas y 10 celemines.

9.° Valiendo 1 duro 5 arrobas y 5 azumbres de vino, Jcudntas
arrobas y azumbres del mismo liquido se podran comprar con 575
peselas?

El multiplicador es el nmimero 375 pesetas, reducido a duros y
tomado abstraclamente, es decir, que el multiplicador es 75. Ha-
llaremos, pues, el producto pedido multiplicando las 3 arrobas y o
azumbres por 75.

Calculo.
3 arrobas, 5 azumbres
795

225 arrobas, 375 azumbres
6 bien 271 arrobas y T azumbres.

Nora. Todas las cuestiones en que el multiplicando es comple-
jo, que hemos resuelto sin transformarlo en incomplejo, se pueden
comprobar reduciendo el multiplicando & incomplejo y efectuando
nuevamente la multiplicacion.

ARTICULO %.°

METODO DE LAS PARTES ALICUOTAS EN LA MULTIPLICACION
DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

191. Cuando conociendo el valor de una unidad concrela se
quiere hallar el valor de un niumero mixto 6 complejo de la misma
naturaleza que dicha unidad, puede obtenerse este valor hallando
primeramente el valor del entero 6 del nimero de la especie su-
perior si es complejo; y para hallar los valores de las cantidades
inferiores, se descomponen estas cantidades en partes alicuotas de
otras cuyos valores sean conocidos, y entonces se obtendran facil-
mente los valores de dichas cantidades inferiores. La suma sera el
valor pedido.

Ejemplos. 1. Averiguar el valor de 7 7 varas de tela a 25’75
pesetas la vara.

10
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Calculo.
25 } peselas
75
T varas { ”g " a
$ yara 121 28
2 vara 6 14
i vara 3 7
202 25 pesetas, 57 _?_a_""..}_
251 1

6 bien 202’78 peselas. _
Para hallar el valor de las 7 varas, multipliquemos por 7 el valor

de la vara. Para hallar el valor de los -} de vara, descompongamos
estos + en las partes siguientes: 5 %y% de vara.

El valor de & de vara se hallard tomando la mitad del valor
de la vara; el de % de vara tomando la mitad del valor d ~;— de

vara, v el de + de vara tomando la mitad del valor de 3- de vara.

Al sumar los quebrados, se ha de observar que 52 es el menor
multiplo de todos los denominadores.

2.° Hallar el peso de una barra de herro de 5 5 pies de largo,

sabiendo que cada pie de dicha barra pesa 7 2 libras.
7 3 libras.

5
: 35
5 pres { 5 3 9
3 pe 233 7
: pe 25 7
43 4 hibras, 25 | 12
11 i

6 bien 43 libras y 14 5 onzas.

3.°  En una hora anda un mdvil con movimiento uniforme 25 va-
ras, 2 pies y 9 pulgadas: se quiere saber cudnto andard con dicho
movimsento y con iqual velocidad en 14 horas, 40" y 35" (*).

(*) Se llama movimiento uniforme 6 ecuable el de un mévil que anda
distancias iguales en tiempos iguales. En este movimiento se llama velo-
cidad el camino andado por el mévil en ona unidad cualquiera de tiempo.
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1 hora 25 varas 2 pies 9 pulgadas.
14 horas 40’ 35"

14 horas 350 28 126

30 12 2 10 % 120
10 4 0 11 4 120
1 0 1 o 4
|| TR | 0 1 i 186
o' 0 0 R 71
14 13
380 varas 1 pie 1 % pulgs. 497 240
17 2

Para hallar el valor de 35", hallaremos primeramente el valor
auxiliar de 1’, que es la décima parte del valor de 10', el cual es 1 pie

yd ;Ti; pulgadas; y en seguida hallaremos el valor de 30", mitad del

de 1', y después el de 5", sexta parte del anterior. Antes de sumar,

rayaremos el valor auxiliar de un minuto, si es que no se ha colo-
cado aparte este valor.

ARTICULO 5.2

DIVISION DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

192. En la division de los nliimeros concretos pueden ocurrir
dos casos: 1.°, dados dos niumeros homogéneos, averiguar el niime-
ro de veces que el uno contiene al otro (*); 6 en otros términos,
conociendo el producto que es uno de los nimeros dados y el
multiplicando que es el otro, hallar el multiplicador; 2.°, dados
dos numeros de diferente naturaleza, averiguar el niumero con-
crelo que multiplicado por otro abstracto, dependiente de uno de
los dos niimeros dados, nos dé un producto igual al otro nimero
dado, 6 bien, conociendo el producto que es uno de los dos ni-
meros dados y el multiplicador que depende del otro, hallar el
multiplicando.

193. A.er caso. Kl cociente 6 la razin de dos numeros de la
misma especie es iqual al cociente 6 d la razon de dichos wmimeros
tomados absiractamente.

Para demostrar esle teorema, supondremos que 25 varas

(*) Cuando se dice que un numero contiene & otro un niimero frac-

. . 1 5 2
cionario de veces, como  Vez, - de vez, & 3 veces, etc., se usa de un

lenguaje incorrecto y chocante, pero admitido, porque es muy cémoda,
Y lo que se quiere decir es que el primer numero es igual al segundo

multiplicado por -;—, -‘:—, k %, etc.
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. L . : - 25 varas ___ 25
y 7 varas sean el dividendo ;3; el divisor: decimos que w_— = 5+

En efecto, 7 varas > = es, segun se ha visto en la mul~

tiplicacion, (7 ¢ ﬂ;"’) varas = 25 varas; es decir, que el divisor
7 varas y el numero > son los dos factores cuyo producto es el

dividendo 25 varas: luego 5,:—' es el cociente 6 la razon de los dos

nimeros propuestos.

Por consiguiente: Para dividir un niimero concrelo por otro de la
misma naturalesa, se reduciran d una misma especie, si no lo estan
ya, y el cociente de sus valores absiraclos serd el coctente pedido.

La cueslion determinara la especie de la unidad & que debe
concretarse el cociente hallado.

Ejemplos del 1.r caso. 1.° ;Cudnlos pliegos de a 16 paginas
tiene un libro de 500 pdginas?

Es claro que tendra lantos pliegos cuantas veces o00 paginas
contengan & 16 paginas. Tenemos, pues, que dividir 500 paginas
por 16 paginas, ¢, segin el leorema anterior, 500-por 16: el

cociente es 31 %, niimero de pliegos del libro (*).

9.° Para hacer un tejedor una vara de tela tarda 2 4 horas:
jeudntas varas hard en 9 horas?

Hard tantas varas cuanlas veces 2 % varas estén contenidas

en 9 horas: el nimero de varas sera, pues, 9: 2 3 = 3 :

3.°  Pesando una fanega de trigo 3 arrobas y 17 libras, jouantas.
fanegas tendrd una earga del mismo lrigo, la cual pesa 20 quintales,
2 arrobas y 11 hibras?

Tendra tantas fanegas cuantas veces el peso de una fanega eslé
contenido en el pese de todo el trigo. Tendremos, pues, que dividir
90 quintales, 2 arrobas y 11 libras por 3 arrobas y 17 libras.

Reduciremos el dividendo y el divisor & Ja menor especie: ek
dividendo sera 2061 libras vy el divisor 92 libras.

2061 | 92

229 | 22 3
37
Es decir, que 22 3 es el numero de fanegas de la referida

(*) Se puede evitar la incorreccidn de lenguaje de que 500 contienen a
16 31 -} veces, del modo siguiente, que puede emplearse en fodos los casos:

de divisién. Sea x el nimero de pliegos del libro; el niimero de sus paginas.
sera evidentemente 16 paginas X «: luego 16 paginas X @ = 500 paginas,,

g 500 pag. 500 e :
¥ por consiguiente @ = TE-EFEIE y 0 0= 5 = 31 -, numero de pliegos del
libro.
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carga; y reduciendo el quebrado §} de fanega & complejo, resullaran
por fin 22 fanegas, 4 celemines y 5; cuarlillos. -

4.° Averiguar el nimero de fanegas superficiales que tiene una
degua cuadrada.,

Una legua cuadrada tiene 20000 >< 20000 pies cuadrados o
400.000000 de pies cuadrados; una fanega superficial Liene 24
< 24 = 576 estadales cuadrados; y pues un estadal cuadrado
tiene 12 >< 12 = 144 pies cuadrados, la fanega tendrd 576 >< 144
pies cuadrados, que son 82944 pies cuadrados: luego partiendo el
nimero 400.000000 por 82944, el cociente sera el numero de
fanegas que lendra la legua cuadrada, & saber, 4822 fanegas y

228 celemines.

Ejemplos del 2.° caso. 1.° 24 § varas de tela han costado 389
peselas: i ¢omo sale la vara?

El valor de la vara sera 24 % veces menor que el de 24 % varas.
Tenemos, pues, que dividic 389 pesetas por 24 . El cociente es
15 3 peselas.

25" Una locomotora ha corrido, con movimiento uniforme, en 47 §
Joras 130 lequas: joudl ha sido su velocidad, 6 sea el nimero de le-
guas que ha andado por hora?

El camino corrido en una hora serd 17 £ veces menor que el
andado en 17 % horas. Tenemos, pues, que dividir 150 leguas por
17 2. El cociente es 7'523 leguas, 0 7 leguas y 6460 pies.

3.9 Un hombre hace une obra en 29 horas, 12’ y 20": ;o hom-
bres en cudnlo tiempo hardn la misma obra?

Bs claro que 5 hombres tardaran 5 veces menos liempo que un
hombre. Partamos, pues, 29 horas, 12' y 20" por 9, y hallaremos
de cociente b horas, 50' y 28",

194. Los dos primeros de los tres ejemplos que acabamos de
resolver pertenecen a la clase de problemas que ocurren comun-
mente en este segundo caso de la division de numeros concretos, y
el tercero & otra clase de problemas que ocurren pocas veces (*).

En la primera clase de estos problemas se conoce el valor de un
niimero concrelo, entero ¢ fraccionario, y se trata de hallar el va-
lor de una unidad de la misma naturaleza que dicho nimero.

El dividendo es, en estos problemas, el valor del nimero dado,
y el divisor es este nimero reducido & la especie de la unidad cuyo
valor se pide, y tomado abstractamente.

Resolvamos algunos otros ejemplos de esta clase.

4.° A7 4 arrobas de vino se dan en cambio de 490 Libras de pan:

Jeudntas libras de pan corresponden d una azumbre de vino?

(*) Véase la nota (*) de la pag. 14k.
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El dividendo es 490 libras y el divisor es el nimero 17 4 arro-
bas reducido &4 azumbres y tomado abstractamente, es decir, que
el divisor es 140, El cociente es libras 490 : 140 = 3 # libras.

5.2 9 quintales, 5 arrobas y 11 libras han costado 10011°72 pe-
selas: zd ¢omo sale el quintal?

Reduciremos los quintales, arrobas y libras & incomplejo de
quintal, y son 9’86 quintales. El dividendo es 10011°72 pesetas, y

el divisor 9°86.
Para hallar el cociente, multiplicaremos en primer lugar dividen-

do y divisor por 100 (119, 3.°r caso).

1001172 986

1547 1015738 pesetas, valor de un quintal,
5312
3820
8620

Nora. Transformando los quebrados ordinarios en decimales,
toda cuestion de niimeros fraccionarios podra resolverse por deci-
males. Pero para seguir este método cuando la reduccion de los
quebrados & decimales no es exacta, hay que calcular de antemano
el numero de cifras que deben tener los quebrados decimales que
han de reemplazar & los ordinarios, & fin de evitar que el resultado
salga eon error de consideracion; cuestion que tiene alguna dificul-
tad, y que contribuye, al mismo tiempo que el trabajo de dicha
reduccion, & (ue este método no sea preferible al que hemos expli-
cado. Cuando los quebrados pueden reducirse exactamente a deci-
males, la cuestion se resuelve {acilmente por este método. Presen-
taremos, para hacerlo ver, un caso de multiplicacién y otro de di-
vision.

1.° Averiguar el valor de 7 ] varas de tela ¢ 25 % peselas la vara.

Reduciendo & decimales los quebrados  y £, son 0,875 y 0°'75.

Operacion.
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9.  Una locomotora ha corrido, con movimiento uniforme, 130
leguas en 17 § horas: geudnlo ha caminado por hora?
Reduciendo el quebrado & decimal, es 0’75.

Operacion.
13000 17 TH

5750 | 7'3 2 3 lequas quesha canunado
4250 el movil en cada hora.
7000

CAPITULO 1V.

SISTEMA METRICO DE MEDIDAS Y PESAS.
ARTICULO 1.°

NOCIONES PRELIMINARES.

% 195. El sistema de medidas y pesas mandado adoptar en
Espana por ley de 19 de Julio de 1849, es el siguiente:

El metro, diezmillonésima parte del cuarto del meridiano
terrestre que pasa por Paris, es la unidad fundamental de este
sistema, y por eso se llama sistema mélrico. También se llama sis-
tema decimal de medidas y pesas, porque las unidades de una
misma naturaleza sou 10, 100, 1000 6 10000 veces mayores, 6
10, 100, 1000 veces menores que la unidad principal de cada ela-
se, 6 unidad de la cual se derivan las otras unidades de la misma
naturaleza.

Unidad wsual es la unidad que se usa mas comunmente, y exceplo
en las unidades ponderales es la unidad principal.

Para formar las unidades mayores 6 los miltiplos de la principal
de cada clase, se anteponen & la unidad principal las palabras deri-
vadas del griego deca, hecto, kilo, miria, que equivalen respectiva-
mente 4 diez, ciento, mil, dies mil; y para formar las unidades me-
nores ¢ los submultiplos de la unidad principal, se anieponen a ésla
las palabras originadas del latlin dect, cents, mili, que equivalen a
décima, centésima, milésima. Asi, las palabras decamelro, hectomelro,
kilomelro y miridmetro significan respectivamente diez melros, cien
metros, mil metros y diez mil metros; y las palabras+ecimetro, cen-
timetro y milimetro significan décima de melro, cenlésima de melro
y miléssma de melro.

196. UNIDADES PRINCIPALES DEL SISTEMA METRICO.

La unidad principal de longitud es el metro.
La unidad principal de capacidad para aridos y liquidos es el
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latro, medida cilindrica cuyo volumen es igual al de un decimetro
cubico. |

La unidad principal para los pesos es el gramo, peso en el vacio
de un centimetro eiibico de agua destilada & la temperatura de su
mayor condensacion, que es & los 4° del termdmetro centigrado.

La unidad principal para las superficies de mediana extension es
el melro cuadrado. .

La unidad principal para las superficies agrarias es el drea, que
es un cuadrado cuyo lado tiene 10 metros, y su superficie es, por
lo tanto (179), 10 >< 10 = 100 metros cuadrados.

La unidad principal para los voliimenes es el melro cubico.

Vemos que las unidades litro, gramo, melro, metro cuadrado,
drea y metro cubico dependen del metro, y por eso es el metro la
unidad fundamental del nuevo sistema.

Nora. [En adelante usaremos, & veces, las abreviaturas siguien-
les: m — metro, | = litro, ¢ = gramo, m* = melro cuadrado,
a = area, m° = melro cuibico, ) = deca, H = heclo, K = Kkilo,
M = miria, d = deci, ¢ = cenli, m = milli. 3

197. UNIDADES DE LONGITUD.

Metro, unidad principal y usual; decdmetro, hectomelro, kilome-
tro y murwimetro; decimetro, cenlimetro y milimetro.

Cada unidad de longitud 6 lineal tiene diez unidades inmediatas
inferiores, ¢ bien cada unidad lineal es una decena de unidades
inmediatas inferiores.

El metro reemplaza a la vara y al pie.

El kilometro y miriamelro son unidades itinerarias, y reemplazan
a las lequas y mullas.

Ademés de- estas unidades de longitud, se usan los medios y
cuartos de cada una.

Equwvalencias aproximadas entre las unidades de longitud de
Castilla y las nuevas (*).

o metros = 6 varas, 7 cenlimetros = 93 pulgadas, 11 kiléme-
tros = 2 leguas.

198. UNIDADES DE CAPACIDAD PARA ARrRIDOS O LIQUIDOS.

Litro, unidad principal y usual; decdlitro, hectolitro, kiloliiro;
decilstro y centilatro.

(*) Damos en este capitulo las equivalencias aproximadas entre las
medidas meétricas y las de Castilla, con objeto de que se tenga desde luego
uva idea de la magnitud de las nuevas medidas. Mas adelante daremos
n_tlrlaslequivalencias mas aproximadas a la exactitud, aunque no tan sen-
eillas.
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Cada unidad de capacidad tiene 10 de las del orden inmedialo
inferior, ¢ es una decena de estas unidades.

El litro y el decdlitro reemplazan & los cuartillos, azumbres 'y
cantaras. El hectolitro reemplaza 4 la fanega de dridos.
_ El kildlitro tiene 1000 litros; y como un litro es un decimetro

- .ctbico, el kilolitro tiene 1000 decimelros cubicos, y por lanto

equivale al metro cubico (182).

Ademas de las unidades dichas de capacidad pueden usarse
segin la ley, v se usan, los medios y cuartos de cada una.

Equivalencias aproximadas entre las unidades de capacidad
~ de Castilla y las nuevas.

5 hectolitros = 9 fanegas, 1 litre de liquido = 2 cuartillos,
1 litro de aceite = 2 libras id.

199. UNIDADES DE PESO.

Gramo, unidad principal; decdgramo, hectdgramo y kilogramo,
unidad usual; decigramo, centigramo y miligramo.

Cada unidad de peso, asi como las de longitud y capacidad,
tiene 10 unidades del orden inferior inmediato, 6 es una decena de
estas unidades.

Ademas de eslas unidades multiplas y submiltiplas de la uni-
dad principal de peso, y sus milades y cuarlos, se usan para los
grandes pesos las dos unidades siguientes: el quintal méirico, que
tiene 100 kilogramos, y la lonelada de peso, que tiene 1000 kilo-
gramos ¢ 10 quintales nuevos.

Equivalencia aproximada entre la libra de Cashlla y el kilogramo.
| 6 kilogramos = 13 libras.
200. UNIDADES CUADRADAS 6 DE SUPERFICIE.

Las unidades de superficie son: el miridmelro cuadrade, el kilé-
metro cuadrado, el heclometro cuadrado, el decamelro cuadrado, el
metro cuadrado, el decimetro cuadrado, el centimelro cuadrado y el
milimelro cuadrado.

jCudntos kilometros cuadrados liene un miridmelro cuadrado?

Como un miriametro lineal tiene 10 kildmelros lineales, un
miriametro cuadrado tendrd (179) 10 > 10 = 100 kilometros
cuadrados.

;Cudnlos decimetros cuadrados tiene un melro cuadrado?

Como un metro lineal tiene 10 decimetros lineales, un metro
cuadrado tendra 10 >< 10 = 100 decimetros cuadrados.

;Cudntos centimelros cuadrados liene un decimelro cuadrado?



15k

Como un decimetlro tiene 10 cenlimetros, un decimetro cua-
drado tendra 10 > 10 = 100 centimetros cuadrados.

Vemos que cada unidad de superficie tiene 100 unidades
inmediatas inferiores 6 es una centena de eslas unidades.

El metro cuadrado reemplaza & las varas cuadradas y pies
cuadrados. :

El decdmelro cuadrado, bajo el nombre de drea, y el hectometro
cuadrado, bajo el nombre de hectdrea, son las nuevas unidades
agrarias, y reemplazan, por tanto, a las fanegas y celentines

]

superficiales, aranzadas, elc. ;

Equivalencias aproximadas entre las unidades cuadradas de Castilla
y las nuevas.

7 melros cuadrados = 10 varas cuadradas, 1 metro cuadrado
— 13 pies cuadrados, 9 hectireas = 14 fanegas superficiales.

201. UNIDADES CUBICAS O DE VOLUMEN.

Las unidades de volumen son: el miridmetro cubico, €l kiléme-
tro cubico, el hectéometro cubico, el decametro cubico, el melro ctbico,
el decimetro cubico, el centimelro cubico y el milimetro cubico.

JCudntos kilémelros ctibicos tiene un miridmelro ciibico?
Como 1 Mm tiene 10 Km, un Mm?® tendra 10° = 1000 Km®.

JCudntos melros ciibicos tiene un decdmelro cubico?
Como 1 Dm tiene 10 m, 1 Dm?® tendra 10 ><10>< 10 = 1000 m?.

;Cudntos decimetros ctibicos liene un metro cbico?

Como 1 m=10 dm, 1 m® seraigual & 10>< 10>< 10 = 1000 dm®.

Se ve que cada unidad cibica vale mil de las del orden inme-
diato inferior 6 es un millar de estas unidades.

il metro etbico, bajo el nombre de tonelada de arqueo, reem-
plaza & la tonelada antigua de arqueo (183, Nota).

Nora. El metro eibico tiene 4000 decimetros cibicos; y como
un decimetro ciibico de agua destilada & 4° centigrados, pesa en el
vacio un kilogramo, el peso del agua, en las mismas circunstan-
cias, conlenida en un metro cibico sera 1000 kilogramos, 6 una
tonelada de peso. Luego la tonelada de peso es el peso del agua
wcontenida en la tonelada de arqueo.

Equivalencias aproxzimadas enire las unidades cubicas de Castilla
y las nuevas.

~ 7 melros ctihicos = 12 varas cubicas,
1 metro cibico = 46 pies cubicos,
3 toneladas de arqueo nuevas, 6 sean 3 metros cubicos, equivalen
préoximamente & 2 toneladas de arqueo antiguas.

-
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ARTICULO 2.°

LAS CUATRO OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS METRICOS.

En el sistema decimal de pesas y medidas se ejecutan estas cua-
tro operaciones muy facil y brevemente. |

Adicion de los numeros métricos.

9202. Para sumar niimeros mélricos, se reducen 4 una misma
especie, lo que no presenta ninguna dificultad, y se suman después.

Ejemplos. 1.° Sumar los niimeros 1255m'26; 2583™24; y
1 759w,

Reducidos estos nimeres & una misma especie cualquiera, por
gjemplo & metros, seran 125260™, 258524, 17'3.

125260
2683’24
173

SUMA: oo e s 127860™54, 6 1274m, 860™ y H4em,
9.° Sumar las cantidades 298¢, 7Dt y 91; 127H!, 60t y 8F,
Reduciremos los dos sumandos 4 litros, y seran 2979% y 12768%

2979
12768

e —

SODNRL e seciost ety 157474 6 1574 y T4 6 15TH! y 4T,
6 1578, Dby Tt
Este tltimo resultado puede hallarse también fécil y directamen-
te, conservando los sumandos su forma compleja.

Sustraceion de los ntimeros meélricos.

203. Redizcanse minuendo y sustraende a una misma espe-
cie, y réstense despueés.

Ejemplos. 1.° 1756m"18 — 54329m?,

Reduciendo minuendo y sustraendo 4 una misma especie, por
ejemplo & decimetros cuadrados, seran 17518 y 5452.

{75138
54352

Diferencia. . . . . . . © 12086dm*, 6 120%" y §6dm”.
9.° De 42m° 180" y 98em° queremos restar 7m°, 288m" y
9",
Reducidos los dos niimeros & cm?®, serin 42.180098 y 7.280900.
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42.180098
7.280900

Diferencia. . . . . . 54.8991980n° 6 34n", 899dm” y 198om’;
cuyo resultado podra hallarse también facil y directamente, dejando
4 minuendo y sustraendo en su forma compleja.

204. Multiplicacion de los numeros métricos.
Ejemplos. 1.° Cudnto valen 17 meiros de paio d 6’7 peselas
el metro?

6’7
17

469
67

1153’9 pesetas.

9.2 1 quintal mélrico de azogue vale 554 pesetas: Jeudnto val-
dran 89%9 y 1497
El multiplicador reducido & quintales métricos (198) es 0'89014.

08901 4

534

3566056
267042
445070

A7 53347 6 peselas.

5.2 Cudntos Kg. pesan 1m° y 28940 de agua de mar @ la tem-
peratura de 4° del termomelro centigrado, suponiendo que la denst-
dad del agua del mar sea 1’025?

Para resolver esta cuestion, hallaremos en primer lugar el peso
del 1m* y 9899n° de agua pura. Sabemos que 19" de agua destilada

4 4°, pesa en el vacio 1%7; luego 12894m° de agua pura, que es el
numero dado, pesaran 12895,

Ahora, siendo la densidad del agua del mar 1’025, es dectr,
siendo 17025 la razén de los pesos de dos volumenes iguales de
agua de mar y agua pura, si llamamos P y p 4 ambos pesos, len-

dvemos £ = 1°025; por consiguiente, P = p > 1'020 = 1289
> 1°025. |

1521225 = 132157 y 225°.
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A° 1B de trigo pesa T2Ke y 126 ;oudnto pesardn STH'y 3%
El multiplicador, reducido & hectolitros y tomado abstractamen-

te, es 37°03, y el multiplicando en Kg es 72'126.
72’126

-3 <A

578 — 2670Ks, 8257 y 78%

— 260m, 70K9, 825° y 78%.
Division de los niimeros mélricos.

205. Distingamos los dos casos de la division de numeros
concretos (192): 1.°, en que el dividendo y el divisor son de la
misma naturaleza; 2.°, en que el dividendo y el divisor son de di-
ferente naturaleza.

1.e caso. Se reducen dividendo y divisor & una misma especie,
y se parten en seguida. .

Ejemplo. Pesando un hectlitro de trigo 6557 y 789, jeudntos
hectolitros contendrd una carga del mismo trigo, que pesa 109™ y

23 4gramosp
Si reducimos 4 gramos el dividendo y el divisor, seran 1.000254

y 650787,
1000254 65078

349454 15’3697
240640
454060
655920
| ' 402180
Contendra dicha carga 158, 36! y 97¢,
9.° ¢aso. Suponiendo que la cuestion sea de las que ocurren
comunmente en este segundo caso (194), se reduce el divisor a la
especie de la unidad cuyo valor se busca, y la division se hace des-
pués.
Ejemplo. 17K9, 419, 509 y 67 de melal blanco han costado 152’4
pesetas: Ja cimo sale el Kg?
_El divisor, reducido & Kg, es 1759°456.
| 1324000 | 17456

e ——

102080 | 7’584 peselas.
148000
83520
Luego el valor del kilogramo es 7’584 pesetas.




LIBRO SEGUNDO.

PROBLEMAS QUE PUEDEN RESOLVERSE POR UNA O MAS
PROPORCIONES SIMPLES (*).

CAPITULO 1.

NOCIONES PRELIMINARES.

208. Un movil ha andado en 3", con velocidad constante, 17 § me-
{ros: jeudnlos metros andard en T" con la misma velocidad?
Sea 2 el numero de metros que andard el mévil en 7": si en

3" anda 17 4 metros, en 1" andara '_;f} metros; sien 7' anda x me-

tros, en 1" andaré < metros; y como admitimos que la velocidad es
la misma para ambos casos, tendremos la proporcion
175,
=
6 invirtiendo esta proporcion, y permutando en seguida sus medios,
sera
SRR U T

Vemos que en esta cuestion entran cuatro cantidades, dos ho-
mogéneas conocidas 3" y 7", y otras dos homogéneas 17 4 metros y
z melros, correspondientes a las primeras; siendo la segunda, =
metros, la incoguila del problema; y que las cualro estan ligadas

or la proporcion

: i 8 T 41 % m

207. Siempre que dos cantidades homogéneas estén ligadas a
otras dos correspondientes, y también homogéneas, por la propor-
cion: Primera cantidad es d su homogénea como la correspondiente ¢
la primera es d la correspondiente a la sequnda, se dice que dos ho-
mogéneas de dichas cuatro cantidades son proporcionales 4 las otras
dos, ¢ son entre si como las otras dos, 0 estan en razin directa de
las otras dos.

Asi, en el problema anterior se dird que las distancias andadas
por el movil son proporcionales a los segundos empleados en
andarlas, ¢ que los segundos empleados en andar las distancias son

proporcionales & estas distancias.

(*) Entendemos por proporcién simple una proporcion en la cual uno
de los términos es la incégnita de un problema. Asi, si @ es la incognita
de un problema, la proporcion @ : b : : ¢ : @ es uga proporcion simple; la
proporeién @ : b : : ¢ : @ no lo es, ni tampoco la proporcién a: b:: ¢:V @.
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208. Un mdvil, caminando b % me'tms por sequndo, ha tardado
90" L en andaruna distancia: jeaminando T melros por sequndo, cudn-
tos sequndos tardard en andar la misma distancia?

Llamemos z 4 este nimero de segundos: la distancia andada
por el movil serd 5 § >< 20 { metros. Ahora, andando 7 metros por
segundo, la distancia andada en los z segundos sera también 1>}
melros; luego 5 4 >< 20 : = 7 >< &, de donde resulta la proporcién

54:7 22204

En esta cuestion entran, como en la anterior, cuatro cantida-
des, dos homogéueas conocidas 5  metros y 7 metros, y otras dos
correspondientes & las primeras 20" ; y « segundos, de las que la
segunda es la incognita del problema; y dichas cuatro cantidades
estan ligadas por la proporeion

5%:7::2:273.

209. Siempre que dos cantidades homogéneas estén ligadas 4
otras dos homogéneas correspondientes & las primeras por la pro-
porcion: Cantidad primera es d su homogénea como la correspondiente
d la sequnda es d la corvespondiente d la primera, se dice que dos
homogéneas de dichas cuatro cantidades eslin en razon wnversa de
las otras dos (¥).

Asi, en el problema anterior se dira que las velocidades o § me-
tros y 7 melros estin en razon inversa de los tiempos empleados
por el movil en andar la dislancia, 6 que los tiempos empleados
por el movil en andar la dislancia estn en razon Inversa de las
velocidades.

210. En toda cuestion en que entren dos canlidades homogeé-
neas conocidas y otras dos correspondientes, siendo una de éstas la
incognita de la cuestion, las dos primeras seran proporcionales a
las otras dos, si duplicando una cantidad indeterminada de la na-
turaleza de las primeras, debe duplicarse su correspondiente; y las
dos primeras estardn en razén inversa de las otras dos, si dupli-
cando una cantidad indeterminada de la naturaleza de las primeras,
su correspondiente debe ser mitad.

Lo primero se verifica en el primer problema; pues si el mavil
en cierto tiempo anda cierta distancia, en doble tiempo andari
doble distancia, y hemos demostrado (¢ igualmente se puede
demostrar en cualquier otro problema analogo) que las dos cantida-
des homogéneas 3 y 7" son proporcionales & sus correspondientes
17 % metros y £ metros.

(*) Si las mismas cantidades estan ligadas por la proporcion: Primera
cantidad es d su correspondiente como la correspondiente & la segunda es &
la seqund., siendo exiremos de la proporcién dos homogéneas y medios
las otras dos, se dice que dos homogéneas son reciprocamenie propor-
cionales a las otras dos.
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Lo segundo sucede en el segundo problema; pues, si andando
cierto numero de metros por segundo, tarda el mévil cierto tiemper
en andar la distancia, andando doble niimero de metros por segun-
do, tardara la mitad del tiempo; y hemos demostrado (y del mismo-
modo se puede demostrar en cualquier otro problema anilogo) que
las dos cantidades homogéneas 5 : metros y 7 melros estin en
razon inversa de sus correspondientes 20" ! y « segundos.

211. Siduplicando una de las cantidades homogéneas cono-
cidas, su correspondiente no debe duplicarse ni ser mitad, la cues-
tion no depende de una proporeion simple.

Ejemplo. Un cuerpo, al caer en la atmdsfera, corre en el primer
sequndo (prescindiendo de la resistencia del aire) 4’9 metros; en el
sequndo siquienle corre 3 >< 4’9 metros; en el tercer sequndo 5 >< 4’9
melros; en el cuarto sequndo 7 >< 4’ melros, y asi sucesivamente:
Jen cuantos sequndos bajara de 400 melros de altura?

Cuanto mayor sea la altura, mayor es el tiempo que tarda el
cuerpo en bajar; pero daplicando la altura, el tiempo que el cuer-
po tarda en bajar ésta es menor que el doble del tiempo que larda
en bajar la primera: luego los tiempos empleados por el cuerpo en
bajar no son proporcionales 4 las alturas bajadas, ni estan en razén
inversa de estas alturas; luego esta cuestion no depende de una
proporeion simple.

CAPITULO 1I.

PROBLEMAS QUE PUEDEN RESOLVERSE POR UNA SOLA PROPORCION SIMPLE
0 REGLA DE TRES SIMPLE.

212. 1.° 13 hectdlitros de trigo han costado 287'50 pesetas:
Jeudnto costaran 47 hectolitros del mismo trigo?
15 hectolstros. . . . . . . 28750 pesetas.
e S o TR A AN SR

31 cierto numero de heclolitros cuestan cierto niimero de pese-
tas, doble niimero de hectélitros costaran doble; luego (210) los
hectolitros son proporcionales a sus valores: tendremos, pues (*),

15 : 47 : : 287’50 : & = 1351’25 pesetas.

2.° 20 hombres hacen una obra en 36 dias: ;45 hombres en cudn-
los dias haran una obra rqual?

20 hombres. . . . . 36 dias.

’45- » . ] » ™ - L m

Si cierto nimero de hombres hacen la obra en cierto tiempo,

(*) Antes de establecer la proporcion, se reducirin las dos cantidades:
homogéneas conocidas 4 una especie, si no lo estan ya.
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doble niimero de hombres hardn la misma obra en la mitad del
tiempo, pues en esla cuestion se supone implicitamente (ue to-
dos estos hombres trabajan lo mismo: luego (210) los hombres
estan en razoén inversa de los dias; por consiguiente, tendremos la
proporeion 20 : 45 :: %2 B8. '

Antes de hallar el valor de « se puede simplificar esta proporcion,
dividiendo por 5 el extremo 20 y el medio 45; y asi tendremos
L S
Aqui pueden partirse por 9 el medio 9 y el extremo 36, y la pro-

porcion sera b1 4 o="16 dias.
3.° Una fuente arroja en 14 horas 2825 lilros de agua: jeuantos
arrojard en 23 horas?

L4 horas. . . « « . 2825 Litros

23; L] L ] [ ] ] L L] L ] L L] 11:

En doble tiempo arrojara doble canlidad de agua: es decir, que
los tiempos son proporcionales & las cantidades de agua arrojadas
por la fuente; luego la proporcion sera

14 : 25 : : 2825 : 2 = 4641 7 litros.

4° Una plaza sitiada tiene viveres para 15 dias: jcual debera ser

la racion de cada persona para sostenerse 25 dias?

A5 dias. o . . o e « « 1 racin ..
T I I e e Sl x g

Si el tiempo se duplica, la racion debe ser mitad: luego los
tiempos estdn en razon inversa de las cantidades de racion; si
llamamos, pues, 1 4 la racion ordinaria, tendremos la proporcion

15:25::2:1, x= 4= 0760 de racion.

5.2 Para empapelar una sala se han necesitado 200 metros de un
papel cuyo ancho es 3 de metro: jeudntos metros se necesilaran de olro
papel cuyo ancho es ; de metro?

2 metro. . . .. ... 200 melros

oy o O

Si el ancho del papel fuese doble, el largo seria la mitad: los
anchos eslan, pues, en razon inversa de los largos; luego

| % : -} 1 2t 200
Quitando quebrados en esta proporcién (168), sera la nueva pro-
poreion 9: 8 =i 2008 |
y partiendo por 8 el medio 8 y el extremo 200, la proporcion sera
9: %% v2 225
de donde resulta x = 225 metros.
i1
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213. METODO DE REDUCCION £ LA UNIDAD,

Las cuesliones que acabamos de resolver, v sus andlogas, se
pueden también resolver, sin formar proporcién, por la regla
siguiente: hdllese la cantidad correspondiente d una unidad de la
especie de las dos homogeéneas conocidas, y después se hallara la in-
cognita del problema, es decir, la cantidad correspondiente a una de
las homogéneas conocidas. AT

Resolvamos por este método los ejemplos anteriores.

Disponganse las cantidades como en el procedimiento anterior.

1.° Si 15 hectolitros han costado 287’50 peselas, un hectolitro

, . 98750 pts. =g :
costara 15 veces menos, 6 ===, y por consiguiente 47 hectoli-
750

{ros costardn 47 veces mas que 1 hectolitro, 6 == >< 47 pesetas;

en donde se ve que se hacen las mismas operaciones que formando
la proporcion.

9° Si 20 hombres hacen una obra en 36 dias, un hombre hara
Ja misma obra en 56 dias >< 20, y por consiguienle 45 hombres

. ! ' & Ll ’ 3 ’
harin la misma obra en *5== dias = —— dias = 16 dias.

5.° Si en 14 horas arroja la fuente 2825 litros, en una hora

litros 2825

. 2825 ; . : .
arrojard = —, y por consiguiente en 23 horas, == >< 23 litros.

4°  Si debiendo permanecer 15 dias en la plaza sitiada, toca a
cada persona la racion 1, debiendo permanecer un dia, locaran a
cada persona 15 raciones; luego si han de permanecer 25 dias,

£ 15 ¥ -y
tocard a cada persona 5z = 0’60 de racion.

=

5.° Para aplicar este segundo método cuando los dos térmi-
nos homogéneos conocidos son fraccionarios, conviene transformar
dichos dos términos en quebrados de igual denominador. Asi la

cuestion del empapelado, después de reducidos los quebrados -} y f:-
8

ﬂ) , se resolvera como

sigue: Si el ancho del papel fuere ;i de metro, se necesitarian 200

200 %X 9
8

a4 un comin denominador (In que da % y

metros = 25

* o] . oy
>< 9 metros; pero siendo de 5, se necesitaran
> 9m — 225 metros.

CAPITULO II1I.

PROBLEMAS QUE PUEDEN RESOLVERSE POR DOS O MAS PROPORCIONES
SIMPLES, 0 REGLA DE TRES COMPUESTA.

214. 1.° 18 piesasde tela de 1 ¥ metros de ancho han costado
5989 peselas: jcudnto costardn 11 piezas de tela de la misma calidad,
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y de tqual largo que las anteriores, pero cuyo ancho es 1 ; metros?

Disposicion.

18 piezas. . . 1 % metros. . . 5989 pesetas
T SRR gl R [ SRt el

Para resolver esta cuestion, haremos el siguiente razonamiento.
Si 18 piezas de 1 4 metros de ancho cuestan 5989 pesetas, 11 pie-
zas iguales 4 las anteriores jcudnto costardn? Sea y el numero de
peselas que cuestan dichas 11 piezas: como & doble nimero de
piezas, lodas iguales, corresponde doble valor, las piezas seraun
_proporcionales a sus valores; luego '

18 : 11 : : 5989 : ».

Aqui pudiera hallarse el valor de y.

Considerando &4 y como conocida, diremos: si 11 piezas cuyo
ancho es 1 & melros cuestan y peselas, 11 piezas cuyo ancho es 1 %
metros jcuanto costardn? Sea z el niimero de peselas que coslaran
estas ultimas 11 piezas: piezas de doble ancho deben valer doble;
luego los anchos son proporcionales a los valores de las piezas;
y por tanto 132949422

Para hallar ahora la z, que es la incégnita del problema, pudié-
ramos despejar la y en la primera proporcion, suslituir su valor
en la segunda, y en seguida despejar la x; pero es preferible
multiplicar las dos proporciones ordenadamente; y suprimiendo al

mismo tiempo el factor y, comun & los dos términos de la segunda
razon, lendremos

18 >¢1%:115¢1%::5989 : .
Para deducir de esta proporeion el valor de x, quitaremos pri-

meranienle los quebrados, multiplicando los dos términos de la
primera razon por 4, y la nueva proporcion sera

18 5¢ 6 : 14 3¢5 :: H98Y 2 =,

de la cual resulta z = 5049°95 pesetas.
Resolvamos la misma cuestion por el método de reduccion a la
unidad.
Disponganse las cantidades como en el procedimiento anterior.
Si 18 piezas de melro y medio de ancho valen 5989 pesetas, una

. . . - 6 .
de dichas piezas valdra f’—f—? peselas. Si, siendo el ancho - de metro,

# 5- e i
una de estas piezas vale f—:-ﬂ pesetas, siendo el ancho de - de wetre
5989 , . 5 : 5989 X 8 5
valdrd —; v siendo el ancho  de metro, valdra == TEI’I*E;
s 5989 ¢
mos, pues, que una pieza cuyo ancho es  de metro, vale g5

G 5989 % 5 % 11
luego 11 piezas iguales & ellas valdrin ===

L=
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9.° 40 obreros, trabajando 7 horas al dia, han hecho 500 metros
de cerca en 8 dias: jeudntos dias tardardn 51 obreros, trabajando 6
horas al dia, para hacer 459 melros de la misma labor?
A0 obreros. . . T horas. . . 300 metros. . . 8 dias
3 b Al o s SR S RO e x

Si 40 obreros, trabajando 7 horas al dia, han hecho 300 metros
en 8 dias, ;51 obreros, trabajando también 7 horas diarias, en
cuantos dias hardn los 300 metros? Sea y este nimero de dias:
tendremos la proporcion

40z 61 sy '8 (4).
Si 51 obreros, trabajando 7 horas al dia, hacen 300 metros en y

dias, jen cudntos dias los hardn, trabajando 6 horas al dia? Sea =
este numero de dias: tendremos
136228y (B).

Si para hacer 500 metros tardan = dias, para hacer 459 jcuantos.
dias tardaran? Sea x este nimero de dias, que es la medgnita de la
cuestion: tendremos 300 : 459 : : 3 : x,

0 459 : 300 : : x: 3 (C).

Para hallar el valor de », multipliquemos ordenadamente las
tres proporciones (4), (B), (€), y suprimiendo en la segunda razon
el factor yz, comun & sus dos lérminos, resulta

40 >< T >< 459 : 51 >< 6><300 : : xz: 8.
Simplificando esta proporcidn y despejando la &, se hallara
z = 11’2 dias.

Reduccion a la unidad.

Si 40 obreros, trabajando 7 horas al dia, han hecho 300 metros
de cerca en 8 dias, un obrero, trabajando 7 horas al dia, tardara
en hacer los 500 metros 8 >< 40 dias; trabajando una hora al dia Lar-

dara 8 >< 40 >< 7 dias; trabajando 6 horas diarias tardarai ”T“ :

dias. Si un obrero, trabajando 6 horas diarias, tarda ”": X7 dias

en hacer 300 metros, 51 obreros, trabajando las mismas 6 horas

. - ' 4 '
diarias, haran los 300 metros en > - f;f" dias; hardn 1 metro en

::.:":I:u dias, y harén 459 metros en 522222 djas.
Lot WL O CAPITULO 1V.

REPARTIMIENTOS PROPORCIONALES Y REGLAS DE COMPAN{A.

215. Dividir un numero dado en partes proporcionales da otros
numeros dados.
Sea, por ejemplo, 100 el numero dado: supongamos, para
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fijar las ideas, que se quiera dividir en tres partes proporcionales
dos 4 dos 4 los nimeros 2, 3, 5.
Sean z, y, 5 las lres partes de 100: tendremos
x —+y -+ 3 = 100.

£y it 29,
o R
4 bien 2:2::9: 9, TR R TR

y por’ consiguiente
i IR T [ AL N
De estas Lres razones iguales resultan (174) las proporciones:

r+y+3 6 100:2+354+5::4:2,
z4+y+3z 6 100 :2 43 Biesal: 3,
x4y -+3 0 100:2 +3+5::35:9.

Por consiguiente
100 100 100

—— s x 2; — - 5- ——

24340 S vy e i SE T
Luego: Para dividir un nimero dado en partes proporcionales @
varios numeros dados, se divide dicho mimero por la suma de los

aimeros G que deben ser proporcionales dichas paries, y el cociente
se multiplica por cada uno de eslos numeros.

Nors. Los valores de z, y, z pueden escribirse de esle modo:
1002 s S0 e 100.5
t=gr g4y VT3 48 +5 243D
es decir: Que las partes del nimero puerden hallarse multiplicindolo
por cada uno de los nimeros d que deben ser proporcionales dichas
partes y dividiendo los productos por la suma de estos numeraos.

La primera regla no exige mas que una division y tantas multi-
plicaciones cuantas son las parles en que sé ha de dividir el nime-
ro, mientras que la segunda regla exige tantas divisiones y multi-
plicaciones cuantas sean dichas partes.

216. Cuando el cociente de la division del niimero dado por la
suma de los niimeros 4 que deben ser proporcionales las partes no
es exaclo en enteros ni en decimales, y se trata de obtener los valo-
res de las partes del numero por la regla primera; como el cocien-
te decimal no es exacto, los productos del mismo cociente por los
nimeros & que deben ser proporcionales las partes no seran exac-
tos, y por eso quiza sera preferible la regla segunda.

Para seguir la regla primera en tal caso, y oblener los pro-

ductos de modo que los errores no lleguen a ".E’ se verd cudl es
10

2.

. 7

el mayor numero de cifras de la parte enlera de los nimeros &
que deben ser proporcionales las partes; y si llamamos n a este
aumero de cifras, el cociente, 6 sea el multiplicando, debera tener
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n <+ ¢ cifras decimales (*). Pronto haremos uso de esla regla.

Ejemplos. 1.° Dos personas de iqual habilidad han hecho una
obra, trabajando la primera 7 dias y la sequnda 9 dias: se les han
pagado por dicha obra 584 pesetas, y se trata de repartir esta canti-
dad entre las dos personas.

Las dos partes en que debe dividirse la cantidad 584 pesetas deben
ser proporcionales & los nimeros 7 y 9 (209), pues duplicando el
utmero de dias de trabajo, se duplica ltambién la cantidad corres-

pondiente: luego la parte correspondiente & la primera persona es

584 i oF ’E ; + ' A 3 " ,,Em_._..
775 >< 1 = 200°50 pesetas, y la correspondiente a la segunda 7—

>< 9 = 328’50 pesetas.

2." Deja uno al morir la cantidad de 31200 duros, y su mujer

en cinta; y dispone en su lestamento que st su mujer pare hijo, la can-

Ardad que se dé a la madre sea los % de la correspondiente al hijo; y
que si pare hija, la cantidad que perciba la madre sea los & de la que
se quarde para la hija. Sucede que esta mujer pare hijo é hija; y se
trata de repartir la cantidad de 31200 duros entre la madre y tos
dos hijos, cumpliendo la voluntad del testador.

La voluntad del testador es que la canlidad que perciba la
madre sea\a la del hijo como 2 : 3, vy que la cantidad que perciba
la madre sea 4 la de la hija como 5 : 7. Para reducir este proble-
ma al (215), representaremos la cantidad que corresponde a la
madre por un ntumero divisible por 2 y por 5, por ejemplo 10.
Siendo 10 la parte de la madre, la del hijo se hallara por la pro-

(*) En efecto, sea ¢ el cociente que tenga n - ¢ cifras decimales, ¢ el
- error que se comete tomando esta cantidad en vez del cociente completo:
este sera ¢ - ¢, quegnultiplicado por el multiplicador N, cuya parte entera
tiene n cifras, nos eg::*ia el producto verdadero Ne 4+ Ne; y pues tomamos-
por multiplicando la cantidad ¢, y hallamos el producto Ne, este producto-
tiene de error Ne. Ahora bien: si en vez del cociente 6 cantidad decimal
indefinida tomamos la cantidad decimal de n 4 ¢ cifras, sera (126) el error
; - 8 e A NS §= 7
ln"""" y como IV < 40, sera Ne < mﬂ_’_q, 0 bien Ne -::mq . Si en
el multiplicando tomasemos menor nimero de cifras decimales que n--g,.
por ejemplo n 4 ¢ — 4, el error seria, segiin acabamos de demostrar,

e

——3 ¥ como esta cantidad es mayor que JT;" el error podria
10 10
ser mayor que esta ultima fraccion.

Es. pues, suficiente y necesario que el nimero de cifras decimales deb
multiplicando sea, segiin hemos dicho, n - q.

Por ejemplo, si una fraccién decimal indefinida se ha de multiplicar
por un nimero cuya parte entera lenga cuatro cifras, y se quiere obtener
el producto de manera que el error no llegue a una milésima, el numere-
de cifras decimales del multiplicando debera ser & 4+ 38 = 7.

menor que
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porcion 2 :3:: 10 : 2 = 15, y la de la hija por la proporcion

Hh:T::10:y = 14,

Asi, pues, la cuestion esld reducida & dividir el nimero 51200
duros en tres partes proporcionales dos & dos a los numeros 10,
15 y 14. ' :

Luego, segiin la regla (215), la parte correspondiente 4 la madre

sera % S¢ 10 = 800 >< 10 = 8000 duros; la correspondiente al

hijo 800 <X 15 = 12000 duros, y la de la hija 800 >< 14 = 11200
duros.
'9217. Se llama regla de compania la regla que ensena a hallar

la'ganancia ¢ pérdida correspondiente al capital de cada uno de

varios asociados, conociendo los capitales de éstos y la ganancia 6
érdida del capital social. ' R

P
X 218. La resotucién de los problemas de compania estriba en

éstos dos principios:

X_1.° Las ganancas 0 pérdidas de dos capitales que estdn el Mismo

liempe en sociedad son proporciongles d los capilales.

Este principio’es evidente.

9. Las ganancias ¢ pérdidas de un'capital son proporcionales a
los tiempos que dicho capital estd en sociedad.

Este principio, aunque no es enteramenle cierto (*), se admite
como tal.

De estos dos principios se deduce el siguiente:

5.°  Las ganancias 0 pérdidas de dos capitales diferentes, que estan
diferentes liempos en sociedad, son proporcionales d los produclos de
los capitales por los tiempos.

Sean G y G' las ganancias correspondientes 4 los capilales C y
C' que han estado en sociedad durante los tiempos Ty T': deci-
mos que G:G ::0xT:0 xT.

En efecto, sea G™ la ganancia correspondiente al capital C, al
cumplir en sociedad el tiempo 1" g

“Las ganancias G" y G', correspondientes al mismo capital €,
son (2.° principio) proporcionales 4 los tiempos Ty T, esto es,
S R

TLas ganancias G y G, correspondientes & los capitales C'y C', que

(*) En efecto, supongamos que un capital ¢ empleado en un nego-
cio, haya dado cierta ganancia al cabo de un ano. En los seis primeros
meses debe suponerse que habra producido también una ganancia g: lue-
g0 el capital que contribuye a la ganancia en el segundo semestre oS
¢ + g; ¢ producira en dicho segundo semesire la ganancia g, y g producira
una ganancia g': luego la ganancia que resulta en el segundo semestire es
g-g'; y como la ganancia en el afio es 29-+4-¢', vemos que la gananeia g en
el primer semestre es menor que la mitad de la ganancia en un ano. Luego
las ganmancias de un capital no son en realidad proporcionales d los tiempos.
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han estado igual tiempo T" en sociedad, son proporcionales &
eslos capilales (1.e” principio), esto es,

Gy @ s 6.0 O
Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y suprimiendo
el faclor G', comin & los dos términos de la primera razom,
resulta G% G 5 G e G E\E

Problemas. 1.° Tres comerciantes forman soctedad: el primero
pone 6500 pesetas, el sequndo 9600 peselas y el tercero 6000 pesetas;
han ganado 25600 pesetas: jeudnlo corresponde a cada uno?

Como en este problema se supone que los capilales han estado
el mismo tiempo en sociedad, las ganancias respectivas seran
proporcionales a dichos capitales.

Se trala, pues, de dividir la ganancia 25600 pesetas en tres
partes proporcionales dos & dos & los niimeros 6500, 9600 y 6000.
Segtin Ia regla deducida del problema 215, las ganancias de los
$0CI0S seran:

la del primero ,5m+’:$+ﬁﬂm >< 6500 = 35 >< 6500,

la del segundo g5 :QTHT e 9600 = 57 >< 9600,

y la del tercero gg j::;'fﬂm >< 6000 = 33 > 6000.

Como la unidad es la pesela, los productos no deben tener erro-
res que lleguen 4 1 céntimo de pesela: luego si se quieren obtener

los resultados por la primera regla (215), el cociente 3 deberd

tener seis cifras decimales, puesto que el mayor de los multiplica-
dores, que es 9600, tiene cualro cifras. El eociente sera, pues,
1158571 pesetas, que multiplicado por los niimeros 6500, Y600 y
6000 da los productos 7529’41 pts., 11120°56 pts. y 6950°22 pe-
selas, ganancias respectivas de los tres comerciantes.,

2.° Tres socios han puesto iquales capitales: el primero por T me-
ses, el sequndo por 5 meses y el lercero por 4 meses; han ganado
10000 pesetas: jeuanto corresponde a cada uno?

Las ganancias de un mismo capital son proporcionales & los
tiempos: luego la cuestion se resolverda dividiendo el ndamero
10000 en tres partes proporcionales dos & dos & los numeros 7, o
y 4. Luego la parte del primero sera

sy >< T = 625 > T = 4575 pesetas,
la del segundo =22 >< 5 = 625 >< 5 = 5425 pesetas,
y la del tercero -F%?i"'?—;i‘; X 4 = 625 >< 4 = 2500 pesetas.

3.° Una persona emprende un negocio con 12365 pesetas de capital;
un mes después se le une otra persona con 20000 pesetas, y pasado otro
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mes, se junta d las anterores otra persona con 15000 peselas; al cabo
de T meses, contados desde el principio de la operacion, la sociedad
ha obtenido una utilidad de 14540 pesetas. jCudl es la ganancia de
cada uno de los socros?

El capital 12365 pesetas del primer socio ha permanecido 7
meses en sociedad, el capital 20000 pts. del segundo socio ha
permanecido 6 meses y el capital 15000 pts. del tercero ha perma-
necido 5 meses. La cuestion se reduce, pues, & dividir 14540 pts.
en tres partes proporcionales dos & dos a-los productos 12365 >< 7
= 86555; 20000 >< 6 = 120000;-15000 >< 5 = 75000 de los ca-
pitales por los tiempos. La suma de estos tres niimeros es 231555:
luego la ganancia del primer socio es

Ut 5 86555, 6 TP oo 86555 = 440837 pesetas;

56311
la ganancia del segundo es =222 5¢ 120000 = 6111°77 pesetas,
v la ganancia del tercero es TP o0 75000 = 5819°36 peselas.
Si se obtienen estos resultados por la primera regla (215), en
¢l cociente %T—lal deberan tomarse ocho cifras decimales, puesto que

el error de cada producto debe ser menor que un céntimo de peseta,

y que el mayor de les multiplicadores, que es 120000, tiene seis
cifras (216)

CAPITULO V.

. TR INTERES.
:fs:ff e AN ¥

219. Se llama tnterés la ganancia que produce un capital pres-
tado con la condicion de que 100 unidades de dinero produzcan al
prestador una cantidad al cabo de un ano.

Se llama tanto por 100 la cantidad que producen 100 unidades
de dinero en un ano.

En las cuestiones de interés conviene distinguir dos casos:
41.°% el tiempo-en que el capital produce interés es un ano; 2.°, este
tiempo es diferente de un ano.

1.7 caso. Las cuestiones de este primer caso contienen lres
cosas, de las que una cualquiera depende de las olras dos: eslas
tres cosas son el capilal, el tanto por 100 y el inferés.

Para hallar la relacion que liga a eslas tres cosas, llamemos ¢
al capital, r al tanto por 100 é ¢ al interés. Como a doble capital -
corresponde evidentemente doble interés, el eapital 100 y el capi-
tal ¢ seran (210) proporcionales al interés r de 100, 6 tanto por 100,
y al interés 1 del capital propuesto; es decir, que tendremos la
proporcion 100 : ¢z 21 s,
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de la cual se deducira la incognila de cualquiera de las tres cues-
liones que pueden ocurrir. |
Ejemplos. 1.° ;Cudnto producirdn en un ario 20000 pesetas d 6
por 1007?
Tendremos

100 : 20000 : : 6 : ¢ =222 X% — 1200 pesetas.

100

2.° Hallar el capital que produce en un aiio 1200 pesetas de -~
terés a 5 por 100.
El capital ¢ se hallard por la proporcion

100 : ¢::5: 1200, ¢=220"0— 24000 pesetéls.

5
3.0 A cudnto por 100 habrin estado impuestas 120000 peselas,
para que hayan producido 5800 pesetas de interés en un ano?
El tanto por 100 se hallara por la proporeion

100 : 120000 : : 7 : 5800, r= 13 =4 ¢ (*).

2.° caso. Si el tiempo es diferente de un ano, hay cuatro cosas
que considerar, & saber: capital, tanto por 100, tiempo ¢ interes.

Como cada una de estas cuatro cantidades puede ser incognita,
siendo conocidas las otras tres, pueden ocurrir cuatro problemas,
cuya resolucién exacta corresponde al Algebra. Pero como en la

(*) De las tres cuestiones que acabamos de resolver, la mas frecuente
es la primera, y ya se ve que su resolucion consiste en multiplicar el
capital por el tanto por 100, y separar dos cifras de la derecha del producto
para decimales: si éstas son centésimas de real, tomando la tercera parte,
se tendran los maravedises 4 que equivale (Comp.to, 9],

Ejemplo. ;Cuél es el interés anual de 34828 reales impuestos al 3
por 41007

Operacion,

34828
3

1044’84
A0kL r5. 28 mrs.

Con mas frecuencia aun suele tenerse que sacar un clerto tanto por
400 de una cantidad, sin que sea precisamente interés de un capital en um
afio, y para esto, se procede del mismo modo que se acaba de decir.

Ejemplo. Hallar el 5 por 100 de 22347 peselas.

Operacion,
22317
5
4115’85 pesetas.

faualmente, para hallar el tanto por 4000 de una cantidad, se multi-
plica ésta por el tanto, y se separan tres cifras de la derecha del producte
para decimales. Si la unidad de dinero es el real, se despreciara la cifra
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prictica se admite, por lo menos cuando el tiempo es menor que
un ano, que los intereses de un capital son proporcionales a los
tiempos en que ha estado impueslo, se podra hallar ficilmente en
esta suposicion la relacion que liga & dichas cuatro cantidades.

Tomemos por unidad de tiempo el dia, y consideremos el amo
de 560 dias: llamemos ¢ al liempo ¢ numero de dias, ¢ y al interés
del capital al cabo del tiempo t. |

Tendremos, en primer lugar, la proporcion

10Q.:¢: :r: w
Aliora, como se admite gue los intereses de un mismo capital son
proporcionales & los tiempos en que ha estado impueslo, sera
J 360.:6: :8: Y, .
Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y suprimiendo el
factor ¢ comin 4 los dos términos de la razon segunda, resulta
36000 :'ct::r:y ().

De esta proporcion se deducird facilmente cualquiera de las
cuatro eantidades ¢, t, r, y, dadas las otras tres.

Resolvamos esta cuestion por el método de reduccion a la
unidad.

Si 100 en Stﬁ} dias producen r, 1 produciri en el mismo
tiempo %, yen un dia producird g55;- Pur"ﬂunsinr:uiente, ¢ producira

cr

L 7 ’ crt - 15 : ;
en un dia 2% y en ¢ dias 5555 luego y = 555, igualdad que da

cualquiera de las cuatro cantidades y, ¢, r, ¢, conociendo las otras
ires.
Obsérvese que el valor de y que acabamos de hallar, es justa-
mente el que resulta de la proporcién hallada por el otro método.
Ejemplos. 4.° ;Quéinterés producen 20000 pesetas en 149 dias,
siendo 6 el tanto por 1000 anual?

de las milésimas, y sacando la tercera parte del niimero de centésimas, se
tendran los maravedises equivalentes.
Ejemplo, jCual es el 2 por 1000 de 85723 reales?

Operacion.

85723
2
A 74"k kb
. A71 rs. 45 mrs.
(*) Si el afio se considera de 365 dias, se hallara igualmente la propor-
cion 36500 :et::r: .
Si el mes fuese la unidad de tiempo, se hallaria del mismo modo la
proporeion 1200 :ct : i1 v, _
8i la wnidad de tiempo es el afio, se hallard igualmente la proporcion
00 :et::r:y.
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Tendremos 36000 : 20000 >< 149 : : 6 : y:

y= iﬂﬁﬂﬂ;;ﬂ:;ﬂ }r.: 6 g 20 }; 149 10 '.:-; 149 496’66 pﬂﬂﬂt&ﬂ.

2.°  ¢Cudl es el caputal que produce en 182 dias 600 peselas de
interés d 5 por 100 al ano?

Tendremos 36000 : ¢ >< 182 : : 5 : 600,

de donde sale ¢ <X 182 = lm: =,
¥ por consiguiente ¢ — 5o — X0 95756°26 pesetas.

3."  ¢En cuanto tiempo el capital 20000 pesetas producira 280
pesetas @ 6 por 100 al ano?

Tﬂﬂdremns 36000 : 20000 > ¢ :: 6 : 280,

de donde resulta 20000 >< ¢ — :nuun: —

36000 % 280 6 X 14
Y [ T = 84 dias.

4. 20000 pesetas han producido 500 pesetas de interés en 3 meses
y 20 dias: jeudl es el tanto por 100 anual?

Tendremos 36000 : 20000 >< 410 : : r : 300,

36000 < 300 18 > 8 10
de donde resulta r —= 30000 16 = AT A=,

CAPITULO VI.

DESCUENTO.
L n kAW [T G

220. Eu el comercio no se hacen todos los pagos al contado:
muchas veces da el deudor una leira 6 pagaré, en que se obliga
a pagar cierta cantidad en un plazo delerminado. Si el dueno o
lenedor de la letra quiere deshacerse de ella, y obtener su valor
antes de su vencimienlo, y para eslo halla quien quiera tomar
dicho pagare, convendran ambos en que el tomador enlregara en
el aclo cierta cantidad, menor que el valor nominal de la letra,
al tenedor de la misma. La diferencia entre el valor futuro ¢ nomi-
nal de la letra y su valor actual se llama descuento de la letra.
Esta diferencia es evidentemente el inlerés que debe producir EI
valor actual de la letra hasta el vencimiento de ésta.

De dos modos se suelen hacer los convenios para el célculo dei
descuento: en el primero convienen tomador y tenedor en que el
dinero que el primero entrega al segundo producird al primero un
cierlo lanto por 100 al ano; en el segundo convienen en que de
cada 100 unidades del valor nominal de la letra se rebaje una
cierta cantidad llamada tanto de descuento.
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Primer modo de descontar.

Distinguiremos dos casos: 1.% el plazo de la letra es de un ano;

. 9.°, dicho plazo es diferente de un aio.

L.e caso. Cada 100 unidades de dinero producen al tomador
de la letra un cierto tanto por 100: luego 100 unidades en la
actualidad equivalen 4 100 4 el tanto al cabo de un ano, 6 al con-
trario, 100 —+ el tanto dentro de un ano valen 100 ahora; luego
para hallar el valor actual de la letra, tendremos la proporeion

100 —+ tanto : valor nominal : : 100 : .

Ejemplo. ;Cudnto vale actualmente una letra de 20000 pesetas
que vence dentro de un ario, siendo 6 el tanto por 100 de interés sequn
conveno?

Sea z el valor actual de la letra: tendremos

106 : 20000 : : 100 : z = 22X — 18867792 pesetas.

106

2.° caso. Si el plazo no es de un aio, se admite en la priclica
que el interés es proporcional al tiempo (*); y en esle supuesto se
resuelve la cuestion por medio de dos proporciones.

Ejemplo. ;Cudl es el valor actual de una letra de 20000 peselas
que vence denlro de T meses, siendo 6 el tanto de interés al ano?

Hallaremds en primer lugar el interés  de 100 en 7 meses por
la proporeion A2 o wa Gy 2,
‘onociendo el interés  de 100 en los 7 meses, hallaremos el valor
actual y de la letra por la proporcion

100 + = : 20000 : : 100 : y.

Sacando de la primera el valor z; sustituyendo en la segunda, y
despejando la y, resulta

y = X X T = 1932567 pesetas.

l{lﬂ-l-ﬁzf lﬂ:{l_ﬂﬂ+ﬁ:=f:'f

Sequndo modo de descontar.

Rebajando de cada 100 unidades el tanto del descuento, se
hallara facilmente lo que hay que rebajar del capital, suponiendo
que el plazo es de un ano; y si el plazo es diferente del ano, se

(*) Siempre que se use la frase abreviada una cantidad de cierta espe-
eie es proporcional d otra de diferente especie, 6 de la misma, se debe enten-~
der que dos cantidades de la primera especie son proporcionales a sus dos
correspondientes de la otra especie. Asi, cuando decimos el interés es pro-
porcional al tiempo, debemos entender que los intereses de un mismo ca-
pital correspondientes 4 dos tiempos diferentes, son proporcionales a estos
tiempos.

o
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‘caleula en la practica el descuento correspondiente, admitiendo la
proporcion entre el descuento y el tiempo. Hallado el descuento, se
tendra el valor actual de la letra restando el descuento de su valer
nominal.

Ejemplos. 1.° Cudnto vale una letra de 20000 pesetas, cuyo
plazo es un aiio y 6 el tanto de descuento?

Resolucion. 100 : 20000 : : 6 : « = 1200 pesetas, que es el
descuento; luego el valor actual sera 18800 peselas.

2.°  jCudnto vale actualmente una letra de 20000 pesetas, cuyo
plazo es de T meses y 5 el tanto de descuento anual? "

Resolucion. 100 : 20000 : : 5 : r, descuento de un ano:

B (R S

Maultiplicando ordenadamente estas dos proporciones, y despejando
la y en la proporcion que resulta, sera

i 20000 < T < 5 e, -y
y 12 < 100 583 55'

descuento en 7 meses; luego el valor actual de la letra serd 19416767
pesetas (*).

CAPITULO VII.

£ L
‘,’ia?. e f"w?ﬁ--f'HEGLj. CONJUNTA.

228, Si se multiplican ordenadamente varias equivalencias (**)
(como las siguientes: 4 kilogramos = 3 duros, 8 duros = 7 melros,
5 metros = 3 hectolitros), en las que la especie del primer miembro
de cada uno sea la misma que la del sequndo miembro anterior, los
produclos serdn equivalentes, siendo el primer producto de la prime-
ra especie y el sequndo producto de la ultima especie.

% Para demostrar este teorema, consideraremos dos easos: 1.°, que
sean dos solas las equivalencias; 2.°, que sea cualquiera el nimero
de equivalencias,

1. caso. Sean las dos equivalencias

=5,
6\5: i+ B

-
decimos que 3% > 6 = 5 >< 7°, 6 que 18" = 35".
En efecto, multiplicando los dos miembros de la primera

|

(*) Véase mi Memoria sobre el cdloulo del interés, en la que se manifies -
ta por primera vez el error de estas reglas, y se dan las verdaderas para
calcular el interés y el descuento,

(*¥) Entendemos por equivalencia la reunién por medio del signo =
de dos cantidades eqaivalentes, pero referidas a unidades diferentes como

ésta: 3 duros = 15 pesetlas.
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equivalencia por el niumero 6 y los dos dela segunda por el niime-
ro 5, lendremos

18 —30°, 50° = 35%

luego 8% — 35
2.° caso. Sean las equivalencias
P=5
6 — 7°.
N ey o
10 = 21°,
decimos que 5.6.11.10° = 5.7.9.21°,

En efecto, segin el primer caso, de las dos equivalencias pri-
meras resulta esta otra: ~ 3.6% = 5.7".
De ésta y de la tercera resulta, segiin el primer caso, esta olra:
5.6.11° = 5.7.9°%

¥

De ésta y de la cuarta resulta ignalmente

3.6.11.10° = 5.7.9.21°.%

‘Del mismo modo se continuaria si hubiera mayor numero.
\/222. Se puede reducir por medio de proporciones, 6 por el
método de reduccion & la unidad, uva cantidad de especie dada &
su equivalente en otra especie, estando ambas ligadas por cierto
numero de equivalencias entre ellas y otras cantidades; pero se
redacird con mayor brevedad por medio del teorema que se acaba
de demostrar. Este ultimo método de reduccion se llama regla
conjunia.

Ejemplo. Reductr 21000 libras catalanas @ reales, sabiendo
que T libras catalanas equivalen d 5 pesos, que un peso tiene 912
maravedises, y que 34 maravedises hacen un real.

Resolvamos, en primer lugar, esta cuestion por medio de pro-
_ porciones.

Diremos: si siete libras catalanas valen 5 pesos, ;21000 libras
catalanas cudntos pesos .valdran? Sea z esle numero de pesos,
tendremos la proporcion

7315 ¢21000 : =
Considerando ahora & z como si fuese conocida, diremos: si un
peso liene 512 maravedises, jz pesos cudnlos maravedises lendran?
Sea y este nimero de maravedises, tendremos

{2z

Consideremos 4 y como una cantidad conocida y diremos: si 4%
maravedises componen un real, gy maravedises cudntos reales
compondran? Sea z esle numero de reales, sera

' o412y : 5.
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Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y suprimiendo el
factor zy comiin & los dos términos de la segunda razoén, tendremos.
Tnc 452 08 boe DA% 54 15 21000 s 5,
Simplificando esta proporcion (168), y despejando la z, se hallara

z = 225882 reales y 8 maravedises.
Resolvamos el ejemplo por reduccién & la unidad.
Si 7 libras catalanas valen 5 pesos, una libra calalana valdra

89208 v 21000 libras catalanas valdrin 22222 pesos. Teniendo 4

1 7
] & ; P
peso 512 maravedises, los x:’“‘"‘ pesos compondran 5>{th>~:5

; e 53> 9 : .
maravedises, 6 —= T';mf 2 reales, niimero idéntico al hallado por ek

método anlerior.
Resolvamnos ahora la misma-cuestion por la regla conjunta.
Representemos por z el nimero de reales a que equivalen
las 21000 libras calalanas, y establezcamos las equivalencias
siguientes:

z reales = 21000 libras catalanas,

7 = J pesos,
i — 512 maravedises,
o4 — ] real.

' Se principia por cualquiera de las cantidades, y se continuan
las equivalencias, (eniendo siempre cuidado de que el primer
miembro de cada una sea de la misma especie que el segundo
miembro de la inmediata anterior, hasta llegar & un segundo
miembro de la misma especie que la del primer miembro de la
primera equivalencia. Multiplicando en seguida ordenadamente
todas las equivalencias, los productos serén equivalentes, 6 mas
bien iguales, puesto que ambos representan unidades de la misma
especie.,

Tendremos, pues, segin el teorema de las equivalencias,

x >< T >< 1> 34 reales = 21000 >< 5 >< 512 >< 1 reales,
0 2> T><15< 34 = 21000 > 5 x< 512 < 1;
y de aqui se deduce (16)

21000 3< b5 3< 512 X< 1

T = :
T> 1238
Simplifiquemos este guebhrado, suprimiendo factores comunes &
numerador y denominadar, y tendremos
g = 30003<5 5< 256

W R

He aqui las eqg'valenuias gscritas en otro orden diferente del
primero:

=l

512 mrs, = 1 peso,
0 — 7 libras, -
21000 i =% T8,
| — 34 mrs.
" -

v 3 'q‘l"b

s
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Multiplicando estas equivalencias ordenadamente, se hallara el
mismo resullado que con la disposicion primera.

Nora. Antes de despejar la inedguila, conviene efectuar las
simplificaciones posibles entre los primeros miembros y los segun-
dos, En seguida, si la incognita es un primer miembro, se hallara
su'valor dividiendo el producto de los segundos miembros por el
producto de los primeros miembros conocidos; y si la incognila es
un segundo miembro, se hallaré su valor dividiendo el producto de
los primeros miembros por el producto de los segundos miembros
conocidos.

Asi, en el ejemplo propuesto suprimiremos el factor 2 comun
al primer miembro 512 y al segundo 54, y lendremos en lugar
de ellos 256 y 17; suprimiremos en seguida el faclor 7 comun a
21000 y 7, v tendremos en lugar de estas cantidades las 3000 y 1.
‘}omo ya no hay mas reducciones, se tendra

956 5< 5 >< 3000

17
CAPITULO VIIIL.

REGLA DE ALIGACION.

(%o X 223. Se llama regla de aligacion la regla que ensena a resol-
/#eyer eslos dos problemas:
¥ 1.° Conociendo las cantidades de diferente especie, que deben
‘entrar en una wezcla, y sus precios (*) respectivos, hallar el pre-
cio medio 6 precio de la mezela.
~ 2.° Conociendo el precio medio y los de las especies, hallar
' las cantidades de dichas especies que deben entrar en la mezcla.
¢~ Para resolver el primer problema, se hallan los valores de las
cantidades que se mezelan, y la suma sera el valor de la mezela:
dividiendo dicha suma por la de las cantidades mezcladas, se ten-
dra el valor de una unidad de la mezela 6 el precio medio de ésla.
Ejemplos. 1.° Se han mezclado 25 hectilitros de trigo de a 20
peselas el hectolitro con 30 hecldlitros de d 18 peselas, y se quiere ave-
riguar lo que vale el hectolitro de trigo mezclado.
25 hectélitros de trigo de & 20 pesetas valen 500 peselas, ¥
30 hectélitros,de & 18 pesetas valen 540 peselas; luego los 59 hec~
tolitros valen 1040 pesetas: por tanto, cada hectdlitro de trigo mez-

clado valdra !%“ pesetas = 18’00 peselas.

2.°  Mesclando 24 litros de vino de d 3 pesetas litro con 7 Litros de

aqua, jeudnlo valdrd cada litro de la mezcla, suponiendo que el agua
n0 cuesle nada?

(*) Entendemos por precio el valor de la unidad.
12
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Los 24 litros valen 72 pesetas; y eomo la mezela contiene 51
litros, cada litro del vino aguado valdrd -:—f =2 ;? pesetas.

2.>  Se higan 52 marcos de plata cuya ley es de 11 dineros; 20)

marcos de plata cuya ley es de 11 dineros y 10 granos, y 8 marcos de
plata cuya ley es de 10 dineros y Y qgranos, y se quiere saber cudl
serd la ley de la aleacion (*).

32 marcos cuya ley es de 11 dineros valen 352 dineros de
plata pura; 20 marcos de & 11 dineros v 10 granos valen 228 dine-
ros y 8 granos de plata pura; y 8 marcos de & 10 dineros y 9
granos valen 82 dineros de plata pura: luego los 60 marcos de la
liga valen 6653 dineros y 8 granos; luego cada marco de la Jiga

. 663 di
valdri 663 dmera;ﬂy 8 granos

de la aleacion es de 11 dinéros y 1 § granos (*¥).
'224. Para resolver el segundo problema de la regla de aliga-
16u, demostraremos antes el siguiente leorema:
S son dos las especies que se mezclan, las cantidades que deben
tomarse de ambas especies estdn en razon inversa de las diferencias de
sus precios al precio medio; es decir, que tendremos la proporecion:
cantidad de la primera especie es a cantidad de la segunda espe-
cie, como la diferencia entre el precio medio y el de la segunda
especie es 4 la diferencia entre el precio medio y el de la primera
especie,
% Demostracion.  Sean ¢ las unidades de la especie cuyo precio

= 11 dineros y 1 } granos; luego la ley

(*) El marco de plata se dividia en 12 dineros; el dinero en 24 gran-s;
y se entendia por ey de una aleacion de plata la cantidad de plata pura
que habia en cada marco_de dicha aleacidon. Asi, si la ley de la plata era
de 11 dineros, eada marco de dicha plata contenia 11 dia. de plata pura vy
i din. de materia extrana. Si la ley era de 10 dineros y 9 granos, cada
mareo contenia 410 din., 9 gran. de plata pura y 4 din., 15 gran. de materia
exfraia. Hoy Ia ley de la plata se senala, por las milésimas de ésta que
entran en cada unidad de la aleacidn.

(**) A esta misma clase de problemas puede asimilarse el sigaiente:
Conocidos por la experiencia 4 observacidn varios valores aprovimados de
una gantidal, haltar el valor de esta cantidad.

Simense todos los valores de dicha contidad, y dividase la suma por
el numero de valores: el cociente (que sera probablemente mas aproxi-
mado al valor verdadero de la cantidad que todos los demas valores) se
considera como el verdadero valor de la cantidad.

Ejemplo. Habiendo medido cuatro veces la distancia que hay entre dos
puntos del terreno, se han hallado los siguientes valores:

{.* medicion.. 4423’5 metros. | 3.2 .vevsveiancnsss 1422’5,
 Fud N HNEC el | SRS e S e L W

La suma de los cuatro valores de la distsncia pedida es 5695 metros:
dividiéndola por 4, el cociente 1£23,75 metros se tomwa por la verdudera
distancia de los dos puntos.
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sea b5 por ejemplo, ¢' las de la especie cuyo precio supongamos
sea 47, v sea 50 el precio medio, decimos que
c:c :: 50 — 47 : 55 — 0.

En efecto, cada unidad que para mezelar se tome de la pri-
mera especie, sufre en su valor una baja de 55 — 50; luego el
valor de las ¢ unidades disminuye en (55 — 50) >< ¢. Cada unidad
de la segunda especie tiene en su valor un aurhento de 50 — 47;
luego el valor de las ¢ unidades aumenta en (50 — 47) >< ¢'. Mas
como queremos que el valor total de las dos cauntidades que entraun
en la mezela sea el mismo antes y después de mezelarse, la dismi-
nucion que sufre la una debe ser igual alaumento de la otra; luego

(55 — 50) < ¢ = (50 — 47) >< ¢,
de donde resulta la proporeion
¢:c :: 50— 47 : 55 — 50,

A Teorema reciproco. Si las cantidades de las dos especies esldn en
rason inversa de las diferencias de sus precios al precio medio, el
precio de su mescla sera iqual al precio medio dado.

Tenemos por hipotesi la proporeion

¢:¢ ::50 — 47 : 55 — 30,

y vamos & demostrar que el precio de la mezcla de las canlidades
¢y ¢ es 50, precio medio dado.

En efecto, de la proporcion supuesta se deduce la igualdad

(55 — 50) >< ¢ = (50 — 47) < ¢,

0 55 ¢ -— 50 ¢ = 50 ¢' — 47 ¢;;
v anadiendo & los dos miembros de esta igualdad 50 ¢y 47 ¢y
separando en el segundo miembro de la uueva igualdad el factor
comun 50, tendremos

hh e + 47 ¢ = 50 < (¢ + ¢),

55¢ + 47¢
— = 90;
¢+ ¢

'y pues, segiin el problema primero, el primer miembro de esta
altima igualdad es el precio de la mezcla de las cantidades ¢ y ¢,
se ve que éste es igual al precio medio dado. \'gl

225. Esto supuesto, observemos que en 8l ejemplo general
que nos ha servido para la demostracion del teorema, la diferen-
cia entre el precio medio y el de la segunda especie es 3, y la

diferencia entre el precio medio y el de la primera especie es o;
luego si tomamos por cantidad de la primera especie 3, y por
cantidad de la segunda especie 5, estas dos cantidades estan en
razén inversa de las diferencias 5 y 3 de los precios de las dos
especies al precio medio 50; luego, eu virtud del teorewa reciproco,
formardn una solucion de la cuestion. Vemos, pues, que se Lieue
una solucion del problema tomando por cantidad de la primera

L

0
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especie la diferencia entre el precio medio y el de la segunda espe-
cie, y por cantidad de la segunda especie la diferencia entre el pre-
cio medio y el de la primera especie; y como, multiplicando las dos
cantidades de la primera solucion por un niimero cualquiera, su ra-
20n no se allera, los productos estardn lambién en razon inversa de
las diferencias de sus precios al precio medio, y por consiguienle
formaran olra solucién. Tiene, pues, el problema infinitas solucio-
nes faciles de hallar.

Ejemplo. Teniendo plata cuya ley es de 855 milésimas, como es
la que se emplea para las monedas pequenas, y plata pura con ley de
1000 milésimas, jeudntos gramos de una y olra plata se deben ligar
para que la ley de la liga sea de 900 nulésimas, necesarta para acu-
nar monedas de cinco peselas?

Disposicion de la operacion.
4 S SRR S e Ll [

900 i
LD ¥ gl i hg

Las diferencias 65 y 100 entre las leyes de los dos metales y la
ley media, trocadas, manifiestan les gramos de plata que se deben
mezclar, para que la ley media sea de 900 milésimas. Si se quieren
obtener otras soluciones, no hay més que multiplicar las cantidades.
100 y 65 por numeros cualesquiera. Siendo éstos 2, 9, elc., re-
sultaran las soluciones siguientes: 200 gramos de 855 miiésimas y
150 gramos de 1000 milésimas; 500 gramos de 855 milésimas y
195 gramos de 1000 milésimas, ele.

226. Silas especies son mis de dos, se reduce esle caso al
que acabamos de considerar; para lo cual, se hallardn por la regla
anterior las cantidades que se deben tomar de dos especies cuyos
precios comprendan al precio medio; se ballardan igualmente las
canlidades de olras dos especies cuyos precios comprendan lambién
al precio medio, y asi se conlinuard hasta que se conozcan las can-
tidades que deben tomarse de lodas las especies.

Ejemplo. ;Cudnlos kilogramos de te de a 11 peselas, de d 9 pe-
setas, de d 6 peselas, de a 5 peselas y de a 2 peselas se deben mez~
clar, para que resulle te de @ 8 peselas el kilogramo?

G [ e STUSL. femsh by oL
9

2 L] L ] - L] - L ] L] L] L] [ ] L] L] L] 5
Resulta que se pueden mezelar 2 kilogramos de & 11 peselas
con 3 kilogramos de & 6 peselas, y se lendran 5 kilogramos de 4 8
peselas (224); 6 kilogramos de & 11 peselas con 3 kilogramos de &

8
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9 pesetas, y se tendrin 9 kilogramos de a 3 peselas; 3 kilogramos de
4 9 pesetas con 1 kilogramo de 4 5 pesetas, y se tendran 4 kilogra-
mos de & 8 peselas.

Luego, mezclindolos todos, tendremos 18 kilogramos de & 8
peselas.

Se pueden multiplicar cada dos cantidades correspondientes 2 y
3, 6y 3, 5y 1por numeros cualesquiera, y cada dos productes
correspondientes pueden reemplazar @ los dos primeros numeros.

Son, pues, infinitas las soluciones que pueden hallarse.

Otra infinidad de soluciones.

feliites o v e i
Gl &l
NSRS

B et e

8

Es decir, que se pueden mezclar 5 kilogramos de a 11 peselas
con B kilogramos de a 5 peselas; 2 kilogramos de a 9 peseias con
1 kilogramo de & 6 pesetas; 6 kilogramos de a 11 pesetas cou a de
4 2 peselas, y la mezela contendrd 18 kilogramos de 4 8 peselas.
Multiplicando en seguida cada dos cantidades correspondientes por
numeros cualesquiera, se tendra otra infinidad de soluclones.

Todavia se podrian hallar mas soluciones.

927. Para que el segundo problema de la vegla de aligacion
sea determinado (*), es preciso someler las incognilas a olras con-
diciones. en virtud de las cuales cada incognita no tenga mas que
un solo valor.

Si solo se mezelan dos especies, basta anadir una cualquiera y
sola condicion. La que se puede anadir, sin que la cuestion salga
de la Aritmética y entre en el dominio del Algebra, es una de eslas
tres: Que se conosca la cantidad de una de las dos especies; que se
conozca la suma de las cantidades de ambas especies; que se conosca
la diferencia de las mismas.

Bjemplo 1.°  Teniendo 16 kilogramos de polvora de @ 12 peselas
Lilogramo, jeudnlos de @ 8 peselas se deberdn juntar con ellos, pura
que cada kilogramo de la mescla valga 10’50 peselas?

Sean « los kilogramos que se deben tomar de & 8 pesetas:
tendremos

16 2wz ¢ 2750 2 17905

(*¥) Un problema se llama determinado, cuando cada una Jde sus incog-
mitas no tiene mas que un solo valor; y se llama indeterminado cuando
alguna de sus incognilas tiene varlos valores.
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0 bien multiplicando por 2 el término medio 2’50 y el extremo 1’50,
lendremos

16 :x::5:35, = 960 kilogramos de & 8 peselas.

2.°  Con agua cuya temperatura es de 32° se quiere mezclar aqua
a U°: jeudntos litros de las dos se deben lomar para que resulten 100
litros de a 197

Sean « ¢ y los litros que se deben tomar de las dos aguas: ten-
dremos Zosapc 249 3%

Uomio en el caso actual conocemos la suma de z ¢ y, que es 100,
lendremos (175)

r:x+y::19: 32,
yix 4 y:ild: 52,

6 bien  x:100::19:52, =22 = 59 2 lilros,

g 1001892, g = == 40 --55 lilros.

Yl

&

Deben, pues, mezclarse 59 -:: litros-a 92° con 40 : litros a 0°, para
tener en el inslante de la mezela 100 litros a 19°.

3.9 ;Cuanlos hectolilros de rigo de a 50 pesetas y de a 20 pe-
selas se han de mezclar para tener trigo de a 27 pesetas, excediendo
el primer numero al sequndo en 30 hectolitros?

Sean z € y los hectolitros de & 50 peselas y de a 20 peselas:
tendremos R T N
Come en el caso actual conocemos la diferencia de « ¢ y, que es 50,
modificaremos la proporeion hallada, del modo siguiente (175):

x—y:x::4:7,
z—yty:14:3,

obien 30:z::4:7, =x
W:y::4:3, y

228. Hemos resuelto los dos problemas que comunmente se
proponen en la regla de aligacion; pero también pueden llawarse
problemas de aligacién aquéllos en que, conociendo el precio medio
y las cantidades que entren en la mezcla, se piden los precios de.
las especies. Todos los problemas de aligacion se resuelven por el
Algebra muy naturalmente, sin necesidad de ningin conoeimiento
particular, ni aun del teorema (224); pues no son mas que proble-
mas de primer grado, determinados 6 indeterminados, que se ponen
en ecuacion en virtud de la condicion de que la suma de las can-
tidades valga lo mismo antes y después de la mezcla, 6 en virtud
de la condicion de que la disminucion de valor que en unas resulta
por la mezela, sea igual al aumento que reciben las olras. |

02’5 hectolilros de 30 peselas,
22°5 hectolatros de 20 peselas.

I



COMPLEMENTO DE LA ARITMETICA.

CAPITULO 1.

TRORIA DE LOS DIFERENTES SISTEMAS DE NUMERACION.

1. En el sistema ordinario de numeracién cada unidad de un
orden cualquiera vale 10 unidades del orden inmediato inferior,
lo que exige que el numero de cifras sea diez, incluso el cero.

Si conviniésemos en que cada unidad de un orden cualquiera
valiese b unidades del orden inmediato inferior, serian necesarias
y suficientes b cifras, entre ellas el cero, y asi se pueden formar
lantos sistemas de numeracion como se (uieran.
~ Se llama base de un sislema de numeracion el nimero de sus
cifras.

Escrilo un numero en el sistema decimal, escribwr dicho numero
en olro sistema.

Propongamonos escribir en el sisiema duodecimal el numero
14829,

En el sistema duodecimal se necesilan dos signos nuevos para
ndicar los niumeros diez y once: nosolros represenlarenios estos

dos niimeros por las letras griegas 0 y w.
"~ Esto supueslo, debemos, antes de todo, hallar el numero total
de unidades de segundo orden del nuevo sislema que conlienen las
14829 unidades de primer orden, Como una unidad de segundo
orden vale 12 de las del primero, dividiendo las 14829 por 12,
obtendremos 1235 unidades de segundo orden y 9 de primer
orden. Como una unidad de tercer orden tliene 12 de segundo
orden, dividiendo las 1235 por 12, hallaremos 102 unidades de
tercer orden y 11 de segundo orden. Del mismo modo, partiendo
las 102 unidades de tercer orden por 12, el cociente 8 sera las
anidades de cuarto orden y el resto 6 las de lercer orden. Lomo el
pamero 8 no tiene ninguna unidad de orden superior, resulta que
el nimero 14829, escrilo en el sisltema duodecimal, sera 86w9.
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Operacion.,
14829 | 12
28 | 12535 12
42 A
69| 035 102 | 12
9 i1=0 6 3

Dado un niumero eserito en un sistema diferente del decimal,
escribir dicho niumero en este sistema.

Este problema, inverso del anterior, es también muy facil de
resolver.

Sea el numero 86w9 eserilo en el sistema duodecimal.

Es evidente que el niumero propuesto equivale &

94+ 0 X< 12 + 6 < 12* 4 8 >< 12,

6 a 9 +11><12 + 6 <144 + 8 >< 1728 = 14829.

Dado un mimero escrito en un sistéma diferente del decimal, eseri-
bir dicho mimero en otro sistema diferente también del decimal.

Se hallard el valor del nimero en el sistema decimal, y en
seguida se pasard al nuevo sistema.

Ejemplo. Eseribir en el sistema cuya hase es 7 el ndmero 425
escrito en el sistema duodecimal,

En primer lugar, hallaremos que el nimero 423, escrito en el
sislema duodecimal, equivale &

3 4 2> 12 + 4 < 144 = 603

en el sistema ordinario. Ahora se hallara que el nimero 603 equi-
vale en el sistema cuya base es 7 &4 1521. Luego lcs numeros 425
y 1521, escritos respectivamente en el sistema duodecimal y en el
sislema cuya base es 7, son iguales; y ambos equivalen al niimero
603 del sistema ordinario. |

CAPITULO 1I.

OPERACIONES ABREVIADAS,

M ultipficacidﬂ de numeros enleros.

2. Se puede efectuar una multiplicacion de dos nitmeros en-
teros del, modo siguiente: hillense los productos del multiplicando
por las cifras del multiplicador, lo que se hace ficilmente obser-
vando que el producto del multiplicando por 5 es la suma de los
productos por 2 y por 1; el producto por 4 es doble del producto
por 2, el producto por 5 es la suma de los productos por 2 y por
3, ele. Escribanse los productos parciales en sus lugares corres-
pondientes, y stumense dichos productos pareiales.
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Ejemplo.
Multiplicando 45216895 Productos parciales.
Muluplicador 6284545 11 43216893
; 21 86435786
24U 6 3 LN
1'}%33?2?;9 3129650679
916084465 A1 172867572
172867572 5| 216084465
245735144 6| 25950155
86435706 8 | 345735144
259501558
2711593,422,384,899

Este método es preferible al ordinario cuando el multiplicador
tiene muchas cifras.

3. Multiplicacién de un numero por 11, 12, 15....., 19.

Multipliquese el namero por la cifra de las unidades, y coloquese
debajo de dicho niimero el producto parcial adelantando uu lugar &
la derecha, y stmense los dos productos parciales.

Ejemplos. 1.° Multiplicar 136 por 11.

Opsracidn.

156
156

1496 producto.
9.°  Multiplicar 434 por 18.

Operacion.
454
0AT2
7812 produclo.
4. Multiplicacion de un fimero por 21, 31..... 99,

Multipliquese el namero por la cifra de las decenas, y coloquese
debajo de dicho niimero, y un lugar mas 4 la izquierda, el producto
parcial, y siunense los dos numeros.

Ejemplo. Multiplicar 4892 por 61.

Operacion.

4892
29552

298412 producto.
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5. Multiplicacion por 5, 25, 125.....

Para multiplicar un nimero por 5, se pone un cero a su dere-
cha y se divide el producto por 2; para multiplicarle por 25, se
ponen dos ceros a su derecha y se divide por 4; para multiplicarle
por 125, se ponen tres ceros & su derecha y se divide por 8; ete.

Estas re-ghac; son E\"I{it‘lll!‘%

6. Mumphmcmn gor. 9,99, 999 ....

Se ponen a la derecha del mimero uno, dos, Lres, elc., ceros, v
we esle producto se resta el niimero.

Ejemplo. Multiplicar 3829 por 999.

Operacion.

; 5829000
3 3829

3825171 producto.

7. Siempre que haya que mulliplicar un nimero entero a por
olro entero b, y que dividir el producto por un tercer niero
rulero ¢, y uno de los dos primeros nimeros, a por ejemplo, sea
4|I\’['~.$h|P por el tercero ¢, es preferible invertir las operaciones, esto

, dividir dicho niimero a por ¢, y multiplicar el cociente por el
nlru ntimero b.
Se ve, en primer lugar, que el resullado debe ser el mismo,

ah 7
porque - = — < b. |
Para demostrar ahora la ventaja de la segunda regla sobre la
primiera, no hay mas que observar que mas facil es parlir a por ¢

que ab por ¢, y mis ficil es multiplicar el entero = por b que el

entero a por b.
Las operaciones por las dos reglas son una multiplicacion y
una division; pero por la segunda estas operaciones se hacen con

nimeros mucho menores que por la primera.
. 47 el AL
Ejemplo. 5 >< 04617,

Como el niimero 34617 es divisible por 53, puesto que lo es
por 3 y por 11 (70, Corol.), efecluaremos esta division, y multi-
plicaremos el cociente 1048 por 47,

8. Reducir centésimas de real @ maravedises.

Para reducir una fraccion propia de real f:rpmsada en cenlésimas
d maravedises, se dwide el numero de centésimas por 3, y st el residuo
es 0 6 1, el cociente entero serd el mimero de mar avediSPs, con um
error pm defecto menor que un maravedi; pero s el resuduo es 2, el
cocienle enlero, aumenlado en 1, sera el numero de maravedises con
1N error, por exceso o por dﬂfﬁﬂ'lﬂ, menor que } de maravedi.
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Sea 0°88 de real la fraccion que se quiere reducir & maravedises:
el namero de maravedises equivalente sera

54 < 0788 >< (55 1 + 2) < 088 = (£ +3) >< 0'88.
Segtin el numero (105), el producto sera '—:9 < 0'88 + 3 >< 088 =
o+ ;?x:: 0’88. EI cociente ﬁf es 29 -1 y como —: >< 0’88 no llega
a 2, el nimero de maravedises equivalente 4 la fraccion propuesta

es mayor que 29 v no llega & 50: luego 29 es el nimero de mara-
vedises con un error por defecto menor (ue un maravedi.

Sea 0°89 de real la fraccion que se quiere reducir @ marave-
dises: el namero de maravedises equivalente serd 54 < 089 =

(55 + + 3)>< 0789 4= >< 0’89 +25¢ 089 = T+ 5 <0789

El cociente de E;; es 29 %; y conio % >< 0’89 es menor que —:—, el

wimero de maravedises equivalente & la fraceion propuesta €s
2 - , S - ! ‘
mayor que 29 - y menor que 50 3: luego 30 es el nimero de

' ' i
maravedises con un error, por exceso 6 por defeclo, menor que 3

de maravedi.

9. Dada una cantidad decimal con cierto mimero de cifras deci-
males, hallar su valor en menos de media unidad de un orden anterior
al llvmo.

Despréciense todas las cifras que estén 4 la derecha de Ja nltima
que ha de quedar; pero si la-primera de las cifras despreciadas es o
o mwayor que H, anddase una unidad & la tltima que quede.

Sea, por ejemplo, la fraceion decimal 02765496, cuyo valor
queremos lener en menos de media diezmilésima: eseribiremos
0’2765. Pero si quisiéramos tener el valor de la misma [raccion en
menos de media milésima, escribiriamos 0°277.

Ciertamente, el ervor por defecto que comelemos tomando por
valor de la fraceion propuesta la 0°2765, es 0°0000496; cantidad
menor que 70000500 = 000005 6 media diezmilésima. Kl error
por exceso que comelenios tomando en vez de la fraceion propues-
ta la 0°277, es 0277 — 0'2765496 = 0°0004504; cantidad me-
nor que 0°000500 = 0’00605 6 wedia milésima.
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Método abreviado para la multiplicacion de las cantidades
decimales.

10. Cuando el multiplicando y multiplicador tienen muchas
cifras decimales, y es suficiente en el producto una aproximacion
menor que la que resultaria por el método ordinario, se puede
hallar el producto con més hrevedad que por este método.

Supongamos que el multiplicando sea 55821475 y el mul-

tiplicador 37°23524, y que se quiere hallar el produclo en
diezmilésimas.

Disposicion de la operacion.

53821475
5355278
16140642

576747

10764
1614
26 5
10

2004042

Maltiplicando por las cifras de las unidades del multiplicador el
multiplicando, contando hasta la cifra de las*diezmilésimas, este
producto parcial represenlara diezmilésimas.

Ahora, para que los demas productos parciales representen lam-
bién diezinilésimas, es menesler que, si la cifra del multiplicador
representa unidades 10, 100, 1000, ete., veces mayores (ue las
unidades absolutas, el multiplicando represente unidades 10, 100,
1000, ete., veces menores que las diezmilésimas. Al contrario, si
la cifra del multiplicador representa unidades 10, 100, 1000, ete.,
veces menores que las unidades absolutas, el multiplicando ha de
representar unidades 10, 100, 1000, elc., veces mayores que las
diezmilésimas.

Por consiguienle, si invertimos el multiplicador y lo colocamos
de modo que la cifra de sus unidades simples esté debajo de la ci-
fra de las diezmilésimas del multiplicando, la cifra de las decenas
del multiplicador quedara debajo de la cifra de las cienmilésimas
del multiplicando, la cifra de las ceutenas del multiplicador que-
dard debajo de la cifra de las millonésimas del multiplicando, ete.,
la cifra de las décimas del multiplicador quedard debajo de la
cifra de las milésimas del multiplicando, la cifra de las centési-
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mas del multiplicador quedara debajo de la cifra de las cenlésimas
del multiplicando, etc. Multiplicando, pues, por cada cifra del
multiplicador, invertido y colocado como se acaba de decir, el
multiplicando, contando hasta la cifra que estd sobre la que se
considera en el multiplicador, todos los productos parciales repre-
sentaran diezmilésimas, y la suma de dichos productos parciales
serd el producto pedido.

Nos falta ahora determinar un limite del error del producto.

Para esto observemos que al tomar en vez del multiplicando
verdadero uno cualquiera de los multiplicandos abreviados, el
error (ue se coniele es menor que una unidad del altimo orden de
dicho multiplicando abreviado: luego el error de cada produclo
parcial sera menor que lanlas diezmilésimas como unidades lenga
la cifra respectiva del multiplicador; y el error del producto total
serA menor que lantas diezmilésimas como unidades hay en la
suma de las cifras que se tomen del multiplicador: luego si la
<uma de los valores absolutos de lodas estas cifras no llega a 100,
como sucede casi siempre, el error del producto no puede llegar a
100 diczmilésimas 6 una centésima. Luego para hallar el producto
fnal en menos de una centésima se hallardn los productos par-
ciales en diezmilésimas.

Como lo que acabamos de decir, suponiendo, para fijar las ideas,
que los productos parciales estau hallados en diezmilésimas, puede
aplicarse, aunque los produclos se hallen en unidades de otro orden
cualquiera; resulla, hablando de un modo general, que para hallar
el producto final en menos de uua unidad de cierto orden, se han
de hallar los productlos parciales en unidades inferiores en dos
ordenes.

Obtenido el producto, se desprecian las dos ultimas cifras de la
devecha; y por un célenlo sencitlo, como lo veremos en los ejem-
plos, se conocera si, para lener el producto final con menor error
que el limite fijado, hay que anadir 6 no una unidad 4 la ultima
cifra del nimero que queda,

En el ejemplo propuesto, el error del producto 200’4042 es
menor que 2 + 5+ 3 +2+7+3 diezmilésimas, 6 22 diezmi-
lésimas. Si ahora despreciamos las 42 diezmilésimas, el error total
sera menor que 64 diezmilésimas; luego 200’40 es el producto con
un error por defecto menor que una cenlésima.

Ejemplo. Hallar el producto de 0°189352596 por 436’825759
con menor error que una milésima.
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Operacion.
018952596
957528654

7573036
567975
115592

A5144
378
54

7

82'70186

El error de este producto es menor que 7 4+ 5 4+ 2 4 8 4+ 6
-+ 3 4+ 4 = 35 cienmilésimas. Si ahora despreciamos las 86 cien-
milésimas, el error serd menor que 119 cienmilésimas, y mayor
que 86 cienmilésimas: luego anadiendo 1 & la cifra 1 de las milé-
simas, el error, si es por exceso, no llegard 4 14 cienmilésimas, y
si es por defecto, no llegard & 19 cienmilésimas; luego 82'702 es
el producto en menos de media milésima.

Division de numeros enteros.

11. Se puede efectuar una division de nimeros enteros for-
mando en primer lugar los productos parciales del divisor por las
nueve cifras; y observando en seguida entre cudles de estos productos
se halla comprendido cada dividendo parcial, se conocerd al mo-
mento la cifra respectiva del cociente. Restando del dividendo
parcial el producto pareial correspondiente & dicha ecifra, se tendra
el resto, y se continuara del mismo modo.

Ejemplo.
764.3201045 | 489
489 | 15650267 -
2053 Productos parciales.
9445 L1 489
5082 2| 978
9934 % | 1467
1480 4| 1956
1467 g g 33@2
- D
’3;3 7 | 5423
e 8 |3912
3524 9 | 4401
2954
5905
3425 |

402
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Este método es preferible al ordinario cuando el cociente debe
tener muchas cifras.
12. Dividir un nimero por 5, 25, 125.....
Multipliquese el dividendo por 2, 4, 8....., y dividanse los pro-
ductos respectivamente por 10, 100, 1000, ete.
Ejemplo.  Dividic 1584 por 25.
Operacion.
1584
A

63°36 cociente.
13. Método abreviado para la extraccion de la raiz cuadrada.
Cuando por el método ordinario de la extraceion de la raiz cua-
drada se ha hallado una parte a de la raiz enadrada de un ntmero
enlero A, compuesla con mis de la mitad de las eifras de la raiz

entera, la parte que falta de la raiz sera, con menor diferencia que

2
una unidad, el cociente entero de gy

Supongamos, por ejemplo, que se quiera hallar la raiz cuadrada
de 2 000000 000000, que ya se sabe Liene siele cifras.
- Con las caalro primeras cifras de la raiz cuadrada de este numero
se compone 1414000. Para hallar la parie que falta, partiremos el
resto A — a* = 604 000000 por 2a = 2 > 1414000, y el cociente
913 es la parte que falia; luego la raiz cuadrada es 1414213 en
menos de una umdad. ,
Para demostrar la exactitud de esta regla, llamemos b @ la
cantidad que falta al nimero a para ser la raiz cuadrada -del A:
tendremos A = (a + b)* = a* 4 2ab + b*. Reslando o* de ambos
miembros, y dividiendo en seguida por 2a, sera |
A __ﬂi ﬁ‘!
ST b+ 2a 3

. L : b
Sea g el cocienle entero de ‘ih—“ y r el residuo, tendremos b 4-5- =

r L] n bi - ] e o ¥
q + 5,5 ¥ restando 5 de ambos miembros, sera

!I!i
b=q+§t,'—§;.;---- [1]. ‘
Sea n el nimero de cifras que tiene la parle entera de b, stra
b < 10", b* < 10**; pero teniendo a por lo menos 2n + 1 cifras,
segiin la hipdtesi, serd a > 10*: luego :'E < 1. También 5. << 1;
luego i':_‘:_a < 1: luego b y g se diferencian en menos de una’

anidad, y por tanlo \/ A = a + ¢ en menos de una unidad.

Nota. 1., sigq=b,serdaq’ =1;2.", 88 q < b, serd q° < r;
3., s q > b, serd q* > .
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En efecto: 1.° Siendo ¢ = b, la igualdad [1] nos dad®* = r; v
por consiguiente ¢* = r, ,

2.° Siendo ¢ << b, la igualdad [1] nos da b* < r; luego com
mayor razon ¢* < r.

3.” Siendo ¢ > b, la igualdad [1] nos da b > r; luego con
mayor razon ¢* > r.

Reciprocamente, 1.°, st q* = r, serd gq=D0b; 2 stq* <'r, sera
q<<b;3° siq* >r, sera q > b.

Se demuestran eslas tres consecuencias con facilidad por
reduccion al absurdo.

En el primer caso la raiz a + ¢ es exacta; en el segundo caso
Esdmmmr que la verdadera, y en el tereero es mayor que la ver-

adera.

CAPITULO III.

CANTIDADES INCONMENSURABLES.

14. Cantidad conmensurable es todo nlimero entero ¢ fraceio-
nario.

Cantidad tnconmensurable 6 irracional es toda expresion numé-
rica, cuyo valor no puede hallarse exaclamente, pero si con lanta
aproximacion como se quiera,

Las raices cuadradas y cibicas inconmensurables (144 y 158),
son ejemplos de cantidades inconmensurables, pues que no pueden
hallarse sus valores exaclamente, mas si con cuanta aproximacion
se desee,

15. Se llama limite de una cantidad variable la cantidad cons-
tante & la cual puede aproximarse la variable cuanto se quiera, sin
poder nunca igualarse & dicha conslante.

q81=

Ejemplos. 1." Sea el quebrado menor que la unidad ;—,

siendo x un niumero entero cualquiera: sabemos (92) que esle

quebrado va creciendo conforme crece x, y va por lanlo apro-

S+2 T4+ x 0+ & 2

ximdndose & 1. La diferencia 1 — el prm et iy

va disminuyendo a medida que x va siendo mayor; y es evidente
que esla diferencia puede llegar & ser menor que cualquiera can-
tidad dada, creciendo z suficientemente. Queda, pues, demostrado
que la cantidad variable E puede aproximarse & 1 eumanto se
quiera; luego 1 es el limite de dicha variable, la cual es menor que
su limite.

2.° Sea el quebrado mayor que la unidad ;=-%, que sabemos
va disminuyendo, y por consiguiente aproximandose & 1, conforme:

y : . - T4z 7T+ =2 S+a 8
crece el entero z: la diferencia o — 1 = 507 — ;s = 552
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va disminuyendo, y puede disminuir cuanto se quiera, creciendo
L . . L
z suficientemente. Luego la cantidad variable ;4?5 puede acercarse

4 1 en términos que su exceso sea meuor que cualquiera cantidad
asignable; Tuego 1 es el limite de dicha cantidad variable, la cual
es mayor que su limite.

5.° Segin la definicion de la cantidad inconmensurable, esla
es ¢l limite del numero variable que puede aproximarse indefinida-
mente 4 dicha cantidad inconmensurable.

Asi, \/§ es el limite de la cantidad variable 1’4142....., pues

cuanto mayor sea el namero de cifras que se lomen en este valor
aproximado, mayor es la aproximacion de esla cantidad variable a

\/2; Y podemos tomar en dicho valor aproximado un nimero de
cifras tan grande, que la diferencia entre la cantidad que ellas

compongan Yy \/ 9 sea menor que cualquiera cantidad dada; luego

\/":'5 es ¢l limite de la cantidad variable 1’4142....., y s mayor que
esta varviable (%).

8. Si dos cantidades variables, que lienen limites, son constan-
temente iquales, eslos limites son lambitn 1quales.

-Observemos en primer lugar que una variable, que tiene un
limite, puede aproximarse a él en menos de cualquiera cantidad
dada; pero no puede aproximarse del mismo modo.a una cantidad
fija mayor 6 menor que dicho limite: luego una cantidad variable
no tiene mas que un solo limitce.

Esto supueslo, siendo las dos variables siempre iguales, no
componen mas que una sola; luego los dos limites de las dos va-
riables son limites de una sola, y por (anto no componen mas que
an solo limite. es decir, que los dos limites son iguales.

'17. El producto de la suma indicada de dos nimeros conmensu-
yables, uno conmensurable y otro inconmensurable, 6 ambos inconmen-
surables, por un nimero también conmensurable o inconmensurable,
es tqual d la suma de los productos parciales de cada nimero del
muuipiiciﬁgﬁu por el multiplicador.

-

(*) Obsérvese que puede existir ana cantidad variable que vaya conti-
auamente creciendo, y que, por causa de tener un limite, no pueda llegar,
no sélo 4 ser mayor que dicho limite, pero ni aun a ser tan grande como
él; y que puede existir una cantidad variable que vaya continuamente
disminuyendo. y que, por causa de tener un limite, no pueda llegar, no
<6lo 4 ser menor que dicho limite, pero ni ann a ser tan pequena como el.

Esta observacion prueba que son erréneas las ideas valgares de que si
una cantidad va continuamente creciendo, llegara siempre a ser mayor
que cualquiera cantidad dada; y que si va continuamente disminuyendo,
llegara siempre & ser igual a cero.

i3
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Sea a + b el multiplicando y m el multiplicador: decimos que
(@ + b) m = am + bm.

1.” Sea el multiplicador un nimero entero, por ejemplo 7: el
producto (@ 4+ b) > 7 se hallard haciendo 7 veces mayor & cada
una de las dos partes del multiplicando; luego

@+b>x<T=ax<T+bxT.

2.° Si el multiplicador es un nimero fraccionario %, el pro-
ducto (@ + b) ><  quiere decir (101) que se halle el valor de <

de a + b; para lo cual se hallara el valor de % de cada una de sus
parles, y se sumaran los dos resultados: luego
(@a+b)< T =axt+bx_I

3.° Sea el multiplicador m un niimero inconmensurable; m’
un valor conmensurable aproximado al ntiimero inconmensurahle
m, mayor 6 menor que éste, pero lan préximo d él como se quiera.
Siendo m' conmensurable, hemos demostrado en los dos casos an-
teriores que (a + b) m' = am' + bm'; y como el limite del primer
miembro es (@ 4 b) m y el del segundo es am + bm, tendremos,
segiin el leorema de los limites,

(@ + b) m = am -+ bm.

X18. El producto de la diferencia de dos numeros conmensurables,
uno conmensurable y otro inconmensurable, 6 ambos inconmensurables,
por un numero cualquiera conmensurable 6 inconmensurable, es iqual
aladiferencia de los dos productos parciales del minuendo y sustraendo
por el multiplicador; es decwr, (a — b) m = am — bm.

En efecto, sea a — b = d, serd a = b + d; y por consiguiente
am = bm —+ dm, 6 am — bm = dm, 6 am — bm = (a — b) m.

X 19. FEl producto de varios factores conmensurables é inconmen su-
rables, o inconmensurables solamente, no varia, cualquiera que sea
el orden de colocacion de dichos factores.

Sea el producto abed, en el cual supondremos que el factor ¢
es conmensurable, y los demis inconmensurables: decimos que es
igual & un producto compuesto de los mismos factores, colocados
en un orden cualquiera, tal como edba.

Sea a, b' y d' los valores aproximadoes, todos por exceso o
todos por defecto, & los factores inconmensurables a, b y d. Siendo
conmensurables los niimeros a', b, ¢ y d', lenemos demostrado
que a'b'ed = ed'b'a’. Mas siendo a, b, d los limites de a’, b’ y d',
es evidente que abed es el limite de la variable a'b'ed’, y que cdba
es el limite de la variable ed'b'a’; luego, en virtud del teorema de
los limites, abed = cdba.

Si todos los factores fuesen inconmensurables, se demostraria
el leorema del mismo modo.
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De este teorema se sacardin como consecuencia los siguientes:

X20. El producto de varios productos, compuesto cada uno de va-
7108 faclores inconmensurables, 6 conmensurables é inconmensurables,
es vqual d un produclo compuesto de todos los factores, y al contrarie,
X21. Sien un producto compuesio de factores tnconmensurables,
0 conmensurables ¢ inconmensurables, se mulliplica ¢ parte uno de
dichos faclores por un numero conmensurable 6 inconmensurable, el
producto quedard multiplicado 6 partido por el mismo niimero.
X22. S en un producto compuesto de factores inconmensurables,
6 conmensurables é inconmensurables, se mulliplica uno de dichos
[actores por un numero cualquiera, y otro [actor se divide por el
mismo numero, el produclo no varia.

¥23. Suponiendo que el dividendo y el divisor sean nimeros
cualesquiera, conmensurables 6 inconmensurables: St el dividenio
se mulliplica 6 parte por un nimero conmensurable 6 inconmensurable,
el cociente queda multiplicado 6 partvdo por el mismo nimero. Si el
divisor se mulliplica 6 parte por un nimero conmensurable ¢ incon-
mensurable, el cociente queda partido 6 multiplicado por dicho nime-
ro. Si el dwidendo y el divisor se mulliplican 6 parten por un mismo
numero conmensurable o inconmensurable, el cociente no varia.

Las demostraciones de estos teoremas son las mismas que las de
sus analogos (106, 107, 108, 109 y 110).

Raices cuadradas y clibicas inconmensurables de los quebrados.

24. Laraz de un grado cualguiera de un cociente cuyos dos

térmunos son numeros cualesquiera, es tqual a la raiz del dividendo
m e
tida por-la rais del divisor; es deci s Ve
parhaa por-la rais del dwsor; es deeir, que == siendo a
b
y b numeros enteros, fraccionarios, inconmensurables, ¢ de dos

cualesquiera de estas clases.

En efecto, (Vg :‘/Eqr_)mzt/“%- W:‘»{ VE. WMW W,
entrando en este producto m veces el factor {7 ;ﬂ . '{‘/3 Ahora,
el Eegundﬂ rni_emhrﬁ equ_ivalﬂ (Cfmp.‘“, 20) & {'/ '&E‘ {l/ % T/—E o g
Vb. “\73 '{/b — (t/%)m({u/b )m: +.b=a; luego (1\7% T/E)m

= a. Por consiguiente (130), ’\u/‘} : W——u ;‘/_; y en fin (16),

vz
i _

-
=~

|

<J
-]
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925. Si alguno de los términos de un quebrado irreducible noe
tiene raiz cuadrada exacla, se puede hallar la raiz cuadrada apro-
ximada del quebrado por el método siguienle:

Si el denominador tiene raiz cuadrada exacla y el numerador no,
se extraerd aproximadamente la rais cuadrada del numerador, y se
dividird por la raiz cuadrada exacta del denominador.

: : ; 3 : :
Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada de 5 en menos de 5

La raiz cuadrada de 3 en menos de .. es 1’752, y partiéndola

por 5, raiz cuadrada exacta del denominador, el cocienle 0’346

3 i
sera la de gz con menor error por defeclo que 5.

= > 1"130 3 3 > 0346

En efecto, /5 :E vras (¥); luego \/5-5 6 VTE:; v luego
3 __ 0'54 i

\/2—5 — (0’546 en menos de 5,

Si el denominador no tiene raiz cuadrada exacta, \éngala 6 no el
numerador, se transforma el quebrado en otro equivalente cuyo de-
nominador tenga raiz cuadrada exacta; para lo cual se multiplican
los dos términos del quebrado por el denominador (aunque a veces
basta multiplicar dichos dos términos por un mimero menor ), y que-
dara reducido este caso al anterior (**).

Ejemplos. 1.° \/-g :\/E:gf. Hallemos esla raiz cuadrada
en menos de m’_ﬁ

La raiz cuadrada de 6 en menos de ﬁ'ﬁ es 2°449; y por consi-

guiente @ = (0’816 en menos de ﬁ'ﬁ.
= 6 > 08 ,
En efectﬂ, 6 Zi*iiﬁ: luego gﬁizﬂﬂig; luego 0’816 es ek
valor de ”;—ﬁ con menor error por defecto que i;Tu*

9.°  Extraer la raiz cuadrada de 3 en menos de una milésima.
Como & es divisor del cuadrado 16, hastara multiplicar los

(*) Para demostrar esto, conviene que la raiz cunadrada del numero se
halle comprendida entre dos nimeros que sc diferencien en tantas unida-
des del ultimo orden decimal como nnidades tiene la raiz cuadrada del
denominador del quebrado propuesto.

**¥)  En este caso, segun el principio (Comp.to, 24), se pudiera hallar la
raiz euadrada del quebrado, extrayendo la raiz cnadrada del numerador
y la del denominador, y dividiendo la primera por la segunda; pero de
aste modo habria que hallar dos raices cuadradas, hacer una division
bhastante larga, y no se conoceria 4 punto fijo, sin efectuar cierto caleunlo,.
la aproximacion obtenida, por no ser exacta la raiz del denominador. Es,
pues, conveniente en todos casos que el denominador tenga raiz cuadradw
exacta.
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dos Lérminos de este quebrado por el factor 2 que falta al 8 para

[} P
componer 16: tendremos, pues, \/.%. =\/iﬁi = '."/T* Puesto que
tralamos de hallar su valor en milésimas, extraeremos la raiz de

6 en milésimas, que es 2'449; luego VT“ = TT“ = 0’612 en me-
1

nos de = lo que se demuestra como en el ejemplo anterior.

28. Si el denominador de un quebrado irreducible tiene rais
cbica exacta y el numerador no, se extraerd la raiz cubica del
quebrado, extrayendo la raiz cibica aprozimada del numerador, y

dwidiéndola por la raiz cubica exacla del denominador.
5

Ejemplo. \5/ % = YE — 1= — 0’721 en menos de —=3 lo que

puede demostrarse como en los casos anleriores.

Si el denominador no liene raiz eubica exacta, téngala 0 no el
numerador, se (ransformard el quebrado en otro equivalente, cuyo
denominador tenya raiz cibica exacta; para lo cual se multzplican los
dos términos del quebrado por el cuadrado del denominador (aungue
4 veces basta multiplicar los dos (érminos por un numero menor )
y quedard reducido este caso al antertor (*).

5 e
1 - /g 518 18 '62
Ejemplos. 1.° \/3‘1 == \/’-5‘ — \—é— — 22 — (0’87 en menos de

1 i
- como es facil demostrar.

100
2
92.° Hallar en menos de 1—*@ la ﬂls.
Siendo 25 divisor del cubo 125, basta multiplicar los dos
términos por el factor 5 que falla & 20 para componer 125;! luego
B :

30w 3 /o 35 ,

g 35__\,/ M R : 1 ‘
\/;5 = \/ﬁg = = — 0’654 en menos de jo=; COMO es
facil demostrar.

Proporciones.

97. Los leoremas 163, 168, 171, 172 y 173 se fundan res-
pectivamente en los teoremas 106, 111, 107, 105 1.° y 105 2.7,
teoremas que solo habian sido demostrados para nimeros conmen-
surables; por cuya razon los leoremas de las proporciones tambicn
se referian a4 numeros conmensurables. Actualmente habiendo
demostrado (Comp.*, 16, 17....., 23) que los leoremas 105 vy
siguientes hasta 111 son ciertos aun cuando los numeros sean
inconmensurables, se infiere que los teoremas 163, etc., de las

(*) Se prefiere que el denominador tenga raiz cibica exacta, por la
misma razon que hemos dado en la nota del numero anterior.
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proporciones quedan también demostrados de una manera general,
Los demds teoremas que hemos demostrado en las proporciones

son consecuencias de éslos.
Hasta ahora no hemos podido demostrar rigorosamente el Leo—

Tena siguien (e

Las raices del mismo grado de los cuatro términos de una propor-

cion, forman lambién prﬂpﬂrﬂwn

Sea laproporciona : b ::c:d; decimos que {'/;: '\m/f; I {u/; {7;.

En efeclo, siendo &

0 (Comp.'", 24)

i d*""eré\/h
Ly

1/::

Vo

s

Va

CAPITULO 1V.

TABLAS PARA LA REDUCCION DE LAS MEDIDAS Y PESAS DE CASTILLA
A SUS EQUIVALENTES METRICAS Y AL CONTRARIO,

28. Unidades de longitud.

Melros.

0'835905
1'671810
2'507715
8'343620
4'179525
9'015430
5851335
6'687240
7'923145

Centimelros,

!!!!!!

9 & & & F 0 BB S & &% s 83

2'3220
4'6439
6'9659
92878
11'6098
13'9318
16'2537
18'9757

20'8976

Melros, Varas.

B RN s 1'196308
e = e K R Dy 2'392616
- o RIS e 3'688924
e P Et s S Bl 4780232
e R 0'081540
Boonhie gt e o 7177848
R iy B Beh e A e 8'374156
M A Jef g eenae 9070464
- R N 10766772

Centimetros Pulgadas,

b R s i A ate s 043067
e L, i 0'86134
) SO0 o e T 1120201
RO T e S N 1172268
i A e o i PR R 2115335
R e A R X - 2'08402
¢ R (e e r e e 3'01469
I T A g T 3'44536
! P ssnansessis O OIO0
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Leguas, Kildmetros. Kildmelros.
1 g e Sy Pl e R e mae
2 G e R e L B
¢ TP < el St 16'7181 -, AN, L
Pl e e S e Oy 222008 e e I
N e P e 37'8635 S R AR S
B Laiiiceesamaiee 33'4362 B e s e .
SRR St S AR B, 39'0089 > L AR e A
- b ML RNl b e 44'5816 I o O S
TR S e e 5011543 ¢ [ e e
Unidades de capacidad.
d!:ﬂ::f;:: Hectdlitros. Hectdlitros.
i | LY RS RS 0'55501 3 U, ol et~ AT
i s a it eas 1'11002 AR G e
3 lllllllll I B B B R 1 ‘655[}3 3 L - - ]
S el e R R Mg 2122004 . e e e
B e s el 2177009 SO s el SR :
B T e ik s 3'33006 R e P R
& LA B LD R 3'88507 L e A s
. S R vevesssss 4144008 I S A e S
{ [ e Sl e 498509 e i e
Celemines. Litros, Lilros.
R e 4'625083 | Erp R g SR S A
o P el o 91200167 T ) BTSN sk
- W A R L 13'875250 3 o bt A gt g L
8T e T B e 18'500333 B R R .
DA e e Rl s o 23'125417 A e e R R
IR St 27750500 BN e e
7 S Pt ORISR 5 55 5 7 A AR e
B e Waa 37'000667 L e e AR IR P
-4 [ PR ... 41'625750 T A e
5;“?,:&25?:_ Litros. Litros.
| g T S S 0'5042 s i haa
M e S ST R R sevs 110083 . R A R
L SRR Py L S et ae 19125 3 s s
- L e e ey 2'0166 B
s e e vess  2'D208 S T
ey B S T 3'0200 & e A S A ot gl
) In g e P Al 5] v S Zo
8 lllll - L LI 2 Ld 4:‘[]333 B & & L]
B L sasesaes 4'5374 el L S

Lequas.

0'1794462

0'3588925
0'5383387

0'7177849

0'8972312

1'0766773

1'2561236
1'4355608

16150161

Fanegas
de dridos.

1'801769
3'603539
5'405308
7207077
01008347

10'810616

12'612385 .

14'414156

16'215924

Celemines.

0'216212
0'4:2425
0'648637
0'864849
1'081062
1'297274
1'513486
1729699
11945911

Cuarlillos
de liquido.

1'98351
3'96702
5'95054
793405
9191756
11'90107
13'88458
15'86810
1785161
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diL '3:;1. Litros. Litros. :iﬂ!::;: 5
SRR R T R 0'50252 | e IR I PR NP 1989971
. SRR ol csaase 100604 oL SR AN B i 3'979941
RN e e .o 1'00756 B Ry ey 2'969912
[ Lels e S pa Cp U covs TR OLOO8 P e e 79598582
5 Ty R S e T e I 2'51260 3 S cesiene s 9949853
¢ i T S N 3101512 L RN A e oo 11'939823
2 A e e e 3'01764 ¢ S S R o 13'929794
< ERR i TNRERE gy e s 4'02016 LR R e SR 15'919764
9, e e 4'52268 g e veen. 171909735
Frgiery Litros. Litros do autis
1 N . ow 8 12*55'3 ]. -------- TEE R 07079599
- P Nt S T 25'126 -, B g casses 01159198
3 B EN G iR A 37689 B s e SR e 01238797
AR S s o260 - e gt e SN SR, 01318395
5 LRI LI B I T I B L 62 IIS] 5 5 lllllll LR B N TR ] L] 0 *397994
R sty 5378 R S e T A 0'477593
e T S A VA O 871941 W e e e ks . 0'957192
ATl S sy o S 100'504 LA e ... 0'636791
¢ QBN BTN e N T 113'067 U A e e 0'716390
Unidades de peso.
Libras. Kilogramos. Kilogramos. Libras.
} R A S R 0'460093 B e T e 2Tt
T A T e 8 cessss 0920186 AR R bn 4'346948
| PO R ISR SR B ‘380279 3 T 6'520422
e 1'840372 IR W RN EH e 8'693896
o | s 2'300165 R g e [ 27 e
R R Bl s o5 760558 Bt g e eeee 13040844
¢ TS e R g ‘220651 q . AR R 1
R R s . J3'680744 L L ESH- A0 A 17387792
R e e 4'140837 B e R e 19'561266
Onzas (Gramos. Gramos Onzas.
| e R ST 28756 1 o e s S
2 ------- R R 57'512 2 -------- T T R T {}1070
R R 86'267 e s RN el .o 07104
- T o 5% e 115'023 g R e B 0'139
' A R e, e 143'779 B TNy ST a0V 04
8 s R T b L Y B e 0'209
7 L R RN TN B LI ] 201 *291 r? Ll L * & LB B I L] 0.2i3
- AR R, dowas 230046 o R T e o R 0'278
9 L L LT B T B B R L] %lmg 9 & 5 B 8 8B RTEE [ ] [ BN B B ] 0l313




204

Adarmes Gramos Gramos. Adarmes.
TR NN I GRS 1797 OGN vees. 01596
2 B R e ) D e RS S e i SEVEES
3 coaien e O 5'392 o7 e R s o 1'669
T T e 7'189 R e e b 21226
T e 81986 e N e R PG 2182
e R e S S . 10'783 By esa i b Lo OGS
7 HURFTR TN e ey SO B ORI e e SO8E0
B i B SR S 14'378 R e AL 4'451
ﬂ et B B LR R R L 16!11‘5 g L o e L ] LB 5IU’G8
Granos. Miligramos. Miligramos. Granos
[ e T e N e P R . 4092 Ry T P T 0'02
L e A 99'85 2 TR P TENY, .. 004
3 TS e e ve. 14977 3 S & e e e b 0'06
e PR RS 199'69 i e A B dedbae RTINS
O S e e TR T . 249'62 S SR 0'10
b PR et 209'54 TR T e B s 11
2 R e A P : 349'46 L R g e G S e 0'14
3 ----- @ % & & B B8 EEEH Sggtga 8 e ogw o ow W d e 8 & &= B N B Dllﬁ
¢ R S G s e o gl (< T T A P S e DS
Unidades de superficie.
Pies Metros Melros Pies
euadrados. cuadrados. cuadrados. cuadrados.
§ I o e S P 0'077637 Jivioy cese - 12'880379
T s e e LDMOHZTH Bt . 25'60751
=) R e et el V232912 ST e e e o G TG
4 AR . sin 0'310550 e R ... D1'521502
B R YA Cese  D'I8BIST 3] o e e 64'401887
Batitiass AN . 0'465825 -+ DEET PrEen N Eae 771232253
i e e : 0'H43462 7 o R R a0'162628
-2 SR R e 0'621100 T TR R e 1031043004
9 ‘ ceeee 0698737 O B ienisans vees  115'923379
Varas Melros Metros Varas
suadradas, cuadrados. cuadrados. cuadradas.
| S o e e R 0'698737 > Dl B IelliR SRt . 1'431153
P e S SRRt 1'397474 Ty e PR 2862307
B bt e 21096212 - BELL TR A 4203416
e S ces  2V794949 ] S hid e e e 5724613
£3) LS EE L B e T AT 71155766
o s e enes 41192423 B e s s cove o BOBGE
il Rt P LTS 4'891160 s o) VMRS .. 10'018073
R e H'HRIBYT 8 eueeessss 11'449226
e s o 6'288635 g 12'880330



Fanegas
superficiales.

lllllllllllllll

lllllllllllllll

lllllllllllllll

lllllllllllllll

" 8w

---------------

llllllllllllll

--------------

iiiiiiiiiiiiii

llllllllllllll

iiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiii
iiiiiiiiiiiiii
--------------
iiiiiiiiiiiiii
iiiiiiiiiiiiii
--------------
--------------

iiiiiiiiiiiiii

Toneladas de
arqueo
uanliguas.

Hectdreas. | Hectdreas o Renegas
0'643956 jo il . 1552901
1287912 & s e saneesa 9100802
1'931869 S e e e 4628703
21570825 e e 6'211604
3'219781 3R AR e S 77164006
3'863737 i S 2 R it 91317407
41507693 B A AR 10'870308
0151649 L G S S £ e F e 12'423209
0' 795606 D R 13'976110
Unidades de volumen.

Melros cibicos., gﬂ:ﬁ:i Varas cibicas,
0'5840778 L R N R S AT A 1V712100
1'1681556 . et § Tiepk 3'424199
11771522334 - SRR Y S e 0'136299
2'3363112 e A T e 6848398
219203890 S R AL PR 8'060498
35044668 01 i v L O 1012752597
40885446 § IR TR, J R 11'984697
46726224 OO0 eI e T 13'696796
52567002 . s o S ST 15'408896

Metros eubicos. gﬁ:ﬁ: Pies cubicos.
0'0216325 | BEAPT RN T r R M 4612266865
00432650 R e s b o et 09214533730
0'0648975 S Rpaer TSI AR e ® 138'6800095
0'0865300 e e 184'9067460
0'1081625 DS S 2311334325
0'1297950 R e S 277'3601190
0'1514275 g g ke 323 D8GR5
01730600 o RPN L 369'8134920
01946625 Y e R ... 4160401785

Toneladas de

Toneladasde ar- arqueo Toneladas de ar.
queo nuevas, nuevas. queo antiguas.
1'5183752 | P e P A L 0'6580988

Por medio de estas dos ultimas equivalencias pueden formarse,
si se quiere, tablas como en los casos anteriores.

Para reducir un nimero cualquiera de unidades anliguas 4 su
equivalente en unidades métricas, se multiplica el valor de la
unidad antigua en unidades modernas por el nimero dado de
unidades antiguas, tomado ahstractamente: y al contrario, para
reducir un numero cualquiera de unidades métricas a4 su equiva-
lente en unidades antiguas, se multiplica el valor de la unidad
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métrica en unidades antiguas por el nimero dado de unidades me-
iricas tomado abstractamente. Eslas multiplicaciones se facililan
por medio de las tablas anteriores.

Aunque estas lablas solo contienen las equivalencias de los ni-
meros enteros hasta 9, son suficientes para reducir cualquier nu-
Juero de unidades antiguas & modernas y viceversa, pues si se quie-
ren hallar los nimeros equivalentes a 10, 20, 50, 40....., no ha-
bra mds que mover la coma un lugar 4 la derecha en los numeros
equivalentes a 1, 2, 3, 4.5 si se quieren hallar los numeros equi-
valentes a 100, 200, 300, 400....., se movera la coma dos lugares
4 la derecha en los niuneros equivalentes 1, 2, 3, &.v..., Y @81 SU-
cesivamenle. Los numeros equivalentes a0, 0209,ele.,se ha-
lNarin moviendo la coma un lugar a la izquierda; los equivalentes a
0’01, 002, 0°03, etc., se hallardn moviendo la coma dos lugares
4 la izquierda, y asi sucesivamente.

Un ejemplo sera baslanle para la inteligencia del uso de estas

tablas.

Redueir 385 varas a melros.

Caleulo por medio de las tablas.

3000, . . . . . 250™7710
Bl et SR o ] 20
W e e L B

521m' 8234, resultado que pue-
de comprobarse multiplicando 0™'855905 por 385,

CAPITULO V.

R EDUCCION DE UN NUMERO DE UNIDADES ANTIGUAS £ sU EQUIVALENTE EN
UNIDADES METRICAS Y AL CONTRARIO, POR MEDIQ DE EQUIVALENCIAS
APROXIMADAS FACILES DE CONSERVAR EN LA MEMORIA.

30. Acabamos de ver lo ficil que es resolver estos dos proble-
mas por medio de las equivalencias exaclas (*). Pero muchas
veces, euando se trala de resolver uno de eslos problemas, no se
Lieuen 4 mano eslas equivalencias, y en tales casos la resolucion
del problema seria imposible. Para obviar este inconveniente, de-
dujimos en 1853 de las equivalencias exaclas olras aproxima-
das, que pueden relenerse sin esfuerzo, y que evilan, por lanto,
Ia incomodidad de tener que ir @ buscar en los libros la equiva-

*) Para abqeviar la frase, llamaremos relaciones exaclas a las forma-
das por la Comision de pesas y medidas.
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lencia que se necesite. Ademis, nuestras equivalencias tienen la
ventaja de dar una idea suficientemente aproximada de la magni-
tud de las nuevas medidas, a los que conozean las anliguas.

31. He aqui el método que seguimos para construir dichas
equivalencias.

Concretémonos para fijar las ideas a la relacidn entre el metroy

la vara.

Tenemos la relacion exacta 1™ = 1196508 = '::ﬂf;': . Trans-

formado este quebrado en fracecion continua (Comp.* del Alg., 3),
resulla

M = | + —
5+-—-—'

10 -+ { 4-elc, Varas.

Las reducidas de esta fraceion continua son (Comp.® del Alg., 3)
1 6 64 67
1 5 50 560 ©
y pues las reducidas de lugar impar son menores que la fraceion
conlinua y las de lugar par son mayores, se lendra

v m 6v m 619 m 67% m
d]‘ 'T"'"‘::i ’ T:P'l ] [T ""':-:i » T:}i ,Etﬂ.,
Jien

te., varas (¥);

1% A7, 67 = B0 61T < BI™, 67" = 56™, etc.
Esto supuesto, como toda reducida da el valor de la fraccion
conlinua con mayor aproximacion que cualquiera otra fraccion de

(*) Sinebiésemos reducido & fraccién continua el quebrado 0'835903,
valordela vara en metros, hubieran resultado estasmismasreducidas, pero
invertidas. Para demostrar que esto debe ser asi, observaremos que 1m =

1196308, y por consiguiente 1° metros; y pues 1% = 0'835905

47196308
La fraceion continua equivalente al que-

metros, sera 0°'835905 =

1'196308°
brado 1196308, es
i
14 i
5 -
i
10 = i + elc.;
A
tuego 0°835905 — ——
L i
54 ;
i el
1 5 51 356

; 0 ;
cuyas reducidas son —, +, =, 7y g ©lc.; es decir, desde la segunda

en adelante, reciprocas de las reducidas correspondientes a la fraccion
41'196308,
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" [ - E" W L]
términos mas pequefos, la reducida 5, por ejemplo, nos dara
el valor de la fraccion continua con J]a mayer aproximacion

posible en (érminos tan sencillos. Lo mismo diremos de las

- 6% 67Y
reducidas %, 7, €te.

32. Kl corolario 1.° del teorema (Comp.to del Alg., 8) nos da
dos limiles, entre los cuales se halla comprendido el error que S€
comele tomando por valor de la fraceidn continua una reducida;
pero como en la cuestion presente conocemos € fraccion decimal
ol valor exacto de la fraccion continua, podremos calcular con
exactitud el referido error.

Tomemos, por ejemplo, la reducida < de vara por valor de la
fraccion continua, 6 por valor del (quebrado 1’196500 varas, y por
consiguiente Q:—de metro por valor de 0’835905 metros, y calcule-
mos el error que se comete en el resultado.

Reduecton de varas d melros.

Tenemos la relacion exacta
1 vara = 0°835905 melros,
y segtin la relacion aproximada,
1 vara = 7833535 melros,
es decir, que en vez de la cantidad 0835905 melros, {endremos en
el resultado la cantidad 0'833335 melros, y por tanto cn esla
cantidad 0’833553 hay el error por defecto de 0°002572; luego por

: ~ooo2s72 2572
cada unidad del resultado se comete el error Sgsssss — #23388

E—;ﬁg =~ ﬁ%j; luego el error total por defecto sera E;'i del resultado.

2572
Aiiadiendo, pues, al resultado en metros + del mismo, se hallaria

el resultado final con lanla exaclitud, poco menos, como por la
relacion 1 vara = 0'835900 melros.

Reduccion de melres a varas.

Tenemos exactamente
1 metro = 17196508 varas;
y segun la relacion aproximada,
1 metro = 1200000 varas,
es decir, que en vez de la cantidad 1’196308 varas hallamos en el
resultado la cantidad 1200000 varas: cometlemos, pues, en este

resultado un error por exceso de 0°005692; luego por cada unidad
: o

2 0'003692 R e
del resultado el error por exceso Serd oo = Tago000 — 338 1 por

3692
~ gonsiguiente el error del resultado sera ﬁfﬁ del mismo.
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Luego, restando del resultado hallado en varas a_;E del mismo,

hallariamos el resultado final con tanla aproximacion, poco menos,
como por la equivalencia 1 metro = 1196308 varas.

.38.  Laregla general para delerminar el errop del resultado,
cuando para reducir una cantidad de una especie & su equivalente
de otra especie, nos servimos de un valor aproximado de la unidad
de la especie dada en vez de su valor exacto, es la siguiente: £
error del resultado es una parte alicuota de este resultado, la cual
teene por denominador el cociente de la divisién del valor aproximado
por la diferencia de éste al valor exacto,

Demostracion.
Sea m el mimero de una especie que se quiere reducir & su

equivalente de otra especie, a el valor exacto de Ia unidad de la
especie dada en unidades de la nueva especie, b un valor apro -
ximado de la misma: el resultado exaclo es am, y el resultado
hallado es bm; luego el error cometido en el resultado sera
3= (@ — b) m, tomando el SIgNo +-si a > b, y el — en el caso con-

a—bim __X(a—1b) s

. bm, conforme al enunciado de la regla.

trario. Este error = (a —b)m = =

1
b

= (a—b)

34. Por el mélodo que acabamos de explicar pueden construirse
equivalencias aproximadas entre medidas antiguas cualesquiera vy
las mélricas, toda vez que se conozcan sus equivalencias exactas
0 con error despreciable, y calcular los errores que produce el
empleo de las equivalencias aproximadas en lugar de las exaclas.
De este modo hemos formado el siguiente cuadro, en que las me-
didas antiguas son las llamadas de Castilla.

Unidades de longitud.

Error del resultado obtenide en
virtud de estas equivalencias.

O metros = 6 varas. . . ., . . . 15 por 100 del resunltado.
o1 metros = 61 varas. . ., , . , . i por 1000, poco menos.
100 kilom. — 18 lequas comunes ¢

de 20000 pies
de Burgos. . . X por 100 (%):
09 kilom. = T lequas comunes. . . : por 1000, pocomenos (**).

(¥) Esta relacién es consecuencia de la de § metros — 6 varas: pues si
multiplicamos por 20000 los dos términos de esta equivalencia, tendre-
mos 100000 metros = 120000 varas — 360000 pies; y pues 1000 metros —
1 kilometro y 20000 pies — ¢ legua, sera 100 kilometros = 18 leguas.

(**) De la definicién del metro resalta que 100 kilometros =18 leguas
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Unidades de capacidad para dridos.

Error del resultado.

. 1 -
8 celemines. . . . . . Menorque=del mismeo.

9 fanegas. . . . . . . 1 por 1000.

37 litros
5 hectolitros

|

Unidades de capacidad para liquudos.

Error del resultado.

=

2 cuartillos. . 1 por 100, poco meuos.
680 litros 119 cuartillos. . 1 por 10000, id.
{ litro de aceute 2 libras.. . . 4 por 100.

100 Litros de aceste = 199 Libras.. . . Menﬂrqueﬁ—'ﬁ—ﬁﬁde! misio.

1 litro

1l

Unidades de peso.

Error del resultado.

6 kilogramos = 13 libras. . . . . . 5 por 100, poco menos.
46 kilogramos = 100 lLibras. . . . . . ¢
46 quint. mét. = 100 id. antiguos. . .} % por 1000, poco mds (7).

92 lonel. mét. = 100 id. antiquas.

Unidades de superficie.

Error del resultado.

i metro cuad.
7 melros cuad.

100 metros cuad.
9 heclareas

13 pies cuadrad. 1 por 100, poco menos.
10 varas cuad. . % por 100, poco mas.

1288 pies cuadrad. Mezmrqueﬂ:ﬁdﬂl mismo.

14 faneg. sup. . % por 100, poco mas.

|

|

marinas exactamente. En efecto, puesto que el metro es la diezmilloné-
sima parte del caarto del meridiano terrestre que pasa por Paris, 6 1o que
es igual, teniendo los 90° de dicho cuarto de meridiano 40.000600 de
metros, 9° del mismo teadran 4,000000 de metros; y como cada uno en
estos grados tiene 20 leguas marinas, se teadra 20 X 9 leguas marinas
— 1000 kilémetros, 6 18 leguas marinas = 4100 kilometros.

(¥) Estas dos ultimas equivalenciss pueden dedacirse de la k6 kilog.=—=
100 libras; pues si maltiplicamos por 100 los dos miembros de ésta, ten-
dremos 4600 kilog. = 10000 libras, 6 bien 46 quinf. mét. = 100 idem
antiguos. Maltiplicando ahora por 20 los dos miembros de esta tultima,
sera 920 quint. mét. = 2000 id. antigaos, 6 bien, como la tonelada nueva
de peso tiene 10 quint. mét. y la antigua 20 quintales antiguos, sera 92
tonel. mef. = 100 tonel. antiguas.
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Unmidades de volumen.

Error del resultado.

46 pies cub. . % por 100, poco menos.
12 varas cih. 3 por 100, poco mis.

' i :
101 varas cib. Menor que - del mismo..

1 metro cithico
7 melros cibicos

59 metros eubicos

1 T

3 lon. de arq. nuev. 2 d, ant.. . $ por 100, poco menos.
41 ton. de arg. nuev. 27 ud. ant.. . Menor que Wfﬁdel Mismeo..

34. (Cuando para reducir un niimero antiguo 4 moderno, ¢ al
contrario, nos valemos de una equivalencia aproximada, se puede
en seguida corregir el resultado y obtenerlo exaclo.

Por ejemplo, si queremos reducir 365 varas & metros por medio
de la equivalencia 5™ = 6°, formaremos la proporeion

6:5::385: 2= 3208333 melros.

Observemos ahora que, valiendo 6 varas més que 5 melros, el

resullado obtenido tiene un error por defecto de i% por 100, &

mejor (Comp.%, 32) de 5; del mismo. Anadiendo, pues, al resultado
i

obtenido = del mismo, 0 sea 0'992, resultara exaclamente

321’8235 melros.

Para no tener necesidad de estas correcciones, nos valdremos,
en la reduccion de un niimero antiguo & moderno, y al contrario,
de aquellas equivalencias (que dejamos indicadas en el cuadro an-
terior) que dan los resultados con menor error, las cuales son las
siguientes:

Medidas de longitud. . . ., . . . 51 = 6l°.

Medidas de capacidad para dridos. 37! = 8 celemines.
Medidas de capacidad paraliquidos,
exceplo el aceite. . . . . . . i 60F 119 ouartitios,

Medidasde capacidad para el aceite 100¢ = 199 tibras,
Unidades de peso.. . . . . . .. 4659 = 100 tibras.

Unidades de superficie. . . . . . 100™" = 1288 piescuadrados.
59™m° — 101 varas cubicas.

Unidades de volumen.. . . . . { B ivinad s DT 10 anliias.

La ultima equivalencia da un resultado algo menos errdéneo
que la penultima; y si bien pudiéramos servirnos de ella en la
reduceion de unas medidas eibicas 4 otras, aun cuando las unida-
des de volumen no fueran toneladas de arqueo, no lo haremos por
causa del valor fraccionario del codo de ribera en pies 6 pulgadas.
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Sélo uisaremos, pues, de la ultima equivalencia, cuando se trate

de toneladas de arqueo.
Ejemplos (¥). Reducir 385 varas a melros.

61 : 51 : : 585 : 2 = 321’88 metros.
Reducir 235 kilometros a lequas.

x log. — 935 A
1 = 1000™
5% | = 61°
{ = 5°
20000 = 1"

Haciendo las reducciones y despejando la z, resulta
x = 42’16 lequas.
(Cuantas canlaras hacen 728 litros?

z cant. — 798¢
60 — 119 cuaritillos,
52 = l cant.

Resulta z = 45’12 cdntaras.
Reducir 358 hectdlitros a faneqas.

z faneg. — 558 &

| —= 100"
27 = g celem,
19 e 1 faneq.

Resulta x = 1005’4 fanegas.

JCuantos litros de aceite hacen 17 arrobas y 15 Libras?
Reducido este nimero a libras, es 440 libras de aceite.
199 : 100 : : 440 : x = 221’1 litros de aceite.
(79 kilogramos cuantas lebras hacen?
46 : 100::: 79 : & = 17177 libras.

(*) Advertimos que si las unidades & que se refieren el nimero dado
y el pedido no son las mismas que las de la equivalencia respectiva, de
(que nos serviremos, la resolucion del problema casi siempre sera por la

regla conjunta.
4%
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1126 hectdreas d cudnlas fanegas superficiales equivalen?

g faneg. — 126 ™°

1 = 10000™
100 — 12887
144 £ 1 esladal cuadrado.
576 % 1 faneg.

Despejando la z, resulta z = 195’66 faneg. superf. de Castilla.

(Cudntos pies cubicos hacen 23 melros ciibicos?

59" — 101 %

| 97r

PR T

x = 1155’5 pies cubicos.

¢A cudntas toneladas de arqueo antiquas equivalen 250 toneladas de
arqueo modernas?

41 : 27 : : 250 : @ = 164765 toneladas de arqueo antiguas.
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CORRESPONDENCIA

ENTRE LAS MEDIDAS Y PESAS DE LAS DIFERENTES PROVINCIAS DE ESPANA Y
LAS METRICAS, SEGUN LA COMISION DE PESAS Y MEDIDAS.

—

CASTILLA.

La vara tiene 0'835905 metros; el metro 1'196308 varas, 6 1 vara, 7 pul -
gadas y 0'805 lineas: la libra 0'460093 kilogramos; el kilogramo 2'173474
libras, 6 2 libras, 2 onzas y 12'409 adarmes: la cdntara o6 arroba de vino
16'133 litros: el litro de vino 1'983512 cuartillos, 6 1 cuartillo y 3'934 co-
pas: la arroba de aceite 12'563 litros; el litro de aceite 1'989971 libras, 6 1
libra y 3'960 panillas: la fanega de dridos 55'501 litros: el litro de grano
0'864849 cuartillos, 6 3'459 ochavillos: la fanega superficial 64'395617 areas:
la area 143'115329 varas cuadradas.

ALAVA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la edntara tiene 16'365
litros; el litro de liquido 1 cuartillo y 3'822 copas: la media fanega de drs-
dos 27'81 litros; el litro de grano 0'863 cuartillos: la fanega de tierra de
660 estados de 49 pies cuadrados 25'107956 areas; la drea 26 estados ¥
14038 pies cuadrados.

ALBACETE.

La vara tiene 0'837 metros; el metro 1 vara, 7. pulgadas y 0'129 lineas:
la libra 0'458 kilogramos; el kilogramo 2 libras, 2 onzas y 14'952 adarmes:
la media arroba para liquidos 6'365 litros; el litro de liquido 21514 cuarti-
llos: la media fanega de dridos 28'325 litros: el litro de grano 0'847 cuar-
tillos: la fanega de tierra de 10000 varas cuadradas 70'0569 areas; la drea
142 varas cuadradas y 6'670 pies cuadrados.

ALICANTE.

La vara tiene 0'912 metros; el melro 1 vara, 8 pulgadas y 5'684 lineas:
la libra 0'533 kilogramos; el kilogramo 1 libra, 14 onzas y 0'300 adarmes:
la medida de libra para aceite 0'60 litros; el litro de aceite 1 libra y 2'667
cuarterones: el edntaro 11'55 litros; el litro de vino 1'385 michetas: la bar-
chilla de grano 20'775 litros; el litro de grano 0'770 cuartillas: el jornal de
tierra de 5776 varas cuadradas 48'041533 areas; la drea 120 varas cuadra-
das y 2'64 pies cuadrados.

ALMERIA.

La vara tiene 0'833 metros; el metro 1 vara, 7 pulgadas y 2'607 lineas:
la libra es la de Castilla: la media arroba para liquidos tiene 8'18 litros: el
litro de liquido 2'200 cuartillos: la media fanega para dridos 21'631 litros:
el litro de grano 0'872 cuartillos: la tahulla de 1600 varas castellanas cua-
dradas para las tierras de riego 11'182336 ireas: la fanega para las tierras
de secano es la de Castilla.

AVILA.

La vara es la de Castilla: lag libra también: la media cdntara tiene 796
litros; el litro de liquido 2'010 cuartillos: la media fanega para dridos 28120
litros; el litro de grano 0'851 cuartillos: la fanega de tierra de 5625 varas
cuadradas 39'303066 areas: la fanega de puiio de 6000 varas cuadradas

¥
bY
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41924230 4dreas: la aranzada de vina de 64{1{}' varas cuadradas 44'719179
areas: la huebra de 8200 varas cuadradas 22'359589y areas: lu peonada de
prado de 5600 varas cuadradas 39'129281 areas.

BADAJOZ.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media arroba para ac eile
tiene 6'21 litros: el litro de aceite 4'831 cuartillos: la media arroba para
los demds liquidos 8'21 litros; el litro de liquido 2'314 cuartillos: la me dia
fanega para dridos 27'92 litros; el litro de grano 0'860 cuartillos: la fanega

superficial es la de Castilla.
BALEARES,

La media cana tiene 0'782 metros: el metro 5'115 palmos: la libra 0'407
kilogramos; el kilogramo 2 libras y 5'484 onzas: la mensura para aceile
16'221 litros; el litro de aceite 2 libras y 2'055 onzas: la cuarta para vino
1'026 litros: el litro de vino 0'975 cuartas: la libra para aguardiente 0'41
litros; el litro de aguardiente 2'438 libras: la media cuartera para dridos
35'17 litros; el litro de grano 0'512 almudes: el desire mallorquin lineal
4'214 metros lineales; el destre mallorquin superficial 177578 melros cua -
drados: la cuarterada 71'031184 areas; la area 5 destres superficiales, 16
varas de Burgos cuadradas y 0'402 pies idem.

BARCELONA.

La cana tiene 1'555 metros: el metro 5145 palmos: la libra 0'400 kilo -
gramos; el kilogramo 2 libras v 6 onzas: la libra medicinal 0'300 kilogra -
mos; el kilogramo 3 libras v 4 onzas medicinales: el barrilon de liquido
80'35 litros; el litro de liquido 1'054 mitadellas: el cuartdn de aceite 4'15
litros; el litro de aceite 3'886 cuartas: la media cuartera para aridos 34'759
litros: el litro de grano 0'173 cuarlanes: la muwada superficial de 2025 canas
supﬁ'ﬁ:gaies 48'985006 areas; la drea 41 canas cuadradas y 22'788 palmos
cuadrados,

BURGOS.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media cdntara tiene 7'05
litros: el litro 2270 cuartillos: la media fanega para dridos 271'17 litros; el
litro de grano 0'833 cuarlillos: la fanega de tierra es la de Castilla.

CACERES.

La vara es la de Castilla: la libra tiene 0'456 kilogramos; el kilogram
2 libras, 3 onzas v 1'404 adarmes; el medio cuarto para vino 1'73 litros; el
litro de vino 2'601 cuartillos: el medio cuarto para aceite 1'60 litros; el litro
de aceile 2'187 panillas: la media fanega para dridos 26'88 litros; el litro de
grano 0'893 cuartillos: la fanega de tierra es la de Castilla.

CADIZ.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media arroba para vino
tiene 7'922 litros: el litro de vine 2'020 cuartillos: la media arroba para acet-
te 6'26 litros: el litro de aceite 1 libra y 3'937 panillas: la media fanega para
dridos 27212 litros; el litro de grano 0'880 cuartillos: la fanega superficial
es la de Caslilla.

CANARIAS.

La vara tiene 0'842 metros; el metro 1 vara, 6 pulgadas y 9'064 lineas:
la libra es la de Castilla: la arroba de liquido de Santa Cruz de Tenerife
tiene 5'08 litros: el litro de liquido 0'984 cuartillos: la arroba de liquido
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de la ciudad de las Palmas 5'34 litros; el litro de liqguido 0'936 cuartillos;
el cuartillo de liquido de Guia 0'995 litros; el litro de liquido 1'005 cuar-
tillos; el cuartillo del Arrecife de Lanzarole 2'46 litros; el litro de liguido
0'407 cuartillos: la media fanega de dridos de Sania Cruz de Tenerije 31'33
litros; el litro de grano 0'766 cuarlillos: el medio almud de la ciudad de las
Palmas 2'75 litros; el litro de grano 0'182 almudes: el medio almud de
Guia 2'84 litros; el litro de grano 0'176 almudes: la fanega superficial de

7511 1 varas castellanas cuadradas 52'482925 areas; la drea 30'486 brazas.

CASTELLON.

La vara tiene 0'906 metros; el metro 1 vara, 3 pulgadas y 11'762 lineas,
¢ bien 1 vara y 1'660 cuartas: la libra 0'358 kilogramos; el kilogramo 2
libras, 9 onzas, 2 cuartas y 0'313 adarmes: el cantaro para los liquidos
excepto el aceite, 11'27 litros; el litro de liguido 1'420 cuartillos: la arroba
para aceite 12'14 litros; el litro de aceite 2 libras y 2'044 cuartas; la bar-
chilla 16'60 litros; el litro de grano 0'241 celemines: la fanegada superficial
de 200 brazas reales 8'310964 areas; la drea 24'065 brazas rezles.

CIUDAD-REAL.

La vara tiene 0'839 metros; el meiro 1 vara, 6 pulgadas y 10'899 lineas:
la libra es la de Castilla: la media arroba para liguidos, exceplo el aceite,
tiene 8 litros; el litro de liquido 2 cuartillos: la media arroba para aceite
6'22 litros; el litro de aceite 0'08 arrobas; la media fanega para dridos
27'29 litros; el litro de grano 0'879 cuartillos: la fanega superficial es la de

Castilla.
' CORDOBA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la arroba para liquidos
 tiene 16'31 litros; el litro de liguido 1'962 cuartillos: la media fanega para
aridos 27'60 litros; el litro de grano 0'870 cuartillos: la fanega superficial
de 8760 5 varas cuadradas 61'212287 éareas: la aranzada de 5256 § varas
cuadradas 36'727372 areas.

CORUNA.

La vara tiene 0'843 metros; el melro 1 vara, 6 pulgadas y 8'456 lineas:
la libra 0'575 kilogramos; el kilogramo 1 libra y 14'183 onzas: el ferrado
de trigo 16'15 litros; el litro de trigo 1'486 cuartillos: el ferrado de maiz
20'87 litros; el litro de maiz 1'15 cuartillos: la cantara de vino 15'58 litros;
el litro de vino 2'182 cuarlillos: la cantara de aguardiente 16'43 litros; el
litro de aguardiente 2'069 cuartillos: la arroba de aceite 12'43 lilros; el
litro de aceite 2'011 cuartillos: el ferrado superficiul de 900 varas cuadra-
das 6'395341 areas: el ferrado superficial de 625 varas cuadradas 4'441556
areas; la area 140 varas cuadradas y 6'448 pies cuadrados.

CUENCA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media arroba para ligui-
dos tiene 7'88 litros; el litro 2'030 cuartillos; la media fanega para dridos
27'10 litros; el litro de grano 0'886 cuartillos: la fanega superficial es la

de Castilla.
GERONA.

La cana tiene 1'559 metros; el mefro 5 palmos y 0'526 cuartos: la libra
0'400 kilogramos; el kilogramo 2 libras y 6 onzas; el mallal para vine
15'48 litros: el litro de vino 1'034 porrones: el cuartan para dridos 18'08
litros; el litro de grano 0'332 mesurones: la vesana de tierra de 900 canas
Eﬂﬂﬁfﬂgﬂﬁ 21'874320 areas; la drea 41 canas cuadradas y 9'224 palmos
cuadrados.
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GRANADA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media arroba para liqui-
dos tiene 8'21 litros; el litro de liquido 2'314 cuartillos: la media fanega
para dridos 27'30 litros; el litro de grano 0'878 cuartillos: la fanega super-

ficial es la de Castilla.
GUADALAJARA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media arroba para liqui-
dos tiene 8'21 litros; el litro de liquido 2'314 cuartillos: la media arroba
para aceite 6'35 litros; el litro de aceite 1 libra v 3'874 panillas: la media
fanega para dridos 27'40 litros; el litro de grano 0'876 cuartillos: la fanega

superficial Jde 4444 § varas cuadradas 31'054985 dreas.

GUIPUZCOA.

La vara tiene 0'837 metros; el metro 1 vara, 7 pulgadas y 0'129 lineas:
la libra de 17 onzas 0'492 kilogramos; el kilogramo 2 libras y 0'553 onzas:
la media azumbre 1'26 litros; el litro de liguido 1'587 cuartillos: la media
fanega para dridos 27'65 litros; el litro de grano 1'157 chillas: la fanega
superficial de 4900 varas cuadradas 34'327881 areas; la drea 142 varas
cuadradas y 6'670 pies cuadrados.

HUELVA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media arroba para
liquidos tiene 7'89 litros; el litro de liquido 1'014 jarros: la media fanega
para dridos 27'531 litros; el litro de grano 0'872 cuartillos: la fanega super-
ficial de 5280 varas cuadradas 36'893323 areas.

HUESCA.

La vara tiene 0'772 metros; el metro 1 vara y 0'886 tercias: la libra
0'351 kilogramos; el kilogramo 2 libras, 10 onzas y 3'009 arienzos: el
cantaro 9'98 litros; el litro 0'802 jarros: la medida de libra para el menu-
deo de aguardiente 0'36 litros; el litro de aguardiente 2'778 libras: la
medida de libra para el aceite 0'37 litros; el litro de aceite 2'703 libras: la
fanega para dridos 22'46 litros; el litro de grano 0'534 almudes: la fanega
superficial de 1200 varas cuadradas 7'151808 areas; la drea 1 almud, 67
varas cuadradas y 8'108 tercias cuadradas,

JAEN.

La vara tiene 0'839 metros; el metro 1 vara, 6 pulgadas vy 10'899 lineas:
ta libra es la de Castilla: la medida de media arroba para vino tiene 8'02
litros; el litro 1'995 cuartillos; la medida de media arroba para aceite 7'12
litros; el litro de aceite 1'836 libras: la media fanega para aridos 27'37
litros; el litro de grano 0'877 cuartillos: la fanega superficial de 8363 varas
castellanas cuadradas 62'627812 areas.

LEON.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media cdntara tiene 7'92
litros; el litro 2'020 cuartillos: la emina para dridos 18'11 litros; el litro

de grano 0'883 cuartillos: la emina superficial de 1344 § varas cuadradas

para las tierras de secano 9'394133 areas; la emina superficial de 900
varascuadradas para las tierras de regadio 6'262238 areas.

LERIDA.

La media cana tiene 0'978 metros; el metro 5'141 palmos: la libra 0'401
kilogramos; el kilogramo 2 libras, § onzas, 3 cuartas y 2'808 arxens: la
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«edntara de vino 11'38 litros; el litro 1'054 porrones: la medida de tres cuar-
tanes para dridos 18'34 litros; el litro de grano 1'309 picotines: el jornal
superficial de 1800 canas cuadradas 43'580448 areas; la area 41 canas cua-
dradas y 19'387 palmos cuadrados.

LOGRONO.

La vara tiene 0'837 metros; el metro 1 vara, 7 pulgadas y 0'129 lineas:
da libra es la de Castilla: la cdntara tiene 16'04 litros; el litro de vine
1'995 cuartillos: la media fanega para dridos 27'47 litros; el litro de grano
0'874 cuartillos: la fanega superficial de 2722 varas castellanas cuadradas
19'019626 areas; la drea 142 varas cuadradas y 6'670 pies cunadrados.

LUGO.

La vara tiene 0'855 metros; el metro 1 vara y 6'105 pulgadas: la libra
40'573 kilogramos; el kilogramo 1 libra y 2'981 cuarterones: el cuariillo
ara liquidos 0'47 litros; el litro 2'128 cuartillos: el ferrado para dridos
€3'13 litros; el litro de grano 0'076 ferrados; el ferrado superficial de 628
wvaras castellanas cuadradas 4'367107 areas.

MADRID.

La vara tiene 0'843 metros; el metro 1 vara, 6 pulgadas y 8'456 lineas:
da libra es la de Castilla: la media arroba para liquidos tiene 8'15 litros;
el litro de liguido 1'963 cuartillos: la media fanega para dridos 27'67 lilros;
¢l litro de grano 0'867 cuartillos: la fanega superficial de 4900 varas cas-
tellanas cuadradas 34'238121 areas: la fanega superficial de 4900 varas
madrilefias cuadradas 34'821801 areas; la drea 140 varas cuadradas y 6'443

Jpies cuadrados.
MALAGA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media arroba para ligui-
-dos tiene 8'33 litros; el litro de liguido 1'921 cuartillos: la media fanega
para aridos 26'97 litros; el litro de grano 0'890 cuartillos; la fanega superfi-
«cial de 8640 varas cuadradas 60'370891 areas.

MURCIA.

La vara es la de Castilia: la libra también: la media arroba de vino
tiene 780 litros; el litro de vino 2'051 cuartillos: la media fanega para dri-
dos 27'64 litros: el litro de grano 0'868 cuartillos: la fanega superficial de
9600 varas cuadradas 67'078768 areas. '

ORENSE.

La vara es la de Castilla: la libra tliene 0'574 kilogramos; el kilogramo
1 libra y 14'843 onzas: la cdntara 15'96 litros; el litro de liguido 2'256
cuartillos: el ferrado para medir grano 13'88 litros; el litro de grano 1'729
copelos: el ferrado colmado para medir maiz 18'79 litros; el litro de maiz
1'277 copelos: el ferrado superficial de 900 varas cuadradas 6'233635 ireas.
da cavadura de 625 varas cuadradas 4'367107 areas.

OVIEDO.

La vara es la de Castilla: la libra también: la cdntara liene 18'41
Aitvos; el litro 1'738 cuartillos: la media fanega asturiana para dridos 37'07
ditros; el litro de grano 1'726 cuartillos: el dia de bueyes 6 sean 1800 varas
«wuadradas 12'577269 areas.

PALENCIA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media edntara tiene 7'88
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litros; el litro 2'030 cuartillos; la media arroba jmra aceite 6'12 litros; el
litre de aceite 2'042 libras: la media fanega para dridos es la de Castilla: le

obrada de tierra de 7704 ! varas cuadradas tiene 53'831876 areas.

PAMPLONA.

La vara tiene 078D metros; el metro 1 vara, 9 pulgadas y 10'318 lineas:
la libra 0'372 kilogramos; el kilogramo 2 libras, 8 onzas y 2'064 ochavas:
el cantaro 11'77 litros; el litro de vino 1 pinta v 1'438 cuartillos: la libra
para medir aceile 0'41 litros; el litro de aceite 2 libras y 1'756 cuartero-
nes: el robo para dridos 28'13 litros; el litro de grano 0'569 almudes: la
robada super ficial de 1458 varas cuadradas 8'984560 areas; la drea 162 varas
cuadradas y 2'506 pies cuadrados,

PONTEVEDRA.

La vara es la de Castilla: la libra tiene 0'579 kilogramos, el kilograme -
1 libra, 14 onzas y 8'677adarmes; el medio canado para liguidos 16'35 litros;
el litro 2'080 cuartillos: el ferrado para medir trigo 15'68 litros; el litro
de trigo 0'770 concas: el ferrado para medir maiz 20'86 litros; el litro de
maiz 0'075 concas: el ferrado de sembradura de 900 wvaras cuadradas
6'288635 areas. -
SALAMANCA.

La vara es la de Castilla: la libra también: el medio cantaro tiene 799
litros; el litro de liguido 2'003 cuartillos: la media fanega para dridos 27'29
litros; el litro de grano 0'879 cuartillos; la fanega de tierra es la de
Castilla. | ”

SANTANDER.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media cdntara tiene 790
litros; el litro de liguido 2'025 cuartillos: la media fanega para dridos
27'42 litros; el litro de grano 0'870 cuartillos: la fanega superficial es la de

Castilla.
SEGOVIA.

La vara tiene 0'837 metros; el metro 1 vara, 7 pulgadas vy 0'129 lineas:.
la libra es la de Castilla: la media arroba para liguidos tiene 8 litros; el litro
de liguido 2 cuartillos; la media fanega para dridos 27'30 litros; el litro
de grano 0'879 cuartillos: la obrada de tierra 39'407006 areas; la drea 142
varas cuadradas y 6'670 ples cuadrados.

SEVILLA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la arroba para liquidos tiene
15'66 litros; el litro 2'043 cuartillos: la media fanega para drides 27'35
litros; el litro de grano 0‘878 cuartillos: la fanega superficial de 85'07 12
varas cuadradas 59'447248 areas; la aranzada de 6806 ; varas cuadradas

47557799 areas.
SORIA.

La vara es la de Castilla: la libra también: la media cdntara tiene 7'90-
litros; el litro de liguido 2'025 cuartillos: la media fanega para dridos 27'57F
litros; el litro de grano 0'871 cuartillos: la fanega superficial de 3200 varas

cuadradas 22'359589 areas.
TARRAGONA.

La media cana tiene 0780 metros; el metro 5'128 palmos: la libra 0'400:
kilogramos; el kilogramo 2 libras y 6 onzas; la armina para vino 34'66-
litros: el litro de vino 0'923 porrones, la sinquena para aceite 20'65 litros;
el litro de aceite 0'242 cuartales: la media cuartera para dridos 35'4(¢
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litros; el litro de grano 0'169 cortanes: la cana superficial de rey de 2500
-canas cuadradas 60'34 areas; la drea 41 canas cuadradas y 5‘843 palmos
cuadrados.

TERUEL.

La vara tiene 0'768 metros; el metro 1'302 varas: la libra 0'367 kilo-
ramos; el kilogramo 2'729 libras: el medio cdntaro 10'95 litros: el litro da
quido 0'091 cantaros: la media fanega para dridos 21'40 litros; el litro de

gmnn 0'023 fanegas: la fanega de tierra de 1600 varas castellanas cuadradas
1'179795 areas.
TOLEDO.

La vara tiene 0'837 metros; el metro 1 vara, 7 pulzadas y 0'129 lineas:
la libra es la de Castilla: la@ media cdntara tiene 8'12 litros: el litro de
Yiquido 1'970 cuartillos: la media arroba para medir aceite 6'25 litros: el
litro de aceite 2 libras: la media fanega para dridos es la de Castilla: la
fanega superficial de 5377 % varas castellanas cuadradas 37'576532 areas;
da fanega superficial de 6722 ; varas castellanas cuadradas 46'970665

areas.
VALENCIA.

La vara tiene 0'906 mefros: el metro 1 vara, 3 pulgadas y 8'821 lineas,
0 bien 1 vara y 1'660 cuartas: la libra 0'355 kilogramos; el kilogramo 2
libras, 9 onzas y 3'211 cuartas: el cdntaro de vino 10'77 litros; el litro de
vino 1'486 cuartillos: la arroba de aceite 11'93 litros; el litro de aceite 0'333
azumbres: la barchilla para dridos 16'75 litros: el litro de grane 0'955
cuartillos: la fanega superficial de 1012 % varas cuadradas 8'310954 Areas;
la drea 24'065 brazas reales. ,

: VALLADOLID,

La vara es la de Castilla: la libra también: la media cdntara tiene 7'82
litros; el litro 2'046 cuartillos: la media fanega para dridos 27'39 litros:
el litro de grano 0'876 cuartillos: la obrada superficial de 6666 } varas cua—
dradas 46'582478 areas.

VIZCAYA.

La vara es 1a de Castilla: la libra tiene 0'488 kilogramos; el kilogramo
2 libras y 13'377 adarmes: la media azumbre 1'11 litros; el litro 1'802
cuartillos: la media arroba de aceite 6'"74 litros; el litro de aceite 1 libra, 3
cuarterones y 0'837 ochavas: la media fanega para dridos 28'46 litros; el
litro de grano 0'211 celemines: la peonada superficial de 544 & varas cuadra~
. das 3'804236 areas.
ZAMORA.

_ La vara es la de Castilla: la libra también: el medio edntaro tiene 7'98
litros; el litro 2'005 cuartillos: la media fanega para dridos 27'64 litros: el

litro de grano 0'868 cuartillos; la fanega superficial de 4800 varas cuadradas
33'939384 areas. daes
LZARAGOZA.

La vara tiene 0'772 metros; el metro 1 vara, 10 pulgadas y 7585 lineas:
la libra 0'350 kilogramos; el kilogramo 2 libras, 10 onzas, 1 cuarto v 0'571
adarmes: el cantaro de vino 9'91 litros; el litro 1'615 cuartillos: la arrobas
para medir aceite 13'93 litros; el litro de aceite 2'584 libras: le arroba pare
medir aguardiente 13'33 litros; el litro de aguardiente 2'701 libras: la fane-
ga para artdos 22'42 litros; el Litro de grano 0'335 almudes: el cuartal su -
perficial de 400 varas aragonesas cuadralas 2'333936 areas; la drea 1 almud
y 67'790 varas cuadradas.
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MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS DE INGLATERRA.

Medidas de longitud.

La milla (mile) tiene 1760 yardas (yards), el furlong 220 yardas, el pole-
6 1a perch 5 } yardas, la braza (fathom) 2 yardas, la yarda (yard) 0'9144
metros, el pie (foot) 1 de yarda, la pulgada (inch 6 thumb) 7% de pie.
Medidas de capacidad.

El chaldron tiene 12 sacos (sacks), el quarter 8 bushels, el saco 3 bus-
hels, el bushel 8 gallons, el peck 2 gallons, el galon (gallon) 4'5435 litros..
el cuarto de galon (quart) y el octavo de galén (pint).

Pesas troy para las materias preciosas.

La libra (livre) tiene 12 onzas (ounces), la onza 20 pennyweights, ek
pennyweight 24 granos (grains), el grano (grain) 0'065 gramos.

Pesas avoir dupois para los usos ordinarios.

La tonelada (ton) tiene 20 quintales, el quintal 112 libras (pounds) o
50'8 kilogramos, la libra (pound) 16 onzas, la onza 16 adarmes (drams).

Medidas de superficie.

El acre tiene 4 roods, la rood 1210 yardas cnadradas (yards squares), la
vod 6 la perch square 30'25 yardas cuadradas, la yarda cuadrada 0'836 de-
metro cuadrado.

Monedas de oro.

El soberano (sovereign) 6 libra esterlina (pound sterling) tiene 20 che-
lines (schillings), que equivalen & 25 pesetas en oro, y el medio soberaneo-
{half sovereing) 10 chelines. -

Monedas de plata.

El chelin (schilling) tiene 12 peniques (pence), y 6 el medio chelin, La
gorona (crown) tiene 5 chelines.

Monedas de cobre.

El penique (penny), el doble penique, el medio penique y el cuario de
penique 6 farthing.
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PROBLEMAS DE REDUCCION DE MEDIDAS Y PESAS INGLESAS
A ESPANOLAS.

1. ;100 yardas cudntas varas hacen?
La yarda tiene 0'9144 metros; luego 100 yardas equivalen &4 91'44
metros, y como (pdg. 209) 51 metros hacen 61 varas, formaremos la

proporcion
ol : 61 ::91'44 : o,
17 : 61 : : 30'48 : x = 109'37 varas.

2.° 1100 millas inglesas cuantas lequas espaniolas hacen?

Una milla inglesa tiene 1760 yardas, y una yarda equivale 4 0'9144
meftros, y por tanto una milla inglesa equivale a 176 X 9'144 metros, y 100
millas valen 176 < 914'4 metros; como ademas 7 leguas hacen 39 kilé-
metros, formaremos la proporcion

39000 : 7:: 176 <X 914'4 : x,
0 1300 : 7:: 176 X 30'48 : @ =29 leguas préxima-
mente.
8.° ¢Cudntas fanegas de grano tienen el bushel, el saco y el quarter?
El bushel tiene 8 galones, y el galén 4'5435 litros: por consiguiente, el
bushel tiene 36'3480 litros, y como (pdg. 208) 5 hectdlitros equivalen 4
O fanegas, formaremos la proporc¢ion

500 : 9: : 36'348 : @ =0'654264 fanegas.

Como el saco tiene 3 bushels, equivale 4 1'962792 fanegas; vy como el
quarter tiene 8 bushels, resulta el quarter =5'234112 fanegas; es decir,
que aproximadamente

: 1 bushel =1 de fanega,
1 saco =2 fanegas,
1 quarter =25} fanegas.

4.° (Cudntos cuartillos de liquido tiene el galén?
El galon tiene 4'5435 litros, y como 60 litros equivalen & 119 cuartillos,

tendremos
60:119::4'M35: o,
6 20 : 119 :: 1'5145 : =9 cuartillos.

0.° ¢Cudntas libras espanolas tiene la tonelada inglesa?

La tonelada tiene 20 quintales, el quintal inglés 112 libras 6 50'8 kilo-
gramos; por consiguiente, la tonelada inglesa tiene 1016 kilogramos. Ahora,
como 46 kilogramos = 100 libras espanolas, tendremos la proporcién

: 46 : 100 : : 1016 : @,
6 23:100 : : 508 : @ == 2206 libras espafolas.

6.° 3100 acres a cuantas fanegas superficiales equivalen?

El acre = 4840 yardas cuadradas; la yarda cuadrada == 0'838 de metro
caadrado: luego el acre = 4046'24 metros cuadrados — 0'404624 de hec-
tarea; v como 9 hectareas equivalen a 14 fanegas castellanas, tendremos
9:14 ::0'404624 : @« = 63 fanegas superficiales de Castilla, poco menos.

Nota. La redunceion de monedas inglesas a4 espanolas, y al contrario,
depende del cambio, que & la par seria de 25 pesetas por libra esterlina.
Véase nuestra Aritmética practica.

FIN.
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