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ADVERTENCIA.

Es:. nueva edicion del algebra elemental apenas se
diferencia de la anterior.

Los niimeros que llevan esta sefial *, pueden omi-
tirse en las escuelas de filosofia , en las industriales,
en las de comercio, efc. ; pero no en las aulas en que

s¢ preparan los aspirantes 4 las escuelas especiales ci-
viles 6 militares.
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ALGEBRA ELEMENTAL.

LIBRO PRIMIERO,

Caleulo algéhrico.

L L S

CAPITULO 1.

Nociones preliminares.

i

La resolucion de todo problema numérice tiene dos
partes principales: la 1.* consiste en hallar las relaciones
que ligan 4 los datos y 4 las incéOgnitas, y la 2.° en. deducir
de estas relaciones los valores de las incognitas. -

Ejemplo. Dividir el nimero 52 en tres partes, tales que la
mayor esceda & la mediana en 15 , y esta 4 la menor en 9, -
Para resolver este problema por el razonamiento natural
w ordinario, hemos de observar que dicho problema tiene
tres incognitas, que son las tres partes en que se quiere divi-
vidir el nimero 52; y que, cualquiera que sea la incHgnila
que lleguemos a conocer, las otras dos se deduciran de ella
inmediatamente. Asi, si conociésemos la parte menor, la
mediana seria igual & la menor mas 9, y la mayor seria lgual
a la mediana mas 13. Si conociésemos la parte mediana, la
mayor seria igual & la mediana mas 15, y la menor seria
1gual 4 la mediana menos 9. Finalmente, si conociésemos la
parte mayor, la mediana se hallaria restando 15 de la mayor,
Y en seguida se hallaria la menor restando 9 de la mediana.
Esto supuesto, vamos & hallar primeramente la patte
menor,
La parte mediana es igual a4 la menor mas 9, la parte ma-
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yor es igual 4 la mediana mas 13, y por consiguiente la
parte mayor es igual a la menor mas 22 ; luego la suma de
las tres partes es igual &4 3 veces la menor mas 22 mas 9, 6
a 9 veces la menor mas 81. Luego la relacion entre los da-
tos y la incdgnita sera : _

o veces la parte menor mas 31 componen H2.

Para deducir de esta relacion el valor de la incégnita,
observo que 3 veces la parte menor es lo que:falta 4 31 para
componer 52, 6 lo que es igual, 3 veces la parte menor es
la diferencia entre 52 y 31, que es 21; luego la parte menor
valdra la tercera parte de 21, que es 7.

Siendo 7 la parte menor, la mediana sera 7 mas 9 6 16,
y la mayor 16 mas 15 6 29.

_Si quisiéramos hallar primeramente la parte mediana 6 la
parte mayor, se obtendria su valor por medio de un razona-
miento analogo.

Si en el problema que acabamos de resolver, variase la
magnitud de los datos, sin otra alteracion, el mismo razona-
miento anterior nos daria los valores de las incgnitas; y el
mismo razonamiento nos daria tambien los valores de las
incognitas, aun cuando el problema se enunciase de un
modo general en los términos siguientes : |

Dividir un nitmero dado en tres partes , conociendo los esce-
sos de la mayor & la mediana y de esta & la menor.

Para resolver este problema, hallaremos en primer lugar
la relacion entre los datos y cualquiera de las tres incogni-
tas, por ejemplo la parte menor. - :

. Para facilitar algo el razonamiento, llamaremos prémer
esceso al que lleva la parte mayor & la mediana, y sequundo
esceso al que lleva la mediana a la menor.

La parte mediana es igual 4 la menor mas el segundo es-
ceso, la parte mayor es igual a la mediana mas el primer
esceso, y por consiguiente la parte mayor es igual a la me-
nor mas la suma de los dos escesos; luego la suma de las
tres parles es igual @ 3 veces la menor, mas el primer esceso,
mas el duplo del segundo esceso. Luego la relacion entre los
datos y la incégnita sera :

5 veces la parte menor , mas el primer esceso, mas el duplo
del sequndo esceso componen el ntimero dado.

Para deducir de esta relacion el valor de la incognita,
observo que 3 veces la parte menor cs la diferencia entre el
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nimero dado y la suma del primer esceso y daplo del se-
gundo; luego la perte menor valdrd la tercera parte de la dife-
rencia entre el nimero dado y lo suma del primer esceso 4 duplo
del sequndo.

Conociendo la parte menor, las otras dos se hallarin fi-
cilmente.

Vemos que, si un problema esla propuesto en términos
generales, el valor de la incégnita nos da una regla para re-
solver con facilidad todo problema particular comprendido
¢n el general de que se trata. |

Resolvamos por medio de la regla, que acabamos de ha-
llar, el problema particular anterior.

En primer lugar, la suma de primer esceso y del duplo
del segundo serd 13--2x9=>51: restando esta suma del nii-
mero dado 52, quedan 21; y tomando la tercera parte de
esta diferencia, resultan 7 para la parte menor.

2. Notacion algébrica. Ademds de los signos -+,—, X, ete.
conocidos ya, se usan en el dlgebra ordinariamente las letras
T, Y, %, elc. para representar las incognitas, y las letras g,
b, ¢, etc. para representar los datos generales 6 indetermi-
nados, los cuales pueden ser niimeros cualesquiera enteros,
fraccionarios 6 incomensurables.

Ya hemos visto (Aritm. nim. 38) que para indicar el pro~
ducto de varias cantidades literales, no hay mas que juntar-
las sin interposicion de ningun signo. Asi, abc es el produc-
to axbxc.

Para indicar el producto de una cantidad literal por una
numérica 6 literal, se escribe el multiplicador, que en el al-
gebra se llama coeficiente, y 4 continuacion el multiplicando.
Asi, ax8=28a, axm=ma; las cantidades 8 y m son los
coeficientes en estos productos.

Puesto que axl==a, se infiere que todu cantidad tiene por
coeficiente implicilo ¢ la unidad. |

Tambien hemos visto (Aritm. nim. 43), que para indicar
una potencia de una cantidad, se escribe en la parte superior
de la derecha de la cantidad el esponente, es deeir, el name-

ro que indica las veces que la cantidad entra como factor
del producto. Asi, a*=~=axaxa, |

Sabemos (Aritm. mim. 43), que la primera potencia de
una cantidad es esta misma cantidad; luego foda cantidad tie-
ne por esponente tmplicito & la unidad.
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Sabémos tambien, que para indicar una raiz, cuyo indice

m .

sea m, de una cantidad a, se escribe \/a.

3. Se llama igualdad 6 identidad la reunion por medio
del signo==de dos espresiones siempre iguales. Asi, a-}-a
+a=3a, axaxa=a’, ' +1=2+1, (a-+b)ym=am-} bm
(Comp.t de la Aritm. ndm. 17) son igualdades 6 identida-
des; pues cualesquiera sean los valores numéricos que
pongamos en vez de estas letras, siempre sera cierto que la
cantidad que estd a la izquierda del signo =, es igual 4 la
cantidad que esta a la derecha.

- Se llama ecuacion la reunion por medio del signo = de
dos espresiones en general diferentes, y que contienen una 6
mas incbgnitas, Asi, e--ax=b, 3x*=2y--9, cuyos dos
miembros son en general diferentes, son dos ecuaciones.

Se llama primer miembro de una igualdad 6 de una ecua-

1

cion la cantidad que estd & la izquierda del signo =, y se-

qundo miembro la cantidad que estd & la derecha.

4. El razonamiento que nos ha conducido 4 la resolucion
del problema particular (mém. 1), se puede simplificar en
virtud de la notacion algébrica.

Sea x la parte menor, la mediana serd -+9, y la ma-~
yor serd x#--9-}-43. La suma de estas tres partes es
z+x-+94x1-9+ 13, 6 3x-31: luego la relacion entre
los datos y la incognita, 6 la ecuacion que liga & estas canti-

dades, sera
dx-}-31=52,
Para deducir de esta ecuacion el valor de z, resto de
ambos miembros 51, y tendré
or =902 —3a1,
6 bien on=21:
y pariiendo ahora ambos miembros por 3, resulta (Aritmés.
num. 23) % T

g

5
0. Apliquemos este mismo procedimiento al problema
general (num. 1).
Sea a el nimero dado que se trata de dividir, e el esceso
.de la parte mayor & la mediana, ¢’ el esceso de la parte me-
diana 4 la menor, y o la parte menor: la parte mediana se-
rd x-}-¢, la mayor serd x--¢'--¢. La suma de las tres partes

=
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serd T+ o€ -+x-4¢e e, 6 dx-42¢ --¢; luego laecua-
cion que liga a los datos y a la inclgnita, sera
) dx--2¢' +e=a.
Para hallar el valor de 2, resto e y 2¢' de ambos miem—
bros, y tendré

| dr =g —0—2¢"; :
partiendo ahora ambos miembros por 5, sera (Aritm. nim. 23)
_a—e—2¢
3

Esta espresion de la incégnita se llama formula, porque
traducida al lenguaje vulgar nos da una regla para resolver
todo problema particular comprendido en el general pro-
puesto. La regla actual es la siguiente: la parte menor se
halla restando del nimero dado el esceso de la parte mayor d la
mediana y el duplo del esceso de la mediana ¢ la menor , y divi-
diendo el resto por 3.

La férmula es, pues, una espresion que indica las ope-
raciones que se deben hacer con los datos para hallar el va-
lor de la incognita de todo problema particular comprendido
en el general a que corresponde dicha formula, v

Segun esto, por/medio de la formula P 12 2 po-

' o 1el
dremos resolver, sin necesidad de traducirla al lenguaje
vulgar, cualquier problema particular comprendido en el
general (nam. 1). |

Asi, para resolver el problema particular (ném. 1), ten-
demos a =952, e=13, ¢ =9; ¥ por consiguiente
52—15—2.9 21 -

5 5

6. Acabamos de ver que por medio del lenguaje simbg -
lico 6 razonamiento artificial se simplifica mucho la resolu-
cion de los problemas: este lenguaje simbélico 6 razonamien-
to artificial , aplicado & la resolucion de los problemas ma-
tematicos, se llama dlgebra. '

1. Se llama cantidad algébrica 6 literal, 6 espresion algé-
brica 6 literal una reunion cualquiera de letras ligadas por
medio de los signos de las operaciones ordinarias.

Se llama cantidad racional la cantidad que no contiene

L=

e
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ningun signo radical, é irracional 6 radical la cantidad que
contiene algun signo radical. '

Llamaremos cantidad algébrica enfera 4 la cantidad racio-
nal que no contiene ningun denominador. En el caso en que
la cantidad tenga algun denominador, se llama cantidad
fraccionaria 6 fraccion algébrica.

Una cantidad sola como a, 6 un producto como 4ah, se
Ilama monomdo.

Una cantidad que se compone de varias cantidades liga-
das por medio de los signos -+ y—, se llama polinomio.

Asi, la cantidad a* — bc | ¢* |- 4ef es un polinomio.

Términos del polinomio son las cantidades sumadas 6 res-
tadas que lo componen. Asi, el polinomio a*— bo--¢® — kef
tiene cuatro términos.

Un polinomio, tal como a*— be - ¢* |- hef, significa que
del niimero @* se reste el nlimero b, que al resto se aiada
el numero ¢*, y a la suma se le afiada el niimero Zef.

_ Se llama binomio , trinomio , etc. el polinomio que tiene
dos términos, tres términos, etc.

El grado de un término entero, 6 monomio, es el niime-
ro de sus factores literales. Asi, el monomio %a®h 6 &aab es
de tercer grado. -

Se llama polinomio homogéneo el polinomio cuyos térmi-
nos son todos del mismo grado.

El polinomio 4a*6 — 3ab® |- b* es homogéneo, pues todos
sus términos son de tercer grado.

Se llama grado de un polinomio homogéneo el grado de
cada uno de sus términos. :

El polinomio 44 — 5ab* 4-b* es de tercer grado.

8. Un namero solo sin signo, 6 precedido del signo -}-,

se llama cantidad posiliva 6 niimero positivo. Asi, 8, 4 = son

5

cantidades positivas. _
Un numero solo precedido del signo — se llama cantidad

# L L L 2 ®
negative 6 namero negative. Asi, —8, = Son cantidades

negativas.
Para dar a conocer, el origen de las cantidades negativas,
supongamos que en la espresion a—>b se den 4 las letras a v b,
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los valores respectivos 8 y 11: dicha espresion valdra 8 —11.
Mas, restar 11 de un nimero, equivale 4 restar primeramen-
te 8 y en seguida 3 ; luego 8 —11=8 —8 —5=—3, pues-
to que 8—8 es cero. .

Segun esto, siempre que haya que restar de un numero otro
mayor, el resultado es negativo; y se hallard este resultado, res-
tando el mimero menor del mayor, y anteponiendo al resto ol
Signo —.

: Asi, 8 —T===2, 1 —5=—A4.

9. Llamaremos menor de dos nimeros cualesquiera posi-
tivos 6 negativos a aquel de los dos numeros & quien falte al-
guna cantidad positiva para ser igual al otro nimero.

Segun esta definicion algébrica de la palabra menor, se=
ran ciertas las dos proposiciones siguientes:

1.* Toda cantidad negativa es menor que cero.. =

2. De dos cantidades negativas la menor es aquella cuyo va-
lor absoluto (a) es mayor. o

1.° Sea la cantidad negativa —8: afiadiéndola 8, resulta

8--8=0; es decir, que al nimero —8 le falta la cantidad
positiva 8 para valer tanto como cero ; luego —8<0.

2. Afiadamos 5 ala cantidad negativa —8, y sera la su-
ma —84-5=—3; es decir, que al nimero —8le falta la can-
tidad positiva 5 para valer tanto como —5; luego —8<—35.

CAPITULO 11,
Operaciones con los nimeros neqativos.
Anticoro.°

Adicion de los numeros negativos.

e —mr—r—

10. Se llama suma de varios numeros positivos y negati-
vos, O todos negativos, el polinomio numérico que resulta
juntando dichos nlumeros con los signos que tienen.

Segun esta definicion, 1a suma de los numeros %, 7, —3
y —B5, que puede indicarse asi: k-7 (—3)+(—9) es

(¢) Se entiende por valor absoluto de un nimero el Mismo NUMero sin
ningun signo. Asi, el valor absoluto de -~ 8 6.de — 8 es 8.
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4+4-7—3—35. Efectuando las operaciones en el érden que
estan indicadas, dicha suma es 3.

- La suma de los nimeros —6, —8y —9 serd —6—8—9
—=—23.
- Arricuro 2.°

Sustraccion de los mimeros negativos.

11. Se llama resto 6 diferencia de dos nimeros negativos,

6 uno positivo y otro negativo, otro nimero que sumado con
el sustraendo da de suma el minuendo.

Esta definicion es la misma que la del resto 6 diferencia
de dos numeros absolutos dada en la aritmética.

Para restar de. un namero positivo 6 negativo otro negati-
vo, se suma ¢l minuendo con el sustraendo mudado el signo.

En efecto, supongamos que del namero 5 se quiera restar
el nimerg —4: la diferencia indicada serd 5— (—A%). La dj-
ferencia es un nlimero: que sumado con el sustraendo da el
minuendo; luego la diferencia serd en este caso 5 --4; pues
sumando 5 - 4 con-el sustraendo — 4, resulta 5-}4—Ak=35.

Ejemplos.  1.° 14— (—6)e=n  14-+-6=20.

2.° -4 4- 0) =—14-}6=—8.

ArTicuLo 3.°

Multiplicacion de los numeros negativos.

12. La definicion general del producto de dos ntimeros
dada en la aritmética, definicion que comprende tambien 4 los
numeros negativos, es la siguiente: se llama producto de dos
numeros un tercer niumero que es respecto del multiplicando
lo que el multiplicador es respecto de la unidad.

Segun esta definicion, el producto de los valores absolutos
de los dos factores sera el valor absoluto del producto; y el
signo del producto debe ser respecto del signo del multipli-
cando lo que el signo del multiplicador es respecto del signo
de la unidad, esto es, respecto del signo —-.

Por consiguiente, si el multiplicador tiene el signo -, es
decir, igual signo que la unidad, el signo del producto debe
ser el mismo que el del multiplicando : si pues a y b son los
valores absolutos de dos nameros cualesquiera, y p el produc-

to de a por b, serd —~ax-{-b=-~p, —ax -+ b=—p.
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Si el multiplicador tieneel signo—, es decir, signo con-
trario al de la unidad, el producto tendra signo contrario al
del multiplicando: luego 4 ax —b=-—p , — ax — b=--p.

Luego el producto de dos nimeros del mismo signo es positi-
00, y el de dos numeros de diferente signo es megativo.

Para enunciar abreviadamente este resultado, se suele
decir : -}-por ~-da~-; —por+4da—; -+ por—da —; y
—por —da +.

13.  El signo de un producto de cualquier nimero de factores
no varia , aungue se mude el orden de los factores.

En efecto, es -evidente que si el nimero de factores nega-
tivos es par, el producto es positivo; y que si el numero de
factores negativos es impar, el producto es negativo. Mas,
aunque se mude el 6rden de los factores de un producto, el
numero de factores negativos novaria; luego tampoco varia el
signo del producto. _

Nora. Como (Comp.to dela Aritm., mim. 19 ) el valor ab-
soluto de cualquier numero de factores no varia mudando el
orden de los factores, podremos decir ahora que el producto
de varios factores no se altera en valor absoluto ni en signo , aun—
que se mude el drden de los factores. |

14.  Si uno cualquiera de los factorzs de un producto muda
de saigﬂﬂ , el producto muda de signo.

n efecto , si el namero de factores negativos de un pro-
ducto es par, en cuyo caso el produclo es positivo, despues de
mudar el signo a uno de los faclores, positivo 6 negativo, el
numero de factores negalivos sera impar, y por tanto el pro-
ducto sera negativo. Siel nimero de factores negativos de un
pruq_uﬂl;_o es impar, en cuyo caso el producto es negativo, des-
pues de mudar el signo & uno cualquiera de los factores, €l
numero de factores negativos sera par, y por tanto el pro-
ducto sera positivo. - " -

Cororanrio.  Si dos factores cualesquiera de un producto mu-
dan de signo, el producto no muda de signo.

ArticuLo 4.°
Division de los nuneros negativos.

15.  Se llama cociente de dos nimeros negativos, 6 uno po-
sifivo y otro negativo, un tercer numero que multiplado por
¢l divisor da de producto el dividendo.
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. Esla definicion es la misma que la del cociente de dos nu-
meros absolutos, dada en la aritmética.

‘Segun esta definicion, si llamamos ¢ al eociente de los dos
numeros absolutos a y b, tendremos

o et Ry, -+ a S 0,
1} §Lre l__b |

Luego el cociente de dos mimeros del mismo signo es positivo,
y el de dos nimeros de diferente signo es negativo ; 6 usando un
lenguaje abreviado : - partido por -}- da -}- ; — partido por-|-
da—; - partido por —da—; y — partido por — da-}-.

C.

ArTticuLo 5.° -
Ventajas de la admision de las cantidades negativas.

A b i 5 | § [ i ! &
M’ A M !

* 16. Supongamos que sobre un linea indefinidad AB te-
nemos dos puntos 4 y B, 4 cuya distancia AB llamo a, y que
un movil ocupe sucesivamente las tres posiciones M, M’', M";
sea b la distancia del mé6vil al punto B; y supongamos que,
conocidas a y b, se quiera hallar la distancia del mévil al pun-
to A, & la cual llamo 2.

Cuando el mévil se halla en M, es evidente que z=a -}~ .

Cuando el movil se halla en M’, sera a=a—-b.

Cuando el mdvil se halla en M”, serd x=b—a.

Vemos que para hallar la distancia del mévil al punto A
en las tres posiciones M, M', M”, se necesilan tres ecuacignes
diferentes. -

Mas, si convenimos en considerar como positivas las dis-
tancias contadas cn el sentido ABM, y como negativas las dis-
tancias contadas en el sentido opuesto BAM”, la primera ecua-
cion servird para los tres casos.

En efecto, segun este convenio, cuando el moévil se halla
en M', serd x=AM', b=—BM ; sustituyendo estos valores
en la primera ecunacion, resulta

AM —=AB -+ —BM’,
y como (ndm. 10) AB-- — BM'=AB—BM', sera AM' = AB
— BM’, igualdad evidente, la misma que hubiera resultado
de la ecuacion del segundo caso x=a—10,

F
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~ Cuando el mévil se halla en M”, serd, segun dicho econ-
venio, v=—AM", b==—~BM": sustituyendo estos valores
en la primera ecuacion, tendremos -

. —AM’'=AB +4—BM"=—AB— BM", |
y como (ntém. 8) AB— BM"=—(BM"— AB), resulta
, — AM"—=—(BM"— AB), 6 AM"—=BM"— AB,
la misma igualdad que resultaria de la ecuacion =b—a
del tercer caso.

Vemos, pues, que conviniendo en considerar como pre-
cedidas del signo —, 6 como negativas, & las cantidades
opuestas 4 las positivas, conseguimos la ventaja de que la
ecuacion hallada para el primer caso convenga tambien & los
otros dos.’

Nota. Segun lo que acabamos de ver en este problema, y
lo que veremos en adelante, Ja introduccion de las cantidades
negativas en el célculo tiene por objeto el generalizar las
ecuaciones.

Anrticuro 6.°

Valores numéricos de-las cantidades literales.

EF T =mem

17. En adelante una letra, tal como a, puede representar
un niimero cualquiera positivo 6 negativo.

Se llama valor numérico de una espresion algébrica el
ntmero que resulta reemplazando sus letras por niimeros
particulares, y efectuando las operaciones indicadas.

Asi, el valor numérico del monomio 4ab®, cuando a =3
y b=2, es &x3x2'=90.

El valor del mismo monomio cuando a==3 y b—=—2, serd,
b3 x{—2)’=4x3x— 2x— 2 x—2=—90. |

El valor numérico del polinomio 4a*6 -—3ab*-- 2b° — 4&a®
— Babe, cuando a=1, b=—2, ¢=3, cs
hxB2x—2 —3 x 1 x(—2)2 4 2x(—2)* — &x1*— 5x1x—2x3
=8 —12—16— 4 | 30=-10.

El valor numérico del polinomio #°*—3x*-52—0, caan-
do 2=2, es V-3 xPL5x2—6—=8 —12-}10—6=0.

18 El valor numérico de un polinomio no varia, cualquiera
que sea el drden en que se coloquen sus términos, con lal que es-
l0s conserven sus signos. .

Pues todo término aditivo, 6-que tiene ¢l signo +-, contri-
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buye, eualquiera que sea el lugar que ocupe en el polino-
mio, & que el resultado final salga aumentado en su valor ab-
soluto; y todo término sustractivo, 6 que tiene el signo —,
contribuye cualquiera que sea el lugar que ocupe en el poli-
nomio, a que el resultado salga disminuido en su valor abso-
luto: por consiguiente el polinomio no se alterard, aunque
varie el orden de colocacion de sus términos, con tal que
eslos conserven sus signos. '

19. Se llaman términos semejantes los términos de un po-
linomio que tienen la misma parte literal, -

Asi, en el polinomio 6ab*-- 8a*b -- Sab*— Ba’— 6ba* son
semejantes los términos 6ab® y Sab*, pues ambos tienen la
misma parte literal ab*. Tambien son semejantes en este poli-
nomio los términos 8a*h y 6ba*, pues 62by ba® son cantidades
iguales (Aritm. nim. 40y Comp.* de la Aritm. nim. 19).

Reducir & un solo término varios términos de un polinomio
semejantes entre si.

Sea el polinomio 6ab®>— %a®b - Bab*— 9ab.

Como el polinomio no varia, cualquiera que sea el 6rden
en que se coloquen sus términos, podremos reducir los dos
lérminos semejantes 6ab* y Sub* & uno solo; y es evidente
que 6ab*--5ab’==11ab*. Reduciremos ahora 4 un solo térmi-
no los dos términos semejantes 4a’b y 9a®h, y es tambien evi=
dente que — 4u*h— 9a*b= — 15a%, Luego el polinomio pro-
puesto equivale al polinomio 11ab*—15a%b.

Podremos, pues, enunciar abreviadamente la siguiente
regla: para reducir dos términos semejantes, que tienen el mismo
signo, & uno solo, se suman los coeficientes, y al resultado se an-
tepone el signo comun.

Sea ahora el polinomio 6ab*-- 4a*bh — 5ab*— 9a26.

Tenemos 6ab*— Sab*= ab*, -} ka*b— 9a*b=— 5a%b: luego
el polinomio propuesto equivale 4 ab*— 5a2b.

Luego tambien podemos enunciar abreviadamente esta
otra regla: para reducir dos términos semejantes, que tienen di-
ferenle signo, & uno solo, se restan los coeficientes, y al resultado
se antepone el signo del mayor.

Si en un polinomio hay mas que dos términos semejantes
entre si, se reducen los dos primeros 4 uno solo, despues se
reducen este y el tercero & uno solo, y asi sucesivamente; 6
bien, se reducen todos los términos aditivos & uno solo, todos
los sustraclivos & uno solo, y en seguida se reducen & uno solo
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los dos términos que han resultado de las dos primeras re-
ducciones. 100

Ejemplo.  Bab* —8ab* |- 6ab* -{- 9ab* — 8ab®.

Diré: Sab*—8ab*——3ab?,—3ab® - 6ab*="3ab* , 3ab*--
Qabi==12ab?, 12ab*—8ab*==kab?®; 6 bien Sab*-6ab*-ab’=
90ab*, —8ab*—8ab*=—16ab?, 20ab*—16ab*==4ab*.

Cualquiera que sea el orden en que se efectuen estas re-
- ducciones, el resultado final serd siempre el mismo ; puesto
que un polinomio no varia , aunque se mude el orden de co-
locacion de sus términos, con tal que eslos conserven sus
s1gNos.

Nora. Hemos supuesto , para hallar las reglas de la re-
duccion de los términos semejantes, que los coeficientes eran
comensurables: en la multiplicacion de un polinomio por un
monomio se demostraran dichas reglas de una manera general.

CAPITULO HI.
Operaciones fuﬁdummﬁa!&s.

Articvro 1.°
Adicion de las cantidades literales enteras.

i ——

90. Se llama suma algébrica, 6 simplemente suma, de
varias cantidades literales un monomio 6 polinomio cuyo va-
lor numérico equiyalga siempre & la suma algébrica de los
valores numéricos de dichas cantidades.

Asi, la suma de las cantidades a, c--d—ey f—9 debe ser
una espresion cuyo valor numérico sea siempre la suma de
los valores numéricos de dichas cantidades.

Para sumar cantidades literales, se forma un polinomio con
todos los términos de las cantidades propuestas, conservando di-
chos términos los signos que tienen en los sumandos. '

Sean las cantidades a, ¢ +d—ey f—g¢: la suma indi-
cada de estas cantidades sera (Aritm. nim. 38) a-}-{c-+d—e)
+(f—y): digo que |

a-+(ct+d—e)+ (f—g)=a+c-Fd—ef—y.

En efecto, el trinomio a-(c—-d—e)-
escribirse (ndm. 18) asiz (c|d—e)+a-
significa lo mismo que ¢-}-d—e -a--(f—g). En este po-
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linomio puede colocarse al principio el término Gltimo (f—0),
y por tanto este polinomio equivale al polinomio |( f—g¢)
- c+4-d—e—-a, que significa lo mismo que f—qg-+tc4d
e-a, y este equivale al polinomio a + ¢--d — ¢ Ff=g.
- _Ejemplo. Hallar la suma de los polinomios 4a*h—Sah?

80°—a®, 6a® - 9a% — 5b°, ah-1-Bab®.

Disposicion de esta operacion.

e |

ha®b —Bab* - 8h* —q?
6a® -+ 9a*h— 503
a*b - Sab?

Suma...ka*b—5ab*--8b*—a’ 6’ | 9&*&—-5&“4—&&-{-5@*;
0 reduciendo términos semejantes , 14a*h-|-5b°4-5q4°,

ArticuLo 2.°
Susiraccion de las cantidades literales enteras.

21. Sc llama diferencia algébrica 6 resto algébrico, 6 simple-
mente diferencia 6 resto de dos cantidados literales , otra can-
tidad que sumada con el sustraendo da de suma el minuendo.

Para restar una cantidad literal de olra, se escribe el mi-
nuendo, y & continuacion los términos del sustraendo con los sig-
nos mudados. _

Sea el minuendo el monomio 6 polinomio M , ¥ el sus-
traendo el polinomio ¢ —b—c-}-d: digo que . |

M—(a—b~—c+d)y=M a4+ b-+c—d.

En efecto, sumando la cantidad M—g4 ~b-4-c—d con

el sustraendo ¢ —b—¢--d, la suma es (nam. 20)
M—a4-b4-¢c—d-+a—b c-d=M;
luego , segun la definicion, M —a~b-+c—d es el resto,

Ejemplo.  Restar del polinomio 14a*b — 5ab* - 8b* —¢° el

polinomio 6a®+-9a%h — 5b°.

Disposicion de esta operacion.

14a®h — Bab® - 8b3— ¢
6a® --9a% — B3

Resto . . . 14a*h—Bab® -8 — ¢ — 64° — 9a%) 1 BI?
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6 efectuando la reduccion , Ba*h— Bab?1- 15b° —Ta’.
Norsa. Acabamos de demostrar que

M—(a—=b—t+t+d)=M—a-+bic—d.

A veces conviene reemplazar el segundo miembro de esta igual-
dad por el primero (Arim. ndm. 89, nota), transformacion que
enunciaremos del modo siguiente: siempre que se ponga el sig=
no — delante de un paréntesis, se mudardn los signos d los ter=
minos que se escriban dentro; O bien, cuando se quiera mudar
los signos & varios términos de un polinomio, sin que este se
altere , se escribirdn dichos términos con los signos mudados
dentro de un parénlesis , y se antepondrd al paréntesis el sig-
N0 —.
Asi, a—b-e=t=—(b~—c¢),
a* = b*—c'4- 2bc=10a*— (b’—l—ﬁi—f %E).

ArTicuLo 3.°

Multiplicacion de las cantidades literales enteras.

e FE—

§. 1.° NocioNES PRELIMINARES.

——— T

92. Se llama producto de varias cantidades literales una
espresion cuyo valor numérico es siempre igual al producto de
los valores numérices de los factores.

El producto de dos potencias de una candidad es und polencia de
la misma cantidad cuyo esponente es la suma de los esponenies de
los factores.

Sean ¢® y a* dos potencias de la cantidad a: digo que

o’ xal=a’T'=d’.

En efecto, a® xa*==auax aa: pero esta demostrado (Comp.*
de la Aritm. nim. 20) que este producto es igual al producto
agaaa==a’; luego a’xa*=a’:

Repitamos la- demostracion, tomando esponentes indeter-
minados. . ' -

Vamos & demostrar que a™xa"==u""".

- En efecto, a"==aadg..., entrando m veces por factor la a,
"= 0000, entrando n veces por factor la a;
luego a"xa'==aaa...xdad...; y como (Comp.® de la Arit. nti-
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mero 20) aaa..xda... ==anaaq... en donde la @ ‘entra M~ n
veces por factor, sera ax a"=—gm*»,
Nora. La igualdad amxq"==gn+» sirve, como toda igual-

dad (Ar:'a‘m. num, 39, nota (a)), para reemplazar el primer

miembro por el segundo, y para reemplazar el segundo miem-
bro por el primero. Si en el caso actual tenemos por. ohjeto
reemplazar el primer miembro por el segundo, se enunciari
el teorema abreviadamente en los términos siguientes: parg
multiplicar cantidades iquales, se suman sus esponentes.

S. 2.° MULTIPLICACION DE MONOMIOS.

r————

25. Para multiplicar wn monomio por otro monomio, se
multiplican los coeficientes, se suman los esponentes de las letras
tguales, y las letras desiquales entran en el producto del mismo
modo que en los factores.

En efecto, 5a’*x8a*hc*==5.4%. b*. 8. a*. ). ¢ (Comp.* de la
Arit. nim. 20). Ahora, segun el mismo ntimero de la Arit—
mética, el producto tltimo equivale al producto de varios pro-
ductos 5.8 x a®.a* x b*.h x ¢*; y pues a®.a*=a*+2, b*. pm=p+* (k.
mero 22y 2), serd el producto 5a’h* x 8a’be*=5.8.4%+2. 0" 2,
conforme al enunciado de la regla.

Ejemplos. 1.  6a°h*c*f*x 3a*b=30a"b""f*,

2."  —a*0*c* x Ba’b=—"5a"b’’,
3. —30 X — be* =3abc®.

S« 9.° MULTIPLCICACION DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO. .

E T

24." Para multiplicar un polinomio por un monomio, se mul-
tiplica cada término del polinomio por el monomio , y la suma de
los productos parciales serd el producto total.

Sea a+-b - ¢ el mulfiplicando, cuyos términos son en pri-
mer lugar todos aditivos enteros, fraccionarios 6 incomensu-
rables; sca m el multiplicador, entero, fraccionario 6 incomen-
rable, positivo 6 negativo: digo que entodos casos es

(@ 4=b+4¢)m==am-}-bm - cm.
= 4.° " Sea m un ntmero positivo entero, por ejemplo 4; ten.
dremos evidentemente |

(a-+b-4-c)b=axb+bxh}exk,
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pues haciéndose 4 veces mayor cada una de las partes de un

todo, queda el todo hecho %4 veces mayor.

2.° Seam un numero posivo fraccionario, es decir, un
quebrado 6 un mixto, que siempre puede reducirse 4 un que-
br&du ordinario , tal como 7 ; el producto indicado sera
(@b c)xt. Este producto significa los  de a-}- b+-c¢ (Arit-
méﬁm, mim. 100); y es evidente que tomando los ¥ de cada
una de las partes del multiplicando, tendremos los { del todo;

luego * (a+b4e)xi=axi-+bxi-|+exi.

5. Seam un numero positivo incomensurable, m' un va-
lor comensurable mayor 6 menor que m, pero tan préximo &
m como se quiera: segun el caso anterior,

(@ -+ b—-c)ym'=am'-|-bm'—-cm'.
Ahora, el limite del primer miembro es (a +b--c)m, ¥ el
del segundu es am--bm - cm; Tuego, segun el teurema de los
limites (Nota al fin del algebm),
(u+b—1—c)m-—uwz -+ bin -~ em.

k. Sea ahoram un numero negativo —n entero, fraccio-
nario 6 incomensurable; tenemos, segun queda demostrado,
(a4 b-c)xn=an - bn - cn;
mudando los signos a ambos miembrns y recordando que
para mudar el signo al primer miembro, basta mudar el sig-

no al factor n (mim. 14), tendremos

(a-+b-¢) X e R = e O — D = == (X = 1= b Yo B € X 10
Nos falta ahora demostrar el teorema en el caso en que

el multiplicando consta de términos aditivos y sustractivos.
Sea el multiplicando a—b—c¢--d, que puede ser posi-

tivo 6 negativo. |

1.° Sea k el valor positivo del multiplicando, esto es,

0—b—c+td=k:

ainadiendo a ambos miembros b-}-¢, sera
0—b—c+d-4-b+c=k-+b--¢

0 a-t+-d=k-+4b-+c
Pur cﬂnsiﬂuiente siendo m positivo 6 negativo, (a--d)m=—
(& ::}m Segun queda demostrado para todos los casos

en que el multiplicando consta de términos todos 1d1tnms

SETa
am - dm =km -~ bm 4 oin;
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y restando bm |- em de ambos miembros, resulta
am— bm — em~ dm=km=(t = b —c¢ - d)m.
2." Sea—1 el valor negativo del multiplicando, esto es,
(o b e (-l =k}
anadiendo k-l— b-¢ & ambos mxemhros sera
0 —=b— ¢+ Ak b=k} b-c—k,
a~+d knb 4.
Por consiguiente, siendo m positivo 6 negativo, *
am - dm - kmz==bm -+ cm,
y rmtanilu ahora de ambos miembros km -}~ bm - cm, sera
am — b — cii - dm = — e = (@ == b == ¢ - d) m,
Queda demostrada la regla en todos los casos.
Nora. De la igualdad
(@ —b—c--dym==am — b — em |- dm
resulta que, cuando un numero sea factor comun & varios tér-
minos de un polinomio, se podra estmhlr dicho factor comun

fuera de un paréntesis, y dentro los nimeros por quienes esta

multiplicado; y esto demuestra ganera]mente las reglas da-
das (num. 19) gm‘a la reduccion de términos semejantes.

Asi, a*x—bx -}-c*z -+ a®h, se podréa escribir:
(a’—b’-}- )w+a'h,
6 de este otro modo: g: x-}-a*b.
+¢*
Si dado el polinomio /3. a’b-—ﬁa‘b-}--—_a‘b queremos re-
1/ 2

ducir aus tres términos semejantes 4 uno solo, separaremos el
factor comun a*, y tendremos

B B ' 0%.
(V +v’2)

§. 4.° MULTIPLICACION DE POLINOMIOS.

25. Pare multiplicar un polinomio por otro polinemio, se
multiplica el mumpbmnda por cada término del multiplicador,
y la suma de los productos parciales sevd el producto total.
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Sea el multiplicando a—b--¢, y el multiplicador d—
¢—f, polinomios cualesquiera positivos 6 negalivos: digo que

(a—~b+c) (d—e—[)=(a—b+c) d4(@—U-o)x —e
F(a—b+¢c)x—f. |
En efecto, sea m el valor positivo 6 negativa del multi-
plicando ¢ — b - ¢: tendremos :

(a—b-c)(d—e—f)==m(d—e—[).
Como puede mudarse el orden de los factores de un producto
sin que este varie (mim. 13, nota), el producto propuesto

serd igual & (d —e— f)m. Segun la regla de la multiplicacion
de un polinomio por un monomio, es |

(d—e—f)m==dm —em — fm=—=md--mx—e-}-mxf.
Luego , poniendo en vez de m su igual ¢ — b ¢, sera

(a—b+¢) (dme—f)=(a —=b+c)d--(4—b+c)x —o
4-(a—b-¢)x—T.
. Hayase de multiplicar el polinomio 4a%b*-- 5a*
—2a®h por el polinomio M’-ﬂm*—-&u‘b. &

Para facilitar la reduccion de los productos pareciales se-
mejantes, conviene ordenar los polinomios con respecto 4 una
letra, llamada letra principal; es decir, eonviene colocar sus
‘términos de modo. que los esponentes de dicha letra vayan

‘continuamente disminuyendo. |

Ordeno, pues, estos dos polinomios con respecto 4 la letra

@, que tomo por principal, y dispongo la operacion como sigue:

Mﬂ}ﬁpﬁﬂandu Sat— 20 4+ hath?
~ Multiplicador -~ a*— 4a®h- 2a b?

| ¥ R 5 RS
ngluctos par- 5 e Hgg:ﬁg__ g:‘.’?:——-iﬁu’*bﬂ :
ciales. ( | +-10a"0*— Aa‘h*+-8a’b*

Producto. . . .5&’;%3;“b4€22ﬂ’b’m20ﬂ*b3 8a’b".

* 26. Sjla letra principal se halla con un mismo espo-
nente en yarios términos de un polinomio, se ordenara dicho
polinomio , reduciendo antes todos estos términos & uno solo
(nibm. 24 , notg). | Gl

Ejemplo. Multiplicar el Emlinumiu 20*v*—3abx® -2 x*—
ob*p - 6gb*v -+ b* por el polinomio aw 3} bw - ab.
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Disposicion, -
20® |o*-}-6ab® |2 - b
—3ab] —Hb? |
--20*
a |z --ab
4 b
2¢° |@*1-6a0®|2® 4+ ab® |z
—da*b| — Bab’® b
+4-2ab*| -+ 6ab?
4246 —5b*
—aab?
+2b° .
- 2{13&! -+ Ga*b’ |2 - ab®
— da*b*| — Sab*
- = ab®

2 |+ 2a%h |0*~4- 6a%b° |z ab®
—a*h | 4-3u*b*| — 4abd®
—ab* | +3ab® | -} b*‘
420 | —8b

§. 5. CONSECUENCIAS DE LA MULTIPLICACION DE POLINOMIOS.

27. . El cuadrado de un binomio es iqual ol cuadrado del pri-
mer término , mas el duplo del primero por - el sequndo mas el
cuadmdu del s&gundu

Sea el binomio a-1-b, siendo @ y b niimeros cualesquiera

positivos 6 negativos, 6 uno positivo y otro negativo: digo que

(m—|— b )’ =a*{ 2ab-}- b2, |

En efecto, (b =(a-}-b) (@ -b)=a*4-ab-ab+-b*=a--
2ab -+ b*. '

Nora. Segun este teorema , tendremos .

(0—b)*=(a+—0b)=a*+2ax—b+(—b),
(a—b)=a’—2ab+ V", ot

928, El cubo de un binomio es qual al cubo del primer tér-
mino , mas el iriplo del cuadrado del primero por el sequndo,
mas ¢l iriplo_del primero por el cuadrado del sequndo, mas e«!
cubo del sequndo; esto es

(a-b)* =0’ 50*b -+3ab*- b,
En efecto, (440’ ==(a-+b) Sa +b)= (u‘+2ab+b‘)(a~l-b}
=%+ 20%) -+ ab® -+ % 4 2ab*- b* =a’+-3a*h 4 Jab’-+ b,
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Nota. Segun este teorema, tendremos

(fs_b)a-—-(ﬂ + —b)’=a’ } 902 X — b--3ax(—b)* (—b)%
(a—b)’=a*—3a’b + Zm‘bﬂ—ﬁ

29. El producto de la suma de dos cantidades por su diferen—
cia es iqual ci la diferencia de los ::uadrndﬂs de dtchas cantidades:
es decir, (a1 b)(a—b)—=n'—

En efeetu

(a—]—b)(u-—b) a*— ab 4 ab— b*=a*— .

50. El producto de dos polinomios homogéneos es homogé—
neo, y de un grado igual & lo suma de los grados de los fm‘:—
tores.

Sean los dos polinomios homogéneos Sa*— 2a% - 4a*bh® y

a*—ka*h--2ab*. Consideremos dos pruductns parmales ﬂuaiﬂs-
quiera de estos polinomios, por ejemplo Ba*xa® y 4a*b*x 2ab*:
como los dos multlphcandm oa* y &a’h® tienen cuatro factores
y los multiplicadcres a® y 2ab* tienen tres factores, los dos pro-
ductos parciales tendran siete factores. Luego todos los pro-
ductos parciales tendran siete factores, y por consiguiente los
términos del producto final, que resultan de la reduccion de
los productos parciales, tendran tambien siete factores. Queda
pues demostrado que el producto ¢s homogéneo y de un gra-
do igual 4 la suma de los grados de los factores.

31. Sise mumplamn dos polinomios, ordenados con respecto
a una misma letra, el primer término del producto final, ordena-
denado tdmbien con respecto & 'la misma letra , es el producto de
los dos primeros términos de los factores, y el dltimo término del
producito final es el producio de los dos dltimos términos de los
factores.

En efecto, el primer producto pamml es el producto de los
dos primeros términos de los factores; luego el esponente de la
- letra principal en este primer pmrluctn parcial sera mayor
que el esponente de la misma letra en los demas productos
parciales; y por tanto el primer produclo parcial no puede ser
semejante & ninguno de los otros productos parciales. Luego
al hacer la reduccion de estos términos, el primer producto
parcial no sufrira alteracion alguna: y como la letra principal
tiene en ¢l mismo producto parcial mayor esponente que en
los demas términos del producto final, se infiere que el primer
producto parcial sera el primer término del producto final.
Del mismo modo se demuestra la segunda parte del teorema.
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~ Anricoro 3.°
Efﬂiifﬂﬂ de las cantidades literales enteras.

§. 1.° NoCIoNES PRELIMINARES.

32. Se llama cociente de dos cantidades literales otra canti-
dad que multiplicada por el divisor da de producto el dividendo.

33. Se llama fraccion algébrica el cociente indicado de
dos espresiones algébricas.

Asi, T:—&-— €s una fraccion algébrica.

54. La division de dos cantidades literales enteras se 1la-
ma exacta cuando su cociente es entero; y en el caso contra-
rio la division se llama inexacta. |

Se dice que una cantidad entera es divisible por otra ente-
ra, cuando el cociente de la division de la primera por la se-
gunda es entero. vl

Asi, @*—Db* es divisible por a—b, puesto que el cociente
es la cantidad entera a-}- 4. | | o

35. Una fraccion algébrica no varia multiplicando 6 dividiens
do sus dos términos por una cantidad cualquiera.

Sea la fraccion algébrica .%: digo que 1‘2-:{{, siendo
un nuamero cualquiera comensurable ¢ incomensurable;
igualdad en que estan incluidas las dos partes del teoremas

En efeecto, ixb=a (ntém. 32); luego ixbxmnﬁam, 0

b b
(Comp. de la Avitm, wim, 19) %x b= am; luego (uimi. 32)
a__om | |
b btm

36.  El cociente de dos potencias dé una cantidad es una po-
tencia de lo misma cantidad, cuyo esponente es la diferencia de
los esponentes del dividendo y divisor; es decir, que -

ZT'-—--R“‘“, siendo m>n.

En efeclo, 4™ "xa"==q"=#=cq"; luego (netm. 32) a™ " es

2 . a™
el cociente de —,
ﬂll
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. a :
Nora. Laigualdad —=a"—" sirve para reemplazar elco-

@
g " " a‘m" |
ciente indicado oy por el monomio a™="; y al contrario, para

L ! : a™ : ' : :
reemplazar el monomio a”—" por el cociente = (Arﬂm. M=
mero 39, nota (a)). | £

Si se tiene por objeto lo primero , se enuncia abreviada=
mente el teorema en estos términos : para partir cantidades
tquales , se reslan sus esponentes.

57. MHagamos m=n en la igualdad

da solamente para el caso en que m>n: el primer miembro se
reduce &4 1, y el segundo es a°. Luego, conviniendo en que

it
a

a®

=a™", demestra~-

13

a'==1, tendremos la veniaja de que la igualdad En_;_.—_am-'-ﬂ, de-

mostrada para ¢l caso en que m>n, se estienda tambien al
caso en que m=—n.

Segun esto, admitiremos en adelante que foda cantidad,
euyo esponente es cero, equivale & la unedad.

§: 2.° DivisioN pE MONOMIOS.

Division exacta.

88. Para dividir un monomio entero por olio enfero, cuane
do la division es exacta, se divide el coeficiente del dividendo por
el coeficiente del divisor, se resta el esponente que tiene cada le—
ira en el divisor del esponente que tiene la misma letra en el di-
videndo, y las letras del dividendo, que mo se hallan en el divi-
sor, entran en el cociente del mismo modo que en el dividendo:
es decir que, por ejemplo,

ipe s | |

PE g s
. En efecto, segun la regla (mim. 23), tenemos 8a'd’xB5a’h*=
40a*b*d’; luego es cierto (nem. 32) que 8a'd® es el cociente

de 404" b*d* dividido por Ha*b*.
. | 184°* - Tadb

E : ,Lﬂ — ﬂbg .u et
Ljemplos o 20°0%, 2 e

),
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Division inexacla de monomios.

0Y9. La division de monomios es inexacta: 1.° cuando en

el divisor existe alguna letra que no entra en el dividendo;
2.° cuando el esponente de alguna letra del divisor es mayor
que el de la misma letra del dividendo ; 5.°.cuando el coefi-
ciente del dividendo no es divisible por el coeficiente del di-
visor. En todos estos casos se indica la division de los dos
monomios, y se simplifica, si se puede, la fraccion que re-
sulta, en virtud de la segunda parte del teorema del nam. 37.
9° 9 oa’h 1 16°b Ta

Eijemplos. 1.0 ————— b i B e
190F Bl ol B Tag 6 B

§. 3.° DIVISION DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO.

40.  Para dividir un polinomio por un monomio, se divide
cada termino del polinomio por el monomio, y la suma de los
cocienles parciales serd el cociente total.

Sea el polinomio a—b--¢ y el monomio m: digo que

a—b+4-c. @ b ¢

.-_-_-__.-L_._'

i momom

En efecto, si multiplicamos el polinomio ;--_i-k-— por el
| noom

. ; b ¢
monomio m, tendremos (nim. 27) — .m—-—--.m—}--fn? m =
m i

a—b--¢; luego (num. 32) . --; | :ﬂ es el cociente de la di-

vision de a—b-{-¢ por m.
La division de un polinomio por un monomio sera exacta,

s1 todos los cocientes parciales son enteros.

ha®b*--8a*h*—6ah® |
T ' =20*-4a*h’—3b".

41. La division de un polinomio por un monomio serd
inexacta, si uno 6 mas cocientes parciales son fraccionarios.
En efeatu s1 un solo cociente parcial es fraccionario, el co-
ciente total no es entero, y por consiguiente la division es

Ejemplo.
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inexacta. Si dos 6 mas cocientes parciales son fraccionarios,
se puede dudar de que estos cocientes fraccionarios se des-
truyan unos con otros, y que el cociente final sea entero:
pero esto es imposible, porque no siendo semejantes los tér-
minos del dividendo, los cocientes parciales tampoco pueden
ser semejantes, y por lo tanto no pueden reducirse unos con
otros; luego el cociente final es fraccionario, y la division
inexacta. T

50'b+-8a’d* —Ta°b*d _ 5a° . 8d'd?
Tab A T TR

§. £.° DivisioN DE poLINOMIOS.

Ejemplo. a*bd.

Division exacla.

42. Representemos el dividendo por A--B--C-.....,
el divisor por a+b--c—+..... , ¥ el cociente incognito por
M~ n-p-t..... , € imaginemos que estos tres polinomios es-
tén ordenados con respecto & una misma letra z. Siendo el
dividendo el producto del divisor por el cociente, sera

A+-B+C...=(a+b-+c+....) (m+n-tp+...),
: y; |

Yy por consiguiente (ntm. 51)A==ma, de donde m= —; es de-

cir que partiendo el primer término del dividendo por el pri-
mer término del divisor, resulta el primer término del cociente.
Ahora, considerando al polinomio m-}-n--p---etc. como un
binomio cuya primera: parte sea m y la segunda n-p--ete.,
tendremos
A+4-BCH o =(a-b4-c ) me (a0 A ebond) (Bl
luego, restando (a-}-b-}-¢-I-...)m de ambos miembros de esta
1gualdad, sera §
A-+-B+Ct-..—(a-- b+ c)m=(a-+-b--ct. ) (B pL).
Despues de reducido y ordenado el primer miembro, repre~
sentémosle por A'-- B'-l-G'--..., y tendremos

A! I Bi‘ I Gr I ‘,..-_-.-..('[I' I b]r " ...)(ﬂ*i"}]‘f‘;")'

!

Como (nem. o1) A'=na, serd ﬂ‘:-'—ﬂ-; luego partiendo el pri-

mer término del vesto A’-1-B!-- €'~ ... por el primero del di-
visor, tendremos el segundo término del cociente.,
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Tenemos ahora, considerando al polinomio » 4 p+-q4-...
somo un binomio cuya primera parte sea n, y la segunda
P+q+"':

A LB G- =(a+-b+c .,  m+-(aFb+-e-+... ) (p+-g+...);

y restando (¢} b-¢--...)n de ambos miembros, serd

ALB -0, — (a1b+-c+-. . On=(e-}-btct.. ) (pF+q+...)s
enando .y reduciendo el primer miembro, y' llamandole

A"L-B"+C"+-.... sera '

A" A-B!LC" ... (@+ b+ e+ ) (pg+...).

e el . :
Siendo (nim. 31) A"=ap, sera Py © decir que partien-

do el primer término del resto A"”-B'"--('"4-... por el pri-
mero del divisor, se tendré el tercer término del cociente.

Este razonamiento puede coniinuarse hasta que se hallen
todos los términos del cociente; y cuando se halle el ultimo de
estos términos, el reslo correspondiente serd cero.

En efecto, llamemos, para abreviar, D al dividendo propues=
_ to, P al producto del primer término del cociente por el divis

sor, P ES producto del segundo término del cociente por el
divisor, P al producto del tercer término del cociente por el
divisor, y suponganios, para fijar las ideas, que el cociente no
- tiene mas que tres términos: el primer resto es D — P, el se-
gundo D—P~—P', y el tercero D— P—P'—P". Mas siendo,
por suposicion, el dividendo D igual al producto del divisor
por el cociente, estoes, igual a P--P'<-P", resulla que el res-
to final D — P —P' — P” es cero.

Al contrario, cuando se lleque & un resto cero, el cociente hae
lade serd ¢l cociente verdadero.

Supongamos, por ejemplo, que habiendo restado sucesiva-
mente los tres productos P, P', P'"" del divisor por los tres pri-
meros términos del cociente, €l resto sea cero; digo que el
trinomio hallado es el cociente verdadero.

En efecto, siendo D—P — P'— P'=0, es D =P} P'--P";
es decir, que el dividendo es igual al producto del divisor por
%1 trinomio hallado; luego este trinoniio es el cociente verda-

ero.

Segun las operaciones que hemos visto deben ejecularse
en la division exacta de un polinomio por otro, establecere~
mos la regla siguiente: ~ -
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Para dividir un polinomio por otro, cuando el cociente es
entero 6 la division es exacta, ordeno dividendo y divisor éom
respecto & wna misma letra cualquiera, 1y partiendo el primer
término del dividendo por el primero del divisor, tendré el pri=
mero del cociente. Multiplico este término por todo ‘el divisor,
resto el producto del dividendo , y partiendo el primer término
del resto por el primero del divisor, tendré el sequndo término
del cociente. Multiplico este término por todo el divisor, vesto el
producto del dividﬁnda ultimo, y portiendo el primer Wrmino
del ﬁﬁﬂ%ﬂf el primero del divisor, tendré el tercer término del
coceente. Contimito del mismo modo hasta que halle el wltimo ter-
mino del cociente, que serd aquel que dé cero de resto.

El lector debe repetir la demostracion haciendo uso del ra-
zonamiento ordinario. |

Ejemplo.

60°—230'0— o' |-Bhath - Qab'—346%|2us-Butb-Sabt-L- kb
Hﬁa”—i-—lﬁu*bf{— 9a’h® —124%b° B=kab-BD:

— 8a'b-+ Suhi 4202 2ab*—24)°
+ 8a%b— 204 —124%h° - 16ab*

+-120%0* 500" - 18ab*—240°
— 1202 —50a%°— 18ab* -} 24b'

0

Estando ordenados los dos polinomios con respecto 4 la
letra a, se parte el primer término 64° del dividendo por el
primero 2a* del divisor, y el primer término del cociente es
oa’. Multiplico todo el divisor por 5%, y resto el producto
del dividendo; pero en vez de restar dicho producto despues
de obtenido, es mas sencillo restar cada producto parcial &
medida que se va obteniendo; de este modo: -- por -1-da,
para restar—, que se escribe debajo del primer término del
dividendo, 2a’x3a* es 6a°, que escribo 4 continuacion del
signo — escrito ya. Sigo diciendo: — por-}-da— , para res-
tar--, que escribo debajo del segundo término del dividendo;
bah por 5a* es 15a'h, que escribo 4 continuacion del signo -
que acabo de escribir; y asi sucesivamente. |
~Nora. Cuando se multiplica un término del cociente por
el divisor para restar el producto del dividendo correspon=
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diente, el producto del primer término del divisor por dicho
término del cociente es igual al primer término de dicho divi-
dendo; es pues inatil hallar este producto parcial: se rayara
desde luego el primer término del dividendo, y se multiplica-
vé el término del cociente por los términos del divisor, desde
el segundo inclusive.

« 43. Si laletra que se toma por principal entra en va-
rios términos con un mismo esponente, se ordenaran los poli-
nomios reduciendo antes a un solo término todos aquellos en
que dicha letra tiene el mismo esponenie, y sé efectuaran
aparte las divisiones parciales del coeficiente del primer tér-
mino de cada dividendo por el coeficiente del primer término
del divisor. '

Ejemplo.

Wb? lo'—b* | a>--2b%c|la—b"| 2b|a*~—beclai-b°
—lhbe | —2b%| -20° | —c¢| —b?
At | b 2b|a* -} |la—b*

L L
L9h2ela®—2b* | @® g }—;;
+-26% | b’
— b i
—b*c

2b% |a*—3b* u’—-%f_ﬂ Rl

—be? | —b*
46 |a® —0b® |a
i *__bl‘ —b#ﬂ
LB
—+b%
—2b* |a® e | a—Db°
--b% 4+ b
—b' If,:.~|—.!rE
B
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" Divisiones paﬁfa!es '

L0 BB —kbele|2b—c 2.0 QWb b2t
+2bc lop—¢ i L M [
—2be--¢? 1-2b%—bc?

—_ +bﬂ!

0 0
Si se tomase por principal la letra b 6 la ¢, se obtendria

el mismo resultado. (-~

* L%, Se puede efectuar una division de polinomios , sin
ordenarlos; pues observando que el primer término de cada
dividendo parcial y el primer término del divisor son los tér-
minos en que la letra principal tiene el mayor esponente, se
hallarin los diferentes términos del eociente, dividiendo el
término en que la letra principal tiene en cada dividendo
parcial el mayor esponente por el término del divisor en que
la misma letra tiene tambien el mayor esponente.

Division inexacta de polinomzos.

k5.  Cualquiera que sea la cantidad que se tome por cociente,
si s¢ multiplica por el divisor ,y se resia el producto del divi-
dendo , el cociente verdadero, enlero 6 fraccionario , serd igual
d dicha cantidad, mas una fraccion cuyo numerador es ¢l resto y
cuyo denominador es el divisor. .
Sea A el dividendo, B el divisor y m una cantidad cual-
quiera que se toma por cociente: el resto sera A—mB. Digo
A A—mB
que E—:m—k B

En efecto, tenemos evidentemente A==mB - (A — mB)
A—mB _
e |
k6. Si, siguiendo la regla de la division exacta de dos
polinomios , se llega & un resto, en cuyo primer término la
Jetra principal tenga menor esponente que en el primero del

divisor, (& cuyo resto llamaremos en adelante residuo de la
division) la division serd inexacta; pues no puede existiv

luego (40) g-:m—k
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cantidad alguna entera (wim. 7) que multiplicada por el di-
visor dé de producto dicho resto. En este caso, segun el teo-
rema que acabamos de demostrar, se tendra el cociente com-
pleto, afiadiendo al cociente entero ohtenido un quebrado

cuyo numerador es el residuo y cuyo denominador es el di-
Visor,

Ejemplo.
oat 02°— Bo'~ 8x 9| g k2 4

+200*—  Bx® L5J=+;9 | W
_ 297°— 11— 8p- 9|92"°+-202 T T
+1162*—29« _ FAAET s

1050 —377+ 9

-I-HO:&—AGB;

a832— 96|

* 47. La division es tambien inexacta, cnando ordenan-
do el dividendo y el divisor con respecto 4 una cualquiera de
sus letras, el primer términoe del dividendo no es divisible
por el primero del divisor, § el Gltimo término del dividendo
no es divisible por el ultimo del divisor; pues ya se sabe,
que si la division es exacta , el primer término del dividendo
es el producto del primer término del divisor por el primero
del cociente, y el ultimo término del dividendo es el pro-
dueto del altimo término del divisor por el Gltimo del co-
ciente; es decir, que el primer término del dividendo es di-
visible por el primero del divisor, y que el filtime término
del dividendo es divisible por el ultimo del divisor. -

Asi, si el dividendo es 120°2°-7a’2*-+-8a'x -+ 24°, y el
divisor 4ax®-5a’*x —6a*, 1 division serg inexacta: pues es-
tando dividendo y divisor ordenados con respecto 4 x, el l-
timo término 2¢* del dividendo no es divisible por el tiltimo
—6a* del divisor. Rt

Si el dividendo es 74°+64*+-92°—2, y el divisor 722,
el primer resto serd - 42*49x*—2 ?ua es el producta del
divisor por los términos que falfan del cociente; Tuego, como
42" no es divisible por 7z, la division es inexacta.

En todos los casos de divisiones inexactas se pueden ha-
llar tantos t€rminos del cociente como se quieran, y com-
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pletarlo en seguida afiadiendo 4 la parte hallada un quebra -
do cuyo numerador sea el resto correspondiente, y cuyo de-
nominador sea el divisor, -

§. 5.° CONSECUENCIAS DE LA DIVISION.

e

48,  Si un polinomio entoro (7) Axm-Bxu—*4 Cxu—2L .,
+Kx+L, ordenado com respecto & una letra x, se divide por el
binomio X —a, ol residuo de la division serd el mismo polinomio,
reemplazando X por a; es decir, que el residuo serq

Ag” - Ba™ 1 -Cam—2 +-.. .+ Ka--L.

En efecto, como  entra en el divisor elevada 4 la prime-
ra potencia, se podra continuar la division hasta que se lle-
gue al residuo, el cual sera, en este caso, independiente de z

(niim. 46): sea Q el cociente entero obtenido y R el residuo,
tendremos la igualdad _

Ax™+ Bz 4 Cx" 2 +... K&+ L=(r—a) O |- R.
Si en esta igualdad damos & 2 un valor cualquiera, los dos
miembros tomaran valores iguales (nim. §). Demos pues &
2 el valor a: Q, que es un polinomio entero con respecto &
z, toma un valor determinado, y x-—a se reduce & cero;
luego (z—a) O se reduce & cero; y por tanto
Aa™+ Ba™*+Ca™* ...+ Ka-}L==R, *

49. Si un polinomio entero Ax™--Bxm—! L Cxm—2L.
Kx L, ordenado con respecto ¢ una letra x, se reduce ¢ 0, po-
niendo en vez de x el valor a, dicho polinomio es divisible por
X—a; y no lo serd en el caso conlrarto.

1.° Acabamos de demostrar que el residuo de la division
del polinomio Az™ - Bz~ Ca™*{...+ Kz L por —a
es Aa™ - Ba™~* 4 Co™*--...--Ka--L; y como por suposi-
cion esta cantidad es cero, se infiere que el cociente es en-
tero, 6 que Ax™-- By 4 Cx™?1..,4-Kx--L es divisible
por z—a. .

2.° 8i ano reduce 4 cero & dicho polinomio, el residuo
Aa™+-Ba™' --Ca™*-...4-Ka+L no es cero, y por tanto
el polinomio propuesto no es divisible por z—a.

Corolario. La diferencia x™ —a® de dos potencias del mis—
mo grado de dos cantidades es divible por la diferencia de estas
cantidades ; pues poniendo ¢ en vez de z en el polinomio
%™ —a", este polinomio se reduce & cero.
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50. Hallemos el cociente de 2™ —g™ dividido por x—a.
El primer término del cociente es 2™, y el resto correspon-
diente ar™* —a" =a (v —a™") ; luego (num. 45)

DT S BN L
r—1a A T—
v X y . x.m'-I__lam'—"l < - L
‘Luego, teniendo el cociente e s Y tendrd el co-
) L | |

ciente , escribiendo el término X', y aiadiendo & este

e

iérmino el prn&uﬂm del cociente anterior mulliplicado por a.

g Uy
Ahora bien, E i_m-{—u. (ndm. 31); luego, segun la

.

regla que acabamos de hallar, tendremos sucesivamente;

e B | i
b e A
xt—a* |
e =p’ -2’ 1-0’0--a%,
| etc. ,
y en general
g™ -
y - Y R o 7 Y i t SRR o
"'I}-—_

" 4-a™ r--a™ P : . .

Para comprobar esta igualdad, no hay mas que multi-
plicar el 2.° miembro por #—a, y resulta, hechas la reduc-
ciones, 2™ —a™, es dccir, que ™ +ax™+....-a" 7" es
una cantidad que multiplicada por el divisor da de produc-
to el dividendo; luego dicha cantidad es el cociente.

Ejemplos.
nmw_ﬂ’q 6.1 S 2 4 3,8 Gas i) (el b fets
1. Sy -ax’ -0’z -+ d*0’ -0’ +-a’x+-a°.
2*—1
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- CAPITULO IV.

Fracciones algébricas.

51. Sabemos que una fraccion literal es el cociente indi-
cado de dos espresiones literales, las cuales pueden represen-
tar ntimeros enteros, fraccionarios 6 incomensurables. Las
fracciones literales comprenden como casos particulares 4 las
fracciones numéricas, es decir, 4 lasfracciones cuyos dos tér-
minos son niimeros. enteros; y por tanto todo lo que se de-
muestre de las fracciones literales, quedard demostrado para

las numéricas (a). |
52. 8i el numerador de un quebrado, cuyos dos términos

son positivos, crece ¢ disminuye, el quebrado crece ¢ disminuye.

a , :
Sea el quebrado—; afiadiendo ¢ & su numerador, el nuevo

b
quebrado sera ﬁﬁ. Mas (mim. 42) §at. o f LY ; luego
b b b b
a-c. a : .
A > !’:7_; desigualdad que demuestra las dos partes del teo-
rema. |

| S¢ el denominador de un quebrado, cuyos dos términos
son positives, crece ¢ disminuye, el quebrado disminuye 6 au-
menta. - .

Aitadiendo ¢ al denominador del quehradu—;-, el nuevo

quebrado seréfl-. Ahora bien, tenemnsf—xbzn, it &

-+ b b--¢

a a
(b-+-¢)=a; luego 7 Xb l!3_{__‘;(!;4—1;) y pues el factor b es

(n} No debe admitirse sin demostracion, invirtiendo este prilicipin,
qu_ée- as fracciones literales se calculan por las mismas reglas que las nu-
m II 1 !

0
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menor que el factor b-~c, el factor L—E—seré mayor que el fac-
tor+—. |

b--c
53. Para reducir varios quebrados literales ¢ un comun
denominador; se multiplican los dos términos de cada quebrado
por el producto de los denominadores de los demds,
Los nuevos quebrados seran respectivamente igualesa los
propuestos, pues resullan de la multiplicacion de los dos tér-
minos de estos por una misma cantidad.

Asi, los quebradnﬂ hterales—— —a -E-, reducidos a un

s )
comun denominador, seran.
adf ¢cbf  ebd
bdf’ bdf” bdf

54, Bl mailtiplo mas simple de varias cantidades literales es
el producto del menor niimero posible de factures que sea
divisible por dichas cantidades. ‘

Segun esta definicion, se hallara el miltiplo mas qlmple
de varios monomios, multlplmandu el menor multiplo de los
coeficientes por las potencias de mayor grado de cada uno de-
los factores literales (a).

Asi, el multlylu mas simple de los monomios 4a’b*d?, ﬁu*bc"

y 8a’bc?; es 24a'bc’d.

55. Si en los denominadores existen factores comunes a
dos 0 mas, se reduciran los quebrados & un comun denomi-
dador, Fmﬂmda el mulliplo mas simple de los denominadores, y
muftapiacaﬂdﬂ en sequida los dos términos de cada quebrado’ por
el factor que falla & su denominador para componer dﬁﬂhﬂ mu!—-
tiplo mas simple. -

Ejemplo. Redumr 4 un comun denominador las flaumu—

(i 18 " p
es - —, ! :
48a’0*c* © Bha*h’c*” 80a'bc
El maltiplo mas simple de los denominadores serd 2*.5%.5

j—

- — - i ———

(@) Enéel Algebm superior sé dard la regla para hallar ei multiplo mas
simple de varios polinomios.
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a*b?c*: los factores que faltan 4 los denominadores para com-
poner el maltiplo mas simple, son respectivamente 3*.5ab,
2%.5a* y 3%.bc; luego los quebrados reducidos al comun de-
nominador 2*.3°. 3a'b’c* seran
3%, Babm 2°. 5a*n 3%, bep
24,5, Ba'b3c o 2B Bat P 28, 3% Bathict

56. Si d los dos terminos de un quebrado, cuyo numerador
y denominador. son positivos , se les anade una misma cantidad
positiva , el nuevo quebrado serd mayor que el propuesto , si el
numerador de este es menor qué su denominador; y el nuevo

quebrado sera menor que el propuesto., si el numerador de este
es mayor que su denominador.

Sea el quebrado -—:-:- afiadiendo a sus dos términos el ni-

e . O=T-M
mero m, el nuevo quebrado serd

. Reducidos estos dos

M
quebrados a un eomun denominador, el primero se transfor-

g o - , ¥ €l segundo en i

b(b-+m) b(b-t-m)
serd am<bm, y ab--am<ab--bm; luego (mim. 52) el segundo
quebrado es mayor que el primero; es decir, que en este caso

aG-rm a

W bt Si a>b, serd am>bm, ab--am>ab--bm, y porcon-

siguiente (nim. 52) el segundo quebrado es menor que el pri-
atm a ;
| b-tm b

57, Para sumar ¢ restar quebrados hiterales de tqual deno-

menador , se suman 6 restan los numeradores , y al resultado se
le pone el denominador comun. |

En efecto, hemos demostrado, y es facil demostrar; que

. Abora, si a<b,

mero ; es decir que en este caso

gbgpe e b e
m moom om

Para sumar ¢ restar quebrados que tengan diferentes deno-
minadores , se reducen ¢ un comun denominador , y quedard este
caso reducido al anterior. | -

98. Para multiplicar un quebrado por otro quebrado, se
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multiplica numerador por numerador , y denominador por deno-
mdnador , y: se parte el primer producto por el sequndo.

e a a
— b= 03
En efecto : b a-dd ¢
) e |
luego . AR T.bx?._d_@,
6 (Comp. de la’ Avilm. nim. 20) ';' ; x bd=ac:
y por consiguiente (ntm. 32)
IR “a’c ad
b. 4% b -

- Del mismo modo se demuestra, que para multiplicar un
quebrado por un entero, 6 un entero por un quebrado , se mul-
tiplica el numerador por el entero, y se parte el producto. por el
denominador. |

59. Para pariir un quebrado por. olro quebrado , se mulli-
plica el primero por ¢l sequndo tnvertido; es decir, que

a ¢ ad
Dt BE.-
R e e T AT o dhEga
En efecto, si multlplmamus-—g&-pur-g-, resulta-g-; lue—~

ad ' S RS-
go —-es el cociente de —: —.

he. i Bl dbo

Del mismo modo se demuestra , que para partir un que-
brado por un enlero , se multiplica el denominador por el entero,
quedando el numerador el mismo; y que, para partir un enlero
por un quebrado , se wmitiplica el entero por el quebrado inver-
tido. | bk

Corolarios. 1.° Para partir dos quebrados que tienen tqual
denominador , se parte el numerador del dividendo por el nu-
gie. . e %

merador del divisor ; pues PR

2. El cociente de la unidad dividida por un quabr*;:du es
e lE8360 e . _
b el

este quebrado invertido; pues 1:




"
60. Una espresion mizta de entero y quebrado se reduce
quebrado, multiplicando el entero por el denominador, y anadien—

do, 6 restando, al producte el numerador, sequn que el signo que

andecede al quebrado es -6 — , y poniendo al resultado por deno-
minador el denominador del quebrado.

=
En efecto, a== il _m‘_ : (a).
G119 B ¢ |

: a—b 2a-+204-a—b 3Sa--b

Ejemplos. 1.° a-}-b- g : 2' ._.—— ;—-
dmfl = P’ }-d¢ 20'—a?
glﬂ _ﬂr e - e P
-y c—d c—d o p—d

61. ' Para sumar, restar, multiplicar 6 partir espresiones miz-
tas, se reducen primeramente & quebrados, y en sequida se su—-
' man, restan, multiplican 6 parten como quebrados.

CAPITULO V.

a"t 0
0’70,

Esponentes negativos. —Inferpretacion de las espresiones

Arricuro 1.°

Esponentes negativos.

m

. a
62. Hemos visto, que cuando m}n;an”“"; y que ad-

mitiendo que a’ sea 1, esta igualdad se estiende al caso en
que m=n.

Supongamos ahora que m<n, y qued sea la diferencia; sera
m "

g% e

Loy |
ﬂ: d. o d) r . hii ,F .F-
m-—d. La espresion = sera en este caso T i (1

(a) Siempre que en una espresion se vea el sigho ==, se entenderd
" ¥ ¥ . . w b -
que en dicha espresion estin reunidas dos. Asi, a~t= —contiene lss espre-
- ¢

: b b
presiones u-{—-é- | ey
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mero 25); 6 simplifieando, resulta —-. La cspresion a™™ se
i | (i | i ﬂl ! 1 i | 1
convierte, poniendo m--d en vez de n, en . Luego, si con-

venimos en  considerar como equwalentes lag dos ﬂspresmnes

m

) a™, laigualdad F ™", demostrada para los casos en

que m>n y m=n, sera tambien merta cuando m<n, es decir
que sera general,
agun esto, toda cantidad que tiene esponente negativo, es un
quebrado, cuyo numerador es la umdad, y cuyo denominador es
la misma cantidad con el mismo esponente hecho positivo.
065.  Para muliiplicar 6 partir cantidades iguales cuyos espo-
nenies sean neqativos, se siquen las mismas reglas que para mul-
taplzcm* 0 pﬂmr cantidades iquales cuyos. esponentes son ente—

ros y posiltivos; eslo es, se suman ¢ restan los esponentes (nii=
mero 22).

Digo que @ "xa ™" ==q~"".
| 1
En eieﬂto i = g il luego
a~"xa™" i X - 4~

am ﬂﬂ-—' ﬂm+n—
Digo ahora que ——a—a-"’“"“‘—-ﬂ; :

En ‘cleclo, a®* g =g —qg ™ iuegn es cierta la

+—ﬂ1-

igualdad - - i

Nora. De la igualdad a—?= : résulta a“xa~" =1, }f pm

consiguiente u“—a —.

Luego toda cantidad de espnnents positivo eqmuule {i un que-
brado cuyo numerador es la unidad, y cuyo denominador es lu
misma cantidad con el mismo esponente hecho negativo.

m n
- 64,  Tomemos la espresion Fﬁ%’ que puede ES(}I‘lb}I‘SE asi:
mbﬂ ,1 by mbﬂ. ﬂmbnd—q

X ettt ff
(e ¢F &v
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i

: . i 4 0
La misma espresion puede escribirse asi: —x0"; y comos

2
R O LRI
Ty e At b A

Por consiguiente fodo factor puede trasladarse del nume-
rador al denominador, 6 al contrario, mudando el signo 4 su es-
ponente.

ArTicuLo 2.°

: gekeg: )
Interpretacion de las espresiones nRANE

65. Si quedando fijo el numerador de un quebrado, el deno-
menador va disminuyendo, y puede acercarse & cero cuanio se
quiera, el valor del quebrado ird aumentando y legard a ser ma-
yor que cualquiera cantidad, por grande que esla sea.

En efecto, sea el quebrado -E;—, y supongamos que, perma-

neciendo el numerador @ constante, el denominador b tenga

sucesivamente los valores e : :

10’ 100’ 1000° 10000
lores respectivos del quebrado seran 410a, 100a, 1000a, 100004,
etc. Luego es claro que, disminuyendo suficientemente el de-

nominador b, podra llegar el quebrado & valer mas que cual-

, ete.; los va-

. : =il
quiera cantidad dada. Por esta razon la espresion -E-debﬁ con-

siderarse como una cantidad mayor que cualquiera cantidad
asignable, y se le da el nombre de cantidad infinitamente gran-
de, 6 de tnfinito, y se representa por el signo oo.

a

Tenemos T_——ub.
b
. 1 S a
Si b:{!’ serﬁT=m; y por consiguiente —==0.

Luego, cuando el denominador de un quebrado es infintlo,
el valor del quebrado es ¢cero; lo que tambien puede demostrar-
se directamente del mismo modo que el teorema inmediala
anterior,



40
66. La E'Eprﬂsiﬂni—% representa una cantidad que multi-

plicada por 0 da de producto O (ném. 32); y como cualquier
ntmero finito multiplicado por 0 da 0 de producto, se infiere

Gy i : . 9
que la espresion e es igual 4 cualquier nimero, 6 es una

espresion indeterminada.

Az™-Ba"t4-Ca™2+-...- Kz 4L
~A’s"4-B'a - C'a" ...+ Kz +L

damos & 2 un valor ¢ que anule & numerador y denomina-

* 67. Sien el quebrado

. r {] :
dor, este quebrado se convertira en w Gomo el numerador

y denominador dél quebrado propuesto son divisibles por
£~—a (ndm. 51), si quiero hallar el verdadero valor de la frac-
cion propuesta, cuando #= a, suprimiré el factor £—a comun
a numerador y denominador, y haré en seguida x=—ga.

Asi pues, siempre que por un valor a dado ¢ una lelra X

se convterta un quebrado en %, no debe inferirse que el valor del

quebrado es entonces un numero cualquiera, si no que existe un
factor x—a comun & numerador y denominador; y el verdade-
ro valor de la fraccion, en el caso en que x==a, se hallard supri-
miendo dicho factor comun x—a, y haciendo en sequida en la
fraccion simplificada x==a. |
2t —hp4-3

VT das
28—062*+-112—6 :

Ejemplos. - '1.° 'Si'en la fraccion

: 0
mos & & el valor 3, la fraccion se convierte en —; lo que

. 0 |
prueba que el numerador y el denominador son divisibles
c) i | z—1 _
por x—35. Simplificando el quebrado, resulta P y

haciendo ahora #==35, Imulta ..Z.:i , valor del quebrado pro-

pueslo cuando #==3.
VIR _ 2 —2x--1 _
2.° Sien el quebrado « e e hacemos x==1, re-




44
sulta % Para hallar el verdadero valor de la fraccion pro-

puesta cuando =1, simplifico el quebrado, parti;-,ndu nu-
xr—
-1
ciendo ahora #==1, resulta 0, valor del quebrado propuesto
cuando z==1.

2 0

J.

merador y denominador por 2—1, y tendré : y ha-

Si en la fracecion

ot — I 0
: — I. —_—
Y hago =2, resulta :

Para hallar el verdadero valor del quebrado propuesto, su-
primo el faclor #—2 comun & numerador y denominador, y

-+ 2

2; y haciendo ahora #==2, resulta ooy valor del

tendreé

quebrado prupuest.ﬂ cuando £=2. T4
a'+-a’h— 3a*b*— ab®- 20" ha
4 —a*b*— 1 3a20*-}-25ab*—12b*

. J 0 e LB
ciendo a==b, se convierte en s luego los dos términos

£." Sea el quebrado

del quebrado son divisibles por a — 6. Suprimiendo el fac-
tor a=—b, comun & numerador y denominador, resulia
a’4-2a*b — ab*— 20° i A b Aol 0
P Lo T y haciendo ahora a==b, resultah—, lug
go los dos términos del nuevo quebrado son tambien di-
visibles por @ — b. Simplificando el nuevo quebrado, se halla
a*--3ab -} 26
a*--ab —12b%’
6a? 3
—10a? 9
cuando a==b.

y haciendo en este quebrado a==b, resulta

, verdadero valor del quebrado propuesto



LIBRO SEGONDO.

Ecuaciones de primer grado.

Y

CAPITULO 1.

Nociones preliminares.

68. Se llama ecuacion numérica 'a ecuacion en que to-
das las cantidades conocidas, que entran en ella, son nime-
ros particulares; y ecuacion liferal la ecuacion en que una 0
mas de dichas cantidades conocidas estan representadas por
letras. |

Asi, la ecuacion 4z —8=32--12 es una ecuacion numé-
rica. La ecuacion ax*— 5-—-y—b:x: es una ecuacion literal.
. Se llaman valores de las mcégmta:s las cantidades conoci-
das que, puestas en la ecuacion en vez de las incognitas, ve-
rifican la ecuacion, es decir, la transforman en una igualdad.

Se dice que se ha resuelto una ecuacion, cuando se han
hal ado los valores de las incognitas.

0. Es evidente, que si se se afiade a los dos miembros
de una ecuacion 6 se resta de ellos, una misma cantidad, la
ecuacion no se uItemm, esto es, las mnégmtas tendran en la
nueva ecuacion los mismos valores que en la primera; y que
tampoco se alterard una ecuacion, multiplicando 6 dividien-
do sus dos miembros por una misma cantidad conocida, di-
ferente de cero. ,

70 Cualquiera que sea la ecuacion, las primeras opera-
ciones que h:sa,jr que hacer, antes de resolverla, son las si-
guientes: 1." quitar denummadnres, 2.% efectuar las operacio-
nes indicadas, si la incognita se halla dentro de algun pa-
réntesis; 3.° ‘hacer la transposicion , es decir , reunir en un
miembro todos los términos conocidos, y en el otro todos
los desconocidos: 4.° hacer la reduccion, es decir, reducir &
un solo término todos aquellos en que ]as incognitas tengan

el mismo ekponente,
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71.  Pare quitar los denominadores de una ecuacion, se mul=
tiplica el numerador de cada quebrado por el producto de los de—
nominadores de los demds quebrados, y los términos enteros se
mulliplican_por el producto de todos los denominadores. De este
modo, se multiplican todos los términos por el producto de
todos los denominadores, y por consigniente (n#m. 69) la ecua-
cion no se altera. '
== 8 P 14,

Para quitar los denominadores, multiplico el numerador
x por 12, el numerador S por 28, el entero 8 por 84, el
numerador 5(z—2) por 21, y el entero 14 por 84, y resul-

tara |
12 - 1402 — 672 =63 (# —2) --1176.
Hlemos multiplicado el numerador 2 por 12, y como al
mismo tiempo hemos dejado de escribir el denominador 7, he-

Ejemplo.

mos vuelto & multiplicar por 7 el quebrado }%T- que resulfa

de la multiplicacion del quehradn-?— por 12; de modo qué

Qb

el producto 42z es igual al quebrado - multiplicado por 12

y por 7, esto es por 84. Del mismo modo se demuestra que
los otros dos quebrados se han multiplicado por 8%; y como .
los enteros se han multiplicado tambien por 84, todos los tér-
minos de la ecuacion se han multiplicado por 8%.

Para quitar los denominadores de una ecuacion, cuando dos ¢
mas de ellos tienen factores comunes, se multiplican todos sus (ér-
minos por el multiplo mas simple de los denominadores; regla
preferible en este caso & la anterior. '

Para multiplicar los quebrados por el miltiplo mas simple,
en vez de multiplicar el numerador por dicho miltiplo, y di-
vidir en seguida el producto por el denominador, ¢s mas sen-
cillo (Comp.* de la Aritm. mim. 8) dividir el mltiplo por el
denominador, y multiplicar el cociente por el numerador (a).

- ” T e S seep— o e s b

(a) Aplicando esta regla de quitar denominadores al caso en que estos
S0 primos entre si dosd dos, su mltiplo mas simple serd el producto de
tados ellos (Arifm, mim, 77, nota); y Eli.ﬂﬂﬂlﬂﬂtﬂ de la division del mgltiple
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) . 9p B0 A __'_Ey I i
Ej&mp!ﬂ. ? ﬁ-,—é-lm—s i l-la-

Como en los denominadores existe el factor 3 comun a los
denominadores 5y 12, el factor 2 comun a 2, 4y 12, y el
factor & comun & 4 y 12, hallaremos su mas simple multi-
plo, que es 12, y multiplicando todos los términos por 412,
tendremos |

8x— 48 1 6y-+-122 =96 — Yy - 1.
9%
53

y multiplico el cociente & por 2x. Del mismo modo se multi-
plican los otros quebrados por 12. |

72. Para pasar un término de un miembro a otro, se muda el
stgno @ dicho iermino. b3

En efecto, si tenemos la ecuacion az—b=cx-}-d, y quere-

mos pasar el término ¢x al primer miembro, restaremos cx de
ambos miembros, lo que no alterara a la ecuacion (niém. 69),
y tendremos

Para multiplicar. el quebrado por 12, parto 12 por 3,

ax—b— cx=—=cx-4-d— cx, |
O ar —b—cx==d, conforme a la regla.
Si en la misma ecuacion az—b==cz-}-d queremos pasar el
término b al segundo miembro, afadiremos b & ambos miem-
~ bros, lo que no alterara a la ecuacion (ntim. 69), y tendremos
ax—b-+b=cx-+d-b,
ar=cx-d-1-b, conforme a la regla.
Ejemplos para hacer las cuatro primeras operaciones en
ias ecuaciones,
g & O o 3(5-—2)
o A R b
Quitando denominadores, resulta _
12211402 — 672=63 (r —2) - 1176,
Efectuando las operaciones indicadas, sera
1221402 — 672 =632 — 126 |- 1176.

i4.

==

mas simple por el denominador de cada guehradu es el producte de los
denominadores de los demds quebrados; de manera que dicha regla se re-
duce en tal caso 4 multiplicar el numerador de cada quebrado por el pro-
ducto de los denominadores de los demds quebrades, es decir, se reduce
4 la regla ordinaria. :




45
Haeiendo la transposicion, tendremos
1224-1402—632—=672—126--1176.
Haciendo la reduccion, 89z=-1722.

s 3

0 |
2. a4 OO e T

b(x=—3) + 9x(x—3) =3z,

b —12 492 — 27 5=3x,

O*-de — 276 —d0r=12,

93327—- 20x=12.
1 2 Y 3 1

Sr—A48-F 6y 120=96—9y--1,
8z 46y 1221 9y=96- 1148,
202 - i5y=‘1&5.

- afz—g) | (z—d) qudy, T
b f e
af(x— g) — be(x— d) — bf = bfh—z--c,
afe— afg — bex - bed — bf = bfh — 2 ¢,
afe — bex 4 x=afg +bfh--c—bed--bf.
Para hacer la reduccion en este caso, separo el factor co-
mun & (nim. 27), y sera

(of— be-+1)a=afg -+ bfb o — bed +- b,

- Este segundo miembro puede escribirse asi:

f(ag -+ bh—+ b)+-c(1 — bd).

'75. Si todos los términos de una ecuacion tienen un fac-
tor comun, se simplifica la ecuacion, suprimiendo dicho fac-
tor comun.

Ejemplo. = 6abx—9bed=12bdx -} 15abc.

Todos los términos de esta ecuacion tienen el factor comun
b: partiéndolos por él, tendremos |
20— 3¢d="4dx - Sac. |
Haciendo la transposicion y la reduccion, se hallari
(20 —4d)w—=c(5a -+5d). |
7%. Si en los dos miembros de una ecuacion hay unamis-
ma ‘cantidad precedida del mismo signo, se simplificara la
ecuacion, suprimiendo dicha cantidad,
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3 it
Ejemplo. fﬂ;—g F2=2-} %5 J.
Suprimiendo ¢l 2 en ambos miembros, queda la ecuacion
8  2x—9
2 e

la cual, despues de quitar los denominadores, transponer y
reducir, se reduce a v=—27.

75 A veces resultan negativos los dos miembros de una
ecuacion, y esto consiste en que, en vez de pasar los térmi-
nos incognitos & un miembro, se pasan al otro. En este caso
se mudan los signos 4 todos los términos de la ecuacion; lo
que es posible, pues la nueva ecuacion se hallaria, pasando
todos los términos del primer miembro de la primera ecua-
cion al segundo, y todos los del segundo al primero; 6 mul-
tiplicando por—1 todos los términos de la primera ecua-
cion.

Ejemplo. hp--9=Tx 1.

Pasando al primer miembro los términos incégnitos y al
segundo los conocides, resulta 4o—7x=1—9, ecuacion en
la que los dos miembros son negativos. Mudando los signos 4
todos los términos, se tiene
| - To—hx=9—1.

Reduciendo es 37=S8. !

76. Ecuacion de primer grado con una incégnita es la
ecuacion en que el mayor esponente de la incégnita es 1, no
hallandose la incognita en ningun denominador, ni bajo nin- |
gun radical. ;

‘Ecuacion de sequndo grado con una incégnita es la ecua-
cion en que el mayor esponente de la incognita es 2, no ha-
llandose la incognita en ningun denominador, ni bajo ningun
radical. |

Del mismo modo se definen las ecuaciones de tercer gra-
do, de cuarto grado, etc. que tengan una sola incognita.

Asi, la ecuacion 4x—5=2x-19 es de primer grado.

La ecuacion > 9= ;s no puede decirse desde luego

z x—3
de qué grado es; pero quitando denominadores, se halla que
es de segundo grado.
El grado de una ecuacion que tiene dos 6 mas incognitas,
es la mayor suma de los esponentes de las incognitas en cada
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uno de sus términos; no hallindose ninguna de las incégni~
tas en ningun denominador , ni bajo ningun radical.

Asi, la ecuacion zy*—22°=y’2—1 es de 5.° grado, pues
la mayor suma de los esponentes de las incognitas en cada
término es 5.

CAPITULO 1.

Resolucion de las ecuaciones dé primer grado con una incognita.

e e

77. . Quitando los denominadores, efectiando las opera-
ciones indicadas ; haciendo la transposicion y la reduccion,
es claro que la ecuacion de primer grado con una Incognita
tendra la forma az=b ; de donde resulta (nim. 32)

b
L=,
@

Luego, para resolver una ecuacion de primer grado con una
medgnila , se quitan los denominadores , se efectiian las opera—
ciones endicadas, se hace la transposicion y la reduccion, Yy enton—
ces la tncognita es dgual al otro miembro dividido por su coefi-
ciente. - |

s DL _o(x—2) \Epn
: Banit &ontod ,”"
’ 246

11

Nora. Al resolver una ecuacion, puede cometerse algun
Crror, y por eso conviene comprobar el valor hallado para la
incognita. Para esto, se sustituye en la ecuacion en vez de
la incbgnita su valor, y debe resultar una igualdad.

Comprobemos el valor #, que hemos hallado en ‘este

ejemplo.
DX OX(—2)
'_5"-""8' ‘&. T3 ‘l-ﬁ',
1230 Ix224

s

BB O G W
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066 6724616 1288
- RV R T

392 392
11 11
; a(x—g) c@—d) ., . 2—C
afg-+foh--c—bed--bf
e af—be-1 ’
3.0 ' Gabp—9bed=12bdx +-15ab;
| ~ Bac--3de
it B 7 8 - Bl
| 8
&.° he4-9=Tx-+1; S T
Sv A 8 . I
o G e A | .
5. ) '.l'?-'"'_g I =g
r—=12, :

78. En todas las ecuaciones que hasta ahora hemos re-
suelto, la incdgnita no ha tenido mas que un solo valor,
- En general, en foda ecuacion de primer grado con una tn-
cognita , esta no tiene mas que un solo valor,
En efecto, la ecuacion de primer grado con una incég-
nita, despues de las operaciones ordinarias, tiene la forma
ax=>b. El Unico valor de la incognila, que satisfaee a esta

" b L ] L] L] '
ecuacion, es — ; pues no puede existir ningun otro numero
a ¥ ﬂl i

que multiplinﬁdu por @ dé de producto b.

CAPITULO III.

Eliminacion de una incégnita entre dos ecuaciones de primer gra-
do con dos 0 mas incognitas.

79. Eliminar una incognita entre dos ecnaciones es dedu-
cir de ellas, por medio de operaciones que no alteren & los
valores de las incognitas, otra ecuacion que no conienga 4

dicha incognita,
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En todos los métodos de eliminacion (Jue vamos a esponer,
supondremos que las ecuaciones tienen la forma

| ax--by-+cz--..... =k [1],
en que los coeficientes a, b, ¢..... son niimeros enteros; para:

lo cual se quitan los denominadores, se efectiian las opera-
ciones indicadas, se hace la transposicion y la reduceion.

S- 1.° M&Topo DE SUSTITUCION.

80.  Para eliminar por este método wna incognite entre dos
ecuaciones, se despeja la incdgnita en cualquiera de las ecuaciones,
Y se suslituye su valor en la otra ecuacion.

Ejemplo. Sean las dos ecuaciones

3x — 2y-1-82—=922,
O -4y z2=—="734.

Para eliminar entre estas dos ecuaciones la z, despejo esta
incognita en cualquiera de dichas ecuaciones, en la primera
por ejemplo. Para esto, se consideran las otras inecognitas co-
mo si fuesen conocidas, y se aplica el método de resolucion de
las ecuaciones de primer grodo con una incognita (nmim. 77):
tendremos, pues, haciendo la transposicion,

| Sx=22--2y— 8z,
22+ 2y -8z

3 .

Sustituyo ahora el valor de z en la ofra ecuacion, y tendré
Lol k) TN
Queda eliminada la 2.
Si se quiere poner (ngmn. 79) esta ecuacion bajo la forma de

la ecuacion [1], quitaré el denominador, multiplicando todos
los términos por 3, y ser4

o(22 - 2y —82) -I- 12y 1- 52=—102.
Efectuando la multiplicacion indicada, serd
110 + 10y — 40z - 12y + 5z2—102.
Haciendo la transposicion, sers |
¢ 10y — 40z + 12y -} 52=—102 — 110,
Reduciendo, resulta
22y =57 2= = 8;

Y Por consiguiente P
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y mudando los signos 4 todos los lérminos de esla ecuacion, es
372—22y—S8.

Para eliminar la g entre las mismas ecuaciones, despejo
esta incognita en cualquiera de dichas ecuaciones, en la pri-
mera por ejemplo, y tendré

3z -+ 82 —22

y — (2 ¥

Sustituyendo el valor de la y en la otra ecuacion, sera
B o 4(3”?"22? L g=s Bk

Queda eliminada la y.

Si se quiere escribir esta ecuacion bajo la forma ordina-
ria (wim. 79), resultard, hechas las operaciones convenientes,
221 - 35z =156,

y supriende el factor comun 2, _
, 11z +-172=78.
Para eliminar la z entre las mismas ecuaciones, la despeja=
remos en una de las ecuaciones, en lasegunda por ejemplo, ¥

tendremos
z=34—bx— 4y,
y sustituyendo su valor en la primera ecuacion, sera
32— 2y 8(54 — o — hy) =22.
Si se quiere escribir esta ecuacion bajo la forma ordinaria,
se harén las operaciones convenientes, y resultara

371234y =—250.

§. 2.° METODO DE ADICION O SUSTRACCION.

W —

81. Para eliminar por este método una imcdgnita entre dos
ecuaciones de primer grado, se hace primeramente que la in-
cognila que s2 va & eliminar, tenga el mismo coeficiente en am-
bas ecuaciones; para lo cual, se multiplica cada ecuacion (a) por
el coeficiente que._ tiene la incdgnita en la olra ecuacion: se restan
en sequida las dos ecuaciones, si los dos términos en que enira

(a) Entiéndase los dos miembros de la ecuacion, 6 todos los. térmi-
nos de la ecuacion. Lo mismo debe entenderse cuando, por abreviar, se
dice que con una ecuacion se hace una operacion cualquiera.
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la incdgnita tienen el mismo signo; y se suman, si dichos terminos
tienen signo contrario.

Ejemplo. - Sean las dos ecuaciones
1x—5y=22,
9z Ay=354.
Para eliminar la #, multiplico la primera ecuacion por 9
y la segunda por 7, y tendré estas otras dos ecuaciones equi-
valentes 4 las propuestas:
65;3-——&53;:'1 98,
632128y =238,
Restando estas dos ecuaciones, seré
652 28y—682--45y—=258—198,
y reduciendo, resulta 13y=A40.

Si los coeficientes de la incdgnita que se va & eliminar, no
son primos entre si, es preferible, para hacer que los coefi-
cientes de la misma incdgnita sean iguales, hallar el menor
multiplo de dichos coeficientes, y multiplicar cada ecuacion
por el factor que falta al coeficiente de la incognita para com-
poner dicho menor multiplo.

Ejemplo. Sean las dos ecuaciones

1082—12y+ 5z—hu=22,
kSr— Sy-+112—9u=13.

Para eliminar la @, observo que los coeficientes 108 y 45
tienen el factor comun 9: el menor multiplo de estos coefi-
cientes es (Aritm. mim. 77) 22.5%. 5=108x5—="45x12.

Multiplico pues la primera ecuacion por 5 y la segunda
por 12, y entré

108.52—60y-4-282 — 20u=110,
45.120—36y--1322—108u=156.

Restando estas dos ecuaciones, y haciendo la reduccion, serd
24y-+-1072—88u=46.

Nota. Este método de eliminacion, que es el mas sencillo
en las ecuaciones de primer grado, puede abreviarse en la
praclica, efectuando las multiplicaciones y la adicion 6 sus-
traccion, y aun la reduccion, al mismo tiempo. Asi, para eli-
minar la z entre las dos ecuaciones de estc ejemplo, se es—
criben 4 la izquierda de estas ecuaciones los multiplicadores
11 y. 8, como se ve 4 continuacion;
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11 1082x—12y-+ Hz—Au==22,
5 | bx— Sy-+-112—9u==15.
Efectuando ahora las multiplicaciones, y al mismo tiempo la
sustraccion y reduccion, resulta inmediatamente

9650 —117y+-u—177.

§. 3. METoDO DE I1GUALACION.

82. Para eliminar por este método una incdgnita entre dos
ecuaciones de primer grado, se despeja dicha incégnita en las dos
ecuaciones, y se iqualan en sequida sus valores.

Ejemplo. Sean las dos ecuaciones
Tm-——lly-—_—ﬂﬂ,
| 172 +-22y=93.
Para eliminar la 2, despejo en ambas ecuaciones esta in-
cognita, y tendré
; 20411y 95—22y,
T TR ST
igualando ahora los valores de », resultara la ecuacion
2011y 95—22y
7 47 b

que no contiene a la . |
Para eliminar la y, despejaré esta incognita en las dos
ecuaciones, y tendré

Tx—20  95—17z
a7 T e Y

igualando los dos valores de y, sera
Te—20 93—17x

11 22

Queda eliminada la y. 1

85. Eliminar una incognita entre n ecuaciones es deducir
de ellas, por medio de operaciones que no alteren & losvalo-
res de las incdgnitas, n—1 ecuaciones que no, conténgan 4
dicha incognita.

Para eliminar una incégnita entre n ecuaciones, se elimi-
na esta incognita entre dos de dichas ecuaciones; en seguida
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se elimina la misma incégnita entre dos ecuaciones, cuya
combinacion sea diferente de la anterior ; despues se elimi-
na dicha incognita entre dos ecuaciones, cuya combinacion
sea diferenle de las dos anteriores; y asi sucesivamente,
hasta que se obtengan n — 1 ecuaciones (a).

CAPITULO 1IV. :

Resolucion de un mimero cualquiera de ecuaciones de primer
grado con igual mimero de incognitus.

_

ArTicuro 1.°
Ecuaciones numeéricas.

84. Para resolver un nimero cualquiera de ecuaciones de
primer grado con dgual nidmero de incignitas, se eliminag una
icognila entre dichas ecuaciones; y resultard una ecuacion menos
y una imcognita menos. Se vuelve G eliminar una incdgnita en
estas ecuactones; y conlinuando del mismo modo, se llegard @
una ecuacion con una. incognita. Se halla el valor de esta incég-
nita, y por medio de ella se hallardn facilmente los valores de
las demds. :

Ejemplos.. 1." 9x—11y=359,
904

Eliminando la 9, resulta 1152=904, de donde z— i 5——-8.

_Para hallar el valor. de y, se sustituird el de # en cual-
quiera de las ecuaciones que contenga & estas dos incbgni-
tas; y despejando en seguida la y, resulta y=3.

Nora.  Si se ha seguido el método 1.° 6 el 3.° para eli-
minar la y, despues que se ha hallado el valor de 2, se ha-
llard el valor de y, sustituyendo el valor de # en la ecuacion
€n que esta despejada la y.

(@) Siendo el nlimero de estas combinaciones ".(i_._i_) (num. 131), y
| 2 Jrn

siendo este niimero mayor que n—1 desde n=3 en adelante, se deberin
]]I'EfEI'II' aquellas combinaciones de ecuaciones que den con mas facilidad
As ;—1 ecuaciones que se buscan,
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Comprobacion de los valores hallados para las incoghitas.

Ox8 —11x5=359,
Tx84 Ax5—068;

0 bien 3 39=39,
: 68 =—08.
1419 10 Ba— 6y -+ hz=15,

T+ 4y—32=19,
20 - y-i-ﬁz..—_&ﬁ.
Eliminemos la y entre 1.* y 3., y entre 2.* y 3.%: resultan
las dos ecuaciones
172+ 502=201,
_ x--272=165.
Eliminando entre estas ecuaciones la «, resulta 419z=2514,
de donde z=6, y por consiguiente x=5, y=—4.
Ahora es facil comprobar estos valores.
Y hx—3y+22= 9,
r-+5y—9z=— 4,
S5a -+ 6y — 22—18.
Eliminando la z entre 1.% y 2.2, y entre 1." y 5.*, resultan
162 | y==99,
dxt+y= 9.
Eliminando la y entre estas dos ecuaciones, resulta
1312=26, de donde =2, y por consiguiente y=3, g=0.
4.° A0z —20y - 302=060,
8z - 12y — 162=80,
7% — A8y + 452 =234.
Antes de proceder & la eliminacion , conviene simplificar
las ecuaciones cuando existe algun factor comun & todos sus
términos. La primera de estas ecuaciones tiene el factor co-

- ~mun 10, la segunda el factor'comun 4, y la tercera el fac-

tor comun 9. Suprimiendo estos factores comunes, las nue-
vas ecuaciones seran
~ g —2 4 82— 0,
2r + 3y —4z2—=20,
32 — 2y -+ B2=26.
Eliminando la « entre 1.* y 2., y entre 1.° y 3., resultan
Ty —10z=8,
y— =2
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Eliminando la ¢ entre estas dos ecuaciones, resulta 5z=6, de
donde 2=2; y por consiguiente y=4, v=8.

5.° ay-+br=c,
cr—+az=b,
bz--cy=a.

Como en este caso cada incognita no entra en todas las
ecuaciones, la eliminacion es mas breve; pues si, por ejem-
plo, elimino la z entre las dos primeras, la ecuacion que re-
sulte y la tercera seran dos ecuaciones con dos incognitas. He-
cha la eliminacion, resulta

acy—abz=c*—b*.
Eliminando la z entre esta ecuacion y la bz+-cy=a, re-

sulta 2acy=a*-c*—b?,
a*-f-c*—b*

Por consiguiente
b __I_Ei_ai ﬂ;’ —I—b‘-—-—ﬂ=
il

e Tu—15z=87,
du-+142=>57,

loy—- 5&3‘:11,

2x—112=50.

En este caso sucede que la incognita y no entra mas que
en la tercera ecuacion; por lo tanto se prescinde de esta ecua-
cion, y en las otras tenemos tres ecuaciones con tres incog-
nitas. -

Cada incognita entra en dos de estas tres ecuaciones; y asi,
es indiferente principiar la eliminacion por cualquiera de las
incognitas.

Eliminemos la % entre 1.% y 2., y resulta

93$+593’=158.

Esta ecuacion y la £.® son dos ecuaciones con dos incogni-

tas: de ellas resultan =5, z=——A%; y por consiguiente
=2 U=},
70 Jx—2y— Bz=I11,
8t— bSy=25,
O -y — Tu=—=AT,
2x—13u==5,

1435 - 8Tu=1374,
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Las dos ultimas ecuaciones son dos ecuaciones ¢on dos if-
cognitas: de ellas resultan =9, u==1; y por consiguiente
Y=39, =05, 3=2.

* 85.  Eliminando una jncdguila entre dos ecuaciones de pri=
mer grado con cualquier mimero de incdgnitas, la ecuacion que
resulla es de primer grado.

Sean las dos ecuaciones generales de primer grado
ax by +cz ... =k,
6xA4-by+cz4-... =k, |
Eliminando la 2 por cualquiera de los métodos que conoce—
mos, resulta la ecuacion de primer grado
(ba"—ab' )y +(ca’—ac)z ... =da'k—ak';
lo que demuestra la verdad del teorema.

*  Eliminando n— 1 incdgnitas enfre n ecuaciones de primer
grado con n incdynitas, la ecuacion final que resulta, es de pri-
mer (rado. |

En efecto, segun el teorema anterior, de cada dos ecua—
ciones que se tomen para eliminar una incognita, resulta una
ecuacion de primer grado; luego eliminando una incognita
entre las n ecuaciones (nim. 83), las' n—1 nuevas ecuacio-
nes que resulten, serdn de primer grado. Volviendo 4 elimi-
nar una incognita entre estas n—1 ecuaciones, las n—2 ecua-
ciones que resulten, serén de primer grado; y asi sucesiva-
mente: luego despues de haber eliminado las n—1 incognitas,
la ecuacion final que resulte, serd de primer grado.

* 86. En todos los ejemplos que acabamos de resolver,
cada incégnita ha tenido un solo valor. ;

En general, en un sistemt de ecuaciones de primer grado
con dyual nimero de incdgnitas cada incdgnita no tiene mas que
un solo valor (a). -

Pues si hubiese alguna inc6gnita que tuviese varios valo-
res, eliminando todas las otras incognitas, la Gltima ecuacion
contendria & dicha incégnita, y de ella resultarian sus valores;
pero segun el teorema 2.° del nam. 85, la ecuacion final es
de primer grado; luego en una ecuacion de primer grado con

una incognita, esta tendria mas que un solo valor; lo que es
imposible (nim. 78).

(a) Suponemos aqui %ﬂﬂ las ecuaciones son dislintas y compatibles,
Yéanse los niimeros 92 y 93, - :
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Articuro 2.°
Ecuaciones literales.

* 87. ‘Sean en primer lugar las dos ecuaciones

axr 4+ by=ce,
a'x -+ by=¢.

Pudiéramos eliminar una de estas dos incognitas por cual-
quiera de los métodos de eliminacion esplicados ya; pero pre-
ferimos eliminar por otro método , Hamado método de las in-
determinadas & de Bezout, su inventor.

Multiplico la primera ecuacion por una cantidad indeter-
minada m, y tendré |

| max --mby=—me,

y restando de esta ecuacion la segunda, resulta
' (ma—a')x 4 (mb—b"y=mc—¢’. |
Ahora, como m es una indeterminada, dispongo de ella,
es decir, la doy el valor conveniente, para que se anule ol
coeficiente de la incégnita que quiero eliminar. Asi, para
; r
eliminar y, hago mb—3'=0, de donde m:—i—: la ecua-

cion [1] sera entonces
- (ma—a)r=mc—c",
de la cual resulta
- me—c'

e 3
ma—a'
bl’
y poniendo en vez de m su valor G sera
'}
cb 7

b
ab’

- —a

b

oA

o e

f

y multiplicando por b los dos términos dé este quebrado, seri
sl ¢’ —be (2]
- ab'—ba' :
. Para hallar el valor de y, no hay mas que eliminar la 2,
.1gua_land::: a cero su coeficiente; esto es, ma — ¢/ =0, de don-

ﬂ.
de m= o Y por consiguiente



8
co'—ac
oo e
6 mudando los signos & numerador y denominador, para que
los dos valores de z é y tengan el mismo denominador, sera

ac'—ca'
R ST 8bmsniihng

Para resolver por medio de estas formulas dos ecuaciones
de primer grado con dos incognitas, se hallaran los valores
particulares de las letras de las dos ecuaciones ax-+by=c,
ax-+b'y=="c'; y sustituyendo en las dos formulas estos valores
particulares, se tendran los valores de las incdgnitas de las
dos ecuaciones propuestas.

Ejemplo. _Sean las dos ecuaciones
. 5:‘5-—-—-3}:&.
En este caso a=—1, b=1, ¢=39, a'=3,V' =— 1,'=A4.
OX—1—Ixhk —3—4 1
_— =,
T honby i o0 Tl O

ol —Ax4k—3x5 __—&—QH-BL

—2 —2 2

88. Sean las tres ecuaciones con tres incognitas
ax + by cz=d,

!

0 5 bly-- ¢ 3==d,
o’ 0"y -c"z==d".
Para hallar los valores de las tres inc6gnitas, multiplico la
primera ecuacion por la indeterminada m, la segunda por la

indeterminada # ; sumo en seguida estas dos nuevas ecuacio-
nes, y de su suma resto la tercera ecuacion; y tendré

(am—-a'n—a") x4 (bm -+ b'n—b")y -+ (em - ¢'n—c¢")z
+ d” .

—dm-}-d'n —
Para hallar ahora el valor de «, igualo 4 cero los coeficien~
tesde y y de z, y tendré:

bm 40" —b"=0,

em ~-c'n —c"=0.
De estas dos ecuaciones deduciré los valores dem y .
Para hallar estos valores, podemos servirnos de las formulas
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halladas en el pnmer caso; para lo cual, pasaremosen pri-
mer lugar b” y ¢” al segundo miembro, y tendremos

bm -6t n=>0b",
cem--¢' n=¢c". |
Ahora, las letras a, b, ¢, @', V', ¢, y, x de las formulas [2]
y [3] tienen los valnres mgulentes a=b, b=V, ¢l
u—c, b=¢', ¢'=¢c", 7="m, y=="n; luego
A A
bf-'-'_- cb' !
be"— cb”
be'—cb'
Esto supuesto, sera m_ﬁﬂ'— d’,ﬂ_ dﬂ,
am-a'n—a
lugar de m y = sus valores, tendremos
d(c'b"—b'c")+d' (be”—cb") —d" (be' —cb')

(b a (b —cb") —a" (be'—cb')

Efectuando las multiplicaciones, y mudando los signos & nu-
merador y denominador, sera

£ b " —dc'b" - cd'b" —Dbd'¢"" 4 be'd"—cb'd"”
ab'c"—ac'b' 4 ca’b''—ba'c" - be'a"—cb'a’"

Los valores de y y de 2 se pudieran hallar por un calculo
enteramente semejante. Pero observando que la z y la y en-
tran en las ecuaciones propuestas del mismo modo, el calcu-~
lo que se hiciese para halllar la y, solo se diferenciaria del
que se ha hecho para hallar la , en que estarian permuta-
das las letrasa y b, @' y b', @’ y b''; luego el valor de y pue-
de deducirse del de x, efectuando eslas permutaciones.

Por igual razon el valor de z puede deducirse del de =z,
permutandoa y ¢, a' y ¢/, @' y ¢''.

Tendremos pues

ad'c!"" —ac'd" - ca'd’'—da'c"" -dc'a"—cd'a’”
ab’ﬂr”—aﬂ’b”-—- Gﬂ:rb”-—" bﬂrﬁ”+ bc’ﬂ”-—-— ﬂbrﬂﬁ. ?
ab'd’'—ad'b'"'--da'b"" — ba'd"' -+ bd'a' — db'a”
ab'¢"— ac'b” - o't — be'c” + be'a"— cb'a’"

n_

; Y poniendo en

=

& —
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Si tuviésémos cuatro ecuaciones génerales ¢on cuatro in-
cognitas, siguiendo el mismo método, se multiplicarian las
tres primeras por tres indeterminadas, se sumarian en segui-
da, y de su suma se restdria la cuarta; é igualando a cero su-
cesivamenle los coeficientes de tres incognitas, las ecuaciones
resultantes determinarian las tres indeterminadas, y por con-
siguiente se hallaria el valor de la incognita cuyo coeficiente
no se hubiese anulado. "

89. Observando las formulas que resultan para los valores
de Jas incégnitas, tanto en el caso de dos ecuaciones como en
el de tres, resultan, para hallar estas formulas, las reglas si-
guientes:

Si son dos las ecuaciones, con las letras a y b se forman
las dos permufaciones ab y ba, se pone el signo—entre ellas
y un acento a la segunda letra de cada término; y el resulta-
- do ab’—ba' es el denominador comun de los valores de z ¢ y.

Si son tres las ecuaciones, se colocara la tercera lefra ¢ al
fin, en medio y al principio de cada una de las dos permuta-
ciones ab y ba, se alternardn los signos-+4 —, se’ pondra
un acento a la segunda letra y dos acentos & la tercera, y se
tendra el denominador comun de las tres formulas.

Si fuesen cuatro las ecuaciones, se colocaria la letra d,
igualmente en todos los lugares de. cada una de las Gltimas |
permutaciones, se alternarian los signos -~ y —, se pondria
un acento a la segunda letra, dos acentos 4 la tercera y tres
acentos & la cuarta.

La misma regla se seguiria, si las ecuaciones fuesen mas
de cuatro.

Para hallar el numerador de cada formula, no hay mas que
mudar en el denominador los coeficientes que tiene la incog-
nita en todas las ecuaciones, en las letras que indican los se-
gundos miembros.

La aplicacion de estas formulas 4 la resolucion de ecuacio-
nes particulares es poco conveniente.
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CAPITULO V.

- Casos de imposibilidad ¢ indeterminacion en las ecuaciones de pri-
mer grado. Discusion de las formulas generales de las ecuaciones
de primer grado.

Arricuro 1.°
Ecuacion numérica con una incdgnita,

* 90 Sea la ecuacion

R ARTIR JET W LY
3 *12'*”“‘&"‘5'

Quitando denominadores, resulta

b5 -} 480=9x -} 588,
) 9z - £80=—=92x - 588,

ecuacion evidentemente imposible. Como los dos miembros
de esta ecuacion son 12 veces mayores que los de la ecua-
cion propuesta, se infiere que esta ecuacion es tambien im-
posible.

La imposibilidad de la ecuacion propuesta se puede ma-
nifestar por ella misma; pues si se reducen los dos quebra-
dos del primer miembro & uno solo, dicha ecuacion seri

%5“4-40— 9% | 9,

e
ecuacion imposible.

Si despues de hacer la transposicion en la ecuacion
ha + S - 480=9zx |- 488,
se hiciese la reduceion , resultaria la igualdad imposible
2x0=108, 6 0=108,
y esto nos advertiria la. imposibilidad de la ecuacion.

S . i-.[ 5% | _5(&3*‘]"52)-
ea la ecuacion =T 157 39 L
Quitando los denominadores, la ecuacion serd
bz 4 Sx - 468 =9 (2 52).
Efectuando las operaciones indicadas, resulta la identidad
9% - 468 =9x -I- 468, |
la cual quedar4 satisfecha, cualquiera que sea el valor que se
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dé & la 2. Como los dos miembros de esta identidad son 12
veces mayores que los de la ecuacion propuesta, se infiere
que tambien esta ecuacion es una identidad; lo que puede
comprobarse efectuando las operaciones indicadas en ambos
miembros.

Si despues de quitar los denominadores y de efectuar las
operaciones indicadas, se hubiesen hecho la transposicion Yy
la reduccion, hubiera resultado la igualdad evidente 0xx=0,
6 0=0; y esto nos indicaria que la ecuacion propuesta era
una identidad.

Arricuro 2.°

Ecuacion literal con una incognita.

* 91, Despues de quitar denominadores, efectuar las ope-
raciones indicadas, transponer y reducir, la ecuacion gene-
ral de primer grado con una incdgnita tiene la forma ax=10,
de la cual resulta

Si por cierta suposicion es ¢=0, resulta 2—=—=q0 ; s

0

decir que no existe ningun niimero finito que satisfaga 4 la
ecuacion ; 6 bien, que esta ecuacion es imposible : lo que por
otra parte es evidente, pues la ecuacion numeérica que se
quisiera resolver por medio de esta formula, se reduciria 4
la forma O0xz="0, 6 0==AD.

Si a y b tienen en la formula m=% los valores 0 y O, el

valor de z se convierte en _g-, y por tanto (nidm. 67) x tendra

un valor cualquiera: yen efecto, la ecuacion numérica que sé
quisiera resolver en el caso en que a==b==0 por medio de Ia

b ; :
fﬁrmula-m:?, se reduciria 4 Oxz==0, 6 & 0==0; luego di-

cha ecuacion seria una identidad (nim. 90).




03

Arricuro 3.°
Dos ¢ mas ecuaciones numéricas con igual mimero de incognitas.

* 02. Sean las dos ecnaciones con dos incognitas
7:!3—53; - 9,
| 1hg— ﬁy: 23.

Eliminando la %, resulta Oxz=35 ; luego no existe valor
alguno finito de @, que con otro de y formen una solucion de
las dos ecuaciones propuestas.

En este caso se dice que las ecuaciones son confradictorias
o incompatibles , 6 que su sistema es imposible. -

Puede manifestarse ficilmente la incompatibilidad de estas
dos ecuaciones; pues, si partimos todos los términos de la se-
gunda ecuacion por 2, resulta

Tz 5y*—il-i-,

ecuacion evidentemenle incompatible con la primera.

* 93. Se dice que una ecuacion es consecuencia de otra,
cuando se deduce de esta por medio de una operacion que no
la altere. * -

Se dice que una ecuacion es consecuencia de otras, cuando
puede deducirse de estas por medio de una operacion que no
las altere. '

Se dice que dos ecuaciones son distintas, cuando una de
las ecuaciones no puede deducirse de la otra por medio de una
operacion que no altere & esta.

9%. Sean las dos ecuaciones

Tx—3y= 9,
14z —6y==18.

Eliminada la y, resulta 2x 0=0, es decir, que » tiene un
valor cualquiera; el cual con el valor correspondiente de y, sa-
cado de cualquiera de las dos ecuaciones propuestas, formaré
una solucion; de modo que las dos ecuaciones tendrin una
infinidad de soluciones.

En este ejemplo es ficil ver que la segunda ecuacion es una
consecuencia de la primera; pues multiplicando por 2 todos
los términos de esta, resulta la segunda ecuacion.

Como las dos ecuaciones tienen una infinidad de solucio-
nes, se dice que el sistema de dos ecuaciones, de las que launa
es consecupncia de la otra, es un sistema tndeferminado,
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Sean las tres ecuaciones con tres incognitas
o —3y + 22 =751,
r4+2— 5= 17,
; ot 8% -5y — 22=82. i

Eliminando la #, resultan dos ecuaciones incompatibles; y
por consiguiente el sistema de las tres ecnaciones propuestas
es imposible. _

La imposibilidad de este sistema consiste en que el primer
miembro de la tercera ecuacion es la suma del primer miem-
bro de la primera y del cuddruplo del primer miembro de la
segunda; mientras que el segundo miembro de la tercera
ecuacion no reune estas condiciones.

Sean las tres ecuaciones

!'I:—-_.Ey— 3'= 7,
Sx ﬁy ~ 22 =09.
Eliminando la @, resultan las dos ecucaiones
6z —11y=3, _
que no siendo mas que una distinta, prueban que el sistema
de las tres ecuaciones propuestas es indeterminado.

La indeterminacion de este sistema consiste en que la ter-

cera ecuacion es una consecuencia de las otras -dos; pues la

tercera ecuacion resulta de la suma de la primera con el cud-
druplo de la segunda.

Sean las tres ecuaciones

Tz — 6y-+52=20,
1hx— 142y +52=—26,
21— 18y 72 =44.

Eliminando la #, resultan 72—=14, 82=16: de cualquiera
de estas ‘ecuaciones resulta z==2. Conocido el valor de z, te-
nemos para hallar los valores de 2 é y, lasdos ecuaciones

Tx— 6y=—10,
152 — 12y=20,

que siendo la una consecuencia de la otra, prueban que el
sistema de las tres ecuaciones es indeterminado, aunque el
valor de z sea determinado. g

Es facil hacer ver en las ecuaciones propuestas que el va-
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lor de 2 debe ser 2, para que el sistema de las tl’ea ecuacios
nes sea posible.
En efecto, la primera y la segunda dan
12—~ 06y=20--5z,
Lz — A2y—26—32;
y partiendo por 2 esta ultima, es

10x—0y= 15—%
luego, para que estas ecuaciones sean compatibles, es menes-
ler que 20—-52'_{5—%5

de donde resulta 2=2.

Articoro 4.°

Dos 6 mas ecuaciones literales con igual numero de incognitas.

* 05 Sean las dos ecuaciones con dos inedgnitas
ax-+by=c¢,
dx+by=c.

De ellas resultan

ch’—b¢'
= —ba

ac'—oa'
Y =—va"

Si el denominador es cero, sin serlo ninguno de los nu-
radores, resultan
cb'—be'

H=-" ’
0

. ac'—ca’
y s 0 -

valores infinitos ; luego las ecuaciones propuestas no pueden
en eéste caso quedar satisfechas por un sistema de valores fi-
nitos de las dos incdgnitas, y por tanto dichas ecuaciones
son incompatibles.
Para manifestar la incompatibilidad de las dos ecuacio-
nes propuestas por medio de ellas mismas, deduzfamus de
)
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la ecuacion ab’—ba'=0 el valor de una de las letras, de o' por

' ab’
ejemplo, que es a'= b gty sustituyendo este valor en la se-

gunda de las dos ecuaciones, esta ecuacion se convierte en
; *ﬂb'

b
6 quitando el denﬂmlnadur, y dwldlendu en segmda por &', di-
cha ecuacion sera

z-+0'y=c',

b _
o-by= T [m].
| be'
Como por suposicion cb’}bc’ , Yy por cunsigu_;enle ﬂ>-i, la

<V
ecuacion [m] CS evu:lentemenl;e mcnmpatthle con la ecuacion
primera az- by=c; y pues’la ecuacion [m] es la misma
ecuacion am+b’y:c , resulta que las dos ecuaciones pro-
puestas son incompatibles.

Si el denominador es cero al mismo tiempo que lo es uno
de los numeradores ;. es decir, si tenemos al mismo tiempo
ab'— ba'=0, cb'— be _-D digo que el otro numerador sera
tambien cero.

En efecto, de las dos ecuaciones

ab' —ba' =0,
¢b'—be' =0

resultan estas otras:
| ab' = ba'
ob' =be' ;
'y multiplicdndolas en cruz; sera

T abb'e = bed’ b,
6 suprimiendo el factor comun bb', es ac'==ca’; es decir, que
el numerador de la segunda Iﬁrmula es tambien cero. /

ﬂ 0 0 _
Luego en este caso tendremos il y“_'-'"ﬁ‘,} valores in-

determinados ; luego una de las dos ecuaciones debe ser con-
secuencia de la otra,
Para demostrarlo por las ecuaciones mxsmas, deduzcamﬁs
de las dos igualdades cb'=b¢', ac'=ca’ los valores de a’ y V',
y tcndremﬂf-.
- be' ., ac

1bl=___’ =_’

pririitg
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y sustituyendo estos valores en la segunda ecuacion, resulta

acr by
| =0 3
c c | _
0 acx+be'y=cc’, -

ecuacion que es evidentemente una consecuencia de la ecua-
clon ax -+ by=c. : '

Obsérvese que, aunque los valores de z & ¥ son indetermi-
nados. esto no quiere decir que estos dos valores son arbitra-
rios; pues si damos & 2 un valor arbitario «, el correspon-
diente de y no ha de ser otro arbitrario £, sino el valor de Y
deducido de la Unica ecuacion az-by=c que liga en este caso

& las dos incognitas, el cual seria Filik

De un modo analogo, aunque mas complicado, pudieran
discutirse las formulas correspondientes 4 tres ecuacianes ge-

nerales con tres incognitas; pero siendo esta discusion de
poco 6 ningun interés, no nos detendremos en ella.

CAPITULO VI.

“Resolucion de un cierto nimero de ecuaciones de primer grado
con mayor numero de incognitas,

96. Para resolver una ecuacion con dos 6 mas incognitas,
se despejard una de las incégnitas, y dando & cada una de las
otras incognitas, un valor arbitrario, estos valores y el corres-
pondiente de la incbgnita despejada formardn una solucion de

Ja ecuacion; de modo que la ecuacion tendré una infinidad
de soluciones.

Ejemplo. Sea la ecuacion 22 y=20.

Para resolverla, despejo una de las incognitas, por ejemplo
la y, y tendré .
. Y=20—2z.

Doy ahora & = un valor arbitrario 2=5, el valor corres—
pondiente de y sera

y=20-10=10:

estos valores 5 y 10 de las dos incognitas # ‘é y forman una
- solucion de la ecuacion.

Doy ahora & 2 el valor 13, y tendré

LA
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los valores 15 y —6 de las dos incOgnitas » ¢ y forman otra
solucion. | '

2 _
Doy & @ el valor 7—5—: y tendré
2
it

y estos dos valores formaran otra solucion.
Del mismo se pueden hallar cuantas soluciones se quieran.
97. Toda ecuacion que tiene dos 6 mas incognitas se lla-
ma ecuacion indeterminada.

En la ecuacion indeterminada las incognitas se llaman va-
riables; las incognitas 4 quienes se dan valores arbitrarios, se
llaman variables éndependientes; y la incognita que se despeja,
. ﬁ cuyo valor depende de los valores dados & las variables in-

ependientes, se llama funcion de dichas variables.
Asi, en la ecuacion

§=20—2z,

que ha resultado de la ecuacion 22--y=20, si damos a x
valores arbitrarios, para tener los correspondientes de y, se-
rd x la variable independiente é y la funcion de x. Si se hu-
biese despejado la # en la misma ecuacion, hubiera resultado

m—__-il)—%, y €n este caso, dando 4 y valores arbitrarios

para tener los correspondientes de x, la y seria la variable in-
dependiente y « la funcion de y. ,

98. En general, se llama funcion de una 6 varias cantida-
des variables toda cantidad cuyo valor depende de los que se
den 4 dichas variables.

Asi, el interés de un capital es funcion del capital, del
tanto por ciento y del tiempo.. .

09. Para resolver dos 6 mas ecuaciones de primer grado
con mayor namero de inedgnitas, se despejaran tantas incog-
nitas como ecuaciones, considerando & las demds incognitas
como si fuesen cantidades ¢onocidas; y dando en seguida un
valor arbitrario 4 cada una de estas ultimas, estos valores y
los correspondientes de las incOgnitas despejadas formaran
una solucion; y es claro que asi se podran obtener tantas so-
luciones como se quieran,
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Ejemplo. a2+ 2y— z-4+14u=20,
20— y+ 22— Su=>H.

Despejemos las incognitas ¥, z, considerando & las otras
dos # y u como conocidas. Para esto, paso # y u 4 los segun-
dos miembros, y las dos ecuaciones seran

2y —z2=20—8x—14u,
22—y= O—2x - Bu.
De estas ecuaciones resultan

4 20 — 724 —8u
3 ’
L5 —8x—25u
y........ 3 3

Dando ahora & # y 4  valores arbitrarios, se hallaran los cor-
respondientes de z y de y; de modo que se podran hallar cuan-
tas soluciones se quieran.

CAPITULO VIL.

Resolucion de varias ecuaciones de primer grado con menor ni—
mero de incognitas.

100. Para resolver varias ecuaciones de primer grado con
menor numero de incognitas, se despejaran estas en tantas
ecuaciones como ellas son, y se sustituirdn en seguida sus
valores en las ecuaciones escedentes, para ver si dichos valo-
res satisfacen a estas ecuaciones: si dichos valores no satisfa-
cen & las ecuaciones escedentes, es claro que el sistema de
las ecuaciones propuestas serd imposible. |

Si las ecuaciones son literales, despues de sustituir los va-
lores de las inc6gnitas en las ecuaciones escedentes, resulta-
ran igualdades sin incégnita, las cuales se llaman ecuaciones
de condicion, porque indican las condiciones & que deben sa-
tisfacer los datos, para que sea posible cualquier sistema parti-
cular de ecuaciones eomprendido en ¢l general de que se
“trata. :

Ejemplo 1.° Sean las cuatro ecnaciones con tres incognitas

r—az =aua,
Lo ) 5 =10,

§— b's=0",
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La primera y tercera ecuaciones me dan los valores de las
dos incbgnitas £ y z, que son

o' —a'o
r—= T3
=0
o' — o
gi= :
- a—a
Sustituyendo el valor de z en la segunda, resulta
) o — | .
Y= ‘{!; :El ~6- :

Sustituyendo los valoresde y y de z en la cuarta ecuacion, se
tendra la ecuacion de condicion |
(0—a") (8'— €)=(b—b') (a'—a),
la cual pudiera hallarse en este caso con mas brevedad, igua-
lando los dos valores de: z sacados de la primera y tercera
ecuaciones, y de la segunda y cuarta.
Ejemplo 2.° Sean las cuatro ecuaciones con dos incognitas
x4 y=s,
.Tr-—y:d,
LY =P,
@

——
—— ™

Y

Las dos primeras nos dan
s-+d S

Sl B |
sustituyendo estos valores en las otras dos, resultan las dos

ecuaciones de condicien
st+d s—d s—+d
X

—=C

2 YO T
6 simplificandolas
s ¢H1
E.-- i‘—" e T EESm———




LIBRO TERCERQ.

Problemas determinados de primer grado.

e S S -

CAPITULO 1.

Nociones preliminares.

m———— T

101. Smﬂunsya (ntim. 1) que la resolucion de todo pro-
blema numérico consta de dos partes: la primera consiste en
hallarlas relaciones 6 ecuaciones que ligan & los datos y a las
incbgnilas, y se llama poner el problema en ecuacion;la segun-
da consiste en resolver estas ecuaciones, 6 en despejar las
incognitas (a). |

102. Para poner en ecuacion estos problemas, se hacen
con las incognitas las mismas operaciones que se harian con
sus valores, si fuesen conocidos, para comprobar el problema.

105. Se llama problema de primer grado el problema cu-
vas ecuaciones son de primer grado; problema de sequndo
grado el problema cuyas ecnaciones son de segundo gra-
do; ete. : '

Problema determinado cs el problema cuyas incognitas no
lienen mas que un solo valor, y problema indeferminado es el
problema cuyas incOgnitas tienen dos 6 mas valores.

Un problema indeterminado se hace determinado, afiadien-
do & las condiciones del problema las condiciones suficientes
para que cada incbgnita no tenga mas que un solo valor.

(a) La primera parte de la resolucion de un problema corresponde 4 la
ciencia 1 objeto 4 que se refiere el problema; es decir, si un problema es
de geometria, dicha primera parte corresponde & la geometria; si el proble-
ma es de fisica, dicha primera parte corresponde 4 la fisica. Pero en las
matemdlicas existen ciertos problemas en los que las relaciones entre los
datos y las incégnitas son faciles de hallar: de algunos de estos problemas
nos vamos § ocupar, como sjemplos 4 que se puede aplicar el digebra,



P
CAPITULO TIL.

Problemas particulares de primer grado con una incdgnita.

Problema 1.°  Diofanto, autor del libro mas antiguo de dlge~
bra, pasé la sesta parte de su vida en la nifiez, la duodécima par-
te en la adolescencia, y enfonces se casd: despues de haber estado
casado 3 afios mas de lo séptima parte de su vida, tuvo un hijo,
que vivid la mitad que Diofanto, y murté cualro anos anles que
éste: jde qué edad murié Diofanto?

Sea la z la edad de Diofanto al morir: para poner el proble-
ma en ecuacion, haremos con la x las mismos operaciones
que hariamos con la edad de Diofanto si fuese conocida, para’

6

s6 Diofanto en su nifiez, -f—2 en su adolescencia; luego —E‘——}-
1

s era su edad cuando se casé. Casado, y sin tener hijos,

comprobar el problema. Segun esto 2L es el tiempo que pa-

Vivio 7-+5; luego su edad, cuando macié su hijo, era 'B_+

.%+.$. 5. El hijo vivi6 L;“’_; luego la edad de Diofanto,

cuando murio6 su hijo, era
x R x
s E12+7 -9 5
y como Diofanto sobrevivié & su hijo & aiios, su edad al fa-
L e e e B it
: R e 2
este problema es
R sl L S TR X
8 i Res ilmidong fo R
de la cual resulta £=8% afios, edad de Diofanto al tiempo
de su fallecimiento. :
Problema 2.°  Queriendo uno distribuir los cuartos que lenit
entre varios pobres, vid que le faltaban 10 cuartos pard dar d

llecer era k. Luego la ecuacion de

4 =3
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cada pobre 25 cuartos; y que, dando & cada pobre 20 cuartos, le
sobraban 30 cuartos: jeudntos eran los pobres?

Sea 2 el nimero de pobres: los cuartos que les queria
dar eran 25x; mas como le faltaban 10 para hacer esta dis-
tribucion, los cuartos que tenia eran 25z—10. En la segun-
da distribucion los cuartos que les daba eran 20x; y como le
sobraban 30, el dinero que tenia era 20x-}-30. Por consi-
guiente la ecuacion sera

250 —410=202-4-30;

de la cual resulta 2—8 pobres.
Problema 3.° Hallar dos nimeros cuya suma es 54, y cuya
diferencia es 20.

Sea x el nimero mayor, el menor sera £—20; luego la
ecuacion sera H

2+ & —20=54,

de donde resulta #==37, numero mayor; y por tanto el me-
nor sera, 37 —20=17.

Representemos ahora por x el numero menor, el mayor
ﬂsta_r& entonces representado por #-}-20; luego la ecuacion
sera

2 & - 20=B4,

y d§7aqui resulta 2=17, nimero menor, y el mayor 17--20

Problema 4.° Se pusieron dos & jugar con olros, y ambos
perdieron, el uno 12 rs. y el otro 57 rs.: el dinero con que este
sequndo se levantd del juego era la cuarta parte del que al pri-
mero le habia quedado, siendo asi que los dos se pusieron @ ju-
gar con tqual cantidad de dinero. ;Cudl era esta cantidad?

Sea x el numero de reales con que cada uno entré en el
juego: puesto que el primero perdi6 12 rs., se quedo con
x—12, y puesto que el segundo perdi6 57 rs., se quedo con
z—>57; y como, segun el problema, la cantidad que quedé
al segundo era la cuarta parte de la que qued6 al primero,
la ecuacion sera

r—12
i md i

de donde resulta =72 reales.
Problema 5.° Preguntindole ¢ uno qué edad tenia un hijo
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suyo, respondid: si del doble de su edad se resta el triplo de la
que tenia © antos ha, resultard su edad actual. }Cudntos afios te-
nia el hijo? '

Sea x la edad del hijo, el doble de esta edad serd 2.
Hace seis afios tenia la edad #—6, cuyo triplo es 3(x—0):
luego la ecuacion sera

22 —3 (. —6) =ux;
de donde resulta x==9 afios.
Problema 6. Un mercader tiene dos clases de té, la una de
4 42 rs. la libra y la otra de 4 5k rs. lalibra, y quiere saber
cudntas libras deberd tomar de cada clase para componer 100
libras, cuyo valor total sea 5040 rs.

Sean x las libras que debe tomar de & 42 rs., 100—ux
seran las que debe tomar de a 54 rs., 42z sera el valor de
las primeras libras 54(100—) sera el valor de las segun-
das: luego la ecuacion sera ‘

42 54 (100~ ) =500,

de donde resulta £=350 libras de a 42 rs., y por consiguiente
70 seran las libras de a 54 rs.

Tambien en este problema se pudiera haber representa-
do por # el nimero de libras de & 54 rs., y se resolveria el
problema con igual facilidad.

Nora. Este problema es unaregla de aligacion en que
se conocen los precios de las dos especies y el precio medio,
que es 50,4 reales; y por lo tanto se puede resolver como
en (Aritm. mibm. 205).

Problema 7.° Convienen un pescador y su hijo en que por
cada lance que éste saque pesca le abonard el padre 5 cuartos, y
por cada lance en que no la saque le descontard S5 cuartos: des—
pues de 12 lances ajustaron cuenlas y tuvo el padre que pagar al
hijo 28 cuartos.” En cudntos lances de los 12 sacd el hijo pesca
Yy en cuantos no?

Sea z el numero de lances en que sacé pesca, 12— sera
el nimero de lances en que no la sacd: los cuartos que tenia
que abonar el padre al hijo seran 5x, y los que tenia que re-
bajarle 6 descontarle 5(12—x); y puesto que el padre quedé
debiendo al hijo 28 cuartos, la ecuacion sera

52— 3 (12— x) =28,
de donde resulta =8, niimero de lances en que sach pesca;
y por consiguiente 4 fueron los lances en que no la sacd.
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Si hubiéramos representado por 2 el nimero de lances
en que no sacO pesca, se hubiese resuelto el problema con
igual facilidad. -

Problema 8.° Se ha llenado de agua en 12 minutos una va-
-~ sija de 89 azumbres de cabida , habiéndola espuesto primeramen-
te 4 un caino. que arrojaba 5 azumbres de agua en cada minuto, y
despues d otro que arrojaba & azumbres en cada minuto. jCudn-
tos minulos estuvo espuesta G cada uno de los cafios ?

Sea « el numero de minutos que estuvo espuesta la vasi-
ja al primer cafo, 12— serd el nimero de minutos que
estuvo espuesta al segundo. Como el primer cafio arrojaba.3
azumbres de agua por minuto, serd 3z el numero de azum-
bres que arroj en la vasija, y como el segundo arrojaba 4
azumbres por minuto, sera & (12—x) el niimero de azum-
bres que arrojo en la vasjja. Como la capacidad de la vasija
era de 39 azumbres, y entre los dos cafios la llenaron com-
pletamente , tendremos |

| x4 4(12—2r)=39,
de donde resulta =19, nimero de minutos que estuvo es-
puesta la vasija al primer cafio, 'y por tanto 5 serd el niime-
ro de minutos que estuvo espuesta al segundo.

Tambien se pudiera haber representado por z el nimero
de minutos que estuvo espuesta la vasija al segundo cafio, y
se resolveria el problema del mismo modo. -

Problema 9.° Siendo en un reloj las 12 en punto, y estan-
do por consiguiente el minutero sobre el horario , ¢ qué hora serd
cuando el minulero vuelva a colocarse sobre el horario?

A la una el minutero sefialara las 12, y el horario la 1.

Sea z el camino que anda el horario desde la 1 hasta que le

1
alcance el minutero (tomamos por unidad de camino e de la

circunferencia del reloj), el minutero andard 1--2; y como
en tiempos iguales el minutero camina 12 veces mas que el
horario, sers | -

1+2=12z,
1
de donde resulta m:ﬁ5 es decir., que el -horario andara

' : . K i
T de unidad de camino, y pasara por tanto n—de hora has-



76

ta que le aleance el minutero; luego el minutero alcanza aj

1
horario 4 la 1 m de hora, 6 ala 1, 5 minutos y EST de mi=-

nuto.
- Sirepresentamos por 2 el camino que anda el minute-
ro, #—1 serd el camino andado por el horario; luego

x=12(r—1),

de donde resulta x=1 T ©8 decir, que el minutero tiene
1

que andar una unidad de distancia y ademas m de unidad.

Para hallar el tiempo empleado en andar esta distancia, la
multiplicaremos por 5, puesto que el minutero tarda &' en
andar una unidad de distancia, y resultard que despues de

: : . g u
la una tardara el minutero en alcanzar al horario Eiﬁ mi

nutos.

Problema 10. Un comerciante separa al principio de eada
ano del capetal que tiene 3000 duros para los gastos de su casa;
9y por haber logrado ganar en cada afio la tercera parte del resto
con que ha negociado , ha duplicado al cabo de ires afios el capi-
tal que al principio tenig. ; Cual era esle capital primitivo?

Sea x el capital del comerciante: deducidos los 5000 du-
ros para cl gasto de su casa, su capital queda reducido a
2 — 3000 ; y como en virtud de su comercio gana la tercera
parte de lo que le queda, su capital al fin del primer afio
sera |

z—3000 32—9000--x—5000 &x—12000

z—35000- Gh1 5 = = (a).
En el segundo afio, deduciendo 5000 duros para el gasto
de su casa, le quedan | |
hx—12000 ha —12000 — 9000  4z—21000
- — 2000 = - —_—— = .

(a). Puede obtenerse este resultado con mas brevedad: pues, afiadird
una cantidad su tercio, equivale & multiplicarla por —i— La misma obser-
racion debe hacerse respecto de les resultados siguientes.
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11

Como por su comercio gana la tercera parte de lo que le que~-
da, su capital al fin del segundo aifo serd

kr—21000 | &x—21000 12z—63000+ hz—21000
3 ' ) : R
162 — 84000
T

En el tercer ailo, separados los 5000 duros para el gasto
de su casa, le quedan

162—S84000 162 — 84000 — 27000 16x—111000

- —5000=- = .
9 9 9

Como en virtud de su comercio gana la tercera parte del res-

to, su capilal al fin del tercer afio serd

162—111000 16z —111000
9 ' 27
Segun el problema, lo que le queda al fin del tercer afio es do-
ble de su capital primitivo; luego la ecuacion de este proble-
162 —111000 = 162— 111000
9 : 27
de donde resulta x=44400.

Problema 11. Dispuso uno en su testamento que del capital
que dejaba se diesen al mayor de sus hijos 1000 duros y lo décima
parte del restoy que al hijo sequndo se diesen 2000 duros y la dé-
cima parte del resto; al tercero 3000 duros y la décima parte del
resto; y ast sucesivamente. Hecho el reparto, se vié que todas las
partes eran dquales. ;Cudnia era toda la herencia, cudntos eran
los hijos, y cudnto correspondid & cada uno?

Sea x el valor de la herencia: dando al primer hijo 1000
duros, queda de la herencia 2 — 1000. Ademas de {los 1000
duros hay que dar al hijo mayor la décima parte del resto; por
consiguiente lo que toca al primer hijo es

e, 1000 100004-2—1000_ 9000z
R Y e 10 Fr

Al segundo hijo se le dan 2000 duros y !a décima parte
del resto. Hallemos este resto. Habiendo entregado al pri-

900042
4;]»[— , ¥ al segundo hijo 2000, el resto es evi-

ma es =37

mer hijﬂ
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A 9000 10— 9000 20000
0002 x— —2=200 .
F—=—9 -—2000= 10 P
92 — 29000
10
Por consiguiente la cantidad que toca al segundo hijo es
S0 92 — 29000
' 400
- Como todos los hijos recibieron partes iguales, la ecua~-
i 9000+ 9z — 29000
10 =2000- T

de donde resulta £=81000 duros.

Habiendo hallado el valor de la herencia, la parte corres-
pondiente & cada hijo se hallara, sustituyendo en vez de z su
valor en la espresion que representa la parte del hijo mayor;
y resulta que la parte correspondiente & cada hijo es 9000
duros. Dividiendo el valor de la herencia total por la parte
correspondiente & cada hijo, se hallara que el niumero de hi-
joses 9. _

Problema 12. Una licbre persequida por un galgo se halla
d 60 saltos suyos distante dol galgo: la liebre da 3 saltos mientras
el galgo da 2, pero 3 saltos del galgo equivalen G 7 de la lichre;
seudntos  saltos dard la liebre hasta que la alcance el galgo, y
cudnlos el galgo para alcanzar 4 la liebre?

Sea x el nimero de saltos que dara la liehre: el numero
de saltos que dara el galgo se hallara por la proporcion

0% R -Eg— numero de saltos que

dara el galgo.
Hallemos ahora & cuantos saltos de la liebre equivalen es-
tos saltos del galgo. Para esto, tenemos la proporcion

i YY)
3 v e
Juego el camino andado por el galgo, espresado en saltos de la

14
liebre, s —5—
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Como el galgo, andando este camino, alcanza a la liebre,
la ecuacion del problema sera

Ahx

9

de la cual resulta =108, numero de saltos que ha dado la
liebre hasta el momento en que la ha alcanzado el galgo; y
por consiguiente el niimero de saltos que ha dado el galgo
es 712. |

Este problema se puede resolver tambien representando
por # namero de saltos de galgo.

Problema 13. Teniendo 16 libras de pélvora de ¢ 12 rea-
les, ¢cudntas de & 8 reales se deberdn juntar con. ellas para que

cada libra de la mezcla valga 10-%—1?&:1!&3? -

=62,

Sean x las libras que se deben tomar de a4 8 reales: es-

tas  libras valen en la mezcla !0%—- xx reales; luego dan

la ganancia (10%--8):05-5; reales. Las 16 libras de 4

12 reales valen en la mezcla 16 x10 -%—, y por lo tanto produ-

cen la pérdida de 16 x 1 ;—.reales —24 reales. Como se quie-

re que las libras de pélvora valgan lo mismo antes y despues
de estar mezcladas, la ganancia que dan las unas debe ser
igual a la pérdida que resulta de las otras: luego

E,f':.‘ 24,

de donde resulta m:g-g—lihras (Aritm. nim. 207, ejemplo 1.°).

Problema 14. Un caiio llena una vasija en 50 horas, otro
canio la llena en 20 horas, y un lercer caiio llena dicha vasya en
10 horas. Se quiere saber en cudntas horas llenardn la misma va-
stja los tres canos juntos.

Sea @ el nimero de horas que tardaran los tres cafios en
llenar la vasija. Para poner el problema en ecuacion, debere-
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mos someter 4-1a @ 4 las mismas operaciones que hariamos, si
fuese conocida, para comprobarla (mim. 102). Deberemos,
pues, hallar la parte de la capacidad de la vasija que llenaran
los tres cafios en el tiempo @, é igualar su suma & 1, capaci-
dad de la vasija. -

Estas partes se hallan facilmente, por el método de reduc-
cion 4 la unidad (Aritm. nim. 193), del modo siguiente: si el
primer cafio llena en 30 horas la vasija, en 1 hora llenara

%ﬂe la capacidad de la vasija, y en & horas Ilenarﬁ;ﬁ de

la vasija. Del mismo modo se halla que las partes que en las

x horas llenan los otros dos cafios son luego, como

. ol .
207 10°
estas tres partes deben componer toda la capacidad de la va-
sija, sera

X , ¥ , &

10 20 50

de donde resulta x=5 15{ horas. _

Problema 15. jCudnto vale actualmente una letra de 20000

reales que vence dentro de T meses, siendo 6 el tanto por 100 de
interés, sequn convenio? ‘ -

Sea z el valor actual de la letra, 6 el dinero que por ella

entrega el tomador: la cantidad 2 & 6 por 100al afio produce

i,

en un afio %,y admitiendo que el interés sea proporcional al

. : | 5 V8 .
tiempo, el interés de 2 en 1 mes sera-———, y en 7 meses

100.12
sera G.Tm__ Ei: luego la ecuacion del problema serd
100.12 200
x4 1% 90000, de donde m::i%%:l—zgreales (Arinn. -
200 : 207

ginas 185 y 186).
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CAPITULO III. = =

Problemas particulares de primer grado eon dos ¢ mas
incognitas.

104. Algunos de los problemas que acabamos de resol-
ver, contienen dos incognitas, y sin embargo los hemos re-
suelto representando una sola por una letra. Esto se puede
hacer, siempre que la relacion entre las dos incégnitas sea
bastante sencilla para que, estando representada una de las
dos por una letra, pueda representarse la otra por medio de
la misma letra combinada con alguna cantidad conocida.

Resolvamos nuevamente dichos problemas, representan-
do cada incbgnita por una letra.

Problema 3.° Sea # el nimero mayor, y el nimero me-
nor: las ecuaciones serdn '

@ -y="54,
T —y=20,
de las cuales resultan =357, y —17. |

Problema 6.° Sea x el namero de libras.de 4 42 reales,

y el niimero de libras de & 5% reales: las ecuaciones serdn
e Y= ioﬁi
42m*—5&y==50&ﬂ.

~_Resolviéndolas, se hallan =50, y="70.

Problema 7.° Sea x el nimero de lances en que sac6
pesca, y el nimero de lances en que no la sac6, tendremos

T y=A2, .

o — 3y = 28 ;
Y por consiguiente

=8, y==A4.

Problema 8.° Sea 2 ¢l mtimero ‘de ‘minutos que estuve
cspuesta al primer cafio, y el nimero de minutos que esw
tuvo espuesta al segundo cafio: ‘las ecuaciones seran

o y=12, |
- B lhy==39,
de las cuales resultan =9, y=35.

Problema 12. Sea x el niimero de saltos que da la lie-

bre,, y el nimero de saltos que da el galgo: tendremos
R R
20==3y.
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Tenemos tambien |

_ Ty
D : 7 -y ?,

luego la segunda ecuacion sera

-I%y"—-ﬁﬂ <+ 2.

De estas dos ecuaciones resultan 2=108, y=72. |
Problema 16. Una persona tiene monedas en las dos ma—
nos: i pasa 7 monedas de la derecha G la izquierda, habra tgual
niimero de monedas en ambas manos ; pero si, al contrario, pasa
7 monedas de la izquierda & la derecha, en esta quedard friplo
nikmero de monedas que en la izquierda. Se quiere saber cudntas
monedas liene en cada mano.
- Sea 2z el numero de monedas de la mano derecha, y el
namero de monedas de la izquierda : las ecuaciones seran

hr

rt—T1= y-17,
x4 7=5(y—7).
Resolviendo estas dos ecuaciones, hallaremos 2==399,

y=21.

* Problema 17. Con agua, cuya temperatura es de 52°, se
quiere mezclar agua & 0°, § cudnias azumbres de las dos se deben
mezclar para que resulten 100 azumbres 4 19°?

Sean x ¢ y las azumbres que se deben mezclar de las dos
aguas ; tendremos

x -+ y=100.

Ahora, 1as # azumbres & 32° pierden en la mezcla 132
grados, y las y azumbres 6 0° ganan en la mezcla 19y gra-
dos ; luego | iy 8

13x=19y,

: N .
De estas dos ecuaciones resultan m:—:ﬁ&—s—- azumbres ,

::40-2;— azambres (Aritm. wim. 207, qmnplo 2.%).

Problema 18. ;Cudntas fanegas de trigo de a 50 reales y
de & 40 reales se han de mezclar, para tener trigo de & 47 rea-
les, escediendo el primer mimero al sequndo en 30 fanegas?

Sean # ¢ y las fanegas de & 50 reales y de 4 40 reales:
tendremos .
| m-—-y=50.
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Ahora, las ® [anegas de & 50 reales producen una:pérdi-
da de 3x reales, y las y fanegas de 40 reales dan una ganan-
cias de 7y reales; luego ’

De estas dos ecuacignes resultan

| | . , |
m:ﬁ%-é-, y:%? (Aritm. nim. 207 , ejemplo 3.°).
Problema 19. Dos méviles M y M” salen al mismo tiempo de
dos puntos M y M', distantes &9 pies, en el sentido MM'A: ¢l pri-

i 2
mero caming 7 5 pies por minuto , y el sequndo 53- pies por

minudo : @ que distancia de los puntos M y MU' alcanzara el pri=
mer movil al sequudo?

1 i
e |

I
M MY A
Sea x la distancia del punto de alcance A al punto M, é y
Ja distancia del punto A al punto M’; tendremos
o —y==49.
El tiempo empleado por el movil M en llegar al punto 4,

serd — :?g minutos, y el tiempo que el mévil M’ tarda en

1%
llegar al punto A, sera gﬁﬁ minutos; y pues el tiempo que
k] ;

amhos estan en camino es el mismo, sera
2¢ 3y

15 17
De estas dos ecuaciones resultan

5 . 5 .
m_ﬂﬂﬂ“ pies, y__.{ﬁi“ pies.

Problema 20. Se obligo uno & transporiar una partide de
loza, en la cual habia piezas de ires distintos lamadios, con la
condicion de que por cada pieza que se quebrase, pagaria tantos
reales como hubiese cobrado por el porie sila hubiese eniregado
entera. Se le enlregaron primeramente 2 piezas pequefias, & me~
dianas y 9 grandes; quebré todas las medianas, y percibio 56
reales. Despues se le entreqaron 7 piezas pequeiias, 5 medianas

y B grandes; quebro todas las grandes y percibio solo 6 reales,
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Por dltimo, se le entregaron 9 piczas pequeiias, 10 medianas y 11
grandes: quebrd todas las grandes, y percibic 8 reales. jCudn-
%o llevaba por el porte de cada pieza? |
Sea x el porte de cada pieza pequeiia, y el de cada pieza
mediana, z el de cada pieza grande: las ecuaciones serdn
9 — Ay 92=056,
Tiﬂ+ 53}' — 92=b,
9z -+ 10y — 112=86. i

Resolviéndolas , se hallan =4, y=06, z2=38.

Problema 21. Tres hermanos se han asociado para comprar
una finca apreciada en 200000 reales: al primero le faltaba, pa-
ra poder comprarla por st solo, la mitad del capital del sequndo;
4 éste le faltaba lo tercera parie del capital del primero, y al ler-
cero la cuarta parte del capital del primero. jCudl era el capital
de cada uno?

Sea el capital del primero, y el del segundo, 2 el del
tercero. Las ecuaciones son |

2 ; =200000,
y+_§.=200000,
2 f: —200000.

Resolviendo estas ecuaciones, resultan
z=—120000, y=—160000, 2=—170000.

Problema 22. Se pusieron tres G jugar, y en la primera
partida el primero y el sequndo ganaron al tercero tanfos reales
como cada uno de ellos habia sacado para jugar; enla segunda
partida ganaron el primero y el tercero al sequndo tantos reales
como cada uno de aquellos tenia despues de la primera partida;
en la tercera ganaron el sequndo y el tercero al primero tantos
reales como cada uno de los dos tenia despues de la sequnda par=
tida; vy concluida la tercera, tenia cada uno de los tres 120 rea-
les. ;Con cudntos reales se puso & jugar cada uno?

Sea « el niimero de reales con que el primero principi6 &
jugar, 9 el niimero de reales con que principié el segundo, 2
el namero de reales con que principié el tercero.

Despues de la primera partida el primero se queda con 27,
el segundo ¢on 2y, y el tercero con s—x—14.
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Despues de la segunda partida se queda ¢l primero con 4,
el tercero con 2z — 2z — 2y, yel segundo con 2y — 2x -z
T+Yy=3y —xr—2z. :

Despues de la tercera partida se queda el segundo con
6y — 20— 2z, el tercero con 42— A4x— 4y, y el primero con
ho—3y ‘o4 z—~2z2-4 2042y =To—y—2.

Ahora, segun el problema, todos tienen 120 reales; luego
las ecliaciones seran |

To— y— z2==120,

6y D0 — 22=—120,

bz —lhax—hy—120. _
De estas ecuaciones resultan =60, y=105, z2=195.

Problema 23. Hallar un niimero compuesto de & cifras, la-
les que la suma de las cuatro sea 14; la cifra de las centenas es
doble de la de las ‘unidades, la cifra de los millares sumada con
la de las unidades es iqual & la suma de las cifras de las decenas
y centenas, y el duplo de la cifra de las centenas es iqual al du-
plo de la de las decenas sumado con la de las unidades.

&4y +34u=14,

==,
“*ll‘m-:y'i“ s
2z =2y -+,

Resolviéndolas, resultan x=2, y=3, z—4, u=35; yr
por consiguiente el nimero pedido es 5452.

CAPITULO 1IV.

Problemas generales.

105. Si del enunciado de un problema particular quere-
mos pasar al enunciado del problema general, que comprenda
a diche problema particular y & otros infinitos de la misma es-
pecie (lo que se llama generalizar un problema), no habra mas
que sustituir en lugar de los datos particulares dalos genera-
les 6 indeterminados.

Tratemos de resolver los problemas 3, 9, 16, 14, 7 y 19
propuesios en términos generales.

Problema 1.° Dadas la suma y la diferencia de dos cantida—
des, hallar el valor de dichas cantidades,
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Sea s la suma, d la diferencia, 2 la cantidad mayor, y la
menor: las ecuaciones son

&1 Y ==S5;
x— y==d.
Resolviéndolas, resultau
s+d 8- 58d-1
= ) s 0= E+ 9 s
§—id S

y::—-%—, t!} y':': 2 2 .

106. Ya sabemos (n#m. 6) que los valores de las incognitas
de los problemas generales se llaman férmulas. Las formulas
actuales traducidas al lenguaje vulgar dan la regla siguiente:
dadas la suma y la diferencia de dos cantidades, la cantidad ma-
yor es iqual & la mitad de la swme mas la mitad de la diferencia,
y la cantidad menor es igual d la mitad de la suma menos la mi-
tad de la diferencia.

Problema 2. En fodo reloj, cuando el horario seiala una
hora cualquicra, el minutero seiala las doce. ;Cudnto tiempo
tardard el minutero en aleanzar al Torario despues de dicha hora?

Sea ¢ la hora que seiiala el horario, z el camino que anda
el horario hasta que le alcance el minutero (tomamos por uni-

7 . ; . .
dad de camino ﬁde la circunferencia del reloj), el minutero

andara, para alecanzarle, el camino a--x; y como en tiempos
iguales el camino andado por el minutero es 12 veces mayor
que el andado por el horario, tendremos la ecuacion

o =12,

a :
de donde F===py» CAIING andado por el horario; y pues para

andar una unidad de camino tarda el horario una hora, para

a

a
andar 1l de unidad de camino tardara 1 de hora; luego el

¢ o0 a _
minutero alcanza al horario & la hora ¢ y — de hora. Segun

11
1 2 5 11

esto, le alcanza a la 41— & las 2-— 4 1as 5—.... é..]as A=

11 11 1 11
6 4 las 12.
Problema 5.° Una persona tiene monedas en ambas manos;
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st pasa un cierto ndmero de inonedas de la derecha & la izquier-
da, queda tqual mimero de monedas en ambas manos; mas si,
en ves de pasar de la derecha & la izquierda, las pasa de la iz-
quierda a la derecha, habrd en osta un cierto nimero de veces
mas monedas que en la izquierda. }Cudntas monedas tiene en
cada mano?

Sea el numero de monedas de la derecha, y el nimero
de monedas de la izquierda, a el nimero de monedas que
pasa de una & otra mano, m las veces que en la segunda
traslacion es mayor el nimero de monedas de la derecha
que el de la izquierda.

Las ecuaciones seran
r—a=y-}a,
e a=m(y—a).
Resolviéndolas, resultan
- (B3m—+41)a (3-m)a
T S

Resolvamos por medio de estas formulas el problema par-
ticular 16. _

Tendremos a=7, m=35;y por consiguiente z=35, y—21.

Problema &.°  Dados los tiempos que tarda cada uno de tres
canos en llenar una vasija, hallar ¢l tiempo que tardardn en le—
narla los tres canos juntos.

Sea f el tiempo que tarda el primer cafio en llenar la va-
sija, ¢ el tiempo que tarda el segundo, ¢” el tiempo que tarda
el tercero, el tiempo que tardaran los tres juntos; y repre-
sentemos por 1 la capacidad de la vasija.

Para poner este problema en ecuacion, hallaremos, segun
la regla (num. 102), la parte de capacidad de la vasija que lle-
na cada uno de los cafios en el tiempo 2. Para esto diremos:
si en ¢ horas llena el primer cafio la capacidad 1 de la vasija,

en 1 hora llenara la parte ——:-—, en o horas llenara la parte _ji..

Del mismo modo se halla que la parte de vasija que llena el

segundo en las « horas, es %, y la que llena el tercero en las

: . x
mismas x horas, es o Como las tres partes peben componer

toda la capauidﬁd_ de la vasija, tendremos
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._I 1 ti I ;ﬂ‘ _-l [A'] 3
de donde resulia
'

T TR 21

107. Nota. Las ecuaciones de todo problema general
son relaciones constantes entre las cantidades indeterminadas
que estas ecuaciones contienen; y por tanto dichas ecuacio-
nes pueden servir para resolver todos aquellos nuevos pro-
blemas en que se consideren como incognilas cualesquiera
de dichas cantidades en niimerc igual al de ecuaciones. Asi,
la ecuacion [A], 6 la formula [B], sirve para resolver todo
problema en que se considere como incognita cualquiera de
las cantidades ¢, ¢, ¢!, x, y como conocidas las demas.

Supongamos, por ejemplo, que se quiera resolver el si-
guiente problema:

Conociendo el tiempo que tardan tres cafios junios en llenar
una vasija, y los tiempos que dos de dichos caiios tardan cada
uno por si solo en llenar dicha vasija, hallar el tiempo que tar-
dard el tercer cawio en llenar la misma vasija.

Siendo ¢” el tiempo que tarda el tercer cafio en llenar la
vasija, {” serd la incognita del problema: despejandola, sea en
la ecuacion [A], sea en la formula [B], resulta

» iz

it —tp—~t'a2

Problema 5.° Un pescador y su hijo convienen en que por
cada lance que éste saque pesca, le abonard su padre un cierto
numero de cuartos, con la condicion de desconlarle olro cierlo
nimero de cuartos por cada lance en que no saque pesca: al cabo
de un cierto numero de lances, el padre quedé debiendo al hijo
una cierta cantidad. Se pregunia eén cudnios lances sacé al hijo
pesca, y en cudnlos no.

Sea [ el nimero total de lances, ¢ los cuartos que abona-
ba el padre al hijo por cada lance feliz, p los cuartos que le
descontaba por cada lance degractado, d los cuartos que que-
do debiendo por ullimo el padre al hijo, x los lances en que
este sacO pesca, |~ @ seran los lances en que no la sacd.

La cantidad que tiene que abonar el padre al hijo sera gz,
y la que tiene que descontarle serd p(l—). Como el hijo salid
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al fin ganando d, serd gz — p(l—2x)==d, de donde resulta
Ip+-d
g
Resolvamos este mismo problema en la suposicion de que

el hijo quedase debiendo al padre d cuartos.

En este caso, haciendo el mismo razonamiento anterior,
se tendra la ecuacion

&

Ip—d
de donde resulta = prag
g-+p

Obsérvese que este resultado pudiera haberse deducido
de la férmula del caso anterior , mudando el signo de la d,
que en aquel caso era una ganancia para el hijo, y en este
otro caso es una pérdida. La férmula del primer caso puede,
pues, servir para los dos problemas, suponiendo parael se-
gundo que d es una cantidad negativa.

Por ejemplo, supongamos que, siendo 42 el total de lan-
ces, 9 los cuartos que abonaba el padre al hijo por cada lance
feliz, 3 los cuartos que le descontaba por cada lance desgra-
ciado, quedase el hijo debiendo al padre 12 cuartos. Si que-
remos valernos de la primera férmula para resolver este pro-
blema particular, tendremos =12, =35, p=3, d=—12.
Por consiguiente

12.3—12 36—12
T 515 s

Lo mismo se hubiera hallado por la férmula del segundo
caso, haciendo d=12.

r=

b 4 i b )
A P E . P A
Problema 6." Dos mdviles salen al mismo tiempo de dos
puntos Py P', y recorren con movimiento uniforme la linea A'A
que pasa por estos dos puntos. Se conocen la distancia PP’ de
los dos puntos y las velocidades de los dos moviles, y se quie=
re saber la distancia del punlo en que ambos se juntan al
punto P.
 Propuesta la cuestion en estos términos, pueden ocurrir
tres casos: 1.° que los moviles vayan en el sentido PP'A a
aleanzar el primero al segundo; 2.” que los méviles vayan en
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sentidos, opuestos a ¢éncondrarse;-3.° que los mbviles vayan
en el sentido P'PA" & alcanzar el segundo al primero.

1. caso. Sea 4 el punto de aleance, la distancia PP'—d .
pies, v y v’ las velocidades de los dos méviles primero y se-
gundo, ‘es decir, los pies que cada mévil anda por minuto,
y « la distancia P4, —d sera la distancia P’A.

El tiempo empleado por el primer mévil en andar la dis-

tancia PA sera Y. el tiempo empleado por el segundo mo-

: e B, .
vil en andar la distancia P'A sera — ¥ como estos tiempos

son iguales, tendremos

x x—d
v o'
de donde resulta
vd
&= -
P—0

2.° caso.  Sea E el punto de encuentro; siendo z la distan-
cia PE, d—a sera la distancia P'E; luego

r d—x
P
de donde resulta
vi
e oo

3. caso. Sea A’ el punto de alcance: siendo x la distan-
cia PA', la distancia P'A’ sera x--d; luego

xr a+d
— 7 5
v )
de donde resulta
v
L=
) —

Obsérvese que la férmula del 2.° caso puede deducirse
de la del 1.°, mudando el signo 4 la velocidad »* del segun-
do movil, cantidad que en el 1. caso representa una distan-
cia andada en el sentido P'A, y en el 2.° una distancia an-
dada en el sentido contrario P'A’. -

¥
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Obsérvese tambien que la formula del 3.« ecaso puede de-
ducirse de la del 4.°, mudando los signos & las velocidades
v, »' y 4 la distancia z, cantidades que en el 1* caso repre—
sentan distancias andadas en el senfido PP'A, vy en el 5.° re-
presentan distancias andadas en el sentido contrario P'PA’.

Considerando, pues, como negativas en la formula del pri-
mer caso a las cantidades que en los otros dos tienen acep-
ciones. enteramente opuestas, la formula del. primero podra
servir para los tres. |

Ejemplos. 1.° Supongamos que los méviles salen de los
puntos P y P!, cuya distancia PP'=50 pies, a enconirarse,
con las velocidades 5 pies y 3 pies por minuto, y que quera—
mos hallar por medio de la formula del primer caso la distan-
cia desde el punto de encuentro E al punto P,

Tendremos d=>50, v==>5, v'=—3, y por cﬂnsiguientﬂ
| o) 250 _250_51 i o
PLEP g TR

2.° Supongamos que los dos moviles salen de los mis—
mos puntos Py P’ con las velocidades del prchicma anterior
trocadas, que se dirijan hécia el punto 4', y que se quiera ha-
llar la distancia del punto A" al punto P por medio de la for-
mula del primer caso.

Tendremos d==50, v=-—3, v'==—25; y por consiguiente
Joist —150  —150 5.
5——5 2 ) |
pero #=—— A'P; luego A'P =178 pies; es decir, que ¢l movil
que sale de P, alcanza al mévil que sale de P & 75 pies de
distancia del punto P. ,

108. Generalizando lo que acabamos de ver en los dos
problemas 5.° y 6.°, estableceremos el siguiente principio de
la mayor importancia, debido & Descartes.

Las ecuaciones d las formulas de todo problema general, en
que entran cantidades que pueden tener dos acepciones opuestas
(a), convienen & todo nuevo problema en que algunas de dichas
cantidades tienen acepciones opuestas & las que tendan en el proble-
ma propuesto; considerando como negativas G las cantidades que
mudan de acepcion. -

(2). Como las ganancias y las pérdidas, las distancias contadas, en un
sentido v las contadas-en su opuesto, el tiempo anterior y posierior d
una época, etc.
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Este principio nose puede demostrar de una manera gene-
ral, pero la esperiencia ha probado que siempre es cierto.

CAPITULO V.

Casos de imposibilidad en los problemas de primer grado. Valores
negativos de las incognitas.

109. Siempre que el valor de alguna de las incégnilas,
deducidas de la ecuacion 6 de las ecuaciones de un problema;
sea infinito 6 indeterminado, el problema serd imposible 6
indeterminado. | |

El problema serd tambien imposible, cuando resulte nega-
tivo el valor de alguna incOgnita, si las ecuaciones son la
verdadera traduccion al lenguaje algébrico de las condiciones
del problema.

Ejemplos. 1. Un padre tiene 42 aiios, su hijo tiene 12
afios; (dentro de cudntos aios serd la edad del padre cradrupla
de la del hijo? -

Sea x este numero de afios: el padre, al cabo de ellos, ten-
dré la edad 4242, y el hijo 12-}-2; y como entonces la
edad del padre ha de ser cuddrupla de la del hijo, serd

424 x=4(12 + 2). _

- Deé esta ecuacion resulta x=-—2; luego el problema es
imposible.

Obsérvese que si se muda el signo de la # en la ecuacion
propuesta, tendremos la nueva ecuacion

2 —p=4(12— x),
y es evidente que el mismo resultado se obtendra, poniendo
en la primera ecuacion en vez de el valor —2, que en-la se-
gunda ecuacion en vez de x el valor 2; y pues —2 satisface 2
la primera ecuacion, 2 satisfara & la segunda; luego el proble-
ma correspondiente & esta nueva ecuacion sera posible.

Conservando las eircunstancias del problema propuesto, el
nuevo problema posible sera el siguiente: Un padre tiene 42
afios, su hijo tiene 12 afios; jeudntos aiios han pasado desde que
la edad del padre fué cuddrupla de la del hijo?

Sin necesidad de resolver la nueva ecuacion, sabemos que
la inebgnita tendra el valor 2. .

2.°  Un particular ha pagado 60 reales por 6 dias de traba-
jo de un obreroy 5 dias de trabajo de olro. En olra ocasion,
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ganando los obreros el mismo jornal, les ha pagado 18% reales
por A7 dias de trabajo del primero y A3 del sequndo. Se prequns
la, cudl fué el jornal de estos obreros.

Sea x el nimero de reales que ganaba el primer obrero
por cada dia de trabajo, y el nimero de reales que ganaba
el segundo. La ganancia del primero en los 6 dias de trabajo
es 6x reales, y la del segundo en los 5 dias 5y reales; luego

62 -+ 5y==60.

En la segunda ocasion la ganancia del primero en los 17
dias de trabajo era 17z, y la del segundo en los 15 dias 13y;

luego _
172+ 15y =184,
Resolviendo estas dos ecuaciones, resultan
luego el problema es imposible. .
Si en las ecuaciones de este problema mudamos el signo
de 7, tendremos estas otras dos ecuaciones :
6x —5y =60,

y es evidente que, pues las dos ecuaciones propuestas estan
satisfechas por los valores #=20, y=-—12, las nuevas ecua-
ciones quedaran satisfechas por los valores =20, y=12.
Luego el problema correspondiente 4 estas {iltimas ecuaciones
es posible, y su enunciado, conservando las circunstancias
del problema propuesto, sera : Un particular ha empleado d dos
obreros, al premero por 6 dias y al seqgundo por 5, y al pagar-
los, el primero recibié 60 reales mas que el sequndo. En olra
ocasion ha empleado 17 dias al primero y 15 dias al sequndo ; y
al pa?ur!us, el primero recibid 184 reales mas que el sequndo.
, Cudl era la ganancia diaria de estos obreros ? _
Ya sabemos que =20, y—12. |
3.°  Dos mdviles salen al mismo tiempo de dos puntos P y
P, cuya distancia es 20 pies, y van con movimiento uniforme
hicig el punio P” distante 100 pies de P. La velocidad del pri-
mero es 7 pies por minuto, y la del segundo 5 pies por minulo,
Se prequnta, & qué distancia del punto P’ ‘se reunirdn los dos

maviles.
{ P P A P’ A
LI VIR R N BT T —
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" Supongamos que sea A el punto dé reunion de los dos
mobviles, y sea P’A=ux; serd PA=100+x, y P'A=80-w.
 Los tiempos empleados por los dos méviles en llegar el pun-

10042 802 - :
to 4, seran — Y gAY como estos tiempos son
iguales, serd
100+ 804
7 o

 Resolviendo esta ecuacion, resulta o =—30.

Aunque el valor de la incognita haya resultado negativo,
no se ha de sacar en consecuencia que el problema es impo-
sible ; pues es evidente que, andando el primer movil 2 pies
mas por minuto que el segundo, ha de alcanzar 4 este. Ob-
sérvese que nosotrés hemos supuesto que el punto de reu-
nion de los dos moviles estaba & la derecha del punto P”; y
pues-en esta suposicion ha resultado negativo el valor de la
incognita, el punto de reunion debe estar & la izquierda del
punto P”. En efecto, si suponemos que A’ sea el punto de
reunion de los dos méviles, y llamamos x & la distancia P"A4’,
serd PA'=100—2z, y P'A'=80 —uz; luego

100—2 80—z
Fok oy sedil

Esta ecuacion es la misma que la ecuacion anferior, mu-
dando el signo de x; luego, como la ecuacion anterior queda
satisfecha por el valor —30 de », la nueva ecuacion quedara
satisfecha por el valor 50 de x.

Luego, si en un problema posible resulta negativo el va-
lor de la inedgnita, esto consiste en que, para poner el pro-
blema en ecuacion, se ha hecho una suposicion falsa ; pero
el problema quedara resuelto, tomando el valor absoluto de
lasineognita en sentido contrario del que se le habia supuesto
al funer el problema en ecuacion. |

10. Segun lo que hemos visto en el problema 6.° de los
generales , y lo que acabamos de ver en los tres ultimos pro-
blemas, sacaremos las conclusiones siguientes:

1.* Puede suceder que el valor de la incOgnita de un
problema posible resulte negativo, cuando nos valemos, se-
gun el principio de Descartes (nim 108), de una formula que
no corresponde directamente al problema en cuestion ; y en-




95
tonces el valor absoluto de la incognita tomado en sentido
contrario de los positivos, resuelve el problema.

2." §Sila ecuacion es la traducecion verdadera del proble-
ma al lenguaje algébrico, el valor negativo de la incognita da
a4 entender que el problema contiene condiciones incompati-
bles, 6 lo que es igual, que el problema es imposible. En este
caso es facil, en general, modificar el problema y hacerle po-
sible.

3.2 Tambien puede provenir el valor negativo de la in-
cognita, de que al poner el problema en ecuacion, se haya
hecho una falsa suposicion; entonces el valor absoluto de la
incognita, tomado en sentido contrario del que se le habia
su puestu, resuelve el problema.

il1. El rnblema sera imposible, aun cuando los valores
de las lncﬂgmtas sean posilivos, si estos valores no satisfacen
i ciertas condiciones del problema no espresadas en las ecua-
ciones, como de ser enteros, de estar cumprenﬂldﬂs entre: li-
mites determinados, ete. -

Ejemplo. Querwndﬂ uno distribuir el dinero que lenia enire
varios pobres, vid que le fallaban 10 cuartos para dar @ cada
nobre 25 cuartos; y que, dando & cada pobre 25 cuartos,. le so-
hrubaﬂ. 15 cuartos. Se pregunta, cudntos eran los pobres.

Sea x el nlimero Jw e pobres; la ecuacion sera

25&:—- 10 =25m + 15, ~

de donde resulta a:_-iﬁ-%— pobres, resultado absurdo.

En este pmblema la incognita debia ser-un nimero entero;
Yy pues ha resultado para valor de dicha incognita un nime-
ro fraccionario, el problema es imposible.
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LIBRO CORRTO,

Potencias y raices de las cantidades algébricas.

Tt K A e

CAPITULO L

Potencias y raices de los monomdos.

Arricoro 4.°
Potencias de los monomqos (a).

112. Lu-pntemia de un producto es iqual al producto de

las potencias del mismo grado de sus factores.
Sea el producto abe: digo que (abe)*=a"b"c".
En efecto, (abc)" ==abe x abex abe.. .,
entrando abc n veces por factor. Mas (Comp.” de la Aritm.)
abexabexabe...=abcabeabe. .. =aaa. .. xbbb. .. xecc. .. — a*bc;
luego
(abe*>=a™Pri®. .ot [RY
Nora. Esta formula demostrada para el caso en que el es-

ponente es entero y positivo, es tambien cierta cuando el es-
ponente es entero y negativo.

—_— 1 l =N —Ta=N

En efecto, (abc) @b E')T‘"_ ol b,

113.  La potencia de un quebrado es iqual & la polencia dsl
numerador partida por la potencia del denominador.

. Sea el quebrado -g-: digo que ( ': _?;.
En efecto, (:)_:xixz ..... :

—

(a) La definicion de las potencias dada en el nimero 43 de la aritmé-
tica se estiende 4 toda clase de cantidades.
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entrando —";— n veces por factor. Mas (ndm. 61) : X :xﬂb :

(i )—: [B].

Nora. Hemos demostrado la frmula [B] para el easo en
que el esponente es enteroy positivo: demostremos que tam-
bien es cierta cuando el esponente es entero y negativo.

a b* g

Tenemos (—-— i

e —

aaa..... ﬂ?*luen
TR

R, e
b) P a \" E:_ an b—n'
. b) b'u

114.  Para elevar una cantidad que tiene un esponente en—
lero positivo 6 negative ¢ una potencia, cuyo esponente sea tam—
bien entero positivo & negativo, se multiplican los dos esponen -
les (a).

Sea la cantidad a: digo que (a™)"—gm,

En efecto, supongamos en primer lugar que n sea un
numero entero y posilivo: tenemos
(@™ == qmgmg®, . .., - |
entrando a™  n veces por factor. Mas (mim. 20) a™ama™.....
=R, =0 s Tuego

ﬂﬂl “=ﬂmﬂ_ .

Nora. La férmula [C] demostrada para el caso en que los
dos esponentes m y n son enteros y posivos, es tambien cier-

ta aun cuando el uno de estos esponentes 6 los dos, siendo
enteros, sean negativos,

En efectoi: 1,0 (u"”‘)ﬂ: .' _5;)“_, L s
e (m"““)_m----—()l saige ] —g—mn

WPl
anllt 1 s nliary by
. (““”)=(a?~f) B R

e

115.  Esto supuesto, como un monomio es un producto de

() Enunciado abreviado.

7
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varios facteres, se elevard 4 una potencia, elevando a dicha
potencia todos sus factores. La polencia sera positiva, si el mo-
nomio es positivo, 6 aunque sea negativo, si el csponente de
la potencia es par; pues en este caso la potencia es el produc-
to de un nimero par de factores negativos. La potencia sera
negativa, si el monomio es negativo y el esponente de la po-
tencia es impar; pues la potencia es entonces el producto de
un numero impar de factores negativos.

Ejemplos. 1.° (20°b°c)*=16a"b*"c".

9.0 (—Ba4Hity =90 W=
. a®
b?
0 (T =T B =
b (g 261 L e

=

‘Ii‘ . /A ﬂr-ﬂbﬁ )H-H-_ mﬂbﬁ
"\ T Bmn T125mn’

ArTicurLo 2.°

Raices de los monomios.

116. Se llama raiz de un numero positivo 6 negativo
otro nimero que elevado @ la potencia cuyo esponente es el
indice de la raiz, produce el nimero propuesto.

Asi, la raiz cuadrada de 16 es 4, y tambien — 4; pues
cualquiera de estos dos niimeros elevado al cuadrado, 6 mul-
tiplicado por si mismo, da 16. La raiz cabica de —8 es —2,
puesto que (—2)’=—38.

Pero si se tralase de la raiz de grado par de un namero
negativo, esta raiz no es namero positivo ni negalivo; pues
un namero positivo 6 negativo, elevado & una potencia de
grado par da siempre un resultado positivo. Por eso se la-
man cantidades imaginarias las raices de grado par de ni-
meros negativos. Asi, la raiz cuadrada de —4, la raiz 4.°
de — 8, etc. son cantidades imaginarias.

Los cantidades que no son imaginarias se llaman canti-
dades reales.

Todo miimero positivo tiene dos raices reales de grado par,
las cuales solo se diferencian en el signo: pues un numero posi-
tivo 6 negativo elevado 4 una potencia de grado par da un

resultado positivo,
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Asi, el namero 4 tiene dos raices cuadradas 2y —2; el
namero 81 tiene dos raices cuartas 3 y —35.

117. Mas adelante veremos: 1.° que todo ntimero posi-
livo tiene tantas raices de grado par como unidades tiene el
indice : sabemos ya que dos de las raices de este nlimero son
reales y solo se diferencian en el signo; las otras raices del
mismo numero son imaginarias. 2.° que todo nimero positivo
0 negativo tiene tambien tantas raices de grado impar como
unidades'tiene el indice: la primera raiz, segun la definicion,
es canlidad real ; las otras son imaginarias.

118. Llamaremos en adelante raiz aritmética 6 valor arit-
mético de la raiz de un namero positivo, 4 la raiz real positi-
va de dicho numero.

Esto supuesto, para evitar confusion, indicaremos en ade=
lante la raiz aritmética de un ntimero positivo, 6 la raiz real
negativa de grado impar de un numero negativo, escri-

biendo el nimero bajo elsigno1/  con su indice conveniente-
Asi, V 5 significara la raiz cuadrada aritmética de 5, 6 el

3 —_—
valor aritmético de la raiz cuadrada de 5;1/50 significaré la raiz

ciibica aritmética de 50; \a/——ﬂﬁ significara laraiz cabica real
de —125, la cual es—5 (a). | |

La raiz real negativa de un nimero negativo es igual G me-
s la raez aritmética del mismo nimero hecho positivo; es decir,
por ejemplo, \E/ — 5= \ﬂ/ 5.

En efecto, elevando la cantidad —-{/_5 a la tercera po-

e

(2) Para indicar la raiz cuadrada positiva de un ntimero a, escribimos;,
segun acabamos de decir, /@, y para indicar la raiz cuadrada negativa

del mismo nfimero, se escribiri — /a. Para indicar la raiz cualquiera del
grado m de @, se llamard o & dicha raiz, y se eseribird «™=—a , ecuacion
en la cual @ representa cualquiera de los valores de la raiz del grado m
de a. Tambien se podrd representar la raiz cualquiera del grado m de a por

mo

Va; pero advirtiendo, cuando asi se haga, que esta espresion represen-
ta cualquiera de los valores de la raiz del grado m de @, y que no se crea
(que representa solamente la raiz principal de a, como para nosotros es lo

S
corriente. Por tiltimo , se podria adoptar otro signo, como por ejemplo, y/a
para representar una raiz cualquiera del grado m de a,
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: ATY o e
tencia, tendremos (-1/5) =—\3/5><- {7 DX—V B=—=—

—\3 § g R
(\3/ 5) =-—5; luego ~——7 Bat/Tg
a1 2m4-1

En general, / —a=— a: pues elevando esta

cantidad 4 la potencia del grado 2m -1, resulta—a.

Nota. En adelante por la palabra raiz de un namero
positivo se entendera, mientras no se advierta lo contrario,
raiz aritmética de dicho ntmero.

120. La raiz de un producto de factores positivos es iqual
al producto de las raices del mismo grado de dichos [actores.

Sea el producto abe, siendo a, b, ¢ factores positivos: digo

Gl Ve VE VT VT
En efecto, |
Wavive) =) W) ve):
Mas, (f'?\l/ E-)m=a» (netm. 116), (:I/_b_)mzb, (‘&? szﬂ ;.
luego (;‘/u; m\/b T/['- )ml-:ab.c. Yemos, pues, que {R/E {H/E T/E
es una cantidad que elevada & la potencia del grado m,

da la cantidad abc; luego vV a v blvm ¢ es la raiz del grado
m de abc; esto es, |

Ve Vb Ve =y/ale.
121. Laraiz de un quebrado, cuyos dos términos son positi-

008, es iqual a la raiz del numerador dividida por la raiz del de-
nomenador.

1

” - IR
Sea el quebrado —L;-:__ digo que \/-E _::{ﬂ :
: b VT

En efecto, segun el tearéma (niim. 113),
\/?) YT o
R oo m h?
v ()
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|| — m =
silsnsd Yokooio/
luego m_____\/-?
Vb
122. Para esiraer una raiz de una potencia, cuyo esponente
es divisible por el indice de la raiz, se efectiia esta division (a).

=t

m
P~ B
Sea la potencia a— : digo que\/ AT=i =t )

En efecto, segun el teorema (ndim. 114), (a""")’:a"'"m";

m
— e -
luego = g =

Esto supuesto, para estraer una raiz de un monomio,
se estraera la raiz de cada uno de sus factores.

Ejemplos.

1.0 V8L P=090—%°, 2.0 v/—6ha'V——Ahat,

4
R0 “E/gaﬂ-_ﬁbin____%ﬂ_ibg} 4.0 ’iﬁﬁ*bgﬂﬂ_gﬂbiﬂa.
d’e' de*

125. Se dice que una cantidad racional tiene raiz exvacta
cuando esta raiz es otra cantidad racional.

Segun esta definicion, es evidente que un producto de fac-
lores racionales tendré raiz exacta, siempre que cada uno de
sus factores tenga raiz exacta; y que nola tendré, si alguno de
dichos factores no tiene raiz exacta. Tambien es evidente que
una fraccion racional tendra raiz exacta, siempre que la ten-
gan sus dos términos; y que no tendra raiz exacta una fraccion
racional, cuyos dos términos no tienen ningun factor comun,
si alguno de estos dos.términos no tiene raiz exacta.

Nora, Cuando una espresion racional tiene raiz cuadrada
exacta 0 raiz cubica exacta, se suele decir lambien que es un
cuadrado perfecto 6 un eubo perfecto. |

124. Cuando un monomio no tenga raiz exacta, se podrs
dar 4 la raiz indicada otra forma, & veces provechosa, estra-
yendo la raiz de los factores que la tengan exacta é indicando
la raiz del producto de los.demés, en virtud del teorema
(ntim. 120). Si alguno de los factores del monomio tiene un

e = —— =i

(¢) Enunciado abreviado.
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esponente mayor que el indice, pero que no sea multiplo del
indice, se descompondra (con el objeto de transformar la raiz
indicada) en dos factores, el primero de los cuales tenga por
esponente el mayor multiplo del indice contenido en el pri-
mer esponente, y el segundo factor tenga por esponente el
resto. Por ejemplo, si se trata de una raiz cubica, y uno de
los factores es a*, descompondremos este factor en a’xa®.

Ejemplos. 1.° \E/ Qﬁﬂ’bﬁc“zxﬁ/ a.2'a*a*b*c'%c =2abc* \ﬁ/ Bac.

- : 3 9 s .
9.8 ! 1/ a'b*c Va'b'e _1,/ a®ab®be m‘bf/ abc  @*b
3

S or 20f
0T iear vazarr UVT
13/” “; y como en virtud del teorema (ntm. 121) es : _ﬂ__—
v of i
M i _

/ab o
_2_';! tendremos por fin que la raiz indicada propuesta se

b, Jp—
transformara en gy /00
I — ——

2dfVY  2f

=0 Wﬂ\/ﬂzbiﬂ _ﬂb\/E
cd ¢2d ¢ d’

125. Al contrario, conviene a veces introducir bajo el sig-
no radical un factor 6 divisor: para esto, se eleva dicho factor
6 divisor & la potencia cuyo grado es el indice de la raiz.

En efecto, q\/a_=\/q"‘ : \/ﬂ:\/qmﬂQ
Va _\/;__\m/ My &)
| xS g
ol

Ejemplos. 1.° ab EE:\/ W:\/ﬂ“b"ﬂ"’.

o Vom_y [E_ [

. o — ———

z N AR
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CAPITULO IL.

Potencias y raices de los polinomios.

Arricuro 1.°

Permutaciones Y combinaciones.

e —

126. Llamanse permutaciones los grupos que pueden for-
marse con varias letras, tomandolas una 4 una, dos a dos, tres
a tres, ete., los cuales se diferencian ya por alguna letra, ya
por el orden en que las letras estan colocadas. |

Formemos las permutaciones binarias, ternarias, cuater-
narias, ete. de las letras a, b, ¢, d.....

Para formar las permutaciones binarias, se colocan al la-
do de cada letra todas las otras, una 4 una.

Asi, las permutaciones binarias de dichas letras serdn ab,
aC, Gd.....5 ba, bo; bd...:.;ca;eh, edl... i3 da, db, de.. ...

Para formar las permutaciones ternarias, se colocan al lado
de cada permutacion binaria todas las letras que no entran en
ella, una a una.

Asi, las permutaciones ternarias de las letras dadas seréan:

abe, abd, ach, aed, adb, ade.....,
bac, bad, bea, bed, bda, bde.....,
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb.....,
dab, dac, dba, dbec, dea, dcb......

Para formar las permutaciones cuaternarias, se colocan al
lado de cada permutacion ternaria todas las letras que no en-
tran en ella, una & una.

En general, para formar las permutaciones de un cierto
orden, se colocan al lado de cada permutacion de orden infe-
rior inmediato las letras que no entran en ella, una 4 una.

127. Hallar el nitmero de permulaciones binarias, ternarias,
cuaternarias, elc. de m lelras.

Hemos visto que, para formar las permutaciones binarias,
se colocan una & una al lado de cada letra todas las demas:
luego cada una de las letras nos dard m—1 permutaciones
binarias, y por consiguiente las m letras nos daran

m(m—1) permutaciones binarias.

Para hallar el niimero de permutaciones ternarias, se co-



104

- locan una 4 una al lado de cada permutacion binaria todas
las letras que no entran en ella; luego cada permutacion
binaria nos dara m~2 permutaciones ternarias , y por con-
siguiente todas las permutaciones binarias m (m— 1) nos daran

m (m—1) (m—2) permutaciones ternarias.

Por el mismo razonamiento se hallara que el nimero de
las permutaciones cuaternarias es

m(m—1) (m—2) (m—3);
que el nimero de las permutaciones quinarias es
i (m—1) (n—2) (m—3))(m—A);
y asi sucesivamente.

Luego en general el nimero de permutaciones de m letras
tomadas n & n sera

s (0 — 1) (= 2) (m—a).....(m~(u—1)),_

0 bien  m(m—1)(m—2)(m—3)..... [ m—n--1),
producto que consta de n factores.

128. Si en cada permutacion entran todas las letras, sera
m==n, y por consiguiente la formula general sera en tal caso

nn—1)(n—2).....x1,
o Ll 2. .l axens

formula que contiene n factores, y que representa el numero
de permutaciones de # letras tomadas » 4 n.

Asi, el namero de permutaciones binarias de dos letras
sera 1 x2; el nimero de permutaciones ternarias de tres le-
tras serd 1 x2x3; el nimero de permutaciones cuaternarias
de cuatro letras sera 1 x2x3x4; ete. :

129. Llamanse combinaciones 6 productos diferentes las
permutaciones que se diferencia en una 6 mas letras.

Asi, en las permutaciones binarias de las cunatro letras
a, b, ¢, d, que son: ab, ac, ad,
ba, be, bd,
ca, cb, ed,
da, db, de,
existen las combinaciones
ab, ac, ad,
be, bd,
cd,
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En las permutaciones ternarias de las mismas cuatro le-
tras: abe, abd, acb, acd, adb, ade,
| - bac, bad, bea, bed, bda, bde,
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb,
dab, dae, dba, dbe, dea, dcb,
existen las combinaciones
. abe, abd, acd, bed.
130. En vista de estos resultados, estableceremos la si-
guiente regla para la formacion directa de las combinaciones.
Para formar las combinaciones binarias de varias letras, se
multiplica cada letra por cada una de las siguientes.
Asi, las combinaciones binarias de las letras a, b, ¢, d, ¢

son ab, ac, ad, ae, |
be; fd, be.s. k. . . [1],
oy 085 <ile e [2],

' RPTpey 19

Para formar las combinaciones tEI‘IlH.I‘%:ﬂ.FEI de varias letras,
se multiplica cada letra por las combinaciones binarias de las
letras siguientes. _

Asi, para formar las combinaciones ternarias de las letras
a, b, ¢, d, e, multiplicaré la letra a por las combinaciones bi-
narias [1], [2] y [3] de las letras siguientes b, ¢, d, e; la le-
tra b por las combinaciones binarias [2] y [3] de las letras
siguientes ¢, d, e; la letra ¢ por la combinacion binaria [3]
de las letras siguientes d, ¢; y resultaran: '

abe, abd, abe,

acd, ace,

ade,

bed, bee,

bde,

| cde.

Del mismo modo se veria, que para formar las combina-
ciones cuaternarias de varias letras, se multiplica cada letra
por las combinaciones ternarias de las letras siguientes; y en
general, que para formar las combinaciones de un cierto 6r-
den de varias letras, se multiplica cada letra por las combi-
naciones del 6rden inmediato inferior de las letras siguientes.

Nora. Si se han formado las combinaciones de un cierto
orden de las letras a, b, ¢..... &, se formarén las combinacio-
nes del mismo 6rden de las letras @, b, ¢c..... k, I, 61, a, b,
C.....k, afiadiendo & las combinacienes formadas ya con las le-
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tras a, b, c....k los productos de ! por las combinaciones del
orden inmediato inferior de las mismas letras a, b, c.....k.

151. Hallar el numero de combinaciones binarias, terna-
rias, etc. de m letras.

Para hallar el namero de combinaciones binarias dem le-
tras, observo que en las permutaciones binarias de estas m
letras estd repetida cada combinacion tantas veces como per-
mutaciones binarias se pueden formar con dos letras, es de-
cir, 1.2. (nim. 128); luego el namero de combinaciones que
existen en dichas permutaciones es 1.2 veces menor que el
namero de permutaciones m (m— 1); el namero de combina-

ciones binarias de m letras sera pues
m(m— 1)
.25 4
Para hallar el numero de combinaciones ternarias, obser-
vo que en las permutaciones ternarias de estas letras cada
combinacion entra tantas veces como permutaciones ternarias
se pueden formar con tres letras, es decir (ndm. 128) 1.2.5;
luego el namero dc combinaciones que existen en dichas per-
mutaciones es 1.2.3 veces menor que el numero m (m—1)
(m—2) de permutaciones ternarias; luego el namero de com-

binaciones ternarias es
i

m (m—1) (m-—E)-

1.2.3
Por el mismo razonamiento se hallard que el nfimero de

combinaciones cualernarias es \
m(m—1)(m—2) (m—5)
- 1.2.3.4
que el numero de las quinarias es
m(m—1) (m—2) (m—3)(m— !L)
1.2.5.4.5 -
y en general, que el niimero de combinaciones de m letras to-

madas # a n es
m (m=—1) (m = 2).....(m—n-+- i)

132 E| niimero de combinaciones de m letras tomadas n ¢ n
es tqual al numero de combinaciones dﬂ letras tomadas m —n

{I m — “I
El namero de combinaciones de m letras tomadas » 4 n

es (ndm. 151).
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m(m=—1).....(m—n-1)
I Red ,
El numero de combinaciones de m letras tomadas m—n a

m—n se hallara mudando en la espresion anterior # en m—n,
y sera por lo tanto

m(m—1).....(n+1)

1.2.....(m—n)
Multiplicando los dos términos del primer quebrado por el
denominador del segundo, y los dos términos del segundo
quebrado por el denominador del primero; el primer quebra-
do equivaldra (nim. 53) al nuevo quebrado
m(m—1).....(m—n-1)(m—n).....2.1

1.2.....n. %(m—ﬂ)

y el segundo quebrado equivaldra al quebrado
m(m—1).....(n-+1)n.....2.1

.2.....0.1.2.....(0m—n) "~
Los dos quebrados, que acabamos de escribir, son iguales;
pues el numerador de cada uno es el producto de todos los
numeros naturales desde 1 hasta m, y los denominadores son
evidentemente iguales; luego etc.

Se puede demostrar este teorema de este otro modo.

Si de las m letras se toman n letras para formar una com-
binacion, quedaran m—n letras que formaran otra combina-
cion; luego 4 cada combinacion de & n letras corresponde una
de & m—mn letras, y por la misma razon { cada combinacion
de & m —n letras corresponde una de a u iciras; luego el nu-
mero de combinaciones de m letras n & n es igual al nime-
ro de combinaciones de m letras m —n a m —n.

Asi, 10 letras combinadas 3 4 5 dan el mismo numero de
combinaciones que 10 letras combinadas 7 4 7.

3

ArTticurLo 2.°
Fsrmula del binomio de Newton.

135. Si se multiplican varios factores binomios x-1-a, X—-b,
X--¢, elc., cuyo primer término sea el mismo, el esponenie de
X en el primer término del producto serd el nimero de faclores
binomios, y dicho esponente disminwird sucesivamente en una
unidad: el coeficiente del primer término serd A, el del sequndo
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termino serd la suma de los sequndos términos de los binomios, el
del tercero serd la suma de sus productos binarios, el del cuarto
serd la suma de sus productos ternarios, etc., y el dltima térmi-
10 serd el producto de los sequndos términos de los binomios.

Sea m el namero de factores binomios; vamos 4 demos-

trar que

(z+a) (2+D) (w+C). ..=2"+a| 2™ +ab |&™ 2 +abc] 2™ *+...+abc. ..
+b -+l +0bd
+¢ +he +acd

Para demestrar este teorema, hallemos los productos de
dos, de tres, de cuatro factores Binomios.

1.° (w+-a)(x+b)=w*+alx-|-ab.
-}-b
2.° (2+-0)(@-+-b)(@+-c)=x"-}-a|2*{-ab |x-}-abe.
o =b - Hac
| +ecl +be
9. (%-+a)(x+-b) () (w-+d)=2"+ a|2°-}-ab [4°f-abe| z--abed.
+b| —ac| -Fabd
+c| -fbe| —-acd
+d| -fad] -bed]
—+bd
+cd

Vemos gue el teorema se verifica, siendo dos, tres 6 cua-
tra los factores binomios. Para demostrarlo de una manera
general, admitiremos que se verifique, siendo p el namero
de factores binomios, y demostraremos que tambien se veri-
~ ficard siendo p--1 el niimero de factores binomios.

- Representemos el producto de los p binomios por la espre-
sion 2P --Ax*—-Bx? 2 4-Ca?—3-}-... }-Y,
en la cual
A=a +b e ..
B=—ab +ac +bc +..,
C=abc -+ abd--acd+-.., o
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Multipliquemos dicha espresion por unnueve binomio z--I.
@’  —-Ax?' -+ BaP A CrP L. Y

r |

aPHi Ala?4- B |op -G |2 ..

1| -4}  +IB| S-..lY

Segun este producto, el esponente de x en el primer tér-
mino es el numero p+-1 de factores binomios, y dicho espo-
nente va disminuyendo sucesivamente en una unidad, hasta
llegar al ultimo término que no contiene 4 z.

El coeficiente del primer término es 1. El coeficiente del
segundo término es A -1, y puesto que A es la suma de los
segundos términos de los p binomios, A -1 es tambien la su-
ma de los segundos términos de los p--1 binoniios.

El coeficiente del tercer término es B-}-I4; v como B esla
suma de los productos binarios que se pueden formar con los
segundos términos de los p binomios, y /4 esla sumade estos
términos multiplicados por I, se infiere (nim. 150, Nota) que
B--1A es la suma de los productos binarios de los segundos
términos de los p 4 1 binomios.

El coeficiente del cuarto término es C--1B; y como € es
la suma de los productos ternarios de los segundos términos
de los p binomios, y B es la suma de los productos binarios,
se infiere (nitm. 150, Nota) que C-IB es la suma de los pro-
ductos ternarios de los segundos términos de los p--1 bi-
Nomios. _

Este razonamiento se puede continuar hasta llegar al Gl-
limo termino [Y, que es evidentemente el producto de todos
los segundos términos de los p--1 binomios.

Queda pues demostrado, que si el teorema es cierto, sien-
do p el nlimero de factores binomios, tambien lo sera, si se to-
ma un factor binomio mas.

Ahora bien, el teorema es ¢ierto, siendo dos, tres. cuatro
el nimero de factores binomios; luego tambien lo sera, siendo
cinco el nimero de factores binomios; y por consiguiente
tambien lo sera, siendo seis el nimero de factores binomios; y
asi sucesivamente: luego dicho teorema es cierlo, cualquiera
que’ sea el nimero de factores binomios.

134. Deeste teorema se deduce facilmente la formula del
binomio. age

Obsérvese que los términos z, a, b, ¢...«de los bino-
mios £ -}~ a, x4 b, 2 -1~ ¢..... tienen valores cualesquiera posi-
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tivos 6 negativos: podemos por lo tanto suponer que los segun-
dos términos b, ¢, d... son 1guales a @; y en este supuesto,
llamando como antes m al namero de factores binomios, el
primer miembro de la igualdad, que nos da el teorema, se con
vertira en (z 4 a)™. En el segundo miembro el coeficiente del
segundo término serd a-a--a--...=maj; el coeficiente de
tercer término sera a*+a*+a’+-..... , estando a® repetida tan-

tas veces como combinaciones binarias se pueden formar con

. : : m(m—1
m letras; luego dicho coeficiente se convierte en (i 5 )ur‘.

El coeficiente del cuarto término se reduce a ¢*-}-a’4-a’--...,
estando a’ repetida tantas veces como combinaciones terna-

m(m— 1)(m—2)
1.2.5

rias pueden formarse con m letras, que es

m(m — l)(‘m*—ﬁ)ﬂa
1.2:9

Del mismo modo se hallaran los coeficientes de los demas
términos; y como el ultimo término se reduce a @™, la igual-
dad (mim. 153) se transforma en la siguiente:

luego dicho coeficiente sera

m(m—1
(m_l_ﬂ)m__,mm_l_mﬂmm—! (‘l 2 ) _l__
L L RS

que es la formula del binomio de Newton.

155. El segundo miembro de esta formula tiene m--1
términos: pues el esponente de la @ en cada término ftiene
tantas unidades como términos hay antes; y como en el alti-
mo término el esponente de a es m, el numero de términos
anteriores al ultimo serd m, y por consiguiente todos los tér-
minos del segundo miembro sera m 1. -

136. Por medio de la formula del binomio se¢ puede ha-
llar directamenle. sin valerse de las potencias inferiores, una
potencia cualquicra de un binomio, poniendo en vez de las
letras 2, ¢ y m los valores partmularea que se den,

Efampia. Desenvolver (z-}-a)*. Para esto haremos en la
formula del binomio m=4, y resultard

(%3 a)"*-——m”—1—&af+ Ga*x® - 4a’x - a'.

Tambien puede deducirse de dicha formula una regla que
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nos dé con mas brevedad el desenvolvimiento de una poten—
cia de un binomio: pues, segun ella, el coeficiente de cada
término se¢ puede deducir del anterior, multiplicando el
coeficiente de este por el esponente que tiene x en el mismo,
y dividiendo el producto por el esponente de a aumentado
en una unidad.-

Apliquemos esta regla 4 los ejemplos siguientes:

1. (x+4a)=2"+ 20x }-a?,

2.° (24 a)’=a 3ax*-|3a*r+-a’,

5. (v a)'=x*+ hax’-}6a*x®-} ha*z®--a*,

L' (x4 a)’=2"+ Sax*+100’x*+100°2* 4-Da'2--a’.
m(m—1)

1.2

157. Es evidente que cada coeficiente m,

m(m—1) (m—2)
1.2.5
del binomio representa el numero de combinaciones que se
pueden formar con m letras tomadas tantas a tantas como
términos hay antes de aquel que se considera; por consi-
guiente el coeficiente del término que ocupa el lugar n -1,
contando desde el primero, representara el namero de com-
binaciones de m letras tomadas n a n; luego dicho término
sera, '

: etc. del segundo miembro de la formula

m(m—1) (m—2)....(m—n—-1) =
1.2.3....0 W Sk

Esta espresion se llama término general (a), porque dando
& n un valor entero y positivo cualquiera, se halla por me-
dio de ella el término correspondiente del desenvolvimiento.
Asi, haciendo n==1, nos dara el segundo término ; ha-
ciendo n=—2, el tercero; haciendo n=3, el cuarto; ele.
138. En el desenvolvimiento de (x-+a)®™ los coeficientes de
los términos equidistantes de los estremos son tquales.

(a) Cuando se da un polinomio, EH¥DE términos siguen una ley constan-
te en su formacion, y se trata de hallar su término general , es decir , una
espresion que pueda representar d todos los términos del polinomio, se
suele suponer comunmente que este término ocupa el lugar n , contando
desde el 1,% mas en el caso actual es preferible tomar por término general
el que ocupa el lugar n--1; porque el coeficiente del término que ocnpa el

i
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En efecto, el término que ocupa el lugar @ -1, tiene an-~
tes de si n términos, y por lo tanto su coeficiente es el nt-
rero de combinaciones de m letras tomadas # 4 n. El térmi-
no que tiene despues de si # términos, tiene antes de si el
total m--1 de términos menos n--1 términos, esto es, m--1—
(n--1)=m—"'n; luego su coeficiente es ¢l nimero de com-
binaciones de m letras tomadas m—mn & m —n; y como el
nimero de combinaciones de m letras n# a n es igual al nt-
mero de combinaciones de m letras m—n & m—n (ndm. 128),
se infiere que los dos coeficientes de los dos términos equi-
distantes de los estremos son iguales.

En virtud de este teorema, cuando se haya calculado la
mitad 6 mas que la mitad del nimero de términos de la po-
tencia de un binomio, se hallarin los demas términos sin
nuevo calculo.

Ejemplo. (r+-a)'=x"-{-7a2*--21a*2*380°2* 350" 2%
20a°2*+Ta’24-a". .

Nora, La formula del binomio queda demostrada para
el caso en que, teniendo los términos z y a del binomio va-
lores cualesquiera, el esponente m es entero y positivo (a).
Yeamos, pues, en qué se convertird la misma {6rmula cuan-
do el segundo término es negativo : para esto, mudemos en
la formula el signo de a, y tendremos

m( m—1
(z—a)"=x™—max™ ] -( )aimm-i_

1.2
s S e

donde vemos que los signos - y — van alternaundo.
159. Hagamos #==1 en la férmula del binomio, y ten-
dremos

e . —_

lugar n es el nlimero de combinaciones de m letras tomadas n—1 4 n—1>
Y por tanto este término seria

m{m—-—-{]...*(ﬂl (n 1”1) n~=1 _ m—(n~1)

W AL e e R SR e
m(m—1)....(m—n42) pei m—nss

W TR MY kST G S |

espresion menos cémoda que la del término que ocupa el lagar n--1, y
menos fécil de hallar.

(a) En el dlgebra superior se demostrard la verdad de esta formula

para los casos en que el esponente m es fraccionario 6 incomensurable,
positivo ¢ negativo.
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o Y |V s
(14-a)"=t -}—mm-{-m(T. 2”&’ :m(m 1.2).(;” ﬁ)ﬂa Feeat-0"[A].

110. Siempre puede reducirse una potencia indicada de un

hinpmiu a la forma (1 “+-a)™; pues (24-b)" z(“’ (%l _I"_E?))

m . b
:x‘"(l-—l——; s ¥ representando ahnra-?_pnr a, tendremos

(@4 by"—a"(1 4 a)m, -

Segun esto, para elevar un binomio @ --b & una potencia
del grado m, se puede reducir la polencia (z— b)™ primera-
mente ala forma #™(1 J~a)™, desenvolver (1-a)™ por la

formula [4], y multiplicar en seguida todos los términos del
desenvolvimiento por z .

F
Articuro 3.°

Potencias de los polinomios.

————

141, Para elevar un polinomio 4 una potencia, se le
considera como un binomio, tomando por primera parte va-
rios de sus términos, y como segunda parte los demds; y se
eleva en seguida dicho binomio, -

Asi, para elevar el polinomio a +b--¢--d al cubo, toma-
remos, por ejemplo a, por primera parte, y por segunda b -
¢~-d, y tendremos ,
(0-+-04-0-4-0)'=0"+30° (b0 -d)+-3a(b-F ¢ dY2-}- (5 +-o--d’.

Del mismo modo |

(@-+b-c d)*=a*4-2a (b~ c - d) 4 (b} ¢ d)' ==
a’+-Zab + 2ac - 2ad - b*-- 2 (c+d) -+ (¢ +d)*=
, a;i—— 2ab +-2ac +2ad - b*-- 2bc - 2bd - ¢* 2¢d - d?;

0 en fin -

(64 b+ ¢+ d)’=a- b1~ ¢* ~d*4-2ab -+ 2ac - 2ad -

2bc -+ 2bd - 2¢d.

Luego el cuadrado de un polinomio es wual «¢ la suma de
cuadrados de sus términos, mas el duplo de la suma de sus pro-
ductos binarios.

Ejemplo. (b*fc*— %) =b* ¢t a* - 2622 — 228 — 242¢2.

142. ' El cuadrado de wn trinomio tiene seis lerminos; Y si es
Un trinomio ordenado con respecto G una letra, tiene en  general
¢inco términos, pero tambien puede tener cuatro.

8
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1. Sea el trinomio® ¢} b - ¢: tendremos
(a4 b+ ¢)*==a’4 b*+ ¢’ 2ab - 2ac+- 2be.
Vemos que han resultado seis términos.

Si este trinomio se supusiera ordenado con respecto a una
de sus letras, a por ejemplo, no seria mas que un binomio
1+ (b-+¢)a’; y su cuadrado no tendria mas que los tres tér-
minos a*+ 2a(b-+-¢)+ (b+¢)’. 3

2.°  Sea el trinomio ax*-- bx ¢ ordenado con respecto a
la letra x: tendremos
(a2 b -+ ¢)*=az* - 2abx’+ VPl 2bex - c*.
' 1 Qac
Resultan cinco términos; pero si b*-}- 2ac==0, lo que puede
ser de infinitos modos, no tendra mas que cualro términos.

Arricuro 4.°

Raices de los polinomios.

§, 1.° RAICES CUALESQUIERA DE LOS NUMEROS.

| ——

L]

* 143. Se ha visto en la aritmélica, que de la composicion
del cuadrado y cubo de la suma de dos numeros enteros se
deducen las reglas de la estraccion de las raices cuadrada y
cubica de los nimeros. La consideracion de los dos primeros
términos del desenvolvimiento de (xz--a)™, que son ™ —-
max™*, nos daria tambien reglas analogas 4 las de las raices
cuadrada v cabica para la estraccion de las raices de grado
superior de los numeros. Pero como la estraccion de las
raices de un grado superior al 3.° ocurre rara vez, y que en-
tonces se puede, y es preferible, valerse de los logaritmos, de
que hablaremos pronto, no nos detendremos en hallar dichas
reglas.

§. 2.° ESTRAGCION DE LA RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO.

Raiz cuadrada exacta.

144, Sea el polinomio A+ B - C+-...,. y su raiz cuadra
da a--b-c--.... Supongamos que estos dos polinomios esten
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ordenados con respecto & una misma letra #: tendremos la
1dentidad

A+B4-C4.v.i=(@+b+c+t.....)0 =
a*4-2a(b - e (0 Fe-c M T .
Ahora, segun el teorema (pim. 33), a* es el primer térmi-

no de este polinomio ordenado con respecto a x: luego a®>—=A4,

y por consiguiente a=\/A; es decir, que estrayendo la raiz
cuadrada del primer término del polinomio propuesto orde-
nado con respecto & una letra, s¢ tendra el primer término
de su raiz cuadrada. : '

El primer término del polinomio b-}-¢ 4-..... ordenado
con respecto & @ es b, y por consiguiente (nim. 31) b sera el
primer término del polinomio (b-}-c¢-+....)* ordenado con
respecto & . El primer término del polinomio 2a(b-1-¢--....)
ordenado con respecto &  es 2ab; y como la z tiene mayor
esponente en a que en b, en el término 2ab tendrd mayor
esponente que en b%; luego 2ab es el segundo término del se-
gundo miembro ordenado con respecto & x ; y por tanto

B=—2%2ab , de donde resulta b:%. Luego, para hallar el

segundo término de la raiz, se divide el segundo término del
polinomio propuesto por el duplo del primer término de la
raiz. C
Para hallar el tercer término de la raiz, consideremos al
polinomio @ +4-b+c+d~... como un binomio, cuya prime-
ra parte sea ¢l binomio hallado a¢-- b, y tendremos
A+B'C+...=(a+b)*+2(a-b) (c+d-+...)+(c+d+...)3%;
luego |
A'+-B'+-C'+...—(a+b)*=2(a+ b)(c+d+...) (e +d-+-...)%
Ordenando el primer miembro con respecto 4 z, y llaméndo-
le A'+-B'+ C'+...., tendremos
A'4-B'+-C'4-....=2(a+b) (¢ +d+....) F (c+d+....)%
Ahora se demostrara como en el caso anterior, que 2ac
es el primer término del segundo miembro ordenado con res-

| g % A
pecto 4 x; luego A'==2ac, y por consiguiente O e el
q; i

decir, que para hallar el tercer término de la raiz, se dividi=
ra el primer término A’ del resto por el duplo del primer tér-
mino de la raiz. -



116

Este razonamiento puede corntinuarse hasta que se hallen
todos los términos de la raiz; y cuando se halle el #ltimo, el
resto correspondiente serd cero, porque entonces el cuadrado
del polinomio hallado, que es la cantidad que se resta, es
igual al polinomio propuesto.

Al contrario, cuando restando del polinomio propuesto el
cuadrado del polinomio hallado, resulte cero de resto, el po-
linomio hallado sera evidentemente la raiz cuadrada del po-
linomio propuesto. "

Luego para estraer la raiz cuadrada de un polinomio, se or-
dena con respecto G-una cualquiera de sus letras, y estrayendo la
raiz cuadrada de sw primer término, se lendrd el primer térmi-
no de la raiz; dividiendo en sequida el sequndo término del poli-
nomio propuesto por el duplo del primer término de la raiz, se
tendrd el sequndo término de estw. Para hallar en adelante un
término cualquiera, se eleva al cuadrado el polinomio que forman
los terminos hallados de la raiz, se resta este cuadrado del poli-
nomio propueslo, y se divide el primer término del resto por el
- duplo del primer término de la raiz. Cuando se lleque @& un resto
cero, el polinomio hallado es exactamente la raiz cuadrada del
polinomio propuesto.

Ejemplo. Estraer la raiz cuadrada del polinomio
92 —122y - 282y —16y°--16y".

Disposicion de esta operacion.

Oz'—122% | 282%y* —162y°--164* 5:1;’—2:@4— hyy?
—9p* 120y — Lty ] bt

242% P~ 62y" - 16y
—242% P - 162y’— 164"

0

‘Ordenado el polinomio con respecto & x, se estrae la raiz
cuadrada de su primer término 92*, y se tiene el primer tér-
mino 3x* de la raiz; se divide el segundo término —12x*y del
- polinomio por 62°, duplo del primer término de la raiz, y se
tiene el segundo término —2xy de la raiz. Se eleva al cuadrado
el binomio 3x*—2xy, se resta este cuadrado del polinomio
propuesto, y se divide el primer término 24x%)* del resto por
el mismo divisor anterior, y resulta el tercer término 4y* de
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la raiz. Elevo ahora al cuadrado el trinomio 52°—2xy-|- 4y

resulta -
(32> —2xy)* -2 (32> —2xy).4y>+- 1 By*,

y resto esle cuadrado del polinomio propuesto; mas, como
de este polinomio he restado ya (32°—2xy)%, se hallara el
nuevo resto, quitando del resto 244%y*—16xy>--164* las dos
partes 2(32*—2xy). &y*-}-16y*, y resulta cero de resto: lue-
gola raiz cuadrada del polinomio es

ox*— 2y - hy?.

* 145. Si la letra principal entra en varios términos con
un mismo. esponente , se ordenaran los polinomios, redu-
ciendo antes 4 un solo término todos aquellos en que dicha
letra tiene el mismo esponente ; y se continuara la operacion
estrayendo aparte la raiz cuadrada del coeficiente del primer
término, y ejecntando tambien aparte las divisiones parcia-
les del coeficiente del segundo término del polinomio y de
los coeficientes de los primeros términos de los restos por el
duplo dei primer término de la raiz.

Ejemplo. — Estraer la raiz cuadrada del polinomio (a*—2ab
+-0*)a* - (20°—26%) 2L (30 45026 4-5b*) 22+ (20° 20 b-
20°0*—20*0*—2ab* —2b%) x-a®—2a’h>--b°.

Se hallara que la raiz cuadrada es (a—b) 2>+ (a*--ab--b)w
+a'—b?,

146.  Todo trinomio ordenado, en que el cuddruplo del pro-
ducto de los coeficientes de los términos 1.° y 5.° sea dyual al cua-
drado del coeficiente del 2.° término, es un cwadrado perfecto; y
su raiz cuadrada serd un binomio cuyos términos serdn las raices
cuadradas de sus estremos, ligadas por medio del signo del tér-
mino medio.

b!
fica la hipétesi: digo que es un cuadrado perfecto, y que su

: y b
raiz cuadrada sera ami?.
i

Sea el trinomio ordenado e*s*==br-4-—, en el que severi-

b

En efecto, elevando al euadrado el binomio amt-%, re—
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\ 2 y
sulta el trinomio propuesto mﬂm*ibxf—l—-&—é ; 1o que demueslra
o

las dos partes del teorema. ’

Todo trinomio ordentdo, en que el cuadruplo del producto de
los coeficientes de los términos 1.° y 3.", no es dgual al cuadrado
del coeficiente del 2.° , no es cuadrado perfecto.

Admitamos que este trinomio sea un cuadrado perfecto:
su raiz cuadrada seria un binomio, pues un monomio elevado
al cuadrado da otro monomio, un trinomio elevado al cua-
drado tiene por lo menos cuatro términos (num. 142), ete.; es
decir que solo un binomio puede ser raiz cuadrada de un tri-
nomio. Sea mx=—n este binomio: elevandolo al cuadrado, re-
sultaria el trinomio propuesto, y este seria m’x*==2mnx-{-n*;
mas en este trinomio se verifica .que el cuadruplo del pro-
ducto de los coeficientes de los estremos es igual al cuadrado
del coeficiente del término medio; y como esta consecuencia
es conlraria a la suposicion, se infiere que el trinomio pro-
puesto no puede ser cuadrado perfecto.

Asi, el trinomio 9v5=6x-+1 es un cuadrado perfecio,
puesto que 4.9.1=6%; y su raiz cuadrada es sr=-1.

El trinomio 92*==62 - 4 no es cuadrado perfecto, pues-
tr que 4.9.4 no es igual & 6°. ‘

Reciprocos. En fodo irinomio ordenado, que sea cuadrado
perfecto , el cuddruplo del producto de los coeficientes estremos es
iqual al cuadrado del coeficiente del término medio. En todo tri-
nomio ordenado , que no sea cuadrado perfecto, el cuddruplo del
producto de los coeficientes estremos no es iqual al cuadrado del
coeficiente del lérimino medio. '

Reduceion al absurdo (Geom. 21).

Polinomios que no tienen raiz cuadrada exacta.

V47.  Ningun binomio es cuadrado perfecto ; pues el cua-
drado de un monomio es otro monomio, el cuadrado de un
binomio es un trinomio, y el cuadrado de un trinomio, cua-
drinomio, ele. tiene con mayor razon mas que dos términos-

No se crea, pues, que \/a*-}-b*es igual 4 a - b, como
parece natural & los principiantes.

* {148. El polinomio no tendrd raiz cuadrada exacta:

1 ° Cuando ordenado con respecto a una cualquiera de sus
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letras. el primero y ultimo términcs no tienen raiz entera
exacta. 2.° Cuando el segundo término del polinomio no es di-
visible porel duplo del primer término de la raiz. 5.° Cuando
el primer término de un resto no es divisible por el duplo
del primer término de la raiz.

§. 5.° ESTRACGION DE LA RAIZ DEL GRADO 72 DE UN POLINOMIO.

'

Raiz exacta.

* 149. Sea el polinomio A +B+C—+D--....., y la raiz
del grado m, que se busca, a--b-¢- d-....., ambos polino-
mios ordenados con respecto & una misma letra x; tendremos

la igualdad .

A+ B4+ CH+D+......=(a-+b+ec+d+.....)"=a" { ma™"
(b } G I di """ ‘) !. m(T;l)ﬂ'm—i(b |I. C E d I “-Hr".)i +
m("*:;l(:_‘a)am—ﬂ(b L g - d....)P ete. .

Imaginemos que este resultado se haya hallado multiplican-
do el polinomio a-+b-+¢+d+-........m—1 veces por si mis-
mo. Segun el teorema (ndim. 31), a™ sera el término primero
del producto, esdecir, el término en que tendra el mayor es-

m

ponenie; lnego a™=A, y por consiguiente a=1V/4. Luego es-
trayendo la raiz del grado m del primer término del polino-

mio propuesto, se tendra el primer término de la rajz.
El término en que z tiene el mayor esponente en el poli-
nomio b+¢-d--.... es b, y por consiguiente los primeros
términos de los polinomios (b-Fe4-d--... )%, (b+c-Hd+-... )%, ete.,
ordenados con respecto & 7, seran b*, b*, etc.; luego los pri-
merqs 16rminos de los polinomios a™~*(b~-¢-td- auud) eB 7
(b+-c+d-|-..... R, a2 (b+c+-d+-.....)%, ete. seran respecliva-
mente a™ b, a™2b*, a™*b?, ete. Ahora, xtiene mayor espo-
nente en a™'b que en a™ b, y en este mayor esponente
que en a™*l*, ete.; pues siendo @™ b—=a™*ab, y teniendo
& mayor esponente en a que en b, tendra mayor esponente
en ab que en 0%, y por consiguiente & tendra mayor esponen-
te en ™ ab—a""'h que en a™*b*. Del mismo modo se de-
muestra que 2 tiene mayor esponente en a™~0* que en a” b,
ete.; luego el segundo término del 2.° miembro de la igual-
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dad [1] ordenado con respecto & z es ma™b; luego ma™?
b=B, y por consiguiente
B
O ST
ma

Liuego para hallar el segundo término de la raiz, se divide el
segundo término del polinomio por m veces la potencia del
grado m—1 del primer término de la raiz.

Para hallar el tercer término de la raiz, consideremos al
polinomio a—+-b--¢--d ..., como un binomio, cuya pri-
mera parte sea el binomio hallado a-}-#, y tendremos
A--B +)C+D-{-.,...=(a.+b)’“—}-m(a—[—b)”"‘l(c-}-dn{-....)-]—
mm—1) | mm—1)(m—2) o

T ik 125 Wt
(c+d4.....)0+.... '
Restando (a+- b)” de ambos miembros, y llamando A+ B+
(e it al primer miembro ordenado con respecto z,

m—1)

A'F-B4-Ctv.mm(a-0)™ (oA )+

1.2
(obes .5 )=+m(m:‘2‘§*_‘2)(¢1 g (Mg LY

Ahora se demostrard como en el caso anlerior, que el tér-
mino en que la letra principal # tiene el mayor esponente, es
ma™"c; luego ma™'¢c=A’, de donde

Al
mﬂm—il'
Luego, para hallar el tercer término de la raiz, se cleva 4 la
potencia del grado m el binomio hallado, esta polencia se res-
ta del polinomio propuesto, y se divide el primer térming-del
resto por el mismo divisor que en el caso anterior.
Considerando ahoraal polinomio a6 4 c4-d-+-..... como
un binomio, cuya primera parte sea el trinomio a - b1-¢, se
vera por igual razonamiento que el cuarto término de la raiz
se halla por la misma regla; y asi sucesivamente.

Luego, para estraer la raiz del grado m de un polinomio,
se ordena con respecto G una letra cualquiera, y estrayendo la
raiz del grado m del primer término, se tendrd el primer tér-
mino de la raiz; dividiendo en sequida el segundo término del

(a-+0)"*

':-I'-'H




1214

polinomio propuesto por m wveces la potencia del grado m — 1
del primer término de la raiz, se lendrd el sequndo término de
esta. Para hallar en adelante el primer término de los que faltan,
se eleva & la potencia del grado m el polinomio que forman los
términos hallados de la raiz, se resta dichG potencia del polinomio
propuesio, y se divide el primer término del resto por m veces la
potencia del grado m— 1 del primer término de lo raiz. Cuan-
do se lleque @ un resto cero, el polinomio hallado serd exactamente
la raiz del gradom del polinomio propuesto.

Ejemplo. Estraer la raiz ctibica del polinomio
82’ —356ax’466a* ' —0650°2° 350 2> —9a’x-1-a®.

Operacion.

82°—56ux’1-660* ' —650'2°+-33a* 2*—~9a*z+-a®| 22*-Fax-|-a
-82°- 36ax’—54a*s"4-270°x®

+-12a22* =3 ﬁﬂﬂm“—l—ﬁﬁu‘*m’uﬁa"m{'—a“
—120*2"'-+560°2°—33a" 22494 —a°

0

* 130. Si la letra principal se halla con un mismo espo—
nente en varios términos, se consideran todos-ellos como un
solo término: se estrae aparte la raiz del coeficiente del pri-
mer lérmino, y se ejecutan tambien aparte las divisiones
parciales del cocficiente del segundo término del polinomio
y de los coeficientes de los primeros términos de los restos por

m veces la potencia del grado m —1 del primer término de
la raiz.

12z

Polinomios que no lienen raiz exacla.

* 151.  El polinomio no tendra raiz exacta: 1.° Cuando
ordenado con respecto 4 una cualquiera de sus letras el prime-
ro y ultimo términos no tengan raiz entera exacta. 2.° Cuando
el segundo término del polinomio no sea divisible por m ve-
ces la potencia del grado m — 1 del primer término de la raiz.

3. Cuando el primer término de un resto no es divisible por
este divisor.
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CAPITULO 111.

~ Cdleulo de los valores aritmélicos de las cantidades radicales, y de
las que tienen esponenles [raccionarios ¢ incomensurables,

Anricuro 1.°

Caleulo de los valores aritméticos de las cantidades radicales.

————

152. Se llama cantidad radical la raiz indicada de una can-
tidad (a). '

M e Wl
Asi, v/a, 1/ —0b son cantidades radicales.

Valor aritmético de una cantidad radical es el valor arit-
mético de la raiz de una cantidad positiva (ndm. 117).
En este capitulo solo nos ocuparemos de los valores arit-

‘méticos de las cantidades radicales.
Se llaman cantidades radicales semejanies las cantlidades
radicales del mismo indice que tienen bajo del signo radical

la misma cantidad. Asi, 2V ab, 5V ab son cantidades radicales

semejantes.
155. Lasuma y la diferencia de las canlidades radicales

no- sempejantes solo pueden indicarse, y no admiten simplifi-
cacion; pero si las cantidades radicales son semejantes, se po-
dran reducir 4 una sola cantidad radical, en virtud de la
igualdad

| am —+bm —cem=(a--b—c)m
demostrada (ntbm. 48) para cualesquiera valores dea, b, ¢, m.

= =X 4
Ejemplos. 1.° 3V a-&Va=TVa.

L 3 3 —
2.0 By ab—8V ab=—3Vab.
A veces las cantidades radicales no semejantes se transfor-

man en otras semejantes, estrayendo la raiz de los factores que
la tienen exacla.

Ejemplo. &u\a/ ﬁ—t—\ﬂ/ 16a° *—2-;\3/ 20—

——

(a) Las cantidades radicales se llaman lambien cantidades irracionales.
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hay/3h 20y 2y 00 gy,

\54. - Una cantidad radical no varia, multiplicando su indice
nor un mimero entero , y elevando la cantidad que estd bajo del
signo- radical @ la polencia del grado indicado por dicho nimero
enlero.

Sea la cantidad radical Va: digo que Va=—ya".
En efecto, segun el teorema (ndm. 114),

(v ?)m=((:/? )m)nﬂ";

luego Vv a=Va". .

155. En virtud de esle teorema se pueden reducir canti-
dades radicales de indice diferente & un indice comun ; para
lo cual, se multiplica el indice de cada radical por el producto de_
los indices de los demds radicales , y se eleva lo cantidad que estd
bajo del radical & la potencia del grado indicado por este producio.

Ejemplo. Las cantidades radicales

rE N oy Y i
Va, Vb, Ve,
reducidas a4 un indice comun, seran

0 30 30 ,——

Va®, V', Ve
Para reductr & un indice comun varias cantidades radicales,
cuando dos ¢ mas indices tienen factores comunes , se hallard su
menor miltiplo, se multiplicard el indice de cada rade‘g‘ui por el
factor que le falta para compomer dicho menor maltiplo, y se
elevard la cantidad que estd bajo del radical & lo potencia del gra-
do indicado por dicho factor. MR |

Ejemplo. Sean las cantidades radicales

Va, VT, Ve

Como los indices tienen factores comunes, hallaremos su me-
nor miltiplo. que es 12; y por consiguiente las cantidadesra-
dicales propuestas, reducidas & este indice comun, seran

vV, V¥, Ve

156. Una cantidad radical, en quela cantidad que estd bajo del
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signo radical es un producto, no varia dividiendo el indice y los es-
ponentes de los factores del producto por un divisor comun; es de-

mn m
cic que V@b =/ a?bic’. |
En efecto, (m ﬂm}qﬂr)m :( (Cyﬂpchq)m ) :(ﬂ”b*fﬁf)ﬂz

i mis

a”"b™c™; 'y por consiguiente \/a"b’c"=\/a?"b™"c"™.

Fundandonos en este teorema, podremos simplificar una
cantidad radical, siempre que el indice y los esponentes de los
factores del producto , que esta bajo del signo radical , tengan
un divisor comun; para lo cual se suprimir4 este divisor.

12— 6
Asi, Vab—V/ap.

\87  Para mulliplicar cantidades radicales de un mismo in-
“dice, se multiplican las contidades que estdn bajo de los signos ra-
dicales, y el producto se pone bajo del mismo signo radical.
En efecto, hemos demostrado (niim. 120) que

VaxVbxVe=V alt.
Ejemplos.

———

1.°  By/208°XTV/ B0’ c=211/10ab'c=21 a*b*y/10%.

3

2.° &&a‘—-—b’m/a’-{—b*:hﬂ/u*m b*.

Para multiplicar cantidades radicales de diferente indice , se
reducen a un indice comun , y quedard este caso reducido al an-
lerior. -

3 B W ol
Ejemplos. 1.° y/ax\/b=\/a’xV b*=\/a'}".

IRy by M e
b W k. bfV dhm
158. Para partir dos cantidades radicales del mismo indice,

s¢ dividen las cantidades que estin bajo de los signos radicales , y
el cociente se pone bajo del mismo signo radical.
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En efecto, hemos demosirado (nim. 117) que

i
At R

V’ 2
Ejemplos. 1.° Gﬂb ﬁﬂb —V/ 9.
V' 34 5.:1

V@  Jab
VPFn Iy N ¥

Para dividir cantidades radicales de diferente indice, se redu-
cen & un mismo indice, y quedard este caso reducido al anterior.

2.

6

Va Rty 71 B
_i.'
VORRY:

/S i/ T

159. Para elevar una cantided radical ¢ una potencia, se
eleva & dicha potencia la cantidad que estd bajo del radical.

Ejemplos.

Sea la cantidad radical \/ a: digo que (\/a, )nﬁﬁ.
En efecto,

,(\/E) =\';{B<\7HKJ —\/ﬂﬂﬂ __;.:\/m{F_

3_ 3—-

Ejemplos.  1.° (C/E): a‘=a\/a.

160. Para estraer una raiz de una cantidad radical , se
multiplican los dos tndices.
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Sea la cantidad radical \/ a: digo que \/\/.q —'—Wg;.
Ln efecto,

\f—) V=V

luego ' ﬂ 2o \/a.

Ejemplos. \/\/ﬂﬁ‘ =\/ﬂ: ;

2.0 \/\7 m’=;ﬂ/;; Y

4

L SIS | e 6 —
8. \/a’ =\/ﬂi:'\/ﬂ.

161. Siendo  \a—V V3.
sera
3 3

C’/u_:\/ﬂ \H/a_=~ \/ﬁ {};:\/Vﬁh ele.

Luego, para estraer de un nimero una raiz cuyo indire sea
wie namero compueslo , se estraeran sucesivamente las raices que
indican sus factores simples.

* 402. Transfﬂrmm un quebrado , cuyo denominador es ir-
racional de sequndo grado en otro quebrado cuyo denominador
sea racional.

1.° Sea el quebrado : multiplicando sus dos térmi-

) Vi
nos por V 6, tendremos

B aVb _
mvb = mb
2.° Sea el quebrado -

— : multiplicando sus dos
mv b--nVe
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términos por mV b—nVec, sera
a ' ﬂ(m \/b_—:nVE) W Hﬂ(m‘/‘g__ ﬂVE)
mvb-+nve. _(m\/§~|—n ‘/E)(m Vb—ny/ Ej mib—nc

Del mismo modo resulta
¢  almVot+aV 'E')
wV b—nV ¢ mihb—nic

3. Sea el quebrado —— ﬂ_ — mu-l‘tiplicandﬂ
mV b-+nV ¢--pVd
sus dos términos por m\/g—l—nVE—-pVE, sera |
a B a(mV b-+mv'c—pV d)

mV b+nVot py/d  (mb-+nic—pd)- 2mn Vo
que estd ya reducido al caso anterior.
Aun cuando el denominador del quebrado constase de
cuatro términos irracionales de 2.° grado, se puede, por trans-

formaciones analogas a las que acabamos de hacer, reducir &
quebrado cuyo denominador sea racional.

* 165. Transformar la espresion \/ﬂi\/ b en otra equiva-

lente de la forma VA=+VB.
Tenemos (ntim. 29)

(\/ n‘.—]—}/ F—[—\/ 0 —V'—b-)l =2a-}+2 /a*—b,
(Vo VT—/ eV ) =20—2v=;

por consiguiente

V-V o+ a—vVb=\/2a+2Ve—0,

\/ u+\/§;\/ a-—'v’F:\/ 2a—2V a*—b.
Luego (ndm. 106)

v ﬂ-{-\/'e}'—__—-%\/ 202V a2 —b ;\/ aa_rwf-#,
\/ﬂ—\/F:%\/Ea—J—%\/_a* b ;\/Erm—ﬁl‘/f—-b.—,

¥
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Gz A a+x/5‘h\/“"“/f_5 1\/”'_";‘“” ----- 41,

Esta transformacion serda muy util, si ¢*—b es un cuadra-

do; pues entonces ¢l doble radical \/ a-+V'b se transforma
en la suma de dos radicales simples; y el doble radica)

\{ a—V b se transforma en la diferencia de dos radicales sim-
ples. |
Ejemplos.

1o \/%+x,/5*—_-\/2+'-;4_-—§ } \/a—v:;_r;.H

2
VW

ArticuLo 2.°

Cdleulo de los valores aritméticos de las cantidades que tienen esponen-
tes fraccionarios 6 incomensurables.

m n
164. Hemos visto (ndim. 118) que Va*=a™, cuando n es
divisible por m. Si, cuando n no es divisible por m, conveni-

n

mos en representar el radical V4" por ™ el teorema del ni-
mero 118 quedard generalizado. Pero téngase entendido que
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LT - _ p =
en el caso en que n no es divisible por m, la espresion ¢™
no es mas que el radical \/a” escrito de otro modo (a).

165. " Las cantidades que tienen eSponentes' fraccionarios, se
calculan del mismo modo que las cantidades que tienen esponen—
tes enteros; es decir, que para multiplicar o dividir cantidades
tguales cuyos esponientes son fraccionarios, se suman ¢ restan los
esponentes; para elevar una cantidad que tiene esponente fraccio-
nario G una potencia, se multiplican los dos esponentes; para es-
traer una raiz de una cantidad de esponente fraccionario, se divi-
de su esponente por el indice de la raiz.

1.° Tenemos

n_ q 5 »
a Xa :\/ﬂ x\/u—z

- g np - mg-np +
5 x\/ﬂ:- GO nﬂ—_'.—_.-ﬂ e

R s p sk
o i o n g g .
2. @ :a=a ; pues multiplicando a pora , se-
T W0t algemoqarzod . srol
. 114 i i 1% AOET IS %+ﬂ Tr‘
ra, segun queda demostrado, g = .

BTl e P R
n m mp n
0 -
3. (u )_.(\/u ):\/ﬂ A
P o—
m m |

3|3
e

[

-
==

4.° \/f:a"”; pues elevando a 4 la putené.ia cuyo

m

grado es p, resulta, segun seha demostrado en el3.% caso, 4" .
En virtud de estos teoremas, las cantidades radicales se

podran calcular, trasforméndolas en cantidades con esponente

fraccionario, y siguiendo despues las reglas generales.

= i . DR D - E ot . B
Ejemplo. . Vax V_‘_b‘= ui xbiz_u"xb?;-j}fl a*h*.

e ——————

, | g el Tk

(¢) Algunos autores pretenden demostrar la igualdad \/ﬂ’f::q ™ gun

cuando n no sea divisible por 'm: pretenden un imposible; ¥ asi es que
en su demostracion cometen un circulo viciose, - i |
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* 166. Pasemos a los esponentes incomensurables, y ha-
oamos ver que se calculan por las mismas reglas que las can-
tidades que tienen esponentes enteros y positivos.

Digo, que u“xu.S:uEJrﬁ, siendo « y © incomensurables.

En efecto, sean @ ¢ y dos cantidades comensurables. tan
proximas & « y 6 como queramos : tendremos a’xa'==a"""3
luego, segun el teorema de los limites (Nota al fin del dlgebra)s
dmxﬂﬁﬁﬂu+ﬁ.' | CRBET T O R G R A TLRT T h L et

. Corolario. . a*; @®==a>—2; pues 0%~ 8 xa%=a%, . .
Digo ahora que (a%)°=0a®, siehdo = y 6 incomensurables.
S ! .
1. Tenemos (a%) = a*xa*xo*xa*=a'".

5. = p N pr A
B ' .
2.f (uﬂ), =/ (a“)ﬁ?_\/ o =a'.
5.° Seay una cantidad comensurable tan proxima 46 como

queramos: tencmos (a*)'=a"'; luego , en.virtud del teore-
ma de loslimites, (g“f;ﬁ‘?, | ko e U .

Nora. Losesponentes fraccionarios 6 incomensurables ne-

gativos estan sometides & las mismas reglas, en virtud del
- 1 } g Y ! 1 |5 - ‘

convenio ¢ *=— —.
a%

- | _ -
\ & | [

CAPITULO 1V.
Céleulo de las cantidades imaginarias de segundo grado.

A e FEET

167. - Ya hemos dicho (mim. 116) que se llama cantidad
imaginaria la raiz de grado par de una cantidad negativa,
-1, Entre las cantidades imaginarias las mas importantes son
las de segundo grado, es decir, las raices euadradas de canti-
dades negativas; pues 4 ellas pueden reducirse,’ ¢omo se vera
en el algebra superior; todas las demas. Por consiguiente,
cuanto en eéste capitulo digamos acerca de las cantidades ima-
ginarias, se referira 4 Jas imaginarias de segundo grado.
Como la raiz cuadrada de una cantidad puede ser positi-
va 6megativa, escribiremos en adelante, paraevitar confusion,
sin signo 6 precedida del signo -} la  raiz imaginaria positi=
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va, y precud:da del signo — la raiz imaginaria negativa. Asi,
V/—3,+1/—3 son- imaginarias positivas, y —y/—; —3 es ima-
gmana negalnra

‘Segun'la’ deﬁmcmn de raiz cuadrada, tendremus

(V=5) =5, (~/75) =me,
(V=1 =1, (—v=iyr

168.  Todo monomio imaginario es tqual @ lo ruiz cmdrada
aritmética del ﬂuiﬂr absufutﬂ dﬂ la mn:adad que es!f.i bﬂja def radi-

ml multzphmda por 1/ i

-~ Sea el monomio imaginario 1/—9; digo qne es igual 4
3/ —1; pues (5V/—1)'=9x (y/—1)’ = 9x—1=—9.

. Nora. Obsérvese que —3v/—1 elevado 'al cuadrado da

tambien —9; pero como V/—9 es la raiz' cuadrada positiva
de —9, no puede ser igual é —51,/ -—!E qﬂe es can“hﬂad
Hnagmana neégativa. =

- 469. ~Todo binomio a-+by/—1 | cuyos ﬁérmmﬂs son ‘uno’

real y otro imaginario., es uns. cantidad fmaginaria; pues si di—
cho binomio fuese una. cantidad real ¢, sacariamos en conse—

cuenma b\/ —i=c-—a es decir, una ﬂantrdad 1magmar1a'
igual & una real; lo que es absurdo. '

170. Se llama suma , diferencia ; produéto 6 cociente de dos
cantidades imaginarias, los resultados respectivos hallados
aplicando a estas cantidades las reglas del cilculn de las can-
tidades reales.

La suma, la diferencia, el producto- y el cociente da dos bino-

mios imaginarios a--by/ ~1, c4=d4/ =1 es, en general, un bi-
nomio smaginario ; pero tambien j:mede Ser um _mouomio imagi=
nario o una mntuh«f real.

1.° La suma es .
(ﬂ+0)+(b+d)v—i [i],

espresion que es un binomio i imaginario en, gﬂneral 4 peru si
4-+¢==0, dicha espresion se convierte en el monomio ima-

ginario (b4-4a) \/—-—-i ; ¥ st b--d=0, la misma espresion
se convierte en la cantidad real a--c.. ]
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2.° La diferencia es

STA | (a—c)+(b—d)V/ —4... [2],
que en general es un binomio imaginario: pero si ¢—¢==0,
sera un monomio imaginario ; y si b—d==0, sera la canti-
dad real a —c. | |
3.° El producto

(H-HH/ :71'> (c—|—d\/',_—'i ) = (ac—-bd)+ (bs+ad )1/ sl '.[5] L

espresion que en general es un binomio imaginario: pero si
ac—bd=0, lo que puede verificarse de infinitos modos, dicha
espresion se convierte en el monomio imaginario (bctad)

Vj, y si bc+ad=0, se ﬂﬂnvie__rt_e en la cantidad real ac—>bd.
Ejemplos. 1.° Hallar el producto (a-+b\/—1)(a—b\/—T).
Para hallar este producto por la formula [5], haremos

en ella ¢==a ,d==~—0b, y por consiguiente el producto sera

o chen @b (ab—ab)y —A==a2+b% "
resultado que se hallard directamente aplicando al producto
propuesto un teorema muy conocido : tendremos, segun €I,

(ﬂH‘/m_(i_m/:E)—u* (by/—1 ) =0r—(—b?)==a2b%,

2.0 Y/ —Axy/—B=y/A V/—1xy/B'v/—1: para ha-
llar el resultado ﬁ:}_a_] 'pnr’ia___'férmuli[‘é], haremos en esta for-
mula a=0, b=1/4,6=0, d=1/B luego, el produclo sera
—\/A. 4/ B=—/AB, es decir que ., |

el zoviloosy AR/ ET R/ AB:
resultado que hallaremos directamente como sigue:
V—A=y/A.y/—1,

- V:—_B:..—-\/B.'V—i; §ivs
luego V—Axy/ “B=y/A.y/—1 xy/B.y/—1,
6 VZ]KVE: VvV EX(V :_i-)==—-1/§.:l_ (a).

(@) Acabamos de hallar la igualdad \/ —A4x)/ —B =—V/4B ; mas si
hallamos el producto V/ —AX\/—B por el teorema [120], demostrado

para las raices aritméticas, serd \/Qx\/—-ﬂ:Vﬁ..... [1]; resultado
que parece estd en contradiceion con el anterior, '
Para esplicar esta especie de paradoja, observaremos que —4 tiene dos
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. 4." El cociente

n-[—b\/—l (ﬂ—]-b\/j)(ﬂ—d‘\/——-l) ac——-bdfl‘-_
o+dy/—1 (ﬂTW_n(ﬁ_W_ﬂn T

bc— ad
5 VT
¢ —d*
binomio i 1magmarm que se reducira a4 monomio lmaglnarm,

ac -+ b.d—-—{}, 6 dac—+bd==0; y sera ,una cantidad

L'r. -——di
re_ri], s Eidw{) 6 be—ad=0. et oo

l_l_dl
—A Ay —1 '
Ejemplo. ‘-/—/ V_\/_* si queremos hallar el re-
vV/—B VBy

sultado final por la féormula [f;], haremos en ella a= 0 b**-

Av/B
VA A (=0, d—\/ B‘ luagﬁ el cnmente sem‘{AV/B VAyB

o W V’B\/B
VB 5

" Para hallar este cociente directamente, tenemos-
VA VAV/—1 /A g |
v—B VBV Z1 1/3 | -

raices cuadradas V/ A V—i y 2V AV =5, que —B tiene dos raices cua-

dradas VB V—1 y —VB Vi , Y que 4B tiene tambien dos raices
cuadradas VAB —V4B: si multlphcamus cada valor'de la raiz cua-

siempre que —

dos resultados’ slgmentes ~—\/ AB y VAB, que son lﬂs dos’ valores
de la raiz cuadrada de 4B ; luego la formula [1!] es cierta, si supo-

nemos qua \/-—-A V —B y \/AB‘ representan respﬁntwamente “cual-
quiera de las dos raices cuadradas de —A, —B y AB. Pero en el texto,
cuando hemos escrito \/»—-A \/—B 6 sus Jgualﬂa \/’A\/“ VB V'—-i'
no hemos mnmdaradu mas que los, valores paslhms de \/—A]r \/ —B,
que son--\/ A4 \/—1 y-+VB V/ =1,y en esta suposicion el producto de

ambas cantidades imaginarias es —VAB es decir , la raiz rea] nega-
tiva de 4B.
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171. Las definiciones de potencia y raiz de una cantidad
imaginaria son las mismas que las definiciones de potencia y
raiz de una cantidad real.

Hallemos las potencias sucesivas de\/ —1.
Tenemos  (V/—1)'=y/—1
(vV/=1) =,
(V'=1) —~(\/—) V===,
(V=1) —('\/—4) (V=1) —=—Ax—{=1.
Estos cuatro valores V=1, —1, —V/—1, 1 delas cuatro

primeras potencias de 1/—1 resultan tambien para las poten-
cias superiores de 1/ —1.

Asi, (v/—1)"=(y=1)"(v/=) (WV=1)=

P A=
¥ 172. " Una potencia cuu!qmerﬂ del binomio fmagingrio a-+-b

/1A es, en yﬁwml un binomio imaginario; pero tambien pue-
de ser un binomio imaginario ¢ una cantidad real.
Tenemos por la formula del binomio

| m(m—1) m—2

(u+bV—i)m#ﬂm+mu' by/—1-| -8 (b\/:-_i)!
r m(m—l)(mf—ﬁ)ﬂm_a(h“/;—l)a 1 m[m.—- i] (m—-?)(m—-ﬁ)

v il 23k
“H.(by/.:'i")s-k .....
0 bien
(a-l—b\/ 1) — " .(mg_” - o I m(m-—i);:;;g)(m_g)
P (o (m_;)éw-g) it )\/--1

Besulta pues, un binomio imaginario; pero se reducird & mo-
nomio imaginario, si el término real es cero, lo que puede
ser de infinitos mndns y serd una cantidad real, si es ceroel

coeficiente de /—1, lo que tambien puede ser de infinitos
modos.
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*173. Una raiz cualquiera de un binomio imagindrio a-- b

V —1 es siempre un binomio imaginario.

Por-ahora solo demostraremos este teorema para la raiz
cuadrada, demnﬂn para el a]gebra superior la demustra.cmn
general.”

Tenemos \/ ar{—b\/—-l—\/a{—\/—bﬂ

pnmentlu en fa formula | ) . JEER
VerVi=V /v | \/“—\/ 8D oo

en lugar de b — b*, tendremos | s | L
\/u*l-ﬁ—-\/““v“ 40 L. \/ ﬂ«—-\/u’ —b’} | i. |
Hnwn 165) | sherlipto 18 Go ohurvals
\/u V bﬂﬂ\/“+\/ﬂi+bl \/\/ﬂ’*l—b —a ‘/_1 [ K’],

binomioimaginario mmntras segun la suposicion, b no sea cero.
Corolario. Una cantidad imaginaria de 4.° gruda pm

trumfﬂrmﬂrsa en cantidad tmaginaria de 2.° grado.
4

. Sea la cantidad lmagmarla b’ tenemos

VTL \/——b‘

pues elevando el segundo mlembrn a la cuarta pntenma! sera

(\/w—w) (=) ) = (v s

Esto supuesto \/ Vi—b —VD—HV—:Eﬂ;-iuegﬂ si en la for-
mula [K] hacemos a— 0 sera \/ 0V —b* 6 {2

\/—Eﬁ%\/b—}\/ i\/‘"1-_~\/ : (1 \/_)

cantidad imaginaria de segundo grado.
* ATk. Las cantidades imaginarias {I—I—f?\/-—-—i y a—b
V=T, que solo se_diferencian en el signo del coeficiente de

V=1, se Naman cantidades imaginarias conjugadas.

Las raices cuadradas de dos contidades imaginarias conjuga-
das son tambien imaginarias conjugadas.
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En efecto, tenemos (ndm. 473)

N e Y e
\/u+b\/—d=\/ T ;’ 1. ‘f‘ E N=1;
y del mismo modo que hemos hallado esta formula, halla-

riamos _ -

— 2 2 _ i i : . .
\/H_W__l:\/ u+\/; P\ /Va 4;; ®
lo que demuestra la verdad del teorema.

175.  Si tenemos la iqualdad A{-BV —1=0, serd necesa—
riamente A=0, B=0.

En efecto, de dicha igualdad resulta A=—=—BV —1,y
elevando esta al cuadrado, es A’>>=—B* 6 A*-|-B*=0; y por
consiguiente A==0, B=0, pues la suma de dos cantidades
positivas no puede ser 0, a menos que lo sean dichas dos
cantidades. G

Corolario. . Si tenemos laiqualdad a-bV —1 ﬂ’—l—_h’\/:i .
serd a—a', b=D>»'". M Ve . :

En efecto, de esta igualdad resulta esta otra .

670 +-(b—b)VV —1=0, .
y por consiguiente, segun el teorema, a —a'=0, b — b'=0,
0 a=ad', b==b'. - 4 it A

176. Si el producto de varios factores reales es cero, uno
por lo menos de dichos factores lo es tambien, pues claro es
que si ninguno de varios factores reales es cero, ¢l producto
tampoco lo es. Pero cuando los factores de un producto son
imaginarios, se puede dudar que, despues de efectuada la
multiplicacion, los términos del producto se destruyan unos
con otros, y ¢l resultado final sea cero, sin que lo sea ningu-
no de los factores. Necesita pues demostracion la proposi-
cion siguiente.

Si un producto de varios fuctores tmaginarios es cero, uno por
lo menos de dichos factores serd cero.
Consideremos en primer lugar el producto de dos factores

imaginarios, y sea (a—}—bV — l)(ﬂ—l—d\/:{)-ﬂﬁg digo que si uno

de estos factores, por ejemplo el ¢--dV —A, no es cero, lo se-

ré necesariamente el otro factor m—]—b\/:—'_f.'
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En efecto, si el factor ¢ +-d\/—1 no es cero, tendremos
estos tres casos: 1.° ¢ =0 y d diferente de ccro; 2.° ¢ diferen-
te de ceroy d==0; 3.° ¢ y d diferentes de cero.

1.° Sic¢=0 y dno loes, tendremos (a-}-bY —1)dy/ —1

=0, 6 adV —1—bd=0: luego (niim. 175) ad=0, bd=0; y
puesto que d no es cero, serd a==0, b==0, y por consiguiente

a--bV —1=0.
2. Sicnoescerpy dlo es, tendremos (a—[—'bv - l)ﬂ_-:ﬂ,

6 ac+bcV/—1=0, y por consiguiente ac==0, be==0; y co-
mo ¢ no es cero, serd a=—0, b=0, 'y por tanto ab\/—1
=24
5. Efectuando la multiplicacion, tendremos
(ac—bd) -+ (ad-+-be)Y —1=0;
luego ac— bd =0, ad-}-bc=0, 6 bien ac=bd, ad=—bc: mul-

tiplicando ordenadamente estas dos 1gualdaﬂes y suprimiendo
el factor comun cd que no es cero, resulta a*=—b?, 6 a*4-b*

—0; por consiguiente a=—=0, h=0 5 ¥ por tltimo a 4 b/—1

Queda pues demostrado, que si el producto de dos factores
imaginarios es cero, lo es alguno de dichos factores; y por
cunslgmente si ninguno de dos factores i lﬂlﬂglﬂﬂﬂﬂb es cero,
el producto tampoco lo es.

Consideremos ahora un producto de un niimero cualquie-
ra de factores imaginarios; de cuatro por e;empln, y sea

(a--BV=1) (e+-aV=1) (e--1V—=1) (g-+-hV=T) =0z
digo que alguno de dichos factores es cero.
Pues si ninguno de estos factores fuese cero, el producto

de los dos primeros no seria cero, segun el primer caso; y

como este producto tiene la forma p--qV —1, el producto pro-

puesto seria (p—i—q\/_!l)(c—]~f“\;‘ 1)(g—|—h‘\/_l)=-0 No sien-

do cero ninguno de los dos primeros factores, su producto
P+¢V—1 no seria cero; y el producto pmpuesm seria

(P’ +q'v—1) (g +hV/—1)=0: y no siendo cero ninguno de
estos factores, el producto no seria cero, contra lo supuesto;
luego alguno de los factores tiene que ser cero.



LIBRO QUINTO.

Ecuaciones de segunde grado.

CAPITULO 1.

Feuaciones de segundo grado con wna incognila.

Agrricuro 1.°

Ecuaciones incompletas de segundo grado.

;177. Se llama ecuacion ﬂmnpiem de. segundo gradu la
"ecuacion de segundo grado que contiene uno 6 mas términos
en que el esponente de la incognita es 2, uno 6 mas términos
en que el esponente de la incognita es i, y uno 6 mas térml-
nos conocidos.

Ecuacion incompleta de segundo gradu es 1a ecnacion de
segundo grado que carece de términos en que el esponente de
Ja incognita es 1, 6 que carece de términos conocidos,

La ecuacion incompleta de segundo grado, despues de
quitar los denominadores, efentua.r las. ﬂperacmnes indicadas,
transponer y redumr, tmne emdﬂntemente una de eslas dos
formss ([ Vi -0 )

——b m:‘-»]—bm-——ﬂ

173 Para reaolver la ecnacion aaﬁ-——b divldlremns am-

bos m;emhms por. a, y serd, &'=——.

7 | .
Esl;rayendo ﬂhﬂl‘ﬂ la raiz nnadrada de ,ambns mmmbrus sera
e e = ..E'_
a

' v 1 a 1]
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Mudando en esta segunda ecuacion 105 mgnns de amhﬂs miem-

bros, serd r=— \/——-, v esta ﬂl}uacmn nos da p:—lra @ dua

valores idénticos a los que da la ecua{:iﬂn DES i\/;—.

Luego, al estraer la raiz cuadrada de los dos miembros de una
ecuacton, no hay necesidad de pﬂner el sagﬂﬂ == mas que G un
solo mwmbrﬂ |

Para ﬂumpmhar los valﬁres \/—*-— y —\//n-- de :’t‘:, se

sustifuyen en la ecuacion’ prnpuesta
Suqtltuyendn cl primero sera

mx(\/-——) =h, 0, uxi-—"b

lo que es cierto.
Sustltuyendu el sﬁgundﬁ , Sera

A ax m—-b 6n;x——b'

Es facil ver que la ecuacion prﬂpueﬂa no puede verificar-

se por ningun otro valor diferente de \/"’“‘ y de _\/_

pues dicho valor elevadu al cuadradu daria un numerﬂ dife-

rente db-%, el cual mu]ttpllcadu por a dana un pruductﬂ di-

ferente de b. Luego en lo ecuacion ax’==b la incognita nene dos
valores iguales y de signo conlrario, .
* A este mismo resultado podemos llegar de otro modo.
Siendo ax*=Db, sera dividiendo ambos miembros por «,

0 & =
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b

mnstderandn ahﬁra a g como el cuadradu de \/—-—, el pri—

mer miembro de la Gltima ecuacion sera igual &

(ﬁ\/ =) ( VAR

luego dicha ecuacion serd

(m+\/—") ( '\/ >"

El primer miembro de esta ecuacion sera 0, silo es cual-
quiera de sus factores, y no lo serd en caso contrario; luego
ia ecuacion quedara satisfecha en los dos finicos casos:

m-|—\/——l} m——\/—:{l
de dﬂﬂdﬂ —_\/"'“_: m-—-\/__.

Luego la incognita de la ecuacion ax*==Dh (que, como, veremos
mas adelante, es un caso particular de las ecuaciones hino-
mias) tiene dos valores tquales y de signo conlrario; y no puede
lener mas.

179. Para resolver la ecuacion ax*--bx=0, parto ambos

miembros por a, y sera 3
- . ==0, 6:1:(‘::: - 9 );0‘
G a

Este prnductu serd cero, snln en los casos en que m-——ﬂ

b
y & —'U De esta filtima ecuacion resulla -
_ _ | a
. b
Luego en la ecuacion x*--—x=0 un valor de x es ce-

ro, y ¢l olro es el meﬁc:’mé& del s&gundﬁ término mudado e
s1gno. 5
Arricuro 2.°
Lcuacion completa de sequndo grado.

180. Toda ecuacion completa de segundo grado, despues
de quitar los denominadores, efectuar las operaciones indica-
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das pasar todos los términos 4 un miembro, y reducirlos, tiene

la forma
ax*+ bx -+ e=0,
la cual, dividiendo ambos miembros por @, sera
b 598
-+ —a-F—=0.
hi: w6
; : b e .
Haciendo para mayor sencillez, —=—=m, —;:zn, dicha ecua-
a
cion sera 24+ mz+n=0,

en la cual m y n pueden ser cantidades positivas 0 negativas.
Para resolver esta ecuacion, pueden seguirse varios méto-
dos, de los que nosotros espondremos tres. o
181. 1. Método. Pasando n al segundo miembro, sera
mr=—n i
Observemeos que e! primer miembro de esta ecuacion cons-
ta de los dos primeros términos del cuadrado del binomio

_ T aa 2
x -+ g-, pues dicho cuadrado es(m | m) _'m*+mm+%-;

luego, si afiadimos 4 los dos miembros de la ecuacion [1]} el
2 !

o |
tercer término g de este cuadrado, tendremos una nueva

ccuacion, equivalente 4 la propuesta, euyo primer miembro
_ | e 0|
sera el cuadrado del binomio a:—lr-—é-; y por tanto, estrayende

en seguida la raiz cuadrada de ambos miembros, quedara
reducida la ecuacion & una de primer grado, que ya sabemos
resolver. '

Tendremos, pues,

ma mﬂ m 2 mi !
1~ mx -] 28 —1n, 0 (m—{—-§ e " [2};
| | m me
Y por consiguiente  x--—=zk\/ ——n, ;
= 4
2 ;
de donde resulta ML WAL | (3]
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Vemos que « tiene los valores'

m xS m St L0
TR e T R

vy no puede tener mas valores, pues :si z tuviese tres valo-
" . . - : : .
res,m—[—g, incognita de la ecuacion [2], tendria tam-

bien tres valores; lo que, segun se'ha demostrado (ntim. 178),
es imposible.
Del mismo modo que acabamos de resolver la ectacion

e . &'+ mz +n=—=0, 2 DA,
se podra resolver una ecuacion particular cualquiera, que
tenga la misma forma: pero como las ecuaciones de segundo
arado ocurren frecuentemente, conviene formar una regla,
traduciendo al lenguaje vulgar la formula, [3].

. Hé aqui la regla: en toda ecuacion de_sequndo grado, redu-
cida a la forma x*--mx-4-n=0, la incognita es igual & la mi-
tad del coeficiente del sequndo término mudado el signo, == la raiz
cuadrada del cuadrado de dicha mitad sumado con el tercér tér-
mino madado el signo (a). . ] LU 6 -

Ejemplos. 1.° Sea la ecuacion

b i R il R
whigoi o wamisg ovnd s ugoth i 8o
Quitando denominadores, transponiendo y reduciendo,
sera L 104, ¥ i | 6 '

1522 =135 —6=0.
Partiendo ambos miembros por 15, serd
30 452; B ot

TR

X

—

(ﬂl) No hay ningun_ inconveniente' en seguir esta misma regla en la
resolucion de la ecuagion incompleta ax?--bx=0, la cual puede conside-
rarse como ecuacion-eompleta de segundo greuju, cuyo tercer término

es 0; pues partiendo esta-ecuacion por @, tendremos @2~} o =0, ypor

o b 38 Bt 0
consiguiente o——-—= Yo —=~___: separando estos dos
f 2"1‘ 4&5 2(3 Eﬂu .
] , ;
valores, tendremos x=0,0=— —, los mismos que hemos hallado di-
a

rectamente en el niimero 74.
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y por consiguiente . | |
il vy L 15+ 11‘]9+6 60__13+ﬂa

o0 308 15 50 G g 50 30
h-r - (
Separandu los dns valures de @5 E:i primero seré aO gg ‘
AT
] d ===, COmO €S facil com mbar Sus-
Y el segundo R0 5 P
tlhuyenda estos valores en la ecuacion en vez de 2.
i' P T
2. Sea’l : i. -
ea la ecuacion o + i
thando denﬂmlmdu:es transponiendo y reduciendo,
sera y :s’ @ i—l}
" Por cﬂrnsngmente ) 1T
Luegn lus dns valores cle x s{}n 1+W 1'_;/—

182. Se llaman raices de una eeuacmn de segundo grado
los dos valores de la incognita que satisfacen a la ecuacion.
Teorema. La suma de las raices de lo ecuacion de sequndo
grado X*--mx +-n —0 es dgual al coeficiente del sequndo término
mudado, el signo , y su producto es iqual al tercer término.
En efecto, hemos Visto que los dos valores que tiene x en

la ecuacion
$=+ m::: + n-—-B

_m m*
son +\/——n y _-.H—-. T_n

Suméindolos, resulta —m. Multlphcandﬂlas sera (nm. ai)

VR )

" : mr
) = 0 f=— — n==n.
( 4 ) 4 ( 4 L> 4 ‘i |

Reciproco. Si la suma de'dos cantidudes es—m , y su pro-
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ducto es n, estas dos cantidades son raices de la ecuacion x*-}-
mx-+4n=—0. Nk

Sean r y s dichas cantidades: tendremos

rs=—m, rs—n;
y eliminando la s entre ambas , para lo cual despejo la s en
la primera y sustituyo su valor en la segunda, resultara
. M n==0s . 0= T |

es decir que r satisface 4 la ecuacion propuesta, 6 es raiz de
esta ecuacion. Del mismo modo se demuestra ‘que s es tam-

bien raiz de la ecuacion propuesta.
¥ 183. 2.° Método. Tenemos

“+mr-n=g*-+ma-| o n 7 ( 2) (a’i n),

y.como la diferencia de dos cuadrados es igual 4 la suma de’
las cantidades multiplicada por su diferencia, sera

. O e m® m m'
x —|—mm—{—ﬂ_(m g \/T“ﬂ)-(m+§'_\/T#n)‘

Ahora bien, la ecuacion
_ +-mr-|n=0
es idéntica a la ecuacion

m _mi - 9
(ﬂ"l 5 5\/7_—"_)(#’? f .. %“' )’=“='-

luego resolviendo esta ecuacion, habremos resuelto la ecua-
cion propuesta. |

El primer miembro de la altima ecuacion sera cero, cuan-
do sea cero cualquiera de sus factores, es decir, cuando

de donde e s g,

= 4
e

y cuando 2 .';— ;";—-—n:{},
2

de donde :n:—_ﬂ Seaiiods
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Dicho primer miembro no puede ser cero, si no lo es algu-
no de sus factores (num. 175); luego los valores hallados
para x son los Uinicos que satisfacen a la ecuacion, y son los
mismos que hemos hallado por el otro método.

* Nora. Hemos hallado la igualdad
waratib.o . m 3 m m*
m‘+mm—{—n=<mj 5 I ﬁ%—f )(:ﬂ+-§-— T-—ﬂ),

la cual puede ESEI‘II]I[’SE asl:

o*ma-tn=| a ( V/5Gn) —(—?Jr\/ ?ﬂ)

Luego el trinomio x* - mx -} n es igual al producto de dos bi-
ROMI0S, cuyo primer érmino es X, y los sequndos son las raices
de. la ecuacion x* --mx -+ n==0 temadas con signo contrario.

Ejemplo. Descomponer el trinomio 3x* -6z — 20 en el
producto de dos factores binomios.

Este trinomio equwale a 5( *-22— - ﬁ) Las raices de

la ecuacion

:1:’—{—2:5-—?9:0

son —1 = ,_,_. —1 —-\/ luegn dicho trinomio t—'-qul-

vale a Aty b
5(:1:+ {-\/ ?_5.> (m+i+\/ 3?’,).

* A84. 5. Metodo. Este método se funda en las propieda-
des de las raices de la ecuacion de segundo grado (nim. 182);
y por lo tanto, para evitar un circulo vicioso, tenemos que
demostrar dmhaa propiedades mdependmntemente de la reso-
lucion de la ecuacion. Para esto, antepnndremns el teorema
tﬂgmente

* 185. Sila ecuacion x*-- mx—|~n=ﬂ liene una raiz a.
lambien tiene otra — a— m.
En efecto, siendo a raiz de la ecuacion, sera
: a® +ma-+n=0,
10
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de donde sale W=} —ma.

Sustituyendo este valor en la ecuacion propuesta, tendremos
- 1? -+ mr — a* —ma==0, 5

6 (z + @) (v—a) + m (r—a) =0,

0 (z—a) (#+ o+ m)=0,

ecuacion idéntica a la propuesta, de la cual solo se diferencia

en la forma. Esta ecuacion quedara satisfecha, siendo

z—a=0 6 x=4a,

y siendo
z+at+m=0 6 r=—a—m.
Esto supuesto, sumemos las dos raices ¢ y —a—m, y
resulta —m; y multiplicandolas, resulta —a*—ma, que es el

valor de n.
* 186. Demostradas ya las propiedades de las raices de la

ecuacion z®-+mz -4 n==0, pasemos 4 resolver esta ecuacion.
Sean &’ y&” las raices de la ecuacion
x* +mx -+ n=0:
tendremos, segun se acaba de demostrar,
&'+ o’ =—m,
x'x"==n.
Elevando al cuadrado la primera ecuacion, sera
o228 5"+ 2" =m’.
Restando de esta ecuacion el cuadruplo de la 2’2" =n,

que es ha'z" = b,
sera 22" =2 " =m*—hn;
0 bien (2! — ")t =m*— ln,

y por consiguiente

& — "=V m*—kn (a).
Luego (nim. 105)

i miVm’—'ﬁ m m

QYT MY i e

:x:”:-—f. .-,\/ml_&n— —E. — Tfi. —MN
2 2 2 4

e

(a) Suponemos que x'>x'"; sise quiere, se puede suponer lo con-
trario.
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CAPiTUL_O II.

Ecuactones bicuadradas.

% 187. Se llama ecuacion bicuadrada la ecuacion que des-
pues de las operaciones comunes tiene la forma

ax*+bx*4-c==0. |
Para resolverla, haremos 2*=y; y entonces dicha ecua-
cion ﬂerai
- ay*+ by -+ c==0.
Besulweudn esta ecuacion, resulta
< £1 _-_—Ibi‘/b!—iﬂﬁ
| ’ 2a '

Ahora, siendo a:‘—y , €8 x==xV y,  y poniendo en vez
de y sus valores, sera

) — b=V b —Lac
e %a '

Separando los cuatro valores incluidos en esta formula,
tendremos:

\/—H\/&‘ s SRS \/ —b—Vb —hac_
g -

\/—b-'r\/b' —hac \/—b—\/b‘——&uc
I === ' T 1 2{‘ : -

El 1.° y 5.° de estos cuatro valores son iguales y de sig-
no contrario; como tambien el 2.° v 4

Veamos cuando estos valores se podran transformar en la
suma 6 diferencia de dos radicales simples. '

Tomemos el primer valor de », que puede escribirse asi:

b BT
VgtV T

Hemos wvisto (ﬂum 163) que el doble radical \/ A—FVFB. se
transforma en la suma de dos radicales almplﬂs, siempre que
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] : a
A*—B sea un cuadrado. Actualmente A = _i, B— Ghise
| 2a ha*
¢ e 3 *
—; ¥ por consiguiente A*— B=— et luego el primer valor de

a a
x se transformara en la suma de dus radicales simples, cuan-

¢
do — sea un cuadrado.

o

El tercer valur de x solo se diferencia del primero en el
signo, y por tanto resultara la misma condicion para que di-
cho tercer valor se pueda transformar en la suma de dos ra-
dicales simples.

Respecto de los valores 2.° y 4.° se vera del mismo modo

L] E ¥
que siempre que — sea un cuadrado, se podra descomponer
a

cada uno en la diferencia de dos radicales simples.

CAPITULO III.

Resolucion de dos ecuaciones que no pasan del segundo grado,
cada una con dos incdgnilas.

—— L

* 188. Toda ecuacion de segundo grado con dos incogni-
tas, despues quitar los denominadores, efectuar las opera-
ciones indicadas, pasar al primer miembro todos los términos
y hacer la reduccmn, tiene la forma

ay*+-bay +- cx*+ dy - ex - f=0,
en la que podra suceder que algunos. de sus cnellmentes sean
iguales & cero.

Para resolver dos ecuaciones que no pasen del segundo
gradn cada una con dos incognitas, distinguiremos dos ca-
sos: 1.° que por lo menos una de las dos ecuaciones sea de
primer grado con respecto a una de las incognitas; 2.° que
las dos ecuaciones sean de segundo grado con respecto & las
dos incOgnitas.

. caso. En la ecuacion de primer grado, relativamente
a una incognita, se despeja estd incognita, y se sustituye su
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valor en la otra ecuacion; con lo que la incognita que se des-
pejo, quedara eliminada. Se resuelve la ecuacion resultante,
y en seguida se hallaran facilmente los valures de la inedg-
nita que se elimino. ‘
Ejemplos. 1.° yr—axy48=0,
| Yy —x 4+ 1=0.
Despejando la x en la segunda ecuacion, sera
r=y-+1:
sustituyendo este valor en la primera ecuacion, resulta
o —y+8=0,
de donde y=—=8, y por consigniente x==9.
2.9 - y*—2y-}-8=0,
Yy — 2 +1=0.
Despejanda la # en la segunda ecuacion, es
2=y +1;
sustituyendo este valor en la primera, resulta’
y* 2y — 8=0.
De esta ecuacion resultan para y los siguientes valores:

=—A4, y=2; los valores correspondientes de x son z=—3,
2=3. De modo que las dos ecuaciones propuestas tmﬂen las

dos soluciones:

a.° y'—ozy+8=0,

= ‘v 4-3=0
Despejando la x en la segunda ecuacion, sera
&=y"-1-1;

sustituyendo en la primera, resulta
y'—3y(y’+1)+-8=0,

Sy'— ¢ 8y —8=0,
ecuacion de tercer grado, uuya resolucion corresponde al
algebra superior. -
4.° R 8-=0=
yP—ao +1=0.
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Despejando la z en la segunda ecuacion, es

r=y*}1; .
sustituyendo en la primera, resulta la ecuacion bicuadrada
*y'+9y'—T7=0. |
Resolviéndola, sera

i \/Eﬁ‘
—t 5 W7
y ; fmcet ok i

Separando estos dos valores de »*, tendremos
2 7 y 2 2

Y
y por consiguiente

apr \/_44;/@“, F_\/—it\/.a_g" .

NPT T \/_1_@'
Y= V 2 ’ y=— 2 .

Los valores correspondientes de  son 1'{';/29, 1‘.';/29_

De modo que las ecuaciones propuestas tienen las cuatre so-
luciones sigutentes:

o 2 4 9 ’
=___\/-—1+\/@ 14V
g = B

i —1—-V29 1—V/29
P - A 2 vane
—1-V29 1—V/29

F—\/ 2 ? 2
5.7 y'ay+o* +y—z—~2=0,
2y -2y 22 — 9=0.

Despejando la z en la segunda ecuacion, sera
=2y -2y
x 3 \
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sustituyendo este valoren la primera, y simplificando, resulta
by by’ — by 2y — 5=,

ecuacion de cuarto grado, cuya resolucion corresponde al al-
gebra superior.

2.° caso. Si las dos ecuacionesson de segundo grado con
respecto 4 las dos incognitas, se elimina uno de los cuadra-
dos, y resultara una ecuacion de primer grado con respecto a
la incHgnita cuyo cuadrado se haya eliminado, 6 quizé con
respecto 4 las dos incégnitas; y por ﬂunﬂgmente la cuestion
esta reducida al primer caso. |

Ejemplo. s+ »*— by -+ 2x —1=0,
Eliminando el cuadrado 2*, tendré
1y +4r—35=0.
Ahora sera facil continuar la resolucion de las dos ecuacio-

Nnes.

* 189. ' Eliminando una incognila enlre dos ecuaciones, que
no pasen del sequndo grado, cadauna con dos tncégnitas, la ecua-
cion que resulta no puede pasar del cuarto grado.

Sean las dos ecuaciones generales
ay’+bay+ecat+dy-tes+ =0,
a4+ bay -+t - d'y-tea -t =0,

que pueden escribirse asi:
bxtd ., cotHex

yl 1 a / a “'}:
t_}_b’aﬂ—d' | o };::L‘ { f: ; )

y haciendo, para abreviar, :
b:H—d ﬁm‘+m~+f b':r-l—d' T n’m*—}ae'm—}f{_ﬁN,
i a : @ teg 1y ey
dichas ecuaciones seran
y '*My "N= 09
v+ My+N=0.
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Eliminando primeramente y*, y despejando en seguida la y,

sera
N'—N

s L]

M_MF.F
sustituyendo -este valor en cualquiera de las dos ecuaciones
propuestas, resulta la ecuacion, sin la imcdgnita y,
N*4-N?<=2NN'4- M*N'—MM'N — MM'N' 4 M*N=0).

Como los polinomios N y N' no puedén ser de mayor grado
que el segundo, y los polinomios M y M' no pueden ser de
mayor grado que el primero, los términos de -esta ecuacion
no pueden pasar del cuarto grado; luego esta ecuacion no
puede pasar del cuarto grado.

CAPITULO IV.

Discusion de la ecuacion general de sequndo grado.

190.  Discutir una ecuacion general es determinar la na-
turaleza y los signos de las raices, segun los valores y signos
de los coeficientes. |

Poniendo en manifiesto los signos de los términos en la

ecuacion de segundo grado x*-+ mx--n=—0, en la cual su-
pondremos que los coficientes m y n son cantidades reales,
resultan las cuatro ecuaciones siguientes:

>+ mx +n=0,

2 —mz -+ n=0,

2 my—n=— 3

2 —mx —n=—=0.
Resolviendo la primera ecuacion, tendremos

m m2
= +\/_—.
3 e

: . m
Estas raices son reales, si es n<-~3 Y como entonces

2 m : ; 3
\/ mf —ﬂ(-?, la primera raiz ~--;:-—]- mT-—-—ﬂ

4 . m m* booo
es negaliva. La segunda raiz — y _\/T —n es evidente-

menle negativa.
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ool : . :
Luego, si H{T, las raices de la primera ecuacion son rea-

les y negativas.
; m* n
Si n= e las dos raices se reducen a ——5> ¥ enlonces

las ‘dos son iguales.
m*
Sin> T las raices de dicha ecuacion son imaginarias.

Del mismo modo se demuestra, que si n<—— W

las raices

m _, . /m
5 =\/ = —n de la segunda ecuacion son reales y positivas;
2 &
m? ' A5
: . it B . - m
que son iguales, sin == 3 ¥ que son imaginarias, si n{—&-.
Resolviendo la tercera ecuacion , tendremos

e m+\/m_‘
x 5 4—t—ﬂ.

Estas raices son reales ; y como el radical es mayor que

m " . L,
5 la primera es positiva. La segunda es evidentemente ne-
gativa,

Luego en este caso las dos raices son reales y de signo
contrario.

. . . m m
Del mismo modo se demuestra que las raices g == —-—|~n

de la cuarta ecuacion son reales, la pnmara positiva Y la se-
gunda negativa.

191.  Cwando las raices de la ecuacion x*-}-mx-}-n==0son
imaginaréas, tienen la forma a--byV —1 y a—bV/—1.
En efecto, las raices de la ecuacion x*zt=mx-tn=0 son

mE
+Ei e — 1, las cuales son imaginarias, si n es positivo

2 F

y mayor que ?}. La cantidad ﬂ; —n_es en este caso negati-

va, y puede escribirse asi:

) W o n—mz X —1;
B B
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Juego (ntm. 168 ) las raices de la ecuacion seran,

=

qﬁe tienen la forma a==b\/ —1.

* 192. Discutamos la misma ecuacion x*-+mx--n=—0, en
la que m y n son cantidades reales, sin resolver esta ecuacion.

Teorema. . Si la ecuacion x*-+-mx-+n= 0 tiene la raiz ima-
ginaria a--bV/ —1, tambien tiene la raiz a—bV —1 ‘conjuga~
da de la primera. _

Siendo a-}-b\/—1 raiz de esta ecuacion, tendremos la

1gualdad gl
(a4-0V=1) 4+-m{a4-bV —1)4-n=0,
6 (a*—b*4-ma-n)--(2ab--mb)V —1=0;
luego , segun el teorema (num. 175),
a*—b*4-ma4-n=0, 2ab-+ mb=0.
Si en la misma ecuacion sustituimos en vez de  la canti-
dad a—bV —1=—a-| bx—V —1, el resultado serd el mismo

anterior con la diferencia del signo de V/ —1; el resultado sera
pues

(a‘—-b'+mu—|—n)——(2¢:;b—]—mb)\/ i i

mas como a’—b*-ma--n es cero, y tambien 2ab-}-mb, se
infiere que el Gltimo resultado es cero, y qué’ por tanto la

cantidad a—b\/—1 satisface a la ecuacion propuesta, 0 es
raiz de esta ecuacion.

Teoremas. 1.° 8¢ la ecuacion x*-}-mx-}-n==0 fiene sus
dos raices reales y desiguales, el tercer término serd. menor que
el cuadrado de la milad del coeficiente del sequndo , y sw primer
miembro serd la diferencia de dos cuadrados. 2.° Si la ecuacion
x*4-mx <+ n==0 tiene sus dos raices reales ¢ iquales , el lercer
término serd iqual al cuadrado de la mitud del coeficiente del se-
qundo , y su primer miembro serd un cuadrado. 5.° St la ecua~-
cion X*-+ mx -+ n==0 tiene sus dos raices tmaginarias , el tercer
término serd mayor que el cuadrado de la mitad del coeficienie
del sequndo , y su primer miembro serd la suma de dos cua-
drados.
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1. Sean ay b las dos raices reales y desiguales: tendre-
mos (num. 182) a-}+b=—m, ab_.n, luego la ecuacion sera
m’—(a—f—b}m ab=0.

Pero es evidente que 4ab—(a-|- b)‘—-(u—b)’, y por tanto ab=
(a4b)*  (a—0b)* (u—l—b)

& &
da fa primera parte del teorema. Para demostrar la segunda,

; luego ab < — —~: y asi queda demostra-

sustituyamos en la ecuacion en lugar de ab su igual @+0)

&
(a—b)*

g y la ecuacion sera

e e
T s g e

lo que demuestra la segunda parte.

2.° Sean a y a las dos raices reales é iguales de la ecua-
cion: tendremos 2¢=-—m, y a’==n, y por tanto la ecuacion
sera R

x*—2ax 1 a’=0.

Es evidente que a® es igual al cuadrado de la mitad del coe-
ficiente del segundn térmmn, y que el primer miembro es
(v—a)’.

3. Sean a—}—b\/-—-—i y @ — b\ —1 las dos raices imagina-

rias de la ecuacion: sera su suma 2¢=—=-—m, y su producto
¢’ b*=mn; luego la ecuacion sera

& — 20z + a* 4 b*=0;

y asi se ve que el tercer término a’-- b* es mayor que el
cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo; y tambien
que el primer miembro es (#—a)’-b*, suma de dos cua-
drados. : |
Bemprucus 1.° Si el tercer término de la ecuacion x*-}-mx
~+n=0 es menor que el cuadrado de la mitad del coeficiente del
sequndo, las raices de esta ecuacion seran reales y desiquales.
2.° 8i el tercer término de la ecuacion x*~-mx~-n==0 es igual
al cuadrado de la mitad del coeficiente del sequndo, las raices
de la ecuacion serdn reales ¢ iguales. 3.° Si el tercer érmino de
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la ecuncion x* mx—*}n:ﬂ es mayor que el cuadrado de la mi- |
tad del coeficiente del sequndo, las raices serdan imaginarias.
Se demuestran facilmente por reduccion al absurdo (Geo-

melria, num. 21).
Pasemos ya a la discusion de las cuatro ecuaciones

'+ mx -+ n=0..... [4],
@*—=mx+n=0..... [B],

2+ mx —n=D0..... Cl,
*—mr—n=0..... [D],

en las que m y » son cantidades positivas reales.

Discusion de la ecuacion [4].
: m? : .
4.2 81 n{T las raices de esta ecuacion son reales y

desiguales (Recip. 1.%); y pueq su producto es la cantldad po-
sitiva n, dichas raices tendran el mismo signo: siendo ade-
mas la suma de las mismas la cantidad negatwa —m, Se infie-
re que las dos son negativas. Luego en este caso la ecuacion

[A] tiene sus dos raices reales, desiguales y negativas.

m‘l

2.° Si Brr las dos raices serdn reales é iguales (Reci-
0 ’ m
proco 2.°); y pues la suma es — m, cada una valdri — 51
ml ' . |
3. Si >y las dos raices serdn imaginarias (Recip. 3.°).
Discusion de la ecuacian [B].
Del mismo modo que en la discusion de la ecuacion [4]
r - ml w r : *
se vera, que si n < i las dos raices seran reales y desiguales,
U : m? : . m
pero positivas; que si n___T, las dos raices son iguales a §;
. m* . el
y que si n> = las dos raices son imaginarias.

Discusion de la ecuacion [C].

z me S
Es evidente que —m < -5 luego las dos raices son reales

y desiguales. Como su producto es negativo, una sera positiva;
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y la otra negativa; y como la suma de las dos es —m, la ne-
gativa tendra mayor valor absoluto que la positiva.

Discusion de la ecuacion [D].

Del mismo modo que en la discusion de la ecuacion [C] se
vera que las raices de la ecuacion son reales, una positiva y
otra negativa, y que la positiva tiene mayor valor absoluto
que la negativa.

Ejemplos.

4*—3% -5 =0....  raices imaginarias.
2

&

g pacbiaming reales y de signo contrario, teniendo la po-
' —hr—17=0.... {sitiva mayor valor absoluto.

2 ol reales y de signo contrario, teniendo la
% 4-ha —20=0.... { negativa mayor valor absoluto.

5m“—4m-—1—%-= 0.... reales é iguales &

mi""“ﬁm"._'i&':Ol- .e imagillal‘iaﬁ. : ;
g2 —06x+ 8 =0.... reales y positivas.
g +4-6x-- 8 ==0.... reales y negativas. s
* 193. Resolviendo la ecuacion az*}-bx--c=0, ten-
_ — b=V —kac
dremos r== -
20

Veamos si esta formala nos dara el valor de la incognita
en el caso en que a==0, lo que se puede dudar, pues dicha
formula corresponde 4 la ecuacion ax*+bx -+ ¢=0, yno a la
ecuacion bx-+¢=0, en que aquella se convierte cuando

a=0.
Separando los dos valores de z, el primero sera .
—b--V b= hac —b—Vb*—hkac
r== 17 9 -, y el aggundﬂ L= 5 4
Haciendo a==0, el primer valor de se convierte en g,
y el segundo en :202 |
La espresion B0 que se convierte el quebrado

— b4V b2 —hac

2a

cuando a=0, proviene de que a es un factor
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comun a numerador y denominador. Para hacerlo ver, y ha-
llar al mismo tiempo el verdadero valor de dicha fraceion
cuando a—0, tenemos que |

(= b-4+V b — bac) (b-1-\/b*— hae )=— kac;

1/}

i TN ey il |
bV b — hac

— hac

b‘—_}~\/b“— hac
2a
que ¢ es factor comun & numerador y denominador.

Para hallar ahora el verdadero valor de este quebrado
— 2c

b-+Vb—hac

y haciendo en seguida a==0, resulta ---g- , valor idéntico al

, en el cual vemos

Luego el valor de z sera

cuando a=0, lo simplificaremos, y resultara

que da la ecuacion az*-bz--¢=0, cuando a=0; pues enton-

. N\ c
ces se convierte en bx--¢=0, de donde z= BT

i i iPiiw - I i__
Para interpretar la segunda raiz - .b ;/ T y que
a ,
cuando a==0 se transforma en T , observo que 4 medida

0

que disminuye @, la cantidad radical \V/b*— kac crece y se va
aproximando 4 b, y por lo tanto el numerador crece y se
aproxima a— 2b; como al mismo tiempo el denominador dis-
minuye, el valor positivo 6. negativo del quebrado, segun el
signo de b, va continuamente aumentando: luego disminu-
yendo suficientemente a, este valor de 2 puede llegar 4 ser
mayor que cualquiera cantidad por grande que esta sea. Fi-
nalmente, cuando a==0, el valor del quebrado es infinito, es
decir, que en este caso la segunda raiz de la ecuacion des-
aparece. |
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CAPITULO V.

Problemas de sequndo grado.

194. Problema 1.° Uno reparte 60 reales entre varios po-

bres: si los pobres fuesen tres mas, cada uno recibiria un real
menos. ; Cudntos son los pobres?

Sea z el numero de pobres: puesto que se reparte a todos 60

reales, cada pobre recibe — reales. Si los pobres fuesen tres
®

mas, cada uno recibiria

; ¥ como, segun el problema,

r-+3
esta segunda cantidad es menor que laanterior en un real, sera
60 60 1
pol ap4oB us

Resolviendo esta ecuacion, se halla z=12, a=—15; lue-
go el namero de pobres es 12. |
El valor negativo—15, hecho positivo, corresponderia &
otro nuevo problema analogo al propuesto (num. 110, 2.%).
Problema 2.°  Una vasija recibe agua de dos caiios ; abrien~
do un cafio hasta que se llene la mitad de la vasija, y en sequida
el otro hasta que se llene la otra mitad ,-se pasan 50’ ; y si los dos
la llenan juntos , tardan 24’ : ;cudnto tardaria cada caiio en lle-
nar la vasijo? | |
Sea z el namero de minutos que tardaria el primer caiio

en llenar la vasija , y los que tardaria el segundo; —-serd el

tiempo empleado por el primer cafio en llenar la mitad de di-
cha vasija, ;g-el_ tiempo que tardara el segundo cafo en llenar

la otra mitad : luego

BOOOIGRITYY 8
| =50.
2.2
Si el primer cafio tarda 2 minutos en llenar la vasija, en
24

24! llenara la parte o de la vasija, y el segundo en los 24
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24 Jol 11
llenara la parte — de la vasija: como en los 24’ llenan entre

Y
los dos la vasija, sera
oh | %
Y :i.
1 Z0' Y
Simplificando estas dos ecuaciones, tendremos
Zriyy == 100,

2b(z+4-y) =1y, 6 2400 =uny.

Facil seria ahora despejar estas dos incégnitas por el mé-
todo ordinario; pero como conocemos la suma y el producto
de las mismas, es preferible (nim. 182, Recip.) considerarlas
como las raices de la ecuacion

2*— 100z +2400=0. :
Resolviendo esta ecuacion, se hallan los valores z=—60, 2=40;
6 #=060, y==40. Luego uno de los cafios llenaria la vasija
en 60’ y el otro en 40'. |
Problema 5.° * Dos cafios juntos llenan una vasija en 12', y
el primero tarda en llenar solo la vasija 10" mevos que ‘el sequn-
do: gcudnto tardaria cada caiio en llenar la vasija ?
Sean # ¢ y los minutos que tardarian el primero y segundo
cafios en llenar cada uno por si solo la vasija: en los 12" llena

el primero la parte i—f de la capacidad 1 de la vasija, y en

los mismos 12’ llena el segundo la parte -i; : COMO en los 12
la llenan completamente, sera e
1212
= -+ ;=I !
Ahora, puesto que el primer cafio tarda 10" menos que el
segundo en llenar separadamente la vasija, ‘sera =~
r=y—10.

Resolviendo estas dos ecuaciones, se hadlan las dos solu-
ciones:

Es decir, que el primer caiio llenaria la vasija en 20, y el
segundo en 30/, g
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Problema 4.° Hallar dos miimeros cuya suma sea iqual d
su produclo, y tambien G la diferencia de sus cuadrados.
Sean x € y los dos niimeros: tendremos
L= Y —=xy,
Bty =x—
La segunda ecuacion se puede simplificar, pues el segundo

miembro equivale a (2 y)(x—y); y asi se ve que x|y es
factor comun & ambos miembros; suprimiéndole, queda

l :m S yl f
Resolviendo estas dos ecuaciones, se hallan las 'dos solu-
ciones: - :

5 o 3HVE o ALVE.
By ol s omt

B/

t—\/5
) L -

. 2
Problema 5.°  Dividir el mimero 420 en dos partes cuyo pro-
ducto sea 999. PR
Sean 2 é y las dos partes: tendremos
r+y=—120,
xy=—=999.
Como conocemos la suma'y el producto de z 6 y;, estas dos
incognitas son (nim. 182, Recip.) las raices de la ecuacion
2*—120z 4999 =0. ' '
Resolviendo esta ecuacion, tendremos z=—=111, z=9; 6
=111, y=9. Luego las dos partes son 111 y 9.

Resolvamos este problema enuncidndolo de una manera
general.

Problema 6.° Dividir un ndmero dado en dos partes CUYo
producto sea conocido. | s o)
Sea s el nimero dado, x é y las dos partes, p su produc-

to: tendremos

L+y==s,
: TY=p.
Luego # € y son las raices de la ecuacien
B—sz 4+ p=0;

= s
Y por consiguiente 1— 5 F\/ E—_P )

11
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$ §*
% s Caoksatin
Para que estos valores sean reales, 6 para que el problema

y—

* s?

sea posible, es menester que sea P<= 0 4 lo mas, que sea
I | !

p—=15 pues s I'uese p}~-—- los valores de las incgnitas se-

rian imaginarios, y por tanto el problema imposible. Vemos

pues que el mayor valor que puede tener p, siendo el proble-
2

$
ma posible, es TR j,r entonces los valores de las incognitas

b AE
son 5 ¥ 5

Luego el maynr producto que se puede - formar con las dos
paries de un nimero es el producto d¢ sus dos mitades o el cua-
drado de su mitad.

Este teorema, muy interesante, se puede demust.rar dl-
rectamente con facilidad.

Sea d la diferencia de las dos partes: la parte mayor se-

ra (num. 106) +d, yla mennrs—a—f

Luego su pmducto serd:
s1+d _s=—d s _ g

X
o ¢ ool
Si d=0, las dos partes son iguales entre si, y por consi-
g .
guiente cada una vale J%: su producto es entonces % Si d

2

4

crece, el producto de las dos partes disminuye; 'y asi

queda demostrado el teorema.

* Problema 7. Dos forman compaiiia: el pﬁmern pone a, Y
el segundo gana b ; la suma de capitales y ganancias es s: jeudnto
gand el primero y “cudnto puso el sequndo?

Sea z la ganancia del primero, y el capital del segundo:
tendremos
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T4 Yo+ b==s,

y por consiguiente

T+ Yy=—s—a—>b. .
Ahora, las gananeias son proporcionales 4 los capitales; luego
o R gy cach
0 xy=ab. |
Conocemos, pues, la suma s —a—b de 2 é y, y su produc-

to ab; luego (ndm. 477, Recip.) x é y son las raices de la
ecuacion de segundo grado

2 — (s—a—b)z - ab=0.
Resolviendo esta ecuacion, tendremos
s—a—b=x\ (s—a— b)*—hab
2= :
2
Uno cualquiera de estos valores es el de z y el otro el de y;
luego el problema tiene las dos soluciones siguientes :

s—a-2b FV (s—2— bV —kab
2 : ‘l.

el primero gané

y el segundo puso 2% b-—\/és— ooy

6 bien el primero gang S8—0—V (.:- a—b)'—hab.

y el segundo puso S"E_b‘l'\/f*—”_*b)s"'_&“b- |
2
Aplicacion.  El primero pone 24 y el segundo gana 10; su-
ma de capitales y ganancias 63: se desea saber cunto gand
el primero y cuanto puso el segundo.

Tendremos a==24, b — 10, s—65; y pni' consiguiente

31V961—960 311
T 8 83
luego & =106, y=185,
Xr—= 15, yZ’lﬁ,
De suerte que se dira que el primero gand 16 y el segundo
puso 13, 6 bien que el primero gan6 15y el segundo puso 16.
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'« Problema 8.° Hallar en la linea MN, que une dos luces A
y B, un punto C igualmente aclarado por ellas. -
- : b L : -t
MG A C B C N

Sea a la intensidad de la luz A, es decir, la cantidad de
luz derramada por la luz A 4 los puntos que estan 4 la unidad
de distancia, b la intensidad de la luz B. Sea la distancia
AB=d, la distancia AC==x, y por consiguiente la distancia
BC —d —ux. Segun se demuestra en la fisica, las intensida-
des de una luz estan en razon inversa de los cuadrados de las
distancias de los puntos iluminados 4 la luz; luego. si llama-
mos ¢ 4 la intensidad de la:luz A en el punto C, hallaremos el
valor de ¢ por la proporcion (Arim. nim. 191.)

g.s 8 s A e

de donde
8
| s
La intensidad 7 de laluz B en el punto Cse hallard por la
proporcion bit::(d—ax)*: A, |
de donde
f= b -
- (@—a)*
a b
Luego - S

Para resolver esta ecuacion, quitaremos primeramente los
denominadores, y efectuando, transponiendo y reduciendo,

tendremos
(a — b)x*—2adx + ad*=0,
de donde - o
ad=V i d*—ad* (a=b)
¢ ,

| a—>b

| —+\/
5 i Fl?—d(ﬂ:_ :;b)'

Separando estos dos valores de z, el primero sera

_datVay) | T a VD),

() =} a—0b
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y como (ndm. 31) u—f:(\/ﬁ—.l—\/_b‘),(\/a_—.\/ﬂ, serd

_ Va d
—, 0= — ==
\/E—-\/b {-—-\/ bﬁ
. &
El segundo valor de » se hallara igualmente que res
P ! ;
sV g
b

AP B
La ecuacion —=—
& (d—x)?

dad ; pues es evidente que, si estraemos la raiz cuadrada de
ambos miembros, se reducira desde luego & la ecuacion de

primer grado
Va_ Vo
| T d—x
Separando las dos ecuaciones, que aqui se hallan reuni-

das, seran
Veis VEVE s oMb
PREE [ AT e
~ De ellas resultan

puede resolverse con mas breve-

d d
—y ) = oz LR
v/ /2

Discusion. 1.° Sia>b, sera E{L \/%—{L
7

m—_

. d .
El primer valor — de » es evidentemente menor

1+\/£

@

que d, y es mayor que -g;, pues  estos dos' quebrados tienen

el mismo numerador d, y el denominador del primero es
menor que el del segundo : luego este primer valor de  nos
da un punto €, igualmente aclarado por las dos luces, inter-
medio entre A y B, mas proximo de B que de A; lo que
debe ser asi, pues la intensidad de A es mayor que la de B.
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El segundo valor — es tambien positivo y mayor
Py

que d, lo que nos da un punto C' en la prolongacion de la
linea AB, y 4 la derecha de las dos luces A y B, 1gualmenla
aclarado por ellas.

% b )
20 Si a=b, sera le’ y por consiguiente \/%:::l.

El primer valor de x es —g-, y nos da un punto C 4 igual

distancia de las dos luces; lo que evidentemente debe ser asi.

El segundo valor de x se reduce 4 %, y nos da un punto

en el infinito igualmente iluminado por las dos luces.
Para interpretar este valor oo, observaremos que si es b<a,
y b va creciendo y se aproxima 4 a tanlo como se quiera, el

kit s, WL | '
valor ..b_lr-a sucesivamente aumentando, y llegard 4
im—\/';'
ser mayor que cualquiera cantidad por grande que sea; luego
cuando b==a, el valor de x sera infinito, es decir, gne no

existird ningun punto en la prolongacion ‘de la AB que esté
lgualmente iluminado pur las dos luces.

3. Sia<b, sera —ﬂ—:‘:-»i, y pm' consiguiente \/E;v-i.
| | a

g d 2 d
El primer valor \/T de % es positivo y menor que 9’

b

pues el quebrado tiene igual numerador que el que-

d
b
14/~
brado %, y mayor derominador; luego este primer valor de_ &

nos da-un punto C intermedio entre las luces A y B, pero
mas proximo de A que de B; y asi debe ser, porque la in-
tensidad de la luz A es menor que la de la luz B.
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d
b
1—V o

consiguiente un punto & la izquierda de laluz A (nims. 108 y

110). |
CAPITULO VI.

Cuestiongs sobre mdwimos y minimos que pueden resolverse por
las ecuaciones de sequndo grado.

El segundo valor de o es negalivo, y nos da por

- *195.  Un mdaimo de una funcion es un valor particular
de dicha funcion, mayor (ue los valores inmediatos anterior
y posterior de la misma funcion.

Un minimo de una funcion es un valor particular de dicha
funcion, menor que los valores anterior y posterior de la mis-
ma funcion. |

La resolucion de las cuestiones sobre maximos y minimos
es una de las aplicaciones del cdlculo diferencial; aqui solo
tratamos de resolver estas cuestiones para las funciones, que
igualadas a una cantidad y, dan una ecuacion de segundo
grado con respecto a la variable de la fancion. .

El método que debemos seguir, es el mismo que hemos
visto al discutir el problema 7.°, y que nos ha dado el valor
maximo del producto de las dos partes del numero.

* 196. Hé aqui este método espresado de una manera ge=
neral. -

Para hallar el midximo 6 el mindmo de una funcion de una
variable, se iguala dicha funcion @ y, ‘se despeja la variable , y
discutiendo la férmula que resulte, se hallard el mdximo 6 mi=
nimo valor que puede tener y, siendo real el valor de'la variable.

Ejemplos. 1.° Hallar el mdximo 6 minimo de la funcion
(x—4&)(14—x), y el valor correspondiente de la variable x.
Segun la regla general, tendremos |

(x—4)(1hk—2z) =y.
Resolviendo esta ecuacion, se halla
r=9=\25 —y.
El mayor valor que puede tener y, siendo real el radical

Y por consiguiente la variable z, es 25; y el valor correspon-
diente de la variable es 9. Esta funcion no admite valor mini-
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mo, porque el radical es real, siempre que y tenga un valor
menor que 25.

Nora. Este problema puede resolverse por medio del teo-
rema delmaximo producto de las dos partes de un numero,
pues siendo 10 la suma de los dos numeros §y — 4 y 14 — =z,
pueden estos numeros considerarse como dos partes que com-
ponen el namero 10. Por consiguiente el maximo producto
serd el cuadrado 25 de la mitad de la suma, y el valor corres-
pondiente de la variable se hallar4 igualando las dos partes,
es decir, suponiendo ¥ — 4=14—z, de donde resulta =9

'2.% "Hallar el maximo 6 mimimo de la funcion P 23«: 2: g :
Tenemos e T

Resolviendo esta ecuacion con respecto & x, sera
r==y--1%Vy*—1.

Si damos a4 y valores positivos desde 0 en adelante, el ra-
dical sera imaginario, mientras y sea menor que 1; y serd
real, si y> 1: luego el menor valor que se le puede dar 4 Y,
para que x sea real, es 1. Luego 1 es un minimo de la fun-
cion, mrrespnndtentﬂ al valor 2 de la variable.

Si damos a y valores negalwus menores que — 1, como
— 2, —3, ete., el radical sera real; y si le damos valores ne-

galivos mayores que —1, como — ; A ;, etc., el radical

sera imaginario; luego el mayor valor negativo que se le pue-
de dar 4 y es — 4. Luego — 1 es un maximo de la funcion

correspondiente al valor O de la variable,

: - erk
3.° Hallar el maximo 6 minimo de la funcion mm 2;
x*—21
Tenemos =y

2—9

de donde resulta

e = TE= 3

2
Para discutir con facilidad este radical, eonviene descom-
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poner el trinomio y*— 20y - 8% en el producto de dos facto-
res: tendremos pues (num. 179)

y' —20y +8h=(y —14)(y —6),
y por consiguiente

x g o ;V(y—i&) (y—6).

Si damos a y valores mayores que 14, el radical sera real;
si la damos valores menores que 14, pero mayores que 6, el
radical sera imaginario; luego 14 es un minimo, correspon-
diente al valor 7 de la variable.

Si damos 4 y valores menores que 6, el radical sera real;
y si la damos valores mayores que 6 y menores que 14, el
radical sera imaginario; luego 6 es un maximo, correspon-
diente al valor 3 de la variable.

k.° Dividir un nimero dado en dos partes, tales que la suma
de sus cuadrados sea un minimo.

Sea ¢ el nimero dado, & una de sus dos partes, a— & sera
la otra. Segun el problema, la suma x* - (a—a)* debe ser un

minimo: hago pues
2+ (a—a)t =y,

y resolviendo esta ecuacion con respecto a x, tendré

= E—"‘" -—\/2y—u“

6 bien \/—\/ ﬂg
y—

Si damos 4 y valores mayores qua 5 el radical sera real;

- F ﬂ s F -
y si damos a y valores menores que 9 el radical sera imagi-

: g a?
nario; luego el minimo valor de y es 5 ¥ los valores de las

, 4P a _a b
dos partes seran por consiguiente 5 Y5 Luego para divi-

dir un. miimero_en dos partes , tales que la suma de sus cuadra-
dos sea un minimo, se divide dicho niimero en dos paries wquales.
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CAPITULO VII.

Resolucion de las ecuaciones de dos términos. Numero de valores
de las cantidades radicales.

* 197. Se llama ecuacion de dos términos 6 ecuacion bino-
mia la ecuacion que despues de las operaciones ordinarias tie-
ne la forma |

m=ib;
6 partiendo por a, -fﬂ"‘=i%-:
y haciendo E:p, aN==kp.

a

Segun esta ecuacion, los valores de x elevados i la poten-
cia del grado m deben dar la cantidad ==p; luego dichos valo-
res de @ son las raices del grado m de la cantidad Z=p.

Luego la investigacion de los valores de la raiz de una
cantidad se reduce a la resolucion de una ecuacion de dos
lérminos. - '

La ecuacion de dos términos x"—===p puede reducirse 4
una ecuacion mas sencilla. -

En efecto, si « es una de las raices del grado m de p, por
ejemplo la raiz aritmética, tendremos «™—p; y por consi-
guiente la ecuacion #™—=czkp, sera £"===a",

Hagamos ahora x=uay, siendo y una nueva incgnita:

tendremos
L e =T
0 | = <
La resolucion general de la ecuacion y™====1 correspon-
de al dlgebra superior: por ahora solo tratamos de resolverla
en algunos casos particulares.

1. Caso. m==2. La ecuacion serd
T o ) 18

Separando estas dos ecuaciones, tendremos
y'=A, y'=—1.
La primera nos da evidentemente y=—===1, y la segunda

y::iv e
Podemos tambien resolver estas dos ecuaciones de esle
olro modo. ° - |




174
1.° Siendo 3*==1, serd y*—1=0,

0 y+1) (y—1)=0;
y por consiguiente y=—=—1, y=1.

2. Siendo y*——1, sera y*—(—1)=0,
6 (y+V=D—V—=1)=0,

y por consiguiente y=-—\/:-i, y=V—1.
2.° Caso. m=—3. La ecuacion es

y'=—=zz 4.
Separando las dos ecuaciones, tendremos
y'=1,
Y= —1. |
Para resolver la primera, pasaremos 1 al primer miembro,
y sera
y3— {==0).

Ahora, y*—1 es divisible por y—1 (nim. 50), y-el cocien-
tees y* + y + 1; luego
y—A=@y—1) (» +y+1)=0.
Este producto sera cero, solo cuando lo sea cualquiera de
sus dos factores, es decir, cuando y—1 =0, de donde y =1,
y cuando y* + y -+ 1 =0, de donde

1 1 \/ 3
I A s s A
g “\/ 9~ i
==V =3

2 2
Separando estas dos raices, es

0 v i Al A, |

+ Y= 9 | y Y= 9
Luego las raices de la ecuacion y’==1, 6 los valores de la
1 ;\/ S LA O, g
y {2' .

como es facil comprobar, e]evandu cada una de estas cantida-

des al cubo.
La ecuacion == —1

ke
3

raiz cubica de 1, son 1,
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se reduce a la anterior; pues mudando 'los signos 4 ambos

miembros, sera —y Hi
0 (—y)’=
Los valores de —y son, segun el casu antermr "

i T A, ) T A
—Yy=1, —Y= 9 ’ y= 9 ”
luego

e (g 1—V—-3 1+V—3
y=——1%1 Y= ? y'_'
2 2
Estas son las tres raices de la ecuacion y*>==—1, 6 los lres

valores de la raiz cibica de — 1, que tambien pueden hallar-
se directamente.
3. (aso. m=4&. La ecuacion serd y'=—==1.
Consideremos en primer lugar la ecuacion y'=—1.
Tendremos, estrayendﬁ la raiz cuadrada de ambos miem-

bros, \/_

b y —=+
luegu volviendo a estraer la raiz cuadrada
=\ =],

Separando los cuatro val{Ees, que aqui estdn incluidos, es
y=\/i—! y:—"{f'l, =V —1,Y= V, 1,

6 y=A, y==—1, y=V—1,y=—V —1.
Estos son los cuatro valores de y en la ecuacmn y'=1, 0
las cuatro raices cuartas de'l.
La ecuacion Yy *—=—1 se resuelve de.l mismo mndn pues
estrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, tendremos

=)/,

y por consiguiente y=i\/ ==\/—1;
0, separando los cuatro valores que aqui estan reunidos,

yﬁ\/\/—,y—‘—\/\/ s y=y =V =1, y=—y/ V1.
Estos cuatro valores 1magmarms pueden ponerse bajo la

forma a==bV —1
En efecto, tﬂnemﬂs (naim. 159)

- Va?— — V.=
\/u::\/bz ﬂ-I_L: i{i\/u ‘/; ’




173
y para hallar el valor de \/ +\/—1,es a=0, b=—=—1; luego
VEV=i vV LY 1+r)

Por consiguiente los otros dos valores

—/Ev=i= (1)

Las dos ecuaciones y'=—1, y*=-—1 pueden resolverse de
otro modo: :

En efecto, 1.° siendo y*=1, es y*—1=0,
b (y'—1) (9 +1)==0:

por consiguiente y*—1=0, y*+-1=0; y por fanto y===1,
y:i '—-‘l. -

2.° De la ecuacion y*=—=—1, resulta !!* ( 1)_{]?

6 (V=1 -V —=1)=0;
luego 9* +V —1=0, y» —V—1=0, 6 yy =—V—1,

y*==V/ 1, y por tltimo y= \/ —V=1, y= \/ \/_—l
Facil nos seria ahora resolver las ecuaciones y'=—===1,

y'=1, ===, ete.: mas no podriamos resolver, sin mas
cﬂnummlentns que los adqmrldus hasta a ui , la ecuacion
y'===1, y mucho menos las y’===1, y'! =1, etec.

Nota. Los valores de y en la ecuacion y™=1 son cantidades
que elevadas a la potencia del grado m dan 1; luego dichos
valores son las raices del grado m de 1 _lgualmente los valo-
res de x en la ecuacion ™= «™ son cantidades que elevadas
a4 m dan «; luego estos valores son las raices del grado m de
«™; y como hemos visto que z==qay, se infiere que, conociendo
las raices de la uwnidad, se hallardn las raices del mismo grado de
una cantidad, mulﬂplzcando aquellas por una de las raices de esia
cantidad.

En todos los casos particulares de la ecuacion y"==1, que
hemos resuelto, hemos hallado para y tantos valores diferentes
como umdades tiene m; propiedad que se verifica, cualquiera
que sea el nimero entero y positivo m, como se vera en el al-
gebra superior: luego la unidad tiene tantas raices como uni-
dades tiene el indice; y por consiguiente tambien una can—
tidad cualquiera tiene tanias raices como unidades tiene el indice.
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LIBRO SESTO.

Logaritmos y progresiones.

R =

CAPITULO 1.

Algunas propiedades de las polencias y raices de los nimeros.

* 198. lus polencias, cuyos esponenies son enteros y po-
sitivos, de un numero mayor que 1 crecen, creciendo su esponen-~
le; y pueden valer mas que cualquiera cantidad , llegando d ser
suficientemente arande el esponente. :

Sea a>1: multiplicande ambos miembros de esia desigual-
dad por a, serd a*>a; multiplicando ambos miembros de es-
ta nueva desigualdad por a, resulta a®>a*; y asi sucesiva-
mente : luego las potencias de un nimero mayor que 1, cu-
yos esponentes son enleros y positivos, crecen , creciendo el
esponente, ' - Bf

Para demostrar la segunda parte (Arit, num. 123, nota),
llamaremos 1--r al nimero mayor que 1, y m al esponente
variable de la potencia.

Siendo (nim. 139) |
(14 n)"=1-+mr- m(m;i) o A ok

es (14+r)">1-{mr. Creciendo m suficientemente, mr pue-
de llegar & ser mayor que cualquiera cantidad dada, por
pequena que sea r; luego con mayor razon sera entences
(14-r)™ mayor que esta cantidad.

Nora. La segunda parte de este teorema puede enunciar-
se en estos olros términos: foda cantidad mayor que 1 elevada
al infinito es infinitamente grande ; enunciado que no dice mas
ni menos que el anterior.

* 199. La raiz  de una cantidad mayor quel es: 1.° mayor
que 1;° 2.° menor que la cantidad ; 3.° disminuye creciendo el
indice ; 4.° tiene por limite 1.
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Sea a una canlidad mayor que 1: digo 1.° que \/E}i;
T m—‘-n__ m__ i

2. que Va<a; 3.° que \/a <Va; &.° que lim.Va==1.

By {“/_ a no es 1; pues 1 elevado & la poténcia del grado

m da 1 y no a. Tampoco \/a es menor que 1; pues una can-
lidad menor que 1, elevada 4 una potencia uua!qulera da un
numero menor que la misma cantidad, y con mucha mayor

razon menor que la cantidad @, que por suposicion es mayor
que 1.

Luego \/a, que no es 1 ni menor que 1, es mayor que 1.

m_

2. V/ano puede ser ignal & a, pues a™> a (nim. 193).
- Tampoco puede ser mayor que @, pues una cantidad mayor
que @, elevada a m, daria otra cantidad mayor que la prime-
ra cantidad, y con mayor razon mayor que 4.

i |
Luego\/a, que no es @ ni mayor que @, €s menor que a.

m m—]—u__ !
3. Sea W—u \/.:;'—-6 S SeTY g==a (giaCMin . ¥
por consiguiente o"==6"1"—=6"x 6"; pero por ser E“>l es

m
6™ x 6" > 6™; luego «™ > g™, y por tanto a>6 6 \/_::- \/a
5. Sea r una cdnhdad positiva tan pequefia como se
quiera, y m un numero entero y pumtwn mdeﬁmdameute

grande : tenemos (num. 198) (1+4r)">a ; luego 1+4-r }VE;
Y por consiguiente \/a—— 1< r; esdecir que creciendo el in-

dice m indefinidamente, el esceso de Va 4 1 puede llegar a ser
menor que cualquiera cantidad asignable; luego 1 es el limi-

te de la cantidad variable Va, y eés menor que esta variable_

* 200. Sien la espresion a*, en que a> 1, crece x de una
manera continua, o0 por grados ammmb!es desde cero al o,
a* crecerd tambien de una manera continua desde 1 ol w0 .

1
- Sean #' y o'+ — dos valores consecutivos de z, siendo p
2 ’

un numero entero y positivo tan grande como se quiera, y



176
L L i - P
por consiguiente r una fraceion tan pequeiia como nos aco-

: ey
mode: los valores correspondientes de a” son a* ya” 7, cu-

i r—
ya diferencia es ‘w”'(a'f*-—l) 0 a® (\/ﬂ——‘l ) Como a > 1,

P p
Va1 (nitm. 194, 1.°); luego a® (\/E-- i) es una cantidad

positiva; es decir, que si x crece, a* crece tambien.
Tambien se ha demostrado (nim. 199, 4.°) que creciendo p

P
suficientemente, \Va—1 puede ser menor que cualquiera can-
p

tidad dada; y por tanto el producto a"’(\/&__i), en el cual

el segundo factor liene por limite cero, puede tambien acer-
carse a cero cuanto se quiera; luego, creciendo 2 por dife-
rencias insensibles, a* crece del mismo modo.

Ahora, como haciendo #=0, es a*=1, y haciendo 2= ,
es 4 = (num. 198, nota), resulta demostrado el teorema.

* 201. Sien la espresion a*, en que a>1, crece x negati-
vamente y de una manera continua desde cero ¢ —oo | a* dismi-
nuird de una manera continua desde 1 & cero.

: 1 ~
Hagamos x=—=—z, y serd ¢"=—=¢—*~=—. Dando 4 z valo-
1

res que vayan creciendo negativamente desde cero 4 —ao
z lendra valores positivos, que iran creciendo desde cero &
@ ; y como dando a z estos valores, a® pasa por todos los esta-

dos de magnitud desde 1 al ®, se infiere que -;- 0 a” pasard

tambien por lodos los estados de magnitud desde 1 4 cero.

* 202. Sien la espresion a*, en que a es positivo y menor
que 1, crece x continuamente desde cero ¢ o , a* disminuird de
una manera continua desde 1 & cero. '

En efecto, siendo a<1, sera a=—! , en que b>1; luego

b
| : ,
a-“:F. Ahora, si # crece de una manera continua desde
e , : 1
cero a o, b* crece continuamente desde 1 4 oo ; luego i

- disminuye continuamente desde 1 4 cero.
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*498. 'S¢ en lu espresion a*, en que a es positivo y menor
que 1, crece X megativamente y de una manera continue desde
coro 4 —ao , a* crecerd continuamente desde 1 ¢ oo

. En efecto, hagamos a = Ei (b sera mayor que ),y m:;-——z,

seTy 0= bm_b“‘“’:bi Dando ahora & = valores negativos

desde cero & —eo , los valores correspondientes de z seran
positivos, ¢ iran creciendo desde cero & o ; por consiguiente
b*, 6 su igual a°, crecera de una manera continua desde 14 o .

Nora. La espresion 1° siempre es 1, cualquiera que sea

el valor positivo 6 negativo de 2.

CAPITULO 1II.
Logarutmos.

ARrticoLo 1°.
Propiedades generales de los logaritmos.

204&.  Hemos visto (mims. 195, 196, 197 y 198), que si a
es positivo y mayor 6 menor que 1, y # varia de una mane-
ra continua positiva 6 negativamente, @ varia tambien de
una manera continua, y pasa por todos los estados de magni-
tud comprendidos entre 0 é oo ; luego si, para mayor como-
didad , llamamos y & la espresion ¢, lendremos que en la
ecuacion y==a*, en que a es positivo y mayor 6 menor que 1, 4
cada valor positivo 0 negativo de x corresponde un solo va-
lor positivo de y, y 4 cada valor positivo de y corresponde
un ‘solo valor positivo 6 negativo de z. En esta ecuacion el
numero « se llama logaritmo del numero y..

Luego el logaritmo de un wimero es el esponente & que debe
elevarse una cantidad positiva y diferente de 1, llamada base,
para que la potencia sea igual al nimero. '

205. Se llama sistema de logaritmos la reunion de loga-
rilmos correspondientes & todos les numeros, cuando la base
tiene un valor determinado.

206. Como en la ecuacion y==a¥, en que @ es positivo y
diferente de 1, y es siempre positivo, sc infiere que los niime-
T0s neqalivos no tienen logaritmos.

Haciendo =0, resulta y=—=1, y haciendo z=1, es y==a;

12

-
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lnego en todo sistema de logaritmos el logaritmo de la unidad
es cero, y el logaritmo de la base es 4. '
207. Supongamos que la base a> 1.
Hemos visto (ndms. 200 y 201) que si @ crece desde 0
4 oo, a® 6 su igual y crece desde 1 4 o ; y que si x crece
negativamente desde 0 4—o0 , a® 6 su igual y disminuye
desde 1 4 0. |
Luego, cuando la base de un sistema de logariimos es ma-
yor que 1, los nimeros mayores que 1 tienen logaritmos posi—
tivos, 4 mayor mimero corresponde mayor logaritmo, y el loga-
ritmo de o es o ; los niimeros menores que 1 tienen logaritmos
negativos, y el logaritmo de cero es —co . Y _
* 908. Supongamos ahora que a<1, pero positiva.
Hemos visto (ndms. 197 y 198) que si z crece desde 0
4 0., los valores corespondientes de a* 6 de y disminuyen
desde 1 4 0; y que si # crece negativamente desde 0 a4 —oo,
los valores correspondientes de a® 6 de y crecen desde 1 & oo.
Luego, cuando la base es menor que la unidad, los niime-
ros menores que 1 tienen logaritmos positivos, & mayor nume-
ro corresponde menor logaritmo, el logaritmo de 0 es oo ; los ni—
meros mayores que 1 tienen logaritmos negaiivos, y el loguritmo
de o0 €8 D . _ - ,
209. Seany', y”, y” varios numeros, &', ", %" sus.cor:
respondientes logaritmos; tendremos DB
y =" , -
y'=a ,
0 s aa”f.' y
Multiplicando ordenadamente estas ecuaciones, sera ' -
| y:y#ym' =azj+_tﬂ +¢FH‘ 4
Siendo z'-+-2”-+x" el esponente de la base, w'-}-a”~-2" es
el logaritmo de a*+="+7" § de y'y"y", esto es .'
log (y'y"y" =2 +a"+". 2
Luego el logaritmo de un producto es igual d la suma de los
logaritmos de sus faclores., :
Partiendo ordenadamente las dos ecuacicnes

sera

luego log & =—=un'—a".
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Luego el logaritmo de un cociente es iqual al logaritmo del
dividendo menos el logaritmo del divisor.

Elevando los dos miembros de la ecuacion y'=a*' 4la po-
tencia del grado m, sera

y!m — ﬂm:r‘,; o (A
luego log y™ —mux'.
Luego el logaritmo de una potencia de un niimero es igual al
logaritmo del nimero multiplicado por el esponente.

Estrayendo la raiz del grado m de los dos miembros de la
ecuacion y'=a*, sera

Vy=a";
| B il m_;—-.{ﬁ._r.
uego gV y = =

| Luego el logaritmo de la raiz de un nibkmero es iqual al lo-
garidmo del numero partido por el indice de la raiz.

Arricuro 2.°
Construccion de las tablas de logaritmos.

210. Unas tablas de logaritmos es una reunion de niime~
ros enteros desde 4 hasta 10000, 100000, etc. y de sus ecor-
respondientes logaritmos.

El sistema de logaritmos que se ha preferido para la cons-
truccion de las tablas, por las ventajas que tiene sobre los otros
sistemas, es aquel cuya base es 10; de modo que la ecuacion
que ligadlos niimeros y logaritmos en este sistema es y=10°.

Los logaritmos del sistema cuyo base es 10, se llaman lo-
garitmos ordinarios, tabulares, 6 de Brigss, que fué el prime-
ro que construy6 unas tablas de este sistema, 4 ruege de Ne-
per, inventor de los logaritmos. et

214. Si en la ecuacion y=—=10* damos & x los valores

0, 4 2, 3...—1,—2, =3....
los valores correspondientes de y sern |
10%, 404, 10% 40%....40™,10~% 40~....
Bop-oh i 1ooul
10’ 100’ 1000 """

0 i, 10, 100, 1000, ..
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¥ 912,  Los unicos mimeros comensurables que tienen loga-
ritmos comensurables en el sistema cuya base es 10, son las po-
tencias de 10 cuyos esponentes son enteros, positivos 6 negativos,

es decir, los numeros 1, 10, 100, 1000,.. ’ a A

10’ 100° 1000° "
En primer lugar hemos visto que las potencias de 10, cuyos
esponentes son enteros positivos y negativos, tienen respecti-

vamente logaritmos enteros positivos y negativos.
Sea pues n un numero fraccionario,’6 un numero enlero

que'no sea potencia de 10: digo que su logaritmo en el siste-

ma cuya base es 10, es incomensurable. @ A010
En efecto, sea # su logaritmo, serd 10°=n: % no puede

ser entero positivo ni negativo, pues si tal fuese, 10” 6 su

igual n seria una potencia de 10, contra el supuesto.
) Uy 2o
Supongamos que 2 sea un numero fraccionario —; y con-

sideremos sucesivamente los dos casos, n fraccionario y n en-

tero. | -
1.° Sin fuese un numero fraccionario, lo reduciriamos a

fraccion irreducible. Siendu%,? el logaritmo de la fraccion ir-

reducible n , seria 10°=n, 6 10%=n? igualdad imposible,
pues el primer miembro es entero, y el segundo es una frac-

cion irreducible (Aritm. nim. 1135).
' ' 25

92.° Sea m nimero entero; tenemos 10°=n, 6 10** =n’,
6 28x5?*==n?. Para que esta igualdad se verifique, es menes-
ter que el entero m tenga por unicos factores simples al 2y al

5, es decir, que n ha de ser de la forma 2"x3", siendo py ¢
enteros y positivos. Por consiguiente 2% x 5% —(2'x 9
98y 85— 9% 5 v para que esta ullima igualdad se verifi-
que, es menester (Aritm. nim. 73) que 25=3p, 25=3¢, 0
p——q—*-?;, es decir que los enteros py ¢ sean iguales 4 la

fraccion irreducible -235—; lo que es absurdo (Aritm. mim. 96).

Queda pues demostrado que el logaritmo del nimero fraccio-
nario 6 entero que no es potencia de 10, no puede ser entero
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ni fraccionario: y como ahora mismo vamos & ver que puede
hallarse su valor con la aproximacion que se quiera, se infiere
que dicho logaritmo es incomensurable (Comp.* de la Aritm.
nimero 15). " s

215. Hallar aproximadamente los valores de los logaritmos
de los miimeros enteros comprendidos entre 1 y 10, entre 10 y
100, entre 100 y 1000, efc.

Sea @ uno de estos numeros, cuyo logaritmo queremos ha-

llar en menos de la parte alicuota % de la unidad: sea n el

numero de cifras de a9, sera
a'>10m 1y a'< 10
y tomando logaritmos-de ambos miembros,
' qgloga>n—1, y qloga<n;
Y por consiguiente

n—1 n
loga> —— y loga< —:

q q
luego ? es el logaritmo de a en menos de -;- .

Luego para hallar él logaritmo ordinario de un nitmero en-
tero en menos de una parte alicuota de la unidad, se elevard dicho
nmero & la potencia indicada por el denominador de la parte
alicuota, y el wimero de sus cifras disminuido en una unidad se
atvidird por el mismo denominador. ' |

Por ejemplo, para hallar el logaritmo de 2 en menos d

ijﬁ’ elevaré 2 4 la décima potencia, y tendré 1024 ; dividiré

el nimero de sus cifras disminuido en 1, que es 3, por 10, y
resultara 0,3, que serd el logaritmo de 2 con menor error
que 0,1.

Del mismo modo se podria hallar el logaritmo de otro nu-
mero entero cualquiera; pero para la construccion de las ta-
blas no hay necesidad de hallar directamente mas que los lo-
garitmos de los nmeros primos, pues los de los compuestos
se hallan sumando los logaritmos de sus factores (ndm. 209).

El método que acabamos de esponer para la construceion
de las tablas de logaritmos, solo sirve para hacer ver la posi-
bilidad de su construccion. En el dlgebra superior se vera un
método muy sencillo para la construceion de estas tablas.
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Arricvro 3.*
Operaciones por medio de los logaritmos,

21%. Veamos ahora como se efectuaran por medio de las
tablas de logaritmos la multiplicacion, la division, la elevacion
a potencias y la estraccion de raices.

Para multiplicar varios nimeros, se hallarén sus logaritmos
en las tablas y se sumardn, y la suma serd iqual al logaritmo del
producto ; hallandn en sequida en las tablas el niimero correspon-
dienle G este logaritmo, se tendrd el producto.

Para dividir dos ndmeros, se hallarin sus logarilmos y se res-
tardn, y el resto serd el logaritmo del cociente ; hallando en sequi-
da en las tablas el nimero correspondiente & este logaritmo, se
tendra el cociente. e |

Para elevar un wimero & una potencia, se halla el logarit—
“mo del nimero y se multiplica por el esponente de la potencia,
y el producto serd el logaritmo de la potencia; hallando en se-
guida el nimero correspondiente G este logaritmo, se lendrd la
polencia.

Para estraer una raiz de un nimero, se halla el logaritmo del
nimero y se divide por el indice de la raiz, y el cociente serd el
logaritmo de la raiz; hallando en seguida el nimero correspon-
diente 4 este logaritmo, se tendrd la raiz.

Vemos que por medio de los logaritmos se abrevian mu-
chisimo los calculos, pues la multiplicacion se convierte en
adicion, la division en sustraccion, la elevacion & potencias en
multiplicacion, y la estraccion de raices en division.

AnticuLo 4.°
(Propiedades particulares de los logaritmos ordinarios.

215. En adelante por la palabra logaritmo de un niimero
se entendera el logaritmo ordinario de dicho numero.

Los valores aproximados de los logaritmos incomensura-
bles se hallan siempre en decimales: la parte entera de un
logaritmo se llama caracteristica, y la parte decimal se llama
mantisa.

9214. La caracteristica del logaritmo de un ndmero mayor
que 1 tiene tantas unidades como cifras menos 1 tiene la parte en-
tera del nimero. _

En efecto, sabemos que log 10"==n; y pues 10" es la uni-
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dad seguida de n eeros, 10" tiene n-1 cifras; luego el teo-
rema se verifica cuando el numero es una potencia de la ba-
se 10.

Supongamos ahora que el numero esté comprendido entre
dos potencias de 10, y que la parte entera del namero tenga
n cifras; estara comprendido dicho namero entre 10** y 10",
y por consiguiente su logaritmo estara comprendido entre los
logaritmos de estos dos numeros, es decir, entre n—14 y n;
dicho logaritmo constara pues de #—1 unidades y de una
fraccion; luego su caracteristica sera n—1.

Asi, el logaritmo del nimero 4546,2 tendra 3 de carac-
teristica.

217. Se llama complemento de un logaritmo positivo la
cantidad que falta al logaritmo para valer 10 (a).

Asi, el complemento de 3,7804321 es 6,2195679; el com-

plemento de 0.5010300 es 9,6989700.
Observando cémo se han hallado estos complementos, re-
sulta la siguiente regla abreviada: para hallar el complemento
de un logaritmo positivo, se restan todas sus cifras de 9, escepto
la dltima significativa de la derecha, que se resta de 10.

El complemento de un logaritmo tal como log 357, se
indica asi: C.* log 457, y se lee: complemento del logaritmo
de 457. | | “

218. Por medio del complemento se puede convertir la
operacion de restar un logaritmo positivo de otro, en la de su
mar.

Sea L el minuendo y ! el sustraendo: la diferencia sera
L—l=L+ (10 —l) —10 =L+ C.» 1—10.

Luego, para restar de un logaritmo olro positivo , se aiiade al
minuendo el complemento del sustraendo, y se resta 10 de la suma.

Ejemplo. Hallar por medio del complemento la diferencia
entre los logaritmos 6,8952146 y 5,5218752.

Cdlculo.
Minuendo ........... o B 6,8952146
C.% del sustraendo........ :&,678123_8
Diferencigt.o....oonveenne.. 1,5713414

(a) Si el logaritmo es mayor que 10 (lo que es muy raro, pues los ni-
meros que se consideran en los cdlculos, son casi siempre menores
que 10'°), el complemento del logaritmo serd la cantidad que falta al lo-
garitmo para valer FEI unidad seguida de tantos ceros como cilras tiene la
caracteristica.
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Puede comprobarse este resaltado, hallando directamente
la diferencia de los dos ntiimeros dados.
219. Se ha visto (mim. 207), que el logaritmo de una frac-
cion propia es negalivo: vamos & demostrarlo nuevamente.
Kl logaritmo de un quebrado es igual al logaritmo del nti-
merador menos el logaritmo del denominador; y pues, cuando
la base ies mayor que 1, los logaritmos crecen creciendo los
numeros (nim. 207), se infiere que el logaritmo del denomi-
nador es mayor que el logaritmo del -numerador ; y por con -~
siguiente el logaritmo del quebrado propio serd un niimero
negativo. | i3 124
5

Asi, log T log 8 —log 4=10,4771215—0,6020600—=

—0,1249387.

220. En vez del logaritmo negativo de un quebrado pro-
pio se puede hallar, y es preferible, un logaritmo cuya ca~
racleristica sea negativa, y cuya manlisa sea: positiva. Para
esto se anade, segun la regla (nim. 218), al logaritmo del
numerador el complemento del logaritmo del denominador, y
se restar 10 de la parle enlera de la suma., 5 4

En el ejemplo propuesto tendremos,

"E‘ =log 3+ C."* log. 4—10=1,8750613.

Se coloca el signo — sobre la caracteristica para indicar
que ella es negativa y que la mantisa es posiliva ; de modo
que 1,8750613.=—1 - 0,8750613. |

221. Un logaritmo enleramente negativo se transformara
en otro equivalente cuya caracterisca sola sea negativa, ha-
liando el complemento de dicho logaritmo tomado. positiva-
mente y restando 10 de la parte entera del complemento.
Esta regla esta incluida en la del namero 248, considerando
que el minuendo es cero; y lambien se puede demostrar di-
rectamente, afadiendo y quitando 10 4 dicho logaritmo ne-
galivo.

Ejemplo.  Transformar el logaritmo negativo —2,1249587
en su equivalente de caracteristica negaliva y mantisa posi-
tiva.

El complemento del valor absoluto de este logaritmo es

7,8750613; luego —2,1249587—5,8750615.
Al contrario, un logaritmo de caracteristica negativa y

log
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mantisa posiliva se transforma facilmente enfsu equivalente
enteramente negativo. |
Asi, 3,87506153=~—5--0,8750613 =—2,1249387.

929, Multiplicar y dividir un logaritmo de caracleristica nega-
liva y mantise posiliva por un mimero entero.

Las operaciones de sumar 6 restar logaritmos de caracte-
ristica negativa y mantisa posiliva no ofrecen ninguna dificul-
tad, teniendo presente lo que estos logaritmos significan en
realidad. Tampoco ofrecen gran dificultad las operaciones de
multiplicar 6 dividir dichos logaritmos por un numero entero,
eomo lo vamos & ver en los ejemplos siguientes :

4.0 5,758321hxk—(—3+0,758521 4) x h=—12
3,0332856=19,0332856. vy

2.° 6,4325601:3 —=(—6--0,4325601):3=—2-
0,1441867 —2,1441867 .

3.2 .9,0332856 : 4=—(—9 0,0352856) : 4. Como la
parte negativa no es divisible por % , quito y afiado al divi-
dendo las unidades suficientes , que actualmente son 3, para
que la parte negativa sea divisible por 4, y tendré

(—12-5,0352856 ) : 4=——5-4-0,7585214 —3,7583214.
Nora. En adelante , mientras no se advierta lo contrario,
los logaritmos negalivos tendran la caracteristica negativa y
la mantisa positiva. | , aany
99%. Sy un mimero se multiplica 6 parte por A0”, la carac-
teristica de su logaritmo aumenlard ¢ dismingrd en m unidades,
pero la mantisa no se alterard.

12 "Tenemos log (ax10™)=loga--log10™; y como
log 10™=m, sera log (ax10" )=log a-}-m.

La adicion de un ntimero entero m & un logaritmo aumen-
ta 4 la caracteristica en m, pero la mantisa no sufre altera-

cion; y por tanto queda demostrada la primera parte del
teorema.

2 Tenemos log ig’“" =log a4 —log 10" =log a—m.

Ahora, si log.a tiene por caracleristica m 0 un numero
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mayor, es clarﬁ;ﬁue lug-i%; téndra m unidades menos de

caracteristica ; pero la mantisa no variara.
Si la. caracteristica de loga es menor que m, restando m

de ella, la caracteristica de 1“3"1%“?‘ serd un nuamero negati-

V0, menor en m que la caraeteristica del log a; pero la man-
tisa queda la misma. _ it
< Gorolario. . La mantisa del logaritmo de un ndmero - decimal
no varia, aunque se mueva la coma & derecha ¢ izquierda.
Segun esto, los logaritmos de los nimeros 4, 40, 400, ete.
0,4; 0,04; 0,004, etc. tienen la misma mantisa.
Reciprocamente , si dos logaritmos se diferencian en m uni-
dades, el niimero correspondiente al mayor es iqual al nidmero
correspondiente. al menor multiplicado por 10™ ; pues; si los dos
logaritmos son ! y [m, los nimeros correspondientes son

10'y 10" =10'x10".

22%. ' La caracteristica negativa del logaritmo de una fraccion
propia decimal tiene tantas unidades como ceros mas uno hay en-
ire la coma y la primera cifra significativa.

Sea [ la fraccion propia decimal, m el nimero de eeros
que hay entre la coma y la primera cifra significativa; digo
que el logaritmo de esta fraccion tendra (m-1) de carac-
teristica , siendo su mantisa positiva, como ya hemos conve-
nido (nim. 222). '

En efecto, si movemos la coma hasta que quede entre la
primera y segunda cifra significativas, la habremos movido
m-t-1 lugares hdcia la derecha , y por tanto se habrd multi=
plicado la fraccion propuesta por 10™+; luego si llamamos p
al producto, tendremos p==:fx 40"+, Tomando los logarit-
mos de los cos miembros de esta igualdad, sera

| log p==log f+(m--1),
de donde log f=log p— (m+4-1).
Como el log p tiene 0 de caracteristica, se infiere que log f
tendrd — (m - 1) de caracteristica.

Asi, log 0,004=73,6020600. .

Nora. Los teoremas (ndms. 216, 223 y 224), que solo se

verifican en el sistema de logaritmos cuya base es 10, han
motivado la preferencia de este sistema. '
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ArTicuto B.°
" Uso de las tablas. r

Para esplicar el uso de las tablas, nos referiremos a las ta-
blas de Lalande, estendidas & siete decimales por M. Marie,
las cuales contienen los logaritmos de los numeros enteros
desde 1 hasta 10000 (a).

995. Dado un nimero, hallar su logaritmo por medio de las
tablas.

1.° Si el nlimero, cuyo logaritmo se quiere hallar, es en-
tero y menor que 10000, se le hallard facilmente en una de .
las columnas de los niimeros, y 4 su lado én la columna de
los logaritmos se hallara su logaritmo.

Asi, log 3849 —3,5501060.

9.9 Si el ntimero es entero y mayor que 10000, se sepa-
ran de su derecha por medio de una coma el menor namero
posible de cifras, para que el nlimero que queda a la izquier-
da no sea mayor que 40000; y en seguida se hallara su lo-
garilmo, como lo vamos a ver.

Hallar el logaritmo de 257832.

Desde luego sabemos que la caracteristica del logaritmo
de este namero es 5.

Para hallar la mantisa, separo las dos primeras cifras de
la derecha, y tendré el nimero 2578,32, menor que 10000,
y cuyo logaritmo tiene la misma mantisa que el logaritmo del
numero propuesto (ntim. 223).

Tenemos pues que hallar el logaritmo del numero 2578,32.

Este ntimero estid comprendido entre 2578 y 2579; luego
su logaritmo estara tambien comprendido entre los logarit-
mos de estos dos nuameros.

'El logaritmo de 2578 es 3,k112829 ; y como 2578,52 es
mayor que 2578, su logaritmo sera tambien mayor que el de
este (num. 207); luego sera menester afadir al logaritmo de

(a) Las tablas de Callet contienen los logaritmos de los nameros ente-
teros desde 1 hasta 108000, con siete cifras decimales. Las tablas de Cal-
bet, impresas en Barcelona en estos Gltimos tiempos,, y mas completas

e las de Callet en la parte trigonométrica, contienen los logaritmos

e los nGimeros enteros desde 1 hasta 100000, con siete cifras decimales.
Las tablas de Vazquez-Queipo , que acaban de salir 4 luz, contienen los lo-
garitmos de los niimeros enteros desde 1 hasta 11000, con seis cifras deci-
males. Todas estas tablas son apreciables, ya los profesores toca en caso
necesario el esplicar su uso.
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2578 una cierta cantidad x, para téner el logaritmo del nii-
mero 2578,32.

Esta cantidad @ se halla, admitiendo que las diferencias
de.los nimeros son proporcionales & lus diferencias de sus logarit-
mos; propercion inexacta, pero cuyo error, siendo estas dife-
rencias las mismas, es tanto menor, cuanto mayores son los
numeros; y hé aqui por qué, cuando se separan de la derecha
del namero varias cifras, para que el numero no pase de
10000, se debe separar el menor niimero posible. |

En el caso presente la diferencia de los nimeros 2578 y
2579 es 1, la diferencia de sus logaritmos, que esta calculada
en las tablas, es 168% diezmillonésimas, y la diferencia entre
los nameros 2578 y 2578,52 es 0,32: tendremos pues la pro-
poreion -

1:0,32 : : 1684 : =539 diczmillonésimas.
Luego log 2578,52=3,4113368, y por consiguiente

log 257832 ===5, $115368. -
Ejemplo. Hallar el logaritmo de 535861.

log 5358=35,7290027; 1:0,61::811: z=495.
.. 495

log 5358,61 =35,7290522
log 535861 =5,7290522

Nota. Para hallar el valor de z, puede escusarse en la
practica la formacion de la proporcion; y solo hay que mul-
tiplicar la diferencia de los logaritmos de los niimeros sonse-
cutivos que comprenden al numero dado, por la diferencia
que hay entre el nimero dado y el nlimero entero inmediato
menor ; _ -

3.° Si el numero es fraccionario, se hallara facilmente su
logaritmo, sabiendo ya hallar el logaritmo de un entero.

Ejemplos. 1.° log 7,5214==0,86459%1.
2.2 log 0,00843217=3,9259394.

226.  Dado un logaritmo, hallar por medio de las tablas su
nimero correspondiente. '

1.°" caso. La caracteristica del logaritmo es 3.

1.° ' Si la mantisa se halla exactamente en las tablas, 4 su
lado se hallard el nimero correspondiente. i

Asi, 0 3,5612207 = log 3641 .
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9.9 Si la mantisa no se halla exactamante en las tablas, se
hallard el logaritmo inmediato menor y su namero corres:
pondiente, y en seguida se hallara el nimero correspondiente
al logaritmo dado, como lo vamos a ver. :

Hallar ¢l miimero correspondiente al logaritmo 3,6483216.
El logaritmo inmediato menor es 5,648262%, que corres-
ponde al nimero 4449. Gomo el logaritmo dado es mayorque
este logaritmo, el niimero que buscamos ha de ser tambien
mayor que 4449. Para hallar la cantidad =, que hay que aiia-
div 4 este nimero para tener el namero pedido, resto del lo-
garitmo dado sa inmediato menor y la diferencia es 592 diez-
millonésimas, y admito, como en el problema anterior, que
las diferencias de los nimeros 'son proporcionales a las dife-
“rencias de sus logaritmos; y como en el caso actual la; dife-
rencia de los logaritmos consecutivos, que coraprenden al lo-
garitmo dado, es 976 diezmillonésimas, tendré

1 :2::976: 592,

Es seguro que las dos primeras cifras decimales de esle
cociente son exactas, v la tercera es tambien exacta casi

siempre.

Luego 3,6483216 —log 4449,606.
Ejemplo. Hallar el nimero cuyo logarilmo es 5,5070214.
3,5370214
3,5369370.... 3443
844

1261 : 1 :: 84k : x=0,669.
‘Luego el niimero pedido es 3445,669.

Nora. Para hallar el valor de &, solo hay que partir la
diferencia entre el logaritmo dado y su inmediato menor por
la diferencia que llevan los logaritmos consecutivos que com-
prenden al logaritmo propuesto; por lo que en la practica _
puede escusarse la proporcion.

9.9 caso.  Sila caracleristica del logaritmo no es 3, se ha-
llard el niimero correspondiente al logaritmo dado, suponien-
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do que su caracteristica es 3 (a). En seguida se hallard ficil—
mente el nimero correspondiente al logaritmo dado, atendien-
do al teorema reciproco del nimero 223; 6 mejor de este otro
modo: si la caracteristica del logaritmo dado es positiva, se
colocara la coma decimal de modo que’dicha caracteristica
tenga una cantidad menos que el nimero de cifras de la parte
entera del numero correspondiente (num. 216); si la caracte-
ristica del logaritmo dado es negativa (siendo la mantisa posi-
tiva), se colocara la coma de modo que dicha caracteristica
tenga una unidad mas que el niumero de ceros que hay entre
la coma y la primera cifra significativa (nim. 224).
Ejemplos. 1.° 2,2446801=Ilog 163,9381.
2. &,6843066=Ilog 0,0004834%.

Nora. Si el logaritmo dado es enteramente negalivo, se
transforma en otro equivalente cuya caracteristica solo sea
negativa, y se halla en seguida el numero correspondiente 4
este logaritmo.

227. Ejemplos de aplicaciones numéricus de los logaritmos.

1. Hallar el cuarto término de la proporcion
17 :328::275 : x.

Indicando el calculo logaritmico, sera
log x=log 328 --log 275 —log 17.
Calculo.

2,5158758
2,4393527

4,9552065
1,2304489

3,7247576=log z, x—5305,882.

(a) Se prefiere que la caracteristica sea 3, esto es la mayor de las
tablas , porque de este modo los ndmeros correspondientes 4 los dos lo-
garitmos, que comprenden al logaritmo dado, son mucho mayores que
si la caracteristica fuese 26 1 6 0, y por tanto la proporcion (num. 200,

!.?’aa; menos errénea. : _ 13
Para probar que la diferencia de los logaritmos de dos niimeros consecu-

tivos @ y -1 es tanto menor cuanto mayor sea x, tenemos log (ﬂ'r‘{*"i )

1
—Iuga:log(mj;i)._log({—{- }F) Si @ crece, -i- disminuye, H_'E:'

TN, ; :
disminuye tambien ; luego Iﬂg(i + E—) disminuye, es decir, disminuye

la diferencia log (z-}-1)—1log .
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Foin 7540 % 3549
681,8x595.1

log @==log 7540 +- log 3549 —log 681,8 —log 593,1.
Como en este caso hay que efectuar dos adiciones 'y una
sustraccion , es preferible convertir la operacion en una adi-
cion por medio del cnmplemen to.
Tendremos

log v=log 7340+-log 3549--C.*log 681 8—[—0 "“lug 595 1-2[}
Cdleulo. 38 L Obis
3,8656961 HAE. D)
5,5501060 bl
7,16634350
7,2268721

1,8090172—=log z, =64, 41948,
3.° x=(0,034)°

log z="5 log 0,034%.

20

Cdlculo.
2.5514789
P
8,6573945 —log =,
= 0,00000004543.

Se pudieran hallar ademas otras tres cifras decimales por
medio de la proporcion (ntim, 225, 2. “) pero en el ejemplo
actual la aproximacion obtenida sera mas que suficiente,
cualquiera que sea la cuestion cuya incbgnita sea esta x.

3
s
5 7

log 3+ C.* log7—10
g ;

Caleulo.
; 0,4771213
9,1549020
1,6320233 |
log x=1,926405% , £=0,8441.

log o=
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2512
By
Siempre que la cantidad, 4 que se aplica el caleulo loga-

ritmico, sea negaliva, se presmnde de su signo, se halla el

numero currespnndleﬂte , ¥ en'seguida se toma este nfimero
negativamente.
2512

Tendremos, pues, primeramente T , cuyo logaritmo es

5.0 ) —

1,8595516 , y el nimero correspondiente 71,77145 ; luego
.-1:....—71 771&5

228. Epﬂmpiﬂs de aplicacion de los logaritmos a los ctiictdas
algébricos. |

- et

i. T
log z=log (a*--b*) —log (a-}-b).

2 é m_ﬂ!_bi

i bd

Para poder hallar el Iﬂgautmn del numerador, sin efec—
tuar la operacion indicada en €1, descompongo a*—b* en el pro-

ducto (a—|—b)(u—b), y tendré m_ﬁ(ﬂ_f_b béﬂ_b) :

(e EOF cnnmgmenta

logz=log (a' - b) 4 log(a— b)—]ugb—luw (.
log (@ +4-b) +log (a—b) + C.* log b - C.* log d —20.

%4 m-;(_fj_g)f
d

log # =3 (log b 4-log c—1log d).

i ey *

1 | 2
og 7= g (a-+0) o (a—b))+lug — 2 log a.
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AnricuLo 6.°

Ecuaciones esponenciales.

229. Se llama ecuacion esponencial la ecuacion que tiene
a la incognita por esponente.
Algunas ecuaciones esponenciales se resuelven facilmente
por medio de los logaritmos.
Ejemplos. 1."° Sea la ecuacion a _b tnmandu los loga-
ritmos de ambos miembros, sera # log a=log b, y por consi-
log b

loga
2.° Sea la ecuacion ma® =nb®: tomando logaritmos, sera
logm - «* log a=logn-} = log b,

ecuacion completa de segundo grado, que ya sabemos resolver.
-
3.° Sea la ecuacion ¢’ =¢: hagamos b*=y , serd a?==¢,

loge

guiente r=—

de donde resulta y=—=-——. Conocido el valor de %, la ecua-

loga
log y

log b’

valor de log ¥, que es log y=log log c—log log a, téndremos
ing log c—log log a

log b

cion b*—=y nos dara & = Si se quiere sustituir aqui el

Si la ecuacion esponencial fuese a*-{-b"=c, no se podria

resolver por este medio.
230. Problema. Construidas unas tablas de logaritmos,

construir por medio de ellas olras tablas , siendo otra la base.

Sea n un nGmero, b la base del nuevo sistema, x el loga-
ritmo de n en este sistema: tenemos b*=n, y por consiguiente

logn 1 -
% g lﬂgbxlngn.

Luego, para hailar el logaritmo de un wimero en un nucvo
sistemia , se multiplica. su logaritmo en. el sistema primero por la
unidad dividida por el logaritmo antiguo de la nucva base.

La cantidad cnnstant&é—%, por la que se multiplican los
15
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logaritmos antiguos para tener los nuevos, se llama mddulo

del nuevo sistema de logaritmos con respecto al sistema dado.
Nors. Si se tratase de hallar el logaritmo nuevo de un

log n

log b
xlogn; pues por la primera se obten-

solo namero, no convendria transformar la espresion en

equivalent
su equivalente oal

dria dicho logaritmo nuevo por una division, y por la segunda
se obtendria el mismo logaritmo por una division y una mul-
tiplicacion. Mas si, como lo enuncia el problema, se trata de

construir unas tablas nuevas, la espresion x logn sera

logb
logn
log b

preferible a la

1

log b
por una multiplicacion , mientras que por la segunda se ha-

llaria por una division.

CAPITULO TII.

Progrestones.

; pues, segun la primera, obtenido el

modulo

en fraccion decimal, se hallard cada logaritmo

Articuro 1.°

Progresiones por diferencia 6 aritméticas.

931. Se llama progresion por diferencia 6 progresion ari-
méticn una série de términos, tales que cada uno escede alin-
mediato anlerior en una misma cantidad. Esta cantidad se
llama diferencia de la progresion.

Cuando la diferencia de la progresion es positiva, los tér-
minos van ‘aumentando, y por lo tanto la progresion se llama
creciente; y cuando la diferencia es negativa, los términos
van disminuyendo, y la progresion se llama decreciente.

Asi , la série de términos

3.8, 7,795, (1]
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es una progresion aritmética creciente, cuya diferencia es 2
y la série de términos

L P Tl i o [2]
¢s una progresion aritmética decreciente, cuya diferencia
es —A&, .

252. Segun la definicion de la progresion por diferencia,
el segundo término es igual al primero mas la diferencia ; el
tercero es igual al segundo mas la diferencia, 6 a primero
mas dos veces la diferencia; el cuarto es igual al tercero mas
la diferencia, 6 al primero mas tres veces la diferencia ; y asi
sucesivamente : luego , en general , un término cualquiera de
una progresion por diferencia es iqual al primero mas tanlas
veces la diferencia como términos hay anles de ¢].

Por medio de esta regla se podra hallar un lérmino cual-
quiera de una progresion por diferencia, conociendo el pri-
mer término, la diferencia y el ntimero de términos que hay
desde el primero hasta él.

Ejemplos. 1.° Hallar el término décimo de Ia progre-
sion [1].

El término déeimo valdra 3 - 2x9=—291.

2.° Hallar el término octavo de Ia progresion [2].

El término octavo valdrd 25} 7x—h— — 5.

3. Hallar el dltimo término de wna progresion por dife-
rencia.

Sea a el primer término, d la diferencia de Ia progresion,
n el niumero total de términos, y u el Gltimo: tendremos

u=a-(n—1)d,

ecuacion que puede servir para hallar una cualquiera de las
cuatro cantidades u, a, n y d, dadas las otras tres (ndtm. 107).
233.  Interpolar entre dos wimeros dados wn cierto nimero
de medios por diferencia; es decir, dados el primero y el dltimo
términos de una progresion por diferencia y el nimero de térmi-
nos imlermedios, formar esta progresion.
Es claro que el problema quedara resuelto, si llegamos a
conocer la diferencia de la progresion; pues entonces seré
muy facil la formacion de esta (n#m. 231).

Despejemos pues » en la ecuacion 4= ¢ -- (n—1)d, y sera
u—a
; - n—1’

-
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es decir, que la diferencia de la progresion se hallard restando
del dltimo término el primero, y partiendo el resto por el mimero

de términos menos uno.
Ejemplo. Interpolar 6 medios por diferencia entre los ni-

meros 4 y 21. . A
La diferencia de la progresion sera 2 ; = 2—‘%—; luego
la progresion sera
3 .6 2 5 1 /
y VTS 9 U5y T —3 P iﬁ—-, 2‘1-
| 4, 6 = 87 11 = 13 - 16 = =
23%. Hallar la suma de los términos de una progresion por

diferencia.
Sea a el primer término, d la diferencia, n el numero de
términos, % el Gltimo y s la suma de todos: la progresion sera

a, a--d, a-}2d..... u—2d, u—d, u.
Tendremos
s==a-+(a+d)+ (@ +20) ... (u—2d) A (u—d) 14,
y tambien

st (t— d) + (@ —2d) 4. 4-(a + 2d) + (a4 d) +-a.
Sumando ordenadamente estas dos iguldades, es '

9 —(a-+-4) () +(a-Fw)+ ... (a+-w)+(a-Fu)+-{at-0).
£n esta suma entra a-+u tantas veces como términos tiene la
progresion; luego 2s==(a--u)n, y por consiguiente

(et un
ol T

Luego la suma de los téxminos de una progresion por diferen-
cia es iqual & la mitad del producto de la suma de los dos térmi—
nos esiremos por el nitmero de lérminos.

* 935. De las dos ecuaciones

u=a+ (n—1)d, s_'('_l_l_;) i

pueden deducirse dos cualesquiera de las cinco cantidades

a, d, n, w'y s, dadas las otras tres. :
Como cinco cantidades pueden combinarse tres & tres:de

diez modos (nim. 151), se podran proponer losdiez problemas
siguientes.
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1. Dados a, d y u, hallar n y s.
u—a-+d _ (e-fuw)(u—aid),

]

d 2d

2.° Dados a, d y n, hallar uw y s.
n(20-+dn — d)
3 .

e

Tendremos n—=—

w=a-+ (n—1)d, s==

5. Dados a, d y s, hallar u y n.

d— 20 ==V/(d—2a)’-+8ds
il , w=a - (n-—=1)d.
2d -

£.° Dados a, n y u, hallar d y s.
g u—ao (a - u)n.

y S—

=

n—I1 2
5.° Dados a, uy s, hallar d y n.
2s w'—a*
} — . d= §
-t U 2s —a —u
6.° Dados a, n y s, hallar d y u.
, (5 —
(== s ﬂn), H:%g—ﬂ
n(n—1) n

7. Dados d, u y n, hallar a y s.

BT L b
a—u—(n—1)d, s== 5 n;ﬁq d)”'.

8.° Dadosd, u y.s, hallar a y n.

E'Eu—l—di\/(-ﬂu —d)*—8ds
= 5 :
9.° Dados d, ny s, hallar a y u.
~ 2s—n(n—1)d H_‘z_sr—j-n(ﬂ—#l)d_

n , t=u—(n—1)d.

: 2n ' 2n
10.° Dados u, n y s, hallar a y d.
9 (Nip—
a2, 2s i (nu 3)'
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Ejemplos. * 1.° Un cuerpo, al caor en la atmésfera, baja
en el primer sequndo &,9 metros, en el siquiente sequndo buja
3% 4,9 melros , en el tercer sequndo baja 5x 4,9 metros, y asi
sucesivamente. | Guantos sequndos tardard en bajar de una altu—
ra de 400 melros? b a |

Las alturas bajadas por el cuerpo en los segundos prime-
ro, segundo, tercero, etc. son respectivamente

4,9; 3x4,9; 5x4,9;....
y la suma de todas estas cantidades debe ser 400. Conoce-
mos pues a=—==4,9; d=2x4,9; s =400, y se pide el niime-
ro de términos n de esta progresion.
Hemos hallado en el problema 5.°

o d—2a==V/(d—20)*{-8ds

| 9
mas como actualmente d=—2a, el valor de n sera
VAR b it R
57 > 0 n— y (a).

Sustituyendo ahora los valores de s'y d, sera

di 1 -
.\ /%00 V4000 0 ok,

4,9 7
2. Un obrero tiene que regar con una~cuba de agua cada
uno de 100 drboles A, A,, A,,...: estos drboles estan colocados

en linea recta y cada uno dista del inmediato anterior y posterior
5 melros; y el pozo P, de donde saca el agua, estd tambien & 5 me-
tros de distancia del primer drbol. ;Cudntos metros tendrd que
andar el obrero para regar los 100 ‘drboles y volver al pozo?

0 @ ® @ vevesee 0
P Al AE A:I.IHI
Para regar el primer arbol y volver al pozo anda el obre-
ro 10 metros; para regar el segundo arbol y volver al pozo
anda 20 metros; para regar el tercer arbol y volver al pozo
anda 50 metros; ete. Luego el total de metros andados por el

(a) Este valor de n, que es el nimero de segundos que tarda el cuerpo
en bajar, es el mismo que resultaria de la férmula conocida de la caida

(2 95
de los graves ﬂ:%—, que da (= 2

)
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obrero, para regar los 100 arboles y volver al pozo, es la su-
ma de los términos de la progresion aritmética

10, 20,.80...x.

Hallemos el Gltimo término, que ahora es el centésimo:
dicho término serd 10 -+ 99 x 10=1000: luego (naim. 254)
s==(1000 4- 10)x 50=>50500 metros, 6 9 le-

guas préximamente (Arit. pag. 249).

ArricuLo 3.°

Progresiones por cociente 6 geomelricas.

936. Se llama progresion por cociente 6 progresion geome-
trica una série de términos, tales que cada uno es igual al in-
mediato anterior multiplicado por un mismo numero. Este
namero se llama razon de la progresion.

Cuando la razon de la progresion es mayor.que la unidad,
los términos van aumentando, y por lo tanto la progresion se
llama creciente; y cuando la razon es menor que la unidad,
los términos van disminuyendo, y la progresion se llama de-
creciente.

Asi, la série de términos

3, 12, 48, 192,.... [1]

es una progresion geométrica creciente, cuya razon es 4.

La série de términos

P
L] [} L !'}
ﬁ,'fp:.j iﬁ} E}’ "‘E"’*! iiiii [':2]

es una progresion geoméirica decreciente, cuya razon es

l.".'.ﬂr o

257. . Segun la definicion de la progresion por cociente, el
segundo término es igual al primero multiplicado por la ra-
zon; el tercero es igual al segundo multiplicado por la ra-
zon, 6 al primero multiplicado por la segunda potencia de la
razon; el cuarto es igual al tercero multiplicado por la razon,
6 al primero multiplicado por la tercera potencia de la razon;
v asi sucesivamente: luego, en general, un término cuaiquiera
de una progresion por cocienle ¢s igual al primero multiplicado
por una polencia de la razon, cuyo esponenie es el mumero de
términos que hay antes de ¢l.
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Por medio de esta regla se podré hallar un término cual-
quiera de una progresion por cociente, conociendo el primer
término, la razon y el niimere de términos que hay desde el
primero hasta él. |

Ejemplos. 4.° Hallar el término décimo de la progre-
sion [1]. -

Segun dicha regla el término décimo sera 5x 4°—786432.

2. Hallar el término octavo de la progresion [2].

3 243
9. Hallar el dltimo término de una progresion por co-
ciente.. .
Sea a el primer término, ¢ la razon, # el nimero de tér-
minos y « el altimo: tendremos _
: e
ecuacion que puede servir para hallar cualquiera de las cua-
tro cantidades u, a, ¢ y n, dadas las otras tres. * =
258. Interpolar entre dos mimeros dados un cierto nime-
ro de medios geométricos;. es decir, dados el primero y dltimo
términos de una progresion por cociente y el niimero de términos
inlermedios, formar esla progresion.
Es claro que este problema quedara resuelto, si llegamos
a conocer la razon de la progresion, pues enlonces serd muy
facil la formacion de esta.

Despejemos pues ¢ en la ecuacion u=—ag™', y sera
n—1

. ) 1\ 5]
El término octavo de esta progresion serd 5!9:(—)

es decir, que la razon de la progresion geoméirica se hallard
partiendo el 4ltimo término por el primero, y estrayendo del co-
ciente la raiz cuyn indice es el nimero de términos menos uno.

Ejemplo. Interpolar 6 medios geométricos entre los nii-
meros 4 y 21,

Fith
Sl 21
La razon de la progresion sera \/; Esta rajz se estrae
]I!I;l' logaritmos (nim. 214),

259. Hallar la suma de los términos de una progresion geo-
metrica.
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Sea a el primer término, q la razon, n el niimero de tér-
minos , « el ultimo y s la suma de todos: la progresion sera

a, ag, aqt..... ; 51 864
/ ¢, 4
Tendremos
w u
§== - 0 0 e Iqalq:u,
6 bien
: . woo U )
s:u-i—q(u—}—aq-|—..... | i | : +_,q )

Observemos que la cantidad , que esta dentro del paréntesis,
es la suma de todos los términos de la progresion menos el
altimo ; luego dicha cantidad es igual 4 s—u ; por consiguiente

s=a "i"q (S-—H)} ’
de donde resulta
Lug—a
$ q—1 .

Luego, para hallar la suma de los términos de una progre~
sion por cociente, se multiplica el 4ltimo término por la razon,
del producto se resta el primer término, y la diferencia se divide
por la razon disminuida en la unidad.

¥ 240. De las dos ecuaciones
T ¢ e St
g—1
pueden deducirse dos cualesquiera de las cinco cantidades a
q,n, wy s, dadas las otras tres. .

Como cinco cantidades pueden combinarse tres a tres de

diez modos, se podran proponer los diez problemas siguientes.

1. Dadosa, qy u, hallar n y s.

Tendremos n —1 lngu—-lngu’ G
| log q g—1
9.° Dados a, qyn, hallar n y s.
5640 —0

u“——ﬂq“_'j, ] q_._..{"
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3.° Dados a, qys, hallar u y v.
_ _ats{g—1) b8 log (sq —s-+-a)—log a
? p

u
q log ¢
4.° Dados a, uyn, hallar q y s.
n— n—i
aiE T ) u.—-ﬂ\/a
02\/%: B n—1 . :

— N
V u—Va

5. Dadosa, uys, hallar q y n.
rasa W log u—log a
TR 7 log(s—a)—log(s—u)

6.° Dados a, ny s, haller q y u.
Para hallar ¢, se tiene la ecuacion -
s
b=

ecuacion que aun no sabemos resolver, si n>3; puessi n—=4,
resulta una ecuacion de tercer grado. Hallada ¢, sera

u=aq" .
7.° Dados q, u y n, hallar a y s.
T t:;-i e g (q“—-i):il '
gt (g—1)g

8.° Dados q, uy s, hallar a y n.
log u—log (uq -+ 3-sq)'.
log ¢ ‘

a=uq—s(q—1), n=14

9.° Dados q, n y s, hallar a y u.

__ s(q—1)
¢"—1

3({! = ,l)qﬂ.—l
ol i

a

it BT

10.° Dados u, n y s, hallar a y q.
Para hallar ¢ y a, tendremos las ecuaciones
‘ u

T W EER e

Ejemplo. Obligado Sessa por el rey de su patria G pedir una
recompensa, por haber inventado el juego del agedrez, pidio al
rey 1 grano de trigo por la primera casilla de lus 6% del table-




203

ro del agedrez, 2 granos de (rigo por la sequnda casilla, 4
granos de trigo por la tercera, y as sucesiwamenle , duplicando
siempre el nibmero de granos de trigo. El rey se rio mucho al ver
que la recompensa pedida era, sequn ¢l creia, tan pequeia ; pe-
ro, hecho el cilculo, vié con grande asombro que sus tesoros y
aun los de todos los reyes de la tierra eran insuficientes para dar
G Sessu la recompensa prometida. JCudl fué el nimero de granos
de trigo que pidid Sessa?

Por la primera casilla pidi6é 1 grano, por la segunda 2 gra-
nos, por la tercera 4 granos, por la cuarta 8, elc.; luego el
total de granos de trigo qne pidié era la suma de los 64 tér-
minos de la progresion geometrica

| 4, %, %8 A0, !
Para hallar esta suma, hallaremos primeramente el valor
del Gltimo término, que es 4 x2%*=—=2"; y por consiguiente
la suma de todos los 64 términos es -

9P x9—1
—2%—1.
21

Hallando por logaritmos esta potencia, resulta
18 446750 000000 000000.

Si se quiere saber cudntas fanegas compone este niimero
de granos de trigo, hallaremos en primer lugar el namero de
granos de trigo que tliene 1 fanega. La libra tiene unos 12000
granos de trigo; luego si la fanega tiene 90 libras, tendra
12000x 90=1080000 granos: partiendo pues el total de gra-
nos por este numero, resultan 17 080524 000000 fanegas;
cantidad de trigo mayor que toda la que se ha consumido
desde el principio del mundo.

* 941, Nora. Consideremos las dos progresiones por di-
ferencia y por cociente. 2

Ji—Bd, —2d,=d; ‘0, d, 24, 3d,... ud,....

; (O ST
ol q3’ q*’ E_’ 1_} q, qE# q-'i}_... q“:,..

d  Nd
Es evidente que qzi\/q) , Y por consiguiente ¢"=—

d _N\nd
Qf q) . Sila base del sistema de logaritmos es el numero

V1, ser nd==log ¢".
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Luego, si tenemos dos progresiones, una por diferencia que
tenga entre sus términos al'0, y ofra por cocienic que lenga al 1
entre las suyos, y las colocamos de modo que los terminos 0 y 1
se correspondan, cada término de la primera progresion es el lo-
qaritmo del término correspondiente de la segundu; siendo la ba-~
se el widimero que resulla estrayendo de la razon de la progresion
geométrica la raiz cuyo indice es la diferencia de la progresion
aritmética ().

Tomando esta propiedad de los logaritmos por su defini-
cion, se deducird como consecuencia la definicion primitiva
(niim. 20%). '

En efecto, sean las dos progresiones

i B, =2d, —d, O, dy 2d, Bdy.... ndy...

i i -
SR "i'a":r q3 : q 2 'l-: q> qiﬁ qa:““ *‘I"r---
Tenemos, segun la nueva definicion, nd=logq": mas

d  \d . [ 4 _\nd
siendo q:(\ﬂf) , y por consiguienie q”:-\\/q) , sera

d_\ nd - ' | .
nd—=1og (\/qr) . es decir, que el logaritmo de un wimero es

el esponente G que debe elevarse la base pu?m que la polencia sca
igual & dicho niimero.

"y P,

_'(a) - Se puede demostrar ficilmente que la base\/ ¢, segun nues-
tra definicion, es el nimero cuyo logaritmo es 1, que es la definicion or-

dinaria de la base. |
En efecto , sea nd= 1 un término de la progresion por diferencia, 0

un logaritmo ; su namero uprrespundiante serd ¢" : pero n=-">; Jue-

¢ d
go ¢ =q" =\/q, que es la base.

Nuestra definicion es mas ventajosa que la ordinaria, tanto- porque re-
sulta naturalmente de la teoria que acabamos de considerar, como porque,
si se dan dos progresiones tales que los términos de la una sean logarit-
mos de los correspondientes de la otra, y en la primera progresion no es
halla el término 1, costard algun trabajo el hallar la base del sistema, fun-
dindose en la definicion ordinaria; mientras que nuestra definicion nos

la dard inmedialamente. -
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ArricuLo 3.°
Progresiones geométricas decrecientes y continuadas al infinito.

* 919, Hemos hallado que la suma de todos los términos
de una progresion geométrica, creciente 6 decreciente, es

— ﬂ'-_,__
—i;q :‘, y poniendo en vezde  su valor aq" ", 3—'1(1 112.
Supongamos ahora que la progresion sea decreciente , esto
es, que g<1. Cuanto mayor sean, menor esel valor de ¢" (Arit-
mét. wim. 112); pero de esto no debe concluirse ya, sin de—
mostracion (a). que cuando n==wx , sera ¢*==0; puesto que
una cantidad ‘que va decreciendo puede tener un limite ma-

yor que 0.

)

i

Para demostrar que ¢"=0 cuando n=% , hagamos ¢ = ==
r

w [ l & y E ’
siendo r>1: sera q“=~F. Mas siendor>1, hemos demostra-

do (nim. 198) que r* =oo; luego entonces ¢"=0; y por
consiguiente
—a o
y W08 -
¢—1 1—q
Luego la suma de los términos de una progresion geomélrica
decreciente , continuada al infinilo, es iqual al primer término
dividido por la unidad menos la razon. -
Ejemplos. 1.° Sea la progresion geométrica decreciente
continuada al infinito

3—.

1 Rt CLARE |
L i e
cuya razon es —!2—
La suma de estos infinitos términos sera Ii_fz 2

9.9 Sea la fraccion decimal periddica 0,525232....., que
es la suma de los términos de la progresion geométrica de-

creciente continuada al infinito

1 fi\® T
o — — 5 I -.--lJt:
0,5%—]—0,,32)(100 +0,52><( iﬂﬁ) -+-0, ‘2){( iUQ) |

. (a) Como lo hacen muchos auteres de dlgebra, y entre ellos Mr.
ourdon. |
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la suma de todos los infinitos términos, 6 la fracccion gene-
ratriz de la decimal periddica pmpueal;a sera

0,32 32
= 99°
conforme 4 lo demostrado (Ariim. wim. 124).

ArricuLo 4.°
Pilas de balas.

* 243. En los parques de artilleria ‘estin colocadas las
balas en pilas cuyas capas horizontales pueden tener la forma
de cuadrados, rectangulos y triangulos equilateros.

Antes de resolver el problema de hallar el nimero de ba-
- las de estas pilas, conviene que resolvamos el problema si-
guiente. :

- % 24k, - Hallar la suma 1*+4-22--3*.....-4-n* de los cuadra-
dos de los miimeros naturales, dado el mimero n de estos cua-
“drados.

Sea s la suma, tendremos
=1 +3 +3 41,
3°=2°15.224+35.2-}1,
§4°—=3°-1-3.3*-1-3.3 41,

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

(ﬂ+1)3—ﬂ - 8n' 3 ﬂ—l-‘i
Sumando estas igualdades nrdenadamente qerﬁ
(-n+i) =1--5(1* 22 Foi-.. An?)-+5(1 12+ .-n)n.
Poniendo en lugar de {*—|—23~|—53—!— ..... —|—'.ar1,E su igual s,

y en vez de 1 42+ 3....4-n su igual ﬂ(nj*) (niim. 239),
y despejando 3s, serd

Bos= 1) —(u-+ 1) 20,

0 53=(ﬂ-|-‘-l)(ﬂ?‘+ -g-) 53“—1?@(%4— I%)[ﬂ+i);
y por consiguiente
_ a4

5
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* 245. Una pila cuadranqular es una pila de balas, que tie-
ne por capas horizontales cuadrados, cuyos lados van dismi-
nuyendo sucesivamente en una bala desde la base hasta la
capa superior, que consta de una sola bala. Cada bala de esta
pila esta sostenida por cuatro de la capa inmediata.

El wimero de balas del lado de la base de una pila cuadran—
qular es igual al mimero total de capas de dicha pila.

En efecto, la capa superior, 6 primera, ticne una bala; la
segunda tiene por lado dos balas, la tercera tiene por lado
tres balas, 'y asi sucesivamente; luego la base tendra por lado
tantas balas como capas tiene la pila. -

Hallar el ndbmero de balas de una pila. cuadrangular, cono-
ctendo el nimero de balas del ludo de ln base, 6 1o que es igual,
conociendo el nimero de capas.

Sea n el numero de balas del lado de la base de la pila, 6
el nimero de sus capas: la capa primera 6 superior tiene 1

ala, la segunda 2* balas, la tercera 5* balas..... la base n*

\las; luego el nimero total de balas de esta pila serd

| 1°-224-8%-...4n?;
en, llamando P, 4 la suma, sera

" nln) (1)
¢ 5!

* 246. Una pila rectangular es una pila que tiene por ca-
pas horizontales rectangulos, cuyes lados van disminuyendo
sucesivamente en una bala, desde la base hasta la capa supe-
rior, que consta de'una linea de balas. Cada bala de esta pi-
la esta sostenida por cuatro de la capa inmediata.

El nimero de balas del lado menor de la base es igual al nii—
-mero de capas de la pila rectangular.

En efecto, la capa primera 6 superior tiene por lado me-
nor 1 bala, la segunda tiene por lado menor 2 balas, la ter-
cera 3, y asi sucesivamente; luego el lado menor de la base
~ tendra tantas balas como capas tiene la pila.

Hallar el nimero de balas de una pila rectangular, dados los
numeros-de balas de los lados de la base.

Sea n el numero de balas del lado menor de la base, y
n-p el del lado mayor. Hallemos en primer lugar el niime-

(a) Léase P indice c, 6 simplemente P, c.
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ro de balas de la linea 6 capa superior; llamemos x & este na-
mero. El lado mayor de la segunda capa tendra x-}-1 balas,
el de la tercera x -2, el de la cuarta - 3...., y el de la
base #--(n—1), 6 x-n—1: luego z-+-n—1=n-p, ypor
consiguiente r=p-{-1. .

Esto supuesto, la primera capa, 0 la superior, tiene p-}-1
balas, la segunda Egp—{—ﬂ], la tercera o(p--3),.... la base
a(p-+n); luego el namero total de balas de esta pila sera

p(4+2+95+..... BN LR LN e
y llamando P 4 esta suma, sera (nums. 254 y 244)

b nt) | nGet) (o)
_p g ! 5 .

r

Si p==0, en cuyo caso la pila es cuadrangular, la suma’

anterior es ﬂ(ﬂ_l_i;}(ﬂ-l—”, como la hemos hallado ﬂirecta-

mente.

* 947. Una pila triangular es una pila que tiene por ca-
pas horizontales tridngulos equilateros, cuyos lados van dis-
minuyendo sucesivamente en una bala, desde la base hasta
la capa superior, que solo tiene una bala. Cada bala de esta
pila estd sostenida por tres de la capa inmediata. |

El niimero de balas del lado de la base es igqual al numero de
capas de la pila triangular.

Se demuestra del mismo modo que el teorema andlogo de
los dos casos anteriores. |

Hallar la suma de las balas de una pila triangular, dado el
nimero de balas del lade de la base, 6 lo que es igual, dado el
numero de capas.

Sea n el namero de halas del lado de la base, 6 el nume-

ro de capas; el numero de balas de la hase sera

2
7 Ukl Ry S E e +n—“:?

Esto supuesto, la capa superior 6 primera tendrd el nu-

2 - 2
mero de ]:r.eﬂfvs,1 i_lj la segunda capa tendra %;—2 , la terce-
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3245 ! n*-n -
ra ;_ ... ¥ la base —— : luego la suma de todas estas
balas sera .
B bbb ot g L W A2 Ha

; 9 | L 9 3
0 Hamando P, 4 esta suma, serd (nims. 244 y 234)

Pﬁﬁ(ﬂ#—%)'(ﬂJri)  n(n 1)
Tt 2.5 T E:

ol p_nnr1)(ni2)
6

¢

‘Nors. Si la pila es troncada, es decir, terminada en una
capa mas baja que la superior, se obtendra el niimero de sus
balas, hallando los niimeros de balas de las pilas completas,
cuyas bases son la mayor de la troncada y la primera defi-
ciente, y restando dichos nuameros.

CAPITULO 1V.
Intereses , anualidades y rentas vitalicias.

Aricuro 1.°
Intereses,

*248. Hallar la relacion que lign al capital, al tanto por 1
anual , al tiempo y & la suma del capilal ¢ intereses al cabo de
este liempo (a). ' | |

Sea ¢ el capital puesto & interés, r el tanto por 1 anual, ¢
el tiempo , siendo unidad el afio, y C el valor del capital ¢ al
cabo de este tiempo, 6 bien la suma del capital é intereses al
cabo del tiempo 1.

Supongamos primeramente que ¢ sea un numero entero
de afios. ey

El interés del capital ¢ en un afio es ¢r; luego el valor del’
capital ¢ al fin del primer afio sera ¢ cr=c¢(1-}r); es decir,

il

(a) Hemos resuelto ya esta cuestion (Aritm. niém. 207), admitiendo
el principio inexacto de que el interés que produce un capital es propor-
cional al tiempo : actualmente tratamos de hallar la relacion verdadera

que hay entre las cuatro cantidades que entran en las cuestiones del
interés, '
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que para hallar el valor de un capital cualquiera al cabo de
un ajio, no hay mas que multiplicarle por 1+ r.

Segun esto, el valor del capital ¢(1-r) al fin del afio si-
guiente, 6 el valor del capital ¢ al cabo del segundo afio, sera
¢(1-}-r)?; al cabo del tercer ano el valor de dicho capital sera
¢(1-Fr)*; y en general, el valor del capital ¢ al cabo de los ¢
afios sera ¢(1-4-r)*: y como a esta cantidad hemos llamado €,

sera
C=c(+7r):.
Supongamos ahora que el tiempo / sea un namero frac-

cionario 2~ de afio.
q
Para hallar en este caso la relacion pedida, llamemos  al

interés de 1 en el tiempo -;— de afio: el interés de ¢ en el tiem-

po )—lq— de afio sera cx; luego el capital ¢ se convertira al cabo

del tiempo -%- en ﬂ+am=c(i+m) : es decir, que para ha-

llar el valor de un capital cualquiera al fin del tiempo J‘i‘_ de

afio, no hay mas que multiplicar dicho capital por 1--.

Segun esto, el valor del capital ¢ al cabo del tiampn_? e-

ra ¢(14-2)*; al cabo del tiempu% sera ¢(1 +x)% y en gene-,

ral, el valor del capital ¢ al cabo del tiempo i;— serd ¢(1 +m)p:

y como 4 esta cantidad hemos llamado C, serd C==c(1-}-2)A].
Tambien el valor de ¢ al fin del tiempo —g—, 6 un afo, es

¢(1-+x)?; y como por otra parte el valor de ¢ al cabo de un
afio es ¢(1+-r), sera . ..

c(14-2)" =o(14r),
de donde resulta

L e=(14r)".

-
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Sustituyendo este valor en la ecuacion [1], serd

* sl ((1+r)?) —c(14n) ",

0 bien
C=c(1+r).
Vemos pues que, cualquiera que sea el tiempo, entero 6

fraccionario, la formula es siempre C==¢(1-r)’; 6 tomando
los logaritmos de ambos miembros,

log C=logc-¢tlog(1--r),

ccuacion que nos dara cualquiera de las cuatro cantidades C,
¢, Ly r, conociendo las otras tres.
Asi, si la incognita es ¢, tendremos

| log e=log C —tlog (1-+r).
Si la incognita es ¢, sera
log C—logec

_ log (1+4r) °
Finalmente, si la incbguita es r, sera

log C—log ¢
log (4-1rf) /=iy ’

Ejemplos. 1.° ;En cudntos afios se duplica un capital im-
puesto al 5 por 100, y no percibiendo los rédilos?
- En este ejemplo conocemos el capital primitivoc, lasuma
del capital primilivo y de sus intereses 2¢, y el tanto por 1 que
es r=0,03; y la inedgnita es {: luego sustituyendo en la for-

fims

log € —loge¢
mula = oG AP los valores de C y r, tendremqs
log 2c —log ¢ log 2 "
oy T i e e e Sk

2.°  :Cudl serd el valor de un capital al cabo de cien ahos im-
puesto al 5 por 100, y no percibiendo los reditos?
Conocemos el capital ¢, el tanto por 1 r=0,05, y el nu-
mero de afios { =100, y la incégnita es C.
Sustituyendo los valores conocidos en la férmula C=
¢(14-1r)t, serda C=c (1,05)'*°. Efectuando esta potencia por
medio de logaritinos, hallaremos 151, despreciando la frac-



212 ,

cion que ademas resulta: por consiguiente C=151 ¢, es de-
cir, que un capital cualquiera impuesto al 5 por 100, y no
percibiendo los intereses, se hace al cabo de un siglo 131 ve-
ces mayor de lo que era al principio. |
- 3.°  Cudl es el capital que 4 & por 100, y no cobrando los
intereses, se convierte al cabo de 7 anos en 9659,2 reales?
En este caso tenemos C=9659,2; r=0,04; =7; y la

incognita es ¢.

Sustituyendo los valores de los datos en la férmula

log c==log C —tlog (1 -|-r),
sera Jog e==log 9639,2 — 7 log 1,04.

Efectuando este calculo, se halla c==7525 reales.

Nora. Hemos hallado la formula C=¢(1--r)', admitiendo
como es cierto, que la unidad de dinero produce interés aun
en el tiempo mas pequeiio; de manera que el valor ¢(1 -7
del capital ¢, al concluir el liempo ¢, se compone del capital
primitivo, de los intereses que este produce en todos los ins-
tantes del tiempo ¢, y de los intereses que producen los inte-
reses. El interés calculado de este modo, que es el verdadero,
se llama interés compuesto, y el interés calculado en la supo-
sicion de que los intereses de un capital son proporcionales a
los tiempos, se llama interés simple (a).

Caleulo de la poblacion de un pais.

249. Sea h el namero de habitantes de un pais, a su au-
mento anual por cada habitante (cuyo aumento es facil calcu-
lar, conociendo el aumento anualde 100, 1000, ete, habilan-
tes), ¢ el tiempo espresado en afios, y H el nimero de habi-
tantes del mismo pais al cabo del tiempo ¢: se demostrara del
‘“mismo modo que en la cuestion del interés que, cualquiera
que sea el tiempo ¢, se tiene H=h (1 -|-a)!, ecuacion de la
cual se deducird cualquiera de las cuatro cantidades, dadas
las otras tres.

cEn cudntos aivos se duplicard el mimero de habitantes de un.

ais cuyo aumento anual es de———?
pais cuyo awmento anua dcwg

RES

(a) En mi Memoria sobre el cdleulo del interés he demnostrado que el
interés compuesto, 6 mas bien el interés verdadero, es menor qne el in=
terés sitnple, cuando el tiempo es menor que 1 afio; y mayor, cuando el
tiempo es mayor que 1 afo.
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Conocemos h, H=2h, u'——i;g , y la incognita es . La

log H— log h
log (1--a)
log 2 -

log 190 —log 189

tuando el calculo indicado, resulta t=151 afios, desprecian—
do la fraccion que ademas resulta.

formula H=h(1-}-a)* nos da (= ; y sustitu-

Efec—

yendo los valores de H y a, t =

ArticuLo 2.°

Anualidades.

250. Se llama anualidad la cantidad conslante que debe
darse anualmente con objeto de pagar el interés de un capi-
tal recibido & rédito, y de estinguir esta deuda al cabo de un
numero dado de afios. '

Hallar la relacion que liga & los cuatro cantidades, capital,
tanto por 1 anual, nimero de afios al cabo de los cuales se ha de
estinquir la deuda, y anualidad.

Sea ¢ el capital, r el tanto por 1 anual, ¢ el namero de
afos y a la anualidad.

Al fin del primer afio el prestador recibe la anualidad a,
la cual al cabo de los t— 1 afios, que faltan hasta la estincion
de la deuda vale a(1 +r)—?'. La anualidad « dada al fin del
segundo afio valdra al fin del Gltimo afio a(1 4-r)*; la anua-
lidad ¢ dada al fin del tercer afio valdra al fin del Gltimo afio
a (1 -+1)", ete. ; y la anualidad ¢ dada al fin del Gltimo afio
vale a: de modo que todo lo recibido por el prestador vale al
fin del altimo afno \

a(1-4r) " +a(t L)t fa(1-+n) 2+ a(l-rda(14r)t+a.
Estos términos forman una progresion geométrica, cuyo

primer término es g, la razon 1 -7y el numero de términos
i: luego la suma de todos estos términos serd (nim. 259)

a ( 1 -|—*r )tl_—ﬂ
- -

El capital, que ha entregado el prestador, vale ¢(1--7)" al
cabo del tiempo ¢ luego, como la cantidad dada por el pres-
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tador debe ser igual a la recibida por el mismo, para quedar
pagado, la relacion pedida sera -

pltas e P ERON

de la cual se deducird cualquiera de las cuatro cantidades c,

r, t y a, dadas las otras tres.
~ Asi, siendo a la incégnita, se tendra

T A-+r) -
| (Adr)—1
Si la incognita es r, hay que resolver una ecuacion del
grado ¢ 1. J _
Si la incognita es ¢, se hallara
ol a(14-r)t —a
r(14r)y

Finalmente, si la incognita es {, se despejara primera-

mente (1 41r)?%, y sera
a

(4+r) ==

3
a-—nre

y por consiguiente

__ log a—log ( a—rc)

log (1)
ArricuLo 9.°

Rentas vitalicias.

951. Se llama rventa vilalicia la anualidad que recibe una
persona por un capital prestado, con la condicion de que al
fin de su vida quede estinguido su haber. , |

Para hallar la anualidad que debe recibir el prestador,
conociendo el tanto por 100 del interés ordinario, no hay mas
que suponer que el numero de afios en que se ha de estinguir
su capital, es el namero probable de afios de vida del mismo.

Hé aqui la tabla de Duvillard sobre la probabilidad de la
vida humana en Francia en el altimo siglo.
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Edad de la persona.
1, 8, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, B0, BB, 60, 65, 70,75,80,85.
Tiempo probable de vida.
37, 435, 43, 39, 354, 324, 293, 26, 23, 20, 17, 14, 14, 83, 64, 5, 34, 24

No debe considerarse esta tabla como muy exacta; pnes,
segun calculos hechos en otros paises, el tiempo probable de
vida es mayor que el que indica la misma tabla.
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NOTA 1.°
TEOREMA DE LOS LIMITES.

Sabemos ya (Arim. nmidm. 123), que se llama limite de
una cantidad variable la cantidad constante & la cual la varia-
ble se puede aproximar cuanto se quiera, sin poder nunca
igualarse & dicha constante. ,

Teorema. Si dos cantidades variables son constantemente
squales, sus limiles son iquales.

Sean { y I' los limites de dos variables siempre iguales;
admilamos que estos limites no sean iguales, y que haya en-
tre ellos la diferencia d, que serda una cantidad constante.
Consideremos & las variables en el estado en que sus valores
vy v se diferencien.de sus limites menos que d, lo que és
posible, puesto que las variables pueden aproximarse a sus
limites tanto como se quiera: sean & y &' estas diferencias me-
nores que d. _

Esto supuesto, pueden suceder dos casos: 1.° que las va-
riables sean mayores que sus limiles; 2.° que sean menores.

1.e caso. Tenemos l=—=v—3, I'=v'—2¥'; luego restando,
y teniendo en consideracion que vgﬂ’ son iguales, resulta
|—l==0'—3; y pues |—I'=d, serd ¢'—d=d: igualdad im-
posible, porque siendo & y &' menores que d, su diferencia no
puede ser igual & d. Luego queda demostrado que los limites
I y I no pueden tener diferencia, 6 que son iguales.

2.° caso. Tenemos l=v--8, I'=v'-}-¥'; luego I—I'=3—%';
y pues l—I'=d, sera 8—&'=—d, igualdad imposible.

Luego los limites [ y ' son iguales.

NOTA 2.2
RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.

Sea la ecuacion ax®+ bz - ¢==0, cuyas raices queremos
hallar. Pasando ¢ el segundo miembro, serd az® - br=—_c.
Multipliquemos los dos miembros de esta ecuacion por 4a, y
la ecuacion sera

ha*x* - 4abxy=— lac.
Observemos ahora que el primer miembro de esta ecua-
cion consta de los dos primeros términos del cuadrado del bi-
nomio 2ax--b; luego para que el primer miembro sea un cua-

¥
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drado perfeclo, afiadiremos 6* 4 ambos miembros, y entonces
la ecuacion sera |

40°2* + habx - b* =b*— hac. |
Estrayendo ahora la raiz cuadrada de ambos miembros, seri

2%+ b==V b — hac,
i 23 —b=+=Vb —Lac
y por cqnmgulente e 9 )

resullado que nos da la regla siguiente:

En toda ecuacion de la forma ax?+bx-4-c =0 lg incognita
es wyual al coeficiente del sequndo término mudado el suymo, == la
raiz cuadrada del cuadrado de dicho coeficiente , disminuido en el

cuddruplo del producto de los coeficientes estremos, dividido todo
por el duplo del coeficiente del primer término.

Consideremos ahora la ecuacion ax*~-2bx -+ ¢ =0.
[ [
Pasando ¢ al segundo miembro, sera ax’4-2bx=——c.
Multiplicando los dos miembros de esta ecuacion por a, sera

a* 2 2abxr— —qc.

Como el primer miembro consta de los dos primeros térmi-
nos del cuadrado del binomio ax - b, completaremos su cua-
drado anadiendo »* 4 ambos miembros : tendremos pues

| 0’2+ 2abx - b= b*— ac ;
y estrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, sera

— e ————. iy

ar-+b= == Vh— g ]
de donde resulta

—b==V b —qc _
% a

Luego en toda ecuacion de la forma ax’+-2bx—+ ¢=0 ln
tneognila es iqual & lo mitad del coeficiente del sequndo término
mudado el signo , == lg raiz cuadrada del cuadrado de dicha mi-

tad , disminurdo en el producto de los coeficientes de los términos
estremos , dividido todo por el coeficiente del primero.

Estas dos reglas son de una aplicacion mucho mas venta-
josa que la regla ordinaria. -

En efecto, la regla ordinaria nos daria para la ecuacion
%" bz --¢=0, despues de partir esta euuaﬂiﬁﬂ por. -4,

m-—r—.—.
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- _
T= 7 o s . reduciendo ahora los dos quebrados

%2 V Aha* a
b* c . i _
i y — al comun denominador 4a?, estrayendo la raiz cua-
a a
drada del denominador %a?, y sumando en seguida los dos

TR
quebrados e y 4V 4“: resultarian los valores de w,

20 20
que se obtienen inmediatamente por la regla nueva.
En la ecuacion ax*--2bz--¢=0, despues de partir por a,

. - iz b 0oy b
tendriamos por la regla ordinaria p==—- st s
que despues de varias operaciones, se reduce a

—p=V b —ac
o Rr ¥
e o
resultado que se obtiene inmediatamente por 2 regla nueva.

“h

Ejemplos.
£° Ay +(Bz+-D) y-+ Ca*+ Ex+-F=0.
Tendremos inmediatamente
o e i) +\/Big* - 2BDa+D*—4A(Co’ + Ex 1 F)

3

24
Bx-}-D_, 1
y= :r;}; <= V/(B*— 440) w* + 2(BD —24E)0 4 D'— 44F.
9.0 Ba? 62 —3=0.
3V 45 —3=V24
Sl 5 il i

Volviendo 4 resolver estas ecuaciones por la regla ordina-
ria, se vera palpablemente la ventaja de las dos reglas nuevas. .

| e - O QR
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