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PROLOGO.

Nos proponemos e este prologo dar una idea del objcto
de 12" geometiia analitica, y de 12 obra que con este ttulo pre-
sentamos al phblico intefigente, S

Ya se sabe que la geometrfa general es la ciencia cuyo
objeto es la resolucion dé los problemas ‘de las lineas; de las
superficies de los cuerpos, ¥ de los espacios que estos ocu-
pan. En el estudio de la geometifa se dehe principiar na-
turalmente por su parte elemental; pero este estudid_pudi_éxa
restringirse mucho mas de lo-que se’ acostumbra, para los
que han de estudiar en adelante 1a geomelria analftica.

Los problemas principales de Ia geometria plana son:

1. Tangentes, 2 ° asinfotas, 3.° ceniro y didmetros, 4.°
semejanza, 5. nimero de condiciones necesario 4 la deter-
minacion algéhrica de las lineas, 6.° cw vatura, 7.° cuadia-
tura, 8. rectificacion. S

Los de la geometifa del espacio son : :

1.° Planos tangentes, 2.9 centro ¥ planos diametrales,
3.0 semejanza de las supetficies, 4.° nfimero de condiciones
necesario 4 la determinacion algébiica de Ias superficies, 5.°

curvatura, 6.° cuadratura de las supetficies, 7.° cabatura

de los espacios limitados, ,
Bl método que se seguia, anies que Descartes pusiese los
fandamentos de la geometija analitica, en la resolucion de
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aigunos de “estos problemas, (p‘t‘ie‘s los gedmetiad atn no se
habian Ocupado ‘de todos ellos) era un método especial, es
decir, -diferente pdara eada linea, superficie 6 cuerpo; de suer-
io que en eada casc particalar habia que vesolver el mismo
problemd, sin que su resolucion en otros eases evilase nuevo
trabajo en el caso propuesto. Se trataba, por ejemplo, de
tirar tangentes & la elipse; el método seguido para tivar tan-
gentes al ciicalo éra completamente inlitil, y habia que ha-
cer unestudio especial dela elipse para vesolver dicho pro-
blema; el método seguido para la elipse, ya no se aplicaba
4 la hipérbola; en’ una palabra, cada curva exigia nueve es-
tudio para 1la resolucion del problema. Lo que acabameos de
deeir respecto del problema de las tangentes, sucedia idénti-
caménte en los otros problemas. - '

La geometifa analitica resuelve todos estos problemas por
métodos  generales, -sin que la aplicacion de eslos méiodos
generales & los diferentes casos particulares presente mas que
dlﬁcultadts qecundaildq

b

Asi, la ecuacion ¥ — J m=— S (z-— '} resuelve gene--
N B - ¥ ’
ralmente los problemas de las langentes 4 las curvas planas,

SR L .
La espresion f ydx nos da el area de tina superficie plana
a

cualquiera; comprendida entre el eje Oz, la curva y las dos
ordenadas rectangulares cuyas abscisas correspondientes son ¢

y b La ecuacion B=-———d;_‘]—~ nos da el 1adio de cui-

vatura de upa cuiva plana en el punto (%, ). La ecuacion
foxmtfyxn+f.=0 nosda los planos diametrales de las
saperficies de segundo éirden. Ete., ete

Con lo. que acabamos de decir, creemos, se habrd com-—
prendide cudl es el objeto de la geometria analitica.
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Respecto de  nueslra -obra diremos; . -que; los probiemas
aenerales de oeomotrm piana, de. que- nes hemos. ocupado,
son: el de las tangenies 4 las curvas algehncas- el de las
asfnlotas & las curvas algebucas y.. l1aseendentes; la teorfa
de los centros y didametros para las cuivas de: segundo.gra-
do, pucs - pata las demés esta teoria no- presenta utilidad;
la teotia de la semejanza, v el nlimero de condicienes nece-
sario para la determinacion algéluica de las lincas de segun-
do 6rden. En Ia geometiia del espacio hemos sido mucho
mas coltos; pues no nos hemos ocupado mas - que de las
teorias de los planos tangentes, centros y plauos diametrales,
suficientes para el estudio principal de las superficics de se-
.gundo brden.

Se ve, pues, que no hemos llenado, ni con mueho el 0b~
jeto de la geometria analitica: era. necesario, para esto, va-
lernos de los caleulos diferencial é inlegral. Asi que, el tra-
tado que presentamos, y. cuantos hoy ilevan este nombre, de-
ben considerarse como una parte de la geometria analitica,
cuyo estudio se complela con las aphcacmnes veometncas
de los calculos supermles '

Neia. Los nimeros de nuestra obra que pueden omitirse
en un enrso de regular estension de gcometna analltlca son
los siguientes:

11,12, Nota 2 ° del 17, y los problemas del misn_no‘nilme---
ro siguientes af 3.°; todos fos problemas del niim. 418, escep-
to e} primero; 38; la nota del tercer caso del nimero 43; 45,
50; 33, 2." solucion y las nolas 1.y 2 *; 54, dos de lastres
soluciones; 56, la resolucion del probiema 3.° con respecto a
ejes oblicuangulos; 58, la resolucion geomélrica, y si Tesol-
cion con 1especlo & ejes oblicudngulos; art. 3.° pig. 102;
67, 68; 70, la ecuacion de la normal 1eferida 4 ejes obh—
cudngules; el ejemplo 1.° pag . 126; 77, M; algunos .'em---
plos del nam. 99; 104, 124, 125, 126, 127 la mola_del
nim. 133; el problema 4.° del: nGm. 136; l.a;disc_usmn de
las férmulas del problema 2° niim 4162; 157, 168..169;
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problema 4.° del nim. 178; la construccion geométrica del
problema nim. 204; articulo 6.° pdg. 279; 251, 232, 240,
244, 245, 246, 247; capitulo XIH, pag. 522; 209, 327,
328, 329, 530, 350, 351, 352, 359, 560, 364, 3635, 569,
584, 388, 591; y la nota 2.* al fin de la obra

Los profesores modificaran, segun crean convenienle, esta
indicacion nuestra. :
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ALGEBRA A LA GEOMETRIA ELEMENTAL,
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INTRODUCCION AL ESTUDIO
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GEOMETRIA ANALITICA.
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CAPITULO PRIMERO.

Nociones preliminares.

4. Se llama aplicacion del dlgebra & la geometria elemental
la ciencia que trata de la resolucion de las cuestiones de 1a
geometria elemental por medio del céleulo algébrico ordi-
natio (1).

Para que las cuestiones de geometria puedan resol-
* verse por medio del cileulo algébrico, es menester re-
presentar algébricamente las lineas, las superficies y los es—
pacios que ocupan los cuerpos. o

Una linea cualquiera se repiesentard de una manera ge-
neral por una letia, que serd la razon comensurable & in—
comensurable de dicha linea 4 otra que se haya temado por
unidad. Una supeificie cualquiera se representara de un mo-
do general por el producto de dos letras, valores numéricos

{1}, Ya se supone que estas cuestiones han de tener alguna com-
plieacion ; pues seria ridiculo , impropio & imposible resolver por el
caleulo los problemas primeros ¢ fundamentales de la geometria le-
mental, :

i
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‘de sus dos dimensiones; siendo unidad lineal el lado del
enadrado tomado por unidad de superficie. Un espacio limi-
tado cualquiera se 1epresenta de una manera general por el
producto de Tres letras, valores numéricos de sus tres dimen-
siones; siendo unidad lineal el lado del cubo que se toma
por unidad de espacio.- o

Representado algébricamente tanto las lineas como las
superficics y los espacios, se podran resolver por medio del
chlenlo las cuestiones de geometr{a, es decir, las cuestiones
en que sé trate de hallar alguna longitud , drea & volumen;
ligando primeramente por medio de etuaciones & las incbg-
nitas con las eantidades conocidas, y despejando en seguida
las incégnitas , segun las reglas del algebra.

CAPTYULG 1L

Homogeneidad.

9 Se entiende por grado de un monomie racional y en-
tero, €l numero de sus factores literales, & mas bien fafto-
" ves variables ; es deciv, factores cuyos valores varfan, va-

“7iando la unidad 4 que se refieren.

Asi, el monomio =R, area del cireulo, es de segundo,
grado, puesto que = €8 un factor constante, y B, radio det
cireulo, varia de valor, variando la unidad. El monomio

4 . . .
%™ R, volimen de la esfera, es de tercer grado por igual :

razon.
S Nlama grado de un polinomio hiomogéneo, racional ¥

entero el grado de cada uno de sus términos.
Se llama grado de una espresion fiaccionaria la diferen-
cia de fos grados del numerador y denominador.
3

Asi, la espresion , en que lasletias representan can-

tidades que varfan, variando la unidad , es de tercel grado.
Ka*b—3ab®

m-+n

representan cantidades valiables.

Laespresion es de segundo grado, silas letras
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Se llama grado de una espresion radical el cociente que
resulla, partiendo el grado de la cantidad que estd hiajo del
radical pot el indice del radical. -

‘Asi, la espresibn Vﬂ_“ ,enquea y bson cantidades

3 4b abz
variables, es del gr ado = La espresion V ______a m_::

es de segundo grado, supomendo que las letras representen
cantidades que varian, variando la unidad.
3. Ecuacion homogénea es aquella ecuacion cuyos térmi-
nos son todos del mismo grado
Teorema  Si néngunae.de las Fneas , cuyos valores enlyan en
une ecuacion, es unidad , lo ecuacion es omogénea,
Supongamos para ﬁ_]&I las ideas, que los valores de las
cualro lineas rectas 4, B, C y D esten ligados por medio de
una ecuacion. _J.‘omemos por unidad la linea recta D, y Ha-
memos a4, by ¢ & los valoies numéricos que, en esta supo-
sicion, tienen las otras tres rectas; y admitamos que la ecua-
c10n, sin denominadores, ni Iadlcales seaentonces una ecua-
cion cualgquiera
a—be-i-a*b=0.... TA].

Supongamos ahora que se tome por unidad una reeta
cualquiera I diferente de las cuatro A, B, G, D, v que los
valores de estas cuatro Iectas referidas 4 la unidad U sean
tespeclivamente ¢', &', . Guando Ia unidad es la recta

- D, las tres rectas 4 B y C son respectivamente iguales &
las res rectas aD , 6D y ¢D, esto es,

y cuando la recta U es la umdad las cuatro reectas A,
B, € v D son 1espectivamente 1guales 4 Tas 1ectas a'U, 0'U,
' cUy d'l, es decir;
A=a'U, B=0'U, (=c'U, D==d'U.

Sustituyendo el valor de la recta D en las igualdades an-

feriores, tendremos estas otras:
A=ad'U, B==bd'U, (=cd'U
Por consiguiente serdn iguales la recta a'U y la ad'U/, la
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b'Uyla 64U, la ¢'U y la ed'U; luego tambien serdn ignales
los ntmeros ¢ y ad', &' v bd', 'y od’, esto es, o'=ad’, V'="bd',
¢'=ecd’, de donde resultan

o’ 3 ¢ ‘

o0=—,k b=—, c=-(1

dr B d » dl( )9
lo que prueba que los valores primativos de las 1ecias son tes-
pectivamente iquales 4 los valores nuevos divididos por el nuevo
valor de la vecia que andes fué unidud.

Sustituyendo estos valores en la ecuacion [A], tendremos

esta obra '

a' e ety

T
cuyos términos son todos del giado cero, ¥ por lanto esta
ccuacion es homogénea; v no dejard de serlo, aun cuando
se multipliquen todos sus términos por d°, pala que todos
220 CNLeTOS .

Queda pues demostiado que la nueva ecuacion, corres—
pendiente al caso en que ninguna de las cuatro reclas A, B,
€'y D es unidad, es homogénea, conforme 2l enunciado del
tcorema.

Corolatio.  8i la ecuacion, que lga los volores de variasr ec-
tus, no es homogénea , olywna de las vectas que debia eniray en
ellu se ha tomade por unidad ; pues s no fuese asi, lo ecuacion
sevie homogénea.

4. Dada una ecuacion no hemogénea, conviene i veces

=0,

{1} Pueden oblenerse esfas relaciones de un modo mas breve por el
siguienie razonamiento : cuando la recla U es la unidad, of valot de Ia
recta D es & ; luego 1a nueva unidad U es d' veces menor gue la uni-
dad primitiva D ; luego los nueves valores de las rectas 4, By G serdn
d’ veces mayores que los primitivos, es decir que

a'—ad’ , b=bd', ¢'=cd’,
o' b o
de donds 8= — b=, == —.
& AT
Poro ests 1azonamiento no es general , porque en él hemos supuesto
que ¢’ es un- mimere entero ; siendo asi que puede ser un nimero frac-
eiohatio , ¥ aun incomensurable. En el némero 24 de la trigonometria
nos servioos de este vazonamiento, porque alli era d=101°
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hallar 1a ecuacion correspondiente; no siendo unidad la recia
que antes lo fué, ni ninguna de las otras, cuyos valores en~
tran en la ecuacion, & lo que es igual, siende la unidad in-
delerminada : hemos visto en la demostiacion del teore-
ma [5], que los valores primitivos de las rectas son respecti-
vamente iguales & los valores nuevos divididos por el nuevo
valor de la 1ecta que antes fué. unidad; luego, para hallai
la nueva ecuacion, no babrd mas que sustituir en la ceva-
cion propuesta, en vez de cada letra, representante de recta,
su 1azon al nueve valer de la unidad primitiva. Como des-
" pues de esta sustitucion resulta una ccuacion homogénea,
peto cuyos iérminos son todos del grado 0, se hallard mas
brevemente la nueva ecuacion, haciendo homogénea Ia pri-
mitiva, multiplicande los términes faltos de factores por po-
tencias del nuevo valor de la recta que antes fué unidad.
Ejemplos ~ 1.° Sea la ceuacion a*z—br-+c¢==0, siendo
a, b, ¢ v ¢ valoies de cuatio rectas. La falta de Bomogenei-
dad de csla ecuacion proviene, segun queda demostrado, de
que una recta, cuyo valor debia entrar en dicha ecuacion,
se ha tomado por unidad. Supengamos aliora que no es uni-
dad dicha recta, ni ninguna de las otras éuyos valoies en-
tran en la ecuacion , y que sea 4 el nuevo valor de Ja recta
que antes fué uridad, La ccuacion correspondiente serd, se.
gun la primera regla,
ex b e
TETTY

6, multiplicande por &%,
ot x—bdr-t-ed* =0,
Segun la olra regla se Lallata inmediatamente
a*z—bde--ed*=0.

No se pierda de vista que’las letras de esta nueva ecua-
cion representan nimeros iguales respectivamente 4 los que
1as mismas letras representan cn la ecuacion propuesta mul
tiplicades por 4 -

2.° Representando @, a y b ties lineas rectas, suponga-
mos que s¢ haya hallado x:i/ag—b. Desde Juego vemos que

psta ecuacion no es homogénea, Si queremos hallar la ecua-
‘cion correspondiente, no siendo unidad la recla que anies lo
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feé, y siendo 4 el valor nuevo de dicha- recta, tendremos,
gegun la primera regla, '
3 e 3
:n & b, V e 1w
= 7 0= a*d—bd*
Porla segunda regla hubiéramos hallado inmediatamente

esta ecunacion, ohservando que, sicndo el radical el valor de
la recta x, debe ser una espresion de primer grado, y per
tanto la cantidad que estad bajo del 1adical, debe ser de tercer
grado , puesto gue el indice del radical es 3.

Nota. El teorema sobre la homogeneidad de las ecuacio-
nes es de muchisima utilidad pata la verificacion de los cal-
eulos; pues, suponiendo la unidad indeterminada, las dife-
rentes ecuaciones que se vayan obteniendo, deben ser siem-
pre homogéneas; por lo que, si falta en alguna esta circuns-
tancia, es pluehade que ha habido erver. Nodebe, pues, fijar-
se la umdad en los calculos, porque se perderia esha ventaja;
anicamente en las lineas trigonemétricas, que tan 4 menudo
ocutren , conviene, para la sencillez de las férmulas tiigo-
.nomemcas gue la "unidad sea el 1adio ; ; ¥ en tal caso las li-
neas tugonométucas son cantidades que no varfan, variando
1o unidad 4 que estan 1eferidas las reetas que entran en la
ecuacion ; y por consiguiente la ecuacion debe ser homogé-
nea con respecto 4 las olras letras.

Asi, la ecuacion que da el teorema fundamental de a tri- -
gonometifa rectilinea, que sabemos es
=0 4c*—2bccos A4,
es homogénea, prescindiendo del factor cos A que no vatia,’
aunque varie la unidad & que estin referidos log tres lades
del tridngule.

CAPITULO EREL

Consfrucciones geométricas.

Arnicure 1.°
Nocrones pieliminm es

5. Las espresiones bneales 0 de primer grade construibles
por medio de la 1egla y el compas son las espresiones ente-
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ya8, las espresiones fraccionarias racionales, y las espresio-
nes 1adicales cuyo indice es 2", siendo 2 entero y positivo,
es decir, las cantidades radicales cuyo indice es 2, 4, 8, eic.
Supondiemos en las constiucciones que siguen, que las
formulas son homogéneas; pues aunque , al hallar estas {or-
mulas, se suponga que algunas de las lineas que debia entrar
“en la ccuacion cs unidad, la magnitud geomeétrica de las li-
neas, cuyos valores entran en la formula, no sufrird altera-

¢ion ninguna, aunque se restablezea la homaogeneidad.

Arrnicoto 2.°

Constouccion de espresiones linenles enteras.

6. Seala espresion
F=a—h-te,

en la que las letras @, & y ¢ son valores puméiicos de tres
iectas, v o es el valor numérico de la recta incdgnita. Para
obtener dicha recta, sin pasar por su valor numérico, ¢ e
que es igual, por medio dé la 1egla y el compas, fomaremos
sobre una recta indefinida las rectas aditivas, cuyos valores
sean ¢ y ¢, una & continuacion de ohra, quitaremos de la su-
ma de estas dos 1ectas la 1ecta sustractiva b, y la parte de
1ecta que quede, serd la recta representada por .

Anievio 3.°
< Construccion de espresiones lineales fi accionasias.

7. Las esptesiones fraccionarias lineales tienen necesa-
riamente un factor mas en.el numerador que en ¢l denomi-
nador ; puesto que su grado es 4. ‘ '
‘Considetemos ¢n primer lugar el caso en que los dos tér-
minos del quebrado son monomios. '

\* Sea la espresion msac—b,
enla que a, by ¢ son valores numéricos de ires reclas: se
trata de construir, sin pasar potr los nlimeros, la recla cuye
valor es %. De la férmula propuesta sale
cr=ub ,
y de aqui resulta la proporcion
. Ceraiibio
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‘Luego la recta & (1) es una cuarta proporcional & las rec-
ias ¢, a y b [Geom. probl. 26].

2
2.° Sea =2
b
De esta ecuacion resulta
. br==qa?,
¥ por consiguiente
bia::a:x.

Luego Ia 1ecta: es una tercera propoercional a las rectas
bya.

2
3.° Sea :n::f;-f%.
]
Escribo esta espresion de este modo:

ab ¢ ¢
:B‘:-—-x-—x-]-r,

L)
Sea « Ia recta representa&a por el quebrado _afb, que serd

una cuarta proporcional 4 las rectas f, a ¥ & tendremos
@ ¢
T== =X

k

Sea € la recta representada por el quebrado ?—c—, que tam-
p _

bien serd una cuarta proporcional 4 las rectas ¢, « y ¢; ten-
dremos por consiguiente
: 6

H He—

2

que es una cuarfa proporcional 4 las rectas g, ye.

Vemos que, para construir una espresion- fraccionaria
cuyos dos términos son monomios, hay que hallar tantas
cuartas propotcionales, cuantos son los factores del denomi-
nador: la Giltima cuarta preporcional es la recta representa-
da pot dicha fraceion.

Supongamos ahora que el uno 6 los dos términos del que-
brado sean polinomios. Se igualara cada pelinomio 4 un mo-

(1)  En adelante, con objeto de abreviar, en lugar de decir Ia recta
cuije valor es a, b, ele. se dird la recta a, b, ete
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nomio cuyos factores sean todos conocidos menos uno: de-
terminado este, v construida la recta que representa, que—
dara el quebrado reducido al caso en que sus dos términos
Son Monomios.
S 3
Ejemplos. 1.° m:—gu?ﬂ—,:
gl
haremos :
abe—d*etf *—=f?a,
siendo = el factor indeterminado ; tendremos

2
=S
roe
espresion que ya sabemos construir; por consiguicnie
2
ﬂ’,‘:.f:‘,’
que tambien sabemos construir.
o my__agb—]—czd- I :
mi—pq
haremos
a*b-*d—b"=0D%x, mn— pq==18,
de donde
at , mn Py
g ), B—— -T2
b T A b b’
espresiones f{aciles de construir. Por consiguiente
bu ba
—— = __, cuarla proporcional.
€ prop
. a*— 4
La espresion e
¢

pucde construise mas sencillamente, transformandola en

__(@1b) (i—b)
=
que es una cuarta proporcional a las rectas ¢, a-{-& y a—b.

Arricuro 4.°
Construccion de espresiones lineales radicales, cuyo indice o5 2®,
siendo 1 entero y positive.

8. Consideremos en primer fugar las espresiones radica-
les de 2.° grado
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8i la espresion radical de 2.° grado, que representa una
recta, es homogenea la canlidad que estd bajo del radical
serd de 2.° grado [2].

Tcnemos que considerar enatro casos: 1.° que | ta espre-
sion que estd bajo del radical sca un monom:o 2.° que di-
cha espresion sca un polinomio entero, 5.° que sea una frac-
cion cuyos términos sean monomios, l1 que sca una frac—
cion de la cual el uno 6 los dos términos sean polinomios.

{° Sea _ :;\/ab s
siendo, como se ve, un monomio la cantidad que estd bajo
del radical.

Elevando ambos miemhros al cuadlado tendiemos
x*=ab,
de donde 1esnlta la propoicion
gr@iswr by

luego # es una media propercional entie ¢ y & [(’gomp,gfm
probl. 287

2° 81 la espresion de 2.° grado que esta bajo del radi-
cal es un polinomio, la mualalemos 4 un monomio de dos
factores uno conocido y olto incognito: determinada y cons-
truida la recta representada por este [’tctor ; quedard el caso
actual reducido al antetior, :

Sea =V ab+o—de .
ifagamos ah4-¢'—de=ca,
ab de
de donde e e,
¢ ¢
espresion ficil de constinir. Por consiguiente
r= '\/Cm,

que es una media proporcional entre las rectas ¢ y «

5.° Consideremos ahora el caso en que la espresion que:
estd bajo del 1adical es una fraccion, cuyos dos términos son
menomios.
abed
foe

Sea =

et o bl
Esciibo esla espresion aSL:w:VV ;d:
; pr




i1
L bt S,
Hago ———« Construyo esla recta =, v sera
efg B '
z=1 vz,
que es una media proporcional entre ¢ ¥ «.
£.° Si los'términos de la fraccion que estd bajo del radi-
cal, son polinomios, se iguala cada uno & un monomio cu—
yos factores sean todos conocidos menos uno: determinada y
construida la recta 1epresentada por el factor incognito, que-
dard la cuestion reducida al caso anterior.

1 /b o
Ejemplo. RES %—---
. 3
Hago al®4-cd*==1%, de donde u:a%—% 3 ¥ B -ct==b6, de
R .
donde G:b—l—%-‘: sera por consiguiente

_V B _V Pa
=VoETY g
que ya sabemos construir.

(4808 PARIICULALES.

1o VLT

pucde constiuirse, considerando que x es la hipotenusa de
un trigngulo réetangulo cuyos catetos son a y &.

90 ) ?}:‘_,‘/aa_w
es un cateto de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es
a y el otro cateto b

Esta 0llima espresion puede tambien construitse transfor—
mandola en

r=y/la+-0) (=),
que es una media proporcional entre las rectas a0 v a—&b.
3.7 2=/ b O
Fig. 1. Construyo un widngulo rectingulo ABC, cuyos.
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calelos sean: AB==g, AC=b; la hipotenusa BC serd Va0,
Constiuyo un tridngulo rectdngulo BCD (por medio del semi-
circulo} cuya hipoteausa sea’ BC y uno de los caletos sea
CD=c¢, serh el otro caleto BD=va*-{b*—c*. Constiuyo un-
tridngulo rectangulo BDE cuyos catetos sean BD y ED, pro-
longacion de CD ¢ igual 4 d, y tendré BE=va*+ b*—¢* - %
Comtruyo finalmente un tnangulo rectdngulo BEF cu-
va hipotenusa sea BE y un cateto EFﬁﬂc, ¥ sefd BI'=
Vai-br—ct 2 —

9. Pasemos aho:a 4 la coustruceion de las espresiones
radicales de cuarto grado, las cuales deberdn tener bajo del
radical espresiones tambicn de cuarto grado.

Consideraremos, como en el caso anterior, los cuatio casos
siguientes: 1.7 la cantidad que estd bajo del radical es un mo-
nomio, 2.° un polinomio, 3.° un quebrado cuyos dos térmi-
nos son monormios, 4.° un guebiado cuyos dos términos son
polinomios, 6 por lo menosuno de ellos,

1.° w:{/abcdi
hago ab=e?, a==\/ab; ¢d=6*, 6=v/cd,
que son dos medias propoicionales; y por consiguiente
azg-z ::\/:/E_.,

que es otra media proporcional
Los demdés casos se reducen, como en ias radicales de se—
gundo grado, al que acabmms de considerar.

Asi, siendo
4 —_—
e %
== Vaﬂb—cﬂd-k- -f-—,
g

oLy
haremos _ a‘“bu‘qad+?:a %,
eS8
¢ g4

espresion que sabemos construir: por consrgmenlv

a::x/ .
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Para construir esta espresion, hago aa==6%, 6__1/41% sera
por consiguiente 9

L —
n=V4%* =V at media proporcional en-
treaysé '
Con igual facilidad se construiran las cantidades radicales
de 8.° grado, 16.° grado, elc. '

Articuro 5.°

Construccion de las vaices de las ecuaciones completas de 2 ° grado
~y de las ecuaciones bicuadradas, sin resolverlas.

10.  Resolviendo las ecuaciones de 2.° grado v las ecua—
cioncs bicnadradas, resultan radicales de 2.°¢ 4.° grado, que
va sabemos construir. Mas actualmente tratamos de construix
las raices de estas ecuaciones sin 1csolverlas.

1. ° Ecuaciones completas de 2.° grado.

Toda ecuacion completa de 2.° grado puede reduciised la

forma
g -hP=
Poniendo en manifiesto los signos que pueden tener estos
términos, tendremos las cuatro ecuaciones siguientes:
&'+ ax--6'=0,
& —ax--h=0,
2 ar—b'=0,
7t e —b2==0).

La primera de estas ecuacioncs no puede lener raices po-
sitivas, pues la suma de tres cantidades positivas no puede
ser wual 4 cero; y ademas la regla de los signos de Descartes
lo piueha La segunda es la transformada en —x de la prime-
1a ecuacion [Aly. super. 202]; luego sabiendo consiruir las
raices de la segunda ecuacion, estas raices, precedidas del
signo —, seran las de la ecuacion primera.

Para u)nstruu las raicesde la ccuacion segunda, podemos
eseribir dicha cenacion asi:

b=z (a—ax) . .[17,
y ahora vemos que b es una media proporcional entre las
rectas ¢ y a—u.
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Fig. 2 -Esto supuesto, sobre una recta AB=q desecri~
bo un semicirculo, en un estremo A del didmetro AB le~
vanto una perpendicular AG=b, por el estremo € de esta
perpendicular tito una paratela CE al didmetio, y las dos
1eclas CD y CE seran las dos raices de esta ecuacion.

En efeclo, bajando la perpendicular DF, tendremos [Geom .
teor. 68, Corol.]

DF=AFxFB, 6 8+=CD (a—CD),

igualdad que 1esulta sustituyendo en la ecuacion [1] en u-
gar de » la linea CD; luego CD satisface 4 esla ecuacion, 6
es raiz de la misma.

Del mismo modo se demuestia que larecia CE es la otra
raiz.

Fiy 3. SiAC 6 b fuese igual & g-,l'alecta CEseria tan-

-

gente 4 la circunferencia, y las dos 1aices serian iguales 4
CE; como debe ser, pues la ecuacion es entonces

: 2 . 2
r— am+%§0., 6 (:b-—- %) =0,

o . , &
eyyas dos Taices son iguales a 3

S8i b>%, la paralela al didmetro AB no corta 4 la circun- '

ferencia, y por tanto la ecuacioa no tendrd ninguna raiz

real; y en efecto, entonces la ecuacion, llamando 42 al esceso
2

de »® sobie -i—, s

mﬂ—awﬁi‘-%‘» +-8=0,

e\, .
es decir, la suma de dos cantidades positivas igual 4 cero;
o que es imposible, teniendo # valores reales.
Construyamos ahora las raices de la 3.° ecuacion
&' ax—b=0.
Sabemos que estas 1aices no pueden ser imaginaiias,
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pues el producto de dos cantidades imaginarias conjugadas
w18y —1, a—6v —1eslacantidad positiva «*4-6%; y tam-
hien [Aly. 177], que una de dichas raices es posiiiva y la
otra negafiva; siendo la negativa la que tendrd mayor longi-
tud, puesto que la suma de las dos es —a.
Fa‘g‘. &.  De esta ecuacion resulta

=g {a-}-x);
es deciv que bes una media piopoicional enlte % y a-fa.
Por lo tanto, deseriboun cireulo cuyo didmetro sca a, en
ue panto A tiro una tangenle AB=b, desde ¢l estremo B tiro
la secante BD que_pase por el cenho y tendré que BEy
—BD serdn las raices de fa cenacion propueqta
En efecto, tenemos
AB*=BRExBD,
i) b*=BE (¢} BE),
es decir que BE salisface 4 la ecuacion propuesta, 6 es raiz
de esta ecuacion. Para probar que —BD es raiz dela misma,
tengo BE=BD-—a; v como .
o AB*=—BEx—BD,
sera : AB*=—BD (a—BI);
iuego tambien —BD satlsface 4 la cuestion propuesia, ¢ es
raiz de ella.
Las raices de la ecuacion cuaria solo se diferencian en el
signo de las raices de la tercera ecuacion [Aly. super. 292].
11. Ecuaciones bicuadradas.  Las ecuaciones bicuadradas,

poniendo en manifiesto lossignos de sus soeﬁcnentes, presen-
tan los cuatio casos siguientes:

:v"-—'fwaﬂmz +#=0,

' — gzt =0,

at-batet—=bt=0,

5 — gt =0.
Las raices de la primera ccuacion son imaginaiias, pues
poniendo en vez de @ una cantidad real, tendriamos en el

primer miembro la suma de tres cantidades positivas, la eual
no puede ser igual 4 cero
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Para construir, sin resolver, las raices de la segunda ectia-
‘cion, hagamos @*=qay, v tendremos

Gy —a’y1b'=0,
bA
Y—ay+—-;=0,

=

, . b
6, haciendo — =,
6

¥ —ay-+a*=0.

Construyendo las raices de esta ecuacion , que podrin ser
reales y positivas, 6 imaginarias {Alg. 177], y llaméndolas,
si son reales y positivas, = ¥ &, tendremos

HP=da, =08,

y ahora se hallaran los cuatro valores de &, constiuyendo dos
medias proporcionales entre las cantidades a y «,a y6, y
tomando estas medias pioporcionales positiva y negativa-
mente. _ _

Con tanta facilidad se construyen las raices de lasdos @l-
fimas ecuaciones.

Arricuro 6.°
Construccion de espresiones de 2.9 y 3.5 grado

12. 8i se quisieran construir espresiones de 2.° grado,
que ya sabemos, representan superficies, ignalariamos dicha
espresion al producto de dos factores, uno conocido y olro
incognito; se construiria la recta representada por este alti-
mo; ¥ entonces la espresion propuesta representaria un pa-
ralelégramo, cuyas dimensiones son estos dos factores.

- Ejemplo. Tratemos de construir la espresion

a*b—c’d |

igualandola 4 o= serd )

| o of T of
Construida la recta «, la espresion propuesta representa-
ra un paralelogramo cuyas dimensiones son g y « :
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Si la espresion es de 3. grado, se igualard al producto
de tres factores, dos conocidos y uno incégnito, se despejara
y construird este; y ‘entonces la espresion propuesta repre~
seniard un paralelepipedo, cuyas tres dimensiones son dichos
tres factores. '

Ejemplo. Sea la espresion

2712
aa-%b_-ﬁLbca

253
Hago ' o' — %w—]—bc’:cﬁa,
Y 2
de donde : a:a—--f-}——{—!]-c?.
¢ o

Construida la recta =, la espresion propuesta represen—
tard un paralelepipedo, cuyas tres dimensiones son g, a y «.

CAPITULO NI

Resolucion de problemas de geomelria elemental,

ARTICULO PRIMERO,
Nocivnes preliminares.

13.  La resolucion de un problema grafico por medio del
caleulo algébrico consta de tres partes: 1. poner el proble-
ma en ecuacion , 2. despejar-la incégnita & las incognitas,
3.% construir los valores de las incdgnitas, cuando sean cons—
truibles por medio dela regla y el compas. ‘

Para poner en ecuacion un problema grafico, se supone
el problemaresuelto, haciendo un croquis de la construccion
que se pide ; y se tiran en seguida las Jineas auxiliares que
se crean convenientes, 4 fin de ligar las incdgnitas con los
datos. _

El despejo de las incognitas corresponde al lgebra.

La constiuccion de las incégnitas debe hacerse sobre la
figura misma del problema , aprovechando las lineas conoci-
das,-de modo que la construccion sea lo mas sencilla posi=

2
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ble, y al mismo tiempo la recta que resulle de la construc-
cion para valor de la inchgnita, ocupe, sin traslacion, el
lugar mas conveniente': en esta doble condicion consiste la
elegancin de la construccion. —

Cuando los problemas grificos se proponen fuera del pa-
pel, como en el terreno, la construccion geométrica de las
incégnilas es inftil, y solo hay que hallar sus valores numé-
Ticos. :

14, Los datos de un problema grifico son todas las can-
tidades que se pueden medir desde un principio; ¥ las in-
cOgnitas son todas aquellas magnitudes dependientes de la
posicion que ha de tener la figara que se trata de construir.
Entre tedas las incOgnitas debe tomatse por priucipol , es de=
cir, debe hallarse la primera, aquella que dé una ecuacion
de menor grado que las-otras; y aun si variag de las lineas
tomadas sucesivamente por incégnilas principales dan ecua-
ciones del mismo grade, debe preferirse la-que dé una ecua-
oion mas sencilla. Si habiendo tomado una linea como in-
cognita principal del problema, se quiere luego tomat olra,

- se tendrd la ecuacion correspondiente a este (llimo caso, ha-
llande la relacion gue hay entre las dos incognitas, y elimi-
nando en seguida la primera. :

15. La resolucion de los problemas numéricos consta
solo de las dos primeras partes de los graficos. En los pro-
blemas numéricos tos datos y las incégnitas estan indicados
por su enunciado , ¥ por €so st resolucion es, cn general,
mas facit que la de los problemas gréficos.

16. Cuando al rcsolver un problema determinado, se
halle una ecuacion. que, ademas de la incbgnita piincipal,
contenga otra incognita, se hallard en seguida otra ecuacion
distinta de la primera entre tas mismas dos incognitas; y
eliminando entre ambas ecuaciones la incbgnita auxilar,
la ecnacion final que resulie, seré la ecuacion del problema.

Articuzo 2.°
Pioblemas  gvdfieos
17. Problema 1.° Inscribir en wn fridngulo ABC (Fi-

gura B) un cuadrado , es decir, construir un cuadrado que
tengn dos de sus vértices sobre dos lados del tridmgulo, y los
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otros dos sobre el tercer lado , prolongade, si uno de lfos dngulos
de lo base es obiuso. ' : '

Fig. 5. Supongamos cl problema resuclto, y sea DEFG
el cuadrado que se pide construir. Los datos de este pro-
blema son los tres lados del tridngulo ABC, sus tres angulos,
la altura, los segmentos de la base, ete.: las incbgnitas
son las rectas EF, BF, AE, BE, AD, ete. Conocida una
cualquiera de estas rectas incognitas, las otras rectas incbg-
nitas quedaran tambien conocidas.

Tomemos por incognita principal el lado del cuadrado, y
Hamémosle ».

Los tridngulos semejantes BEF y ABC nos dan la pro-
porcion
EF AC , z AC
CBITBE’°BIT BH
BI es tambien inedgnita; pero es igual & BH—HI—
BH—gx; luego '

®. H_. AC
BH—¢ T BH

Los {inicos datos que entran en csta ecuacion, son BH y
A€, ' '

, Hagamos, pues, para abreviar, BH=a, AC=b, y ten-
dremos

de donde resulta r= P [AL

Este valor de z, que es una cuarta proporcional & las
rectas «-}-b, « y b, pudiera construirse fuera de la figura del
problema: mas ya hemos dicho que la elegancia de una cons-
fruccion eonsiste en hacerla en la misma figwma, aprove-
chando las lineas conocidas del mejor mode posible, y obte-
niendo la recta, valor de la incdgnita, sin traslacion, en la
posicion mas conveniente 4 la resolueion del problema. Para
obtener estas ventajas en la censtruccion actual, sea ABC
(fig. 6) el widngulo dado; tire la altura B H, lomo HE=H,
y KL= ; tito la BL, y la KT patalela & BL: HI sera la
- cuarta proporcional 6 el valor de .
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En efecto, los iridoguloes semejantes HIK, HBL nos dan

la proporeion HL:HK::HB:HI,
. Olb
o u--}--b:b::u:HI:q—:}T...

Tirando pues por el punto I la EF paralela a la base, y
bajando desde los puntes de interseccion E y F dos perpen-
diculares & la misma, se tendra el cuadiado EFGD inscripto
en el f1idngulo.

Aunque la solucion que acabamos de dar de este proble-
ma es muy sencilla, todavia se puede hallar otra que lo sea
mas, tomando por incdgnita principal la AD.

Llamemos y 4 la nueva incognita : para legar & conocer-
1a, no tendiemos mas que hallar la relacion gue hay entre
w &y, puesto que & queda conocida en la solucion amterior,
y eliminando la #, se tendra la ecuacion que nes dara el
valor de y.

Para esto, tenemos la proporcion

BH:DE::AH: AD,

6 wiz:iAH:y,
y Hamando 4 al segmento AH, serd
' arxiidiy

"Eliminando la & entre esta ecuacion y la [A], y despe~
tando la ¥, resnlia .
L
Y=
Hé aqui un modo elegante de construir esta espresion,
que es una cuarta proporcional 4 las rectas b, by d. En
el punto A levanto una perpendicular AM igual 4 la base b,
junto el punto M con el B, y la recta AD, sera el valor
de 3.
En efecto, los kridngnlos semejantes ADM, BDH nos dan

la proporcion AM:BH::AD:DH,
é bro::AD:d-—AD,
) atb:b::diAD,
de donde ALI):—-ZE

a+-b ?

que es el valor de y.
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Levantanio pues en el punto D la perpendicular DE, tj-
rando la EF paralela 4 la AC, y bajando la perpendicular
FG, tendré el cuadrado £FGD inscripto en el kiAngulo.
Nota 1. Hemos resuelio este problema con dos ohjetos:
1.° con el de preseniar una construccion elegante, 2.° con el
de hacer ver que una nueva incbgnita principal puede dar
una solucion mas sencilla que la primera.

ab

Nora 2.° De la formula m:m se deduce el siguienie
feorema:

Inscribiendo en un tridngulo dos euadrados , el mayor es el
- que nsiste sobre el menor de los dos lades.
&

Fig. 7. -En efecto, la formula x:;;—E- nos dice que. &l
lado del cuadrado dnscriplo.en un tridngulo es igual al ludo so-
bre que insiste multiplicads por la altura correspondiente, divi-
dido el producto por 1 suma de estas dos rectas Segun este
teorema, el lade del cuadrado insciipto enm el tridngulo, é
insistiendo sohte el lado- BG—:a, serd, llamando & 4 la altura

: 6a
AE correspondiente- del tridngulo , é-_-{_a—a - Supongamos que el
lado & sca menor que el lado a: los dos numeradores of y
ga gon iguales, porque cada uno es el duple del drea del
triangulo. No sabemos todavia eudl de los denominadores
a-+b 6 6+fa es el mayor, porque, como por su posicion es
b<a, y pot consiguiente de «b=8g resulla «>6, en los dos
denominadoies a6 y 64 hay una especie de compensa-
cion: sin embargo; facil es demostrar que ofb<é-4-a En
efecto, log dos tridngulos rectingulos BOC y AE( nos dan
a==q cos DBC, 6==b cos EAC=14 cos DBC,

por ser iguales los dos angulos EAC y CBD ; 1estando, sers
a—8&= (a—b) cos DBC; luego «—B<La—b, y por consi-
guiente «{-b<6--a. Habiendo demostrado que el denomina-

k .
dor del quebrado ;%—i?’ es nmienor que el del quebhrado E%
se infiere que el primer quebrado es mayor que el segundo.
Luego el cuadrado que insiste sobre el lado menor b es ma-
yor que el cuadrado que insiste schre el lade mayor &
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Problema 2.°  Tnscribir en un tmmgulo un vectdngulo que
tenge una dres dada. ©

Fig. 8. Sea el tridngulo ABG, siendo el lado AC, pro-
longado si uno de los dngulos A6 Ces obtuso, aquel sobre el
cual ha de insistic ¢l rectingulo. Supongamos el problema
resuelto , v sea DEFG el rectingulo que se pide inscribir.
Llamemos m* al drea que ha de tener el rectangulo. Tome-
mos por incdgnita principal la altura IH del rectingulo, &
ia cual llamarcmos .

Tenemos en primer luga[ la ecuacion

IHxDE=m*, 6 zxDE=m". ..[1]:

como la recta DE es incdgnila, ienemos ahora que hallar
otra ecuacion distinta de Ja hallada entie las dos incdgnitas
xy DE

Para esto, los triangulos semejantes 4BC y DBE nos dan
ia proporcion

~AC  BH
‘ DE — BI’
6, llamando « 4 la altura BH y & al lado AC,
b @
"DE T a—x

Fliminando ahora la incognita auxiliar DE cntie esta
ecnacion y la [1], tendremos ]a ecuacion

b —
x (oc _m 5
g ba —Tiz m*, 6 sczl-am~|—-a-£-=0;
le donde resulta 2 + “n_ e
de ¢ es ———ei= e
nita =g I3

Vemos gue x tiene dos valores, ambos p051t1vos y fa-
ciles de construir; y que por tanto el problema tiene dos so-
luciones. Pueden, pues, inscribirse en un tridngulo, é insis-
tiendo sobre un mismo lado, dos rectingulos que tengan una
misma area.

Discusion de los valores de x.

Los valores de x serdn imaginarios, siempre que
2 2
it %

«h
5> 6 -m2>7£-; y entonces el problema es imposible
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e iy . .
. o, ol et o xh
Los dos valoresde @ seran reales, si -fb—éI, 6-m"é-% :
luego el mayor 7ectdngulo inscriptible en un tridngulo es aquel,
cuya Grea es mitad de la del tracdngulo. :

Las dimensiones de este rectingale maximo son
_ e h

w=IH 5 DE X

Pasemos & la construceion geométrica de los valores de

3 y construydmoslos sin resolver la ecuacion [10]
2

La ecuacion 2 —ar{- -w;j 0
am? .
nos da 7 =x(z—E)... [Z].

Fig. 9 Construyamos el reetangulo ACPL cuya diea
sea ', y tendremos - :

bxHEK=m?,
y por consiguicnte o

m* 1K

—b—_—_—I K

Luego 1a ccuacion [2] serd
axHK:x(q--—m):.. [3]

Hallemos aliora nna media pioporcional enlie las rectas
« v HK ; para lo cual, consideiando 4 BK como un dismelro,
describo media circunferencia; y por consiguiente HM sera
la media propoicional : de suerle que la ecuacion [3] se

transfermara cn '
HW =g (e—1x).

Teniendo la ecnacion esta forma, sabemos {407 que los
dos valotes de & se constiuirdn describiendo un semiciiculo
sobre el diametro BH y tirando la HN paialela al diametio;
y cotonces los dos valores de « serdn MN y MN'. Bajando,

_pues, desde Jos punlos N y N' dos perpendiculares al diame-
1o, y consttuyendo los rectingulos cortespondientes, que-
daia el problema resuelto.

Nota. En este problema hemos tenido por objeto pre-
sentar una construceion elegante, adquiriendo de paso el co-
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noeimiento del maximeo rectingulo inscriptible en un tiidn-
gulo. . '
Problema 5.°  Duwidir una vects en media y estyema razon.
Fig. 10 Sea AB==a la recta dada, y C el punto pedido;
Hlamemos # 4 1a parte mayor AC de la recta; por consiguien~
le la parte menor BC==¢—z. Segun ¢l enunciado del pro-
blema, tendremos la proporcion

a x

T a—z
de la cual resulta

—
r= — -g-i_‘/%—}-a?.

Para construir estos dos valores de «, observaremos que
el 1adical representa la hipotenusa de un tridngulo rectan-

AT,

4
gulo cuyos catetos son g Yya

Sea, pues, AB=alaiectadada; levanto en B una perpendi-

. PR
cular OB = -—g-, y tirando la AD, se tendid AO:VE[;_}L a.

Hago ahora centio en 0, vy describo con el radic OB un cis-
culo; el valor positivo de x serd AD, y el negalivo —AD":
ei primero corresponde al problema. Llevando, pues, la
tecta AD sobre la AB, quedari esta recta dividida en el
punto € en media'y estrema razon.

El valor negativo no coriesponde 4 ningun problema;
pero mudado de signo corresponderd & un nuevo problema
andlogo al actual. En efecto, mudando el signo de z en la
ecuacion [1], la nueva ecuacion serd '

1] 0
—zatw
. ¢ .z
6 R

ecuacion que corresponde & este problema:
Dados dos puntos A y B sobre una recta indefin ida AB, ha-
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llar un teycer punto sobre lo misma, y fuera do los dos puntos
dados, tal que su distancia al punto mas prérimo seq mediy Pro-
porcional entre su distancia al mas lejano ¥ lu de los dus pun—
tos dados.

En cfecto, si suponemos que sea €' el punto pedido, y
liamamos z 4 la distancia C'A, y por consiguiente a{z 4 Ia
distancia C'B, tendremos la proporcion

' ' a @
z  at+x

Resolviendo esta ecuacion , los valoles & serdn los mig-
mos hallados ya en la primera ecuacion, mudados los sig—
nos, pues la nueva ecuacion ¢s la wansformada en —z de
la primera. Construidos estos valores, el positivo serd AD y
el negativo —AD : luego haciendo centio en A y désciibien-
do hacia la izquierda el arco D'(Y, setendia el punto pedide
co{n. : o
Los dos problemas que acabames de resolver estan com-
prendidos en este otro general. '

Dados dos puntos sobre una recta sndefinida , hallar sobre fa
masma rects un teycer punio, cuya- distancia & uno de los dos
puntos dados sea medin proporcional entre su’ distancia al otro.
punto y la de los dos puntos dados.

Si quisiéramos resolver este problema general, podria-
mos suponer que el punto pedido era €, harfamos AG—=x, y
obtendriamos la misma ecuacion, y pot consiguiente los mis-
mos valores de z que hemos hallade en el primere de los
dos problemas anteriores: el valor positive AD llevado sebre
la 1eeta AB nos daria el punto €, yel valor 47 del negativo
mudado el signo y llevado hécia la izquierda, nos daria otre
punto €', que tambien satisface al nuevo problema,

Si al resolver el problema general, suponemos que el
punto pedido sea C'; llamando # & la distancia €', hallare-
mos la misma ecuacion, y por consiguiente los mismos vaio~

{1) Es fieil demosirax geométricarﬁent’e que la recta C°A es media
proporeional enire las rectas AR y OB
En electo, siendo
AlV:AB:: 4B AD,
serd ABLAD i AD ;i ABLAD: AR,
¢ GB:CA::CA : AB.
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res para « que al resolver el segunde problema particular:
el valor posilivo AD' nos daria el puato €', y el negativo
—AD, mudado ¢l signo y llevado hacia la derecha, nos da-
ria el otro punto €. '
Nora 1.%. Ya se conocird que, al proponer el proble-
ma 3.°, no teniamos por objelo su reselucion material, que
Ja conociamos desde !a geometria elemental, sino que nos
proponiamos presentar un ejemplo, en el cual se verificase
que el valor negalivo de la incogoita de un problema parti-
cular & de condiciomes 1estiiclivas, temado posilivamente,
cotresponde & otro problema analego al propuesto, y tambien
de condiciones restriclivas; 2.° que quitadas dichas condi-
ciones restrictivas, resulta otro problema general, al cual
corresponden los dos valores que tiene la incégnita en cual-
quiera de dichos problemas patticulares , tomando el valor
negativo, mudado ¢l signo, en sentido-contrario del positivo.
Podemos pues sentar este principio: S un problema es sus-
ceplible de solusiones da sentido contrario, los valores negativoes
de las incdgnitas, mudados los signos § tomados en sentido con-
travio de los positivos , vesolverdn ol problema.
Nois 2. Este problema general es & propdsito para ma-
" nifestar que, si el valor de la incGgnila es imaginario, no se
puede asegurar, por solo ¢l, que el problema sea fmposible.
En efecio, supongames que al reselver dicho problema
general se tome el punto G porel puntoe pedido, debiendo
ser C"A media propoicional entte "By AB Bien se conoce
que tal suposicion es inadmisible, pueste que, siendo €A
mayor que C“By AB, no puede ser C*A*=C"Bx4B. Pero
admiliremos que, pasando por alto esta observacion, se haya '
supuesto que € es el punto pedido ; tendicmos 7 A=z,
C’'B=x—a, y por consiguiente

are=(w--ne,
6 - wr=ar—d’,
6 #t—ar=—a’,
C e o
¥ por consiguiente a}—_—.gi _,E__az,

=7
) .’E:E iV —_— .Da
2 E

valotes imaginarios.
Vemos , pucs, que siendo un problema posible, puede




suceder que el valor de la inedgnita sea imaginario ; y esto,
& eausa de una mala suposieion heeha al poner el pioblema
en ecuacion. ; _

Problema 4.° = Dadas dos reclas indefinidas XX, YY' per—
pendiculares entre st, y un punto O equedisiante de las dos, tiror
por esle punio unae recta tal , que su parie comprendida entre las
das veclas indefinidas tengo una magnitud determinada.

Figura 11, Supongamos que la recta indefinida 04 se
mueva de izquierda & derecha: su parte comprendida entre
las dos recias AX y AY' erecerd desde 0, y pasara por todos
los estados de magnitud,-antes de que dicha recta 0A llegue
A ser paialela & la YY' 8ila recta indefinida OA se muéve
de derecha a izquietda, su parte eomprendida entre las dos
rectas AY y AX' pasard por todos los estados de magnitud,
antes de que dicha 1ecta OA llégue 4 ser paralela & la XX,
Por consiguiente, cualquiera que haya de ser la magnitud
de la patte de la recta que se pide tirar, comprendida entre
las dos rectas indefinidas XX é YY", estamos seguros de que
existirin dos rectas, tales como OBy OC" que satisfaran
4 la cuestion. Sabemosahora que la menor recta .que pasa pot
el punio O de la bisectriz de un ingulo Y4X y estd com-
prendida entre los dos lados AY y AX de dicho &ngulo, es la
perpendicular PQ 4 la bisectiiz 04 (1), la cual perpendicu-
far PQ, vale cvidentemente 204 ; Juego, si la perpendicular
PQ, prolongada indefinidamente, se mueve al 1ededor del
punto 0, la parte de dicharecta comprendida entre los lados
AY y AX, ird creciendo y pasard por ‘todos los estades de
magnitud, desde el valor minimo 204 hasta ¢l oo : si pues

(1) Figura 12 Enefecto, siendo OA la biseciriz del dngulo 4 y BC
la perpendicalar & ella, serd [Geom., teor. 5T)
AE : AD:: EQ: 0D,
¥ como AE>AD, seid EO>O0D. Las dreas de los dos tridngulos BOE
y DOC, que tienen igual un dngulo O, son enire si como OEXOR:
0Dx0G, 0 como OF : OD, y pues OE>0D , sord Ia drea del triangulo
OED mayor que la del tridngulo DOC ; y por consiguiente la drea det

tridngulo AED es mayor que la del hidngulo ABC; esto es,-%FA

1
_><ED>-2—AO><BC; peire como AF<AQ, por ser A0 oblicua & la ED,
serd ED>BC ' "
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se pide tirar por el punto 0 una recta tal, que su.parte com-
prendida entre las rectas Y’y XX’ sea mayor que 204,
existird en-el angulo ¥AX una solucion tal como B(: pero si
BC satisface 4 la cuestion, tambien , tomando AB=AC ¥y
tirando B'OC’, esta recta scrd igual & 1a BC, por la igualdad
de los iridngulos ABC y AB'C’, y por tanto lendremos dos
soluciones de 1a cuestion en el angulo en que se halla el
punto dado. Sila parle de la recta que se pide tirar, com-
prendida entre los lados ¥¥', XX, ha de ser igual & 204, no
habra mas que una solucion P( cn el dngulo YAX Si dicha
parte comprendida ha de sex menor que 204, no hab:d nin-
guna solucien en el dngulo YAX. :

Todo esto lo vamos & ver confirmade en la resolueion del
problema. :

Sea BC la reeta gue se pide tirar: tomemos por incogni-
ta principal la distancia R€==, y llamemos y 4 la incdgnita
S8, a al lado del cuadiado AROS, m 4 1a magnitud que ha
de tener Ja parte BE comprendida entre las dos rectas da-
das: tendremos : S :

RC +80 :: RO : 8B,

é B ziaiary, -

de donde - T ay=at..o T

~ Ahora en é ttidngulo rectingulo ABC es
(a-+xP+-(at-y)*=m, .
@y 20(zt-y)=m* 2%, [2].

)

Esta ecuacion y Ia [1] nos darén Jos valores de las dos in-
oognitas (sin efectuar la eliminacion, que nos conduciria &
una ecuacion de &£.° grado), como lo vamos 4 ver

Sumo Ja ecuacion [2] eon el duplo de la ecuacion MLy

tendré (z-L)'+2a (2 y)=m?,
de donde - fy=—a-+V a*-m?,

2t ym—a—yVa'-Fm’

Conocemos yala suma de las dos incognitas & é i, y como
tambien conocemos su producto por la ecuacion (1, z é y
seran las raices de una ecuacion de 2.° grado de fa forma
v*ap|6==0, en la que —= se1d ja suma de las raices, y &
serd su producto; luego, como actualmente la suma de las
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1aices es —a-+y a*4+-m*, 6 ‘-—a-—-Vaﬁ—};’: ¥ su producto
esa’, las ecuaciones, que nos daran los valores de éy, serdn
w— (V&' L m’—a) u-ta=0.... [3],
w'-(Va*fmt-a) u-tai==0.... [4].

Observemos ahora que las dos incdgnitas z & # entran si-
mélricamente en las dos ecuaciones [1] y [2], es decir, que
estas ecudciones no vatian permutando z é y; luego los va-
lores de @ deben ser los mismos que los de y: luego los dos
valores que tiene # en la ecuacion [3], que sabemos son uno
de z, y otto de y, seran dos valores de Ja incbgnita principal
z, los cuales, si son reales, serén positives, puesto que su
suma Va*--m*—q es positiva, y su producto a* es lambien
positivo; y los dos valores de » de la ecuacion[4]setdn otros
dos valores de m, siempre reales y negativos, porque el ter-
cer término ¢* es menoi que ¢l cuadiado de la mitad de

Vi +mi--a, coeficiente de #. : '

Estos dos valores negativos tomados positivamente v en
sentido contrario del que se ha supuesto para los valores po-.
sitivos, corresponden 4 las des soluciones que tiene el pro-
blema en los angulos XAY', YAX', puesto que este problema
se ha enunciado sin tesiriceion ninguna en las soluciones, 6
del modo mas general posible. _

Esto supuesto, vamos 4 construir las raices de las ecua-
ciones [3] v [4]

Ante todas cosas, construyamoslascantidades v a*--m*—a,

Y Va'+mita.

Fig. 43.  Ya sabemos que v/a*4-m® es la hipotenusa de
- un tridngulo rectingulo cuyos catetos son a y m. Sea pues
0 el punto dado, tiro laperpendicular S04 la'AY, y la pro-
longo indefinidamente en sus dos sentidos, levanto la perpen-
dicular OT=m & la SE, y tito la ST que serd 1/a*+m*
haciendo ahoralcentro en S, y describiendo con el radio ST
el semicirculo ETE’, tendremos evidentemente

OE=—a+v/a*Lm?, OE'=a-|-v &+,
Luego las dos ecuaciones [5] y [4] serén
- ' —O0Exu-}-a*=0,
w1 OE' xu-+0*=0.
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Construyamos en primer lugar las raices de la primera.

Para esto, eseribiremos esia ecoacion asi:

a*=u (OF —u),

cs decir, que a es media proporeional entre #y OE—wu. Des-
cribo, pues, sohie el didmeiro OE un semicirculo OCC’E, y
los dos valores de & setdn RCy RO’ [10]; luego tirando las
dos rectas COB y C'OB', tendremos las soluciones que pue-
de admitir el problema en ¢l angulo en que se halla el punio
dado 0. :
Para consiruir las 1aices de la segundaecuacion, que son
siempre reales y negativas, ya hemos visio que debemos mu-
darias el signo, ¥ tomarlas en sentido contrario de las positi-

vas. Para mudarlas el signe, no hay mas que mudar el signe
de u en la ecuacion, v asl tendremos

(Vi -a)u-f-a*=0,
ecuacion cuyas dos 1ajces serdn positivas, peroigualesen va-
lor absoluto 4 las dela ecunacion [4]: como ya hemos visto
que V@' mi-}-¢ es OF', dicha ecuacion serd
-t O xu-a’==0,
la que, para constiuir sus raices, esciibiremos asj:
: *=u (OF -u),

v esto nos dice que sobre el didmetro OE' debemos deseribir
el semieircule OCCE', v que por tanto los dos valores de
= seran RC™ y RC”, los cuales ocupan en la figura la posi-
cion conveniente: tirando pues las dos rectas OC™" B y OB"(",
se lendran las dos soluciones del problema, siempre posibles;

pueét@ que el radio del semicirculo OC"C"E" esﬁ_i_‘/“"'i_m.

-

cantidad mayor que g, ¥ por consiguiente este semicireulo

siempre cortaré en dos puntos G y € 4 la recta XX'.
Nora. Las raices de la ecunacion [3] serdn reales, si

4a2<(\/ a? —I—mE—a)g, 6 2u<y a1,

de donde resulta m>201/2, es decir, m>240: como en
1

weste caso el semicireulo OCC'E tiene por radio % OE—

(V/@* +m?—g), cantidad que es mayor que ¢, se infiere que
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dicho semiciiculo corta 4 la recta AX en dos puntos; ¥ por
tanto el problema liene en este caso cuatro soluciones.
Si las raices de la ecnacion [3] son reales ¢ iguales, lo

que sucedera cuando &u’_:(\/ a5‘+m“-—-a)a, 6 m—2ay/2, el
semicireulo tiene un radio igual 4 ¢, y por lo mismo dicho
semicireulo tocara 4 la recta XX', y el problema no tendra
mas que ires soluciones.

Finalmenle, si las raices de la ecuacion [3] son ima-
ginarias, lo que sucederd cuando 4a*>(\/a*+m5-——a)2, 6
m< 2V 2, el 1adio del semicirculo es menor que @, y por tan-
to el problema no tendrd mas que dos soluciones. '

Todo lo que acabamos de hallar, al discutir las 1aices de
la ccuacion |3], estd acorde con 1o que habiamos haltado por
la inspeccion de la misma figura del problema.

Este problema puede resolverse de muchas modos; pere
ningunoda una construccion mas elegante que el que acaba-
mos de seguir. A esta construccion elegante puede Ilegarse
por medio de un cilculo mas sencillo, tomando por incogni—
ta del problema la distancia SE que hay entre el punto Sy
el estremo Edel didmetro del circulo que pasa por los puntos
0 v C y ticne su centro sobre la recta SE: ¢s claro que,
cuando se Hegue 4 conocer la SE, se conocerd la O, didme-
tro del semicirculo OCC'E, cuyas inlersecciones con la Tec-
ta AX seran los puntos Cy G- _

Llamando x4 la distancia SE, y 4la parte OC de la recta
quese pide iirar, y por consiguientem—ira la otra parte GB;
bajando la perpendicular CF y tirando la recta CE, tendre—
mos, cn primer lugar, que serdn ignales los dos lriangulios
CFE y 08B; luego CE=0B=m—y. '

Ahora, CFxOE=0CxCE,

puesto que cada uno de ambos productos es el doble deldrea
del triangulo COE: sustituyendo, pues, en lugar de estas rcc-
tas sus valores, sera '

a(w—a)==y (m-—y),
6 a (z—a)=my—y".... [8].

~ Necesitamos ahoia hallai otra ecuacion entre & &y dis=
tinta de la Gltima, -
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Tenemos evidentemeante

(p—u)'=y"+(m-—y)*,
0 (x—a)*==2y" —2my+-m?*.

Para climinar la y entre esta ecuacion y la [3] de un
modo facil, elimino primeramente entre ellas el cuadrado 3
{Aly. 184, 2.° caso]; sucede aqui que al mismo tiempo se
elimina la primera potencia de la y, y 1esulta

{w—a)*-}-2a(x-—a)=m?2,
Resolviendo esta ecttacion con respecio 4 z—a, se tendid
| g—gi=—atey/ e,
s =V iwh

Para construir estos dos valoresde @, levanto en 0 la per-
pendicular OT=m 4 la SE, y tiro la ST que serd el valor del
* radical. Haciende pues centro en S, y observando que, por
esfar el problema propuesto sin 1estriccion de ninguna espe-
cie, el valor negativo tomado en sentido contrario del posi-
tivo satisface al problema, describiremos con el radio ST me-
dia circunferencia, que cortara 4 la 80, prolongada indefini-
damente, en los puntos E y E': describiendo ahora sobre
OEy. OF' dos semicircunferencias, 16s puntos de interseecion
C, &, €", € con la recta XX' serén los puntos por los cua-
les, y por el punto 0, deben lirarse las secantes que resunel-
ven el problema, ' :

Es facil ver, que, siendo el 1adio del semicirculo

0CCE —;-C}Ez Vaitmw—a

—a este radio serd mayor que a,
sim>2eV2; ignal 4 a, s m=2ay/2; ¥ menor que g, si
Mm<20v/2;6 lo que es igual, que si m.z—*: 241/2, el problema

dos soluciones,
lendrg respectivamente g una solucion, } en el angulo en
ninguna solucion,
que se halla el punte dado 0.
Nora. ~ En este problema se ha presentado primeramente
una construccion elegante, & la cual se ha llegado en seguida
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por un calculo mucho mas seneillo que el primero, tomando
nueva incognila prineipal; y se ha visto que, por admitir este
problema valores de la incdgnita de sentido enteramente
opuesto, los valores negativos mudados los signos y tomados
en sentido contrario de los positivos, dan solucicnes de la
cuestion.

Problema 5.° Dado un dngulo BACy un punto P dentro de
él, tirar por este punto una 1ecia que forme con los dos lados del
ngulo un tridngulo que fenge una drea dada.

g 14. Supongamos quoe la recta EC sea la recta ped;-
da: tomemos por mcogmta ptincipal la 1ecta AC=—2; tiremos
la recta PQ paralela &la AB, y llamemos ¢ 4 la parte AQ, «

4 la perpendicular PG 4 fa AG ym*® al area que ha de tenet
el tridngulo EAC.
Tenemos [Trigon. 110)
' AExx sen A=2m?2.... [1]:
como AE es tambien incbgnita, hallaremos otra ecuacion en-

tre las incognitas & y AE. Los tna.ngulos seme]antes AEC y
PQC nos dan la proporcion :

AE 1 PQ =2 AC : QC,
0, puesto que en el tridngulo rectingulo PGQ es
PG=PQ) sen PG, 6 a:PQ sen A,

¥ por consiguiente PQ==

sen A’
era z tyo—u,
sera
gy
de donde AE= . Sustituyendo este va-
senA( -a)’ y va
lor en la ecuacion [1], tendiemos
il =2in?,
r—ao
2
de donde 1esulta a:uﬁ——+vfri —Qﬁ?’— ‘
2mia '

Discusion.  Si

< 5 0 2aa<in®, tendrd z dos valores
o

positivos, y por cons;guiente el problema tendra dos sola-
ciones. :

3
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. 2ma - mt s .
§i = s 6 Qaa—=m?, el 1adical se desvanece, la in-
o

o
2

eHbgnita © no tiene mas que un valor — ¢ 24, y el proble-
o

. . mi . m" .
ma una solucion, $i —— >—, 6 Yo >mt, 6m' <20a, el 18-
72 o .

dical serd imaginario, y pot consiguiente el problema impo-
sible; y pues m? es el area del triangulo AEG, y 2ax es doble
del 4rea del paralelégramo ADPQ, se infiere que el menor
tridngulo que se puede formar , tirando por un punio P dentro de
un dngulo una recio, es el tridngulo AYK, cuya dreaes 2ax, esto
es, doble del paraleldgramo ADPQ.

2
La base AY de este tridngulo minimo es ™ —2q doble
) o

de la base AQ del paralelogramo ADPQ.
Pasemos 4 la construccion de los dos valores de «, supo-
niendo que el problema tenga dos soluciones.

Construyamos el paraleldgiamo DRSA , caya rea sea
2

. . . - a M
ignal 4 m?*; serd per consiguiente DR=—. Observo- ahora
. - a@

que Ja cantidad que estd bajo del 1adical consta de los dos
. P .ot
primeros iérminos del cuadrado del binomio ——a; comple-

=4
tando dicho cuadrado, podemos escribir la cantidad radical

de este otro modo: V -_-ma,) —a*; luego la cantidad
Pl
radical es un caieto de un tiangulo rectdngulo, cuya hipote-
m : .
nusa es ——— g,y el otrocateto es ¢. Es evidente que la rec~
o

1 .
ta (8=— —a; luego, para construir el cateto representado
a :

- por el radical, describité sobre la (S un semicirculo, desde
el punto 0 llevaré la cuerda QH=0A==a, y tirando la otra
cuerda HS, esla sera el valor del radical. Ahora, haeiendo
centio en S, y describiendo con el radio SH media circunfe-
rencia, tendré los valores AC y AF de @, tirando las rectas
CPE v FPB, quedard el problema resuelio
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Nora. Lste ptoblema presenta tambien una, consiruccion
elegante , y su resolucion numérica puede ser impariante en
topografia.

Probiema 6.°  Dado un ctrculs ADB[fig. 15]y una tangente
Bl tirar por elestremo A del didmeir o AB, perpendiculay ¢ dicha
langente, una recta lul, que su parte DE comprendida entre la
cer cuisfer encia y la tangenle tenge wna magnitud deley minada m.

Fig. 15. Supongamos resuelto el problema, y sea AK la
recla que se pide tiiar tal, que su parte DE=m: sea AE=x,

AB=%r.

Y Tiro la cuerda BD, la cual serd perpendicular 4 la recta
AE, y porx tanto [Geom teor. 68]
AB:=AExAD,
i bri==g (p—m).
Construyamos los valotes de x, sin resolver esta ecuacion
Siendo 2r media propoicional enlre # y z—m, tomaremos

Fi . - -
BG:?’ y haciendo centio en €, describiremos una circun-

ferencia, v titando la secante AC, sotd AF ol valor positivo
de @, y —AG el negativo. _

Haciendo, pues, cenlio en A,y desciibiendo con el radio
AF una circunferencia, esta cortard 4 la tangente en los pun-
tos B y E'; tirando en seguida las dos rectas AE y AR, ten—
dremos las dos soluciones que puede tener el problema

Aqui vernos que un solo valor dela incégnita puede dar
mas que una solucion.-

En cuanto al valor absoluto AG del valor negativo de ,
vamos a ver que en este problema nos dard las mismas sola-
ciones que el valor positivo AF.

En efecto, mudemos el signo de 2 en la ecuacion ante-
rior, y tendremos la nueva ecuacion

i=gw (z-m),
ecuacion cuvyas raices se diferenciarin de las raices de Ia
‘ectacion primitiva en el signo; y que se hubiera haliado di-
Tectamente, si se hubiese tomado por inedgnita del proble--
fa AD,

En efecto, si 4D=u, ltendremos

AB*-=ADxAE,
0 =g (z-tm),

Por consiguiente, sicndo AG elvalor positivodela incog-

nita de la nueva ecuacion, haremos centro en A, y deseri-
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biendo un arco, este cortara 4 la circunferencia dada en los
dos puntos D y D'; tirando las dos 1ecias ADE y CDE', se
tendran las dos soluciones del problema, las mismas que las
halladas en el primer caso.

Nota. Obsérvese que el valor negativo, mudado el signo,
puede no coiresponder 4 otro problema diferente del pro-~
puesto, porno poder admitir el problema soluciones de sen-
tido contraiio.

Problema 7 ° Fig. 16.  Dividir un tridngulo endos par-
tes, que esten en una razon dada, por medio deuna paradeld & uno
da sus lados .

Sea el tridngulo ABC, y DE la recia divisoria paralela
al lado AC: tomemos por incognita principal la B)=z.
Por sicion tenemos BDE m  comsieient
or suposicion tenemos ——s= ,Ny ppi comsiguienle
BDE m

ABC T mtn
Siendo semejantes los tridngulos BDE y BDC, es
BDE BD* =*

ABC AB ¢
-zt m
laego o T,

En esta ecuacion @ tiene dos valores iguales y de signo
contrarios el negativo no corvesponde al problema, y no nos
detendiemos en averiguar 4 qué problema correspondetia,
mudado el signo; pues actualmente nuestio inico objeto es
resolver el problema propuesto.

Para construixr el valor positivo de x, dividiremos la rec-
ta BA=¢ en dos pattes BG y GA que estén en la razon de
m & n; considerando en seguida & BA como un didmetro,
describiremos un efreulo, levantaremos la perpendicular GF
4 1a BA, y tiraremosla cuerda BF, que serd el valor de x,

Tn efecto, fenemos

BR—=BAxBG;
luego, dividiendo ambos miembros por BA®,
BF*  BG
BiT T BA’
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y comao lencmos por construccion

BG _m
GA n’
- BG m
¥ por consigulente e
’ B4 mtan
. BF® 1
sera | =
¢ m-ln’

es decit, que BF es el valor de x.

Llevando, pues, la cuerda BF sobre el lado BA, y ti-
rando la paralela DE al fade AC, quedaia el problema re-
suello. :
 Pioblema 8°  Dividir un trapecio en dos paries que estén en
o razon m:n por medio de una paralele & las bases.

Fig 17. Sea el trapecio ABCD, a sw altura, By bsus
dos bases mayor v menor ; sea ML Ia recta divisolia que to-
maremos pot incdgnita principal #. Tenemos

BMLC il
ABCD ™ m-w’
OML—OBC m

6 bien OAB-—OBC:?H‘—if'va’
OML

. 'ﬁf?-(]_m’d' i
0BG

Ahota, por ser semejantes los tridngulos ABE, OML v
OML z* 0OAD BR?

{_}AD > ¢ OBC 5’ 0BG 4
2
b* "

hueg? })’T_é “m-n
=
o b2 "

’ TP e

- de donde mzzin32+nbz

m—tn ‘




o

8

Pata construir con elegancia el valor de 2, convienc en
. © 1 .
primer lugar que restemos ampos miembros de B2, y enion-
ces hallaremos la propotcion
Br—x n
B = mtn
Hagamos, por un momente, B*—g’==p®, BP—b'=¢, y
tendremos

[}

3 i)

¢ mn

Observemos que ¢ es un cateto de un tridngulo rectdngu-
lo cuya hipolenusa es B ¥ ¢l otro cateto b; luego, sisole
4D=B8B, como didmetio, desciibimos un semicireulo, y tira—
mes por uno de sus estremos A la cuerda AE—=D, la cuerds
£D serd el cateto ¢. Bajemos ahora fa perpendicular EF, v
dividamos la parte F en ¢l punio &, de modo que tenga—
mos la proporeion

o

DG:GF :inm,
b ‘ DG:DF:inm-Lu; _
levantemos la GH perpendicuniar al didmetio, y tiremos [a
cuerda DH: esta serd elvalor de y. En efecto, tenemospor un
feorema muy eonocido de geometida las igualdades
DR =DAxDG, DE*—=DAxDE;

: bEr  pa
lizego e =
DE: PR
DE? o
0 — .y
e mtn
es decit, que DH=y.

Conociendo y, como = es un caleto de un tridngalo tec~
tdngulo cuya hipolenusa es B y el otio caleto es gy, cerd A}
el valor de z. Llevando, pucs, la AH sobie Ia AD, ¥ Urando
por ¢l estremo K la KL paralela 4 1a 4B, y en seguida la LY
patralela 4la AD, quedard el problema resuello. o

No1a. Por elegante qué sea la constiuceion que acaba-
mos de emplear, y las que hemos empleado en los proble-
mas anteriores, no se lasdebe dar mucha importancia; pues,
ann cuando el problema sea propuesto en el papel, casi siem-
pie es mas exacto hallar la magnilud de la Ynea incégnita
por medio de su valor numérice,

Problema 9.°  Dividir un cono VAB en dos partes, evyas
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Greas laterales estén en lo 74z0n m @ n, por medio de un plano
paralelo & la base.
Fig. 18 Sea VD=, [ el lado VA del cono: tendremos,
Vamando VDCy ADCB 4 las areas laterales del cono entero
VDC v del troncado ADCE,

VDO _m
ADCB  n’
. VOG m -
y pot consiguiente —_—
VAB mtn

Ahora, los conos VDG y VAB semejantes tienen sus dreas
propotcionales & los cuadrados de sus lados {Geom. , teor . 205 ];
vpe _vpr &

s decit, L= =2
VAB VA* B
z* 1
luego —_ ——.
2 wmtn

Como esla ccnacion es idéntica 4 Ia hallada en el pioble-

ma 7 °, el valor de x puede construizsé del mismoe modo.

Problema 10, Dividir un cono froncado de bases pavalelas
en dos partes, cwyas dreas laterales estén en larazon m @ n, por
medio de un plano paralelo & las bases. :

Fig. 18. “Sea cl cono troncado ADCB, R y 1 los radios
de sus bases, { el lado DA, y el radio EI dela scccion inter-
media la inchgoita principal o

DEFC _ m

4DCB "~ mtn
VEF—VDG _ w

Tencmes

o

VAB=-VD( T mtw
-VEF_‘l Mt
5 VDG _om
VAB. , Tmdn

Ahota, siendo scmejantes los conos VYDC, VEF y VAB,
sus areas lalerales son proporcionales 4 los cuadrados de los
-1adios de sus bases, esto es, :
o VEF &« VAB_R

VDG 1Y VDG 1



xt i
luege r e i o™
£ Fig 1_ min’ RE—r*  mia
=
mR* I—n'r
de donde r= o
V m-+n

Si se quiere obiener el valor de otra incdgnita mas co-
moda paia hallar el punto D, por ejemplo, de la DE=y, ten-
dremos, tirando la DL pelpendicuiar al plano AB, la pro-
ploporcmn

DE __ EK gy __ 2—1

DA~ AL° T 1 Ry’
de donde yﬂ—-t (@—1)
: B—r

Sustitnyendo en esta esptesion el valor de #, se1d

e Wﬁ)

_ y= m-+n
Problema 1. Dwzdzf un cono en dos parles, cuyos volti-
menes esten en la vazon m : n, por medio de un plemo paralelo
@ lo base.
Fig 18. Sea DC el plano que se pide tirar, palaleio ila
base, /G=u, & la altura VI del cono. Como los conos son se-
mejantes, sus voliumenes serdn proporcionales & los cubos de

sug altutas {Geom , feor. 220}, s decir que tendremos la pro-
poreion

VDL '
VAB &
VDG . m

mas por suposicion

VAB™

luego

de donde

Problema 12

m4n’
w© om
a? m—}-n
3
n
m-tn
Dividir un cono froncado de bases paralelos

fr=a




&

en dos partes, que esien en la vazon m : n, por medic de un
plano pavelo & las bases. -

Fig. 18. Sea el cono troncado ABCD, Ry 1 los radios de
Jas bases, z el radio del circulo EF, que ha de dividir al
cono en dos partes que sean enire si como m : #. '

EDCF _ m
ADCB  mtn’

VEF-VDC m

Tenemos

¢ VAB—VDC  mtn~
VEF
6 voC - om
VAB‘_i_ mtn
VoC
7
. Fou m
b —_— )
B L m-+n
r
, e m .
[4) 3

R—1* " mtn

5 3 L ogd
de donde w———v mf oy .

m--n

Si se quiere hallar el val§1 de otra incognita, como el de
“1a DE—=y, tendremos, llamando [ al lade AD, y tirando la
DL paralcla al eje,
y:l::ip—r: B—1,
de donde = __l_('m--{-fr);
: : : R—r o
y, poniendo en lugar de x su valor .

42 (3 1 gaad -
Bl

m--n
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Arricuio. 3°
Pioblemas generales numericos

18. Problema 1.° Hallar el drea de un iridngulo, dados

sus tres [ados, :
Sea S el area del triangulo : sabemos que

. _ S:-{}—(isen'fl;

Iuego la cuestion esta reducida-4 hallar sen A en funcion de
los tres lados.

Tenemos  a*=b*1-¢*—2hc cos 4
3| a3 a2
de donde cos A= bie 9 .
26c

Por consiguiente
z 2 aE 2.2 (E ] 2 a3
con®Ami— B+ qa) — &lAP—(b }ic a*y*
' “hb%e? ab*e?

Queda hallado sen 4, pero su valor puede simplificarse.
Para esto, tenemos .
o — (030 —a") = (Eb_c;—bz_:mﬂ"’—ag) (2be—b*—e*t-a*)=
(¢ -erp—e) (a2—(b—0)" )=={a-+-b-} ¢} (b+e—a) (- +-b—c)
(o—bte.

Si ahora Hamamos 2p al perimetro del tiiangulo, serd
2p.2p—n).2(p—b) 2p—¢)_ 4p(p—a)(p—b)(p—0)
: 4Pt ' bt ’

sen® A==

[}

sen A= —Vp(p—0) () (p—0)..
Sustitnyendo este valor de sen 4 en la espresion del 4tea
del triangulo, sera

. .
- sz—g‘{. 5o Vl—0) (p—b) (—0),

6 5=y pp—a) (p—b) (1—0).

Probiema 2.°  Hallar el drea de wn trapecio, considerado
como difevencia de dos triangulos, y siendo conocida lo vegle
del drea del tridngulo.
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Fig. 19 Sea By 6 las bases del. trapecio ; « su aitwa
FG,y® la altuia EF del tiapecio deficiente , S el area del

t[ap"Ci()
Tendremos _
S;:,gii‘_w)B by Ba | (B—Da

N
Tenemos ahora, por ser semejantes [os Lnandul(}s AED
y BEC, la proporcion
AD:BC :: EG : EF,
o B:biiatw:x,

de donde T=—=

Por consiguiénte
all . B—b  ab
=gy

o
8= 2 (B4H)

=

Traduciendo este resultado al lenguage vulgar, lendre-

mos la regla conocida para hallar el. rea del trapecio. .

Pioblema 3.° Hallar el drea luteral de un cono troncado de
bases paralelas, siendo conoceda la regla pava hallar el dvea le-
teral del cono entero.

Fig. 48, Sean R y r los radios de las dos hases del cono
roncado, [ su lado DA, el lado VI del cone deficiente v
8 ta diea jateral del cono tioncado

Tendremos S—=R(l4+-x)—mrg=n{A—yx-L=RI

Ahora, los tliéngulos qemc;’anteq VAI, VUG nos dan la
propoicion e, .
\ Ir
de donde - L=

- R

loego S==m P—a o mRll=ar -+ =R,

& =) H—]—? | Sl
¢ en fin ' ol (R4 1)

formula hallada en [(‘eom icor QQSW
Problema &.° Hallar ol volimen dé wn cono tr sneads de ba-
ses paralelas, conociendo la vegla para hallay ol volimen del cono
enlero
Sean B v los 1adios de Jas dos bases del cono, asu allu-



4%

1a, ¢ la del cono defictente; V el volamen del cono tronca-
do: tendremos '

=R?

e Ve
3 3

Ahora los triangulos seme]antes VAl, VDG nos dan la

proporcion R:iriiatw:a,
ar
le donde = :
de donde =g
"Rz

Luego V_m (R*—1 )——I—
6 v="(( R,
benfin. VMLG{BMH +Rr),

formula hallada en {Geom., teor . 219, nota].

Problema 5.° Hallar ol voldmen de ung pivdmide froncada
dz bases paralelns, siendo couocida It 1egla pora hallar el volimen
de lo pirdmide eniera,

Sean B® y b® sus dos bases, o su altura, x la de la pird-
mide deficiente v V el volimen dela pirdmide troneada: ten-

dremos V:a_j_;m Bg——g b,
aB* | x(B*—b)
r V= b
0 5 T3
Ahora, [Geom teaf 186}

0 (aat
o B : b te+w a:,
de donde r= Bﬁb
Luego V=ﬁ+ (B b):i(BH—b’ ' Bb).

Problema 6.° Conocaendo la drea lateral A de nn cono y el
radio v de su base, halluy la alture = de dicho cono
Tenemos primeramente, siendo { el lado del cono,
A=mrl [Geom., teoi. 195],
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A
de donde - —_
"
iy A?
Pero evidentemenie o?=l—1*—=———1%;
(133
A
o —_ . g2
Tuego w== rye 2,

Problema 7.° Hallar el voliimen V de un cono, conocicndo
su lado | y el 1adio 1 de su base.
Tenemos, Hamando « & la altura del cono,

N

pero actualmente 6o conocemos «. Para hallar «, el tridngu-
Yo rectingulo formado por el lado, altura y 1adio, nos da
dz_:ls_,rz;. )
1 .=
Iuego V= wt y Per®,
Problema 8.°  Hallar el radio del cireulo circunscripto & un
tridngulo cuyos tres lados son conacidos.
Tenemos [Trig. 110, 1.°]
' S— besen A

5

pero  [Trig. pdg. 1451, sen_A:%';

abe

. S:—‘,

luego o
abe

d e —

de donde | f 1S
, abe

0 ¥

4v/p(p—a) (p=-) (p—0)

Problema 9.° Haller el vadio del circulo inscripio en umn
tridngulo, cuyos ires lados son conocidos.

Fig. 20.  Sea @ el centro del circulo inscripto, y r su ra-
dio: tiremos las tres rectas A0, B0, y €O, y los radios OF,
OF, OD 4 los puntos de contacto: quedara el triangulo divi-
dido en los tres triangulos AOB, BOC, AOC, cuyas areas res-
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pectivas son -g, ?—;, :;—b; Inege lamando § al drea del trn-
galo serd = _T_G__I'_Zbﬂzq ,
de donde
F YPP—0) (p=by (p—1) _ V (r—a)(p—-b)(p—0)
P FL

Pioblema 10.  Hallay el volilmen de un seymento esférico de
una base, conociendo su alturay el vadio de lo esfera.

Fig 20.% Sea BAC el segmento cuya altmia BP=—q, r ¢l
radio deia esfera: el volimen de dicho segmento setd la dife-
rencia de los volumenes del sector esférico OABC y cono cor-

respondiente QAL El volimen del sector es(érico es — rxz,
3
siendo z el &rea de la zona A BC; pero z==ax2=r; luego cl vo-

lumen del sector estérico es —=r’¢. El volimen del cono OAC
O .

es g_-POxﬁA Pﬂ:% (1 y(r*— 0P Y=

g- (r—a) ( 7 —( r— a)?): _; (r—a) (Zro—a’)=
b T ;- 2 Y kS s
g_a (r—a) (2r—o)= 1; (2r*—3r a—mz):%mr ‘g—my gt - Tﬂ; ‘

Por consigniente, si llamamos V al vollimen del segmen-
to ¢slérico, sera

2 2 m?
V="—mrt— | —nrig—nra®-—
3 (5 SR )

N _
ol /4
V=t @?——=m®[ 1 — = }
3 3
Luego elvolimen de un segmento esférico de una base esigual
al Grew del circulo, cuyo vadio es le oliure del segmento, muli-
plicado por ln diferencia que hay entre el vadio y el levcio de di-
cho altura.
Pioblema 11  Dividir una esfera por medio de un plano
-l dos seginentos que esten en 6 razon dem @ n; 6 lo que es

&



A7

jgual , dado el radio de una esfera, halley lo oltura del segmenio
de ung base , cuyo volbmen esté con el de lu esfera en lo 1azon

dem : m--n ,
Sea y la altura del segmento: el vollmen de este segmen-
o s, segun acabamos de hallar enel problema anterior,

A
ryg( 7 — %), y el volaimen de la esfeia %—mgg luego

sf ¥\
™ (T 3 ) it

4 s Tmebm,
- am
. T - 'E
0 s m4n ’
Ain .
é ﬂ’—--g 2 .——_1"3:0‘.‘._.. ’j 3
Y3yt~ T (1]

ecuacion de tercer grado que tiene por lo menos una raiz
teal negativa [Aly. super. H08].

Para averiguar con cetteza la naturaleza de las otias dos
raices, y aun poder haliar los valores de las tres raices, pon-
gamos la ecuacion [1] bajo la forma

x* +Bpr-F2q=0 [Aly. super. 563].
- Para esto, quitaremos el segundo término de la ecua-
cion [1], haciendo y==r-F-o: sustituyendo cste valor, y clec-
tuando todas las reducciones posibles, 1esulta la ecuacion
ma——Sfﬂm—j—@_ﬂ_)r‘*:O L [2]
m-n

Comparada la ecuacion [2] con la
w*-+-Bpr--2¢—0,

es - :f?,qzﬁm?lfs, y por consiguiente [Aly. super. 564]
1 '
2 3_(_"'”*”)2,&__ ]
1 __Hj _(m-f—n)”ﬂ -

cantidad negativa; luego la ecuacion [2] se halla cn el caso
irreducible, es decir, que sus lres raices son 1eales. Sé vid
[Alg. super. 367] que la ecuacion de tercer grado en el caso
trieducible tiene la forma

i % —Bpa--24=0,
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y que siendo o un angulo determinado por la férmula

08 go::._i,
v
los valores de x son:
:9.\/5. cos ?
T s
a
a=2/p. p £08 — —H’
m_‘z\/ . 008 2“
' m—1n ,
Actualmente, como p=1*y q—~ —r", serd
m-+n
m—mn
Co8p—— 5
m-}n
-}
T==2r cOS g, |
=2 00521:-4_?’
5
> 1
. =321 cos 2o ?

y por consiguiente

y———_f(i—l—ﬂ cos%),
y:f(i+2 cos %‘;—?),

.J——"T'( 142 cos 2“;?'-) .

Discutamos ahora eslos valores de y. .
Supongamos primeramente que Ia razon m:u<i, 6 lo
que es igual que m<n.

. _ m—mn B—m e
_ Siendo m<n, cos == == es positivo, y por

: - Comdn m4nR '
consiguienie el dngulo ¢ tendra un valor pesitivo menor que

90°: .g.endré un valor positive y menor que 30°, Tuego 0052 '
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serd mayor qué cos30°, y con mayor razon que cos 60'= -

luego 2 cos§>l y el primer valor de ¥, mayor que 2r; re-

sultado que, aunque positivo, es madmislble en ¢l proble-
ma actual.

Para el segundo valor de ¢, tencmos 2= ;_ 190“—]—
¥ 003(120“+-3)$— sen (50“-—}--;); luego
O .
e 1—5 002
ymf(i 2 sen (50°4 5))

Comao sen (50" +~) 32, y por tanto 2 sen (50“ + —) >1,

se infiere que el segundo valor de y es negalivo, ¢ inadmisi-

ble por lo mismo. e

=120"—.2

. _ 5
luego - eos( 120°—F J=— sen{ 30°— },
3 : 3

y por cons;gmente o
y=r (i—-? sen (50°-~--1)) .

Dre—
Para el iercer valor de y, tenemos kil 4

Siendo sen (aO“ 5 )cantldad positiva, pero menor queé,

se. infiere que este valor de ¥ es pesitive y menor que 7,y
es por lo tanto el Gnico valor de la 1ncogmta que resuelve el

o _problema

Supongamos ahora quelarazon m:n>1, 6 bien que m>n;
—H

cos 9= — es negativo, y por consiguienie el anguio
n .

¢ tendra un valor mayor que 90° y menor que 180°; - 5 - serd
mayor ‘que 30° y menor que 60°, vy por fanto cos -;;i serd ma-

4
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. 1 -
yor que cos 60°, es decir, mayol que - luego el primer va-

lot de y es mayol que 2, valor inadmisible.

Para el segundo valor de y lenemos - sz—?- 5120“4—-—;;1;
]
luego y:f(i—i-fz cos (i‘20°+%)),

6 y:_*r(i——-% sen ‘(50“—{—%)) ‘

Como sen(50“+ %) £8 THAYOI GUe é, se infiiere que el

segundo valor de y es negativo.

Para el tercer valor de y tenemos 22—9 =120"— g,

luego cosgi 20° - %)::-»—- sen (30“—-%—),

¥ por consiguienie

y:_r(l —2 sen:.( 300 — §)> >

. ?
& y=r{ 1-+2 sen{—--50°) |.
7 ( s )>
Siendo sen (ff_'—'%()“) cantidad positiva y menor que %,
5

se infiere que este valor dé y es positivo y mienor que 2r, y
es por Yo mismo el linico valor que satisface al problema.

Problema 12. Dados los cuatro lados de un cuadrilitero
inscripto en wn ¢hyculo, hollar el drea del cuadriitero, y los
diagonales del mismo.

Fiy. 21 Sea el cuadriltero inscripto ABCD ; hagamos
AB=ga, BC==b, CD=c, DE=d: llamemos § al area del
cuadrilatero,  é y 4 las diagonales AC y BD. Nos propone-
mos hallar 8, @ é y en funcion de los cuatro lados a, b,
cyd

1
El 4rea del triangulo ABC es 7 ah sen B, y la del tiidn-




gulo ABC B—Cd sen.l):...;_ ¢d sen B, puesto qué los dos an-

-

gulos By D con ewdentemente su plementanos luego

1
S::B" absenB-{ —_ cdsenB

-

0 ' S=—§ (ab-{-cdy sen B.

Nos falia, para que § quede conocida, hallar senB en
funcion de los lados del cuadrilatero. _
~ Para esto, los dos tiidngulos ABC y ADC nos dan las dos
ccnaciones: #'= 0*-b"—2ab cos B, K
w—c*J—d—chdcosB LE]
que contienen 4 las dos incdgnitas # y cos B. Eliminando la
x, v despejando cos B, resulta

._‘ae {__bz_cz dé ]
cos B= W. :
por consigniente (@b 4ol (@ -HF _a
YA A ane3 L{ob4-cdy-—(a D
~ gen B=1— cos’B= RO
(2ab+20d-Fa® -+ —c—d%) (2ab-+ 2d—a*—b* '+ d%)
o 4(ab+-cd)’ o
(@46 —(e—a)*) ((c+d)*—(a-—b)? )
L(ab-+-cd)®
(a+b+c—-d) (a+-b—e--d) (c+d-+-o—Db) (c—l—d—a-{—b)
A(ab-ed)?

¥ Hamando 2p al penmetro a-t-b1-c4-d , serd
2(p—i).2(p—0).2(p—b)-2(p—a)_

gen *B= R
| b{p=0) (=) (=-0) =)

(@bt cd)2

por consiguente -

sen B2V 0 =0 =) ()
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Sustituyendo este valor en la espresion de 8, serd

S=v/(p—a) (p—b) (p—¢) (p—d)-

Hallemos ahora la diagonal .
Sustitnyendo el valor de cos I en cualguiera de las ecua-

ciones [K], en la primera por ejemplo , serd
az—{—ba‘-—f:’—dg
2ab-1-2¢d

P =a* - b*-—2abx -

>

que se yeduce 4
a‘ed--blcd -{-abe*+-abd*
ab-+ed —

ac{ad- {—bc)—}—bd(bc—}—ad) {ac-t bd) (ad-+be)
ab{-cd ab-+tcd ’

Para hallar el valor del cuadrado ¢ de la otra diagonal
BD, no hay mas que permutar convenieniemente las lettas,

vy iendremos
e (ac +-5d) {abtcd)
_ ad--be ’
Corolario, Multlplicando %* por y*, tendremos
x_y’_::(ac—{-bd),’,, 6 zy=ac-+-bd;
es decir que en fodo cuedrilitero inscripto en un cireulo el pro-
ducto de las diagonales es dgual ¢ Ia suma de productos de los la-
dos opuestos.
Dividiendo #* por y’, tendremos

(ad-+ be)®

?  abedy”
& - ad-tbe
5 abtcd ’

es decir que en fodo euadrillero inscriplo en un cmulo lus
diggonales son proporcionales ¢ las sumas de los productos de los

lados gue terminan en sus estremos,
Estos dos teoremas pueden demosirarse ficilmente por

geometria: el primero, que es el mas interesanie, es cono-
cido con el nombre de feorema de Tolomeo.

2=

'
(4]




GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Fecuaciones de Ias lireas.

WAV

CAPITULO L

Detorminacion-de un punlo de un plano..

0. D eterminar lo posicion de un punto de un plano con
vespecto & dos rectas que se corten y se hallan en dicho plano.

Para la resolucion de este problema conviene anteponer
las nociones preliminares siguientes: |

Fig 22. Sean Oz, Oy las dos rectas indefinidas con
respecto 4 las cuales sé quiere determinar un punto cual-
quieta del plane, que pasa por eilas: sefialemos en cada
uno-de los cuatro dngulos, formado por estas dos rectas, un
punto, tal como M, M’, M’, M, y liremos por esios pun—
tos las rectas MP, M'P', M"P", M"'P" paralelas 4 la recta
Oy.
Se llaman ejes de coordenadas las dos rectas indefinidas
Ox, Oy con respecto a las cuales se delermina la_posicion
de los puntos ; el eje O se llama eje de abseisas, y el eje Oy
eje de ordenadas; el punto O se llama origen de las coorde-
nadas. : - : o

Sc llama ordenada de un punto la paralela al eje de or
denadas, contada desde dicho punto hasta el eje de absci-
sas. Absciso de un punto es la parte del eje de abscisas

comprendida entre el otigen y el pié de la ordenada.

' La abscica y la ordenada de un punto sellaman las coor-
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denadas de dicho punto. ‘Las abscisas se suelen vepresentar
por la letra @, y las ordenadas por la letra y; y por lo mis-
mo el eje de abscisas suele llamarse tambien eje de las #,
y eleje de ordenadas, eje de las y. _ _

‘Recordemos el leorema de Descaries que enunciamos en
el nim. 108 del dlgebra; y que puede enunciarse en los
términos siguientes:

Las ecuaciones entre los valores de varias cantedades concr elgs
se conser van las mismas , aun cnando alyunaes de dichas cantidi-
des reciban sentidus enteramente opuesios d los que antes tenion,
con lal que se comsideren como negaticos los valores de las con-
tedodes que muden de sentido '

Para poder aplicar este teorema, indispensable en la
geometiia analitica, supondremos que las abscisas y orde-
nadas de los puntos situados en el dngulo superior de la de-
techa de los ejes son positivas, 6 lo que es igual, que las
abseisas contadas 4 la derecha del oiigen v las ordenadas
situadas por arriba del eje. Ox son positivas; v por consi-
guiente que deben ir precedidas del signo —, ¢ ser negati-
vas, las abscisas contadas 4 la izquierda del origen y las
ordenadas situadas por la parte de abajo del cje Ow.

~ Segun esto, la abscisa y ordenada; 6 sean ias coordena-
das del ponto M, son OP y MP. La abscisa v ordenada del
punto M’ son —OP"y M'P". La abscisa v ordenada del pun-
to M" son —OP" y—M"P" Finalmente las coordenadas del
punto H'""-son OP y — M P (1). : 3

Esto supuesto, Is position de un punto de un plano queda-
14 determinada, con fespecto & dos ejes que se hallen en- dicho
plano, conociendo sw abscise y su ordenada.

En efecto, la abscisa del punto indica la paralela al eje
de ordenadas en que debe hallarse dicho punlo, v Ia or1de-
nada del punto sefiala cual de los punios de la paralela es
el punto pedido; pues es evidente que. en dicha paralela no
pueden existir dos puntos que tengan la misma ordenada.

Ejemplos 1.° Fijar ln posicion de un_punto cuya abscisa
seq 2,y su ovdenada 3. '

- (1) Wéngase mucho cuidado con los signos qus-dehen preceder & las
coordenadas ; ‘pues por no estar segwros de esio #lganos autores son i
10005 MUY conlusos. ' :



Tomaremos sobre el eje delas x Ia abscisa OP=2, ¥ i-
rando por el punto P hacia artiba la MP=3 paralela al eje
Oy, el estremo M de esta patalela sera el punto pedide. ~

“g o Determinar el punio cuyds goordenadas son —2 y — 3.
Tomaremos sobte el cje Ox desde el origen hdcia Ja iz-
quierda, la parle 0P=2 (no dige la abscisa, que no es
OP" 62, sino —O0P” 6 —2), ¥ pot el punto P” tiraremos la
PrM==3 paralela al eje Oy, y ¢l estiemo M" serd el punto
pedide. '

3.2 Determinar el punto Cuyas coordenadas sean 3 y —2.

Temaremos sobte el eje Oz desde el origen hécia la de-
recha una patte OP™'=35, y pot el punto P titaremos hacia
abajo un paralela PUM™ al ejc de ordenadas, ¢é iguala 2,
y en el estremo M™ estard el-punto pedido. .

Lo Sefalar la posicion de un punlo cuyd abscisa sew —3
y su ordenada sea %, C '

" Tomaremos desde el orfgen-hécia la izquierda una patle
Op' =35, y titaremos por el punto P’ hacia arriba la para-
lela al eje-de ordenadas P’ =2, y el estrtemo M’ de esla
paralela serd el punto pedido.

90 Los ejes-de coordenadas pueden , & no., sel. perpen-
diculares entre si: en el primer caso se llaman ejes ecidn-
qulares, y en el segundo, cjes oblicudngulos. Cuando los ejes
eon rectangulares, que €s lo que sucede oidinariamente, lg
ardenudn dé un punio €8 lo distancin.de dicho punio ol eje de
.abscisas 3 v la abssisa, se puede tambien deeir , que es la dis-
tancia de dicho punto al eje de ordenadas ; anteponiendo 2 es-
tas distancias los signos convenientes.. '

CAPITULO 1L

Rapresenlacion geométrica de las ecuacionss, y alfebr ice
' de las lineas.

9. Dada una ecuacion con dos incognitas & variables »
& y, para hallar sus diferentes soluciones ; se despeja una de
las incdgnitas, y por ejemplo, se dan 4 Ia olta, @, valores
arbitrarios, y se hallan los valoies correspondientes de lay.
. Supongamos ahola que s¢ consbruyan los puntos, cuyas

coordenadas sean las diferentes soluciones Lalladas: como
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estos puntos pueden construirse tan préximos entie si como
se quieran, formarin una linea, Luego 4 toda ecuacion con
dos variables corresponde (prescindiendo de los cases de es-
cepeion, que mas adelante examinaremos) una linea plana,
que se lama el lugar geoméirico de la ecuacion.

En general, para construir el lugar geométrico de una
ecuacion, se despeja una de las variables (1), y por cjem-
plo, se dan 4 x valores arhitrarios, que vayan creeiendo
desde 0, se hallan los valores correspondientes de g, y se
construyen los diferentes puntos cuyas coordenadas sean las
soluciones halladas ya. Se dan en seguida & » valores que
vayan cteciendo negativamente desde 0, se hallan los va-
lores correspondientes de g, y se construyen los puntos cu-
yas coordenadas sean estas Ullimas soluciones. Se juntan
Iuego los puntos construides por medio de una l{nea con-
iioua, y se tendrd el lugar geométrico de la ecuacion, con
tanta mas exaclitud, cuanto los puntos constrnidos de 12 li-
nea estén mas proximes entre si. S

Ejemplo.  Comstruir el lugar geomélrico de lg ecuacion
yi==2x. ‘

Despejando la y, tendremos y—= == /9.

Fig. 23. Haciendo =20, resulta y=-0, lo que nos dice
que el punto cuyas coordenadas son 0y 0, esto es el origen,
corresponde 4 la linea, 6 que la linea pasa por el orfgen.

Haciendo ahora ‘

z— 1, 2, 3, &,

los valores correspondientes de g son

y==oty/2, 2 /6 /8,

Demos ahora & = valores negalivos : los valores corres-
pondientes de y son imaginarios; lo que prueba que la linea
no tiene punto alguno en la region de las abscisas negati-
vas, 0 lo que esigual, que la linea estd entcramente com-
prendida en los dngulos supetior ¢ inferior de la derecha de
los gjes.

Construyamos ahora los puntos M, M', M", M., N,
N, N”, N"..., cuyas coordenadas sean las diferentes solu-

(1) Esto es siempre posible en las ecuaciones de primero y segundo
grado, de que nos.v mos d ceupar principalmente en este tratado
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ciones halladas, y juntindolas por medio deuna linea conti-
nua, resultard la curva que indica la figura, y que serd
aproximadamente el lugar geométrico de la ecuacion pro-
puesta. . ' o

22 Sucede comunmente gque, cuando segiene la ecna-
cion de una linea, no s¢ necesita construirla en realidad,
sino adquirit una idea aproximada de la forma de la linea;
Jo que se consigue observando los valores que van teniendo
las ordenadas de Ia linea, 6 lo que es igual, ebservando la
posicion respectiva que tendrian los punlos, si se construye-
gen efectivamente. Mas adelante veremos varios ejemplos
de eslo.

9%  Acabamos de ver cémo puede hallarse el lugar geo-
métrico de una ecuoacion. Al contrario, corociendo una de-
finicion ge una linea plana, ¢ alguna de sus propiedades
caracteristicas 0 esclusivas, se puede hallar la ecuacion que
indique la 1elacion que existe entre las coordenadas de un
punto cualquiera de la linea: esta ecuacion se lama lo ecua~
cion de lo lineq. ) .

Diremeos, pues, que lo ecuacion de una Hnea es la ecua—
cion que indica lo velacion constante que hay enlre las coorde-
nadas de un punto cualquiera de dicha linea.

Podemos va definir la geomelria analitica plana, dicien-
do que es la ciencie que se ocupa del estudio de las lineas pla-
nas por métodos generales, representdndolas anles por medio de
ECUACIONES . : - .

24. Segun la definicion de la ecuacion de una linea, si
un punlo cuyas coordenadas son @' ¢ y' corresponde 4 una
Hnea cuva ecuacion gea f{x, ¥ )=0, lendremos f(z’', ¥)1=0;
pueste que la ecuacion f(z, y)==0 es la relacion entie la
abscisa v ordenada de un punto cualquiera de la linea. Por
consiguiente, siempre que un punio se halle en ung lineg, cu-
va ecuacionse conozea, las coordenadas porlicwlares del punio
sustifuidas en lu ecuacion en lugar de las gencrales, verifican
esia ecuacion. K
4+ 28, Sean f(z, 9)==0, ¢(x, ¥)—0 las ecuaciones de dos
iinéas, y supongamos que estas dos lineas se corten en uno
o varios punlos; v sean =z’ é ¥’ [as cordenadas de cualquiera
de los puntos de interseccion: tendremos, -en vitud del
‘principio titimo, las dos ecuagiones f(x', §)=0, ¢ (z',y")=0.

Resolviendo estas dos ecuaciones, cada solucion nos dard
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L3
las cootdenadagde un punto de interseccion delas dos lineas.

Como las soluciones de las dos ecuaciones f(z', =0,
o{x’, y)==0 son las mismas que las de las dos ecuaciones
flz, 1)==0, ¢(z, 9)==0, en las cuales las » tienen igual va-
Jor, como tambien las y, resulta qué pare hallur los puntos
de interseccion de dos lineas, dudas por sus ecuaciones, se tgua-
farén lns coordenadas, 6 lo que es ignal, se combinardn las
das ecuationes, ©s decir, se considerardn x ¢y como dos m-
cignilas en ambas ecuaciones; y v esolviendo dichas dos ecuaeio-
nes, sus diferentes so'uciones serdn las coordenadas de los dafe-
7entes punlos de inleyseccion de las dos lineas

26, Para halla1 las abscisas de los puntos, en que una
linea corta ab eje de abscisas, se hatd y=—0 en la ecuacion
de o lnea; v despejando la @, sus diferentes valores serdn
las abscisas de los puntos en que la lfnea coita al eje de abs-
cisas.

En efecto, en dichos puntos de inferseccion, y no en
ningun oiro punto de la linea, la ordenada es ceto; y por
conswmente losvalores de & concqpomhcntes al valor 0 dey
son hs abscisas de los puntos de interseccion de la linea con
el eje de abscisas:

27.  Para hallar las erdenadas de los puntos en gue una
linea corta al eje de ordenadas, se hace =0, y se despeja
la g; v los diferentes valores de y seran las ordenadas de
dichos puntoes de interseccion.

En efecto, en los puntoson gue la lnea corta al e]e de
ordenadas es r=— 0, y npeo e ningun otro punto de'la misma
Hnea; luego los valores coneqpondientesdf; y al valor 0 dew
son las mdemdas de los difcrentes puntos de interseccion de
la Jinea con el eje de or1denadas.

28, Presentemos algunos GJBIHPIOS en que se trate de
hallar 1a ecuacion de una linea.

FCUACION DE LA UINEA RECIA.

Nots  Para poder hallar la ecuacion de una linea, no
solo se ha de conbcer su definicion, 6 alguna de sus propie-
dades caracterisiicas, sino la posicion de la linca ; determl-
nada por medto de datos suficientes

29 Fig 24. Consideremos, pucs, 4 Ja recta AN enel
caso mas general, que cs aquel en que la recla no es paralela
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4 ninguno de los ejes, ¥ tampoco pasa por el oifgen; y su- .
pongamos que se conozean la ordenadu en el origen, es decir,
fa ordenada del punto B, en que la recta corta al eje de or—
denadas, v el dngule NAX superior deladerechaquelarecta
forma-con el ¢je Ox; datos que evidentemente determinan
la posicion de la recta. Paia hallar la ecuacion de la reela,
 senalemos las coordenadas OP—=, MP==y de un punto M
de la recta, punto enyas coordenadas sean posilivas: llame-
mos 0 al angulo YOX superior de la derecha que forman los
ejes, = al angulo NAm, y b & la ordenada del punto B, 1a
cual p did ser positiva 6 negativa, segun la posicion de este
punto.. Tizemos ahora la recta BQ paralela al eje O, y ten-
dremos en el trigngulo MBQ la propercien '

MO - sen MB(Q

BO™ senBMQ”

0, pucsto .que el angulo BMQ#MP:J?Q MAr—=t6—u,
y—b. sena
x  sen{f-—a)’

. sera

sena.

dg'doqde y—.—'é‘e‘mwj— o | )

~ Yemos hallado esta ecuacion en el supueslo de que z éy
son las coordenadas de un punto de la recta tomado en el
angulo superior de la derecha, es decit, hemos hallado la -
ceaacion et el caso mas ficil: pues bien, en virtud def con-
venio sobie los signos que deben preceder 4 las coordenadas
v #-las litieas teigonométricas, el teorema de Descartes [19]
nos dice que la ecuacion hallada es general. -

Comprobémeosia en un caso tomado a arbitrio.

o Fig. 25, 8ca M un punto cualquiera de la'recta BAN, v
sus coordenadas —O0P-—=wx, ~MP=y, el ingulo NAz=z, e
angulo y0zr=0, y la ordenada en el origen —BO==b Ha-
ciendo la migma consliuceion que antes, es decir, tirando
pot: el punto B la B0 paralela al eje Ox, tendremos en ¢l
tidngulo BMQ la proporcion ' '

LR CMQ sen MBQ

BO sen Bﬂfé'_ :
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como MQ=B0 ~MP=—bty, BO=PO-=—sx, MB(=
BAO=180"—2, BMQ—=MBO==NAX—AQB—2—4, se14

y—b__sen (180°—«)

— sen (x—8) °
y como sen (x—8)==— sen (6—a), serd
y—b ___sena
¢ sen(d—a)’
sen o , '
de donde yzmw+b. - . a

30. Habiendo hallado la ecuacion de la recta en el caso
mas genetal, pasatemos & deduéir de ella las ecuaciones
correspondientes 4 los diferentes casos particulares que pue-
den ocurrir. Primeramente, si la recta pasa por el origen,
serd b=0, y por consiguiente la ecuacion de la recta es en
este caso

sen « z
Y= sen (B:—a) ’

que es facil, y aun conviene, hallarla directamente.

Sila recta es paralela al eje de las w, serd «=0, y por
consiguiente senz=0; luege la ecuacion de la recta para-
lela al eje Ox es y==b; lo que por eotra paite es evidente,
pues en todos los puntos de dicha paralela la erdenada es
constante. : ’

( Si la recta coincide con el eje de las x, se hallai su ecua-
cion por la geueral, haciendo en esta «=0 y b=0, lo que
da y=0; y tambien puede hallarse por la ecuacion y==b de
la paralela al eje de las %, suponiendo que b vaya disminu.
yendo hasta que se reduzca 4 cero, en cuyo caso coincide
dicha paralela con el eje de las #: tenemos, pues, que la
ecuacion del eje de abscisas es y==0 y eslo es evidente, por-
que en todos sus puntos la ordenada es cero. B

Fig. 24 Si la recla es paralela al eje delas y; tendre-
sSena

mos b==»n y a:&"ﬁe_n(—ﬁ_——m_)

==, Como en laecuacion

sen «

y—= —%-1-b hay dos cantidades que se hacen infinitas
sen (h—a) ' .
en ¢l caso actual, para hallar la ecuacion dela recta en té;-
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minos finitos, reemplazaremios una de las dos eantidades
By b oenfuncion de la olra: sea ¢ la abscisa del
sen (0—a)

punte A en que la recta corfa al eje de las z, y considere-
mos 4 la recta ABen una de sus posiciones, antesde llegar 4
ser paralela al cje Oy: tenemos :

AQ. sen (0—x)
aﬁﬁ: ‘sena  *
—c¢ sen(f—a)
6 b sena "
. sene _ b
de donde gm::):,_c_ ;
¥y por tanto la ccuacion de la recta puede escribiise asi:
. b
y——_t:—m—l_b’

6, partiendo por b, .%—}—?m— .

-_Shpongamosi éﬁd:lg_]t;ue la recta, moviéndose al rededor
del punto A, llegue & ser paralela al eje Oy; entonces

b=, %:0, y por coﬁsiguiente la ‘ecuacion de la recta

B ] @ . . N . N . ;
paralela al eje Oy es ——=1, 6 x—=¢; como evidentemente °
L . T R

«debe ser, pues todos sus puntos lienen la misma. abscisa ¢.
‘Ahora, si esta recta se va aproximando al eje Oy . conser—
véndose siempre paralela 4 este eje,’y llegaal fin 4 coinei-
dir con é1, tendremos que la ecuacion del eje de ordenadas
serd @=0; lo que tambien es evidente, pues todos les pun- )
tos del eje de ordenadas tienen por obscisa 0. -~ - - - .
 Nork 4.2 -“Obsérvese que, cuando la 1ecta no es paralela
‘tinguno‘de los ejes, su'ecuacion contiene las dos variablés
%€y 5.y que, cuando es paralela 4 uno de los €jes, su ecua-
¢ion no contienc mas que una incégnita.- '

31:€ En todos los casos la ecuacion de la linea retta os de’
primer grado con vespecto G las variables. ) ' T
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: . seha .
Nota 2% El coeficientie —— ~enla ecuacion

sen (hb—=)
sen «
yr=——— &b
sen (§—z :

se llama el coeficiente angular de Ja 1ecta (1),
Representemos, como se acostumbra, el coeficiente angu-
lar de la recta por 4, y la ecuacion de la 1ecta serd entonces
y=ux-+-b
8i los ejes son rectangulales, es =90, y pol consi-
guiente ' .

sen o Sen o

— —ta o1 luego, cuando
sen(f—a} cOSa g 80>

los ejes de coordenadas son vectangulores, el cosficiente angulor
de la vecte es lu fangente del dngulo superior de lo derecha que
la recta forma con el eje de abscises.

Acabamos de ver que la ecuacion de todalinea recta estd
comprendida en la ecuacion y==ax-{-4, es decir, que dicha
ecuacion es de primer grado con respeclo & las variables

 Demestremos que , 1eciprocamente, foda ecuacion de pri-
/mg’r grado tigne por lugar geomélrico uha linea recly.
;7 Fig. 24 Enefecto, la ecuacion general de primer gra-
'_do con dos variables es ‘

S Ay -Br =0,
de donde . = —__ng—- %

(— - Hallemos el punto A en que esta linea, cﬁialquieia que
ella sea, cortaal eje de las x; para lo cual haremos y==0, y

despejando x, resultard « 6 —Aoﬂeg-=Tiremosr;alioripor

(1) Tiaduciendo al lenguaje vulgar-esta espresion , se syele decir
qque ¢l cosficiente angular de yna recie os lit rogon del seno- del dngilo que
lg jecla forma con el efe de abscisas al senc del dngule que-lo vecta forma
con ¢ #je de ovdenadas: pero esta iraduceion no puede- aplicarse 4l cdso
en que « > 0, es decir al caso en‘quela recta Liens artes comprendidas
enlos éngulos superior de.la 1zquierda ¢ inferior .de la derecha;a no
ser que se considers como negativo et angulo que, Ia recta forma con el
eje de ordenadas. B R et
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.
este punto A y por el punto B; en que la lnea eoria 2l eje
de ordenadadas {cuya oldenada GB;—‘_—\%}, una recla, y
hallemos su ecuacion. El triangulo GAB nos da la proporcicn
OB:0A::scn BAO: sen ABG,
A .
0 — P piisenwisen (82,
de donde % B Conocemos, pues, el cocficiente
sen (§—e) 4 - - .
angular de la 1ecta AB y su ordenada -en el origen; luego
su ecuacion serd '

C
Y T
é Ay Br-4-0=0;

es decir que esta ecudcion, que es la propuesta, tiene por lu-
gai geométrico la recta AB, ¢ bien 1epresenta 4 la 1ecta AB.
. o . \ B
Fig. 26.  Si la ecnacion fuese Ay—{r-_Bsz, O y=—7 2,
representaria ung linea recta que pasa por ¢l origen, puesto

que la ordenada en el origen — —g de la recta representada

es-ahota O; pero lo demostiaremnos directamente. .
~ Para hallar un punto de 1a linea representada por esta
ecuaeion, demos 4 x el valor parlicular 4, resulia y=—--B.
Esto supuesto, por &l origen y por el punto M cuyas coor—
denadasson 4 y —B tiremos una recta, y hallemos su ecua-
cion: el tridngulo OMP nos da la proporcion
T sen MOP: sen OMP :: MP: OP,
- semz B
o i sen{b—a) A S
Por consiguiente la ecuacion de la recta OM es y==.—

o

B- [T k o . - f . . o :
TE 6 A_y-{_—!i_'-@:ﬂ,- que es la ecuacion propuesta; luego
esta ecuacion liene por lugar geométrico una 1ecta que pasa
por el origen. ) Co : :

SRR A P ECUAGION DEL CIRCULO0: -

~'33. Coloquemos, en primer lugar, el origen en el cen—

iro y tomemos ejes rectangulares. Sea [Fig. 277 M un pun-
- 1o del circulo cuyas coordenadas son OP=g, MP=y: ti-

»
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remos el 1adio OM. En el tridngulo retangulo OMP es
OP* - L-MPP=0M*,
6 x|y E=R%

Fsta ecnacion, que indica la relacion constante entre las
coordenadas de un punto cualgquiera M de la circunferencia,
es Ia ecuacion del circulo.

Fig. 28.  Coloquemos ahora el origen en un punto cual-
quiera diferente del centro, y supongamos que tambien los
ejés sean rectangulares. La posicion y magnitud del circulo
quedaran determinadas, conociendo las coordenadas OA=q,
CA=b del centto y el 1adio B, Sea M un punto cuaiqulera
del cirenlo, y sus ecordenadas OP—=x, MP—=y: tiremos el
radio CM v la €O paralela al'eje Ox. El lridngulo rectidngulo
CMQ nos da la ecnacion

CO M =CI,
) (6—a)y*-+(y—b)’=
ecuacion del cirenlo en cualquiera de sus posiciones con res-
pecto 4 los EJBS Oz, (hy, y que por tanto se ilama la ecuacion
general del cly culo, siendo los ejes [ectangulares

Aungue hemos hallade esta ecuacion suponiendo que las
coordenadas del centro y las del punlo M sen posltlvas di-
cha ecuacion se verifica swmple en virtud de los signes que
preceden & las coordenadas. bompmbemosla enun caso cual-
quiera.

Tenemos [Fig. 207 OA=aq, wmCA=b, OP=1, —MP=y:
haciendo la misma construccion anterior, tendremos

CO*-MQP==CM?,
6, puesto que MQ=CA—MP=—b+y, CQ-_OP—AO—'r:—a,
serd (=)} (y—by=R" - -

534 Dela ecunacion general del circulo’ pueden deducitee
las ecuaciones correspondientes & los dlferentes casos parti-
culares que pueden ocurrir.

1.° Si elorigen est en el centro, es- a-—O b._O, Y pOI
consiguiente la ecuaclon del cirenlo serd entnnces ‘

.._RZ :
como Ia hemos hallado d11 eetamente

9.° Si el origen estd en el estrenio 0 [Fzg 50] de un dla-
metro, eje de abscisas, serd a_R b_O y ]a ecuacion del

cireulo serd entonces .
(m—R)’+y —1’%2

que simpliﬁcada es  y'=2Rx--2?, .-
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es facii hallarla directamente, en virtud de la propiedad
del circulo de que la. perpendicular bajada desde un punto
de la circunferencia al diametro es media proporcional entre
Jos segmentos del didmetro (1),
55. Acabamos dever que la ecuacion general del eirculo,
siendo 1ectangulares los ejes de coordenadas, es
(w—a)*|-(y—b)'=F",
& 2?1yt 2a—2by "+ 6 — R*=0,
Al contario, la ccuacion Ax*4Ay*+DxtEy4F=0re-
feridad ejes rectangulares vepresenta un circulo, un punio dnada,
~En efecto, partiendo todos los términos de la ecuacion
por A, serd

/ ‘D E \ F
' 2 2 — —— e =0
@by ot g
QOhservemos ahora que :vz-{—-%-m son los dos primetos térmi-

, D
nos del cuadrado del binomio #-- ey, é igualmente *-j- m‘i;y
son los dos primeros términos del cuadrado del binomio ¥~

——_: completando estos cuadrados, la ecuacion serd
&) . CoL e

D\ EY_DHﬁg F
(m*‘é‘z) T (f”‘ EYY AR VO

y ahora, si el segundo miembro es positive, se ve que csta
ecuacion es 1a de un circulo, cuyo centro tiene por coorde-

nados b, E ‘cuyo 1adio es i/ D4-E -:?__
QAY 2A’y. AA® A
Si el segundo miembro es cero, la ecuacion sera

DY B\

y como la suma de dos cantidades posilivas variables no pue-

{1) Todo teorema pariicular puededemostrarse del mismo modo que
el general en que estd inchiido; pero, 4 veces, los feoremas particulares
pueden obtenerse por razenamientos tambien pariiculares, y noinclui-
dos 3{1 el razonamiento general: esto sucede precisamente en el caso
aetual -

5
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de ser cero sino Jo es cada una de dichas cantidades, se~ g
1a - b =0, v+ E =0, 0 p=— E y= D ; es decit

™ g = 24’ 24’ :
que en cste casola ecuacion representa un punto cuyas coor- |
' E
24

Si el segundo miembro es negativo, la ecuacion es im~

posible, teniendo 2 &y valores reales {como es necesario
para que x & y sean las cooldenadasde uno 6 varios puntos);
pues la suma de dos cantidades positivas no puede ser igual
4 una negativa; luego en este caso la ecuacion no 1epresen—
ta nada.

36. MHallemos ahora la eeuacion del cireulo, siendo los
ejes oblicudngulos. .

Principiemos por el caso general.

Fig. 51 Llamando e y b 4 las coordenadas O4 y CA del
centro, B al radio y 6 al dngulo de los ejes, sefialando las
cootdenadas OP—=wx, MP-—=y de un punto Mdela curva, y ti-
rando la €@ paralela al eje O, tendremos en virttud del teo-
rema general de la trigonometria rectilinea

COP-MQ*—200 MG cos CQM=CM?,
i (w—a)*--(y—b)* -2(w—a) (y—b) cosé==RE.... [A].
Siel origen estuviese en el centro, seria ¢==0, =0, y
por consiguieate la ecuacion seria
oyt 2ay cosb=R,
la gue es fécil hallar directamente. :

37. Nora, Desenvolviendo la ecuacion general [4], ten-
dremos ‘ : a
#*--2 cosb.ay-+yt-—20 x—2b y-at -y

- —2h cosel w24 GOS0 ] +5 —0
+2ab cosb{ ™ "
— R
(58.. Reciprocamente In ecnacion de sequndo grado con dos
indelerminadas x*-1-2 cosd.xy-+y*+mx—+ny--p=0, siendo
el dngulo de los ejes, vepresents un cfyculo , un punto 6 nada. -
Para demostrario, identifiquemos esta ecuacion con la
general, para lo cual deberemos hacer
—26—2b cosb=m,
—2b—2¢ cosb=n,
&*4-b*+-2ab cos ¢—Ri=n;

denadas son —— y —
24
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v si de estas tres ecuaciones podemos deducir valores finitos
ceales de ¢, b ¥ R, la ecuacion representard un circulo,
puesto que lo representa la ecuacion [4], 4 la cual es en tal

caso idéatica la propuesta. - e
Las dos primeras ecuaciones dan para ay b los valo-
% c0s 80— m ¢os 4—n -
o8 g= L, b= .. Sustitnidos estos va-
! 2sen’s 2 sen %8

tores en la ecuacion tercera, y efectuando todas las redue-
ciones, resulta

R=

mi-n*—2mn cosb
& sen®s
Ahora bien, si el valor de R es real, como la ecuacion
[A] representa un circulo, tambien la ecuacion piopuesta
jdéntica & la [A] representard un circulo, cuyo centro ten-
7 CO86—m m o8 t—n

dra por coordenadas st radio
P 2 sen 26 Y 5 ents ¥
. V mi--n*—2mn oS0
serd - —p.
L sen .

i el valor de R es cero, la ecuacion [A] 1epresenta un
cireulo cuyo radio es 0, es decir, represenia un punto; é
jgualmente la ecuacion propuesta idénticaala [A] represenia
708 §—mni m oS H—=n
. 2 sen’s 2 sen

Por ltimo, si el valor de B es imaginario, la ecuacion
{AT], 6 su idéntica la propuesta, representa un eirculo de ras
dic imaginario, es deeir, que no replesenta nada. o

Supengamos, por ejemplo, que se quiera hallar el lugar
geométrico de la ecuacion

m’-—-my—ky’-—m—y--iwz:_ )
formandolos éjes un angulo, cuyo coseno duplicaéo sea igual

un punto cuyas coordenadas son

41 es decir, que 2 cosb=-—1,cos &:——2—, cos {180°%—8)

2-—;- —gos 60°; luego 180°—6==60°, 6;_:120“, angulo de

fos ejes. L g
Sabemos que la ecuacion representa un circulo, un punto




68
6 nada.Para decidir cual de estos tres casos se vetifica, halle-
mos el valor del radio por la espiesion

R— ‘i/mz—{—n*—?mn cosh

& sen’y _
Tenemos actualmente m=-—1, n—=-—1, cos 9:-——»-;., sen f—
V3 5 IRVZIE I SR VAR
IR M S B G S

Luego la ecuacion representa un circulo cuye tadio es —2-«.

Para eonstruit este cireule, hallaremos las coordenadas
del centro por las formulas

__ ncosb—m M08 b—n ue ahora
T 2sen® ° 2sen® q
R S+
ld = = ==, b= ="
valdidn o 3 E » = 1
2 7 2

Conocemos pues las coordenadas del eentio y el yadio, y
por consiguiente es muy facil construir el circulo. -
59. Vamos 4 deducir de la ecuacion del circulealgunas
de sus propiedades.
Fig. 32. Cologuemos el ongen en el centro, y despeje-
mos la y en la ecuacion del circulo y*-x*-=R*: tendxemos

Segun esta ecuacion, & cada valor de » corresponden dos
valores de y iguales y de signo contiario; luego, si damos &
# el valor particular OF, los valores absolutos correspon-
dientes de y, que son MPy NP, seran igua]es, Inego, si do-
blamos el circulo por el dlametro B, caerd PM sobre PN,y
por consiguiente el punto M caera sobre el punto-IV, Por la
mjsma razon todos los demas puntos del arco BMCG' caerén
sobre el arco BNC. Luego: 1.° Todo didmetro divide al cireulo
y curcunfer encie en dos partes iguales; 2.° el 1adio perpendicular
¢ wna cuerde divide & esta y 4 los das w1608 que ella .subtzenda en
dos partes iguales. g,«
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De la misma ecuacion resulla
y’r—B‘-—w’,
& bien y'=(R-+w) (R—a):
Juego, si consideramos un punto cualquiera M de la circun-
ferencia, tendremos
. MP*—=CPxPB;
lo que demuestra que la perpendicular bajoda desde wn punte
cualquiera de lo circunferencia  un didmetr o és media propor -
eional entre los segmenlos del didmelro.
Tirando la cuerda CH, tendremos
M=y (- Ry ==y + &% +2Ro-+ I;
pero como y*L-x*=R?, resultard
CME=2R*| 2Rx=2R(R-}-x);
~ y sien vez de & ponemos su valor OP, sera
CM2=CBxCP:

tuego la cuerda tirada desde un estyemo dz un didmeiro es media
proporcional enire el didmelyo y seqmenio adyatente,

Demostremos ahora que &l dngulo inscripio euyos lados com-
prendm medin oiy cunfer encie es recld, § en general, que el duge-
lo inseripto es milad del dngulo central correspondiente.

1.° Llamando » & y 4 lag coordenadas del punto M, ten—
dremos [Trigon. 31] tg MBP= R—i—; i CMP#E%E; ¥y co-
Rz b
Y

mo (R4-o)(R—a)=y", serd =3z
—

gulos MBP y CMP sou iguales: mas, como el angulo MBP cs
complemento del dngulo BMP, tambien el CMP es comple-
mento de BMP, y por tanto el anguio BMC es recto.

9. Sea el angulo inscripto AMB [Fig. 333, tiremos la
cuerda AB que tomaremos pot eje de abscisas, y 1a perpen.-
dicular Oy en su punto medio O por eje de ordenadas. Sean
x & y las coordenadas OP y MP del punto M, v sea OB==¢,

- O0C=b: tendremos thBP:'c_yE’ y pot lo tanto y MBr—

5 luego fos dos an-

Yy ¥ __ o ‘
=3 1 MAP=— e Comé M=MBwx—A4, serd [Trig 16)
tgMBi—tgd

tg M= .
oM T+1gMBz.1gA
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y._ ¥
& il W[:m.—l_: y;}‘c ::.a?’—'[—‘z;g——c’;
Ahora, la ecnacion del cuculo con respecto a los ejes
Oz, Oy es z*-f(y—b)*=R?,
) o* -y — Dby --b=R?,
6 oLyt =2by + R*—b*=2hy-|-c*:
sustituyendo este valor en la espresion de ig M, serd
¢
ty B’I = y—'z" :

Como el angulo OCB mitad de ACB, tiene por tangenle
—, s¢ infiere que el Angulo M=0CB; luego todo dngulo ins-

cripto es mitad del dngulo centtal corvespondiente.

.« .Demostremos ahora: 1" que si dos cuerdas de un circu -
lo se cortan, las partes de la una son reciprocaments propor cio—
nales d las de la otra; 2.° que si desde un punto esterior ol
chrculo se tiran dos secantes, que terminen en los segundos pun-
tos de interseccion, lus secantes estdn en mzon zmner sa de sus
seqmentos esternos.

1.° Sean las dos cuerdas AE y BD [Fiy. 347, que las to-
maremos por cjes de coordenadas. Llamando oy b 4 las coor-
denadas del centro y 9 al dngulo de los ejes, la ecuacion del
circulo tendrd la forma

2y’ 122y cose--mz{-nyp=0. :

Haciendo en ella y=0, tendremos 2*-Fmaw+ p=0. Las

raices de esta ecoacion son OBy ——0D; luego OBx——OD—p
Haciendo en la misma ecuacion a:_..O resulta’

. y'+ny-+p=0,
¥ por consiguiente 0Ax —0E=p.
Luego DAxOE=0Bx0D,
¢ bien 0A:0B::0D: 0OFE.

"~ 2° La ecuacion del circulo, tomando por ejes dc eoor—
denadas las dos secantes GA v 0B [Fig. 357, es

at gyt -2y 00_50+my+m+?“- :




71
Haciendo sucesivamente =0, 2=0, resiiltan lac dos

ecuaciones

372‘4_ Tl.fl}—l—}l:o,

y' -y pe=0s
luego OBx0D=p, OAxOE=p;

por consiguiente OBx0D==0Ax0E,
de donde resulta la propoicion
OA:0B::0D:OFE.

Corolario. Moviéndose una de las dos secantes al rededor
del punto 0, el teorema anlerior 1o dejard de ser cierto aun
en el caso del limile, este es, cuande los dos puntos de in-
terseccion de la secante con la circunferencia se reunan en
uno, y Ja secante pase 4 ser tangente; entonces el teorema
se reduce al siguiente : si desde un punio esierior se tiran una
tangente, que fermine en el punto de contacto, y ung secante que
termine en el segundo punto de intey seccion con la circunferenciu,
la tangenic es medic proporcional entre la secante y segmento
esterno. - °y '

ECUACIGN D LA ELIPSE Y FORMA DE ESIA CURVA,

~ 40. Laelipse es una curva en Ia que se verifica que la
suma de las dos distancias de cada uno de sus puntos & dos
punios dades es una cantidad constante.

‘Para hallar 1a ecuacion de la elipse en virtud de esta de—
finicion, los ejes mas convenienies son la 1ecta F'Fix [Fig. 56]
que pasa por les dos puntos dados F' y F', y la perpendicu-
Jar Oy 4 la F'z en el punto medio O de la distancia FF’,

Sean OP=xy M P=y las coordenadas de un punio cual-
quiera M de la curva; llamemos 2¢ 4 la distancia FF' enlre
Tos dos puntos dados, 2 ¥ 3/ & las distancias variables MF v
MF del punio M a les des puntos dados F 'y F', y 2a 4 la
~ cantidad constante a que es igual la suma 2}z,

La definicion de la elipse nos da la ecuacion

' z2--5==2a.... [1].- _

Para deducir de esta ecuacion la de la curva, csprosa~
remos Jas variables 2 y 2’ en funcion de las coos denadas va-
~ tiables 2 ¢ y. Tenemos evidenlemente ‘

=V 4-(@—0)?,

=y ot
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Sustituyendo estos valores en la ecuacion 1], tendremos
la econacion :

VI+E—F + Vit tor=2,
que espresa la relacion que hay entie las coordenadas o &
y de un punto cualquiera de la cuiva, v por tanto esla
ecuacion de la elipse; y ahora la vamos 4 simplificar. Pata
hacerlo con brevedad, paso uno de los radicales al segundo
miembro, y elevo en seguida la ecuacion al cuadiado, y ha-
ciendo las reducciones ficiles que se presentan, resulla

er=a"—u\/y +(z—c).

Para quitar ahora este radical, lo dejaremos solo en un

miembio, y elevando la ecuacion al cuadrado, tendremos
@y Ha’s - 20 a2 =0t —2ae e*xt,
b {fg?—f—,(Gencs)wi’:ai(ag-——cg)‘.

Observemos que, siendo FF'<F'M{-FM, ¢ 2e< 20,6 c<a,
@*—¢® es cantidad positiva; representémosia por &%, y la
ecuacion de la elipse serd '

G2y2+-b2;ﬂ2:fl2bz.
Vamos ahora 4 hallar la forma de la elipse por medio de

su ecuacion.
Despejando 1a y en la ecuacion de la elipse, tendremos

LY

Segun esta ecuacion, 4 cada valor OP de corresponden
dos de y, MP y —M'P, iguales v de signo contrario, es decir -
que MP=M'P: lucgo la elipse queda dividida por la recta -
A4’ en dos paites iguales; 6, lo que es igual, Ja elipse consta
de dosramos ABA’, AB'A’simétricosrespecto de la recta A4’
que pasa por los dos punios dados F y #7, I

St damos 4 z el valor 0, serd y==kp; luego la: corva
eorta al actual eje de ordenadas en dos punios B y B distan-

tes del origen la cantidad & 6 1/a*— ¢, : ST

51 « crece posiliva 6 negativamente., crecerd %, dismi-
nuird ¢'—a*, disminuirdn por consiguiente los valores abso-
lutos de las ordenadas; y por tanto los dos ramos de'la curva
se van acetcando por derecha é izquierda de] o igen al eje
de abseizas,
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Si g==tq, es w’=a® é y=0; luego la curva corta al eje

de abscisas en dos puntos A v 4 distantes del origen la can-
tidad a. :
Si damos & » un valor positivo 6 negativo, pero cuyo va-
lor absolulo sea mayor que ¢, enfonces serd #®>a?, y por
consiguiente los valores de y serdn imaginarios; luegg la cur-
va estd limitada por los puntos 4 y A’ :

Vemos ya que la curva es limitada en todes sentidos,

Despejando la x en la ecuacion de la elipse, serd

i:*_-%\/ oy

Segun este valor de », 4 cada valor 0Q de y correspon-
den dos de @, NQ y—N'( iguales y de signo conlratio, cs
deeir, que NQ=N'Q ; luego la elipse consta de dos ramos
BAB' BA'B’ simétricos 1cspecto del actual eje de ordenadas.

Nos falta todavia, para fener una idea baslante exacla de
la forma de esta curva, hacer ver que no liene ondulaciones.
Hallemos, para esto, los puntes en gue una 1recta cualquiera
corla-d la curva: hemos visto que la ecuacion de una recta
cualquiera es y==ox-} 6, siendo « su coeficienie angular
{abora que los ejes Son rectangulos, zes [a tangente del dngu-
lo que forma esta recta con el eje Ox) y 6 la ordenada en el
origen. Segun hemos visto en el nim.® 25, debemos combi-
nar las dos ecuaciones de la elipse y de la recta, y despejar
en ellas las dos incognitas # é y. Eliminemos la y entie di-
chas dos ecuacioncs: resulta la ecuacion de- segundo grado,

a* (op-}-6) *-[ Ba=al?,

que nos dard paia @, & lo mas, dos valores m y n, y por
‘consiguiente y tendid otres dos corvespondientes, a saber,
am--b y an--6; luego la recta no puede cortar & la elipse
en mas que. dos puntos; es decir, que esta curva no tiene
‘'ondulaciones, & es enteramente convesa.
<o Queda pues suficientemente determinada la forma de la
- elipse. :

ECUAGION DE LA BIPERBOLA Y FORMA DE ESTA CURVA.
41." Se llama hépérbols una curva en la que la diferencia

de las distancias de cada uno de sus puntos & dos puntos
dados es constante.
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Para hallar la ecuacion de esta curva, en virtud de esta
definicion, los ejes mas convenienies son la 1ecta F'Fr
(fiy 37) que pasa por los dos puntos dados F y F*, y la per-
pendicular Oy & esta 1ecta en el punto medio O de la dis-
lancia FF,

Sean O0P—=x, MP= g las coordenadas de un punto cual-
quiera M de la curva; llamemos 2¢ 4 la distancia FF' entre
Jos dos puntos dados, 2a 4 Ia cantidad constanie & que es
igual la diferencia de las distancias MF=z y MF'=2z",

La definicion de la hipérbola nos da la ecnacion

F—z=2a... [4].

Para deducir de esta ecuacion la ecuacion de la curva,
espresaremos las variables ° y 2 en funcion de las ccordena-
das variables x ¢ y.

Tenemos evidentemenle

=V @0y,
2=/ (@—0)°.

Sustituyendo estos valores en la ecuacion [A], tendre-
mos la ecuacion de la hipéibola

Vi -0 — V' +Hz—o=2a. .

Simplificando esta ecnacion, como en el easo de la elip-
se, se hallara

@yt (0?6 Y= a* (0’ —c")

En el tridngulo FMF es FM—FM<FF’, &6 2u<%, 6
a<e; luego a®—¢* es cantidad pegativa; Hlamandola —¥%, la
ecuacion de la hipérbota serd

a:!y? _;_b?m?.": ‘_._an?_'” .

Pasemos ahora & hallar la.forma de la hipéibela por me-

dio de su ecuacion. CT o
" En primer lugar, segun esta ccuacion , 4 cada valor de -
a corresponden dos de ¥ iguales y de signo contrario, ¥4
cada valor de y corresponden dos de 2, tambien iguales en-
tresi y de signo contrario; luego la curva es siméirica, lante
respecto del eje Ox como del eje Oy. T
Despejemos ahora la g, y tendremos

b
=zt aE—gl,

. b, — —
Si =0, es y=12k ” V—a? = =hy/ —1; luego lostvas
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lores colrespandlentes de y son 1magma1 ios, es decir que la
curva no coria al eje Oy: y serdn imaginarios los valores de

, mientras el valor absolulo de @, positivo 6 negativo, s¢a

' menor que ! luego entre los puntos A ¥ A', cuyas distan—
cias al origen son iguales & ¢, no hay curva.
Si x====a, es y==0; luego la curva corta al eje Oxen dos
puntos 4 y A’ distantes del centro Ja cantidad a.

Si el valor absoluio de &, positivo 0 negativo, es mayor
que o, el 1adical es real, v reales por consiguiente los valo-
res de y; Tuego 4 la derecha del punio 4 y & la izquierda del
punto A" hay curva.

Creciendo # indefinidamente hacia la derecha & bacia la
izquierda, crecen tambien indefinidamente los valores abso-
lutos de las ordenadas; luego la curva va alejindose inde—
finidamente del eje Om tanto a la derecha como & la iz-
quierda: ya vemos pues que la curva consta de dos ramas
indefinidas, simétricas con respecto al eje Oy, y cada unade
las cualés consta de dos ramos simétricos con respecto al
eje Ox.

“Ahota se demostrard del mismo modo que en la elipse,
que Ja curva no liene ninguna ondulacion , § que es entera-
mente convexa; con lo que queda determinada la forma de la
hipérbola.

ECUAGION DE LA PARABOLA Y FORMA DE ESTA CURVA.

42. Se llama pardbole una curva enla que se verifica que
la distancia de uno cuzlquiera de sus puntlos &4 un punls da—
do es igual 4 la distancia del mismo punto 4 una recta dada.

Para hallar, por medio de esta definicion, la ecuacion
de la parabola, omaremos por eje deahscisas la recta DFx
[F'Jg 38], que pasa por el punio dado F'y es perpendicular
4 la 1eeta dada DR, y por eje de ordenadas la perpendicu-
lar Gy & la recta DFz en el punto medio O de la distan—
cia FD
. Sea M uno de los puntos de la curva cuyas coordenadas
OP=g, MP=y, y Hamemos p 4 la distancia FD. Segun la
deﬂmclon de la curva tendremos la ecuacion

. MF=MBR.
- Para deduecir de esta ecuacion la de la cuyva, espresares
mos las dos cantidades variables MF y MR en funcion de las
coordenadas variables z & y. :




s evidente.que MFﬂl/y (

¥ que _ MR==z-+ %:

l@i-qg

lucgo la ecuacion de la pardbola serd
V_(m ) _m—i— 2
Para simplificarla, elevaremos amhos miembros al ctua~
drado, y tendremos -

et L=t et L

] ¥'=%0.
Ha]lemos ahora, por medio de esia ecuacion, Ia formade
fa parabola.

De dicha ecuacion resulta y—"“\/ 2p$ ¥ ahora Vemos
gue & cada valor de @ corresponden dos valores dey, igua-
Jes y de signo contrario: luego la curva es simétrica respec-
to del eje Ox. 8

Si x=0, es y=0; Iuego la curva pasa por el erigen.

Cieciendo @ positiva ¢ indefinidamente, crecen tambien
indefinidamente los valores absolutos de las ordenadas; Tuego
los dos 1amos simétricos de que consta la cuiva se van alg-
jando indefinidamente del eje Ox.

51 damos 4 x valores negatwos fos corr eqpond:entes de y
son imaginatios; luego 4 la izquierda del 011ﬂen ‘no _hay
curva.

Aboia se demostiatd facilmente que la curvi.es entela—
mente convexa; y asi queda determinada suﬁcaenzemmte la
forma de esta curvd. :

CAPITULO [IL

Ty ansformacion de lus coordenddas

43. La ecnacion de una linea es mas & menos simple,
segun la posicion de la linea con respecto & los ejes y segun
la naturaleza de estos: ejcmplo de esla verdad tenemos en
las difcrentes ecuaciones que hemos hallado para el circulo,
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El objéto de la transformacion de las coordenadas es el
siguiente: dada lo ecuacion de una linea, hollar lo ecuacion de
In misma con vespecto & otr os efes diferentes de los primeros.

Este problema quedard resuelto, hallando los valores de
las coordenadas primitivas de un punto cualquiera de [a Hi-
nea en funcion de las coordenadas nuevas del mismo punto,
y sustiluyendo eslos valotes cn'la ecuacion de la linea: de
este modo la ecuacion que resulte, serd la ecuacion de la
linea con respecto 4 los nuevos ejes, pues dicha ecuaeion in-
dicard la relacion entre las coordenadas nuevas de un punto
cualguiera de la linea. _

Tres casos pueden presentarse en la transformacion de
las coordenadas: 4.° variacion del origen, siendo los nuevos
ejes paralelos & los primitivos, 2.° variacion de la direccion
de los ejes, siendo el origen el mismo, 5.° compuesto de los
dos primeros, 4 saber, variacion del origen yde la diteccion
de los ejes. , 7

Primer caso.  Dada la ecuacion de wna linea con respecto &
los ejes Ox, Oy, hallar lo ccuacion de o misma linea con yes—
pecto & los ejes O'K’, O'Y' paralelos & los primeros. _

Fig. 59. La posicion de los nuevos ejes quedard deter-
minada, conociendo las coordenadas OB==q, (B==b del
nuevo origer. ' Sea M un punto cualquiera de la linca,
OP=x, MP=y sus coordenadas primitivas; 0P =g,
MP'=y' sus coordenadas nuevas. Tenemos que hallar 2 é ¢
en funcion de ° € y', 6 lo que es igual, considerando 4 2

-€ y' como cantidades conocidas, tenemos que hallar las in-
congnitas ¢ y. '

Es evidente que 8 O0P=0'P'4-0B,

MP=MP-0'B;
luego - _ r=x'-Fa,) [1]
=y § -]

Suslituyendo eslos valores en Ia ecuacion propuesta, se
- tendrd la nuevd ecuacion referida 4 los nuevoes ejes.

Nora. Hemos hallado las dos formulas {13, saponiendo que
son positivas, tanfo las coordénadas. del nuevo origen, eomo
las del punto M; pero segun el teorema de Descartes [197,
¥ en virtud de los signos que debeh preceder a las coorde-
nadas, dichas férmulas son generales. :

Comprobémoslas en un caso cualquiera. :
Fig. 40. . Sean Oz, Oy los ejes primitivos, 0'«’, 0'y’ los
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nuevos paralelos & aquellos, M un punto cualquiera de la
linea: tendremos OB=a, —0'B=b, OP=x, —MP=y,
o=z, MP'=y.
Ahora es evidenie que
O0P=0B-+0O'P,

¥ que MP==0'B—MP";
luego =0+ ,

—y=—b—Y,
6 y=y'+b.

Segundo caso.  Dada lo ecuacion de ung lnea con respecto
& los ejes oblicudngulos 0%, Oy, hallar Ia ecuacion de le misma
con respeclo d los nuevos gjes oblicudngulos OX', Oy, que he-
nen el mismo origen que los primeros. , :

Fig 41. La posicion de los nuevos ejes quedard deter—
minada, conociendo los dngulos ¥ Ox=—g, y' Or==0": llamemos
8 al dngulo de los ejes primitivos. :

Sea M un punio cualquiera de la linea; sus coordena-
das primitivas OP=z, MP=y, v sus cocrdenadas nuevas
op'=x', MP'=y'. '

Considerando & « & y  como conocidas, tenemos que
hallar las incégnitas  é y. Para esto, tiro por el punto P’
1as rectas PR y P'Q paralelas 4 los ejes primitivos, y tendré

evideniemente
’ ‘ OP:'OQ‘}'P'B, ! [A]
- MP=PQ-LMR {7
Tenemos, pues, que hatlar los valores de las chatro rectas
00, PR, P'Q y MA. ) o
El triangulo 0QP" nos da, segun un teorema conocido,
las dos proporciones S - e
040 ap'’ QF

S-S

sen OP'Q  sen OQP;—Sen_ gop” . - .
6, puesto que OP'=x', OP_’Q;P’Qm—P.‘OQ:Qea‘,- 0QP'=
180°—8, (JOP’'=u, las propoiciones anteriores seran - -
00 E _QP‘ o R '

gen (ﬁ—fi)% send sena L
de las cuales resuitan RS

it gy vime
seix & e " send-
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El tridngulo MRP nos da tambicn las proporciones:
' PR P MR
sen ¥ sen MBP' sen MPR’
6, puestoque MP'=y', M =y0y'==y0r'—y' On=0—x, MRP'=
180°—0, MP'R==", las dos proporciones anteriores serdn
PR v MR

sen (1—«’)  sen0 sena’

de donde _
P R_y' sen {#—a") MA— ¥ send
sen® T osend

Sustituyendo en las ecuaciones [A] los valores que aca—
bamos de hallar, tendremos : :

v'sen (8—=)y'sen (8—=')

= send [2]

x'sen a+.y' sen ' N i
send

3

Sustituyendo estos valores en la ecnacion de 1a linea,
se tendid la ecunacion de la misma linea con respecto 4 los
nuevos ejes.

Notsa.  En el caso que acabamos de considerar estan com-
pendidos los tres casos particulares signientes: 1 ° pasar de
ejes oblicudngulos 4 ejes reclangulares del mismo origen;
2 ° pasar de ejes rectangulares 4 otros ejes rectangulares del

~ Inismo origen; 3.° pasar de ejes eblie 4 ejes m_
- wllaves del mismo origen. ¥ arer g
- Hallemos las férmulas particulatés correspondientes & es-
tos tres casos.. - : ' . :
4. Las férmulas correspondientes 4 este primer caso,
- se hallaran haciendo «'=90°f« en las f6rmulas generales:
tendremos pues. - _ : :
' - x'sen(d —'_a)-—}—'y' sen {9'——'90°-f-a)
T=—
SRIVERE _sené ;
' sen &y’ sen (90°-a)
sent ?

,..
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pero sen (§-—90"—-z)=——sen (9004 a-—g)==m €03 (1 — g, ¥
sen (0°--«)=cos (—2)=cos #; luego las formulas seran
#"sen (b—a)—y’ cos (0—a)

o gent ?

' senaty cosu
sen 6

9 ° Hallaremos las férmulas correspondientes & esle caso,
suponiendo en lag formulas generales lo'==90-}-a y b==00"
tendremos

=" sen (90"—w)L-y'" sen (—2),
y—'sen a-+-y' sen (990.4_&),
2= cosa—1y Sena, ‘|

y=2a'sen a-by' cosa.

o

5.° Se hard 8=90" en las formulas generales, y por con-
siguiente las formulas patticulares de este caso serdn:
#—=x cosa-ty cosd,
y' = sen «-y sena’.

Estas mismas férmulas correspondientes 4 los tres casos
particulares se hallan ficilmente, haciendo en cada casopar-
iicular la misma construccion que hemos hecho para-el caso
general [54 nota]. No hay necesidad de relener estas formu-
las particulares en la memoria, pues euando nos hagan falta,
las deduciremos de las generales del mismo modo que aca-
bamos de hailarlas ahora. Do S

Tercer caso. Dada lu ecuacion de ung linea, hallar la-ecug~
cion de lg misma con respectd & nuevos ejes, cuyo origen y divec-
cion sean diferentes del origen y diveccion de los primitivos.

Sean Oy y Ox los ejes primitivos 0's" y 0'y* log nuevos:
tiremos N e

Fig. k2. Por el nuevo orfgen O’ tiremos 148 rectas 0',
v Oy, paralelas & los ejes primitivos. . . o

La posicion de los nuevos ejes quedard determinada, co-
nociendo las coordenadas . y b del nuevo. orfgen, y los dn~
gulos #'0'w,==«, iy O'z==+" que forman 10s ‘nuevos ejes con
la O0'x, patalela & O=. e Sl '

Llamemos x, é ¥, 4 las coordenadas 0'Q y MQ del punto M
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con respeelo 4 los ejes auxiliareg e, Xy, tendremos, - ge..
gun el primer caso de transformacion

P==2,-|-a, ¢
_ y=y+b T
pero las formulas de!l caso segundo nos dgn
- &' sen (f—z)_ "sen {§ —a’ o,
- O—=)+f-y"sen | ) N
send
2 sen oLy seny’
Y= * :
seng
Z' sen (8—a)-Ly gen 0—a')
lwogo am T Oy e o) |
sen# [3]
y— T Senady sena L L
V= senf [

Estas son las f6rmulag para el caso mas general de Ja
transformacion de 1as coordenadas. ,
Obséivese que, pata tener las férmulas de este tercer
€aso, no hay mas que afiadis ¢ Y &4 los valores de « é y del
segundo caso. _
Nora. Hemos kallado Ias formulas [2], 0 las férmulgs
{3], suponiendo: 4.° que’el punto M de Iz [inea tenia coorde.
nadas positivas, tanto. Jas anliguas como Jas nuevas, 2.° que

- Nuevo origen, ¥ considerando 4 los angulos « y «’ como ne—

Comprobemos dichias férmulas en un caso cualquiera.

- Fig. %3, Sean Oz, Oy los ejes primitivos, Gw‘,Gy’!os_nue-r
vas, M an punto cualquiera de Ja linea:. tendremos yOr—e
TOr=—4, ' Op—=—y’ (1). Haciendo 1a misma construccion

en el.easo que hemos considerado, es decir, tirando por

~el'ple P’ g¢ 'Ta ordenada nueva una paialela P'R a) eje Oz
prolongada hasta, que encuentre 4laordenada antigua, y una

(1) * Siendo 4 Y% negatives, g ¥ —a'son positivos.

6
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paralela P'Q al eje Oy, prolongada, hasta que encuentre al
eje Ox, tendremos
OP =P'R—00, [B]
MP=MR-+PQ. |\ '
Ahora, en el tridangulo P’MR fenemos la proporeion
PR senM
MP' sen MRP”
6, puesto que el Angulo M=180"——y0y’ [Geom. Teor. 11,3°]
=A80"—01o', y MRP'=y0z=0, sera
PR sen(180°~64a")  sen{b—a)
y senb T sent

de donde pp—y sen{e—s)
sen @

En el mismo tridngulo es
MR  senRP'M

MP " Sen P'RM
&, puesto gque RP'M= =y r=—
MB _ sen (——a) . send
y' Sen® ° sent’
de donde  MR=— Y N*
sen
El trlangu]o P00 nos da las proporciones
00 sen QP 0
0P sén OQP'
PQ __ senQOP

S0P sen0QP S
como JP'0=0QF'R—0OP' R:e——(lSO“-; ’0:17)-—-0--(48{; -}—cz)
==--(180°—0-}a), y QOP'——!SO"—&:’O:;:_BO —-|-cz la pri-
mera proporcion sera

_qo_ _.—sen(180°—& -{—a) ._..gen (9__05)‘_ .
' sen b send

de donde O =— " sen (d—a) i
send
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La segunda proporcion se eonverlird en _
P sen(180°f-o) _ sen«

® seng - sen

de dgﬁii'é""“‘ _ PO—— x'senw . . ¢

‘senf
Sustituyendo los valores de las cuatre rectas P'R, 00,
MR y P'Q en las ecuaciones [B], resultan las férmulas
p— y' sen (8—a')4-o" sen{8-—«)
- ' senf N
¥ sen «'-[-a sena
senf

»

4 y:y sene’ --x sena;
: sen o
tormulas idénticas a las [2].
k4. ] Teorema. Lo transformacion delas coordenadas no al-
tera el grado de la ecuacion de una linew.
Consideremos, para demostrarlo, la ecuacion general del
grado m con dos indeterminadas

Az™-~(By-+Cyo" ' +(Dy*+ Ep-| Fy™ -1
oot (ay™ byt e E)=0.

Lasférmulas generales de transformacion de coordenadas son
las siguientes:

x” sen (6—._“) +y* sen (f—o)

=1
—!__ " sent
«' sene--y' sen«’
y=b+ - ' ’
. o sen @
. . sen(b—c} , sen(f-—a
&, baciendo para abreviar —L-—} =a’, —(--—'l—_-a"',
' : : send sen®

-sen e , sene
e = -
sen senb

=}", dichas formulas serdn:
r=a¢t+a'w }-a’y,
y=bibe vy,
Observemés que « € y son funciones lineales de o' € ¥,
es decit que 2' & 9 entran elevadas 4 la primera potencia en
los valores de x é y : si pues sustituimos estos valores en los
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téeminos del grado m Ax™, Bya™~', Cy'z™. .., los re-
sultados respectivos serdn (a+aw —1—a“J‘)”‘ (b—i—b’sc’—}-b”_;’)
(a-t-a'w'S-a"y ), GO-ba' by M at-a's' ey )
Desarrollando estos términos, resuliaran de cada uno varios
términos del grade m, y ¢s claio que no pueden resuliar tér-
minos de grado mayor: lnego la transformacion de las coor-
denadas no puede aumentar el grado de la ecuacion. Pero
no sabemos si lodos estos términos del grado m pueden des-
truirse éntre si, y resultar por consiguiente una ecuacion
de grado menor: supongamos que asi se verifique, que se
destruyan todos los iérminos del grado m. Observemos que
para pasar de la nueva ccuacien & la propuesia, debemos
sustituir los valores de " é y' en funcion de » é y: los valo~

res de ' € y tendrdn la forma S
¥ ==g-+u'ca"y, o
y=b-Hha-tby, -

pueslo que tambien esie es un case de transformacion de coor-
denadas; luego, sustituidos estos valores en la nueva ecua-
cion de grade menor que m, obtendriamos la ecuacion pri-
mera del grado m; es decir que esta transformacion de coor-
denadas aumentaria el grado de la ecuacion; lo que, ya
hemos visto, no puede ser. Queda pues demostrado, que
la transformacion de coordenadas no puede aumenlar ni dis-
minuir el grado de una ecnacien.

EJEMPLOS DE TRANSFORMACION DE COORDENADAS.

( 45. Duada la ecuacion del circulo con respecto & los ejes obli~
cudngulos Ox, Oy [Fig. &4], hallar ln ecuacion de la misma -
neq con respecto  los ejes rectangulares O'y’, 0°x’

Hemos visto [36] que la ecnacion del cuculo con respee-
to 4 los ejes oblicuangulos Oy, Ow, es

(1— ) (g +-2mt) g b) cOSI=RE.. [C]

Las formulas para pasar de los ejes oblicudngulos Oy, Ok |
4 los reclangulares 0%y, 0'%', las deduciremos de las férmulas
generales

x' sen (0—a) -ty sen (ﬁ—m’)
+

qcn G

* sen -y senea’

sen &

L=

y=b -2

¥
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haciendo en ellas «'=00°1-«; y asi resultan . -

e

" sen (§—a)—y cos (3
I
‘send
a’ sene-by’ cosz
sen’®
"S B—r et o - .
6 g e (O—) oy 008 (8 =)
senf
. o' sen a--y €0S 2
senl

Sustituyendo estos valoles en la ecuacion [C]. resulta
2 sen®(8—a) |-y cos?(0—=)—22'y sen (h—2) cos (59— +

sen §
't sente-l-y" cos®y2x'y sen ncos » B
: gen®d
9 (m' sen {§—«}—y cos (e.'_a))(a:' sen 2y’ cos _a)' cos b R
sen 0 ' B

5
o't sen? (0—a)ty” cos*(§—«) —2r'y sen (8-—2) cos () -4
x'? sen®e-Ly? cos’u 24y sens cose |
24% sen « sen (8—«) cos0—22'y sen« cos (8--«) cosd
42y sen(i—x) eos© cosb—2y'" cos(8—u) cosx cosB==R sen 8,
0 o

:v"’“( sen* (0-—a)-}- sen? -2 sen« cosf sen (6-—=z))+

¥ (cos"(ﬂ——a)—k— cos?a —2 e0s (0-—u) cosx CoS e’)+

Ty (2 sen« cosa—2 sen (—z)cos (—a ) —
2 sen o cos® cos (b—=)--2 sen (b—a) cos® cOS 0)==R? scn? §,
Desenvolviendo estos coeficientes por las formulas del nii-
mero 15 de la trigonemetria, y reduciendo, se hallara
#' sén? 0% sen*¢=R* sen*?

o sy R

Al contrario, dede la ccuacion x*4-y*=R* del cirenlo con




86

vespecto & dos. dimelros perpendiculares O'x’, 0'y', hallar sg :
ecuacion con respecto & los ejes oblicudngulos Ox, Oy.

Propuesta la cuestion en eslos términos, entrarian en la
ecuacion las coordenadas del nuevo origen O con respecto &
los ejes ptimitivos 0'z', G'y', las cuale§son —0'K y —OK:
pero para tener la ecuacion del eireulo,/entrando en ella las
coordenadas del centio 6 y 6 respecto & los nuevos ejes O,
Oy, es preferible pasar de los ejes 1eclangulates Ox', Oy &
los ejes Op,, Oy,, paralelos 4 los nuevos y cuyo origen no ha
variado. Hecha esta transformacion; se pasaia, segun las
formulas correspondienies de transformacion (y teniendo
mucho cuidado con los signos de las coordenadas del punto O
con respecto 4 los ejes U'm,, O'y) 4 los ejes Oz, Oy; y de
este modo se haliard la ecuacion , )

(@-—a)*-(y—b)*+-2(z~-a) (y —b) cost—=R".

Si hubiésemos pasado inmediatamente de los ejes rectan-
gulares 0'z', 0y’ 4 los oblicudnguios Oz, Oy, hubieran en-
trado, segun las formulas de transformacion, las coordena-
das —O0'K y —OK del nuevo origen 0 con respecto % los ejes
primitivos 0%, 0'y’; pero de la ecuacion que asi resultase,
se puede pasar & la ecuacion final, hallando los valores de
las 1ectas 'K y OK en funcion de ¢ y b, y sustituyendo di-
chos valores en la nueva ecuacion.

CAPITULO 1V.

Clasificacion de las linegs.

£6. Las lineas planas se dividen en elgébricas y trascen—
dentes: las primeras son aquellas cuyas ecuaciones son algé-
bricas, y las segundas aquellas cuyas ecuaciones son fras-
cendenies. .
Asi, las lineas algébiicas estan todas representadas por
la ecuacion general del grado m eon dos indeterminadas

Ay (B Oy (Dot - En - P+,
(az™f-bp™ L )=0. -

Lag lineas algébricas se dividen en drdenes 6 grados, segun

el grado de sus ecuaciones: asi, las lineas de primer drden 6

de primer grado son las lineas representadas por la ecuacion
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general de .primé&rado Ay-+Bx+4C=0; y ya hemos visto
que estas lineas sonrectas. R

Las lineas de segundo drden 6 de sequndo grado soh aque-
1las cuyas ecuaciones son de segundo grado, es deeir, las re-
presentadas por la ecuacion general de segundo grado

Ay?+Bry--Ca*+Dy+Ex-|-F=0.

Las lineas de tercer grado 6 de tercer drden son las lineas
representadas por la ecuacion general de tercer grado
Ayt H(BrH-Cyy* (Do + Ba-1 Py Go't Ha - Ko L=0;
y asi sacesivamente. _ ' '
' (Esta division de las lineas algébricas seria defectuosa, s
la transformacion de las coordenadas pudiese alterar el 'grz,zdo
de la ecuacion de una linea; pero ya hemos visto {441 que
13 transformacion de coordenadas mo altera el grado de una
ecuacion..

45 Una ecuacion del grado m, cuyo primer miembro
puede descomponerse en factores racionales y enleros con
respecto 4 é ¥, no representa una linea del érden m, sino
tantas fineas del arden que indican les faciores, cuantos son
lichos factores diferenies. o

Ejemplos. 1 ° &*—zy==0, puedeescribirse asi: 2(p-—§)=0
que se verificara cuande =0, que rcpresenla el eje de
ordenadas, y cuando o—y=0, § y==%, querepresenta una
recta biseciriz del angulo de los ejes.

2 -y oy =0,
que puede escribirse asf:

| ¥y — o +y+x)=0,
b y((y+a) y—m)+@+2))=0,
b y(y-+-2) (y—2+1)=0,

representa tres i{neas de primer rden, es deeir, tres lineas
rectas. En efecto, esta ecuacion se verificara, siendo y=0
siendo y--2#==0,0 siendo y—a-}-1=0; ecuaciones de pr'ime;
grado que represenlan tres lineas rectas, faciles de construir
5.0 Ta ccuacion y*—2xry=0, que puede escribirse asi:
y(y*— 2r)=0, ‘

representa una recta y una iinea de segundo Orden; pueg
dicha ecuacion se verificara, siendo y==0, que 1epresenta el
eje de abscisa, ¥ siendo y*—21—=0, ccuacien de una linea
de segundo drden. '
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46. . Una ccuacion con una soly incdgnila 1epresenta tanlas
pavalelas & uno de los ejes, cuantas son las raices 1eales y desiqua-
les de In ecuacion. o _

Asi, la .ecuacion ¥ =2 —By-1 6=0, cuyas raices son
1, 3.y —2, representard tres paralelas al eje de las # Pagh
demostrarlo descompondremos el primer miemhro en el
producto de los factores binomios correspondientes a las rai-
- ces, y tendremos _ '
_ —1) —3) (y+2=0,
ecuacion que se verificard, siendo y—1=0, y—35=0 6
¥ +-2=0; de suerte que representa tres paralelas al cje Ox
distantes de é1 4, 3y —2. " _

47.  Una ecuacion homogénes con dos va iables x ¢ y re-
presenta lantas lneas rectas que . pusan gor el origen, como
1aites veales desiguales tiene lg ccuacion nq'mén‘ca correspon-—
dients. _ ! '

Sea la ecuacion homogénea ‘!
y”’-{"}?y”‘_'-w%—qy”‘"’fﬁ’—i-"- +vmt‘n:0’
en fa cual los coeficientes p, g, .- © son nimeros fijos Para

hallar la ecuacion numérica correspondiente 4 esta ecuacion,
partamos por 2™, v tendremos

RO e -

¥ si ahora hacemos —y—zz, sera

&

zm _+_pzm—-l -!—(]’Zm_—!—qLu. —}»v:O, .
que es la ecuacion que Hamamos la numérica c-o@spé’ndaen-
le & la ecuacion propuesta.

Supongamos ahora, para fijar las ideas, que esta ecuacion
tenga las inicas raices reales «, o, 6 y 7+ llamemos f(z) al
cociente de la division del primer miembro de. Ja ecuacion
por el prodacto de los factores binomios correspondientes 3
dichas raices reales, cocienle que ignalade & cero dard las
raices imaginarias de la ecuacion; la tnal podia escribirse
asi: (7-=2)" (2—6) (z—9) {(3)=-0.

Esta ecuacion se verificard siendo

2‘.’—-0&:0, Z—-G:(], Z—y=0 4 f(z)::o

La Gltima de estas ecuaciones no da para z 6 L mag que

&
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valores imaginarios, y por tanto las ccuacion f(z)==0, 6

f(_l),__o no representa nada. Las otras ecnaciones nos dan
= :

z:u’ ZIG, z:?” b
] —gi:a‘: izs’ “?ij}ﬁ
x ® ©
¥ por consignienie  y=ux, y=—6x, y=rzx,
que Tepresentan tres lineas rectas que pasan por el origen.
Queda, pues, demostrado que la ecuacion-homogénea
;epreecnla tantas rectas que pasan por el nugen cuantas
son las raices reales desiguales de la ecuacion numérica
cor1 espondiente.
48. Una. ecuacion con dos variables puede fepresentar Bl
rios puntos aislades, y puede tambien no representar nada.
En efecto, la ecuacion de cuarto grado

a’)’-+(y2—~b’)2-:’0 B
no puede venﬁcarse si no es cero cada uno de eslos cua-
drados; pues cualesqmera sean los valores 1eales que se den
4 x & y (y reales deben ser para que representbn absecisas y
ordenadas), cada uno de dichos cuadrados sera siempre po—
sitivo 6 cero: si los cuadrados fuesen cantidades positivas, la
-ecuacion no podria verificarse; juego es mdxspcnsable que di-
chos.cuadrados sean eeros; eslo es, que
(x! 2)2,;0 ( _be) 0

de donde p=ckqa, y==tbh.

Combinando cada valor de & con cada valer de y, resul-
tan las cuatro soluciones siguientes, Gnicas que satisfacen a
la ecnacion propuesta:
g=a, y==b; =0, y=—0b; v=-—a,y=b; a=—a,y=--b.

Como estas cuatro soluciones lepresentan ‘cuatro puntos
aislades 4 qeparados, queda demostrade que Ja ccuacion
propuesta representa tnicamente cuatro puntos aislados.

Si la ecuacion fuese. _

) ‘ (x!_aa)z__L (yz__be)i_i_cz__,
dando & x & y valores reales cualesquicra, el primer miem-
bro de ia ecnacion prepuesta seria siempre positive; luege
dicha ecnacion no representa nada.

49 Una linea del érden m no puede ser corluda por ung li-
fea focla en mayor nimero de puslos gue m

’
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La couacion general de las lineas del drden m es
Ay" 4 (Br- Gy ... =0,
y la.de unarecta determinada por su coeficiente angular y
ordenada en el origen es y=ax--b. _
Para hallar los puntos de interseccion de las dos lineas,
combinatemos estas dos ecuaciones, y eliminatemos la y;
para lo cual, sustituiremos su valor ex--b en la ecuacion de
la curva. Resulta
Afws -5y 4 (Be--C) (am-Hby»—4- .. =0,
ecitacion del grado m, v que, 4 lo mas, dard paraz . m va-
lores reales «; 6, v, ...: los valores correspondientes de y
seran ga--b, a6--b, ¢y-+b,...; de sueite que las dos ecua-
ciones tendrin 4 lo mas las siguientes soluciones: ‘
L= r—=0 .‘E;.Jif
y=aa-+b| y=ab-+b | y=ay+b
¥ puesel ndtmero de valores «, 6, ... no puede ser mayor que
m, el nimero de estas soluciones tampoco puede ser mayor
que m; ¥ como cada solucion nos da un punto de intersec—
cion de las dos lineas, resulta al fin que el niimerc de pun-
tos de interscceion de la recta y la curva no puede ser ma-
Yor que m.
Corolatio. Una recta no puede cotfar ¢ una curva de segun-
do grado en mayor ndimero de punlos que dos.
Por consigniente las lineas de segundo orden son entera-
mente convexas, 6 lo que es igual, no tienen ninguna ondu-
lacion

Gy

CAPITULO V.

Lineas de primer drden.

Articuro 1 °

Discuston de la ecuacion general de primer grado con dos
indetermenadas

K 50.  Ya queda demostrado [32] que la ecuacion general

de primer grado
. Ay-+Br - (=0
representa una recta Ahora tratamos de demostrar esto mis-
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mo, sin fundarnos, como alli, en la forma que sabiamos te-
nia la ecuacion de la linca recta; y por tanto esla leorfa, tal
como ahora la vamos . presentar, pudiera esponerse, si-
guiendo un drden diferente del que nosotros seguimos, antes
de halliar la ecuacion de la linea recta.

Consideremos en primer lugar el caso particular en que
(=0, v la ecuacion es pot lo tanto '

' Ay+Br=0,

de la cual resulla y:—gm, H haciehdo-—-zzza, [TE=NEN

Aqui pueden ocurtir dos casos: 1.° que el coeficiente «
sea positivo, 2.° que sea negativo.
iy &5 1% caso. Si hacemos x==0, resulta y=0;

luego la linea representada por -esta ‘ecuacion pasa por el

origen. Sidamos & = valores posilivos, los correspondientes
de y son posilivos, y sidamos & x valoies negativos, los cor-
respondientes de y son negativos; luegola linea se halla com-
prendida en el dngulo superior de la derecha é inferior de
‘la izquierda.
De la ecuacion y=ax resulta
¥

-—‘_:(1’,

es decir, que en esta linea la razon de la ordenada & la abs-
cisa es constante: si pues lomamos vatios puntos M, W',
N, N’ en la linea, y sefialamos sus coordenadas, tendremos

MP_MP _~NQ_ —N(¢
or 0P —00 —0g
MP_MP_NO_NOQ
orP or 00 0@

por congiguiente los triangulos MOP, MOP', NOQ, N'O(Q', ...
que tienen los angulos P, P, @, Q... iguales, y proporciona-
les los lados que forman esios angulos, son semejantes; v
por tanto los angulos MOP, M'OP’, NOG, N'OQ ..., opues-
tos & [os lados correspondientes, son iguales; luego coinciden
las rectas OM, OM', ON, ON'.. , y po1 tanlo los purtos
- M, M, N, N'.. estan enlinea recla. -
Queda, pues, demosttado que todos los punios de la linea
icpresentada por la ecoacion propiesta, estan ¢n livea recta,

d
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6, lo que es igual, que la linea representada por la ecuacion
propuesta es una linea recta, la cual pasa pot el origen.
Fig. 46. Supongamos ahora que a sca una cantidad ne-
gativa —a': la ecuacion serd y==—a'z. Haciendo p=0, re-
sulta y==0, y por tanto Ia linea 1epresentada por esta. ecua-
cion pasa por el erigen. Si damos & = valores positivos, los
correspondientes de y son negalivos, y si damos 4 » valo-
res negativos, los coriespondientes de y son positivos; fuego
la Iinea estd comprendida en los dngulos superior de la iz-
quierda & inferior de la derecha. :
De dicha ecuacion resulta -
Y

____:-—--a’, R *
_ T
es decir, que la razon de la ardenada 4 la abscisa es cons-
tante. - o ' '
Sean M, M’, N, N’. .. varios puntos de la linea represen-
tada por la ecuacion, y seflalemos sus coordenadas : ten-

dremos

MpP _ MP _ —NO - —NQ
P —¢PB T "o  ou
MP _ MP - N) _ N
or o 00 ~ o

luego los tridgngulos MOP, M'OP', NOQ, N'O ... son seme-
jantes, y por lanto los puntes M, M', N, N'... estin en linea
recta, es decir que todes los puntos de la linea, representa- -
da por la ecuacion, cstén en linea recta, 6 lo que es igual,
que la linea representada por la ecuacion propuesta es uaa
recta, la cual jrasa por el origen, '

Pasemos aho1a al case general.
Ay+ Bw+CIO)

de donde
y—= B - ¢
=1
6 haciendo, para abreviar,
LB P
H A — v
se1d :
y:dfﬂjl‘—b,

en la cual a y & podran tener signos cualesquiera 4-y—




93 .

Fig. 47. Traslademos ¢l origen 4 un punto del eje de
ordenadas , cuya ordenada sea b, y tomemos ejes paralelos
4 los primitivos: haremos, segun Jas Yormulas del primer ca-
so de la transformacion de coordenadas,

o=x', y=y'+6.
Sustituyendo estos valores en la ecuacion propucsta, la
" ecuacion -de la linea con rTespecto & los nuevos cjes serd
y'=ax'; y ya hemos demostt ado que la linea representada por
esla ecuacion es una recta que pasa por el origen B. Luego
queda demostrado quela ecuacion y—az+-b 6 Ay Bz C=0
representa una linea recta. . 7

51. Esto supuesto, para construir la recla 1epresentada
por una ecuacion de primer gr ado, se hallaran dos puntoesde
Jicha recta,dando & & dos valores paiticulares, hallando los
valores correspondientes de ¥, y construyendo los dos puntos
cuyas cootdenadas sean estas dos soluciones de la ecuacion:
tirando por- estos dos puntos una recia, esta s€Td el lugar
geomélrico de Ja ecuacion propuesta. Pero, si la recla pasa
por el origen, o que sucede cuando en la ecuacion no exisie
término independiente de z é y, bastard un solo punto, ade-
méas del origen, para que la recta quede determinada, Sila
recta no pasa por el origen, los dos puntos suyos que deben
preferirse, tanto para la sencillez del calculo, como para su
construceion, son losdos puntos en gue corta 4 los dos ejes.

Ejemplos.  Construir la recta representada por Ja ecuacion

23}' —32=0.

Esta reeta pasa por el origen: dando ahora & x el valor2,
resulta y==>5. y por counsiguiente, construido el punto cuyas
coordenadas son 2y 3, y tirando. por el origeny por este pun-
to una recta, se tendra el lugar geométrico de la ecuacion

ptopuesta.
Construir la tecta representada pot la ecuacion
' By —2-15=0.
Haciendo #==0, resulta y=-—g;‘- haciendo y=—0, resul-

B . .
ta o= 3 construidos eslos dos puntos, y tirando por ellos

una recta, esta serd la representada por la ecuacion pro-

puesta..)j
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Anricuro 2.°

Problemas sobve la Binea recta.,

52. La posicion de una recta quéda siempre detérmina-
da por des condiciones, & sabetr: 1.° conociendo un punto
por dondepasa y la dnecclon de la recta; 2.° dades dos pun-
tos por donde pasa; 3.° dado um punlo por donde pasa,y
siendo perpendicular é. una rectadada; ete. Porconsiguiente,
siempre que se tengan los datos enunciados en cualquiera de
eslos casos, se podrd hallar la ecuacion de la recta [28, nota].

53. Problema 1.° Hallar Ia ecuacion de una recla cono—
ciendo lus coordenadas X', v' de un punio por donde pasa, ysu
direccion, ¢ sen el dngulo que lo recta forma con el ¢je de las x.

1.* Solucion. Hemos vislo que la eenacion de la linea rec-
ta determinada por la ordenada en el erigen y por su coefi-
ciente anguld: es

y—ax+-b,

v en esta ecuacion es actualmente mcogmta la b. Para ha-
Har el valor de esta incognita, observaremos que, por estar
¢l punto (2',y") sobre la recta, sus coordenadas parliculares
veraﬁcalan la ecuacion de la recla, esto es

y'=uax —|—b
de donde
b=y'—ux';
y por consiguiente la ecuacion de la recta es
m"‘l‘y —ax’ ]
6 y—y =u {—2").

" 2.* Solucion. Sean Oy, Oz Tfig. 48] los ejes de coordeira-
das M’ el punto por donde debe pasar la recta MA cuya
ecuacion se pide. Sefialemos las coordenadas OP—x, MP—y
de un punlo cualquiera M, y tiremos la recta M'Q paralela
al eje Ox: el tridngulo MM 0 nos da la pwpcrrmon

MQ sen MM’Q
o senMMQ
5 y—y' __  sen«
w—w"_ SBn (8—a)
de dende Y=Y = i (-2 ),

sen (&——a)
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. : sen«
6, si se representa por ¢ el coeficiente angular ———— . |
sen (6—a)
la ecnacion de ia recla serd
y—y=d{m—a).

Nora 1.° En esta ecuacion estd incluida, coma easo par-
ticular, la ecuacion y=ax-+b, gue esla de una recta que
pasa por un punto (0, b), y euya direccion es conacida.

Nota 2. Hemos hallado la ecuacion de la recta AB co-
locada en la posicion mas conveniente, y tambien hemos to-
mado los puntos M y M’ cuyas coordenadas son positivas:
la ecuacion haliada es general segun el principio de Descar-
tes [19], y puede comprobarse en un caso cualquiera, no
perdiendo de vista los signos, tanto de las coordenadas, como
de las lineas trigonoméiricas. /

54. Problema 2 °  Huallar ln ecuacion de una recta que pasa
por dos puntos dados (x', ¥, (x", ¥").

1.% solucion.. Siendo a el coeficiente angular de la recta,
¥ b su ordenada én el origen, la ecuacion de la recta es

i o y=az-tb,
y actualmente ¢ y b son incégnitas. Para hallar los valores
de estas dos incognitas, tendremos que, por .estar sobie la
recta los dos puntos, sus coordenadas verificarin la ecnacion
de la recta, es decir, o
y =ar’ b,

y'==az"--b, .
ecuaciones que nos daran los valores de las dos inedgnitas o
y b. Restindolas, para eliminar a &, y despejando en seguida
ia @, resilta :

am.y;;_y_:,’
, A= ;
.y por consiguiente by TV,
- Luego la ecuacion'de la recta sers, .
. . . y'._,*y" : :.: \ y.!._yu
= i I '—-—.-—-ml.'
V=g S

- pasando €l término g’ al primer miembro, y separando en el
- segundo el factor comun .y’-—y”’ resulta
: g

| . my—':—_g,_’ )
§=y m’—x"(w @)
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2.* solucion. Siendo a el coeficiente angular de la recta,

¥ pasando esta 1ecta por un punto (', ), hemos visto en el
problema precedente que la ecuacion de la 1ecta es

y—y=u (z—a’),
en la que actualmente es 4 la incdgnita,
Para llegar 4 conocer esta incognita, tenemos, por pasar
1a recty por el segundo punto (z”, ¥, la relacion
¥ —y'=a(x"—x),

T'Ji——' ¥
de donde == -Ju y,;
®'—x
luego la ecuacion pedida serd
14 4
ap y _y ]
y_—'y_'a:u_x.l (.13—--1‘). .

3.% solucion. Sean M’y M” [Fig. 497 los dos puntos da—
dos por donde pasa la recta ABM; sus coordenadas OP' =g,
MP=y', OP"—x", M"P"=y". Sea M un punto cualquiera
de la 1ecia, » é y sus coordenadas OP y MP; tiremos las pa-
ralelas M'Q, M"(}- al eje Ox. Los t1idngulos semejantes MQM',
MM nos dan la proporcion

o wo
nmo Mg
b i Y o
r—z  T—x"
) y____yu , .
dond —y' =L L _(—x....
de onde y y .T“—*Q}fr (:1’: x) [A]’

ecuacion de la recta, hallada en ¢l caso mas facil, pero que,
Ya sabemos, es general. :
93. Nosa{1.® Obsérvese con cuidado que el valor de o

it

o3 Ey:%‘_’ es decir, que cuendo la recta pasa por dos puntos,

su coeficiente angular es igual & lo diferencia de lus ordenadas de
los dos puntos dividids por- la diferencia de las abscisas de los
mismos puntos; siendo el minuendo en 14% dos diferencias la
ordenada y la abscisa de un mismo punto.

Nota 2*  Si los dos puntos dados son los dos puntos de
interseccion de la recta con los ejes, y Hamamos b & la or-
denaday ¢4 la abscisa de dichos dos puntos de interseccion,
hallaremos la ecuacion de la recta, haciendo en la ecuacion -
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[A] y'=t, £'=0, y"'=0, &”"=¢; y por consiguiente la ccuz-
cion de la recta seid,

.
=g 6 2 Y
y - @, 0 +

como la hallamos en el nim.® 30..
56. Problema 3.° Hallor o ecuacion de una recla quepase
por un punfo dado (X', Y'), ¥ es perpendicular & una recta doda.
Para resolver este problema, conviene en primer lugar
hallar la relacion que hay entre los caeﬁmentes angulares de dos
veclas perpendicular es entre si
Supondremos primeramente que los ejes sean rectangu-
lares
Fiy. 50 bean P( y MR las dos rectas perpendiculares
entie ¢, « v «" los angulos que forman 1espectivamente con
el gje Ox: tenemos

m‘=90°—1—ac,
y por consiguiente
tgw— cot (—a)=— GOto;-—--—..-i_. :
go&
luego tge. tgu'=—1;

es decit, que el producto de las tangentes de los dngulos que dos
760108 per pendiculares entre si formun con el ¢je de abscisas, es
“igqual ¢ —1.

Hemos supuesto, Jpara hallar esta relacmn que existian
los dos dngulos « y «'; peto si uno de ellos, o por ejemplo,
fuese ceio, 0 lo que es iguat, sila recta MR fuese paralela
al eje Oz, la relacion ig=. tge'=—1 nos daria tga—=00 ,es de-
cit, que el angulo aseiia 1ecto, lo que es cierlo: luego Ia re-
lacion gz, tfm '—=—1 se verifica aun cuando umo de los dos
angulos sea cero.

Esto supuesto, la ecuacion de la recta MR gue pasa por
el punto dado M(T ') es

y—1iy =lgo (:c-—a:)
yactualmentc tga,_ gs desconocida: pero, siendo la recta MR

perpendicular 4 la ¥, tenemos la relacion
tgx. igw'—=—1,
de donde o for'—=——;
: - S ) iga
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luego Ia ecuacion de la recia MR es
r i i
Yot e (e},
| Yy =g ()
¥y sise quiere llamar ¢ 4 la tangente del 4ngulo «, serd

1 ;
y—y'== .ﬂ-(m . as)

No se pierda de vista que la o esla tangente del 4ngulo
que la olra-recta forma con el eje de las .
Resolvamos el mismo problema, suponiendo que los ejes
sean oblicudngulos, casode poca 6 ninguna utilidad ulterior.
Primeramente hallaremos la relacion-entie los coeficien-
tes angulares o v @’ do las dos rectas PQ y MR.
Ve Fug Bl Tenemos o« =80°4-2, y por consigniente, del
/ mismo modo que en el caso anterior,
tga tge'+1=0.,
La cuestion estd, pues, reducida & hallar tgz y tge’ en
funcion de los coeficientes angulares ¢ y a'.

S€Ny

Sabemos que — =a: quitando el denominadér y

sen (8—a)
desenvolviendo sen (§-—a), serd
SCNum==( SN cOSa—a COSH sen =,

6 sena({-}+a cos)=a senb cosa,
. % send
¥ por consiguiente tgu== = — .
‘ 1} cosh
: . a' senb
Igualmente tga'=—l . :
4 --a" cose

luego sustiluyende eslos valores ¢n la ecuacion
tg_a . tg_ch[* 1==0,

. an’ sen %0 :
serg - +-1==0,
1--a cosbta’ cost-4-an’ cos
f aa’ sea 0--1-4g cosd-l-a" cosd-tan cos*=0,
0 aw’ -1 -H{a4a') cost==18,.

que es la relacion pedida.

Hemos supuesto, para hallar esta relacion, que los dos &n-
gulosaya' existian: siunode estos angulosfuese 0, por ejem-
plo el éngulo «’, & bien s la recta MA fuese paralela 4 la Oz,
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y por consiguienie 1a MR perpendicular & la Oz, tendria-

mos sen«' =0, y por tanio ,..__E%Em—;j-_—:a'z 0: luego la re-
sen (h—ua
Jacion ag'+1i-(a-1-a) cost=0', nos da 1-}a cost==0, de
. i . . .
la cual resulta gm==~— _;6' Sustituyendo este valor en Ia es-
L0 .

R sen s
presion g=——
sen (B--—oc)

| - Sén o .
cos0 sen{o—a)
de donde cos a==0, ==90°, lo quees cictto. Luego la relacion
aa'--14-(a+-a') cost=0

se verifica aun en el caso en que una de las dos rectas, sea
paralela al eje Ox. o )
" Ahora bien, la ecnacion de la recta MR perpendicular a
la PQ, y que pasa por el punto M, es ' '

y—y'=a' {z—27,
en la que o es desconocida: su valor se hallara por la ecua-

, tendremos

eion aa’ -1 (a-{-a") cos 8=0,
: {--u cosb

que nos da Pl Mk

' : g+ cost
y por tanto la ecuacion de la recta MR serd

C ' ;o At cost ,

Y=Y = cost (m—12). P
ey

57.  Hallar la espresion de la distancia de dos puntos en fun-

cion de las coordenadas de dichos puntos o

. Fig. B2. - Supongamos en primer Tugar que los ejes sean
rectangulaies. Sean los- dos puntos dados M y M, 4 cayas
coordenadas Hamaremos respectivamente & Gy, 2 &y -
remos la M'Q paralela a 0w, y llamemos 54 1a distancia MM":
tendiemos en el wiangulo rectingulo MM'Q

MM =M G+ M,

6 Bt==(w— 2P -y )
{ormula que traducida al lenguaje vulgat nos da el teorema
siguiente: el cuadrado de lo distancia de dos puntos es igual al
cuadrado -de lndiferencic de las abscisas de dichos punlos; mas
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el cuadvado de lo- diferencia de las ordenadas de los mismos
punios. '

Nota, Hemos hallado esta férmula, suponiendo que los
dos puntos dados ienian coordenadas positivas, es decir, en
el caso mas facil; pero estamos seguros por el principio de
Descartes [19], que la formula hallada es general.

Comprobémosla en un caso eualquiera.

Fig. 3. Sean My ¥M'los dos puntos dados, 5 ¢ y, @' éy
sus eoordenadas, esto es, O0P=zx, —MP—=y, —0P =x', M'P'
=/ Haciendo la misma construccion que en el caso antc-
rior, tendremos MM2=MQ*+M0O?,

O, puesto que M=0P10P=z—z,

v MOG=MPI-MP=—y1vy,
serd si==(n—a ) - (f— )%

6 = (a—u' ) (y—y)*

Caso particulor-  Supongamos ahora que uno de los dos
puntes dados, M’ por ¢jemplo, sea el origen: sus coordena-
das @' é y' seran iguales & cero; y por consiguiente la formu-
la serd en tal caso

aa:zys_}_,wg’
- que es facil hallar diréctamente.
Snpongamos ahora que los cjes scan oblicuangulos.

Fig. B4, Kl teorema gencral de los tiidngulos rectili-

neos nos da la ecuacion :
MM —=MQ - MO*—2M'(} MO cos M'OM,
6, puesto que M Q=P P=x—x’, MQ==y—y', y que el dn-
gulo M'OM es suplemento de 8, y por tanto cos M QM—=—
€080, serd o
= (w—u)! (y—y ) + 2w —a) (y—y) cosd;
¥ se puede comprobar facilmente su generalidad en cual-
fquier caso. ' - -
. “Caso particular . Si ¢l punto M'coincide con el origen, serd
#'==0, =0, y la {hrmula de la distancia del punto M al
origen serd
B==g? L y* - 2y cost,

que es ficil hallar directamente.

58,  Hallar la espresion de la distancia de un punto dirdo 4

. wniq Tectn dada. - SR
Supondiemos en la resolucion de este problema gue los
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ejes son rectangulares, Ginico caso que puede servir-en gge-
jante.
Fig. 80. Sean % &y las coordenadas del punto dado M,
y=az-b ... [4]
1a ecuacion de la recta dada PQ, y la dela MP perpendicu-
lar 4 la PQ, hemos visto, es o

y—y’—————é—(zv-—w’)« - [B].

Igualando coordenadas entre estas dos ecuaciones, 2 & y
serén las coordenadas del punto P de interseccion de las dos
rectas; ¥ despejando estas dos incégnitas en dichas dos
ecuaciones, se conocelan las coordenadas del punto P. Co-
nociende las coordenadas de los punios M y P, la férmula de
1a distancia de dos puntos nos dard la distancia MP. -

Este calculo puede abreviarse un poco, observando qﬂ%
en la fimula 8¥=(x—2')*4-(y—y'Y’. . . [L] entran la diferen-~
cia de las ahscisas y la diferencia de las ordenadas de los dos
puntos, y estas dos diferencias pucden hallarse brevemen—
te. Estas dos diferencias entran esplicitamente en la ecoa-
cion {4], mas no en la ecuacion [B1. Para que se preseaten
tambien con evidencia en esta ccuacion, liamemos & dichas
dos diferencias, por un momento; @y &, eslo es —-x'—x,
y—if =6, 6 ;=2 1, g6y sustituyendo los valores de
% & y en las dos ecuaciones [A]y[B], estas seran

X i3

de Ias cuales resultan facilmente

y —az —b y =l b
o] ——————— e ..
ﬂ2+1 u2.+1
- Sustituyendo estos valores en la formula [C], que es-ac-
tualmente
- 82__4_&2:{_62’_
serd, :
: o o (Y —ar’ b (y —ax'—b)*
@y @y
O (f—ap —b) Aot — )
gl ('y & ) _(a,z‘-}-_- l) s _Q,fwﬂ_-b_)_ B

St

=T @)
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,' ) _ L I—-‘b
y por ultimo Szi-—y— i

| Z== :
De estos dos signos deberd tomaise el conveniente para
que el valor de § sea positivo. '
A esta misma férmula puede llegarse geométricamente
con mucha facilidad.
En el tridngulo rectingulo MTP es
MP=MT cos M,
8==(y' —TS) cosa.
Ahora, siendo la ecuacion de la recta QP
. y=az—+"b,
las coordenadas del punio T deben verificar esta ecuacion,
¥y por tdnio ' ‘

=

) TS=qx'|b.
Tenemos ademas '
1 ]

€05 0= — == — :
EZVIigls =i la?
luego, sustituyendo estos valores en el de &, resulta

CBz= -4—»_y_l‘_a$}__ b

Vite?

La 1esolucion de este problema, siendo los ejes oblicuén-
culos, no tiene ningun uso en adelanie: hé aqui, sin embar-
giziiﬂ,ila formula, por st algun lector quiere ejercitarse en ha-

aila

v (Y —ax’—b) send /‘/’I
=/ 1+4a*-+2a cosd -

Artiauio 3.°

Apheacton de la ecuncion de lalinea recta d lo demostracion de
algunos teoremas de goometrin de elemental,

Teorema 1.°  Las perpendiculures levantadas en los punfos
medios de los lados de un tridngulo se cortan en un mismo punio,
Fig. 85 La cuestion esta reducida 4 hallar las ecuacio-
nes de las dos rectas Q0 y RO perpendiculares & los lados
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ABy BC en sus puntos medios, 4 hallar la abscisade su pun-

to de interseccion, y ver si esta abscisa es AP= §_-; pues st

asi vesulta , las dos perpendiculares 00 y RO se encontraran
en un punto O de la perpendicular PO, es decir, que las
tres perpendiculares se encontraidn en un mismo punto.
Hallemos 12 ecuacion de la recta Q0 : para esto, escribi-,
remos la de una recta que pasa por un punto dado, ¥ es per-
pendicular & una recta dada, que es. '

! ‘i !
y—y=-—— (m-—-m.).‘

Tenemos pues que hallar en primer Jugar las coordena~
das del punto 0, y la tangente deldngulo A. Llamandoz’ é ¥
4 las coordenadas AD y BD del punto B, tendremos eviden-

temente AE= -9-;, QE= Yl tangente del dngulo BAD

2
: BD ¢
© Y

Luego la ecuacion de la recta Q0 serd

oy z 2 ‘
‘2 ' y’(m 9) £

Para hallar la ecuacion de la perpendicular RO, tenemos
primeramente

o be—a' &b :
AFeeAD DF= | A= T R
gBlw==—"
luego la ecuacion de la RO es
M ey PSS W T
ymgE A\t

Ygualando las coordenadas de las dos ecuaciones [E]y[F],
y-eliminando la ¥, tendicmos

YOREE A VY (L v A
SR ),

y gespejando la T, resulta 2= -

-
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Nora. Yase sabe que elrpunto 0 de interseceion de las.
tres perpendiculares es el centro del circulo circunseripto.

Teorema 2.°  Las perpendicular es bajadas desde los vériices
de un tridngulo 4 los lados opuestos se encuentran en i mismo
punio. ‘ '

Fig, 56. La cuestion esl reducida 4 hallar las ecuacio—
nes de las dos perpendiculares AE y CF, y en seguida la
abscisa del punto de encuentro que debe ser A7, _

Sean &' ¢é y' las coordenadas del punto B: la tangente
del dngulo BCx serd [55]
BD ¢ .
AD—AC  &—¥
luego la ecuacion de la AK sera
b—x'
—— . P . =3
Y=t . [P]
La tangente del dngulo BAC sers % ::g_,; luego la
¥

ecuacion de la CF , que pasa por el punto € (4,0) y es per-
pendicular 4 la AB, sera

y= —--}(w—»b) ... (0],

Igualando las coordenadas de las dos ecuaciones [P] y @],
y eliminands la g, tendremos
(b—a")yp=(b—1x) &,
de donde
B—=x,

Problema 3 ° Las rectas tiradas desde los vértices de un
tridngulo & los pruntos medios de los lados opuesios se encuentran
en N MISMO PuUnio

Fig. 57 Sea el tidngulo ABC,; BD, CF y AE las rec-
tas tiradas desde los vérlices del tridngulo 4 los punios me-
dios de los lados opuestos ; toro por eje de abscisas uno de
los lados AC del wridngulo, v por eje de ordenadas la Ay pa-

(1) Para halla1 esta ecuacion se tiene Ppresente en Iz imaginacion 6 en
e) papel Iz ecuacion y—y'—=m— — (#=—p').
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ralela 4 Ia BD. la cuestion se reduce A4 hallar la abscisa
del punto de interseccion de las dos rectas AEy CF, yvet
si esta absclsa e AD.

Sean &' & ¥’ las coordenadas AD y BD del vemce B

coordenadas del punto F serdn evidenlemente 7 [ J , ¥

r

las del punto E seran %— é % El coeficiente angular de

¥
la recta AE es [55] %‘J‘H‘“:% 32:’

.3 Yy por consi-

b

guienle la ecuacion de la AE, que pasa por el origen, es

Y .
Y= ... [M]
y= . ]
El coeficiente angulat de [a recta CF cs [35] ———FG ==
° . AG—AC
v
2 y

3 Y POl consiguiente la ecuacion de laCF,
¥ : % '

que pasa por el punto € (%’ 0), es

—27) . [N].

y:‘

Igualando coordenadas entre las dos ecuaciones [M] y
[N], eliminando 1a y, v despcjando la z, sc halla z—a'.

Nota, El punto O de interseccion de las lres tectas se

Hama el centro de g7 avedad del tridngulo, y esle punto se ha-

Ha en cualquiera de las tres rectas 4 los —§ de dicha recia

‘ 2
dlstante del véilice; es decir que O0B== 3 BD, 04— %AE

OCM = CF
En efecto R AO: AE @ AD « Al
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¥ como AD== % AH, témhien A0= ; AE Tgualmente se
.9 ’ ’ .

ve que CO==_CF Tirando ahora la DK paralela & la CF, se

J .

hallz con igual facilidad Bor_—f—?)_ BD.

Teorema &.° Ef centro O-del cérenlo eircunseripto & un tridn-
gwlo ABC [Fig B7%], su centro de gravedad G y el punto O/
de inter seccion de las tres perpendiculares tiradas desde los véra-
ces & los lados opuesios estan en linea recta; y ln distancia GO
entre los dos primeros puntos es mifad de lo distancia GO’ entre
{os dos segundos.

Para demostrar este teorema, hallaremos primeramente
la ordenada del punio 0. :

Siendo #' €y’ las coordenadas del punto B, las del punto
. ) b——m, , yr , mf'-l—b . yl
E son evidentemente o' g ¢ 5 6 5~ ¢ La
: : . BF ¥
t te del angulo BCx es 831 = ; or
angente del dng s B3] AFCAC yP
consiguiente la ecuacion de la EO serd

o ¥ b—a R
Yy _Q-ﬁ%——y,— — "—9 .

r4

. b o
La ecuacion de la 0D es 2=-_; luego eliminando la z

or
g
entic estas dos ecuaciones, y despejando 1a y, resultard

2 y'

2 2 2y
Y bz 2

Sefialando las coordenadas del punto &, tendremos que-
., 9 !
AK:AF+FK=m'+;DF:m’+_ﬁ(i_. f): LAy
) 3 a\ 2 3
BF g

5 T El Coéﬁciente angular de la recta que pasa pof

estos dos puntos es [85]
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y.‘ _ y"z-—“’bm’—l—-mls

GK—OD 3 2y  3ba’—Ba—y"
AK—AD b b T 2y by
5 2

i

x
z, luego

Es facil hallar la ecuacion de la AH, y= =

i

by —x't

0'F= —————. El coeficiente angul.ar de la recta GO’ cs
br'—a :
OF—GKE ¢ 3 _ Bha'—=3a—y"
AF—AK o x'--b T ery—by

Resulta que la recta 0G y la GO’ lienen igual coeficiente
angular; ¥ comoademas pasan por un mismo punlo G, estas
dos 1eclas coinciden; 6 lo que es igual, fos tres punios 0, G
vy O estan en linea Tecla. _

Alora los tridngulos semejantes OGD y BO'G nos dan

la proporecion oc _ 6b, '
' _ LG0T 6B

¥ pues GD:%—GB, tambien OG:%GO".

Teorema 5.° La bisectriz de un dngulo de un tridngulo di-
vide al lado opuesto & dicho dngulo en dos partes propoycisnales
d los lados adyacentes o miswo.

Fig. 58. Secacel ttidngulo ABC, y 48 la bicectriz del in-
gulo A: tomemos por ejes de coordenadas los lados ACy AB.

La ecuacion de la AD. es cvidentemente

y=o .. [K];
y si se quiere puede hallarse por medio de la ecuacion y=
o2, pues actnalmente 6 =24; lue. 0 Y= N o=
. sen(8—a) : =% TeE sena )
 El coeficiente angular-de la BC es [85] fic = %;

- luegola ccuacion de la BC, que pasa por ¢l punto C [60],
- sera y;«—--g— (@b .. [L].
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Igualando Ias coordenadas entre las dos ecuaciones [K]y
IL], y ellmmando la @, sera :

- +{;
de donde 6 DP= be
5 ¥ T bie
Los triangulos semejantes DPCy CBA nos dan la pro-
porcion CD:CB:: DP: BA,
6 CDh:CB—CD:: DP;: BA—-DP,
6 CD:BD: be be b ¢

iawiial wrilh awil il i
Es decir, que la bisectriz AD divide al lado opuesto en
dos partes propoicionales 4 los lados adyacentes.
Teorema 6 °  Las bisectrices de los tres dngulos de un tridn -
qulo se encuentran en un mismo punio.

Fig. 58%. Sea el lridnguto ABC; AE, CFy BD las tres bi-
sectrices: tomo un lado AC por eje de fas @, la patalela Ay
4 la BD por eje de las y. La cuestion estd réducida 4 hallar
la abeisa del punto de interseccion de las dos bisectrices AE
y CF, y ver si esta abscisa es la AD.

Sean o 6 y' las coordenadas del punto B: Ias coordena-
das del punto E se hallaran del modo signiente:

EI:BD::EC:BC::b: bto; El— "0

b--c
. . (b—ax") ¢
DI:DC::BE:BC:: ¢ bte, DI:-——E{ s
+¢
¥ por consiguiente AI:-E(ziZ; '

Hallemos ahora las coordenadas del punto F

FH:BD:: AF: AB:: b a+b;FHzaﬂ_

v
AH:AD::FH:BD-.:EL " AH=0"
: a--b 40
La ecuacion de la AE es
_EI ¥
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b
El coeficiente angular de la CF es ___._AHIEI = b;ﬂ‘i -
a--b
by y . Luego la ecuacion dg la CF es

=t —ab b @ ——b
. yz -
T (=0 [V]

Tgualando las coordenadas de las dos ecuaciones Ty

vl y eliminando la ¥, tendremos
Yo _ye—h
P

z x—b
o s T
ctx &—a—b
b e(at-b4-0)=b (e},
b(c 12"
de donde P il M
atbte
Poniendo en lugar de &' su valor -E_E—, Sera
a+¢
o 012 |
e atc) be(at-b-Fe) _ be o
‘ atbfe  (ato){atbte) T ate
Nots. Ya se sabe que el punio de interseccion de las
tres biseclrices es el cento del citeulo inscripto en el uridn-
gulo. ' :
Problema  Hellar ef drea de un tridmgulo dedas las coor de-

ér lices.

nadas reciangulares de sus tres
oordenadas del vériice 4, 37

Fig 59. Sean s éy lase
" & 4" las del vértice C.

&y las del véitice B, y 2" €.y
7 (Considerando & la BC como la hase, ser1ala AD la altu-
ra: tenemos pues que hallar estas dos rectas en funcion de

las coordenadas de los vérlices.
Sabemos que  BC=v{y" —y" )} (2" —2")*




£10
. -Para llegar 4 conocer la AD, hallaremos pnmeraxﬁem/
1a ecuacion de'ld BE que €

” Jr ylﬂmfl

T —a
Hemos visto [58] que s1endo ¢ el coeficiente angular y b
la mdenad't en ¢l origen de 12 recta BC, la distancia AD=

g 7 . ff Hf L

y' -t b Y x
=+~ J__ﬁ__ : como ahora g== 'y', -J,;, b= Y ,
veqr o . ee #' ="
. : ., y.','rw___y” . yfl %m ) ym mf/
Y . ur 'fﬂ” .fB et ”

serd = AD=eok

V ( Jrff Jlf}a
rrr I?”)z
'3]’931”—"‘] .'I? ymﬂ?’—'—y”ﬂ; — II it _I_y.w I/
,‘/(yw . y.'.r) -I—(ﬂ?”’ xﬂ)g

Por conmgulente ol 4 4rea S:del tuangulo serd

S:—_,—+ (y’ o rrr J'_}_J CB J'x”—t“ Jm T — ” .W)

dehiendo tomar* &l signo c@nvemente para que este valor sea
positivo’ )
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Lincas de segundo orden.

CAPITULO L

Meétodo general de tangentes @ lus curvas planas algébricas.

39. Definicion general de la tangente & una curva,

Se llama lengente & una curva en uno- de sus punios la
posicion que toma una secanfe, que pasa por este punio,
cuando ofro.de sus puntos de interseccion con la cuiva eoin-
cide con el primeroc, en virtud del movimiento de la secan-
te al 1ededor de este punto.

Fig. 60.  Asi, si la sccante SMM' sc mucve al rededor
del punto M, de manera que el punto M se vaya acercando
al punto M, hasta que Tlegue 4 coincidir con él,. la posicion

. TM, que entonces toma Ia secante SMA', es la tanﬂen[e ala
curva en el punto M.

60. Hallar la ecuacion de lo tangente & una curva algébrica
en wn punto dado en lo misma curva.

Fiy. 60. Siendo &' &y las coordenadas dél punto dado
M, v a el coeficiente angula[ de la tangente, la ecuacion de
esla recta serd —y=al{r--z"),
en la que a es una incégnita La cuestion esti pucs reduci-
da & hallar el valor del coeficiente angular a. ca foneion de

_las coordenadas &' ¢ y' del punto dado M.
. La eeuacion general de las curvas algébricas es
f(.yl==Ay" - Ba- Oy~ 1 (D 4-Bo+F iyt ..
(az™ byt 4 E=0

Tiremos por el punto de contacto M una secanle SMM, y

Hamemos o'-+-h, y'-+-% -4 las coordenadas dLi panto M': el

" coeficiente angular de la secante sera- {35] T‘
. b

Por corresponder los dos puntos My M alacuiva, ten-

' dremos
Py ) =0, f@ by =0,
- Desenvolviendo el primer membro de esta @tima ccuacion
pot ¢l teorema de Taylor para las funciones de dos variables
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[Nota primers ol fin de lo Geomelr {o analitica] , v observan-
do que f(»',y")==0, se1d

. h?
P btfin %
fo k-fl, R =0,
o I]‘E I
+ f;:‘z Tz'*f elc "
g i 3 v ]i I 4 h’
) ﬁ(lryl“i_ wy h"'i_ fy’? : :9:) 4 h(fx’_f‘fz’e ' '2_+ : >= E

b

LA i
fotifoe. o b

ko 2
T - W 1 Wi ]i" h
frii'_F’fw'y’ ' n"}"fy’ﬂ ' gﬁk o

Ahc:a, es evidente que, 4 medida que el punto M’ se va-
ya acercando al punto M, k y % iudn disminuyendo, v se
acercardn 4 cero cuanto se quieia ; luego en el caso en que
el punto M’ Hegue & coincidir con el punto M, 6 en que la
secante pase 4 sel tangente, 4 y b se;énliguales 4 cero, pero

de donde

st razon toma el valor determinado —-r—ji coeficiente an-
-l

gular de la tangenie, 6 valor de a. !

Por consiguiente la ecuacion de la tangente seld

.

y—y=— 7 (z—a').

{61. Tsta ecuacion prueba qge per un punto de una cur-
va no se la puede tirar mas que una tangente; pues ura sola
ecuacion de primer grado no puede corresponder a dos rec—
tas diferentes. Esto se deduce tambien de la definicion de la
tangente; pues la secanie no puede tener dos posiciones di-
ferentes en el momento en que dos de sus puntos de intersec-
cion con la curva coinciden

62.  Cuando la ecuacion e la curva tiene la forma y ==
f(z), el coeficiente angular de la tangente toma una forma
mas sencilla. '

En electo, la ecuacion propuesta puede escribirse asi:
. y—1 (ﬁ)z 0,
Y por consigulenle, para. las coordenadas del punto de con-
taclo, tendremos la relacion

Y ) =0
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La derivada con 1especto & &' es —f'{2), y la derivada
con respecto 4 y' es 1; Iuego el coeficiente angular de la
tangente €5 ﬁ? ={(z); ¥ la ecuacion de la tangente
- y=y=f (7). (v,
que es muy facil obienerla directamente. I
En efecto, lenemos, por hallarse el punto M’ sobre la

curva,

| y' H-k={ (o +1); |
&, desenvolviendo el segundo miembro por el teorema de
Taylor,

4 7 ! - ; h’
o A== )+ @) R ).
Hallandose el punto M sobre la-curva, tenemos
y={(&);
luego la ecuacion anterior se reduce &
. : s o ht .
= f (@) e (&) e

_De aqui resulta

Byt g s

luego, cuando k y kb se reducen & cero, que €s cuando la se-
cante pasa 4 ser tangente, su coeficiente angular serd '@
y por tanto la ecuacion de la tangenle es
| Y=y =f@) (2—1).
63.  Apliquemos 4 las curvas de segundo grade la for-
mula de la ecuacion de la tangente. .
Tenemos o

f(.y)=Ay"+Bo'y +-Ca”*+ Dy +-Ex'+-F,

" fu=DBy 20’ +-E,

f; =24y 4B/ --D ;

luego Ja ecuacion de Ia tangente seré

: By'-1-2Cx'4+-E ,
o 24y Bd LD (=)

84, . Hallemos directamente la ecuacion general de la

tangente -4 las curvas de segunde grado. '

'?J-*,'_y'z —




116
Fig. 60. Sea o el coeficiente angular de ia tangente &
una curva de segundo grado en el punto M(#',y). La ecua-
cion de la tangente se1d .
Yy—y =a{x—mx) "
se trata pues de hallar a. _

Tiro por el punto M la secante SMN, y sean las coorde-
nadas del punto M, &'-+-h € -4 : tendremos, por pertene-
cer este punto Ma la curva cuya ecuacion es -

Ay Bry +-Co--Dy-+ B F=0,
la relacion :
A RSB 8 (f 4-8) - C@ AR Dy B+
E(x' +h)+ =0

Desenvolviendo este primer miembro, resulta [Note pri-

mera of fin de la Geom. anal.]

Ay*4-Br'y +Cx"4-24% | y'-1-2Ch | o AR
/) 1BR \ ~+ Bk +-Blik

_-H). +E i]c)]z 0. [1]
LER
+.F

Por hallarse el punto M sobre la curva, es
Ay*+-Ba'y 4-Cx®+ Dy’ + Ea' - F=0;
nego la ecuacion anterior queda reducida 4

24k | y'+2Ch | o +-AR

+Bh | BE| iB{
40w p=0.
4Dk \
-Eh

Separando los factores comunes £ y A, tendremos
#(24y + B+ Ak+-Bh--D)-+-h(By 4200’ +-Ch+-E)=0,
de donde '
k By 4+ 2(x' - Ch--E

h 24y’ Bz’ - Ak+Bh-+-D -
Supongamos ahora que la secante se moeva alrededor
del punto M, de'manera que el punlo N se acerque indefi-
nidamente al punto M, en cuyo caso & v k van acercandose
ndefinidamente 4 cero: cuando esto filiimo se verifique, pa-




i1 A
sara la secante 4 ser tangente; y por tanto el cosficiente an~
gular de la tangente serd .
' By 2Ce'+E
T oAyt Br D
Luego la ecuacion de la tangenie 4 las curvas de segun-
do grado setd’ ' '

gy =

4 mas brevemente

' '
By AT AE
94y FBe+D

Y -—y’: it ffiﬁ(r——-m’) "

65 TResolvanos ahora algunyos problemas.
Problema 1.° Tirar ung tengente 4 wig curvd, cuye ecua—
cion se conoce, por un punto dado en lu mismi cuf v,
Teniendo la ccuacion de la curva, se tendid por consi-
guiente la de la tangente : por medio de esta ecuacion se ha-
llara nn punto de la tangente, diferente del puolo de con-
tacto (debe preferirse el puato en que 1a tangente corta al
eje de las @ 6 al eje de las 4), ¥ juntando dicho punio ¥ el
de eontacto pur medio de una recla, esta serd la tangente
pedida. '

Vemos que para resolver este problema, no-se necesita
que la enrva esté construida; basta que se conozca la posi~
- cion de los ejes de coordenadas, ¥ la ecuacion de la enrva con

respecto 4 estos ejes. o
66 Problema 2° Desde un punto dado titar una tangen-
te & una curva, conociendo su ecuacion y lo posicion de los ejes
de coordenadas, estanda ¢ no construida dicha cuwrve, :
Sean .y 6 las coordenadas del punto dado, x &y las del
punto de contacto, gue actnalmente son las incognitas del
problema. La ecuacion de la curva es

_ o fley)==0,
" ylade Ia tangente & esia curva en ¢l punio (@', ¥)
' gy L ().

~ Las coordenadas « y 6 del punto dado dehen verificar esta
ceuacion ; luego

s_yf:._.%:(a—mfy BTE

¥
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vy las coordenadas del punto de contacto deben verificar la
ccuacion de la cuiva; por tanto
Ky =0 .. (2]
Estas dos ecuaciones, gee contienen 4 las dos incégnilas
x' é 3, nos darén los valores de estas incdgnitas; y se podidn
titat 4 la curva desde el punte («, 8} tanlas fangenics, como
soluciones lengan dichas dos ecuaciones.

Pata resolver este problenia geométiicamente, supoeniendo
que la curva sea de segundo gado ¥ eslé construida, ¢b-
servalemos cn primer tngar gue la couacion

e

6opm—troap 13

representa una linea que ;asa por los puntos de eontacto;
pues poniendo en Jugar de x & y las co rdenadas ¥ 6y de
cualquicia de dichos puntos, resulta la igualdad cierta [11.
La ecuacion [5], reemplazando [/, v [', por sus valores
2Cx+ By E y 24y+Bz-+-D, quitando el deneminador y
pasando todo al primer miembro, es
4( 24y - Br - Dy-bu {20s{-By-+E)—21 iFe=2B1 20—
: Dy— Er=0:
sumando ordenadamente esta igualdad con la
9 Ay®- 1 2Bxy--202* 2Dy +2E%— 2F=0,
vesulta &(2Ay+Br-+D)+=(2Cs- By-+Ej+Dy+ Lx—- F=0,
ecuacion de primer grado. Queda- pues demostiado que la
ecuacion [3] representa una recta que pasa por log puntos de
contacto. Luego construyendo esla recta, Jos puntos en que
corte 4 la curva, serdn los puntes de contacto pedidos
Apliquemos esta teotfa al circnlo
67. Tomando por ejes de coordenadas dos diametros per-
pendiculares, Ja ecuacion del circulo es
i ot =h7
por consiguiente, hallandose el punto de contaclo en la civ-
cunferencia, serd _
ypt=h*. . [4].
Tencemos ahata =2, f, =2
luego el coeficiente anguiar de la tangente al circulo, que,
por sev los ejes de coordenadas tectangulates, ¢s la tangenie
del angulo que la tangenie forma en,cl ejc de las @; es
2’ %

y!

Ay




g
y pot 1anto la ecuacion deéla tangenie al cireulo serd
. , m? ° ; . : Lo
g—y =02

gy —yfP==—mtF 2t
gy o=yt 5%
gy +ma’ =R .
Siendo » y 8 las coordenadas det punto dado, sera
By far'=R". . [8]. -
Esta ecuacion y la ecuacien [&] nos daran los valores de
1as dos incognitas @ € iy
Para resolver estas dos ecuaciones, despejaremos en la
ecuacion [5] una de las incognitas, ¥ por ejemplo; serd
' R—wr
5
y sustiluyendo s valor en la ecuacion {4}, resulta
33'E(a"—j—ﬁ’)-—'-Q-Rzaa;"_%,.gf;‘f{’ﬁ?’.ﬁﬁ,_ .

e G O

de dende : S
' . Rfa=R8 a”-i—‘ﬁz—-i‘l’.‘ .
| | F=- T
1 valor cerrespondiente de y se hallatd en seguida pot
., R—ux I
ja ecuacion §= —g—"

Estos valores de 2’ seran reales, y porconsiguiente tam
Bien log valores cortespondientes de y', si el punioi dado estd
fuera del cireulo, pues eptonces a2 L8R >0; ¥ POt tanto
desde un punto esterior al circulo se le pueden iirar dos 1an-
gentes. ,

© Siel punto dado esta en la eireunferencia, es oX L6
R:=0, y por consiguicnte los valores de #' ¢y son enton-
' Rra

L .
ces .’I}_.—— -m—-—-———-g. FF

—a, yf==6: luego porun punto dudo en la
cireunferencia dsun cirenlo no se puede tirar.al ¢irculo. mas
que una langeate. T

" Finalmente, si el punto dado esta den_tm.;ﬁelgcixgulo,
02 1-8—R?<0, ylos valores de # &% imaginarios; luego des
de un punto interior aun circulo no se le puede tirar ningund
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tangente Todo lo cual esta acorde con lo que sabiamos ya.

La construccion geoméirica de esios valotes de z, cuari-

do el punto dado estd fuera dol citeulo, seria bastante com-

plicada i ' ‘
68.  Consideremos en la ecuacion
. 5y'+az':R3

a @' & y como eoordenadas vaiiahles: quitemos con este obje-

1o, para mayor clatidad, los acentos, eslo es, tomemos la

ceuacion

Ey%_qm:}}g,

¥ constiuyamos la recia representada por esta ecuacion, reg-
ta que sabemeos pasa por los dos punles de contacto, Ha,cie_)nv
do sucesivamente z==0, #=0, tendremos ?.:% ) - K
=%
Constiuidas estas dos tercerag proporcionales, y toméndolas
Tespeclivamente sobte el eje de las ¥, y sobre el eje de lasx,
se tendrdn los puntos en que la recta que pasa por los pun-
tos de contacto, coita 4 los ejes; tirando en seguida esta Iec-
ta, se tendrdn los puntos de contacts _
| Fig. 61. Tambien se puede en este problema hallar por
el céleulo la misma construceion que se sigue en la geome-
tiia elemental para tirar ung tangente al cireulo desde un
punto dado fuera.- : o
En efecto, sea 3 ol punto dado: tomemos por eie de ahs-
cisas una recta Oz que pase por esle pumnio, y por eje de or-
denadas un didmetro perpendicular al eje de abscisas; yseao
la abseisa del punto M. La ecuacion de la tangente es yy'--
18'==R* luego, como el punio M se halla en la tangente,
3

serd ov'=R de donde #'=";es decir, que & es una leg-

73
“ela proporcional 4« y R Para consiruir este valor de #',
1103 setviremos, porque aqui conviene, del teorema de que ci-
do cateto de un tricingulo recidngulo es medio proporeional entre Iy
hipolenusa y segmento adyacente. Considerando, pues, 4 OM=—q
cumo didmetro, deseribo un semicireulo OTH, tirando ahora
1a 0T, y la ordenada T, serd evidenlemente, en virtad de
dicho leotema, OH el valor de Z; ¥ pot tante el punto 7T sers
unpunto de contacto. Como del mismo modo puede hallarse
el otio punto de tontacto T, resulta, para la solucion geo—
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métrica de este problema, la misma construccion que se si-
ue en la geometria elemental. J -

G9. Problema 5.° Tirar ¢ une curve ung tangenie cuye
direceion sea dada, 6 lo que es igual, una tangenie parclele &
wna ¥ecto dada.

Sea f(z, y)=0 la ecuacion de la curva, « el coeficiente
- angular de Ja rectadada. Gomo la tangente debe ser paralela
4 la recta dada, sera

o . ,
-l =y,
T
y por hallarse el punto (¢, ¥) en la curva, serd
@ y)=0... (L)

De las dos ecuaciones [K] y {L] se deducitdn los valores
de las dos incognitas " é ¢’

Nots. La resolucion de este problema tampoeo exige que
la curva esté constrnida; basta que se conozca su ccuacion
¥ 1a posicion de los gjes de coordenadas.

- 70, Fig 62 Se llama normal 4 una curva la perpen-
dicular MN 4 Ia tangente MT en el punio de contacto M.

Problema.  Hallor la ecuacion de lo normal & una curva

Supongamos en primer lugar, que los ejes de @ordenadas
sean tectangulaies; y llamemos o' & la tangente del angu-
~lo MNz que forma la normal MN con el eje O: tendremos

I

o

. Conociendo el

'
[86] @x—[2 =1, de dondo a'=

! ) EL
punio (z', %) por donde pasa la normal y su coeficiente an--
gtilar, su ecuacion serd

£
1

s f‘r;" ,
y—y =2 (o).
. for -

[Supongamos ahora que los ejes sean oblicuingulos: sa-
bemos que entie los coeficientes angulares a y o' de dos rec-
las perpendiculales existe la relacion

1 -+aa’-—]—(a +a’) cos 6==0,

: . . fl-gcost
de donde . . o LT
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6, puesto que actualmente es a==— for , Serd ~
y! )
1— LI fa -C0sH -

- iy

¢'= 5 .
yf
s o [ cos8—f,
fyr cosb —fz

y por consiguiente la ecuacion de 1z normal es

coso —fi
Ll (x—2").
fur cose—fz,

CAPITULO II.

y—y'=

Astniotas de las curvas.

71 Asiniota de una cuiva, que tHene una 0 valias ramas
infinitas, es una recta que puede acercarse & la curva indefi-
nidamente, sin llegar nunca 4 aleanzarla,

Fig. 63. Asi, sila diferencia de Jas ordenadas MP y
NP va disminuyendo y tiene por limite 0, creciendo wx inde-
finidamente, la distancia MO entre el punto M de ta curva y
la recta Bf), 114 tambien disminuyendo, y tendrd con mayor
razen por {imite cero; luego la reeta BY serd asintota de la
curva. '

72. Tratemos de hallar, dada ia ecuacion de una curva
algébrica ¢ braseendenie que tenga una 6 virias 1amas in—-
ﬁmt'ls las ecuaciones de sus asintotas.

Supongamns en primer lugar que las asintotas, cuyas
ecuaciones queremos hallar, no sean paraielas al eje de las y
sus ecuaciones tendran la fe_lma

y=cxtd;
y en esta ecoacion ¢ y 4 seran oantm‘u es finitas & incogni-
ias del pmblema

Sean z &y las coordenadas de un punio cualquiera M de
fa curva, V la diferencia MN de Tas ordenadas de la eurva ¥
la asintota, correspondiente & una misma abscisa; V serd una
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cantldad variable, que disminuiia, creciendo % positiva 0
riegativamente, y que cuando x=— -'-co , serd 0.

Tenemos MP:NP—I—MN,
y pues NP=cz-|-d, y MN=V, serd
y=cz-+d--V.. . [B],
ecuacion de la cual deduciremos Jlos valotes de ¢ y 4, en vir-

tud de'que V es cero, cuando x—=keo ,
Dividamos los dos miembros de esta ecuacion por =, y

tendremos —_ar—]— GH_ V

demos ahora & @ el valor ==eo 5y como entonces V=0, y

1 . d .
pot se1 ¢ cantidad finita, es @=0’ se1d, Iepl‘esentaqde

por fim. L el valor que toma £ cvando p—=tw
lim. ¥ ==,
x
Luego cl coeficiente angular de la asintota es el valor

gue toma ¥ cuando z=2tw
&£
Habiendo hallado ¢, para hallai d, la dcquaremos en la
ecuacion (R, y tendiemos

d=y—cw---V;
y st aliora hacemos z=cton , sera V=0, y por consiguiente
d= lim. {y-—cx).

Luego ia ordenada en el origen de la asintota es el valor
que Loma y— ¢z, cuando p=ztw
Halladas fas asintotas de la curva no paralelas al eje de
las y, las asintotas paialelas 4 este eje se obtendrdn, hallan-
do los valores finitos «, 6. .. de », correspondientes a valores
. infinitos de Yy entonces las ecuaciones de [as asintotas pa—
"/ ralelas al eje de lasy serén g=—q, =8,
' \ 75. Tambien se pueden hallar 1ds asmtolas parale]as al
- “eje de las y, hallando las ecuaciones de todas las asintotas
no paralelas al eje-de las #; y para esto, sc permufardn
las letras @ é y en las formulas del caso general, os decir,
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se hallaran #m. 2, y en seguida fm. (x—cy), cuando y=

=+ ; v suslituyendo estos valores en [a ecuacion de la asin-
tota 3=cy—-d, se tendrdn todas las asintotas de la curva no
paralelas al eje de las »,

7k, Reglas para hallar el coeficients angular lim‘-}:, y g
X

ordenada en el origen lim. {y—cx) de lus asintofas en los cwrvas
algébricas.

La ecuacion general del grado m de las curvas algébri-
cas, reuniendo todos los términos del grado m, todos los del
grado m—1, todos los del grado m—2, ete., puede escribir-
86 asl: - '

Amm._[_‘rBﬂ?ﬁ—'y;E—niém._gyg«[—h +A fmnz;!;_i_ B'w’Hy+C*wW“sy2+,...f
AL Byt O L ete. =0,

o, separando en los primeros ™ como si fuese factor comun,
en los segundos ™', en los lerceros ™%, etc. , dicha ecua-
cion sera '

(sl ooy Yo (e bioe )

. 2
me(AI!_!mBI/ %"{*C”(E{-) _:_U )_1'_ el

&

<

= N

o haciendo

A+ _"’_Jrc(f-)l -_-F('i’}__
T i x

2
SN O RN, Y B WE—y
w1 Lo (L) ((£)

8 |

s

W

o

+
Q
Panman
& |
S—
o+

i

-G
T
\w—:-——/

1a eccuacion propuesta serd

m”‘F(i-) A f(%)'—kf’”*” °(%)+ Lo=0 . ]

-~
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¥ partiendo esta ecuacion por ™, tendremos

(2 do(D) =

Haciendo ahora o=, en cuyo caso Y toma el valor
r

finito lim. % g ¢, sera
F{e)=0,
& A-BeLCe*- ... =0,
ecuacion que nos dard los valores de ¢, )
Luego, pare hallar los valores del coeficiente angular de los
aséntotas de una curva algghyica, se hard x=1,y=c en la suma
de todos los términos del grade m, se igualaré en sequida & cero
estn suma, y los valores de ¢ que resulten, serdn los coeficientes
angulares de Ins asintofas.
Paia hallar d 6 lim. (y—cx), hagamos y—cz=v, de donde
® x

Sustituyendo esle valor en la ecuacion propuesta [{],
tendremos

Ll G i(e+ L)+ oot g)+ -0,
; »
desenvolviendo estas funciones por el teorema de Taylor, serd

™ F(o)fx™ F(c) —:; ™ _F”éc) (?::-)3+
A2 )+ a0 o) Ev L gm—s f—g)(—})z—k =0.
+2* o(e) a7 ' (o) % i -?—”é—q(%)z'[‘

~-ete.
- Como ya hemos visto que F(c) es cero, esta ecuacion se
reduce 4

Ta" "t F(e) v} gt _P-’_;(_c) v
T [ A ) o . =0,
Fa7 ofe)  fom (). p A

. -gte,
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&, partiecndo por ™,

Fo.ob = 20 g
O o @ v )=0
et o ¥ v
—+-ete.

Haciendo ahora z=cw , en cuyo caso v loma el valor
finilo d, sera

Fey. d-f(e)=0,
de donde
) A4BerCet
IO B42Cot..

Luego para hallar los valoves de la ordenada en el origen de
los asintolas de una curva alyébrica , se hacs (en lo suma de los -
tdrminos del grado m y del grado m—1) x=1, y==a, s¢ parie
lo sequnda cantidad por lo derivada de In primera, y se sustituyen
en esla espresion, cambiadu de signo, los difer entes valoyes de e:
Ios cociendes que vesulten, son los valores de la ordenade en el
origen de las asinfolas. N

Ejemplo 1.° Hallar las asintotas de la cutva represeﬁtyda
por la ecuacion Co
y{m-Fo)—a*--(o-1-b)r’ —aba=0. \
Para hallar el coeficiente angular ¢, haremos =1, y:e
en todos los términos de tercer grado, y tendiemos, igualan-
do 4 cero el resuliado, la ecuacion

82—’1=0,
de donde
=1
Para hallar 4, tendremos
2
d=— S0 ottt
' 2e

Sustituyendo sucesivamente los dos valores 1 y—1 de &
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tendremos los dos correspondientes de d, 4 saber:

1.° de— e a—{—-a+b o 2(!-{-5
2 5

90 g a-l-a-+6 _ 2a--b ”
—2 2

Luego la curya tiene dos asfniotas no paralelas al eje de
1as y, cuyas ecuaciones son
2a+-b 20--b
= — s y=—at —
Veamos ahora, sila curva tiene alguna asintola paralela
al eje de las . _
Para esto, partamos Ia ecuacion por la potencia mas alta
de ¥, que en esie caso es 3, v tendiemos .

2

x* L.b b
.x—{—a—ag-{- _(a—,— )m. “wr . _

=0,

Como ninguna de las tres asintotas de la curva es para-
lela al eje de las », se pudieran hallar las tres, obieniendo

2 2.

los valores de c=lim. ., d= lim. (r—cy), y sustituyendo

los valores de estos coeficientes en la ecuacion z=cy}-d.
Efectuemos esle caleulo.

, @
Para hallar c= lim. —, haremos #=c¢, y==1 en la suma

de los téiminos de lercer grado de la ecuacion, y tendremos
£—c*==0, de donde ¢=0, ¢=1, ¢==—1.
Para hallar los valores correspondientes de d, hagamos

en los términoes de segundo grado w==¢, y—1, yelvalor ded

fley  atac’tbc '
F'(¢) 1—3ac?
valores de ¢, los correspondientes de d serdn
25L& o 2a-+6

2’ o2
Sustituyendo eslos valores en la ecuacion g==cy--d, re-
sullardn Jas de las tres asfntotas: -

serd d=— : suslituyendo ahora los

d=—aq, d=

-, 2a4-b 2016
o=, gyt 22, oy 2D,
que son las mismas que las hailadas antes,
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Ejemplo 2.0 Hallor las asintotas de las lineas de segqundo

orden.
La ecuacion genexal de las lineas de segundo érden es
Ay ~-Bay+-C2* Dy |- Ex-- F=0.
Para hallar ¢, haremos en los términos de segundo glado
y=c, z=1, y tendremos
F{ey=Ac*+ Be+-C,
é ignalando 4 O esta espresion , y despejar despejando ¢, serd
— BB LAC
24 ‘ _
Para hallar d, haremos en los términos de primer grado
y=¢, z=1, y tendremos f(¢j=De¢-E; luego, segun la {61 -
mula de=— f(c)_‘ tendremos de=— 2t E
F{o’ 24¢--B
Sustituyendo en esta espresion sucesivamente los dos va.
lores de ¢, se hallarén los dos correspondientes de d; pero,
para abreviar esta sustitucion, efectuemos pr 1melamente la
paxticmn de beH-E por 2Ac~|—B v tendiemos
d= D BD—2AE
TR aBTEAG
Sustiiuyendo ahota el primer valor de ¢, que es

— B4/ B 530
24

, r_gsuité
D 924E—BD

24 zA\/B= FAC
—B—VBF—kAC
24 _ ’

Sustituyendo el segundo valor de ¢, que es

D 2AE—BD
resulia = 4 —
24 ' g4y Ftac
Por consiguiente las ecuaciones de las asintotas de las
lineas de segundo 6rden son:
—B4+VB4AC i) 9AE—BD

211 21-1 QA.‘/BE 4AC
-—B—-\/E’T—Mcx D 24E—BD

24 24 Ay /BAC

.
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Estas ccuaciones de las asintotas de lag lneas de segun—
do 6rden nos dicen, que si B —4AC<0, esto es, si la ccua—
cion representa una elipse (1), el coeficiente angular v la
ordenada en el origen son imaginarios, ¥ pot tanto la elipse
no tiene asintotas; que si B*—44C=0, esto es, si la curva
€8 una parabola, la ordenada en el origen es iofinita, y por
tanto Ja paribola tampoco tiene asintolas. Finalmenie, si
B*—4AC>0, es decir, si 1a curva es una hipéihola, los dos
valores del coeficiente angutar ¥ los dos de la ordenada en
el origen son reales, y por lo mismo Ia hipérbola- tiene dos
asintotas.

Veamos si Ia hipérhola tiene, ademds de estas dos asinto—
tas, alguna olra que sea patalela al eje de lasy.

La ecuacion general de segnndo glado con dos variables
puede esciibirse asi: '

Ay2~[—(BE+D)y—f—(G;ﬁ+EsJ+F):O,
que, dividiéndola por y?, seid
A+-(BzL D) é_+(CmE+E.m—}—F) % =0
¥ haciendo y== o, 1esulta 4=—0: luego la hipérbola no
tiene mas asintotas que las dos representadas por las ecna—
ciones [M]; v ninguna de ellas serd paralela al eje Oy, mien-
iras exista en la ecuacion de la curva el término Ayt
Nora  Hemos hallado las ectaciones de las asintotas de

las lineas de segundo &rden, determinando las espresiones

= lim, —y—-, d==lim. (y~cx), y sustituyendo estos valotes

en la ecuacion y=¢z -+ 4. Pero pudidramos haber hallado
. . ¢

los valores de c=lim. =~ » d==lim (x—¢y), vy suslituir sus

' Y

valores en la ecuacion r==iy-|-d. Las ecuaciones de las asin~
totas, que asi hubiésemos hallado, hubieran sido necesaria—
‘mente las mismas que las halladas ya; pero como del nuevo
caleulo al efectuado no hay mas diferencia que la permuta-
cion de las letras @ & ¢, 4 vy €, Dy E, efectuando esta per—-

(1}  Mas adelante veremos que, caando la ecuacion de segundo
graido representa una curva [48], 7 es B* JACL0, la eyivaes una
elipse; si B>—44 00, repiesenta una pardhola; y si ,BQ—_4AC> 2,
una hipérbola: lo decimos desde ahora, no por necesidad, sino para -
fijar mejor las ideas.

: 9
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mutacion en las ecuaciones halladas de las asintotas , tendre~
mos lag ecuaciones que nos hubiera dado el nuevo cdleu-

1o, & saber:
_B-VB_lAC _E _ 20D—BE

= Y — )
20 20 o0V B —BAC (¥l
__B_\/Bz_zuwl_ E | 2CcD—BE
=g U780 VB —kAC

Las ecnaciones [M] y [N] de las asintotas de la hipérbo-
la pueden esci ibirse asi:
I — B o
yi—‘ﬁ m_——g-tl \/BZ._MC W as BD - 2AE ,
247 24 24 B LAC
' — P — 9
pome By Ll \/BE—!;AC g p BEZ2D N
a0 20 .eC \/Bz_ AAC
Resolviendo la ecuacion
Ayt By} Cr*-Dy4-En-HF =0
primeramente con respecto 4y, y despues con respecto aax,

B D
P _—— — P——— =
tendremos Y aA €x 94 ==

1 Vi) T BD A AT,
E

o= e e B

a2¢’ 24
é%\/ (B —&AC) 5+ 2(BE—2¢D) y- B'—-ACF.

75, Por consiguiente se hallarin brevemente las ecuaciones
de lus asintotas de lo hipéybola, cuando lo ecuacion eslé vesuelia
con 1especto 4 cualquiera de los variables cuyo cuadrado enlre en
la ecuacion primitiva, teemplazando el radical por el binomio
que resulle esit oyendo li Taiz cuadrads del primer frming” del
trinomio que esté bajo del radical, y dividiendo en sequide el se—~
gundo término del mismo tyinomio por el duplo de estu yaiz.

76. Ksta tegla no puede aplicatse cuando en la ecuacion
faltan los.dos cuadrados en y* ¥ en 27, en cuyo caso la ecua—
cion de ta curva tiene la forma

Bay+ Dy-+-Ex+F =0
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Pero siguiendo el método general, se hallard ficilments
que las ecuaciones de las asintotas son actualmente
D E

Tr—=———, Y= -—B—.;

B

luego en este caso las dos asintotas de Ja hipérbola son para-
lelas 4 los ejes de coordenadas: '
© 77. Nora Sucede 4 veces que el valor de d se presen—

. : 0 .
ta hajo la forma ik enionces, aunque pudiera hallarse una

regla general para deleiminar el valor de d, es preferible
hacer y—cx==v 0 y=—cx+v, introducit este valor en la ecua-
cion propuesta, y ver en seguida, partiendo por la potencia
mas alta #, cudl esel valor de'v correspondiente al infi-
nito de #.
Ejemplos 1.° Sea la ecuacion
2y eyt —a*n a’==0.

Para hallar ¢, hatemos en los términos de tereer grado
=1, y=t, v tendremos ¢*==0, de donde e=—0.

Para hallar d, haremos en los términos de segundo grado
y==t, #==1, y tendremos ac* que es 0; y como. la derivada
2¢ de la cantidad ¢ es tambien 0, el valor de 4 se

presenta bajo la forma -% Para hallar, pues, el valor de d,

haremos y=—=cx-to, 6, puesto que ¢==0, serd y==v; ¥ halla-
remos el valor que toma v para g=—tow . Tendremos

_ o0 Hovl—adp-Lot=0,
y partiendo por la polencia mas alta de 2, que ahora es 2,

- . ap? a’
. serd o — ot =0,
@ T
-y haciendo ==t , en cuyo caso v toma el valor finito d,
. Berd. P—a’==0, de=rt=g;

 luego suslituyendo los valores de ¢y d en la ecuacion y—
ex—+d, tendremos las dos ecuaciones de las asinfotas

y=t, y==—a,

i que son paialelas al eje de las .

Veamos si la curva represeniada por la ecuacion pro-
“puesta tiene alguna asintota paralela al oje de las Y para
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esto, partiremos por la potencia masalta dela incognita, que
ahora es »*, ¥ lendremos

i

y haciendo y=="t , es plg=0, & a==—a; luego la curva
liene una asintola Paralela al eje de las .

Ejemplo 2.°  Sea la ecuacion

(i — 2Pyt —1=0,

{') yi'_?‘?}ﬂxz_‘t $4+y2+m2_ {=0.

Para ballar ¢, tenemos la ccuacion

' g2 H1=0, ¢¢=1i, e==F1
Para hailar 4, tenemos f(c)=0, ['{(==4c’>—lc=0 Luego

4 toma fa forma _g_-

Para hallar su verdadero valor , haremos y=—-ta-1v, ¥
sustituyendo este valor en fa ecnacion propuesta, tendremos

(=2 p-Lv*—a® ) et 20p -0 4ot — =0,

0 Rotpioehvta o' 20P =20 et — =,
Partiendo por la polencia mas aita de @, que es %%, serd
N 1k ot 2 p'—1
e e
_ x z? @ @
y haciendo ahora g===w,y por consiguiente v==, serd
A2 +2=0,
g 1 .
de donde de==t -G ies decir, que los valores de d son

imaginarios, y por tanto la curva no tiene asiniotas que pro~
longadas encuentren al eje de las .
Veamos ahora si fa curva tiene alguna asintota paialela
al eje de las y.
Partamos la ecuacion por la putencia mas alta de g, que
' p p
es y', v tendiemos '
i 2 | x 1 i1
—— T T T
Y ¥ ¥ :
Haciendo y====w, resulta 1=0, es decir que tampoco®
tiene la curva asintolas patalelas al eje de las y. i

e=d),
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CAPTFULO III.

Centro y didmetros de los curvas de sequado grado

Arricure 1.° .
Centro de las curvas de sequndo grado.

78.  Llimase centro de una curva cualquiera el punto que
-divide en dos paries iguales a fodas las cuerdas que pasan
por él.

Si la ecuation de ung curva de segundo grado carece de los
términos lineales, ln curva tendrd cemiro, .y el origen estord
en dl. . B

Fig 6%. La ecuacion general de las lineas de segundo
drden, que carece de los 1érminos lineales, es

Ay+t-Bey+ Co* - F=0: _
tiremos por el origen una cuerda MN, y sea y==ax su ccuacion.
Para hallar los valores de las ahsecisas OP y — 0§ de los pun-
‘tos de interseccion de esta rectacon la curva, combine las dos
ecuaclones, y elimino la g y resullard 1a ecuacion

: ' (Aa*+Ba 4 Cla*+ F=0,
la cual nos dard para x dos valores iguales y de signo con-
trario; es decir, que las abscisas OP y —00 son iguales y de
signo contrario ; luego OP=00. Por consiguienie los t11an—
gulos OMP, ONQ son iguales, v por tanto OM=0N. Queda
pues demostrado que el origen de las cocrdenadas divide en
dos partes ignales 4 toda cuerda que pasa por 61, 6 lo que
es igual, que el origen es centio de la curva.

Reciproco.  Si el origen de las cocrdenadas estd en el centro
de ung curva de sequndo grado, la ecuncion de o curva careco—
v{ de los tdrminos lineales.

La ecuacion gencral de las lineas de segundo drden es

Ay*-Bay+-Cr®+Dy + Ev |- F=0:
. digo que, si el origen estd en el centro de la curva represen-
- “{ada por esta ecnacion, serd D=0, E=—0. i
~ En efecto, liremos por el origen (cenlio por suposicion)
una cuerda MN que no coincida con ninguno de los dos ejes,
.y tendremos , segun la d#finicion del centro, GM=0N: por
- consiguicnte los tridngulos OMP y ONG sc1én igeales, y por
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tante OP==00, MP=N(. Esto supuesto, la ecuacion de la
recta MN es y—ax: combinando esta ecuacion con la de'la
euiva, v eliminando la y, tendiemos

(Aa®+Ba+C)o® +(Dat-Eje - F=D.
Los valoresde x son OPy — (), y la suma de estos valores
' Da--E
Aa* LBy C
nito, puesto que la cuerda ¥N ne coincide con ninguno de
Ios ejes, serd Du+4-E==0... .[1]. N

Tirando por el centro la cuerda enya eenacion seay—a'z,

se hallaia igualmente
Do +E==0. ... [2].
Hestande las dos igualdades [i ] y [2], tendiemos
Dia— a')=0;

pero como ¢ y ' son designales, y por tanto el factor a—a'
no es cero, seid D==0, y por consigniente E=0

Corolarios. 1.° Silu ecuacion de sequndo grado confiene al-
gun término h‘naal, el om’gen no esth en el centro de la curva.

2.° St el origen no estd en el centro de ung curve desequndo
grado, la ecuation de esta curva contendrd los dos términos i~
nenles, 6 por lo menos uno.

79.  Huallor las coordenadas del centro de lo curva represen-
tada por o ecuncion Ay*-LBxy+Cx® 4Dy Ex4-F=0.

Sean a y b las ecordenadas del centro: traslademod el
origen & este punto, siendo los nuevos e]es paralelos 4 los
primitivos ; para lo cual , haremos z==o' -}-a,y=y' b, y
sustituyendo , fendremos (Notw primera ol fin de lo (’eometrza
analftice) la ecuacion

es cero ; luego =0, ¥ como ¢ es un nimeto fi-

Ay +-By'y'+Co'*--24b| y'+ Bb | @' +Hfla,b)=0.
: + Bag 490
+d1 +E

Ahora, para que el nuevo origen sea centro, es necesa-
rio y suficiente que log términos linealesen 3" y en &' no
existan en la ccuacion, es decir, que sus coeficientes sean
iguales & cero; luego las ecuaciones que nos daran las coor-
denadas @ v b del ceniro, son

24b+-Ba|D==
Bl 20+ E==0

)

PN

- 1P];




135

que son las dos derivadas de la ecunacion con tespeclo &
y & %, y cambiando en ellas x en a ¢ yen b.
De ellas resultan
_QAE-——BD

T B LACT
__9CD--BE (" 11

b= ——
B*—&AC
Estos valores serdn reales y finitos, si B'—44CZ 0, ¢s

decir, i la curva es una elipse 6 bipéibola; y por consiguien—
te entonces la curva tendrd centro, y un solo centro, puesto
que ¢ y b no iienen mas que un solo valor. Pero si
B —&AL=0 (no siendo cero ninguno de los numeradores),
los. valeres de a v b son infinitos, las ccuaciones [F'] del cen-
tro son incompalibles, v por tanto la curva no tiene centro;
es decir, que la parabola no tiene centro.

80. Si uno de los numeradoses de los gucbrados {{] es
ero al mismo tiempo que lo es B2—E&AC , es decir , si tene—
mos fas dog ecuaciones

' B —4AC=0,248—BP=0,
el otro numerador serd tambien cero [4lg. 95].
En efecto, de las dos ecuaciones supuestas sacamos
Br==h AC.
24E=—BD,
las cuales, multiplicindolas otdenadamente, nos dan
' BE=2(D, 6 2CD--BE=0
Por consiguiente los valores de ¢ y b se reducer 4
a::—-g—, b= 5 es decir, que son indeterminados, 6 tie-
nen infinitos valores. _ :
Luego la linea 1epresentada en este caso por la ecuacion
Ay? +Bay -+ Ca* + Dy + En-+F=0
tiené una infinidad de centros Mas no es linea curva la que
actualmente representa esta ecuacion. '

" En efecto, resolviendo dicha- ecuacion con respecto 4 g,

para lo cual reduzco en piimer logar su primel miembro &
e forma ' B '

A (B HD)y + €3 4 B +-F==,
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tendremos

Bx--D
24 T
_Q‘Z\/(Bz._zm €)*+2(BD--2AE) x4 D* - 4AF ,

=

que por ser Bi=-d AC=0y BO—24F—=0, serd
Bz 4D i\/l)z-—ag
24 21 7
ectagion gue representa dos rectas patalelas, si *—AAF>0;

una sola 1ecta, si D*—A4AF=0; y no 1epresenta nada, si
D*—iAF <. '

Queda pues demostrado que si Ba-&ACEO, las curvas de

y=—

2.° giado tienen un solo centro, y gue si B2—4AC=0, las
curvas de segundo giado no tienen centro

81  Si solo se quisiere hallar la posicion del centro, ¥ no
los valores de sus coordenadas, observariamos que las rectas
representadas por las ecuaciones

'y (@:y)=0, {'.{z.,y]=0,

il 24y+Br-+ D=0, By 20x-+E=0 ¢
contendvian al centro, puesto que las coordenadas g y b de
este punto verifican & estas ecuaciones: constinidas. pues,
estas 1éctas, su punto de interseceion seria ol eentro.

Eiemplo.  Sea la ecnacion y*—2y+-55"—2y— 6x+7=0.
Comparandola con la general, es A={, B=—2, (=3,
D=2, F—=—06,6 F=T; B*~4A0=—38; luego la curva re-
presentada por la ecuacion propuesta ticne centro. Hallare-
mos los valoies de las coordenadas del centro por las férrhu-
las {@], 6 mejor, pata no tener necesidad de recordailas, re-
solviendo las dos ecuaciones que tesulian igualando 4 cero

las dos derivadas de la ecuacion con respecto & y v 4 %,
las cuales son ahota

&—2 —4==0, y— 32--5—=0 .. . [1}:
¥ resuellas nos dan g=2, y==3.

Pero si solo quisiérames hallar el centro, construiriamos

las dos rectas represeniadas por las dos ecuaciones [1], v el
punto de interseccion de dichas 1ecias seria el centro.
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82 Las asiniotas de le hipdrbole pasan por el ceniro de
esia curvd. ' _
En efecto, sabemos que las curvas de segundo drden
tienen dos asintotas cuando B*—44C>0; en cuyo caso tie-
pen lambien centro, segun se acaba de demostrar. Las
ecuaciones de Jas asintotas, segun la regla [75], serdn

‘ —m— —2
e Bf+Di_1—(m\/Bﬁ4.4G+ u),
24~ 24 VB —kA

r

6 separandolas,

- T - 924K
y_BotD, 1 (m\/Bz_lLACJPBD AAE)’

2}1 _‘2‘2--‘ \/Bz —kAQ
y.—:mw.—-_l_. m\/BZ—-[[AC—{—ME .
. 24 24 VBT —4AC

Hallemos ¢l punto de interseccion de estas dos 1eclas:
para esto, ignalemos coordenadas, y climinemos la y entre

sus dos ecuaciones, y despejando la x en la ecuacion resul-
tante, sera

__2AE—BD
T OB - 4C
Por consiguiente
__20D-— BE
L TR Y T
valores que son precisamente las coordenadas del centro de

Ja curva.
Arvicuio 2.°

Didmetros de las cwrvas de segundo grado.

83. Lu abscisa del punto medio de una recta os ipual 4 la
semiswma de las abscisas de los esivemos de la misma vecta; y la
“ ordenuda del punio medio de una recta es igual & lo semisuma

- de las ordenadas de sus estremos.
- Fig. 65. En efecto,
0S—00--05,
08=0R--R%:
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sumando estas dos igualdades, y observando que QS==RS,

seid 208==004+0R,
0s= 210K

-l

Hemos demostrado este teorema en el caso mas.facil, en
que las coordenadas de los ties puntos eran positivas; pero
ya se sabe, en virtud del piincipio de Descartes [19], que el
teorema sera siempre cierto. Comprobémosle en un caso
cualquiera.

Fig. 66, Tenemos

08===R5—0R,
08=—=00— (8
como RS=08, serd
208=—=0(Q—0R,
—208==0R—00),

__OR+(~ 00
— =00

esto es, la abscisa del punto P igual 4 la sémisuma de las.
abscisas de los punios Ny .

Del mismo modo se demuestia que la ordenada del pun-
to medio de una recta es igual 4 la semisuma de las orde-
nadas de los estremos de la recta.
8k, Se llama didmetro de una curva cualquiera la lnea
recla 6 curva que pasa por los puntos medios de un sisterna
de cuerdas paralelas.

85.  Hadlar 1o ecuacion do los didmetros de las lneas de se-
gundo drden. '

Fig. 67. Sean P un punto cualquiera de un diametro
QPP de una lirea de segundo drden, z,, 9, sus coordenadas,
MPN la cuerda que pasa por dicho punto Py corresponde
al sistema bisecado por el didmetro, y=mx-}+ « la ecuacion
de esta coerda: es evidenle que el coeficiente angular m de
dicha cuerda serd constante para todas fus cuerdas MN, W N/,
ete. del sistema bisecado, pero « vaiimia de una cuerda 4
otra. Igualando las coordenadas enire la ecuacion de la cuer-
da MN y la de la curva, que es

Ayt oL By €2 4Dy 1 By 5 Fe=s0),

— 08
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y climinando la , resultard la ecuacion

Am? | r*+24ma Y L
-+ Bm -+ B A Da 0
+ C 4 Bin | A (T
+ E

En esta ecuaciop representa las abscisas de fos dos pun-
tos de interseccion de la cuerda MN con la curva
Sean %, % las abscisas de los dos puntos M, N: lendre-

R 2 Ame -Be-t Dm L E ‘ ' Lalf
mos ' &= Amt--Bm+C y eome f= e
. 94mat+Bat-Dn |- E .
serd o AR 1 B -C) [4]

Habiendo hallado la abscisa », del punto medio P de la cuer -
da MN, hallarcmos su ordenada y, en virtud de que las coor-
denadas =, é y, deben vetificar la ecuacion de la cuerda; y
pot tanto :

y,==mz,4-=. .. [B]

Eliminemos ahora entre fas ecuaciones [4] y [B] la va-
riable #; para lo cual sustituiremos en la ecuacion [4] el
valor 4, —ma, de « deducido de la ecuacion [B]: y 1esultard
Ja ecuacion

que es la relacion entre las coordenadas =z, é y, de un punto
cualquiera P del didmetro; y por tanfo esla ecuacion.es la
del didmetro. :

Suprimiendo en la eeuacion [€] los indices de las varia-
bles, los cuales son infitiles ya, la ecuacion de los diametros
de las lineas de segundo diden serd

(24y+Bo--Dym--(By 420z - F) :0,% (D}
i f, i+ ==0. e
. Ejemplo. Hallar fa ecuacion de los didmetros de la cuiva
representada por la ecuacion
hy? — Sxy+29 — hy+-8x—3=0.
La ecuacion de los.didmetros de esta cinva serd
(29— 21 Yt (@29 +2)=0.
.86.. De la ceuacion [D] sdcaiemos las consecuencias si-
gulentes: ' . : o o
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1.° Consecuencia. Los didimetros de lus curvas de sequndo
grado son lineas rectas ; puesto que s ecuacion es de primer
grado.

Luego si una recta pasa por los punios medios de dos
cuerdas paralelas, serd un diametro ; el cual dividira en,dos
paties igyales 4 todas las cuerdas paralelas 4 las dos ptimeras.
© 87. 2% Consecuencia. 1.° Los dédmetros de la elipse € hi-
- pérbola pasan por ol contro. 2.° Todoslos didmety os de la pard-
* bola son paralelos .

1. Si en la ecuacion del dizmetro ponemos en vez de
x € y las coordenadas particulares o ¥ b del centro de Ja elip-
se & hipérbola, resnita

(24b+8a+ﬂ)m—]—(26a+Bb+E)=0,
igualdad cierta, pues hemos halladao [79] para las coordena-
das ¢y b del centro las dos igualdades
240-+-Ba-- D=0,
200+Bb--E=0;
por lo tanto las coordenadas del centro de la elipse 6 hipér-

bola satisfacen 4 la ecnacion del diametro; Tuego todo didme -
o de la elipse 6 hipérbola pasa por el centro {1).

v

¢

2.° Enla pardbola es B*-- 5AC=0, de donde C=ﬂ-

Resolviendo 1o ecuacion [D] eon respecto 4 v, es
o B +20C . D+ K
T 24m-LB 24m B’
lo que prueba que, siendo m el coeficiente angular de Ias

. ., Bm4-20
rdas rad : 0y ————_ & -
cuerda; bls_eoadas por un didmetro, SAm T D 8 el coeft

1) Esta 2.* consecuencia puede deduciise inmediatamente de la
definicion del didmetro. Fn ofecto, el didmetre debe dividir en dos par-
tes iguales 4 un sistema de coerdas paralelas: enlre estas cuerdas hay
una que pasa por el centro; luego el didmetro Lienc fjue pasar porel
centro, )
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ciente angulat de dicho diametro. Sustituyendo en la espre-

1
BA-de C,

sion de} coeficiente angular del didmetro el valor

B . ,
resulta — CYE cantidad independieniede m 4 de la direccion

de las cuerdas hisecadas: luego lodos los didmetros de la pa-
1abola tienen &l mismo coeficiente anguiar, 6 bien son para-
lelos entre st
- 88. 37 Consccuencia. La tangente TT' [fig. 671 tirada
por el punto () de inter seccion de un duimelyo con la curva es pa-
ralele & las cuerdas bisecadus por dicho didmeiro (1).
En efecto, si lamamos x' & ¢ & las coordenadas de! pun--
to (; como dicho punto corresponde ai didmetro, sus coorde—
nadas verificardn la ecuacion de esta recta; y asi tendremos

(24y" + Bx'+ Dym -+ (By' + 202" + E)=0,

Byl 20 LB

24y!m{rB$.t+D >

que [63] es precisamente el valor del coeficicnle angular de
Ia tangente TT' tirada 4 la curva por el punto O (', y'): te~
niendo pues esta tangente v las cuerdas bisecadas por el did-

metro iguales coeficientes angulaies, se infiere que fa fangen-
te €s paralela 4 dichas cuerdas.

Si se quiere, se puedc emplear la conacion abreviada y
decit: por estar el punto (z', y') sobre el didmetro, tendremos

.‘f’y,xm-{ [ =0,

o
de donde ﬂm:—f,—"’,
fy'

de donde i

{1) Esta consecuencia puede deducirse de la definicion del didme-
tro. En efeclo, si la tangenle no fuese paralela al sistema de cnerdas
hiseeadas por el didmetro, por el punto de interseccion del didmetre
con la enrva se podria lirar ufta paralela & las cuerdas hisecadas; esta
paralela seria una cuerda, puesto que por un pounto de la curva no se
- puele tivar mas (}ue una sola tangente; luego existiria una cuerda pa-

ralela al sistema, [a cual no estaria bisecada por el didmetro; lo que
es contrario & la definicion del didmetro, y por eonsiguiente absurde.
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que es, segun hemos visto [64], el coeficiente angular de la
tangente 4 la curva en el punto (z', ¥').

Corolario. 8¢ un didmetro corta en dns punios 4 una curvi
de segundo grado, las fangentes tivadas por los puntos de inter sec-
cion serdn paralelus & las cuerdas bisecadas, y por consiguiente
paraleluas entre si, '

89. Se llaman didimeiros conjugados, en las lineas de se-
gundo dirden, dos didmetros tales que cada uno biseca las
cuerdas paralelas al otro.

Segun esta definicion, la pardbola no puede tener didme-
tros conjugados; pues siendo todos sus didmetios paralelos
entre si , las cuerdas hisecadas por un didmetro no pueden
ser paralelas al oiro.

90. Fig 68. En lu elipse ¢ hipdrboly si un didmetro 0Q
biseca todas las cuerdas, tales como MM, paralelus 6 otro difime—
tru OR, este biseca {ambien las cuerdas MN paralelus al primero;
y por tanto los dos didmelros son conjugados. '

Llamemos m al coeficiente angular del didmetro OR 6 de
las cuerdas MM, m’ al del didmetio OQ 6 de las cuerdas MN,
¥ sea 08 el didmetro que biseca al sislema de cuerdas ¥N
paialelas & 0. Cologquemos el origen de las coordenadas en
el centro O de la curva, cuya ccuacion serd en tal caso

Ay*+Bry-+-Co* | F=().

La ecuacion del diametro 00 la deduciremos de la ge-
neral 0 f x| f==0,

y como actualmente f,=2Ay--B%, f,—=By-+2Cz,
dicha ecuacion serd

(245 + Bxym - (By - 202 ) =0,
Bm--2C :

24m+-B

Por consiguiente, como hemos llamado m' al coeficiente
angular del didmetro 04, se1d :

e B - 20 .l
24m -+ B :

La ccuacion del didmetro 0S que biseca las cuerdas MN
paralelas al didmetro 00, sera

(24y-+ Ba)m' |- (By+-202) =0

B/ o€

2w LB

de donde y=

i) y==
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es decir gue el coeficiente angular del didmetro 0S es
Bm'+ 2¢
24m'+ B

Mas la ccuacion [4] nos da mz'_%;

es el coeficiente angular del didmetro OR, las dos reclas OR
y 0S tienen igual coeficienie angular; y como, ademis, las
dos pasan por el centio O de la curva, coinciden: Juego la
OR biseca 4 las cuerdas paralelas al diametro O0.

91. Se lama eje de una linea de segundo Grden fodo
diametro perpendicnlar & las cuerdas que ¢l mismo biseca.

Hallar las ecuaciones de los ejes de las lnsas de sequndo or-
den, suponiendo rectangulares los ejes de coordengdas

Siendo m el coeficiente angular de las cuerdas bisecadas
y m’ el del didmetio que las hiseca , tenemos B

_ Bm-2C
24m1-B

Si el diametro ha de ser perpendicular 4 las cuerdas bi-
secadas, tendiemos, por ser rectangulares, segun la supo—
sicion, los ejes de coordenadas, - 1

luego, como m

m=

m m'=—1:

" eliminando la m entte estas dos ecuaciones , resulta la eeua-
eion :

2(A—-)
m”—-—-%l m'—1=0,

de donde M=

(A—C) = A—CF 1 B

pre 1eales, puesio que (A—C)*+B? ¢s una cantidad positiva.
Como el producto de estos dos valores es —1, los dos son re-
ciprocos y de signo contrario: luego las curvas de segundo
grado tienen en gencral dos ejes, los cuales son perpendicu-
© lares entre si, puesto que &l producto de las tangentes de los
angulos que {orman con el eje Ox es igual 4 —1. .

Sin embaigo, en la pardbola, uno de estos dos ejes se

, valores siem-

7 aleja al infinito.
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" En efecto, eliminemos la m' entre las dos ecuaciones

) Bm +-2C . T _
=, /== -—1, ¥ resullardn pata m los mig-
~ 24m--B
mos valoles que resultaron para m', los cvales, por ser B=—
\ 24 b .
EAC, se reduneen 4 m=§‘, m:—-—-g-: la ecuacion

de uno de los ejes de la pardbola se1& por lo tanto
-(sz.+Bm+D)_2B‘4_.+ (By 120w+ E)=0,
de donde '
__ 2B +Q) o 2AD-BE
AR fALBE 7

y susiituyendo en el denominador del coeficiente de 2 en lu—
garde B* 4AC, dicha ecuacion sera

—-—~B—zv-— 2AD4-BE
24 iA* - B

La ecuacion del ofro eje se1d

—2¢

y=

24y + Br -+ D)x

+HBy + 260-+E)=0,

que se reduce & Oxyd-Oxw==2CD — BE, y po tanio esta
ecuacion teptesenia una recta que corta & los ejes cu el infi-
‘nito. Luego Ia parébola no tiene mas qne un eje.

Esta @ltima proposicion se puede” demostrar con mayor
sencillez,, hallando directamente las ecuaciones de los ejes de
la parabola.,

En efecto, si lamamos m' al coeficiente angular del diame-
tro de la pardbola, la ecuacion de este didmelro serd

Dig+-E
y=m'— gAm—[—B:

B .
actnalmente m'— - TS [87,2."7; ycomo este didmetro ha
de ser perpendicular 4 las cuerdas que biseca, teadiemos

i 24

! .
mm ==, me= =2 Sustituyendo en
m' B Y
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la ecuacion del didmetro los valores de m' y m, resulta
B 24D-|-BE
y=— o t— ——— . [P].
24 AT LB N
Luego la pavdboln tiene un solo ¢je, cuya ecuacion es la [P]. o/

CAPITULD 1IV.

- Duscusion de la ecuacion general de segundo g ade
Ay’ ++Bxy+-Cx*+ Dy-+ Ex -+ F-=0

92, Discutir la ecuacion general de segundo grado cor
dos variables es determinar las diferentes lineas que esta
ecuacion puede representar segun los valores de los coefi-
cientes, y hallar las formas de dichas lineas.

Para discutir la ecuacion :

Ay Bry+Cx* - Dy B+ F=0,
conviene 1esolverla con respecto 4 una de las vaiiables, & y

porejemplo: para esto, reduzeo en primer lugar la ecuacion
4 tres términos, y tendré

Ay*+ (Bo+-DYy+(Cr* +Eat F)=0,

de donde
_ —{Bo+-D)=y/ (B Dy —FA(Ca L Eo L F)
= - 24 ;
i
6 y:;_B;’A D,

214\/(32._4;10)932._;- NBD—2AB) L D —IAF... [4].

Fig. 69. Sean Oz, Oy los ¢jes 4 que estd referida esta
ecuacion. Constiuyamos en primer lugat la recta AB repre-

sentada por la ecuacion in_IBxQ—ZD
valotes de y cotrespondienles 4 un valor de « se hallatan
afiadiendo y quitando 4 la ordenada respectiva de la recta
AB el valor que tome el radical. Demos pues 4« el valor
particular OP—=y', levantemos la ordenada indefinida PM,

: es clao que los dos

_ tomemos desde el punto R hécia arriba y abajola parte

RM:RM’:-;I\/ (B—LAC)a™ 1 2(BD—2AE)wJ D'—JAF,

.
*
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v los puntos M y M’ serdn des puitos de fa eurva.
En efecto, lenemos

o  PM==PR+RM=
._‘?_‘”Q__TJ.JF.;%%V (B —RAC)»" ] ABD—2AE)s - D'—EAF,
PM'=PR—RM'=

_Pﬁ”g"[_}‘?_.%v(sﬂ_mmw’wz(BD..ﬂAE)m'+DL4AF‘.

Vemos que las coordenadas de los puntos M y M satista-
cen 4 la ecuacion de la curva , y por tanio les puntos My
M’ corresponden & la curva. Dando, pues, 4 x diferentes
valores que hagan 1eal al radical, por cada umo de eslos va-
tores tendremos dos puntos de la curva; y asi se podran ha-
Uar tantos puntos de la curva como se quieran.

Obsérvese que la reela AB divide en dos partes iguales &
un sistema de cuerdas paralelas al eje de las ordenadas, y
que por tanto dicharecta AB es un didmetro de la curva H.
" Las raices del trinomio (B*—A4AC)*{-2(BD—24E)z+
D*—LAF igualado 4 cero son las abscisas de los puntos en
que el dizmetro AB coria & fa curva.

En efecto, igualando las coordenadas de la ecuacion [4]
de 1a curva vy la del didmetro AB, y eliminando la y, re-
sulta '

(B:—-1AC)w* -2(BD—2AE)x+ D*—AAF=0,

(1) Hemos haflado [83] para la ecuacion de los didgmetros de las
jineas de segundo grado la ectacion :

fyx m-pf=0;
6 (2434 Ba--Dymt-( By-+-2Ca-}-E)=0.

Veamos si de esta ecnacion puede deducirse 1a ecuacion del didmelie
AR. Siendo m el coeficiente angular de las euerdas bisecadas, es actual-

. sen sen
mente m== —
) sen(i—a)  senl ]
ecuacion por m, y haciendo en segunida m==e0 , Tesulia que la ecuacron

del digmetro AB s
24y+Bx-+D=0,

. Bx—F-D_ .
¥==""34

—w: por consiguiente , partiendo la

de donde
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¥ .en esta ecuacion, que es dicho trinomio igualado & cero,
ya se sabe, que v representa la abscisa del punto comun a-
las dos lineas.

Esto supuesto, si B*—4A4C no es cero, serdn en general
dos las raices de esta ecuacion, y por consiguiente el dia-
metio AB cortard en dos puntos 4 la cutva: pero si B*—
%AC==0, la ecuacion que nos dard la abscisa del punto de
interseccion del didmetio con la cutva, serd

U BD—24E)z-}- D¥—4AF=0:

y por Io tanto el didmetio AB solo cortard em un punio & la
curva. Deben pues ser curvas muy diferentes las que re-
presenia la ecuacion, cuando B*--%ACS0, y cwando B*—
FAC=0. ,

Segun esto, .tenemos que considerar los tres casos: 1.°
B*—LAC<O, 2° B*—44AC>0, 3.° B*—AAL=0.

1.% caso. BE—4AC<0. .

Llamemos —5* 4 la cantidad B*~-4AC, " y 2" 4 las raices
del tiinemio que estd bajo el 1adical igualade 4 cero, raices
que,ya hemos visto, son las abscisas de los puntos de inter-
seceton del didmelro con Ja surva: diche trinomio podra
transformarse en el producto —&*(w—a'Ya—a") [Algebra cle
wmental 1791 Tendremos, pues,

BriD | & g
y__—_.QT.i ﬂ—\/ (2—x)(x"—m).

Ahora pueden suceder tres casos: 1.° que z' y o scan
reales ¥ desiguales, 2.° que sean reales ¢ iguales, 3.° que
sean imaginarias.

Fig. 70. 1.° Si #' y =" son 1€ales y desiguales, supondie-
mos que z s la menor de Jas dos.

Dando 4 @« un valor mayor que #'==0F, y menor que
z"=0{), el radical se1d real,

Pando 4 z un valor mayor que 7, v & fortiori mayor
que #, el radical serd imaginatio; como tlambicn si damos
4 x un valor menor que ¥, ¥ con mayor razon menor que &,

Vemos en este caso que.entre las paralelas PRy (S al
eje de ordenadas hay curva, yno la hay fuera de dichas pa-
ralelas; es decir, que la curva es limitada en el sentido de
fas abscisas posilivas y negativas. Tambicn la curva es limi-



iada en el sentiilo de las ordenadas; pues & valores finitos de
x corresponden valores de y tambien finitos.

Hallemos los [imites de la curva en el sentido de las or-
denadas: pata lo cual, hallaremos el valor de g corres—
pondiente al maximo valor que tiene Ia cantidad radical
204 V (e—2¥a"—x}, que repiesenta la semicucida de la
curva. Tenemos que hallar el valoy de 1a variahle correspon-
diente al méaximo valor del producto {r—a) (7" —a). Segur
Ia regla esplicada en el ntmero 161 del dlgebra elemental
haremos

(e (0 —r)my,
’ . Ca L 0 Tt
de donde .x-——“—&—éx i%/(a:’—&x)g —1.

Ya se vé ahora -que el maximo valor de ¥ es (

.T'”—-ﬂ}',) 4
11 2z

5
G

24

—"_.._.__._7’ i a m”--w’
-\/(?—-x)(m—-m ) setd oL " (——9—) , ¥

£

el del radical

=

7 i

¢l valor correspondiente de la variable o es -, es de

eir la semisuma’ de las abscisas de los estremos del didme-
Lo, G'sea la abiscisa del centro € dela cutva; puesto que
las curvas representadas por la ecuacion general de segun-

do grade tienen cenlro cuande Bz—-ifiC§0, y el punto

medio de un didmetro cualquiera es el centio de Ia curva.
Tomando pues en la recta HK, que pasa por el centio,
a’—a .
—5 > y tirando por les pun--
tos H ¢ I las paralelas EF v DG al didmetro AB,- la curva
quedala asi limitada dentio del paralelégrame EFGD.
Es casi evidente que los lados del paraleldgiamo EFGD
son tangentes 4 la curva ; vamos sin embargo 4 demostratlo.
La recta PE es paraiela 4 toda cuerda, tal como la MR,
hisecada por el diametio BS; mas la tangente 4 la civa
lirada por el punio Il es paialela & las cuerdas bisecadas:
Inego la PX y la tangente tirada por el punio R coinciden .
Bel misme modo se demuestra que la FO es tangenie & la

: 8
las es CH=0]=—
as partes T
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curva Los dos didmetros RS y HI, delos que gl primero bi--
seca lodas las cuerdas paralelas al segundo , son conjugados
[897; por consiguiente [88] las tangentes & la cuiva tiradas
por los puntos H &1 son paralelas al didmetio RS ; luego di-
chas tangentes son las paralclas EF y D al mismo didme-:
tro RS. 7 .

Estando limitada la carva por el pat alelogramo FFGD, ¥
siendo ademas convexa (49, Corol ], por sev linea de segun-
do 6rden, sise construyen varios de sus puntos, ¥y se unen
en scguida por una linea continua, veremos qué su figura
es la misma que ta de la curva elipse [40]; vy mas adelan-
te veremos que cfectivamente la conacion de la curva repre-
genlada por fa general de segundo grado se reduce, cuando
B——LAC<O, & la ecuacion gyt Lbtrt=a®t’, que esla de la
elipee. _

Asi, pues, cuando B ~4AC<0 , v las raices de la ecua-
cion :

(B*—LAC)Z +-2BD—24E)a-- Dt —LAF=0

son 1eates Y desizuales, la ccuacion de segundo grado re—
presenta una elipse; y mas adelante veremos tambici el mo-
do Facil de constiuir esta curva, conociendo” sus diametros
conjugados y el angulo que cilos [ormhan. T
9% Sia y v’ son realesé iguales, tendremos
Bx-{-D g  ———
A —(n—a)*,
24 2A

Bx+ D +6(:r.—~mi)\/-_.T
o4 a4 7
ecuacion que no puede verificarse pol valores reales de ® &

y_ -

y, sino en el Unico caso en qué r=—a', y pot consiguicnte

Do+ D ) i .
Y= SA Luego en csie caso la ccuacion represeuta
QA .
; . ] Byt D
un solo punto, cuyas coordenadas son & ——i
. - e

Nots., Puede demosharse de otro mode que la ecuacion
rcpresenta en cste caso un punto finico.
En efecto, pasemos al primet miembre la cantidad
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Bt D ' . .
=.__..§%__ » ¥ tlevemos en seguida ambos mienibios 4 cua-
L. - .

diado ; tendremos
B$ D 2 ag - o
G o S

AR
i Br-LD 2  SFle—ap
o (y Ly ) =

para que esta ecnacion se verifigue por valores reales de w
¢y, es indispensable que cada uno de sus dos téiminos se
reduzea 4 ceio; pues sine, tendifamos cn el primer miem-
bro la suma dé dos cantidades positivas, la cual no podria
ser-igual & cero. Por consiguicnte :

220, o,
de donde z==x', & y':—.-Bxé_'i_D--»

5. Silas 1aices x ¥ x” son imaginarias, tendran Ja for=
Ma ¥'==a-{6y/—1, #'=a—8Y/ —1 ; ¥ Por consiguienle 1g
cantidad que esta bajo del radical, sera

(.13*5{ —5v—1 ) ( a8y _f—g ),
6 {26V 7T) smapsy/2Y),

0 7 '—((1:——91)2-{-6’) :
.~ BaxtD 3 T
lnego 9—“—"——571-—*%*1/(%"—4)24-6 cVo—1t,

. 2
Ahoia, cualquiera que sea el valor real de s, {r—a)t -6

€S una canlidad positiva, v/ (p—o)*-1.62 es una canlidad
teal, y los valores de y son imaginarios; luego en este caso
la ecuacion no iepresenta nada. _
Nota.  De otro modo se puede demostrar esto mismeg,
Br-L D . ; '
Pasemos - -7ee al primer miembro, elevemos en se-

gaida ambos micmbros g cuaciado, y pasemos todo des—
pues al primer miembro: tendiemos

B;E LDz g2 ) 3262
It =) o= vche
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ecuacion cn que, siendo » ¢ y 1eales, su primer miembro
consta de tres cuadiados positives, y uno de ellos constante;
luego no puede esta ecuacion verificarse por valores reales
de @ é y; es decit, que no representa nada.

Nora.  Segun esta discusion, la ecuacion de segundo gra-
do Tepiesenta una elipse, un punto 6 nada; cnando B*—
AAC<0, ' '

94 2° o, B—LAC>0.

- Llamando 8 4 a cantidad B*—LAC, v a;’,m";i las-taices
del tiinomio (B*—A&AC)2*-| 2(BD—24E)s+D*—LAF igua-
lado 4 cero, este trinomio podra transformarse en ¢l pro-
ducto #{z—i') (w—a"); y por tanto
Ba-+-D % .

Vo) )

¥ aqui tambien fendiemos que considerar los tres casos:
1.° 2 y &" reales y desiguales; 2.° &' y 2" reales é iguales;
5% x" y 2" imaginarias.

Fig 71, £.° Si @' y 2” son realesy desiguales, yesx'<a”,
construyendo el didmetio AB, lomando OP=y', 00=2", y
- tirando las paralelas PR y QS al eje Oy, los puntos R y 8 se-

ran los de inlerseccion del didmetro con la cwiva. Si'damos
a 2 un valor mayor que #”, v 4 fortiori mayor que @/, el ra-
dical es real ; y como creciendo ., crecen los dos faclores
del producto (z— ) x—a"), se infiere que la semicuerda
ML erece indefinidamente, y por tanto la cuiva licne 4 la
deiecha de la @S dos ramos indefinidos SH v SN, que van
alejéndose cada vez mas é indefinidamente del diametro REL.

Si damos &  valores menoies que a’, v con mayor razon
menores que x”, mudando los signos 4 los dos [actores del
producto (z—i') (z—z"), esle producto serd (#'—a) (2" —u);
¥ asi se ve facilmenie que, si = es menol que &' ¥ por consi-
guiente que =", los dos factorcs son positivos , aun cuando
z'y 2" sean negativos; el producte es positivo y el radical es
real; y como disminuyendo el sustraendo » de las des dife-
rencias &'—x, a"—x, estas diferencias positivas van ciecien-
do, aun cuando®’ y & sean negalivas, se inflere tambien
que d la izquicida de Ja recta PR la curva tiene dos ramos
indefinidos que van alejandose sin limite del didmetio RL

Las dos rectas PRy S son tangenles 4 la curva, poique
son paralelas & las cuerdas hiseeadas por el didgmelio SE
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Sabemos que las curvas 1epresentadas por la ecuacion
de 2 ° grado tienen asintotas en el caso en que B*—440>0,
¥ que estas 1ectas pasan por el centro [82]: el centio es el
punlo medio C'de la cuerda RS. Determinaido, pues, un
punto (diferente del centro) de cada una de las dos asintotas,
se podrdn construir en seguida estas rectas, 4 las caales los
cuatio ramos de la cuiva se itdn aproximando indefinida-
mente. Sabiendo ademas que esla curva, siendo de segundo
grado, es convexa, vemos que tiene la misma forma que fa
hipéibola [41]: y efectivamente mas adelante veremos que
1a ecuacton de la curva representada por la ecuacion de se-
gundo grado sc teduce, cuando B*—%4€>0, 4 la ecnacion
6"y —br*—=—a%?, que es la de la hipéihola

Asi; pues, cuando B*—~4AC>0, y las raices 2 y 2" son
reales y desiguales, la ecuacion representa una hipérbola,
en que el didmetro AB corta 4 la cuiva ; y mas adelante ve-
remos tambien con qué facilidad se construye la hipéibola
dadas las asintotas y un punto S de Ia curva.

2.° Silastaices 2 v 2" son.teales 6 ignales, serd
Bz {-D
24
aqui estan incluidas dos ecuaciones de primer grade, que
por-le tanto 1epresentan dos lineas rectas. Como el coefi-

. B—-38
ciente angular de Ta primera es — 31 el de la segunda

3
e N
,_2A(m xy:

8
———, cantidades que son desizuales, se inficre que las dos
2[,1 ] 3 q

rectas , 1epresentadas por eslas dos ecuaciones, se esrtan.

3.° Siendo imaginaiias las raices #', 2”, tepdran la

forma «-8y/—1{, 281/ —1; y por tanto

BatD, 3 e iTE

e T 7 A
Fag. T2, Segun esta ecuacion, cualquicra que sea el va-
lor 1eal de z, positive ¢ negativo, el radical es real, ¥y rea-
les los dos valoves de y; luego la carva se esticade indefini-
damente 4 derecha ¢é izquierda del eje de la y; v como cre-
ciendo @ positiva 0 negativamente, crece el radical , e in-
frere que las dos 1amas separadas pot el didmetro 48 (puesto




£55

que esie diamelio no encaentra & la curvay van alejandose
eada vez mas y sin limite de este didmetro
Hallemos el minimo valor de la semicuerda 6 del radi<
cal. Es evidente, por el valor de y, que esle minimo valor es
el correspondiente al valor « de la variable: tomando, pues,
en la ordenada CK del didmetio 4B, correspondiente (dicha
=3

eidenada) al valoy « de z, las partes CS:CB:;;:, y tirando

por os punios S y R las paralelas SQ y RP al diametro AB,
la cuiva se hallard fuera del espacio comprendido entre estas
dos paralelas. _

- Para limitar en algun modo 4 la curva, nos conviene
construir sus asinlolas: estas rectas lienen por ecuaciones
actualmente [75] :

— Bo+D - B(x—o:):
24 24

su punto de interseceion, que es el centro, lendid por abs-
cisa «; y como-el centro debe tambien hallarse sobre el dia-
metro AB, se infiere que € es el centio: determinando otro
punto de cada asintola, se podrén construir estas dos rectas;
con fo que, y sabiendo que la curva es convexa, se ve que
tiene la forma de una hipérbola, con cuya curva veremos
que coincide efectivamente la representada por la ecuacion
de segundo grado en el caso actnal.

Obsérvese que aun en el caso en que las abscisas de los
‘estiemos del didmelro sean imaginarias, la abscisa del centio
es la semisuma de las abscisas de los estremos. _

Asi, pues, euando B*—%AC>0, y las raices ' y 17 son
imaginatias, la ecuacion represenia una hipéibola en que

Bz--D \
o E:— no coita a la
24

el didmetro cuya ecuacion es y,—=—.

curva. _ :

Nois.  Segun esta discusion, la ecuacion de segundo gra-
do, coando B*-—AACI>0, representa una hipéiholad dos rec-
tas que se corlan

5.9 caso o Bz"--;iAC=O.
El valor de y es en este caso ‘
TES BatD , 1 V2(BD—24E) E+D2'--—_L’x_fiF.

24 24"
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Igualando 4 ceto la cantidad que csté bajo del radical, y

llamando @' al valor que tenga i en esta ecuacion, que ya

hemos demostrado es la abscisa del punto de interseccion
del diametro con la curva, sera

B.’L'—}—D | 3 ) .
i i:ﬁ V2(BD—2AE)(z—= ¥
v abora podri suceder que el coeficiente 2(BD—2AE) sea
cantidad  positiva 6 negaliva. '

Fig. 75. 1.° 5i 2(BD—2AE) es cantidad positiva, to-
mando OP=y, y tirando la PR paralela al eje Oy, serd R el
punto de interseccion del didmetio con la cuiva,

Sidamos 4 z.un valor mayer que#’, el radical sera real;
Y cieciendo x indefinidamente, crecera el radical indefinie
damente; luego la curva liene dos ramos infinites 4 15 dere—
cha de la recta PH, los euales van alcjindose sin limite del
didmetro RS. _ .

- 51 damos & @ un valor menor que OP 6 ), el radical es
imaginario; luego 4 la izquierda de Ja recta PR no hay
curva. Como ademas la curva, por ser de segundo grado, s
convexa, se ve que tiene fa misma lotma gue la parabola [42],
con la que veiemos mas adelante que coincide, demostrandn
que su ecuacion puede reducirse & la ¥'=2x, que esla
ecuacion de la parabola

Fig. 74 2" Si 2(BD-—24E) es negalivo, mudando
los signos 4 los dos factores del producto bajo el radical, se
podra eseribir este producto asf:

' 2(2AE—BD) (v-—1);

1‘""‘_":

¥ por consiguiente
. Bx-D - -
5 i-é-:l V2AE—BD) (v' ).

Asi se ve ficilmente que, dando 4 2 un valor mayor
que ', el radical es imaginaiio, y por consiguiente no hay
cwrva & la derccha de la recta PR, Bando 4 « valores meng.
res que ', el radical es real; ¥ como, cuanio menor sea w,
lanlo mayor es la diferencia a'—a, se infiere que la cnrva
Liene dos ramos que se alejan indefinidamente el dtdmetio
RA. Luego la curva es tambien una patabola.

La 1ecta PR es tangente a la parabola, por ser paialcla
& las cuerdas que el didmetro RS biseca Mas adelante vere-
mos el modo de constiuiy esia Cuiya, conociendo ta posicion
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de uno de sus didinetros, la tangente 4 la curva en su estre-
no y ademas un punlo dela cuiva. :
Casos particulares.

Si 2(BD— 2AE)_d
serd Y= Bﬂ;—D *57 1/D — kAR,
tuego si D*—4AF=0,1a ecuamon representard la recta cuya
ecuacion es §=—— B;ID : 81 D*—44F>0, representa dos

1ectas patalelas; y si D*—44F<0, la ecuacion no repre~
senta nada.

Nora 1.* Hemes visto que si B*—&AC:O, la ecuacion
representa una pardbola, dos rectas paralelas, una sola recta
6 nada.

Nota 2. Si B*—4dC=0, & B*=4AC, los tres térmi-
nos Ay*--Bry--Cg* forman el cuadlado de un binomio [Alge-
bra 143]; y al contrario, si estos términos forma.n un cua-—
drado, se verificara que

B*:=4AC, 6 B*—&AC=0.

96. En todala dlscusmn que precede hemos supueste
que la ecuacion era de segundo grado con respecto 4 3. Sila
ecuacion fuese de segundo grado con respecto 4 , resolvien-~
do la ecuacion considerando como incognita a esta variable,
los valores de w solo se d1felen(:1a1 ian de los de y en que es-
larian-permutadas las letias @ 6y, Ay G, D y E; y por tan-
to los valores de @ serian

B!{;CLE-;- VB EAC)y [2BE—3CD)y [ F—iCF"
Como el coeficiente de 42 es ¢l mismo en esta ecuacion
que el que tiene x* en la ecuacion [4] n.® 92, discutiendo la
nueva ecuacion, resultarian los mismos casos que en fa discu-
sion anterior ; refiriendo actualmente al eje de las y todo lo
que antes se referia al eje de las x; yal contrario.
97.  Asi, cuando en la ecuacion patiicular que se pro—
- ponga con objeto de determinar su lugar geométrico, entren .
los dos cuadrados de las dos variables, puede resolverse la
ecuacion con respecto & cualqulera de ellas; pero serd prefe-
rible resolverla con respecto 4 aquella variable cuyos coefi-
cientes sean mas sencillos. S8i solo entra en la ecuacion une
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de los cuadrados, se 1esolverd la ecuacion con respecto 4 la
variable cuyo cnadrado entra en la ecuacion. _

98.  Nos faltaahora discutir ¢l caso en que [altan los dos
cuadrados, v la ecuacion tiene por consiguiente la forma

Bry+Dy--En-L F=0.
En este easo se verifica que B'—4AC se conviete en Ia
cantidad positiva B*% y por tanto si esta ecuacion 1epresenia
una carva, esla curva teadia asinlotas (74, ejemplo 2.

Ef método general, para haliar las ecuaciones de las asin-
fotas, nos da
E b

TE e e, = —
_ B B

para ecuaciones de estas dos rectas en el caso actual; ¥ por
tanto las asintotas son paralelas 4 los ejes, y faciles de cons-
truoir

Fig. 75. Sitomamos esias dos rectas 'z, 0y’ por ejes de
coordenadas; como el punto O es el centro de la curva [82],
la ecuacion de esta, referida & los nuevos ejes, serd |[Nots
primera al fin de la Geom anal ]

Bay'+f(o.h)=0,
) Bx'y' -+ Bub
Db
+ Ea
+F

Poniendo aqui los valores de oy b, que sen a==—.

=0,

o

E
bz — 5> tendiemos

Llamemos & la cantidad del 2.° miembro =md, v enton—
ces la ecuacion de la curva sera

By —=—m?;
separando las dos ecuzciones, tendremos
LY ==m, x'y =,
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La primera ecuacion nos dice que & valores positivos de
&' corresponden valores positivos de 3, v 4 valores negativos
de &' corresponden valores negativés de y': Tnego la curva
esté comprendida en el angulo y'0'z" y en su opuesto por el

. . i : e
vértice. Despejando y', es y'= — : cieciendo &’ positiva 6
z

negativamente, el valor ahsoluto de 3" disminuye; luego la
curva s¢ va aproximando indefinidamente al eje O'a’, tanto 4
la derecha como d laizquierdadel erigen, vy cuando #'—==tw ,
resulta y'=0; luego Ja carva tiene dos ramos infinitos, el
uno AB en el angulo y0't’, y el otio A’B’ en su opuesto, de

las cuales es asintoiala recta O'%’ Despejando ' en la ecua-
. . m? . e .
cion @'y'==m?, ¢s x'== —: cieciendo y positiva 6 negativa-
' Yy

mente, el valor absoluto de #” v4 disminuyendo, y cuando
y'=rton , es #'=0; luego tambien la curva tiene dos ramos
infinitos, el uno AC en el &ngulo ¥'0'7, v el otio A'C’ en su
opuesto, de los cuales es asintota la recta Oy’ Como por ser
de segundo giado la ecuacion, es esta ecurva enteramente
convexa, se ve que su forma es la de una hipérbola, y se
demostiara mas adelante que efectivamenle lo es.

Discutiendo la segunda ecuacion del mismo modo, se ve-
rd que represenia una hipérbola, comprendida en el 4ngulo
superiot de la izquierda é inferior de la deiecha.

Puede suceder que m*==0 ; entonces la ecuacion de la li-
nea; con respecto 4 los ejes O'z’, 0y, es x'y'=0, ecuacion
que solo se verificara cuando ¥'=0 é y'=0, es decir, que
en tal caso fa ecuacion representa los ejes O'x’, 0y, 6 sean
dos paralelas & los ejes primitivos; y las ecuaciones de di-
chas paralelas son '

E D

—, T — =,
B’ B

Vemos-pues que si la ecuacion de segundo grado carece de
los dos cuadrados en y* y en &*, la ecuacion tepresenta una
hipérbola 6 dos rectas paralelas. En cualquier easo eonviene
prineipiar por hallar las ecuaciones de estas dos paralelas

yr=z— % y Hm= o %, y construirlas: se hallaré en seguida,

y=—
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hac:endo x=0, el valor correspondiente de y; v si esle va-.

lor es diferente de — T es decir si la linca tiene un punto
E . :
fuera de la recta y==— 7 entonces la ecuacion representa-
ra una hipérbola, la cual se podrd construir ficilmente te—
. L E b '
niendo ya las asintotas y=—=— B’ m:—g, yuno de los pun-
tos de la curva [1877 Si el punto de interseccion de la linea
con el eje Oy es el mismo cn que la Tecta y—=— & corta &
dicho eje, entonces la ecuacion representa las dos rectas pa-

; . . E C
ralelas 4 los ejes, cuyas eenaciones son p—=-— rx Mmm—e

B

99 Ejempls, 1.° 3y°—--Gxy —1—-9”0“’--—2@--6:3—{—-%: .
Comparindola con la ecuacion general es A—3, B——¢.
=9; B*— 4AG—~72 luego. la ecnacion 1epresenta una

ehpse un punto é6-nada.

Reaoiwendo la ecuacion con respeeto & una de ]as vana-
bles, 4 y por eJemplo serd

8 S
Hailemos ahora las 1aices de Ta ecuacion
8 2
—2' 5 .’L‘—— U}a
i
dr _2 b 1 1 _.i
y fendremos *’*‘g—g: L= ;=

Las raieces de la ecuacion 1] son, pues, reales y des-
iguales, y por censiguiente la ecuacion representa una -
elipse.
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Vamos & determinar la posicion y magnitud de un mste-
ma de didmetros conjugados de esta curva.
Fig. 76 Construyamos en primer lugar la 1ecia AB

‘ | 1
cuya ecnacion sea y-_—a}—,}—gﬂ Tomemos ahora OP:'-?T

00=-1, y tiremos las paralelas PR y (S al eje Oy: tendre-
mos que B8 scrd uno de los didmetros de la elipse. Para hallar

su conjugadd, pongo en el Iadical‘l/_g(m_g) (5 —1)

I+ +
envezde #la abscisa del eentio, quees. 3

=3 ¥ resultara

i —
.g\/ﬂz tomando, pues, en la ordenada indefinida KH, las

partes CH=C _—_%vﬂ tendré el dizmetre HI conjugado

del RS ; con cuyos dafos es facil construir la elipse.
2.° 2y 4 22% — 10y — 52 —5==0.

Si los ejes a que se 1efiere la curva representada por esta
ecuacion son lectangulares, sabemos que la misma ecuacion
representa un circulo, un punto & nada [15].

Supongamos quetoq ejes no sean 1ectangulares. Tenemos
A=2, B=0, (=2, B*—iAC=—16; y por tanto la eciia-
cion representa una ellpse un punto 6 nada.

Besolviendo la ecuacion , es

___+V m+_‘

Resolviendo 1a ecuacaon

35 35
—m2+r+—_0 b« -—m—I:O,

7 5 L
resultan T W= luego la curva es una 'e]xpse.‘

Fig. 77. El diametro Y=g b la recta AB: tomando

11
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e T 5 1 , .
ahora OP= g 00 = 5 ¥ OK— TR tirando por los

puntos P, Qy K paralelas al eje Oy, tendremos ya un did-
metio SB y el centro G dela elipse. Para hallar el didme-
tro conjugado de SR, pongo en el radical en lugar de z la

1 .
. abscisa 3 del centro, y resulta que el radical vale 4/9-—=3;

tomando p'ues_C_H:CI::5 , tendré los dos diametros conju-
gados SR y HI de la elipse.

: 13
50 2wy 8oyt =0

A=0, B=2, (=1, B*—4AC=4; luego la ecuacion
representa una hipérbola 6 dos rectas que se cortan.
Resolviéndola con respecto 4 =, sera

=y — —Z—:l:g/ye—.LSy—l-gw
Las raices de la ecuacion y*-8y--9=0 son ?=—4i1/-7_5

luego la curvaes una hipérhola en que el didmetro s=-— ¥y

la atraviesa, o '

Fig. ' 78.  Construyamos en primer lugar esto didmetro
AB. Tomemos ahora OP=4—1/7, 00=4--1/7, tiremos
por los puntos Py @ dos paralelas al eje Oz, v tendremos
un didmetro RS de la hipéibola; su punto medio € serd el
centro. Construyamos ahora las asintolas, cuyas ecuaciones,
segun 12 regla [73], son .

5
F=—y— 5 =4,
6 separandolas, '
13
3’:':5 y == "'29‘-3 H

la primera es paralela al eje de las y; y como ya sabemos
que tambien pasa por el centro, esta asintota sera la MN pa-
ralela 4 la Oy. Para construir la otra asintota N, hallare-
mos uno de sus punios diferentes del centro: por ejemplo,

haciendo y=0 en su ecuacion, tendremos H==—
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13 N g
do ON’_:;, la recta M'CN’ serd 1a otra asintota. Conocien-

do los asintotas y los puntos Ry S de la curva, se constiuye
facilmente la hipérhola, como lo veremos en [187].
L At lay ot |- hy—25--2=0,

Los tres primeros términos componen el cuadrade de
2y—x, y por tanto la ecuacion propuesta representaré. una
pardbola, una recta, dos paralelas  nada.

Resolvamos la ecuacion con respecto 4 a. -

Sera  a=2y+ 1] bty gty 2

] =2+ 1=V —{;
luego la ecuacidn no represenia nada
Es facil ver directamente que la ecuacion no puede re-
presentar nada. '
En efecto, puede escribirse la ecuacion de este modo «
(2y—2)t--2(2y—-2)--1--1=0,
) (2y—a-1)F1=0, - :
que es la suma de dos cuadrados, uno de ellos constante; ¥
por tanto esta suma no puede ser eero, teniendo » & y valo-
res 1eales; luego la ecuacion propuesta no representa nada.
5.° ytay— 2’ —2y—2+-3=0.
A=i, B={, (=—2, B'—LAC=1-]-8=9" Ia ecuacion
representa una hipérbola 4 dos rectas que se cortan.
Resolviendo la ecuacion con respecto 4 y, tendremos

o 9
y=—% g = Vi +r—2.

.9
Fig 79, Las raices de la ecuac’mn—&--m“‘-]—w——%:o, son

—2+1/76 —2-4/76

9 3 == 9 :
como estas raices son reales y desiguales, la ecuacion repre-
- senta una hipéibola 4 la cual atiaviesa el diametio AB cuya

e 24-4/76
ecuacion es y:—%%—-l - Tomando, pues, OP= __lt‘;—‘/_’
21.4/76 | ;.

0 :.j:—\/— , ¥ tirando las paralelas PR y (S al gje Oy,

9




{6k

los puntos R y S serdn los estremos del didmefro transversal
RS: el punto medio € sera el centro. Las asintolas tendran
por ecuaciones

i =(Ed)
6 -m+ 2yt 2
¥ = 3 y—'“ 1 ‘g

Para construir las 1ectas Iepresentadas por' estas ecuacio-

‘ &
nes, hatemos en éllas _m:O, y tendremos y=5 = g; lo-

2 . :
mando pues OT:%, 0T'= 57 tirando por el centro y

por estos punios dos rectas N, M'N', estas serdn las asinto- -
tas; y ahora es facil, como mas adelante veremos, constiuir
la hipérbola.

6. y --—%Ji -20° —29+-5=0. .

A=1, B=—2, (=2, B*'—4AC=—4: luego la ecua-
cion Iepresenh una ehpqe, un punio & nada.

Resolviendo la ecnacion con respecto 4 y. tendremos

=0+ 1=V 1* - 21— 3,

6 y=w--AtV —* + 2— 2.
Las raices de la ecuacion 2*—2z1-1=0
son p=1=y 1;
luego la ecuacion piopuesia no 1epresenta nada.
e oy —my—2y— Ar—-A=0.
A=1, B==--2, (=0, B’ —4AC=4; luego la ecuacion te-

presenta una hiperbo]a ¢ dos 1ectas que se cortan.
Tesolviendo la ecuacion con respecto 4 y, tendiemos

y=at 1=y ha L5,
Las raices de la ecuacion
x* 4-da-+5=0
sat we=—9y/ 1,

es deeir, que son imaginarias; luego la ecnacion Iepxesenh
una hipérbola en que el dtametro y=2x-+1 no corta 4 la
eurva. Construyamos este didmetio AB [Selplase la faltade fiy ]
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ta abscisa del ceniro es —2 [94, alfin]; Iuego tomando hicia la
izquierda del origen OR==2, y tirando RS paralela 4 Oy, ten-
dremos el centro €. Bl minimo valor del 1adical es el eco1-
respondiente & ta abscisa —2 del centio, y dicho valor es 1;
tomando pues CR=08—1, tendremos los puntes By § de
1a hipéibola que mas se aproximan al didimetro AB.
Las ecuaciones de las asinlolas son
g=r41==(e12),
4 separdndolas, Cy=2x-}3, y=—1.
Haclendo en la primera =0, resulta g=5; tomande, pues,
OM==3, y tirando la recta CM se tendra una asinlofa; la
otra es una patalela M'N' al eje Ox tirada por el punto C,
‘guya ordenada cs —1. Con Jas asintotas y los puntos Ry S
de la hipéibola, no hay dificultad en consbraii la curva.
8.¢ day4-2y——Sz—E5=-0.
Sabemos [98] que la ecuacion representa una hipcrbola
& dos paralelas 4 los ejes. En ambos casos fencmos que prin-
cipiar por hallar las ecuaciones de las dos paralelas 4 los
ejes, que son las asintotas, si la ecuacion representa cuiva;
v si no, estas dos paralelas 4 los ejes componen el lugar geo-
métiico de la ceuacion.
Las ecuacioncs de las dos patalelas 4 los ejes son
. <

2

Fig. 80. Construidas cstas dos reclas 0%, O'«’, halla-

remos, haciendo 2=0, un punlo de la earva, cuya ordena—
51 .

da es y:-?: determinado este punto B, (v es diferente de
2 . B

aquel en que la reela y=1 corta al eje Oy) se ve que la
ceuacion represenia una hipérbola comprendida e ¢l dngu-
lo 4’0’z ¥ en su opuesto; v ya es fcil constiuizla, pues se
tienen Jas asinlotas y un puntode la curva.

9. zy —~dy—+aw-1=0.

Las ecuaciones de las asintolas, ¢ de las dos reclas que
quizd, repiesente esla ceuacion, son
' 93‘23, y:-—-——i

Fig. 81. Construidas las dos 1ectas Oy, O'z" cuyas
ecuaciones son =3, y=—1, y haciendo en scguida y==0
en la ecuacion propuesla, en cuyo caso resulta z==-—1, ten.
dremos un punto P de la curva, fuera de las rectas 0'z', 0';
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- Tuego la ecuacion propuesta representa una hipétbola, facil
de conslruir, pues se conocen las asintolas 0%, 0y’ y un
punto P de esta curva.

Tendremos para ecuaciones de las-asintolas, 6 de fas pé-
ralelas & los dos ejes representadas por la ccuacion, las ecua-
elones

_ H i
pre—— T‘z.: ?J:——- _é_
. i . .
Haciendo y=0, resulta z=— 35 es decir que la linea.
. . . i
corte al eje Oy cn el mismo punto que la 1ecta T=—= 5

iuego o puede ser hipéihola la linea representada; la ecua-
elon representa eslas dos paralelas & los ejes: y en efecto,
ta cenacion puede escribirse asi:

- 1Y%, / 1
dyt o4 — -+ { 2+ = 4=0,
o+ 5) (e 2>
5 (1) ( w-a--g):o,
gue se descompone en las dos cenaciones
! i
que representan dos paralelas 4 los ejes. _
11.° gy —2ry+6°—2y—2Wxr-L 46=0.
A=, B=2, C=86, B*— §AC=—320; tuego laecuacion
repiesenta una elipse, un punte & nada. '
Resolviendo la ecuacion con respecto & y, scia
y=n-+1=2y 5 L305—145.
Las raices de la ecuacion 7*—05+9==0son 5 v 3:lucge
[93, 2. la ecuacion representa un punio cuyas coordenadas

son 3 y & Para demostraile dircefamenle, podemeos escribir
1a ecuacion asi: . :

_ Y=z iz={z—3)1/ —35, _
ecuacion qae solo puede verificarse pol los valores reales
dyhdexéy
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-

A2 Y=y’ —y—ut ‘%‘_‘0,

siendo los ejes iectangulares

A=1, B=-—1, C=1, B*—LAC=—3; luego la ecuacion
representa una ehpse un punto o nada’

Resolviendo 1a ecnacion con respecto 4y, serd

w+1 Va: —1—2:5-{—'1 g3

i & 3

a1 3x¢  Bx ‘ir
6 y:._.-; LT

1.as raices de la ecuacidn
32° 3z A
4

son - 13- _.'._.., -

luego la ecuacion repyosenta nna elipse; CUY‘I constraceion
no ofiece ninguna dificultad.

Nota  Si los cjes de coardenadas formasen un angu-
fo cuyo doble-coseno fuese —1, es decir, si 2uoseﬁ—{

& cosp—— nci)—, 0 cos(180° fﬁ)z-;—',y_por consiguiente 180°

—5=00°, 6 3=120"; entonces la ceuacion propuesia repre-
sentaria un cireulo [38]
15 g — 2wy —2y -+ 4=0.
A=1, B=—2, (=0, B*—4AC==4; luego la ccunacion
representa una lupelhola 6 dos reclas que se cortan.
_Resolviendo la ecuacion, tendremos

6 J:a;-+ 1:*— (r—i),
] y==2z, y=2; .
es decir que son dos rectas que se cortan.
El ptimer miembio dela ecuacion se puede deqcompone:
en el p1oducto (y—2x) (y—2); vy por tantodicha ecuacion cs

(y-~27)(y—2)==0,
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que da las dos 1ectas _
14.° yr-2my w24y -3 3==0.

Los fres primeros términos componen un cuadrado, y por
tanto la ecuacion representaid una pardbola, una recla, dod
paralelas 6 nada. ' '
 Resolviendo esta ectracion con vespeclo & y, setd

y:.——m-—ﬁ-ﬂi\/w*-}-&m+-&—w2—5$—5,

Y——22 1

fucgo la ecuacion propuesia representa una parabola [95],

Fig. 82.  Constiuyendo el didmetio ¢ s=—m—2; toman-
OP=1, y tirando por el punio P la PR, paralela al eje de
tas g, tendiemos un didmetio y Ja tangente a la parabola
en el ponto R de interseccion del didmetro con ta curva. Hallo
ahora un punto de la curva, para lo cual haté, por ejemplo,
=0, lo que da y==—2=1; y asi tengo dos puntos en fal-
ta de uno: con estos dalos se puede construil facilmente la
pardbola [213 y 216]. :

15.° 9y — 1 2y+ ha® L 9y— 620,

Los tres primeros términos com pouenel cuadrade de Sy—
22; luego la ecuacion 1epresentard una parabola, dos rec=
tas paralelas, una recta 6 nada.

Resolviendo la_ecuacion con 1especto 4 ¥, SeIa

3 3 .3
—— ———— .....,__!—_
=yt
. T T
0 T g T

de modo que la ectacion 1epresenta dos rectas paralelas.
16.° dyr—bxy-| e 4-hy—92-1-1=0,

Los tres términos componen el cuadiado de 2y—1.
Resolviendo con respecto 4 », serd -

a=2y-H VeV iy iy 1,
0 =3y,
ecuacion que representa una 1ecta.
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CAPITULO V.

Reduccion de lg ecuacion general de sequndo grado & formas
sencillas.

100, Para el estadio especial de las tres curvas de se~
gundo grado, cenviene conocer las ecuaciones mas senci-
Jas de estas cutvas, siendo rectangularcs los cjes de coot-
denadas. '

Fiy 85 Supongamos en primet lugar que la ecuacion

Ay*-1-Bry--Crt-+Dy4- Ex-F=0
1epresenie una elipse 6 una hipérbola : si tomames por ejes
de coordenadas dos rectas paraleias 4 los ejes primilivos, y
cuyo otfgen sea ef centio 0 de fa cwiva, la ecuacion carece-
14 de los términos lineales, y por tanto tendra la forma
Ay -Bry+-CorH F=0.
Si estos ejes no son rectangalares, referiremos la ecuacion 4
otros ejes rectagulares Oz, Oy cualesquiera que tengan el
mismo origen; v pues el origen estd en el centio, la ecua-
cion catecera de los términos lineales [78], y fendra siem-
pre la forma '
Ay Bey--Co’ +F=0 ... [1].

Entre los infinilos sistemas de ejes rectangulares, que
pasan por el punto 0, veamos si hay alguno 0x', Oy que
ienga la propiedad de que la ecuacion de la curva con fes—
pecto 4 dicho sistema carezca del reetangulo «'y’. Eslo serd
posible, si hallando la ecuacion de la curva con respecto
4 esios ejes de posicion indeterminada, é ignalando & cero
et coeficiente de z'y, nos da esta ecuacion paia el éngulo
#'0x 6 = uno & varios valores reales.

Las férmulas para pasar de los ejes rectangulares Oz, Oy
& los rectangulares Oz, Oy se deducen de las genciales (43,
2 ° caso], haciendo en estas #=80", «'=00"4-«; y son por
lo tanto: ' :

r—17 0§ —¥ sen«,
y==x seno—{-y cose.
Sustituyendo, y electuando solo ¢l caleulo necesal io pa-

=
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ra oblener el coeficiente de »'y’, & igualando 4 cero dicho
cocficiente, tendiemos . o
24 sen o cosu+B cos’a~-B sen®a—2( sen« eos =0,
6 - 2(A—C) sen« cosa-B{ cos’a— sen*x)=0,

Para sacar de esta ecuacion el valor de «, reemplazare--
mos sen o y Cosa por sus valores en funcion de tgx, los cua-
Jes son

g 1
sen = ——— , €0Sa=—~= —
1+ tgte =y 1 1gh
en cuyas dos {ormulas, sabemos [Trigon. 3], se deben to-
mai junlos los signos superiores 6 los inferiores.
Sustiluyendo, tendremos la ecuacion

H

tgx | o 1--1g%
24—y 2" LB =0,
“=-0 1-tg% T 14-tg'«
que se reduce & _
tgaoc—QA——(J tga—1={)

En esta ecuacion el producto de los dos valores de tge eg
—~1; luego [56 ] « tiene dos valores correspondientes 4 dos
posiciones del eje O perpendiculares entre si. Luego, si el
nuevo eje de abscisas ‘ocupa cualquiera de las dos posicio-
nes 0%, 0%, y entonces el nuevo eje de ordenadas oeupa-
14 la posicion respectiva Oy, Oy, , la ecuacion de la carva
con 1especto a cualguiera de estos dos sistemas de ejes 1e¢—
tangulares eatceerd del rectingulo en o'y’ ; por consiguiente,
como 1o puede contener ningun término lineal, por ser el
origen centio, Hlamiando M v N 4 los coeficientes de ¥y a®
la ecuacion de la clipse 6 hipéibola tendid la forma

My Na*4-F==0 (1).

(1) Tenieado la ecuacion de la curva con Tespecto 4 Jos ejes Ox's
Oy, se tendrd evidentemente la de la misma curva con 1especto 4 los
0%y, Oy . mudando en la ecuacion primera ¥’ en 'y, ¥ x* en —gy;
Io que puede tambien hallazse por las Hrmulas de transformacion de
las coordenadas Como en los dos casos ias mismas rectas son gjes de
coordenadas , se puede decir que en laelipse ¢ hipérbola hay un solo
sistema de ejes reslangulares, con respects 4 los cuales la ecuacion de
la carva tiene la forma My*-L Na2l p—q
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101. Supongamos primeramenie que esta ecuacion re—
presente una clipse: entonces B'—A4AC, que ahora vale
~—4MN, debe scr negalivo; luego M y N son cantidades di—
ferentes de 0, y del mismo signo; ¥ como siemprie se puede
hacer que M sea positivo, tambien N setd positivo, de suer-
te que la couacion de la elipse es

My*4-Ne®+F=0,
siendo M v N cantidades posilivas.

§02  Si la ecenacion My 4-Nx?4-F=0 1epresenta una
hipérbola, —AIMN serd posilivo, y por tanto M y N tie-
nen que ser cantidades diferentes de O, y de signo contra-
rio; y pues M se puede hacer positiva, serd N nagativa; de
modo que, poniendo en manifiesto el signo de IV, la ecuacion
de la hipérbola serd '

' Myt — Nyg?--F=0 ,
en la que M y N son cantidades positivas.
105. Supongamos ahora que la ecuacion
Ay*--Bry -} Cw* - Dy-+ Ex-}- F=0 _
represente una parabola, v tratemos de simplificar esla ecua-
cion towando otios ejes de cooldenadas.

Fig 83. Suponiendo que los ejes primitives Oz, Oy sean
rectangulares, referiremos la ecuacion 4 los nuevos cjes 1ec-
tangulares Ox', Oy , y determinatemos la posicion de eslos
nuevos ejes con la condicion de que desaparezca el téimino
en o'y Como fos términos lineales Dy, Ev no dan ningun
termino en 'y, se inficre que el coeliciente de &'y’ serd en
esta transformacion el mismo que en el caso de la elipse €
hipérbola; v por consiguiente la ecuacion, yue nos ha de
darel angulo «, serd

A—C

tgta—2. tg u—--l:_();
lnego fambicn en la pardbola existe un sistema de ejes 1ec—
tangulares Oz, Oy con respecto & loscuales la ecuacien de
esta curva carece delreetingulo en 'y’ Luego, si lamamos
M, N, Ry S 4los coeficientes de %, #%, ¥, @' en la ecua—
cion transformada, esta ecnacion serd :
My'* - No* By --S«' - F=0.
En el caso actual, en que B*—%4€=0, uno de los coefi-
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cientes M 6 N tiene queser 0, pues B2.—4AC==—4&MN, y por
tanto —4MN=0: los dos cocficientes ¥ y N no pueden ser
ceros & la vez, porque si asi fuese, la ecuacion seria de pii-
met grado, ¥ no representaria curva. Podemos hacer, toman-.
do uno  otro de los dos valores del angulo «, que desaparez-
ca, 4 nuestro arbitrio, M 6 N (1): es indiferente que desapa-
rezea M 6 N, y asi vamos nosolros & suponer que se ha to-
mado « de modo que N=0, y por tanto la ecuacion de la
pardbola con respecto al nuevo sistema de ejes rectangula-
res 0%, 0y, tendia la forma
My By +-Sif -+ =0, |

en la cual S no puede ser cero; pues si lo fuera, la ecuacion
My*+Ry--F=0no 1epresentatia curva, sino dos lineas rec-
1as paralelas al' eje de las z, si las raices de esta ccuacion
fuesen reales y desiguales; una sola recta paralela 4 dicho
eje, si las raices fuesen reales ¢ iguales; v nada, si las 1ai-
ces de la misma ecuacion fuesen imaginarias.

Continuando en nuestro propésito de simplificar la ecua-
cion, tomemos nuevos ejes O'z”, 0'y” paralelos & los Oz, Oy g
sean ¢ y b las coordenadas del nucve otigen 0 cuya posicion
determinaremos con la condicion de que desaparezean dos de

(1) En efecto, si en la transformacion de la ecuacion hallamos los.
coeficientes Wy N, tendremos:

M=A cos® u—B sen « cosz4-C sent =,
N—=Asen’atBsenacosa|-Ceos?a.

Como A es siempre positivo, y por ser B*—4&40==0, tambien es [@
posilivo, solo tendremos que gonsiderar en las espresionesde My IV,
los dos casos: B positivo y B negativo En el primer caso, si se loma of

0 . . " .

valor de »42 g(° » IV tendid todos sus términos positives, ¥ pot tanto no
puede ser 0; luego sera H==0: pero si s¢ tomase pata « el valor mayor
que 90°, todos les términos de M serian positivos, por lo que seria
N==0. Si B es nozativo, poniendo su signo en manifiesto, seri

H=4dcos? ¢ Beenacosa-ICsen’e,

N=4 sen? o— Bsen«cosa{ cos?a;
ysid 2800 todos los términos de M son positivos, y pot consiguiente

. 2
1. . F- . . AF I )

N=0; paro sl * Z180° todos los términos de i som positivos, ¥ por tau-

to H=0. Luego, jomando « convenienlemente, podemos hacer que des-
aparezea el imino #Hiy®, 6 el téimino N2
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los términos de la nueva ecuacion: haremos &'=g" |4,
y'=y"--b; y pot consiguicnle [Nota primere al fin de la
Geom. anal. |, tendremos

My™-1-2Mb |y" +Sz"-}-Mp?

4+ R --Rb

JI__SQ

-+ F
Como las indeterminadas b y o entran enel coeficiente de

y" yen el ultimo téimino, las determinaremos ignalando 4
cero estas cantidades: tendremos pues

2Mb-+-R=0, Mv*+ Rb+Sa--F=0.,
. . R
La primera ecuacion nos da b==— —, y la segunda

aM
T pp .
— M—'E; vy como M esun nimero diferente de 0,

el valor de b es real y finito; y por consiguiente,como tam-
bien S es un nimero diferente de 0, el valot de « es igual-
mente 1cal y finito. Luego siempie es posible hallar un sis-
tema de ejes 1ectangulares =", 0'y”, con respecto 4 los ena-
les la ecuacion de la pardbola tenga laforma My"*— Sz"=0.
104. Noia Hemos demostiado que las ecuacionesde la
elipse € hipérbola referidas & un cierto sisiema de ejes 1ec—
langulares, cuyo origen estd en el centro de estas curvas,
son respectivamente

My* | Nat-1-F=0),

My*—Na?-{-F==0,
“en las que M y N representan ntimeros absolutos; y que la
ecugcion de la pardbola referida 4 un cierto sistema de ejes
rectangulares es

=(,

Fi

: My*+-Sz=0.

A estos mismos resultados pedemos llegar con mayor
brevedad por el razonamiento siguienie. ’

Sabemos [91] que en la clipse & hipérbola existe un sole
sistema de didmetros conjugados rectangulares, 6 sean cjes
de estas cutvas: si lomamos por cjes de coordenadas estosdos
ejes de la curva, 4 cada vaior de x corresponderan dos valo-
1es de y, Iguales y de signo contraiio; luego en las ecuaciones
de estas curvas, con respecio 4 esfos ejes, entratd el euadra-
do en y*, sin que haya términc en que ertre la primera po-
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encia de y. Tambien a cada valor de y corresponden dos de
x ignales y de signo contrario; fuego én la ecuacion entrard
un términe en 2%, y-ne habrd término en . Haciendo =0,
no es y=~0; luego la ecuacion coniendia un término inde-
pendiente de y y de x: luego la ecuacion de laelipse & hi-
péibola, tomando por ejes de coordenadas los mismos ejes de
1a cutva, tendran la forma
My N F=0;

y ahoia se verd, por el valor B*—A44C 6 —4MN, quesila
curva es elipse, M y N son cantidades posilivas; y que si es
hipérbola, N es negafiva.

En la pardbola hay un solo eje de la-curva [91]: silo
tomamos por eje de abscisas y por eje de ordenadas una
perpendicular 4 €1 levaniada en el punte en-que dicho eje
corla 4 1a curva; como 4 cada valor de » coiresponden en—
tonces dos de y iguales y de signo contrarie, se infieze que’
Ia ecuacion contendrd un término Unico My* dependiente de
y. Haciendo #-=0 en la ecvacion, debe resnitar =0, por
hallaise el o1{gen en unpunio de lacurva; luego la ecuacion
no puede contener términe alguno independiente de las va-

riables, _ ,
Segun esto, la ecuacion tendid la forma

_ My -Nxg? - 8p=—=0:
pero como —AMN==0, y M no puede ser 0, serd N=0.
Luego la ecuacion de la parabola, referida dsu eje y véitice,

iiene la forma
My -+ 8ax=0.

CAPTTULO VL

Teoria de la elipse.

Articuio 1.°
Ecuac?lan de la elipse veferida d sus efes.

108. Fig. 84. Hemos visto que laecuacion de la elipse
referida & ciertos ejes rectangulares Oy, Ox, que pasan por
su centro, tiene la forma
: My +Nar4-F=0,
siendo M y N cantidades positivas.
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Representando esta ecuacion una elipse, F no puede ser
cantidad positiva; pues la suma de tres cantidades positivas
no puede se1 0. Tampoco F puede ser 0; pues si lo fuera, la
ecuacion se reduciria entonces a

My Na?=0,
que representa un punto euyas coordenadas son O y 0. Lue-

go F es una cantidad negativa — P; y por consiguiente la
ecuacion de la elipse es

My - No*=P..  [4],
enla cual M, N vy P son cantidades posilivas,

Como & cada valor de x corresponden dos de y iguales
v de signo contiatio, el eje Oz divide en dos paites iguales
4 todas las cuerdas paralelas al eje Oy, y por tanto el eje Ox
divide 4 la elipse en dos paites ABC y ADC iguales; 6 lo que
es.igual, la elipse es siméirica respecto del actual eje de
abscisas. Tambien 4 cada valor de y corresponden dos valo-
res de x iguales y de signo contrario; luego el eje Oy divide
en dos partes igualesd todas las cuerdas paralelas al eje Oz,
y por lo mismo dicho eje Oy divide 4 la elipse en dos partes
BAD, BCD iguales; 6 bien estas dos partes de la elipse son
simétricas respecto del eje Oy. Luego las rectas AC y BD
son diametros conjugados, v ejes de la curva,

Liamemos 2a al eje mayor AC, el cual tomaremos, mien-
tras no advittamos lo contrario, por ¢je de las z, y llamemos
2b al eje menor que fomaremos por eje de ordenadas, é in—
troduzcamos en vez de las constantes M, Ny P sus valores
en funcion de 4 y b, con objeto do saber Jo que son con res=
pecto 4 la elipse las constantes que enlran en su ecuacion.

Pero antes, aunque no importaria el no hacerlo, divida«
mos los dos miembros de la ecuacion (4] por P, en cuyo
©aso esta ecuacion serd

o y‘*+%mﬁ:f..w [B].

: P
Haciendo ahora =0, es y==b; luego
— =] B —
R
Haciendo y=0, es #=xta; luego
—ai=1{ ‘_If__ 1,
P % P b EI’
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- M N e
sustituyendo los valores de Y en la ecunacion {B]y\
; y o, x° i
SCr — ==

R ?
6 bien ay - bred—=ah?,
r bz 2 2
6 aan yi= — (0’ —a).
@t

Cualquicra de estas cenaciones es la ecuacion usual 01 or-
Jdinaria de la clipse.
106.  Supongamos que los ejes de la elipse sean iguales,
este es, que ¢=—=4; la ecunacion serd entonces
ys?iLmi:aﬂ:
siendo los ejes de coordenadas rectangulares, esta ceuacion
es la de un circalo cuyo radio es a. Luego el circulo es una
_ elipse cuyos ejes son iguales.
7 107. Hallar lo maguitud de un semididmetro de In elipse,
( dada la abscisa de wno de sus estremos,
Fig. 85, Seanz & y las coordenadas del estremo M del
didmetro, y ¢’ la magnitud del semididmeiro, tendiemos
%9

ﬂl_fz-:y2+ I"Z;

- Uk .
o sustituyendo el valor de y* que es '— —'. | serd
o

Segun esta ecuacion, si =0, es ¢'—=b. Siz va cre-
ciendo, ' erece tambien; luego cuando x tenga su mayor
valor que es g, el valor de ¢ serd tambien el mayor posible,
que tambien es ; luego o mayor de los didmetros de la elipse
es el gje mayor, y ol menor de sus didmetros es el eje menor.‘%

108 Sabemos que si un punto se halla en la elipse, %y
sus coordenadas son % é g, cs

'y - Bt — 2 =0,

Fig. 86. Si el punto M cuyas coordenadas son = & ¥
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estd fuera dela e]ipsg, 1’ir‘ando la recta OM, cortara 4 la elip-
se en un punio M'(x', y ). 3 ¥ por tanto tendremos
oy -0 —a®h =0,
Como los valores absolutos de # 6 y son mayores que los
de o' & y', serd y*>y”, #*>2'% luego .
ﬂfy*—:Lb%g —a*bi>0.
Si‘el punto M (, y) estd dentio de 1a elipse, tirando el
1adie OMM', y stendo %" & y' las coordenadas de] punto if,
serd a*y' - bra—q2p2=0);

y como los valotes absolutos de % & y son menores que los
de s’ éy', y por tantlo #° <o, y?<y”, sera

Y -2 < 0.
Reciprocamente, si se verifica que
a”y”—i—bﬁxﬂ—azh’io,
él punto estar ¢ en le e\fflal;ﬂse, fugr;éi dela elipse ¢ deniro [Geom. 21].
ARITGULO 2¢
Construccion de la elipse dados sus ej:eas'u
.109.‘ L.a ccuacion de 1a elipse nos da el valor absoluto de

b o —z?

—, que es una cuarta proporcional
’ ;

|

1\5 ardenada, y—=

"
4 las rectas a, b y Va*—2*: de donde resuitan las constiuc-
ciones siguienies, )

A.* construccion. / Fig. 87, Desciibo dos eireulos conedn-
tricos con dos radios iguales 4 los semiejes 0A y OB de la
elipse que se quiere construir, tiro un-radio cualquiera ON,
y port los puntos M y N de interseccion con las dos eircun—
ferencias tiro dos paralelas, la primera al cje mayor yla se-
gunda al menor, y el punio K de interseccion de estas dos
paralelas serd un punto de la elipse.

. Repitiendo esta operacion, se tendi4n tantos puntos de la
elipse como se quieran.

12
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Para demostrat que el punto K corresponde 4 la elipse,
tenemos NP=+/0*—3°, y la proporcion
ON:OM::NP:PK,ba:b:: Vid—o*
luego PK es la cuarta proporcional pedida, 6 el valor de y;
¥ por tanto K es un punfo de la elipse.

2.7 eonstruccion. Fiy 88. Haciendo centro en un pun-
0 cualqmera de los dos ejes, 6 de sus prolongaciones, por
ejemplo en D, se desciibe un arco con un radio ignal 4 la so-
ma de los semiejes de la clipse, el cual cortatd al olro eje en
un punto £, se fiia laiecta PO, v temando sobre ella D=5,
el punto M scrd un punto de la elipse.

Bepitiendo esta operacion, setendran tantos punios dela
elipse como se quieran.
Para demostrat que el punto M es un punto de la elipse,

tito MP y ME paralelas a los ejes, y tendié CE=va*—3?;
¥ en los tridngnlos semejantes CEM, MPD la propercion

CM: MD:: CE: MP,
Ny \/a

es decir que MP cs Lx o1 denada de la elipse ouya abscma es
x; Juego M es un punto de la eiipse.

Nora. Esta constinccion serd muy espedita, si CD esuna
regla 6 tira de papel, cuya longitud sea a--6 y sobre la cual
esté marcado ¢l punio M de separacion de Tos dos semiejes.
Haciendo mover esta regla, de modo que sus estremos estén
siempie sobre los ejes, el punto de separacion de los semiejes
Aescribird la elipse.

,' 3 " construccion.  Fiy. 89 Desde un punto M del cje
\meénor se deseripe un arco con un’radio MN igual 4 la di-
ferenciade los dos semiejes, se tha la 1ecta indefinida MNP,
¥ sohe ella se toma una parte MP ignal al semieje mayor:

el punto P asi determinado es un punto de la elipse.
Eu efecto, tiro las 1ecias MR y PR, paralelas 4 los ejes, y

tendié PR=—=v/a*—x"; y en los uidngulos semejantes MPR,
PN la propeicion

MP N‘P--PR-PQ,
b 1/& s PO;
luego P{J} es la mdendda de la ehpqe, 6 bien P es un punto
de eqtﬂ, curva
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{

definicion, Hanfemos 5 f-la distancia d

i7%
Noia. St MP es una regla igual al semiefe mayor, y en
ella estd marcado el punto N, tal que PN-=b; recorriendo

- esta regla de modo que los dos puntos M ¥ N se hallen res-

pectivamenie sobre el semieje menor ¥ mayaor, el esiremo P
ird sefialando los diferentes puntos de Ia elipse, ¥ de esle
modo se construye la elipse con brevedad.

Cualguiera que sea el método que se siga en la cons—
truccion de la elipse, la simetria de esta curva con respecto
4 sus ejes, prueba que, cuando se ha construido un cuarto-
de elipse, los otios bies cuartos pueden deducirse de &1 /

Ariicure 3.°
Focos y divectraces de la"elrpse

140.  Se llama foco de una curva de segundo grade fodo -
punto cuya dislancia 4 cualguier punto de Ja curva es una
funcion racional yentera de la abscisa de diche punto; sien -~
do la ecuacion de la eurva la ecuacion ordinaria {1).

Para determinar los focos de la elipse en virtud de esta
el foco & un punto
cualquieta de la curva, 2" € ¢ 4 las coordenadas incognitas
del foce, » & y 4 las de un punto cualquiera dela curva: ten-
dremos

(1) Esta iltima condicion es necesatia; pues si la distancia del foco
4 un punto de la carva es funsion racional y entera de la abseisa del
punio, siendo la ecuacion la ordinazia ; siendo otra la ecuacion, ¢ bien
olros 10s ejes de coordenadas, dicha distancia serd fencion raecional y en-
tera de las dos coordenadas del punto. En electo, snpongamos que con

Tespecto & los ejes Ox, Oy do la elipse sea [a distancia § funeion racional
¥y entera (tiene que ser de primer grado), esto es, 381 S=ma-tn ; el va-

arterior el valor de », que en general es :

for de & con respecio § otros ejes, se hallard sust

—. &' sen (b—a)-ty' SBJ}({}.—'& 13
- seng . -7

*¥ por consiguiente con 1especio 4 estos ejes seria

72 881 { g 7t sen {f—g’
d==n-ma-|- ~——u-(___)x";_ _ﬁ@_) f
send “sen g

es decir que 8 es funcion racional y entera de las dos coordenadas

Buler, que fué el primexo que did esta definicion general de las focos,

no indicé dicha condicion , porque suponia naturalmenie que las ecua-
ciones de las curvas de segundo grads eran las ordinarias.

.
.

ituyends en la espresion: . -
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dremos - P=(—a' Y+ y—y)2 .. [1]
Desenvolviendo el segundo miembro de la ecuacion [1],
serd =g — L' -y 2y -+

sustituyende los valores de y* é y en funcion de x, que son

2.2 } / T2
y?jba"" b;: -, Y= P bz”—b -'1; s

_ a
iendremos )

, ' b2x® L b,
C e 1 3 3 #
8t — Q- - B p *Z b”——--—Erxy’{—y z,

Como & debe ser funcion racional y entera de =, 8 de-
be serlo con- mayor razon; pero esto no puede conseguil-
se mientras en el valor de §° subsista el término irracional

S ——

bt
QV b— =
— 7

parezea; ¥ paia esto, debe ser y'==0, puesto queVb h
. . o

no puede sei cero, por ser z Ia abseisa - de un-punto cual-

quieia de la elipse. Siendo ¥=0, vemes que lodo foco de

la elipse estard sobie el eje actmal de las %, que esel eje

mayor. , _ ' :
Segun esto, el valor de & serd

xy': es menester, pues, que este término desa-

E

. . b:"mi
B p?-— Q5’7 6 — —,
@
. wi(a*—b) :
22 ot PRI
5 2= T ) o (w6 [2]

1)

Para que 3 sea una funcion racional y entera.de , es
preciso que este trinomio lenga raiz cuadrada exacta, 6.lo
que es ignal, que sea un cuadrade perfecto, condicion que
nos va & dar el valor de z En efecio, para que este trino—
mio sea un cuadrado perfecto, es necesario y suficiente que
el ptoducto de los cocficientes de los términos estremes sea
igual al cuadrado de Ja mitad del cocficiente del término
medio [Aly. 143], es deeir, que

af—

B
(0 -48) =",

G?
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de donde resulta _
#F=Fya—pr (1)
Fig. 90. Tenicado « dos valores igualesy de signo con-
wratio, se inficre que la clipse tiene dos focos sitzados en el
eje mayor y 4 igual distancia del centro; y para determinat-

los, es claro que, como v a*—btes un catelo de un tridngu-
lo 1ectingulo cuya hipotcnusa es o y ¢l otro cateto es b, no
habra mas que describir desde uno de los estremos del cje
mayor un areo con un radio igual al semieje mayor, y los
dos puntosF y F', en que cste aico corte al eje mayor, se-
s4n tos dos focos.

Para hallar ahora los valotes de 3, y ver confirmado de
paso que & es una funcion racional y entera de %, pongamos
en la ecuacion [2] en vez de # sucesivamente sus dos valo-
ves +VaE —02 y —Vai—b.

Sustituyendo el primero, sera

2 % 2
a(a*—b) 3
8. ; 2 2-1 }H
S ______T._. - 21}\/&, . b at,
.y pot consiguiente

" “:.IJ Eﬂ.z_-“—!-;
fem v —d
a .
que cs cont 1especto & ¢ una funcion racional y eniera [dl-
gebra superior 277} : :
De estos dos signos deberemos tomar el que haga posi~
tivo al valor de 3, puesto que en 3 no debemos ver mas que
* ~

E

e : oy et bt
un valor abseloto. Siz es negativo, la canlidad — -
. a
. . . Ve . .y
es negaiiva, y tambien —-\{—— —q Si & es posiivo, co-
. i a .

mo /0" —b*<a,y z<a, setd £3/¢*—b <a®, y poi consiguien-
gt ' :
aV ot —b : . . .
14 —” «a. En todos cases es, poes, negativa la cantidad
a :

ie’

{1) Enelcirculo es a==b; luego la abscisa de los focos es 0, es deeiz
que los dos focos del edrcule, considerado eomc elipse, eoineiden con
el centen :
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del parénlesis; luego deberemos tomar ol signo esterior 3
¥ por tanto el radio vector del foco derechio es '
@y §
P : :
Pongamos ahora en la couacion [2] el scgunde valo
A e de s lendremas
2 q;*((f_b?) !

8= T T ERyet—prg?,
@t

P
v a:i<w1/a —b_ ,

M ppmn

La
a

3i @ es positivo, la cantidad interior al paréntesis og po=
sitiva; luego en esle caso debe tomarse el signo esterior - .
51 wes negalivo, su valor absoluto es menor que a, & 4 ie

mas ignal 4 a; pero como Vi—lF<a, seve que el valor ab-

\ 2y gfp?
soluto de 1‘/
. @

- €5 menor qne o ; juego la cantidad inte-

rior al paréntesis es posiliva aun en este casg : luego en to-
dos casos deberemos tomar el signo - v por tanto el 1adio
vector del foco izquierdo es

I"!fl}fzaﬂllﬁ ﬁ'\‘-/ﬂﬂ'—bg

a
En adelante, con objeto de abrévial, representaremos
por ¢ la cantidad Vg ape que se lama escontricidad de la
clipse; y asi entre a, b ¥ ¢ tendremos la ecuacion
=a*—b', 6 aP=p2d¢2,
Los valores de los radios vector es serdn pot lo tanlo

_ ~
1. Si sumamos los dos valores de FM y F'M, lendre—
mos FM-L-FH=2,
Luego & suma de tos radis vectores de un punto cualguierq
de la elipse es constante ¢ wual al gje mayor .,

Corolario. Fi$~ M. S punio M esid fuera de iq elipse,
i suma MF--ME de sus dps distancias d los focos os mayor que
Dow al L Lo Betpera. oo Al Lo

I R % R

P=a—20, PM—qy
@ 13
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9a; y si el punto NU estd dentro de la elipse, la suma M'F--MTF"
de sus dos distancias & los focos es menor que 2a C
Fn efecto, tirando la rectd NI, tenemos evideniemento

MFL-MF >NF4-NF';
y puesto que NF{-NF'=2q, seld
B MF-LMF >2,
Si el punto M’ estd dentro de la elipse, tendiemos
MFLMF<NF{-NF',
$ bien MF+MF<2a.

Reciprocos. 1.° 8ila swima de las distancias de un punte &
fos focos de la elipse es igual ol cje mayor, dicho punfo corres—
ponde & la elipse. 2.° Si la swina de las distancias de un punto &
los focos es mayor que el gje mayor , dicho punto estd fusta de la
elipse. 3.° 8i lo. suma de las distancias de un punto & los focos es
menor que cl eje mayor , dicho punto estd denfro de lu elipse’
[Geometria 24]. . _

Vemos, pues, que la propiedad [141] corresponde es—
clusivamente 4 los punios de ia elipse. Se puede, . segon es-
1o, definir la clipse diciendo: que es una curve en lo que lo
suma de lns dos distancias de cado uno de sus puntos & dos pun—
" fos fijos es una carludad constunte; y efectivamente, de esta de-

finicion de la elipsc dedugimes en el niimero 40 la ecuacion
de esta curva. '

112. En virtad de esta propiedad de la elipse puede
constiuirse esta cur va , dados sus ejes, por punios y tambicn
por un movimienlo conlinuo _

Fig. 92. Para construii la elipse por puntos, se deter-
minan en primer Jugar los focos Fy I, se marca sobie el
c¢je mayol un punto cualquiera P, intermedio entre los focos,
y haciendo centro sucesivamente en estos dos puntos, se des-
Ceribiran con el radio AP dos arces; haciendo cenlio en se-
guida en los mismos dos focos, se desciiben con el radio cp
otros dos arcos, que cortardn 4 los anteriotes en los cuatro
puntos ¥, M, N, V', los cuales eortesponden & ia elipse. To-

-mando otro punto inictmedio entre los focos, y ‘haciendo la
misma consliuccion, se hallatan.otros cuatro. puntoes, y del
mismo modo e pueden hallar tanlos puntos como se quieran.

Demostremos primeramente que los dos circulos trazades
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desde los focos con los radios AP y €P sc cortan en dos
punlos. _

tin efecio, Ia distancia FF' de los eentios es menor que
la suma AC de los radios, y mayor -que la diferencia de es-
1os radios, la eual es CP—AP—FP_FP. Pero si el punto
P se tomase en F 6 F', 1a distancia de los ceniros seria igual
4 la diferencia de los radios, y por tanto las des circunferen-
cias se focarian interiormente en los punios 4 v C, da-
dos ya. Finalmente, si ¢l punto P se tomase en P, foera de
los focog, la distancia de los centros FF seria menor que la
diferencia de los radios CP'— 4 P'=CF—AF + FP'=FF -} FP';
luego una de las cireunterencias seria interior 4 la ot1a, y
por tanto no se cortarian.

Los puntos M, NV ... son puntos de la elipse, puesto que
la suma de sus dos distancias 4 los focos es igual al eje
mayor . _

Para construir la elipse por un movimienie continuoe, se
fijan en Ios focos los estremos de un hilo, cuya longitud sea
igualal efe mayo:; se pone tiranie este hilo por medio de una
punta 6 eslilo, y esta punta, moviéndose dé modo que esté
siempte tirante el hilo , describird la elipse ; pues en coal-
quiera de fas posiciones de dicha punta se verifica que la
suma de las dos distancias & los focos es igual al eje mayor.

113.  Directrices.  Se llama direstriz do una curva de se-
gundo giado la 1ecty representada por la ecnacion que resul-
ta igualando & cero lg espresion ordinaria del 1adio vector.

| Determinemos segun esta definicion las directiices de la
elipse.

¥ 3 v e N i ‘:m
La espresion del radio vector del foco positivo es b

. , . [
¥ la del 1adio vector del foco negalive es a—f——d— ; lnege las

ecuaciones de las directrices de Ia elipse serdn

o e
a___—-:O, G—!—‘:O,
@ )
de las cuales resultan
2 GZ
T ey oty
c ¢

luego la elipse tiene dos directrices paralefas al eje menor.
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Fig. 93. Para construitlas, observaremos que el primer
valor de z es unatercera piopoicional 4 ¢ y a: haremos
pues centro en 0 y describiiemos con el radio Od==a un
arco gue coilard en M 4 la perpendicular levantada al eje
yor en el foco, tiraremos el 1adio OM, y pot el punto M la
MD perpendicuiar al radio OM; y setd 0D el valor de 2,

puesto que
: OM*=0Dx0F, 6 a>=0Dxe,

de donde Oﬂia?n
Tomando OD'=0D, y levantando por los puntos D y B’
dos perpendiculares DR y D'R’ al eje mayor, cstas perpen-—
diculares seran Jas directiices de la elipse.
Hallemos la razon de los dos distancius de wn punto cual~
quiera M de la elipse ol foco y directriz corr espondiente.
Tenemos

4 2
JvF:a—fai NP=8P—SN=0D—z="_
c

. a-cx
. AF a__ o @ ¢
X [s] -T—:_'__x""_—:‘— N
lueg NP2 a—ex @

e PR
[4 [

Luego las distancias de un punio cualquiera de o elipise al

foco y directriz correspondiente son entre si coms Iy escentrici—
dad al semigje mayor .
Arncuro 4.°

Pardmetro de la elipse

114 Haller lo ecuacion de g elipse tomando por ejes de
coor denadas el efe mayor y la perpendiculur 4 esie eje levantada
en ¢l vérlice izquierdo. . '

Fig. 94. SeanCx'y Cy' losnuevos cjes: tendremos que pasar
de los ejes O, Oy & sus paialelos Cx’, €y Lasormulas gene-
1ales de transformacion de este caso son r=ux'ta, y=y+b,
siendo 4 v b las coordenadas del nuevo 0iigen con Tespecto
4 los cjes primitivos. Actualmente laabscisa del nuavo otigen
es —a v su ordenada cs 0; luego las frmulas de transfor—
macion seran. g=1v —a, y=y'. Sustituyendo estos yalojes

X
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. b
en la ccuacion y==—(a*—2%), tendiemos
@

2
y?= —;); (agm(w’ —a)z),

- : 9

o ¥ _ﬁi Rasr'—

f2

{i4. La ecuacion, que acabamos de hallar, puede escri-
birse asi:

25 . B
'y *+ /2.
IR A
Y e
202
el coeficiente , quc tiene @ en esta ccuacion, se llama
a
L . 28 b
pardmetro de la elipse; v como — = S Ve que el
i a

pordmetyo de la elipse es una lercera propor cional al ejema JO'F Y
al menor.

La doble ovdenada que pasa por el foco de la elipse, es @"g,rual
al pardmeiro.

En efecto, pongamos en la ecuacion ordinaria de la elipse
cn lugar de = la"abscisa ==¢ del foco, en cuyo- caso el valor
cortespondiente de 3 serd la ordenada que pasa pot este
punte, y tendremos

B,
gﬁ::? (F—c"};

v como o® — =02, serd

el L
fuego la doble ordenada serd , que es el pardmeltro.

2

. . 2b . '
Si Bamamos 2p al parametro , sera B=ap, y sus-
&

tituyendo este valor en la ecnacion de la elipse 1eferida &
suvéitice, serd

2 I e
?22;}}-._33:
y'=2pr—-

ceuacion de la clipse refevida 4 su vértice y pardmetio.




Articuzo 5 °
Tangenles ¢ la elipse. -

115, Hallemos la ecuaci'on de la tangente a ia elipse en ol
puiko cuyas coordenadas sean X' €y

Ei coeficiento angular de la tangente 4 una curva en un

punto(w’, ') ¢s — I La eouscion ordinaria de la elipse cs
r
Ggya—l—bzmz 2{]1:0'
fuego fL=2b%r, f,,==2a’; vy por consiguiente
fe. oz’ b
NG
Tal es Ja espresion del coeficiente angular de la tangente
dla CllpS[z ’u bien, puesto que los ejes son ahora rectangu-

lares,—-’-—;—, es la tangenle del angulo que forma la tangen—
@y ’

“te d la elipse con el eje de ab%clsas

Por consiguiente la ecuacion de la tangente, recta que
pasa pot-el punto de contacto (x', 4, ¥ cuyo eoeficiente an-
gular es conocido, serd
f y

. b "
y—--y __-agyf (""U_g’ )J

que se puede simplificar. Para eslo, quilo el denominador ¥
efectlio la multiplicacion mdlcada, v tendré

a*yy —aty = —b*zy b 5"
6 a*yy +bax'=a - Pa'®:
nmag, por coriesponder.a', la elipse el punto (¢',y'), tenemos
oy L Pt =a’t; T
luego la eeuacmn de la tangane & la clipse serd
a*yy +baw’ ==a’h’,

que es ficil de 1etener pcu su semejanza con la ecuacion. de
id ellpse
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H6.  Discusion del coeficiente angular de la tangente §
1a elipse.

Llamando T al dngulo que forma la tangente 4 la elipse
en ¢l punto (#, ¢') con el eje de las x, tenemos

3 F
tg F—=— ﬁgm—{ .
u’y

Supongamos que ef punto (2, ¥} cottesponda al evarte
de elipse superior de la derecha.

Si «'==0, vy por consiguiente y'=bh, serd lgT=-—0, ¥
por tanto —180": luego la tangente 4 la elipse en el estre-
mo del eje menor es paralela al eje mayor. '

‘Si &’ va ereclendo, 4 iid disminuyendo, y por tanto tg 7'
crecetd negativamenle: luege el dngulo obtuso 7 ird dismi-
nuycndo. '

Si a'==a, y por consiguiente y'==0, serd tg T—oo0, y
T=90": luego la tangente en el vértice de la elipse es per-
pendicular al eje mayor.

Supongamos ahota que el punio de contacto (2, ¥) cor-
responda al cuarto de elipse inferior de la derecha, en cuyo
caso & es positiva ¢ ¥’ negaliva

Si desde y'=0 c1ece 3’ negativamente, y por consiguien-
te disminuye #', tg T serd positiva, & ird disminuyendeo;
luego el dngulo T, que forma la tangente con el eje de abs-
cisgs, va disminuyendo desde el valor 90°.

St y'==—1, y por consiguiente #'==0, serd tg T—0, y
T=0. Vemos, pues, que los dngulos que las tangenies 4 la
semielipse derecha forman con el eje de abscisas pasan por
todos los estados de magnitud desde 0, que es cl que forma
la tangente en el estiemo inferior del eje menor, hasta 480°
que es el que forma con el mismo ¢je la langente en el es—
iremo superior del cje menor.

La simetifa de las dos semiclipses derecha & izquierda
piueba que los dngulos que las tangentes 4 la semielipse
izquierda forman con el eje de las @ pasan pot los mismos
estados de magnitud; lo que tambien pucde hallarse dirceta-
mente discutiendo Ja espresion de 1g 7' -

117, Habiendo hallado la ecuacion de la tangente & Ia
elipse, 1esolveremos ahora con respecto 4 esta curva ios ties
problemas que 1esolvimos generalmente en el nlimero 63.

Problema 1° Conociends la posicion y magnitud de uno de
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los ejes de la elipse, y wn punto de esto curva, tivarla por esty
punto una taigonte; estando 6 no construida lo curva (1),

Fig. 93. Supongamos en primer lugar que se conozca
el eje mayor AC Sea M el puiito por el cual sc ha de tirar
Ja tangente: haciendo =0 en la ecuacion de la tangenle a
la elipse, en cuyo caso » serdla abscisa OT del punto en que
Ja tangente coria al eje de las « (2), tendremaos

0T o =a2b?,
de donde OT= %—; lo que nos dice gue la abscisa del pié
L 3
de la tangente & la elipse es una tercera proporcional & la
abscisa del punto de contacto y al semieje mayor.

Para construir esta tercera proporcional de una maneraele-
gante, prolongaremos en elscatido positivo la otdenada MG

" del punto dado M, desde ¢l punto. O deseribilemos con. el
radio 04 -un arco que cortard & dicha ordenada indefinida
en un punto N, tiraremos el radio ON, y por el punto N una
petpendicular 4 este radio, y tendremos fa OT que serd la

_tercera proparcional  pedida. S

En efecto, el tiidngulo 1ectangulo ONT nosda

ON*=0T%00,
. 2
6 o' —0Txg', de donde O0T= a—,

. %

Tirando pues la recta MT, esta. sera la tangente.
Fig. 96. Supongamos ahora que se dé el eje menor BD

{1) Curlquiera quesea el eje dela elipse que se conozca, llaman-
do 27 & -4 las coordenadas del punto dado, tendremos la ecuacion

aty - bat—g2,

ecuacion que nos dard la b, siesconocida laa, y al contrario. Vemos
pues, que los datos de este problema sonsuficientes para llegar d co-
nocer la magnitud y posicion de los dos ejes de la elipse, y por tanko
dichos datos equivalen 4 darse la elipse y un punto de esta curva,

{2) En adelante por abreviar, llamaremos péé de la tangente 6 de Ia
normal al punto en que cada una de estas rectas cortaal efe de las #.
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y ¢l punio M que ha deser el punto de contacto. Haciendo
z=0 en la ecuacion de la tangente, serd

@*.OT.y'=a*t*, de donde OT =,
: )
tercerapropoicional 4 y' v 6. Para consiruirla,. desciibo con
el radio OB=b desde el centio O un arco que corfard 4 la
abscisa M dal punto M en el punto N, tiro el radio ON,
¥ poi el punto ¥ la perpendicular NT 4 este radio, v se1d
OT 1a lercera propotcional,
En efeclo, cl tiidngulo 1ectinguio ONT nos da

ON*==0Tx00,
b

y
Tirando, pues, la recla HT, se tendia la tangente 4 la
elipse en el punto M.

Problema 2.° Dadas In magrilud y posicion de los ejes de
una elipse, lLivarly una langente desde un punto (2, 8), -estando ¢
no consiruda ln curva.

La ecnacion de la tangente 41a elipse es

@y by’ =g,

Por hallarsesel punto (=,8) sobre esta tecta, tendremos

foi Y

P=0Txy, de donde O7T=

@Y by 2B

Tenemos ademas, por corresponder el punto (&', %) 4 1a
elipse, la ecuacion '
Y b =22,
Estas dos ecuaciones nos datan los valores de [as dos in-
cognitas o' & ' . : ) , :

- Eliminemos una de las dos ineognatas, ¥ por ejemplo:
paia esto, despejaremos i’ en la primera écuacion, y ten-
dremos
r e fruy
= — A
y =7 [4],

y sustituyendo este valor en [ segunda ecuacion, serd
@0 Q2 g’ L prary

(1,262 - -

__I_bszﬂﬁazsz
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6, suprimiendo el factor comun &2,
@ 0?2020 ax’ - D2arg’

: e _ + 't =a,
6 o/ (1o 0'8) 20’ — 0! (B ) =0,
de donde
@V R R R )

r= 26" +bg H

que se reduce a
, bza+5\/a2<’52+b ot —ath?
L= 2#. | bz

Habiendo hal]ado el valor de #', hallaremos el de y' sus-
tituyendo el de &' en la ecuacion [A] y asi resulta

a 6;0.\/(130‘+ bra®—a’h?
aﬁei_l_b?az !

Estos valores de 2’ ¢ ' resuelven el problema; y prueban
ademas, que siel punio dado esta fucia de la elipse (er; cuyo
- caso a*6t bR —’bt >0, y entogess los valores. de &y
son 1eales), # tiene dos valouﬁy otros dos ¥'; v po1 tanto
desde un punto esterior 4 la elipse se la pueden tiiar- dos
fangentes.

Si el punto dado («, &) estd en la mmna clipse, es a*6*-
bet—a®h*=0, y por consiguiente 2’ ¢ ¥’ no tiénen mas valor
que = y & lo que nos dice que por un punto dado en la elip—
se no se Ta puede lirar mas que ana sola fangente; lo que
sablamos ya

Finalmente, si el Jpunto dado (=, §) esta dentlo de laelip
se, es &252+bza‘ 2*h* <0, ylos valores de &’ & y' son imagi-
narios; y pot tanto desde un punto interior 4 la elipse no se
la puede tirar nmguna tangente; lo que evidentemente debe
ser asi

La constiuceion de los valores de &" é ¢ seria muy com-
plicada: es mas sencilla Ia constiuccion de la recta que pa—
sa por los dos puntos de contacto
7 En efecto la ecuacion

a6y blap—=nh?
es la ecuacion de larectaque pasa por los dos puntes de con-
tacto, puesto que reemplazando en esta ccuacion x éy por

y'=bx
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% &y, coordenadas de estos punlos, resulta la igualdad
cietta o
_ W6y - lPax ==a® 2. _ '
Para construir dicha recta, hallaremos sus puntos de in-
terseccion con los ejes, haciendo sucesivamente =0y =0,

y despejando los valores correspondientes de z ¢ ¥, que son
2 2

=, y==—. Constraidas estas dos {erceras proporcionales
[+ L]

#

4 i : a? b .
analogamente 4 las terceras proporcionales — 5~ del proble-
: 2y

ma piimero, se tendidn tos dos punios de interseccion de la
recta y los ejes; tirando esta recla, sus.interseceiones con la
curva, suponiendo que, esta eslé construida, serdn los dos
punios de contacto.

Proato veremos un método mas sencillo pata la resolo-
cion geométrica de esle problema, estando 6 no construida

& curva. ' : _
‘Problema 3 °  Dados los ejes de In elipse, tirarla wna fan—
genis paraleln & una vecta dada, 6 lo que es igual, une langents
cuya diveccion sea dade, estando construide & no In curva.

Sea o la tangente del angulo que la recta dada forma con
el eje de abscisas: como la tangente pedida debe ser paralela
4 esla recta, los dngulos que las dos forman con el eje Ox
serén iguales; luego .

by

. a*y' _
primera ecuacion que conticne & [as incognitas &' ¢ ' La
segunda ecuacion es evidentemente :

=1,

R o ) 7
Resq%endo estas dos ecuaciones, tendremos
, i , b*
i e Y ==-

— } —_—
_ FvV -5 =/t p2
Segun estas formulas, cada inedgnita tiene dos valores
ignales y de signo contrario; lo que asi debe ser, porque ya
se sabe que exisiiran en 15 elipse dos tangentes patalelas 4 la
reeta dada, ¥ que los puntos de coniacto estarin en fos es-
tremos de un didmetro [88, Corol.].
' No'nos detendremos en la constiuccion de estos valores,
porque pronto veremos un método muy sencillo para la so-
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lucion geoméliica de este problema, y olro mas sencille aun,
si la élipse estd construida. CoT

118.  Se llama subtangente la paite del eje de las o com="
prendida entre el pié de Ja ordenada del punto de contacto
y el pié de la tangente. L

Fig. 97. El valor de esta linea, la cual en el estado ae~
tnal de la clencia es de poca importancia, puede hallarse
faciimente en la elipse por los dos modos signientes: 1.° res-
tanto de la abscisa OT del pié de la tangente la abscisa #’ del
punto M de contacio, 2.° po1 medio del tiangulo rectingulo
MO, en el cual se conocen el cateto y' y el dngulo MTQ. De
cualquier modo, lamando 8¢ & la sublangente, serd

a*—g't

. ) ] w\f .
A48, Eeuacion de la normal é la elipse

Siendo la normal una perpendicular 4 la langente en e}

punto de contacio, su ecuacion serd [56]

—gy = 1 (ﬂ? /nf)
Y=y =- )
a’y’
. R P
s P~y =g to—),
que se reduce 3 ‘
By -~byx’ =gy
Haciendo en esta ecuacion y=—0, ¥ por consiguiente g=
ON , iendremos T _ '

u*
espresion que nos dice, que el pié de la normal 4 la semi-
elipse detechaestd 4 la derecha del centro, ¥ que el pié de
la normal & [a semielipse izquictda esta 4 Ia izquierda del
cenfro.

119.  Se llama subnormal Ia parie NQ del eje de abscisas

comprendida entre el pié de la normaly la ordenadadel pan-
to de contacto. ' : - :

' El valor de esta linea, poco importante, sc hallard en la

elipse ficilmente, restando la abscisa ON del pié de la normal

: de'la abscisa 2’ del punto M de contacto; & bien por el tridn-

_ gulo rectingulo MNQ; 6 en fin por ser una tercera propor-

15
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cional 4 la subtangente y ordenada del punto de contacto.
Resulta por cualquiera de estos modos, llamando Sn & la sub-
notmal, o . '
b’

120, Otra solucion geométrica de los problemas 1.7, 2.°

y 3.° sobte las tangentes 4 Ja elipse. '
;" Teorema. Los radios tectores lirados ol punio de contacio-

de la tungente & lu elipse forman dngulos iguales con lo tangente.
1.* Demosiracion. Fig. 97. La ecuacion de la normal

MN es grzy — by =c*x'y’:
haciendo en ella y==0, y por consiguiente x=0N, seta
azn ON R y'.‘:cszyr, _

9 .t
de donde oN=22.
)
r  e(a*ex’)
Luego FN=¢+ P
Y o(at—ex
FN:c——'cm . (¢ X :13);

. ot o
¥ por consiguiente
FN agt—*—(}‘.’b'
= o 1K
FN  d—cx 1K1
Ahora {1401,

ex’ @® e’

F M:fH— —_— 5
a a
i 2_‘ F
FM g B =02,
S a o
De estar proporeion y la [K] 1esulia esta otra
. FM _FN
FM ~ FN’

Tenemos, pues, que la normal MN divide al lado FF' del
trisngulo F'MF en partes proporcionales 4 los lados adyacen-
tes; luego [Geom. teor. 86, recip.] esta 1octa MN es bisectiz
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del angulo F'MF: nego lo normal & lo elipse biseca 6l éﬁ.gulé_
formado por los radios vectores tirados al puntosde contacto.
/7 Abora bien, siendo iguales los dos angulos FFMN y FMN,
{ sus complementos RMF" y TMF setdn tambicn ignales; que
es lo que querfamos demostrar, %
2«‘;;{)mnostracion._ El dngulo FMT=MTx—MFz; luego

Y tg MTe—tg M Fx
Trig. 16 tg FMTe= .
[Trig. 16] & T tg T, tgilFy

bz :
Mas tgMTr—— -Mg—; » taMFa—= ,i-' 551
@&y , prampatel
luego
b?m’ . < y!
e FMT— ay  F = =t D’ —ay =
ST ey wey—ag ey
'y (&' =)
blow' —ab® _ B(er'—a®) B

er'y —aley ey (cx’—a®)  of

’

Observando ahora que g MF z— , ¥ que por con—

ot

siguiente el cdleulo para hallar tg FFMT, seria idéntico al

_que acabamos de hacer para hallar ig FMT, con 1€ sola di-

ferencia del cambio de signo de la ¢; sin necesidad de efec-

tuar dicho edlculo, estamos seguios que resultaria tg FMT
% ’ :

z---;—,... Luego los dos dngulos FMT y F'MT, que iienen
i

tangentes iguales ¥ de signo contrario, son suplementarios:
mas el dngulo RUF’ es fammbien suplemento del F'MT; lue- \
go los dos dngulos FMT y F'MR, que ticnen e mismo suple-
mento, son iguales. _ : .
Corolario.  La tangente & lu elipse biseca el dngulo formade
por uno de los vadios vectores tirados al punto de contaclo y la
prolongacion del ofro: pues, siendo iguales los dos &ngulos
FMT y F'MR, ysiendo elangulo F'MA igual al Angulo SMT,
tesulta que los dos dngulos FMT y SMT son iguales.
- Reciproco. Lg bisectriz MT del dngulo TMS formado por
uno de los radios vectores tirados al punto de contacto y la pro-
- longacion del ofro es tangente & lo elipse; pues éi la bisectriz




|
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MT no fuese tangente, pot el punio M se podria tirar una -
tangente, y estd seria bisectriz del angulo FMS; es decir,
que este angulo tendria dos bisectrices diferentes; lo gue es
absurde. ) )

Es facil demostrar directamente por geometiia este reci-
1oco. :

P Fig. 98. Tomemos en la hisectriz MT un punto tual-
guiera R diferente del punlo M, y thremos lasrectas FR ¥
F'R; hajemos desde ef punie F la perpendicular FS 4 la bi-
seclliz, y titemos la RS: los tridngulos FMHO y SHO, que tie-
nen comun el lado M0, é iguales los dngulos adyacenies en
M y en 0, son iguales, y por tanlo MS=MF. Tambien por
la igualdad de los mismos tiidngulos es SO=F(, y por tanto
tas oblicuas RS y RF son ignales. Ahorashien, FR+RS>F'S;
laegn ' o

F'RI-RF>F'S, 6 FR+-RF>FM--MF, 6 FFR+RF>2a;
es decir, qug el punto R esla fuera de la elipse [#11, Reci-
groce 2.°]. Queda pues demostrado que todos los puntos de
ta bisectriz RT esian fuera de la elipse, escepto el punte M;
¥ que por tanto dicha bisectriz es tangente 4 la elipse.

121. De este teotema reciproco resultan las soluciones
geométricas de los tres prablemas.

Problema 1.° Tirar una tangents ¢ la elipse por un punio
dado en ella, conociendo el eje mayor y los focos, y estando cons-
truida 6 no la elipse. o '

Fig. 98, Tirense al punto de centacto los dos radios vec—
tores FM y F'M, prolinguese une de ellos F'M, y dividase en
dos partes iguales el 4ngulo FMS; la bisectriz MT serd tan-

/gente & la elipse. 7

{ Problema 2° Tirar wna tangente & la ebpse desde un puni~

56 esterior & ba curva, conociendo el eje mmyjor y los focos, y es—

tando construida 6 no lo elipse
Fig 99. Supondremos en primer lugar que la elipse no
esté construida,

Sean CA el eje mayor y F,F" Ios focos de la elipse: des--
de el punto dado I describo wna circunferencia con an ra--
dio igual 4 la distancia que hay entre dicho punto ¥y uno de
Yos focos, el F por ejemplo; desde el otro foco F' deseribo otra
cireunferencia con un radio igual al eje mayor; desde los
puntos S y §' de interseccion de ambas cireunferencias se
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tiran al foco F las dos tectas SF' y §'F', y las 1eclas FS y F§',
y desde el punio I las perpendiculares IM & IM’ 4 las reclas
FSy FS', y estas perpendiculares serdn tangentes & la elipse,
determinada por el eje mayor AC y por sus dos focos F'y I,
en Jos punios M ¥ M en que cortan & las rectas FSy F'§

Para demostratle, harewmos ver en primer lugar que las
dos cireunferencias desctitas desde les puntos I, F con las
radios IF v 2a se cortan; y para eslo, demosiraremos que la
distancia F'de los centros es menor que la suma JF-|-2q de
los radios, y mayor que su diferencia 20—I8 6 IF—2a, se-
gun que 2¢ sea mayer & menol que IF. ~

1.° Tenemos en el lridngulo IFF | JF <IF--FF' ; lue-
go con mayor 1azon  IF <IF--2a.

2 ° Segun [141, Corol}, es IF' -JF>2a, y por consi-
guicnie - IF>23—1F.

Si IF ¢s mayor que 2u, tendiemos IF' >IF—FF'; lue-
go con mayor iagen  [E'>IF—2a.

Queda, pues, demestiado gue las dos circunferencias se
cortan..

Para demostiar ahora que la tecta IM es tangenle & la
elipse en el punto M, lito la 1ecta MF. Siendo IM perpen-
dicular 4 la cuerda FS, la divide en dos partes iguales, es-
10 es FO==80; luego los dos tridngulos FMO y SMO son igua-
les; v por consiguicnie FM==M8, y el dngulo FMO es igual
al Angolo SHO. Siendo FH=5H, scinfiere que FM-LFM=
F'S=%a, es decir que el punto M corresponde & la elipse; y
siendo iguales los angulos FMO y SMO, la recta 10 bisectriz
del angulo FMS es tangente 4 la elipse en el punto M. Ti-

* rando la recta FM', se demostraria del mismo mode que Ia
recta IM' es tangente & la elipse en el punto M.
»~ Supongamos ahora.que la elipse esté construida.,

( Fig. 100. Desde el punto dado J deseribo una circtinfe-
_rencia con un radio igual 4 la distancia que hay entre dicho
punto 7 y uno de los focos, F por ejemplo ; desde el otro fo-
oo F' describo otra circunferencia con un radio igual al eje
mayor ; tiro las rectas FS y F'8,y los puntos M y M', en
que corten &la curva, seran los puntes de contacto, y por
tanlo las rectas JM & JM serdn tangentes & la elipse (1).

{1} Ya se ve quela constr uecion delas tangenties en gste caso, en gua
1a eurva esti construida,. es algo mas sencilla que enel caso antenor.
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Se demuestra, como en el caso anterior, que las dos cir-
eunferencias se cortan, :

Para demostiar que la recta I estangente, tire las rec-
tas M, KT y 8I, y tengo evidentemente FW=SM; lucge
los dos tridngulos FRIT , SMI: que lienen sus fres lados res-
pectivamente iguales, son jguales, y por lanie son iguales
Yos dos dngulos IMF & IMS: siendo estos dngulos iguales,
sus suplementos FMT v SMT tambien son iguales; y por
eonsigniente la recta 17 es tangente & fa elipse. Del misme
modo s¢ demueﬁs\ll'a que la recia JM’ es tambien tangente &
1a elipse {1). !

Pioblema 5.7 Conociendo el eje mayor ¥ Ios frcos de ung
elipse, y estando esta curva constyuida, ¢ simplemente delermi-
nads por estos datos, frarla wne fangente parvalels & uno recla
dada. '

Fig 101.  Supengamos primeramente que la elipse no
esté consiruida: sean CA el eje mayor, Fy F' los focos de
1a elipse y HK latecta & la cual hande ser paralelas las tan-
gentes. Desde uno de los focos, F por ejemple, tiro 4 la
K una perpendicular FP indefinida en ambos sentidos, des-
de el otro foco F” describo con el radio 20 un arco que cor-
tard 4 esta petpendicular indefinida en des puntos P y P,
pues la distancia de la misma perpendicular al foco F es &
lo mas igual & FF'; tiro las rectas FP y F'P, y por los pun-
tos medios 0y ' de las rectas FP y P tiro las paralélas
UM y M 4 la recta dada, y estas paralelas serdn las dos
tangentes & la elipse en los puntos M y M',

En efecto, siendo MQ paralelad la HK, y por consiguien-
te perpendicular 4 la FP en su punto medio (3, es MP==MF,
lnego F'H--MF—=F P=2%; luego el punto M corresponde &
ia elipse; y como la M( es bisectriz del dngulo FHP, se in-
fiere que es tangente 4 la elipse en el punto M. Del mismo
modo se demuestia que la M'Q" es tangente & la elipse en el
un punto M.

51 la elipse estuviese construida, los puntos My W’ que-
darian determinados en las intersccciones de las rectas F'P
v F'P con la curva. ,)

(1) Aplicando esic método al circulo, que s una elipse cuyos dos
focos estin reunidos en el centro, resulta un método muy sencillo, para
tirar una t2ngeate al circulo desde un punte esterior 4 ]

F e
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Aniicuio 6.°
 Cuerdas suplementarias de I elzpse.

f 1922, Fig. 102, Lldmanse cuet das suplementaries de la
Slipse dos cuerdas A'M y C'M viradas desde los esiremos de
un didmetro cualquieta A'C 4 un punio cualquiera de esta
gurva

El producto de lus tangentes de los dngulos que las cuerdas
suplementar ias foyman con el eje mayor de lo elipse, es constanie

s b . )
¢ igual & — %:2—..

Llamemos « v « & los ngulos MEx y ME'z que las cuer-
das suplementarias A'M y C'M forman con el eje mayor de la
elipse; sean % € ¢ las coordenadas del punto M, &' 6 ¢ las
coordenadas del estremo A’ del didmetro, —g'y —y serén
las coordenadas del otro estremo C': tendremos pues [55]:

Y=Y e YTV

fou—=. e

gr= o 8=
. , yzmyfz
uego tea tga'=—"——.
} g . e g mg__lmrg

Ahora bien, por hallarse les punies M y A4 sobre la
elipse, tenemos

P, g (s
G’E H y _ az r

. B B
7 ey ? 1
luege  y>—y'= F(m %) z_.a;(mz—--m”) :
sustituyendo este valor en el de g e tgo, resulia
. b

Si ias cuerdas suplementarias ANy (N salen de los es-
tremos del eje mayor de la elipse, el teorema serd tambien
cielto, y se demostrard con mayor facilidad del modo siguiente.

Sean x4 & ylas coordenadas del punto N: tendremos

-y ¥
=T g G
tgA e 8 e
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y!
. . xi‘—'-la
Mas por haltarse ¢l punto N sobie Ia elipse, es
2
y _____Ei(mz__ag);

luego te NAx tg O==

tuego sustituyendo este valor en la espresion de igNAx tg C,
tesulia o
z

' b
tge NAz tgC= -5

Cotolatio.  Si a=b, en cuyo caso la elipse se trasforma
en circulo, serd tgx tga'="—1; lo que prueba que en of
cireulo dos cuerdas suplementarias tualesquiera son perpendicu—
fares enire si, 6 bien que el dngulo inscr iplo, cuyos lados pasan
por los estremos de un didmetro, es recto

Reciproco.  8i ef producto de las tangentes " de los dngulos
que forman con el efe mayor de la elipse "dos 1eclas que safen

. - b2 :
de los estremos de un didmetro, es igual :i--—; s ol punto de

interseccion de estas dos rectas esierd en lo elipse.

Este reciproco se demuestra facilmente por reduccion al
absurdo [Geom. 32]; y tambien es facil, y conviene, demostra-
lo directamente. = : :

Cotolario.  8ipor los estremos de un digmetro cuglquiers
AC se tiran dos cuerdas ANy CN poralelas & otras dos suple-
mentarias ANy M, dichas dos cuerdas AN y OGN serdn tam~
bien suplementarius. -

En efecto, tenemos, por ser paralelas Jas cuerdas A'M
y AN, :

- tge=1ig NAz,
Y por la misma 1azon tge' =tg C;
luego g o tga'=1tg NAz tg C; _
Y pues, por ser suplementarias las cuerdas AM y CH, es
& : b
1ga tgu'e= — serd tambien g NAx tgC=— s luego,

Segun el teorema reciproco fltimo, el punio ¥V de intersec—
cion de las dos cuerdas AN y CN estard en la elipse, 6 lo
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que es igual, las dos cuerdas AN y CN gon supiementarias,
423. El teorema [122] nos da méiodos muy sencillos parala
resolucion geométrica de los problemas primero ytercero so-
bre las tangentes 4 la elipse, estando esta curva construida.

Problema 1.° Tirar por un punto dado M en I elipse
e fangente d esta curva.

Fig. 103, Tiro el 1adio OM, pot el estiemo del eje
mayor AC una paralela CN & este radio, su suplementaria
NA, y por el punto M una paralela MT 4 esta cuerda, y
la recta MT sera la tangenle 4 la elipse. -

1% Demosiracion. Tenemos [55], Hamande 7' & ¥ alas

g '
coordenadas del punto M, g MOr= ig C:‘L; pero tg & .

:UI
Az =" - Tuego ta Nd W= — U= s deci
tg..f, xr _f_ prE uego tg NAp— g xre= ) agy,, €5 Geclr

que la reeta MT' forma con el eje de las # igual dngulo que
el que la tangenle en el punto M forma con dicho eje; lue—
go la MT coincide con la tangente, .6 es la misma tangente.
2.* Demostracion , independiente del teorema [1221.
La cuerda AN estd bisecada por el radio OM, puesto que
A0 AC :: AR i AN:
y come la tangente titada por el estremo del didmetro es
paralela- & las cuerdas bisecadas por &1, resulia que la para—
leta MT 4 la cuerda AN es la tancente 4 la curva (1) -
2.° Tirar & la elipse una tangente paralela d una recia dade.
Sea BI} la recta dada: por nno delos estiemos A del eje
mayor 1iro la cuerda AN paralela 4 dicha recta, su suple-
mentaria CN, y por el centro la 0¥ patalcla 4 la CN; ire

(1) Segun esto, se pudiera hallar Ix ecuacion de la fangented la

elipse desde un prineipio, sin fundarse en ninguna teoria; del modo
sigliente: : :

- Fenemos o -

g NAz 1g C:—g 2 lg J;!O;;:;zf_;
T

luego

hzi’f’ - . .
tg NAp= Lg.}fi”.r:—- e coeficiente angular de 1a tangente.
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finalmente la MT paiatelad la BD, y se iendid la tangente.
Se demuestra del mismo modo que la solucion del pro-

blema anteiior. : :
194, Fig. 404, Hallar ol dngulo M que forman dos cuer-
das suplementarias que salem de los estyemos A yC del ee

MAyor

Tenemos. . M=MAz—MCx;
y tg MAx— g Mo |
fuego LgMﬂi-—l'—thAm.‘ igMCz’
‘ M A Y o M T
pero t Mflmtw__a, tg Mcxrf.a:{—a’
y ¥
PP 2
luego lgM:‘-—m u CH = 2—1_,-23{ . .
11- I8 &Y

! 332 — a%

Eliminemos de esta espresionla #, con objcto de gue no
haya en clla mas que una sola variable La ecuacion de la
elipse nos da ' :

X a‘ETE
g;ﬂ—-a‘*:-——gé-;
sustituyendo, tendiemos
- y
tigM—= i
i/ '—'—b—;'
. 2ah?
) g M =——c;y' _

Gomo & uno y-otro lado del eje mayor hay dos puntos M
para los cuales tiene y el mismo valor, se infiere que sepue-
den construir ‘'dos sistemas de cueidas suplementarias que

(2} Hemos ‘hallado esta térmula suponiendo que el punto M estd
en la_parte superior de la elipse, ¢ to que es igual, suponiendo quey es .
positiva. Si el panto M tuyicse ordenada negativa, hallarjamos la for-

»

mula tg 1}[—.:2“_:?:_
ey
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:saliendo de los estremos del eje mayor foum,n el mismo

angulo. s
. , 24
Discusion de la formulalg M==— oy

Si g crece desde 0 hasta b, el valor absotuto de tg M dis-

.

S 2ab .
minuird desde oo hasta -1—&#; y como disminuyendo el valor

ahsoluto de una tangente negalwa el valor del dngulo va
creciende, se 1nﬁereque el dngulo M crecerd desde 90° has-
ta el dngulo obiuso formade por las cuerdas suplementarias
tiradas 4 los esliemos.del eje menot; el cual es por lo tanto
el mayor anguio que pueden formar dichzs cuerdas.

425,  Tiremos desde ¢l véitice M el didmetio MOM' y la
cuerda GM': csla cuerda serd paralela & MA, puesto que son
ignales los triangulos MOA y M'CO; v por consiguiente tam-
bien lo son los angulos alternos AMO y CM'O: siendo la
enerda CM' par alela 4 M4, el angulo MCH', que forman las’
dos supiementanas MCy MC, es suplemwto del 4ngulo
AMC; Tuego el angule MCM' cs acrudo :

Estosu pueqto tenemos

© AMCLMCM ==2R,

ABC--BCD==2R;
luego AMC+-MCM = ABCL-BCD,
o MCM —BCD=ABC— AMC;

y pues el segundo mlembm es posilivo, tambien lo sera el
primero, es decit que el dngulo agude MCH' es mayor que
el agudo BCD.

Lucgo el dngulo de dos cuerdas suplementarias cualesquiera de
lu elipse no puede ser mayor que el formado por las suplemenia~
vias qgue, saliendo de los estremas del efe mayor, se¢ veunen en un
esiremo del eje menor, ni puede ser menor que el for mado por
lus suplementarias que, saliondo de los estyemos -del eje menor, se
7euneii en wh estremo del eje mayor.

126 Fig 105, Dados los ejes dela elrpse ‘hallar la posi-
cion de dos cuerdns suplemenlay ins que formen un dngulo dado
compr endido enire los limiles deferminados ya.

Sea = el valor de la tangente del dngulo que han de for-
mar las cuerdas suplementarias, y supengamos plimeramen-
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te que este Angalo sea obluso, y poi tanlo « negativa: hemos
haifado [124]

2ali
ot — ——
3 5
: &y
de lacual resulta
2ab?
Y= —
¥ yom
Xhora, la cenacion dela elipse nos da
2,42
, %
1i—=a— —:l—
b<

sustituyendo en esta ecuacion ¢l valor de ¥, y reduciendo,
resulta

Tenemos pues que las coordenadas del vértice del angu-
To M son _
——— T 2ab*
— L yee ety —
cﬁ.a_ G'Cx
ambas positivas; y las del punto N son
O sy DL
A =l Y e ‘
e wiy ota
la primera negativa y la segunda positiva. (Quedan pues de-
terminados los puntos My N, y por lantolos dossistemas de
cuerdas suplementaiias que resuelven el problema.
‘Supongamos ahora que el dngulo, que han-de formar las
cuerdas suplementarias, sea agudo; su suplemento serd ob-
tuso. Construidos como en el caso primero los dos sistemas de
cuerdas suplementarias MA y MG, N4 y NC que formeneste
angulo obtuso, se cansiruirdn en segnida los paralelégramos
correspondientes AMCM, ANCN', y se tendrén los dos siste-
mas de cuerdas suplementarias AM y AM', AN y AN, 6 los
CMyCM', CN y CN', que serén los pedidos.

Para demostrar que AM y AM' componen un_sistema de
coerdas suplementarias que forman el dngulo dade, tene-
mos, por ser suplementarias las cuerdas AM y CH,

b’.i
g MAx, tg MCp—=— —;

al
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mas estos dos dngulos son los mismos que los que las cuérdas

AM y AM' prolongada forman con el eje mayor; fuego el

producto de las tangentes de los dos dngulos que las doscuer-
2

El

das AM y AM' forman con el eje mayor s —E luego [122

Recip 1 estas cuerdas son suplementarias .

Respecto del 4ngulo que forman, es evidente que es el
pedido, puesio que es suplemento del dngulo M.

127. Dada una elipse, construir un sistema de cuerdas suple-
menltr ias que formen un dngulo dado, comprendido entre los I{~
miles conocidos. _ '

Si el angulo que han de formar las cuerdas suplementa -
tias, ¢s obluso, se conslruird sobre el eje mayor un arco capaz
def Angulo dado, y desde los dos puntos, diferentes de log vér-
tices de la elipse, en que dicho arco corte 4 la curva, se tira-
ran fes dos sistemas de cuerdas suplementarfas 4 los estremos
del cje mayor, los cuales resolverdn el problema. Si el angi-
To de las cuerdas suplementarias ha de ser agudo, se hara la
misma construecion sobre el eje menor. 3

Arvicuro 7.° e

Didmetros conjugados de la elipse.

128.  Hallar la ecuacion de los didmetros de la elipse.
Aplicando la 1egla general [88] f, .m-tf =0, dicha
ecuacion seréd a’y . m 4- ’z==0, que puede hallarse directa
mente por el mismo razonamiento segnido en el niimero 85,
129.  Como esta ecuacion es de primer grado, y la satis—

facen las coordenadas 2:==0, y=={, se inficre que esta ecoa-

-cion representa una recta que pasa por el origen, que actnal-

mente es el centro de la elipse: luego fodos los didmetr os de la

(elipse son lineas rectas que pasan por el centro.

130.  Fig. 107. Reciproco. Toda recta 07, que pase por
el centro de lu elipse, es didmetro de esta curva,
En efecto, la ecuacion de toda recta 00 que pasa por el
cenlro, origen actual de las coordenadas, es y=—=nz:
La ecuacion del didmetro, a’y.m --b6z=0, nos da
2

S 2 . Siendo m la tangente del dngulo que las cuer—
a*m

das bisecadas por el didmetro forman con Oz, es claro que m
puede tener un valor cualquiera positivo 6 negativo. Iguale-
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o, — :
mos, pues, — —— 4 la tangente n, en cuyo caso tendid m
’ e .
' b® .
el valor posi?]e — y se1a y=1ng la ecuacion del did~

metro que biseca & las cuerdas que forman con el gje Ox
2

. . b
un angulo cuya tangente es —-—
asi

. Yemos, pues, que este

didmetio coincide con la recta OQ que pasa por el eentro; lue-
go esta recta es un didmetro.

Corolatrio.  La tangente & la elipse tirada por uno cualquiera
de los dos estremos de un dibmetro es puralela & las cuerdas bise-
cadns por dicho didmetro

Pues si ' & ¢ son las coordenadas de uno de dichos estre-

mos , como este punto corresponde al didmetro, tendremos
: -

la 1elacion g’ mt-b2r'=—0, de donde m=——

ol que es
precisamente la tangente del 4ngulo que la tangente 4 laelip-
ge en el punto (#', ¢y forma con ¢l eje Oz ; luego esta tan-
genle y las cuerdas bisecadas por el diametro forman anguolos
iguales con el eje Ox, y por tanto son paralelas.

{54, Repctlremos ahora, valiéndonos de la ecuacion ordi-
naria de la elipse, lo dicho [89 y 90] acerca de los didmetros
conjugados de las curvas de segundo grado.

Se llaman didmetros conjugados de la elipse dos didmetios,
. tales que cada uno biseca las cuerdas paralelas al otro.

~ 432, S un dutmetro de lu elipse biseca un sistema de cuer-
{das puralelas & olro, este biseca tambien los cuerdas paralelas
al primere, y por tawnio los dos didmetros son conjugados.

" Fig. 107. Supongamos que e} didmetro OQ biseque todas
las cueldas patalelas al didmetro OR; digo que esie bisccard
todas las cuerdas paralelas al didmetro OO

Llamemos m & 1a tangente del angulo ROw, m' 4 la del
angulo Q0x, y supongamos que OR' sea el didmetro que bi-
seque las cuerdas paralelas 4 0Q.

La ecuacion del didmelio 0G es afyxm-Fr=10, 6
% ]

4 b @; luego tg 00z 6w’ L ton del
= 0 tg 00z bm' —— . La ecnacion
g om0 T em
diametro OR’ que biseca todas las cuerdas paralelas 4 00, es
. b‘.’.'
2 P12 L ~
@y x i - Pr==0, 6 y=— —w,
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2

- 5 _
es deeir, que igR 0-:32—-W: peio de la ecnacion m'=w
“m
2 2

_%- resulta ——-—f—,zm; luego tg R'Oz=—=1g ROz; luego el
am atm

didmetio OR’ coincide con el didmetio OR: y por lanlo cste

diametro OR biseca todas las cuerdas paralelas al didme-—
tro OQ.

- 152, Acabamos de ver que entre dos didmetros conju—
. 2
gados de la elipse existe Ia relacion mm'=——; es decir,
Z

que el proflucto de las tangentes de los angulos que dos didmetr os
conjugados forman con’el eje mayor de la clipse, es constanie é
- %
igual & — —-; pero este teorema lo demostiaremos ahora de
a : _
otto modo.

Fig. 108, ‘Sean 4’ & y' las coordenadas del punte M, « -
o los dngulos que los diamelros conjugados OM y OM' for—
man con el eje mayor Ow: tendremos [55]

. tga=i

/ : B
Y tgd=tg MTp—=——rr;
. 2 ! i
luego o lgaige=— -ZT'T; % %ﬁ
: r o

De este teorema resulian las consecuencias siguientes:
1.2 8i un didmetro OM' ¢s paralelo ¢ una de dos cuerdas su-
- plementarias CN, su conjugado OM serd paralelo & o ofra cuer-
da suplementoric AN. '
En efecto, hemos hallado [122 y 152]
2

2

b r
tgClg NA?_J:—- = tg e tga :,ﬁ‘az

lnego tg G tg NAx—=iga tg«"

por suposicion a==C, y por consiguiente iga=1igC; luego

tg NAz=1ga' 6 NAw=d', es decit que el diimetro OM' es

paralelo 4 Ja cuerda AN, ' N '
2.%  En lg elipse, propiamente dicha, no hay mas sistema

14
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de dilimetros coujugados yeclangulares que el sistema de los ejes-

En efecto, en la elipse propiamente dicha, los semiejes
# y bson desiguales; luega igatge’ no es igual 4 —1, eomo
es necesario para que las dos rectas OM y OM' scan perpen-
diculares enire si.

Pero si la clipse tiene los cjes iguales, en cuyo caso se
transforma en circulo, resulta lga tga'=—1; es decit, que
en el clreulo todos Tos sistemas de diametros conjugados son
reclangulares; lo que por ofra paite es evidente

3.% Kl menor de los dos dngulos «, que dos diGinetros Lo -
gados forman con el eje mayor de la elipse, es agudo, y el mayor
o es obtuso; pues el producto de sus tangentes es negativo.

Set35 Fig 109.  Hallr lu ecuacion de lu elipse, tomando

por ejes de coordenadas dos didmetros conjugados;
La ecuacion de la elipse con respecto 4 sus ejes es
a‘2y2+ b2$2:a252-
Las formulas para pasat de los ejes rectangulares Oy, Oz
& los oblicudngulos 0y, 0z se deducen de las generales (43,
2.° caso], haciendo epn estas 8:=90°, y son por lo tanto
r=g' cose--§ cosa’,
y=u'sene§ sena’. | :
Sustituyendo estos valores en la ecuacion de la elipse
1eferida & sus ejes, se halla
@ sen’s’ | y*-;-a’sen usen o’ |22y f-atsen? « |1 =—ah?.
-8 ¢os*s’ | - bcosacosy -Lb*cos’s
Como, por ser los ejes Oz, Oy didmetros conjugados
e e ted te b : -
prolongados, es tg o tgo'—=— v
] a’sen« sena’ +-6°c0s 4 coso’ =0,
la ecuacion de la elipse con respecio 4 los didmetios eonju—
gados Oz, Oy sera .

- ‘ ]
X oo%en’y [ ytba? sento|at==gt.
+¥eos®’ | L 6? costa

Sean 0A'=0d, OB'=} |os semididmetros conjugados, §

introduzeamos estas cantidades en la ecnacion de la elipse. .
Haciendo en ella y'==0, es g2=ok¢'; luego '

(8*sen*a b2 gog? wya*=a%bt.. . [A]f
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da donde

e 253
afsen®e-- b2 cos? a.—:%
ta

Haciendo en la misma ecuacion #’=0, y por consiguien-

te y'==£b, se1d :
(a*sen?a’ 6% cos® o)) %=a®h® ... [B]

2

de donde
a
a*sen®a’-|-b?cos u'mm—.
bf

Sustituyendo, tendremos e Lo eowati

byt ettt
T T

9 ’
:1:2

6 LA
) b!z_l_. a’? 2

a2

o~

i

. B2
6 yi=a(ei—a”),

ecuacion de la misma forma que la de la elipse referida 4

sus ejes.

Noia. Se pueden hallar, sin valerse de la transformaci
de coordenadas, la ecuacion de la elipse referida 4 sus did=
metros conjugados y las dos férmulas {A]y [B].

" En efecto, siendo didmetros conjugados los ejes Ox', O/,
cada uno hiseca al sistema de cuerdas paralelas al otro; luego
4 cada valor de »' aorresponden dos de ', iguales y de sig-
no centrarie , y por tanto la ecuacion (que ya sabemos ha
de ser -de segundo grado) contendrd el término My sin nin-
gun término en y'. Tambien & cada valor dey correspon—
den dos de &' iguales y de signo contrario, y por tanto la
ecuacion debe conlener el #rmino Ma'® sin término en x'.
‘Haciendo o'=0, es y'=0B'; luego en Ja ecuacion dehe en-
trar un iéimino independiente de los variables; y por tanto
-1a ecuacion de la elipse conrespecto 4 un sistema coalquiera

3 de didmetros conjugados tendrd laforma
' My* \-Na*=P,

X,
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en donde es facil ver, que M, Ny P son cantidades positivas. -
Llamando ahora ¢’ y ¥ 4 las magnitudes 0A’ y 0B’ de los
semididmetios conjugados, é introduciendo estas cantidades
en la ecnacion de la elipse, resultard Ia ecuacion
@y bt =a'Th, g
Para hallar las férmulas [A] y [B], tiremos un radio cual-
quiela OM==r, y llamemos x ¢ y & las coordenadas Tectan-
gulares de su esttemo M, ¢ al dngulo MOz que forma dicho
radio con el eje Oz: tendremos evidentemente
Z==71C08w, Yy==rseny.
Como estas coordenadas deben verificar 1a ecuacion de la
elipse, serd
a2’ sen? o+ 6°r° cos® p==a?4?,
b r’{@’sen’ o--6° cos® )=a’6* (1)

Ahora, si en esta formula hacemos sucesivamente r=¢’,
g=a; r=V', p=¢’, tendremos fas dos formulas

a*(g*sen’ « b’ cos* o J==a?. (A1,
b'*(a* sen® o'+ cos® o' y=al2... [B].
4

134 Segun la formula tg « tg ul:._gé » st el dngulo «

crece, 010 que esigual, si el didmetro A'C’ disminuye [107],
tg« crecerd, y por consigniente el valor absoluto de tgs
disminuye, ¢ bién el &ngulo obluso «’ crece, y por tanto el
diametro conjugado B'D crece: si pues imaginamos que fos
didmetros conjugados coincidan en primer lugar con los
ejes, y se muevan en seguida de manera que el OA’ vaya
aprosimandose al e menor y disminuyendo por lo tanto,
en cuyo caso el OB ird aproximandose ai eje mayor y au-
mentando, es evidente que habra un instante, y uno sole, en.
que los dos serdn iguales. -
Fig. 110.  PropongAmonos, pues, averiguoy la posicion de
los dudmetros conjugados iguales de la ebipse, 6 lo que es lo

(1) Noes ficil que se olvide el modo de hallar ésta ecuacion, que es
la_ecuacion polar de la elipse, siendo el centro polo, y &l eje mayor eje
polar [véase el nimero 228] :

-
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mismo, los valores que tienen los 4ngulos « ¥ @ cuande los
diametros conjugados de la elipse son iguales.
Tenemos )
(a®sen®a ~-b* cos’ « Yo *=a’l?,
{a*sen?o’ 6% cos’ o )b =00
Sia’ y b son iguales, serd evidentemente
a® sen® a-6° cos?a==g? sen® o’ J- 6 c0S 2o,
a*{ sena— sen® « ) =b* cos® o’ — 05 «),
i a*{sen®e — sen® a")==0%( sen®a—-sen® o).

Hsta ecuacion no puede verificarse siendo sen®*z--sen® '
diferente de 03 tendremos pues sen *»— sen®«'=0, de donde
sena====sen «'t pero, siendo positivos los senos de lodos los
angulos, el signo - es inadmisible; luego sena=sena’, es
decir que los dos angulos « y o, que son desiguales y tie-
nen iguales senos, son suplementarios; y por consiguiente
tga==—tg o’

[T

2 b‘Z
Ahora, la ecvacion {g= tgo'=—— % nos dard tgfe=—,
a @’
b , b Lo
de donde tgo= - v iga'=~—- - Por consiguiente, como

L es la tangente del dngulo BAO 6 BCO, titando los dos

@
diamelros MN y PO paialelos & las euerdas suplementarias
CBy AB, las tangentes de los angulos MOA y POA seran

._b_y ‘—-_Z_; v pori tanto esios dos didmetros MN y PO, para-
@

‘lelos4 las cuerdas suplementarias CB y AB serdn iguales.

Luego para tivar en la elipse dos didmetros conjugudos iguo-
les, se tirardn las cuerdas suplementarias desde los estremos del
eje mayor G un estyemo del menot, y por ¢l ceniro dos didmetr as
paralelos & dichas cwerdas, los cuales sevdm los dos didmely 08 con-
jugailos iguales. _ ‘

Es facil confirmar esta constiuccion & posteriori, tanto pot
la figura, como por el calculo.

Ep efecto: 1.° los dos diametcos MN y PQ paralelos & las
éuerdas suplementatias CB y AB son conjugados, y los angu-
los BAO y BCO, que corresponden A dos triangulos iguales,
son iguales; luego los angulos MOA y POC, iguales ales BCA
y BAG, serdn iguales; luego tambien serdn iguales los angulos
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MOA y Q0A. Doblando pues 1a figura por la AC, caerd Ia se-
mielipse ABC sobre la semielipse ADC, porlo que el punto M
caerd sobie esta semielipse infetior; el semidiametio oM
caerd sabre el 00, y el punto M caerd sobre la tecta 00;
luego el punto M, que cae 4 la vez sobio la semielipse infe—
1ior y sobre Ia recta 0Q, caerd sobre el punio . Tenemos
pues que los semididmetros O} ¥ 00 son iguales, y por tanto
los didmetros MN ¥ PQ son tambien iguales.

Siendo iguales los angulos BAO y BCO, setrén igua-
les los dngules POC Y MO4; luego el dngulo POA 6 o sc1d
saplemento del HO4 6 «; ¥ portanlo :

sen® u=—sen*s, cost u= cos? '
¥ por consiguiente las férmulas (4] y [B] dan o¢'—p',

135 Teoremas de Apolonio.

1.° La sumade cundrados de los semidifmeiros conjugados
es igual 4 In sumg de cradrados de fos semiejes; es decir
ﬂ’?—i—-b’ﬂ:aﬂ—l‘bz‘ |
Se trata de averiguar la relacion que existe entre lag
ewatio cantidades @, b, 4’ y §'; es decir, se trata de eliminay
%y « enre las tres ecuaciones
(a?sen® at.h? cog? @)-a"==q?h?,
! 7
(6*sen*a’L b2 cog o )Eb’ﬂzazbz,

, b
tgetga =—-E .

Para esto, deduciremos de Ias dos primeras los valores de

tg= y iga, y sustituyendo en la tercera, se tendra la rela-
eion pedida. o
La primera, sustituyendo en lugar de sen®« ¥ cos® = sug
tgzcc 1 . 3 " .
valores I_—!_t—@,m en funcion de la tangenle, serd
2 ’ﬁt 2 2472 .
L L A

g T

b aga'ztg2a+-b2a’2=a2b2—}-azbz lg2a,
2e2_ g
de donde tg® m_—_f_(ff__f._)_.“
#*{a'*—p2) o
La segunda nos dard, eon solo mudar en esta ¢ en b,
R
tg A=

@ (62—t
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Sustituyendo estos valores en la tercera, 6 mejor en la

gcuacion
. %

igta tgte'= 7

que resuita elevando al cuadrado Ia tercera, tendremos
B {t—at) (b7 B
" (a7 =) (4*—b%) " a*’
(@ — ) (@ =)= (@) =),
akﬁaﬁb’i’._GEa’ﬂ+a’2b’2:a’ib’2__a’2b2__bﬂb’z__{_b&’
6 ¢t —a* (b2 o) = b —0 (a8,
ot —b' = (0> ?) (@ V).
Suprimiendo ahora ¢l factor comun a"—b*, resulia
e
29 El paralelogramo construido sobre los semididmatyos
conjugados es equivalente al vectingulo construido sobre los
semiejcs.

El area del paralelogramo construido sobre los semi-
diametros conjugados es [Trig. 110,.5.°7 a'b" sen (*'—a), ¥
¢l rectingulo de los semiejes es ab: se trata pues de demos
trarque estas dos espiesiones son iguales.

Multiplicande ordenadamente las ecuaciones [A] y (B,
tendiemeos ' '

a** (a* sens sen® o' a®® cos*a sen® «'-a*hsen” « cos®
-b* cos®u cos? o) =",

<]

Cim

: 3
La ecnacton ige tga’:-——-ﬂ; nosda
: TR : I .
a¥sefin sea'4-5° cosa cos ==l
y elevando al cuadrado,. '
a* senz sen® L b costa costa'=—20* senx sen ¢’ coS4 CoSa';
luego la ecuacion anterior seia
@b (> cos® o sen’a"La%® sen’® o cos’ o' — 2a%h® cose sena’
sena cos«y=0a"d", '
© @2 (cos® 2 sen’a/ |- senn costa'— 2 cose senu SeRa COS a’
;az 52, - .

© @b {cosasen o' -—senx cos ) =’

1 R N2

a 2b"‘(sen (= 7-—-{:)) =0t
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a'h’ sen (u'—a)z_a[).‘
Como el primer miembio es positivo, el segunde dehe
setlo tambien; ¥ por tanio tendremos
@b sen{a'—z)=—=qfp.
Nora. Lasecuaciones
0 LB,
ab=a'6'sen («'—z),

3

—— 1 @
p=lgaiga

D

contienen las seis cantidades Wb, o', 0y o' ¥ por tanto por
medio de dichas ecuaciones preden haliaise tres de estas
seis cantidades, dadas las otras tres, '

156 Problemas. 1. Dada una elipse, hallar sy contro,

Tirense dos cuerdas paralelas, y pot sus punles medios
una recta, y esta serd un didmetio; su punte medio serd
el centro.

- 2° Dado un didmetro AB (Fig 141] de ln clipse, hallar
su conjugado. . : : 7

Titese una cuerda EC paralelz al didmetro dade, poruno
de sus estiemos € otro djidmetio €D, la suplementaria ED
de la CE, y el didmetro FG paralelo 4 la suplementaria ED
serd et conjugado del AB; puesto que los dos 4By FG son
paralelos & dos cuerdas suplementarias CE y D[ {52, 1.4,

3.°  Dada wna elipse, hollay sus ejes.

Fig. 12, Tirese un didmeito cualquiera FE, y desde el
centro con el radio OF describase un areo que cortard en un
punto M & la elipse, tirense las cuerdas suplementarias ME
Y MFE, y por el centro las paralelas ACy BD dichas cuer—
das, y se tendidn los cjes.

En efecto, siendo cstas dos rectas paralelas 4 las cuerdas
suplementarias ME y MF, serdn dos didmets os conjugados:
el dngulo FME es recto ; luego el dngulo 40B 1o es tam-
bien; y por tanto los dos didmetios conjugados AC v BD,
que forman 4ngulo lecto, serdn los ejes [152, 2 T,

4.° Tirer en Iy elipse dos didmetr o conjugados que formen
un dnguls dado. _ :

Constiliyanse dos eyerdas suplementarias que formen un

angulfo igual al dadoe [1277, tirense dos didmetros patalelos
4 dichas cuerdas, ¥y se1én Jog pedidos,
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Como hay dos sisiemas de cuerdas suplementarias que forp-
man un dngulo dado, tambien habra dos sistemastde, didme--
. tios conjugados que formarn dicho angulo. .

. - Nors.  Los dos sistemas de didmetios conjugados se 1e—
: %ucen 4 uno solo: 1.° Cuando dichos didmetros conjugados
deben formar dngulo recto & ser ejes. 2.° Cuando deben for-
mar un_&ngulo méximo, es decir, un 4ngulo igual al que
forman las cuerdas suplementarias que salen de los estremos
del eje mayor y van & parar & los estremos del eje menot.

157. lLa ecuacion de la elipse referida & sus didmetros

cenjugados es
a’2y2_+ 6’2352_,_,_,___,,&'25-'2;
y del mismo modo que en [108]se demostrard que si el pun-
to (#, y) estd en la elipse, serd

. ﬂ'zyz—i—b'zﬁ——a’zb’zzzo,
si esld fuera, oy -H e — a0 >0,

y st estd dentro, oy~ b0 —0 22 < 0;
v los tres reeiprocos. ' :

158, 8i se quisiere hallar 1a ecuacion de Ia tangenie 4
la elipse referida & sus diAmetios conjugados, tendriamos
como en [115] ey L6y =a 2, S
blgm.'

siendo su coeficiente angular — ——
. ey

‘2

Ia abscisa del pié de la tangente es a::--{-b—f , valor que
: %

nos darla un procedimiento andlogo al seguido [147, 1.°]
“para constiuir la tangente 4 la elipse en un punto suye
(', ¥'), cuando se conocen uno de dos didmetios conjugados
y el dngulo que estos forman. .

Fig. 113, En efecto, sea AC el didmetio conocido, v BD
la direccion de su conjugade, M un punto de la clipse por
el cual se quiere tirar una tangente 4 esta curva. Tiro la or-
denada MP, por el punto P levanto la perpendicular indefi-
nida #N & la AC, desde O con el radio 04 desciibo un arco
que cottard 4 dicha perpendicular en un punto N, tiro la ON,
y la perpendicular NT 4 la ON, y la TH sera la tangente; lo

que sc demucstra ficilmente, hallando para 0T en el tridn-~

gulo NOT ef valo -%: » puesto que PN*=0Px0T.
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150, Para el problema, firar ¢ lo elipse una fangente para-
lels & une recte dade, se hallarian como en {117, 3.°] los mis-
mos valores de ” é y', coordenadas incognitas del punto de
contacto. :

140. Para el problema, tiar una tangente @ lo ehpse que
pase por un punio dado, se hallalian tambien del mismo mao-
do que en [117, 2 °] los mismos valores de «" é y'.

144 El producio de los coeficientes angulares de dos cuer-
das suplementarius cualesquiera de lo elipse, referida d un siste—

ma de didmetros conjugados, es constante ¢é igual ¢ — —.
a

Sedemuestra muy ficilmente como enel caso de lascuer-

das suplementarias que salen de los estremos dél eje mayor.

Reciproco. Si el producto de los coeficientes angulures de

dos cuerdas, que salen de los esiremos de un didmelro, es dgual
IE

& — —, dichas cuerdus se unirdn en lo elipse, 6 bien serdn su- -
a7
plementar ios {Reduceinn al absurdo].

142. Para los didmeiros conjugados se veria como en
-]

[152], que el producto de los coeficientes angulares es ——T
' a

143.  Dados dos diameiros conjugados i el dngule que for-
mon, conslywir ln elipse.

Fig. 114, Sean AC==2¢' y BD=2¥ los dos didmetros
conjugados: levanto en  una perpendicular B'D', v tomo so-
bie ¢lla las partes 0B'=0D'=}". Gonsiruyo aho1a, por cnal-
gquiera de los métodos conocidos, varios puntos de la elipse,
cuyos semiejes sean 04 y OB’: sean M y N, por ejemplo, dos
punios de esta elipse, bajo los perpendiculares MP y N( so-
bre 1a AC, por-los puntos P y @ tiro las paralelas PM', ON'
ala.BD, ¢ iguales respectivamente & MP y NQ, y los pun-
tod M’, N" serdn dos puntos de la elipse pedida. Del mismo
modo se consiruyen lantos puntos como sean necesafios,
pata juntailos en seguida por medio de unalinea continua,
_ Para demostrar que esios puntos M, N’ corresponden a

Ia elipse pedida, ya sahemos que, tomando por ejes de coo1-
denadas los didmetros conjugados OA y OB prolongados in-
definidamente, ¢s

= R b'E
A y": —_—

s (@ —s?)
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Pero lambien sabemos que la ceuacion de la elipse con
respecto 4 sus ejes nos da

MP =T (4% OP), N(Pomt (a*-00%;

luego, si cn lugar de MP y NQ ponemos sus iguales ¥'P
y N'Q, se1a
b'2 blz )
M‘sz—..--(F (a*—0P%), N'Q@P=— (a"—00%;
: ¢

es decir, que las coordenadas de los puntos M, N' satisfa-
cen 4 la ecuacion dela clipse referida & los ejes de coorde-
nadas Oz, Oy; y por tanto [1537] dichos puntos correspon-
den 4 la elipse, cuyos-diametros conjugados son AC y BD.

2. construccion.  Fig 115 Sean AC vy BD losdidmetros
conjugadas: constriyase sobre los semidiametros A0 y BO
un paralelogramo AOBM, dividase la recta BM en un cierto
piimero-de partes iguales, y en igual nmero la OB; tirénse
las rectas indefinidas Ca', &', CG¢'..., y las correspondientes
Aa, Ab, Ac... ; los puntos p, ¢, 7...., en que se coitan cada
dos rectas correspondientes, son puntos de fa elipse. Del mis-
mo modo se construyen las ofras tres partes de la elipse, aun-
que tambien pueden deducirse evidentemente de la Bpgrd.

Fig 116  Para demostrar que los puntos p, ¢, r... co1—
responden a la elipse, sean AD y €D’ dos rectas correspon-
dienles, y supongamos que cada una de las dosectas BM y
BO se haya dividide en m partes ignales; cada una de las

. , @
primeras valdra —, y cada una de las segundas —: supon=-

gamos, ademds, que cada una de las dos rectas BD y BD'
contenga n de las partes iguales correspondientes: lag coor-

denadas del punto D serdn BD:—.%Y OB ==t y las del
pllnto IV serdn O y OD —b'—BID' =} — ﬂ
i

Esto supuesto, el coeficiente angular de la recta AD, que
‘pasa por los dos puntes D y A, serd [B3]
b oml
ne' oo (n—m)

in
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y el cocficiente angu'ar de 1a recta CD', que pasa por los
dos puntos D' y €, sera
iy
y—tn
i b'{m—n)

i mi
¢l producto de los des coeficientes angulates de las dos rec-

as AD y €D es evidentemente — b—,;; luego 141, Reeip.] el

punio p es un punto de la elipse.

14k, Novs. Sabemos que la ecuacion My*~ Na*=P,
en laque M, N y P son nameros absoiutos, repiesenta una
elipse, siendo ejes de coordenadas dos dlametms conjugados
piolongados indefinidamente.

Si dada esta ecuacion, quisiéramos hallar dichos didme-

iros conjugados, con lo que se puede consiruir la elipse, es—
cribitiamos la ecuacion asi:

My N@Z,:i
P p
v en seguida de este otro modo
2 + Radipuy
ITI 'T\T"'
- . i b
Comparando csta ecuacion con la 7 =1 de la
o
elipse referida 4 sus didmetros conjugados, vemos que
pr=L g P
7 e N’

¥ pm. consigujente ‘
P P
o VLI Y
i’ VN
Ejemplo.  Sea la ecuacion 3y°--522=20,
ay , Ba?
_l_ 30 =1,

L ! E:{l‘
20 ' 2p O’
3

.

Tendremos

il

=

B




a2
que comparada eon la

y® 2 '
‘b_ng' '_EL"a,vz _'13
' n 20 20
nos da bz:-ﬁ_" ag—_g_’

y por consiguiente

Vgo a HVH_E

Con Tos semldlametms con]ugadosv_ y2, yel an--\

gulo que elios forman, que es el de log ejes de coordenadas, ’:;3
y es conocido, se puede GO!‘lStIU.lI la elipse. - - : .

CAPYTULO VIL

Teoria de la hipér bola.

Apiicoro §.°
Eeuacion de la hipérbola teferida & sus ejes

145, Sabemos que existe un solo sistema de ejes ree-
- tangulares, 4 los cuales referida la hlpexbola tiene por
ecuacion
My*—Naz? | F=0,
siendo M y N ntimeros absclutos, :
_ Representando una hipérbola esta ecuacion, F' no pue~
de ser (1 pues si fuese F_O Ia ecuacion seria My =Nu?,

N
0 y=—Fta p/ . ; 8 decir que la ecnacion, Iepresentaua dos

rectas que pasanpor el otigen.
Pero- F puede ser cantidad positiva 6 negatwa
Si F es positiva, haclendo en la -ecuacion z=0, resultan

aray los valoles i maginaiios y_—_:‘.: -—-ﬂ—l, luego en
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este caso el eje de ordenadas no coita 4 la curva. Haciendo

F
y=0, resulla w:i‘/—ﬁ;lucgo , 81 I escantidad positi-

va, la ecuacion _
My*—~N2*+F=0
representa una hipérbola & quicn corla el eje delas », y no
el de las ¥.

Supongamos que F sea negaliva: pongamos su signe en
manifiesto, y lendremos que la cceuacion de Ia hipérbola serd

My*—Na*—F=0,
6 Nt My* LF=0,

ecuacion de la misma forma que la My*—Ng*-F F==0, per-
mutando las letras & ¢ y; luego, como la ecuacion My*—
Nz }-F==0 representa una hipérbola cortada por el eje de
lasz y nopot el delas y, la conacion No*—My*4 F=0,
6 la My*—Nz*—F=0 1epresentard una hipéihola cortada
por el gje de las y, Yy no por el de las z.

146 Como para hallar las propiedades de la hipérbola es
indiferente el suponer que el eje de las x 6 el de lasy es el
que corta & la hipéibola, nosotros, siguiendo el uso, supon-
dremos que el eje de las # corta 4 la hipérbola; y que por
tanto la ecuacion es

My'—Nof4-F==0 .. [4],

en la que la M, Ny F son nimeros absolutos.

Fig. 117. Segun esta ecuacion, & cadavalor de x cor-
responden dos de y iguales y de signo contrario; luego el
eje Oz divide en dos parles iguales 4 lodas las cuerdas pa-
ralelas al eje Oy; luego cada rama de la hipérbola estd di-
vidida por el eje Oz en dos ramos simétricos respecto de
dicho eje. Tambien 4 cada valor de y cortespenden dos de
x iguales y de signo contrario; luege las dos ramas de la
hipérbola son simétiicas respecto del eje Oy. Luego los dos
ejes actuales de coordenadas Oz y Oy son diametros conju-
gados, ¥ aun ejes de la curva. -

Eje primero de la hipérbola es la parte AC del actual eje
de abscisas comprendida entre los puntos A y € en que este
eje corta & la curva: los estiemos A y G son los vértices dela

hipérhola.
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Eje sequndo de la hipérbola es la doble erdenada BD en
el origen, hecha real. '
Llamemos 2¢ al eje primero AC y 2b al segundo BD, &
introduzcamos estas cantidades en la ecuacion de la hi-
érbola.
Partamos la ecuacion [4] por F, y tendremos

My Na?
T—- I3 ~=1=0... [B].
Haciendo =0, y tiene un valor imaginario by/—1, puesto
. - T2
que, hecho real, es b; y por consiguiente —F =1, de
‘ Mo ' : \
donde T _ /n
Haciendo y=0, es z—=a; luego v
Nﬂzg N 1 f‘;j
- :—i, de dODdB‘FZ?.. i ’// |
Sustituyendo estos valores en 1a ecuacion [B], tendremos
y* . a2t
5 g T1=0,
b azyz*bzxz;_asbz,
bE
6 7 P Eg (mz_ag) B

que son las tres ecuaciones usuales U ordinarias de Ja hi-

pérhola. —

: 147.  Compaiando las dos ecuaciones de la elipse ¢ hi-
- pérbola _

_ P+t =a’b®,

azys_bzmzz___azbz,.

vemos que se puede pasar de una & otra, mudando el signo

de §*, d1o que es igual, poniendo b1/—1 en lugar de b. Por

consiguiente todas las propiedades de la elipse referida 4 sus

ejes, en que entre b, existirdn en la hipérbola, referida tam- W

bien 4 sus ejes, mudando el signo de 62, § bien mudando b

'enb“/-'—_i, . . B %“’ﬂ,z




225

148, Las ecuaciones de las asintotas HK y LG [Fig $17]
se deduciran ficilmente de la eenacion :

b |
P V)

pues segun la regia [75] los dos primeros términos del tri~
monio bajo el radical son 4*0x; luego -} G=x es la can-
tidad que, para tener las ecuaciones de las asintotas, debe
reemplazar al 1adical de la ecuaclon [C]; v asi resulta que
lag ecuaciones de las asinlotas de la hipérbola, siendo ejes
de cooidenadas los ejes de esta curva prolongados indefini~

b
damente, son y:i-&‘ @;

que, si se quiere, pueden hallarse porla regla general [72],
6 por la particular de las curvas algébricas [73].

149.  Como queda demostrado {87, Recip. 1.°] que toda
recta que pasa por el centro de la hipérbola es un didme-
tro, esceptuadas las dos asintotas, es evidente que los didme-
tros comprendidos en los Angulos de las asintotas en que
estan las ramas de la hipérbola, cortaidn 4 estas ramas en
dos puntos; y que los didmetros comprendidos en los 4ngu-
Ios de las asiniotas, en que no se hallan las ramas, no corta-
1an 4 la hipérbola: 4 los primeros los llamaremos didmetros
secantes © fr ansver sales.

150. Si los ejes de la hipérbola son iguales, esto es, si
a=>h, Ia hipérbola toma entonces el nombre de hipérbola
equilitera, y su ecuacion es

yr—gt=——at,

150. Las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola equi-
latera seran

y==tuw;
Y pues los ejes son 1eclangnlares, se infiere qie la primera
forma con el eje Oz un dngulo de 45°, y la segunda un én-
gulo de 135°; y por tanlo lus dos asintotas de la hipérbola equi-
litera som perpendiculares enire-si.

81, Hellar lo magnitud de wn semididmetro secante de lg hi-
perbola, dade la abscisa de uno de sus estremos

Fig. 147. Sean & ¢ y las coordenadas de un estremo M |
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del semididmetro OM ., y o 1a magnitud de este: se hallarg
del mismo modo quc en'Ia elipse

—
, w4
0= — — ot bt
2
7
Segun esfa ecuacion, e minimo valor de o es e} COITeS=
pondiente & r=ctq, vy enionces #'==a; es decir que el menor

de los didmetyos secanies dg Ia hipérbola es el oje primero.

152, Sabemos que si un punte (z, ) se halla en la hi- *

péibola, es :
oy —b*zR L 02— 0,

Fig £18. Si el punio M ests fuera de la hipéibola, ti-
1ando la MM paralela al eje Oz, hasta que corte en un pun-
o M (2, y) 4la curva, sers -

a?y%_:__“bﬂ‘?:,'i_l_aﬂbﬁ:();
pere como x>z, seri este primer miembro menor que
@y ~b5*4-a*b%; luego para un punto (#, ¥) esterior 4 Ia hi-
pérbola se tiene .
: a* P —brt a2 S0,

Si el punto M esta dentro de Ia hipérbola, haciendo Ia
misma’ construccion,-tendremos paia los coordenadas z'é ¥
del punto M’ la relacion

&y — b4 =0,
Pero como «'<wz, serd gyt fiy LA gty b2 +a'ht;
luego para un punto (x, y) interior 4 1a hipérbola resulta
ot —bt2 gt 0,

‘Reciprocos  Si se verifica que qu‘—’-—bng—}—u*fﬂ?ﬂ, el pun-

~toes'ard en la higérbola, fucra & dentro. .
Nora. La construccion de Ja hipérbola, dados sts ejes,
por medio de su ecuacion, es muy complicada: mas adelante
veremos cousbiucciones muy sencitlas de esty curva. o

ARTrcuro 2.0
Focos y divectrices de la hiptr bolg,

o T

153, Ya hemos dicho [110] que se llama foco de Ia hi-
pérhola todo punto’ cuya distancia 4 cualquier punto de 1a

15
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eurva sea una funcion racional y entera de la abscisa de di-
cho punto; siendo ecuacion de la hipérbola la ecuacion ordi-
nar .
Segun esta definicion, y por un cdlculo idéntico al de la
elipse se hallard, siendo 2’ & ' las coordenadas del foco, y 8
su distancia & cualquier punto de la cutva,

2 y’:o,

2
B “L.(f:;gi_bg) —9p (@ —b%) .. [A]

4 ==y 0t b
Siendo =0, ¥ teniendo ' dos valores iguales y de sig-
no conirario, se infiere que la hipérhola tiene dos focos si-
tuados en fa prolongacion del eje primero, ambos equidistan-
tes del centro.

Fig. 119. Como {/a*1-¢* ¢s 1a hipotenusa de un tridn- -
gulo rectingulo cuyos catetos son a y b. la distancia de los
focos al centro serd AB: tomando pues OF=0F==AB, los
puntos F y F' serén los dos focos. _

Para hallar ahora los valores del radio vector 8, y ver
confiimado de paso que & es una funcionracional y entera de
», pongamos en la ecuacion [A] en vez de &’ sus dos valores

Vet y — Vb,
Sustituyendo el primero, tendremos
3( 2 2 _
A ) aj_b') —2xv/ 0’607,

¥ per consiguiente

funcion entera v racional con respecto 4 @ [Aly. super. 2761
De los dos signos, que preceden al paréntesis, debemos
tomar el que haga positivo al valor de 8. .-
Si & es positivo, esto es, si el radio vector es, por ejom—

plo, FM; como x>, ¥ V/ EL>a, serd oy a_{{_-_?‘:;a’?
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2V e 0
4

->u; luego en este caso deberemos fomar el signe
esteriot -{—, ¥ asi

Fy=2Ve+8_
a
Six es negalivo, es decir, si el radio vector, tal como
FN, cotresponde 4 la ramaizquierda, es evidente gue lacan-
tidad interior al paiéntesises negativa, y por tanto tendremos
que tomar el signo esterior —; luego

. FEEE
4
_ Pongamos ahota én Ia ecuacion [A] en lugar de & el se-
zundo valor —v/a* b2 tendremos

r="C) oy,

v : LES -‘_*( ﬂ/_@ +a), |

&

Si  es positivo, la cantidad del paréntesis es evidente-
mente positiva; y por tanto

FM— ‘”‘/E—Ezf @
p .

Sixes négativo 3 como el valor absoluto de - -,

V@
a
habié que tomar el signo —; y por tanio
St e :
FNe—_ Va8
PR

15%. En adelante, para abreviar, llamaremos ¢ 4 la can-
tidad Va*-b?, que se llama la escentricidad de la hipérhola,
y asi tendremos entre a, & y ¢ la ecuacion

=gt
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e : )
f>»<,]ﬂ — Losg valores de log radios vectores gerdn por lo tanto

o ex
FM—— —qg, FM—" Lg;
N g @

FN:-—E-—,{—G, F'N:--E? —a. ’
a @
X 483, Restando los valotes de los 1adios vectores corres=
pendientes al punto M, tendiemos
FM—FM-=2xz;
y restando los valotes de los dos radios correspondientes al
punto ¥, resulla FN—FN=—=%. )

Luego la diferencia de los radios vectores correspondicnles &
wn panfo cualquwiera de lo fdpdrbola es constante ¢ dgudl al gfe
primero. )

Fig. 120. Corolarioc  Si ol punio M estd fuera de lo hi-
pérbola, la diferencia de sus distancias @ los focos es menor qué
Qa; y si el punio M’ estd denfro de la hipérbolu; la diferencia de
sus$ distancias & los focos es mayor que 2a.

1> Tuando la F'N, es :

) MF—MN<NF',

0 MF —MF-+NFLNF,

¥y por eonsiguiente e
' MF —MF<NF —NF;j
v puesto que NF' —NF=2s,
seré MF--MF<2a

2.° Tirandola NF, serd

MFP—MN<NF,

6 M M F 4-NF <NF; \_i‘
6 NF —~NF<MF--MF; - N
¥y como NF —NF=2a,
serd M =M F>2a.

Reciprocos. 1.9 Sila diferénéia de los distancias de ui i
to a los focos de lu hipdrbola es igual al eje primero, dicho punto
estnrd en lo hipdrbole . 2.° Si la diferenciv de las destancias de

- un punto & los focos es menor que el eje primero, el punio estard
fuera de la hipérbola. 3.° 8i la diferencia de las distancias de
’X] Jor af af L. rmeya. ole Hallar

7 ! Lo
yaders  vedkves & v Zyﬁwﬁo_ //g,/w,,{é'g’.
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wn punto @ los focos es mayor que el efe primero, ol pusio estard
dentro de lo hipérbola [Geom 21].

Correspondiendo, pues, esclusivamente 4 los puntos de la
hipérbota la proptedad [155], puede definitse la hipérbola
diciendo que es wea cur va en la que lo diferencia de las distan—
cias de cada uno de sus puntos d dos puntos fijos. es constanie: y
en efecto, de esta definicion dedujimes en el nimero 44 la
ecuacion de la hipéiboia

156. En vittud de esta propiedad de la hipérbola puede
construirse esta curva, dados sus ejes: 1.° por puntos, 2.°por
un movimiento continuo

Fig. 124 4° Sean AC y BD los ejes de la hipéibola:
ante tedas cosas determinaremos los focos, para lo cual ha-
remos centro en 0, v con un radio igual & BA deseribiiemos
dos atcos, que cortardn al eje primero prolongado en dos
puntos F y ¥, que son los focos,

Esto supuesto, para eonstioir esta curva por punios, se—
fialatemos en la prolongacion del eje primero un punto P 4
la derecha del foco, v desde el foco F desciibirtemos con el
radio AP un aico, v haciendo centio en el otro foco F' con

_¢l radio CP deseribiremos otre arco que cortard al anterior
en dos puntos M v M’, que corresponden & la hipérbota; y del
mismo modo podrin hallarse tanios puntos eomo se quieran

En primer lugar, estas dos circunlerencias se cortan en
dos punios, pues la distancia FF’ de los centios es menor
gue Ja suma APLCP de Tos radios; y la misma distancia es
mayor que la diferencia de los radios, que es el eje primero.
Pero si el punto P se tomase en F 6 entre Ay F, nose ve—
rificarian estas dos vondiciones, ¥ por lo mismolas circunfe—
1encigs no se cortarian; pues en el primer caso Ja distancia
de los centros seria ignal & fa suma de los radios; y en el
segundo la distancia de los centios seria mayor que la suma
de los radios.

Para demostrar 'ahora que el punto M corresponde 4 la
hipérbola, tenemos

FM=4C1+ AP, vy FM=AL"
restando estas dos ecuaciones, resulfa

FAM—FM=AC,

¢s decir, gue la difeiencia d¢ las distancias del punto M &
los focos cs igual aleje primero; luego el punto M correspon-
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de 4 la hipérbola. Del mismo modo se demuestra que el pun-
to M’ corresponde tambien & la hipérbola,

2.° Para construir esta curva por un movimiento conii-
nuo, se coloca una regla F'z, de modo que uno de sus estre-
mos esté en F', v que dicha regla coincida con F'a: se joma.
un hilo cuya longitud sea F'a—AC, y se fijan sus estremos
en el foco Iy en el estiemo x de la regla.

Péngase el hilo tirante por medio de un estilo; y colo-
candole al lado de la 1egla en 4, serd A el vértice de la hi-
pérhola. Muévase en seguida la regla al rededor del fuco F”,
la cual empujard al estilo, y permaneciendo el hilo siempre
tirante, ¢l estilo describita una eurva AM, que serd un ramo
de hipérhola. '

En efecto, cuando la regla tiene la posicion F'H, el hilo
tiene la posicion FMLMN: la diferencia entie la fongitud
de la regla y Ja del hilo es el eje primero, pues asi se ha to-
mado la longitud del hilo; pero ia diferencia entie FN 3
FMA-MN, 6 entre FM+MN y FM-+-MN es F'M—FM; luego
esta difeiencia es igual al eje primero, y por tanto el punto
M es un punto de la hipérbola. L

Una construccion semejante daria los otres tres ramos de
la hipérbola. _ .

487 Directrites. Segun la definicion general [113] de

“*Ta directriz de una curva de segundo grado, hallaremss las
ecuaciones de estas reclas en la hipérbola igualando & cero
las espresiones de los dos radios vectores de un punto M de
la hipérbola: tendremos pues que

.c_m.—azo y ia.c—}-a_.—_()
@ 2]

seran las ecuaciones de las ditrectrices de la hipérbola, ¢ bien

3

a* a*

luego la hipérbola tiene dos directrices paralelas al eje se-
gundo

Fig 122, Para construir la primera, observaremos que

(1) Igualando & cero las es'fresiones de los radios vectores de un
punto N de la segunda rama de Ja hipérhola, se hallan las mismas
ecnaciones
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a es una tercera proporeional ey describitemos pues sg.
bre OF un semicirculo, y desde O con el 1adio a describire—
mos otro arco, que cortara cn It al anterior; bajando la per-
pendicular RD al eje Oz, esto serd la directriz correspondien-
te al foco derecho. _
En ofecto, tirando la cucrda OR, que es igual a ¢, ten-

dremos
2

OF'=-0Fx0D, 6 a*=cx0D, y 0D= .‘2;

Tomando 0D'=0D, y tirando la perpendicular 'R al
eje Oz, se lendid la ob1a directriz.

Hallemos Ia razon de las dos distancias de un punio cual-
quiern N de I hipérbola ol foco y directr iz cor v espondiente.

Tenemos
. -
NF———:C'T: —, .NP:NQ-——QP:;{;—-%;
” e
NF _ o elex—a®) ¢
tuego NP _ & a{ew—d?) T e
- & -

Luego las distancias de un punlo cualquiera de la Ripérbola
al foco y directriz correspondientes son entre st como lo escen—
tricidad al semigje primero.

Arrticuio 5.°

Pardmetro dela hipérbola.

158,  Hallar lu couacion de la hipérbola tomando por ejes de
coor denadas el cje primero prolongado y lo perpendicular & este
tevuntada en el vértice derecho.

Las formulas de transformacion son w=x'-ta, y=y;

fuego, sustituyendo estos valores en la ecuacion de la hipér-
) 2

e . b >
bela 1eferida 4 sus ejes, que es y'=— (x*—a*), serd
. @

b'i
yo oy —a),
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1
y”:t—f—,(%w’-—}—w’*) .

O

489, La ecuacion que-acabamos de hallar, puede escri~
birse asi; :

252 b2
2 L 3,
y ——— + _sa; :

2
el coeficiente %:— se llama pardmetro de 13 hipérbola; y como

2b  4pr . -
- = 3’ e ve que el pardmetro es ung tercery proporcio-
nal & los gjes primero y segundo, 7

La doble ordenada, que pasa por el foco de la hipérbola, es
igual al pardmetro.

En efecto, en Ia ecuacion otdinaria de la hipérbola pomn-
gamos en lugar de 2 12 abscisa ==¢ del foco, en cuyo caso

el valor de y ser4 la ordenada que. Pasa por este punto : fen-
dremos :

b3
P (3 g? M
F==(c—a) -
pero como en la hipérbola '=a*-3¢, resulia, sustituyendo,
bt b
[/ 2:.._. é = -
y @ty e

opr .
luego la doble ordenada ser4 i, que es el pardmetro,
@

Llamemos 2p al patametro, & introduzeamos asta canti-
dad en laecuacion de l1a hipéibola referida 4 su vériice de-
recho. '

242 . .
Tend:emos—_-:?,p, ¥==ap; luego la ecuacion de 1a hi-
a

pérbola con respecto § su vértice y patdmetro serd

¥ =2px -}—-% @,
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Aryicuro &.°
Tangentes d la hipérbola.

160. Hellar lo ecuacion de lo fangente & lo hipdrboly en el
punto cuyas cooydenadas sean x' ¢ y'.
La ecuacion de la hipéibola es
aty® —b%r® 2t =0
pot consiguiente
' fur=—20%, [, =2a%;
[z 20%% b2
luego fur o Za*y ——azy'
es la tangente ad dngulo que forma la tangenle 4 la hipéi-
bola con el eje de abscisas .
La ecuacion de Ja tangente sera

',
y_y’x ) ,(-i?—-w"),
ay
que se reduce 4
atyy —bian = —al,

- Ticil de retener por su semejanza con la ecuacion ordinaria
de la hipéibola .
161. Discusion del coeficiente anguiar de la fangente 4
la hipérbola. B
llamando T al 4ngulo que forma la tangente con el eje
de las =, es .
B’
a’y
Fig 123. Consideremos en primer lugar las tangentes al
ramo AM supetior de la derecha, en cuyo caso las ccor dena-
das ' é y'.del punto de contaclo son positivas, '
-8i #" tiene el menor valor posible a, ¥y por consiguiente
y'=0, serd tgT=ow ; luégo en el vértice A de la hipéihola
la tangente es perpendicular al ¢je O

g T—=

L
Si &' crece, y erece tambien: la espresion — no nos di-
: a*y .

ee si, en {al -caso, crece & disminuye. Pero reemplacemos
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en esta espresion una de las variables, y por ejemplo, en
1 . / " b T 3 :
funcion de o/, que es y —E-\/a: —*; ¥ serd entonces

20 . b -
o s 0 tgT—= —. '

aby/ g GVI—— E_

. -
g - . L a

y ahota estacil ver que, si & ciece, disminuye —.., aumen-

* : T 2

tg I'—=

a

v X a* . .
ta la diferencia -i—m-——;z-, aomenla la cantidad radical, au-
x

menta ¢l denominador, v por tanto disminuye el quebiado,
y disminuye ¢l dngule 7': luego, cuande &’ tenga el ma-

yoi valor posible, 0, tendid 1g T el meneor valor posible —b—,
: ’ a

que es precisamente la langente del dngulo ¥Or que forma
la asintola HE con el eje O '

La simetifa de los dos ramos AM y AM' demuestia que
las tangentes 4 los diferentes puntos del ramo inferior AM'
forman dngulos, por la parte inferior del gje, que principiaran
en 90° en el vértice A, y su minimo valot serd el angulo K'Ox
que forma por a parte inferior la asintota OK’ con el eje Ox;
y la simetifa de las dos ramas derecha é izquierda prueba -
tambien, que las tangentes 4 la 1ama izquierda formarin an-
gulos agudos con el eje, comprendidos entre 90° y los H' Oy,
KO0z que forman las asintotas con el eje O’

Vemos, segun esla discusion, que las asintotds de la hi-
pérbola son tangentes 4 csta eurva en los puntosde la misma
cuyas cootdenadas son infinitas; 6 lo gue es igual, las asin-
totas son limites de las tangentes & la hipérbola

© 162 Resolvamos ahora los tres problemas analogos a los
‘Tesueltos para la elipse en el nfimero 417.

Problema 1.°  Conociendo ln posicion y magnitud de uno de
los gjes de la hipdrboln , y un punto de esta curva, tirarle por
dicho punto une tangente; estando ¢ no construida le curva.
Ky 124, Supongamos en primer lugar que se conozea
el gje primero. '

Sea M el punto dado en que la tangente ha de tocar & la
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hipérbola. Haciendo y=0 en la ecuacion de la tangente &
]a hipérbola, que es

adyy —brer’ =—a* b,
en cuyo caso « serd la abscisa OF del pié de la tangente,
tendieimnos b.OT. &' =ah®,
! 2
de donde OT=— :;“,_;

es decit, quela abscisa del pié de la tangente es una teicera
proporeional & la abscisa del punto de contacto y al scmieje
piimero. :

Para construir esla lercera proporcional de una manera
elegante, degeribiremos sobre la abseisa OP un semicirculo,
desde el centro O -con el radio OA describiremos un aico
que cortara en el punto N 4 esta semichicunferencia, baja-
remos desde el punto N la perpendicular NT4 la Ox, yserd
OT la terceta proporcional pedida.

En efecto, titando la cuetda NO, es

NO*=0P . OT, 6 &’=+". OT,

de donde OT—= %
Tirando pues la recta TH, se lendidla tangente pedida.
Fig. 125 Suopongamos ahota que se conozca el eje se-
gundo y el punto M, en que ha de locar Ia tangente 4 la hi-
pérbola. Haciendo #—0 enla ecuacion de fa tangente a la
hipéibola, en cuyo caso y serd la ordenada en el origen de
dicha tangente, tendremos o

: ayy'=-—a'b?,
. : b*
dé donde - ‘Yz

/

: Y _
Segun este valor, el punio cn que la tangente ha de cor-
tar al eje de ordenadas tiene, cuando ¥ es positiva, una or-

2

- denada negativa: sea—O7T esta ordenada , serd Ofﬁi_, que
]

“es una tercera propotcional 4 ' v b. _ :

. Para construlr_esla tercera proporcional, bajo desde el
- punto M la perpendicutar MP & la Oy, tomo OB'=0B semigje
segundo, tiro la PA', y por el punlo B'la B'T perpendicular
4 P,y sera OT la tercera propotcional pedida. '
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En efecto, tenemos, por un teorema muy conocido
OB 0Px0OT, 6 bP==y'x0T,

de dende GT:E;:.
¥

7

Tirando pues la recta TH, se tendrd fa tangente 4 la hi-
pérhola en el punto M :

Problema 2.°  Conoctendo It magnitud y posicron de los gjes
de {a hipérbolu, tivarla wna tangente desde un punio (x, 8}, es—~
tando 6 no construida dicho curva.

La ecuacion de la tangente & la hipérhola es

a*yy —bag =—a’h?:
como el punto («, 6) esld en esta recla, t.ndremos la
senacion 628y — bFgx' =——q?)*
Tenemos, ademas, 12 ecuacion
@ty bt

Resolviendo estas dos ecuaciones, obtendiemos los valo—
1es de las dos incognitas o' é . _
Para csto, elimino la %', v 1esullatd, del mismo modo que
en la elipse,
(0°8* —beay ' ®f BatbPe o' —a' (B2 61)=0. .. [Gl;
de donde

R N

4 g
€L =a X . -
P T

. [H],

¥ por consiguiente
o T T
0263 p2y? .
i Discusion de estas férmulas
{ Discutamos en prinmer lugar la ecuacion 42*—-28%+-C=0.
Resolviendo esta ecuacion, tendremos
—~B=x1/B* - AC
4
Paeden ocuirir los casos signientes:
1.7 A diferente de ceto.
2. A=0
3.° A=0, B=0.

¥ ¥y =%

ft el

i~

3
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4 ° caso Siendo A diferente de (0, los dos valores de @
serdn reales y desiguales, si B*—AC>0; serdn reales é igua-
les, si B?~-AC=0; y serdn imaginarios, s1 B2—AG<0.

. 1
2.° easo. A=—=0: haciendo x—= —, la ecuacion
_ v

A% - Br--C=0
serd
A B .
St G0,
¥y
5 ALBy-Cy=0 .. [K];
¥ pues A=0, esia ecuacion se reduce a -
, By+Cy =0,
gue nos da y=0, y=— ?}’ .
y por consiguiente los valores de @ son
W Y ¢,
=5 8=—p}

es decir que en el caso en que A==0, la écuacion tiene una
12iz finita y olia infinita
3¢ cago.  A=0, B=0: la ectacion [K] se reduce &

Cy*=0, - .
que nos da para y dos valotes 0 y 0; y los cmrespondlentes

de » son % v — —{-0: luego cuando 4—=0y B=0,141i 1ncogn-'

" nita tiene dos valores infinitos.
Esto supuesto, pasemos & discutir la ecuacion

( °pz b )9..f°+<2&2l)2a_ 33 (bz__l_gz):_()’

8i el coeficiente de ©'® no es cero, osdecir; si azgg-—bgagzo,

~ las raices de 1d ecuacion serdn reales y desiguales, reales é
iguales, 6 imaginatias. Serdn realés y desiguales, si
ébk -er_i(azGE _bgag) a&(bz_}_62)>0
Ser4n reales & iguales; si esta cantidad es 0; ¥ seran 1ma~

ginarias, si la misma es menor que 0,
Suprlmiendo el factor comun b*, y reduciendo, esta es~
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presion se eonvierte en a*8*—h%>. g% luego las raices de
la ecuacion seran teales y desiguales, reales é iguales 6 ima-
ginarias en los casos respectivos

>
@36 — ot 0?20,

Por consiguiente, como ya sabemos que, si el punio («,8)
estd fuera dela hipérbola, se verifica el primer caso; el se-
gundo, si el punto (=, §) estd en la hipdibola; y el tercero, si
el punto (=, §) esl4 dentro de la hipérbola, resulta: que si el
punto estd fuera, se podran tirar desde é1 dos tangentes 4 la
hipéthola; si el punto estd en la hipérbola, solo se la podid
tirar una tangente, y si el punto estd dentro de la hipéihola,
no se podrd tirar & esta curva desde él ninguna langente.

Fry. 126 'Si cl punto dado 7 esta fuera de los angulos de
Ias asintotas en que se hallan los focos, tendremos el angulo
agudo IOP>HOA, y por consiguiente tgJOP>1gHOA; v pues

t};]OP:_ (-;%f, yig HOA::%, sc—:‘rééié}%; & 'bien, puesio que
- i & 5 , &2 bz

@y &son las coordenadas del punto I, serd == =y 0 o>
o g af g

6 26— b2 %), desigualdad que no dejara de ser cierta aun
cuando =0, esto es, aun cuando e} punto I se halle en el
eje Oy. Resulta, pues, que, cuando el punto desde el cual se
han de tirdr las tangentes esté fuera de los dngulos focales
de las asintotas, el primer término de la ecnacion [(7] exisle,
¥ su coeficiente a*6*—p2* es positivo. Como el producto de

&1 167)

o’ este producto se1d negativo,

los valores de # es —

Y pot fanto uno de los valores dé z serd positivo y el ofro, ne-
gativo; luego uno de los puntos de contacto estard en la ra-
ma, Qcﬂ'echa'y el otro en 1a rama izquierda. _

- Fig. 127.7 Sj el punto dado I estd en uno de los dngu-
los focales de las asintotas, tirando la recta 01, tendremos

c 6 b
fi-—;<?;, de donde 4#6*-~{%2 <0, desigualdad que se verifi-

card, aun cuando 8=0, esto es, aun cuando el punto I se
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halle sobie el eje Ox: existe pues el primer término de la
ecuacion [7],y su coeficiente es negativo. Kl producto de Tos

o)

. a8 —h2a? ?

dos valotes de 2’ tienen el mismo signo: los dos setdn positi-

vos, si « es positiva, y negativos si «-es negativa, puesto que
‘2 b

S0 Suma — PO es cantidad positiva, si « es positiva, ¥

negativa, si « es negativa. Luego, cuando el punto dado esid
en el dngulo focal de la derecha, los dos puntos de contacto
estin en la 1ama derecha, y cuando el punto dado esta en el
angulo focal de {a lzqmmda los. doz puntos de contacto es-
tan en la rama izquierda.

Supongamos ahora que el punto dado J cité en una de

. -6 b
las asinlotas: tendremos — === —, § ¢"6*—4%*=0 En es-
-4 @

dos valores de x es cantidad positiva; luego los

te caso el primer términe de la ccuacion [G] desaparece, ¥
por tanto uno de los valores de m es real y finito, y el otro
infinito. Luego desde un punto de una de las asmtotas no se
puede tirar mas que una tangente 4 la hipérbola; puesla se-
gunda coincide con la asintota’ sobre que sc halla el punto,
dado. '

Finalmente, si cl punto dado es el centro de ]a hipérbo-
la, es a=0, 6=0, y por consiguiente desaparecen los dos
primeros termmos de la ecuacion: los dos valores de x son
mfinitos, y por tanio no se puede tirar desde el centro nin-
guna tangente 4 la hipérbola; & i se quiere, se puede decir
que las dos tangentes coinciden con las asintotas.

Nota. Los mismos resuitados se obtendrian. discutiendo
directamente los dos valotes de 2" [ecuacion H], pero no tan
faciimente, porque la simplificacion final de estos valores di-
ficulta la discusion.

Pioblema 3.° Dados los ejes de la hipérbola, tirarle una
tangente parelels & una recta duda , estando construida é no la
curva, .

Sea tla tangente del angulo que la recta dada fmma con

el eje Ox: como la tangente pedida debe ser para,leia 4 esta




Ay
recta, los dngulos que las dos formancon el eje de las 2, se~
Fx
P
primera ecuacion que contiéne & las incégnitas #' & 3. La
segunda ecuacion es

rén iguales; luego

oty F— b2 L b=,
Resolviéndolas, resuitan

. 12 > to?
y o — ’ w :_'_—. - =g
Vv er—b VPe—b?

- Segun estas férmulas, cada incognita tiene dos valores
iguales y de signo contrario; lo que asi debe ser, pues te—
niendo una tangente 4 la hipéibola, que sea paralela 4 is
tecta dada, ytirando el didmelro que pase por el punio de
contacto, la tangente 4 la curva en el olro estremo de dicho
difmetro es paralela 4 la primera tangente [88, corol ], y pot
consiguiente & la recta dada; y los estremos de un didmetio
secante de la hipéibola tienen - evideaicmente coordenadas
respectivamente iguales y de signo contrarios
Discusion de estas férmulas. &

. Tiremos por el origen una patalela 4 la recta dada; esta
paralela eslard comprendida en-los -dngulos focales de las
asintolas, 6 estatd comprendida en los otros dos angulos de

. b, b .
estas rectas: en el primercaseot<—, § —I< —, ¥ por consi-
) @ [

'. . bz " o
guiente $*<—, 6 a*’—b*<0. Luego en este caso los valo-
e ’

res de las coordenadas #' & y del punto de contacto son ima-
ginarios, y por tanto el problema es imposible

< b, b b
En el segundo caso {>—, 6 H—t>;; luego #2> —5s 6
¢ . o

Pe*—~5*>0; es decir, que los valores de %' & 3 son reales,
¥ por_ fanto el problema es posible, y son dos las tangentes
patalelas & la recta dada Serd, pues, este problema imposi-
hle, si la paralela tirada por el origen 4 la recta dada estd
comprendida en los dngulos focales de las asintotas; y serd
posible, si dicha paralela estd eomprendida en los otros dos
ingulos de las asintolas.
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163,  Ecuacion de la normal & la hipérbola. R

Siendo la normal perpendicular 4 ia tangente en el punto-

. , a'y’
de contacto, su coeficiente angular sera ——— -—-—;‘y-;,
b bx
oy
¥y por tanto la ecuaeion de la normal 4 la hipérbola sera

. oy
L i
Y= T (#—1"),
que se 1cduce 4
azy' - yr'=ctr'y,

164 Otra solucion geométrica de los tres problemas so—
bre las tangentes & la hipérhola. o
Teorema. La tangente divide en dos partes iguales al dngqulo
que forman los radios vector es tirados al punto de contacio.
La primera demostracion esidéntica 4 la dada en el teo=
rema {1201 solo que aqui la demostracion es mas directa.
La segunda demostiacion es tambien andloga 4 la segunda
dada en el mismo nimero 120, : i
Reciproco. La bisectriz delingulo que formanlos radios vec~
tores es tangente & o hipérbole: reduccion al absurdo.
Se puede demostrar directamente este reciproco por el
siguienie razonamiento geométrico.
Fig. 128. Tomemos en la bisectriz MT un punto cual-
quicra R, diferente del punto M, y tiremos las rectas FR
y F'R, desde el panto F bajemos & la bisectriz la perpen~
dicular FS, hasta que encuentre en 8 al radio vector FM,
y tiremos tambien la SR: los tridngulos FMo y SHo, que
tienen comun el lado Mo é iguales 1espectivamente los an-
gulos adyacentes, son iguales, y por lanto MF—=MS; luego
. RS=RF; mas FR—RS<F'S; luego FR—RF<F'S, 6 F' R—
" RF<F'M—MF, 6 FFR—RF<2q; es decit, que el punto B esta
fuera de la hipérbola. ' _
Queda;, pues, demostrado que todos los puntos de la bi-
. sectriz, escepto el punto M, estan fuera de la hipérbolas; v
~ que por tanto la bisectriz es tangentie & la hipérbola.
- 168. De este teorema reciproco yesultan las soluciones
. geométricas de los tres problemas. : -
Problema 1.° Tirar une tangente ¢ In hipérbola por un

16
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punio dada en la misma, conociendo el ¢je pmmero y los foeos,
Y estando 6 no construida lo curva.

Tirense. los 1adios vectores al punto dado, y la bisecliiz
961 angulo que formen , sera la tangente.

Pmblema 2° Desde un punto dado fuera de ln Ripérbola,
nmr la wna tangente, conociendo el eje primero y los focos, y es-
tando construida 6 no In curva,

Fiy. 129. Supongamios que la hipérbola no esié cons-
truida. Sean AC, Fy F' el eje primero y los focos, I el
punto desde el cual se han de tital las tangentes

Haciendo centro en {, describo con un radio ignal & la
distancia de este punto & uno de los focos, al F por e]emplo
una oi:‘cunferencia; desde el oiro foco F ‘describo con el 1a—
dio 27 otra cireunferencia que cortara 4 Ia primeia en dos
puntos Py ', tiro desde el foco F las rectas F'P, F'P'; des-
de.el punto I bﬂ_]O las perpendiculares IM, IM' & las 1ectas
PF, PF, y dichas perpendiculares IM, IM' serdn tangentes
ES ia hipéibola en les puntes M y M’ en que cortan & las rec-
fas FPy F'P

Para demestrarlo haremos ver enm primer lugar, que
las dos circunferencias se cortan; ; ¥ para esto, que Ta distan-
cia {F de los centros s mener qu_e la suma de los radios
IF+2a, y mayor que su diferencia 2a —IF § IF—2a, se-
gun que 2¢ es mayor 6 menor que IF.

1.° Tenemos [158, Corel.] IF'——]JF<2a, y por consi-
guiente : _ :
o AP <IF+2a; _
es decir, que la distancia de Ios centros es menor que la su-
ma de los radios. '

2.° En el manguio IFF es

F'>FF—IF,
¥ con mayor razon IF >20—IF;

es decir, que la distancia de los centios es mayoi‘ que fa di-
ferencia de los 1adios ; cuando JF<2a.

Supongamos que IF>2a Et punto I puede esta[ 4 la de-
1echa 6 4 la izquierda del eje segundo prolongado: si el pun-
to I estd 4 la derecha del eje segundo, es IF'>IF [Geome-
trig, Teor. 231; luego con mayor razon

IF>IF-—20
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Si el punto 7 estd 4 la izquierda del cje segundo tenes
mos (155, Corol. | .

IF—IF <24,
¥ por consiguiente
IF >IF—%g;

luego tambien en ¢l easo en que IF>2a la distancia de log
centios es mayo: que la diferencia de log radios.

Queda pues demostiado que las dos circunferencias se
cortan,

Para demostrar ahora que la recta IM es tangente 4 1a
hipérhola en el punto M, tiro la Fif: siendo IM perpendi-
cular & la cuerda FP, la divide en dos paries iguales, esto
es Fo=Po; luego los dos tridngulos FMo v PMo son. igua-
les, y poi tanto FM=PM, v el dngulo FMo=Pify: Siendo
FM=PM, sc infiere que .F’M-—-FM:F’M—PM::F’P.:%,
es decir [155, Recip. 1.°] que el punto M corresponde 4 la
Lipérbola; y como la IM es hisectiiz de] angulo 'FMF for-
mado por los 1adios vectores tirados a1 punto ¥ de la curva,
es tangenie 4 Ia hipérlola en este punto M. :

Del mismo modo se puede demosira; que la olra recta
IM' es tangenie 4 Ia hipérbola eq ol punto M'.

Sila hipéibola estuviese construida, los puntos M y A
serian los de interseccion de las rectas F'M v F'M con la
curva: no habiia pues que bajar las peipendiculares IM é
IM' 8 las 1ectas FPy FP, sino juntar el punto I con los
puntos de interseccion M y M. ' o

Prohiema 3.°  Conociends el eje primero y los focos de ung
Japér bola, tirarla una tangente paralela & ung yecty dada, esign~
do construide ¢ no la curva. ' .

Fig. 450 Sedn F y F' los focos y AC el eje primero de
la hipérbola, DE la recta dada, 4 la eual ha de ser paralela
la tangente pedida. Ya se sabe (162, Probl 5.°] que si por
el eentro se tiza una paralela 4 Ia DE, debe estar compren-
dida, para la posibilidad del problema, en los dos-4ngulos
de las asintotas en que no estan los focos Suponiendo que asj
sea, tiro la F'D perpendicular indefinida 4 1a DE, y desde F*
con el radio 2¢ describo un arco, que cortard & esla perpen—
dicular en los dos puntos P Y P, tire las tectas indefinidas
- F'Py F'P, en los puntos medios 0 yU de las PF y PR

“levanto las perpendiculates OM y O'M, que serdn las jan—
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gentes & la curva en los puntos My M en que cortan 4 las
F'P y F' P’ prolongadas,

En efecto, MF=MP=MF'---2a; luego MF' —MF=2u, &3
decir que el punto M cotresponde & la hipérbola, yla bisec-
triz OM del "angulo F"MF es Langente 4 esta curva en dicho
punte M.

Del mismo modo se demuestra que la O'M’ es tangented
1a hipérbola en el punto M. :
-MNora 81 la hipérbola estuviese construida, los puntos M
y B seiian los de encuentro de las vectas F'P y F'P' con la
curva; luego tirando por estos punios las paralelas MO y
M'0" 4 1a DE, estas pararelas serian las tangenies pedidas.
La demostracion es poco diferente de la del caso anletior.

Nota. No nos detendremos en probar que,si la direccion
que ha de tener la tangeante, es la conveniente, el arco PP
ha de cortar en dos puntos & la perpendicnlar FD prolonga-

da suﬁcientemente‘) .
- Articuto 8.°

Cuerdas suplementarias de la hipérbola.

/ 166.  Cuerdas suplementarias de la hipéibola son dos ree-
/ tas tiradas desde los estremos de un didimetro secanie cual-
¢ quiera 4 un punte de la curva. .
Fig. 134.  El producto de las tangentes de los dngulos « 4 o'
que forman con el efe ptimero, prolongado indefinidemente , dos
2

cuerdas suplementarias A'M y C'M es constante ¢ igual & —.
a

Se demuestra del mismo modo que el teorema analogo

de la elipse. S

Corolario.  8i a:=b, esto es, si la hipé:bola es equiltera,
serd tgetg«'=1, de donde 1ga=— r-;:'_ cote’; luego en ln
: o
hipérbela equildlera wno de los dos dngulos, que las cuerdas su—
plementarias forman con el eje primero, es suplemento del otro.

Reciproco.  8i el producto de las tangentes de los dngulos
que forman con ol eje primero de la hipérbola dos rectas que sa~

) 2

len de los estremos de un didmelro es wgual & — estas dos rec~
a

tas se unirdn en e hipérbola, 6 bien | serdn suplementarias.
Se demuestta como en la elipse
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Corolaiio.  Si por los estremos de un didimetro cualguiera se
teram dos cuerdas por alelds & dos suplementarias, dichas paralelgs
serdn tambien suplementarios. Se demuestra como en la elipse.

El teorema [166] da medios sencillos paia resolver geo-
métricamente los dos problemas siguientes, estando construi-
da la hipérbola y suficientemente prolongadas sus 1amas.

Problema 1.° Térar wna tangente 4 Iy hipérbola por un pun-
Io dodo en la curva.

Resolucion y demostracion idénticas 4 lag seguidas en el
problema andlogo de la elipse; ¥ tambien puede hacerse res-
pecto de la ecuacion de la fangente la misma observacion
que se hizo en la elipse. ‘

Problema 2.° Tirar ¢ ia kiperbola una fungente paralela @
ung 1ecta doda.

Si la paralela 4 la recta dada, tirada por el centio de ia
hipérhola, cae en los dos angulos de las asintotas en que no
estdn Jos focos, el problema es posible [262, Prob. 80y
entonces su iesolucion y demostracion son idénticas & las s6—
guidas al resolver el prohlema andlogo en Ia elipse.

167, Hallar el dnguls M que forman dos cuer das suplemen-
tarias que salen de los estyomos del gje primero. .

Fig. 132, Del mismo modo que en la clipse se hallarg
Zal? ; : .
I,gM_—:“{f_-b; y puesauno yotro lado del eje segundo hayen

las dos ramas dos puntos ¥ y M’ para los cuales tiene y el
-mismo valor, se infiere que existen dog sistemas de cuerdas
suplemeniatias que saliendo de los estromos del eje primerg
forman igual angnle, K :

. el | .
Segun la espresion tg M== &, 5¢ Ve que cieciendo y

desde 0, disminuye el valor de tg Mdesde a0, es decir que el
angulo Mes agudo, y puede llegar 4 ser tan pequetio .como
se quiera, creciendo ¥ suficientemente.

168.- Si thidsemos por el punto M un didmetro MON v
la recta BN, esla seria paralela 4 la AM, puesto que los dos
tridngulos AMO y BNG son iguales: luego las dos cuerdas su-
plementarias B y NB forman un ngulo MBN suplemento
del BMA; y como este puede aceicarse 4 cero cuanio se
quiera, alejandose el punto I suficientemente, el dngulo MBN
puede aproximarse 4 dos rectos indefinidamente. '

*
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169 Ahora se reselverdn como en la elipse los dos pro-
Blemas: 4.° Dados los ejes de una hipérbola, hallar un sistema
de cuerdas suplementayins que formen un dngulo cualquicra agu-
do 4 obluso. 2.° Consiruir los dos sistemas de cuerdas suplemen-
tarias que formen un dngillo dado.

Fig. 432. En este iltimo problema, si el angole que han
" de formar las enerdas suplementarias es obtuso, se consi uird

sobre el eje primero el atco capaz del suplemento de dicho

angulo , v despues que se tengan los dos puntos My M que

verifiquen esta construceion , se titaran los dos didmelios
_ MON, WON', y en seguida las coerdas BN y AN', y st ien-

d14n los dos sistemas de cuerdas suplementarias que salisfo-

cen 4 la cuestion, 4 saber: MBy NB, WAy f\”b

Agrricvro 6.°

¥ Didmetros conjugados de lo hipérbola.

7 Sesuiremos un drden andlogo al seguido en Ia elipse.

170. Hallar ko ecuacion de los didimetros de la hipérbola .

Por un razonamiento idéntico al seguido en la elipse, al
resolver el problema correspondientege hallaré que la ecua-
cion de los diameiros de la hipéibola es @'y . m— Pr=0,
que represenia una recla que pasa pot el origen, que aciual-
mente es el centto de la hipérbola. Luego fodos los didmetros
de la hipérbola son lneas 7edlas que pasan por el ceniro.

Reciproco. Fig. 153. Toda recta que pasa por el centro de la
hipéy bola y tiene diferente direccion que las asintotas, es didmelro,

Sea 0Q una recta que pasa por e} cenlio y no coincide

W

. : . b
con ninguna asinlola, y su echacion ¥ :(-'_*-,—-—{—8 z. La
: a
ecuacion del didmetro, que biseca las cuerdas cuyo coefi—
2

ciente angular es m, es %y m—b'2==0, & y=—=——2. Ob-

atm

servemos ahora que m no puede tener el valor i-z— » pues
toda recta que forma con el eje Oz un dngulo cuya tangen-
te cs %= —%- » es paralela 4 una de las asintotas, y por con-

siguniente no corta 4 la hipérhola mas que’ en un punto {4},

{a) En efecto, igualando coordenadas entre la eeuacion de la hiperbol?
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£

: . B, b
es decit que no es cucrda. Igualemos pues —— & i—_+3,
atm @

y resultard para m el valor posible m=— b
g

—. Dando
&) .

b
pues & las cueidas Ja inclinacion conveniente para que su
coeficiente anguiar sea esle valor de m, el didmetro que las

biseque tendra por. ecuacion y—{ 4= .%__{_3 2, que es la

ecuacion deJa 00 ; luego esta recta es un didmetro.
Demostremos ahora que las asinfotas no son didmety os.

: , b
Las ecuaciones de las asintotas son y =e g ¥y como la
_ PR
ecuacion de todo diametro de la hipéibola es
. n®o
a*y.m—br=0, 6 y—=——ux;
*m
2

s . B, b
si igualamos este coeficiente —— & 2=, resultard m=-%
am . a

b . . .
e valor imposible de m. Luego no hay ningun sistema de

cuerdas paralelas al que las asinlotas dividan en dos partes
iguales; luego las asintotas no son didmetros.

Corolario.  La tangende 4 la hipdibola en el punto de inter—
seccion de un didmetro con la hipdrbola ¢s paralela d lus cuerdas\
bisecadas por dicho didmerro. Se demuestra como en la elipse,’

271. Sellaman didmetr os conjugados de la hipérbola dos dia-
metios, tales que cada uno biseca las cuerdas paralelas al otro.

- A72. Fig. 134.  Si un didmelro OQ de la hipérbols biseea
lus cuerdas paralelns & otro didmetro OB, éste biseca tambion las
cuerdas paralelas ol pramero; y por {anto los dos son conjugados.

Se demuestra como el teorema analoge cn la elipse.
175.  Elproducto de las tangenles de los dngules quedos did-

la de Ja recla y—2i= -Ii-;r: - 6, v eliminando la g, se veri.que el pri-
y p ¥ 4 r

mer término de la ecuacion de segundo grado que resulia, es eefo, ¥
por tante @ tiene un valor finite y otro infinito; lmego la recta y—m=—

b ; .
-—&—+6 no corta 4 la curva mas que en un punte, es decir que no es
a T .

enerda.
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metros conjugados de lu hipérbola forman con el eje primero, es
2

constante € igual & —.
a

Se demuestra como el leoréma analogo en la elipse,
Consecuencias. 1.° Fig. 1535, 80 un didmetro OM es
paralelo ¢ une de dos cuerdus suplementorias ON, su conjugade
~OM’ ¢s paralelo d la otra suplementarip AN, Como en la elipse.
2% En la hipdrbola no hay mas sistemn de difimetros con-
jugados 1ectangulas es que )el sistema de los gjes; pues siendo

tga,tgd/=_"_, como — no puede ser —4 , se infiere que
«* @ :

los dos didmetios conjugados no pueden ser rectangulares,
Si la hipérbola es equildtera, serd tga. g «'==1; lucgo en
la hipérbola equlitera los dos didmetros conjugados forman con
el eje primero dos dngulos complementarios. _
B.% Los dos dngulos 2 y o' que forman con el eje primero dos
didametros conjugados de la hipérbola, son agudes, ¢ los dos son
obtusos; puesto que el producto de sus tangentes es positivo.
4.° Fig. 135, St un didmetro corte & lo hipérbola, su
conjugado no pugde cor furla, .
En efecto, 1a langente del angulo MOz, que forma un
didmetro secante con el eje primerv, es menor que el que

, . . b .
forma la asintota con dicho eje, y por tanto tge<—., ¥y co-
- &

. .
mo {ge, tga’=b_2=£ — , se infiere que tg a*>£--; es decir

a g a 7 _
que el segundo didmetro esta comprendido en los angulos
de las asintotas en que no se hallan los focos; luego este se-
gundo didmetio no puede coitar 4 la hipérbola.

5.% Siun didmetro secante va aproximindose & una astniota,
su conjugado irit aproziméudose & lo misma; y ambos coingidirdn
con elly al mismo tismpo. Luego las asintotas son limites comu-
(Des de los diamelros conjugados. ‘

w AT4h.  Hallay i ecuacion de la”"hipérbola, tomando por ejes
de coordenadas dos didmetr os conjugados,

Fig 136 La ecuacion ordinatia de la hipérbola es

_ @y —hPat=——q?}?, '
Las fiimulas para pasar de Jos ejes rectangulares Oy, Oz &
los oblicudngulos Oy, Oz’ se deduciran de las formulas ge-
nerales [43, 2 " caso], haciendo 6==90°, v son: '
g==t CoSELY cosal, ey 'seﬁa+-y’ sena’ .

o
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Sustituyendo estos valores; y teniendo presenle que, por
ser los ejes didmetios conjugados, es

o

, b
tgatga:—a—z-s

resulta .
AL

a” sen®a’ | 207 sapty
—8 cos?s’ — % cos? -4

Liamemos a’ al semididmetro primero 04, y 4* al semj-
diametro segundo, es decir 4 1a ordenada en el origen he-
cha real; é introduzeamos estos semididmelios en la ecug—
cion de la elipse. Haciendo en ellg y:=0, es v'==y; luego

(a* sen® a—-b* cos? a)q P —g2f [47],

de donde _
) al?
¥ sen?a— % cost g - —
a
Haciendo ahora 2'=0, Y porconsiguiente y'==—p'y/ —1
sera _
(@” sen «'—-p? cos ) S L [B],
de donde
. 2p2
. a’h
8® sen®z’'—§*® cog? ot'“-———-a—

Sustituyendo, tendremos

2p2 ez
a*h a’b®
e i g,

55
. y:oa® 1.
‘ e
- 42002 Pl 22
i) Y= g2

ecuacion de la misma f6rma que la de la hipérbola referida
4 sus ejes.

175.  Comparando esta ecuacion con la de la elipse re-
ferida 4 sus" didmetros conjugados, se ve, que la diferencia
estd en el signo de 47, Luego si en una cualquiera de las
Propiedades de la elipse entra &, en la propiedad analoga de

l2 hipérbola entrara ¥/ 1
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Asi las formulas [4] y [B] pueden deducirse de sus ana-
logas cn la elipse, mudando los signos de &* y 6. '
>/ 476, Teoremas de Apolonio. _
1.°  La diferencia de cuadrados de los semudidmely os conju~
gados de la hipdrbela es igual & o diferencic de cuadrados de los
semiejes; esto €s o b= — 0t
9.° Elparaleldyramo construtdo sobre los semudidmelros con-
jugados de le hipérbola es equivalente al rectdngulo consirudo
sudre los semiejes; es decit '
T @'t sen (o' —2)=ab _
Estos teoremas se deducen de los correspondientes en la
elipse, mudando by &’ en by —1y b'y/—4; y pueden demos-
trarse directamente del mismo modo que sus andlogos-cn la
elipse.
477. El piimero de estos dos teoremas pruchba que en
Io hépdirbola ordinaria no pueden existiy didmetros - conjugados
dguales; pues siende a diferente de 4, tambien o serd diferen-
te de b ' ' '
En lo hipérbolu equillitera todo didmetro es igual & su con-
jugado; pues si a=>b, se infiere que ¢'==b’.
Norsa. Las ecuaciones
: 32— hr==n 2",

ab=a'6"sen (¢'—a),
. _th toa’
kS

contienen las seis cantidades e,b, 0',¢’, 2 ¥ «’; y pot fanto per
medio de estas ccuaciones pueden hallaise tres de dichas
seis cantidades, dadas las otras tres.

178 Problemas. 1° Dadauna hipérbola, hallar su ceniro.
- Tirense des cuerdas patalelas, intetiores & la hipérbola,
¥ por sus puatos medios una recta, que scrd un didmetiose-
cante, el punto medio dela parte de ¢sta recta complendi-
da enlic las dos ramas sera el cenlro. : .,

2.° Fig. 457. Dado un didmelro, hallar su conjugedo

Tirese unacuerda EC paralela al didmetro AB, por uno-
de sus estremos E otio didmetro ED,la suplementaria DG,
v en seguida el didmetro GF paralelo & la cuerda GD, que:
serd ¢l conjugado del AB; puesto que los didmetios ABy FO
son paralelos @ dos cuerdas suplementarias EC y CD. '
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‘Esta construccion nos da Ia direccion OF del didmelro
conjugado de AB; pero no nos da, corno en la elipse, al mis-
mo tiempo su magnitud, por que larecta OF no encuentra &
la hipérbola. ' '

Para hallar Ja magnitad limitada de dicho didmetro, se— .

fialemos las coordenadas OP=y', CP=y decun punio cual-
quicia € de la hipérbola; v tendremos la ecuacion

algy.’g_br2: ’2:——@,21)12)
en la que no hay mas inedgnita que b'; resolviendo pues di-

Lo

cha ecuacion, tendremos ' %Y ,
| | Vi
espresion ficil de consiruir.

3.° Fig 138. Duda una Kipérbola, coustruir sus gjes.

Hste problema so resuelve ¥ demuestra como su analogo
en Ja elipse. : _

La magnitud del eje segundo se hallard, como en el pro-
blema anterior, por Ja formula ‘

ay’
bee 2
! 2 2
Vi —a

(_ 4° Tirar en ly fupérbola dos didimetr os conjugados que for-
men un dngulo dado. :

Constitiyanse los dos sistemas de ¢uerdas suplementarias
que formen este angulo, ¥ tirando por el centro paralelas &
dichas cuerdas, tendiemos ofios dos sistemas de diametzos
conjugados que formardn ef &nguls dado.

Nora.  Estos dos sistomas de didmetros conjugados se re-
- ducen 4 uno solo, cuando deben formar dngulo 1ecto, 6 lo
que es igual, caando han do ser ejes de la hipéibola, como
ha sucedido en el problema tercero. :
178, Las propiedades de [ hipéihola, independientes de
T diseecion de los ejes, se conservan aun euando lg hipée-
bola esté referida & sus didmetros conjugados
Asiz 1.7 8i un punto (%, y) esld en la caiva, so tendrd
4y b g =0,
si esta fuera, a2t g2 >0,
Y si esta dentro, a2y b 2220,
Recipioco. . Verificandose alguna de estas condiciones,
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¢! punto estard respectivamente en la curva, fuera 6 dentio
180. La- ecuacion de la tangente & la hipérbola referi-
da & sus didmetros conjugados se hallar, del mismo modo
gue en el niimero 160, que es

ayy — 0 ar'=—a"b'",
e

siendo su coeficiente angulat-—.
a7y

3
g . . , @
La abscisa del pié de la tangente seta ¥==—;3 ¥ cuande
&

se da a’ v ¢l angulo de los ejes de coordenadas, la consiruc-
cion de la tangente & la curva, por un punto dado en ella,
es la misma enteramente que la que se ha seguido en (162
Prob. 1.7].

181. Para ¢l problema, tirar una fangente paralela 4
ana 1ecta dada, sevhallarian 'como en [162, Prob, 3."] los
mismos valores de &’ ¢ y', coordenadas incognitas del punto
de contacto. :

182. Paia cl problema, tirar una tangenie ada hipér-
bola desde un (x,8), se hallarian tambien como en [162,
Prob. 2.°7 los mismos valores de o' ¢ yj;, o

Anricvio 7.°

Teoria de las asintotas de la hipérbola.

73 . Vo . .
/ﬁ&’) Siendo y== ~—,\/‘;ﬂv'=‘—a2 la ecuacion de la hipéi—
: p !
bola con respecto & un sistema de didmetros conjugados Oy
Oy, las ecuaciones de las asintotas de la hipérhola con res-
pecto & los mismos ejes de coordenadas seran {15]

i

1]

18%. Fig. 139, De estas ecuaciones se infiere que las
asiniotas de Ia hipérbola coinciden con lus dingonales MP y NG
del paraleldgramo MNPQ consty uido sobre dos digmetros conjugs-
dos cualesquiera ACy BD.

En efecto, el qoeﬁciente angulai de la diagonal PM, que
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’

pasa por-los dos punfos O y M es [55] -2,—; luego la ecuacion

de dicha diagonal ser

y..:._‘-,ﬁJ
. T
idéntica 4 la ecuacion de la asiniota GK; la diagenal PM -

coipcide pues con esta asfnfota.
El coeficiente angular de la diagonal NQ, que pasa por

’

Oy N, es-—j—, , ¥ la ccuacion de esta diagonal
J— .

br

Y= — 7,

es decir que coincide con la asintota HL.

185 Fig. 140. Elpunto A de contaclo de una tangente
MQ, terminada en lus asiniotas, divide d esta recte en dos par—
tes iquales entre si, ¢ iguales al semididmetro conjugado del GA
que pasa por el punto de conlaclo. :

Tiremos el didmeiro GAz y su conjugado Oy, que serd
paralelo & la tangente MQ, y tomemos estas dos rectas por
ejes de coordenadas. Las ecuaciones de las asintolas OM y
00 son respectivamente

! ’

I

) Z-a-‘-—m, = ——— il

Los puntos M (a', MA), Q(s’, —QA) se hallan sobre di—

chas asintotas, y por tanto sus coordenadas satisfardn & las
N ecuaciones de eslas rectas: tendremos, pues,
bi ’ ) . r

MA=— a'=b, —Q4d=— L a',

& @

f

6 _ A=V
Queda pues demostrado que MA=0A=¥".
180. Los scqmentos de foda secante & lo hipérbols , com-
prendidos entre lu curva y las asintotas, son iguales.
Fig. 141. Supongamos en primer lugar que la secante
- M(sea una cueida interior prolongada. Por el punto medio
. Rdela cuetda NP tiro el didmetro ORw, y en seguida su

4
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conjugade Oy, que sera paralelo a la cuerda NP. Siendo

y: ——:’I}’ y:—m_x.
a - a

las ecuaciones de las dos asintotas OM v 00, y hallindose
sobte ellas los puntos M y Q, tendremos

yR="_ om, —gr=—2Y.. on,
43 a

0 - QR—= b_‘OR;
12
luego . MR=0R:
testando de estas rectgs iguales las iguales NR v PR, ten-
dremos MN=PQ. o
Fig 142 Bupongamos ahora que la secanie sea una
cuerda esterjor PN: digo que tambien MN==P()

Tiro un didmetro OR que pase por el punto medio R de
la cuerda PN, su conjngado (x serd paralelo 4 dicha cuer—
da PN. _

Las ecuaciones de las asintotas OM y 00 son

1 1

Y=, Y=
¥ " s Y P

las coordenadas del puato M, que son MR y OR, deben veri-
ficar [a ecunacion de la asintota OM, y las coordenadas del
punto O(-—QR, OR) deben verificar la ecuacion de Ia 00; es
decir que tendremos : .
or="2_ ur, oR=—Yx_qr=" on:

@ . @ e o
luego MR=0R: testando estas dos tectas iguales de las
iguales VR y PR, tendremos NA—MWR=PR—(R, § bien,

MN=PQ.

187. Esie teorema nos da un método muy facil para
construer una hipdrboln, conociendo sus asintol y uno de sus
PUNLOS. , : o

Fig. 143. Scan OM y 00 las asintotas, ¥ P-Gn punto
cualquiera de la curva: tito por este punto P uaa secante -
cualquiera QM, tomo MN=<PQ, y N serd otro punto de la
curva. Del mismo modo pueden hallarse tantos puntos como
se quieran. '
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-Para evitar la confusion qur sesultaria, si se tirasen mu- |
chas secantes pot ¢l mismo punto P, conviene valerse de al-
gunos de los puntos hallados, para determinar otros. .~
- 188.  Hullar la ecuacion de la lupérbola referida & sus asin-
tofas.
Fig 144 La cuestion se reduyce & pasar de la ecuacion

a?yg_bgmzri——(ﬁba e [A]

de la hipérbola con respecto & su centro y 4 sus ejes 4 Ia
ecuacion con respecto 4 las asintotas Ox', Oy

Las formulas para esta transformacion de coordenadas,
que es pasar de ejes rectangulares 4 ejes oblicudngulos, son

T=x'cosa-}y cosa’,
— sena’ (L)
y=—u'sen oy sen o

Estas formulas se ballaron en la suposicion de que las
partes 0z, Oy de los nuevos ejes de coordenadas estaban en
la patte superior del eje Om; pero ya sabemos que pueden
aplicaise al caso actual en que Oz’ es inferior a Ox, con-
siderando que el dngulo = es negativo , es decit a——2'0%.
Como ademas los dos &ngulos 'O & y'Ox son iguales, ten-
dremos e=—¢"1 PoI consiguiente £o0s x==cosa’, sen a= —
sen o’

Luego las formulas (P)serdn

x=(x"+¢") cosx’, é[QJ

y=('—")sens,

b .o
Tenemos ahora tg«'== —, y por consiguiente
- _ ‘

Cos o =

i i
V1 gt —
VitE 30
. a.‘
multiplicando estas ecuaciones, resulta

;b
SeN & = —:
¢
- luego las formulas [Q7 serdn
U | 4 . f f_‘ .
NG O Uy

¢ ¢
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Susntuyendo estos valores enla ecuacion [4], tendremos

a2 )
By S gy,

que se reduce 4
V L c :
¥y = ('.2 ) .

6 haciendo, como se acostumbra, fa semi-escenit 1dad-—2~ =m,

la ecuacion de Ia hipérbola referida 4 sus asfntotas serd
&'y =m*
Corolario. E! drea del pamlelogr amo construido sobre las
coordenadas asintéticas de un punto cualquiera de lu hipérboly es
B » " i ’ .
consiante ¢ iqual & ln mitad <5 ab del 1 ectdngulo de los semigjes.

Fig. 145, En efecto, siendo z & ¥ las coordenadas del
punto M, y 6 el angulo g0z, el drea del ar aleléﬂr d
MNOP es ’ : ’ o g

Tl 2

Lo ¢ -
xy sen b=m*sen b= —senf—__ 2 z
) 7 =3 seng0 cosi0,
Mas, siendo 16 el angulo que forma la asintota con el

eje primero de la hipéibola, es tg 0= —b-, ¥y por consi—
guiente ‘
08 % 6= —, sen I p= i;
¢ ¢
luege el 4rea del patalelégramo serd
¥4

que ¢s el ennnciado del teorema.

189.  Tangentes ¢ In hipérbola veferida 4 sus astniolas.
Siendo la ecuacion de Ia hipérbola referida 4 sus asin-

totas ZY—mi=0,
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iendiomos fL==y", f';.:m'; lnego el coeficiente angular de
1

la tangenie se1d — __E'T_" y la ceuacion de la tangente
T ;

, y .
S -

que simplificada es _
. yx el 2n?,

190. Fig 146. Dado un punto M [x',%) en lo hipér-
bola, tirmla por este punio una langente.

Hagamos y=0 en la ecuacion de la tangente, ¥ ten-
dremos

. [ rr
¥ ¥
tirando pues la ordenada MP, tomando PQ=—=GP, y tirando
la 1ecta QM esta serd la tangente.

Obsérvese que PQ—=0P, esto es que la sublangente PQ es
igual & lu abscisa del punio de contacio; Jo que podia inferirse
del te@or‘ema [185], pues siendo MG=MN ,es claro que OP
=P

191. . Conociendo ln- magnitud y posicion de dos didmetros
conjugados de la hipérbola, construir esia curva.

Constraido el paralelogramo sohre los dos didmetros con-
jugados, ytirando las diagonales indefinidas deeste paiale-
16gramo, se tendran las asintotas dela hipérbola: come, ade-
mas, en el estremo del diametro secante tenemos un punto
de la hipéibola, queda el problema reducidoe al [188].

Nota. Sise da la ecuacion My*—Na’—=—P de la hipér-
bola referida & un sistema de diametros conjugados, ¥y se
piden las magnitades limitadas de estos didmetros (con eu~
yos datos, segun el problema anterior, se puede consiruir
facilmente la hipéibola), escribiremos dicha ecuacion de <
‘este modo: : '

My N
PP
v en seguida de esle otro:
¥_r
p P ’
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1a enal ¢nmparada con la ecuacion

y_ o
A
. e PE k)
nos da paraa’ vy 6’ los valores
, P, P
§ = § -, {; et —_
N M
Ejemplo.  Sea la ecuacion 3y —5p2= _ 8,

Esciibiremos esta ecuacion, para no tener necesidad de
recordar las formulas anteriores, de estos dos modos:

2 Y 2
%_- 5;2:“&, %— -%:: —1 Por consiguiente

3 5
15
a 5 b =
Sea ahota la ecuacion 3y’ —5B2’=8, que sabemos repre—
Senta una hipérbola en que el eje de las g es el didmetro se-
cante prolongado. Para hailar la magnitnd de este didmetre,
haiemos en la ecuacien =0, en cuyo caso y==a'; yasi .

3a%==8, g'=- V%,

semididmetro primero. Haciendo y=0, y por consiguien-
. o o ¢

te =25'y/ 1 sera —Bx— "8, b= V% , semidia—

metro segundo

CAPITULO VI,

Teoria de ln pardboln.

Ariicgio §.°
Eeuacion de la, paydholy referida & su eje y vertace,
192, Enel nirmero 103 vimos que la ecuacion de la pa-
rébola referida 4 su eje ¥ véitice eg
. . Myg%_sx:OJ
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. S
de donde V=
M S
y si llamamos, como se acostumbra, 2p al coeficiente — —
de , la ecnacion de la paribola serd 4
y=2p,

que es la ecuacion erdinariz de esta curva.

De esta ecuacion dedujimos en el nlimero 42 la forma de
la patdbola. :

El coeficiente 2p de % en esta ecuacion se lama el pard-
melro de la pardbola; y siempre 'se puede suponer que esuna
canlidad positiva, pues sila ecuacion tuviese la forma y=—
2px, haciendo s=—', dicha ecuacion se convertiria en y*=
2ps', en laque el pardmetro es positivo. Laecuacion y*=2ps’
6 la propuesia y*=--2px represenia una paribola cuyos dos
ramos se hallan comprendidos en la-1egion de las abscisas
negativas. - ' :

195.  Dada lo posicion del eje de In par dbola, el vértice ¥ un
punto de lo curva, hallar el parémetro. '

Fig. 157 Sean Oz el eje y 0 el vértice de 1a pardbola,
M un panto de esta curva, cuyas coordenadas son QP yMP:

tendiemos MP:=2p . OP,
Mp?

~ de dond Y=

de donde 1l P

es decir, que ¢ pardmetyo de la pardbola es una tercera propor-
cional & lo abscisa y ovdenada de un punto cualquiera de osta
CUrog. -
~ Paia constiuir esta lercera propoicional, tiro 1a MO v la
perpendicular M@ 4 la MO en el punto M, y PO seri el pa-
rametio. _

" En efecto, es evidente que MP*=GPxP(, de donde

. MPE

: o P

194.  Cuando la pardbola estd construida y prolongade
suficientemente uno de sus dos ramos, pugede hallatse el pa—
Témetro por el teorema siguiente. _
o Fig. 448, La bisoctriz ON del éngulo yOX corta é lo pard-
~ bola en un - punto N cuya abscisa'y ordenada son iquales al pa—
rimelro. ' '
En efecto, las coordenadas del punto N, OP y NP, que




269
son evidentements iguales, verifican la ecuacion de la para-

bola, esto'es NP*==2p- OP,
de donde . 2p=NP=0P.

~ 195.8i un punto M, cuyas coordenadasson © éy, estd en
ia paidbola, se verifica que '
P —2pu=0. S .
Si el panio N, euyas cooldenadas son @ & y, se halla fue.
ia de la pardbola, se1d
' P—Epr>0;
v si se hatla dentio, serd .
y—2pr <,

Fiy 149. En efecio, tiiando por el punto N la QN pa-
ralela & la O, la ordenada del punto M, en que esta palale-
ta corta & la cuiva, serd la misma que la del punto N; luego,
¢i tlamamos % 4 la abscisa del punto M sera mayor que la
abscisa  del puato esterior N: mas, por hallarse el punto M
en la cuiva, es y’—2pz’=0; luego y*—2pr>0.

Del mismo modo se demuestia que si el punto N esld
dentro de la pardbola, es '
y--2pr <0,

Reciprocos.  Si se verifica que y"'--—%pxgo, el punio esta-

v en ls paydbolu, fuera & dentro; lo que se demuestia facil-~
mente por redaccion al abswdo.

Arifcuo 2.7
Congtruccion de lo pardbola, dado sy pay dmefio

198 La ccudcion de la pardbola nos da Jos dos métodas
siguientes pata consiruir esta curvd por punlos, conociendo su
par dmetro

1. Fig. 180, Sea Oz el cje de la pardbola, y Osun vér-
lice. Tomo un punto cualqniera P en eleje, ¥ 4 continna-
cion una parte PQ igual al paradmelro; sobre 00, como dia-
metro, desc;ibo un cireulo; levanto por el punto P una per-
pendicular indefinida al eje, y los dos puntos M, M, en que
esta perpendiealar corta & la circunterencia, serdn dos pun-
105 de la parabola. Del mismo modo se constiuyen lanio$
puntos de la patdbola como s¢ quieran.
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Para demostiar que el punto 3, es un punto de la para-

bola, llamemos x € y 4 las coordenadas de estepunto, y ten-
dremos pai un feorema muy conocido de geometria
MP*=0PxPQ, 6 y'=38pr, b y*—Yp-=0;
luego [193, Recip. 1.°] el punto M corresponde & la parg-
bola.
2.° Fig 151 Sca Oz eleje, y O el vériice de la para-
bola: fomemos hicia la izquieida, sobre el eje, una parte 0¢
igual 2i pardmetro, seifalemos un punle cualquiera P en el
eje 4 la derecha del vértice, y levantemos por dicho punto
una perpendicular MM al eje; sobie OP como didmelio des-
eribamos una circunferencia; desde los puntos Ry R, en que
ssla cireunfercncia ceita al eje Oy, tiremos dos paralelas ai
“eje de la pardbola; y los punlos M, M, en que estas parale-
las corten 4 1a perpendicutar MM, serdn dos punios de la pa-
rabola. Del mismo modo se constiuyen tantos puntos de esta
CUIVA COMmO se (uieran.
Para demosiiar que el punte M es un punto de la para-
bola, sean x &y las coordenadas de este punto:

fenemaos ROP=00x0P,
B MPF=00x0P,
0 ¥ —2pr=0;
hiego el punto M es un punto de la parabola. x

Anilcvio 3.°

Foco 3 durectriz de {u pardbols.

* 197, Ya sabemos que se lama foco de la pardbola todo
punto cuya distancia a cualquiera otro punto de la curva es
una funclon racional y entera de la abscisa de este punto;
siendo la ecuacion de la patdbola y*=2p»

Para determinar los focos de la pardbola, en viiiud de
esta definicion, llamemos & & la distancia del foco 4 un punio
cuaiguiera (z, ) de la cuiva, &' &y & las coordenadas in -
cognitas del foco: tendremos :

B=(r—a Y +—y)",
0 Pyt 2y -yt - Sy
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sustituyendo los valores de 4" y de y en funcion de z, {en=
dremos ,
Fim ot — 207+ 17 - Apet 2y Y/ 2L y2

Comao 8 debe ser fancton racional ¥ enieia de », §* debe
serlo con mayor razon; pero esto no puede conseguirse, mien-
iras en el valor ded® subsista el término ivacional 2y/'y/2pa:
es meneskel, pues, que este término desaparezca; lo que exi-
je que y'=0, puesto que x, abscisa de un punto cualquiera
de la parabola, no puede ser eero. Siendo y’=0, se infiere
que lodo foco de la parabola estard sobre el eje de las #, que
acluaimente es el eje mismo de Ja parabola.

Segun esto, el valor de 8 serq

B2 =r'— 20y 4-2* - 2px,

) BPeg®- 25 (p—a') 422 [M].

Para que & sea una funcion enlera de z, es necesario y
suficiente que cste Uinomio sea un cvadrado peifecto, lo que
se verificara siende p—w' =%,

_ o1
de domde -w:~2—p.

Luego 1a pardbola tiene un solo fuco, situade sobre su
eje, y cuya distancia al vérlice es ignal 4 la cuarta parte del
pardmetro.

Fig. 152, Tomando pues OF= ;;p, el punto F serd el

foco de {a parabola
Hallemos aho1a el valor de 8,
Para esto, pongamos en la ecuacion [M] en vez de & su
1 . I ”
valor 5P Y resuitard
e , 1
| =tgn .
os declt, que elvadio vector de wn punto cualyuiera do ls Pt -
bola es wyual d lu abscisy de dicho punto , mas lo cuarta parte del
pardmero. H
198, Dnes!rez." Segun la definicion general [113] de
gsta recta, la ecuacion de la divectiiz de la parabola serg

74 - p=0,




de donde F=—5p; ' —
luego lo directriz de la pardbolu es una perpendicular al gje en
el punto cuya ubscisa es menos lu cunrtt parie del parémetro.

Fiy. 162  Tomaado pues 0D= Tg-p, v levantando la DR

- perpendiculat al eje de la parabola, esta perpendicular sera
la directiiz de la parabola

Hallemos ahora la vazon de las dos distancias de wun punio

cualyuiera M de la paydbola al foco'y é la direciviz.

Tenemos
WF-=nt-Lp, MR=DP=0P0D=0+t L1
Tuego MF=MR; _
luego todo punto de la pardbola equidista del foco y de lo di-
rectriz. )

Fig 155, Corolario. 8 un punto N estd fuern de lo pa-
ydbola, su distancia al foco es mayor que ¢ lo divectriz; y 5i el
punto N estd dentro de la pardbole, su distancia ol foco es menor
que ¢ lo directriz, o

En efecto: 1.° Tirande la NF, tendiemos FN-+ NM>FM,
6, puesto que FM=MR, serd

FN|-NM>MR;
y por consiguicnle FN>NR.
- 2.° Tiiando la NF,setd NF<FM-{-MN, 6 NF<BRM--MN,
6 NF<RN.

Reciprocos. 1.°Si lu distanciade un punto al focoes igual
su distancia & Iz dwectriz, el punto estard en ln par dbolay 2 ° i
la distanciy del punto al foco es mayor que 4 la directriz, el pun-
to estard fuere de la pardbola; 3.° si su distancia al foco es me-
nor que & la directriz, el punto estaré dentro de lo pardboln
[Geometifa, 217,

Po1 consiguiente ninguna curva diferente de la pardbula
tiene la propiedad de que cada uno de sus punios equidiste
de un punio dado y de una recia dada. Se puede pues defi-
nir la pardbola diciendo que es ung curva en la que cade uno
de sus puntos equidista de un punto fijo y de una recia fije: y
efectivamente de esta definicion dedujimos [42] Ta ecuacion
dela pardbola. : _ '

199, En virivd de esta piopiedad de Ta parahola, puede
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consiiuirse esta cwva, dado su pardmetro, por punios, ¥
fambien per un movimienfo continuo.

Fig. 132, Paia construitla por punios, sean Oz el fje
y O el véitice de la pardbola: tome sobre o eje a derecha é
izquierda del véttice las partes OF y 0D iguales 4 la cuar-
ta parte del parametro, ¥ levanio la perpendicular DR al
eje: tendré asi el foco F'y la ditectiiz DR. En un punto cual
quiera £ del eje levanto una perpendicuiar indefinida, v
haciendo centro en el faco, desciibo con un radio igual 4 DP
un arco gue cortard 8 dicha perpendicular en dos puntos A
y M, que serdn dos puntos de la pardbola: del mismo modo
pueden haliarse tantos puntos ¢omo se quieran deesta curva.

Es facil ver que estos puntos corresponden & fa pardho-
la; pues tirando la 1ecta MF y la MR perpendicular 4 Ja di-
rectriz, tendremos, segan la constiuccion, FM=DP=MR:
es decir, que el punto M equidista del foco v direchiz; lue-
go dicho punio coiresponde 4 fa parabola.

Fig ABL  Para construir esta carva Pet un movimiento
continuo, se hace coincidit, con el angulo 1ccto que forman
ta ditectiiz y el eje, el angulo recto de nna escuadia ADw.
Se toma un hilo, cuya longilud sea igual al lado Dz de la
escuadra, y se fijag los estiemos de esie hilo en ¢l foco y en
ci estiemo @ del lado Dz: el hilo quedara flojo entre ol
foco y el estiemo de este Jado; pero por medio de una pun-
ta 6 estilo se le pondi4 tiante, ¥y se colocard la punta en 0
¥ enionces el hilo serd FO--0x, y 0 se1d el vértice de Iy pa-
rébola. Muévase ahora la escuadia de modo que su lado AD
coinetda siempre con la direcliiz, v entonces e} lado Dz de
la escuadra1d empajande 4 la punta, la cual, si se conselva
stempre el hilo tirante, trazaid una curva, quc es un rame
de pardboia.

fin efecto, cuando la escuadia haya llegado 4 ta pesicion
A'Dy la punta estard en M, y el hilo tendia {a posicion
ME--Mz'; peto hemos tomads el hilo 1gual 4 D'z’ luego
FH-AMa' D'z, de donde FM=MI); es decii que el punte
H equidista del foco y Qirectriz; luego dicho punio cortes-
ponde 4 la pardhola,

200. La cuerda perpendicular al gje, que pasa por el foce de
o purdboln, es iqual al pardmety o,

Fig 152, T efecto, las coordenadas OF:%-p y NFdel
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punto N deben vet ificar la ecuagion de la parabola, es decir
que tendiemos
. 1 . il
NF‘:prg»p:tp' ;

luego NF;:p, yNN'=2p.

,Arricrio 4.°

Tangentes & la par dbola.,

901 Hallemos ln ecuacion de la tangente 4 lo pardbols en
un punto cuyas cooydenadas sean 3" €'y".

La ecuacion de la parabola referida & su eje y véelice es

' yr—2pw==0"
por consiguiente fr=—-2p, fr=2y; luego el cocficientc an-
zulai de la tangente 4 la paribola, é bien, por ser los ejes
de coordenadas rectangulates, la tangente del dngulo que
forma la tangente con el eje de fas x, sera

e %Y
Por consiguiente la ecuicion de la tangente, recla que
pasa por el punto (') de contacto, seid, -

y—y’:-% (z—a'),

gque ahora vamos 4 simplificar.
Quitando el denominador y efectuando la multiplicacion
indicada, sera
yy —y P=pr—pzx,
6 yyf ==y =
poniendo en lugar de y” su igual 2pz’, seiu
yy ==p(nt-a’),
232 Discusion del eseficiente angular ig T:g,— delatan-

genie & la pardhola. o
" Fig 185 Siy'=0, cs tgT=00; luego en el véitice de -
" la pardbola Ja tangente es perpendicnlar al.eje. :
Si 4 crece positivamente, tg T disminuye, y por tanto el
dngulo agndo T va disminuyendo pesilivamente, hasla que,
siendo y'==9 , cs tg T=0, y por consiguicnte I'=0: luego
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la tangente al 1amo supeiior dela pardbola forma con el eje
de las = todos los dngulos comprendidos entre 90° v 0.

Siy crece negativamente, tg T disminuye negativamente
y por tanio el angule obtuso T va creciendo, hasta quesien-
do y'=—%, es tg T=0, ¥ entonces T=180": uego las tan-
gentes al 1amo inferior de la pardbola forman con el eje to-
“dos los &ngulos compiendidos entre 90° v 180° _

105, Dado el ¢je de la pardbola, su vértice Y un punto de
esta cur v, lirayla una langente por dicho punto, estando 6 no
conshuda lo curva, '

Fig. 156, Haciendo y=0 en la ecuacion de la tangenle,
en cuyo caso x es la abseisa ~—0Q del pie 0 de la tangente;
tendremos ‘ '

P=—0=—=—g’,
O bien . 00=u ;
es decir que la abscisa del pic de la tangente & la pardbola
es Igual y de signo contiario 4 la abscisa del punio de con-
tacto; 6 en olros 1éimines, lu subtangente PO es doble de Ia
abscisa del punto de contacto.

Por consiguiente dado el punto M, se bajard Ia perpen-
dicular MP, se tomara 0(=0P, y el punio Q serd el pié de
la fangente, y QM seid la tangente.

20%.  Dados ¢l efs, elvériice y ol pardmetro de g patibola,
tivarly una tangente desde un punts dado (=,8), estando ¢ no
construida este curva. :

Las coordenadas z* é ' del punio de conlacto son las in-
edgnitas de la cuestion.

La ecuacion de la tangente 4 la parabola es

¥ =p(z--a). .
Por hallarse el punto dado (%,6)en la tangent?, tendremos
By ==plata’) .. [1]

Ademas, por corresponder 4 Ta parabola el punto ("%,

tenemos
yi=2px’ . [2].

De estas dos ecuaciones resultan
w,@%‘*—pai‘c‘a\/ﬁ*—-—?jm'
= p ,

y’zéi\/-S* — 2,
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formulas gue resuelven el problema, y que prweban quesi el
punto dado («, &) estd fuera de la pardbola (en cuyo caso es
62—2p«>0, y los dos valores de «” son reales, como tambien
fos dos de ¢'), se pueden tirar 4 la pardbola dos tangenles. Si
el punto (=, 8) estden la curva, o 6 ' no tienen mas que un
sole valor; y por tanio por un puntode la parébela nose pue-
de tirar mas que una tangente 4 esta curva. Finalmente, si
el punto {z, &) estéd deniro dela pardbola, cn cuyo caso 62—
2pe.<0, los valores de 2 € ¢ son imaginarios, y el problema
es imposible. )

La construccion geoméirica delos valores de o éy' seiia
hastanie comp!icada;%mm puede hallarse con mayor senci-
llez ia recta que pasa Por los dos puntos de contacto, cuando
la pardbola esta constrnida y suficientemenite prolongada.

En efecto, la ecuacion
: by=p(eta). . [A] -
o esladelacuerda que pasa por los dos puntos de contacto,
* puesto que las coordenadas &' ¢ ' de dichos punlos dan la

igualdad cierta
Sy'":p(m_I—m'}}

es decit que dichas cooidenadas verifican la ecuacion [A], 6
bien que la recta, que esta cceuacion represcnla, pasa por
los puntos de contacto. Construida, pues esta recta, sus pun-
t0s de interseccion con la parahola serdn los puntos de con-
tacto.

Para constiunir dicha recta, haiemos sucesivamente en la

ecuacion [4] y==0,2=0; y los valores correspondientes de
@ € y serén

y=0, p=—o; =0, 1 :]J_gl .
o Fig. 156% Sea, pues, I el punto dado, y sus coordena-
~ das —AO==a, IA=8: tomando OP=0A=—u, scr4 P ¢l punto
- en que fa recta, que pasa por los dos puntos de contacto, cor-
- ta al eje Oz. Para hallar el punto en que coita al eje Oy, ob-
$ervo que, como actualmente 4 es negaliva, y --o s positi-
.. va, el valer de y serd negativo; su valor absoluto es una cuar-
. ta propoicional & &,p y AQ: tomo pues 0B=6, OK=p, tiro
la BK', v por el punto A la AL paralela 4 BK, y serd OL el
. valor absoluio de y; pues tenemos

OB :04:: 0K :0L,
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Peiip ey,

de donde _ J_fff

on

4 hien,

Luego el punto L es aquel en que la recla, que pasa pov
los dos puntos de contacto, corla al eje Oy: tirando la LP, los
punios My M de interseccion con la parabola serdn tos pun-
tos de contacto, y pot tanto IM & IM serdn las dos tangentes,

205, Dados el eje, ol vériice y e’pm dmelio de lo pambola,
tivar & esta curva una bangenie paralele & wia vectu dada, estan-
do ¢ no construida la cur va.

Sea ! la tangente del angunlo que la recta dada forma con
el eje de las €1 como la tdnﬂente pedida ha de ser paralela &
esta 1ecta, la tangente det annulo que dicha tangenie forme
conel cje O serd la cantidad conocida ¢: ‘tendremos, pues,

P

7"
y ademas y =2,
Estas dos ecuaciencs nos dan los valores siguienles de las
incogniitas «' € ¥’
o — P
27 v?" ==
Qt
Como cada incdgnita no tiene mas que ua solo valm, se
infiere que ol problema no tiene mas que una solucion; la
cual sera siempre posible, 4 no ser en el caso en que latecla
dada sea paralela al eje de. la palahola pucs entonces (=0,
v pol consiguiente T==gp , =, )
208  Ecuacion de e normal & lo par abo[a
Slendo la normal una pelpendmula: ala tangente en ¢l
punto de contacto, su ecuacion serd

, 1 .
y»—’t e e D e— 5
y p( )

'

v
J__J::__(m.--q )

IH,J 157. La abscisa ON dvl ple N de la nmmal se hae
Hard, haciendo cn csta ecnacion y=0, v déspejando 1 ten-

dremos pucs 2=0N-—=x'-t-p;

()]
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por cousiguiente la subnormal =5 =PN=p: luego la
subnormal de ln pardbola es constants para lodos sus puntos, é
dgual & la mitad del pardmetro. 7

El valor de la subnormal puede tambien hallarse facil-
mente por el tridngulo rectingulo MPN, 6 por la ecuacion
MP==0QPxPN.

906. Otra solucion geométrica de los problemas 203,
904 y 205 sobre las tangentes g la pardbola, oy

Teorema. La langente & 1o pardbola forma dngulos iquales
con el eje y con el radio veclor tirado al punto de contacto.

1.5 Demostracion. Fig. 187. Tenemos FM=z —[—% 7,
siendo @' la abscisa del punto M [197], QF=00-1+-0F
::az’_g.%p; luego FM=0QF, y por cégsiguiente son iguales
los Angulos MQF y FMQ.

@a Demostracion. El ingulo FMQ=MFx—MQx; Tnego
' tg MFx— tg MQx '

tg FMQ= H
g FMQ 1+ tgMFx tg MOx
Mas [58] tg MFr= — ,ii Ly ig MQr=— —57 ; luego
¥
tg FIM'Q___ r—3zp : ¥
T
Y (” —3p) ,
s gRMo= LprtE petEn) P
ya'—%py'+py Y@ i)y

~ Luego los dos angulos MOF y FMQ, que tienen la mis@
tangenie, son iguales. o

" Corolario. Siendo GHparalela al eje Oz, losangulos MQOF x.
RMH y QMG son iguales; luego tambien lo son los GMF ¥

- RMH, QMF y GMQ: luego {a tengente forma dngulos iquales

* con el radio veclor tirado ol punto de contacto y con el didmetro

' que pasa poi este punto; 6 bien, la tangente divide en dos pariss

- igquales al dngulo formado por el radio vector-tirado ol punto de
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contacto y la prolongacion del didmetro que usa por el mismo

Hwnio.

? Reciproco.  La bisectriz del dngulo formado por- el radio
veclor tivado & un punto de Il pardbola y por la. prolongacion
del didmetro que pasa por diche punto, es tangente & la pardboly

A Reduecion al absurdo.

"Es facil demostrar geométiicamente este reciproco.

Fiy. 158. Sea M la bisecuiiz del dngulo RMF: tomemos
en ella un punto cualquiera Tdiferente del punto M, y tire-
mos la TF, la perpendicular TS 4 la directiiz DR, y la TR:
siendo iguales los dos Angulos RMQ v FHMQ, sus suplementos
BMT y FMT son tambien iguales ; luego los dos riangulos
RMT y FMT son iguales, vy pot tanto TR—TF; mas TR>TS;
luego TF>TS, es decir [198, Reeip 1.°] que el punte T estd
fuera de la pardbola; lucgo la recta O, que tiene todos sus
puntos fuera de la curva, escepto ¢l punto M, es tangente &
esta curva. :

207.  De cste reciproco resullan las soluciones geométri-
'@as de los tres problemas siguientes: _

1.° Dados el vértice, el eje y un punio de Iy par dbola, tirar-
lo una tangente por dicho punto, estando construidg g noly
curva.

Fig. 159.  Determinese el pardmetro (193], y enseguida
el foco F: Lirese al punio dado # el radio veclor FH, por el
punto M una paralela GH al gje, dividase el dngulo GMF en
dos partes iguales, y la bisectriz M sera I3 tangente pedida.

La construccion siguiente es algo mas seneilla.

Témese FO=FM, v titese la OM,que scid la tangente 4
la pardbola en el punio M; puesto que,.por ser FQ=FM, son
iguales los dngulos QMF y FOM , ¥ por consecuencia tam~

. bien son iguales los QMF y OMG.

L2722 Dados el vértice, el eje y el pardmelro de la pardbola, ti-
\var G esla curvn uno tangente parulels & una recly duda; estando
eonstruida ¢ no g pardtole. :

Fig. 160. Supongamos que la pardbola no esté construi-
da: sean O el véitice y Oz el cje de la parébola, HK la recta
4 la cual ha de ser paralela la tangente : sefialemos el foco F
y la directtiz DR. Desde el foco F tiro wna perpendieular
FH 4 la1ecta dada, ya ptolongo, hasta que encuentre en
P i la direchiiz, por el punto P tiro una paralela PM al eje, .
por el punto medio @ de la FP levanto una perpendlcular
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OM 4 1a FP, y esla perpendicular serd la tafsénte pedid
En cfecto, los Wiingules recténgulos PMQ y FMQ:
- jguales; luego MP==MF, es decit que el punlo M- corpe
. ponde & la pardbola, Tambien de la igualdad de dicliBgede
" tridngulos resulia que son iguales los dos angulos @Wi’y
- QMF, yque por tanio la QM, que divide al dngulo PHMF eh
.. dos parles iguales es-tangente & la curva en el punio ¥
: Si la pardbola estd construida , y no solamenle dada por
* sus elementos, como nosotros lo hemos supuesto en el case
' que acabamos de considerar, el punto M de contacto serd el
punto en que la paralela PG al eje cotla 4 la curva, y la
paralela MQ 4 la HK serd la tangente pedida: la construe-
. cion es pues en este caso algo mas sencilla que en el ante-
~ rior, y-la demostracion de que la MQ es la langente, es
tambien algo mas facil. : i
3.° Dados el e, el vértice y el pardmetro de la pardibola,
tirar ung langente & esta curva desde un punio esterior , estando
conslruida ¢ no ly curva. '

Fig 161.% Supongamos que la pardbola no esté construi-
da. Sean O y Oz ¢l véitice y eje de la pardbola: sefiale—
- mos el foco y la direclriz. Haciendo centro en el punto
. dado I, describase con el radio I'F una circunferencia, que
- cortara 4 la directriz en dos puntos R v R'; tliense las rectas
“ RFy RF, y desde el punio I las perpendiculares 731 & IM'
- alas RF y R'F, y estas perpendiculares serdn las tangentes
~ 4 la parabola en los puntos # y M.

' Para demostrarlo, probaremos en primer lugar que la
circunferencia descrita desde el punto I con e radio IF cor-
ta & la directriz; y en efeclo, la distancia IF es mayor que
la distancia del punto I & la directriz [198, Corol.]; luego
. dicha circunferencia corta 4 la directriz.

- Tenemos ahora, litando las rectas IR é IF, que los dos
. tridngulos rectangulos IQR, TQF son iguales, y por consi-
guiente los dos angulos RIQ, FI0 soniguales; luego los titdn-
. gulos TR, IFM son iguales, y por tanto MF=MR, es decir
- que el punio M corresponde 4 la pardbola: tambien el dn—
© gulo JMR es igual al angulo IMF; luego la 1ecta /M bisec—
. triz.del Angulo RMF' es tangente 4 la pardbola en el punto M.
- Del mismo modo se demuestra que la M’ es tangente 4 la
- parabola en el punio M'. ' ‘
Sila parabola estuviese construida, los puntes de con-

»
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tacto serian los puntos My M', en que las dos patalelas al oje
tiradas por los puanios R y R’ cortarian & la curva: la cons-
truecion es pues en este caso mas sencilla, y Ia demosira-
cion, de que las rectas IM & JM' son tangentes, es tambien
algo mas facil. \} :
o .
Anticore 8.°

Dadmetros de la pardbola.

208.  Hallar ln ecuacion de los didmetros de la parabola.
Fig, 161. Sea MN una cualguiera de las cuerdas bise-
caifdas por el didmetro QPF', y la ecuacion de dicha cuerdas

Y=ma+q,

siendo m la tangente de los dngulos iguales que forman las
cuerdas bisecadas pot el didmetro PP’ con el eje de las 2: m
es por lo tanlo una cantidad constanle pata todas las cuer—
das paralelas MN, MN'.. ., y «, que es la ordenada en el
‘origen de todas estas cuerdas, varia de una cuerda & otra.
Tgualando las cootdenadas entie la ecuacion y=mzt«
de la cuerda MN, y la y°=2pz de la curva, y eliminando la
y, tendremos .
et - Zmeg -2 =2,

=N

Qma—3 2
Bt S

Los valores que tiene x en esla ecuacion, son las abseisas
e los puntos M y N; luego si llamamos 2" y 5" & estas abs—
cisas, sera '
2p—me

o 2
& g == :

2]

Sean w; & y, las coordenadas del punto medio P de la
cuerda MN: tendremos [83]

&z p—ma
531 = — — N
2 ! m*
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Si entre estas dos ecuaciones eliminamos el pardmetro
variable «, resultaid la eeuacion '
_ p .\' N
¥ ™ [ ]= ]
yaloi de la ordenada de un punto cualquiera del didmetro.
Suprimiendo el indice, inttil ya, la ecuacion de todo did-

. metro de 1a parbola es y:-p;
. it

A esta misma ecuacion liegariamos por la formula general
de la ecuacion de un didmetio, que es f';xm +f,=0. En
_ efecto, siendo la ecuacion de la pardbola y*— 2px=0, serj
=2, ['e=—2p, ¥ poI tanto fa ecuacion de todo didmetio
de la pardbola es :
y.m—p=0, b y=2".
: : i3 ¢
C 209  Segun esia scuacion, todos los didmetyos de la pard—
ola son paraelos al eje de este curva.
" Reciproco  Fig. 161. - Toda recta QR puralelu ol e de Io
purdbola es didmetro de esta CUr e -
En efecto, la ecuacion de toda recta paralela al eje de la
pardbola es y==b: como la ecuacion de tedo didmetro de la

- ‘parabola es y——:-%; igualando L 4 b, en cuyo caso tendra
hi /(] .

"m el valor % , Tesultard que la ecuacion del didmelro gue

. biseca las cuetdas que forman con el eje delas @ un angulo

cuya iangenle es 1;7 , sera y==b. Vemos pues que esle did—

" metro coincide con la recta QR paralela al eje; luego esta pa.

" ralela es un didmetro.

. Corolario. Lo langenfe & la pardbola tivada por el esly emo

- de un didmeiro es paialela 6 las cuerdas bisecadas por este did-
metro.

En efecto, siendo @' ¢ y' las cordenadas del estremo 0 del
18
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4
didmetro , como la ecuacion de este es y=—2 | ser4 y==L.
m

o~ T

de donde m:ﬁ, que es la tangente del dngulo que la tan-

gente & la pardbola en el punto (', ¥') forma con el eje Ow;
luego esta tangente y las cuerdas bisccadas por el didmetro

forman dngules iguales con el eje Ox; ¥ por tanto son para-
lelas.

210, Estando la pardbola suficientemento prolongada , tirar-
lev uma tangente paralela & una 1octa dudn.

Fig. 162. Tirense dos cuerdas MP, NO paralelas 4 Ia
recta dada HK; por los puntos medios R ¥ S de estas dos
cuerdas titese la recta ARS que serd un didmetro ; por el es-
tremo A Hiese una paalela 4 dichas cuerdas, y serd la tan—
gente (i). 3

x 214 Hallw lo ecuacion de lo pardbola tomando por ge de
abscisas un didmetyo, y por eje de ordenadas la fongente 4 lu
paribola en el estremo de dicho didmetro, :

£ig. 165  La ecuacion de la paribola, con respeeto & sa
eje Or y 4 la tangente Oy, es y*=2pm. Las formulas para
pasat de los ejes reclangularés Oy, Ox 4 los oblicuangulos

{) Vimos (88, Nofa] que de la definicion del didmetro puede deda-
cirse, que la tangente én el punto en que el diamelro corta 4 Ja cur-
va, es paralela 4 las cuerdas’ bisecadas por él. De aqui puede sacarse
el cocficiente angular dela tangente, Y por coumsiguiente la ecmacion
dela misma, sin necesidad de nirguna nueva teoria. En efecto, segun

hallamos [85], la ecuacion de los didmetros de las lineas de segunde
orden as

[oxim-{-fra=0.
Las coordenadas o' ¢ y’ del estremo del didmetro, & del punto de con-
tacto, deben verificar esta ecuacion; luego
f;’xm_llgle.r:oa
de donde me=— Lo
fv B
es decir que el coeficiente angular de Ias cuerdas bisecadas, 6 de 1a tan-

gente en clestremo del digmerry, g Jo

¥’
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oy, 00, sé éeducenode las [6rmulas generales [45, Tercer
case], haciendo 6=90°, y son:
s=—a-- cosa—ty cosq,
y=b-t-x" sena-t+y seno
Actualmente, como el eje 0z’ es didmetro, ¥ por tanio
es paralelo & Oz, setd «=0; luego sena=0, cosa=1 7
Ademas el dngulo " es el dngulo T que forma la tati-

sonte con el gje O : luego tov'= 2, puesto fue 4 y b soit
g go ig b q ¥

las coordenadas antiguas del punto 0% luego

{ T &
= e— i _3]_‘::—-_—-—
e e = T

pol consiguicale

: S ] b 1
seha'=tga'xiosa'= L . o ?

b \/}‘?2+bﬂ_\/p2-+—b2 ‘

Luego las formulas de transformacion serdn las Siguientes:

r=u+u'- _“by_’ y==b-} . ?jy
VI 2R

Sustituyendo estos valores en la eduacion y*==2px, ten=
dremos Lo ' :

vt j"”i,j + ol et | 2L

) % 2 . . IO
¥y c‘o.m'o_, i}mpestZL ¢l punto 0’ en la cuiva; es Iﬁi;;na, Serd
e donde 7= 2_(77_?'_:_}?:_}_55

P
& poriiendo en vez de §° su valor 2pa, serd
yi=2(p+ 2,

Y =b (o Ly,

==l
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“Repr'esentcinos' ia cantidad 4 (a--i—%) por 2§, vy la ecna=

pion de'la pardbola eon respecto 4 los ejes O'x,('y’ serd
P Uy

. . y’zzgp’m’
El coeficiente 2p' se llama el pardmetro del didmetro s y

pres st vdlor es & (a4 p) v que o % es el valor del ra?

dio vector del punto €', se infiete que el perdmetro del didme-
tro es cuddruplo de la distancia del estremo: del didmetry al foco;
cuya mopiedad tambien es cierta para el parametio del elb

X 0 otdinario.
212. Puede demostiarse, sir la lransformacion de las coor-

denadas que la ecuacion de Ja parébola con referencia 4 un
diametio y 4 la tangente en su cstremo ¢ 4*=—2p'w , y en se-
goida que el patamctlo 2p' es cuddiuplo de ia distancia del
estremo del diametro al foco.

Fig. 16%. En efecto, stendo O’z un d]ametm 4 cada va-
lor de @ corvesponden dos valores ignales y de signo contla— |
rio d¢ i: luego la ecuacion contendrd un término My*sin nin.
gun otro érmino en y Haciendo 2==0 en la ecnacion, debe
10%ult¢u y=0, pot ser ¢l origen un punto de la cuiva; luend
la ecuacion no puede contener término mdependlente de las
vaiiables. Po1 lo tanto Ja ecnacion tendia la forma

My* - Na*-FSx=-0;
pero como B*— 4 AC es ahora —&HN, serd — AMN=0; v
por consiguiente, no pudicndo ser ’51#0 sevd N=0; !uerth
fa ecuacion de la pardbola es

My +-8x=0, 6 yiz:‘-—jlii?s
¥ haciendo —-é:?p’, se1d
fy’——gp T,

en donde se puede suponer siempre que el parametlo 2 e$
positivo, por la razon dada [192] para el pardmetro del e}e
Para demostrar ahota que el parametw del didmetro Oz

es cuadiuplo del radio veetor FO, tiro por el vértice O de la
parabola la OM paralela 4 la tfmnc;nte OJ, serd por lo tanto
0Q=M@; y como QQ=TC, serd JiQ=T0Q'. Por consiguiente,
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sendo y*=2p® iar ecuacion de la paiabola con respeclo a los
ejes 0', 0'y, seré -
' MQ*=2p'x0'0,
© 4 hien 0'T?==2p'%0T,

© ge donde 0T Pibat
0T Vhe o Y T 4 .
o= O et =9l 4‘p<+9‘_). Y

913. Dado un didmelro, la tangento en su eslt emo y Wi pun-
10 de la pavdbola, delerminar el pardmetro del didimeiro.

Fig. 168. Sea Oz el didmetio, O su cstremo, y Oy la
tangente & la pardbola en el punio 0: sea M ¢l punto dado
Qefialo las coordenadas OP=x y MP=y de este punio, pot
¢} punto P levanto una perpendicular 4 la Oz, ¥ tomo sobre
clla Ja parte PM'=PM, junio ahora los punics 0y M por me-
dio de la recta OM', y por el punto M levanto la M'Q per—
. pendicular 4 la OM'; y serd PQ el pardmetio del diametro.

- " Rn efecto , M P*=0PxPQ, 6 MP*=0PxPQ, & yi=uxL0;
luego PQ es el parimetro del diametro,

" 914, Dado un didmetro de lg pardbola y lu tangente en su es-
iremo, y suporiendo ademds que esta curva estd construida y sufi-

cientemente prolongada, determinar el pardmetr o de este didmetrd.
" Fig. 166. Dividase en dos paites iguales el dngulo yOz
formadp por el diametro y la tangente, sefidlense las coorde-
- nadas del punto M, en que la hisectriz corta 4 la cuiva, y
cualquiera de cllas serd el parameiro del diametio Ox.

En efecto, es evidente que 0P=MP, y que sientdola ecua-
- cion de la patdhola yi=2p'w, tendiemos MP*=2p 0P, de
- donde 2p'=MP=0P. } _
915, Dadg una pardbola, hallor su gje y vérlice.

Tirense dos cucrdas paralelas, y por-sus puntos medios

' una recta, que serd un didmetro. Tirese una cuerda perpen-
. dicular 4 este diametro, y pot el punto medio de esta perpen-

~ dicular lirese una perpendicular & dicha cuerda, y tendie~

mos el eje de la pardbola; el punio en que corfed la paraho~

la sera el vériice. &

C 916. Dado un didmetro, la langente en su estremo y el pam- '

etro del diametro , construdr lo paydbola.

Primera construccion,

Fig 167. Sea Oz el diamelro, 0 el punte en que corta &
la pardbola y Oy la tangente 4 la parabola en este punto 0.
Consiruyo varios puntos M, N... de una parabola, cuyo vér r

e
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tice sea 0, su eje Ow, y supardmetro ordinario cl pardmetro
dado del didmetro: por los pies P, P ... de Jas perpendicula-
1es PM, P'N.. . 4 ]a recla Oz tiro paralelas 4 la Oy; tomo aho-
ra PM'==PMW=PM, PN=P'N"=P'N .., ¥ los puntos M’ ¥
M’, N'y N*... corresponderdn & la pardbola que se quiere
construir.

- En efecto, st 2p" es el pardmetro dado del didmetro, y
son % & y las coordenadas OB y M'P. del punto M, tendiemog
) MHPP=2yp's, ‘

Iuego tambien S
| y=2p'0, 6y —2p'z=0,

es decir [217], que el punto I corresponde 4 la pardbola,

de la que Ox es un didmetro, Oy la tangente en su estremo ¥

2p" el parametro del didmetio.

~ Segunda construccion.

Fig. 168. Sea O’z el didmetro y O'y la tangente 4 la pa-
rébola en el punto 0': titp por este punto O una recta in-
definida O'FK que forme el ingulo FO'T=20'y, y esta recta
(' FK pasat§ por el foco [206, Corol ]:témese O'F igual 4 a
cuarla parte del pardmetro del didmelro, y se tendid el foco;
iirese F'D paralela & Oz, y setendia el eje; lomese O R=0'F,
y serd Run punio de Ia directiiz; desde el punto B bijese una
perpendicular al eje, y esta perpendicular serd la ditectriz;
dividase la distancia DF en dos partes iguales, y el punto
medio O serd el vértice. Conociendo la posicion del vértice ¥
del foco, ya sabemos constiuir la pardhola [196].

217, Siendo la ecnacion de la parahola referida 4 su dia-
mebto i=2p'x de la misma forma que la ecuacion yi==2pe
de la pardbola referida 4 su eje, se demostrati del mismo
medo que en el nimero 198, quesi un punio (z, ) esti-en Ia

parabola, sera ¥ —2p' x=0;
si estd fuera de la pardbola,
ya—" 2’])"8 )\‘"Oa

¥ si estd dentro de fa paraboela,

. yi—2p'e<0;
¥ reciprocamente. ' _
_ ,21,8“ Fig. 469', La ecuacion de la tangente en un purite

(#,%) de la parabola referida 4 su diametro sera
: yy'=p'(x +1);
de donde resulfa que OF, abscisa del pi¢ de la tangente
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mudado el signo, €s ignal 4 la abscisa OPF del punto de con-
1acto; 0 lo que es igual, que lo sublangente TP es doble de Ia
abscisa del punto M de confacto.

919, Dados un didmetro de la pardbola, lo tangente en su
esiremo y ol pardmelro del didmetro, tirarls una tangenie desde
un o (2, &), estanndo ¢ no consiruida lo curva.

Se hallaran las mismas formulas que en el problema
12041, tomando por ejes de coordenadas el didmetio y la tan-
gente en su estremo.

290. Dados un didmelro de la pardhole, In tangenie en su
estresno y el pardmetro del didmelro, trarly win laigente pava-
Jola & una recta dada, estendo ¢ no consiyuida la curva

Idéntica resolucion 4 la del problema [2037] , tomando
por ejes de coordenadas el didmetio y Ia tangente en su es-
tremo, ¥ siendo { el coeficiente angular de la recta dada )

Anticuro 6.°

Propiedades de la paydbola considerada como limite de Lo elipse 0 de
' la hipérbola.
921, La pardbola es una elipse cuyo «je mayor es infindlo.
Fig. 470.  En cleclo, la ecuacion de la elipse referida &
gu vértice izquierdo y pardmetio es [ 114]
- 1
y”:.‘px’—j—fi
i}

a

&i suponemos que en esta ecuacion p § — permanece cons-
a

tante . y @ v b aumentan indefinidamente (1), el segundo
miembro de la ecuacion de la elipse se va aceicando y se
puede acercar 4 2px’ cuanto se quiera; y finalmente, cuan-
do a=00 , 1esulta y"*=2px’, ecuacion de la pardbola.

Del mismo modo se puede demostiar que fa pardbole es
- una hipérbola cuyo eje primero es infiniio o
22i. B virtud de cualquiera de estas dos proposiciones,

- . , - ‘ T
(1) La cantidad - 6 p sera constante, aumentandoe indefinidaments

o yb,si dando 4 a valores arbitravios, tos correspondientes de b son
\/up; é en otros ttrminos, como la ecuacion b*=pa represenla una
2

. . \ b . -
pardbola, siendo p eonstanie, la cantidad — quedard constante, si Ios
@

valares de @ son las abseisas y los de b [as ordenadas de dicha pardbola.
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introduciendo en las propiedades de la elipse 6 de Ia hipér™
bola la condicion g=op, se pueden obtener todas las piopie-
dades de la parabola. _ '

Lo manifestaremos, deduciendo por esta consideracion al-
gunas dg las propiedades de la pardbola; para lo cual, eonvie-
ne que demostremos antes los dos lemas siguicntes. '

999 1.° Enls elipse ¢ hipérbola lim. o=y,
22 S
%“u En .l‘_l glepsg lim. (a—c):% . y en la ﬂi}?@_’bpfﬂ

lim. (c—a):-—-g )

§.> Como en la elipse c=+/a’-—b%, y en la hipéihola
2

¢
- , b a b
e=Va5}b*, se1d —= ; Mas — =p, ¥ por con—
c vaﬂ__l_b2 a )
siguiente b*=ap;
@ e . 1
luego S aw——
- . Té
Ahora, en el casg del limite, es decir, cuando = , Te-
SR T cuando g=q , 1
sulia im, —={.
' \\\ c
Corolari Lim. Log. T A | .
rOlarie, im, ‘E"“*l: pues siendo ——=——, serd
a a’
| —
¢
, & 1 1 '
im. == lim, —==— =1
a i 1

2.° Tenemos en Ia elipse
t—c=0—V a* P,
Sustituyendo en esta espresion el valor ap de b*, serd
a—t=a—1/d —ap—
(a—VM)(a-+-\/E’—-__@) ap »

at+v d’-—ag ety a’-;:dp | _1 +V1-2

&
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Pasando al limite, serd

lim. (a—c)= g_

Del mismo modo se demuestra que en la hipérhbola

tim, (c—a)=T..
im. (c—a) 3
Ejemplos. 1.°  Hallar la posicion del foco de la pardibols.
Consideremos 4 la pardibola como una elipse cuyo eje ma-
yor es infinito.
En la elipse la distancia del foco izquierdo al véitice in-
mediato es a—¢; luego en la paribola dicha distancia SEra

lim (a—c), que ya hemos demostiado es %

El mismo resultado se hallaria para la abscisa del foco de
la pardbola, considerando 4 esta curva come limiie de la hi-
pérbola.

" 2.° Hallar la posicion de la divectriz de la pardbola.

La abscisa del pie de la ditectriz izquierda de la elipse es
2

a , . .
g=——: actualmente, como el origen estien 4 [Fiy. 170],
z ‘

serd, llamando 2’ 4 la nueva abscisa [45, 1. Caso], p=
2

?;{._‘a; ¥ por tanto x*._a_ﬁ_-%__.: de donde
, !
' ac—i 1] a
B e Tt | oS 4 O, T
= et =——{a—0)

tal es Ia abscisa del pié de la directriz izquierda de la elip-
se, estando el origen de las cootdenadas en ¢l véitice iz-
quierdo.
A En el caso del limite se1d
- P___p
= 1x—2- ==z
Eimismo resultado se obtendria considerando 4 la para-
bela como limite de la hipérbola.
3.° Razon de las distancias de cada punto de lo pardboin of
foco y divectriz. ' _ ' :
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3

Sahemos que en la. elipse ¢ hipérhola esta razon es

Rl

lucgo en la patdhola serd lim. —, que hemos demostrado est;

luego las dos distancias de un punto cualquicra de la pard-
bola al foco y directriz son iguales, _
4.° Coeficiente angular de lo pardbola.

a

‘En la elipse es —=——, siendo ¢ y las coordenadas del
Y -

punto de confacto con 1especto 4 los ejes de la elipse consi-
derados como ejes de coordenadas. Como ahora los cjes de
coordenadas son Av' v Ay, serd x=x—a, y=y ; luego el
cocficiente angular de la tangente 4 la elipse, referida & los
ejes Az’ vy Ay, serd

0’ =gy __ app--a’p__ pr’ | p
@ yl T T a-zyl - a‘y- ._—i_ o

an el caso del limite, esta espresion se convierle en EII}T , que
sera el coeficicnte angular de la pardbola.
5.° Ya hemos visto que en la hipéihola [a tangente bise-
ca aldngnlo de los dostadios vectores tirados al punto de con-
tacto: como la paribola puede counsiderarse como una hipér-
bold en que cl foco izquicrdo esta en el oo negalivo, seinfic-
re que el radio vector correspondiente al focoizquierdo espa-
ralelo al eje, 0 es didmetro de la pardbola: Inego la tangenie
4 la pardbola biseea al angulo formado por ¢l radio vecter ¥
la prolongacion del diimetio que pasa por el punto de con-
tacto. , .

El mizmo resultado se obiendria, considerando 4 la pard-
bola como una elipse enyo foco ddrecho estd en el infinito
positivo, o
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CAPITUL®D IXs

Coordenadas polayes.

Antfcpio 1 ®
Eruaciones polaves.

225.  Enlre los vatios sisiemas de coordenadas que puc-
den adoptarse para la determinacion de los puntos de un pla-
no (), €l mas ventajoso en la geomelrfa analflica, despues
del rectilineo, es el sistema siguiente, llamado sistema yolar.

224 Determinar la posicion de un punto con respecio & ung
vecta daday & un punto dado en ella, '

-~ Para resolver este pioblema, antependremos las nociones
preliminares siguientes: : ' - '
 Fig 471 Sea OF la 1ccta dada y O el punto dado en
elia, con 1especto 4 los cuales ¢e quiete determinat la posi-
cion de un punto cualgaiera M: tiremos la recta indefinida
MOM. ' - o '
La recta dada OF se llama eje polor, y ol punte 0 dade
gn ella se Hama polo. Todo arco, positivo 6 negativo de uria
circunferencia euyo centro sea 0 v cuyo radio sea arbitra-
1i0, que principie en el punto m del eje polar ¥ termine cn
el punto n 6 #' de la recta OM 6 de su prolongacion OM’, se
llama amplitud del punto M. La dislancia H0 del punto M
al polose llama radio vector de cste punto ¥, '

Para la generalizacion de las ecuaciones, sequn el teare-
ma de Descartes [19], considerarenros como positive aliadio
vector, si la @mplitud termina enél; v como negativo, si la
amplitud termina en su prolongacion OM’

Asi, la amplitud del punto 3 serd todo arco que principic
en m ytermine cn n, y el radio veetor del mismo punto M
serd MO 6 bien-la amplitud del punto M seri todo arcoque
piincipie en m y termine en Ja prolongacion O de MO,

(1) En nuestio tratado de igonamelria hamos scfialado cineo sis-
lemas ; el primero éstd comprendido en el de las roordenadas reelilineas,
¥ ef segundo es el sisiera de las coordenadas polares

. B &

e
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v en este caso el radio veclor del punjo M sera —MG . La
amplitud del punto M’ setd todo. arco que principie en my
termine en »', y entonces el radio vector del punto M sera
MO; 6 bien, si la amplitud del punto M’ es un arco que
principia en m y termina en n, el radio vector del punig M
sera —M'0, , 7

Esto supuesto, la posicion de un punto del plano quedara
determinada, con respeclo 4 una recta y 4 un punto dado en
ella, conociendo su amplitud y su radie vector.

En efecto, la amplitud nos sefiala la direceion del radio
veetar, ¢l signo de esle nos da su sentido, y el valor ahsolu-
o del radio veetor nos determina el punto. _

Nota. En adelante la amplitud la 1epresentaremos por
a v el radlo vector por p. o

225. Si tenemos una ecuacion entre las dos variables «
¥ p, s¢ hallard la linea representada por ella, 6 sea su lugai
geométrico, dando & la amplitud « valores arbitrarios, ha~
llando los valores correspondientes del radio vector ¢, cons=—
truyendo las puntos cuyas coordenadas polares sean las dife-
rentes soluciones de la ecuyacion, y-juntando enseguida di-
chos puntos por medio de una finea continua.

Al contrarie, canociende una definicion de una linea ¢ al-
guna de sus propiedades caracterisiicas & esclusivas, se puer
de hallaria ecuacion que indigue la relacion que exisié en-
tre Ias coordenadas polares de un punte cualguiera de la H-
nea; dicha ecuacion se llama la ecuacion polar de la linea.

Diremos, pues, que la ecuaciop polpr de ana linea es la
ecuacion que indica la relacion constante que hay entie las
coordenadas polares de un punto cualquiera de dicha linea.

226, Presentaremos algunos cjemplos para hallar las
ecuaciones polares de varias lineas.

EGUAGléN POLAR DE LA IINEA RECIA,

Fig. 172, Sea AB la recta determinada por la distaneia
A.O:a comprendida entre el punto 4 de inlerseccion con el
eje OE y el polo 0, y por el angulo MAE 6 A: sea Muno de
sus puntos cuyas coordenadas polates seanp y . El tiidngu-
lo OAM nos da la proporcion )

OM:0A :: sen MAQ : sen OWA,
5 bien pra:isen 4 isen(d—a),
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. " gsend —
o dbndé T pme——— = ML
de donde e (A—a) LM

Hemos hallado esta cuacion, suponiendo que la amplitud

del punto M es el dngulo =, que es el menor valor positivo de

- Ja misma, y que el radio vector del punto M es positivo: es-
ta ecuacion cs sin embargo general; en virtud de los signos

' que actmpaiian, segun el ieorema de Descartes, al radio vee-
ior ¥ 4 la cantidad a, que serd positiva si e} punto de inter=
seccion A esta d la derecha del polo, ynegativa en el caso con:
trario. Puede comprobaise la ecnacicn [M] en eualquicr caso.

ECUACION POEAR DEL GiRCULO.

927, Fig 173 Sean 0C=d, COE=4 las cooidenadas
polares del centio € del circulo, r el radio de este clreulo, M
un punto cualquiera de la ciicunferencia, « y ¢ sus coorde-
nadas polates. Tirando el radio MC, tendiemus, por el ted=
rema gencial de la tiigonomeétria rectilinea, -

MG =M -00° 20 x0Cx cos MOC;
" & hien; ri=p’ L d* —2pd cos (e A);
4, si se quiere,
p*—2d cos (a—=A) . p+-d*—12=0... [P];
ccuacion que aunque se ha hallado para ¢l caso mas facil, es
gencral;

Nots. Fig. 17& Coma el producid de los dos valores
de p, que son OM v GM', es igual al teteer término de lg
senacion [P, tendremos '
OMxOM =d*—r?.
Paia otro radio vector 0N tetidifanios igualimente
ONXON'=d—1?;
luego - OMxOM'=0NxON' [Geom. Teor. T0].
#ig. 475. 51 el polo O estuviese dentro del cireulo; la
ecuacion polar del citeulo seria la misma; y tendriamos
OMx—OM' =d*—r2,
ONXx—ON' =d*—r* ;
¥ por éonsigiiente ' '
OMXOM'=0NxON' [Geom. Teor. T1}.
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228, g 176, Si el eje polm fuese un d1amel10 pro-
tongado, seria 4=0; y por consiguicnie la ecuacion polar
scria

P2 cosd PP 12=0,
facil do hallar directamente.

299 Fig. 171, Siel polo estuviesc efi el esiremo O d{‘
un didmetio, cje polar, serta en la ecuacion anterior d=r, ¥
poi consigiiente la ecuacion polar del cireulo cs entonees

#=2r eos4,
oy facil de ‘ha]iar directamente por medio del Uidnguls
reclangulo BIOE. o
Finalmente; si ¢l polo estd en el ceritto, haremos en ld
ceouacion [P] d—= O 16 que nos dara

L . ==,
¢omo s evidente.

9”28«‘ EGUACION POLAR DE LA ELIPSE.

f‘ij 178.  Coloquemos cl po!o eri el centro, y tomemos
por cje polar el eje mavdr prolongado mdeﬁmdamente sed
M un punto cualquiera de la elipse. Segun definicion, 6 se=
gun propiedad esélusiva de la elipse, es '

MF - MFP=24;

tenemos pues que hallar HF' y MF en funcmn de ¢y« coors
~ denadas polares del pufito 3.
El tridngulo HOF fos da-
MF =g ¢*—p cos @,
y e} MOF nos Ga
MEF?=p" 4 > 205 c05 2. _
Eiiminando MF y MF entre estas tres ecuaciones; Tesultaid
T ai— cos'x

929, Fig. 179. Coloquenios, sin vaiiar cl eje polar el
polo en el foco derecho
La definicion de la elipse nos da

MP-MF =20,
6 | e MP=%
Mas ' MF?==p L 462 4ep cosas
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fnego eliminando MF entie estas dos ecuaciones, resultarg

b2
"~ akccose
929 3% ECUACION POLAR DE LA HIPERBOLA.

Fig. 180. Cologuemios ci polo en el centro y lomemos
el cje primerd piolongade por eje polar: teaemos, segun la
definicion de la hipéihola

MF —MF==-9;.

siendo ei signo -, si el ptinto M corlesponde & la 1ama de=<
recha; ¥ el signe —, si dicho punlo corlesponde 4 la ramia
jzquierda.  -e

Tenemos ahora -
MF?==p 4-¢*~%p co8 =,
ME *=p L. ¢*{ Qo cosa.

Elimitiando MF y MF entie eslas ties ccuaciones, 1=
sullara o
a*h?

102.—_“‘ —

@i —® cos2e

250, Fig 180  Cologuemos alora el pold en el foco
derecho, siendo.cl eje polar el mismo que en ¢l caso anio=
Tiol. :

La definicion de la hipériola tios da -
o HF— P2
‘para fodo punte de la ramaderccha,
6 bien, o MF.—=—9y
Mas O MEPR=p o a e cosa;
Juego, elimihando MF’ entic es

ultara

... ecnacton en la gue el radio
cantidad siethpreipositiva.~ - " _
. Si'queremos hallar la etuacion polar de 1a iama izquier=-
da en el mismio caso; leddreme L

. L MF 9&,,
y cofno IR ﬂfF'2292+&02+4CP COS:E‘(, E
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sera, climinando MF' enire estas dos couacionisg, .
2

.. S o

atccéose’
en la qne lambien g es cantidad siempre positiva. '

431:  Biscuston BE [\S DOS ECUACIONES POLARES DE [4S

DOS RAMAS DE LA HIPERBOLA, '
. bt

Piimera ecuacion : §=— .
@~(COosa
. Fig 181, Tiremos por el foco ¥ dos patalelas FG y HE
a las asintotas de la hipéibola: si « es menor que KFz; serd
cosa> cos KFx, 6 cos2> —— [188]; luego ¢ cosa>qa; ¥ pof

7 LIS

tanto o es negativo, ¥ nd ros da ningun punto de la curva,
puesio que esta ecuacion cstd hallada suponiendo que es 5
siempre positivo.

P___

. P i o
Si a=KFz, seid cosa=—, ¢Cosa==gq; Yy por consi-
¢
guiente : = .
. > y | : P ) x - d ’ 3
812> KF, pero menor que 90°, serd ¢os a<—, ecosu<a;s
: ¢

es decirque ¢ serd positivo, y nos dard un punto M de Id
eurva por cada valor que demos 4 «: y como, creciendo
&, tose disminuye, se infiere que aumenlard el denominas
dér 4—¢ cosu, y disminuird .
Sl 2=90°, se1d cosz==0, ¥ p:TzFN; que es ¢l semi
patdmetro [159]
i . . .. § R : .
Supengamos ahora que = vaya cieciendo desde 90° hasii
180°: cos z serd negativo, ¥ su valor absoluto ira creciendo,
¥ por tanto 5 iid4 disminuyendo.
it . . ko P .
81 2=180°, serd coga—=-ci . ¥p== n ‘—C“aZFfia ca-
a4t
mo debe ser,

Hasta ahora, por la discusion de la ecuacion , hemos vis*
to Ia forma que itene, al poeo mas 6 menos, el ramo
supetior AM de la hipérbola: el 1amo inferior es simétrico




280
del superior; pues si damos & = un valor mn-n’::SGO"-—mn;
iendremos -

X

FH == ; S
@—¢ €08 (560" —mn)  a—¢ cos (mn)

i s
valor idéntico al del radio vector FM,; laego si tiramos larec
ta MM, se1A MP=M'P, y serén 1cclos los dos angulos en P;
y por tanto son simélricos los dos puntos M y M'; luego, to-
do punto del ramo superior tiene su siméitico en ol 1amo
inferior ; luego los dos 1amos son simétiicos.

La discusion de la ecuacion polar
{,2
g--¢ cosa

nos daria igualmente la 1ama izquierda de la hipérbola; no
admitiende mas que los valores positivos del 1adio vector 3
232, Hagamos ver ahora que, si en cualquiera de estas
dos eduaciones los valores negativos de los radios veelores se
toman, segun el convenio que hicimos [224], en senlido
contrario del que fendrian si fuesen positivos, cualquieta de
dichas ecuaciones, por ejemplo la primera, puede represen-
tar las dos ramas de la hipérbola. :
Demos 4 « en la primera formula un valor RF&):a;, me-

not que Kz, en cuyo caso el valor de p, que es . ‘s
_ G—~¢Cos o
es negativo. Si en la segunda formula damos 3 « el valor

180" 4-<', que es un valor conveniente pata que g sea posi-
iive, tendremos .

Fo— b* o b*
a-¢ cos (180° ") G—CC0S% ¢ COSa'—g
valot positivo, igual y de signo contrario sl correspondiente
de p en la primera formula: luego si el valor negativo

62 bi
————, mudado el signo, esto es ——, 5S¢ foma en
d—CCos5e ccose’ —g

el sentido FQ, contratio al que tendria si fuese positive, ob-

tendremos el punto @, el mismo que posda la segunda, fé1-
mula. '

Queda pues demostrado que, tomando Tos valores nega-
livos de p en sentido contrario del que tendrian si fucsen po-

19




290
sitivos, la ecuacion primera da tambien la rama izquierda de
1a hipérbola.

253. ' EGUAGION POLAR DE LA PARABOILA.
Fig. 182, Coloquemos el polo en el vértice de la parého-
la, y fomemos su eje por eje polar, -
La definicien de Ia parabola nos da laigualdad
, MF=MR...[1].
Tencmos ahora

pﬂ
Mit—=pL T —pp COS &,
MR:DP:{’T+9 cosa

sustituyendo estos valores en la igualdad [1], y simplifican-
o, resulia
_ Zpoosu

~ sen?ea

254 Coloquemos ahora el polo en el foco, siendo comeo
en el caso anterior el eje de la pardbola eje polar.

Tenemos :
. MF;MB,
6 o p=pecdsa,
de donde p:-__ﬂ_-. . /
1-—cosa

Ariicvio 2.°

Transformacion de las coordenadas 1ectilingas en polares, y af cons
frareo.

255.  En primer lugar, si se trata de pasar de la ecuacion
rectifinea & la polar conrespondiente, se hallard, porla trans-
formacion de las coordenadas rectilineas, la ecuacion ordi-
natia de la curva, siendo cl origen polo, el cje de las » eje
polar y ¢l eje de las y perpendicular al de las . _

Fig 183, Eslo supuesto, sicndo z & y las coordenadas
1ectilincas del punto M, ¢ v « las coordenadas polates del
mismo punto, tendremos

Z=p cos «,
y=psens,
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fomiilas que, aungue se han hallado én ¢l caso mas faeil,
*"son generales, como pueden comprobaisc e cualgquier otro
caso, atendiendo & los signos de las coor denadas tanto ordina-
1ias como poiares. ' : :
Sustituyendo estos valores e la cedacionn ordinaria, se
tendr4 la ecuacion polar. ) -
gj dada lo ectiacion polar, se guiere hallar la reetilinea
cotrespondiénte, de las formulas anteriores, 6 dela figura
“deducitemos ficitmente .

p_—:i\/yi_:—w’ ,
cosa— - R
S
sch [P —— ¥ -
=y
tg ':::_y__ .

Sustituyendo dsfos valores en la ecuacion polay que se nos
¢, tendremos la ecuacion rectilinea, siendo el polo origen,
el eje polar cje de abscisas, y ¢l ¢je de ordenadas perpendi-
cular al de abscisas. o ,

Ejemplos. 1.° Dada fa ecuacion ordinaria a'y b=
22 de la elipse, hallar la ecuacion polat siendo el centro el po-
lo, y el eje muyot eje polar. -

~ Sustiluiremos en esla ecuacion log valores de z € y en
funcion de las coordenadas polarcs, y tendremos
a¥e* sen ta -5 cos® u=aD’,
6 ' P --Gébg e
a* sen sa-|b® cos %

cenacion éntica 4 la hallada directantente en _[%zsssj ‘
9.° Fig. 184 Dada la ecuiacion ordinaria d# lo tned vec-
ta, hallay su ecuacion polar _
La ecuacion ordinaria dela recta AD es
==t b;

bl
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luego, oMo y=—p Senx, I=pcosa«, m=1g 4, b=—atgi,
siendo OA=aq; sera
psena=tg A pcosa—aig 4,

multiplicando los dos términos de este quebrado por cos 4, es
oo asen A __ asenA
" sendcosa—cosAsena  sen (A—w%)

5.° Dadala ecuacion polar del circulo, hallar la ecuacjon
rectilines coryespondiente. 7
La ecuacion polar del circulo, estande el polo en el cen-
iro, es
p:ii","
lnego la ecuacion rectilinea cortespondiente serd %
=Yy tat=ttr,
6 P 4at=rs. :
La ecuacion polar del circulo, siendo el polo un estreme
de un diametro, eje polar, es
p=2rcosu;
luego la rectilinea correspondiente serd

eyt — 2
=Vyi-a
0 Pat=2rx.
2p cosa

k.  Dada ln ecuacion polar o= de lo pardbols, es
se .

nix
tando el polo en el vértice y siendo ¢l eje de ln pardbola gje polar,
hallar la ecuacion rectilinea coryespondiente.
La ecuacion rectilinea se1d
- 2px ot
R P . _{; )
=Vytat Y

2y 2 2pB{y* ")
Piat=S0 L

o

b y=2px.
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Cualquiera otro e]emplo se resolverd con la misma faci-
lidad.

Nora. Las ccuaciones poldres de la elipse, hipéibola y
parébola, que hemos hallado [229, 250 y 234] directamen-
te, pueden hallarse con mas brevedad, “valiéndose de las ecua-
ciones de los radios veciores, que son ecuaciones mixtas en-
ire rectilineas y polares.

En la elipse es [1407

) [
Pﬂa-""ﬁf;
pero evideniemente s—=¢-p cosx;
fuego p—a—cp cos ajﬁz
g h— 3
: -
de donde S A—
a-}-ccosa
Enla hipezbola el radio vector de la rama derecha es
[154]
R
— —ﬁ,,
o
¥ oMo . x—c-}-peosa,
sustituyendo, serd _
__¢*-epoosa
= p ,
b2
¢ = 2= cosa
Fig. 185. El radio vector de la rama izquierda es
] T -
=ty
y como p=--P0= OF—PF—c +-p cose, sera
_ __—6i=Cpros
P a +a,
H]
; —_
g-}-¢ccosx
En la parabola es [197]

p=a-+ %
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¥ como o= ;;—,—p COSa,
SCIa p==p-tp cosx,
1—cos«

CAPITULO X.

Secciones conious y cilindricas.

Arnifcuro 1.°
Secciones ednicas.

236. Se Hlama en general super ficie eénica la superficie
engendiada por una recta indefinida que, pasando sicmpre
por un punto dado, recorre una curva cualquiera.

El punto. dado, la curva dada ¥ la 1ecta movible se 1ia-
man respectivamente centro & vértice, directriz Y generatriz de
la superficie cénica. '

La superficie conica se compone de dos superficies sepa-
radas por el centro, las cuales se llaman hejas de Ia supel-
ficie conjea.

Supetficie conica circnlar es la superficie cénica cuya
directriz es una circunferencia.

Eje de la superficie conica circular es la recta que pasa
por el vértice de la superficic v por el centio de la directriz.

Se-llama supesficie conica circular 7ect la supetficie e6-
nica. eircular cuyo eje es perpendiculat al plano de Ia direc-
Iz y oblicua en el caso contrario: 4 cslas superficies llama-.
Temos, por abreviar, cono recto ¥ cono oblicuo.

237, Fig 186. Todus Jus generalrices del cono recto for-
man con el efe dngulos iguales ; pues sisuponemos que la diree-
triz sea Jacircunferenciy ADB, los uidngulos rectingulos ACO,

G0, DCO,.... son iguales, y por tanto lo son tambien los an.
los ACO, BCO, DCO. . :

238. Teorema.

Las secciones conicas son curvas de sg-
qundo grado
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Fig. 487. Para demostrar este tcorema, hallaremos ia
ecuacion gencral de las curvas que resultan cortandoun cono
recto por medio de un plano, que no pase por su vértice.

Sea MON la curva de inierseccion de dicho plano con la
supetficie del cono: tiremos por ¢l eje un plano perpendicu-
lar al plano secante [Geom Teor. 157], y sean CA y CB las
dos gencratrices de la interseccion de este plano con el cono,
y Oz fa dec ste mismo plano con el plano secante.

La posicion del plano secante MON quedard determinada,
conociendo la distancia OC=d y el angulo COx==u.

Paia hallar Ia ecuacion de la curva MON, tomaremos Ja
recta Oz por eje de las @, y el punto G por origen de las
coordenadas rectangulargs [Por un punto cualquiera M de la
cuiva MON tiremos un pl‘?mo DME perpendicular al ¢je, y
por consigniente perpendicular al plano ABG [Geom. Teove-
ma 1347; 1a interseccion MP delos dos plancs MON y DME
peipendiculares al ACB serd perpendicular 4 este piano, y
por consiguiente 4 las dos 1eclas Uv y DE que pasan pot su
pié en dicho plano: Tuego las coordenadas del punto M son
OP=g, MP=y. Lacurva DME de interscccion del plano per-
pendicular al eje con el cono es una circunferencia . cuyo
centio estd en el eje [Geom. Teor. 1617 ; lnego DE es un
didmetto de esta circunferencia, y por tanto

MP*=DPxPE,
o bien yP*—DPxPE.. . [4].

La cucstion esta, pues, reducida & hallar DP y PE en
funcion de 2.
El tridnguio OPDnos da la proporcion

DE:OP::senDOP :sen ODP,

6 bien DP:x::seno :cosb,
de donde DP— sene
cos€

Taia haliar ahoia 1a PE, tiremos la OH peipendicalar al
¢je, v la PFK patalela & la generatiiz GB; y lendremos
PE—=FH=0H—0F=20G~0F=2dscn 6—0I":
el wigngulo OPF nos da la proporéion
OF :0P::sen OPF:scn OFP,
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0, puesto que cl angulo OPF ps suplemento de Ia suma POK
+OKP=a-1-26, y el ingulo OFP =0HE=90°16 sers
OF :x::sen (2--26) : cos 6,

de donde ' OF:M.
vosg
{ueon PE=24 son smw_g_)w
° cosg

Sustituyendo los valores de DF ¥ PE en Ia eeuacion (4],
resulta
: sen «sen (426
y'==3dsenatgf .z — .——___g_i__.)$2,
. cos* g
ecuacion general de las seeciones conicas.
Luego las seceiones conicas son lineas de segundo é1der.
259, Comparandoe esta ecuacion cen la

Y ==2pr--qa7,
que representa las tres curvas de segundo grado; la elipse

cuande ¢ es negativo, la parabela cuando =0, ylia hi-
pérbola cuando ¢ es positivo > 1esulta que la seccion conica

4 una clipse. & SN sen {a-l ‘26)
serd una elipse, v
COMo sent o ¥ cos’S gon cantidades positivas, la seccion cdni-
ca serd una elipse, si sen (z14-26) es positivo, 6 lo que es
ignal, si a-F 26<180°, 6 si Og proiongada encuentra 4 1a ge-
neratriz CB, 6 en fin, si el plano secante corta 4 todas las
genetairices del cono. '

La seccion conica serd una pardbola, si el coeficiente de
z® es 0, 6 bien, si sen (a-F268) =0, 6 si @126 =180°, §
si Oz es paralela 4 la generatiiz CB, 6 si el plano secante es
paralelo 4 la generatriz opuesta CB. 1. ecuacion de dicha
seceion coniea es enlonces

¥°=2d sen« tg5.2,
6 puesto que =« eg suplemento de 26, v por censiguienic
senoa=sen 25, la ecuacion de dicha pardbola serd
¥*==2d sen 26 tgé.x,
sen g g
cosg 7’

€s positivo, ¢ bien,

¥=2d.2 sen g cosé .

o
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6 en fin © yr=dd sen’ 6 .

Por altimo, la seccion cnica serd una hipétbola, si el
sena sen {x-}-28) os

cos®s

negalivo, 6 bien, st sen (-]-26) es negativo, 6 si a—-26>>180°
(1), 6 si Oz prolongada en sentido contrario encuentra & la,
prolongacion de la generatiiz CB, 4 si el plano secante corta
‘4 una generaliiz y 4 la prolongacion de su opuesta, O en fin,
si el plano secante coria & las dos hojas del cono.

240.  Teorema reciproco. Las lineas de sequndo drden son
setciones conicas.

Supongamos e primer lugar que la curva que sc dé sea
una elipse: su ecuacion referida al vétlice izquicidoserd [144]

Pr=2pr—q2?,
2

cocficiente de #* es positivo, esto os, si |

siendo 2p el pardmetro y g-= b_z
a

Sc trata de demostrar que puede cortarse un cono 1ecio
de manera que la seccion eénica sca igual 4 la elipse dada.
Sabemos._que la ecuacion de Ia seceion chnica elipse es
senzsen (a-}-2 é)w2
c0s* 6
en la cual «4-26 < 180°: si pues esta ccuacion ha de ser

;

idéntica 4 la propuesta, serd menestel que
dsenatg 6=p,

7 [B):

3
y si de estas ecuaciones resultan para o« valores mayoles
que O y menores que 180°, v para d valores reales y finifos,
quedard demostrado que se pucde cortar el cono de modo
que la scceion conica sea igual 4 Ia elipse propuesta.
Como la segunda de estas dos ecuaciones no tiene mas
incognita que =, principiatemos por resolver csta ecuacion,
y en seguida la primera ecuacion nos dara el valor de 4.

y=2senaigf x —

3

sen asen (+-26)

v —
g cos?6

(1) Como 2 180° y 98<480°, es svidente que <28 560",
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Tenemos evidenlemente _
cos (a-}-0) - cos (a—b) =2 cosacosh,
cos (a—b)-— cos (a--b) = 2sen asen b:
Multiplicando estas igualdades ordenadamente, ¥ recor-
dando que 2senacos a=sen 24, 2senbcosh=—sen 2b, serd
sen2asen 2h=— cos® (a—0b) — cos®(a--b);

férmula que en lenguaje vulgar dice que o producto de los
senos de dos arcos es igual al cuadrado del coseno de la se-
midiferencia menos el cuadrado del coseno dé la semisuma;
Inego .
senasen (x| 28) == cos? 6—- cos® (o -1-€).

Sustituyendo este valor cn la segunda ccuacion [B], ten-

dremos
1 00s® (x}-6)
ocos*E

de donde c0s* (a+ 8= (1 — ¢) cos*6:

; b L
oniendo en lugar de ¢ su valor —, vy estrayendo laaiz cun-
© e’ ¥

drada, se1d _
€ C0S 3

008 (24-6)==12k=

G

Vemos que «--6lienc dos valores, 4loscuales llamaremos

a, 86, u, -8, cuyos cosenos se diietenciap en el signo, ¥
por tanto cslos dos valores son suplementarios, esto es
%, -}-6-=180"—a —8, de donde a,— 180°—(= |- 26).

Sustituyendo en 1a primera de las dos ccoaciones (B en

lugar de = sus dos valores =, y 180°—(z,--26), tendremos los

dos valores correspondientes de 4, 4 saber:

o I
#sena tgf’ asen (=28} 1g 6
b2

Fig. 188. Tomando pues CO= ==
bﬁ

wsen (=,-}-28)

men con la generaliz €A los angulos LOQ ==, GO0 ==

ssens, tgh’

- tirando las rectas 00" y 00, gue foi-
]
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180°—(z,-}-26),, los planos sccantes que pasen por las rectas

0 y Q0" y sean perpendiculares al plano ACB, cortaran al

~cono por dos elipses idénticas & la propuesta.

Sila curva dada es una hipéibola, su ecuacion serd
y'=2px -+ qo’;

.y del mismo modo que en la elipse hallaremos

‘ £ cosé
co8(at-8)—

Tenemos ahora «<180°, 6<90°; luego 6]

! w-E<270°;

- jambien 226> 180°% luego =+-6>180°—6, ¢ «16>90°.
Estando Ta suma «+6 comprendida entre 90° v 270°, su
. goseno serd negativo, y por tanlo en la espresion de cos{z-}6)

debe fomarse el signo —, es decir

cos (a--6)=— -
Para que 2+-6 sea una cantidad real, debe ser
cos(x 1T 1,

€cosb
08—y
a <

£ CoS6 -

—
CoS6 Z—
¢

-y pues, siendo o el angulo agudo que una de las asinlotas for-
% PR ey a - .
‘ma con el eje primero de ld hipéibola, es cost=—, scia

-cos€ 2 cost, y por consiguienle 656, 6 265 20,

Luego, dada una hipérbola, se podrd corlar wn conp por e
div de un plano, de manera que la hipédrbola que resulte de lo dn-
- lerseccion, sea squal G la hipérbola dada; siempre que el dngulo
- que formen las generatrices opuesias del cono sea iual 6 mayor
ifue el dngulo que formen lus asintotas de la hipérbola dada.
Supongamos ahora que la curva dada sea una pardbola,
uya ecuacion sabemos es =%z o
Cortando un cono por medio de un plano palalelo & una
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de las generatrices, la seccion es upa parabola: se trata, pues,
de ver si s posible hallar la posicion de este planc secante,
de manera que Ia parabola que resulte, cortando al cono, sea
idéntica 4 la pardbola dada. _
La cenacion de la pardbola, seccion eénica, es [159)]

yr=hdsen’6.x;

luego si las dos pardbolas han de ser idénticas, tendremos
2dsen?b=p,

de donde P ‘
2sen 6

Tomando, pues, en la generatiiz GA una parte CO igual
a sonz’ Y tirando por este punto un plano paralefo 4 Ta
generalriz opuesta CB, la parabola que 1esulte de la seccion
v la parabola dada tendian la misma ecuacion y*=—=2p%,y
por tanfo ambas pardbolas seran iguales.

Queda pues demostiado que toda linea de 2.° drden es
una seeeion ednica.

241,  Seccion antiparaleln 4 la base de un cono oblicuo.

Fip. 189, Sien un tiidngule VAB se tira una recta €D
que forme con dos lados del trizngulo dos 4ngulos iguales &
los de la base, pero trocados, es decii, el angulo VCD=DB, ¥
por consiguienie el VDC=4, dicha 1ecla CD se lama anti-
paralela & la base AB del tiidngulo.

En un cono oblicuo se llama seccion principal el trianguie
VAB que pasa por el eje, ¥ es perpendicular & la base AB |
[Geom. , teor, 137]. o .

5i en un cono oblicuo VAB se tira por una recta CD antipa-
1alela 4 la base de la seccion principal un plano CGD perpen- |
dicular & esta seceion, la interseccion CGD de diche plan? :
con el cono se Hama seccion antéparalele 4 la base del cono-
Teorema, La seccion CGD antiparalela ¢ la base de un cond
oblicuo VAB es un cireulo. ' ;

Por un punto cualquiera G de la cwuva CGD tiremos U1,
plano patzlelo & la base del cono, ¥ por consiguiente perpen”.
dicular a la seccion principal ; la curva EGF serd media €il”
cunferencia [Geom. Nota 11]. Siendo los dos planos EFG Y
GD perpendlculares al VAB: suinterseccion GH sera pGI"-.'
pendicular al VAB, v por consiguiente 4 las 1ectas EF y O
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. gue pasanpor su pié H en el plano VAB; lucge, si tomamos
© Ja recta CDx poteje delas », ¥ el punto € por origen de las
|\ coordenadasreetangulares, y llamamos = éy 4 las del punio
G, sera CH=gx, GH=y. -
Tenemos ahora, por ser GH perpendicular al didmetro EF,
" GIP=EHxHF, § y*=EHxHF . [(].
Llamemos « v & 4 [os dos dngulos VCD y VDG, 6 & sus
| igunales VBAy VAB, y 20 & larecta £D; y hallemos EH y
HF cn funcion de .
Los dos tiidngulos CEH y HFD nos dan

Zsen . HF = (2a—ox)seng "

sené’ senu

Sustituyendo estos valores en la ecnacion [G], resulta
: y*=—=2ar-—x",

. que es ectacion de un circule.

Ef=

. Ariicoio 2.°
Secciones cilindricas.

| 242, Sellama en general superficre cilindiica la supeifi-
" tic engendrada por una recta indefinida que conservandose
" siempre paralela 4 si misma, recoire una curva cualquiera.
- Lacurva dada y la recta movible se llama directriz y ge-
- neratriz de la superficie cilindrica. , ot
: Se llama superficie cilindiica cireular la superficie cilin-
 drica cuya directriz es una circunferencia. Eje de esta super-
~ ficie cilindiica es |a recta que pasa por el centro de la direc-~
I friz, y es paralela 4 la gencralriz.
La supeificie cilindrica eircular cs recla, cuando'el ¢je
- ¢s perpendicular al plano de la direetriz, y oblicua en el ca-
g0 contrario: 4 estas superficies cilindricas las llamaremos,
- po1 abreviat, cilindro recto y cilindro oblicuo.
Teorema. Si un planc corta oblicuamente al eje de un cilin-
“dro recto, la seccion que resulta es una elipse.
La ecuacion de la seccion conica elipse es
sen @ sen (u-}-26) ,

it==2d sen a tg6 r— 0 X
| T e
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Para deducir de csta cenacion la de la seccion cilindiica,
supondremos que el econo se convierta en ecilindro, para lo
cual, se ha de suponer =0, d=co ; pero como estas dos su-
posiciones darian una forma indeterminada al segundo miem-
bro de la ccuacion; para evitarla, introduciremos, como en
olras ocasiones, una de las dos cantidades «, 4 en funcion do
la otra, de modo que en la ednacion de la seccion cénica no

quede mas que una de las dos.
' Llamemos r &4 0G, y tendiemos
1
sené’
tuego la ecuacion de las scecion cénica elipss puede esori-
m Hefe
bHirse asi:

y==d senb, d==

%

s 2drsen®  senasen (x--26)
= i 2 gt

cosé cos?6

Haciendo ahora 6=0, ¢n cuyo caso el cono se convicrle
en cilindro, pues las dos rectas AC y BC (Fig 187) son en-
tonces paralelas, tendremos la ecuacion genectal de las supel-
ficies cilindricas, .
Y3=2r sen z.4— sci’a. 47,
que es ecuacion de una elipse, cuyos semiejes mayer y me-

. . T
nor son respectivamente —. y 7.
sen «
Hallemos directamente la ecuacion de las secciones cilin-
dricas : : .
Fig 190. Sea Oz la interseccion del plano secante OMC
y del OABE que pasa por el eje, yes perpendicular 4 aquel.
Porun punto cualquiera i de la seccion cilindrica tirernos
tn plane perpendicular al eje, y por consiguiente al plano
OABE: Ta inteirseccion MP serd perpendicular & las dos 1ec-
s Ux v DE; luego _
‘ : yi==DPxPE.
Ahora, DP=3 sen«, PE==2 —1IP—% — 1 son z; luego ¢
¥'==2r sen «.x—sen’ x.x”, '

243, Seceion antiparalel & lo base dé un cilindro oblicuo
Fig. 191, Sien un paralelégiamo MABN se tira und
tecta €D que forme coii los lados opuestos MA y NB del pa-

&
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ialelbgraino dos diigulos iguales 4 fos de la base, pero troca-
dos, es decir, el dngulo MCB=B, y por consiguicnte el dn-
gulo CPN=A4, dicha1ccta CD sc llama entiparalele 4 la base
AD del paralelogramo.

En un cilindro oblicuo MABN se llama seccion principul
el paralelogramo MABN qne pasa por el eje y es perpendi-
cular 4 la base [Geom Teor. 257].

Sien un cilindio obticuo AN se tira por una recta CD
antiparalela 4 la base de la seccion principal unp plano GO
perpendicular 4 esta seecion, la inlerseccion C4D de dicho
plano con el cilindro se lama seccion antiparalele & la hase
idel cilindro. o

Tearerma. Lo seccion COD mntiparalels & le bose de un ci-
lindro obiicuo es un cireulo igual & lo base.

Por un punto cualquicra & dela curva GGD liremos un
plano paralelo 4 ko base; la interseecion EGF serd media cir-
cunferencia. Siendo los dos plancs CGD'y EGF perpendicu-
lares 4 la seccion principal, su interseceion i lambica lo
serd, ¥ por consiguicnte 4 las reclas €0 y EF. Tomando pues
€ por cje de las » y ¢f punlo € por origen de las coordena-
das rectangulares, serd (=g, GH=y.

Tenemos ahora, por ser GH perpendicular & EF,

GI*-=EHxHF,
0 y=EHxIF. -

Para hallar EH y HF en funcionde », observaremos que
el dngulo CEH—=A=CDF==HCE; luego EH=CH=x. Tam-
bien HF=—AB—E[==2r —2, sicndo rel radio de la base del
cilindro. Lucgo

=%,
gouacion de un eliculo, euye 1adio cs igual al de Ia base del
cilindio oblicuo propuesto:
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CAPITULO XI.

Cuadratura de las curvas de sequndo grado.

Aricivio 1°
Cuadratura de la elipse.

24k Fig 192, Sea ABC=s un segmento cualguicra
de elipse, comprendido cntre el arco AC de esta cnrva, su
‘eje mayor y una ordenada. Desde el centro O de la elipse
desciibamos con el 1adio 04 un semiciiculo, y Hamemos S al
area del segmento ABC de este efrculo correspondiente al
segmento ecliptico ABG. Dividamos la recta 4B en cualquicr
nimero de partes iguales ¢ desiguales; por los punios r, s,
¢... de division levantemos las perpendicnlares al cje rm,
su', ip’. .., ytitemos las cuerdas Am y Am’, mn y m'n’, np
yayp.

Llamemos @ ¢ y 4 tas coordenadas del punto M de la
elipse, » ¢ Y & las del punto M’ correspondiente al punto M
en la cireunlelencia del efreulo: tenemos

2
¥ !:?(uz_me) ’

Yi=g2mp?y
. y_ &
¥ poI consiguicnte Feg .
. g b
; vt
¥ &

es decir que las ordenadas corvespondientes de lu ehipse y del
choulo circunscripto son entre sf como el semieje mehor al semi-
eje mayor.

Esto supucsto, Tas dreas de los Uridngulos Amr y Am'r,
que tienen igual altura Ay, son entie sf como sus bases rm
y rm’, 6 comob: a. Las dreas de dos trapecios correspondien-
tes cuale«squiela de la elipse ¥y cireulo, nor ejcmplo ipqu y
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1p'q'w, son entre si, por tenet igual alta a, como tp-uq: p'--
' vy pucs tenemos las dos propoiciones :
) pripiiibia, wgiug b,
serd [ Aritm. 175]

prug:tp'dug o b g,

es decir que tambien las dreas de dos trapecios correspon—
dientes cualesquiera son enlie 'si como 4 ; 4.

Eslo supuesto, Hamemos ¢, £, . . 4 las areas del tridn-
gulo Amy vy de los trapecios rmns, supt. 3 T, T, T7. .. 4 las
ateas del tiidngulo Am’r y de los trapecios rm'n's, sa'p't
tendremos

(2T b,
t:71 2 bqa,
raT b

y por consiguiente [Aritm 175

- TR b g,
de donde

RO = e T

Ahora, dividiendo Ia rectd 4B en partes tan pequeias co-
mo queramos, es evidente que la sama (-4 1~ del tri-
angulo 4mr y trapecios siguientes se aproximard, tanto como
se quiera, al segmento ACB==s, élo que cs igeal, este seg-
menlo es limite del piimer miembro de la ecuacion [A]; 'y
el segmento AC'B=S del circulo es l{mite de la suma T-I-
T'4-T"-...: luego, segun el teorema de los limites [ Nofa 4 *
ol fin del aly. elem. ], tendremos

b
a

S.

==

Luego ¢l drea de un segmento elrijm“co es igual ¢ la del seq-
mendo eircular correspondiente multiplicads pot E
: a
Consideremos  ahora los dos segmentos AOD y AOD': si

. 2
Hamamos B al area de la elipse, seré AOD:%, ¥ AOD':%:’

20
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acabames de demoztrar que

aop="2 sop, Y
a .
luego »E b :—alq
:  TTT T
de donde ' E—xab.

Luego el drea de lu elipse es igual & la rizon de ln £ Clbnsfime
rencia al diimetro multiplicadn por- el rectingulo de los seiiejes.

Nors.  8i hacemos ab=—=1%, en cuyo caso ¥ ¢s una media
proporcional entre ¢ v b, fendremos

E=ny?,

es decil que el drea de la elipse es sgual d lu de un ¢freulo cliye
vadio es medio propor cional entre los semiejes.

245.  Conociendo las coordenadas de los estremos M ¥ N de
una cuerde de una elipse dade, hallar el drea del SCYINENLO Com—~
prendido entro esta cuerda y s arco MN.

Conociendo las coordenadas de los puntos M ¥ N, “multis

plicindolas po_r-%— se tendran las coordenadas de los puntos

M’y N'. THllese ¢l Arca del segmento de circulo MPON', y
muliiplicindola per E , se tendid el drea del segmento elip -

tico MPQN : restando de esta 4rea la del trapecio MPON, se
iendra la del segmento eliptico comprendide entre la cuerda
MN vy el arco MRN. :

El drea del sector cliptico MONR se hallara, afiadiends ab
area del segmento MNE la del tridngulo MON.

Ariticure 2.°
Cuadrature de la hiperbola,

246, Fig. 195 Sean Oz y Oy las asintotas de Ia hipér-
bola, cuya ecuacion con respecto 4 estas rectas es TYy=m2,
Se trata de hallar el area del segmento AA'B'B comprendido
entre la asintota Oz, el aico AB de hipéibola v las dos or-
denadas de los estiemos del mismo arog,



307 :
Dividamos la distancia OB’ en 521 partes de magnituq
indeterininada: scan '
@y, gy o, PN b
las abscisas de los puntes .
A: A{! Ag)" " An-——‘ia B;
las ordenadas de estos mismos puntos se hallarin por la eg.

C it ,
presion general de la ordenada y="—, v ser4n
m® m® omt mt omd

—

; a  a a, .an-—lj b .

Las arcas de los reciingulos A4’ A A4 A, B
serdn, segun el teorema, [Trig. 110, 5.°}, llamando ¢ a] an-
gulo de los ejes:

, e i ;
{,-~a)~ sen b= (_’_ —1 )m? seni,
i . a

o P i . o
(-—2 =1 )m*sen 0,
Ly
(E'L ———l)mgsene, _
a, j

b N
( - '—'éi)’m* sen .
ﬂ’n—t

Como las n-|-1 divisiones de la rects OB’ tienen hasta aho-
fa magnitud indeterminada; dispondiemos de ellas de manera
que las dreas de todos los tectingulos 44’ , 4,4°,, AL ...
scan iguales, lo que se verificars, si ,

' a4, _a, a b

a a a, a,

es decir, si las abscisas a, 8y, ay..,b forman una progresion
geoméirica. -

Siendo iguales los rectingulos A4°,, 4,4', . .. 4, B Ha-
mando S 4 s suma, tendremos

2

. a \ -
S=n ——‘-—-i)mﬁsen 9,
4 7 -
La razon de la progiesion geoméirica que forman las
T . : ; ad
abiscisas 4, a;, ay, ay,.. .. a,_,, b, es

5

a

,a.
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. o a4, "
luego b—a ._l) s
a ]
n
I, P
a

Como ¢ y & son canlidades constantcs, creeiendo n indefini-

de donde

=]

damente, ‘E/— ir4 disininuyendo y aproximandose 4 1,
@

v tiene por Imite 1; luego, creciendo n indefinidamente,

&

la cantidad —% tiene por lmite 1. Eliminemos de la es=

presion de § una de las dos variables n & &4 , por ciemplo
@

—%; para lo cual, suslitairemos en dicha espregion el valor
a
ns Ty
. i
V“—— de =22, v tendremos
1 1]

Sz?l(V—%— ’I) m® send,

espresion (ue no contienc mas variable fque ».

Observemos ahora que, permaneciendo consiantes las
abscisas a v b, y creciendo » indefinidamente, la suma S de
los n rectdngnlos se irtd aproximando, lambien indefinida~
mente, 4]a area S, del scgmento AA'B'B; luego, én virtud
del teotema de los 1imites,

S 3
S,==m® senb. lim. 'n(j/ 2 _.]> .

11

Ya no nos falta mas que halfar el valor de lim. H<V§'_i)’

es decir el valor de n (]”/E —-1) en el caso en que
@

n=00,
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Hagamos, para facilitar un poco esta investigacion, '}izi’
z
y tendremos entonces
o b\
n ? (._ ), — 1
'J‘?(‘/—. _— i) - _.._.a._.__—w ;
a z

y como, siendo z==0, es n=q0 , tenemos que hallar ¢l valor

(E o e
a

—. cuando z=0.

de

Para esto, hemos hallado [Aly super 396] la séric

AN b2 fiz. & LA
(i A 0

de donde

b -1
(a)—i bz, by, @ b\?
' - ! a_{ ‘2(6 a,) ' ;.5(1 a)-' ’

Z

| ()~

b
luego, cuandoe z=>0, el valor de ——— es /. P
‘ z

Por fo tanto
" 8, =msend l% LT
Corolarios. 1.° Sila abscisa a==1, es
S,=m*sen&f.b... [L].

~Sea pues « la base de un sistema de logariimos, cuyo mé
dulo con respecto al neperiano sea m* sen6; representando
~ los logaritmos del sistema cuya base es « por la caracleristica
log, tendremos [Aly. 225]

logb=l. bx—i-;
la

* v pues el médalo del nuevo sistema con respecto al nepetia-

no es m? sen 8, tendremos — =m*send, de donde Lo—= ——
o7 la mEsend
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¥ a==e. 7 %00, Tunemog ahoralogb=I bxm*send, v por tanto
' ' 8,=logb.

Luego, sise cuentan las 4reas hiperbslicas desde la or-

denada cortespondiente 4 la abscisa 1, y la base del sisitema

1

de logaritmos es ¢ #*%08  Jyo frpns hiper bdlicas son logarit-
maos de lns. abseisas.

.2.° En Ia hipérbola equildiera es send—1: si tomamaos
por unidad Ta abscisa m del véitice dela hipérbola equilitera,
¥y las areas hiperb6licas se cuentan desde la erdenada asin-
totica del véitice, tendiemos a=m==1,y por consiguiente
la espresion [K] de S, se convertirg en ' '

Vemos, pues, que en la hipéibola, equildtera, contande
las éreas desde [a ordenada asintética del véitice, y tomando
por unidad esta ordenada 6 la abscisa cortespondiente, las
dreas asintdticas son logar itmos neperianos de las abscisos, ,

Por esta razon 4 los logaritmes neperianos se les daba en
olro tiempo el nombre de logaritmes hiperbélicos.

Teorema, T ig. 184.  Todo sector hiperbdlico KOB es equtd-
valente al segmento AA'B'B comprendido entre I asintota, el arce
del sector y las dos ordenadas de sus estremos,

En efecto, los dos tiidngulos AGA’ ¥y BOB' son equiva-
Tentes, por ser mitades de los paralclogramos AA'OK y BR'OI,,
que sabemos tienen ignal diea [ 188, Cornl.]. Reslando de la
figura AOB'B primeramente el tridngulo BOB', y despucs el
iridngulo AOA’, los restos AOB ¥y AAB'B seran gquivalentes,

Para hallar el 41ea del segmentio hiperbdiico ACE com—
prendido enire una cuerda AB y su arco, se hallata, ol drea
del trapecio 44'B'B, y serestard de ella la del spgmento hi-
perbilico AA'B'BCA. '

Articuro 3.°
Cuadratyra de ln pardbola.
247, Fig. 195. Sea 00X un segmento patabélico com-

prendido entre un' didmetro 0X de |5 paribola, el arco 00 de
esta cuiva y la ordenada QX del estremo de dicho areo, pa-
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ralela 4 la tangente Oy tirada pot el olio estremo: sean ay
las coordenadas del estremo Q del arco, v 6 ¢l dngulo da’log
ejes Ox, Oy. Tiremos por el punto  la OV paralela al gje Oz,
v dividamos la recta OV en un ntunero cualquiera de partes
iguales OR=RS=S8T=TV; y pot los puntos R, Sy T, tire-
mos las paralelas RM, SN, TPal eje Or: construyamas aho-
ra los paralelbgramos OM, RN, SP y TQ eslernosal segmen.
1o parabdlico OV, y los paralelégramos RH, SK, TL inter-
nos al mismo segmento. Siendo iguales los paralelégramos
OM y RH, RN y SK, SP y TL, se vé que la suma de los pa-
ralelégramos esternos escede a las de los internos en el Giti-
mo paralelogramo estetno T'Q, cuyo lado IV, que es una de
las parles en que se ha dividido'Ja OV, puede llegar 4 ser
tan pequeiio como se quiera: de suerte que, dividiendo la
recta OV en un ntmero de paries iguales tan grande como
se guiera, la suma de los paralelégramos esternos puede lle-
gar 4 esceder 4 la de los internos en menos de cualquiera
cantidad dada por pequefia que sea. Mas el segmento para--
hélico OV estd comprendido enire ambas sumas ; luego di-
cho segmente GVQ cs limite tanto de la suma de los parale-
l6gramos esternos como de la de los internos.

Esto supuesto, sea n el nimero de paites iguales en que
se haya dividido la-recta OV,
Lyy Lysnnr s Ty
las abscisas MR, NS,.... QV:
la suma S de las dreas de los » paralelégramos esternos se—
1a [Trig. £10, 5.7

S=(x,+2,+.. +2,) Eb' sen b,

La ecuacion de la paribola es y*=qx, siendo q el pard-
metro del didmetro : las coordenadas de los puntos M, N....
verificaran esta ecuacion, y por fanto

r_ At _ 9b* n*h?
;':’;T—qmi * Tmt = 1% ﬂ_z' a—Q’% T =(®,,
de las cuales resultan
R S

)

qn2 ) "B_— "a;;{’: Bt )

Toognt Y g

luego

b2
St i = (e O ).
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En el namero 259 del flgebia se ha hallado que Ia suma
T+4-494- .-}-n de los cuadrados de los rltmeros naluia-—
les es ' - '

nit-3) (nf-1) |
. . . 5 V B
pol consiguiente

S R P e )l )
qn 3
Tuego

b nlnd-L) -+ b
Sr=—_ TR s N
it 3 3 Sends

. 7w

6 ‘&:E~£%n&(l+—i)(t+i).
g & 2 H

Alora, creciendo 2 indefinidamente, hemos denostrado
que el limite de la suma S de los paralelogramos esternos es
elsegmento patabolico 0V, ¥y como el Imite del segundo

. &
micmbio es — =8¢0 6, tendiemos, segun el teorema de los
g 3

Hmites,

oVg—=2_ -
't

oA o

SCI0;
Y pues b*=qu, ser4 -
OVQ:.E_?- send
Por. consiguiente o] segmento 00X tendrd por 4rea la
del paralelsgramo OVQX disminuidaen Ia delsegmento OV()

w

esto es © 00 X=qb sene—.-(i—bscﬂ &,
3

i : 9

0 en fin 00X = %.ab sen0,

Luego of dre

K % de wun seymento parabilico, comprendido
entre un dedmetro

> el arco de ly pardboln y wna ordenada, es

2 ) .
3 del paralelsgramo tonstrudo sobre dicha ordenada y abs-
286 coryespondiente.

Corolario. Fig. 196. El irea deo un segmenlo parabé-
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tico comprendido enbie una cuerda MO ¥ s arco ONM se
hallard restando del segmento ONMP el triangulo OMP:ser4

2 1 1
pues = PO— - PO= ¢ PY;

es decir, Gue es la sesta paile del paraleldgiamo formado
sobie la abscisa y ordenada del cstiemo (no el origen) del
arco. ’

CAPITULG XIL

Semejanza de los eurpas planas.

248 Fig. 197. Sea MNP una carva plana cualquicra: des-
de un punto O, tomado 4 arbititoenel plano de esta carva: 1i-
remos losyadios vectores O, ON,UP r -4 sus difetentes pun-
los; desde olro punto cualquiera ' del mismo plano tiremos
la recta indefinida 0’4 en cualquier direccion | y en seguida
Tas 1ectas indefinidas '8, 0°C .. ., de manera que los dngulos
AU'B=MON , BO'C=NOP.. .. tomemos sobre dichas rectas
indefinidas las paries O'M', O'N', 0P proporcionales 4 las
OM, ON, OP .., & lo que es ignal, detciminemos los puntos
M, N, P'... de modo que tengamos la série derazonesigua-

es _OIE_—_—O_N :hqlfi - tlacurva MN'P' formada por los

M ON 0P _ : s
puntos M, N', P',. .. s¢ lama semejante & la curva MNP.

Segun esto, diremos que son curvas semejantes las cuivas
cuyos 1adios vectoies correspondientes son proporcionales.

Los dos puntos 0 y O, erigenes de todos los 1adiosvectores
de las dos curvas, sellaman centros de semejonza  Los radios
veclores cortespondienles de ambas eurvas semejantes, como
OMyO'M', ON y ON', OP y O'P", s¢ Haman 1adios homdlo-
gos. Lospuntos M y M', Ny N', Py P', esisemos de los 12—
dios homdlogos, se Haman puntos homdlogos; v la razon cons—
tante de los radios homdlogos se llama 1azon de semejanza do
las dos cuivas.

Como la 1azon de semejanza es athittaria, os clato que
se pueden construir una infinidad de curvas semejantes 4
una curva dada. o

249" Conociendo la ecuacion de ung curva MNP, haller le

ecuacion de ofr a cualquier curva MNP’ semejante & la prfmera,
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refiriendo la nueva curva MNP’ & ejes O'x', O'y" que tengan
respecto de ella una posicion semejante & lo que los ejes Ox, Oy
tienen respecio de. ln curva MNP (1),

" Sea f(x, ¥)=0 la ecuacion de la curva MNP: sefialemos
las coordenadas OR y MR, O'R’ y M’'R’ de dos puntos homélo-
gos cualesquiera M(2,3), M'(«, §), v sea & la razon de seme-
janza: tendremos, por ser equidngulos los dos tridngnlos MOR
y M'O'R, lasproporciones

OR oM

R T

MR OM

MET OW
o "Di;: £ gir:]'w

&
de donde. Ca=ha', y=hy
Sustituyendo estos valores en laecuacion flz, y)=0, lcn-

dremos [k k=0,

ecnacion que nos da la relacion constante entre las coorde-
nadas 2".é y° de un punto cualquicta de la curva MN'F', v
que por tanto es la ecuacion de la cwiva MNP

Luego, para hallur ks ecuacion de una curva semejonie dotra
cuya ecupcion es dade (teniendo los nuevos cjes con respecto
4 la nueva curva posicion semejante 4 la que los primeros
tienen con respecto 4 la primera), se reemplazan en la ecua-
eion dada x por kx' ¢y por ky’. '

250, ABIICAGIONES DE ESIA IEORIA.

,/ Hullay la ecuacion de ln curva semejante al circulo.
. Sea O el centro del circulo, Or y Oy los ejes reclangula-
res de coordenadas: la ecuacion de este circulo es

ya_;!_wziﬁzu

(1) Es decir que los dos origenes O y O’ sean centros de semejanza,
¥ que los dngulos y0M, xOM formados por los gjes O, Ox con un radio
veotor cualquiera UM sean respactivaments iguales 4 los dngulos y O'M',
o'’ M’ que forman eon el radio O’ homélogo de O los nueves .
ejes Ora’, O'y; ¥ por tanto que los dos dngulos yOz, ¥z de los ejes
sean fambien 1guales, '
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La ecuacion de 1a curva semejante al cirenlo seid
ki n =R,

= ' / R 2
; )

. , R |
que es ecuacion de ofzo circalo cuyo radio es 5+ Yenyocen-
2

tro esta en el orfgen de las coot denadas,
Luego toda curva semejante i un cireulo es otro eiveylo.
Recfproco.: Todos los cireulos son curvas semejanles.
En efecto, la ecuacion de un circulo con respecto 4 su
cenlro y ejes rectangulares cs

y‘z_}_ me:R‘z;
la de otto eirculo cualquiera, referide tambien & su centio y
ejes rectangulares, es
¥ o= R,

R : . R
Sea k la razon 772 ¥ por consiguiente R'==—: la ccua-
i
eion del segundo circulo serd

2

k¥
6 (ky ) (k' P =R2,
que ya sabemos es la ecuacion de Ia curva semejante al pri-
mer circulo; luego cl segundo circulo es semejante al pri-
mero Luego todos Ips cfrenlos son semejantes; sus centros
son centros de semejanza, y la razon de sus radios es la 1a-
zon de semejanzade los ¢hculos.
Hallur la ecuacion de una curva semejante @ le por dhola,
Tomando por.origen el vértice, por eje de abscisas el eje
dela patdbola, y por eje de ordenadas la tangente & la curva
en el vértice, 1a ecuacion de la misma es

13 2___

Y =%p: _
la de la curva semejante 4 la paiabola serd
by =2pkx’,

13 2]] -7
==,
Y=g

=%
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que es la ecuacion de una pardbola referida 4 su eje y vérti-

. 2
ce, y cuyo parametio es ']_p
' ¢

Luego foda curva semsjanie ¢ wna poydbols es ofra pa-
tdbola. P
Recfproco. Todas las pardbolas son curvas semejonies.

En efecto, las ecuaciones ordinarias de dos pardbolas son

Y =2px, y ==2p'x".

Sea & la 1azon Z; . ¥ por consiguiente p':% ;serd la
7 :

'

ecuacion de la segunda paiébola

ylz:—g'ﬂ'm’:
k

(') . - li‘zyfix .-:]31{493’,

que es la ccuacion de una curva semejante 4 la parabola pri-
mera. Luego la segunda pardbola es semejante 4 fa primera:
es decir, que todas las pardbolasson curvas semejantes , sus
vérlices son centros de semejanza, y la razon de los parame-
tros es la razon de semejanza de las dos pardbolas.

Del mismo modo se demuestra que lodas las curvas, cuyo
ecuacion no conliene mas que une conslenie, i es homogeénea, (on-
tando con gl esponente de esie consianle, son cut vas semejanies.

. Para ejemplo de curvas de grado superior, lomaicmos fa
; ecuacion de la curva de Descartes

y'—3pwy+o°=0.
La ecuacion de las curvas semejantes 4 la curva de Des-

cartes sera
By’ s —Bpltw'y | B =0,

o yrS.ﬂ;S%mlyl%_mf‘g:O’
que es la ecuacion de otra curva de Descaries, cuya hnica
censtante es {— Luego foda curve semejante & una cwrva de

Descartes o5 ofra curva de Descyrles.
Reciproco. Todas las curvas de Descarles son curvas seme -

jantes.
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En efceto, las eruauones de dos curvas de Descartes son
i—Bpiy =0, §* — Bz 42 '==0.
Sea & la razon —??, y por consiguicnte p/ ﬁ%: la gcuas
cion de la segunda curva de Descaries sera

?)’fa_'S';_? r'y -5 =0,
& multiplicandela por £,
(hy)'— Spha . ky' | (iw')=0, 3
ante 4 la pnmela Luego todas  /
—

ecuacioii de loda cuiva scime]
las curvas de Descatles son cuivas semejanteq

Hullar lo ecuacion de la curva semejante & la elipse.

La ecuacion ordinaria de la elipse es
¢ T,
b TTH ’

la de 1a curva semejante 4 la clipse setd
Rz f'ﬂ ]ii) ]2

=1,

f

« -—"’—é+ =
" @ &

que e& la ecuacion de otra elipse cuyos semiejes gon — y —:
Lk

o
k
¥ pucs -5 resultda que fode curva semejanie d ung
elipsé es olra elipse, cuyos gjes son propoycionales d los de ld
PYENET 8.
Reciproco. Todas lus élipses, cuyos gjes son propoycionales,

S0 CHY VS semejantes
Las ccuacmnes ordmarlas de dos ehpses sott

*

h{_—: ] b;l +

Sea — = &, y por consigiente; segun la hipoiesi, tar—
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. b P .
hien —— =12 serd a’=_—, V== —:lucgo la ecuacion de fa
b kL k
segunda elipse serd
13 I
y?: o
Rt
a* b
B4R
5 NS
0 . T - ‘:’1,
3 2
@’ b

ecuacion de la ¢urva semejante 4 la elipse; luego la se-
gunda elipse es semejante 4 la primera; es degir, que todas
fas elipses, cuyds cjes son proporcionales, son sefitejantes, sus
cenlros son eenlios de semejatiza, vla 1azon de sus ejes es o
1azon de semejanza de lis dos elipses.

Del mismb modo se demuestia que lode curon seme—
Jante & una kipérbola es otra hipdrbola cuyos gjes son propor-
tionales d los de la primera; y al contrardo, qie fodas lus hipér.
bolas, cuyos gjes son ptopat cionales, son curvas semejanies.

Nora  Fig. 198, Siends 2 ¥ =L las tangenies de
_ , s a
los angulos HOz ¥ LO% que las dos asintolas de la hipétho-

s .. . . F i
la forman con el eje primero Odx; = ¥ —— las langentes
o @

de los dngulos H'G'z’ y L'0'x" que las asintotas de obra hi-
pérbola forman con su'cje primero 0'a'; si estas dos hipéibo-
. I 5

Ias son semejantos, en cuyo caso —==-=, las asintotas de
o . v a4 '

arhas hipétholas formarén con los dos ¢jes piimeros dngu-

los respectivamente iguales: luego, si colocamos dichas hi-

péibolas de manera que coincidan sus cenfros y ejes prime—

Tos, las asinlotas de Ja una coinciditan con las de la olra.
Al contrario, 5 los dos dngulos HOM y WO'M de las asin-

totas de dos hipér bolas son sguales, lns dos hipérbolas serdn seme-

janies: pucs, por sér iguales estos Angulos, sus mitades HOA
4 + AL . -’ - . .

¥ HOA' tambien lo setan, y por taito las tangentes de estos

angulos serdn iguales, es decir, —. — —3 luego las dos hi-

o
pérbolas tendran sus ejes proporcionales, y por tanto serdn
Semejantes,
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251, Teorema. Fig 199. Sitomando pot basesdos*m\

dios hm;mlaqos OAyoa de dos curves semejantes, s CONSHWYCn
dos !mmagu 08 semejanies y semejuniemente colocados AOCy aoc,
Ins vértices G y ¢ de eslos dos tridngulos serdn otrod dos cenlros
de semejanza de las das curvas.

En efecto, sea & la razon de semejanza dé dos radios
lomdélogos cuaieﬁqulela 04 : oe. Los tridngulos seinejantes

A0C y ao¢ nos dan -—4-2- =k Sisido sciejantes, y estando
a

semejantemenie cblocados los dos tridngulos AOC y aoe, log

angulos AOC ¥ aoc séidn iguales: Tiremos otros dos radiog

homolorroq cualesquiera OD y od, v lasrectas CD'y ¢d: los an-

gulos AODY aod formados por 1adios homoélogos son iguales:

1estandolos de los iguales 40C y aoc, los 1estos DoC y doc

seran iguales. Como ademés %_L, %g- =1I:; los dos tfian:

od

gulos DIOC v doc scrdn semicjanles, y por tanto %‘?—zk Del
¢

mismo modo, si- B y & son dos punios lioradlogos, se tendia
cB k. Tenemos, pues G4 6D _C8 eé deci
un— Nenos T e DD mem ir, que
¢h & ta ed cb &
Tas rectas CA y ca, CD y ed, CB y cb....; son radios homé-
]ocoq v per lanto los puntos €y ¢ son centms de semejan—~

a [248]

Segun este teorema, existen infinitos sistemas 6 pares
de cenfros de semejanza dc dos curvas semejantes.

252, Fig. 200, Avcos semejanies en dos curvas seme-

janlcs soft los arcos MS y M'S’ comprendidos entre puntos
Lomélogos de las dos curvas.

Los arcos seme}ames M3y M S son propor cionales & los 1a-
dios homdlogos OM y O'M’.

Siendo homélogos los punloes M yM,Sy §, los 1adios
OM yO'M’, 08 ¥ '8 serdn lambien homélogos, y por tantolos
ingules HOS y M'O'S serén iguales. Dividamos estos dos dn-<
guloqwuales en las partes iguales MON, NOP.. .ROS; M'ON',
NOP.. RO §', tan pequeiias como queramos y tiremos las
cuerdas MN NP.. RS; MN', N'P',... R'S": los triangulos
MON y MO N’ NOP y NOP' . ROS y R'0'S" son semejatia

R
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s, puesto que tienen dos lados proporcionales é igual al
angulo comprendido; lucgo
MN oM NP ON RS _ OR.

WN O OW’ NP oN RS T OR

mas siendo homdlogos los 1adios O y G'M', ON Y O'N',...

O ON OR

OBy OR es Tw T o T T 6,7{—,9
fuego
HN AP BS _ OM
WA T WP T T RS 0N

y poI consiguienle
MN-LNP4-...+BS  OM

MN-LNPL. LIS oM’
. e e oM - ot s
6  MN|-NPI- .‘.‘w:-\RS:W (M'N'LN'P . . LRSY;

luego, cn virtud del teorema de los limites,

oM .
s MS8—=_"_arc . W'S
atc. K 0 ne,

atc. M8 | OM
arc M8 O
Llimanse sectores semejantes los sectores MOS, M'0'S,

CUYOS a1¢0s son semejantes, v cuyos vertices O y & son cen-
tros de semejanza. '

Dos sectores semejontes MGS, M'O'S son proporcionales d
los cuadrados de los radios homdlogos.

Haciendo la misma conslruccion que en el teorema an-

tc_}itj)r'__,, lendremos, por ser semejantes los tridngulos MON ¥
MON,NOPyN'OP, .  ROSy RO, las proporciones

MON  OM*  NOP _ ON® ROS _ OR
MON — OM? NOP~ GN: "ROS OR*

¥ pot fin
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Como por ser homologos los lados OM v O'M', ON y oON,
0Sy O'S,

‘ % __ON OR
OJMrmofj\Tf_ T O;Rr s
y COMO consecuencia
" O  ON° OR
oo ToRe
serd
MON _ NOP __  ROS O
NON NoP  TTROS OGN
MON +- NOP —-....-}- ROS _ OM®
MO'N--NOP ... ROS OMN*
5 .
MON+NOPL .. JrROS-MO e (M'O’N’ +NOP+... +ROSY;
lnege, scgun el teorema de los limites,
oM
CMOS =
seclor MO e . sector M 0'S’,

sector MOS  OM*
sector WO'ST — O'M'Y
Corolarios. 4.°  Las cjrcunfer encias de dos elipses semejon-

tes s0n piopor clonales & sus efes.
2.%  Las dreas de dos elipses §emejantes S0 it opo cionales &

los cundrados de sus ¢jes.
fsta ltima consecuencia puede deducivse de la for mula

=ab deldrea de la elipse.
En efecto, siendo semejantes las elipses, tenemos

wrd b b,
v evidente mente whomh b b
Muliiplicando ordenadamentc estas dos proporciones, le-
sulia

y por ultimo

mgb o mah BBt

24
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CAPITULO X

Nimero de condiciones necesario pura lo determinacion wlyébrica
de wng curva de segundo grado.
253. La ecuacion gencral de las curvas de segundo grado
Ayt - Bry -+ Ca* + Dy - Ex +-F==0
tlenc seis coeficientes; pero dividiéndola por une cualquiera
de ellos, por ejemplo por ¥, y lamaudo a, &, ¢.... & los eo-

. B ¢
clentes R R
ay® = bey +ex? -+ dy Hex |+ 1=0.... [M],
que liene cineo coeficientes. '

+ SE1A

5i en esta ecuacion se verifica que 22 -—!m.cz{}, fos cinco

coeficientes serdn independientes entre si; pero si i —Ahac—0,
cualquiera de los tres coeficientes ¢, 6 v ¢ depende de los
atros dos, ¥ per lanto la ecuacion [M] no iiene en tal caso
mas que cuatro cocficientes independientes entre si

51 se trata de ballar una curva de segundo grado que sa-
tisfaga 4 cievtas condiciones, la eenacion de dicha cwiva ten-
dia la forma [M], y sern los coeficientes ¢, b, ¢, d v ¢ las in-
chgnilas de la cuestion. o

Nogolros diremos que una curva de segundo grado estd
algébyicamente determinada , cuando el niimeio de ecnaciones
distintas entre los datos y los coefictentes incdgnitos «, b, c...
sea igual al nitmero de estos cocficientes que sean indepen—
dientes entie si.

" Pueden saceder los tres casos signientes: 1.° Que cada
uno de los cocficientes inedgnitos, deducido de eslas eenacio-
nes, no tenga mad que un solo valor real v finite. 2.° Que
vatios de.los cocficientes inedgnitos tengan dos 6 mas valores
teales y finitos. 3 ° Que varios cocficientes incognitos tengan
valores imaginaiios 6 infinitos. En el piimer caso, sustiluidos
en la ecuacion [H] los valores de loz coeficientes incégnilos,
se tendid la ecuacion numéiica de Ta cwrva pedida; discu-
tiendo esta conacion [Cap. TV, si efectivamente representa
curva, esta serd Ja que se pide; pero «i la ecuacion no repre-
senta curva, el problewa serd imposible. Ea el segundo caso,
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susfiluidos los valores de los coeficientes incognitos en la
ecuacion [M], resultarin dos 6 mas ecuaciones aue podrin
representar varias euivas O ningana En el tercer caso la
ecuacion de la eurva es imposible, y por consiguiente la cur—
va pedida es tambien imposible.

Ya e ve, paes, que de la determinacion algébrica de una
euiva no sigue nccesariamente su deferminacion absoluta;
porque, si bien existe 4 veces una sola curva que satisface 4
la cuestion, en ofras existen dos & mas cuivasg que la satisfa-
cen, y en olras ne existe cuiva alguna que satisfaga 4 las
condiciones dadas {a). _

Segun esto, una_elipse 6 und hipérbola estd algébrica-
mente determinada, siempre que eatre los datos y los cinco
coeficientes incdgnitos existan cinco ecuacienes distintas, Una
pardbola estd algébricamente determinada, siempre que entrs
los datos y los cuatio coeficientes incgnitos, é independien—
tes entre si, cxisfan cuatro ecuaciones distintas. Un cireulo
estd algébricamente delerminado, siempre que existan tres
ecuaciones distintas entre los datos y los tres coeficienfes in—
dependicnies entie si, que entran en Ia ecuacion general del
clreulo. : :

Las condiciones & que debe satisfacer una carva pedida
pueden ser sémples 6 dobles: condicion simple es la condicion
de la cual resulta una ecuacion cntre los datos y los coeficien-
tes incégnitos de la ccuacion; v condicion doble es la que nos
da do ccuaciones entre las mismas cantidades.

Cada punto que sc d&, por el cual ha de pasar la curva
pedida, es una eondicion simple.

. En efecto, si 2" & 3 son las coordenadas del punto dado,
estas coordenadas verificardn la ecuacion {M], y por tanto
tendiemos * ay*-ba'y' 4 ' [ dy -Lew -- 1 =0,
ecuacion entre los datos «', y v las incéanitas a, b, ...,

Cada tangente 4 la curva pedida que se d¢, es tambien
una eondicion simple: pues igualando las coordenadas entre
la ecuacion g==px-q de una recta cualquiera y la {M], ¥
eliminando la ¥, resulta ia eenacion

{a) Esta distincion, que nosotios intreducimos, entre la deferminacion
algébrica y la determinacion absoluta puede cstenderse A toda clase de
problemas; y asi, diremos que un pioblema esta algébricamente deter—
minads cuando, puesto en ecuacion, da tantas ecuaciones distintas como
medgnitas tiene '
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(ag-Fop-+ o)t 2apg-+by-Hdp-Ho)p--agt-dg+-1=0. . [N],
cuyas raices son las abscisas de los puntos de intersecelon de
dicha recta con la curva. Pero si la recla p—=pe—--¢ ha de ser
tangente & 1a curva; los dos puntos de intcrseccion deberan
reducirse & uno solo, y por tanto les dos valores de , dedu-
cidos de la ecnacion [V}, deben ser iguales, y para esto es
necesario v suficiente que el primer miembro de la ecuacion
[N} sea un cuadrado perfecto; lo que exije que cntre los coefi-
cientes de este primer miembro exista la relacion [Alg. 143]
(ap* +-bp+-c) (o +dy+A )= {apg+-bg+ dp + e §,

ecuacion entre las incognilas a, &, ¢, d v ¢, ¥ los datos p v ¢.

Bise da el centro, un foco 6 un vértice, se tendra una
condicion doble.

En efecto, la posicion y magnitud de la curva depende de
los valotes que tengan los coeficientes a, b c..,y comode
la posicion y maomtud de la curva se deduce la posicion de
dichos lres puntos, se infiere que las coordenadas de eslos
punios dependen de los coeficientes «, &, ¢..., 6 son funcie-
nes de estos coeficientes , esto es, siendo ' & y’ las coordena-
das de cualgquiera de dichos puntns,

w=f{a, b c..), y=f{a, b, ¢ . )

Comse comprobacion de este razonamiento existen [79]
dos ecuaciones entre las coordenadas det centio v los coefi-
cienles de la ecuacion de la curva; y seria facil hallar tambien
dog ecuaciones eniie las coordenadas de cada foco & véilice v
dichés coeficientes.

Si se da un eje, una direciriz 6
tambien ura condicion doble.

En efecto , sea y=pxz—+q la ecnacion de cualquiera de es-
tas rectas: dependiendo la posicion y magnitud de la curva de
los coeficientes a, b, ¢..., y dependiendo la posicion de dicha
recta de Ja posicion y magnitud de la curva, se infiere que las
cantidades p y ¢, que determinan la posicion de la recta dada,
dependen tambicn de los coeficientes a, b, ¢..., 6 son fancio-
nes de eslos ceelicientes, esto es,

B =i (6, b. ), g, (a0, b ).

* Como comprobacion tenemos las ecuaciones de los cjes y
. asintotas [91 ¥ 75] en funcion de los coeficientes de la ceuna-
cion, cnyas ecuaciones identificadas 4 la y=px-+tq nos da-
tian facilmente las dos ecuaciones entie p y g, v coeficien-

una asintola, se tendia
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tes a, b, ¢... Tambien seria facil hallar la ecuacion de la di-
rectiiz en funcmn de los coeficientes de la ecuacion, y obte-
ner por consiguiente las dos ecuaciones indicadas.

De lo dlcho resulta que una elipse 6 nna hipérhola que-
daré algébricamente determinada por cinco condiciones sim-—
ples, por una doble y tres simples, 6 por dos dobles y una
simple; que una parabela quedara algébricamente determina~
da pot cuatro condiciones simples, pot una doble y dos simples,

6 por dos dobles; y que un cizculo quedara algébricamente -
determinado por tres condiciones simples, ¢ por una doble y//

una snnple..

234, Observemos ahora que, dadas algunas coadiciones
dobies puede suceder que varias de elias se deduzcan de las
oltis dadas por un solo dato cada una; como por su abscisa
6 su ordenada si es punio, d por su coeficiente angular 6 li-
neal sies linca recta: entonces cada una de estas eondiciones
dobles debe contarse como simple, puesto que no da mas que
una ccuacion entie el dato que la determina y los coeficien-
tesa, b, ¢..., 6 en otros 1érminos, una de las dos ecuaciones
(que qabemos existen enlre sus dos coordenadas y coeficientes
inedgnitos si es punto, 6 entre sus dos coeficientes angular vy
lineal y los incbgnitos si es linea recta) ha de ser consecuen-
cia de las otras ecuaciones. Supongamos, para fijar las ideas,
que se den un eje y el eentro de la elipse 6 hipérhola: es evi.
denic que, dado el eje, el centio queda determinado por su
abscisa 6 por su ordenada; y gue, dado el centio, el eje que-
da determinado por su eoeficiente anguolar 6 lincal; digo que
en este caso tendremos solamente tres ecuaciones dislintas en-
tre los datos y las incognitas. Para demostrarlo, sea p el coe—
ficiente angular v q el lineal del cje, ©° é ¥ las coordenadas
del centro: ya hemos visto que exisien estas ecuaciones

p=f A, b ), y={ (&, b},
=y (0, b. .}, y=2, (8, b .):
cualquiera de ellas  poi efemplo la dltima, es consecuencia
de las otras tics; pucs siendo la ccuacion del eje y—pr-tq,
serd por consiguicaic y'==pz’-}q: sustituvendo en esta ecua—
cion en lugar de p, q v 2' sus valores deducidos de las tres
primeras ecuaciones, resultald una nucva ecuacion enlre
¥, a, b.... que debe ser idénlica & la cuarta, pues de otro
mode ¢l centro tendria dos 6 mas ordenadas luego esta cuarta
ecuacion se deducede las ofras tres, & es consecuencia de ellas.
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Por ultimo, si nna condicion doble esta determinada en
virtud de otras condicicnes dadas, no debe conlarse pata el
ndmero de condiciones necesario 4 la determinacion de la
curva; pues dicha condicion no daria ninguna ecuacion dis—
tinta de las que dan las olras condiciones, Asi, dados los dos
focos y el centro de la elipse & hipérbola, como cualquiera de
estos tres puanlos estd determinado en virtud de los otios dos,
solo tendremos dos condiciones dobles.

255.  Esto supuesto, para hallar la ccuacion de una cur-
va que salisfaga 4 las condiciones suficientes para su determi-
nacion algébrica, se esciibirdn las ecuaciones entre las coor—
denadas de los puntos dados v los cocficientes Incognitos,
como tambien las ecuaciones entie los coeficienies angular v
lineal de las tectas que se den y dichos coeficientes incdgni-
tos; y despejando en segnida estos coeficientes incognitos, y
sustituyendo sus valotes en la ecuacion general de la curva,
se tendré la particular de la misma

- Pero este métedo general datia lugar 4 cineo ecvaciones
con cinco incognitas en la elipse ¢ hipéibela, v 4 caatro
ecuacioncs con cuatio incégniias en la pardbola, ecunaciones
muy & menudo de scgundo grado; y por tante su resolncion
exigiria un cilealo muy penoso.

Para evitar en lo posible este trabajo, se toma un sistema
patticular de ejes, tal que la ccuacion, ann desconocida, de
la curva tenga con referencia 4 dicho sistemna el menor ni-
mero posible de coeficientes incognitos: son tres si el origen
es el cenlro; dos st son ejes de coordenadas los mismos ejes
de la elipse 6 hipérbola; ete. Las condiciones & que debe sa-
tisfacer la eurva pedida, dardn tantas ecuaciones como cocfi-
cientes incognitos tenga su ecuacion, ¥ por tanto el nGmero
de ecuaciones, que hay que resolver de este modo, es menor
que elnamero de couaciones que resultan porel métodogeneral

Ejemplos.

1.° Dados tres puntos de una circunferencia de cly culo, hallar
la ecuncion de eslg cus va,

Fig. 201, Sean 4, By C los tres puntos dados: tomemos
uno de ellos, 4 por ejemplo, por origen, y por eje de absei-
sas la recta AB que pasa por dos de los puntos dados, y por
eje de ordenadas su perpendicular Oy: sea p la abscisa del
punto B, y m, # las coordenadas del punto £,
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La ecuacion que se pide del circulo tendrd [35] la forma
7 2ty e 4 (=0,
siendo d, e v { los lres coeficientes incOgnitos que tenemos
que hallar. _
Siendo § y 0 las coctdenadas del punto A, tendremos por
consecuencia f=40; y siendo las comdcnadas del punto B, p y

0, tendremos la ecuacion prlep=10

Finalmente, siendo m y n las coordenadas del punto C,
tendremos la otra ccnacion ni-l-nit-dn Jem=—10

La primera de cstas dos ecuacioncs nos da e—=.—p; v por

consiguiente de la segunda ccuacion 1esulta
PO e mi— 11.‘-’7
_ )
La ecuacion pedida del cirealo serd por lo tarto

T = 11— 3
Y4 f_ﬂ——‘j —pr=0;
v ahora seria facil construir dicho efrculo [35].

2% Dadoes cnco punfos de une eltpse., haller la ecuacion de
esia curoa.

Fiy. 202, Tomemos por cje de las # la recta PQ que pasa
por dos puntos dados, y por cje de las y la 1ecta MN que pa-
sa otres dos de los puntos dados: sean 0,y 0.9"; «';0; x”,0;

a”,y" las coordenadas de los puntos M, N, P, O y R.
Ya sabemos que la ceuacion pechda tendxa la forma

ayt-Fhxy-}- et - dH—i 0,
siendo a, b, ¢, d ¥ e los cinco coeficientes incdgnitos.
Por pertenecer a la curva los cinco puntos dadoes, tendre-
mos las einco ccuaciones
ay®-dy' +1=0, ay?dy"}-1=0,
cx'® - ov' —Li =0, " fer"-4=0,
ayﬂfﬂ__L bﬂ.’” fﬂ C%h’."l _I__dJl'” 1 Bm\‘.’!_l_ 11 - O
De estas cinco ecuacmnes de primer grado resullan los
cinco valores stguicntes de las cineo incdgnitas ¢, b, ¢, d y e:

1 i {0 7 ot mm' o mf/___ T
a—__:'r_f;’ b:— I o 11 Y (y : L{/ ! )_]— ( L] )+1 ):
Yy 2"y y'y w'w
- . r_l_ yid ‘L. 4
oo 1 :—-—y Ty e"""'—m 'i-CU

1,',3

a'x vy' o a'n”
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Luego la ecuacion de la elipse pedida sera
1 ] MY I!I_ ll”_ ¥ '/s .l.’f_ r’l__—_ ’ i
i1 (y W'—y'—y) , (@'~ $)>m.y+m, ey

‘o ad I I :
&

yy” @y

yfyf.v o
yl +'y” :{}’;F{E”

¥ ahora setd feil construir la curva [Car. 1V, '
3.7 Dados cuatro puntos de una par dbolu, hallar lu ecuacion
de este curva. '

Fig. 203.  Tomemos por ejes los que indica la figura: sean

0.5 0.47; 2,0; #",0 las coerdenadas de los cuatro pun-
tos dados M, N, Py ().

La ecuacion de la pardhola tiene la forma
@by} cx®~f-dy-J-er--1=0,
en la cual 8*~=4ae, b===2V4e, v por tanto dicha ecuacion
es 4y a_g;” o oy dyew - =0 _
Tenemos ahora, por corresponder 4 la pardbola los cualre
puntos dados, las cuatro ecuaciones siguientes:
ay? -ty +1=0, ay>+dy"+1=-0,
ez texr' -1=0, e’ +1=0

De ellas resultan

,1 i yl_}_ y” x,+mll
== f— = L, =5,
y yfl » xr 2 y ?}'” > .f].’}‘fﬂ'}”
Por consiguiente tendremos las dos ecuaciones
1 9 i ¥y wx”
¥ £
gk L AL —
T T gt g VT e =0,
Yy Vaay'y T vy A

&'x” il
ecuaciones que en general podrian representar dos pardbolas,
una pardbola y uoa variedad de otia, 6 solamente dos varie—
dades de dos paidbolas; pero como en el problema hemos su—
puesto que los cuatro puntos corresponden 4 una pardbola, se
inflere que estas dos ecuaciones repiesentan dos pardbolas; cu-
ya consituccion no liene ya xiinguna dificuliad.
& " Dado el centro y tres punios de wma hipéybola, hallar la
ecatiacion. de esta curog.

7 For T L'y
6 yzﬂ-v% ayt gy EEEWY o,
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Fig. 204 Sea O el centro de la hipéthola y M, N, P ties
puntos de esta curva: tomemos por ejes de coordenadas las
rectas OP v OM; y sean 04'; ,0; 275" las coordenadas
de los puntos M, Py N. La ecuacion de la hipérhola, estando
el orfgen de las coordenadas en el centro, es [18]

_ ay? byt -1 =0,
siendo a, b v ¢ las incognitas de la cuestion.
Para determinar eslas tres incdgnilas, tenemos las res
ecuaciones ay’® -1 =0, cx*+1—=0,
a-y”_z"!'bmfly”+ﬂxl/2'+‘l :0

De ellas 1esultan

1 1 aﬁ’zy'z—-—m”iy@—-y”im’ﬂ
=y ST "

i,

ImﬁZyl'Em y
Luego Ia ecuacion de la hipérbola pedida serd

i , ‘mfﬁyfﬂ_mlfiylgmyﬂgmﬂz -l i
Fa’_“‘ Y-t H;Iiy]-z m?@f/ fry'—%ﬁ w+-1=0,

o
w!zm”y” yi _}_(yﬂx”2‘+mﬁ2y’f2__mf2yl'2}my_l_ymx”y” m!_mfﬂyf‘am”y”:o,
cuya constiuceion no presenta dificultad.

5.9 Dados el cenfro de una elipse, uno de sus focos y lo di—
rectriz correspondiente & este foco, haller la ecnacion de esta
curva.

Fig. 205. Sea0 el centro, F el foco y DR la dircolriz cor—
respondiente a este foco; conocemos OF—c, {}D—=. Laecuna-
cion de la elipse, con referencia 4 los ejes rectangulates Oz,
(y, es

|8

2 2
IRESH
. . i =
¢ y b son las incdgnilas del problema.

. Para hallar estas dos incégnitas, tenemos (115 y 110] las
dos ecuaciones .

[

=, b2:(]}2 —_ C‘l
C

de las cuales Tesultan  @*=uac, BP={z—0)(;
y poi tanto la ecuacion pedida de la elipse es
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Los semi-cjes mayor y menor de esta clipse son \/-a_c_y
\/(a—c)c; y ahora es facil construir esta curva. *
6.° Dados el centro, una directriz y un punto de la hipét bo—

la, hallar 1o ecuacion de estd curva,

Fig. 206. Sea O el centro, RD la ditectriz ¥y ¥ un punio
de la hipérbola : tiremos la perpendicolar Ox 4 la directriz, y
tendremos la posicion del eje lransversal de la hipérbola. Co-
nocemos la recta 0D ===uy las cooidenadas 2, i del punto M
de la curva.

La ecuacion de la hipéibola con referencia 4 los ejes ree-
$2 yﬂ
tangulares Oy, Oz es ?1,2__—32_-:1:
@y b son las dos inedgnitas del problema.
Para haliar sus valeres, tenemos las dos ecuaciones

5 yla ! ; at a*
i aa—— Ui e o ———
a* b2 ’ ¢ b
Eliminando 12 entre estas dos ccuaciones, resulia
o at . i e gt
. azy'a r'?— gt + yf‘z ?
s
de donde
\ aa—'f;,x’gi\/(m""‘;_ag)gméuﬂy”
[ e
2 3
, a2yl Quiy’zim”‘«/(m”—az)g--llazy’z
b == 2%2 . “

Gomo a® y 2* tienen dos valores, el problema tendra en ge-

neral dos soluciones, _ .
7. Dados el cje, la directriz y un punio dela pardbola, ha-

Har lo ecuacion de esta curva,

La ecuacion de Ja pardbola, tomando por ejes de coorde—
nadas su efe y directriz, es ¥ =2plr—4%p),
siendo p la incégnita de la cuestion propuesta. ,

Para determinarla, tendremos, por ser «', 4 las coordena-
das del punto dado, ~ = p(x’ —4p), '

de donde p:x’iVﬁ'g—y’z.
Segun este valor, ¥ debe ser menor que ', ¢ 4 lo mas
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igual & #': sl y'==1', serd p=u'; y por consiguiente no habra
‘mas que una,séla parébola que satisfaga 4 la cuestion ; pero si
y'<#', p tendrd dos valores, y por lanto existiian dos parabo-
las que satisfardn 4-Ja cuestion.
8.%  Dados el centro, un foco y una langente 4 lo elipse, ha-
Har Io ecuacion de esta curva.

Tomando per ejes de coordenadas los ejes de la elipse pro-

Iongados, a ecuacion de la elipse es
« ot Pt =0l,
en la cual o y b son ahora desconocidas.

Sea y=1txz-}-v la ecuacion de la tangente dada: tenemos
por datos de este problema la escentricidad ¢y los dos coefi-
cientes § y v de la ecuacion de 1a tangente. )

Tgualando las coordenadas entre la ecuacion dela elipse y
la de la recta y—4x J-v, v eliminando la », hallaremos

(@' 4 B2 F 2eem -+ a0 — 1)=0 {A],

cuyas raices son las abscisas de los puntos de inteiseceion de
la recta y=tv }-v con la curva. Como ahora la yeeta y=iz 4
es fangenie 4 la elipse, los dos punios de inlerseccion deben
redueirse 4 uno solo; v por tanio las dus abscisas de los pun-
tos de interseccion, 0 las dos raices de la ecuacion [A], deben
ser iguales; y para esto el primer miembio de esta ecunacion
debe ser un cuadrado perfecto, & bhien :

(azéz - 52_) (Uzl_ bi):tzuﬂ’

P —att—b=0,
primera ecuacion que conticne 4 las incégnilasa v & v & los
datos » y . La etia ecuacion es

P

@2 ===,
De ellas resnltan :
.2 2 2.2
a?:s +-c bz:.surt c
£4-1° £

Luego la ecuacion de la elipse serd
P s )
¢ 22 gL

9.°  Dado un arco de curva de sequndo grado, averiquar su
especie . y prolongar diche arco

1.2 Tiiense dos cuerdas patalelas, y por sus punios me-

dios una 1ecta, la cual serd un didmetro; y héllese del mismo

modo otre didmetror si cstos dos didmelros se corlan, su pun-

=1.
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to de interseccion se1d el centro; y el arco pertenecerd 4 una
clipse, si el ceniro estd situado dentro de la concavidad de di-
cho arco, y pertenecerd & una hipéibols si el cenfro estd si-
tuado fuera de la concavidad de sn arco. Silos dos didmetios
fuesen paralelos, el arco perteneceria 4 una pardbola.

2.° Supongamos que el arco peilenezca 4 una elipse.

Fig. 207. Por la construccion, para deferminar sa espe-
cie, conocemos un semididmetro AO=4q'; tirando por el cen-
tro fa-paralela 8D 4 las cuerdas MN v PQ), se tendid la di-
reccion del didmetro conjugade del AO: si esia paralela
encuentra al arco en un punto B, se1d OB el semididmetro
conjugado del AQ. Pero si la paralela BD no encuenlia al
arco dado, se hallard el valor del semididmetro &', conjugado
del o', del modo siguiente: .

La ecuacion de Ia elipse con respecto 4 los didmetros con -
jugades Ox, Oy es
a0 et =t
sean %', y' las coordenadas del punto M, tendremos
arzy'z "_}__ b’?a,. 2 :fﬂl2b'2,

for
' ay? . ey
de donde b x_’ﬂ_"'%, b'=— Wit
as—x° \/ﬂ T—

espresion ficil de construir. Conociendo dos semididmetros
conjugados v el Angulo que forman, se puede construir la
elipse [£43]. ' '

5i el arco dado pertenece 4 una hipérhola, por la construe-
cion hecha para determinar su especie, se tendr4 un semidia-
metro, y su conjugado se obtendia en seguida por la formula

a!yf ) i
V= ——=—— que se halla del mismo modo gue su andloga
Vot a'?

ent la elipse  Conociendo dos didmetios conjugados de la hi-
pérbola, se constiuye ficilmente esta curva [194]

Finalmente, si el arco dado pertenece 4 una parabola, por
la construceion, para determinar su especie, conoceremos un
didmetro; la paralela 4 las cueidas bisecadas por él, tirada
por el punto en que corta & la curva, serd la tangente; con
cuyos datos es facil construii la pardbola [213 y 216.]
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Feuaciones de Ias superficies v Iineas.

CAPITULYD 1.

Deter mingeion de un punto del espacio.

256, .Defeﬂ'mr'ﬂm' la posicion de un punta del espacio con
respecto @ tres planos que se cortan dos & dos. '

Para la 1esolucion de este problema conviene anteponer
las nociones preliminares siguientes.

Fig. 4. Sean Ozy, Oxz, Oyz los tres planos con respecto
4 los cuales se trata de determinar un punio cualguiera del
espacio. Estos ties planos indefinidos forman los ocho dngulos
tiiedros Oaiyz, Oxyz, Oxy,z, Oxy 2z, Oxyz,, Oxyz,, Oxy,z,,
Or,y,z,. Sefialemos en uno de estos friedios, por ejemplo-en
el Ozyz, un punto M, y tiremos desde ¢l las rectas MP, MO,
MR respectivamente paralelas & los ejes Oz, Oy, Oz, v por
dichas tres paralelas hagamos pasar los ties planos MPQ,
MPR, MOR, los cuales serén paralelos & los Oxy, Oxz, Oyz,
y formarn por lo tanto con estos un paralelepipedo OM. Los
tres planos indefinidos Ozy, Ozz, Oyz, con respecto 4 los cua-
les se determinan los puntos, se llaman planos coor denados. Por
abreviar, los Hamaremos plano xy, plons xz, y plano yz.

La ordenade = de un punto M es la paralela MP al eje Or
tirada, desde dicho punlo hasta el planc opuesto yz. La orde-
nada y de un punto M es la paralela MQ al eje Oy tirada
~ desde dicho punto hasta el planc opuesto xz. La ordenada z
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de un punto M es la paralela MR al eje Oz tirada desde di-
cho punto hasta el plano opuesto xy.

Siendo iguales las cuatro aristas MP, 04, QO y RB del
paralelepipede OM, cualguiera de ellas sera la ordenada # del
punto M; comunmente suele considerarse.como tal la OA.
Siendo iguales las cuatio aristas M0, PC, BO yRA, cualquiera
de ellas es la ordenada y del punio M; pero por lo comun sue-
le tomarse como tal la BA: y siendo iguales las cuatio aris—
tas MR, A, GO y PB, cualquiera de ellas eslaordenada 2 del
punto M; ordinatiamente suele tomarse por ordenada z la MR,
Las ties ordenadas », y, x de un punto se Haman coordenadas
de dicho punio.

Por iguales razones. que en la geomeiifa plana [ 19]
consideraremos como positivas & las  coordenadas de los
puntos comprendidos dentro del tsiedio Ozyz, v como
negativas 4 las que tengan posicion contraiia. Asi, las
ordenadas # tomadas en el sentido 2 son positivas, v si se
toman en el seniido Ox, dn precedidas det signo—: las or-
denadas # tomadas en el sentido Oy serén posiiivas, v las to-
madas en el sentido Oy, negativas: las ordenadas z tomadas
en el sentido Oz son positivas, v las tomadas en el sentido Oz,
negativas. En virtud de este convenio 1as ecuaciones halladas
para los casos mas ficiles se1dn generales.

Esto supuesto, un punto qiede determinado en ol espacio,
con vespecto & fres planos coor denados, concciendo sus fyes cooy-
denadas,

En efecto, las coordenadas z & y del punto pedido nos dan
el pi¢ de la ordenada z de dicho punto, 6 la ptoyeccion (o) del
mismo punto: tirando por esta proyeccion una paialela al eje
Oz, y tomando sobre ella una patle igual & la ordenada z del
punio pedido, se tendid este punto; ¥ como olio punto dife-
vente del asi hallado ha de tener por lo menos una de lag ires

(8} Progeccion de up punto sobre uno de los planos coordenados es
el punto en que corta 4 este plano ia ordenada correspondiente de dicho
punto. Segun esta definicion, evando los planos eoordenados son perpen-
diculares entre sf, que es lo mas comuan, la preyeccion de un punto so-
bre uno de fos planos coordenados es el pi¢ de la perpendicular hojada
desde dicho punrto al plang

Progeceion de una linea sobre uno de los planos eoordenades es la

linea formada en dicho plano por las proyecciones de los diferentas pui-
tos de Ia linea dada : ’
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coordenadas diferentes de las del primero, se infiere que no
hay mas que un solo punto que tenga tres coordenadas dadas,
6 bien que un punto queda determinado conociendo sus tres
coordenadas _

237 Observemos ahora que un punio M ¥ su proyeccion
R sobre el plano ay tienen las misinas coordenadas z & ¥, que
un punio M y su proyeccion ( sobre el plano zz tienen las
mismas coordenadas £y z, v que un punio M ¥ su proyeceion
P sobre el plano yz tienen las mismas coordenadas ¥ v z.

258. 5 los tres ejes son perpendiculares entie si, los lla-
Imaremos ejes 7 ectangulares, y en el easo contrario ejes oblicerdn-
qulos. Guando los cjes son rectangulares, las coordenadas de
un punio son las distancias del punio 4 los tres planos coorde-
nados, precedidas del signo conveniente.

CAPITULG IE,

Representacion geowdtyica de lus ecuaciones, y algéhrica de lus sz
pei ficies y lineas del espacio.

259, La ecuacion z=—¢ representa un plano paralelo al
yz; pues todos los puntos de dicho plano tienen Ja misma or—
denada x, que en este caso es o, :

La ecuacion y==b representa un plano paralelo al zz; pues
todos los puntos de dicho plano tienen la misma ordenada ¥s
que en este case cs b,

La ecuacion e=¢ 1epresenta un plano paralelo al xy; pues
todos sus puntos tienen la misma cidenada Z, que en este
Caso es ¢ '

Por consiguiente £==0 es la ecuacion del plano yz, y=0
la del plano 2z, y 2=0 la del plano ay

260. Fig. 2. Uno eouacion f(x,y)=0, que 7epresenta
en el plano xy wie curve CAB 148 L ovepresenta en el espaiio
una super ficie cilindrica. WMPCAB, cuya base en o plano xy es
dicha curva, y cuya generairiz AM os purolet al gje Oz,

En efecto, cualquier pusnto M de dicha superficie cilindri-

ca tienc las mismas coordenadas 2 é ¥ Gue su proyeccion A; .

¥ como las coordenadas de la proyeccion A, por corresponder
estepunio & la emvaC4B, estan ligadas por la ecuacion dada.
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se infiere que la # y la y de un punto cualquiera M de Ia su-
petficie cilindrica estan ligadas tambien por la misma ecua-
cion: tenemos, pues, que la ecuacion f (2,5)==0 es la relacion
constante enirela x yla y de un punto cualguiera dela super-
ficie NMPCAB; luego dicha ecaacion f{w,y)=0 esla ecuacion
de la supetficie (a). '

El mismo razonamicnto prueba que si la ecuacion f(z,2)
==0 representa una curva en el plano xz, represenia en ¢l
espacio un cilindro patalelo al eje Oy, v cuya base es dicha
curva; y que si la ecuacion f{y,z)=0 representa en el plano
¥2 una curva, la misma ecuacion repiesenta en ¢l espacio un
cilindro paralclo al eje Oz, y cuya base es dicha curva.

Nots. i los ejes son rectangularcs, el cilindro represen-
iado por una ecuacion de dos variables, es perpendicular al
plano determinado por estas dos vaiiables

261. Del mismo modo se demuestia que la ecuacion y—
ax-{-b 1epresenta un plano paralelo al eje Oz, cuya base es la
Tecta representada por la misma ecuacion; gue la ecuacion
w—=0'2-+b" representa un plano paralelo al eje Oy, cuya base
es la recta 1epiesentada por la misma ecuacion; y quela ecua—
cion y=q”z-1-" represcnta un plano paralelo al cje Oz, coya
base es la 1ecta represeniada por Ia misma ecuacion.

Nora. Eslos tres planos serdn 1espectivamente perpendi-
culates 4 los ay, vz, yz, si los ejes son 1ectangulares.

262. El plano que pasa por una recla, y es paralelod uno
de los ejes, se llama plano proyectante de dicha recta, y su
interseccion con el plano coordenado es la proyeccion de la
zecta sobre este plano; y el cilindro que pasa por una eurva y
es paralelo & uno de ios ejes, se llama cilindro proyectanite de
dicha curva, y su base es la proyeccion de la curva.

Por lo tanto podemos tambien decii que o eruacion de un
plano pioyectante de wna vecla, ¢ de un cilindro proyectanie de
wnd curog, es lo misma que la ecuacion de la proyeccion de Iy
itneq.

265, Veamos ahora lo que represenia una ecuacion con
fres variables flz, ,5)=0. ‘ :

Fig. 5. Demos 4 una de las variables, 4 3 por ejemplo,
an valor O0== conveniente para que la cenacion f{x,y,c)==0,

{#) Para abreviar, Hamaremos en adelante cilindro 4 la superficie ci-
Handrica. . ‘
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en que se convierte en tal caso la ecuacion propuesta, repre—
sente en el plano my una linca [48]: tiremos por ¢l punto €
un plano MCN paralelo al my, v sea MN una curva idénties,
ala que en el plano zy repiesenta la ecuacion f{z,5,6==0.
Demos en seguida 4 la misma variable z otro valor OC'=<¢' s
que se diferencie de ¢ en tan poco como nos convenga, v tire-
mos poi el punfo &' un plano M'C'N' patalelo al xy; v sea
M'N' una cui¥a idérlica 4 la que en el plano my representa la
ecuacion f(z,y,cy=0. Conlinuando de] mismo mode, podre-
mos obtener en cl espacio tanlas -lacas como queramos, tan
préximas entre si como nos acomode: todas eslas Hneas for—
mardn por lo tanto una superficic, tal que las coerdenadas de
cualquiera de sus punios estardn ligadas por la relacion
f(z,5.2)=0. Paia demostrarlo, Hamensos .4, & las coor—
denadas de un punto cualquiera P de la superficie: este pun-
to corresponde 4 una eurva MN, cuya proyeccion sobre el
plano zy tiene por ecuacion f(r.y,0)==0; las coordenadas
a'éy' del punto P son las mismas que las de su proyeccion
U; vy como la ecuacion de la proyeccion de la ewiva MN, 50~
bre el plano »y, es fie,y,)=0, tendremos pata las coor-
denadas ', y' del punto P la relacion f(2',y',c)==0: luego las
coordenadas de un punlo cualquicra P(x' )y} de 1a super-
ficie verifican la ecuacion f (x,y,2)=0.

Gueda pues demostrado, que & foda ecuacion con fres varige
bles corresponde (preseindiendo de los casos de escepeion que
mas adelante indicaremos) una super ficie.

264 De la ecuacion de wna superficie deducir Ia formae de
dicha super ficie, '

Para hallar la interseccion de dos superficies, cuyas ecua—
ciones se conacen, se ignalardn las coordenadas de ambas
ecuaciones, y la coexistencia 6 simultancidad de estas ecua-
ciones representard Ja interseccion de las dos supelficies.

Supongamos que una de estas dos supeificies sea la repre--
senfada por la ecuacion f(z,y.2)=0, y la olia sca un pla~
no paralelo & uno delos coordenados, por ejemplo al xy: debe-
remos combinar las dos ecuaciones fley.2)=0, z=cde Ia
supetficie y plano. Eliminando la # cniie estas dos ecuaciones,
laecuacion 'flz.y,c)=0 que resulta, setd la ecuacion de la
proyeccion de la cuva interseccion sobie el plano zy: porgue
coexistiendo las dos ecuaciones f(x,y,2)=0, z==r¢, las
coordenadas z, y, z corresponden 4 la interseccion del plano
: 22
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con la superficie; luego la ecuacion f(z,y,c)==0 es la rela-
cion consfanie enire las coordenadas x é y de todos los puntos
de la interseccion: mas cada punto de la carva y cada punto
correspondiente de la proyeoccion tienen la misma ordenada »
v la misma ‘ordenada y; luego las cvordenadas & ¢ y de cual-
quicta de los punios de la ptoyeccion estan fambien ligadas
por la relacion f(@,y,c)==0, 6 lo que es igual, esla relacion
es la ecuacion de la proyeccion. '

Por consiguirnte, constiuyendo esta proyeceien, tendre-
mos una curva idéntica 4 la interseccion de la superficie con
el plaga, per ser este plano paralelo al plano ay.

Igualmente, para haliar la curva interseccion de un plano
y=>b paialelo al zz con una supeificie fiz,y,5)=0, no
hay mas que eliminar ia y entre las dos ecuaciones; y la ccua-
cion flr,b,2)==0 que 1esulta, es la de la proyeccion de la
corva en el plano 23, proyeccion que es iténtica A la curva,

Por Gltimo, para hallar la curva interseccion de una so-
peificte f(x,y,2)==0 con un plano #=—a paralelo al yz, se
climinatd ta ¢, y Ja ecuacion fia,y,2)==1 se1d la de la pro-
veceion de la curva en el plano gz, proyeccion idéntica & la
inletseceion.

Esto supuesto, dada la ecuacion de una superficie, podre~
mos llegar & conocer la fima de esta superficie: pues si ha—
Hamos las intersecciones de dicha supeificie con varios planos
paraleles & los coordenados, las distancias que hay desde los
planos secantes & los coordenados, y la forma de las respecti-
vas inteisecciones, manifestardn la forma de dicha supeificie.

265. DEIERMINACION DE LAS LINEAS EN EL ESPACIO.

Vig 4. Unalinew recta AB queda delerminada en el espacio
conociendo dos de sus tres proyecciones PQ, RSy TV sobre los
planos coordenados.

En efecto, si por ejemplo se dan las dos proyecciones PQ
y AS sobre los dos planos xz, yz, construyendo los planos
proyectantes respeciivos POAB y RSAB, su interseleion AB
serd fa 1ecta pedida, '

Tomando por cje comun de abscisas €l eje 0z, y por ejes de
ordenadus €l Ox en el plano 2z, y ¢l Oy en el yz, las ecuacio-
nies de las dos proyecciones P y RS, 6 de los planos proyec—
tantes POAB y RSAB, seran o —aqz |- «, y—0z --- 5, {enien-
do z en las dog el mismo valor. Estas dos ecuaciones determi-
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nan la-recta AB del espacio; y por esla razon las Hamaremos
las ecuaciones de la recia.

Observemos que en la ecuacion z==ax-l-«, o es el coefiz
cienle angular de la proyeccion PQ, y « es la ordenada » del
punto L en que dicha proyeccion PQ corta al eje Ox; v en
la ecuacion y=>bz +6, b es ¢l eoeficiente angular de la pro-
yeceion RS, y 6 ¢s la ordenada y del punto K en que la pro-
yeccion RS corta el eje Oy. Si los ejes son rectangulares, log
coeficientes o y b son las fangentes de los dngulos Mz

SNz
y 266 De las ecuaciones m=p2-t-x, y=>bz46 de las dog
proyecciones Py AS de la recta AB, 4 de los dos planos pro-
vectanles POAB y RSAR, puede deducirse la ecuacion de |g
tercera proyeccion TU, 6 del tercer plano proyectante TUARB.,
~ En efecto, coexistiendo lag dos ecuaciones w=gz+4o, y=—=
bz+6, las coordenadas.x, y, 7 son las de un punto cualquiera
de 1a recta AB;luego si entre estas dos ecuaciones eliminamos

b ’ o
la z, la ecuacion y:GjLI (#—a) que resulia, es la 1elacion

constante entre las coordenadas # é i de un punto cualquiera
de Ja recta AB: mas cada punto A de la recta A8 y su pro-
veccion T sobre el plano zy tiener las mismas coordenadas;

' . b v, '
luego la 1elacion y==6---— (v — o lica 4 las coordenadas z &
g ¥ (i 2

g de un punlo cualquiera de la proyeccion TU, 6 o que es
igual, dicha relacion es la ecuacion de la pioveccion TU, 6
del plano proyectante THAR.

267. Bilarecta pasapor &l origen, sus proyecciones pasan
pot el mismo punto; y como las ecuaciones de estas provec—
ciones sobre los planos xz, yz son g—az, y==bz, se infiere
que éstas dos ecuaciones son las de dicha recta.

- 268. Fug. 5. Supongamos que una recta AB sea pa—
1alela & uno de los planos coordenados, poer cjemplo al zy;
sea B el punto cn que dicha recla encuentra al ptanc gz, Desde
un punio cualquicia 4-de la recla AR tiemos una paralela,
AD al eje Oy: el plano BAD, que pasa por las dos rectas 45
y AD, paralelas al plano @y, serd paralelo 4 cste plano,
Las proyecciones de la recta 48 sobie los dos planes vz &
2, que son las reclas €D y €B, serdn paralelas & los ejes O,
Oy, y se hallarén en un mismo plano proyectante ABCD; luego
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dichas dos proyecciones no son suficientes para delerminar la
recta AB. En este caso, paia que la recta AB quede determi-
nada, es menester conocer, ademds, su proyeccion A'B': esta
proyeccion y eualquiera de las etias dos determinarin la rec—
ta AB, como interseccion de los planos proyectantes 4BCD y
ABB'A'. Siendo la cewacion de la proyeccion €D, 6 de la CB,
z==p, yla dela proyeecion A'B' y—¢zt-v, estas dos ecua-
ciones deteiminardn la recla 4B, y serdn porlo tanto las
ecuaciones de dicha 1ecia.

En general, nna recta paralela 4 une de los planos coorde-
nados queda determinada por su pioyeccion sobie este plano
ypor cualquiera de las otias dos proyecciones.

Asi, las ecuaciones de una recia pratalela al plano =z serdn
g=6z-t-1, y=1; y las de una recta paralcla al plano yz seran
y:bz%—’ﬁ, r=r. . :

Supongamos ahora que cada una de estas rectas paralelas
4 los planos coordenados llegue & coincidir con el plano & que
es paralela ; sus ecuaciones 1espectivas serdn: las de Ia recla
que se halla en el plano xy,

y=vity, 5=0;
las de larecta quecoineide con el plano 2z,
. a—azte, y=0;
v lasdclarecta que sehallaen ¢l plano yz,
o y=—=bs+6, z==0
269, IKig. 6. Una linea carva AB gueda determinada en
el espacio del mismo modo que una linea recta, esto es, por me-
dio de dosde sus tres proyeceiones P9, RS, T sobse Ios planos
coordenados; pues constrayendo los dos cilindros proyectantes
respeetivos, la interseccion de estas dos supeificies serd la
curva pedida. '

St tomamos por proyecciones de la cuiva las PQ y RS so-

bre los planos 22 £yz, las ecuaciones
f{2,2)==0, f(y,2)=0

de estas dos proyecciones, 6 de los dos cilindios proyeclanies
respectivos PQAB y REAB, determinatdn la ewiva AB, y por
lo mismo dichas dos ecuaciones se Haman las ecuaciones de lo
cur ve.

270. Fiy. 6. Dadgs las ecuaciones simultdneas fx,7==0,
fiy.zy=0 de lus dos g7 oyecciones PQ 4 RS de la curve AB so—
bre los planos xz, vz, se hallard lo ecuacion de la tercera proyec-
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cion TU, ¢ del tercer citindro proyeciante TUAB, elimunando la 7
entre dichas dos ecugeiones.

En cfeclo, sea f,[z,y)=>0 la ccuacion final que resulte de-
la eliminacion: esta ecuacion nos da, en primer lugar, la reia-
cion que hay entre las ecordenadas x é y de los diferentes pun—
tos de la carva; mas las coordenadas ¢ é y de un_punto cual-

quiera M de esla curva son las mismas que lag  covrdenadas
x &y del punto coirespondiente N.de la proyeccion; luego
tambien las coordenadas @ é y de un punio cualquicra Nde la
proyeccion estin ligadas poi la ecuacion fyi#,y)==0, & lo que
es igual, la ccvacion [(#,y==0 esla ecuacion de la proyec—
cion T7-dgla curva A5 sobre el plano aty. o :

971  Las curvas del espacio pueden ser planas 6 de doble
curvatura: las primeras son las que tienen todos sus puntos
en un mismo plano, y las scgundas las que no licnen todos
sus puntos en un mismo planc.

979 Si una curva plana es paralela & uno de los planas
coordenados, por cjemplo, al plano 2y, sus des proyeeciones
sobre los otios dos planos serdn dos lineas yectas partalelas al
mismo plano ay: pues siendo el plano, en que se lialla la cur-
va, paralelo al my, si imaginamos que el plano de la curva
se prolongue hasta encontrat 4 los %z, ¥z, sus inlersecciones
con cstos dos plancs, que gsesén paralelas & Ox y Oy, serdn las
proyecciones de fa carva sobre los mismos planos. Por consi-~
guiente, para que la curva quede determinada en esle caso,
es mencster conocer su proyeccion sobre el plano zy, ademas
de cualquiera de las otras dos pr oyecciones rectilipeas:

En general, para detetminar una cuiva paralela & uno de
lds planos ccordenados, es menesiei conocel St proyeceion
sobre este plano vina cualquicia de las otras dos proyecciones
rectilineas .- : _ ' .

Segun esto, 1as ecuaciones 4o una Civa paralela al plano
XY Seran : R S
e fle=0, z=p;
las de una cuiva patalela al plano 2z serdn

iz, 2)=10, =1
y las de una curva pai atela al plano yz geran
O fgE=0, = |
Si la. cutva se halla cn el plano zy, sus ecuacioncs serdn
_ flo,y)=0, :=0;
si.sc halla en €l plane 1z, setdn .
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@2} =0; y==0;

¥ s se halla en el plano yz,

. i 2)==0, a=0. )

273. Si la linea recta & cuiva se da por medio de dos
supetficies cvalesquieta, cuya inierseccion sea dicha linea, se
reducird este caso al anterior, en que se conocen sus proyee-
ciones, del mode siguiente.

Sean
o flo,y,2)=0, fny,2)=0
las ecnaciones de las dos supetfii ies que contienen 4 la linea:
eliminando la  enire esias dos ecuaciones, la ecgacion
9y, 2)=0
que resulte, serd de la proyeccion de la linea sobre el plano
Yz pues coexistiendo las dos ccuacicnes propuestas, las
vatiables awy,2 representan las coordenadas de los dife—
renies puntos de la linea interseccion. Luego la ecuacion
#{y,2) =0 nos 4 Ia relacion constanie que hay entre las coor-
denadas g,z de un panto cualquiera de Ja linea interseccion;
mas como las comdenadas y,z de un punto cualquiera de
dicha linea son idénticas 4 las coordenadas ¥.z del punto cor-
respondiente de la proyeccion de la Knea sobre el plano gz,
se infiere que las coordenadas y,z de un punto cualquiera de
la proyeceion: de la linea sobre el Mano yz estén ligadas por
la relacion ofy,71==0, ¢ lo que es igaal, ofy,2)==0 es la ecua—
cion de dicha proyeccion _
Izualmente, eliminando la y enire las dos ecuaciones pro-

puestas, la ecuacion ¢,(7,7}-=0 que resulte, es la ecaacion de
la proyeccion de la linea interseceion sobre el plano.xz; v eli-
minando la z entre dichas dos ectaciones, la ecuacion 2,(%,y)
==0 que 1esulie, es la ecnacion de la proyeccion de la curva
sobre el plano ay. '

CAPITULO IIL.

Problemas sobre la linea vecta

27k, 1.° Hallay los ecunciones de wng rectd, conoiendo lus
coordenadas X'y, 2" de un punto por donde puss y s direc-
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cion, es deciy , los angulos que sus dos proyecciones verticales for—
man cor ¢ eje OZ. :

Pasando la recta por el punto (#',y',2"), la proveccion de
dicha recta sobre el plano xz pasard por el punto (z',2), pro-
yeccion del punto {x',y',%") sobre este plano; y la prayeceion
de 1a recta sobre ¢l plann yz pasata por el punto (y',2"), pro-~
yeecion del punto {x',y',2') sobie esic plano. Por consignien-
ie lus ecuaciones de las proyecciones de la recta sobre los
planos xz € yz, O sean las esuaciones de la recta, seran, lla-
mando @ y b 4 los coeficientes angulares de las dos proyec-
ciones,

pmif == (3—2'), y—y'==b (z—7"),

9.9 Hallar {as ecuaciones de una vecta que pasa por dos pun—
tos dados (x',y',2"), (37,¥".2").

Pasando la recta por los dos puntes (2'.y,2"), (2”.4":2");
1a proyeccion de dicha recla sobire el plano zz pasata por
los puntos (2/,3), (2”,2"), proyecciones sobre este plano de
los dos puntos dados; ¥ la proyeccion de 1a misma recta schie
el plano yz pasard por los puntos (y'.2'), (y",z")., proyeccio-
nes sobie este plano de los dos puntos dados: luego las ecua—
ciones de las proyecciones de Ja recta sobre los dos planos xz,
g3, 0 sean las ccuaciones de la recta, sern

o — T
g—al= 5 (z2—2"),, y—y'=iwjzw(z—z')

% 0 Hallar las ecuaciones de una yecke que gase por ui punto
dado y es paralela & una vecia dada.

Siendo la recta, cuya ecuacion se pide, paralela & 13 recta
dada, sus proyeceiones setén lambien pavalelas 4 las de esla
recta, y por tanto este problema se reduce att.’

4.5 " Hallar lo relacion que debe existiv entre los coeficientes
de las ecuaciones de dos Teclas, para que estas se corlen en el es-
pacio; y verificindose dicha relacion, hallar las coordenadas. del
punto de inter seccion de las dos vectas

Sean g=az-- =, y= bz -5 las ecuaciones de una de
las dos rectss dadas, r==a'z-l-s/, y="Vz--F laz dola olra.

Igualando coordenadas, las incognilas 2, ¥, 2 representa -
14n las coordenadas del punto de interseccion: pero como le-
nesmos cudlro ccuaciones con fres incognitas, eliminadas estas,
liegaremos 4 una ccuacion de caondicion, necesatia para que
las cuatro ecuaciones de las dos rectas se veifiquen por valo-
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res iguales de las variables, 6 lo que es igual ,para que las dos
rectas se corten. Esta ecuacion de condicion hallaremos bre-
vemente igualando los dos valores de @, v los.dos de ¥; v cli-
minando en seguida la z: lendremos
02 d==a'Ztal, 6 (g —a) 3=0'—a, bz g=V 3} &,

¢ (h—b") 3=5'—6. Para eliminar ahora la z, divido ordena-
damente estas dos ecuaciones; y resuliard la ecuacion de cen-
dicion . '

a—a a—d .
b—H f_g

-.* . Supongainos que se verifique esta ecuacion, 6 lo que es

~ igual; quelas dos 1ectas sé corfen, y halleinos las coordlenadas

del punty de Intérseceion: tendremos fécilmente

. P g5 bs'— b6 . fe’ —a'a
T , ==

Ta—d b0 YT Ty o—a

Si las recias son paralelas, es a=a', b==4' TGeom  teo-
rems 126]. La ccuacion de condicion se verifica; pero los va-
lorés de las coordenadas del punto de interscccion son infini-
tas; es decir, que las 1ectas se cortan en el infinito.
#f} 3.°  Hullar la espresion de la distancia de dos puntos en fun-
"~ cion de las coordenadas de dichos puitos, siendo Ios gjes 1ectan—
gulares.

Fig. 7. Sean los dos puntos dados M(z, y, 2), W' (='4,2";
Hamemos & & la distancia MM'. Bojemos desde los punfos
My W' las perpendiculares MP—z, M'Pl-=z" al plano xy;
juntemos los puntos Py P!, y tiremos ademés la W'Q paralela
dlapr, . T '

~El kridngulo rectingulo HOM' nes da

e MM =W MG,
o e=PP"? | (z—2'p: :
sabemos que las coordenadas del punto P son x € y, v las

del punto P’ %6 y' [257], y por lanto [57] | -
o PP’?ﬁ(JC'_—$')2~+. (y-u_y,.)a; ‘
luegn - P=(w —a 4y —y'p - (z— 2, *
6 3=V =P = g T A,
fbrmula siempre cieita, cualquiera que sea la posicion de los
puntes M y M’ [256]. e ‘
Si uno de los puntos, por ejemplo el punto X', es el oti-
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gen, sus coordenadas setdn ceros, esto es, 2'=0, ¥==0,
='==0; v pot consiguiente el valor de & sera entonces
R R AR
formula facil de hallar directamente.
6.°  Hallar el dngulo que forman dos vecies dadas en el espa-

o, siendo 1 aclongulares 1os ¢jes.

Fig. 8. Yase sabe que dos rectas pueden no corfarse en
el espacio, ¥ 10 ser paralelas: si por el origen tizamos dos pu-
ralelas & dichas tectas, el dngulo que formen estas paralelas,
serd igual al angulo de los dos rectas dadas, aun cuando es-
tas 1o s¢ corten en el espacio [Geom. elem. 52) Sean r==az,
y==hz; z==0z, y=b'z lag ecuiaciones de las dos rectas 0D y
0D’ paralelas a las dos reclas dadas. Tomemos sobie ellas,
por- Ja parte superior del plano 2y, las porcignes OM y OM'
jguales 4 1; y ticemos la vecta MM,

Sean ®, Yy, z las coordenadas del punto M, ',y 7 las
del punfo M': z y 2’ séidn positivas, pero las otras coordena-
das podran fener signes coalesquicta Los datos de este pro-
blema son las tangentes trigonoméuicas a y b, ady¥,yla
inchgnita es el angulo DOD', al cual, por abreviar, llamare-
mos U. Si legamos & conocer el lado MM ', conoceremos los
tres lados del triangulo MOM', y por tanio serd facil hallax
en seguida el dngulo U, Hallemos en primer lugar las coor-
denadas x, 4, # del punto M y las of, o', 3 del M': para esto
tenemos, por corresponder estos punios & las rectas OD y
01, las ecuaciones

p—az, y==bz;
. mT:afzfj y’-:b'z'.t
y ademés las dos ccuaciones que nos da el problema antel ior,
wiy 2=,
w’2+y'2+z’2=1.

Sustituyendo en la primera de estas dos ultimas ecuaciones
los valores de @ 6 y, y en la segunda los de x &y, yobser
vando que z y z' son positivas, lendremos

z:——-—————)_;____: mﬂ___ﬂP_-Q — s ¥y= —_"_m-b——s
Va5t Va1 Vb 41
| ’ ' B
2'= = '—=

b PUN I —" } ___'______— ) J g ————
\/a'z‘_g[_bm +1 \/am<+-b'2-+-i \/Cb”--Lr'b”-%—'&
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Ya que conocemos las eoordenadas de los puntes A y M,
tendremos MM =(x— o' - (y— ') -+ (z — 2, 6 efece
tuando y reduciendo, ' :

o MMP=2—2{wx' +yy t-z3);

¥y asi queda conocido tambien el lado M2P,

Ahora que conocemos los tres lados del tiidngulo MOM,
el teorema general de la tiigonometi{a rectilinea nos da

MM"*=2 2 cos T/,

T
de donde cos U'——.?—ﬁ'fﬂ 2,

¥ suslituyendo en esta espresioﬁ el valor de MM, serd
08 U= zz' +-yy' 422"

Sustituyendo por Gltimo en esta formula los valotes de
Ty 4, 25 4, i, 2 en funcion de los datos 4, b, @, B, serd

f U
cos == mgﬁi@_l'_i S
Va5 1 Vet R
formula en la cual fos radicales son positivos, ¥y que nos da el
dngulo DOIY que forman las partes de las rectas 0D, GIF su-
periores al plano zy; cuyo 4ngulo podra ser agude, recto @
obtuso, segun los signos y valores de las langentes Liigono-
mébiicas a, b, o, b'. . -
Noras. 1.* Silas dos rectas dadas forman angulo recto,
sera cos U==0, y por consiguiente an’ b - 1==0 serd la
relacion que se verificard si las dos rectas forman angulo rec-
to; v al contraiio, si esta relacion se verifica, sesdt cos U==0,
6 U=90", es decii, que las dos rectas formardn éngulo 1ecto:
PEI0 N0 s¢ cortaran si no se verifica al mismo tiempo la
ecuasion

L

Gy a—q'

6—¢ Th—i
2. SBilas dosrestas fuesen patalelas, seiin =0, cos I/'=H;
¥ por consiguientc
i } 2 ES 2 2
(a0” b0 4 1) "= (@ - b2 1) (@ 12 4
simplificando esta ecuacion, resulta

(o —a)?+ 0—=8) ) (08 bty =0,
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como la suma de estas tres cantidades posilivas no puede

ser 0, 4 no serlo cada una de dichas cantidades, se infiere que
a=qa, b=V, ab' =be'. _
Fsta tercera ecuacion es consecuencia de las dos primeras, y
por tanto siempre que dos rectas sean paralelas, tendremoslas
1reclaciones
ge=a', b="0';
Jo que sabfamos ya [Geom. elem. teor. 126].
Al contrario, si se verifican las dos ecuaciones

a=—d, bh="b',

. a*+b-1
Sel‘fl gos a :'a_g_jr_lf%i ==1, y por tanio .U: 0, esto es, que
las rectas serén paralelas; 1o que es ficil demostral geemétii-
camente.
7.9 Hallar los dngulos que une 1ecta dada forma con los lres
ejes rectangulares. :
Fig. 9. Este problema es un caso paiticular del anterior,

pues se teduce 4- hallar los angulos que una recta, O, que
pasa por el origen y es paralela 4 la recta dada, forma con el
eje O, con ¢l Oy y con el Oz, .

Resolveremos este caso particular primeramente del mis-
mo modo que el general, y despues por un razonamiento pat-
ticular no incluido en el general [ndm. 54, nota}.

Tomemos OM==1, ¥ hallemos en primet lugar las coorde-
nadas x, y, 3 del punto M: suponemos (ueé la z es posiliva.

Sean ©=—a7, y==bz lds ecuaciones de la recta OD; ten—
dremos entre las coordenadas x.y,z del punto M las rela—
ciones # =gz, y==bz, y ademds o*+ y*+ 2= 1. De estas
ecuacionés resultan

a' b H H i

Emt—" y:._—-—m, o ——
Viia b Vitete, Vidao-h

Para hallar el &ngulo DOz ==, tomo OP=1, ¥ geran
1,0,0 las coordenadas del punto P: poi consiguiente

MP = (p—1)+ "1 7%,
il MPe=2—25:
y ¢l tridngulo MOP nos da tambien
MP2==2 — 2 cos 43

b =
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.
luego COS gmmsPmm e
Ve b1
Del mismo modo se obtiene, {lamando 6 al 4ngulo DOy, y
bt al DOz,

. b
eos i ——— - |
Ve {51
i
Cos y=

Vit

. Nota.  Obsérvese que «, 6 v y son los angulos que forma
con los tres ejes en el sentido positivo latecta OD situada por
la parte de ariiba del plano @y, & lo que cs igual, que y es un
angulo agudo .

Pata 1esolver esie problema por un método particular, no
incluido en ef general, omarcmos O — 1, v sefialaremos las
tres coordenadas MR=7z, RP—y OP—=zx del punto M: ti-
rando las rectas MP y MQ, eslas serdn perpendiculares 4 las
Ozy Oy

Los triangulos rectingulos MOP, MOQ y MOR nos darin
T==00S a, y=008 6, 2==00% y; ¥ como los valores de x,y,2,
se halla que son ‘

) b 1

e el e e P p——————r
Ve F il V&Ll e+
tendremos por fitlimo _
CO8a=— fLm, Co86—= __nb_ , COS‘(;“;;;;_-_JI—,
Va1 Va1 Var b

Corolario.  La suma de los cuadrados de los cosenos de Tos dn-
qu!os que ung vecty forma con los tres ejes veciangulures es iqudl
¢ o unidad.

I%n efecto_, elevando al cuadrads las formulas antetiores, v
suméndolas en seguida, 1esulia
cos?y + cos? 6+ cogty—=—1 ;
formula que sirve para hallat uno de estos tres angulos, co-
nociendo los otros dos. _
Demostiemos que este preblema tiene dos solncjones.
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Supongamos, por _ejcmplo, que se conozean los dos dngu=".
los @ y 6, ¥ que se quiera hallar el 4ngulo y: tendremos .

cosy===*= Vi—cos*= —cose:

es decir, que el angulo y tiene dos valores snplementarios,

Fig. 10. Es facil demostiar geométricamente qne, dados.
los dos angulos 2 ¥ 6, existen dos rectas simétricamente colo -
cadas respecio del plano ay, y que forman con el eje Ozen el
sentido positivo dos angulos suplementarios,

En efecto, sea OM una recfa, tal que los &ngulos MOz,
MOy y MOZ sean «,6,v: hajemos desde un punto M de laOM
una perpendicular MP al plano ay, y tomemos en su prolon—
gacion la parte PM'==PM, y tiremos fa OM', simétrica de la
OM: digo que OM' forma con los ejes Oz, Oy, Oz los n-
gulos a, &y 180"—v

Tiremos la PQ perpendicular & lo 0X, y las rectas MQ y
MQ, y tendremos que OM y OM' serdn iguales por ser obli-
cuas que se aparlan igualmente de la perpendicular OP 4 la
MM tambien MQ v M'@ son iguales, porque se apartan igual-
mente de la perpendicular 0P 4 la MM'; tuego son iguales los
dos triangulos MOQ y M'0Q, cuyos tres lados son respecti-
vamente ignaies; y por tanto el dngulo MGO=M'00.

Del mismo modo sc demuestia que el dngulo MOy=M'0y.

Ahota, el angulo M0z, v el MOz son complementos de los
angulos iguales MOP y M'OP, y por knio son iguales; el
M'0O7, es suplemento del M'0z; luego tambien el &ngulo M0z
es suplemento del M'0z. -

8.° Hallar ¢l coseno del dngulo que forman dos 7ectas, cono—~
ciendo los cosenos de los dngulos que las dos forman con los fres
gjes 1eclangulares.

Hemos hallado [Prob. 6.°y 7.°]

aa! -+ bb -1

cos == 3
\/az__]_ RN V' Y AP |
y tambien
i i
=—C08a, - =008 6, ———————"=C08T;
Vet b1 V@b Vol
!
¢ =08 %' =056, ==cosy':
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multiplicando otdenadamente eslas ecuaciones, y sumando en
seguida las que resulten, {endremos

! b1 .
-\/aa-—{—bg—{—i \/a,m—{—;bm—f—{[

€08 @ ©0S a'-1-008 6 Cos §/-|-cos ¢ cos 13

luego
cos U ==cos2co5 o' -}- cos8 cos 8 - cos reosy';

s decir el coseno de un dngulo es iqual & la suma de los produc-—
tos de los cosenos de los dngulos que los dos lados de! dngulo for-
man con los tres ejes rectangulares.

CAPITULO 1V,

Eeuaciones de las super ficies.

275.  Las superficies pueden considerarse engendiadas poi
el movimiento de una linea recla, & de una curva de forma
constante 6 variable, llamada gener atriz que se apoya sobre
una é varias Hneas fijas, Hamadas directrices.

Hallemos en primer lugar las ecuaciones de algunas su-

perficies engendradas por una generalriz que se apoya sobre
una sola directriz,

ECUACION DEL PLANG.

276. El plano puede considerarse engendrado por una
recta que se mueve 4 lo largo de otra recta fija, conservan—
dose la generatiiz constantemente paralela 4 si misma.

Supongamos que la recta directiiz tenga una posicion
cualquiera; y que la direccion de Ia generalriz sea tambien
cualquiera.

Sean w==tz-te, y=br 6
Ias ecaaciones de 1a directtiz, #',3',2' las coordenadas de
un punio cualquiera de esta recty - tendremos por conse-
ciencia

o =uz'Lu, Y=br'16 | 4],
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Las ecuaciones de la generatriz que pasa por el punte

(=, %), ¥ cuya direceion es conocida, son
g ==z -7}, y —y =mi{z —2)... Bl

Fliminando entre las cuatro ecuaciones [4]y [ B] las tres
variables ',y %', 1esulla la ecuacion :
(b—n)x + (m — ayy-Hitn — bm)z +-8{t — m)—u (b —n)==0,
la cual nos da la relacion entie las coordenadas %,z de
un punto cualquierd de una generatriz cualquiera, es decir,
entre las coordenadas de un punto cnalquicra del piano;
juego esta ecnacion es fa del plano.

Llamemos, para abreviar, A, B, € 4 los cocficientes de
Jas variables de esta ecuacion, v I al téimino independiente
do dichas variables, v la ecuacion del plano sera '

Az -+ By--Cz 4 D==0... [M].

277 Si dividimos esla ecuacion por cualquicra de los
cnatio coeficientes, no quedarin en la ecuacion del piano
mas que fres coeficientes independicntes; y pot tanlo un
plano quedard determinado por tres ecuaciones distinfas en-
tre los datos y dichos coeficientes, ¢ bien un plano quedard
determinado poi tres condiciones.

3i dividimos, pot ejemplo pot D, tendremos

A B C

prr it Bt +1=0,
. : B ¢ .
y haciendo 5$A’, —5-=B’, uﬂ—z €',1a ecuacion del pla-

no ser ' :
Alp By -+ Gz 4 1=0. _

278. De la ecuacion general del plano dedueiremos aho-
14 las ecuaciones corespondientes & las diferentes posiciones
particulares que puede tener’el plano.

1.° Supongamos quec el plano pase por el oligen: las
coordenadas 0, 0, 0 del origen deben verificar la ecuacion
del plano, y por consceuencia J==0; luego la ecuacion de
un plane que pasa por el origen es :

' Ax+ By Cz==0

9° Fig 1. Supongamos ahoia que ¢l plano sea para-
lelo 4 uno de los ejes, 6 bien, si estos son rectangulaies,
perpendicalar al plano coordenado & que es perpendicular
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dicho eje. Para evitar resultados indeterminados, introduz
camos en la ecuacion general del plano las coordenadas
OP=p, 00==4, OR==r de los punios P, () y # en que el
plano corta 4'los tres ejes. Las coordenadas T==p, y=0
2==0 del punto P deben verificar la ecuacion del plano, y

k)

© por tanto Ap--D=0, 6 Axé—-;?-. Las coordenadas =0,
¥=¢, 2==0 del punto Q deben verificar la ecuacion del
plano; luego Byt+-D==0, 6 B=— i;J . Lascoordenadas a:m(?,
g==0, z=r del punto R deben verificar la ecuacion del
plano; luego Cr -} D==0, 4 C=——f-.. Sustituyendo estos

valores en la ecuacion del plano, esta sera

D D D )
——f——y— =zl D). '
7 gVt )
@ ¥y oz
6 e et |
r T q r

Fig. 12.  Ahora bien, si el plano, cuya ecnacion quere-
mos hallar, es paralelo al eje 0z, serd r=x0, ¥ por tanto Ia
ecuacion de dicho plano es

r oy
— Lt
7

la misma que la de su traza PQ; lo que es conforme 4 lo do.
mostrado [261]. :

Del mismo modo se halla gue la ecnacion de up plano
Paralelo al eje Oy es la misma que la de su traza sobre e}
plano @z; y que la ecuacion de un plane paralelo a) eje Ox
s la de su traza sobre el plano gz,

3.0 Supengamos, pot ultimo, que el plane, ciya ecua-
bion queremos hallar, sea paralelo & uno de los coordena-
dos, por ejemplo al wy: en este caso p==L, =, y por
tanto su ecuacion eg Z==r, .idéntica 4 la hallada ditecta-
mente en el niimerp 259

Igualmente se ve, que la ecuacion do} plano paralelo
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al z es y==gq, y que la ecnacion del plano paralelo al y2
es £==p (a]. ' '
En todos los casos la ecuacion del planc es de primer
grado con respecto 4 las cootdenadas. 4
279. Reciprocamente, toda ecuacion de primer grado tiene
por lugar geomdlrico ung super ficie plang.
Fig. 11.  En efecto, la ecuacion general de primer grado
con tres variables es Az -+ By - Gz D==0. .
Hallemos los puntos en que la superficie, cualquiera que
ellasea, representada per esta ecuacion, coria 4 los tres ejes.
Para hallar el punto en que dicha superficie corta al eje
Oz, haremos en esta ecuacion y==0, #=0, y resultara, lla~
mando p & la ordenada « del punto de interseccion,

D
Ap-FD=0, p=~— 1

Para hallar el punto en que la misma superficie corfa al
-gje Oy, haremos en la ecuacion dada =0, =0, y lia=
mando ¢ 4 la ordenada g de dicho punte, tendremos
D
Bg+4-De=0, q==— 5. -
Pel mismoe modo, lamando 7 & la ordenada z del punto

. D

en que la superficie corta al eje Oz, hallaremos re=—-s.

Esto supuesto, sabemos gne la ecuacion del plano que

pasa por los tres puntos P, Q, R, en que la superficie descono-
cida corta 4 los Wres ejes, es 1278, 2.°]

¥y 0z
P - q F r

sustituyendo en lugar de p,q y v sus valores en funcion de
1os coeficientes de la ecuacion propuesta, seid la ecuacion
e plano, que pasa por los tres punios,

' 1
(#) Silostres coeficientes de las variables son ceros, ser-éF:O,
—==0, --;_-—-':0, 6 p—= w0, g==o0 , ¥==o0; luego el plano corta 4 los tres

ejes en e} infinito, y por tanio no existe tal plauo:

o




354
4] _ Az 4+ Byt CzLD=0,
que ¢s la couacion propuesta; luego esta ecnacion tieme por
lugar geométrico un plano. '

FCUACION DE 1A SUPERFICIE CILINDERICA.

280G. Sabemos ya [242] que la supeificie cilindrica es la
-superficie engendrada por una recta que se mueve paraléla-
mente a sl misma,sy [ecorre una curva dada,
Representemos por f(x,2)7=0, f,{(y,2)=—0 las ccuaciones
de la ditectiiz, y Hamemos @4,z & las coordenadas de uno
cualquiera de sus puntos: iendremos po1 consiguiente
| flat, =0, f(y',2=0. [A].
Las ecuacienes de la generaliiz, que pasa-por el punte
a7 de la directiiz, son :
g =—{z—2"), y—y'=h(z—2z"}. = |[B].
Eliminando enire estas cualio ccuaciones las tres vatia-
bles ',y ,2' , la cemacion final que resulte  ofw,y,2)="0 sei
la relacton enlre las coordepadas de un punto cualgquiera
de una generatriz cuaiquiera, y po tanto dicha ecuacion es
12 de la supeificie. '
Fig. 14, Hallemos nuevamente la ecuacien de la super—
ficie eilindiica, estando fa directriz MNPQ en el plano xy.
Sean f(x,y)==0, =0 las ecuaciones' de dicha directriz,
%,y ,0 las coordenadas de un punto cualquiera M de esta
curva: tendremos la relacion
@y =0 .. U]z
Las ecuaciones de lar generatriz #A, que pasa por el pun-
to M(z',9/,0) de la directiiz, seran K
' g—x'=—uz, y—y=bz.

Eliminando las variables @', y' entre estas lres ecuacio-
nes, resulia j(z-—a3,y—b2)==0; ecuacion de la superficie
cilindrica, puesio que dicha ecuaeion nes dé la relacion
entre las coordenadas de un punto cualquiera de una gene-
ratriz cualguiera. :

Fig. 15. Supongamos, como case particular, que el cilin-
dro séa paralelo al eje Oz, § perpenticular al plano zy si los
ejes son rectangularcs.

Los coeficientes angulares ¢ y & de las proyecciones de
la generatiz son iguales & 0; pues dichas proyecciones son
paralelas al eje Oz: por consiguienie Ja ccuacion de dicho
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cilindro es f(z,y)==0, esto es la misma que la de su base,
conforme & lo que demostramos directamente en [260].

ECUACION DE LA SUPERFICIE CONICA.

281, Sabemos [236] que la superficie conica es la super-
_ficie engendiada por una recta, que pasando constante~
niente por un punto fijo, recorre una curva dada,

Sean f(z, =0, f(y,7)==0
las ecuaciones de la directiiz; «',y",2' las coordenadas de
un punto cuaiquiera de dicha directriz: tendiemos '

| (o, 2)=0, (,(y' 2")=0 ... [4].

Sean a, b, ¢ las coordenadas del vértice del cono: las
ecuaciones de la generatiiz que pasa por el punto- #',y',2'
y por el vértice @, b, ¢ del cono, se dedueirdn de las gene-
rales que pasan poi dos puntcs, 4 saber

2" : L
I— v”f-::-r;_ Z”(z Wz{,) kS y—'y[r?Z;__irf(z~rlzrr)9
reemplazando =", 3", 2"’ por a, b, ¢: serdn pues
z'—a
r— a:zT"_-—c‘:(Z-— G),,

[B].
Y=t
¥y— _"Z'-—-C(Z_c)'

Eliminando entre las cuatro ecuaciones [A] y [B] las
tres variables #',y',2', la ecuacion ¢(w,y,2}==0 que resulte,
serd la relacion entre las coordenadas de un punto cual-
quiera de cualquier generatriz; y por tanto serd la ecna-
cion de la superficie conica. _

Fig. 16. Supongamos que la direchiiz sea una curva
MNPQ en el plano xy;sus ecuacionés serdn flo,y)==0, 2==0:
sean ',y , 0 las coordenadas de un punto cualquiera M de
esta curva; lendremos por consiguiente la relacion entre
o' éy fle' y")=0... [4].

~ Las e¢uaciones de la generatriz MV, que pasa por el
punto Mz’ ,y',0) de la directriz y por el vértice Via,b,0), se
deducirin de las generales .

' — '

H r
. y—¥,.
w_wrzm' (z i z’) R y__.yf._. _7(’;’_2:?) s

Tl —g

haciendo en ella z'==0, &''==¢, y""==b, 2//==(, y scran pot lo
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a—x'
tanto 21 = penctt |
’ . | [B]

y—y":.—.r 2’,: PoTe

Eliminande &' & y* entre las tres ecusciones [A]y [B],
“tendremos la refdcion ¢ntre #,y,7, coordenadas de un punto

cualquicia de la superficie del cono, 4 saber
S az—ex bz-ucy)

- -t Z—r¢

Ejemplo.  Hallar la ecuacion de un cono cuya base es un
circulo que tliene el eentro en ¢l origen, y se halla en el
plano zy, y cuyo vérlice esti en el cje de Oz.

* Las-ecuaciones de la directriz son
B} f=rt 20
si 27,y ,0 son las coordenadas de un punto cualguiera de la
dirgelriz, tendremos ’
- ' w byt (1]

Las ecuaciones de la generalriz, que pasa por el punie
#,y,0 y pov el-vériice 0,0,¢, son
r

@
y=—=(—c) . [3].
Eliminande entre las tres eenaciones.{1}, [2] vy [5] las
variables #',%/, resulta la eevacion del cono-
Ert Y= c—z )

ECUACIONES DE LAS SUPERFICIES DE BREVOLUCION. -

.282. Se llama superficie de 1evolucion la superficie engen-
drada por una linea recta 6 curva que gira alrededor de un
cje fijo, al cual esta invariablemente ligada. :

Es evidente, segun esta definicion, que si desde los-dife-
ventes puntos de la generatriz se hajan perpendiculares at
eje, estas perpendiculaies describen citculos, cuyos centros
se hallan en el eje, y cuyos planvs son perpendiculares al
mismo eje: estos cireulos se llaman paralelos de la superficie.
La inlerseccion de un plano, que pasa porel eje, con la
superficie se Hama meridiano de la superficie. Cuando la ge-
neraliiz es una linea plana y el eje de rotacion se halla en
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el plano de la generalriz, como sucede comunmenie, los
meridianos son las diferentes posiciones de la generalriz.

Se ve tambien que la superficie de revolucion puede
engendrarse por una citeunferencia de radio variable, que se
mueva & 1o largo de una linca fija, permaneciende paralela
4 si misma, y conservando su centro sobre el eje {a).

Asi, un cono de revolucion puede considerarse engen-

drado por el movimiento de una circunferencia de radio’

variable, que recorre una reeta fija que liene un punto co-
mun con el eje, permaneciendo dicha eircunferencia para~
lela 4 si misma, y conservando su centro sohre el eje.

Un cilindro de revolucion puede considerarse engendrado
por el movimiento de uua circunferencia de radio constante,
gue recorre una tecta fija paralela al eje, permancciendo di-
cha circunferencia paralela 4 si misma, y conservando sucen-
tro sobre el eje.

Una csfera puede considerarse engendrada por el movi~
miento de una circunferencia de radio variable, que recoric
otra media circunferencia fija, cuyo didmetro es cl eje, per-
maneciendo paralela & si misma, y conservando su centro so—
bre el eje :

983" Hallemos, suponiendo que los ejes de coordenadas
sean rectapgulares, y que la ditecuiz y el eje de rotacion se
hallen en un mismo plano, lo ecuacion gener al de las super fictes
de revolucion: 1.0 Siendo el eje de la super ficie gje de las z. 2.°
Siendo el eje de la super ficie par alelo ol eje de los 2.

" Fig 18, 1.° Sea AM la direciriz en el plano @z, y sus
ecuaciones flz,2)=0, y=0.

Sea NM la circunferencia generatiiz en una cualgniera de
sus posiciones, y enyo plano, sabemos, es perpendicular al
eje, y por consiguiente en el caso actual paralelo al plano w3
sean ',0,2' las coordenadas del punto M comun 4 la directriz
y generatriz: tendremos entre 2'yz' la relacion '

. . ' f(x’,z’):(]‘

1as ecuaciones de la generatriz NM son evidentemente

2 =1, 1=1".
Eliminando entre estas tres ectiaciones las dos variables

{a) De esia segunda definicion, necesaria para hallar la ceuacion de
las superficies de revolucion, resulia que la linea generatyiz -en la pri-
mera definicion viene 2 ser directriz en Ja segunda
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#'y 5"y 1a ecuacion f{ V' 5¥ 4%,z }==0 que resulta, seia la

relacion enire las coordenadas 2,5,z de un punio cualquiera
de cualquier generatiiz, es decir, serd la ecndcion de la su-
petficie de revolucion. . o '

Fig. 19. 2.°Sean u y b las coordenadas # é y del punto
0 en que el eje de la supetficic encuentra al plano xy; f(x, )
=0, y==b las ecuaciones de la directiiz AM paialela al plano
xz; @' ,b,2" las coordenadas del punto M comun 4 la directriz ¥
generatriz: tendremos.entie =’ v 2’ la rélacion

o f#!2)=0. ,

Las ecuaciones de la circunferencia MN son (observando
que el radio de la circunferencia es ¢/ Me=x'— a) '

Loy = — o — 0, 2 =2,

Eliminando &'y #' entre estas ties: ecuaciones; tendrernos
la relacion entre las coordenadas z,y,7 de un punto cualquie-
1a de cualquier generatriz, 6 de un punto cualquiera de la
superficie; a saber :

' f(a'—,L V{y— b (w—al, # =0
284, Como caso particnlar, hallemos la ecuacion del cono de
revolucion. cuyo eje coincide con el delasz.,
Fig. 20. Las ecuaciones de la ditectiiz AB son
' F==az-r, f=0, ‘ o :
-giendo a latangente del dngulo BAz v r el radio OB de la
base del cono. Sean 3',0,2" las coordenadas del punto M co-
mun 4 la directriz y generatriz.en una posicion cualquiera de
esta: tendremos la relacion
: o . =z 4y,
Las ecnaciones de la generatriz son evidentemente
.'332_,_._ yz.:_mmj Z:Zf.‘ ’
Eliminando entre estas tres ecuaciones las varfables 2',2',

_ 1esulta la ecuiacion del cono _
' P yt== 22 -2ar g 17 ,
r

Side esta ecuacion quisiéramos eliminar la 4. hailazfamos
su valor en funcion de v y de ¢==04A por el tridngulo 1ectén-

guio BOA, y.ten_._dliamos r:—'ck;-fa, de doqde a,-;*—:—%; sus--_

tituyendo este valor en la ecuacion del cono, esta ecuacion

seré 62 ($2+y2) ———TE(C-— z)s )

- ?
idéntica 4 la hallada en el niimero 281,
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28%. Otro caso particular, Haflar la ecuacion dela esfera,

Fig. 24, Supongamos primeramente que el centio esté
en cl origen. .

Las ecuaciones de la direckriz ABC son

o arpet=rt, y=0:
siendo 2, 0, 2 las coordenadas del punto M comun 4 la ge-
neratriz NM, en cyalquiera de sus posiciones, ¥ 4 la direc -
triz, lendremos pidgiiey®, _
Las ecuaciones de la generatriz MN, cuyoradio O'M=v',

. yPat—=r?, ze=3'. .
Fliminando entre estas tres ccuaciones las dos var iables
2, 2", resulla la ecuacion de la esfera o = I

Fig. 22. Supongamos ahora que el centrade la esfera no
esté en el orfgen, y que a, b, ¢ sean sus coordenadas. Corte-
mos la esfera por medio de un plano paralelo al xz, y.séa
NMP la inteiseccion, gue tomaremos pot directiiz: las ecua-
ciones de esta curva son

(—af-(z o =, y=b.

Sean #',b,2' las coordenadas del punto M,comun dla di-
rectriz v generalriz en cnalquiera de sus posiciones: lendre-
mas entre ' ¥ 2’ la relacion ' :

(.:U' _ a)2+(z’---—c)‘=73.‘ . _

Las ecuaciones de la generatriz N¥ son, observando que
su radio. es O0'M=z'—u,

(o—a P4y —bp={w —a)*, =7

Eliminando enlre estastres ecuaciones las vat iables'#',27,

resulta la ecuacion de la esfera
(z—aP -y — b | lp—f=="

Nora. Las dos ecuaciones que acabamosde hallar parala
estera considerada eomo superficie de revolucion, pueden ha-
Harse facilmente fundandose en su principal piopiedad, asa-
ber, que todos sus puntes equidisian del cenlro.

En efecto, sean a, b, ¢ tas coordenadas del centro de laes-
fera, », y, z las de un punto cualquiera de la superficiede la
esfera, r el 1adio de Ta misma: tendremos [274, 85.°]

(P ly - D ==,
ecuacion que nos dala relacion constanle enire las coerdena-
das z, ¢, % de un puato cualquiera de la sepes ficie-de la es-
fera, y que por tanto es la ecnacionde fa esfera.

Si e} centro de la esfera esia en el orfgen, la ecuacton de
la esfera se hallaid haciendo =0, =0, (=0 en la ccua-

son
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cion general, y serd por lo tan{o en 1al caso L
que tambien puede deducirse de la formula de Ia distanciade
un punto al erigen. :
286 Acabamos de ver que la ccuacion general de la es—
fera es, siendo rectangulares los ejes de coordenadas,
Py —bpf ey,
O gl E—f:zg»—2a_m—2by—QGz—}az-—j—bg—kcz—--rsz.
Al contratio, la ecuacion S
. Axﬂ-{mAyﬂ—[—Azz—}-Bx—[—(Jy+Dz+E:O ]
referida & gjes veciangulares, representa wne esfera, wn punto ¢
nadg. - _ .
En efeclo, partiendo todos los téiminos de esta ecuacion
por 4, sera
2 2 | -2 | B C i Ba E 0
Y+ eyt A5t 7=0,

¢ completando los cuadrados,
B\ CNF /DY B LIk |
[ —_— ] ———— b e e .
(szA) {(ZH_%.{) ’(ZJFQA_)“ Vi

Y ahota se ve, que si of segundo miembro es posilivo, re-
presenta una esfera c¢nyo centic liene por coordenadas

B A D e VBE+CZ_LD2 E
T9A T34 Y gy Y cuyo radio es —iF T

Si el segundo miembro fuese 0, la ecuacion seria

B 2 I C 2 D 2
(ﬂ?—!—ﬂ -+ Uy +(Z —‘—271) =0;
B C

D
stgui B =0, -l " =), 21 ==0);
por constguienle 2 51 1 5 Iy
c D
=

5 = ~%71°
24° 247 24
luego la ecuacion representa en este caso un puntlo cuyas

cooidenadas son w_f_,__is__].).”
, L2477 247 24
.. Siel segundo miembre es negativo, la ecuacion es impo-
sible, leniendo 9.2 valores reales; pues la suma de tres

) == —
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canlidades positivas no puede ser igual 4 una negativa; luc--
go en este caso la ecuacion no representa nada.

ECUACION DEL PARABOLOIDE EL{P'IICO‘.

287. Fig. 25. Se llama par aboloide eliptico la superficie
engendrada por una parabola DOE que se mueve paralela-
menie 4 si misma, teniendo siempre su véitice sobre otia pa-
rabola BOC, cuyo plano es perpendienlar #l de la primera, y
cnyas aberluras estan situadas hécia una misma region.

Fig. 24 Para hailar la ecuacion del paraboloide eliptico,
tomemos por plano xy el de la parabola direciriz AGQ', por eje
de las = ¢! eje de esta parabola, y por origen de las coordena-
das rectangulares el vértice de la misma: segun esto, el plano
movible de la pardbola generatriz serd paralelo al plane 2z,

Sean yi==2px, z==0 las ecuaciones de la parabola direciriz
A00’; x',y .0 las coordenadas de un punto cualquiera ¢ de
esta pardbola: tendremos por consiguiente

=% . ..[A].

Para hallar las ecuaciones de la patdbola generatiiz CO'D,
cuyo véilice es el punto G, observo que su plano es. paralelo
al @z, y que por tanto su proyeccion sobie este plano es lapa-
rébola C'0" D' idéntica 4 la generattiz £0'D: la_ecuacion de
esta proyeccion, con fespecto 4 los ejes 0"y, 012", es 2=
9p'x”, siendo 2p' el parametro de la pargbola generatriz; y la
ecuacion de la proyeccion 0'B de dicha parabola generatriz
sobre el plano zy es y=y'. - :

Estas dos ecuaciones son de la pardhola generatriz que pa-
sa por el punte 0': pero tenemos ahora que referir la primera
4 los ejes O, Oz por medio de las frmaulas de trasformacion
de unos ejes 4 otros paralelos: dichas formulas serdn actual—
mente 2" —% ——x, 2" ==z", y por tanto las ecuaciones de la
paidbola generaliiz, que pasa por el punto 0, seran

sy (v—a), y=y .- (Bl

Eliminando las dos variables ' &y' entre las tres ecuacio—~

nes [A] y [B], resulta la ecnacion del paraboloide eliptico
ﬂ‘l—--{——z—g =%
2 2 :

Si las dos parabolas, directriz y generattiz, fuesen iguales,
sus parametros 2p y 2p' serian tambieniguales, v la ecuacion
del paraboloide setia entonces y* Lpte=2px.. K]



: 562
«  En este caso el paraboloide eliptico es una supetficie de re-
volucion; y puede considerarse engendrado por una paribota
que se mueve alrededor de su eje. Por consigniente este pa-
raboloide puede tambien considerarse engendrado por el mo-
viraientode una éireunferencia de tadio variahle, ¢ue teniendo
siempre su centro en el eje- de la parabola, v conservandose
patalela & si misma, recorre Ja pardbola dada. Para compto-
bacion de lo que acabamos de asegurar, hallaremos directa-
mente la ecuacion del paraboloide eliptico de revolucion.
Fig. 25, Las ecuaciones de la parabola diiceliiz NOM son
y*=2pwx, 2=0: sean z',0,y" ks coordenadas del punto M:
tendremos la relacion ¥ =2y

Las ccuaciones de la cireunferencia generaltiz que pasa

por ¢l punto M, y cuyo 14dio M0/==y', son ’
. ‘szi’, yﬁ+z2__,'d_.yﬂ”

Eliminande entre estas tres ecuaciones las variables o, ¥
tesulla. y’+z°—=%px, ecuacion que nos da relacion entre las
coordenadas de wn punto cualquiera de una generatriz cual-
quiera; y por tanto ¢s la ecuacion del paraholoide de revolu-
cion, idéntica & la ecuacion [K7.

ECUACION DEL PARABOLOIDE HIPERBOLIGO.

288. Fig. 26. Se Hama paraboloide hiperbdlico la superfi-
cie PO'QP'0"()' engendrada por una parabola PO'(Q, que se mae-
ve paralelamente 4 sl misma, teniendo siempre su vértice so-
bre otia pardbola 0'00”, cuyo plano es perpendicular al de la
primera, y euyas aberluras estan sitvadas hacia regiones
opuestas. .

Fig. 27. Para hallar la ccuacion de este pataboloide,
sapondrewmos que la pardbola 00’ s balla en el plano zy, que
su eje es el de las @, vy su véitice el origen de las coordenadas
rectangulates; por lo tanto el plano de la pardhola generatriz
PO serd en todas sus posiciones paralelo al plano 2z.

Las ecuaciones de la pardbola directiiz 00" son
Y=2pr, r=10
y si llamamas 2".4",0 & las coordenadas de un punto cual-
qaiera 0 de la directriz, tendremes  y=—2pg’ .. . [1].
~ Para hallar las ecuaciones de la pardhola generatiiz
POQ, que pasa por ¢l punlo ', chservo que, po: ser su
plano paralele al »z, su preyeccion P”0"(Q" sobre este plano,
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referida & los ejes 072", 0"y, tliene por ecuacion [192]
N - z'.rfg:_; 2}7’-‘}0”, . .
_siendo 29’ el parametro de la parabola generatiiz: para tener
Ja ecuacion de dicha proyeccion con respeclo 4 los ejes
Ox, 0z, lengo las formulas de transformacion o' ==z —a,
Z'==1, y por tanto la ecuacion de la proyeccion P'070Y
con respeclo 4 los ejes Oz, Oz, ¢8 '

L F=eye—e) 12 -
La ecuacion de la proyeccion de la generatiiz sobre el
plano Oy es y=y ....[3]. :
Eliminando entre las ecuaciones [1}, [2]1 y (3] las dos
variabies ' € ¢/, 1esulla ' ' ' _
2 2
S
B 2 %
ecuacion que solo se diferencia de la del paraboloide elip-
tico cn el signo del pardmetro de la patabola generalriz, la
enal pardbola tiene sentido contrario en el paraboldide hi-
perbalico at que liene en el eliptico. ST
289 - Hasta ahora hemos hallado las ecuaciones do va-
rias superficies engendradas por una linea quc 8¢ apoya so-
bre una dirccliiz: prescntemos ya algunos ejemplos de su-
perficies engendradas por uma linea que se apoye sobre dos
directrices. : : :
ECUAGION, DEL “ELIPSOIDE.

290 Fig. 28 Se llama elipsoide a superficie ABC en-
gendrada por una elipse BCE'C de ejes vaiiables, que se
mueve paralelamente 4 si misma, y se apoya constante-~
mente sobre otras dos elipses fijas ABA'B, ACA'C, que tie-
men un gje comun AA!, y cuyos planos son pet pendiculares
entre si y perpendiculares al de la elipse generatriz::

‘Hallemos en virtud de esta definicion la ecuacion del
elipsoide:. - L oo

Fig. 29, Sean ABY AT dos cuartos de_las dos elipses
direcirices, cuyos semi-jes 0A, OB 'y OC prolongados inde-
finidamente tomaremos por ejes de tasw, de las y y de las 23
ltamaremos ¢, b ¥ ¢ & dichos semi-ejes,

Las ccuaciones de las dos elipses directrices son

. 2 2 .- s 2

LYy, Y U
" N g c* : :
" Gean «,y' las coordenadas del punto B,y .5 las del
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punlo €, en los que la generatriz, en una posicion cual-
quiera, encuentra 4 las dos directiices: tendremos por conse-
cuencia las dos ecuaciones . '

m’B y-’2 - CU 2 zfﬂ

—_ e —_— ]

at + b ‘""l’ at T2 ... [‘4]

Para hallat las écuaciones de la generatriz B'C, observe
que la proyeccion B"C" de la misma sobre el plano yz es
idéntica 4 la generatiiz B'C', y como sus semi-ejes son

B'0=B0'=y, 00'=0'C'=2', la écuacion de dicha pro-

L yﬂ -za
yeccion es F_}_. = 1,
y la de la proyeccion sobre el plano zy 6 2z es
=z .

Eliminemos ahora las tres variables %',y ,3" entre las dos
ecuaciones [A] y las dos de la generatriz: elimino primera-
mente la &', y lendié

a:2 yrz a,/.z z-’ 2 ,yﬂ l;i
St e, 4 o=t
aﬂ 52 az nS y 2 2 2

Despejo 42,2 en las dos primeras de estas tres ecuacio-

nes, y tendré '

2 2
ym:bz (1__%), 2.'12:62 (,l _-%;);

y sustituyendo estos valores en la tercera ecuacion, resulta-
ra la ecnacion

o e _
la cual nos da la relacion entre las coordenadas z, y, 2 de un-
punto cualguiera de una generattiz cualquiera, y por tanto
es la ecuacion del elipsoide.

20 Los ejes 27, 25 v 2 de las dos elipses direcirices
se llaman ejes del elipsoide, y los estremos de los ejes del
elipsoide se llaman sus pdrtices, :

292, Si dos de-los ties ejes del elipsoide, por ejemplo
2b y 2c son iguales, en cuyo caso las dos elipses directrices
son jguales, la ecuacton del elipsoide serd
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_.Ea .yi 4 S"

?+-—b§mﬂ: 1.5 {A];

ecuacion del elipsoide de revolucion engendrado por una
elipse que se mueve alrededor del eje 20; como puede com-
probarse hallando directamente la ecuacion de esta superfi-
cie de revelucion por el métedo [282],

En este caso el eje PP'=2a | Figuras 30 y 311, alrededor
del cual se mueve la clipse generatriz, es el (nico eje del
elipsoide ; sus estiemos P y P se Haman polos del elipsoide,

vy el circulo EC perpendicular al eje y equidistante de fos po-
fos se llama ecuador. El elipsoide de 1evolucion es prolongado
[Fig. 30] cuando su semi-eje PO es mayor que el radio OC
del ecuador; y aplanado en el caso contrario. Los focos F
y F" de la elipse generatriz del elipsoide prolongado, se lla-
man focos de dicho elipsoide.

293. Silos tres cjes del elipsoide son iguales, su ecua-
cion serd a*-fy* | z?==1%, que es la de una eslera, cuyo cen-
tro est en el origen; luego la esfera es un elipsoide, cuyos
tres ejes son ignales. : :

EGUACION DEL HIPERBOLOIDE DE UNA HOMA.

294, Fig. 532. . Se llama hiper boloide de una hojala super-
ficie DEFG engendrada por una elipse ABA'B’ de ejes varia-
bles, que moviéndose paralelamente & si misma, se apoya
sobre dos hipérbolas DED'E”, FGF'G' que tienen un misme
“eje segundo CC', y enyos planos son perpendiculares entre
‘sl y perpendiculares al de la elipse generaliiz. :

Fig. 33. Para haliar la ecuacion del hiperbeloide de una
hoja, tomemos por ejes de coordenadas los dos ejes primeros
y el eje segundo de las dos bipérholas directrices, prolongi-
dos indefinidamente: sea ABFD la poreion del hiperboloile
comprendida en el iriedio Oryz; sean a,b,¢ los semi-ejes 01,
OB y OC de las dos hipérbolas directrices AD y BF Las
ecuaciones de estas dos hipérbolas son :

me zi y2 ZE

FTE e ETE

Sean «',z las coordenadas del punto D, y',z' las del

punto F, en los que la generatiiz D, en una posicion cual—
quiera, encuentra 4 las dos directrices: tendremos

<



mfg z'i y’g 2,'52 .

a* ¢
La ecuaciones de la genératriz FD son
oy
=t =l

Eliminando las tres vaiiables 2',%',2’ entre las cualro ccua,
clones [1] y 2], resulta la ecuacion del hipetboloide de una
. LA LN & ;
hoie whpo=t
205.  Si los semi-ejes primeros a y b de las dos hipéibolas
directrices son iguales, en enyo caso estas dos hipérholas, que
tienen los mismos ejes, son iguales, 1a ecuacion del hiperboloi-
2 2 ) . :

-~

de de una hoja serd EEE — =110

- El hiperholoide de una hoja es en esle. caso una supeificie

. de.revolucion, y puede considerarse engendiagdo pot una hi-

pérbola que gira atrededor de su eje segundo; v se Hama %i-

perboloide’ de revolucion de una hojo.  Hallando 12 ecuacion de

esta superficie como en el nfimero 285, se ver que su ecua-
clones la 77, _ ‘ o

ECUACION DEL HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS.

206, Fig. 3%, Se lama hiperboloide de dos hojas la super-
ficie ABCDEF engendrada por una elipse de ejes variables, que
moviéndose paralelamente 4 si misma; se apoya constante-
mente sobre dos hipéibolas que tienen un mismo eje ‘primero
AD, y euyos planos son perpendiculares entre si, y perpen—
diculares al de la elipse generatriz. : ~

Fig. 55. Para hallar la ecuacion de esta superficie, loma-
Temospor ejes de coordenadas los ejes de las hipérbolas direc-
trices, prolongados indefinidamente : lamemos o a] semi-eje
comun, by ¢ 4 los semi-ejes segundos de ambas hipérbolag;
sean ADy AE los ramos de las dos hipéibolas directrices com-
Prendidas en el angulo triedro Ozyz. Las ecnacienes de las dos

. hipérholas direcirices son : o :
S 2 yz a2 22

B _'S?a“ 29 las coordenadas del punto D; «',z" las del punto
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E, en que la gencratriz en una posicion cualquiera encuentra
4 las dos directrices: tendremos '

m:ﬂ yf2—. mrz zrg {
_ e b et e t1
Las ecuaciones de la generatriz ED son
¥, 3
+ 1

LT 1)

_ Eliminando entre las ebatro ecuactones [4] y [2] las va—
tiables &',y .7, resulta la ecuacion del hiperboloide de dos

hojas ——t—— =],

297. Si losdos semi-ejes segundos b y ¢ soniguales, las dos
hipérbolas directrices 120 serdn tambien, v la ecuacion del hi-
. 2 2 . .
perboloide serd z %y_—:#z_: o [3Y

a2 b?

En tal caso el hiperholoide de dos hojas es una superficie
de 1evolucion, que puede considerarse engendrada por una
hipérbola que gira alrededor de su eje primero. Hallando por
el método niimero 283 la ecuacion de esta superficie de revo-
lucion , se vera que es la [3].

ECTACION DEL DARABOLOIDE ELIPTICO.

- 998, Hemos hallado la ecuacion del paraboloide eliptico
[287] considerdandolo engendrado por una parabola cuyo vér-
lice se apoya constantemente sobre otra pardbola: mas este
paraboloide puede lambien engendratse por ¢l movimiento
de una elipse de ejes variables, que mroviéndose paralelamen-
te 4 i misma, se apoya sobre dos parabolas que tienen un

_mismo eje, ¥ cuyos planos son perpendiculares entre si, ¥
perpendiculares al de a elipse ‘geneialriz, :

Hallemos, scgun esta nueva definicion, 1a ecuacion dek
paraboloide eliplico. . '

Fig 36. Las ecuaciones de las dos pardbolas directrices,
OC que se balla en el plano.zy, y OB que s¢ halla en el pla-
no iz, son, llamando 2p y 2p' 4 sus parametros, '

yre=2px, 22 =2p'%: '
sean #',y' las coordenadas del punto C, #',2' las del puato B,
en que la gencratiiz BC en una pesicion gualquiera encuen-~
ira 4 las ditectrices: tendremos por consecuencia '
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‘yn:gpmr, P=9p' .

Las ecuaciones de la generatiiz BC son
. yﬂ 22 .
—f 2 ——
E=a, yrz +.zaz =1.
Eliminando las tres variables a',y',z’ entre estas cuatio
ecuaaciones, resulfa la ccuacion del paraboloide eliptico,

y2 \ ZZ .
T e TS,

2p

ECUACION DEL GONOIDE.

299. Sellama conoide la supetficie engendrada por una
recta que, moviéndose paralelamente & wn plano dado, se
‘apoya sobhre una recta y una curva dadas, B

Fig. 37. Hallemos la ecuacion del conoide engendrado
por unarecta MN paralela al plano yz, y que se apoya sobre
la curva €D, situada en ¢l plano ay, y sobre una recia AB,

La ecuacion de la directriz. CD en el plano xy es

Hwy)==0,
y las dos de la recta directriz AB son
H==gz 4 «, y=>bz }-8:

sean ',y las coordenadas = ¢ y del punto M, en que la ge-
neralriz MN en una cualquiera de sus posiciones encuentia
a la directriz CD: siendo la generatriz MN paralela al plano
%, la ordenada x del punto N serd la misma que la del pun-
to M, eslo es, 47 ; sean y'',2z' las otras dos coordenadas del
punto N: por corresponder estos puntos 4 las directrices,
tendremos las relaciones '

f@yy=0,
o —=uz ta, fA].
Y —by" |- -

La generaliiz MN, paralela al plano yz, queda determi-
wada por los dos punios o
: M{x' .y ,0), N('y',2"):
la ecuacion de su prayeccion sobre el plano yz se deducird
de [a general

. . yn ‘__yr
;’I"“y’--?—_"_—zr (z—2'):
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actualmente z'=0, y por tanto la ecuacion de dicha pro-

Y —y
=L

yeccion es g§—y == z.

La de la proyeccion sobre el plano oy 6 xz es
' et
Eliminando entre estas dos ecuaciones vy las tres {4] las

cuatro variables @',y',5"",#'", la ecuacion que resulle, serd Ia
ecuacion del eonvide.

Para esto, elimino en primer lugar la 2/, y resultaran las
cuatro ecaaciones _
f(ﬁf,y'):(] , w=az' L u, y"=bz” +8,
. 1

__'f'
goy =2 z,,“’ 2

entre las cuales hay que eliminar las tres variables y',3",2",
Elinzino ahota la #'', y tendié estas tres:
b -6y’

{lzy)=0, t=az"}u, y—y'= 2

Z.

Elimino 2", para lo cual susiituyo en la dltima el valor
de 7'/ deducide de la segunda, y tendremos las dos ecuam

ciones
f(z.y)=0, zy—ay' z=Dbaz— bur+t06z —azy.
Por dltimeo, eliminando la ¢' entre estas dos ecuaciones,
resuktard la ecuacion del conoide

f(m, ay—brr+buz — an-—ay)__O’

T—e—az ‘

Fig. 38. Tallemos, como caso particular, la ecuacion del

conolde, suponiendo que sus dos directrices son una circun~—

ferencia €D 'en el plano #y y unaiecta AB paialela al eje

Ow, y que la generatriz sea patalela al plano yz; y supon~
gamos tambien que los ejes sean 1ectangulares.

Sean o',y',0; #',y",z" las coordenadas de Ios puntos M y

N, en que la generatriz MN encuentia & lag dos direclrices.

“Siendo (w—a)* -{y -~b*=+? la ecuacion de la circun-

ferencia directtiz, tendremos
(@ -y — b=

Sean m y » las coordenadas g,z del punto en que la di-

rectriz AB encuentra al plano yz: las ecuaciones de la gene-

ratriz MN que pasa por los puntos M{#'.y',0), N{z',m,n} son

24
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w—
______._J_z
Eliminando las variables &', 3’ entre estas tres ecuacio-
nes, resultara la ecuacion del conoide

—]—(ﬂ‘j mi__ )-——rz.

CAPITULO V,

p=u', y—y' =

Problemas sobre el plano.

500. Teorema. i dos planos, cuyas ecuaciones son Ax-+
By-+Gz D=0, A'x}Bly iC’erD’_O son paralelos, ten—

dremos las_xelaciones ——r=——==——; y al conirario.

A Bf Gr

En efeclo, siendo los dos planos paralelos, sus trazas, es

decir, sus intersecciones eon los planos coordenados, seran

vespectivamente paralelas: las trazas de los dos planos se-
bre el xz lienén por ecuaciones

C D

¥ € == N
Art+ €z D=0,6x 3 x y
(i r

Ar 'C’ ,: i T e — —_u.,_;

2+-C'z--D 0? O » T z G

¢ ¢ 4 c
Iaego ——

U UL G

Las trazas de los dos planos sobre el yz tienen por ecua-

ciones

, C D
c n
! i [ F— [ .
By-t+Cz4+-D'=0, 6 ¢ % z 7
y por consiguiente L_¢ 6 B _C.
' B B’ F '’
lnego 4 _B_°C )
8 TTETT

Demostremos el reciproco: supongamos qae

4 B G

S
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" digo_que los dos planos son paralelos.

En efecto, las trazas de los dos planos sobre el 7 tienen
por ecuaciones

Apd-CzD=0,6 == € ,_ D

— e —

i
, . c n
AT'I—'C z—‘,—D’:::{}, ) 3}":"‘—-‘“-'—1?-3“-“'71-’—-:
¢ . ¢ «

por hipétesi T o =T
luego las dos trazas de los dos planos sobreel 2 son paralelas,

Del mismo modo se demuestia que las trazas de los dos
planos sobre el yz son paralelas; y como las dos trazas de cada
plano sobre los %z, yz cortan al eje en un punto, se infiere
{Geom. Teor. 222} que los dos planos son paralelos.

301 Hallar lo ecuacion de wn planoe que pasa por un punto
dado y es paralelo & olro plano dado.

Sean &', ¥, = las coordenadas del punto dade, la ecua-
cion del plano dado Az By-}- Cz-+ D==0; y la ecuacion
pedida del plano A'w-{-B'y+ 'z D'=0, siendo inchgni—
s A, B, C, D

Por pasar este plano por el punto o', y', z', sera

: Ay - By J-C7 L D=0:
restada esta ecuacion de la anterior, tendremos
Afn—a') L B (y—y) -+ €3 ~7)=0,
6 TE—F)+ m—-y)+ 2 —a=0

Ahora, por ser los dos planos paralelos, es
A" A B _ B
T T
lnego la ecuacion pedida seld

A ~, B p '
SE—a) -y —y) s =0,

6 A (p—a") Bly—y)+ Oz —)=0. =
302 Hallor In ecuacion de un plano que pasa por fres pun—
tos dados {X',¥',2'}, (37,y",2"), (x",y",2"), que no estan en Uneq
rectd. : )
La ecuacion del plano puede ponerse bajo la forma
Az By--Cz 4+ 1 =0 [277]: actualmente los tres coeficien—

tes A, By C son incognitos, y llegaremos 4 conocerlos por me-
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dio delas condiciones de gue el planc pasa por los tres puntos
dados; pues estas condiciones nos dan las tres ecuaciones con
las tres incognitas 4, By €, 4 saber: .
Az’ + By + G +1=0,
Am”_l_ By/f+czll+i :0’
Ax" L By L G 1 =0,

De estas tres ecnaciones pueden deducirse os valores de
A, By €, que supondremos scan 4/, B’ y €7, los cuales de-
ben ser reales y finites en la hipbtesi de gue los ties punlos
dados no estin en linea'recta; v pot tanto la cenacion pedida
del plane, que pasa por los tres puntos dados, serd

Alg LBy Gz +1=0.

%05 Teoremas. 3.° 8 una recle X=az--2, ¥ ==bz- 6,
es parolela & wn plono Ax+By-Cz-+D =0, se verifitard que
Aa-FBh4-C==0. 2.° 8 diche recta coincide con el plano, se ve-
reficardn las dos 1elactones '

Aa-+-Bb+C=0,
Ae--Bg-+D=0.

Tgualando cocidenadas entre las ecuaciones de la recla y

la del plano, y eliminando « ¢ y, tendremos

(Aot Bb-C)z+4Aa— B64-D=0:
si la recta es paralela al plano, su punto de interseccion debe
estar en el infinito; lo que exige que, siendo du+ B+ D di-
ferente de cero, sea Ao+ Bb-C=0.

Si la 1ecta coincide con el plano, ol ndumere de puntos co-
munes 4 la 1ecta y al plano es infinito; luego el valor de 2z de-
be set indeterminado; lo que exige gue

Aag+Bbh--£=0,
Ao B6 - D=0).

Reciprocos. 1.°  Si, siendo lus ecuaciones de una 7ecta
y==az-ta, y==bz1-8, y la de un plano Ax-+By-+Cz+D=0,
se verifics que Aa+Bb- C=0, y Aut{ Bs-{—DzO, la recta se-
vy puralels ol plane. 2.° Si se verifican ol mismo tiempe las dos
relaciones Aa--Bb-C=0, Az B6-FD==0, la recla com~
cidiv 4 con el plano.

En efecto, igualando las coordenadas enire las ecuaciones
de la recla y la del plano, y eliminando @ & y, resuita

(Aa+Bb-{-Cjz+- e+ B53- D=0,
en la cual z cortesponde al punto comun 4 la tecta y al
plano.
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Siendo por hipdtesi da+ Bb4-€ =0 y Ae-- B6 1D dife-
rente de cero, se infiere que el valor de z es infinito, y por
tanto el punto comun & la recta y plano estd en el mﬁmto es
decir, que la recta es paralela al plano.
2. s Siendo de—+=Bb+ C=0, Ae+ B -D=0, z toma la

fmma'—g, y por tanto ticne una infinidad de valores; luego

Ia recta y el plano tienen una infinidad de puntos comuneb,
6 lo que es igual, la recta y el plano coinciden.

504, Hallar lo ecuacion de un plavo que pasa por und yecia
dada, y es paralelo & otra vecta dada, no siendo paralelas dichas
dos rectas

Sean x—uaz-}=, ym—bz —+& las ecuaciones de]a recla por
la cual pasa el plano cuya ecuacion se pide, a==a'z-o, y=—
I'z-6" las de la recia 4 la cual debe ser paralelo el plano R
sea Az-By-- Uz 410 la ecuacion del plano, siendo A, B
y C coeficientes incognitos. Para hallar estos tres coeficien—
tes, tenemos las relaciones ‘

Ag +-Bb -C=0,
Afx _|_B6 +1=0:
Ad'L-BY =0

Resolviendo estas tres ecuaciones, v llamando p, gy v 4 los
valotes de A, B v €, que serdn reales y finilos, puesto que sa-
bemos gue el problema es delerminado, la eeuacion pedida
del plano serd
' pr+ a1z -1=0
805 Hallar la ecuaacion de un plano que posa por una tecle
dada y por un punto dado fuera de diche vecta.
Sean g=—gz}o, y==bz-+6 lasecoacionesde la recta dada,
&', ', 2 las coordenadas del punto dado, A}:—}—Bg—}—(z—l—i-—ﬂ
la ecoacion pedida del plano que pasa por la recta y por el
punto; A, B v C son las incbgnilas de la cuestion Caincidien-
do la 1ecta con el plano, tendremos en virtud del teorema
- (303, 2.°1, las relaciones _
Aa-+Bb+C=O,
Ac+-B6++ 1 =0;
y pasando el plano por el punto (', %', 2"), tendremos la ecua-
cion
) Ar' By - 02N R 1=0.
De estas tres ecuaciones se deducirdn facilmente los va-
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lores de las tres incognitas A4,B,C; los cuales serdn reales y
finitos, pues sabemos que el problema es posible y determi-
nado.

Noia, Hé aqui los valores de las tres incégnitas:

y — bz’ —8 2 —azr —a
A= ] [ i Y B==— T 7 5
@— a7 ) —=(y—57) G ——
B b(%'—az'—a) —a (y'—bz'-—6)
T 8@ —axy—a(y —b2) .

3006. Fig 59.. Teorema. 8¢ wung recta MN es perpendi-
cular & un plano ABC, las proyecciones PNU, P'M”, P"M” de
la vects serdn vespectivamente perpendiculares 6 las trazas AC,
BC y AB del plano; siendo los ejes rectangulares.

Supongamos que el punfo N sea el de interseccion de la
recia WN con el plano xz: siendo la MN perpendicular al
plano ABC, el plano MNM', que pasa por dicha recta MN, es
perpendicular al plano ABC; ademas el plano MNM' es el
proyeclante de la recta MN, y como los tres planos coorde-
nados son por hipétesi perpendiculares entre si, diecho plano
proyectante es perpendicular al zz. Siendo los dos plancs
ABCy xz perpendiculares al plano MNM', la interseccion
AC€ de los dos primeros sera perpendicular al tercer plano
MNM, y por consiguiente la interseccion AC es perpendicu-
far 4 la recta NM' que pasa por su pie P en el mismo plano
MNM . Del mismo modo se demuestia que la proyeccion
J]P’F‘V{’ es perpendicular 4 la traza BC, vy que la P"M" 1o es &

a AB.

Reciproco.  Si dos proyecciones PM', P'M” deuna recta MN
son perpendiculoy es respectivaments & dos frazas AC y BC de
un plano ABC, dicha recta MN serd perpendicular & este plano;
suponiendo que los ejes son Tectangulay os.

Siendo el plano zz perpendicular al plano MNM' proyec-
tante de 1a recta MN, y siendo por hipétesi la recta AC per-
pendicular &4 la NM', intersecgion de los dos planos xz y
MNM', se infiere que la recta AC es perpendicular al plano
MNM', y por consiguiente el plano ABC es lambien perpendi-
cular al MNM'. Por la misma razon el plano ABC es perpen-
dicular al MNM": tuego Ia interseccion MN de los dos planos
MNM', MNM” es perpendicular al plano ABC.

307. Fig. 59. Teorema. Siuna recta, cupas ecuaciones son
Xe=aZ-to, ye=bhz-8, a5 perpendicular 4 un plano cuyt ecua-
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cion os Ax -+ By--Cz-+-D==0, tendremos las velaciones

a= 5> b::E- s siendo los gjes rectangulayes.

Para hallar la ecuacion de la traza AC, haremos y=0 en

la ecuacion del plano, y resultard C b
Az-+Cz4+D=0, o pem—a— T

para ecuacion de dicha traza.
La ecuacion de la proyeccion sobre el plano »z de la1ec-
ta perpendicular al plano es

x=gz |
c A
luego [56} Gx——p==-1, 6 a=—p
, . B
Del mismo modo se halla 6 = ik

Reciproco.  Si, siendo las ecuaciones de ung 1ecta X==a2+«,
y=bz--&, y la de un pleno Ax+ By- (z- D==0, se vers-
A B -
fico que a==—-5"> b=E, la recla serd perpendiculor of plo-

no; siendo los ejes vectdngulares.
En efecto, la traza del plano sobre el mz liene por

on D
Suace Y= — —
ecuaci 155
A _ . :
Y pues ¢==—gpor hipétesi, la ecuacion de dicha iraza serd
1 D
Promm = X e =,

La ecuacion de la proyeccion de la 1ecta sobre el plano zz
es F=—gz -}y :
luego estas dos reclas son perpendiculares entre st

Del mismo modo se demuestra que la proyeccion de larec-
ta sobre el plano yz es perpendicular 4 la traza del plano so-
bre el yz.

Luego, en virtud del teorema reciproce [506], la recta
es perpendicular al plang. :

508. Halloy le ecuncion de ung recta que pasq por ui pin-

to dado, y es per pendicular & un plano dado; siendo los ejes 1ec-
tangulares .



376
Sean &', y', 2" las coordenadas del punto dado, Ax - By-L-
€z--D==0 la ecuacion del plano dado; y llamemos ¢ y b &
las tangentes de los 4ngulos que las proyecciones de la recta
forman con el eje Oz: tendiemos, en virlud del teorema an-

lerior, =" b= T’ luego las ccuaciones de la recia gue

pasa por el punto dado y es perpendicular al plano dado,
son [274, 1.7

') A 5 ! ' B !
L= E(z—z ) y‘—yzﬁ(z-----z ).

309.  Hallor e ecuacion de wn plano que pase por un pun—
te dado y es perpendicular & une vecia duda; siendo los €jes tgoa
tangulares.

Sean &', o', z' las coordenadas del punio dado; p——az-ta,
y=0bz+& las ecuaciones de la recta dada; Aw--By -+ 2
+D==0 la ecuacion del plano, siendo desconocidos los coe-
ficientes 4, B, €y D. ,

Por pasar el plano por el puato #',',2', tendremos la re-
lacion - AY By 07 D=0;
restando crdenadamente estas dos ecuaciones, la del plano to-
mara la forma '

Ar=a)+Bly—y)+ C(z —2)=0.

Ahora u= Nk b=— ik 0 A—0C, B==bC; luego sustitu-
yeudo y suprimiendo el factor comun ¢, resulta que la ecua—
cion pedida det plano es a{v—a') b (3— ') 4 ( —z" =0

510, Hallar lo espresion de ly distancia de un punfo dado
& wn plano dado; siendo los ejes 1eciangulares. .

Sean a',y",z" lag coordenadas del punto dado, v Az
By -1 Cz+ =0 la ccuacion del plano dade.

Las ecuaciones de [a 1ceta que pasa pot el punto dado, y
es perpendicular al planc dado, son

o, 4 , ~, B :
z .’J(}—_C(z—“z),; y"'?%c(z_z)

Igualanldo fas coordenadas entie estas tres ecuaciones,
T, ¥ 7 seran las del punto comun 6 pié de la perpendicular;
y por tanto conociendo estas coordenadas, Ja frmula (274,
5.°] nos dara la distanciy pedida. '

Peiro se abrevia el calculo, observando que en ka fhrmu-
la [274, 5 "Jentran las diferencias r—w', y—y, 72—z, dife-
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tencias que pueden hallatse brevemente. Estas diferencias
entran esphcitamente en las ecuacioneés de la recla , mas no
en la del plano. Para que se presenten tambien con ev1den-
cia en esta ecuacion, llamémoslas Iespectl\’amente e, B, 1
esto es —x'=2, y—y' =0, 1 — 2=y, 6 r—5"1|u, y=y'
46, gemp Ly sustltuyende estos valores en las tres ecuacio-
nes, eslas seran )
A B
&m'ﬁ'\(: SM CY -{1],

A o)L Bl +8)=ClZ )+ D0,
6 Ae--Bg 1+ G~(—}—A$!+By’ + Cz ’~i- =0,
y haciendo por un momento A%’ - By' -+ Cz' -+ D=0, la
ecuacion del plano serd
Ao + BELCy -1V =0 L [2].
De las tres ecunaciones [1] v [2] resullan
ALY BRI co

R T TRy RLe T AT

La thrmula de la distancia de lea puntos s actua]mente

BB o 2 _5_ g% .1+
luego sustituyendo.en esta ecuaccmn los valores de %, 6y,
A21j!2 I B2DI2+(‘2D!" D!Z
82
serd ] (Az_L B" i Cz} A2+Bz+cz’
D A’ By -G D
= — e .
VAFEECG Al Re

De estos dos signos debera tomaise el convenicnfe para

que este valor sea pogitivo
- 341 Hallar el dngulo que forman dos planos, siendo los
gjes 1 eclangulares.

Sean las ecuaciones de los dos planos Aw--By-+Cz4
D=0, Ax+By-+Cz+D=0. Tio por el origen dos
perpendiculaies 4 dichos planos, v el Angule que formen es-
-tas perpendiculares, serd el dngule de los planos. Las ecua-
ciones de estas perpendiculares son x=uz, y:bz; r=0a'z,

. B A B!

— 3 ‘___.',....‘ = _— El
y="b'z, en las que o= ik bs ¢ (‘,,b I3
coseno del dngulo que forman las dos rectas es [274, 6.°]

ag! + bl -1

Va1 Va b1
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sustituyendo en esta espresion log valores de a, a’ b,b | setds
Hamando V al angulo de los planos,

AA'LBR LCC
VELB+2 VI P 0

Si los planos son perpendiculares entie si, serd cos ¥V ==0,
¥ por consiguiente AA-BR'-L0'=—0.

Al contratio, si se verifica la ecuacion AA'-| BB'--C('==0,
serd cos ¥ =0, V=90°; es decir, que los dos pianos serdn
perpendiculares enire si.

5i los planos fuesen paraleles, serfa cos V==1, y por con-
siguiente
(AA' +BB _l_CC ) =(A2+B2_}_ C‘)(Am—g.— Brz__li__ Cm}‘;
simplificando esia ecnacion, se halla
' A B ¢

A F o
conforme lo hemos hallado {300]; mas Ia demostracion actual
supone que los ejes son rectanguiares.
312,  Hallay los dngulos que forma un plano con los coorde—
nados ; siendo los gjos 1 eclangulun es.
Tiro por el origen una recta per pendtcuia: al plano, el an-
gulo que forme con el e]e 0z, . seid igual al que forma el plano

con el xy. Hemos hallado [Pag 348] cos 7=———é____:—_,
' VA E ol

cos V=

.| B . c
Y pues a=——, b=—"-; se1d cosy— .
¢ ¢ VAR B C
[gualmente se halla cos 6:—-—§—, cos ﬁ=*-—# .
VAR V&HBH-C

Consecuencias. 1.® Lo suma delos cuadrados de los coseﬂos

de los dngulos, que un plano forma con los coordenados es i gl 4
fa unidad.

Elevando al cuadrado y sumando las tres formulas cos 2=

B N
— e 0086 608 Y— ————————,
\/Az_l,_82_|_ c? \/Aa+Bz_ch \/Alg__%__Bz_!__Gg
resuita 08’ + €08t § |- cos? y=—1

2% El coseno del dngulo que forman dos planos, puede
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hallarse en funcion de Ios cosenos de los dngulos que dichos
planos forman con los coordenados.

En efecto, COS === ., GOS8 6=_:._B—— 5
\/A2+Bz+ca \/Ai-}-Bg-—}‘ c®
. c r A
CoSym=———— ; COB o' == ,
\/A2+BJB,2+CQ \/lfllz—l»‘ B’2—|—C"2
. ¢
6 —_———s=s [ rm —_—
cos ‘!A’2+‘B’2+Cm’ Cabj’ V'Alg_;_ B@JFC'E’
lnego chfm (;); o é—ccosé cos§’ - cosy cosy'==
_ f 1. ]
1 1

=cos [/,

\/A2+B2+02 ) VA,2+B’2+ c'e
54%. Hollar el dngulo de una vecta y un plano ; siendo los
ejes 1ectangulares. .

" Tiro por un punto {x',y',2") dela recta dada una perpendicu-
Jat al plano, y formar4 con Ia recta un angulo complcmento
del que se husca. '

Sean Ax-- By-} Cz-+D==0 la ecuacion del plano, #=az

4, ye==bz-1-b las de la recta dada.

Llamando ¢’ y b" 4 las tangentes de Jos angulos que for-
man con ¢! eje Oz las proyecciones de la peipendicular a]

plano, tendremos [307] a’::—g, _b’=%. El coseno del angu-

. an’-+bb'41 .
Ve P LVa Lttt

luego sustituyendo en vez de o' y b' sus valores, tendremos, lla-

mando Ual dngulo pedido, sen U= aA 4 B C .
VaF b+ AV AR+ B 6
Si la recta es paralela al plano, serd U=0, sen U=0, y por
_consigniente a4 —-5B{-C=0, conforme 4 lo demostrade en el
niim. 303; pero la demostracion actual supone que los ejes
son rectangulates, y no es poi lo tanto ian general como la
que se di6 en dicho namero. ' :
214 Hallar la ecuacion de un plano que pasa por ung 1ecie
oblicua 6 paralela & otvo plano, siendo ademds dicho primer pla-
no perpendicular ol segundo: cjes reclangulares :
Sean £==az - »,y=>bz -6 las ecuaciones de la recta dada,

lo que forman estas dos rectas, es
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Az--By-+Cz4-1-=0 la del planc dado, 4'x +By4C'24+1==0
la ecuacion pedida, siendo A’, B’ y €' las incdgnitas de la
cuestion. Paia hallar estas tres incognitas, tenemos primeta-
mente, por hailarse la recta dada en el plano cuya ecuacion
se pide [303], _
Aa+Bb 4- =0, A« - Bbh4-1=0,
y ademas por ser los dos planos perpendiculales entre si,
: A+ BB+ CC'=0.

Estas tres ecuaciones determinan los valores delas fies in-

cognitas A", 1", ¢, :

CAPITULO VIL

Tronsformacion de las coordenadus en el espacio.

315, La transformacion de las voordenadas en el espacio
tiene el mismo objeto quela transformacion de las coordenadas
en el plano, 4 saber: teniendo a ccuacion de una superficie
con respecto & cierios ejes, hallar la ecnacion de la misma
con respecto & otros cjes diferentes de los primercs, pero cuya
posicion esté determinada con respecto 4 estos.

Para resolver este probiema, se hallan los valores de las
coordenadas primitivas de un punio en funcion de las coorde-
nadas nuevas del mismo; y sustifuyendo estos valores en la
ecuacion de la superficie, se tendtd la ecuacion de la misma
con respecto 4-los nuevos ejes.

318. Antes de entrar en la resolucion de este problema,
demostraremos los dos tcoremas siguientes ;

1.5 Lo proyeceion de una vecta limitada sobre ofra indefinido
es tgual ol producto de la primera por el coseno del dngulo agudo
que forman las dos.

La demostracion de este teorema es muy sencilla y facil,
cnando las dos rectas estin en un mismo plano, Demostié-
moslo suponiendo que las dos 1ectas no estin en un mismo
plano :

Fig. B0. Sea 48 la recta cuya proyeccion sobre la XY es la
PQ, y = el dnguio agudo que forman las dos 1cctas: digo que
PO=AB cosa. Paia demostiarlo, tiremos por el punio 4 una
paralela AR & la XY, y desde el punlo 9 la QR paralela d la
PA, y tiremos tambien la recta BR. El palalelogramo APQR
os rectdngulo, y por ianto la PQ es perpendicular al plano
BOR ; luego tambien la AR patalela 4 la PQ, es petpendicu-
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Jar al mismo plano, y por consiguiente 4 la1ccla BB. Tene-
wmos ahora en el triangulo reciangulo ABR AR=ARB cos BAR;
luego PQSAB coSa, : ’

Fig 41 2° Sidos mdviles salen de uno de los vdrtices de
un poligono plano ¢ alebeado (a), y uno de los dos yecurve un
lado del mismo poligono, y el otro vecorre sucesivamente los olros
lados de dicho paligono , lo proyeccion del primer lado es fqual &
Ia suma de las proyecciones de los olyos fados. )

El enunciado de este fearema exije el convenio siguiente:
<¢ consideran como posilivas las proyecciones de los lados fo--
madas en un senlido, por ejemplo en ¢l XY, y como negati~
vas las proyecciones de los ladog tomadas en ol senlido opues-
to al primero

Si pot ejempto, saliendo los dos méviles del vértice A re-
cotre el uno cl Tado 4B, y elotro los lados AE, ED, DCyCB,
las proyecciones de csfos lados seran, segun el convenio,
A'B, ANE, ED,-DC', —C'B".

Esio supucsto, tenemos evidentemente

AB=AE LED-D(C—-CH,

il AR A B L E' D =D (—CB) L [ M,
conforme al enuanciado del feorcma.
Norr, Llamemos «, 8, y... . & los angules que los lados

del poligono forman con el sentido positivo de la XY, estando
log véilices de dichos Angulos en los piimeros estremos de los
lados, estos angulos serdn agudos ceando las proyecciones
sean positivas, rectos cuando las proyecciones sean nulas, ¥
" ohtusos cuando scan negalivas: tenemos por lo tanto, en vir-
tud del teorema primero, : ‘
AB—AB cos«, A'F'—=AE cos§, E'D'=—=ED cos v, C'D=CD
cos [180°-—351, 6 — ' D'—CD coss, ('B'=CB cos [180° —z),
6§ —C'B'=CB cose:
por consiguienic, sustituyendo estos valoies en la. igual=
dad [ M], seré
AR oos a— AT cosé--ED cosy-+CD coss-+ CB coss,

ecuacion en que esta citrado el teorema.

%17. Primer caso de transformacion.

Pasar de unos ejes @ ofros que les sean pay alelos.

Fig 42. Sean Ox,0y,0z los ejes primitivos; 0'a’, 0y, 0%

{#) Entendemos por poligono wiebeado la linea quebrada cerrada,
cuyos lados no estan todos en un Mismo plano
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los nuevos; a, b, ¢, las coordenadas primitivas del nusvo orf-
gen ', y M un punto cualquieta del espacio: llamemos #,y,2
& sus coordenadas antiguas, y #', ', 5’ 4 las nuevas; y sea N
el punto en que la M@=z corta al plano x'y’. Tendremos
evidentemente MO=MN+NO;

Y pues NQ=0'P=—¢, por ser reclas paralelas comprendidas
entre planos paralelos, serd

3=z ¢
Del mismo modo se ve que
: r=ur'|-a,
¥ que
y==y +-b;

formulas que, aunque halladas en el caso mas Ficil, sabemos
son generales, en virtud de los signos que tienen las coorde-
nadas.

918, 2.° caso. Pusur de gjes reclangulares & oblicudngulos
¢ rectangular es que tienen el mismo origen.

Fig. 43. Sean Ox,0y,0z los sentidos positivos de los ejes
primitivos, Ox', 0y 02" 10s de los nuevos: lamemos ('), (5"y),
{#'7) & los tres dngulos o' Ox, %' Oy,4'0z, es decir 4 los dngulos
que forman los sentidos positivos de los ejes nuevos con los an-
tiguos; (y'@),('y).(y's) & los 5/ Oz, y'Oy,y'0z; (2'5),('y),(s'7) &
Yos tres 2'0x,2 Op,2'0z; v tiremos las perpendieulares HQ,MP,
MR 3 los tres ejes primitivos: tendremos OP=z, 00—y, OR
=32, Sefialemos tambien las coordenadas nuevas MP'=—z',
P'(J==y, 00'=x'delnismo punto, y tiremos por Gltimo la OM.

En el cuadrilitero alabeado OQ'P'M tendremos, segun el
teorema [316, 2.°], que OP, proyeccion de la OM sobre la
Oz, sera igual 4 la suma de las proyecciones de los otros tres
lados sobre 1a misma recta Ox.

Igualmente la proyeccion 0Q de la OM sobre el eje Oy se-
14 igual 4 l1a suma de las proyecciones de los tres lados 0Q,
Q'P, P'M del cuadrildtero sobre la misma recta Oy; y la pro—
yeccion OR del lado O sobre la Oz serd igual 4 la suma de
las proyeeciones de los otros tres lados del cuadrilitero sobre
la misma recta 0z: por lo fanto (316, 2.° nota]

E==u" cos (2'z) -1y cos (y'2) |2’ cos{z'w),
g= cos(a'y) 1y cos (y'y)+ 2 cos(z'y),
2= 008 (#'2) 45 cos (/3] 4 77 cos(s'2).
Los nueve 4ngulos que entran en estas formulas, no son
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gmdependientes entre si; si los nuevos ejes son chlicuangulos,
deben satisfacer & las tres condiciones [Pdg. 348]
| cos® (') -+ cosi(z'y) - cos*{w 5y =1,
cos*(y'z ) +-cos*(y'y) -+ cos*(y z)==1,
cos®(z'x) -+ cos*(z'y) +- cos(z'z)=1.
Si los nuevos ejes son tambien rectangulares, dichos nue-
ve angulos estan ligados, ademds, por otras tres ecuaciones;
ues siendo el coseno del Angulo de dos rectas igual & la su-
ma de los productos de los cosenos de los &ngulos que dichas
dos 1ectas forman con los Lres ejes, obhservande que son rec-
tos los tres angulos (x'y'},(#'5"),(y's"}, tendremos estas olras
tres relaciones:
cos (/%) cos [y )+ cos (x'y) cos (y'y) +- cos (x'z) cos y'z) =0,
cos (' v} cos (7' %) -+ cos(x'y) cos(z'y}--cos (x'z) cos(z'z) =10,
cos[y'm) cos (3'x) +-cos{y'y) cos(z'y ) +-cos {y'z) cos (2'2) =0
Por consiguiente los nuevos ejes rectangulares quedardn
determinados, si se dan tres de estos nueve angules; pues los
ot10s seis podidn conocerse, en funcion de los tres angulos da-
dos, por medio de estas seis relaciones,

519. Las formulas correspondientes al caso pasar de ejes
oblicudngulos & 1ectangulares, pudieran hallarse resolviendo las
ecuaciones del caso anterior eon respecto 4 #,9,7'; y las
correspondientes al caso pasar de gjes oblicudngulos d oty os obli-
cudngulos, pudieran hallarse pasando primeramente de los
oblicuéngulos primiiivos & otros rectangulares, y de estos &
los nuevos oblicudngulos. Todas estas firmulas son comple -
tamente indtiles, por lo que solo hacemos la indicacion pre-
cedente. '

520, Nora. Siademés de variar Ja direccion de los ejes,
varia tambien el origen, se pasard primeramenie de los ejes
dados 4 otros paralelos que pasan por el nuevo origen, y de
estos se pasara en seguida 4 los nuevos ejes; 6 lo que es igual,
4 los valores de las coordenadas antiguas en funcion de las
nuevas se abadirdn las coordenadas a,b,¢ del nuevo origen.

521, Formaulas de Euler para pasar de ejes rectangulares
4 otros tambien rectangulates, hallindose el eje Oz’ sobre el
plano zy.

Fig. &&. Sean 0z,0y,0z los ejes rectangulares primiti-
vos, Ox',0y ,07' los ejes rectangulares nuevos, hailandese el
eie Ox' en el plane ay.

La posicion de los nuevos ejes quedaré determinada, co-
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nociendo el dogulo 20x'=2c, y el diedro 2'Ox'w==¢ que for-
ma el plano '@ con el my.

Tiremos por el punto O en el plano ay la perpendicular
Oy” & 1a recta Ox', y pasemos delos ejes rectangulares Oz, 0y
4 los rectangulares Ox',0y'": las formulas son [Pdg. 80]

w=="c0so — 5" seno,
: y=a'seny -- " cos 5.

Observemos ahora que siendo perpendiculares 4 la 0’ las.
cuatro rectas Oy”,0y',02,0z', la primera poi constraceion v las
ot1as tres por hipbiesi, las cualio estan en un mismo plano:
pasemos pues de los ejes rectangulares Oy”, 0z & los 1ectan-
gulares en el mismo plano Oy’ ,0z'; las formulas son:

Y=y cosy'Oy’— 2'seny’ Oy”, 1
2 ==y'seny' Oy’ 2’ cosy/ Oy” ¢ Ml
& puesto que el ngulo y' 0y’ =203 es la medida del diedro-
formado por los dos planos z0%';2'0«’, v pot tanto es comple-
mento del diedro 9, lendremos:
y'=1y sen 6 —z’ cos 5,
. Z ==y cos § 2" sen 0.

Sustituyendo en las ecuaciones [1] el valor de y”, ten-
dremos ya los valores de z,5,z en funcion de #',y,7/, que
sordn: ' '

% == 08 ¢ —y' sen o sen ® -z’ sen ¢ cos 6,
y==x'sen v ¢ cos v sen B— 2’ cos v cos 0,
z==y' cosH- 7 sen 4.

329, Formulas para hallor lu ecuacion de o inter seccion de
una super ficie por un plano, estando los gjes vectangulares en ol
mismo plano secante. '

Fig &k, Supongamos que se quiera hallar la intersec—
<ion de la supeificie por medio del plano O’z

En virtad de las formulas de Ruler, 1eferiremos primera-
mente la supeificie 4 los tres ejes rectangulares O, Oy’ , 07/,
¥ en seguida haremos y'=0 en la nueva ecnacion, con 1o
que tendremos la ecuacion de la superficie en e plano se~
canie 1eferida 4 los dos ejes rectangulares Gx', 0z, toma-
das en él. Mas e mismo resultado se obtendia, haciendo
primetamente y'==0 en las formulas de trasformacion, y sus-
tituyendo Ios valores de 2,5,z en 1a ecuacion de la supetficie.
Haciendo '==0 en las f6rmulas de Euler, estas serén:
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BE=%" €08 ¢ 2/ sen 4 cos 0,
y=u sen ¢ — z' cos 3 cos 6,
=2 8en 0;
fuego sustituyendo estos valotes en la ecuacion de la super-
ficie, 1a ecuaeion que resulte, seta la de la interseceion por
2l plane Ox'z' referida 4 los ejes reclangulates 0z, O,

CAPITULO VIIL.
Clasificacion de las super ficies.

523. - Las superficies, asi como las lineas planas, se dividen
en algébricas y rascendentes, sequn que su ecuacion es al-
gébrica 6 trascendente. Las superficies algébricas se dividen
en ordenes 6 giados, segun of grado de sus ecuaciones, pues
este no varia aunque varien los ejes (@) Asi, las supeificies
de primer 6rden § de primer grado son las superficies repre-
sentadas por la ecuacion general de primer grado con tres
variables '

' Ax+ By Cz4-D=0,

que ya hemos visto [279] son superficies planas. Las super—
ficies de segundo 6rden 6 de segundo grado son las represen-
tadas por la ecuacion general de segundo grado con ires va-
riables

Av* Ay A" - 2Bay + 28wz + 2B yz 1 20x-1- 20Ty -

| 2("7+ D ==0);

y asi sucesivamente. :

324. Si el primer miembro de una ecuacion del gra-
do m, con tres variables, puede descomponerse en faclores
racionales y enteros con respecto & dichas variables, la ecua-
cion no representa una superficie del grado m, sino tantas su-
petficies del érden que indican sus factores, cuantos son es-
tos factores diferenies entre si.
~Asi, la ecuacion @*-- #*y--arz =10, que puede escribirse
de este otro modo: '

x (#*— gy + az) =0,
represenia un plano cuya ecuacion es x==0, y una superfi-
cie de segundo diden cuya ecuacion es  #°— zy +az=0.
Una ecuacion con tres variables puede vepresentar varios
punios aislados, y tambicn puede no 1epresentar noda.

{¢) Esto se demuestra del mismo modo que se demostré [44] quela
transformacion de las coordenadas (en el plano) no altera al grado de
una ecuacion. '

25
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Asi, la cepacion (2°— 2L (y? Y 4 (2 cz)zzﬂ
ge verifica siendo z=—=t¢, y,::ﬁb, z==z=¢; de donde re-

sultan las solaciones:
= yﬂ 5, ] C;

= 4, j=—--b, 2= ¢;
Xr——r"0, == b, = 3 N
A, Y==—b, == 3
= a,y= b, ==
= @, y=—0b, 1=—1¢;
gt Y= b, TEE—C}
p=—-—tt, y=—b, 3=—C.

L.uego la ecuacion propucsta representa echo puntos ais-
lados.

La ecuacion  {¥"— a‘*’)?%{yg—-bg}g+§z2——c°")z—]—d2:-_0
no representa nada, pucs la suma de cualio cantidades po-
silivas, de las que una es constante, no pucde sey cerc.

595, & un plano corie ¢ una supeificic del drden m, la H-
nea de interseceon na puede ser de mayor gyado que w. Siung
Lnew 1ects corla 6 una superficie del orden m, el mimero de pun-
103, en que la corla, no podvd ser mayor gite 1.

Para demostras €l pimero de estos dos teoremas, lome=
mos nuevos ejes de cocrdenadas O'x, Oy, 0'z', tales que los
dos primeros se hallen en ¢l plauo secante: la ecuacion de la
superficie con respecio § esios nueves ejes sera tambien del
grado m, puesto que la transformacion de las coordenadas no
altera al grado de una ceuacion. Haciendo en dicha ecnacion
#=0, la ccuacion [(#', 3')==0 que 1esulte, se1d la ecnacion
de la interseccion del plano secanle con la superficie; y es
evidente que esta ecnacion no puede ser de grado mas alto
que m. _ '

Para demosirar el segundo teotema, tomemos la recta se-
cante por eje de la @', v por cjes de las #',z' dos rectas cua-
lesquiera que salgan de un punto de la 1ecia secante: la ecua-
_cion de la superficie con Tespecto i estos tres nuevos ejes
sera tambien del grado m Haciendo en csta nueva ecuacion
y=0, =0, la ecuacion f(z'}=0 que resulte, no serd de
mayor giado gue m; y los valores absolutos de stus 1aices rea-
les serdn-las distancias al orfgen de los punios en que la
recta corla 4 la superficie; luego este niimero de puntos de
interseccion no puede ser mayor que m. )
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Superficies de segundo grade.

CAPITULO L

Planos tangentes & las super ficies curvas algébricas.

326. Si se corta una superficie curva por medio de un
plano, la interseccion serd, en general, una curva, y la tan-
gente 4 esta curva en cualquiera de sus punios se llama fan-
gente & la superficie en dicho punto.

Como por un punto de una saperficie pueden pasar infi-
nitos planos secantes, se inflere que por un punto de wna su-
petficie pueden pasar infinitas curvas, y que por tanto una
superficie tiene infinilas tangentes en uno cualquiera de sus
puntos. ' '

527. Dada lo ecuacion de wna superficie curva y las coor-
denadas de uno de sus puntos, hellor lo ecuacion de la super fi-
" cie formuds por las infinitas tongenies & la superflcie en dicho
pundo. )

Sean f{z,y,2)/==0 la ecuacion conocida de la superficie y
2,9, 2 las coordenadas de uno de sus puntos: tiremos por
dicho punto una secante a cualquiera de las infinitas curvas
que pasan por el mismo, y sean «'+h, ¥+, '+ las coorde-
nadas del segundo punto de intefseccion de Ja secante con la
cutva: por pertenecer esle segundo punto & la supetlicie,
serd :

(@ +h, gtk 2 D=0,

Desenvolviendo esta funcion por el teofema de Taylor, es-
tendido a ties vafiables [Nota 1.° al fin de la Geom. anali-
tica], serd '

-
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Por corresponder el punto (@', 9',2') 4 la superficie, es
fle .3, #1=0; luego suprimiendo este término, y partiends
la ecuacion pat [, tendiemos

v

e +fs -é ==0)
L
e b

+fow  Belc
Imaginemos ahoia que la secanle se mueva alrededor del
punio (2',y',2), de modo que el segundo punto de intersec—
cion se vaya acercando al primero, y que por hllimo estos
dos puntos se reunan en uno, en Cuyo caso h=0, k=0,
1—0: llamando « y & & los valores que en este caso reciben
h B, ° .
-V 5 tendremos enire ¢ y 6 la relacion
Fare @t Py 81 =0 ... [1}.
Observemos abora que las ecuacioncs de la secante que
pasa por 1os dos puntos (x',3"), (F by ', #-1-D), son

a:——w’=T (E—2"), y—y'= - (z—2");

y las ecuaciones de la tangenie 4 la curva en el punto
(#',', 2"} son por lo tanto
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= = (5 - 2", Yy 2Bz — )
luego si entre la ecuacion [1} y estas dos eliminames los
parametros variables « ¥ &, la ccuacion que resulta, 4 saber
fo =)y Gt} Far o (2} =0
sera la relacion entre las coordenadas x,y,2 de un punto cual-
quiera de una tangente cualquiesa 4 la supetficie, 6 lo que es
jgual, seré la relacion entre las coordenadas »,y,% de un pun-
to cualquiera de la superficie formada por todas las tangenies
4 las infinitas cnrvas que pasan por cb punio de conlacto.

Como esta ecuacion es de primer grado, se infiere que es
plana la supetficie formada por todas las tangenies 4 una su-
perficie en uno de sus puntos; & bien que todas las tangentes d
una superficic en uno de sus punlos estan en un misno plano (al.

528. Llamase plano tangenfe & una superficie en uno de
sus puntos el plano formado por las infinitas tangentes ala
supetficie en dicho punto.

Acabamos de ver que siendo la ecuacion de la supetficie
f(m,y,2"y=0, la del plano tangente & la misma en el punto
(mlsylpz} €8s .

U =) Ry =) 1 G—)=0.

529, Resolvamos directamente esta misma cuestion para
las superficies de segundo grado. :
La ecuacion general de las superficies de segundo 61—
den es ' :
ArL- Al -4 2L Byt Bz B yz - Cr+-Cly-C'3 - D==0:
sean #',y,2' las coordenadas del punto de contacto: tiremos
por este punio una secante & cualquicra de las curvas que pa-
san por dicho punto, y estan situadas en la supetficie; sean
o' by - k,5" [ las coordenadas del segundo punto de in-
terseccion de la secante con la curva; tendremos

Al R A Y R A (21 B (2 D) (y’+fc>—|—‘B’ (2! R
(H ) B (y' Y4 11 O -Hh)--C [y -+ 0 (ZH) D=0,

(¢} Fig. 45, En algunmas superficies existen puntos, que pueden 1a-
marse singulares, ales que la superficic formada por las infiailas tangen-
tes en cada uno de dichos puntos 4 las infinitas curvas que pasan por
¢l, no forman un plano. Por efemplo, si un meridiano ADB de una su-
perficie de revolucion cortaal eje, de manera que la tangente AC al me-
ridiano en el punto 4 de interseceion no sea perpendicilar 4 dicho eje
AB, las infinitas tangentes 4 Ia superficie en dicho punto 4, forman evi-
dentemente un cono de revolucion
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6 desenvolviendo
Am'2+A-'ym_i_.Ar'rzl‘Z__l_Bxfyl_l_Bf$IZI+B”,9JZ’+
(2AR--BE+B1- Ol (24'k 4 B+ By - (2471-- B'h+-
B'E4-6")z' - AR+ AR A" Bhk 4 B'Bl - B"MH - Ch+
Gl--C1-D=0.

“Por corresponder en el punto 2,y .2" 4 la supetficie , es
A$’2+AJ’°+A"z’2—L Ba'y -B'a's' + By 7 - Cx'+-Cy' €%
-+ I1==0; lusgo supumlendo esta e%plesion en la eenacion
anterior, y separando los factores comunes b,k y £, lendiemos

k(245" + By + Bz’ --Ah Bk +B1-C)+-

k( By' - 24y 4 B¢ AR BI4 €)+

L (Ba' 4 By 4247 4 ATl Oy =0
partiendo por I, y pasando- al caso del timite, es decir, al caso

en que la secante 4 la cuiva se LDB\’IBItB en tanvente 6 en
que h, &y { son ceros, y Hamando « y 6 4 los valoxes que en-

Bk
tonces toman las razones 7 y— resulta

@ (24! + By -+ B2+ €) 1- 6 (Be +-24'y + B34 O)+

(B's' FB”J’—[~ 24"z -+ CNy== )y
6 bien, ohservando que los coeﬁ01entes deavy4, yel tercer
término de esta ecuacion son las detivadas del primer miem-
bro de ia ecuacion de la superficie con respecie 4 las vaija-
bles 2',y',%/, tendremos entre « v 6 la 1elacion

# [l B [y fom=0. . 4]

 Ahora, las ecoaciones de ]a seczmte que pasa pot los.dos

puntos &'y, 27, (v ’J—h ¥4k, 2+ 1, son

s—v=ba—a), gy =0

Y. pot con51gulenle las de ia taugente 4 la misma curva en el
punio (x,%,2") son

%@ ==a(t=2}, §—Y ﬁo(zmz}
]uego sl enfre la ccuacion [1] y esias dos climinamos los
parametros variables o y €, la ccuacion que resulta

flas (=) e (g Y3+ (a—7)=0
seré-la relacion entrelas coordenadas de un punto cualqmela

de una tangente cualquiera 4 la supetficie en el puntof{a’, y,2);
lego dicha ecuacion serdla ecuacion de fa supeificie formada
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por todas las tangentes & la superficie de segundo orden en el
punio &',y ,7').

Siendo esta ecuacion de primer grado, se infiere que to-
das las tangentes 4 la superficie de segundo grado en uno de
de sus pantos estin en un mismo plano, el cual es el plitiin
tangeite.

Vemos; pues, que la-esuacion del*plant tangente & latsa-
perficie de segundo orden en el punto’(z', ¥, #') s
e G- ) (A)=0.

350. Nora El plano tangente quedary determinado
siempre que lo estén dos tangentes'd la supeificie en el punio
de contacto. _ S

#51. s convenicate conocer la siguiente leosia de los
plancs tangentes. S A .

" Todalinea curva plana, 6 de doble ctiivatiira, pacde con-
siderarse como una linea poligonal de infinitos’ lados infinita—
mente pequefios: cada une de estos tados infinitamente pe-
quefios se llama un elements de 1a curva,

Eslo supuesio, la definicion gencial de la tangenie i una
carva en un punto dado es la sighicate & Hartia dangente &
una curva en uno de sus puntos la profdngacion del clemento
de la curva en el cual se halta dicho punto

Toda superficie curva puede considerarse como una su=
perfie poliedral de infinitas caias infinitamente pequeilas: ca—
da una de estas caras infinliamente pequefias es un elemento
de la superfieie; :

‘Segun esto, se lama plano fangeile & una superlicie en
uno de sus puntos la protongacion del elemento de'la super—
ficie-cn €l cual se haila dicho paiio, R

~ De esta definicion del plano ‘tangénte se infiere gue lodas
las tangentes & una supe:ficie enuno de sus punlos eslin én
el plano tangente 4 la superfivie en dicho punis: pucs cada
una de las tangentes tiene up elemento, o dos puntos infinita-
mente proximos, en ol plano tangente, y por tanto se halla
enteramente en dicho-plano’ : :
 Puede suceder que una recta que tenga dos punios infini-
tamente proximos en el plano fasngente, -se halle enteramente
en la superficie; como sucede por ejemplo con las generatyi-
ces de las superficies cilindricas y eonicas: en tat caso el plano
tangente- y lasupeificie lenca couiun dicha veela; y st dos
rectas, que tienen dos puntos infiuilanxinte proximos e el pia-
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1o fangenle se hallan enteramente en la supeificie, como ve~
remos ejemplos, el plano tangente es tambien entonces se
canted la superficie. Las rectas que coinciden conla supetrficie
se cuentan en el niimero de las tangentes 4 Ja misma su-
perfieie.

332 Lo proyeccion de la tangente & una curva del espacio es
tangente & le proyeccion de dicha curva. . :

Fig. 56.  Sea mp una curva del espacio, mn el elemento
de esta eurva, cuya prolongacion es la tangenie mi; sea m'p’
la proyeccion de dicha curva sobre une cualquiera de los pla-
nos coordenados; m'n’1a proyeceion del elemento mii; m's’ se-
14 el elemento de la proyeccion w’p’ de la curva; y la prolon-.
gacion mt’ de diche elemento sera la tangente 4 la proyeccion
m'y’: mas m't’ esla proyeccion de la me, por tener dos puntos
!, %' proyecciones de los dos m, « de la mi; luego queda de—
mostrado que m's', proyeccion de la langente mf 4 la curva
mp, es tangenle 4 la proyeccion ni'p’. :

Fig. 47, Hdllor ln ecuacion del plano tangente & wna super-
ficie. '

Sea f(z, y, 2)=0 la ecuacion de la supe:ficie, v ABCD
el plano langente 4 ella en el punto M(z, ¥, 7). la ecuacion
de este plano serd :

Apr—a) +Bly—y) +Clz—2)=0,
4, B
6 et L—y)he—2=0.

Gortemos la supeificie y el plano ABCD por otio plano
MNE; que pase por el punto de contacto M y sea paialelo al
@2 1a inferseceion MT de los dos planos ABCD y MNR serd
tangente 4 la curva de interseccion MN en el panto M. La
ecuacion de la proyeccion M'7" de la tangenie MT se hallard
haciendo =7 en la ecuacion del plano tangente, y serd por
lo tanto ‘

Al — o) Oz —2/)==0, 6 7w 2= % ( -z,

Por ofra parte la proyeccion M'T de la tangente MT e tan—
gente 4'la proyeceion M'N’ en el punto M'; luego su coefi-

- v + A ! s
elente angular setd -mi’ig Iiego — = l's

f,ii C ﬂ:’

s
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Por igual razonamiento se obtiene B — ! 2,
fs
Luego la ecuacion del plane tangente ABCD es

[ f

(=) L ) (e s)=0,

b o (-t -y =9 10 (3~2)=0.

333. . EI plano tangente 4 una superficie de vevolucion es per—
pendicular al plano del meridiano que pasa por dicho punto.

Fig. &8. Sea MTV el plano tangente determinado por las
tangentes MT y MV al paralelo BMC y meiridiano AM, que
pasan por el punto de contacto M: digo que e} plano tangente
MTV es peipendicular al plano AOM del meridiano AJL.

En efecto, la tangente MT en el punio M at paralelo BVC
se halla en este plano, y es perpendicular al radio OM : este
radio es la interseccion del paralelo vy meridiano; lnego dicha
recta MT es perpendicular al plano AMO; v por tanto el pla-
no tangente THV es tambien peipendicular al plane AGM
del meridiano AM. :

354  Se Mama normal & una supertficie la perpendiculal
al plano tangente cn el punto de contacto.

Hallay la ecuacion de lo normal & una swper ficie, séendo rec-
tangulay es los gjes de coordenadas.,

Pasando la normal por el punto de contacto, sus ecuacto-
nes serdn '

g —u'=u(z-—2"), y—y=blz—2",
siendo @ v & desconocidas. Mas siendo la eeunacion del plano
tangenie

flar (95—-‘ wr)+f1y' ‘ (y —'JJ) "I"fz’ - (Z —z)=0,
6 f,x’ " {.U—l- ffy‘ - y"}—flz‘ 1 "‘(m!ﬂx’ ‘+yffry’+zrﬂa )EO,
P

setd [307] e="", b=

&0 &

mal son

T
a:~—m’=f-“i'-(z — 3, y‘-y’miy—(z —_z").

2! at

; luego las ecuaciones de la nor-
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CAPITULO 1I.

Centro y planos dinmetrales de las super fivies de sequndo orden.

Anricure 1.0
 Centio de las superficies de sequndo orden.

385. Tlamase centro de una superfieie cualguiera el punto
que divide en- dos partes ignales & tod"ts las cuerdas que pa-
san por. 6l ,

Fig. 49, Sila ecuacion de una su]:erﬁcee de sequndo orden
carece do los términos linéales, lo superfice lendid centro y el
ovigen-estard en £l

Careciendo la ecuacion de los térmmes llneales SU {Urma.
general serd-

Az L AP+ A" - Bay -+ Blye-- B'yz 4+ D=0.

7 Tiremos por el oifgen una cuerda MN, ysean p==u0z,
y==bz sus dos ecuacienes: izualando las coordenadas entre fa
ecuacion de la: superﬁcle v las dos de Ja cuerda, v eliminando
las vatiables # é y, vesulta la ecuacion

(Ao*+A'p* A"+ Bab+- B'a+ B"b) F==0),

ecuacion que da dos valores iguales y de signo contrario para
z, eslo es, MP—=-~(—NQ), 6 HP=N0: loego los dos tridn-
gules OMP Y ONQ son iguales, y por tanto OM=== ON, es de-
cir que el origen biseca a toda cuerda que pasa por cl luego
el origen es centro de la superficie.

* Reciproco, Siel orfijen de las coordenadas estd en el centro
de ung su'pef.r ficre de-sequndo grade, la ecuacion 2 la mpgrﬁcze
carecerd de’los thrminos tineales.

La ecuacign general de la qupelﬁme de eeﬂundo orden es
Azt A’J—+A”",3TBIJ4‘_BF.’£7 +B"yz 4 CL* Cly-€"z=0;
digo que si el origen O es centio de la supeificic rep;csentuda'.
porresta ecnacion; serd C==0; C'==05G"=—=0-

Fig. 9. En efecto, liremos por el origen, b sea por.el .
centro , una cuerda MN, que no coingida eon ninzuno de los
tres ejes de coordenadas; sean y=az, y==D0z las ecuaciones
de dicha cuerda; serd O ==0N: Juego los dos hidngulos
MOP, NOQ serdn iguales, vy po tanto MP=—=NQ: Teualemos
ahota las coordenadas entre la ecuacion dé la superficie y las
de la cuerda, v ehmmemos las vatiables 7 ¢ y: resultara la
ecuacion
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(Aa>-A' b2+ A”--Bab+Bla-+-BH)2 L (ot G h4-C")2+-D=0.
Los valoles que en esta ecuacion tiene z, son MP v —NQ,
cuya suma es 0; luego esta ecuacion debe carecer de su se—
,gundo término, es decir, que debemos tener
Caot-¢'b-+ C"=0. ... [1].

Ahora, por la proyeccion y==>bz, y por la cuerda MN ima-
ginemos el plano proycclante de esta cuerda, y en este mis-
mo plano tiremos etra cuerda que pase por el origen; la pro-
yeccion de esta nueva cuerda sobre el plane yz serd la misma
que la de la primera, y su proyeccion sobre el plino zz setd
diferente; de suerte que las ecuaciones de esta nueva cuerda
serdn #==0'z, y==>0z; y del mismo modo que paia la cucrda
primera hallaremos la relacion
Co' +-C'h-C"'=0.... [2].

Restando las dos igualdades [1] y [2], tendiemos G (a - a')==0,
y como a y @' son diferentes, serd {==0 Del mismo modo se
demuestia que C==0; y por consigniente £'=0.

Corolario.  8i lo ecuncion de segundo grado contiene algui
términolineal, el origen no estd en el centro de la super ficie. Si el
origen 1o estd en el ceniro, lo ecuacion de la super ficie de sequndo
drden contendr (i por lo menos uno de los tres térininos lineales.

556 Hallar lus coordenadas del centro de una superficie de
sequndo orden. '

La ecuacion general de esta superficié es
At AL AT 1 2By 2B 1z - 2B yz 20+ 20y +
20"z+ D=0
sean &,,4,, 2, 1as coordenadas del ceniro: traslademos el ori-
gen 4 este punto, siendo- los nuevos ejes paiaiclos 4 los pri-
mitives, para 1o cual haremos r—2'-Fv,. y=y" -}y, ==
+ 2,3 vy sustituyendo estos valores en. la ecuacion de la su-
perficie, y hallando los coeficientes de o', y', 2/, tendremos
las tres ceuaciones que nos dardn las coordenadas x,, g, 7,
& saber [333, Réeip.] o
fo:Oa flyj_:{): ]”z,_:(j:

es decir que las ecuaciones gue dan las coqidenadas del cen—
tro, andlogamente & o que se verifica en las curvas planas,
son las tres derivadas de la ecuacion de Ja superficie igimala-
das 4 cero. Poniendo en vez de [, , [, , [ sus.valoes, di-

chas ecuaciones serdan, suprimicndo los indices inhliles ya,
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‘ArB y Bz ¢ =0, '
Be+ A y+ B3 ¢ =0, A
- Bla By LAY - 0"=0), :

Resolviendo estas ecuaciones, se hallardn los valores de

las coordenadas #,y,5 del centro, & saber '
- JN" Am
Y= T
Los valores de N, N, N” y D pudicran deducirse de los
valores que tienen #,,2 en las tres ecuaciones
‘ a w-tb yte s==d,
@z gt a=I,
o de by i=d" [Aly. 89];

reemplazando estas letras por sus valores actuales.

El valor de D, que nos importa tener presente, es

D=AA'A" L2BB'B"— AB" AR _A"B?,

que no es dificil relener, teniendo en cuenta que cada uno
de los tres altimos términos liene dos acentos.

Nots. A las ecuacionss [€] Hamaremos en adelante, para
abreviar, eguaciones del centro.

=

AricoLo 2.°

Division de las super ficies de sequndo drden en super ficies con
un solo centro, en super ficies sin centyo y en super ficles que tienen
una infinidad de centros.

337 Las ecuaciones del centro son:
Azt Byt B0 —0,
B ot Ay B 24 €' —(,
Br%‘f'B”y+A”ﬁ+'C”=O,
en las cuales #.y,z son las coosdenadas del centio.
Estas ecuaciones pueden presentar los cuatro casos si-
gulentes:
1.°" Pueden ser distintas y compatibles.
2° Pueden ser incompalibles, 6 lo que es ignal, formar
un sistema imposible.
3.° Puede ser una de las tres consecuencia de las
otras dos. }
4.° Pueden ser dos de las tres idénticas & la tercera 6
consecuencias de ella. .
- Primer cuso.  Siendo las ecuaciones del centro distinlas v
compatibles, cada nna de las incdgnitas x,y,z tendrd un solo
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valor real y finito, y por consiguiente la supetficie de segun-
do arden tendra en este caso un centro Gnice.

Sequido caso. St las Lies ecuaciones del cenlro son in-
compatibles, 6 forman un sistema imposible, lasupetficie no
tendra centro,

_ Tercer caso. Supongamos que las dos primeras ecuacio-
"pes del centro sean dislintas y compalibles, y la tercera sea
consecuencia de ellas: las dos primeras ecaaciones represen—
tan dos planos que se cortan; pues si fuesen paralelos, los
coeficientes de las variables w,y,7z setian proporcionales, v
por tanto fas dos primeras ecuaciones serian idénticas 6 im-
compalibles, coatra lo supuesto.

La tercera ecuacion representa un plano, el cual pasar
necesariamente pot la interseccion de los dos primeros; pues
sino fuera asi, el tercer plano cortatia 4 la interseccion de los
otros dos, 6 seiia paralelo 4 ella. En el primer easo las coor-
denadas 1eales y finitas del punto eomun 4 los tres planos sa-
tisfarian 4 las tres ecuaciones del centio, y por lanto estas
ecuaciones setian dislintas y compalibles, contra lo supuesio.
En el segundo case los tres planos no tendrian punto comun
alguno, v por consigniente las tres ecuaciones propuestas no
tendrian ninguna solucion, es decit que formarian un sistema
imposible, contra lo supuesto. ‘

Sea pues 4 1 la interseccion comun 4 los Les pla-

nos representados por las tres ecuaciones del cenlro: como
las coordenadas de los infinitos puntos de la AB satisfacen &
las lres ccuaciones del centro, se infiere que cada uno de
estos puntos es un centro de la supeificie. Cortemos la super -
ficie, repiesentada por la ecuacion Az*-}-A'y*4-  .==0, por
medio de un plano que pase por la recta AB: la interseccion
scrd una linea cuya ecuacion serd de segundo grado [3265],
y esta interseccion tendid una infinidad de centros, que se-
r4n todos los puntos de la recta AB; luego dicha inlerseccion
se compondra necesariamente de -dos rectas paralelas & la
AB y equidistantes de ella. Asise ve que todo planc que pase
por la recta AB, y cotle & la superficie, la corla por dos pa-
ralelas 4 la AB : luego esta supeificie se puede suponer en—
gendrada por ¢l movimienio de una recta siempre paralela &
fa AB; es decir que dicha superficie ‘es un cilindro. Para
averiguat la forma de la directriz de este cilindro, cortémosle
potr un plano perpendicular & la AB: la interseccion sera una
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finea de segundo orden con centre, el cual serd el punto en
que el plano secante corta 4 la AB: lainterseccion serd pues
una elipsc 6 una hipérbola; pero combo las variedades-de una
elipse son ‘whpunto 6 uua elipse imaginaria, y la‘dewna hi-
péibola son dos rectas que se cortan, podrd suceder que la
ecuacion Tepresente Gnicamente la rvedta intetseccion AB,
que repiesente un cilindro imaginatio, 6 dos planos que se
cottan por la-recia 4B. .

Para decidir eudl de estos cinco casos se verifica, hallare-
mos lag proyecciones de la recta AB, y por ellas conoceremos
4 qué plano 6 planos coordenados corta dicha recia 6 eje AB,
puesto que no puede ser paralela & 1a vez 4 los tres: como el
eilindro es patalelo 4 1a recta AB, cortard 4 los mismos planos
que esta recta. Hallatemos pues la interseccion del cilindre
con uno de los planos coordenados, y esla intefseccion, que se-
4 una elipse, una hipérbola; un punto, dos rectas que se cor-
tan 6 nada, nos dird si la supeificie es un cilindio eliptico 6
hiperbélico, una recta, dos planos que se cortan ¢ un cilindro
imaginatio. El cilindro quedard completamente determinado,
puesto que se conoce su directriz y la posicion del eje.

Ejemplos. 1.° Sea la ecuacion
a4y 22 - ey - 2wz -+ 2z — 20— 2y — 27=0.

Las ecuaciones del centro son: '
a+ytz—i=0, y+tof+2—1=—0, 2+o{y—1=0.

Siendo las dos primeras idénticas, solo tenemos dos ecua-
ciones dislintas.

Las provecciones del eje tienen las ecuaciones siguientes:

] =0, g-—=1=0, ylg--3=0;
v por €llas vemos que el eje del cilindro, y por eonsiguiente
e cilindro, es paralelo al plano #y, mas no 4 ninguno de los
olres dos planos coordenados. Hallemos pues la interseceion
el cilindro con el plano zz, y 1esultard que esta interseceion
tiene por ecuacion en el plano x4
@t |- 22° 1 Qg - 20 -~ 22 =0, :
la cual representa una elipse, que ya sabemos deéterminar
TNidm. 92 y siguientes]; y por tanio la ecuacion propuesta re-
presenta un eilindro eliptico, que esth completamente deter-
winads.
2.0 B—pP—8 9y — lhyz | 2 4 22==0.
Las ecuaciones del centro son:
g+y=0, —y+o~-2+1=0, - 222y 1==0.
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Eliminando la @ entre las dos primeras, resulta una ecua~-
cion idéntica & la tercera. Por consiguiente .solo ienemos dos
cenaciones distintas del centro. '
- Las proyecciones del eje son:
: oty=0, y+r==4%, z—w==f;
por consiguiente el cilindro encuentia & los tres planos coor—
denades. Hagamos pues z =0, y tendremos.

_ _ o —at+2ry -2y =10, - .
ecuacion que Tepresenia wna hipérbola, y por tanto la ecua-
cion -propuesta representa un cilindro hiperbdtico; determina-
do ya , puesto gue CONOCEMOS £U direciriz y la posicion de
su eje.

3.° gkt =g — 2y L -y =0

Lus ecuaciones del centro son:
gp— 2y +-1=0, 2y—2z —1==0, 9274+ 1 ==0;
y pues las dos primetas son idénticas, solo son dos ecuaciones
Aistintas. Como ellas no conticnen mas que dos variables, son
Jas ecuaciones de las proyceeiones de Ta interseeeion de los dos
planos representados pot ellas. La tercera proyeccion nos dice
que ¢l cilindro es paralelc al plano zy: st intersececion con el
planc z liene por ccnacion 22— 7# -+ o — 5 ==0, ecuacion
que evideniemente represenialasdesrectas x=2, a=—=3%— i;
luego la ecuacion represenia dos planos que se cortan y son
perpendiculares al plano 23.
§° g+ By? b 4a? -~ 2wz —Byz=10.
Las ecuacicnes det centio son:
g —z==0, y—z=0, hg—x—5y—=0;
una de las cuales es censecuencia de las olras dos Las pro—
yecciones de la interseccion de los tres planos representados
por estas ecuaelones son:
g —z=0, y—2=0, y —z=0;
luego ¢} cilindro encaentra 4 los tres planos coordenados. Ha-
ciendo z==0 en la ecuacion propuesia, resolta -+ 3y’ ==0,
que represenia un punto (0,0); luego la ecuacion propuesta
representa una recta, determinada por dos cualesquiera de sus
tres proyecciones.
5.° a? - ByF -4 — 9pz — byz-+1=0.
Las ccuaciones del centio son!
g —r 2==0, y--z==0, y —5=0;
cualquiera de ellas se deduce de las otras dos; y por tanto ne
componen las tres mas que dos ecuaciones distintas. Las mis—
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mas ecraciones nos dan la proyeecion de la interseceion de
los tres planos que ellas representan, ¥ por tanto dicha inter—
seccion encuentrad losties planos coordenados. Haciendo =0
en la ecuacion propuesta, resulta 224 ¥+ 1=90, ecua-
cion gue no representa nada: luego la ecuacion propuesta re-
presenia un cilindro imaginario.

Cuario caso.  Si dos de las tres ecuaciones del centro son
consecuencias de la tercera, 6 idénticas 3 ella, los coeficientes
de cada una de estas dos son respectivamente iguales 4 los de
la otra multiplicados par un mismo nfimero positivo 6 negati-
vo: de sveite que siendo las ties ecuaciones del centro

Az + By Bz C =0,
Bz L Aly | Bz ¢l —0),
B'x - B"y - A"21-0"=90,
y las dos:iiltimas, por ejemplo, consecuencias de la piimera, serd
B=md, A'=mB, B" —mp, C'=mC; B'==nA, B'=—nB,
A" =nB', ("==n€,siendo # y n nfumeros cualesquiera posi-
tivos 0 negativos; 6 bien .
B==md, A'=m* 4, B'= mnd, O'=m(,
B'= nd, B'==mnd, A'—=n* A, C"— aC;
luego la ecuacion de la superficie serd en este caso:
A+ mP Ay 4 02AZ® - 2mAmy + Pndaz - 2mndyz -L 201
- 8mCy - 2uCz-- D=0,
0 A(m+mg—]—nz)2-—}—26'(m—{—my+nz)—f—D::O‘
Resolviendo esta ecuacion de segundo grado, hallaremos

dos valores «, 8 para w-- my +nz: si estos valores son reales,
lendremos

EA-my+nz==o, xlmy Lnz =08,
ecuaciones que representan dos Planos paralelos: si los dos
valores « y € fuesen iguales, no tendiiamos mas (ue unaecua-
cion % -} my +-nz =a, que representa un plano: si dichas dos
raices « y 6 son imaginarias, la ecuacion propuesta no repre-
senta nada. '
Nota. Los valores de m yn se halludn facilmente por
medio de la comparacion de las ecuaciones del centro.
Queda pues demostrado que en este caso la ecuacion pro-
puesta representa dos planos par alelos, un solo plano § nada.
Ejemplo. Sea la ecuacion
P Hhy 2 — by~ uz L hyr i B — 6y — Bz a=0
Las ecuaciones del ceniro son:
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22—4y—22--3=0, 8y — hwr-+-hz—6=0, 20— 2w-1-hiy—F=0:
dos de las cuales son consecuencias de la otras tuego la ecua:
giondpropuesta, representa dos planos paralelos, un solo plano
nada,

Hemos demostiade que en este caso el primer miembro
puedeé ponerse hajo laforma de una ecuacion de segundo gra-
do con respecio & una funcion lineal de las tres variables:
en este ejemplo es evidente que el primer miembro de 12 ceua~
cion propuesia puede ponerse bajo la forma

(—2y —2)*+3(m—2y —2)+a=0,
de donde resulta: #—2y—z—-- 5 4+ g —.
. 2 I
Luego, sl a< -g--, la ecuacion propuesta representa dos pla-

nos paialelos; un solo plano, si a:-_.; ; v nada, sie> -2— ‘

Vemos por esta discusion, que las superficies de segundo
6rden se dividen en superficies que tienen un solo centro, en
supetficies que no tienen centro, y en cilindros elipticos &
hiperbolicos gue tienen infinitos centros. Siendo los eilindros
superficies bastante conocidas, solo nos ocupaiemos, en lo
que sigue, de las superficies de segundo 6rden que tienen un
eentro (inico y de las que no tienen centro.

ARTICULO 3
Planos diametrales de lus superficies de sequndo drden.

338. Hallar I ecuacion de la superficie formada por lodos
{os puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas de una su-
per ficie de sequndo drden. _
. Iig.50. La ecuacionde la superficie referida & ejes cua-
lesquiera Oz, Oy, 0z es
fle,y,5)=Ar* 1A'y + A" 22+ 282y 1 2B w2 -2 B y2+ 2021 20y

: +20"24-D=0. _ '

Sea 0’ un punfo coalquiera de la supetficie formada por
los puntos medios del- sistema de cuerdas paialelas, y sean
0Q==zx,,PQ==y,, 0'P=12, las coordenadas de dicho punto 0':
pasemos de los ejes Oz, Oy, Oz & sus paralelos O'a’, Oy,
(¥z', para lo cual haremos

26
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G gy L, y=y+y, =5+,
y sustituyendo en la ecuacion de la superficie, tendremos la
cenacion de la misma con respeeio a los nuevos ejes; la
cual serd [Nota 1.* al fin de la Geom. anal.]
Az Ay A"z 2By - 2B s+ By L f @

. f’yi -y;“E"f’zi' L3 f(xi,yi, zl)ﬂ(},.. 12].

Sea MM la cucida del sistema paralelo que pasa por el
punto 0', que serd su punle medio,” ¥ sus ceuaciones con
respeeto 4 los nuevos ejes

w==mzf, y'=nz"

igualando las eoordenadas entre la ecuacion [2] y estas, ¥
eliminando las variables @ &4, resullard evidentemenle

(Amd- AL A2 B 28'm-- 2By +

U‘fx.i ' m+ fryl " n‘l’f;xi)z!% f(mu Wi zi):(} e {5} ¥
ccuacion cuyas races. son las dos otdenadas z- de los
puntos M y M' de interseccion de la cuerda MM’ con la su-
perficie, las cuales ordenadas, por ser ¢’ el punto medio
de la MM, deben ser iguales y de signo contraiio: pot con-
siguiente la ecuacion [3] dehe carécer de segundo término;
y por tanto
.fﬂl . m"+f!yi . rn"‘—f!zj‘=0 :
es Ja relacion entie las coordenadas @,,%,,2, de uno cual-
quiera de los puntos de la superficie formada por todos los
puntos medios del sistema de cuerdas paralelas. Suprimien-
do los indices, infitiles ya, tendiemos que la ecuacion de la
superficie formada port los puntos medios de tedas las cuel—
das paralelas de una superficie de segunde orden, serd

: fs. m"!rf’y - =U, ’

6 bien

(Ax+ By + B'z4+-L)ym—+ (A'y+Ba— B"z+-Cyn-
A”Z+BFCU—§—B”3{-‘J1— Cﬂﬂo, )

siendo m v u los coeficientes angulares de las dos proyeccie-
nes verticales de cualquiera de Jas cuerdas paralelas; y aun
se puede. escribir esta ecuacion bajo Ia forma ordinaiia de la
ecuacion de un plano, & sabet

(dm--Bu-+ By 4(Bm--A'n+ B y+ (B'm + B+ A"y 2+

. . Cm-- C'n + C7=0,

ccuacion ficil de recordar, pues los coeficienles de las tres
variables son las derivadas con 1eSpecte & », 4y, & 7 de los
términos de segundo giado de la ecuacion, y cambiando
luego x en m, y €0 %, 3 &0 L
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539. Sieado la ecuacion del plano de primer grado con
respecto & las variables z,9.; se infiere que /g superficie
formada por todos los puntos medios de wn sistema do cuerdas
paralelas de una superficie de sequndo drden as yp plang. Este
plano se llama plano déametyal de la supetficie.

Nota.  Si las cuerdas son paralclas al eje 0z, sers m=0,
n=(), y por tanto la ecuacion del plano diametral que las
biseca, s¢ reduce 4 fre==0.

Si las cuetdas son paralelas al eje Oy, las ecuaciones de
estas cuerdas son z=y, ==,y por consiguiente la tangente
ndel dngulo, que forma su proyeccion, sobre el plano yz, con

‘0z, es infinita, y por tanto 73=01 la ecuacion de la pro-

yeccion de la tecta sobte el plano %y es en general [266]

i m .
#—=—y——6-+=2, y como actualmente esta proyeceion
i n

. . , M : .
Liene por ecuacion £==u, se1d —==0. La ecuacion general
n ,
del plano diamelial se puede esciibir, dividiendo por #, asi:
L R 1_M__O. s .
o bl ==0;
la que se reduce actualmente 2
. f"y:o;
ecnacion del plano diametral que hiseca 4 las cuerdas para-
lelas al cje Oy.
De este mismo modo se halla que 1a ecuacion -del plano
diametial que biseca 4 las cuerdas paralelas al eje Oz, es
340. De la ecuacion del plano se infiere que fodos los pla-
nos diamelreles de las superficies de sequndo drden que tienen
CeRiro, pasan Por esie Punio. -
- En efecto, siendo 2,%,,2, las coordenadas del eentro, sa-
hemos [336] que f’,,1=0, s, =0, f’EI:O; luego '

f’zi " m+f!s{1' TL+ f‘,zinoy !
es decir que las coordenadas #,.4,,2, del centro satisfacen &
la ecaacion del plano diametral, y por tanto el centro se
halla en el plano diametral, 6 lo que és igual, el plano dia-
metral pasa por el centro; resultado que por otra patte se
deduce evidentemente de la definicion del plano diametral.

2
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CAPITULO IH.

Reduccion de la ecuacion general de las super ficies de sequndo
orien & sus formas mas simples, siendo los ejos reclangular es.

_ Artcrio 17
- Super ficies que tienen un solo centro.

341. Se llaman ewerdas principales de una sopetficie de
segunde 6rden las cuerdas de dicha superficie pei pendicu-
lares al plano diametral que las biseca: este plano toma tam-
bien el nombre de plano principal. .

342, Hallar fas ecuaciones que delerminan la posicion de los
difer entes sistemas de cuerdas principales do las superficies de se-
gundo crden. ,

La ecuacion general de las superficies de segundo gra-
do es
At Ay - AV 2 Boy-L 2B'wz 2B ys 20w +-2 Cy
. +2 672+ D=0: :
supongames que los ejes de coordenadas sean rectangulares;
y sean g=mz -+, y==nz-}6 las ecuaciones de una cual-
quicra de las cucrdas de un sistema bisecado por un plano
diametral; la ecuacion de este plano serd [338] .
(Am +Bn+ B)x -+ (Bm4 A'n+B" )y (B'm B'at A"z +
e Cm+C'n+ C''=0
‘Para que esie plano sea perpendicular & las cuerdas del
sistema que biseca, es soficiente ¥ necesario [907] que
Am+ Bu-1-B ==(B'm |-B"'n A" )in, A
Bm A+ B'=(Bm-+B'n--4"}n §" EAl-

De estas dos ecuaciones se pudieran deducir los valores
de m y n: pero se simplifica el caleulo, y de paso se obtiene
una ecuacion muy importante, considerando 4 B'm+-B'n
A" como una simple incognita s: de este modo tendremos
las tres ecuaclones:

Am +B nt B ==ums,

Bm Aot B'==ns, . ...[BL

Bm-+-B'ni A= s S

Eliminemos entre estas tres ecuaciones las incognilas
m y n; para lo cual sacaremos de las dos primeras-los valo-
res de m y u, {ue son :
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B' (s — A"+ BBE" B" (s — A)-+ BB
p B BB B AR
(s==—){s —-A")—B (s—A)(s—A")—B £

y sustituyendo estos valores en la tercera ecuacion, y redu-
ciendo, tendremos:
#— (A+-A' - AN —(B*— AL -B" ~—AATLBE—ATAM )

(AA!AI!+2BBfBT!I_ ACNE___A!BfB__AHBZ)=O o [D} i

Resolviendo esta ecuacion, y sastituyendo los valores

de s en las dos primeras ecuaciones [B], 6 en las dos ecua-
ciones [€], hallaremos los valores cortespondientes de m
v w, ¥ por lo tanto conoceremos la direccion de los diferen-
tes sistemas de cuerdas principales. Vemos, pues, que las
dos primeras ecuaciones [B] y la ecuacion [D] resuelven la
cuestion propuesta. '

Nota. Supengamos que la superficie tenga un solo cen--
tro; el Oitimo término de la ecuacion [D], que es el deno-
minador comun de las coordenadas generales del centro
{360), no serd cero; y pet consiguiente Ja ecuacion de tercer
grado [D] tendrd por o menos una raiz real de signo con-
trario al de su ultimo término: luego en foda super ficie de se-
gundo drden que tiene un solo centro, ewiste-por 10 -menos un
sistema de cuerdas principales. S

342. Fig. 51. Supuesto este teorema, sean Oz, Oy,
Oz tres nuevos ejes reclangulares dél mismo origen 0 que
los primitivos, y uno de ellos, por ejemplo, el Ow, paralelo
al sistema de cueidas principales cuya existeneia acabamos
de demostrar; y sea la ecuacion de la superficie con respec-
to & estos tres nuevos ejes :

Lot-L L'syp + L2 2 My 4 2 Moz 2 Mgz - 2 No4-

2Ny L2 Ny L' =0.
La ecuacion del plano diametral que biseca & todo el sisle-
ms prineipal, paralelo & O, es {3589 Nota]
f.==0, 6 Lr-+ My--M'z-N=0:
pot otra parte la ecuacion de diche plane diametral, que
es perpendicular & dichas cuerdas v por consiguiente para
lelo al plano yz, es x—=10; luego M=0, M'=0; v por tanto
la ecuacion de la superficie con respecto & los nuevos ejes
Ox, Oy, Oz es
Lt Ly L2 2 Myz -2 Nz -2 N'y + 2 N2+ D=0.
Ahora, permaneciendo fijo el eje Oz, refiramos la su-

petficie & los res ejes rectangulares Ox, Oy, 07', tales que
Tos dos ultimos destruyan al 1ecléangule yz, lo gue sabemos
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es posible [100], y la ecuacion de la superficie con respecto
4 estos tres nuevos ejes Oz, Oy, 0z serd _ :
P Py L Pl — 205 — 20 — 20" - D=0 ... [E], .
en fa cual ninguno de los coeficientes P, P/, P" ‘podrd ser 0,
puesto que las ceordenadas del centro, que deben ser reales

y finitas, tienen actunalmente los valores pe=— —, y==

P
o : . .

— =, 2=———. El término constanle D es el mismo

Pr PN' .

que en laecuacion primitiva, porque no ha vaiiado el origen.

- Traslademos por Gltimo el origen al centro, siendo los-

nuevos cjes 0'a', O'y", 02" paralelos & los Oz, Oy', 02': los

términos lineales desaparecerdn, los términos de segundo

grado se conservaran los mismos, peto el término constante

serd diferente de D: luego la ecuacion de inda supetficie, que
tiene un solo centro, se reduce 4 la forma™
' PmJZ_J‘._PfyH?A_{_' pPrzi—Jr [F] )

Artovto 2.°

H

Super ficies que 7o tienen céntro.

343.. Fig. 51. No teniendo centro la superficie, el de-
nominador comun de las coordenadas generales del centro,
(que es el tercer término de la ecuacion [D], serd cero, y
por consiguiente dicha ecuacion tendrd una raiz 0: mas
nada sabemos aun acerca de la naturaleza de las olras dos
raices. Los valores do m y # correspondieiiles 4 la raiz 0 de
la ecuacion [D] se determinan por las dos ptimeras ecuacio-
nes [B], que ahora son '

- Am+Bu -+ B =0, B
er_}_A,nI_{_BH:O } [ ];
y como tambien s 6 B'm+B"nt A”=0, se infiete que la
ecuacion
(Am+-Brn+-B'Ye+ (Bm{A'nlB" )y (B'm-+B"n+A")z-L
Cin-C'n - 07=0
del plano diametral perpendicular 4 las cuerdas, cuya direc-
cion esta determinada por Ias dos ecuaciones [B'], pierde
sus Lres {€rminos variabies, y pot tanto [278, nofa] dicho
plano diametral se aleja al infinito. No podemos, pues, ase—
gurar por ahora que en las superficies sin centro exista ab-
gun sistema de cuerdas principales,
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Tomemos {1€5 DUEVOS ejes rectangulares 0z, Oy, Oz, que
tengan el mismo otigen primitivo, y de los cuales el 0z sea
paralelo & las rectas, cuya direccion con respecto 4 los ejes
prinzilivos estd determinada por las dos ecuaciones [B']: y
sea la ecuacion de la superficie, referida 4 los nuevos ejes,

Lo Ly L2242 My + 2 Mgzt 2M'yz - 2Nx 4
. 2N'y-+2 N7z D=0;
1a ecuacion del plano diametral que biseca 4 las cuerdas pa-
ralelas 4 Oz es [339, Not]
f.=0,0 Lo+ My + Mz N=0;
y pucs este plano se ha alejado al infinito, serd 278, nota]
[=0, M==0, M'=10, y por consiguienie la ecuacion de las
supetficies sin centrg, con respecto & los Lies nucvos ejes
Oz, 0y, 0z, es '

Ly L2 Myz -2 Nz12Ny 2Nz D=0;

y obsérvese que la direccion de Oz estd determinada per
fas dos ecuaciones [B]. ‘ '

Ahora, permaneciendo el eje Oz el mismo, fomemos
nuevos ejes rectangutares Oy, 03’ que anulen al rectangulo:
y's [100], v la ecuacion de la supeificie, con respecto alos
nuevos ejes Oz, Oy, 0'z, seri

Py Prr—20r—20% - 2Q"s'+ D=0 .. ]G],
en la cual 0 no puede ser 0, pues si lo fuera, ia ecuacion
[G] 1cpresentaria un cilindio eliptico & hiperbdlico, y en
cualquiera de estos casos la superficie tendria vna infinidad
de centros, contra lo supuesio. . -

Pasemos por Gltimo 4 nuevos ejos tectangulares 0"y,
o'y, 0"z, paralelos 4 los 0%, Oy, 0zt sean o, b, ¢ las
coordenadas del nuevo orfgen; harcmos g==r'-d, yl=y"1b,
eyl ¢, v sustituyendo, lendiemos [Note 1.* al fin de
12 obra} ' ' :

Ply -y Pl — 20y 2P bly”{—- 2Pl P B
—20' | —e¢"y P
— 200
—agp { =%
. 2{}”6
)
Como las indeterminadas a, b, ¢ entran en los tres altimos
términos, las determinaremos ignalando & cero los coefi-
cienies de estos tres términos : lendremos, pues,
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C2Pb=20'=0, 2 P'c—20"==0,
- PO Pe*— 200~ 20'b—20" ¢~ D =0);
de las cuales resultan ' .
. b—“ Q, . G___VQ” “ P’ba—f—P"cz%QQ'b—QQ”C*,LD_
PP - 20 ’
valores reales y finitos. _
Luego la ecuacion de la superficie con respecto & los
nuevos efes serd  Py" Pz i=2 0z
344 Queda pues demostrado que las supetficies de se—
gundo orden que tienen un solo centro, estin incluidas en la.
ecuacion B

_PJTZ*FP’yE"’r." Pl—H,
¥ las que no tienen centro en Ja
Py L P 2?==20m.

Arnicuio 3.9

Formas individuales de lus ecuaciones de las dos super ficies de
sequndo orden que tienen wn solo centro,

545.  En la ecuacion Pa?L Pyl Plz2—H puede supo-
nerse siempre que H es cantidad positiva ; pues sino o fuera,
no habria mas que mudar los signos a todes los {6rminos de
la ecuacion, y resultaria la H positiva, Por consiguiente los
tres coeficientes P,P',P” no pueden ser negativos & la vez,
pues la suma de tres cantidades negativas no puede ser igual
a una posiliva. Luego en esta ecuacion podran ocurtir los ires
casos siguientes: '

£.° Que los tres coeficientes P, P, p" sean positivos.

2." Que dos sean positivos ¥ uno negativo.

3" Que uno sea positivo y los otros dos negativos.

Primer caso.  Lostres coeficientes P,P', P son posifivos,

Hagamos en la ecuacion #==0, y—0, y lamando ¢-al
valor correspondiente de Ia ordenada z del punio en que la
supetficie corta al eje Oz, lendremos P/e*—=H, ¥ por consi-

" i . . .
guiente P'== . Haciendo en la misma ecuacion z—0,
¢

z=A{, y Hamando b al valor cotrespondiente de la ordenada
y del punto en que el eje Oy corta 4 la superfivie , tendremos

P'b’==H, de donde P'= ?5' Haciendo por altimo y==0,
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. z==0; y llamando a al valor correspondiente de la oidenada
- g del punto en que eleje Oz cortad la supetficie , tendre-

mos Pa*==H , de donde Pe= = Sustituyendo-los valoies de

p,P',P'" en la ecuacion, y suptimiendo el factor comun H,
tendremos la ecuacion de la superficie, 4 saber,
mﬁ y2 22

—
a* T e + = =1,
gue es precisamente la ccuacion del elipsoide , euyvos semi-
ejes son ¢, b y ¢ {280].

Segundo caso. Pos cosficientes Py ¥ son positicos, y el ter -
cero P/t negolivo. .

Pongamos en manifiesto el signo del coeficiente P', v
la ecnacion de la superficie serd
Pz Plyt—Pla=—H.

Hagamos en esla ecnacion #=0, y==1, y rea ¢V _—I el va-

lor imaginatio correspondiente de z: tendremos P/¢*=H, P

g . Haciendo z==0, z==0, y llamando & al valor corres-

pondiente de ¥, serd Phr==H , P'= %‘ . Haciendo y==0,

z==0, y llamando ¢ al valor coirespondiente de x, sera

Poi=H, P=%

Sustituyendo en la ecnacion de la supexficie los valores de
PP P,y suprimiendo el factor H comun 4 todos los 1éi-
minos, resulta la ecuacion
AT S|
et ¢ ’
que es la ecuacion del hiperboloide de una heja, cuyos sCmi-
ejes son ¢, b y ¢ [204]. _

Tercer caso  Un coeficiente ¥ es positivo y los otros dos P,
P’ negativos.

Poniendo en manifiesto los signos de estos dos coeficientes,
la eeuacion serd

: PwE_P!yE_ Pli—H.
Hacicndo #==0, y=0, ¥ llamando eV =1 a valor ima-
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i
ginario correspondiente de z, tendremos P/'¢*—H Pli—= =
Haciendo #=0, z=0, ¥y llamando by —1 al valor ima-
ginario cortespondiente de y, serd P'o*=H, P—%» Ha-

ciendo y=0, z=0, y llamando & al valor correspondiente
de @, setd Po'—H, P:EE Sustituyendo los valores de
@

P,P',P" en la ecuacion propuesta, y suprimiendo el factor
comun H, resulta la ecunacion
) m‘& y’? ,LZ
dE e
que es la ecuacion del hiperboloide de dos hojas, cuyos semi-
ejes son o, by e [206].

Vemos pues, que lus superficics de segundo orden que’ |

‘tienen un solo centio, son en generat el ellp%mde, ¢l hiperho-
loide de umna ho]a v el hlpelbolmde de dos hojas.

ARF!GULO 4.0

Formas mdzmduules de lczs super ficies do sequndo orden que 10
t?emm centr o.

546, Ya hemos visto que estas super ficies estan mclul—
das en las representadas por la ecuacion
Py P 2=20x
Podemos seponer que P es cantidad posmva pues sing
1o fuese, no habria mas que mudar los signos & todos los tér-
minos de 1a ecuacion; y entonces P* seria positiva. Tambien
podemos suponer que Q es cantidad positiva; pues si la ecua-
cion inviese la forma
PP =—20x,
haciendo x=—-—g', dicha écuacicn sevia
Pr,yz R T
que representa la misma superficie que la Py Pz =202,
sin mas diferensia que estar las @ positivas en amhaf; super-
ficies contadas en sentidos contraiios
Por consiguiente tenemos tnicamente que considerar los
dos casos signientes :
Py Pl'e=20z, Pyt~ P20,
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en las cuales los coeficientes P/, P, () son niimeros absolutos.

347. Primer caso. Py Jz ! P”z2 2()):

Haciendo en esta ecuacion z~—0 la ecuacion de la mtfnsec-
cion del plano %y con la superficie serd P'y?=—20)r; luego esta
interseccion es una patdbola; 'y si lamamos 2p 4 su parametio

20

7 serd por consiguiente P'=-% . Haciendo en la misma
p

ecuacion =0, la interseccinn de la superficie con el plano
27, tendra por ecnacion P'z%==20z; luego tambicn esta in-

: . - 20
terseccion es una gardbola cuyo palametro cs ok Namando

9y’ & este pardmetro, serd P—_—--Q— Sustituvendo los valores

P _
de P' y P" en la ecuacion dada, y suprimiendo el faclor co-
mun §, resulta la ecuacion

'que es la ecuacion del parabuloide eliptico [981]
Segindo caso. Haciendo z==0 cn la ecuacion

. , Plyp— P ==20x :
de la superficie, la ecvacion de la interseccion de la su-
petficie con el plano ay serd Ply'=—20w, es decir que la

interseccion es una patdbola, 4 cuyo pardmetro P 1la-

matemos 2p , y pot consigutente P'—= . Haciendo y==0 en

. P
la misma ecuacion, la eeuacion de la interseccion de la su-
peificie con el plano zz sera Pz== —2(}z; Inego dicha in-
C

. . . . 20 :
terseceion es una parabola; a cuye paramebio i ilamarcemos

2p', y por consiguiente P'e= -7 . Suatituyendo los valoies de

P'y P en ia couacion de la superficic , v suprimiends el fac-
tor @, comun & todos sus {érminos, 1esulta ia couacion

. yg .._ e e
p 2

que es la ecuacion del paraboloide hipeihélico [288]
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Vemos, pues, que las superficies de segundo Grden, que
no tienen centro, - son en general el parabeloide eliptico y el
paraholoide hiperbélico.

CAPITULO 1V.

Teorin del elipsoids.

Arteio 1.°
Forma del elipsoide.

347. La ecuacion de esta supetficie es
v 2 2
x z
¥ ii=
a% b2 62

La definicion del elipsoide, dada en el niimero 290, ma-
nifiesta la forma de esta superficie; sin embargo vamos ahora
4 deducir dicha forma de la ecnacion del elipsoide.

Cortemos en primer fugar esta supetficie por los tres pla-
no$ coordenados; para lo cual haremos sucesivamente x= 0,
y=0, z==0; y resuliardn ires elipses, secciones principales,
cuyas ecuaciones respectivas son: '

2 2 2 a 2 2
Yy Z @ z X Y
— +—?=1’ —2--i— - =1, 3 ..._q————tl N
b ¢ Ik ¢ IS b

Demos ahora & @ el valor 2=«, 6 lo que es igual, corle-
mos el elipsoide por los dos planos paralelos 4 la seccion prin-
cipal del plano yz, y equidistantes de este plano: las ecnacio-
nes de las proyecciones de las dos intersecciones sobre el pla-
10 ¥z serdn una misma, & saber

N |
¥ como las proyecciones son idénticas 4 las inieirsecciones, por
ser los planos secantes pataleles al plano de proyeccion yz,

‘se infiere que las dos elipses de interseccion son idénticas.
Por consiguiente el elipsoide es una superficie siméiiica res—
pecto de la seccion principal del plano gz, & de la elipse
principal cuyos semi-ejes son by ¢. '

La ecuacion [17 puede escribirse asi:
yi} . 52

¥4 2 2
e RN [}

B @ @ — ut ’
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y por tanto los semi-ejes de Ja elipse represeniada por esta

genacion, es decit de la elipse que resulta cortando el elipsoide
' bVt — 2 Vit — o

a' 3

3

por un plano .patalelo al yz, son los

a
coales son evideniemente proporcionales & los semi-ejes bye
de la seccion prineipal del plano yz. Luego todas las eiipses
que resultan cortando el elipsoide por planos paialelos al yz,
oon semejantes. A medida que ciece #, los semi-cjes
pVat - ¢ Vit — o
a@ H
ses van disminuyendo, conforme el plano secante se va ale—
jando del plano yz. Cuando a==a, los semi-cjes de la elipse
«e reducen & cero; luego en cada uno de los estremos del eje
94 de la elipsoide el plano paralelo al yz no fiene mas que un
punio comun con la superficie del elipsoide; y se demuesiia
ficilmente que dicho plano es tangente al elipsoide.

Qj el valor absoluto « de % ¢s mayor que ¢, serd aZ>a?, v
por tanto la ecuacion {41 de la proyeccion de la interseccion
iendrd su primel miembro positivo y su segundo miembro
negativo, y por tanto dicha ecuacion no represenia nadas lue-
go el elipsoide esta limitado en los dos sentidos del eje 2¢ por
los dos planos fangentes en los estremos de este eje

Del mismo modo se demuestra que el elipsoide es una su-
perficie siméurica con respecto 4 la seccion principal del pla~
no 2z, 0 lo que es igual, con respecto 4 la clipse principal
cuyos semiejes son @y ¢ (U& todas las elipses paralelas al
plano xz son semejantes 4 la elipse cuyos semi-gjes son a ¥ £
y van disminuyendo conforme se aleja el plano secante del
xz; v que la superficie esla limilada en los dos senlides dek
eje 2b por los dos planos tangentes en los estremos de este
eje. Y tambien que el elipsoide es una superficie simétiica
tespecto del plano ¥z, que todas las elipses paralelas & este
plano son semejantes 4 1a prineipal que se halla en ¢l, v que
esta superficie estd limilada en los dos sentidos del eje 2¢ por
los dos planos tangentes en los estremos de este eje.

Sabemos, ademas, que siendo el elipsoide una superficie
de segundo érden es enleramente convexa; y asi queda sufi~
cientemente conocida su forma.

disminuyen; luego las referidas elip-
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Articure 2.°
Secciones cireulay es del elipsoide.

348. Fig. 52 Cortemos el elipsoide por un plano que -
pase por el centro 0,y hallemos la ecuacion de la interseccion
con respecto 4 los ejes 1ectangulares O/, 0z situados en el -
mismo plano secante: las for mulas para hallar esta ecuacion,
son [322]
cos 8,
€08 6,

r=a"c0s ¢+ 2 sen
y==2 sen ¢ — ' cos
z=23" sen 6:
suslituyendo estos valores en la ecuacion
T ol 2 w2
x .-[_iJ_. RSl |
@ B
del elipsoide, la ecuacion de la interseccion ton respecto 4 los
dos ejes O/, 0z sera

082 n 2 E] 2 2 2 2 :
$,2(cos ¢y Sene) | .fsen’scos’@ | cogocoss sentd 4
= TR

¢
Q
i

at ! ak i b2 T o2
COSesenweost  cosoSeno cosh
Q' 2! ,__‘_‘____ —_ _H_J_L“H =1,
@ b

Actualmente se trala de hailar la posieion del plano se-
cante, esto cs, los valores que deben tener los angnlos ¢ y 8,
para que la interseccion sea un circulo . Siendo 1ectangulares
los ejes Ox', 07', la interseccion serd un eirculo si log coefi-
cientes de .y 2% son iguales y el coeficiente de % es 0;
es decir, si se verifican 4 la vez las relaciones

(a®—1D*) cosgsenocos =0,
2 2 2 ] 2 2 2
€05" ¢ sen :P:sen © COS e+eos % C08§ 6_!_sen 8
a* bt at ‘ b* L .

Suprimicndo en fa primera el factor af — 52, que no pue-
de ser cero, puesto que los semi-ejes a y b son desiguales en
¢l elipsoide general, y quitando los denominadores de la se-

gunda, estas dos ecnaciones se convertitAn en estas ohas
dos: :

. C0S9senecosh =0,
© ] be* c0s* o 4 4%* sen? pap?e? sen? pcos?0 I
@*¢* cos* cos® |- g2 sen? b,
las cuales nos datan los valores de » v 8 que las satisfagan.
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La primera de estas dos ecuaciones quedaid satisfecha en
eslos L1es casos:
| cosp=0, b $="90";
seng==0, 6 ¢=0,
cosg={, 6 s=90°

Sustituyendo el primer valor 80° de ¢ en la scgunda ecua-
cion, para hallar el vaky correspondiente de 0, tendremos

.. a_262 __=b‘zc2 00526 + azh® 83[12 ﬂ,

i 2t sen® 01 adc? cos? 6 =0%" cos® 0 -1- a*l? sen’ 0,

2/,2 2
de la cual resulta tg?ﬁ::‘ﬁf"_ﬂ_l%) ,
@B — %)
: Ao
leh—=m—\ /T
y g Vi

Sustituyendo el segundo valor 0 deg en la segunda ecua-

cion, tendremos
Bei== gict cos® 6 L a’h® sen’o,

i bietsen® 0 - b cos® b==ac? cos® 0 -|- ¢*°sen® b,
b —a?) '
de donde tet =
- 18 ba(aﬁ — 02) s
c b —a®
tpg==t —Y/ .
vy & b Y a*—c*

Sustituyende ¢l valor 90°de 6 en la ecuacion, para hallat
el valor correspondiente de ¢, tendremos
b cose |- 0%c* sen® o =u’b?,

5 bt cost oL a3 sent ¢ = a2b® sen® 9§ 4*b* cos® o,
) B { g% 2 )
de donde . tgz‘?=—gg7“—q)’
a* (c*— b*)
. 2 -
y . tg?:ii- (,L____c_
cu b

Ei primer valor de 1g0, coriespondiente al de «<=90°, s
real, puesto que suponemos a>b>c. Bl segundo valor de
1g 6, correspondiente al de =0, es imaginario; y el valor
de tg 3, cortespondiente al de 8-=0(°, es tambien imaginario;
luego la primera solucion, que d4 para el angulo ¢ dos va-
lores suplementarios, es la inica que pueden admitir las dos

ecuaciones [«]
Luego si dos planos que cortan d un elipsoide, pasan por cf
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eje mediano , y forman con el plano Xy dos dngulos diedros su-
: c a?—b*
plementarios cuyas tangentes sean i.? g las dos
intersecciones de dichos planos con el elipsoide serdn dos circulos.
Fig. .33. Cortemos ahora el elipsoide por un plano
2’0’z que no pase por el centior sea f la ordenada x del
punio ' en que el nuevo plano secante corta al eje Ox; y
refiramos el elipsoide a los tres ejes rectangulares 0'z, Oy,
0'z: su ecuacion con respecto & eslos ejes serd

A0 I

a B '

Los coeficientes que en esta ecuacion tienen los términos
de segundo grado, son los mismos que en la ecuacion ordi-
naria del elipscide, y por tanto los coeficienles de /% 22,
'z’ en la ecuacion de la interseceien serian. los mismos en
el caleulo que se hiciese que en el que acabamos de hacer;
luego tambien los valores de 9 y 0, para que la interseccion
sea un circnlo, serdn los mismos hallados va, es decir

¢ at— bt
— ot B-:i—\/ —
e==00°, 18 oV B—-g

Luego para que la nueva inierseceion sea un circulo, el
plano secanle debe ser paralelo & cualquiera de los dos que
pasando poi.el eje mediano dan circulos por inlersec-
ciones.

Luego el elipsoide puede covtarse por dos series de planos
paralelos, de maner o que las inter secciones sean cly culos,

- _ . : < .
Si el elipsoide es de revolucion, setd b==cg ¢, siendo

en el primer caso elipsoide de revolucion prolongado, y en
el segundo aplanado: tendremos '

¢ PO
tgﬂxi—;\/ 5 =,

y por tanto 6=90°. Luego para que las secciones de los
planos que cortan al elipsoide de revolucion, sean circulos,
es suficiente ¥ necesario que ==90" y 0:=90" es de-
cir que los planos secantes deben ser perpendiculares al eje
de revolucion 2g.
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Articuro 5.°

Planos tangentes al elipsoide.

349, La ecuacion general del piano tangente & una su-
perficie en un punto {z', ', z') es [529]
ﬂx’ . (1’}—{]’) )+fry . (y - y1)+[,z.’ - (Z '"zr):{):

actualmente, siendo la ecuacion del elipsoide referida 4 sus

22 iy 22
- 1 — -
cjes o T_E?JF_E? x
2! 2’ 27
r E T
scra flor= = o e 1o =

y por tanto la ecuacion del plano langente al elipsoide en el
punto {#',¥',2") es

Y E e Y ey
_(J; 35)4 GL2 I(y y}' bg +(Z Z)" 32 k]
4 bien ' )
xal uy 22 '
T + b2 + & =1

350.  Conociendo la posicion y magnitud de dos de los fres
gjes del elipsvide y un punto de sw superficie , delerminar el pla—
no langenle & esto super ficie en dicho punlo; estando construido J
no d elipsoide (a). _

Sean ¢ y & los semi-¢jes conocides: haciendo gy==0,
z==0 en la ccuacion dcl plano tangente, en cuyo caso # es
la ordenada del punte en que la elipse corta al eje O,

' & ?
—

tendremos

= 1, ) EEZE,-
&%

Haciendo #==0, z=0 en la misma ecuacion, en cuyo
caso la y serd la ordenada del punto en que el elipsoide cor—
: o e :
bi

B . _
Estos, dos puntos y el de contacto (¥,y’,2") determinan la
posicion del plano tangente

ta ai eje Oy, tendremos Wo=1, ¢ y:—?f

{2} Tos delos ejes, 22 y 25 por ejemplo, y ol punto (2',p",2) de la
superficic baslan para que el elipsoide quede determinado; pues el ter-
cer éje se deduce deé la ecuacion : _

'yt 2 1
7t

27
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381, Desde un punto dodo (2,8, y) tivar un plano langenie
al elipsoide, conociendo lu magnitud y posicion de sus lres ejes;
estando consirwido 6 no dicho elipsoide. '
La ecuacion de! plano langenie al elipsoide cs
aw oy &2 L.
= T

o? b2 o2 ?
por hallarse el puato {, 8, 1) en este plano, es
’ a0 1
i 8y vz .
_271!” Li I~ g Zl [’l]}
@ b et

primera ecuacion con las inebgnitas o',y 2. La segunda
ecuacion es evidentemente

Prs y?i '
’T+ 5 + = i.
I b? ¢

Como estas dos ecuaciones tenen tres incignilas, el pro-
blema tendri, siendo posible, infinitas soluciones,

Hallemos ahota las ecuaciones de la curva de contacto
del cono formado per las infinitas fangenies al elipsoide, tira-
das desde el puato (2,6,7).

&1 consideramos como variables & las coordenadas ',y .5’
en la ccuacion [1]; y pata mayor claridad quitamos los
acentos 4 estas variables, la ccoacion que resulta

»
wp oy vz .
e 2+”‘z‘$""'[?’]
a* 7 ¢

representa, como gue es de primer grado, un plazo; lag coorde-
nadas #/, 1/, 2’ del punto de contacto de cualquiera de las re-
feridas tangenies satisfacen 4 esfa ecuacion, puesto que 1cem-
plazando las variables @,y.2 porlas codrdenadas ®,y' 2, 1esul-
tala igualdad cierta [1]. Por consiguiente las coordenadas de
cualquiera de los puslos de la curva de contacto del cono con
el elipsoide satisfacen 4 la ecuacion [2] del plano; lnego esie
plano contiene enteramente & dicha curva de cenlacto, luego
esta curva es plana, y queda determinada por la ecuacion [2]
y por la del elipsoide

w? F,y‘z : zﬂ——‘l
R

v pot lo mismo se pudieran ahora hallar dos de las proyec—
ciones de dicha curva | 275 1.
352, Tirar paralelamente d wn jlano dudo un plano tan-
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gende al elipsoide, conociendo la magnitud y posicion de sus tres
gjes, y estando construido & no el elipsoide.
Llamando &', %', 2’ 4 las coordenadas incognitas del punio
de contactoe, Ia ecuacion del plano tangente es
' v | 27 14
T =

a .
sea Ax-- By + Cz2--D==0 la ecuacion del plano dado; co-
mo los dos planos 1epresentadns por estas dos ecuaciones de-
ben ser paralelos, tend1?1n0§ 1300 ]
3
A:Br;;x_;'y_, AG:: ——i

at 0 @t et
Por corresponder el punto (afc',y’ 22 a elipsoide, es

i3 2 2
wz + yz + z-z =1.

: @ b e

Tenemos ya lags ties ecunaciones con las tres incbgni-
fas o'y, 2.

Para hallar los valores de estas tres incognitas, eliminare~
mos primeiamente y’,z’, para lo cnal despejaremos estas dos
incognitas en las dos primeras ecuaciones, y sustituiremos sus
valores en la tercera ecuacion, y resultard

‘ EU
= 5
-V At L B+ O
2
¥ pot consiguiente y'— By ,
' VA2t L Bt O
] Ce?

Pl —

==V A%t |- B - €
Como estos valoies de las coordenadas del punto de con-
tacto son dobles, v se difercncian dos 4 dos en el signo, se in-
fiere que el problema tiene dos soluciones, ¥ que los dos pun-
tos de contacto estaran en los dos estremos de un mismo did—
metro () del elipsoide.

Anticoro £.°
Planos diemetrales y didmetr os conjugados del elipsoide.

353. La ecuacion geneial del plane diametial de las su-~
peificies de segundo 6eden es

{a) Didmetro de una supeificie de segundo éxden es todo didmetro
de sus secciones diametirales.
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| foxmtfyxntfi=0,
siendo.m y n los coeficientes angulares de las proyecoiones de
las cuerdas bisecadas sobie los plancs «z, ¥z. ,
Para hallar la ecuacion del plano diametral del elipsoide,
sustituiremos los valores que en laeenacion ordinaria de esta
“superficie tienen tas tres derivadhs parciates ', , 'y, 'z, que son:
f’ = 2z . fﬂ: Qy 5 f’z:._a%’.—
g @t Y b? ¢
y por tanlo la ecuacion de cualquier plano diametral det elip-
. : 0 7y z
I I 1. JUNENY o
soide es p R =1
ya se sabe que m y n son las fangentes de los angulos que
forman con el eje 0z las proyecciones sobre los planos a2z,
yz de cualquiera de las cuerdas del sisterna bisecado por el
plano diametral.

354 Segun esta ecuacion, todos los plauos diametrales
del elipsoide pasan por el centro de esta supetficie; y at con-
trario todo plano que pasu por el centro del elipsoide, es un plano
diametral. ) :

En cfecto, la ecuacion de todo plano que pasa por el cen-
tro del elipsoide, origen actual de las conrdenadas, es
z=po+qy.. {11,
v la ecuacion del plano diametral del elipsoide nos da
me? ne*
=g T Yoo [2].
Igualemos los coeficientes de @ € y en esias dos ecuacio-

atp bq
nes, en CUYo caso $e1an m=—-———, N==—-75" " teniendo
: ¢ ¢

>

m y n estos valores posibles, las dos ecuaciones [1] v [2] se-
yAn idénticas, y por lante representaiin un mismo plane; y
pues el plano vepregentado por la ecuacion [2] es un plano
diametral, tambicn el plano representado por la ecnacion [11,
esto es un plano cualquicia que pasa pat el centro del elipsoi-
de, es un plano diametial.
© B33, Se Naman didmetros de una superficie de segundo
6rden los diamelros de sus secciones diametrales.

Fig. 8&.  El plano PR tangents en el estremo M de un did-
meiro MN del elipsoide es paralelo al plano diametral AB que bi-
seca todus las cuerdus paralelos & dicho didmetro MN.
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En efecto, siendo 2==mz, y==nz las ecuaciones del dii~
metro MN, y llamando #',3',%" 4 las cordenadas del punto M, .
: : + ; o
tendremos x'=mz', y'=nz’, de donde m»—_:ir , n:-i-: la

7

&

ecuacion del plano diametral AB, que biseca 4 todas las cuer-
das paralelas al didmetro MN, es
' L i z
—+ Y L 2=,
a R
% poniendo en lugar de sy nsus valores, la ecuacien de dicho
plano diamets al setd s
- mw, yy; : zz’f

e 0

b ’
La ecuacion del plano PR tangente al elipsoide en el panto

=
ot ' ol
M es 2E LW Ly

los coeficientes de x,y,7 en esta ecuacion y en la del plano
diametral son proporcionales; luego estos planos son para-
telos [500, Teor. recip.i.

556. Llamanse diametyos conjugados en las superficies de
segundo drden tres difmetros, dos de los cuales son conjuga~
dos en la seceion diametral que pasa por elies, v el tercero es
paralelo al sistema de cuerdas bisecadas por dicha seccion dia~
meiral, : :

Segun esto, las superficies de segundo diden que no tienen
centro, no pueden tener didmelros conjugados.

Fig. 55. Sea la elipse ABED una seccion diametral cual-
quiera del elipsoide, OA=d', O0B==}' dos semididmetios con—
jugades de 1a misma, y OC==¢' el semididmelro paralelo al sis-
tema de cuerdas bisecadas pot la seccion ABED: los tres se—
mididmetros OA, OB v OC forman ua sistema conjugado, se-
gun la definicion de didmetros conjugados.

559, Tomando estas tres reclas prolongadas indefinida—
mente por ejes de coordenadas, hallemos la ecuacion del elip-
soide. ' '

Observemos en primer lugar que 4 cada par de valores de
@ & 3 corresponden dos de z, iguales y de signo contratio; lue—
go Ta ecuacion, que ya se sabe es de segundo grado, debe con-
tener un término en 2> y ninguno en z. La misma ecuacion,
por hallarse el origen en el centro, no puede contener térnii~
nos lineales; y por tanto tendrd Ia forma

v
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Ag* L AN A28 L By D=0
Mas los difmetros Oz, Oy son conjugados en Ia elipse
ABED ; y como haciendo z=0, la ecuacion de la elipse
ABED debe tener la forma My* - Na® 4 P—=0, se14 B=0; y
por tanto la ecuacion del elipsoide con respecio 4 un sistema
de didmetros conjugados tiene la forma
AL AP A2 D=0 ... [1].
Introduzeamos ahora en esta ecuacion los semididmetros
conjugados o' ,b ¢, ,
Haciendo en dicha ecuacion y==0, 2==0, es x =q; y por
consiguiente  Aa”* D=0, A=——..
- a
Haciendo 2 =0, z==0, es y==0; lnego
. D
. Bb2‘—!-D:OJ B:—‘b—f?é»
Haciendo =0, z=0, es 2 =¢'; y por tanto
Cc? + =0, {= -—-—%—Z.
£
Sustituyendo estos valores en la ecuacion [1], y suprimien-
do el factor comun D, la ecnacion del elipsoide serd
z? iy 2 1
e + A + gz T
Nora. De esta ecuacion se infiere que dos didmetios cna-
lesquiera de los tres conjugados del elipsoide son conjugados en
la elipse diametral que pasa por los dos. Asi, por ejemplo, los
didmetros Oy, Oz son conjugados en la elipse que pasa por am-
bos; pues haciendo =0, la ecnacion de esia elipse es
y o, 2
—t

bm GTZ

=1, lo que prueba que ¥ y ¢' son semi-didme-

tros conjugados en esta elipse. B

358.  No hay en el elipsoide mas sistema rectongulor de did—
meti 05 conjugados que el sistema de sus tres ejes.

Fig. 56.  Sean Ox, Oy, 0z los ejes de! elipsoide prolongados
indefinidamente, los cuales forman evidentemente un sistema
reclangular de didmetros conjugados: en la elipse principal que
se halla en el plano 2y, ¢ cuyos semiejes son ¢ y b, hay una
infinidad de pares de didmefros conjugados, pero solo el sistema
Oz, Oy de sus ejes es rectangular. Por consiguiente cualguier
sislema de didmetros conjugados diferente del Oz, Oy, Oz, tal
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como 0%, Oy, 07, de los que Ox', Oy’ se hallan en la elipse
principal @y, serd un sistema oblicuangulo. '

Consideremos ahora un sistema de didmetios conjugados,
tal que los 0,0y se hallen fuera el plano ay: el tercer
didmetro conjugadn 0z' no padra coincidir con el Oz ; pues si
coincidicse, el sistema de cuerdas paralelas & Oz lendria dos
planos diametrales que las dividirian en dos paites iguales; y
ya hemos visto que, dada la direccion de un sistema de cuer-
das paralelas, no hay mas que un solo plano diametial que las
biseque. Sean w=—mz, y—=1z las ccuaciones del diamciro Oz
con Tespecto 4 los tes ejes Oz,0y,0z del elipsoide; las tangen-
tes trigonométricas m v n scran cantidades finitas y diferentes
de 0 Ya ccuacion del plano diametral que pasa por las reclas

02, Oy . el cual biseca (segun la definicion de didmetroscon-

jugados del elipsoide) 4 todas las cuerdas paralelas & 0z, sera

me iy n t 0
&2 [ji 62 .
Si este plano es perpendicular 4 la tecta O2f, se verifica-
»2

{ e

; . n -
14n Jas relaciones — —==m, b—°:n [8071; ycomo m y n
a

son cantidades finitas y diferentes de 0, setd a==c=—"5, es de-
cir, que la supetficie dehe ser nna esfera.

Queda, pues, demostrado que en el elipsoide general no
hay mas sistema yectanguiar de didmetios conjugades que el
sistema de los ejes.

Nors. Si el elipsoide faese de revolucion, tomando por eje
de las 7 el eje de revolucion prolongade indefinidamente, la
interseccion del plano zy con la superficic esel ecuador [2921;
v como dos didmetros conjugados cualesquiera de o cirealo
forman 4ngulo 1eclo, se infiere que en cl elipsoide de revolu—
cion, prolongado 6 aplanado, hay una infinidad deo sistemas
rectangalares de didmelros conjugados, de todos log cuales
forma parte el eje de revolucion, v los otros dos son dos cua-
lesquiera didmelros conjugados del ectador. '

559. Teorema. Siendo a, b, ¢ los semigjes de un elipsoide,
y al,b,c tres semididmelr s conjugados . es

) a® - b2'+02:a’2+br2+c’2.

Fig B7. Sean 0A——q, 0B==b, Ol==c¢ los lres semidid—
metros principales del elipsoide, v OAB la clipse principal,
cuyos serriejes son o y b:sea OA4'B’ otra elipse cualquiera que
pasa por el centro del elipsoide; 04'=4', 0B'==1" dos semi-

A
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didmetros conjugados de dicha elipse, y 0G'=—¢' el tercer se-
midiametro conjugado de los dos o y b sea OA"==¢" la in-
terseccion de los dos planos de las dos clipses 0AB y OA'B,
OB"==¥" el semididmetro conjugado de OA" en la elipse prin-
cipal OAA”BB", OB"=}" et semididmetro de Ia otra elipse,
conjugado de 04",
Tenemos desde luego {135, Tear, 1.
a¥ b =g p 1],
_a”l—i_ bmg:alfz +b’3 " ‘{2] ]
Observemos ahora que 0A” es conjugado de OB”y OC, y
tambien de OB” y OC' [357, Notu]; luego estas cuatro rectas
estdn en el plano diametial que biseca las cuerdas paralelas &
OA”; Inego en la elipse 0C'CB"B", que las contiene, sera
: B2t =p" 4% (3],
Sumando ordenadamente las tres igualdades (1], (21 v [31,
resulta N e A
360. Teotema. Bl voldmen del paraleleptpedo oblicudngulo
construido sobre los tres semididmetr os conjugados de un elipsoide
es igual al del povalelepipedo rectdngulo construido sobre los iy es
semiejes. _

Haciendo las mismas construcciones que en el teorema an-
terior, y llamando P al volamen del paralelepipedo construi-~
do sobre los tres semniejes a, b, ¢ del elipsoide, P’ al del cons—
truido sobre los tres semididmetros conjugados &', ¥, o/, PV
al del paralelepipedo construido sobre los semid idmetros con-
jugados &, 5", ¢, y P al del constiuido sobie los semididme-
tros conjugados o', 5", ¢'; tendremos en primer lugar P=p",
puesto que estos dos paralelepipedos tienen bases equivalen—
tes, las cuales son los paralelbgramos constrnidos sobre los se-
miejes OA y OB, y sobre los semididmetros conjugados OA"” y
OB” [155, Teor 2.°]; v su altwia comun es OC. _ ‘

Tenemos ahora P"=P”, puesto que ambos paialelepipe-
dos tienen por bases los paralelégramos equivalentes construyi-
dos sobre los semi-didmetros conjugades OB” y OC,0B" y
0C de la misma elipse C“CB”B”, v su altura comun es la
perpendicular bajada desde el punto 4 al plano de esta elip-
se. Por Gllimo P"==P', puesto que sus bases son los dos pa-
1alelogramos equivalentes construidos sobre los semi- didme-
tros conjugados 04" y OB”, 0A’ y OB, v su altura comun
es la perpendicular bajada desde el punto ¢’ al plano 4’4" B'B”:
fuegoy P==pP"
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CAPITULD V,
Teoria del hiperboloide de uno hoja.

Articuio £°
Forma del hiperboloide de une hoja.

561. Sabemos que la ecuacion del hiperboloide de una
hoja, referido 4 sus ties ejes prolongados indefinidamente , €s
L A
wrE T
de la cnal vamos 4 deducir la forma de esta superficie , aun-
gue la-conocemos ya por la generacion de la misma [284].
Cortemos en primer lugar esta supetficie por medio de los
tres planos coordenados, haciendo sucesivamente z==0, y==0,
z=f0), vy resultardn las ttes curvas, cuyas ectaciones 1espec~
tivas son
yz. z2 ) 22 a2 yz )
o=l go=b gt
las dos piimeras representan dos hipérbolas cuyos semi-ejes
ptimercs y segundos son respectivamente b y ¢, 2 Y £3 la ter-
cera representa una elipse cuyos semi-ejes son o y b. Estas
dos hipérbolas y esta elipse son las ties secciones principales
.del'hiperboloide.
o ab

ora esta superficie por planos paralelos al zy:
1a ecnacion de la proyeccion de cualguie-
celones serd
3.'52 2 .{2
o A
y pues, por ser cl plano secante paralelo al zy, la proyec-
cion es idéntica & la inlerseccion, se infiere que cortendo el
hiperboloide por planos patalelos al zy, y i igual distancia de
este , las intersceciones son idénticas: luego el hiperboleide
de una hoja es una supeificie siméliica respecto de la elipse
principal del plano zy.

La ecuacion que acabamns de hallar de la inierseccion,
puede escribitse &si:

2
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segun Ia cual vemos que los semi-ejes de la interseecion son

i b . , .
Vet , —Veyt, los cuales van creciendo & medida
¢ ¢ :

que crece y, y son evidenternente proporcionales 4 los semi-
ejes @ y b de la elipse principal del plano ay: luego la elipse
principal del plano a2y es la menor de todos las clipses que
resullan cortando el hiperboloide de una hoja por planos pa-
talelos al zy; y todas las referidas elipses son semejantes. La
elipse piincipal del plano sy se llama elipse de yarganta.
Cortemos el hiperboloide por planos paralelos al yz: ha-
gamos para esto x === las couaciones de las dos proyec—
ciones de la interseccion sobie el plans yz serdn una misma,
& saber:
2 2 2
¥ 2 =12
bi c‘.’ 2
Biz<a, csla ecuacion represenia una hipérbola, cuyo eje
primero estd lomado sobie el eje Oy, y por consiguiente las
dos hipéiholas idénticas 4 la proveccion, & idénticas entre sf,
tienen srs ejes primeros paralelos al Oy. 8i a=—a, cada una
do csias dos secciones se 1educe 4 dos lneas rectas que se
cruzan en los véitices de la elipse de garganta. Sia > ¢ escri-
biremos fa ecuacion [1] de este otro modo '
:52 y2 Of.2

—— ],
bh? a?

62

ecuacion que tepresenta una hipérbola cuyo eje primero estd
tomado sobie el Oz, y por consiguiento las dos hipéibolas
idénlicas & la piayeceion, & idénticas entre sf, tienen sus ejes
primeros paralelos al eje Oz; lo contrario de lo que sucede
cuando « < ¢,

Resultados andlogos 4 los que acabamos de obtener en €l
caso anterior, hallarfamos si cortdsemos el hiperbeloide por
planos paralelos al xz.

Artooo 2.0

Secciones civeulares del haper boloide de una foju.

362. Por un cloulo idéntico al que hicimos ¢n el caso del
elipsoide, para hailat la posicion de los planos secantes, que
pasando poi el centro, producen ciiculos por intersecciones,
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se hallard ahora que la interseccion del plano que pasa por el
el centro con el elipsoide, serd un eoirenlo, st 9=0, v

¢, fa* —0 .

ggezi.#\/—gﬁ——?; lo que nos dice que en el hiperboloide
b P4

de una Tojo hay dos planes que pasan poy el eje mayor de Lo elip-

se de garganta y cuyas fuler secciones con ln super ficie producen

cir culos.

Ahora se demostiara, coms en ¢l caso del elipsoide, que
los plancs paralelos & aguellos dos cortan tambien al hiperbo-
loide por circulos; luego e el hiperbsloide de une hoja erisien,
asi como én el elipsoide, dos series de planos paralelos, cuyas -
et seccianes con la super ficie son elralos

Si el hiperboloide de una heja fuese de 1evolucion, es de-
dir, sl a==b, seria =0, tgo="0: luego el hiperboloide de
revolucion de una hoja no tiene mas gue una séric de planos
paialelos, cuyas intersecciones con la saperficie sean circulos;
y son todos los planos paralelos al eirculo de garganta.

Anricuro. 8.°
Planos fangentes al hiperboloide de ung hoja.

56%.  Del mismo modo que en ¢l clipsoide se hallard, que
la ecuacion del plano tangenic al hiperboloide de una hoja es
z! vy’ 23’
po -+ 75 po i.
56k, Conociendo lo posicion y magnitud de los ejes del hiper -
boloide de una hoja, y un punlo de su super ficie, tirayle wi plano
tangenie; estando constyuida ¢ no el hiper bolotde.
Se resuelve este problema del mismo modo que su andlo—
go del elipsoide.
564 Desde un punto (o, 8, 1) tiray un plano tangente al hiper-
boloide de une hoja, conociendo o posicion y wmagiitud de los ejes.
Las ecuaciones para hallar las coordenadas ',y 2 del
punto de contacto, son

AR B
:]3’2 - .__yr._2 . 2,’”' e ’!
@ R ¢ ‘

Siendo dos las ecnaciones y tres las incognitas, el problema
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es indeterminado, es decir, que desde un punto dado se ptie-
dan tirar al hiperboloide de una hoja una infinidad de planes
tangenies. )

365.  Tirar un plano tangente ol hiperholoide de una hoja,
que sea paralelo & un plano dado, conociendo lo posicion y inag-
nitud de los tres efes del hiperboloide. S

Idéntica resolucion & la del problema andloge del elip—
soide, ' -

ARucuio 4.°

Planos diametrales y didmety os confugados del hiperboloide de
una hoja.

366. Por la regla general [338] hallaremes que la ecuna-
cion de un plano diametral del hipeiboloide de una haja, pla-
no diametral que biseca al sistema de euerdas paralelas 4 la
T=mr +a, y=—nz 18, cs

me ny z

a* F R =0
la cual puede hallarse direclamente signiendo el nfismo mé-
todo que en el caso general [358]. :

367.  El plano tangente en el estremo de un didmetro del hi-
perboloide de una hoja es parolelo al plano digmen al que biseca
lodas las cuerdas paralelas & dicho didmetro,

Como en el elipsoide .

568. Del mismo modo que en el elipsoide se hallard que
la ecuacion del hiperboloide de una hoja con respecto 4 un
sistema de didmetios conjugades es

x? yi z2

ik + TET
de la cual resulta que dos didmetros cudlesquiera de los tres con-
jugades son didmetros conjugados de la seceion divmetral que pa-
s¢ por los dos. -

Nota.  Compaiando esta ecuacion con la del elipsoide re-
ferido & un sisteina de didmetros conjugados, se ve que Anica-
mente se difesencian en el signo de ¢2; luego las propiedades
del hiperboloide en las que entre ¢, ¢, pueden dedacirse del

las analogas del elipsoide cambiando 1espectivamente ¢ en
—— i ——
&1y eneV—1

=1,
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360, No hay en &l hiper boloide de una hojo mas sistema vec-
angular de didmetios conjugados que ¢l sislema de sus fres ejes.
Como en el elipsoide. ‘
Segun la nota del nitmeto 56 -, lendremos estos dos leo—
1emas. i ‘
1.0 Siendo a,b,c los semi-ejes del hiperboloide, y a' v ¢’ un
sistema de semi—didmetyos conjugados, es
. . aﬂ'+}J2_02:a’2 _J:__ b!2_0f2
9.0 El polamen del paralelepipedo consirurdo sobre los semi-
didemetros conjugados det hipet boloide dé una hoja es tgual al del
construido subre sus semi-cjes. ’

Asricmo 5.0

Cono asintdtico del hiperboloile de una hoja.

=70, Hallar la ecuacion del cono cuyo vértice sea el centro del
hiperboloide de una hoja, y cuya direciriz sea wna elipse igual y
paralela 4 la de gargenta, tentendo esta directyiz su cenlro en el
esiremo C del sequndo eje de lus dos hipérbolas pyincipoles.

Fig. 58 Tomemos poi ejes de eoordenadas ol sistema si-
guiente de didmetros conjugados: el eje segundo comun de
Jas dos hipérbolas principales per eje Oz, y por ejes Oz, Oy un
sistema cualquiera de didmetros conjugados de la elipse de
garganla; y sigamos el método general esplicado en [281].

Las ecuaciones de la directtiz MNP son
% 2
—a‘rg— + __bgré—:i: Tt
Sean &',y ,¢ las coordenadas del punto M en que una ge—
neralriz cualquiera OMG encaentia & la ditectriz; tendremoy
por consiguiente entre 7' éy' la relacion :
. m"! . y’2 .
— e
@ b _
Las ecuaciones de la generatriz OMG,fque pasa poi los des
!

B

puntos 0 y M, serdn (275, 2.7] Tﬂ%— z, Y= y,l' z.

Eliminando enire estas lres ecuaciones las dos variables
&', ¥, resulta la ecuacion

2
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que nos da la relacion enlie lag coordenadas =, »% de un pun~
to cualquiera de una generatiiz cualquiera del cono; es decir,
que esta ecuacion es la del cono. ' -

371. Vamos ahora 4 demostrar que la supeificie de este
cono va acercandose coniinnamente 4 la del hiperholoide, &
medida que los puntos de ambas superficies se alejan del cen-
tro; que puede acercaise cuanio se quiera, pero gue nunca la
alcanza: pet cuya propiedad este cono se lama cono asintosi-
o del hipetboloide.

Fig 9. Cortemos el hipetboloide por un plano 2=y, es
decir, por un plano patalelo at zy; la interseccion, sabemos,
serd una elipse P, cuya ecuacion, 6 mas bien la de sy pro-
yeccion sobre el plano xzy, es

]
& L y2 o 72 41,
ot R &
El mismo plano corta al cono por una elipse ¥N, cuya
proyeccion sobre el plano sy, idéntica 4 esta elipse, tienc por

2 2 2
: & ¥ ¥
-ecuacion o + R
Los semi-ejes de la primera de estas dos elipses son
t

FE ! e
& VeLe, %\/ *46%, ¥ los de la segunda Lt , b—{ la dife-
c € ¢

rencia entre los semi-ejes respeclivos. es \/‘{'+E'—"‘f s
: ¢

y
4

(\/72 +c“-—-y). La primera de estas dos diferencias pue-

! 2 1
. . e a'c
de escribiise asi: —  —— =y la e~
- e
©OVEEFy VR Ry
. s ble . , .
gunda serd ignalmente ———“—— . Ahora bien, & medida

Viee oy ,
que v va creciendo, estas diferencias van disminayendo; y
cieciendo v suficientemente, pueden liegar 4 ser menoies que
cualquiera cantidad por pequefia que sea; pero no se reducen
aunca & cero, pues para esto seria preciso que y—co. Queda
asi demostiado que las dos elipses que 1esultan cortando ¢l hi-
petboloide y el cono por un plane paialeio al xy, pueden le~
gar 4 distar entre sf fan poco como se quiera, alejandose su-
ficientemente el plano secante del plano y; luego la superfi-
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cie del cono puede acercarse & Ja del hipetboloide tanto como
se quieia.

Ariicuio 6.°
Secciones vectilineas del heperboloide de una hojo.

374, Fig. 60. Por cada punio M de lo elipse de garganta
pasan dos 1eclas MP, WP .sitz’mda.s entergmente en el hiperboloide,
y respectivamente paralelas 4 dos generatrices opuesias del cono
GSINLGHCE.

Tiemos el semididmelio MO=a"y su conjugado ON=b',
y tomemos por ejes de cootdenadas los tres diametios conju-—
gados 0M, ON v 0C==c¢ piolongades indefinidamente: la
ecuacion del hiperboloide serd

mi yz ZE
atETE

La ecuacion del plano tangente al hiperboloide en el cs-
remo M de! semidiametio OM es z==4a', pueslo que dicho
plano tangenic es paralelo al diametzal g0z [367]; ecuacton
que tambien es fa.il hatlar dieciamente; igualando coorde—
nadas entic cstas des ecuaciones, 1esalla

7 2 z‘l : !

Lo L=, 0y== s,
es decir, que la proyeccion (sobre el plano 4z) de la intersec-
cion del plano tangentc con el hipeibeloide se reduce & dos
lineas rectas OG y 0G': mas siendo el plano tangente parale-
lo al yz, la inlerscecion s déntica & la proyeccion sobre el
mismo plano yz; luego por un panto cualquiera ¥ de la elip-
se de gargania pasan dos icctas MP, MP' siluadas entera-
mente sobre el hiperboloide.

Para demostiar ahora que dichas dos iectas P y MP son
respectivamente paralelas & dos generaliices opuestas del cono
asintbtico, escribamos la.ecuacion de esie cono, que es

’ a? ‘ yz z‘a —0

o T e Y
¥ coytenios su supcificic por el plano yz, cuya ccuacion es

x-—=0: la ecuacion de la interseccion 5614
2 : 7

b2 e ¢
Estas dos ecuaciones son las mismas que las de las reclas 0Gy
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0G'; por lo tanto 0G y OG' son dos generatrices opuestas del
cono asintftico: ya bemos visto que dos tectas MP y MP' son
paralelas 4 las dos generaltices 04 v 06, ‘

Noia. -1 Obsérvese que el plano tangente MPP', que
contiene 4 las dos rectas MP y MP', es perpendicular al ay,
puesto que es paralelo al yz: luego las proyecciones, sobre el
plano ay, de dichas dos rectas MP, MP' coinciditdan eon la
tangente THM 4 fa elipse de garganta.

Nora 2.* 8i por cada punto M de la elipse de garganta se
levanta una petpendicular Mz’ al plano de la elipse, 6 parale-
fa al eje Oz, serdn igoales los dos angulos PMz' y P'M: que
forman con esta paralela las partes superiores de las dos rec-
tas del hiperboloide que pasan por el punto M ; porque dichos
dos dngulos son iguales & los angulos GOz, G'0z, v estos son
iguales entre si, segun lo manifiestan las ecuaciones y=

! 5 ;
-_b—z, y:‘——-!)-—z de Ias rectas 0G v OG' ; pues v es la
¢ ¢ :

G
. b .
tangente del angulo GOz, y — la tangente del dngulo

que la prolongacion de la 0G', en sentido conbiario al que tie—

;

ne, forma con la parte 0z positiva de este eje; v por lanlo —
¢

es la tangente del dngulo G'0z.

- Estos dos dngulos PMz', P'M7’, como se ve, estdn situa~
dos & diferente fado de la perpendicular Mz'. Por consiguiente
en el hiperboloide de una hojo hay dos sistemas de rectas; las del
primier sistema forman dngulos agudos con las poralelas ol gje 0z
en el sentido que indica lo flecha, y las del segundo en el sentido
Conlrario.

372. Fig 61. Por cada punio M del hipeiboloide de una
foja pasan dos rectas de difer enie sistems.

Desde el punto M bajemos la perpendicular M4 al plano
de la elipse de garganta: el pie 4 de esta perpendicular es—
{ard evidentemente fucra de dicha elipse; y por lanto desde él
se podian tirar & la elipse BC dos langenies AB v AC. Tire~
mos ahora pot Jos puntos B y € dos planos tangentes al hiper-
boloide: estos planos pasatdn por las tangentes ABy AC [329,
alfin], y conlendrdn 4 la perpendicular AF, por ser los dos
perpendiculaies al plano de 1a ¢lipse de garganta [371, No-
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ta 1.%1; luego la perpendicular AF al plano OBC serd la in-
terseccion de ambos planos langentes. Kl plano tangente BAFR
coita al hipeiboloide por las dos rectas BD y BD' de dife~
rente sistema; la BD' debe encontiar 4 la AF, puesto que el
dngulo D'BA es agudo, v que Jas dos se hallan en el plano
tangente DBA; v como esta recta BI' liene todos sus puntos
en la superficie, encontiard & la FA en el punio M, Gnico que
esta recla tiene comun con la superficie por la parle superior
de la clipse de gargania. '
(Queda, pues, demostrado que por un punto cualquiera M
del hiperboleide de una hoja pasa una rectd de un sistema.
Del mismo modo se hace ver gue 1a recta CF del otro sistema
pasa tambien por el punto Af. _
Corolario:  Las dos vecfas que pasan por un punto cualquiera
del hiper boloide determinan el plano tangente 4 lo superficie en di-
cho punto; puesto que estas dos reetas pueden considerarse co-
mo tangentes 4 si mismas. )
375. Fig 61. Dosrectus CE y BD de un mismo séstema
00 ge encuentran ni son puralelas. ' :
Por los puntos B y C tiremos las langentes BA y CAdla
elipse BC de garganta, y por el punto 4, en que se encuen—
tran, levanlemos la MM perpendicular al plane de esta curva;
dicha perpendicular encontrard al hiperboloide en los dos pun-
tos M v M’ equidistantes del mismo plano. Ahora se demos-
frard, del mismo modo que en el teorema anterior, que la
tecta CE encuenira a la AFen el punto M, yque la BD la
cncuentra en el punto M. Esto supuesto, los dos planos tan—
gentes, en que se hallan las dos rectas CE y BD, no tienen
mas puntos comunes que los de su interseccion MM', y como
las dos tectas CE y BD no pueden encontrar & dicha intersec-
cion MM mas que en los puntos M y M', se infiere que estas
dos rectas no pueden encontrarse
Probemos ahora que las dos rectas CE v BD del mismo
sistema no pueden ser paralelas
Sahemos que las dos rectas CE y BD son paralelas 4 dos
generatiices 0G y 0G' del cono asintdtico: luego si las dos
rectas CE y BD fuesen paralelas enlre i, sacarfamos en con—
secuencia que la 0G, paralela & la OF, seria fambien paralela
4 la BD; luego por el punto O se podiian tirar dos paralelas
0G v 0G' 4 la 1ecta CE; lo que es absurdo.
374 TFig. 61. Dosrectas CE y BD' de diferente sistema,
- 28
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que cortan & lu elipse de gargante en dos puntos Gy B no dig~
metralmente opueslos, se encuentyan.

Tiremos por los puntos € y B dos tanaentes CAy B A3 las
cuales 'se encontiardn, puesto que, segun ]a hipdtesi, los pun-
tos ¢y B'no son estiemos de un mismo didmelro de la elipse
de garganta; por el punto 4 de inletseqcion de dichas dos tan-
genles levanto una perpendicular 34 al pianoc de esta elipse,
la cual perpendicular eortard a ia parte supeiior del elipsoide
en un punto M, que digo es el de interseecion de las dos gene-
1attices CF y BI'. En efecto, Jos dos planos 1'BA y EC4 son
peipendiculares al de la ehpqc de gargania, y Elencn por in-
terseccion comun latecla MM'; el plano D'B4 cotta al hiper-
boleide por la reeta BD', la cual tiene que corfar a la recta
MM, y laha decoitar en el punto M, Gnico en quela FMM
corfa & la supertficie por la parte superior de la elipse de gai-
ganta. Del mismo modo se demuestia que la recta CE corta
4 la MM en el punto M; y por consiguiente las dos 1ectas CE
y BD" se encontraran.

5758, Fig, 62  Dosrectas CE y CE! de diferente. sistems
que cortan d la elipse ds gargania en dos punios Cy C' diome-
tralmente opuesios, son paralelas.

En efecto, tirando por el didmetro B0 conjugado del C¢F
y poi el eje Oz un plano, la recta OG, interseccion de dicho
plano con e! cono asintdtico, serd al mismeo tiempo paralela 4
las dos rectas de diferente sistema CEy €', segun se ha de-
mostrado en [371], y por tanto estas dos Tectas son paralelas
entre si.

276 Tes rectas del mismo sisieme wo . son paralelus 4 un
mismo plano. _

En efeeto, sidichas tres rectas, que: son paralelas 4 tres ge-
neratrices del cono asintdtico, fuesen paralelas 4 un plano P,
eslas tres generatrices del cono serian patalelas al mismo pla--
00 P; por consiguiente los dos planos que pasan por una de
eslas lres wene;atnces y las olias dos, serian paralelos al plano
P'; luego por un punto podiian pasar dos planos paralelos & un
fercero, lo que es absurdo.
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CAPITULO VI,

Teoria del hiper holoide de dos hojas.

Articune 1.°
Forma del hiperboloide de dos hojas.

%77. La ecuacion del hiperboloide de dos hojas con res--
pecto 4 sus tres ejes prolongados indefinidamente es
$2 y‘.’. z2 . i .
po - B - o
de la coal vamos,é deduciz la forma de esta superficie, aun-
que ya no es conocida, segun la definicion [296].
Coitemos en primer lugar dicha supetficie por los tres pla-
nos eoordenados, haciendo sacesivamente =0, y==0, z=0;
y 1esultan las ecuaciones de las ties secciones principales, &

y =
saber T T T
b ¢t ’
#  Z R
— ==t el ==t Tk

la primera de estas tres ecuaciones no representa nada, fa se-
gunda representa una hipéibola cuyo eje primero esta tomado
sobre el eje Oz y el segundo sobre el eje Oz; y la tercera
representa igualmente una hipéibola cuyo eje primero esta
tomado sobre el eje Oz y el segundo sobre el Oy.

Por consiguiente €] hiperboloide de dos hojas no tiene mas
que dos secciones principales, que son las dos hipérbolas re-
presentadas pot las dos ecuaclones [m] y [n].

Hagamos ahora ===k, es decir, cortemos el hiperboloide
por planos patalelos al y= y siluados & derecha é izquierda del
mismo plano; la proyeccion (sobre el plano yz) de la intersec-
cion serd _

' ¥ o LAY
: b ¢ a* -
Esta ‘ecuacion no representa nada, mientias el valor abso~
lato de « sea menot que a; es decir, que el plano paralelo al
yz no corta 2l hiperboeloide de dos hojas, mientrassu distancia
4 esle sea, 4 derecha 6 izquierda, menor que a
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Si el valor absoluto de « es ignal 4 a, la proyeceion de

e . . .8 z*
la interseccion tendrd por ecuacion _B/;. +

—=10, que re-
presenta un punlo y=1>0, z==0: luego las intersecciones, con
el hiperboloide de dos hojas, de dos planos patalelos al yz ¥
distantes de este la cantidad ¢ a deiecha & izquieida, son dos
puntos ¥==a,y=0, :=0; g==—a, y=0, z=—0; los cna-
fes son los estremos del ¢je 20.

9

. : i : &
Si el valor absoluto de « es mayor que a, serd - >1,¥

por consiguienie Ja pioyeccion de la inlerseceion e una
elipse; luego iambien la interseccion, idéntica 4 la proyec-
cion, es una ¢lipse: lo que demuestia que esta supei ficie cons-
ta de des hojas separadas por un cieito intervalo 2a.

A medida que el valor absoluto de « c1ece, los ejes de la
elipse interseccion van creciendo; pues si escribimos la ecua-
cion asi:

yz 22
2y 2 2-+2 2_;\22"
bla*—a®)  e*(a*—a?)

ot Y

se ve que los ejes de la elipse son L Ve —aty i Vot — g,
: o T a

los cuales evidentem-nte van ereciendo, & medida que crece
el valor absoluto de «; y pueden llegar 4 ser mayores que
cualquiera cantidad dada, creciendo « suficientemente. '

. . b
Todas estas elipses son semejantes, puesto que — Vo — g%
%

— \/a* ~a?: 1b 1 ¢; es decit quetienen sus ejes proporcionales,
p .

Observemos, ademas, que las elipses equidistantes; & de—
recha é izquierda, del plano yz son idénticas; luego las dos
hojas de que consla este hiperboloide, son simétricas.

Cortemos ahora el hiperboloide de dos hojas por planos
paralelos al 2z. Demos con este objeto 4 y ¢l valor =6, y 1e~
sultard que la ecuacion de la proyeccion de las dos intersee-

i : x2 22 g2
clones es —_— T:’i o
i € B?
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ecuacion de una hipérhola cuyo eje primero estd tomado so.
bie el Oz, v ¢} segundo sobre el 0z; y pues las dos infersee—
ciones con la superficie por los dos planos equidistantes del
7 lienen la misma proyeccion sobre este plano, se infiere
que dichas dos inletsecciones, idénticas & proyeccion, son
idénticas entre si. Luego el hiperboloide de dos lojas es una
supeificie simétiica respecto de la seccion principal zz.

Es facil demostrar que todas las hipérbolas que resultan
cortando el hiperboloide por planos paralelos & la scccion
principal 7z, son semejantes. , '

Del mismo modo se verd que el hipeiboloide de dos hojas
es una supetficie simétrica respecto de la seccion principal
oy, v que todas las hipéibolas que resulian cortando esta su-
perficie por planos paralelos al ry son semcjantes.

Asi queda suficientemente conocida la forma de esta su-
perficie.

Articoro 2.°
Secciones circulares.

578. Siendo la cenacion del hipetboloide de dos hojas
m'! y2. z‘_‘

S b ¢ ’
hallaremos como en el caso del elipsoide

2 2
cos o ==0, tge::‘:_c.\/w,.
' aV B —¢*
ecuaciones que determinan los dos dngulos ¢ y &, y por tank
la posicion del plano secante para que las intersecciones sean
cirenlos: luego existen dos posiciones del plano secanie al
hipetheleide de dos hojas, cuyas intersecciones con esta gu-
perficie son dos circulos.
Es menester observar que en este caso el plano secan-
te determinado por las ecuaciones '

a-b*
cos p=0, tgh=—=rk i\‘/“j___
_ @ bt —¢*
y que, pasa por ¢l centro, daria por intersecciones circulos
imaginarios, pues la ecuacion de lainterseccion es

o coste sen’e o) senqcos? 6 costecos’® sen®t
T Y - — =1,

@ b

q* b® et
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20 sen®f cosid | sentd

] mrg(cﬂ; +T) —J[- ?Irz( bgw—'_ o] )‘er =O:
ecuacion que no representa nada; 6 si se quicre, que repre-
senta an- cfrénlo de radio imaginario., : .

Por lo tanto para que el plano secante dé un circalo en
su interseecion  con el hiperboloide de dos hojas, es menester
que dicho. plano esié suficientemente lejano del centio; es
menester, en olros 1érminos, que sea en yealidad secante.
_ Ahora se demostrard como en [348], que existiendo dos
planos que cortando & esta superficie producen circulos, exis-
ten dos séries de planos que cortan & 1a superficie por eil-
culos.

5i el hipeiboloide de dos hojas fuese de 1evolucion, esto
es si fuese b==r, resultaiia tg0=—: luégo en el hiperboloide
de revolucion de dos hojas no bay mas que una série de pla-
nos secantes que corten & esta supeificie por circulos; y son
todos les paralelos al plano g2, que cortan 4 dicha superficic.

Amngcuro 3.°

Plunos tangentes, planos diametyoles y-ditanetros confuqudos del
iperboloide de. dos hojas.

379. La ecuacion del plano tangenic al hiperboloide de
pf 2! T
dos hojas es % — ‘z,ry_o -— z_za._ =1,
& b ¢
Pormedio de esta ecuacion se vesolveran los problemas
propuestos en el caso del elipsoide 6 hiperboloide de una hoja,
de nn modo andlogo al seguido en estas superficies
380, La ecuacien del plano diametral del hiperholoide de
dos hojas, siendo m y # las tangentes de los dngulos que for-
man con el eje Oz las proyceciones de las cuerdas paralelas
hisecadas por dicho didmetro, es
mr Ry z

a® b2 ¢ .
384.  El plano tangente en el estremo de un didimelro del hi-
- perboloide de dos hojas s paralelo al plano diatnetral que bisees
al sistema de cuerdus poralelos & dicho didmetro.
Como en ¢} elipsoide.
382 Del mismo moedo que en el elipsoide se hallard que

=1,
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1a ecwacion del hiperboloide de dos hojas con respecto 4 un
sistema de didmetros conjugados [350] es
: . xi y2 zE _{
o' B P _

dc la cual resulta que dos didmelr os cunlesyuder ¢ do los tres con-
jugados son didmetros. conjugados de-la seccion diamelral que pasi
por aquellos dos. '

Nora Comparando esta céuacion cen la del elipsoide re-
ferido tambien 4 un sistema de diametios conjugados, se ve
que para pasar de una 4 otra, no liay mas que mudar los sig--
nos de B2 y ¢ luego las propiedades del elipsoide en que en-
ttan ¢y b, ¢y b se aplicaran al hiperholoide de dos hojas cam-

biando ¢ en ¢/ —1, b en W1, ¢t en V=1, b en 6V —1.

383. No hay en el hiper boloide de dos hojas mas sistema rec-
fangular de didmetros conjugodos que el sislemu de sus tFes ejes.

Come en el elipseide.

38%  Segun la nofa del niimero 582, tendremos estos dos
teoremas:

1.° Siendo a, b, ¢ los semigjes del hiperboloide de dos hojas
y a', b, ¢ un sistema de semididmetr os conjugados, es

At bt =gt bt

a°  El poldmen del paralelepipedo consivuido sobre los semi—
didmetr os conjugados del Tiperboloide de una hoju es igual al del
ennsfruido sobre sus semiejes.

Arniceno £.°
Cono asintotico del hiper boloide de dos hojas.

%8S, Fig. 63. Hallur lo ecuacion del cono cuyo vérlice sed
el centro del hipey boloide de dos hojas, cuyn directr iz seq wng elip-
se PMN de gjes 2b y 20, paralela al plano yz, ¥ lo cuol lenga el
centro en el vértice A del hiperboloide.

Siguicndo el método [ 281 |, se hallard que la ecuacion
2 2z 2
de esie cono es -% — %——‘%z 0.

=86 Demostremos que este cono es asintdico del hiperbo—
loide de dos hojas, es decit que su superficie se acerca inde-
finidamente 4 la del hiperboloide. _

Cortemos el hiperboloide y el cono por un plano a===:



440 .
las proyecciones, sobre el plano yz, de las dos Intersecciones
3 23 ol ¥ 22 «2 -
—_— == T T
b? o* 2 ? JE }_ e? a2
Los somiejes de la primera de las dos elipses representa-
das por estas ecuaciones son

ryams yas,
a /2

serin

bo  ¢a . ! . .
¥ los de la segunda —, ~Z: Ias-diferencias respectivas son
: e g

%(a —V e ff‘), j—(ez——\/ 243 diferencias que, se de-
L a . X .

mostraié facilmente, ticnen por limite 0, aumentando « inde-
finidamente: luego las supetficies del hiperboloide y cono van
aproximéndose indefinidamente. '

CAPITULG VII.

Teoriy del poraboloide eliptico.
Armicoro 1.°
Forma del paraboloide elfptico.

587. La ecuacion de esta superficie es

y2 ZE

o o=,

Y
de la cual vamos & deducir la forma de esta superficie, aun-
que.nos. es suficienlemente conocida en virtud de su genera—
cion [2871].

Hagamos sucesivamente =0, y==0, 2= 0: las ecuacio-

nes, que resullan para las proyecciones de las respectivas
intersecciones, son: '

2 2
%“}“g}?:(}, que represeata un punto (0,0),

2% ==2p'z,  una parahola,
y*==2px, una parabola.
Luego el paraboloide eliptico tiene dos secciones pinci-
pales.




441
Demos & @ el valor =, y resullard la ecuacion de la pro-
yeccion de la interseceion
y?. 52 o . y2 ze

g b

ey | 5
2  2p 2pa

2p’ot
geuacion da una elipse cuyos semi-ejes son Vopa, V' 2p'a, se-
mi-ejes que van creciendo indefinidamente, creciendo inde-

finiddamente «, ¥ son propercionales 4 \/Qp y \/‘7?4}’:_ luego
{odas las elipses que van tesultando son semejantes.

Demos 4 y ¢l valor ==6, y sc verd facilmente, que las in-
tersecciones son paidbolas iguales a4 la seccion principal del
plano rz; & igualmente haciendo g=2y, resultardn paiébo-
las iguales 4 la principal del plano 2y Luego el paraboloide
elipiico es una superficie simétrica respecto de las dos pard-
bolas prineipales. :

388.  El paraboloide eliptico es wuw elipsoide cuyo cenlro se
ha alejado ol infinito; y tambien es un hiperboloide de dos hojas
cuyo centro seha algjedo al infintto.

1.° La ecuacion ordinaria del elipsoide es

¥ 2 3
wr =t
(5 b ¢
traslademos el origen al vériice izquierdo, quedando los ejes
paralelos 4 los primitivos, para lo cual, pondremos en vez de
& x—a, v la ecoacion del elipsoide serd en tal caso,

i y* z* 2z
- E —_— =1
_ b i ¢t @
hagamos b = " —y, v la ecuacion del elipsoide
t g
2 a2 2]
serd .22_. - i -+ _ZT — E.. ==,
, @ ap ap a ;
2 2 2
& AU MU P
@ ) P

Supongamaos ahora que @, b y ¢ vayan creciendo indefini-

damente, pero permaneciendo constantes py p': en el caso

en que e=ao, 6 en ¢l que el centro sealeje al infinito, esta

. . -yt 7 :

ecuacion se convierie en i~ 4- ——==1x, que és la del pa-
Zp :

iaboloide eliptico,
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2° La ecuacion ordinaria del hiperboloide de dos hojas es -
372 yZ zz . .
N R
tragladando el otigen al vértice derecho, como en el caso
anterior, la ecuacion del hiperboloide de  dos hojas sc1a

9

N 2

—¢ 0

= T BT

et B gt a

bE 2 , . ’
haciendo ahora — =p, — =, se14 dicha ecuacion.

. a a
P 2 P o
— L 9 =g,
¥ pasando al limite, la ecuacion serd
2 2
Yy 5

o T g =
“Ji . p
Arricoro 2.0

Secciones cureulares del pag aboloide elfplico.

389, Sustituyendo en la ecuacion del paraboloide eliptico
los valores de #, y, 2 dados pat las formulas [522] '
#=%" cosy + 2’ cos8senvy,
y=='seny —z' coslcosg,
z=—7'sen 6, -
resulia la ecuacion de la seccion del mismo plano secante
que pasa por el origen, 4 saber

@'*sen®o +Zrz(0032 ¢ cos? B __l_senz B) gy N g COS G 0SB
2p 2p 2" Y
+ Sat + T7'=0.

Para que esta ecuacion represente un eiicule, es menester que
$2n v coSq cos 6 =0,
sen’ ¢ cos®s cos®b | send
2 2 2p
La primera s¢ verifica en los tres casos siguientes: sen p==0,
COS‘?:Og cos8=20. .
Si sene=0, la segunda ecuacion nos daré

PL— ?”

P




543
§i cos =0, la segunda ecuacion s¢ convierle en

sen 0=\ / I
P
Si cos==0, la segunda ecuacion nos dara

v -

Supongames que p>p', esto es, que el paramslio de la
parabola principal del plano zy sca mayor que el de la pa1d-—
bola principal del plano xz: la solucion cosp=={, senf==

i : o _
\/ﬂ es la Ginica admisible; pues la terceya solucion cos®
r

=0, sen'g:\/ff 1o lo es, por ser seng > 1.
” :

Luego exsten en ¢ payaboloide eliptico dos planos que pa-
san por el eje Oy, langente & la por dbola principal de mayor pa~
Fdmely o, cuyas infer secciones cor esta super ficie son ciy culos.

Ahora se demostia1a, como en los casos andlogos de las
otras superficies; que todos los planos paraielos 4 los dos que
acabamos de determinar, producen circulos.

Si el pataboloide fuese de revolucion, esto es, si =,
seria cose=0, sen==1; y por consiguiente =90", 9=590°,
‘es decir que en estc caso no hay mas que una séiie de pla-
nos paralelos que corten al parabololde cireulai mente; y son to-
dos los perpendiculares al eje de revolucion. o

CAPITULO VL.

Tearin del paraboloide hiper bolico
Arifcoro 1.°
Forima del paiaboloide hiperbdlico.
390. TLa ecuacion del pataboloide hipe[bélicd 25
¥ z

2p 2
por medio de la cual vamos & detes minat la forma deesla su—
petficie, aunque nos es conocida por su generacion [288]



Y
Fig. 6k.  Hallemos en primer lugar las secciones princi-
pales. : i

Hago ==0, y resultard o ==& —ﬂ—, z, es decir, que el

: b

plano yz corta al parabeloide hiperbélico ‘por dos rectas
HL, 'L, que forman con el eje Oz, hicia difercnle lado de
este eje, dos dnguios iguales,

tagamos ahota y =0, y resultard z* = —~2p'z; luego la
~ interseccion es una parédbola POP' siluada en la region ne-
gativa. :
Hagamos, por tltimo, =0, y resultard ¥==2px, ecua—
cion de una pardbola Q0 situada en la region positiva.

Cortemos ahora la supeificie por planos paralelos 4 las
secciones prineipales.

Si damos & z el valor positivo OK ===, la ecuacion de la
proyeccion (sobre el plano yz) de 1a interseccion serd

7 52 P 22 .
N T % 05_'_—9 7 =1,
dp 21} .«pGﬂ -y

ecuacion que representa una hipérhola en que el eje prime-~
10 cstd tomado sobre el Oy, y el eje segundo sobie el Oz;
Juego la interseccion, idéntica 4 su proyeccion, es una hipér-
hola MONM'Q'N' cuyo eje primero (0" es paralelo al Oy, y
el segundo AR al Oz,

A medida que erece «, crecen los ejes de esta hipéibola,

pero siempre son proporcicnales 4 {7-1— s ¥ por tanto todas

B . A
estas hipéiholas son semejantes. A
Sidamos & x un valor negativo —0G= - =, la ecuacion
de la proyeccion (sobre el planc yz) de la interseccion seré
22 o 1
2’2 Apr

ecuacion de una hipérbola en que el eje transversal es el 0z;
luego ta interseccion es una hipérhola APBA’P'R' cuyo eje
primero PP es paralelo al Oz, y el segandn €& al Oy. Los
ejes de esta hipérbola Udn cieciendo & medida que crezea =,
pero siempre scrdn proporcionalesa \/ p” v Vo ; y por
tanto todas estas hipérbolas son semejantes entre si.

Bi cortamos el paraboloide hiperbélico por planes para-
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lefos & las dos parabolas principales, s¢ verd que las inter-
secciones son siempie idénticas 4 dichas pardbolas.
. Queda suficientemente determinada la forma del parabo-
loide hiperbdlico. '
391. Kl paraboloide hiperbolico es wun hiperboloide de una
hoja. cuyo centro se ha alejado ol infinits.
La ccnacion oidinasia del hiperboloide de una hoja es
$2 yﬂ zﬂ 1‘ .
af’. bB CZ
traslademos of origen al véitice izquierdo de la elipse de
garganla, quedando los ejes paialelos & los primitivos; y la
ecuacion del hiperboloide serd con respecto 4 los nuevos ejes
42 2 2
LY _E_2_
: a b B d e ’
y haciendo B2 ==agp, ¢*==bhp, sustituyendo, reduciende y pa-
sando al caso del limite, es decir, al caso.en que a=, fen
que el centro se ha alejado al infinito, resulta
o P
oy "oy T
a7 5
quc es la ceuacion del paraboloide hiperbélico.

Ariicoro 2.°
Secciones rectilineas del par aboloide hiper bélico.

392. Fig.65. Hallar lg ecuacion del paraboloide hiperboti-
co, tomando por ejes de las X, de las v, de lus z, el didmetro O0'x’
de la pavdbola principal 3y, lo tangente 0’y en su esiremo y la
perpendicular 02" al plano de ly misma pardbola.

Sean @, b y ¢ las coordenadas dei nuevo origen ( eon
1especto 4 los cjes piimilivos: las formulas para pasar de los
ejes rectangulares & los nuevos reclangulares cuyo origen es
diferente, sen {381 y 320]

% =u' cos (v'z) +y' cos (y'x) + 2’ cos (z'w) -+,
y=1u'cos(x'y) Iy cos (y'y) +7' cos(z'y) -+ b,
z==x'cos{r'z) | y' cos{y'z) -+ 2 cos (z'2) - ¢:
actualmente los dngules
(@'5)==0, (2'2)=00°, ([&'y)==90°, {z'y) =90°, (2'z)==90",
(y'z2)=—=80", ('z)=10; y ademas ¢==0; luego las formulas de
transformacion serdn '
=0ty cos (yx)-La, y=y cos(Yy)+b, 1=2"
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Sustituyendo estos valores en la ecuacion ordinaria del

. Z 2
patabo?di_de ‘hiperbolico g—p - —2% =u, tendremos
cos* (y'y) . . beos (Y7 A
ggﬂy”} _p(JJ) Urgp—_g' ¥ +yteos(y'r) 1 a

mas tg (y’m):% . de donde b sen (y'm) =p cos (y'z). & -

b c_o%___(y y) ==cos(y'x); y tambien b==2pa, 6 % —=a; luego la
p

ecuacion anterior se reduce 4
eos® (¥ zi2 ’
W) Y — o

2p 2

2 . .
haciendo aliora — 4 — =2, la ecuacion del paraboloide con
cos® {yy)
respecto # los nuevos e]es seré, supnmlenda Ios acentes,
2 2
A
KY 2p'

1a cual ticne 1a misma forma que la ecnacion ordinaria.

393. Fig. 66.  Por cade punto de lo pardbole principel del
plano Xy pasan dos yectas siluadas enleramente en el par aboloide.

La ecuacion del plano tangente al paraboloide en el puntoe
£ se deducir de la formula genelal
(Q)'—‘ )fz’+ (J y)ﬂy’ (Z z)fr'“"‘—“ ’

ta cual, %ustltuyendo los valores de f'..., "y, f's » ¥ simplifican-
do, se convertird en

zd
_M-J—-.ﬂ_’:_ n,:.«m_gg;‘

¢ - ¥

Slendo aclualmente =0, =0, z'=—=(0, dicha ecvacion
se convertivd en a==0; luego el plano yz es t’mr:fente al para-
doloide en el punto E. Igualaﬂdo coordenadas enlre la ecua-
cion =0 del plano tangente y la del paraboloide que es

,yﬂ z2

2y 2y
%endremos la interseccion de dicho plano tangente eon el hi-

!

-"‘:m_,

perboloide: resutia y::‘:z\/ qr , que son dos lineas
p B

rectas que pasan por el otigen E




4&7

Nota 1.°  El plano tangenie zEyen el punto I es perpen-
dicular al plano de la- pamabola EQD, puesto que pasa por la
recla Ez perpendicular & dicho plano £OD: luego las proyec-
ciones, sobre el plano EOD, de las dos reclas EM, EF, silua-
" das sobre el hiperboloide, coincidirdn con la tangente Ey &
fa parabola EOD en el punto £. -

Nota 2.*  En virtud de las ecvaciones de las dos rectas
EM y EF, se demostiara ficilmente que son iguales los dos
ingulos MEz, FEz que estas dos vectas forman cen la per<
pendicular £z al plano £0D en el punto E, hacia diferente
lade de la dicha perpendicular Ez .

Por consiguicnte en el paraboloide liperbdlico exvisien dos
sistemas de recias, tales que las del uno forman dngulos agudos
con lus paralelus of eje ¥z hdcia o lado que indica lo flecha, §
las del otro hdcio el fado opuesto.

594. Fig. 66  Por lodo punto M del paraboloide hiperbd-
Tico pasan dos vectas de difevente sistema

Bajemos desde el punto B una peipendicular MP al pla-
no de 1a parabola principal BOD y desde su pié P tiremos dos
jangentes PE v P & la pardbola EQD: pot los puntos I y E
tiremos los dos planocos tangentes al paraboloide.

Sigue la demostracion como en el teorema andlogo del
hiperholoide de una boja

395,  Dos reclas de un mismo sistema 1o se corfan nié son
payalelas.

Se demuestra como el teorema avdlogo del hiperboloide
de una hoja.

396 Dos rectas cualesquiera de diferenle sistemo se encuens
It .

Se demuesira del mismo modo que el leorema {374}

307 Fig. 67. Tedas lus vectas de un mismo sistema son pa-
ralelas al plano deter minado poy el eje O y por la1ecta 0G de
dicho sistema, que pasa pov el vértice de lo pardbole principal xy.

E] 2

. 3
Hagamos x==0 en la ecuacion Vo2 g del para—
. 2p 2

holoide referido & sus ejes ordinarios Ox, Oy, 0z, y resulta
_y::&z \/ﬂ, . Esta ecuacion tepresenia dos rectas que
P .

pasan poi el vértice y estan situadas en plano y% Una de es-
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tas rectas OG forma con la 0z el dngulo GOz, cuya tangente

es \/ i”?..:-Sea 0OM una recta cuaiquie:a del mismo sistema que
o

la 0G,y TQ su proyeccion sobie €l plane ay, la cual serd
tangente & ta pardbola O en el punto § [393, Nota 4 *].'EI pla-
no MOT cortard al plane &z por una recta MT perpendicular
al plano xy, y por tanto la recta MO cortard & la pardbola
principal O en un punto M: las pmvencmnes de los puntos
@y M sobre el plano gz son &'y M', v por consiguiente la
recta M es la preveccion de la M sobre el p]ano #z. Aho-
oy _ 0P
O MT

ciones de las dos pardbolas principales 00 y OM son ==
2pz, 2*= 2z, tendremos PO* —9]3 OP, MT*—=—2p'x—O0T, v

OP:'\/QP 0P, MT— \/2]; . 0T; Tluego tg OM'Q ==
V3 0P

V'2p . OT
que tienen iguales tangenies, son iguales; luego las dos rec—
tas 0G y M'Q', que estdn en el plano yz, son paralelas. El
plano QQ'M" que pasa pot las rectas OOy O'M' paralelas a
las Ox y OG, serd paralelo al plano GOx: la 1ecta M tiene los
dos puntos Q y N en el plano (0'M’; luego dicha recla es pa-
1alela al plano GOx.

Queda pues demostrado, que cualquier recia de un siste~
ma ¢s paralela al plano determinado por la recta Oz, y latec-
ta d¢1 mismo sistema oue pasa por el véitice de la pa[abola,
Juego todas las rectas del mismo sistema son paralelas & dicho
plano GOx. .

1a bien, tenemos tg OM'Q'= ; y como las ecua-

:\/_% Luego los dos angnlos OM'Q' v M'OG,
P ' ‘

C.APITULO_ IX,

Dismswn de las ecudciones numdricas de sequndo grado con lres
variables.

Discutir uvmna ecuacion numérica de segundo grado con
tres variables es determinar la forna, posicion y magnitud de
la supetficie que dicha ecuacion leptesenta

Teorema 1." Los coeficientes P, P, B de lo eouacion
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Pxf-t Py Przde=H, que vepresenta las tres superficies de
sequndo drden con un solo centro, son las raices de la ecug—
cions*—(A+A" A" $*(B*—AA' L B”_AA"| B2 _A'A")s—
(AA’A"-2BB'B"-—-AB" —A'B?* - A"B%)=0 ..... [D].

Fig. 56. En efecto, la ecuacion de la superficie con res-

ecto a los ejes rectangulares Ox, Oy, Oz es
At AT+ A"2 + 2Bry - 2B'wz + 2B"yz - 20w 207y +
20"+ D==0:

sean Oz', Oy'; 02" tres ejes de ceordenadas paralelos 4 los
tres ejes de la superficie: para pasar de los ejes primitivos 4
los riuevos, tenemos [ 518 ] las férmulas:

&=1="cos (#'z)-1-y cos (y' 1) 42" cos (z'x), -

y =1 cos{z'y)-1y cosly'y) -2’ cos(zy),

z =a' cos{x'z)+4 cos(y'z)-1 2" cos ('z):
sustituyamos estos valores en la ecuacion de la superficie re—
ferida 4 los ejes primitivos, y hallemos solamente el coefi-
ciente de 2 que sabemos es P [342]. Tendremos
P=={4cos*(z'w)+A" cos? (v'y|4-4"cos? (' z}H- 2 Beos (x'z) cos{'y) -

28 cos{z'z}cos (v'z) -2B" cos («'y) cos (#'z):
sean m y # los coeficientes de direccion de la recta 0z’ ten~
dremos [ Pdg. 348] - : o

cos (&)= ———, cos (@)=
. ‘/1+m!+27’2, 3 /4 .+m2_}_ﬂ2
c08 (mf%’) = *4—% 3
. \/1 +‘m2 +n2
: Aot ATRE LB o ' .
hego P :_lm --A"n*4-B {—.‘Bm:,nJr%B m+2B ",
: m*ni4-1

mas [Formulas [B] ndm. 342] _
Am - Bu 4 B —ms,
B+ A'nd- B '—=us,
B'm-LB'nt At=g;
multiplicando Ia primera por m, la segunda por », v suman-
do las tres, tendremos '
AP A0 --A" - 2Bmn - 2B ' mA 2B e (m2 2 1) 53
¥y po1 consiguiente P=s. Del mismo modo se demuestra
que P'=y¢', y que P"=3", siendo §' y s” las otias dos raices
de la ecuacion [D]. .
Corolario.  La ecuacion D] tiene sus tres roices 1eales; pues-
fo que los coeficientes P, I, P” son cantidades reales.
Teorema 2"  Los coeficientes P! y P de la ecuacion P'y2-|-
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P12—30x som las 1 aices de lo ecuacion s*— (A-LAT+-A") s—
(B2—AA'+B2—AA" B —A'A"}=0. :
Se demuestra del mismo modo que el teorema anterior.
Teorema 3.°  El valor del sequndo miembro 1 de lo ecua—
cion Px2+-Py 1 PU=H, es —{Cx+C'y +C"2, D), siendo
X,s o0 Z, las cooy denadas del centro con 7especto ¢ los ejes pri-
mitivos.
En efecto, siendo la ecuacion primitiva de la superficie
de segundo orden ‘
Agt Ay A 2t 2By 2B s A8 Y2 | 200 - 20y
- © 26"z —}— D=0,
si trasladamos €l origen & cenlro, siendo los nuevos ejes pa-
ralelos & fos primitivos, para lo cual haremos =25 -+,
=iy, , 2==%'+2,, la nueva ecnacion serd [Nofa primera
al fin de o obro] o N '
Az’ LAy LA 212 QBx'y L AB ey 2By A w2, =0,
en la cnal ta cantidad f(w,,%,:3,)==—H, puesto que el término
independiente [(z,,y, z,) de las variables no se altera toman-
do pot nuevos ejes los ejes de la superficie prolongades inde-
finidamente, v que con. tespecto & eslos nuevos ejes la ecua-
cien de a superficie es -
S CPu PR P =H.
Tenemos, pues, '
H=={Ax2 Ay A2 1 2Bz y 4 2B'> 2,4 287, 2.+ 20,
CLelly 20z, )
mas las ecuaciones del centro son [336]
ay=0, [, =0, [',=0;
6 Az |- By+ Bz 4C =0,
- Ay 4By A+Ba 0 =0,
Az BBy, A C==0; :
y multiplicdndolas respectivamente por =, ¥,, %,, ¥ afiadien-
do'la suma ordenada de las tres nuevas ecaaciones, suma que
es igual 4 0, al valor de H, y reduciendo, resuita
= (G5, Cly, -+ €'z D). o
Teorema &.° Kl coeficiente 20 e la ccuacion Py Pll=—
— Cm--C'n4-C"
90x de los dos parabolowdss tiene por valor —2 ————or
siendo m y n los coeficientes de direccion del eje del paraboloide
con respecto & los ejes primilivos, es decir, los valores de estos
coeficientes deducidos de las dos ecuaciones Am - Bn |- B'==0,
Bm-} A'n4-B"=10 [Formulas [B'], nlim 343].
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En efecto, pasando de los ejes primitivos 4 los nuevos del
mismo origen Oz',, Oy',, 0z',, y hallando el coeficiente de #'
.en la nueva ecuacion, tendremos

—20=2Ccos (%)L 2C" cos(x'y)+-2C" cos (2'7);
sustituyendo en esta ecuacion los valores de cos(a'a), cos {z'y),
Cm--Ch-1- G

VI mwd

Pasemos ya & la discusion de las ecuaciones.

599. Dada una ecuacion numética f{x,y, 7)=0 de segun-
do grado con tres variables, igualaremos 4 cero las tres deri-
vadas de su primer miembre, y fendremos las tres ecua-
<ciones

: f;: (.‘]3, Y, 2';)'—_—0, f; (x: Y, Z)mo, f’,(m, ¥, z):ﬂ:

que nos dardn las coordenadas z,,y,,2, el centro. Estas tres
ecnaciones de primer grado pueden ser: 1.° distinias y com-
patibles; 2.° pueden ser incompatibles, & lo que esiguoal, for-
mar un sistema imposible; 5.° una de ellas puede ser conse-
ctencia de las otras dos; £.° dos de ellas pucden ser conse—
cuencias de la otra, 0 idénticas 4 1a otra. Hemos discutido va
las ecuaciones de las superficies, cuyas derivadas igualadas
4 cero se hallan en los dos dltimos casos T 357 ]; y por tanto
solo nos resta diseutir las ecuaciones cuyas derivadas iguala-
das & cero se hallan en alguno de los dos casos primeros.

Primer caso. Las tres ecuaciones del centro son distintas y
compatibles.

En este caso cada una de las incdgnitas tiene un solo va-
lor, ¥ por consiguiente la superficie tiene un solo centro: la
superficie serd pues un clipsoide, un hiperboloide de una ho-
ja, un hiperboloide de dos hojas, 6 alguna de las variedades
de estas superficies, 4 sabel, un elipsoide imaginario, un pun-
fo'6 un cono. '

Pata determinar cudl es la superficie 6 variedad de su-
petficie represeniada por la ecuacion dada, hallaremos el va--
lor de H por la fhrmula H==—(Cz+ Cy,--C"z, +D); ¥
podran ocurtir lostres casos: 4.°H >0, 2°H <0, 3.0 H==0.

Sea H>0. _

Tormaremos la ecuacion [D], euvas tres raices son rea-
les & iguales 4 los coeficientes PP/, P” de la ecuacion redu-
cida de la superficie, y por consigniente la regla de los sig-
nos de Descartes nos dira si dichas tres raices reales son posi-

cos(2'z), tesulta  2(0=——2
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tivas, negativas, dos posilivas y una pegativa, 6 una positiva
y dos negativas. &

§.° Silas tres raices P, P',P” de la ecuacion [D] son po-
sitivas, sabemos que. la ecuacion representa un elipsoide; el
cual serg de revolucton, si dos de dichas tres raices son igua-
les; yserd iina esfera, silas tres raices son iguales.

Para determinar la posicion y - magnitad de este elipsoide,
sustitniremos sucesivamente en-las dos ecuaciones [342]
Am | Bn B’ = ms, } B
 Bm-+ A'ntAV=— us [B]
Jos valotes P, P, P” de s, ¥ hallaremos los valores correspon-
dientes de m y #, y asi lendremos conocidas las direcciones
~de los tres sistemas de cuerdas principales, y por tanto las de
los tres ejes finales Gw, Oy, 0z, cada uno de los cuales es una
cuerda principal que pasa por el centro : conocemos, ademds,
las coordenadas del centro; y las nragnitudes de los tres ejes

pueden dedueirse de la ecuacion reducida, y son \/ %,

%, \/ g_’; y de este modo queda el elipsoide completa-
mente determinado. . )

'Si el elipsoide es de revolucion, lo que se verificard siendo
dos raices de la ecuacion (D), por ejemplo Py P, iguales, y
Ta tercera P” desigual 4 las otras dos, deferminaremos el cen-
t10, y la-direccion del eje de revolucion, sustituyendo en vez
de sen las dos ecuaciones [B] el valor P” de la raiz desigual; ¥
despejando ‘én seguida m y n, tendremos los coeficientes de di-
reecion del eje de revolucion. Las magnitndes del semi-eje de
1evolucion y rédio del ecuador se detérminan por las espre-

stones \/ 1L y \/ "

Si el elipsoide es una esfera, lo que se verificara siempre
que las tres raices de la ecuacion [D] sean iguales, se deter-

minaran el centro y el_radio\/;_{.; con lo cual quédaré de~

terminada la esfera. :
Nota. Despues de hallar los valores m y @ correspondien-
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tes 4 las tres raices P, P'=’P '_',”(?i cuyos valores llamaremos res-
peclivamentem yn,m'yn', m_y #") pueden hallarse los énga-
los que los ires ejes finales O¢',0y', 02" forman con los tres

ejes primitivos O, Oy, Oz, por medio de las formulas:

' m ] )
cos {#'%) = —————— , COS(BY) = ————
Vit w Vitw @
i :
08 (12} ———————3 008 (¥'3)== _m____.,
Vit m?n? VifmE Lyl
!
08 (414} s, 008 ()=
VA-m4-u ViLm™ 1o
rr i
cos (2'%)= ——-ﬂ_—; , cos{3'y)= _,_JLJ__,
Vo n” VI-fm™ e
cos (2'2) = '
\/l—]—m”a—}wj”“

2.%  §ilas raices P, P', P" fuesen negativas, la ecuacion
reducida seria imposible; laego la ecuacion propuesta no re—
presenta nada; lo que tambien se sucle espresar diciendo, que
representa un elipsoide imaginario. :

% o 8j dos de las 1aices P y P’ de la ecuacion {D] son po-
sitivas ylatercera P” negaliva, la ecuacion reducida, ponien-
do en manifiesto el signo de P, serd .

Pe*-+ Py —P'2=H;

Ia cual, sabemos, representa un hiperboloide de una hoja,
cuya posicion y magnitud se determinan del mismo modo
que Ja posicion y magnitud del elipsoide.

Si el hiperboloide de una hoja es de revolocion, lo que se
* verificara siendo iguales las dos raices positivas Py P', sede-
terminaran el centro y la direccion deleje de revolucion, sus-
tituyendo en vez de s en las dos ecuaciones [B] el valor P*
de la raiz desigual de la ecuacion [D], y despejando en se-
guida m y n, que serén los coeficientes de direccion del eje de
revolucion. La magnitudes del semi-eje de revolucion y ra-

- dio del circulo de garganta son \/%, y \/g_ .
4° Si una de las 1aices P de la- ccuacion {D] ¢s posiliva
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y las ofras dos negalivas, poniendo en manifiesio los signos
de estas, la e(:uacmn reducida serd

_ P — Pyt — P = :
v Iepresenta. un h]perholmde de dos ho;as, cuya posicion y
magnitud se determinaran como en el case del elipsoide;.aun-
que el hiperboloide sea de revolucion.

Sea afiora H< 0. :

Mudando los signos 4 todos los términes de la evacion
reducida, esta se hallard en el caso en que H >0, que aca—
bamos de discutir,

Seq por wltimo H==0.

. La ecuacion redueida es
Pyt Py 4 P20
Formada la ecuacion [D}, si sus ties raices P, P", P” son
del mismo signo, la ecuacion representa un punio; pero si
una 6 dos de las 1aices de la ecuacion [D] son negativas, la
ecuacion reducida sera
Pa? - Pyt — P2 =0,
O © P — Pl — P
ecuaciones de los conos asint6ticos de los dos hipetholoides
representados porlas ecuaciones

P’ +P’ P— P'2—=H,
Py — — Ptk
Si la ecuacion replesenta un cono, se hallardn las coorde-
nadas-de su certro 6 vértice, centro del hiperboloide respec-
tivo; y para hallar la dneunon def eje del cono, se halla[a
la direccion del eje no t1ansversal del hlpe[holmde
PPy —DP =M
en el primer caso, 0 del hipexbolmde
_ Py —P'2*=H
en el segundo, El e]e del cono cortard por lo menos 4 uno de
los planos coordenados, y por lo tanto el cono cortard al mis-
mo plano: hallando pues la interseccion del cono con diche
plano coordenado, la cual es una elipse [ 239 ], quedara
completamente determinado dicho cono.
2.%caso. Lasires ecuaciones del centro son mcompanbles 0
forman un sistema imposibls,
El Altimo término de la ecuacion [D] debe ser 0; pues -
sino lo fuera, las ecuaciones del centio serian distintas y com-
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patibles: b coeficiente de s en dicha ecuacion [D] no serd ce.
ro, sino en algun caso particular. Supoviendo pues que el coe-
ficiente de § 1o sea Celo, la ecuacion [D] tendrd una raiz O
y las otras dos diferentes de 0. La ecuacion simplificada es
Py P =208

P’y P”-son [398, Teor. 2.°] las dos rajces difercntes de cero de
ia ecuacion [D]. Si las dos aices P’y P" de la ecuacion [ B}
son del mismo signo, lo que se conocera a la inspeceien de di-
cha ecuacion, la ecuacion propuesta representard un paraho-
Joide eliptico; y si dichas dos raices son de diferente signo, re-
presentard un paraboloide hiperbtlico. Si las dos raices P’y P”
son iguales, la ecuacion propuesta rept esentard un paraboloi-
de de revolucion.

Para determinar la posicion y magnitud de estas super i~
cies, hallaremos las dos raices Py P7, diferentes de U, de la
ecuacion [D], como tambien el valor dela 20 po la formula

o G
90=—=—2 Gyt t & [308, Teorem &.°]:
Vit L ud 1
yasi conoceremos los dos pardmetros de las dos parabolas di-
rectiiz y genératriz del paraboloide,

Hallados los valores de m y n, correspondientes & las rai—
ces Py P, pot las dos formulas

Am+-Bn B’ =ms,

Bm— A'n-+B"=mns,
reemplazando s sucesivamente pot sus dos valores P’y P, y
llamando 4 dichos valoses respectivamente m/ y o', m” y #°,
las ecuaciones de los dos planos principales, que bisecand Jos
dos sistemas de cuerdas principaies cuyos coeficientes de di-
reccion son m' y n', m' y w”, seidn [342]

m! P’ atn Pyt P ot Cwd 4800 4C"=:0,

! Pl Py P Ol O -0 =0z
eliminando entre ellas primeramente Ja ¢ y despues la y, las
dos ecuaciones con dos variables, que resulten, scran las de
1a interseceion de dichos dos planes principales, es decir, las
del ejc del pataboloide El punto de inleiseccion de esle gje
con el paraboloide seid el vértice. Conociendo la posicion del
vértice, la del eje y los dos parametros de las dos patébolas
principales, queda el paraboloide completamente determinado.

Si sncediese que ademas de ser 0 el Gitimo téimino de a
ecuacion [D], fuese tambien 0 ¢l cocficiente que liche § en
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dicha ecuacion, la reducida seria P''z%==20x, y por tanto re-
presentaiia un cilindro parabdlico. :

Ejemplos.

1.0 22yt -B22 —hwz-- 29+ D=0.
Las ecuaciones del centro son: _
#—2=0, y11=0, 32— 2= 0,

las cuales nos dan @, =0, y,=—1, z,==0: lnego las tres
ecuaciones del centro son distinias y compatibles. Formemos
1a ecluacion [ D}, para lo cual compararemos la ecuacion ge-
nera '

A Ay A" 22 2By |- 2B 52 2B Yzt =0
con la propuesta, y hallaremos

Ad=92, A'== 1, A'=35, B=0, F=—-9, B=();
¥ por tanto la ecuacion [D] serd

88— 65" + Ts — 2==0,

la cual presenta tres variaciones, y por tanto la ecuacion
propuesia representa un elipsoide, un punto 6 nada.

Para decidir cual de estos tres casos se ver ifica, hallemos
el valor de H por la frmula He=— (Co, -C'y € Yz, D), ¥
resultara, sustituyendo en esta férmula los valores de c.o,o,
Ty Yio 2,5 He=i{-—D; .
¥ pot tanio, st D<4, la ecuacion representard un elipsoide
cuya magnitud y posicion sabemos determinar; si D=1, re~
presenta un punto; y si D< 4, no representa nada.

2. -5y 22* — Byz - 3x L+ D=0

Las ecuaciones del ¢entro son:

25+3=0, by-—~Bz=0, 4z—5y=0,

de 1as cuales resultan: By g— s =0, z,=0. La ecua-
cion {D] es ahoia g% G- 1—49 g —-Z—»=O, .

y como presenta dos variaciones y una permanencia, tiene
dos raices posilivas y una negaliva: por consiguiente repre-
senla la ecuacion propuesta un hiperboloide de una hoja, uno
de dos hojas 6 un cono. Para decidir cual de estas superficies
es la representada, hallemos el valor de H, y vesultard
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9
H=— —D;
A *

y por tanto, si D< -—2—-, la ecuacion epresenta un hiperbo-
loide de una hoja ; si Dz—i— , representa un cono; Y si

D> -Z_ représenta un hiperboloide de dos hojas.

Cualquiera que sea la superficie que la ecuacion propuesta
represente, va sabemos determinar la posicion y magnitud de
dicha supetficie.

5.° ax® -+ y* - 28+ 2z~ 2y--hz+-D=0.
Las ecuaciones del centro son:
_ br=0, y+z —1=0, z-} y+2=0.
Siendo incompatibles las dos Gltimas y por lo fanto las tres, la
ecuacion propuesta representard un paraboloide eliptico, 6 hi-
petbolico, 6 un cilindro parabdlico.
La ecuacion [D)] es en este caso
s —(2-4-a) s 205=0, 6 &*—(24-a)s-+20=0:
si g es posiliva, esta ecuacion tiene dos raices reales positivas,
y por tanto la ecuacion propuesta representa un pat aboloide
eliplico; sia es negativa, la ecuscion s2m(2-+a)s-+2a=0, ticne
una raiz posiliva y una negativa, y por ianio la_ecuacion
propuesta representa un paraboloide hiperbélico; gi a=0, la
ecuacion [D] se reduce & s — 2=0, y poi tanio la ecuacion
propuesia representa un cilindro parabélico.
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NOTA PRIMERA.

Férmurs pE TavLor pamra LAS FUNCIONES DE DOS Y DE TRES
VARIABLES.

Si tenemos una fancion f(z,y,z,...) de dos 6 mas variables
independientes, la espresion /', (z.,y,2,...) significa la deriva-
ba de dicha funcion considerando 4 x como variable, ya
las oltas variables como si fueran constantes. Igualmente
Tz, ), fil®y,2,...), ele. representan las deriva—
das de la fancion con respecto & y, 4 z, ete. Las espresiones
w880 [0, 2,000, fal®,0,2, ), [5a(B30,5,0.) 5 ele.
repiesenlan respectivamente la derivada de f'(2,,7,...) con
respecto 4 7, la derivada de f/,(r,5,2,..) con respecio & ¥,
la derivada de f',(z.y,%,. .) con respecto 4 y, Ja derivada
de [7+{%.,2,...) con respecto 4 7, etc;

Para abreviar la notacion, se suele suprimir, por lo co-
mun, en todas estas derivadas el paréntesis (z,y,2,...) que se
sobrentiende , y escribit: £, ., f1. fla, {2 s [rys [22ss €lC.

Por_ejemplo, si f(z,y,2)==Ax%z%, sera =54z,
[y=842"y'2, [,=8iz’yz*, [l,=20Ax%"2", oy =23
Ax'y'2, f10,=10042%%", ete. - ' .

El teorema de Taylor para las funciones de dos vaiiables
independientes es la ignaldad siguiente: siendo £(x,y) wna
funcion yacional y enfera de dos variables x €y, serd:

. R R
fethy-+i)=f (=0 htfy 13 + fza"mﬂ'" etc.
4 ’l“ﬂ i/ k3
T AR g TR e
i ti Rk
o BT, Y
i R

Para demoshiar esta igualdad,, imaginemos que en fa fun-
cion f{x,¥) tengan = & y dos valores cualesquiera pero fijos, ¥y
pongamos en dicha funcion 2 4~k en lugar de x : no habien-
do sufiido alteracion la variable y, tendremos por el teore-
ma de Taylor demostiado en el niimero 282 del dlgebra
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f(w-thy)=f(2.9)+ o (2y) h+fa(my).
: , .
(=) '-1"%—5 +ete.
Sustituyamos ahora en esta ignaldad y+-k en lugardey,y.
tendremos

Rt

12

g B (2 g Pl ) By ) g
Al
To% --eie.

Ahora, puesto que- x permanece fa misma ¢ y ba aumentado
en'k, tendremos pot el leorema de Taylor para las funciones
en que una sola de las var iables recibe un incremento,

T ';in{m:y"Fk)

o ]{‘2 HE ks t
f 9+ lz)—_f(m,y) +_f o[ TR 2(x,y)ﬁ+fya(m,y) T2
* -5 e i 1
!x{m:y i k)__“ f’z(’ﬂay)+ f:,@(’”sy)k‘i- oy (50{1}) l 27 s

foolty Ry =f () - 5 ) bt
fra gkt S+ -
Sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, resulia la
formula enunciada.
Casos particulares. 1. Seaf(z,y)=A 4 Bay-|-Co?-|- Dy +
Exz4-F: ' —
se trata de hallar el desarrollo de f(@-th, y--k), 0 de
Ay BB hy-H- ClaH DL k) Bl (],
Tenemos [/ ,—By-|- 20x+E, f ==24y--Bz+D, [r=2C,
frz=B, [=24: las derivadas signienies son nulas. Luego
izt hoy+E)==Ay*— Bry+-Cw* - Dy |- Bo--F
_ (By+°2G’a:+E)h—;—(2Ay+Bm—_ﬁ—D)k+CJﬁ+Bhk-+—Ak’,
6 flw-hy--kj=Ay*--Bry+- Co*-}- 24k |y~ Bl o AR
1-Bh | -F2Ch| ~|-Bhk
4D +E | OW
|- Dik
+-Ek
_ +F,
resultado facil de obtener, desenvolviendo directamente la
funcion aumentada [M].
Obsérvese que en este desarrollo los términos de segundo’
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grado son los mismos de la funcion, los coeficientes de vy
de # son las derivadas de la funcion con respecto 4 y yar,
cambiando en ellas w en h é y en k, y que el Gltimo término
es la funcion propuesta, haciendo en ella el mismo cambio,
Por consiguiente dicho desarrollo puede escribirse asi:
By Bay - (o [, g4, @+ 1k k)
2.°  Bea fle.y)= By + Dy+ Ex -+ F.
Aplicando la regla anterior, tendremos

f(@~Fhy+-k)==Bay-- Bh |y +Bk\a: -} Bh#
_ ' +D +E | Dk
+Eh
+4-F,

Sik y k fuesen las coordenadas del centro de Ia hipérbola
representada por la ecuacion Bzy Dy 4-Ex - F=:0; referi -
da esta curva 4 ejes paralelos 4 los primitivos y cuyo origen
estuviese en su centro, la ecuacion de dicha curva eon respecto
& los nuevos ejes seria By - f (k, k}=0; puesto que por estar
el origén en el centro de la cuiva, los coeficientes de las pri-
meras polencias de las variables son nulos.

La formula de Taylor para las funciones de tres variables es

. W &
Hathoy iz D=2+ [ b [ 5+ eto.
. ) 1’52
NP
‘I"fz l_i_fz? “i""é‘
Tl M
e B
+f . M

Para demostrar esta igualdad, demos 4 las variables « 6 y .
los incrementos  y %, y tendremos por la formula de Taylor

para las funciones en que dos de sus variables reciben incre-
mentos,

f’(W+hay+_r’f=Z)=f'($,f S s 4,8) b [ (2,y,7) ;%vL ele.

o @9,2) -k [a{,9,7) T[h—z
A o (,9,2) . b,
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Demos abora el incremento ! 4 la variable 2, y tendremas
2z

flashy ek, 2=, y,540) Hf o(,g,240) . e {2, ,34) ‘i}-f‘z*e"'@:

2
+f' (@, 2+ kel y,aH) %
s, a+l) . Rk
Por la formula de Taylor paia las funciones en que una sola
variable recibe un incremento, tendremos

f (ey.-H) =f (tsy,ZHff’;(w,y,z) A7) :2—2 i

fo @y 2--D=F .4, 2 feslx,y,2) L=
fi (w2 == {2, y,2) Haedw: 9,2 oo
faloys )= wl@y,2) '
fra(myz =1 @2+
(5 D 52) -
sustituyendo estos valores en la ignaldad anterior, résulta la
formula que nos proponiamos demostrar. '
Caso particulur.  Seaf(,y,0)=Ax* - A’y +A"2" + By
‘ A-Baz 4B yz+Ce-+Cy +C'z+D: _
se trata- de hallar el desarrollo de flm-th, y-1-k, 2z 1) 6 de
Alw TR Ay HEE A" (2024 B o=l (y-+-4) - B (o1h)
(5 -0+B (g )5+ 0--C@--+-0 (g0 a+H)-D [N],
" Aplicando la formula que acabamos demostrar , se hallard
floth, y 1, 54D)= AatAly* 4”7 Bay-1-Baz+ By -
' (240—+Bk-+ B'l+- C)yp-+-(2A'k++-Bh 4-B"11-C") y+
(2A"1--B'h—+-B"k 4-C'") [ AR AR AT
Bht+B'R - BYE - ChHC'E -6 -D; :
resultado facil de hallar, desenvolviendo directamente la fun-
cion- aumentada [N]. I o
Obsérvese que en este desarrollo los términos de segunde
~ grado son los mismos que en la funcion propuesta; que los
coeficientes de », ¥, z son las derivadas de la funcion con res-
pecto & 2,3 y Y4 2, cambiando en ellas @, ¥, z eh b, k,[; yque
¢l iltimo érmino es la funcion propuesta haciendo en ellacste
mismo cambio. Por consiguiente dicho desarrollo puede es-
cribirse abreviadamente asi:
Az® LA+ A2 2Bry 2B xz |- 2B yz
oo f s g+ 2+ kR
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NOTA SEGUNDA.
CoNgERECCION DE 1AS RAICES DE IAS ECUACIONES DE TERCERO Y
CUARTO GRADO CON UNA INCGGNITA, 6 RESOLUCION GEOMETRICA DE.
ESTAS ECUACIONES,

Sea la ecuacion de 4.° grado sm segundo término

b er? et NETE :
| hacemos ==y.....[2], dlcha ecuacion podid escribir—
se asi: : 2 —Hry —me—c_{) . [3].

Suponﬁamos que los ejes-de coordenadas sean rectangula-
res ; eombinemos las ecuaciones [2]y [5], v ehmmemos la
g+ es evidente que la-ecnacion final que reésulte de la elimi-
nacion, serd la ecuacion propuesta [1]; Iluego las raices de
esta ecuacion son las abscisas de los punlos de interseccion de
las dos parébolas representadas por Jas dos ecuaciones [2] y
{3] . Construyendo pues estas dos patdbolas, v midiendo las
abscisas de los puntos de interseccion, se tendran aproximada-
mente las raices reales de la ecnacion propuesta

Estas mismas raices pueden hallarse por la interseecion de
una parabola y un citcnlo, curvas preferibles para la cons-
truecton 4 las dos pardbolas de la solacion anterior.

En efeclo, sumando ordenadamenle las dos ecuaciones
{21 v [3], resulta la ecoacion

¥+t {a—1) y+bo Fez=0..... [4],
que representa-un circulo, pueste que los ejes son rectangu-
lares ; y es tambien evidente que si entre las ecuaciones [2]
v [4] eliminamos §a ¥, vesultard la ecuacion propuesta [1];
Juego las raices de esta son las abscisas de los puntes de in~
teiseecion de la pardbola y circulo representados por las
ecuaciones 12] y [4].

St la ecunacion dada es de tercer grado sin segundo tér-
anino, como w2 Lax Hb=0,

Ja multiplicaremos por x par convertitla en ecuacion de 4.°
grado, ¥ tendremos ' fax’L br=
ia cual tiene, ademds de las raices de la ecuacion propuesta,
Ia raiz 0 que desecharemos: construidas pues las raices reales
de la mleva ecuacion y desechando la raiz 0, tendremos la
1aiz real 6 las tres raices reales de la ecuacion propuesta.
Hjemplo. Construir las raices de la ecudcion
@ —2x—5=0.
Multiplicando esta ecuacion por x, tendremos
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gt — 21* — Br=0,
y haciendo &=y, la nueva ecuacion serd
yt—2y —Br=0,
la cual sumada con la anterior es
§ -+ at — Sy — 8r=0,

3\, 5\ 3\ B \?
s (v 3 )+ )= (=)
ecuacion de ua ciiculo cuyo cenlro liene por coordena-
B 3
das — ¥ ——-
2 2
Fig.68. Esto suptcsto, construyendo con mucho cuidado
la patabola ROS, #*==y, cuyo paramelio sea la linea arbitra—
tia que se lome por unidad, y construyendo tambien el circulo

(=) 4=+ )=(5) 3 )

se verd que estas dos curvas no lienen mas puntos de infer~
seccion que los Oy M: el punto O nos da la abscisa que debe
descchaise, v la abscisa OP serd la {inica 1aiz real que tiene
‘la ecuacion: asi tendremos un valor aproximado de dicha raiz
real, y laego puede continuarse la aprogimacion por cual~
quiera de los métndos del dlgebra C
Resolvamos por este mismo método los problemas siguien-
tes, célebres en la aniigiiedad. :
Duplicacion del cubo.  Sea o el lado del cubo que se da, y
x el del eubo que.-ha de tener doble volimen que el propues-
to: tendremos x%:=2a3, ecuacion que no da para & mas que un
solo valor 1eal, e} cual puede construirse por la interseccion
de dos pardbolas, 6 por la de una parébola y un circulo; co-
mo va queda suficientemente esplicado. _
Hallar dos medias propoi cionales & dos rectas didas ay by
es decir, hallai dosrectas xéy, tales que
xiyiya, yreiiwh,
6 o y==av,a*==by...  [M],
ecuaciones que 1epresentan dos parab.las que tienen un mis-
mo vértice, y cuyos ejes son perpendiculares entre si: lnego
las coordenadas de! punto, diferente del véitice, en que se
cotlan estas dos pardbolas, seran las dos medias proporcionales
pedidas. _
Puede 1eemplazarse una de las dos pardbolas por un solo
circulo ; pues si sumamos ordenadamente las dos ectiaciones
[M], resulta la ecuacion
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3t — gyt —by=0..... [N] .
gue represenia un circulo, que pasa por los dos puntos de in-
terseceion de las dos parabolas [M]. En efecto, sean % &y
Jas coordenadas de cualquiera de los puntos de interseccion
de lag dos patdbolas: tendremos
e Yy ==ax, v = by',

y por consiguiente. & — 4z’ ot —by'=0, :
es decir que las coordenadas de cualguiera de los dos puntos
de inlerseccion de las dos parabolas satisfacen 4 la ecuacion
del circulo [N1; lucgo este circulo pasa por dichos dos pun-
tos:: Construyendo pues una de las dos pardbolas [M] y el cir-
lo [N, las-coordenadas del punto de interseccion , diferente
del origen, serdn las dos medias proporcionales. .

Triseccion del dngulo. Fig. 69. Sea ¢ el coseno del arco AC
correspondiente al angulo dado ABC, que supondremos agu-
do en primer lugar: tomemos por unidad el radio arbitiario
OA de este cirenlo, y sea o el coseno del tercio de dicho arco
AC, Tenemos [Trig. 122] : -

S T eos Ba===heos’e — D co8a; .
luego, sig es el arco AL, se1d cosde==t, ¥ COS4=F; ¥ la
ecuacion anierior seid :

(=la’— By, b &' _;’_zo o [E1.

-~ Puesto que el dngulo AOC es agudo, ¢ es cantidad positi-
va,.v el valo: del coseno del tercio del arco debe ser positive
cott mayor razon; la ecuacion {E] tiene una sola 1aiz positi=
va, porque no liene mas que una variacion; luego constra-
yendo, como ya se ha dicho, las 1aices de dicha ecuacion, la
positiva es la que corresponde al problema Sea OP dicha
raiz positiva, levaniando la perpendicular PB, se tendi& el at-
co AB tercio:del AC. . ; .

Fig. 70, Siel angulo dado AOGG es obtuso, y por consi- |
guiente su afeo A mayor que 90° y menor que 180°, halla-
yemos por la_consttuecion anterior el tercio MD del su-
plemento. Df;; que es menol que 990°; v en seguida desde el
¢l punto A trazaremos con el radio A0 un arco que cortard al
ABen el punlo N, tomaremos NE=MD.,y AL serd el ter-
¢io del arco ABC.

En efeclo, tenemos AE—AN—NE—60°— M =060"—
| BB gt Ao _ 2%
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ERRATAS.

Linea. Dice Debe deoir,
7 Representado Representados
6 algunas alguna
—3& T—o &artl
17 describiremos  describiremos con el radie CB
2, 16 ODE’, BDC AD'E’, BAC
—5 ABC OBC
—56 6 o
-9 R? ' B®
1 Sea Sean
3 A A2
—1 p=r? p=—y?
—5 DE DA
1, 14 ABC, at) Apc, a2)?
6 or ap’
C c
I A B
—1 7 P
reducciones, para lo cual
7y8 reducciones, %se reemplaza ccsgﬁ por
. ) 1—sen?0,
9 {oblicuéngulos & éjes {rectangulares 4 ejes obli-
- rectangulares cudngulos
B tiremos X «
TR i—
—A5 g (.y_) . q(_!{_) ) :
: 3 3
-3 MG P}
1 me%A] i 7 B]
19 , i A
3 a ESS} i ’5‘5
6,7,8y—3 N . M
15 y=e i y=c

Entre las lineas 11 y 12 se ha de interealar: Dando ahora 4 y

el valor oo, resulta -1 o=0, ecuacion de una asintota
paraleIa»ai eje OJ

21

Lz z't—z

paralelas paralelas & log ejes

E ¢ E /.
L, AT Y=y B e

B B B



331,18, 24, 50 v, e22, s %58 202

Pig. Linea, Dice, Debe decir
464 12 3 2z
13 11
2 — . — DY s
16 -8 ¥ v—=
164 41 +2
166 : B=2 B=--2
__.,1_57 — l + % _|_ Az
169 —3. cos cos o
181 9 mayor medor
185 5,14 yor, M mayor, ¥
192 —8 242 ta?
: 2 . b VY S,
194 —f0 @ o Bre
: FrEE—. at—o’
202 8 — 2 2.
o cy ey
209  —9,:=-10 oM, OM oM, oM
241 —4 los las
212 —4 238 235, ejemplo 1.0
217 -, Py ON
224 5 monio nomio
225 B los . lag
234 4,9 z, N %', H
837 .0 ] B ot
238 7, —8 » %
259 - .3 @ at
240 7 — =
244 —B: suplemento complemento
2527 17, un, #'2 un puato, z?
20 o < >
~ <
275 10 =/ =t/
a
217 1,6 mot g o, a8t %
285 —5 Mo MO
286 —7 g gt
290 -5 v ¥
291 7 To Ia
a0 —14 llama llaman
307..9, 18, 25 rectdngulos paralelégramos
308 —7,—11 id., sen id., seng
327 —14, 14 dy—-1, atros dy -}-ex-1-1, por otros

N S AR S LRI L



Pdg ,Ll?:”el?-'_' . Dbige. - Debie decir.

17 - ¢ B s . o

358 -—2 _ W 2

- Vo -

360 —9 — e —

362 —6 a—0 =0

363 10 Oy oy

365 —14 _ E" _ g

367 g e P

380 G B'h ) Bg .

582 —8 p P

389 48,19 2z z, %

390 1] en el el

405 1,5 . s—, € . s—d), B"

499 '10., 12 - a, b . . B’,‘ b

437 5 4 . 4 su

248 12 ' 2’ . . — Pl

£54 13 z - 2t

458 24 . f;{ O f:2 D

464 15 ARC " 40cC

Enla fig. 7% falta una € en el punto de mtersecemn de }as rectas BD
OO! .

En 1a fig. 11 falta una 5 en el punto en- que larecta AB cnrta é. Ia rama
dérecha,

En la fig. 83, donde estd y’; debe ser z’,, y donde estd @, deh.e
sex 3

Enla ﬂd.;; 86 falta una 4 en el vértice deiecho de la elipse. -

En la fig, 147 {alth una H en la parte superiov de la asintota 118 y una

L en la inferior de Ia asintota GG.

@%@ED
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