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ADVERTENCIA.

APV

La falta de un tratado que abrace solamente los principios
elementales de Algebra que exige el programa de estudios
vigente en la Escuela de Condestables, me sugirié la idea de
redactar estas «Lecciones» que dedico boy a sus alumnos, en
las que he procurado reunir, en el menor volumen posible, lo
mas conciso y esencial que compre*nde aquélla parte de las
Matematicas, entre los limites prefijados; y en vista de haber
sido aceptado mi modesto trabajo en los términos que expre-
sa la Real Orden inserta a continuacién , me propongo com-
pletar un tratado de Matematicas que pueda llenar las nece-
sidades de la referida Escuela, a cuyo fin seran en breve
sometidas & la aprobacidon de la Superioridad , por si se sirve
adoptarlas, las «Lecciones de Aritmética» y «Geometria,»
confiado en que suplird & mi falta de suficiencia mis grandes
deseos de llegar & ser atil a la Corporacién & quien he de-

dicado toda mi vida Yy servicios.



Mikisterio de MARINA.=5'ei;c;0% de Artiller{a.=E| Sefior Ministro
de Marina me dice coa esta fecha de Real Orden lo siguiente:=
«Excmo. Sr.=Con esta fecha digo de Real Orden al Presidente de
la Junta Superior Consultiva de Marina, lo que sigue:=Excmo.
Sefior.=He dado cuentaal Rey (g. D. g.) de una instancia promovida
por el Alférez graduado primer Condestable D. Pedro Barbay Llorca,
a la que acompafia unas Lecciones de Elementos de Algebra que dedica
a la Escuela de Condestables; y S. M. conformandose con lo infor-
mado por la Seccion de Artilleria de este Ministerio, se ha dignado
declarar de texto 6n la referida Escuela las expresadas Lecciones de
Algebra, autorizando al autor para que, por su cuenta, proceda 4 ve-
rificar la impresion.=De R drden lo manifiesto 4V, E. parasu
noticia y efectos correspondientes.=Y de igual Real 6rden lo tras-
lado 4 V. E. con el propio fin.»=Y de la misma Real Orden comu-
nicada por el referido sefior Ministro, lo traslado 4 V. para su co-
nocimiento y satisfaccion. — Dios guarde & V. muchos afios.
Madrid 16 de Mayo de 1818.—EIl General Jefe de la Seccién, José

Rivera.—k\ Alférez graduado primer Condestable D. Pedro Barba
y Llorca.



\]NDICE.

PRIMERA PARTE.
OPERACIONES FUNDAMENTAXES.

Leccidon I.—Preliminares.—Objeto del Algebra.—Caracteres y sig-
nos algébricos.—Cantidad algébrica y sus diferentes especies.—
Definiciones.

Leccion Il.—Cantidades negativas.—Definicion de las cantidades
negativas.—Su origen y objeto.—Ventajas de su introduccion
en el calculo.—Consecuencias de la comparacion con el cero li-
mite.

Leccion 111.—Operaciones algébricas en general.—Adicion.—Su
definicion.— Adicién de monomios. — Reduccion.—Adiciéon de
polinomios.—Sustraccion de monomios y polinomios.—Mudar
los signos a uno 6 varios términos de un polinomio.—Observa-
cion sobre estas dos operaciones.

Leccién 1V.—Multiplicacién algébrica.—Su definicion.—Reglas
de los signos.—Multiplicacién de dos monomios.—Multiplicacién
de un polinomio por un monomio.

Leccién V.—Multiplicacién de dos polinomios.—Casos particula-
res.—Consecuencias que se deducen dé la multiplicacion de po-
linomios.

Leccion VI.—Division algébrica.—Su definicion.—Reglas de los
signos.—Division de dos monomios.—Divisién de un polinomio
por un monomio.

Leccién VI1.—"Division de dos polinomios.—Casos particulares.—
I<ey que observa el cociente entre la diferencia de dos potencias
iguales de dos cantidades y la de las mismas cantidades.

Leccion VII1.—"Fracciones algébricas.—Su comparaciéon con las
numéricas.—Su simplificacién y reduccién & un comdn denomi-
nador.—Minimo multiplo de las cantidades monomias.—Adicién
y sixstraecion de fracciones algébricas.

Leccion I X.—Multiplicacién y division de fracciones algébricas.—
Calculo de las expresiones mixtas.

Leccion X .—Calculo de las cantidades con exponentes negativos.—
Su influencia en la forma de las expresiones algébricas.

SEGUNDA PARTE.

ECnACtONES T PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON UNA SOLA
INCOGNITA.

Leccion X1.—Clasifleaeion de las ecuaciones.—Resolver ecuacio-
nes.—Casos en que una ecuaciéon no se altera.—Resolucién do la

1



Mimisterio de MARINA=;fccOii 6 Artiilerld.-=~\ Sefior Ministro
de Marina me dice con esta fecha de Real Orden lo siguionte:=
oExcmo. Sr.—Con esta fecha digo de Real Orden al Presidente de
la Junta Superior Consultiva de Marina, lo que sigue:=Excmo.
Sefior.=He dado cuenta al Rey (g. D. g,) de una instanciapromovida
por el Alférez graduado primer Condestable D. Pedro Barba y Llorca.
& la que acompafia unas L iccion/SdSSlonstitos i£$ Al*sbvci que dedica
a la Escuela de Condestables; y S. M. conformandose con lo infor-
mado por la Seccién da Artilleria de este Ministerio, se ha dignado
declarar de texto én la referida Escuela las expresadas Lecciones de
Algebra, autorizando al autor para que, por su cuenta, proceda & ve-
rificar la impresién.=De R”1 orden lo manifiesto 4 V. E. parasu
noticia y efectos correspondiontes.=:Y de igual Real drden lo tras-
lado 4 V. E. con el propio fin.»—Y de la misma Real Orden comu-
nicada por el referido sefior Ministro, lo traslado & V. para su co-
nocimiento y esatisfaccion. = Dios guarde a V. muchos afios.—
Madrid 16 de Mayo de ISJS—EI General Jefe de la Seccion, José

Rivera—  Alférez graduado primer Condestable D. Pedro Barba
y Lloren.



NDICE

PRIMERA PARTE.
OPERACIONES FUNDAMENTALES.

Leccion I.—Preliminares.—Objeto del Algebra.—Caracteres y sig-
nos algébricos.—Cantidad algébrica y s\is diferentes especies.—
Definiciones.

Leccion Il.—Cantidades negativas.—Definicién de las cantidades
negativas.—Su origen y objeto.—Ventajas de su introduccién
en el calculo.—Consecuencias de la comparacion con el cero li-
mite.

Leccién I11.—Operaciones algébricas en general.—Adiciéon.—Su
definicion.— Adicién de monomios.— Reduccién.—Adiciéon de
polinomios.—Sustraccion de monomios y polinomios.—Mudar
los signos auno 6 varios términos de un polinomio.—Observa-
cién sobre estas dos operaciones.

Leccion 1V.—Multiplicacion algébrica.—Su definicion.—Reglas
de los signos.—Multiplicacién de dos monomios.—Multiplicacién
de un polinomio por un monomio.

Leccion V.—Multiplicacion de dos polinomios.—Casos particula-
res.—Consecuencias que se deducen db la multiplicaciéon de po-
linomios.

Leccién VI.—Division algébrica.—Su definicion.—Reglas de los
signos.—Division de dos monomios.—Divisién de un polinomio
por un monomio.

Lecciéon VII.—Divisidon de dos polinomios.—Casos particulares,—
Ley que observa el cociente entre la diferencia de dos potencias
iguales de dos cantidades y la de las mismas cantidades.

Leccién VIIl.—Fracciones algébricas,—Su comparacién con las
numeéricas.—Su simplificacién y reduccién & un comdn denomi-
nador.—Minimo multiplo de las cantidades monomias.—Adicién
y sustraccion de fracciones algébricas.

Leccion I X.—Multiplicacién y division de fracciones algébricas.—
Célculo de las expresiones mixtas.

Leccion X .—Calculo de las cantidades con exponentes negativos.—
Su influencia en la forma de las expresiones algébricas.

SEGUNDA PARTE.

ECUACIONES Y PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON UNA SOLA
INCOGNITA.

Leccién X1.—Clasiflcaeion de las ecuaciones.—Resolver ecuacio-
nes.—Casos (11 que una ecuacién no se altera.—Resolucion de la

1



ecuacion de primer grado con una sola incégnita, cuando tiene
todos sus términos enteros.—La incognita no tiene mas que un
solo valor.

Leccion X 11.—Eesolucion general de la ecuacion de primer grado
con una sola incégnita.—Comprobacion del valor de ésta.—Casos
particulares que pueden presentarse.—Ejercicios.

Leccion XTIl.—Generalidades sobre la resolucion de los proble-
mas-—Clasitieacion do los mismos.— Generalizar un proble-
ma.—Formula.—Ejemplos de planteo y resolucién de problemas de
primer grado con una sola incégnita.

Leccion X1V.—Ejemplos de generalizar problémas de primer
do con una sola incégnita. — Ventajas de esta operacion.—"Her-
cicios.

Leccion XV .—Discusién de los valores de la incégnita de una ecua-
cion de primer grado.—Interpretacion de los valores positivos y

i ~ o A a 0
negativos.—Interpretaciéon délas ex presiones«q 7
como valores de la incognita.

Leccion XVI.-NInterpretacion de ios valores particulares de la
incognita en la ecuacion faudamental.—Ejemplo de discusion de
un problema de primer grado con una incognita.

Leccion XV I1.—Aplicacién de los problemas de primer grado & las
reglas aritméticas que dependen de proporciones.—Regla de tres
simple Y compuesta.—Problemas sobre estas reglas.—Regla de
compafiia.—Problemas sobre esta regla.

Leccion XV IIl.—Regla de interés .simpley compuesto.—Proble-
mas sobre esta regla.

Leccién XIX.—Regla de descuento.—Problemas sobro esta re-
gla.—Regla de aligacién.—Problemas sobre esta regla.

TERCERA PARTE.

ECUACIONES Y PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON VARIA.S
INCOGNITAS.

Leccion X X.—Ecuaciones de primer grado con mas de una in-
cognita.—Sistemas de ecuaciones.-Su clasiiieacion.—Métodos
de eliminacion.—Resolucion de un sistema de ecuaciones numéri-
cas por igualacion.—Resolucién de un sistema de ecuaciones nu-
méricas por sustitucion.

Leccion X X I.—Resolucion de un sistema de ecuaciones numéri-
cas por reduccion.—Resolucion general de un sistema determina-
do de ecuaciones de primer grado.

Leccion XX I1I.—Discusion de un sistema determinado de ecua-
ciones de primer grado.

Leccion XX 111.—Problemas determinados de primer grado con
varias incégnitas.

Leccion XXI1V.—Ejercicios.—Problemas diversos.

Leccion XXV .—Ejercicios.—Problemas de primer grado aplicados
a otras materias.-Pilas de balas incompletas.



LECCIONES DE ALGEBRA.

J"RIMEHA j~ARTE,

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

LECCION PRIMERA.

Preliminares.—Objeto del Algebra.—Caracteresy signos algébricos.—Cantidad
algébrica y sus diferentes especies.—Definiciones.

1. Algebraes la ciencia que tiene por objeto generalizar la reso-
lucion de los problemas matemalicos., determinando simbélicamente
la serie de operaciones que hay que efectuar para hallar el resultado.

2. Los simiiolos que se usan en el Algebra para representar
las cantidades son las letras del alfabeto castellano, ya mayus-
culas, ya minusculas, y & veces con la adicion de un acento 6
tilde. También se suelen emplear los caractéres griegos, cuyas

denominaciones y equivalencias son las siguientes:

Cradbies digis Gitidres jrich.

Me- Mi- . Bani- Ma- Mi- \ Baui-
yuscu- nuscu- Denomina-  valen- yuscu- miscu-  Denomina-  valeu-
las. las. ciones. cias. las. la». cioncs. eias.
A a Alpha a N v Nu n
B 3 Beta h s Xi CS, gs
r 7 Gamma 0 Omicron 0
A o Delta d n or Pi P
E s Epsilon e p p Rho r, rh
z Zita z, ds 2 ( Sigma s

H n Eta é N 5 Tau t
0 0 Thita th r Upsilon 1
! ! lota i <+ Phi ph, f
K y. Kappa k X X Chi ch
A X Lamiida 1 Y \b Psi ps
M Mu m n w Oméga 0



LECCIONES

Ordinariamente se conviene en representar las cantidades
conocidas, esto es, los valores dados ¢ datos que sirven de base &

los raciocinios, por las letras a, b, c,...... , empezando por la pri-
mera; y los valores desconocidos $ incognitas, por las letras
Z, XYy , empezando por la dltima.

3. La principal ventaja del uso de estos simbolos ¢ letras,
consiste en la indefinicién de las cantidades que representan los
datos, pues que en las aplicaciones aritméticas que de ellos se
hacen, podemos poner en su lugar nimeros cualesquiera, canti-
dades positivas y negativas y aun el cero, que no es mas que el
origen comun de estas dos ultimas.

4. Los signos que se usan en Algebra son los mismos que en
la Aritmética, con la abreviacion de que, para indicar el pro-
ducto de varias letras, no hay méas que juntarlas sin interposicion
de ningln signo. Asi, abe, indica el producto de aXbXc- Del
mismo modo se indica la multiplicacion de las letras por una-
cantidad numérica; pero colocando siempre el nimero &'la iz-
quierda. Asi, si se quiere multiplicar a por 4, se escriliira 4a.

5. Se llama coeficiente, el nUmero colocado como factor & la
izquierda de una cantidad literal. Asi, en la expresion 4a, 4 es
el coeficiente, que indica las veces que esta repetida por suma la
cantidad a.

6. Toda cantidad que no tiene coeficiente, se te stipone la
dad-, pues que evidentemente a X |=«-

7. Se llama exponente de una cantidad, un ndmero que se
escribe & la derecha de ésta y un poco mas arriba, para indicar
cuéntas veces debe tomarse como factor. Asi, en a®, 5 es el ex-
ponente” y esta expresion equivale &

8. Toda cantidad que no tiene exponente, se le supone la uni-
dad; pues que evidentemente = a

9. Como segln lo dicho (4) nunca se escriben cantidades
como a7, 63, etc., para leer las expresiones 7a, 36, etc...... .
a', 6" etc....... se dice simplemente siete a, tres 6, etc......, asiete,
6 tres; etc...... ;y es importante no confundir estas expresiones,
para lo cual basta tener presente la diferencia que hay entre las
definiciones del coeficiente y exponente, que el primero indica
la repeticion como sumando y el segundo como factor de la
cantidad c. La espresion 5a®, se leei'a cinco a tres.

10. Para indicar la raiz de una cantidad, cuyo indice sea m,

m
se escribe V a.
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11. Se llama igmldad, la reunién dedos cantidades por me-
dio del signo =» cuando estas cantidades no contienen ninguna
incognita, d una de ellas es el resultado de las operaciones indica-
das por laotra.Asi,2.3-}-4=10 y 2(a-]-a;)=2a-}-2xsonigualdades.

12. Se llama ecuacion, la igualdad entre dos cantidades,
cuando una de ellas, & lo ménos, contiene una 6 varias incogni-
tas. Asi, 2x-\-a—m y ax”™-\-b~c, son ecuaciones.

13. Primer miembro de una ecuacion, ¢ igualdad, es la can-
tidad que figura a la izquierda del signo = ; y segundo miembro
la que estd a la derecha. Asi, en la ecuacion 2x-{-a=s—d,
2x-\-a es el primer miembro y s—d el segundo.

14. Se llama identidad la igualdad cuyos miembros son uno
mismo. Asi, 4=4, »-f-3=:a”-3 son identidades.

15. Se llama cantidad algébrica 6 Literal, 6 expresion algébri-
ca ¢ literal, una reunion de letras ligadas por medio de los sig-
nos de las operaciones ordinarias.

16. Se llaman términos de una expresion algébrica, las parles
de ella que estan precedidas ¢ seguidas de los signos -j- 6 —.
Asi, en la expresion a-\-b—c, sus términos son: a, -f-6 y —c.

17. Todo término que no lleva signo expreso se le supone el sig-
no -}-. Asi, a es lo mismo que -\-a, lo mismo que -] -2]-6.

18. Se llaman términos semejantes, los que estan compuestos
de las mismas letras afectadas del mismo exponente, cuales-
quiera que sean sus coeficientes y signos. Asi, -]-30*c®, —S0"é®Y
—a%c*, son términos semejantes.

19. Se dice que una cantidad es un monomio, binomio, trino-
mio, y en general un polinomio, cuando contiene, respectivamen-
te, ano, dos, tres, y en general varios términos. Asi, la expresion
2a, 6 -f-20, es un monomio; a-j-6, es binomio; a-j-A—c, es trino-
mio; 2a-j-6—c2-j-3rf, polinomio.

20. Se llama cantidad racional, la que no contiene ninguln sig-
no radical; é irracional ¢ radical, la cantidad que contiene algun
signo radical.

21. Se llama cantidad algébrica entera, laque no contiene ra-

2 3
dical ni denominador literal. Asi, 7a""x, -é\ab y - —€* son en-

teras.
22. Se llama fraccién algébrica, 6 quebrado algébrico, todo
cociente indicado, cuyo denominador ¢ divisor sea literal. Asi,

— Ly — T7son fracciones algébricas.
c a—o
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23. Se llama expresion 6 cantidad mixta, la reunién por me-
dio del signo + d — de una expresiéon entera y una fracciona-

ria. Asi, Sab-\-” es una expresion mixta.

Las fracciones literales y expresiones mixtas se comprenden
bajo la denominacion comidn de cantidades fraccionarias.

24. Se llama cantidad prima, toda cantidad entera que no es
divisible por ninguna otra cantidad entera mas que por si pro-
pia y la uniflad. Asi, @b es una cantidad prima: pero d*~b*no
lo es, porque es divisible por a\~by pora—®6.

25. Se llama funcion de varias cantidades, aquella cuyo valor
depende de estas cantidades. Asi, en la ecuacién x=a-{-b—c, x es
funcién de las cantidades a, b y c.

26. Se dice que una cantidad es independiente de una letra, X,
cuando no contiene & dicha letra.

27. Se llamagrado de un término, la suma de los exponentes
de todas sus letras. Asi, abe y 2a® son del tercer grado, porque
la suma de sus exponentes es 3.

28. Se llama grado de un polinomio, la mayor suma de los ex-
ponentes de sus letras en cada uno de sus términos. Asi, el po-
linomio 5a®6-f-206—a*c es del quinto grado, porque la mayor
suma de exponentes es 5.

29. Se llama grado de un término, ¢ de un polinomio, con
respecto a una de sus letras, el mayor exponente de esta letra.
Asi, el polinomio x»\"2ax—b es del segundo grado con respecto
a la letra x.

30. Se dice que un polinomio es homogéneo, cuando siendo
entero, sus términos son todos del mismo grado. Asi el polino-
mio 5a®—4(26-]-6" es homogéneo, porque sus términos son todos
del tercer grado.

31. Se usaen Algebra generalmente el paréntesis, para in-
dicar que la cantidad por él comprendida dehe someterse & la
Operaciéon que indique el signo que le precede. Asi, a—(6-{-c)
quiere decir que, después de sumar b con c, se reste la suma
de a.

También se emplea el paréntesis para separarmi factor co-
mun & varios términos de un polinomio. Asi, al polinomio
2ab—fl“c-j-5a®6—a, en cuyos términos entra el factor a, se le sepa-
rard escribiéndolo en esta forma {Ib~ac-\-*a%—i)a', y al polino-
mio 4c(a—¢)—2a2(fl— en cuyos términos entrad fac-
tor comln (a—®6), se le separara escribiendo (4c—2a2-f-1) (a—6).
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Para separar un factor comun, suele también usarse una raya
vertical en vez del paréntesis, de este modo:
26
—ac
+5f1*6
—1
32. Se llama valor numérico de una expresidn algébrica,
namero que resulta reemplazando sus letras por numeros par-
ticulares, y efectuando las operaciones indicadas. Asij el valor
numérico del monomio 4g6* cuando «=3 y 6=2, es
4.3.23=96.

LECCION II.

Cantidades NEGATIVAS.— Definicion de las cantidades negativas.—Su origen y
objeto.—Ventajas de su introduccién en el calculo.—Consecuencias de la campa-
racion con el cero limite.

33. Se llama valor a6so/»io de un nimero, el del mismo nu-
mero sin ningdn signo. Asi, el valor absoluto de " de —8,
es 8.

34. Se llama cantidad positiva la que va sin signo, 6 precedi-

2
da del signo -f-. Asi, —(r)—y 8 son cantidades positivas.

Las palabras nimero absoluto y numero positivo se emplean
como sinénimas.

35. Se llama cani4<i(Z nejraiitia, la que va precedida del sig-

2
no —. Asi, —a,— 6 y —8 son cantidades negativas.

36. Para investigar el origen de las cantidades negativas,
consideremos que, representando las cantidades literales conoci-
das nameros cualesquiera, (3) se presenta desde luego en el Al-
gebra, la necesidad de tener que restarhm numero de otro me-
nor que él. Asi, por ejemplo, si en la expresién x~a—6, supo-
nemos fl=3 y 6=5, deberemos restar 5 de 3, lo cual, & primera
vista, parece que no puede efectuarse; mas como para restar 0
quitar 5 unidades de un nimero basta restar primero 3, y luego,
del residuo, restar las otras 2 unidailes, la expresion anterior,
a;=3—5, sera equivalente & x=3—3—2, que evideniemenle se
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reduce a ® =—2, puesto que 3—3=0; y el signo — colocado de-
lante del 2, manifiesta que estas unidades son las que se necesi-
tan para que la sustraccién sea posible: luego dicha cantidad ne-
gativa proviene de una sustraccion en la que el sustraendo es ma-
yor que el minuendo.

Seguln esto, siempre que haya que restar de un nmero otro ma-
yor”™ el resultado es negativo-, y se hallara este resultado restando el
numero menor del mayor y anteponiendo al resto el signo —. Asi,
5-7=—2,1—-5=—4.

37. La introduccidén de las cantidades negativas en el calculo
algébrico tiene por objeto (/enem/isar las ecuaciones correspon-
dientes & los problemas en que entran cantidades que pueden te-
ner dos sentidos opuestos. Con tal objeto se ha establecido el si-
guiente convenio: todas las cantidades de la misma especie que es-
tén tomadas en un mismo sentido, van precedidas del signo-\-y se
llaman positivas-, y iodaslas que se tomen en sentido contrario a
aquellas, quedan afectadas del signo —, recibiendo el nombre de
cantidades negativas. De modo que conviniendo, por ejemplo, en
anteponer el signo -j-ala expresién del capital de una persona
gue tiene 5.000 duros, se afectara del signo— la de otra persona
gue debe 5.000 duros, y se dird, por consiguiente, que el uno po-
see-\- 5.000 duros, y que el otro posee — 5.000 duros.

38. Para explicar la ventaja que resulta en el calculo algébri-
co de la admision de las cantidades negativas, presentaremos un
ejemplo muy notable.

Sean A y B dos, puntos fijos que se hallan en una linea inde-
finida PQ, y iWun punto que se mueve sobre la recta. Represen-
temos por a 'y 6 las respectivas distancias AB y BM, las cuales
conocemos, y supongamos que se trata de hallar la distancia del
punto mdvil M, al punto A, & la que llamaremos x. Es claro que,
cuando el punto M se halle & la derecha de B, tendremos:

que si llega & ocupar una posicién M’, situada entre A y B: sera
T= 0— 6,
y que si se halla en M" a la izquierda de A, su distancia a este
punto la determinara la ecuacién
x=b—a.
Vemos, pues, que se necesitan tres ecuaciones para determi-
nar, en cualquier caso, la distancia del punto M 4\ punto A\ pe-
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ro si se consideran como positivas las distancias contadas en el
sentido PQ, y como negativas las que se midan en el sentido con-
trario QP, la primera formula
x=a-\~b
determinara la distancia del punto M al punto A en todas las po-
siciones que ocupe, y entoneos dicha expresién serd general.
En efecto, si este punto llega & M', tendremos: x=-\-AM',
b=—BHT, y la ecuacién se trasformarda ya en
-\-Am'=AB—BW,
lo cual es cierto; porque el segundo miembro de esta ecuacién
significa que el punto moévil se ha apartado del punto A la canti-
dad AB, segun la direcciéon PQ, y que luego ha retrocedido, en
sentido contrario, la cantidad BIB.-, de modo que la distancia al
punto © es en la actualidad AM', la cual debe estar precedida
del signo-{-'por contarse en el sentido PQ.
Si el punto M esta en M", se tiene ® =—AM"\ —BM”,y
la formula, x=a-\-b, se reduce &
—AM"—AB~BM",
igualdad idéntica, por la misma razén que se acaba de exponer.
39. De lo expuesto sobre las cantidades positivas y negati-
vas, resulta: que podemos considerar al cero como punto de par-
tida de las cantidades de una misma especie, ya sean positivas 0
negativas, y por consiguiente, si se imaginan todas ellas, de
cualquiera especie que sean, dispuestas por 6rden de magnitud
y en una misma linea, desde cero hasta el infinito mpositivo, es
decir, hasta el limite de las cantidades positivas, yendo de iz-
quierda a derecha; y desde cero hasta el infinito negativo, yendo
de derecha & izquierda, se reconoceran los dos principios si-
guientes:
1® Toda cantidad negativa es menor gtie cero, porque esta mas
l1éjos que cero de toda cantidad positiva. Asi, la persona que tiene
—40 pesetas es ménos rica que la que su fortuna equivalga & cero;
y para indicar que una cantidad es positiva 6 negativa, se esta-
blece la relacion a>>0 6 a<0.
Y 2.” Be dos cantidades negativas, es menor la que tiene mayor
valor absoluto. Asi, —40 es menor que — 15, porque el primero
dista méas que el segundo de toda cantidad positiva.
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LECCION II1I.

Operaciones algébricas en general.—Adicion, su definicion.—Adiciéon de raono-
mios.—Eeduooion.—Adicién de polinomios.—Sustraccién de monomios y polino-
mios.—Mudar los signos & uno 6 Tarios términos de un polinomio.—Observacion
sobre estas dos operaciones.

40. Toda operacion algébrica, en general, no consiste mas
que en trasformar la expresion que indica dicha operacién, en
otra mas sencilla $de la forma que nos convenga.

41. Las operaciones del Algebra y los datos y resultados de
las mismas, tienen respectivamente iguales nombres que las ope-
raciones de la Aritmética y sus datos y resultados correspon-
dientes.

42. En todas las operaciones algébricas distinguiremos en
general dos casos, segun que los datos sean monomios 6 poli-
nomios.

ADICION.

43. Se llama turna algébrica 4e varias cantidades, el resulta-
do que se obtiene al sumar dichas cantidades atendiendo & sus
signos.

44. Adiciéon de monomios.—Para sumar varios monomios™ se
escriben unos & continuacion de otros con los signos que cada uno
tenga.

En efecto; es evidente que la reunién de dos cantidades de una
misma especie, que tienen el mismo signo 6 estan tomadas en el
mismo sentido, produce un resultado también en el mismo sen-
tido, y cuyo valor numérico es la suma de los valores absolutos
de dichas cantidades. Es asimismo evidente que si las cantidades
tienen distinto signo é bien sentidos opuestos, su reunién se re-
duce a destruir en la mayor una parte igual & la menor y pro-
duce un resultado, cuyo valor numérico es la diferencia de los
valores absolutos de dichas cantidades, tomado en el sentido de
la mayor. Asi, si una persona dehe a otras dos, & la una 400 pe-
setas y & la otra 200, su capital serd& do —400 y ademas de
—200, es decir, que estara representado por

—400-200=-600.

Y si una persona posee 600 pesetas y delie 800, su capital se

compondra de -j-600 y de —800 y por consiguiente sera:
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+600—800="—200.

Tendremos, pues, en general:
(+a)+(+6=+a+6

(Lo)+ (+6=—itt6
(—Q+ (—*)= - -*e

45. La suma de los monomios puede simplificarse, cuando
contiene términos semejantes, (18) por medio de otra operacion
llamada reduccién, que consiste en reducir dichos términos seme-
jantes & uno sélo.

Para esto se observan las reglas siguientes;

1. ® Para reducir términos semejantes, que tienen el mismo sig-
no, a uno sélo, se suman los coeficientes, y a la suma, seguida de la
parte literal comdn, se le antepone dicho signo.

En efecto; es evidente que

+ 2a¢M+8fl6n+ab* =+ 11a 6%
y que
— 4fI62— 506™N—a62=-10fl;2.

2. * Para reducir términos semejantes, que tienen diferentes
signos, & uno sélo, se suman los coeficientes positivos, luego los ne-
gativos; seresta la suma menor de lamayor, y a la diferencia, segui-
da de la parte literal comudn, se le antepone el signo de la mayor.

En efecto, sea la expresion

4a*6— 8a*6—2a*;+30®6—a™.

Es evidente que se puede invertir el drden de la colocacion

de dichos monomios en esta forma:
4a76+3a®6—8a"6—20*6—ab;
pero
4f1'6+3fI36=+7a"6, y —Sa”b-2a™b—a*b:=-iia%-
luego la expresion propuesta queda reducida a
+7a”6—Illa»b= —4w6.

46. Adicion de polinomios.—Para sumar varios polinomios,
basta escribir los unos & continuacion de los otrosi conservando los
signos gue tengan sus términos, y hacer enseguida la reduccion de
éstos, si los hay semejantes.

En efecto, vamos a sumar el polinomio a—b con el c—d-\-f.
Supongamos que, efectuando las operaciones indicadas en a—b,
sea -+.R su resultado. La suma pedida sera c—d~\-ftiR, que es
equivalente & *.R-\-c—d-\-f, é poniendo a—b en vez de #;JS,
sera a-b-\-c—d-\-f, 6 también c~d-\-f-\-a—b.
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Ejemplo. Sumar los polinomios

8x® — 60occN-[-9and-t- 3c2,

— 5flI36-j- 8a® —7c2 4-12aa:2,
7¢2 3a2é j 93 _
15aa;2. ~2aV).

Suma: 15=® +2laa;2 3c2

SUSTRACCION.

47. Se llama diferencia algébrica de dos cantidades, otra canti-

dd que sumada con el suslraendo, da por suma el minuendo

48. Para restar cantidades literales en general, se escriben a
contmuacion del minuendo todos los términos del sustraendo.

plm 7" y la reduccién gue sea
Llamemos Jifal minuendo, ya sea monomio & polinomio v
sea el sustraendo el polinomio a-~b-\-c—d: digo que
M ~(a-b-\-c~d)=M ~a”b—c-\-d.
En efecto, sumando la cantidad M -a4-b~c4-d con el sus-
traendo a—06-J-c—fif, la suma es (4fi)
M—a-\~b—c-\-d-\-a—b-{-c~d=:M;
luego, segln la definicion, (47) M ~a”~b~c+des el resto.
Ejemplo. Restar del polinomio 14a26—8a62-{-56®—a®el voliuo-
mio 6a™-\-9a%—4b\
El resto seré:
14a26_8ii62-}-563— a®— 6a®—
y reduciendo,
5a=¢— 8a6*-j-9,®—7a®.
49. Hemos acabado de demostrar que
M—(a—6-f-c—of)=M—a-f-6—c4-al,-
y si escribimos cambiados los miembros de esta igualdad sera-
M~a”~b~c-\-d=M-{a~b-\-c~d),
de cuya trasformacion sacamos la consecuencia siguiente: para
mudar los signos de un polinomio, sin gue éste se altere, se escri-
biran dichos términos con los signos mudados dentro de un parénte-
sis, y se antepondra al paréntesis el signo de —. Asi:
—6-f-cza—(6—c).
50. Obsérvese que, en el Algebra, las palabras sumar j restar
no envuelven, respectivamente, la idea de aumento y disminucion
como en la Aritmética; sino que esto se verifica solamente cuan-
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do las cantidades que se consideran estan tomadas en el mismo
sentido; porque si tienen sentidos opuestos, su adicion produce
una disminncion, y sd sustraccion\muumenlo.

LECCION IV.

Multiplicacion algébrica, su definicion.—Reglas de los signos.—Multiplicacion
de dos monomios.—Multiplicacién de un polinomio por un monomio.

51. Se llama multiplicaciéon algébrica de dos cantidades, la
Operacién que tiene por olijeto hallar una cantidad que sea, en
magnitud y signo, respecto del multiplicando, lo que el multi-
plicador es respecto de la unidad positiva.

52. Segun esta definicién, si el multiplicador tiene el sig-
no -f-, es decir, igual signo que la unidad, el producto tendra
igual signo que el multiplicando; y si el multiplicador tiene el
signo —, esto es, un signo .opuesto al de la unidad, el producto
tendréa signo contrario al del multiplicando.

Se podréa, pues, enunciar

multiplicado por da -f-

— » H » —
1 » — n—
— » — » -f-

y también la siguiente regla; el producto de dos cantidades del mis-
mo signo es positivo, > el de dos cantidades de distinto signo es ne-
gativo.

53. De la regla de los signos que acabamos de exponer, se
deduce, a poco que se reflexioue:

1. " Que el producto de muchos factores negativos es positivo, o ne-
gativo, segun que los fictores, que lo componen, son pares 6 impares.

2. * Quesi uno de los factores de unproducto muda de signo, el
producto muda de signo.

Y 3." Que si dos factores de un producto mudan de signo, el
producto no muda de signo.

54. Multiplicacion DE monomios.— Establecidas ya las reglas
de los signos, haremos abstraccion de ellos en la multiplicacién
de monomios, y como la multiplicacién de varias cantidades se
reduce ala de dos, tratemos de la multiplicacién de dos mono-
mios.

Empecemos por multiplicar «»i por Observemos que
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am—aaa...... , entrando m veces por factor la o, y a®=zaaa,..."
entrando n veces por factor la a; y como- para efectuar la opera-
cion con estos factores no hay mas que reunir las letras, ten-
dremos

Podremos, pues, enunciar la siguiente regla: para hallar el
producto de doi potencias de una misma cantidad”™ se eleva esta
cantidad a una potenci(f, igual & la suma de los exponentes de las
potencias propuestas.

55. Sean ahora dos monomios cualesquiera, por ejemplo,
60"6®por 5a;x*; bastara para efectuar la operacién, formar un
producto compuesto de los «lislinlos factores de los monomios
propuestos, segln nos ensefia la Aritmética con el producto de
varios productos, el cual sera

&.a\b\ b.a.b™.c™;

y como este producto, sabemos también, puede descomponerse,
por el contrario, en un.producto de varios productos, tendremos
que sera igual &

Pero 6.5=30, «2.«<=«® y (54) luego
6a26@®X5«62c®=30Xa'X6"*Xc®=30a®6V.

Estos razonamientos pueden aplicarse & cualesquiera mono-
mios; por consiguiente, se deduce que, para multiplicar varios
monomios, se multiplican los coeficientes y se escriben & contimia-
don del producto todas las letras diferentes- de los factores, ponien-
do d cada letra comun & varios un exponente igual & la suma de los
exponentes que lleva en dichos factores, y conservando sus exponen-
tes & tas letras que entran solamente en uno de ellos.

Ejemplo:— 5a2;®cX- | -3ac2X—a"A=-|-15a®6*c®.

56. Multiplicicion de un polinomio por un monomio.— Pa-
semos ya a la multiplicacién de polinomios, y supongamos prime-
ro, que siendo el multiplicando un polinomio cualquiera a”b—c,
por ejemplo, queremos multiplicarle por uu monomio positivo d.
Tres casos pueden presentarse segin que d sea una cantidad
entera, fraccionaria 6 incomcnsurable.

1.“ Si d es im numero entero, el producto de a-\-b—c por d
.serd la suma de d cantidades jguales al multiplicando, esto es:
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(rf_]-¢_c)il=:(fFl_j_¢_c)+(fl-f6-c)+ (a+ 6-c)+ ...
- | 7-17-) e —C—C—C—
0 bien, haciendo la reduccion de términos semejantes,

(fl-j-6—c)d=ad-\-bd—cd.
2* Si es fraccionario, por ejemplo,E* la Operacion de

multiplicar una cantidad cualquiera por una fraccién, nos dice la
Aritmética, se reduce & tomar una parte del multiplicando ex-
presada por esta fraccion, 6 bien en este caso, a dividirlo por ny
multiplicar el cociente por m. Ahora bien, el coéiente de

ti a \Y . -
G-j-0—C POF N, €8 == tmmmmmmmonene » porque si multiplicamos este

cociente por el divisor «, del modo que hemos dicho en el primer

caso, se reproducira el dividendo —c; luego el producto
pedido seré:
a ] c am ,bm cm m,, m m
M-{---- M- — Mt =n.-—- Ho.------- c.—
n n n n n n n n n

es decir, ad-\-bd—-cd.

3." Si des una cantidad incomensurable, supongamos que d'
sea una cantidad comensurahle mayor 6 menor que d; pero que
pueda aproximarse a d tanto como se quiera, y, segin lo que
acabamos de demostrar, tendremos:

{a-\-b—c)d'=ad"-\-bd'—cd',
y esta igualdad sera cierta, siempre que d' vaya aproximandose
a d. Ahora bien, se ha demostrado en la Aritmética, que cuando
dos cantidades variables permanecen constantemente iguales, sus li-
mites son también iguales; pero el limite del producto {a-~b—c)d",
es (a-i-6—c)d, y el dela cantidad ad'-~bd'—cd', es evidentemente
ad -=rbd—cd, luego
{a-i-b—c)d=ad-+-bd—cd.

De todo lo dicho en los casos anteriores, deducimos, que
para multiplicar un polinomio por un monomio positivo, se multi-
plica cada término del polinomio por el monomio, segun las reglas
dadas, y la suma de los productos parciales sera el producto .total.

57. Esta regla es general aun cuando el multiplicador fuese
un monomio negativo, —rf; pues segln hemos demostrado, (56)

(a-"b—c)d=ad-~bd—crf;
si cambiamos los signos de amiios miembros de esta igualdad, y
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recordamos (53) que para mudar el signo del primer miembro,
basta mudar el del factor d, tendremos:
(iz-f-6—c) X — d==—Tfld— ¢d-hCiif,
gue es lo que resulta aplicando la regla.
Ejemplo: (3a*6*c-f-5a6V h ab™— + ka™b— 50620)61i®@2 =
18fl* 6V-t-30rt*6®c»H-6a®6»c2— 182 6B H-240"6«cr— 30a*6V.

LECCION V.

Multiplicaciéon de polinomios.—Casos parbiculares.—Consecuencias aue se
deducer.de la multiplicacion de polinomios.

58. Multiplicacién de polinomios.— Consideremos, por ulti-
mo, el caso en que el multiplicador es también polinomio, y
sean, por ejemplo, dos polinomios cualesquiera, {a—b-\-c) multi-
plicado por {d—e—f). Supongamos que se hayan efectuado laS
operaciones indicadas en el multiplicando, y representemos por
P su valor: el producto pedido sera

P{d~-s~f),
y como se puede permutar el 6rden de los factores de un pro-
ducto,
P{d~e-f)={d"~e-m
pero, segun hemos dicho, (56)
{d-e-f)P=~dP-eP-fPAPXd-"PX-e~"PX-U

luego poniendo en vez de P su valor {a—¢i-\-ti), sera
(a_¢+c)(i/—e—1)=(n—6+ o £i+(ii—6+Cc) X— [’

Por consiguiente, para multiplicar dos polinomios entre si, se
multiplica el multiplicando por cada término del multiplicador, y
la suma de los productos parciales sera el producto total.

59. Cuando los factores contienen diferentes potencias de una
misma letra, conviene, para facilitar la reduccién de los produc-
tos parciales, ordenarlos con respecto & dicha letra que se llama
letra principal; es decir, escribir primero el término en que la le-
tra tiene mayor exponeote; luego, de los restantes, aquél en que
la misma letra tenga mayor exponente, y asi sucesivamente hasta
agotarlos @).

(*) También pueden ordenarse los polinomios de modo axie las potencias de la
letra principal vayan constantemente creciendo.
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60. Ejemplo. Multiplicar el polinomio —20*6 por el
polinomio —40"6.
Ordenando estos polinomios con respecto & la letra a, dispon-
dremos el calculo del modo siguiente:

Multiplicando.........ccccceeiuennee. — 2ii®6f- 4a®6*
Multiplicador........ccccooevivennnnn. Q— 2a;2
Producto parcial por ' o*... 5a'— 20®86-)- 4062

— — por ~4aZ26.. —"Qa™N" 8o«6'—

— — por labK. 10a«62— 4a463-h8aR64
Producto total...........ccceeeeee. 5a’'—2206¢4.220N62— 20a4634-8a«64

Se ha tenido cuidado de colocar los términos semejantes en
columna para facilitar la reduccién al hallar el producto total.

61. Estos polinomios son homogéneos; (30) el primero del
4.” grado y el segundo del 3.®, y es evidente que suproducto de-
be ser también homogéneo, y que el grado del producto es la
suma de los grados de sus factores. Por consiguiente, si el pro-
ducto de dos polinomios homogéneos no resulta homogéneo, es sefial
de estar equivocada la operacion, y, por tanto, debe repetirse.

62. Para multiplicar dos polinomios en que la letra princi-
pal entra en varios términos con el mismo esponente, se pondra
primero cada potencia de esta letra como factor comdn; se ordena
enseguida el polinomio, y, considerando las cantidades someti-
das al factor comdn como simples coeficientes de éste, se efectia
la multiplicacion.

63. Ejemplo: Multiplicar el polinomio la™x—"abxX' b X'iN—
56®a;-i-6a6%-i-; por el polinomio ax-"bx-"ab.

Dispondremos el calculo del modo que se expresa a conti-
nuacion:
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Multiplicando. . . 202 e2 +6g62 x +64
—Zab — 56«
+262
Multiplicador. . . ai ab
Producto por a Cr. 290 +69202 ® +abd
4-6 —Za% —bgo« + 6
-h2ab™ +6a6«
+2f126 — 564
—Ba™
+26«
Producto por ab . .. a2 t6a2;3  ir+fl65
A2 _sop |
Producto total.. , 2ai o« +2a¢6 @2 +6gubc  {B-Hgbb
— -{-3n202
—a&n -1-3g6* 65
+26¢ — 564
64. Aplicando las reglas de la multiplicacién & la formacion

del cuadrado de (auzb), y a la del producto de a-hb por a—b,
tendremos;

(fl+¢)2=(a-4-6)
(a—6)2=(a—6) (a—0b)=a2__2a6-+i2

ia+b) (0—
De estas tres expresiones deducimos los teoremos siguientes:
1. “ El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual a la su-

ma de los cuadrados de estas cantidades™ aumentada en el doble pro-
ducto de ambas.

Ejemplo; (5a-v-2a2;)2— 2512 ~.20rt3;_~4Q42"
2. “ EIl cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual a la

smna de los cuadrados de estas cantidades, disminuida en el doble
producto de ambas.

Ejemplo: (2a®6—
S.” ELproducto de la suma de dos cantidades, multiplicada por

su diferencia, es igual a la diferencia de los cuadrados de dichas
cantidades.
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Ejemplo: —2a{Ba”MN—Baar—Aéx+2an.

Este producto puede ponerse bajo la forma siguiente, segun lo
dicho (49):

i(5aV-3flV)+(4fl*jc-2aS) | Xj(5iiV—3aV)—(4a%—2aS)j
y por consiguiente, sera igual a4
(bav — 3av )2 — (4aSjc — 2a™M=:25a""x— Aa*g®+ 9a@™— 1 -h
16c%—4ai®.

65. De la regla de la multiplicacion de dos polinomios, se
deduce también, a poco que se reflexione, que él cuadrado de un
polinomio se compone, de los cuadrados de susdiferentes términos, y
del duplo de la suma de los productos, que se obtienen, multiplicando
cada uno de dichos términos por los que le siguen.

Ejemplo: {2a™—Ba%-+iab”2bAY=ian-[-9a”b"-hi&a™M-hibN—
1206 16a*;2 —8a';2 — 24a'63 12a'6*— 16a6*= 4a6— 12a»é+
25a«62_32fl3;3_"28fl2;4_i6a;5 "N4066.

66. Puesto que los primeros y ultimos términos délos poli-
nomios, ordenados con respecto a una letra, son aquellos en que
dicha letra entra con el mayor y menor exponente respectiva-
mente, y por tanto son Unicosy sin semejantes, se infiere facilmen-
te, que si se multiplican dos polinomios, ordenados con respectad una
misma letra, el primer término del producto final, después de orde-
nado, es el producto de los dos primeros términos de los factores-, ij
el ultimo término del producto final es el producto de los dos Gltimos
términos de los factores.

LECCION VI.

Division algébrica, su defimcion.—Reglaa délos signos.—Division do dos
luononios.—Division de un polinomio por un monomio.

67. Se llama division algébrica de dos cantidades, una opera-
cion riiyo objeto es hallar otra cantidad que multiplicada por el
divisor dé de producto el dividendo.

68. De esta definicion se deduce, que si el dividendo es posi-
tivo, el divisor y el cociente tendran signos iguales, (52): luego si
el divisor es positivo, el cociente es positivo; y si el divisor es ne-
gativo, el cociente también lo es. Por el contrario, si el dividendo
es negativo, el divisor y el cociente tendran signos contra-
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nos(52); de suerte que, si el divisor es positivo, el cociente es
negativo; y si es negativo, el cociente es positivo.
Se podra, pues, enunciar

-+ dividido por 4 da +

y también la siguiente regla: el cociente de dos cantidades del mis-
mo signo es positivo™ y el de dos cantidades de diferente signo es
negativo.

69. De las reglas de los signos que acabamos de exponer, se
deduce, a poco que se reflexione;

i Q u e el cociente no se altera porque se muden los signos del
dividendo y divisor.

Y 2.” « Que el cociente debe ser negativOy siempre que alguno de
sus términos lo sea.

70. Division de monomios.— Estalilecidas ya las reglas de los
signos, empecemos haciendo abstraccién de ellos, por dividir un
monomio cualquiera por otro, por ejemplo: 4836 /* por Sa™c.

De la definicion de la division y la regla de multiplicar mono-
mios, se deduce inmediatamente: 1 Que el coeficiente del cociente
debe resultar de dividir los coeficientes del dividendo y divisor, y

, 48
sera, por tanto, —* = : 8. 2.° Las letras comunes, y que tengan ma-

yor exponente en el dividendo, deben entrar en el cociente con un
exponente igual a la diferencia de los que llevan en dividendo y
divisor; es decir, que la letra a tendrd en el cociente un expo-
nente igual & 5—3=2; y por la misma razon, el de la letra ¢ sera
6__1=5. 3.” Las letras iguales, con iguales exponentes, no cor-
responden al cociente, como la letra b; pues para ello necesita te-
ner mayor exponente en el dividendo. Y 4." Las letras que, como
la d, no entran en el divisor, deberan hallarse con su mismo ex-
ponente en el resultado. El cociente sera, pues, 8aV'<% como
puede comprobarse, multiplicandolo por el divisor, y reproduci-
ré el dividendo.

Este razonamiento, que podemos hacer con oiros monomios
cualesquiera; nos conduce a la siguiente regla general:

Para dividir dos monomiosydividase el coeficiente del dividendo
por el del divisor, y tendremos el del cociente: escribanse a su dere-
cha las letras comunes que tienen mayor exponente en el dividendo



DE ALGEBRA. 21

que en el divisor, y las que s6lo entran en el dividendo, dando d las
primeras un exponente igual & la diferencia del que tienen en divi-
dendo y divisor, y conservando el suyo las segundas: suprimanse
las letras comunes de iguales exponentes, y antepéngase al resultado
el signo correspondiente.

—¢10aWdef» Vv om

71. Esta regla supone que las letras comunes tienen mayor
esponente en el dividendo que en el divisor; pero como puede
suceder que los tengan iguales 6 que sean menores en el divi-
dendo, veamos de generalizar dicha regla, es decir, hacerla
aplicable & todos los casos.
1. ° Supongamos que la letra a tenga en dividendo y divisor
el mismo esponente, y sea a" dividido por a™ EI cociente ya
sabemos que evidentemente seria la wnidad-, pero si le aplicamos
la regla anterior, se hallara <"~"=za . Esta espresion carece de
sentido; mas si convenimos que, en adelante, toda cantidad, cayo
exponente es cero, equivale & la unidad, esto es, cf =1, podremos
N

decir que —=c”™”, y laregla se verificara cuando los esponen-
tin

tes de las letras comunes son iguales.

2. ® Sea ahora la division de cP por . Como se ha de-
mostrado en la Aritmética que el cociente de una division no se
altera dividiendo sus términos por la misma cantidad, dividamos

y por , (70) (7i. 1.”) y asi se vera que

Ahora si aplicamos & esta division la regla, se hallara

a
Esta expresion no tiene sentido; mas si convenimos que, en

adelante, toda cantidad con exponente negativo equivale & una frac-
cion, cuyo numerador es la unidad y cuyo denominador es la misma
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cantidad con el mismo exponente hecho positivo™ esto es, a —

podremos decir ®=a y laregla ae verificara tam-

bién cuando el exponente es menor en el dividendo. Por consi-
guiente, estableceremos, en general, qne para dividir dos potencias
de una misma cantidad se reélan sus exponentes.

72. Para que la division de monomios sea exacta, es preciso:
I.° Que los exponenles de las letras del divisor no sean mayores
que los que tienen las mismas letras del dividendo; y 2.° Que el
divisor no contenga ninguna letra que no entre en el dividendo.

Cuando estas condiciones no se verifican,la divisién esinexacta-,
se expresa el cociente en la forma fraccionaria, y se simplifi-*
ea, esto es, se suprimen los factores comunes & dividendo y divi-
sor. lo cual sabemos no altera el resultado.

1
Ejemplo:
2flnee *
73. Division de UNpolinomio por un monomio.

Pasemos, ahora, al caso de dividir un polinomio por un mo-
nomio, que esta reducido & la division de monomios. Sea el di-
videndo el polinomio a—6-i-c, y el divisor el monomio m. Es

. . . ® n c .
ciaro que el cociente debe Ser e 'I—nlq----, puesto que multi-

pilcandolo por el divisor m, (56) se reproduce el dividendo
a—6-+C; y como este razonamiento se verifica en otro cuabjuier
caso, estableceremos la regla siguiente:

Para dividir un polinomio por un monomio, se divide cada tér-
mino del polinomio por el monomio, y la suma de los cocientes par-
ciales sera el cociente total.

Ejemplo;, N--mm-mmm oo =2rt4-t-4n2;a——6x.

74. La division de un polinomio por un monomio sera exacta
6 inexacta, segun que lo sean 6 no, la de los términos que lo
componen.
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LECCION VIL

Divieion de dos polinomios.—Casos particulares.—Ley q,«e observa el cociente
entre la diferencia de dos potencias iguales de dos cantidades y la de las mismas
cantidades.

75. Divisisn CEPOLUNOMCS—Propongamonos, por Gltimo, la
division de dos polinomios, y para mayor facilidad, represente-
mos el dividendo por el divisor por A-t-6-f-c-t-. ...
y el cociente incégnito por ... , € imaginemos que es-
tos tres polinomios estén ordenados con respecto a las potencias
decrecientes de una misma letra (.

Siendo el dividendo igual al producto del divisor por el co-
ciente, tendremos la identidad
.= (a-r6+C-i- ...... ) (m-t-H-p-+-....... );
pero segun lo que hemos dicho (66), el primer término A debe
ser el producto de los dos primeros términos o y wt de los facto-
res, y por consiguiente, el factor m es igual al cociente de A di-
vidido por A 6

A
A=zam, de donde m——a :

es decir, que partiendo el primer término del dividendo por el
primero del divisor, resulta el primer término del cociente.

Ahora, considerando el polinomio ... como un
binomio, cuyo primer término es wiy el segundo n-\-p-"....... ten-
dremos que la identidad anter ior se convertira en
A -0 - L Z(@-i-6-+-C'H.rrie e ) (W-r-p-"......),

y restando & los dos miembros de esta igualdad la cantidad

{a-i-b-i-c-i-......)m, ser&a

A\-B\-C\-...— .. )m=(a-|-6-{-c-f~......) ((H~P~h-*m)
Supongamos que el primer miembro de esta igualdad, que es

el primer residuo de la division, después de reducido y ordena-

do, se halla representado por A-\-B'-\-C"\-....., y tendremos
A'\-B'\-C'{- i Y +PATLLL)I
pero aqui diremos como antes que, segun lo dicho, (66)
i

A'=an, de donde n= — ,

{*) También podiamos suponei'loB ordenados con relacién & las potencias cre-
cientes.
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es decir, que partiendo el primer término del resto,
C"\-....., por el primero del divisor, resulta el segundo término
del cociente.

Razonando con este segundo término del cociente y el primer
resto, como lo hemos hecho con el primer término y el dividen-
do propuesto, hallaremos el 3.", 4.“ 5.“...... términos del cocien-
te, dividiendo siempre el primero del resto, después de ordena-
do, por el primero del divisor.

Continuando la Operacion, llegaremos & un residuo igual &
cero, 6 & un residuo tal, que la division de su primer término
por el primero del divisor nos dé por cociente un término en que
tenga la letra ordenatriz un expoliente menor que la diferencia
de los que tiene la misma letra en los IUtimos términos del divi-
dendo y divisor, é, al contrario, si estuviesen los polinomios or-
denados con relacion & las potencias crecientes de dicha letra.
Si el residuo es cero, el polinomio obtenido sera el cociente exacto;
porque habiéndose hallado cero, restando del dividendo los pro-
ductos parciales del divisor por los términos sucesivos de dicho
cociente, vemos que, el dividendo es el producto del divisor por
el polinomio hallado, el cual sera, por consiguiente, el cociente
pedido. Pero si el residuo, de que setrata, no es cero, el cocien-
te no puede ser entero, 6 es inexacto; pues de lo contrario, en su
altimo término, la letra ordenatriz tendria por exponente la di-
ferencia de los que tienen los ultimos términos del dividendo y
divisor, de cuya divisidon procede, y, por consiguiente, el resto
correspondiente hubiera sido cero, contra lo supuesto.

Eq vista de lo expuesto, estableceremos la regla siguiente:

Para dividir un polinomio por otro, se empieza por ordenarlos
respecto de una misma letra-, luego se divide el primer término del
dividendo por el primero del divisor, y se tendra el primer término
del cociente. Este se multiplica por todo el divisor, y el producto se
resta del dividendo; el resto, ordenandolo si no lo esta, se trata co-
mo un nuevo dividendo, para continuar del mismo modo hasta que
se llegue & un residuo cero, 6 a un residuo tal, que el exponente de la
letra ordenatriz resulte menor que en el divisor.

76. Esta regla estd demostrada en el supuesto de que las po-
tencias de la letra ordenatriz vayan decreciendo; pero si se hubie-
se ordenado con relacion &las potencias crecientes, la operacion
podra terminarse cuando se llegue a un residuo cuyo primer tér-
mino tenga el exponente de la letra ordenatriz mayor que la di-
ferencia de los dos Ultimos términos del dividendo y divisor.
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77. En el caso de que el residuo no sea cero, sé completa el
cociente, agregando al polinomio hallado una fraccién que indi-
que la division del ultimo residuo por el divisor.

78. Para restar mas facilmente del dividendo los productos
del divisor por los términos del cociente, se cambian los signos a
los términos de estos productos, & medida que se obtienen, y se
escriben sucesivamente debajo de los que le son semejantes, en
el dividendo parcial correspondiente.

79. Como el producto del primer término del divisor por
cualquiera de los del cociente es siempre igual al primer término
del respectivo dividendo parcial, no se escribe este producto y se
tacha el primero del dividendo parcial: del mismo modo se ta-
charan los demas 4 medida que se haga la reduccion.

80. Ejemplo I. Dividir

por - 2a6—A2 | 2(i2_
Ordenando estos polinomios con respecto a las potencias de-
crecientes de a, dispondremos el calculo del modo siguiente:

Ga*-f-4a36—0a262—3a62+2;, 2a2-1-2a6— &

—b6a*—6a"0-|-3a"62 32 ab—2
residuo. . . —2326—6a262—3c6®--26*
-\-2a”b-\-2am—ab"™
2." residuo. . .. ~4a’'6=—4aé»4-26«
+4f|262+4a6»—26*
3.®" residuo. . . 0
81. Ejemplo Il.
aNj*-i-a®BRP— —2fP*x*
por x"—a'.

Ordenemos con relacion & s, y dispondremos la operacion
como sigue:

a’'—a2jj;s—2a/™*-i-a*xt-a'x™

Sl-anx* - Xe—a™MN— a-+a*
— — a™t-ha*x™-hax™
—amsr
— a*-ha*x"
H-—
-t-0'

—a”x-ha'



26 LECCIONES

Siendo 2 la diferencia de los exponentes que lleva x en los
Gltimos términos del dividendo y divisor, {a? es lo mismo que
se vé desde luego, examinando el segando residuo, que el
cociente no sera entero, porque dividiendo su primer término,
por el primero  del divisor, se llega a escribir en el co-
ciente un término en que el exponente de ®es 1; es decir, me-
nor que la diferencia 2. Sin embargo, se ha continuado hasta
gue el exponente de x en el residuo es menor que en el divisor,
con objeto de hallar todos los términos enteros que puede conte-
ner el cociente.
Este cociente completo es:

—®

82. Ejemplo IlI.

a—h
1°~ residuo (0*—6"  o*|-fl@6-|-fl262 | a6 -[-6"
2.4 id.. an— —®
3.er id.. 063—6«=€é\c'—62)
4. id.. a 6«—65=64(fl —6)
5. id.. (@]

Observando con atencidn el progreso de esta division, se echa
de ver que en el primer término de cada residuoy en el cociente,
los exponentes de a van disminuyendo y los de 6 aumentando de
unidad en unidad. Ademas los residuos escritos, como lo hemos
hecho, bajo la forma

i(@*—6%), —6N)...... .
manifiestan que la divisibilidad de —6, 6 en genenai, la de
flw_6wi, depende de la de a'n-t—bm-i; asi como ésta de la de
cm— etc. y pues que
«2---62— ---¢)
es divisible por a—6, también lo sera a —6R y por consiguiente,
a*—6* vy, en general, —b~".

Tendremos, por tanto,

a;”__fw :0,Ji-1_j_fIWi-26--fIM-362_|..oonon_|_FI6%-2_[ 6W--i;

y haciendo 6—1,
—1

e -i-0-f-i.
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Este ejemplo nos dice gae la diferencia de dos potencias del
mismo grado de dos cantidades es divisible por la diferencia de di-
chas cantidades.

83. Es muy importante retener en la memoria la ley que
observa el cociente en el ejemplo que acabamos de citar, pues
sus aplicaciones son muy frecuentes, y es que el primer término
del cociente es el del dividendo con el exponente disminuido en una
unidad, y gue el exponente de a decrece en una unidad hasta el ulti-
mo término, en gue es cero-, mientras gue el de b aumenta, en una
unidad desde el primer término, en gue es cero, hasta el ultimo, en
gue es igual al gue tiene aen el primer término. Ademas, todos los
términos son positivos y tienen la unidad por coeficiente.

Apliguemos esta ley alos ejemplos siguientes:

1. B xM\ax M\ AMN\aX A\ e\ x\a
X—a
a;i2_ai2

2."

Observando que el dividendo es la diferencia de las cuartas

potencias de y de a® podemos aplicar & este caso la misma
ley, y sera

e fli2

84. Sila letraque se toma por principal entra en varios tér-
minos con un mismo exponente, se ordenardn los polinomios,
reduciendo antes & un s6lo término todos aquellos en que dicha
letra tiene el mismo exponente, para lo cual se separara como
factor comun, (31) y se efectuaran aparte las divisiones parciales
del coeficiente polinomio del primer término de cada dividendo,
por el coeficiente polinomio del primer término del divisor.

85. Ejemplo. Dividir Aa*h»— a'b*-\-2nb*c— —
2a;®c-j-2a6'— por ¢3 j 2a2,—abe—a’t—go"

El cuadro de los calculos es como signé:
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462 a*—6* h26*c a—6® 26 —6C a+6»
—46¢ —26»C -26'* —cC —6*
-fen —6c*

* -
+262C 0—26¢ @ 56 azes” 0-6®
+263 -i_6nc o
—6c*

—6*C
26»  a»—36* a*}-26*c a—6»
+62C —67C -26»
—6c*  —6
-6»C 02-6» 0
-6* —6%c
-62c2
-6»C
-26* a*+6*c a—6®
+6»C +6»
—6* at+6®
—6»
0
DIMSIONES PAROALES
L 46%—4éc-fex 2b—C
+26¢ 26—c
—26¢-fc*
-C*
0
2% s 26»4-6*c—6c* 26—cC
+62c 6-]-60
Ib c— b

+6c*
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LECCION Vili.

FraccioaeB algébricas, au comparacion con las nnmérioas.—Su simplificacion y re-
duccién aun comdn denominador.—Minimo maltiplo de las oantidadea mono-
mias.—Adicidn y sustraccion de las fracciones algébricas.

86. Las palabras cociente indicado de dos expresiones litera-
les, dividendo y divisor del mismo, se reemplazan muchas veces
por sus respectivas, fraccidn algébrica, numerador y denominador,
y al contrario.

87. Las fracciones algébricas no deben considerarse, como
las numéricas de la Aritmética, representando una 6 varias par-
tes de la unidad, en atencién aque, debiendo las letras de sus tér-
minos recibir cualquier valor, el de las fracciones podra llegar &
ser un numero cualquiera entero, fraccionario, incomensurable,
positivo 6 negativo. Por consiguiente, siendo las fracciones nu-
meéricas, es decir, aquellas cuyos términos son enteros y positivos,
casos particulares de las algél»ricas ¢ literales, lo demostrado
para éstas quedara demostrado para aquellas; mas no podemos
establecer invertido este principio, estableciendo para las litera-
les todas las reglas demostradas para las numéricas.

88. Sin embargo, puesto que una fraccién algébrica expresa
la divisiéon de su numerador por su denominador, (22) y que,
multiplicando 6 dividiendo un dividendo por una cierta cantidad,
se mulipUca 6 divide el cociente por la misma cantidad; y por el
contrario, multiplicando 6 dividiendo un divisor por una cierta
cantidad, se divide 6 multiplica el cociente por igual cantidad,
pueden desde luego aplicarse a las fracciones literales las reglas
siguientes, demostradas en la Aritmética:

i.* Para multiplicar una fraccion algébrica por una cantidad
entera, se multiplica el numerador por el entero, poniendo al resul-
tado el mismo denominador-, 6 bien se divide el denominador por el
entero, conservando el mismo numerador.
2a 28 i y26— —

462c ™~ ~26¢

2.* Para dividir una fraccién algébrica por una cantidad ente-
ra, se divide el numerador por el entero, poniendo al resultado el
mismo denominador; 6 bien se multiplica el denominador por el en-
tero, conservando el mismo numerador.

Asi,
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w0 e Y 2 22
3/ El valor de una fraccion algébrica no se altera, aunque se
multipliquen 0 dividan sus dos términos por una misma cantidad.
tka% lan.
2bd~~d
Y 4.* Para reducir varias fracciones algébricas a un denomi-
nador comdn, se multiplican los dos términos de cada una por el
prgducto de los denominadores de todas las demas,

Asi,

a
Asi, las fracciones —, reducidas & un comun deno-

b’ d’ f
minador, seran:
adf cbf ebd
Tdf bdf hdf
89. Se dice que una fraccion algéJirica es irreducible™ cuan-
do stts dos términos son primos entre si.
90. De aqui se deduce que, para reducir una fraccién algébrica
a su mas simple expresion, deben suprimirse todos los factores comu-
nes a sus dos términos.
; ., iSaWwf i L
Asi, sea la fraccion Z la que vamos & reducir asu
mas simple expresion; hallemos primero el maximo comun divi-
sor de los coeficientes, que es 6;y supvimien<lo este factor, asi
como los literales &\ by ¢* que son comunes a sus dos términos,
sera:

ISgreVl U ~f

91. Se llama minimo multiplo de varias cantidades literales,
el producto del menor nimero posible de factores que sea divisi-
ble por dichas cantidades.

92. Como solo nos ocuparemos del minimo multiplo de los
monomios, bastara fijarse en esta definiciéon para deducir que, se
hallara el minimo multiplo de varios monomios, hallando el minimo
multiplo de los coeficientes, y escribiendo i su derecha las potencias
de mayor grado de cada uno de sus factores literales.

Asi el miQimo multiplo de los monomios 4a*6V, y
sera ke eNiP.

93. Para sumar ¢ restar fracciones algébricas de igual donomi-
nador, se saman 6 restan los numeradores, y al resultado se le pone
el denominador cofmin.
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. v

En efecto, sean las fracciones - J- o — ycomo,segin lo
que hemos dicho, (73) este es el cociente de a-\-b — c dividido
por m, tendremos que

a b c a\'b—e
m ' m m m

94. Para sumar 6 restar fracciones algébricas que tengan dife-
rentes denominadores, se reducen a un comun denominador., y que-
dara este caso reducido al anterior.

95. Silos denominadores de las fracciones, que se han de re-
ducir 4 un comun denominador, no son lodos cantidades primas
entre si, deberemos paxa esto hallar, como ea Aritmética, su mi-
nimo multiplo, y multiplicar después los dos términos de cada
fraccién por el cociente que resulta de dividir dicho minimo
multiplo por el denominador de la misma fraccion.

96. Ejemplol. Sea

la 56 He
4062c* ~ 36¢c™Nd ~ 456V2'

El minimo multiplo de los tres denominadores es 23.31
5b*c™d\ el cual dividido sucesivamente por cada uno de ellos
producira: ‘ '

9 62«1% 106/ ci;, 8c%
de modo que la expresién propuesta se trasformara en
_AabM A 506“ci; 88 c*
3606*cM® 3606*c®i;® ~ 3606*c ®
63u6V-H50 6"cef—'88 c*
360 6*c*ul*
97. Ejemplo Il.  Sumar las fracciones
a-"b a—~6
1—6  fI-f-6’

Aunque solo sabemos hallar el minimo mdaltiplo de los mono-
mios, facilmente se reconoce, segun lo dicho, (64, 3.“) que af—6®
es el de estos denominadores, por consiguiente,

a2+ 2fl6+ 62+ u2_ 2«6-(-(2

n—6 a+6 q2_62 a?—m
2(a2-f62)
98. Ejemplo Ill. Facilmente hallaremos también que
a]-6 a—=6 476

a—6 rtj-6 «2— 6*
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LECCION IX.

Multiplicacion y division de fracciones algébricas.—Calculo de las expresiones
mistas.

99. Para multiplicar dos fracciones algébricas, se multiplica nu-
merador por numerador y denominador por denominador, y se par-
te el primer producto por el segundo.

En efecto, sea la fraccion —que vamos & multiplicar por

Multipliqguemos el multiplicando por el numerador c, (88,1.*%) y
sera

- Ve---
pero suprimiendo el denominador d se ha multiplicado el multi-
plicador ~ por d, por consiguiente, el producto hallado, es
igual al que se busca multiplicado por d\ luego para obtener este

Gltimo, dividiremos y por d, lo cual dar& ~ y en su conse-

cuencia:
c _ac
b "~d~bd*

100. Del mismo modo se demuestra que, para multiplicar una
cantidad entera por una fraccién algebrica, se multiplica el nume-
rador por dicha cantidad, y se parte el producto por el denomi-
nador.

Asi 20X ~dr ——d'-

101. Para dividir una cantidad cualquiera por una fraccion al-
gébrica, basta multiplicar el dividendo por la fraccion divisor in-
vertida.

En efecto, sea — la fraccion dividendo y la divisor. Divi-

diendo ~ por c, se hallara (88, 2.")

6¢’
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pero suprimiendo el denominador d, se multiplica el divisor por
. L C
d: luego el cociente de la division de —Q porF se halla en este
0
caso dividido por d; y asi para obtener el cociente verdadero,

multiplicaremos el hallado ~—, por lo cualda ~~ por consi-

guiente.
a ¢ ad a d
b d be b c
De la misma manera veriamos, que

¢ ad ANod
a:—az <= aXx <
102. Si las fracciones que se han de dividir tienen igual de-
nominador, la Operacién se simplifica, quedando reducida & par-
lir el numerador del dividendo por el numerador del divisor™ pues
a c tth a
b b be c
103. El cociente de la imidad dividida por una fraccion es la
misma fraccion invertida”™ pues

, a b

(99)

10-i. Para reducir una expresion mixta de entero y fraccion li
una sola fraccién, se multiplica el entero por el denominador, al pro-
ducto se suma 6 resta el numerador, segin gue. el signo que precede a
la fraccion ei -j-6 —, y di resultado se pone por denominador el
mismo de la fraccion.

En effecto, es evidente que (88, 3.*%)

b ac™ b
c ¢ c (93)
Ejemplo.
at—d?—(? <P— 2¢' —1t
c—d c—d c—d
105. Como ejemplos do ejercicio, propongamonos efectuar los
calculos siguientes:
i.
I_"Mi 1—a

l—a wml-fa
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Aplicando & esta expresion las reglas expuestas, el cociente es
igual a 1.
/ aj-6 a—oO\
VvV é aJ \ 22~ 2/

a -f)(fa7
Después de aplicara esta expresion las reglas precedentes se
halla:
176(fl2j~é2)

106. Para efectuar una operacion con expresiones mixtas, se
pupdeii reducir éstas primeramente & fracciones, 6 seguir las reglas
de calculo de las expresiones de forma cualquiera.

Ejemplo. Efectuar el calculo
A+rf \ ab

Después de hacer las operaciones indicadas y simplificar, re-

ab
sulla —
M

107. Las reglas de la division de cantidades fraccionarias
pueden evitarse, casi siempre con ventaja, cuando los denomi-
nadores tienen algun factor comdn; pues multiplicando dividen-
do y divisor por el minimo malliplo de los denominadores, se
trasforman en enteros, y la operacion queda efectuada.

Ejemplos de ejercicio.

a(b+x™ 41

Multiplicando dividendo y divisor por c, resulta:
abc-\-a-\-c
13 é C+ T ll
Fk
2%y y
X—a x-\-a
A
®—o0
Siguiendo el mismo procedimiento, resulta:

2xy

12_|_y2 a2 =
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LECCION X.

Ciilculo de las cantidades con esponentes negativos.—Sn influencia on la forma
de las expresiones algébricas.

108. La adicién y sustraccién de las cantidades afectadas de
exponentes uegatiTos, se efectuaran conforme & las reglas da-
das. (71. 2.") (93) (94).

109. Respecto & su multiplicacién, supongamos, cu primer
lugar, que se trata de multiplicar a~**por a Esta operacion se
reduce &

~-p —q \ |

“oXH t X— ; (71,2%)
a a
lo cual da por producto —p~q; luego
p-\-q
_p s e
a X® =®

Ilgualmente puede verificarse que

g L gqa 2P —PH
« X® ==— X®= —=® =®
a a

a~p *nQ _l .ag 1 l a_p'a

Por consiguiente, deducimos que, la muUipUcaciony la divi-'
sion de las cantidades afectadas de exponentes negativos, se efectua-
rén siguiendo las mismas reglas de la nndtiplicacion y division de
las cantidades cuyos exponentes son positivos.
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tiO. De laigualdad

resulta

y por consiguieute

aV—l_L
—P

Luego toda cantidad de exponente positivo equivale a una frac-
don, cuyo numerador es la unidad, y cuyo denominador es la mis-
ma cantidad con el mismo exponente hecho negativo.

111. La notacioQ de los exponentos negativos nos permite
dar la forma enterad una expresion fraccionaria, y al contrario.

Sea la expresion , que puede cscriliirse asi:
.nitn mtn
a o %_ &0 g a d_t
P 7 ? cv

La misma expresion puede escribirse de este otro modo:

mX6"
d
|
y como 6*=—~ (110),sera
aT%« .m
cHA” c™Nd cNdH~N

Por consiguiente, todo factor puede trasladarse del numerador
al denominador, 6 al contrario, mudando el sigtui a su exponente.



PEGUNDA PpARTE,

ECUACIONES Y PROBLEMAS IDE TRIMER GRADO

CON UNA SOLA INCOGNITA.
AW

LECCION XI.

Clasificacion de las ecuaciones.—Kesolvcr ecuaciones.—Oaso en oue una ecuacion
no sealtera.—Resolucién de la ecuacién de primer grado con una sola incégni-
ta cuando tiene todos sus términos enteros.—La incégnita no tiene mas que un
solo valor.

112. Se dice que uua ecuacion es de primer grado, segun-
do, etc., cuando siendo todos sus términos enteros, el mayor ex-
ponente de laincégnita es «no, dos, etc.

Asi, ax-~b=cx, es una ecuacién de primer grado; ay'~-"by=c,
del segundo; z~+qz”=r, del tercero, etc.

113. Se llama ecuacién numérica, la ecuaciéon en que todas
las cantidades conocidas que entran en ella son nimeros parlicu-
lares, y ecuacidn literal, la ecuaciéon en que una 6 mas de dichas
cantidades conocidas estan representadas por letras.

Asi, la ecuaciéon 4x—8=3cc-i-12 es una ecuacion numeérica, y
la ecuacion ax™— —6xes una ecuacion literal.

114. Resolver. ECUACIoNEsei hallar todos los sistemasde nimeros
gue, sustituidos en, ellas en vez de las incégnitas, las satisfagan, €S
decir, hagan idénticos los dos miembros de cada una. A estos ni-
meros es dio que llamamos vaitores de las incognitas 6 soipaoNES
de las ecuaciones propuestas.

115. Las ecuaciones que se han de resolver seran solubles,
cuando por una serie de transformaciones producidas en ellas y
que no las alteren, lleguemos & convertirlas en otras que, no con-
teniendo mas que una incognita sola en uno de los miembros, y
componiéndose el otro de cantidades conocidas, sea, por consi-
guiente, el valor de dichaincognita. '
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116. Las ecuaciones se dividen en determinadas é indetermi-
nadas. Se dice que una ecuacién es determinada cuando no tie-
ne mas que una incognita, é indeterminada cuando tiene mas
de una.

117. Se dice que una ecuacién no se aliero, cuando se trans-
forma en otra que tenga las mismas soluciones.

118. Si & los dos miembros de una ecuacion se afiade 6 resta
mana misma cantjdad, la ecuacion no se altera; pues es evidente que
si la solucién de dicha eciiactou la satisface, 6 hace que sus
miembros sean idénticos, lo seguiran siendo aun después de la
adicidon 6 sustraccion de una misma cantidad, cualquiera que
ésta sea.

119. Del mismo modo demostrariamos que, ana ecuaciéon no
se altera, midtiplicando 6 dividiendo sus dos miembros por una can-
tidad conocida diferente de cero.

120. Para que una ecuacion no se altere con la multiplicaciéon
de sus dos miembros por una misma cantidad, se necesita que esta
cantidad sea independiente de la incdgnita x; pues de lo contrario
se le atribuiran soluciones que no tenga.

Asi, la ecuacion ®—1=2 no tiene mas solucién que ®=3;
pero si multiplicamos sus dos miembros por x—4, obtendremos
una ecuacion

@®—1) (s—4) =2 (a—4)
gue también se verifica con x=B, pero que. ademas es cierta
siendo ®=4.

121. También pueden dividirse los dos miembros de una ecua-
cién por una misma cantidad, con tal que esta cantidad sea inde-
pendiente de x.

Asi la ecuacién

(e—1) (B34) =2 B4
se verifica, mediante 3:=3 y 33=4; pero si le suprimimos el fac-
tor X—4, la ecuacidn resultante,
B—-1=2,
s6lo se verifica haciendo 03=3.

122. En ningun caso el factor por quien se multipliquen 6 divi-
da?t tos dos miembros de una ecuacion, debe ser cero, pues entonces
se ollera la ecuacion.

Sea la ecuacion 3—1=2, que sblo puede verificarse supo-
niendo i 33=3; miéntras que si multiplicamos sus dos miembros
por 0, hallaremos la ecuacién

0 (3-1) =0,
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gue queda satisfecha con cualquier nimero que pongamos en lu-
gar de x.

Por otra parte, si dividimos los dos miembros de una ecua-
cion por el factor cero, la ecuacion resultante carece completa-
mente de sentido.

123. Para resolver una ecuacion de primer grado con una
sola incognita, hay que considerar dos casos, segun que la ecua-
cion tiene todos sus términos enteros, 6 que contiene térmi-
nos fraccionarios.

124. Primer caso. Sea la ecuacion

ax—b-cx-\-d mn

Segun lo dicho, (115) esta ecuacion quedara resuelta, euando
la hayamos sometido a una transformacion tal, que la incégnita
se halle sola en un miembro, y que el otro contenga Unicamente
cantidades conocidas. Al efecto, conviene hacer desaparecer el
término—o¢6 del primer miemlsro, y el término ex del segundo,
lo cual conseguiremos agregando la cantidad -“b—cx a los dos
miembros, adicién que ya sabemos no altera (118) la ecuacién.
Asi, pues, hallaremos:

ax— b\-b— cx=:cx"\-d-\' b— ex,
6 reduciendo
ax—cx—b-{-d. (1)

Si ahora comparamos esta ecuacion con la (l), propuesta,
observaremos que el término —b ha pasado del primer miem-
bro al segundo tomando el signo -f-, y que el término -\~cx, que
estaba en el segundo miembro, se halla ahora en el primero con
el signo — : luego

Para trasponer nn término de un miembro & otro, hay giie su-
primirle en el miembro en que se encuentre, y escribirle en el otro
con un signo contrario al suyo.

125. Volvamos & la ecuacion (I1); separando en el primer
miembro el factor comdn x, resultara:

(fl— ¢) Xx=b-i-d.

Pero esta ecuacion significa que 6-j-rf es el producto de (a—-c)
por X, y por consiguiente, tendremos el valor de x, dividiendo
A-f-rf por a—c; esto es.

h-\-d
a—c

donde vemos que, cuando uno de los miembros de una ecuacion
es un monomio, que contiene &\, y que el otro s6lo contiene cantida-
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des’ conocidas, se despejaesta incognita de su coeficiente, dividiendo
por él el otro miembro.

126. La ecuacion (1) solo puede verificarse con el valor de x,
gque acabamos de hallar; porque todo valor de x que la satisfa-
ga, debe satisfacer también & todas las ecuaciones que de ella
hemos jdo transformando, y la Gltima de estas transformadas s6lo

puede verificarse, reemplazando & x por d o puesto que s6lo

puede existir una cantidad que, multiplicada por el factor cono-
cido a—c, dé un producto conocido

Si queremos asegurarnos a posteriori de que es el valor
a—c
de X, sustituiremos esta cantidad en lugar de- x, en la ecuacion
(1), y con esto deberan resultar sus dos miembros idénticos.

Efectuando esta sustitucién, hallaremos sucesivamente:

a{b-\-d) b c{b-\-d)
a—cC
[0} ab-\-ad— a¢-j-éc__ bc-\-cd-\-ad—-cd
a—cC a—c

y por ultimo, la igualdad idéntica,

ad:\-bc ad”~hc '
a—cC a—c

LECCION XIlI.

Reeoluoion general de la ecuacién de primer grado con una sola incégnita -Com -
probaron del valor de ésta.-Casos pai-ticulares aue pueden presentarse—Ejer-

127. Segundo caso. Consideremos ahora el caso general to-
mando, por ejemplo, la ecuacién
n dx
cf' be Y

Si todos los téi minos de esta ecuacion fuesen fraccionarios
€oNn jgual denominador, bastaria suprimirle, para hallarnos en el
€aso, precedente: y esta supresion no alteraria la ecuacién pro-
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pupsla, porque no se haria mas que multiplicar sus dos mietnbros
por dicho denominador (119). Reducimos, por tanto, todos sus
términos, enteros y fraccionarios, & fracciones de un comun de-
nominador, y resultara, conforme a la regla conocida, (95)

bd afx bcfg cdx
bcf~" bef  bef bcf

y suprimiendo, como hemos dicho, el denominador comun bcf,

bd-~afx=bcfg—cdx;
ecuacion de la cual deduciremos, trasponiendo los términos, bd,
y—cdx,

afx-~cdx=bcfg—hbd;
separando ahora ax y b como factores comunes,

(af-hcd) x=b {cfg—d),
y despejando ax de su coeficiente,

b{cfg-d)
* af-hcd

128. Reasumiendo las operaciones efectuadas para resolver
los dos casos que hemos considerado, enunciaremos la regla ge-
neral siguiente:

Para resolver una ecuacion de mprimer grado con una sola incdg-
nita, primero haganse desaparecer los denominadores multiplicando
por su minimo multiplo cada término entero, y el numerador de
cada fraccién por el cociente que se obtenga, dividiendo dicfu> mini-
mo miUtiplo por su denominador, todo sin escribir divisor alguno.
Efectlense luego las operaciones que hubiere indicadas; después eje-
cutense todas las simplificaciones de que sea susceptible la ecuacion
resultanlP; bien haciendo las redacciones de los términos gtie tenga
semejantes, o ya dividiendo sus dos miembros por sus factores co-
munes. Traspénganse todos los términos que contengan la incégnita
a un soto miembro, y los que sean independientes de ella, al otro:
vuélvase & hacer la reduccion de los términos semejantes, lo cual re-
ducird cada miembro a un monomio, si la ecuacién es numeérica. .Si
literal, péngase la incégnita por factor comdn de las cantidades, que
multiplica; y en fin, despéjese ésta de su coeficiente. Asi, se obten-
dra el unico valor que puede tener dicha incognita.

129. Ejemplo: Resolver la ecuacién

1 X  7x 1 ,8®

i[60” r5% 20~ MO"45*
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El minimo multiplo de los denominadores es 2 3® 52=2700;
y haciéndolos desaparecer, resultara:
2700a.—27—180.7a:=135.7a;—5+60,8®,
6 bien;
2700®—27—1260®=945®—5+480®,
6 reduciendo;
44400—27— 1425@—5:
y trasponiendo,
1440®~1425®=27—-5.
Volviendo & reducir;

15.®=22,

22 |7

de donde w5 o *p5.
130. Comprobacion. Como puede cometerse aliun error,

conviene comprobar el valor hallado para la incégnita. Para esto,
22
se sustituye en la ecuacion propuesta — en vez de ®, y debe re-

sultar una identidad. Asi sustituyendo y reduciendo & un co-
muUn denominador, tendremos sucesivamente:
22 1 154 77 1 176
15 f00“ I5 * 15.10 “ ~m*“T5T45
3960—27-1848 1386-5+704
22. 3" B2 22. 3" R

2085 2085
22. 3~ 52 22. 3~ 52
131. Si en los dos miembros de una ecuaciéon hay una misma
cantidad precedida del mismo signo, se simplificard la ecuacién
suprimiendo dicha cantidad. (118)
Asi, sea la ecuacion

2 N ! 3 -
Suprimiendo el 2 en ambos miembros, resulta:
®i-3 2®—9

la cual, después de resolverla, da:
®=27.

132. A veces resultan negativos los dos miembros de una
ecuacion, y esto consiste en que en vez de pasar los términos in-
cogoitos a un miembro, se pasan al otro. En este caso, se mudan
los signos a todos los términos de la ecuacidn, lo que es posible,
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pues esto equivale a trasponer los miembros, 6 & multiplicar
ambos por —1.
Asi, sea la ecuacién
4x-|-9=7a;H-I.
Haciendo la trasposicion, resulta;
Ax-7® =i1—9,
ecuacién en que los dos miembros son negativos.
Mudando los signos a todos los términos, se tiene
7x—4as=;:9—1,
y reduciendo
3x=8,
de donde

133. Ejemplos de ejercicio.
I. Resolver la ecuacion

5 4 9 5 a

Soiucwn: x=i2.

. -"a— 82.
5 0 0

Solucién: i=15.
1sJ. Resolver la ecuacion literal

a{x—aq) c{x—d) d{x—c)
— b 7 T"
Solucton: x =<7¥+6(c¢_—05'
LECCION XIII.

Generalidades sobre la resolucion de los problemas.—Clasificacion de los mismos.
—Generalizar on problema.—Férmula.—Ejemplos de planteo y resolncion de
problemas deprimer girado con una sola incégnita.

134. La resolucién de todo proldema numérico consta de dos

parios distintas, que son: 1." Plantear el problema. 2.* Resolverlo.
135. Plantear un problema es hallarlas relaciones 6 ecua-

ciones que establece el enuliCj..do entre los datosy las incognitas.
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136. Resolver unproblema es deducir, de la ecuacién 6 ecua-
ciones formadas, los valores de las incognitas.

137. Para plantearon problema, 6 ponerlo en ecuacién, no
hay regla fija; todo lo mas general que sobre ello puede de-
cirse, se reduce al precepto siguiente:

Examinese, ante todo con cuidado, cual es la cantidad ¢ can-
tidades, cuya determinacion podria conducir al conocimiento de to-
das las que se buscan, y aquéllas seran las verdaderas incognitas de
la cuestion; luego, si.N hacer ninguna distincién entre los datosy
LAS incognitas, efectiiense con unasy otras las mismas operacioiies
gque deberian hacerse para comprobar los valores desconocidos, si
estuviesen hallados, y asi obtendremos la ecuaciéon 6 cuantas ecua-
ciones permita el enunciado del problema.

Respecto a resolver las ecuaciones, hasta ahora hemos dicho
el modo de hacerlo, si es problema que depende do una sola
ecuacion con una incognita, (128) y de primer grado.

138. Se llama problema de primer grado, el problema cuya
ecuacién 6 ecuaciones son de primer grado; problema de segundo
grado, aquel cuyas ecuaciones son de segundo gra<lo, etc.

139. Un problema se llama determinado, cuando la incégnita
0 incognitas no tienen mas que un solo valor; é indeterminado,
cuando tienen dos 6 mas,valores.

Un problema indeterminado se hace determinado, afiadiendo a
las condiciones de dicho problema las condiciones suficientes
Jtara que cada incognita no tenga mas que nn solo valor,

1-i0. Un problema se llama particular, cuando los datos estan
represenlailos por nimeros particulares; y general, si se repre-
sentan con letras 6 simbolos algébricos.

141. Se llama generalizar wA problema particular, transformar
su enunciado en uno general, 6 que comprenda a dicho problema
particular y a otros infinitos de la misma especie, sustituyendo
en lugar de los datos particulares dalos generales ¢ indeter-
minados.

142. El valor de la incégnita de todo problema general se
llama férmula.

La formula indica las operaciones que se deben hacer con los
dalos para hallar el valor de la incégnita de todo problema par-
ticular comprendido en el general & que dicha féormula cor-
responde.

143. Sentadas las precedentes generalidades, volvamos a la
dificultad principal de todo problema, que consiste en plantearlo
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¢»ponerlo en ecuacion; y tratando solamente délos problemas de
primer grado, y por ahora con una incdgnita, propongamonos
resolver el siguiente;

Proviema. .- Hallar el numero de hombres de (jue se compone
nna division de infanteria que, después de haber destacado primero
la mitad de su fuerza, luego el tercio, y UGltimamente la diiodéci?na
parte, ha quedado reducida a 630 hombres.

Para plantear este problema, veamos de aplicar el precepto
enunciado, (137) y desde luego reconoceremos que la incognita
del problema es el nimero de hombres de que se compone la di-
vision.

Supongamos este nimero conocido, y sea 6000 hombres; la
mitad son 3000, la tercera parte 2000, y la duodécima 500: de
suerte que habria destacados 5500 hombres, que, con los 630
que aun le quedan, componen 6130, y no 6000 como hemos su-
puesto. No satisface, pues, este namero; pero hemos hecho con
él una serie de calculos, que son los que podemos repetir facil-
mente con X, como lo hemos hecho con 6000, y quedara el pro-
blema en ecuacién. Asi tendremos:

XX me30= x
27~ 3N 12
Ya lo demas es muy sencillo: (128) multiplicando por 12, se
tiene:
tOX-\-Ux-\-x-\- 756 0= 12cc
de donde llegaremos a
®= 7560,
que es el nimero que se buscaba, como es facil comprobar.

El valor arbitrario 6000, que hemos atribuido & x, no ha
tenido otro objeto que poner & la vista aquellas operaciones, v,
con alguna practica, se puede prescindir de él.

144. Veamos, ahora, otros varios ejemplos.

Problema 2* Siendo las edades de un padre y su hijo, 40 y 12
afos respectivamente, se desea saber cuando la edad del padre sera
triple de la del hijo.

Supongamos que esto se verifiqgue dentro de x afios: la edad
del padre sera enténces 40-f-a;, y la del hijo 12-a,-y como la
primera debe ser triple de la segunda, tendremos

/i0-i-a: = 3 (12-1-®)
de donde
05=2 anos.
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Asi dentro de 2 afios el padre tendra 42 afios, triplo de 14
afios que tendra el hijo.

145. Problema 3.“ La stima de servicios de dos militares es de
57 afios, y se sabe que el mas veterano lleva 7 afios de servicios a su
compariero. ;Cual sera el tiempo de servicio de cada nno de ellos?

Sea X el tiempo servido por el mas veterano, x~7 sera el que
sirvié su compafiero; y como juntos han de componer 57, serég;

7=57,
Xx=32.

Luego el méas veterano cuenta 32 afios y el otro 25.

Reparando atentamente en el enunciado de esta cuestion, se
echa de ver que encierra circunstancias inutiles, y que esta visi-
blemente reducida a la investigacién de dos nimeros cuya suma
sea 57 y su diferencia 7. Despejada asi la cuestion de tales cir-
cunstancias, que no pueden ménos de ofuscar las ideas, el plan-
teo se hace mucho mas fécil; pero el desentrafiar en un enuncia-
do lo indispensable de lo inuiil, ya eso pende de una sagacidad
particular, que puede adquirirse, y se desenvuelve con el ejer-
cicio, no con preceptos de viva voz 6 por escrito.

LECCION XIV.

Ejemplos de generalizar problemas de primer grado con nna sola incégnita -Ven-
tajas de esta operacion.—Ejercicios.

146. Propongdmonos generalizar el problema anterior, (145)
y para ello, (141) trasformaremos su enunciado en el siguiente;
Hallar dos nGmeros cuya suma sea sy su diferencia d.
Sea a cualquiera de los numeros, por ejemplo, el menor; x-\-d
sera el mayor, y sumandolos tendremos la ecuacion:

X-\-X-\-d=s
y resolviéndola,
2®=ri—d,

{s-d).
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Este es el menor de los numeros propuestos, y el mayor, 6
XANd, sera

luego

1 1
> (s— ,ad+rf=r (s+o™)

son los nimeros que corresponden & la cuestion.

147. La formula, traducifla a! lenguaje vulgar, nos da una
regla para resolver tocio problema particular comprendido en el
general propuesto. La regla actual es la siguiente:

Para hallar dos nameros, dadas que sean su suma y diferencia,
el mayor es igual a la mitad de la suma més la mitad de la diferen-
cia, y el menor es igual & la mitad de la suma menos la mitad de
la diferencia.

Por medio de esta regla podremos resolver el problema par-
ticular sigiiienie:

Un edificio de dos cuerpos tiene 17 metros de altura, distribuidos
de modo que el primer cuerpo tiene nn metro mas que el segundo.
¢Cual sera la altura de cada cuerpo?

Puesto que 8 Vqy Va son las mitades de los numeros dados,
sumandolas y restandolas, se hallard que 9 metros y 8 metros
son las respectivas alturas de cada cuerpo del edificio.

148. Problema 4.” Un artillero propone tirar al blanco, con
la condicién de que, por cada tiro que acierte, ha de recibir 5 duros,
y desembolsar 3 por cada uno de los que yerre: a las 12 Uros hallé
gue ganaba 28 duros, y se desea saber qué nimero de tiros habia
acertado.

Sea X el namero de tiros que acertd, 12—x sera el de los que
err6: tendra derecho a recibir x veces 5 duros, 6 5a;, al paso que
habra desembolsado (12—a;)3; y, como gan6 28 duros, la prime-
ra cantidad excede a la segunda en 28; luego tendremos:

5a—3(12—a:)=28,
de donde resulta a;=8, namero de tiros que acerté a dar en el

blanco.
149. Para generalizar este problema, trasformaremos su

enunciado en el siguiente:

Hallar el nimero de tiros que dara en el blanco un artillero, que
propone tirar, con la condicion de que le abonen 6 desembolse nn
cierto namero de duros por cada tiro que acierte 6 yerre”™ respecH-
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vameiite, y sabiendo que & cierto numero de tiros salié6 ganando una
cantidad dada.

Representemos por la cantidad que \ por cada
! ( pierde )
i acierta ; i .
tiro que yerra ; n, el nUmero de tiros, y d, la cantidad que

salid ganando. La ecuacién sera:
ax—b{n— X)= ,

de donde
__ bn\d
B foe ©

Esta formula encierra la solucion de todos los casos que puede
presentar el problema. Si & los n tiros, el tirador, en vez de ga-
nar d, pierde la misma cantidad, (37) haremos & d negativa. Si
suponemos ¥ = 0, el valor correspondiente de x nos dira el nu-
mero de tiros que debe acertar el tirador para no ganar ni per-
der, si tal caso es posible”™ porque como x ha de ser entero, es
indispensable que 6» sea multiplo de a-\-b. Asi, por ejemplo, en

el problema numeérico propuesto, haciendo (=0, se tiene, x——o,

lo cual manifiesta la imposibilidad de que, con tales datos, re-
sulten en paz. A la misma condicién debe satisfacer, en general,
el numerador bn-\'d, para que el problema tenga solucién numé-
rica posiiile.

150. Las ecuaciones de todo problema general son relaciones
constantes entre las cantidades indeterminadas que estas ecua-
ciones contienen; por consiguiente una vez obtenida la férmula
que conviene a la solucion de un proJilema, si en ella se mira la
incdgnita como dato y cualquiera de los datos como incégnita,
basta hallar el valor de esta Gltima, para tener la solucién de un
nuevo problema originado por la mudanza de incégnita.

Luego en toda ecuacion se puede tomar por incégnita cualquiera
de las letras que en ella entran.

Por ejemplo; si en el problema anterior (149) suponemos que
todo es conocido ménos lo que debe desembolsar el artillero por
cada tiro que yerra, es decir, que a, cr, ny d son conocidas y b
la incognita, despejaremos a 6 en la formula («), y tendremos:

ax—d
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nueva formula correspondiente & nuevo problema, que facilmente
se deduce del enunciado propuesto.

151. Problema 5.” Dos moviles parten al mismo tiempo de los
puntos A y que distan d metros™y recorren la linea AB con mo-
vimiento uniforme, yendo en el sentido AB. Sus velocidades, 6 es-

pacios recorridos por minuto, son respectivamente y
Se desea saber cual sera la distancia desde el punto A, al punto de
encuentro de A con B.

B A B R

Supongamos que R sea el punto de encuentro, y & la dis-
tancia del punto A al R; la distancia de B al mismo punto sera
X—d. Puesto que los dos moviles parten & un mismo tiempo de
los puntos A j B,y llegan también en el mismo instante al R,
los tiempos que respectivamente emplean en recorrer las distan-
cias AR y BR, 6 ay x—d, deben ser iguales; de suerte que la
igualdad de estos tiempos, iuégo que los hallemos, nos pondra
el problema en ecuacion. Pero en el movimiento uniforme, los espa-
cios recorridos son proporcionales a los tiempos empleados en recor-
rerlos: luego el tiempo empleado por el mévil A en recorrer la
distancia x, se calculara por la proporcién

V:X =
Y%
Del mismo modo hallaremos que el mévil R empleara en re-

. . . oe—d
correr la distancia x—d, un tiempo expresado por — j~; por con-

siguiente la ecuacion sera:
X X—d
(«)
de donde
__dv
® v—Vv'’
que es la formula que resuelve el problema.
Si los mdviles recorriesen respectivamente y 8™ por mi-
nuto, y la distancia AB fuese de 14j», hariamos u= 15, i"= 8
y = 1l4en laféormula (?')i J hallariamos
_14~5 _
15—38
Asi el punto de encuentro, It, estard & 30 metros de distan-
cia del punto A.
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152. Ejercicios.—Problema 6.“ Queriendo una persona distri-
buir los cuartos que tenia entre varios pobres, vio que le faltaban 10
cuartos para dar & cada pobre 25 cuartos, y que, dando a cada uno
20 cuartos, le sobraban 3o. ;Cuantos eran los pobres?

Solucién: 8 pobres.

153. Problema 7.° Se pusieron dosa fugar con otros, yambos
perdieron, el uno 12 reales y el otro 57 rs.: el dinero con gne éste
segundo se levant6 del juego, era la cuarta parU del que al primero
le habia quedado, sin embargo de gne ambos se pusieron & jugar con
igual cantidad de dinero ;Cual era esta cantidad?

Solucion: 72 reales.

154. Problema 8.* Preguntandole & uno qué edad tenia un hijo
suyo, contesto: «si del doble de su edad se resta el triplo de la que
tenia seis afios ha, resultara su edad actual.» ;Cuantos afios tenia
el hijo?

Solucién: 9 afios.

LECCION XV.

DiscuBion de loa valores de la incégnita de una ecuacién de primer grado.—In-
terpretacioD de los valores positivos y negativos.—Interpretacion de las expre-

A A 0
siones > @>1) Y (g codio valorea de la incogpita.

155. Discutir una ecuacion literal es examinar los diferentes
valores que puede tener la incognita, segin los valores particulares
gue se den a los coeficientes.

156. Para discutir la ecuacion de primer grado con una sola

inc6gQ ita, tomemos la ecuacion mas general que puede darse en
este grado, & saber:

ax-\-b~cx-\-d,
d—b
de la cual sale X = eees veens ©)]
fl—c

Supongamos que a, b, ¢, d son nUmeros arbitrarios, pero
siempre positivos, y comparandolos de tocios los modos posildes,

distinguiremos cinco casos, de los cuales nos ocuparemos suce-
sivamente.

l.cr caso. Si con valores particulares de las cantidades a, b, c,

\d”b con a>»cl

d, se tiene {., ) resulta en ambos casos para x un va-
fg<bconac<ec x
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lor positiyo, puesto que la expresién (p) es el cociente de cUvidir
cantidades de signos iguales, (68) valor que satisface al enuncia-
do directo del problema.
1"57 Y& caso. si G ., on a>C)lel valor de a resulta neffa-
\b<ji con a<Cc)
tivo, puesto que es el cociente de cantidades de diferentes signos,
y se interpreta, segun lo dicho, (37) tomamlolo en sentido direc-
tamente opuesto al que se le supuso en el planteo de la ecuacion.
Asi, enei problema 2.“ (144), llamando a & laedad del padre,
6 ala del hijo, y « al multiplo que se quiere que sea la primera
de la segunda, tendremos:

o-]-a:=7i(6-j-x)
a—nb
y — T

Esta féormula, haciendo en ella
0=42, (=12, y 71=4, da ®=—2.

Luego este valor negativo nos dice que, con estos datos, la
condicién del problema es imposible tal como se ha enunciado;
pero observemos que si se muda el signo de la x en la ecuacion
propuesta, se tiene

a—x=n{b—x)

nb—a

y =1
en la que, haciendo igual sustitucién, resulta x=s2, es decir, que
el problema correspondiente a esta nueva ecuacioén es posible:
luego este valor negativo -proviene de que at poner el problema en
ecuacion, hemos sentado tina hipotesis falsa, suponiendo debia llegar
a ser laedad del padre cuadrupla de la del hijo, cuando esto ya
se habia verificado dos afios antes. El problema, pues, correspon-
de & esta dltima ecuacion para ser posible, y su enunciado
debe modificarse en estos términos: iCuando la edad del padre
HABET SDOcuadrupla de la del hijo?

158. No en todos los casos es tan facil la interpretacion de
estos valores, y muchas veces la naturaleza del problema excluye
toda solucién negativa; el valor negativo indica enlénces que hay
en el enunciado condiciones imposibles de satisfacer y no expresa-
das en las ecuaciones.

Asi en el problema 4.' (149) en que a, b y nson esencialmen-
te positivos, si suponemos que d sea pérdida, y mayor que bn, la
férmula
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bn—d

a-\-b
nos da un valor negativo inadmisible, 4 ménos que no se quiera
desnaturalizar el problema modificando su enunciado por otro
muy distinto.

159. EIl problema puede ser también imposible, aun cuando
el valor de la incognita sea positivo, si no satisface & otras condi-
ciones no expresadas en las ecuaciones, como la de ser entero, lo
cual hemos visto (149) en el dicho problema 4.*, donde tampoco
son admisibles los valores fraccionarios.

. flI>C
160. 3@ caso. Si d=b con . resulta cc=0, valor
a<Cfi
que satisface & la ecuacion en todo caso.
i . a—c con b<Cd . i

161. -i." caso. Si se tiene entoneos,

atsssc con

representando por & la diferencia de valores numéricos de
by d,

Para la interpretacion de estos resultados basta tener presen-
te que, niiméricainente hablando, los cocientes van siendo mayo-
res & medida que disminuye el divisor. Y como cero no es otra
cosa que el ultimo estado de magnitud por donde pasa una canti-
dad que disminuye indefinidamente, 6 de otro modo, es el menor

de todos sus valores numéricos, claro esta que el quebrado —& ~

6 el cociente de cualquier nimero absoluto por esta cantidad de
pequefiez inasignable, ha de ser mayor que cualquier cantidad
asignable, ¢ infinito. Por consiguiente, se dice que una fraccion
cuyo denominador es cero, sin gae su numerador lo sea, es infini-
to. Este valor se representa por el signo oo .

Asi pues, los valores de x en este caso seran infinitos, el uno
positivo y el otro negativo, y para designarlos escribiremos

162. Por el mismo principio que es un simbolo muy ade-

cuado para representar el infinito, lo es también (o, para repre-
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sentar una cantidad menor que toda cantidad asignable; asi se

dice que cuando el denominador de una fraccién es infinito, el
A N

valor de lafraccién es cero, de modo que ——0. N

163. 5.“ caso. Si d=b con a=c, resulla

Esta expresion representa una cantidad que, miiUlplieada por
cero, dé también cero por producto, y como todos los nimeros

satisfacen a esta condicion, debemos deducir de aqui que —, (que

en virtud de lo dicho también podra escribirse i)ajo la forma g)

es, eti general, el simbolo de una cantidad indeterminada, es decir,
de una cantidad que puede tener una infinidad de valores.

164. Decimos, en general, porque hay casos en que una frac-
cion puede tener un valor determinado, aunque se presente bajo

la lorma —.

En efecto, consideremos la expresion

a{x—a)
que se reduce suponiendo x=a. Observaremos que el nu-
merador es lo mismo (64, 3.") que de suerte que

suprimiendo el factor x-a, comun &asus dos términos, ten-
dremos:
i2 fl2 x\a_ X ™"
a{x—a) o ®
Ahora, si partiendo de un valor diferente de a, por ejemplo,

mayor que o, suponemos que ® decrece de una manera continua
y tiende & aproximarse d4a tanto como se quiera, las cantidades

—-1-1, variaran, pero permaneciendo siempre igua-
a{x—a) a '
les; y por consiguiente, segun el teorema de los limites consigna-
do en la Aritmética, sus limites seran también iguales; mas

podremos asignar a x un valor bastante aproximado a a, para que

la fraccion— difiera de la unidad en tan poco como quera-
a
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mos, de suerte que el limite del binomio— -]-1, es I-(-1=:2;
luego también
c2-fl2

q(@—fl)
El verdadero valor de la fraccién propuesta no es, pues, in-
determinado, sino es 2 cuando ®=a; y vemos que si, en esta

lim.

suposicion,ha resultado — por valor de dicha fracccion, es por-

que sus dos términos tienen un factor comun x—a, el cual, como

se reduce a cero en la hipétesis dea:=a, oculta asi el verdadero
valor de dicha fraccién.

Luego si una fraccion sereduce & ~ por una cierta hipétesis he-

cha en las cantidades que la componen, es preciso examinar Si sus
dos términos tienen un factor comitn, que también se reduzca a cero
con la misma hipétesis. Si lo tienen, se suprime este factor, y ad-
mitiendo entonces en la fraccién simplificada la hipétesis que habia

dada o tendremos el verdadero valor de la fraccién propuesta.

Pero si no tienen tal factor comUn, se realizara en la ecuacion a
gue pertenece la incégnita, la hip6tesis de que se trata, y, si resol-
viendo esta ecuacion se convierte en una identidad, podremos decir
desde luego, que dicha ecuacién es indeterminada, 6 que se satisface

por todos tos valores posibles de la incognita; luego entonces ~ sera

efectivamente un simbolo de iINDETERMiNAaoN.

LECCION XVI.

Interpretacion de los valores particnlares de laincégnita, en la ecuacién funda-
mental.—Ejemplo do discusién de un problema de primer grado oon una in-
cognita.

165. Si para la interpretacion de los valores particulares de
la incognita hallados en los cinco casos, que hemos considerado
en la leccion anterior, acudimos & la ecuacién fundamental

ax b = ex d
de donde resulta indiferentemente

— b
R , 6 bien ® = - ,
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vemos; 1." Que con las condiciones del 1.® caso™ (156) se sa-
tisface & dicha ecuacién con nimeros absolutos 6 cantidades posi-
tivas, y que la solucién es directa y cual corresponde al enuncia-
do de la cuestion.

2. ” Que en el 2.” caso, (157) ya es preciso que X represente
una cantidad negativa, esto es, contada en sentido opuesto alcjue se
te supuso en el pla7iteo de la ecuacion. Este resultado, al mismo
tiempo que manifiesta la incompatibilidad de los datos con algu-
na de las operaciones propuestas, indica también que hay que
modificar el enunciado del problema, y por consiguiente la ecua-
cion, para que correspondiéndose ambos mutuameute, la solu-
cion aparezca directa. Asi, puesto que en la ecuacion (y), los tér-
minos axy ex deben ser negativos, se escribird e

cx-\-b=ax-{-d,
que da
d—>b b—d
X gza © P
valor que, en la hipotesis hecha, es positivo 6 directo para la cues-
tion ya modificada, pero de siguificacion contraria & la supuesta
primitivamente.

3. “ Que con las condiciones del 3.«r caso, (160) la ecuacion (y)

se reduce &
ax=cx,
a la cual satisface x=0.
4. ' Queen el 4* caso, (161) cuyas condiciones dan
aX" b MaxN~d,
es facil ver que, miéntras x tenga un valor asignable, es imposi-
ble que sean idénticos sus dos miembros; pero si se hace ,

resulta
000 -[-6=fI3C -\-d,
, b rd
6 bien
gue es una identidad, puesto que soniguales acero (162).

No hay, pues, en este caso solucion numérica, 6 mejor dicho, no
hay guarismo que pueda dar idea del valor de x, que es in™nilo,
0 tal, que toda cantidad asignable se puede mirar como nula
comparada con él, Yy asi viene & ser una identidad la ecuacién
000+ 6 0 0 O Con datos numéricos, esta imposibilidad mani-
fiesta un absurdo, que se expresa en la forma 0="azA.
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5. Y por (ltimo, que en el 5. caso, (163) la ecuacién (y)
serfa

ax-\-b=ax-\-b} "'

identidad que no envuelve raciocinio capaz de enlazar ax con los
datos, y & la cual se satisface con toda independencia de esta le-
tra, y por consiguiente, con todos los valores que en su lugar
quieran sustituirse.

166. Exceptuando este Ultimo caso, vemos que siempre re-
sulta del calculo un valor para x que satisface 0 hace idénticos
los dos miembros de la ecuaciéon propuesta, y que cuando es ne-
gativo, interpretandolo con sujecién al convenio de que la canti-
dad por él representada pueda tener un sentido directamente
contrario al que se le habia supuesto, se obtiene la soluciéon del
problema, la misma que se hallaria con valor positivo de®, cam-
biando en la ecuacién x por —x, y modificando el enunciado de la
cuestion de manera que la nueva ecuacién sea su verdadera tra-
duccién. Si atendiendo & las condiciones de la cuestion, la in-
cégnita no puede tener estos dos sentidos contrarios, deberia de-
secharse el valor negativo, y concluir de aqui que el problema es
imposible. Puede también, sin modificar el enunciado del pro-
blema ni formar nueva ecuacién, cambiarse solamente, en la
primitiva, el signo de aquellas cantidades que, teniendo modos de
existencia directamente contrarios, podamos computarlas en un
sentido opuesto al que tenian al establecerse la ecuacién de dicho
problema.

167. La discusion del problema 5.% (151) que hemos resuel-
to, nos aclarara practicamente esta doctrina.

Consideremos, pues, en la férmula (B') tres casos principales;
que Vsea mayor que igual 4v', 6 menor que o'.

caso. Vv”~v’'. Enesta hipétesis, el valor de x es positi-

vo; y siendo u mayor que la diferencia v—V’, dicho valor es ade-
mas mayor que la distancia d, como debe suceder.

168. 2.” caso. Si la velocidad v llega & ser igual & V',
el denominador v—u'=0, de suerte que el valor de x tomara la

dv
forma —¢*

decir, (161) infinito, lo cual significa que el pun-

to de encuentro se halla enténeos infinitamente apartado del
punto jd, de modo que los dos moviles nunca se encontraran.
Realmente esto es lo que sucede, porque siendo v=v"', los mdvi-
les deben estar siempre & la distancia de d metros uno del otro.
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La ecuacion (a')entédnces es un absurdo, pues haciendo en ella
se convierte en
X T—d
~V~ V
es decir, dos fracciones que teniendo denominador comuny nu-
meradores diferentes no pueden nunca ser iguales.
169. Si siendo siempre v=v’, 6 las velocidades iguales, su-
ponemos que parten & un mismo tiempo del punto J, tendremos

entonces t;,=0, y por consiguiente, el valor (™) de a:=~(164).

dv
En este caso examinemos la fraccion y

factor comun & los dos términos, hagamos =0y v Vv en la

ecuacion y veremos que se reduce & la identidad —

luego el valor de x es indeterminado, es decir, que todos los
puntos del camino que siguen los dos mOviles son puntos de en-
cuentro, puesto que se puede tomar la distancm de cada uuo de
ellos al punto J, por unasolucién de la ecuacion (a).

Este resultado concuerda con las condiciones fisicas de la
cuestién, porque las hipétesis d=.0 y significan que los dos
moviles parten al propio tiempo del mismo puntoy con la misma
velocidad, y por consiguiente nunca podran separarse.

170. Si no siendo ya iguales las velocidades de los dos mdvi-

les, suponemos todavia a; =0, el valor x se convertitraen— ,=0,

porque un producto no puede ser cero sino cuando lo es uno de
L factores. El punto de encuentro, pues, se verifica en el punto
A, lo cual es evidente. ma a N

171. 3.er caw. En este caso, el denominador de la
fraccion (p') es negativo y, como el numerador es positivo, el
valor de x es negativo. Esto quiere decir que la distancia del pun-
to J al punto de encuentro debe contarse hacia la izquierda de A,
en la prolongacion de (157) pero como hemos supuesto en el
enunciado del problema que los méviles caminan de izquierda a
derecha, este enunciado es, pues, vicioso, porque si el movil
gue salio de! punto A tiene una velocidad menor que el otro,
nunca podra alcanzarle si se dirige de izquierda a derecha. Bas-
tard para rectificarlo, cambiar x en —x en la ecuacién, y modi-
ficar el enunciado de esta manera.
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Dos méviles que han salido al mismo tiempo de los puntos A y B,
recorren la recta AB, yendo en el sentido BA. Sus velocidades,etc.

Esta nuera ecuacion es:
—X — X—d

6 mudando los signos,
x-\-d
v v ()

la cual se satisface con un valor de x igual al absoluto dado por la
formula (P'). Luego con el convenio establecido para las canti-
dades negativas, esta formula es aplicable al caso en que
lo mismo que al caso en que

172. Si en vez de suponer que salen ambos méviles de los
puntos A y B, suponemos que se mueven desde un tiempo inde-
finido en la direccion AB, el que llegue aB en el instante en
que el otro llega a ™, ha debido en cierta época hallarse detras
de éste, cuya velocidad es menor que la suya, y encontrarlo por
consiguiente ontcs de su llegada al punto A. EIl valor negativo
hallado para x, siendo v<iv', indica, enlénces, no un absurdo eu
el enunciado del problema, sino una falsa hipétesis que hemos
sentado al colocar el punto de encuentro a la derecha de A, cu:pi-
do debe estar a su izquierda. Y en efecto, si R' representa la
posicion de este punto, y g la distancia AR', x-{-d expresara la
distancia BR"\ de modo que aun en el supuesto de recorrer estas
distancias en tiempos iguales, la ecuacion del problema actual

sera
X jr-f-i/
T/ VI"‘))
gue es la misma (S); y resolviéndola se satisface con un valor
igual y de signo contrario al deducido de la ecuacion («'), es de-
cir, positivo puesto que suponemos a vCV'.

173. Finalmente observaremos que es facil hacer la formula
(p") aplicable al caso en que ambos moviles se dirigieran en sen-
tido contrario,- porque habiendo considerado como positivas las
distancias medidas en el sentido AB, es claro que si los moviles
se dirigen el uno hacia el otro, la velocidad del que parta de B
debera, en el caso presente, bailarse afectada del signo —; y que
para esto, bastara cambiar en la ecuaciéon (a'), v' en —V', lo cual

dara
vd
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valor que realmente se hallaria planteando directamente el nue-
vo problema.

LECCION XVII.

» 1- a« 1«« nroblemas de primer grado & las reglas aritméticas depeiidien-

regla.-Regla de compafiia.-Problemas sobro esta regla.

174 Las consideraciones y simltolos algébricos generalizan y
facilitan mucho las reglas darlas en la Aritmética para la resolu-
cion de los problemas dependientes de proporc.ones, de que nos
ocuparemos sucesivamente eu las tres lecciones sigu.entes, I.mt-
tandonos a establecer las principales Mrmnias que & ellos cones-
pondeu é indicando su uso con la practica de diversos ejemplos
puesto iue se suponed conocimiento de los pnncp.os que a
aquellos sirven de fundamento.

Regla de tbes. Siempre que por alguna ley que resul
ta, d de la experiencia, 6 de definiciones mateméaticas, 6 de con-
venio general, una cantidad R' depende de otra D , de tal modo
que variando las dos y convirtiéndose respectivamente enr vy rf,

se verifica la proporcion
JL=IL-,6Uenr'=R"'4"~.-m
r a - A

se dice, para abreviar, que R como D\ é que R' y />
son proporcioMles, é que estan en roam direcio.

L térmula (1) en laque/ y K representan la mcégnita y su
datohomélogo, y d’ y V los datos homogéneos
respectivamente de / y R , »e emplea para resolver la regU do

tres simple_directa.
176. Si la dependencia entre flI' y O es tal que Ia p opor-

cion que se verifica es

1
R*d _ D'_ 6 pienr=k ]'a, 2
Y
se dice enténces que R' vana como ~ 0due Ry —  son

proporcidonate!, 6 que R' estd en razan inversa de V .
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La formula (2), en que entran las mismas cantidades, es la
gue se emplea para resolver la regla de tres simple inversa.

177. Si R' depende de dos 6 mas cantidades D', D", D'".......
en razon directa de cada una, y queremos averiguar en qué se
convertird R’ cuando Z>, jy, J)'™....se conviertan simultanea
y respectivamente en d\ d", d""..... , hasta reflexionar que, de-
biendo verificarse estas variaciones con toda independencia unas
de otras, J)' puede pasar, en vista de lo dicho, (175) por todos
los estados de magnitud que se representan a continuacion:
(fl)— @ R

g
d D" D'"™.. =R
{r)___{ )1 ‘D’
(r')---{d" d"D'™..)- 1" =m = R\ Y
e - D| Dll
(r™)-—-——(d" d'" d"..)——r" = r"jdV"A Ry E- 90 d
B’ ~B" ~w

Siguiendo el mismo raciocinioy poniendo los acentos inferio-
riores para distinguir este caso del anterior; si R' depende de
dos 6 mas cantidades, D~. ... (W) en razén inversa de
cada una, y queremos averiguar en qué se convertira R'cuan-
do BY B,,..... se conviertan simultanea y respectivamente
en avy dn,,..... . se hallard, en vista de lo dicho, (176) que
R' pasara por cada uno de los valores siguientes:

{Ry— (A A.A.)- R
cr)“ (A A A .-)-—nHAR-IN

~T
B B. . D D,
i~J- n,,mem)-— q TR

D A B. B

; -R Tt
(© (A (o AN %

Si comparando ambos casos, suponemos que K dependa, en
general, de5', By B B ..... se tendra por el mismo procedi-
miento

r"-n< n ”
" B" d/ B"m d.m 3)

Esta formula, en la cual r g R representan la incognita y su
dato homologo, Bjd Xos demés datos entre si homogéneos, de-

(*) Léase D subprima, D subsepunda, ct«.
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pendientes de los primeros, ya en razén directa, ya inversa, sir-
ve con toda generalidad para resolver cualquier caso de la regla
de tres compuesta.

178. Ejemplo 1." Si 40 hombres hacen 300 metros de una obra
en 8 dias, trabajando 7 horas al dia, ;cuanUis dias lardarian 51
hombres para hacer 459 metros, trabajando seis horas al dia?

Suponiendo desde luego que todos los hombres trabajen lo
mismo, haremos, para manifestar la aplicaciéon de la formula an-
terior, las siguientes calificaciones:

Hombres. Metros. Hres.
D o 300 8
d. 51 459
Por consiguiente la incégnita, que depende de un dato en ra-
z6n directa y dos en razon inversa, se representara por
459 40 7 8.459.40.7
r'=8 300" 6" 300516
179 Ejemplo 2.” Suponiendo que un barco anda una milla por
hora cuando recorre 55,4 pies en '30 segundos, ;jcuantas millas an-
dara por horasi recorre 60 pies en 20 segtmdos?
iSoZuciow. r /= 1,62 > in
180 Ejemplo 3." Si quedando en un bugue viveres para solo 1U
dias, fuera preciso contar con 15 de navegacion 6 crucero, ;A cuan-
to deberia reducirse la radon diaria?

:11, 2 dias.

Solucioén: r, = -?‘d’e racion.

181 Eiemplo 4 ° Teniendo 960 cargas de pi/uora deab V, kt-
Ugramos ana. para tuseer fuego de caéon (A cmnlo debera reda-
rse cada carga para voder Isacer 1.200 disparos?

Solucidn: 4,400 kildgrs. . , j co ««
182 Ejemplo 5." ¢(Cuéntos proyectiles del peso de 68 libras po-

driamos trasportar en un tren, sabiendo gne oonlamisnm magusrm
se habia verificado el trasporte de una carga de 30 catscnes de

quintales de peso cada uno?
So/HCion: 1.191 proi/ccii/ei..

183 E'emplo 6.“ J)e una caja de pélvora cuya capacidad es
520 dmi<\e han hecho 23i cargas para cafién: de 7 mjas de
4 400 ¢».3 de capacidad, ;cuantas podran hacerse sguales a las
primeras?

Solucién: 1.265 cargas.
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184. Ejemplo 7® Trabajando nn cajista 8 horas diarias,
durante 20 dias, ha compuesto una obra de 230 paginas, cada pagi-
na con 46 lineas y cada linea con 50 letras. ;(Qiantos dias tardara
en componer otra obra de 600 paginas, trabajando 7 horas al
dia, siendo cada pagina de 52 lineas y cada linea de 52 letras?

Solucién: 70 dias, 2 horasy 25 minutos.

185. Regta de compania. La regla de compafiia sabemos
esta fundada en los repartimientos proporcionales, por consi-
guiente el establecimiento de la férmula que en ella se emplea se
reduce a la resolucion del problema siguiente:

Dividir un namero a en dos partes que sean entre si como m an.
Si llamamos x & una de estas partes, para hallar la otra estable-
ceremos la proporcion

y como juntas han de componer a, tendremos
, Nx ma

x\—-—-=fl y —_——

m

Para dividir a en tres partes que sean entre si como m:n:p,

siendo x la una, la otra sera, segun lo que hemos visto, y
m
px -
Por consiguiente,

nx pXx

m

ma

m-\-n-\-p

Esta formula, enlaque a representa el nimero dado y m, n, p,
los nimeros a que han de ser proporcionales las partes, nos dara
el valor de una de éstas, la cual sustituida en las otras dos resuelve
el problema,

186. Ejemplo!.“ Repartirei cupo de hombres entre tres
pueblos A, B y (j, que deben entregar su contingente con proporcion
a sus poblaciones: las de A y B son entre si como Ba 5y las de B
y C como S & 7. ;Qué contingente corresponde a cada uno?
Sea Xel del pueblo A. La ecuacién sera
5 35

de donde y/=144, .»=240, C=210.
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187. Ejemplo 2.° Una persona, al morir, deja a su esposa la
mitad de su fortuna; a cada uno de los dos hijos que tiene, la sesta
parte; & su criado, la duodécima parte; y 600 pesetas, que sobran, a
los pobres. ;Qué herencia ha dejadol

Solucion: 7.200 pesetas.

188. Ejemplo 3.” Se ajusté una obra en 450.000 reales,- traba-
jaron dos cuadrillas de obreros: la primera, de 54 hombres, trabajo
7/ dias; y la segunda, de hombres, trabajé 7i dias. (Cuanto
debe pagarse por su trabajo a cada cuadrillad

Solucién: 1.“=167.556,58 reales. 2.*=282.443/*2 refl/e«.

189. Ejemplo 4.". Tres comerciantes, A, B 'y C forman socie-
dad: A da 1200 pesetas, que las tiene en giro durante 8 meses;
B da 800 durante 10 meses, y G, 600 durante 14 meses; han
ganado 500 pesetas. ¢(Cuanto corresponde a cada uno?

Sea X la parte de A: la ecuacion sera (*)

5 .7

de donde 13 b= i53-11, 13-

190. Ejemplo 5." Se han mezclado salitrey azufre, en la pro-
porcién de7 y B partes respectivamente, para hacer una pasta de
80 kilégramos. ;Cuanto salitre habria que afiadir para que la pro-
porcién de estos elementos fuese deii y

Solucién: {Q kilégramos de salitre.

191. Ejepiplo 6.° Tres comerciantes se han asociado para sur-
iir un Arsenal: El primero, A, con 510 metros de pafio grana: el
segundo, B, cow2.000 metros pafio az”d;yel tercero, G, con 3,900
metros de lanilla. La calidad, y por consiguiente el precio del pafio

azul es los | del pafio grana, y el precio de la lanilla es. el octavo

del del pafio azul ;Cuanto toca & cada uno de una ganancia total de

3.750 pesetas?
SoLion: A=.76i pesetas, B=2A00 pesetas, C= 585 pesetas.

(*) Las partes deben ser proporcionales Alos productos de loa capitales por loa

tiempos.
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LECCION XVIII.

Reglas de interes simple y compuesto.—Problemas sobre estasreglas.

192. Regta, de inferes simpie. La regla de interes simple se
resuelve facilmente por la formula hallada en la Aritmética,

en la que C representa el capital, t el nUmero de dias que ha es-
tado impuesto, y su interésy r el tanto por ciento.

De esta formula deduciremos el valor de cada una de las cua-
tro cantidades c, r, i, y, conocidas las otras tres, y tendremos re-
sueltos los cuatro problemas distintos que pueden presentarse en
la regla de interés simple.

Asi, si se quiere hallar el capital que ha de imponerse al
r por Vo» para que en t dias produzca y., hallaremos

~ 36000 y
rt (6)
Para hallar el tanto por ciento & que impondremos el capital
C, para que en t dias produzcay, sera
~ 36000y ,
Ct _____ NN
Y para hallar el nUmero de dias que ha de estar impuesto el
capital, a fin de que al r por ciento produzca”, tendremos la for-
mula

36000 y
Cr (8)

193. Ejemplo 1.“ (A qué tanto epor ciento impondremos -un ca-
pital de 800 pesetas, para que en 3 mesesy 6 dias reditie 36 pe-
setas?

Solucién: 16,87 p. %=

194. Ejemplo 2." ;Cuanto tiempo es preciso colocar 800 pesetas
al 5 p. V(() para que al cabo de dicho tiempo se convierta esta suma
en 836 pesetas capital é intereses?

Solucion: 10 meses y 4 dias.

195. Ejemplo 3.° ;Cuél esel capital que, al cabo de 5 meses de

impuesto al iO p. Vo, daen capital é intereses la suma de 500 pesetas?
Solucioni 480 pesetas.
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196. Interes compuesto.—El interesse llamacowipaeiio, cuan-
do se agrega al capital pavafjiie quede convertido en un nuevo ca-
pital y produ’zca por consiguiente un cierto interes.

Por ejemplo: supongamos giie una persona recibe en présta-
mo 2000 pesetas al 5 p% al afio; cuando venza el plazo del pa-
garé, deberaUlicha suma mas sus intereses, es decir, 2100 pese-
tas. Si no puede pagar entdnces, delierd & su acreedor, al cabo
del segundo afio, las 2100 pesetas que le debia al fin del primer
afio mas los intereses de esta suma, es decir, 2205 pesétas,y asi
sucesivamente de afio en afio hasta el pagé dé la deuda.

197. Vamos ahora & resolver las principales cuestiones dé in-
teres compuesto.

Representemos por ¢ el capital prestado, el nUmero dé afios
durante Ids cuales ha sido prestado por i, por C lo que llegara &
ser al fin de-e”é tiempo, y por r el tanto por mo, es decir, lo que
produce una unidad monetaria en un afo.

Puesto que 1 peseta produce r pesetas en un afo, es claro que
c pesetas producirdn en el mismo tiempo cr pesetas; de manera
que el Capital al calié6 de un afio se habra convertido enc-per

~~llirp2a tener el valor de un capital cualquiera al cabo de nn
afio. debera multiplicarse este capital por (1 + r).

Obtendremos, pues, el valor del nuevo capital, c (1 -f r), al
cabo de un afio, es decir del capital c pesetas al cabo dos anos,
multiplicando a o (i+r) por (L+ 7). lo cual dara
PoT la misma razon, dicho capital c¢ pesetas valdra, al cabo ,de
tres afios, c (1 + r)~AX (i+ O- (1 + r)\y asi sucesivamen-
te. Lucgo.al cabo de t afios, el mismo capital vaJdra c (I -fr) e,
lo cual hemos llamado C, y tendremos

C—c{I™NTry e . e (9)
féormula que resuelve el problema, cuando la suma c¢ ha sido
prestada por un namero de afios cabales. ,

198 Los banqueros y comerciantes s6lo usan la férmula (9)
cuando t expresa un numero exacto de afios; pero cuando t no
llega a valer un afo, 6 es un nimero fraccionario, 6 bien expre-
sa un numero cualquiera de afios y ademas un cierto namero de
dias calculan primero por la formula (9) en lo que se convierte
el capital dado & los i afiés, y después lo que este resultado
produciria a interés simple en los dias queso tengan. Foresta
razén solo nés ocuparemos del caso en que t exprese un nume-
ro exacto de afios, v, en este suptieslo,’ deduciremos de la for-

5
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muia, (9) los valores de cualquiera de Jas cuatro cantidades
GyCA.r, t, conociendo las otras tres; lo cual,da orig-en & cuatro
problemas distintos., Para mayor facilidad, se. aplica & estos
problemas el calculo logaritmico.

199. Asi, jiara hallar en lo que se convierte xm capital ¢ im-
puesto por tafios a.interes compuesto, ann tanto r por peseta al
afio,, tendremos, tomando los logaritmos en la formula (9),

log. fclog.c-fiiog.il-f-r)....... (10).

200. Para hallar el capital c gtie se ha de imponer a interes
compuesto, al tanto r por peseta al afio, para que en t afios se con-
vierta ep la suma C, deduciremos de la férmula (10):

log. c=log. C-ilog.(14-r).....(11). .

201. Para hallar el tiempo t afios que hemos de tener un ca-
pital ¢ impuesto d interes compuesto, U un tgnto r por peseta al afio,
para que se convierta en el capital C, se tendra la formula

log: (—log. ¢ o
109 (~log-c (i2).
log. (1-i-r)
202. Por ultimo, para saber & qué tanto r por peseta amial hay

que imponer un capital, & interes compuesto, para que en t afios se
convierta en el capital C, se hallara

log. (1-f-r): log, Ct—log. ¢

.(13).

203. Sostituyendo en cada una de estas formulas los valores
particulares que en cada caso se tengan, y efectuando las 6pera-
ciones indicadas, hallaremos los logaritmos de los resultados que
se piden, de modo que dichos resultados seran los nimeros cor-
respondientes a estos logaritmos, & excepcién de la formula (12)
que nos da directamente el valor de t.

204. Ejemplo 1.” (En cuantos afios se duplica un capital im-
puesto al 5 por loo al afio, a interes compuesto™

En este ejemplo conocemos el capital primitivo c, la suma del
capital primitivo y de sus intereses 2c, y el tanto por 1 que, sien-
do 5 el tanto por 100, sera r=0,05, I-f-r=1,05, y la inctigniia
es t, luego sustituyendo en la formula (12) sera

— log. 2c—log. ¢ log. 2
log.1,05

205. Ejemplo 2.® ;Cual ser& el valor de un capital al cabo de
100 afios,, impuesto al 5 por 100 al afio & interes compuesto?

Conocemos el capital c, el tanto por uno rc=0,05, el ndmero
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de afios y U incdgnita ®& G. Si en este caso BiistiiuiUios
los valores-conocidos en la formuk (9)rsera - -
- . '

mEfectuando 14 potencia (I.0S)"« por medio'drlégaritmos,'la
hallacemos igual a 131 *en nimeros enteros; por cétiitii®uientfe,
eti=i3ii, m =m "' =

es decir, que el capital con las eondiciones dadas, se liara al cabo

de un siglo 131 veces mayor.
206. Ejemplo 3.° ;Cual es encapml gne al 4 por 100, & tnie-
res compuesto, ; convierte al cabo, de 7 afios m 9639,20 pesetas?

7325 pesetas. - <

LECCION XIX.

Kegla de descuento.-Problemas sobre esta regla.-Reprla de aligaoion.-
Froblemaa sobiw esta reola.

)] - . BEANR

207. Repla pe DESQoENTO, “~a”*mos qu? el descgenlq pue-
de hacerse poi- dos métodos. EI primer «ic/deli?i].eJa regk, de des-
cuento, quese llama racional, se reduce & descontar del valorpo-
minal de una letra el interes que producid” su valor actual, al
tanto por ciento estipulado, durante el plazq.d” su ivenmm.enlo.
Por consiguiente, si llamamos C al valor nominal de una letra,
ral tanto por ciento de descuento, iel namero de'draVé plafeo de
su vencimiento, y o el valor adtdél, el descuento cslari rbprescn-

ta.10 C192) por ; luego el valor nomiual

nos dara, despejando & C,
36000C

"~ 360004-r/
(OrTQula ,«0 sirve para hallar el valoj aptoal de la letra,, , ,
‘2Q8. Pero si se quiere hallar desde luego el descueplo, ,lk-

mwW f . teudr,eu,0s N

c= <14)

d*C-——C- 3500u+ri-

5 bi
0 pien Crt

i/=-.36000-fri : m'.«05).....
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:E\ segundo -métodad de la re~la de descuento, llamado
descuento ordinario, es el que generalmente verifica el Goraercio,
y se reduce & descontar & la letra el interes de su valor nominal
~.onyfi2n,4ql delsu',vaio~iftctual, como;se,haoeen pl primer método,
.cqpJp GUfli.res#a.i”prjpdicad.o el .tenedor de la letra, puesto
que se le descuentan los intereses de una suma mayor que la que
rAcil>e. i»or,ciinsigw;ent”,.,para,hallar eldescuento ordinario, bas-

ta aplicar la formula (5) del interes simple, 6 .

mciu - --i: g ! \. - . Crt '
- m L] 36000 - - - m(«6) ,
210. Si se quiere hallar desde luego el valor actual ¢, ten-
dremos
r, , N Crt
c=G-~d=:C—
36000"
6 bien
c==tc{\- (17).
\% 36000/
211. Ejénipld' f." ¢(Cuénto valdra actudlm&nte ima tetra de

7308 pesetas, pdgadera a ios 3 mesds, y aue se quiere descontar ‘al

6p.%F om

Solucién- i racional = 7200 pesetas.
! comercial "~ 7198,38 "pesetas'.

212. Ejemplo, 2,7,.i7na ktra pagadera & los meses y 6 dios se
ha descontado al5 p.. % rnétpdo .corpercial-, y sabemos que
si se hubiera hecho por el racional, el tenedor de dicha letra hubiera
ganado 20 céntimos de peséta: ;Cudl es su valor nominal y el de ca-
da uno de los dos descuentos?

Solucién: C=iS.M) pesetas. d = | pesetas.
( Comerciaia=ii%;iO pesetas. =
213. Regla de alegacién. Para resolver el primer problem a
de laregla de aligacién 6 la regla directa, supongamos que se mez-
clen entH-'31 dbS'~rJstahcidaS ~u'e'fio ejériien d6cion'quimica la utia
sobre la otra, esto es, giié'despues de "mezcladas, cbrtiponenqua-
las el namero de unidades de peso 6 de volumeti de gue 60OHIita-
ban separadas; si py y 'son‘'los precios respectivos de la unidad

de cada una, el preftio total de la mezcla seréa

px-\-p'x\ it '
indicandg””™ a;y a:’' el nutmero de unidades de cada clase que

se han mezclado. Y como el tdta'l de la mezcla consta de X~\-x'
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unidades, es claro que el precio de cada unidiRi-de I»,mezcla, d'
el precio medios sei4; llamandole 2, m
prt - Uo- i e 'me
Si 'hubiesen de 'éfti'ar én'la piéicia ai"‘urtWacléS' dé’ blra’
sustancia, cuyo precio fuese p"', es evidente giié'b‘astaria’ ‘ard™"r
en la expresion de z los términos p"'x" y x", respectivamente, en
numerador y denominador.'Cualquiera, pues, que sea el nUmero
de sustancias, tendremos v
ptl\'p**xl'_.l.__el_'.!{f" ev-ip- i(18)- | «flioj iii
© =eiol
féijmu.la que i;esuelye el prigier problerpa™de la, regja”™e iNjga-
cipii,y.tien,qgfrecaeqtes aplicaciones. .
214. Ejemplo i.” Se quieren mezcl(xr % onzas \ce or™
20 Ywilflfes {*) con7pn;ias de iS.quilaies,, igml.m a /q, ley dfi la
mezcla?
Ap este, .ejemplo, <p-9, cc'r7,, p=20.y p'=18, ,por,,consi-
guiente . -, | ‘>
9X20+7X18
16
215. Ejemplo 2. Ennna obra <€ han invertido iOOjomalen
pagadés n 15 ri.V 125 « 12 300 a 8. ¢Cult es el prdoio Mii>-- &
gue salen-estos jifrntile™ n
50/aciOrt;'10,28 rHles. '
216. Ejemplo-S;* m Unbangnmfien”~treslétras'qie’'pagai™en
tres plazos difetenUs-. una de 2832 pesetas, & IS~ nims; 6tm de
2560 peéétas™d’'los 9 mesés, y la otra de 1450 -\f, ios 46 'meses fen

cha. EIl acreedor quiere recibir dasuma fotal de 6842 pesetas en un
solo pago. Ccttdl sera el vencimiento medio con que debe gkarsete

quilates , |

9=
'19,8. 19 Yl'g«!:"

esta nueva letfo?

Solucién: 8 meses.
*217.,.1 T?ara,resolyer.el segundo problema deJaiiogJa rie aliga-

don 0 la regla ¢nema, queseemos es, cuando se piden las
cantidades que han de entrar en la mezcla; dados'bSSprecios y eb

precio medio, hal)ria que buscar las ~cantid™es”™, ™ ...... C™no-
0osil lili)®
W
da sn masa’
Asi, orode 20quilates, quierecli. - * - wal' ;i*-n

puro y las cuatro restantes de tia» 6 mezcla de otro& metales.
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ciendo,l<»iprfccios'a,pi'p',;..-j;teti>tal cago™ la ecuaciéon (18)con-'
tiene varias incognitas y el prolilema es ixUleterminadoTi- i

Suponiendo que sean doblas sustancias mezcladas, sabemos
gue las cantidades estan en razon inversa de las diferencias de
sps precio?,.N! precio medio: tendremos, por lo tanto, la relacién
entre las incognitas

a la que se satisface con

I[C=S—p'", x'=p-r*z... (19)
y con todos los équimultiplés y equisubmiltiplos de estos va-
lores.

217, Ejiéinif)lo 4® Con'Hoyclases de agmrdiefite de y de
grados, se quiere hacer una mezcld qué reiulte de 'grados,
;palito tomaremos do ca'a especie?

Sustituyendo en la‘fédttitla (19), tendremos

X=2, x'=1i.

< Hahraj pues, giie mezclar una unidad de la primera especie
con dos de la segunda, para que resulten 3 de la intermedia
gue se biisca. ~ p.

2109. Si hubiese otra condicién que hicicsé el problema de-
ferminad®” $e pondria en ecuaciéon y se resolveria ésta como las
ecuacioaes. de .primer grado. Por ejemplo: Se q.uiere mezclar
vino, cuyo precio es p, con vino cuyo precio es p\ para formar
una mezcla de un namero m de litros, cuyo precio sea z.

Sea Xel, nUmero de litros de la-primera eqpecie; X'~mr~x
seran los que deJ>en tomarse de la segunda; sus valores respec-
tiyps, po?y (» —r)"p'iiy-el de la mezcla ne\ luego la ecuacion sera

, - ®)p"=mz,
de donde '

Estas formelas nos dicen que lostalores hallados en la (19)

habra que multipliearlos por p—p
Asi, en el ejemplo 4.“ (218), si se quiere que la mezcla con-
tenga 30 cuartillos, los resultados 2 y 4 deberian multiplicarse
30
por =5, determinando asi en 10y en 20 cuartillos los

respectivos valores dea; y x'.
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220. Ejemp'O 5® Uncomerciarte tiene dos clases de té; la una de
51 reales libra tj la otra de 42 reales, y quiere saber cuantas libras
tomara de cada clase para componer 100 libras, cuyo precio sea
50,40 reales.

Solucién: x=70 libras, ®'=30 libras.

221. Ejemplo 6.” Un vinatero ha comprado 136 litros de vino
a 2 pesetas titro: pero temiendo que este precio no convenga a su
especulacion, quiere afiadirle agua, & fin de poderlo vender & 1,60
pesetas. ;Cuantos litros de agua deberéd afiadirlet

Solucion: 34 litros.
222. Ejemplo 7.° Teniendo 35 kilogramos de plata cuya ley es

de 0.900, ¢con qué cantidad de cobre debe mezclarse para que la

mezcla sea de 0,7875 de leyl
Solucion: 5 kilogramos.
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T ERGERA TARTE,

[

ECUACIONES, Y T”ROBLEMAS IOE TRIMER GRADO

CON VARIAS INCOGNITAS.

LECCION XX.

Boaaciones de primer grado con més de unaincégnita.-Sistema de ecuaoiones.-
Su elasificacion.-M étodos de eliininacion.-Resolucion de un sistema de ecuacio-
nes numéricas por igualaoion.-Resoluoion de un sistema de ecuaciones numé-
ricas por sustitucion.

223. Los problemas comienen muchas veces varias incégni-
tas, que estan ligadas las unas con las otras por medio de relacio-
nes bastante faciles de comprender para que, siendo conocida una
de ellas, puedan calcularse sencillamente todas las demas. En
este caso, puede tratarse el problema como si en realidad soélo tu
viese una incoégnita: esto es lo que hemos hecho en los que se han
resuelto en los parrafos (U5 y (148); Pero no siempre sucede lo
mismo, y las relaciones deque se trata son algunas veces muy
dificiles de desentrafar: en tal caso, es preferii)le hacer que en-
tren todas las incognitas en el calculo, representando cada una
de ellas con una letra diferente. De esta manera nos vemos en el
caso de resolver un sistema de ecuaciones, que es el conjunto de
dos 6 mas ecuaciones que se han do satisfacer con unos mismos
valores de las incognitas.

224. Se dice que un sistema de ecuaciones es determinado,
cuando hay tantas ecuaciones diferentes como incognitas.

225. Si el nUmero de ecuaciones disiintas de que consta un
sistema es menor que el nimero de incognitas, el sistema se lla-
ma indeterminado.

226. Se dice que un sistema es imposible 6 mas que determi-
nado, en el caso de tener mas ecuaciones qtie incognitas; se lla-
ma imposible porque varias de estas ecuaciones no se pueden
verificar sino condicionalmente, por lo cual se las llama igualda-



DE ALSEBBA. 73

des Secuaciones de condici&n & las relaciones de ighiialdad (jue se
han de verificar entre las cantidades conocidas para expresar la
condicién de que todas las ecuaciones se verifiquen por unos
mismos valores de las incégnitas,

227. En estas Lecciones sélo indicaremos ligeramente el mo-
do de resiplver un sistema determinado, esto .es;: cuando el nu-
mero de ecuaciones es igual al de incégnitas, y para ello consi-
deraremos cada una de las ecuaciones reducidas & lu forma ge-

neral

en que los coeficientes a, c....son numeros enteros, lo cual
siempre es posible si se quitan los denominadores, se efectdan las
operaciones indicadas, se hace la trasposicién y la reduccién de
los términos semejantes. - '

228. Esto supuesto, para llegara obtener los valores de las
incdgliilas, se puede proceder de uno iie estos modos;

1*“ Poa iGOALICIoN. Se despe aen cada una de las acnacio-
nes dadas una misma iucosnita. suponiendo al efecto que todas
las deméas cantidades son conocidas, é igualando luego dos a dos
estos valores de la incéguita, resulla una ecuacién y una incogni-
ta ménes que las propuestas. La repeticion de este procedimien-
todimim otra incégnita y otra, hasta venir & parar en una ecua-
cion con una sola incOgnila, que,determina,,,como ya sahemos,
(128) su valor; conocido este valor se sustituye en una de las in-
mediatas, y asi sucesivamente para ir determinando las demas,

229. Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones

B—4y=17
' 3a:-+-5y=fiO-
De la primera sacamos
— g
y de la segunda 50
a,= — g-

igualando estos valores, tendremos la ecuacién
4v H17 50—5y

que no contiene mas que ima incognita, y déla que deduciremos
12:/4-51=450-45i/

399
¢ 57y=399, & y=-~=7-
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Sustitayéd'do este valor en Cualquiera de las exprésionea ha-
lladas por valor de x, por ejemplo ea la primera, tendremos

4.7+17 45
— N — 9_/\1 *
luego é forman la solucién de las ecuaci'énes pro-
puestas. ' ' i '
230. Sean ahora las ecuaciones !
—3z=3
3®—4N+2:N—2
SG—y+2s~9;
sacaremos' [ ] - !
o N 2

Igualando estos valores dos & dos y quitando denominadores,
hallaremos las dos ecuaciones
2x-h5y~-B==:1"/~9x~6
8y _6a;~4=9+"-5a;.
que se reducen am
7y—iix=B
7y—ici=13.
De estas dos se deduce, igualandolos dos vaiores dé

y de aqui
~r=l.
Sustituyendo este valor en una de las anteriores, se obtiene el
de y, y luego sustituyendo los de x é y en cualquiera ,de los tres
valores de z, se hallara fa(;ilmenie

3+J1 2+5.2-3
- = 2’ :3,

luegoa?=1,2—2y 2—3, forman la solucién délas ecuaciones
propuestas.

231. 27N Por sgSTITOCIOH.  Se halla el valor de una incogni-
ta deducidode cualquiera de las ecuaciones propuestas, como en el
caso anterior; se sustituye en las demas; resultando asi una ecua-
cion y una incégnita ménos cada vez que se reitera este procedi-
miento, hasta venir aparar en una ecuacién con unasola incégnita,
que determinasuvalor, y éste el de las demas, como ya sabemos.
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232. Asi, por ejemplo, sean las ecuaciones

3s y 4 X Ly
o we 18
« 2 oy 4~ 1

Principiemos por reducirlas a la forma general, quitando los

denominadores, y tendremos n -
nno...f: 54trf-12~2—8ChtN5déiNfly ' ‘
i;d lup fiiij ‘160i=ace—
6bien uiieim ; i" o«
i -n).-. C e
. l5ic-"4y=236.i;-f. = B
De la primera sacaniosr o ., -
,»uu«Kit > g'-fi-"firq: 39i—S0-T, . < | nf
2 [ ] 00 , -

e rnfof.t r.iitit-’

y sustituyendo este valor en la segunda, hallaremos
i i5Xr"\7.Sx— 160==226,
de donde .
i8&cfc2is>; , .CH =
Sustituyendo ahora2 por ».en la expresién de y, resulta-

de snerteque »=.2, y~ -U forman la solucién de las ecuaciones

propuestas. n

233. Sean usimistno
B+2j/=12 m. m

«,<e - - -

M . [ ]
Despejitrto lay eu la segunda de eslae ecuaciones
yendo su valer en las ofras dos, seconvierlen en . -

Bz'—4i =2, Mf 1'ib' me
®+r ' 11 -}
Despejando la ».eft fa segunda.y ;Sustituyendo su-valor en, la
primera, la transfornwen ,iJ]1 4 lo -i 'd-m'- m.....
.. -il—SirT-aaipiyi. .'=i'idit--,
i ' ¢ o'l @
que,ha. A i * 1 L. » ’

AN oo LM st

V por consiguiente .

de modo que . e -

forman la solucién de las eoyadones propuestas.
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LECCION XXI.

Resolacion de un sistgjiin de eeuaQ.ic(nes numéricas por reduccion.-llesoluoion
ijroiioral de un sistema determinado de ecuaciones de primer arado

d. Por REDNGpioN. ISsfe mé(,pdp,que esel que se usa con
mas frecuencia, esta fundado en que por la:condicién

tener los valores de las incégnitas de satisfacer a un mismo tietii-
po atodas las ecuaciones, i5ser’Ns'imultaneas, si entre varias in-
cégnitas®, 2..... se tienén las 'CbaacicAies

£=0, C=0,\\ , S
en lasque J, B, €..... repreadebtan combinaciones de las incdg.
nitas X Y, i...... con cantidades conocidas, se tendra también

B Jzt.U-+:G+Z,:...\..~=Q ' mdu, .. eee'Pf o |

mJ+tnS+pClz....=0,
esto es, que podrdn combinarse' las ecuaciones propueslas del
modo que se presente mas ventajoso para la eUminacioti™goe se
quiere verificar, y cualquiera de estas combinaciones en que
entre A por ejemplo, podra reemplazar a la ecuacion ~==;0;

235. En este supuesto, generalmente se preparan las 'ecuacicM:
ries de modo que sumando dos de ellas se elimine una incognita,
y para esto se multiplican alternadamente por un factor aprop6-
sito con objeto de que los coeficientes de dicha incognita resulten
iguales y de signos contrarioa?, si es que no lo son, 6 bien se apro-
vecha <malquiera otra cotébinacion que Conduzca al mismo'fin;
resultando asi una ecuacién y una incognita niénos con la repe-
ticion de este procedimiento-haata llegar & una sola ecuacion con
una incognita sola, como en los casos anteriores.

236. Tomemos™ pob ejémpld/ las tres eCtraciones que hemos
resuelto en el segundo ejemplo del printferbasb (230), y es evi-™
dente que sila primera de dichas ecuaciones se multiplica por
3y la segunda por —2, los coeficientes de x resultaran iguales
en ambas, y de signos coutrarios; esto es,

6®-f-15"—9z=9
—6x-\-Sy—2z=4,
de suerte que sumando estas ecuaciones se elimina en'ellas la ®,
y resultara

23p-iizMB. = [
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:Lo mismo podiiamos,.hacer con la segunda y tercera ecua-
clQEies», multiplicandolas respectivamente por 5 y por—3; pero
hay otra combinacién masi sencilla, sumandola primeray se-
gunda y restando de la suma,la tercera, lo cual da inmediata-
mente

y—2z=—4;
luego después de eliminada en las tres ecuaciones la incognita cr,
qguedan reducidas & las dos

237-142=13

- <iin! i r- ~N-1-22=—4.

e Para elimibaf-ahtfra otra incognita, la f/, por ejemplo, en
estas dos ebiiacibnes, multipliquemos la segunda por —23v,
sumandola despueS con la primera, resulta
352=105
do donde- Zi=3-,
y de cualquiera de las anteriores, y=2.
La suma de las tres da

[ , it)ic=10,
(i " S €
Por 'tioDsiguié'nlé i»=1, y z=3, -forman la misma solu-
cion de estas ecuaciones hallada antéiiérméhle.
237. Si ios coeficientes de la incégnita qud se quiere eliminai’

entt'e dos de'eslaS éciiaciénes; siendo desiguales, no son primos
entre si, se podré tomar por factor para igualar los valores "ab-
solutos de dichos coeficientes, el cociente de dividir su minimo
multiplo por cada uno de ellos.
Asi en las ecuaciones'
............. . ' 10M+157-242=41 ~no
a'mm" 15— 12y+162=10
...... ISjj—14y— 7z2=—13

eliminaremos la x entre la 4 /y 2.“ hallando primero el mi-
nimo mualtiplo 30 de los coeficioiUes 10 y 15y, como los co-
4ifiu{es dbidividiraquel porestos aon 3y 2, multiplicAndolas res-
pectivamente por Sj por =2 y-sumandolas después miembro;a
miembro; lu6gé eilire la 2/ y 3.*, del mismo modo, muhiplican-
da.aquella por 6 y esta por —5 y sumandolaa,- con lo que resul-
taran las dos ecuaciones. . -
69y—1042=103
| >2y+1312=125

Ahora la Eliminacion de lay se eie6luara entre estas dos ecua-
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clones, muUipMcandoks alternadamente por :SU6 coeficientes,
pues son primos entre si,, y sumandolas, con lo que- se tendra’
1 883.13;ti-8ft31 . i .o, @0 Nid
45, iiyifiu. 2t=sl; . i B T |
y finalmente deduciremos, y=3 y x=2.
238. Veamos ahora el caso-eti. que las ecuaciones sean litera-
les,.y tomeiBOa ‘ese B> > =;dn;'
ax+by=c Jj,
Eliminemos & x por cuglquie™.a- di”Jos tres procedimientos an-
tes empieados,; |ior,gjerapli:>, el,~.,“ Alarg bjen, p.~a. que .b tpnga
coeficientes;jigpales y. de signos co.ntr*rio”, suponietidp qge gsios
sean primos entre si, preciso,y 8ufici,ente .multiplicais 1%];*
por—a'y la 2 /por a
Efectuando, pues, estas multiplicaciones y sumando” resulta
inmediatamente -

ab'y—ba'y=ac'—ca’. , ; ' :
Despejando la incégnita y en esta ecuacion y sustituyendo su
valor en una de las propuestas, deduciriamos de esta ultima el
correspj(jndien]te™.de x; pero en la practica sera muchas yeces-mas
comodo, para obtener eliminar J44i en las ecuaciones (X")y
deducir sp,valor de la epuacion resijtanleyAsi, multiplicando la
1." por b\]j la 2.* por —6, y sumando los productos, .se" jobtiene
ab'x—ba'x=cb'—be’.
Finalmentp, de las dos ecuaciones halladas se deduce
cb'—bc' .
ab'~ba' ’ ab'-ba' - 'mee’'(P ),

239. Estas formulas generales pueden servir para resolver
dos ecuaciones numéricas dé primer grado con dos incégnitas,
sin someterlas & ninguno dé.l6s procedimientos antes dichos.

En efecto, sean las ecuaciones

- > i S8 Ay = A >
Comparandolestas ecuaciones con las literales- (a"), aeraos
que paraidentificar estajeen aquellas, bastara que hagamos
6=1y0=13, a'=3,"a=-"l,-c'=4.

y sustituir luégo estos valoresen las férmalas lo cual dara
3X -1-1X 4 . -3 04 1o
I'X -4 -1XxX » 1— 3 ~N2om

-1 X 4.-3X3" -4 -9
rii ) . Lite-2- 1« :]in4-|\-—
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Sigaieailo elmismo procedimiento podidamos hallar. las for-
mulas generales pararesolver tres ecuaciones con tres incognitas;
pero no lo. hacemos por ser poco conveniente su aplicacion.

240. Reasumiendo lo expuesto sobre la resolucién de un mi-
mero cualquiera de ecuaciones de primer grado con igual nime-
ro de incognitas podemos darla regla general siguiente:

Para resolver un nimero cualquiera de ecuaciones de primer
grado con igual nimero de incdgnitas, se elimina primero una in-
cdgnita entre una ecuacion y cada tina de tas demas, y se obtiene un
nuevo sistema de una ecuacion y una incégnita menos', se elimina en
éste otra incognita entre-una de las ecuaciones y cada xina de las de-
mas, lo cual nos da otro sistema que ya tiene dos ecuaciones y dos
incégnitas méuos gue™el propuesto; y asi se continda hasta llegar
duna ecuacion con unasola incégnita de la cual se deduce su valor:
una vez hallado éste se sustituye en una ecuaciéon del sistema ante-
rior que contenga una segunda incdgnita, de la cual se deducird 5«
valor: los dos valores hallados se sustituirdn en una ecuacion del sis-
tema que anteceda que céntenga tind tercera incognita , de cuya
ecuacion se deducira el valor de esta tercera incdgnita, y asi sucesi-
vamente hasta haber obtenido los valores de todas las incognitas.

241. Ejemplo 1.“ Resolver las ecuaciones.

kx—2zZy—7 2y 5
5¢ “nT* 15
a ''2 20—~ 15 10

Solucion: =3, ~=2.

Estos va,lores puerlen comprobarse, como hemos dicho, susti-
tuyéndolos en las ecuaciones dadas, que deberan convertirse en
identidades.

242. Ejemplo 2/

7«—133=87
3ii-1-14,r— 57

3Jax=Nlm '
-ZT— 11,3:51).

En este caso sucede que la incégnita 'y no entra mas que en
la tercera ecuacion; por lo tanto, se prescinde do esta ecuacion,
y en las otras teneipos tres ecuaciones con tres incégnitas.

Cada incognita entra en dos de estas ecuacioniis y asi es casi
indiferente principiar la eliminacién por cualquieia (Jo las in-
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cégnitas. Elimineoios la « entre la primera y segunda, y resulta
98a:+3fcl38.
Esta ecuacién y la cuarta son dos ecuaciones con dos incégnitas:
de ellas resulta
j3=3,.z= —4,
y por consiguiente,
y=r2, a=5.
243, Ejemplo 3,*
3ifc-]6"—2s-j-9a=6
4y—>5iT-f-5z—6nF 5
2z— 3a;-1-8y—""\3n=3
ow-I*i0y- | -~*—4&=9.

P 1 1
Soiucion: &=2, z=3,u=-=-

LECCION XXII.
Discusiéon de un sistemadeteriainado de ecuaciones depiim”~r.grado.

244. En un sistema determinado de ecuaciones de primer
grado, podemos llegar, como en el casorio una ecuacién con una
sola incégnita, & valores positivos, negativos y nulos, y & valores

A 0
dela forma — y Respecto a los primeros, creemos haber

dicho lo suficiente: los valores negativos, si las condiciones 6 na-
turaleza del problema los admite, interprétados en un sentidocon-
trario al en que estén, eiuivalén alos positivos correspondientes al

A
problema modificado: — sabemos que es el simbolo del infinito, y

dondequiera que lo encontremos determina la;'existencia de
condiciones imposibles de satisfacer icon ningan valor numérico;

y por ultimo, -“representa la indeterminacién, y ya dijimos que

algunas veces procede este valor de la existencia de un factor
coniun & los términos del quebrado, que, si se suprime, desapa-
rece con él la indeterminacion.

245. Para concretar estds resultados, tomemos las fomlulaa
(P"), y presuponiendo que las cantidades ¢, 6, cy o', b\ ¢' no
s6lo son indepéndiChtes entre si, sino también de las incognitas,
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y por consiguiente arbitrarias, si para un caso particular, es de-
cir, en una ecuacion numérica donde ya desaparece esta supues-
ta arbitrariedad de los datos, resultase entre ellos la condicidon de
ser ab'=:ba\ los valores de x é y serian entonces
ch'—be' ca'~caf
0 0
ac'—ca' be'—cb’
0 0
es decir, infinitos y ademas de signos contrarios, puesto que en la

hipotesis si ha deser 676'. No hay, pues, medio

de satisfacer a las ecuaciones («") en este caso, con valores finitos
dexéy,y entonces se dice que estas ecuaciones son incompati-
bles. En efecto, si en la 2.* de dichas ecuaciones se pone por b

el valor -b deducido de la hipétesis ab'=ba\ resultara
a

al,
a'x-" — by=c%
i
de donde quitando el denominador y partiendo por a', se halla
ax-+-by= c,
luego el sistema de las ecuaciones («") se habra courertido eu
ax-\-by=:e |
ax-Noy=2.¢ ~
ecuaciones que son incompatibles, d no pueden verificarse al

mismo tiempo, cualquiera gne sea el valor que
puesto que sus primeros miembros son .elfiutmos y los segundos

diferentes porque, si tuviésemos c= . resultarla de aqui

ao'=oa’, lo cual nosucede; solamente pueden verificarse las ecua-
clones (ip) con los respectivos valores —30. rnnf. ,h>__av

246. Supongamos ahora que sean 4un mismo tiempo ab-h a

y cb'~bc'. El valor de irse reduce a y el de parecera ser

iufmito; pero veremos que también es i . En efecto, de las hipO-

cb'=ba'
cb'=bc’
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se deduce facilmente

de donde
flc'=ca'.
Dos cualesquiera de estas condiciones determinan la tercera;

por consiguiente, los valores den éy son ambos de laforma —

siempre que dos de las tres expresiones que constituyen las formu-
las (p") sean iguales & cero.

Para acabar de conocer si estos valores son indeterminados,
seglin lo dicho (164), sustituyamos en las ecuaciones (a") las hi-
pétesis sentadas-, mas equivaliendo estas hipdtesis a las razones
iguales

a b e

si representamos por m el valor comande estas razones, resul-
tard

a—ma', b=mb’, c=imc’,
y por consiguiente, la primera de las ecuaciones («") se conver-
tira en

ma'x-\-Tnb'y=zmc',

que no siendo mas que el producto de la 2.“ por m, se reduce a
ésta, suprimiendo el factor m. Asi pues, sélo tendremos una
ecuacion entre las dos incognitas xé vy,

ax-\-by:=:c,

que da

expresiones en las cuales es preciso suponer ay, 6 bien &4 x, va-
lores arbitrarios para obtener ios de x 6 y-, luego estas inc6g-
nitas son indeterminadas.

247. Supongamos, por dltimo, que fl—a'=0; el valor de ®lo-
A 0
maria la forma y el dei/ la de anunciando para este

caso particular una incompatibilidad y una indeterminacion.
Las ecuaciones (a"), con tal suposicién, se reducirian &

by—c

b'y~d,
gue evidentemente no pueden verificarse sin que, ademas de la
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condicién anterior, se tenga bc'=cb’, y enténcesresulta x= —

6 indeterminado. Sin embargo, el valor de y no es indetermina-

do sino aparentemente, a causa de la existencia del factor
comln que la hipétesis de a=a'=:0, introduce en los térmi-

co'—Ca , .
nos del quebrado y partiendo por dicho Pactor se

tiene
0'—o0 0 c'
6« 6

resultado que concuerda con las ecuaciones modificadas por la
hipdtesis.

LECCION XXIII.
Problemas determinados deprimer grado con variae incognitas.

248. Los problemas propuestos en los parrafos (145) y (148)
contienen dos incégnitas, y sin embargo, los hemos resuelto re-
presentando una sola por una letra. Resolvamoslos nuevamente
representando cada incognita por una letra.

Problemas.* Seancréalos tiempos de servicio del mili-
tar mas veterano y su compafero respectivamente; las ecuaciones

seran:
X-\-y="7
XNy= 7
de donde resulta
a?=32, y=25.
Problema 4.° Sea ® el nimero de los tiros que acert6 é vy el

de los que err6. Tendremos
a?-4-y=12
5@—37=28,
y por consiguiente

249. Pasemos ahora a otros problemas que contienen varias

incognitas.
Problema 1.° Preguntaron & nna persona cual era su edad, la
desu padre y ladesuabmto, y respondié: t<Mi edad y la demi
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padre reunidas componen 56 afios; la de mi padrey mi abuelo 100,
y la miay la de mi abuelo 80.» ;Cual era la edad de cada uno?
Sea X la edad de dicha persona, y la del padre, z la del
abuelo.
Las ecuaciones seran

x-~y=: 56
y-hz=100
x-\-z— 80.

Resolviendo estas ecuaciones, resultan
ic=18, /=38, z=62.
Para generalizar este problema lo enunciaremos asi: Hallar

tres nimeros gm sumados dos & dos dén las sumas a, b c.
Sean x, y, z los tres nimeros, tendremos:

X-\~y=:a
@CHz=b
y-\-z=c.
gue, haciendo a-\-b-{-c=Ip” dan
X=p~c
y=p—b
z—p—a

250. PROBLEMA 2." Una persona ha recibido 185 monedas de
a5y de d'; pesetas, por valor deJk'6 pesetas. (Cuantas ha re-
cibido de cada especie?

Solucion: 125 de pesetas™ 60 dea 2 pesetas.

251. Problemas." Tres soldados, k, B, C, ie kan hallado
cada uno una bolsa de dinero en el campo de batalla: reunieron sus
hallazgos, que componian en total 384 reales, y determinaron repar-
tirlo igualmente-, para ello A.di6a*~yaC tanto como cada uno de
estos tenia, luego B hizo otro tanto con Ay C, y por ultimo, C hizo
lo mismo con A B, después de cuya operacion cada uno se hall6
con igual cantidad. (Cuénto dinero contenia cada bolsa?

Sea ir el dinero que encontr6 J, y el de B, y zel de C

Las ecuaciones, después de la Ultima operacion, seran

4(ir—y —z)= 128
2(2y~2z—32)~128
4z—128=128,
de las que se encuentra
~-=208, B=in, C=64.

252. Problema. 4." Varios oficiales de artilleria tuvieron una

comida a escote para celebrar el dia de su Patrono. Si 5 de ellos.
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gue no recibieron invitacién, hubiesen concurrido, cada ano de los de
la reunion hubiera -pagado 1 peseta mas y el gasto se hubiera au-
mentado en 61,50 pesetas; pero si de los que asistieron hubiesen fal-
tado 3, pagando cada uno 1,50 pesetas memos, el gasto hubiera
disminuido en 42 pesetas. ¢Cuantos oficiales asistieron d la comida
y cuanto le toco pagar d cada uno?
Sea X el nimero de oficiales é y el nimero de pesetas que
tocl a cada uno.
Las ecuaciones seran
(cc-t-5) (2/+1)=a?i/-i-61,50
(x-3) (~-1,50)=a:~-42.
Resolviéndolas, resultan
a:=14 oficiales, y=8,50 pesetas.

LECCION XXIV.

Bieroicios.—Problemas diversos.

253. Como complemento a la practica de los principios de Al-
gebra que, con la extensiéon que exige la indole de estas Lecciones,
hemos desarrollado, insertamos & continuacién otros diversos
problemas, proporcionando asi mayor numero de ocasiones de
ejercitar el céalculoy acostumbrar la imaginacién & establecer
las ecuaciones, U plantearlos, parte las mas esencial y dificil del
Algebra, con objeto de contribuir & sacar el mayor partido po-
sible de estos cortos conocimientos.

254. Problema |.“ Cna guarnicion se compone de 1250 solda-
dos entre caballeria é infanteria. Cada soldado ck. caballeria recibe

pesetas de haber mensual, y el de infanteria 10. La consigna-
cion del mes de todos los soldados de la guarnicion importa 13.500
pesetas. (Cuantos soldados hay de caballeriay cuénUis de infan-
teria?

Solucién: 200 soldados de caballeria y 1.050 de infanteria.

255.  Problema 2.“ Dos morteros disparan bombas sobre una ciu-
dad sitiada. El primero ha duparado 36 tiros antes que el segundo
empezase el fuego, y hace 8 disparos mientras que el segundo
tira 7; pero las cargas que se consimen en 3 tiros del segundo com-
ponen los mismos gramos de pélvora que las de 4 tiros del prime-
ro. ;(Cuantas bombas debe disparar el segundo mortero para consu-
mir la misma cantidad de pdlvora que el primero?
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Solucién: 189 bombas.

256. PnoBLEMA 3.” Un coronel quiere formar en cuadro sn re-
gimiento y ensaya dos modos de llevarlo & cabo. En el primero le
sobran 39 hombres, y poniendo un hombre més en el lado del cua-
dro, le faltan 50 hombres para formarlo. ;Cuantos hombres com-
ponen el regimiento?

Solucion: 1975 hombres.

257. Problema 4.“ Dos artilleros han encartuchado 1.000 car-
tuchos de cafién de diversos calibres, habiendo consumido cada uno
la misma cantidad de poélvora, y el dijo al 2.": «Si yo hubiese
llenado tantos saquetes como té, hubiera empleado 18 quintales de
p6lvora.~>->-eY yo, respondi6 el otro, si hubiese hecho tantos cartu-
chos como té, no hubiera consumido mas que %quintales.» ;Cuantos
cartuchos hizo cada artillero?

Solucion: El 1.@ 400 cartuchos; el 2. 600.

258. Probiema 5.° (Cuanto tiempo deberia estar impuesto un
capital & interés compuesto al 5 p. «/(,, para que llegase aser mil ve-
ces mayor?

Solucion: De 141 & 142 afios.

259. Probiema 6. Una personaimpone la mitad de su capital
al 3 p. vo el afo, la tercera parte al 5, y el resto al 8 p. vq Gana
en todo 21.600 reales anuales. ;Cuanto capital tiene?

Solucién: 480.000 reales.

260. Probiema 7.° Uncafio llena una vasija en 30 horas:
otro cafio la llena en 20 horas, y un tercer cafio llena dicha vasija
en 10 horas. ;Cuéntas horas tardaran los tres cafios juntos en lle-
nar la vasijat

Solucion: 5 — horas.
11

261. Problema 8." Se tienen p kildgramos de agua de mar
que contienen p' kildgramos de sal, y se les quiere afiadir agua
dulce para que wi némero P de kilégramos de la mezcla no conten-
ga mas que r kilégramos de sal. iCuanta'agua dulce se afiadira?

Férmula quesirve para hallar J Pp'—pr
la cantidad de agua dulce. \ r

262. Probtem4 9. Un viajero ingles cambia en Parts un bi-
llete de 150 libras esterlinas por ducados, y el banquero le remite
331 ducados y un pico de 3,50 francos; otra vez estando el cambio
al mismo precio, cambia Uil billete de 40 libras esterlinas por el

cttal recibe SS ducados y A fraticos. ;Cual esel valor de la libra
esterlina y del ducado?
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Solucién: Libra esterliziu= 2b,AO francos. Ducado= {i,50
francos.

263. PnoBLEMA 10.° Un viajero alenian decia: He viajado por
Alemania, Francia é Inglaterra, y he gastado en estos tres paises
8235 thalers, & saber: 1520 thalers en Alemania, 7540 francos
en Francia y 820 libras esterlinas en Inglaterra. Y preguntan-
dole cudl era el valor de la libra esterlinay del franco en moneda
alemana, respondié: «5 libras esterlinas valen B thalers mas que
108 francos.» ;Cuanto valen, en este caso, el franco y la libra es-
terlina en thalers?

., . . 1
Solucion: 1 libra esterlina=& thalers, 1franco— -j-thuler,

264. Problema 11.“ Tenemos dos cajas iguales giie contienen
la una mayor cantidad de polvora que la otra; y para hacer que
haya la misma cantidad en ambas, se pasa de la 1.* a la 2.* tan-
ta pélvora como habia ya en ésta; enseguida se echa de la 2. en
la 1.* tanta como en ésta quedd, y en fin se vuelve d echar de la
1*en la 2.* tina cantidad igual & la que ésta tenia: después ce.
esta operacion se encuentra que hay 16 quintales de. pélvora en
cada caja. iCuantos quintales tenia cada una anles de la opera-'

don efectuada?

*22 quintales.

Solucion : 5 *iold.

265, Probrtema 12.° Un Jefe de una escuadra quiere distri-
buir en partes de presa & las dotaciones de tres barcos que manda
la suma ¢k 31.824 pesetas. Dando 12 pesetas & cada plaza de las
del primer buque, las de los otros dos no reciben mas que 6 pesetas
cada una; y dando a cada hombre, de los del 2." barco 12 pesetas,
los de los otros dos no recibirian mas que 4 pesetas; en fin, si cada
hombre de la dotacién del 3.“ buque recibe las 12 pesetas, cada uno
de los de. los otros dos no percibirian mas que. 3 pesetas. iCual es la
dotacion de cada barco?

Solucién: 1."=780 hombres, 2.°=i.716, 3.°=-2.028.
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LECCION XXV.

Bjeroioios.—Problemas de primer grado aplicados & otras materias.—Pilas de
balas iacompletas.

266. Terminaremos estos ejercicios con algunos problemas
sobre otras materias aplicadas, los cuales se podran resolver
cuando se tengan los conocimientos de dichas materias.

Probitema 1.” Un pedn da 371 pasos para atravesar diagonal-
mente una espumada cuadrada-, la longitud de su paso es por tér-
mino medio de 0,78 metros. ;Cual sera la longitud del lado de di-
cha esplanadal

Solucion: 204,6 metros.

267. Probiema 2, Un caballo & la carrera da en 5 minutos
W}a vuelta aun hipédromo que tiene la figura de un rectangulo
terminado en sus ludos menores por dos semicirculos-, y en el mis-
mo tiempo un ginete al trole atraviesa el hipédromo en sentido de
su ancho. La velocidad de un caballo & la carrera es de 15,6 me-
tros por segundo, y al trote se supone ser de 2,22 metros. ;Cuales
son Las dimensiones y superficie del hipadromoi

Solucion: X«r~rj=1293,85 metros. Jncho=6i06 metros.
Stiperficie=lli hectareasy 73 centiiireas.

268. Problema 3." Sabemos que 37 kilogramos de estuilo su-
mergidos en el agua pierden 5 kilégrumos de peso; 23 kilogramos
de plomo en iguales circunstancias pierden 2 kilégrumos; una com-
posicion de plomo y estafio de kilégramos de peso pierde asi-
mismo U kilogramos. ;Qué cantidades de plomo y estafio entran
en dicha composicion?

Solucion: 46 kilégrumos de plomo y 74 de estafio.

269. Problema 4.“ EIl pesoespecifico del plomo es 11,324; el
del corcho 0,24, y el de tu madera de pino 0,45; se quiere formar
con plomo y corcho un cuerpo de 8o kilogramos de peso, y que pese
tanto como un volumen igual de pino. ;Qué cantidades de plomo y
corcho deben tomarse?

Solucién: Plomo=ZS,I"-14...... Corcho=H,"s. 35......

270. Problema 5.° Para construir un embudo se corta de una
hoja de latén un sector circular que se eiirolla después para dar-
le ¢a figura conica. Se desea que la profundidad del embudo sea ce.
3 decimetros y que el diametro de su abertura sea de 2 decimetros.
¢Cudles deberan ser el radioy el angulo en el centro del sector?
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Solncion: Radio”",”"Idecimetros. Angnlo—iiZ"—51".

271. Probiema 6 ®Se desea averiguar el gasto que ocasionara
el cubrir con un betdn las paredes y el fondo de una vasija circu-
lar que tiene 12 metros de diametro en lu parte inferior, 16 metros
de diametro en la superior y 2 metros de profundidad, sabiendo
que porcada metro cuadrado embetunado kay que gastar: 1,80 pe-
setas de betun con el espesor que conviefie, 0,40 pesetas de mano de
obray 0,10 en otros gastos.

Solucion: 546,20 pesetas.

272. Proviema 7.® Se quiere pintar la cupula esférica de un
edificio, cuyo diametro es de 18 metros, con tres manos de pintura
gue han de pagarse & 2,50 pesetas el metro cuadrado. ;Cual serd
el valor de esta pintura™

Solucion: 1272,35 pesetas.

273. Probirema 8.° Averiguar el precio de una barra de hier-
ro de 4,20 metros de longitud, 0,“ 03 de ancho y /¥\CS de espesor,
sabiendo que el metro cubico de hierro pesa 7.800 kilogramos y que
los 100 kilogramos valen 45 pesetas.

Solucion: 13,27 pesetas.

274. Proviema 9. Hallar las dimensiones del litroy doble

litro para los liquidas, subiendo que son cilindros cuya altura es

doble del diametro.

Diametro = 0“ ,086.

Sslucion Altura. .~ 0%,172.

olucion: ) Diametro = 0"i,108.
Doble litro. .

Altura . .= 0™,217.

275. Proviema 10® Hallar el diametro de una bala de 12
kilogramos de peso, sabiendo que el decimetro cubico de fundicién
pesa 7,2 kilogramos.

Solucién: 0,1853 metros.
276. Sabemos por el texto de Artilleria que el nUmero de pro-

yectiles que contiene una pila incompleta, es igual & la diferen-
cia entre la pila completa de igual base, y otra cuya base fuera la
capa 6 lecho que inmediatamente siguiese a la superior de la pila.

En este supuesto, propongamonos, como ejercicio, establecer
las férmulas para hallar el nGmero de balas que contienen las
pilas triangulares, cuadrangulares y rectangulares troncadas %
incompletas, admitiendo de que en esta Ultima se hayan consu-
mido los proyectiles no por tongas paralelas triangulares, como

7
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generalmente se hace, sino como en las dos primeras, por capas
horizontales.

277. Pila triangular. Sea n el namero de proyectiles del la-
do de la base y m el numero de proyectiles del lado de la capa
superior.

La férmula para hallar el namero de proyectiles de la pila
completa sabemos es

« O'+i) {»+2)
6

Siendo m el namero de halas de la capa superior, la que le
siguiese inmediatamente & esta capa, estando la pila completa,
tendria por lado {m—1); y por consiguiente el numero de pro-
yectiles de la pila deficiente lo hallaremos sustituyendo en la fér-
mula antes dicha m—1 en vez de m, y sera

(—1) m
6 il
restando ahora las dos formulas, tendremos

n (u-f-1) (h}-2)—(ni—1) m (ju-j-1)

6

que sirve para hallar el nimero de proyectiles de la pila trian-
gular troncada.

278. Pila cuadrangular. Siguiendo el mismo razonamiento,
encontraremos la féormula

N («-1) (2u-f-ly—m—1) m @TU-R)) 2)

que sirve para hallar el niumero de proyectiles de la pila cua-
drangular troncada.

279. Pila rectangular. Si la pila es rectangular, llamemos
m al nimero de proyectiles del lado mayor de la basey -ual
namero de proyectiles del menor, y m', n' los nUmeros de pro-
yectiles de los mismos lados de la capa superior; sacaremos por
idéntico razonamiento la formula

(n-]-) (3m—n-\-i)—~(n"'—) n' 3e'—'—i)
6 ... (23)

gue sirve para hallar el namero de proyectiles de la pila rectan-
gular troncada.
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280. Pkoblewa 11.“ Un espia se introdujo en una fortaleza y
observo el numera de pilas de proyectiles encerrados en el paral
de arullena, asUomo el nimero de que se componian los lados de
la base, notando 6 pilas rectangulares cuyos lados contenian 7~ 15
balas de a 24; una pila rectangular troncada, cuya base superior te-
ntad y”~,yla base inferior 18 y 12 balas de a 36; una pila cua-
dra”igular cuyo lado era de 10 bombas, y, en fin, una pila trian-
gular de balas huecas, cuyo lado de la base superior era de &y el
ds la base inferior de 10. iCadntas balas dei Uy Z ~y cuantas
bombas y balas huecas habia en el parque?

Balasde 424 = 2.184.
Id. de 36 = 1.018.
Bombas. . . . = 385.
Balas huecas z= 18s.

Solucion'.

FIPi,
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