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EXPOSICION.

Periodos del desarrollo intelectual y de la ensefianza.

El desarrollo de la inteligencia humana varia de
naturaleza entres distintos periodos, 6 mas bien, en
cada uno de estos se nota el predominio de una de sus
facultades sobre las demas.

En el primero, la intuicidn empirica 6 percepcion,
la memoria y la imaginacién anulan casi por completo
el desarrollo de las otras facultades. No se puede gene-
ralizar, abstraer, inducir, ni deducir si no hay elemen-
tos para estas superiores funciones de la inteligencia.
Razon por la que, la naturaleza satisface esta necesidad
dotando & la inteligencia en este periodo de una prodi-
giosa aptitud para grabar facilmente y con rapidez las
impresiones que los objetos producen en los sentidos y
se irasforman en percepciones.

Adquirir materiales para el conocimiento cientifico,
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es el primer trabajo de la inteligencia que so efectla
también en el periodo mas apropiado, el del preponde-
rante desarrollo y ejercicio de la memoria, de las per-
cepciones y de la imaginacién. Esta Gltima, especie de
memoria acompafiada de imagenes sensibles, es una fa-
cultad exploradora del espiritu, es la primera tentativa
para descubrir la verdad y la ciencia; y como tentativa
es inexacta.

Habiendo adquirido numerosas representaciones del
mundo fisico, mecénica y rudiinenlariamenle enlazadas
por la memoria y la fantasia, sucede un desarrollo mas
perfecto que satisface la natural tendencia del espiritu
& ordenar, a agrupar, & clasificar los objetos segun sus
relaciones naturales, aspiracién que nace como efecto
de la insuficiencia intelectual para poder retener uno &
uno los diferentes detalles del Universo.

El segundo periodo de desarrollo intelectual, es
pues, el de la induccidn, generalizacion, abstraccion y
clasificacioQ. Las vagas tentativas para conocer el con-
junto de los séres se reemplazan por un conocimiento
mas solido, fundado en el exdmeu de los hechos y en la
distribucion de los séres por las semejanzas y diferen-
cias observadas en los mismos. A una clasificacion ex-
ponlanea que se ejerce desde que principia la existen-
cia del individuo, sigue una clasificacion refleja.

La memoria se va debilitando. Parece que el sujeto,
fiado en las claves seguras para recordar que le propor-
cionan los cuadros de clarificaciones hechos con arre-
glo & las semejanzas y diferencias observadas, descuida
su ejercicio y desarrollo, 6 bien la naturaleza que mar-
ca & cada cosa su periodo cesa de prestarle su concur-
SO para ejercer su accién sobre otras facultades.

Las ideas abstractas conservan el caracter de con-
tingentes, propio de los objetos y fendmenos observados
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que les han servido de fundamento, y no pueden llenar
las aspiraciones del espiritu en el tercer periodo, el
mas perfecto de su desarrollo, pues la razén, escitada
por las ocasiones de ejercerse tan repetidas que se le
han presentado, descubre en su fondo algo a que no
satisfacen las ideas abstractas, y ve lo necesario opuesto
& lo contingente, lo infinito & lo finito, la causa domi-
nando al efecto, la ley al fenémeno, la condicién impo-
niéndose a lo condicionado. En este instante, hallando
muy circunscrito, imperfecto y falible el conocimiento
délos objetos por sus analogias y diferencias, viendo
incompleto e! conocimiento originado por la experien-
cia, muy artificiosas y mecéanicas las clasificaciones en
géneros y especies de los séres, pretende conocer el
porqué de las cosas, su ley, su fundamento cientifico.

Este es el periodo del conocimiento cientifico, filosé-
fico, el del predominio de la superior facultad de la in-
teligencia, la razoén.

La ensefianza sigue estas fases de la vida inteleclual,
que sefiala con sus tres divisiones en primaria, segunda
0 preparatoria y superior.

En la escuela se disponen cuantos artificios son ne-
cesarios para el desarrollo de los sentidos, la memoria
y las percepciones, diversificados segin los planes es-
peciales de ensefianza; pero que tienen siempre algo de
comdn.

Los jardines de la infancia destinados & instruir de-
leitando, & favorecer simultaneamente el desarrollo del
cuerpo y del espiritu, & aprender por el estudio de la
realidad; la efisefianza & Zauis/a, sencillo interrogatorio
6 didlogo ocasionado por cuadros que acostumbran, sin
notarlo el alumno & discurrir; los recreos en que se es-
cita su imaginacion por ingeniosas combinaciones de
figuras y juegos; las lecciones en compendios dialoga-
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dos que ejercitan la memoria. Todo esto constituye el
grado mas elemental de la ensefianza, cuyo fio directo
no es la instruccion, sino el desarrollo de las aptitudes
del individuo.

La ensefianza en este periodo, no esel fin, es la oca-
sion para que el alumno aprenda & usar de sus facul-
tades.

Desarrolladas hasta cierto grado las aptitudes del
alumno con la instruccion primaria, sigue el periodo
que puede llamarse de transicion, y lo es en la vida y
la ensefianza.

Conlimia todavia el desarrollo que principié en el
primero, combinandose grad ualmente con el que ha de
predominar finalmente en el tercero.

La segunda ensefianza comprende nociones elemen-
iiiles de todas las ramas del saber; inicia en ellas al
alumno; es un conocimiento enciclopédico y superficial;
no son las ciencias lo que presenta, es un disefio imper-
fecto, pero suficiente para sefialar el espiritu predomi-
minanle de cada una.

Se ofrece al alumno la abundante variedad de la
eciencia como una provocacion & sus especiales apti-
tudes. Antes de reducirlo al esclusivo yugo de una di-
reccion determinada, se manifiesta toda la extension gtfe
abarca el horizonte cientifico.

La traduccién de los clésicos, la Historia y la Geo-
grafia, la Fisica é Historia natural, la Filosofia y la
Matematica, son las piedras de toque de las inteligen-
cias donde comienzan & distinguirse los talentos profun-
dos de los superficiales, el génio artistico del cientifico,
y en este periodo principia & formularse el estado futu-
ro de cada individuo, porque omitiendo otros motivos
que puedan sefialarle fatalmente direccion determinada,
«l filésofo, el matematico, el poeta, indican vagamente



en este preliminar, los especiales talentos cuyo desarro-
llo se verificara mas tarde.
Por altimo, la ensefianza superiCr comprende el es-
tudio definitivo de cada ramo del saber, que no es ob-
jeto del presente trabajo.

La ciencia matematica en los tratados.

Si ee examinan los diferentes tratados que sucesi-
vamente han trasmitido los conocimientos matematicos,
se advertira cierta variedad en la exposicién, que tra-
duce fielmente los grados del progreso intelectual para
esta rama determinada del saber.

El tratado de Eiiclides, que puede decirse ha sido
el libro ee que estudiaron todas las generaciones hasta
los tiempos modernos, es una exposicion rudimentaria
de la ciencia de la extension.

Euclides, al escribir esta obra monumental, realizé
la ardua empresa de reunir en un cuerpo de doctrina
lodos los descubrimientos de los ge6metras hasta su
tiempo. Y siendo este un periodo de discusién, de con-
Irovorsias y de escepticismo, todo su esfuerzo debié en-
caminarse & librar la exposicion de los ataques de la
critica.

El sélido encadenamiento de las verdades constitu-
ye el mérito més relevante de la obra.

Se nota en este libro predominio del método ad ah-
mrdam para probar las verdades, efecto de que admi-
te su adquisicién dos grados.

El primero es un modo incompleto de conocerla,
pues consiste en saber que lo contrario & lo que se quie-
re probar es imposible 6 absurdo; esto se realiia por »1
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citado método. El segundo grado, el mas perfecto, con-
siste en descubrir directamente la verdad hasta el pun-
to de que la inteligencia la contemple con la claridad de
la evidencia. Y como por razén del enlace que existe
entre las verdades de una ciencia, basta conocer algu-
nas para poder desecharse las incompatibles con ellas,
es indudable que cuando los recursos de la ciencia
constituida no pueden dar de todas demostraciones di-
rectas, por no haberse descubierto é conseguido probar
todavia las que son sus fundamentos, es necesario utili-
zar las pocas conocidas para descubrir las demas, no
como incluidas 6 fundadas en ellas, sino por una espe-
cie de reflexion indirecta. Esta es la razén del predo-
minio del método ad dbsurdum en los elementos de Eu-
clides.

Otra circunstancia que se advierte en este libro, es
un 6rden rigurosamente sucesivo.

Cada verdad es fundamento de la que le sigue; la
ley que rige & su colocacion es la necesidad de probar
unas con auxilio de las otras.

La libre exposicion de las ideas segln su valor pio
pio, su importancia y su naturaleza, se halla limitada y
subordinada & las exigencias de la demostracion.

En el presente siglo aparecen tratados como los de
Puig, Tosca y otros andlogos que pudieran citarse, ca
raclerizados por la proligidad délos detalles, por los
procedimientos mecénicos y hasta materiales para au-
xiliar & la memoria y al entendimiento; no hay coordi-
nacién ni enlace entre las teorias, la unidad desaparece
ante la variedad; el signo y el detalle anulan & la jdea,
al plan general.

Bayis, Vallejo y Felit en Espafia; Bourdon, Legen-
dre, Vinncent en Francia y otros perfeccionan la expo
sicion cientifica.
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Al carécter analitico propio de la invencion, sigue
un predominio creciente del caracter sintético adecuada
a la exposicion.

La Matematica va perdiendo el sello que dejaran
impreso los inventores, y cada vez aparece mas inde-
pendiente del yugo que le imponian los métodos de-
mostrativos.

A estos tratados suceden otros en armonia con las
instituciones vigentes respecto & la instruccion y con
los adelantos de la época.

La exposicion se simplifica, la iilea impei'a sobre la
forma, es decir, la verdad se ostenta sin descender al
empirismo y abundancia de practicas materiales; los
conceptos de las cantidades negativas é imaginarias que
conducen & investigaciones sobre la correspondencia
entre el mundo fisico y el mundo matemalicu al expli-
car cdmo los resultados singulares de los problemas se
traducen en ia realidad, asunto predilecto para las in-
teligencias en el presente siglo, adquieren importancia
creciente en los tratados.

Cada autor hace loables tentativas para fijar un or-
den & las ideas presentandolas en libros, secciones, teo-
rias y otras divisiones segun su especial criterio, siem-
pre con el invariable propdsito de perfeccionar la ex-
posicién sintética de la ciencia adquirida.

El método de exposicion, antes completamente fun-
dido en el de invencion, cada vez se separa mas y se
distingue de éste; los procedimientos demostrativos,
progresan simplificando las teorias.

En Espafia, Cortazar justifica este progreso con no-
tas y advertencias concisas, que expresan un recono-
cimiento de la importancia que tiene el subordinar las
verdades & la unidad de método, y una tentaliTa para
referir @ un método cada categoria de conocimientos.
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En Francia, recientemente los Sres, Kouché y Com-
berouse, en sus excelentes tratados, consiguen satisfacto-
riamente este proposito, evitando como Cortazar y otros
matemaéticos, el penoso procedimiento de la superposi-
cidn, sustituyéndolo por la demostracion directa de
igualdad de las figuras; simplifican no pocas demostra-
ciones, usando ingeniosos artificios; aplican ventajosa-
mente el teorema ae la relacion armonica de cua-
tro puntos a la demostracion por el método ad abswr-
dum de muchos teoremas; introducen la teoria de rec-
tas anliparalelas, que también abrevia los procedi-
mientos demostrativos, y generalizan sin complicarlas
muchas teorias, ensefiando asi que se pueden dilatar
los horizontes de la ciencia cuanto se simplifiquen los
métodos.

A esta clase de autores que realizan bajo un aspecto
el problema de la exposicion cientifica, sucede otra en
alto grado respetable.

Las obras del Sr, Chasles, ilustre gedmetra contem-
poraneo, sobre ios progresos y desarrollo de los méto-
dos de Geometria y los porismas de Euclides, las del
Sr. Bretdn sobre este mismo asunto, las de Paque “~obre
los métodos empleados en los célculos trascendentes,
los Verdaderos principios délas matematicas de Coy-
leux, los Métodos en las ciencias de razonamiento &cDaha-
mel, el Origeny limites de la correspondencia entre la
Geometria y el Algebra deCournot, la Metafisica del
calculo infinitesimal de Carnot. En fin, los proyectos
acerca de reformas en la exposicién geométrica de Bai-
Ily, las memorias relativas al célebre postulado de Eu-
clides, otras sobre las cantidades imaginarias de Faure,
Mourey, Marie, Vallés, Rey yHeredia, consideradas
ya como resultado de un raovhnienlo compuesto, ya
como expresion grafica délos tres estados del juicio.
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afirmativo, negativo y limitativo, 6 como consecuencia
de una representacién geométrica de las ecuaciones, ya
en sus correspondencias con la representacién de las
fuerzas, ya como traduccion de condiciones imposibles
de un problema 6 como efecto necesario del estado la-
tente que les sefiala su condicion de séres algébricos ; el
importante trabajo sobre las cantidades complejas de
HoUel, resimen de los descubrimientos mas notables
sobre esta teoria, y otras muchas obras de gran interés
recientemente publicadas, son sefiales evidentes de una
nueva fase de la ciencia matemadtica; indican un tra-
bajo de constitucion & que contribuyen los gedmetras
mas eminentes. Estos numerosos tratados manifiestan
que la Matematica pasa del estado de Su desarrollo
como fruto de la espontaneidad del gonio al de la cri-
tica.

Profundizandose las leyes del método y la subordina-
cion légica de las verdades, haciéndose un estudio cri--
tico de éstas para desentrafiar lo que constituye su
esencia, desterrdndose la aficion & demostraciones'sim-
bélicas, que si abrevian el razonamiento repugnan por
su oscuridad, y apartan de este estudio & no pocos ta-
lentos, se hace grata la Matemaética y asimilable & la
inteligencia.

Los progresos del método arrebotan cada vez con mas
éxito & los génios el monopolio que ejercieran cuando
se desconocian las vias de la verdad. El camino se alla-
na por lainterpretacian 6 traduccion inteligible de con-
ceptos incorrecta 0 incompletamente expresados como
los misterios de las antiguas rtjligiones, que sélo servian
para los iniciados.

Tan importantes efectos no son obra de pronta rea-
lizacién. Las citadas publicaciones y otras que induda-
blemente seguiran, son productos de trabajos indivi-



- 12
duales de varias y ain opuestas direcciones; pero lle-
gard un dia en que un criterio superior efectuara la
unidad de tan multiples conceptos, descubriéndose el
tronco donde se enlazan estas ramas dispersas.

Diferencia entre la Matematica y las demas ciencias.

Difiere la Matemética de las otras ciencias.

La Historia, la Literatura, las Ciencias naturales vy,
en general, todas las de experimentacion, se refieren a
una realidad que se presenta con sus caractéres pro-
pios, independiente del sujeto. Este no tiene que ocu-
parse de la legitimidad de aquella, no tiene que hacer
la critica de su existencia; la acepta como un hecho su
perior y primitivo, y se limita &4 observarla, para de
esta observacion hacer brotar las leyes que la rigen en
la especial direccion segin que es estudiada. Los he-
chos de la humanidad, los productos de su fantasia, los
fenémenos de la Naturaleza, son objeto de un examen
prévio al que se aplica después la critica.

L,a Metafisica, mas independiente del objeto, tiende
& hacer surgir la ciencia del fondo del sujeto con
cierto caracter a priori.

La Matemética considerada en su pureza, es una cien-
cia escepcional; no ve en la realidad un hecho supe-
rior, admisible & priori que se le imponga; porque la
realidad sobre que se ejerce la ciencia matemkica exis-
te también en ia region de las ideas. Siendo la inteli-
gencia la fuente de la realidad matematica, resulta un
unanime asentimiento que imposibilita toda conlrovér-
sia sobre las verdades probadas, sefialandole una divi-
soria respecto a las demdas ramas de los conocimientos
humanos.
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Para que una idea merezca la sancion intelectual,
es condicidon necesaria que no sea incompatible; por
esto, en matematicas debe ante todo fundarse la reali”
dad intelectual mediante entidades compatibles. La de-
finicion matematica funda estas realidades, da existen-
cia a los objetos, y una vez presentadas y mostrada su
legitimidad, son los principios fijos sobre que se edifica
la ciencia.

Pero en cualquier objeto hay. innumerables propie-
dades de las cudles solo parte pueden ser conocidas,
dada figura geométrica, cada expresién algébrica, esta
indisolublemente unida en el mundo de las relaciones
por infinidad de entidades de infinitas maneras.

Esto se advierte en la ciencia matematica. Cada de-
finicién sefiala un modo de existencia de un objeto;
pero este objeto puede darse de diversos mo:los, es de-
cir, caben diversos sistemas de entidades y relaciones
que definan igualmente un objeto. Una recta puede ser
dada por dos puntos, por uno y una direccién, por in*
Intersecciones variadas de lagares geométricos.

Un paralelégramo puede ser definido como un cua-
drilatero en que un éangulo es suplementario de sus
dos adyacentes, 6 como un cuadrilatero que tiene dos
lados opuestos paralelos é iguales, y dos paralelas como
rectas equidistantes en toda su extension.

Es decir, que muchos teoremas y definiciones admi-
ten una reciproca sustitucion. Un teorema puede defi ¢
nir un objeto matematico, s6lo que necesita demos-
trarse, y por esto se eligen como definiciones las pro-
posiciones mas sencillas que puedan admitirse &
priori.

Hallar las condiciones compatibles de existencia, y
dadas éstas, hallar los sistemas compatibles que puedan
sustituirse mutuamente en la determinacién de un objeto.
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Hé aqui el problema capital- de la Geometria, en el
cual se resuman los demas; y no se dice igualmente de
la Aritmética y el Algebra, porque entre estas y aque-
lla bay la diferencia esencial de que el objeto de las
dos Gltimas tiene una existenciaa priori como manifes-
tacion de las leyes del entendimiento, mientras que ios
objetos geométricos necesitan un examen prévio para
ver si presentan alguna incompatibilidad , porque esta
clase de entidades no tiene inmediata é intima rela-
cién con el desarrollo subjetivo.

El anélisis, método de sustituciones, satisface esta
necesidad conduciendo por una serie de determinacio-
nes, que tienen el caracter de reciprocidad & una deter-
minacién final.

Este trabajo constante para salvar las incompatibi-
lidades y conservar idéntico valor & las proposiciones
que deben sustituirse, es lo que mas contribuye a hacer
dificultoso cl estudio de la ciencia matematica, y ha sido
casi el exclusivo objetivo de los gedbmetras, con el fin de
aplicar enseguida las verdades a cuestiones de utili-
dad practica. Aqui puede decirse que ha detenido su
cur so.

Pero sobre este camino trazado por la exponlaneidad
y otros fines determinadamente practicos, hay una se-
gunda parle més cientifica, la critica matematica que
sefiala las leyes de los métodos y procedimientos se-
guidos, su aplicacion a cada 6rden de verdades, las
relaciones de éstas, sus diversos géneros y dependen-
cias naturales.

No pocos talentos, algunos de ellos ya citados, inau-
guran esta nueva fase, y muchos han de ser todavia
los que contribuirdn & ilustrarla, pues como toda
grande obra necesita el concurso, no de tal 6 cual indi-
viduo, sino de toda la humanidad representada por los
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seres privilegiados que descuellan en el cultivo de las
ciencias.

La parle critica, tan brillante en otras ciencias y tan
rudimentaria en la mnteinaiica, es electo de la dife-
rencia sefialada, pues mientras las demads ciencias
pronto llegan & su estado reOejo, en esta, las dificulta-
des ya expuestas, han empleado lodo el esfuerzo inte-
lectual que, solo lentamenle & través de los siglos, ha
llegado al grado de perfeccién con que se la conoce»
Pero si la parte critica no llene un importante desarro-
llo, en compensacién presenta la ventajosa circunstan-
cia.de formar un conjunto de verdades libres de toda
controversia, y que constituyen en realidad las mas le-
gilin)as conquistas del espiritu humano, cuyas aplica-
ciones a la realidad externa ofrecen los resultados mas
Gtiles; porque las verdades matematicas tienen el pri-
vilegio de ser producidas por ei entendimiento y tener
su realizacién y comprobacion en el mundo externo.

La ciencia matematica en la ensefianza actual.

La ensefianza sigue y debe seguir la manera de ex-
posicién de los tratados, porque el alumno no podria
comprender sin una conformidad entre las doctrinas
del libro y de su maestro.

La misién del profesor esta pues reducida, en gene-
ral, & seguir el plan mas conforme con su modo de ver
la ciencia, haciendo inteligible la exposicion del texto,
dando flexible movilidad & ia rigidez y permanencia
con que en el libro se hallan las verdades.

Las extensas y elocuentes peroraciones, los ingenio-
sos conceptos que pudieran servir para ilustrar codo-
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cimientos ya adquiridos, no serririan para implantar
por vez primera las semillas de la verdad.

La ensem.nza, se limita & una interpretacion y ex-
posicién verbal del texto escrito, hecha por el profesor.

Los tratados elementales son la exposicion cientifica
correspondiente & un punto de vista individual, propio
de cada autor; la clasificacion de las materias obedece
& un especial concepto de la ciencia; el orden de las
demostraciones y los procedimientos de las mismas es
diferente segln el plan adoptado.

De esto nace una primera dificultad para el alumno
que por cualquier circunstancia debe variar de texto
en el curso de sus estudios, pues tal teorema demostra-
do conforme con cierto plan, se halla sin fundamento
segun otro, resultando confusion y un circulo vicioso,
lamentable sobremanera cuando se trata de la Matema-
tica, cuyo caracter esencial consiste en el solido lazo de
las proposiciones.

Otros inconvenientes tiene la ensefianza vigente en
cenerai, no por causa de los profesores que la ejercen,
sino porque cada periodo cienti“co tiene su fisonomia
propia, sus especiales caractéeres; presenta un grado de
progreso relativo sobre lo que le precede; paro es im-
perfecto respecto & lo que le sustituye.

La ensefianza actual es una trasmision de los cono-
cimientos, perfeccionada gradualmente por los autores
que se han ido legando esta tarea; pero siempre domi-
nan 6 quedan por lo ménos algunos vestigios de la es-
pontaneidad con que el genio § talento produjo lasver-
dades La invencion de éstasy de los procedimientos
para hallarlas & demostrarlas, parecen fruto de una
superior revelacion, que del inmenso foco de la verdad
absoluta ha desprendido unos cuantos destellos irregu-
larmenie diseminados. U ensefianza ha aceptado esos
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frulos de la inspiracion, reformando, ciertamente
algin detalle; pero respetando el fondo, y las inteli-
gencias virgenes de los alumnos quedan abrumadas
ante razonamientos, unas veces sutiles é ingenio-
sos. otras profundos; pero siempre inaccesibles' para
aquellos que empiezan a explorar los caminos de la
verdad.

Se ensefian series de demostraciones ligadas entre
si por inquebrantable lazo; se exponen teorias cuva
dependencia y analogias no se ven. La materia anula &
la forma, el hecho & la idea.

Se hacen demostraciones exactas, indiscutibles; pero
no se sabe & que ley superior obedecen unas y otras,
diseminadas en la ciencia, sin corresponder & un plan
conocido que las haga aplicables & determinada catego-
ria de verdades, es decir, se expone el porqué de todo;
pero DO se expone la razdn de este porqué.

Se sabe, siguiendo rigurosas transformaciones de
calculo, llegar & una relacion final que surge de ese
simbolismo como efecto de un juego de prestidigitacion,
Lii inteligencia no duda de la verdad del resultado,
porque el razonamiento ha sido riguroso, ha sido un
encadenamiento en que se ha sucedido siu interrupcion
el asentimiento intelectual; pero se queda en la oscuri-
dad y la duda entrafiadas por tan misterioso acceso.

No habiendo un lazo racional para el razonamiento,
como existe para los términos que se unen por la de-
moslracioD, la memoria lo suple interviniendo en una
ciencia eminentemente racional.

Este es acaso el principal motivo de la facilidad con
que la Matemética se olvida, pues no se ha asimilado a
la inteligencia, no se ha fundado en lazos I6gicos, no ha
recibido la suficiente preparacion para fundirse en ella
constituyendo un todo inquebrantable, y se borra pron-

2



18 _
lamente de sa fondo, donde do puede arraigar lo inci-
dental, lo que se le une de una manera contingente.

El desconocimiento de los fines % resultados que
deben obtenerse, como recompensa de un penoso es-
fuerzo intelectual, es motiYO suficiente para atenuar el
estimulo y la aficion hacia el estudio.

Esta circunstancia se observa en la ciencia matema-
tica, & laque todos han lanzado el anatema de ser arida
mas que ninguna otra, sin buscar la causa de su carac-
ter repulsivo respecto a las inteligencias, solo existente
en la forma de ensefiarla, en los defectos de los proce-
dimientos expositivos.

El alumno no sabe si esa penosa tarea de aprender
los elementos que se le impone es el definitivo resulta-
do, 6 por el contrario, no es mas que la portada de un
grandioso edificio que contiene los mas preciosos teso-
ros. Empieza & habituarse & la idea de que la semejan-
za de triangulos, 0 el teorema de Pilagoras son el dg¢si-
deratum de sus fatigas, y hallando el fin mezquino,
poca energia desarrolla para conseguirlo.

Se acostumbra & creer que el largo encadenamiento
de verdades aritméticas se subordina k una reglo
practica para obtener el méaximo comun divisor, el
eminimo comdn madaltiplo 6 para descomponer un nu-
mero en sus factores. Piensa que acaso el bello ideal do
la ciencia matematica est4 reducido & extraer nna raiz
cubica, resolver una ecuacién, 6 inscribir, por ejem-
plo, el decégono en el circulo, y no sabe que esos pro-
cedimientos précticos se subordinan & ideas superiores,
& bellas especulaciones , tanto como las de cualquiera
otra ciencia, mas Utiles que las de ninguna, porque
llegan & ser las arbitras del conocimiento del Universo
y se aplican, no sélo & los especiales usos do la vida,
sino & toda clase de conocimientos fisicos, de los cuales
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han llegado a ser el necesario criterio, merced a los
Gltimos progresos.

Progresos de la ciencia matematica, sus aplicaciones
finales.

La ciencia matemaética fundada sobre conceptos del
espiritu, varia gradualmente & medida que éstos se
perfeccionan. La inteligencia concibe bajo la influencia
de la exterioridad, y por esto lo hace al principio con
ciertas limitaciones que con lentitud van desaparecien-
do. Sus métodos, cada vez se generalizan mas, y sus teo-
rias siguen la misma suerte que éstos.

En su origen, la matematica aislada de todas las
demés ramas del saber, circunscrita & si misma,
avanza con paso lento, pero siempre haciendo brillar
en sus decubrimientos la radiante luz de la evidencia.

Platén halla en los procedimientos para encontrar
lo desconocido algo de comun, apjicable & todos, y for-
mula el método analitico, Arquimedes salva el abismo
que separa la curva de la recta por su método de exa
hucion.

Posteriormente, descubiertos los primeros destellos
del Algebra, se aplica esta ciencia, que aparece con un
caracter concreto y practico & la representacion por
construcciones geométricas de las raices de las ecua-
ciones.

En los tiempos modernos, Descartes une maravi-
losamenle la ciencia de las figuras con la del namero,
expresando bajo formas sensibles las inilexiones de la
cantidad al variar & través de todos sus estados posi-
bles. El concepto del nimero solo aplicable & ciertos
casos, careciendo de significado inteligible en muchos.
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recibe la extension que le da la doble consideracion
como positivo y negativo. . cu

Leibnilz, descubre el algoritmo infinitesimal. Sobre
los conceptos de la cantidad constante y variable; pone
el de los infinitamente pequefios que comprendo ma-
yores grados de generalidad, porque esta nuevas enti-
dades tienen el privilegio de ser indefinidamente va
riables para cada estado fijo de las funciones & que se
refieren, sucediendo en el 6rden cronolégico a este el
algoritmo mas general de las variaciones de Lagrange.

Respecto & la Geometria pura, los matematicos son-
dean la doctrina de los porismas de Euclides, manan-
tial fecundo de que brotan nuevas teorias de elevacion
suma, constitutivas de la parte moderna & superior,
enriquecida y depurada por el gigantesco impulso de-
bido & Fermai,'Pascal, Gregorio Saint-Vicent, Carnot,
Poncelet, Ghaslcs y otros muchos eminentes talentos.

Las investigaciones relativas & las cantidades nega-
tivas é imaginarias hechas primeramente por Argand,
Cauchy, Riemann, Bellavitis y Hamilton, aumentan
definitivamente la extension de la ciencia con teorias
como la de las equipolencias, de los cualérnios y varios
profundos resultados de no escasa importancia para
su engrandecimiento futuro.

En otro'sentido, la consideracién predominante
del 6rden por Gramer, Gauss, Jacobi, llermile ha
producido la fecunda teoria de los determinantes y
otras que han servido para fundar el dlgebra moderna.

Dando nuevos rumbos al entendimiento, talentos
tan universales como Wronski, osan hacer una exposi-
ciéon matematica en armonia con las leyes del pensa-
miento; tiene lugar la primera tentativa para fundir la
ciencia matematica en la ciencia de! alma. Delboef, Ve-
berwec, publican trabajos geométricos de caracter
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emioentemenle filoséfico; Gournot y Reonouvier, Bal-
mes y Rey y Her.edia, ilustran con un profundo exameii
muchas cuestiones de influencia para el porvenir, ai
continuar avanzando por estas inexploradas vias que
se ofrecen & las inteligencias.

Tantas y tan varias teorias no progresan aisladas
muy al contrario, se encadenan mutuamente, invaden
unas los dominios de las otras, y todas indican la nece-
sidad de una general fusién que las haga elementos ar-
ménicos de un lodo.

No s6lo & este término llega la ciencia matematica;
sino que obedeciendo & esa ley de solidaridad de lodos
los conocimientos humanos, deja las puras regiones de
la abstraccion y tiende & una unidn intima con la cien-
cia del Universo. Célculos como el de las diferencias
finitas, métodos como el de los menores cuadrados, tie-
nen el exclusivo objeto de buscar la explicacién de las
leyes fisicas poi’ las leyes matematicas, mediante la
medida. Ya no es sol6 el mundo del telescopio el que
quiere absorber la Matemética con sus fecundas teorias,
sino que también al mundo de los infinitamente peque-
fios. Los fendmenos de la cristalizacion, de los cambios
de estado de los cuerpos, hasta los agentes que pro-
ducen la luz. el calory la electricidad caben dentro
de su Orbita.

La universalidad con que se aplica al conocimiento
del Universo, parece que la destina & ser la arliitra de
la Naturaleza, y hace veruna sucesiva aproxitnacion
de la idealidad & la realidad que observan los sentidos.

Breves indicaciones acerca de un nuevo plan para la ex-
posicion y ensefianza de la ciencia matematica.
El inmenso numero de teorias y verdades descubier- «
tas durante pocos afios, ocasiona penosos esfuerzos a la
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inleligencta para llegar a las regiones superiores de los
cotiociTHIenlos, tanto mas cuanto que los métodos
expositivos no han seguido los progresos de la in-
vencion.

Un perfeccioiiiuiiiento y generalizacion tan grande
en el material cientifico exige progresos correspondicn-
les para los métodos. Un aumento de dificultades im-
puesto & la inteligencia, exige un aumento en los
medios de superarlas. De esta armonizacién entro el
método y la ciencia, resulta para cada periodo del des-
arrollo humano una superior aptitud que le permite
abarcar ios conocimientos reunidos de las generaciones
pasadas y aumenliirlos con otros nuevos.

El estadio de las ciencias puede hacerse como fin 0
como medio; como fin para adquirir conocimientos,
como medio, para desarrollar las aptitudes del indi-
viduo.

En la secunda enseuiinza, este Ultimo propdsito
debe ser o predominante.

Es quimérico pretender de este ens'ayo para el es-
tudio de las ciencias resultados definitivos, una sélida
instruccién en las diferentes ramas que comprende. A
lo sumo, la memoria , apariencia engafiosa del conoci-
miento, medio provisional de adquirir, conservard
algunas reminiscencias aprovechables para el por-
venir .

Hay en el desarrollo de la inteligencia, como en él
de 16s demas séres, uni especie de accion y reaccion
de flujo y reflujo, que hace aparecer sus adelantos, no
como efecto de un movimiento siempre en €) mismo
Sentido, sino como Una espeoie de movimiénto oscilato-
rio que al mismo ticiripo es progresivo.

Parece que las ideas se fijan en el espiritu por yus-
laposicion. Las percepciones, los recuerdos, se suceden



\ se borran; pero dejan cierta impresionabilidad , algo
parecido & una huella sobre el espiritu, que sirve al
repetirse el fenémeno para retenerlo con mas fuerza,
para gravar su recuerdo méas profundamente en el
alma, terminando por su asimilacion & la inteligencia,
por formar como parle de su esencia cuando las facul-
tades superiores, haciéndose cargo de €1, lo retienen
cou mas inquebrantables lazos que la memoria.

Por esto, la casi imperceptible huella de la instruc-
cion primaria, ejerce influjo sobre la posterior tentativa
que representa la segunda, y para los estudios superio-
res aprovcclian los imperfectos recuerdos conservados.
La série de actos intelectuales produce sobre el espiritu
atuilogos efectos que en lo fisico el ejercicio muscular.
Sus facultades adquieren un aumento, ya que no de
Ostension 0 consistencia, en intension 6 fuerza.

Aunque el aumento de instruccion y el desarrollo
intelectual son simultaneos, hay sin embargo cierto
predominio del uno solire el otro durante determinados
instantes de la vida.

Al estudiar Literatura un alumno, adquiere conoci-
inienlos de la totalidad de preceptos que rigen al arte
de la belleza, y sale de la Universidad con un breve
disefio de lo que la Literatura debe ser; esta iniciado en
la ciencia, lia conseguido un no despreciable grado de
inslruecion; pero después necesita muchos anos para
vor conlirmadas las leyes generales por la lectura de
los autores cléasicos cuando va ¢ beber en las verdade-
ras fuentes de ese género de conocimientos, y trata de
saber con criterio propio lo que antes aprendiera bajo
la autoridad del maestro.

El alumno de Filosuiia hace el estudio del alma,
recorre las regiones de la metafisica y explora las di-
versas opiniones de las escuelas filoséficas préxima-
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menle en lres cursos, seguidos en los eslablecimienlos-
de ense nanza ; ha adquirido un indice general de la
ciencia que le servird de guia cuando por sus propios
esfuerzos pretenda internarse en sus profundidades.,

Este es el principio de su educacion filosofica. Su
inteligencia se forma aprendiendo a pensar en las obras
de los filésofos; los recursos de estos en el razunamien'
lo con los modelos para discurrir, las mdaltiples tenias
tiveis para resolver los problemas de la ciencia son
oiros tantos andlisis de una misma cuestién que acos-
tumbra a examinarla bajo todas sus fases, y la insisten-
cia con que se busca la verdad es ocasién para que
la inieligencia cada vez forme un concepto méas exacto
«el objeto de sus estudios. Aprende el tecnicismo de
las escuelas, principal clave, la parte mas dificil, por-
que la trasmision del pensamiento de un individuo &
otro es una transicion bastante brusca. Y solo después
de haber robustecido sus fuerzas intelectuales en este
palenque, puede considerarse apto para pensar por si,
y dirigirse con seguro paso en uno U otro sentido.

Esta marcha adoptada para la generalidad de cien-
cias, ha sido también seguida en matematicas, siendo
asi, que por su caracter especial debe ser precisamente
opuesta en sus procesos.

Las demas ciencias se refieren a una realidad exte-
rior al sugete; las matemaéticas &4 una idealidad, mejor,
& una realidad intelectual causada por el sugeto, aun-
que ocasionada por lo externo. En filosofia, en litera-
tura, basta ejercer naturalmente las funciones intelec-
tuales, porque esto ejercicio es también el tndlodo
general, mas 6 menos oscurecido, pero siem[)re latente
en el fondo de la inteligencia humana.

En matematicas, el objeto, dependiente de lasdirec-
ciones del entendimiento, necesita un método que sea
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modificacion del natural en sus aplicaciones & esta
especie de realidad artificial.

Esta circunstancia-es razén poderosa para que en
matematicas preceda el estudio de los métodos al de la
ciencia. En los métodos se halla encarnada la ciencia;,
son sus aspectos, son como sus accidentes, porque
parece que los métodos son la misma exposicion de las
diferenli-s teorias. No son como en las demaés ciencias
serviles instrumentos de la verdad; el método, resume
la principal importancia; la Mateniética, es una suce-
sion de métodos.

Lo primero debe ser adquiiir las aptitudes. El
alumno que estudia matemadticas, las aprende (mas
exacto seria decir: aprendede memoria el libro) muchas
veces y otras tantas las olvida. Las ideas adquiridas no
son en su inteligencia corno las sustancias que por
combinacion quimica se hallan infiltradas en el agua
formando una sola esencia; sino como las arenas 0 se-
dimentos que arrastra en su corriente y después aban
dona, quedando trasparente y pura.

Estos resultados son efecto do ignorar las leyes que
rigen la enmarafiada red de teorias y de procedimien-
tos, muchos de ellos productos de la expontaneidad del
geénio que se destacan como mezcla heterogénea déla
doctrina del libro, por haber sido inmediatamente
trasportados sin modificacion esencial, sin asimilarlo &
lo demas ni armonizarlo con las aptitudes déla inteli-
gencia.

La ensefianza debe corresponder & las fases ya an-
teriormente indicadas del desarrollo intelectual. Las
percepciones y recuerdos, las ideas abstractas y las
ideas racionales son los tres puntos de vista para fijar
el flan.

£1 primer tratado Ilamado Ecc/jos/cioii preliminar &
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mtuliiva, coutemlJi'd las definiciones, divisiones y ope-
raciones correspondientes a la Aritmética, ciencia del
numero, es decir, la descripcién del objeto y sus va-
riedades y la parte practica cuya juslifioacion es un
andlisis intuitivo de escasa dificultad; después segui-
ran las definiciones y divisiones pertenecientes a la
Goometria. ciencia de las figuras, cuyo objeto, mas
concreto é inteligible que el del Algebra, cuyos mé-
todos méas numerosos que los de ninguna otra parle
de la Matematica, la hace muy propia para mostrar
desde luego los medios que ha de emplear la inteligen-
cia en la demostracion y resolucion de problemas. La
memoria y la intuicion empirica son las funciones inle-
lecluales casi exclusivamente ejercidas en esta parte.

Kl segundo tratado sera la Metodologia, que princi-
piara por consideraciones generales respecto al teorema
y problema, distincion de uno y otro, parles do que
constan y numerosos ejemplos précticos para ejercitar
en distinguir la hipétesis de la Iésis, los dalos de las
incognitas y en obtener el teorema reciproco de otro
dado; seguira una ordenada descripcion de los métodos
de demostracién empezando por los geométricos de su
perposicion, rebalimiento y giro, de caracter practico,
concretada & las demostraciones de teoremas muy sen-
cillos; después se ensefiard el método de la cuarta pro-
porcional y de las recios antiparalelas, pasando ,a los
generales de sustituciones sucesivas y de los limites,
para dejar en Gltimo término el ad absurdum que se
expondré en sus tres casos. La 3/ciOiioio.9la dara como
resultado poner en conocimiento al alumno de los dife-
rentes procedimientos matematicos que se combinan
para demostrar y resolver las cuestiones.

El tercer tratado debe ser la exposicion razonada de
la ciencia elemental en sus cuatro partes, Aritmética,
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Geometria, Algebra y Teoria de las funciones circulares
con la resolucién numérica de los tridngulos rectili-
neos. En virtud de lo ya expuesto, bastard indicar
d método 6 métodos demostrativos empleados para
cada oaso, desarrollandolos 4 lo sumo en los primeros
ejemplos 6 en algunos que presenten dificultad 0 cir-
cunstancias notables. Esto evitard el trabajo mas difi-
cil para el alumno que estudia los textos actuales,
consistente en deducir de una larga relacién loesencial,
que constituye his demostraciones, es decir, un anali-
sis de la doctrina expuesta pura comprender sus extre-
mos, Yy una sintesis que resuma las ideas capitales con
su natural dependencia, para ponerle en j)osesion de
la verdad, no mediante la memoria sino mediante el
juicio, lo cual upone un gran discernimieiuo, un buen
criterio y facilidad para traducir las palabras en jdeas
con reciprocidad. Esta tercera parledara por resultado
perfeccionar ni alumno en el conocimiento de los mé-
todos que superficialmente adquiri6 durante el ante-
rior, por efecto del gran ejercicio practico que cons-
tituye la exposicion demostrada de la ciencia ele-
mental.

La Critica dara por resaltados hacer pasar el cono-
miento expontaneo de la ciencia adquirido por el
alumno & conocimiento fundado. Aprendera en este tra-
tado las razones del orden expositivo y del empleo de
los métodos, y cémo se subordinan y coordinan entre
si las verdades: es decir, como fundan las unas & las
otras, y segin qué leyes ¢ reglas se sustituyen. En
este como en el anterior tratado hay un predominio
superior de la razén sohre las demas facultades.

El quiiito y ultimo tratado serd una sintesis general
hecha & prj ,ri. prescindiendo de las trabas que impone
la necesidad de fundar (en el estado actual de la cien-



eia) unas proposiciones en otras, es decir, defectos
debidos al escaso progreso de los métodos, y al estado
intelectual de los alumnos que exige con frecuencia al-
teraciones en la rigurosa exposicion sintética. Esta se
realizard procurando presentar un cuadro completo
donde aparezcan las verdades segin sus conexiones
naturales, revelando sus armonias, presentandose como
simétrico conjunto, para que la inteligencia en cuyo
fondo residen la jdea de 6rden, lazo universal de las
ideas, retenga los conocimientos adquiridos, no por el
arl'Bcio pasajero de la memoria, sino por una fuerza
permanente, capaz de reproducirlas en todas ocasiones.

El objeto de este quinto tratado es evitar que la
inteligencia, agobiada por los detalles, se pierda en la
numerosa variedad de estos, colocandola & una supe-
rior altura desde donde le sea fécil distinguir el con-
junto de todos los detalles unidos entre si por relacio-
nes naturales.

Expuesto lo concerniente al 6rden cientiGco, debe
ahora tratarse del 6rden y preceptos que parezcan mas
aceptables para la ensefianza.

La necesidad de seguir los textos ha influido sobre
los profesores que en respetable ndmero admiten como
principio fundamental & indiscutible el no pasdv al
estudio de una verdad sin el conocimiento de todas las que
/epreceden, el cual es seguido con notable rigorismo,
bajo pena, segun la creencia general, de no alcanzar
solidos y bien fundados conocimientos.

Pero esta opinion es discutible y su realizacion
ofrece inconvenientes.

Creer que la inteligencia del alumno puede seguir
ordenadamente el encadenamiento de verdades, ha-
ciéndose cargo de cada una y de sus relaciones mutuas
es ilusorio, es desconocer la ley permanente & que
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mvidual.

El conocimiento humano es siempre relativo. La
ciencia humana es un arlificio que aproxima indefini-
damente & la verdad; pero que, si bien la posee en tai
tS cual detalle, cuyo nimero gradualmente aumenta,
jamas la alcanza por completo; esto se realiza por medio
de teorias 0 sistemas que en cada periodo explican a
su manera la ciencia, como lo manifiesta la historia
para cualquier ramo del saber.

En la ciencia astronémica & las teorias délos escén-
iricos y epiciclos, que justifican hasta cierto punto el
sistema de Tolomeo, sucede la teoria del movimiento
eliptico y las leyes de Keplero, a estas la ley de la gra-
vitacion de Newlon que dilata los horizontes de la cien-
Cia, y acaso a este superior concepto, suceda otra ley
general que comprenda bajo su universalidad mas ex-
tensos dominios, explicando irregularidades hoy apa-
ren les.

A través de los errores relativos que implican las
teorias, recursos de la inteligencia, creaciones provi-
sionales que dan una ciencia en cierto grado hipotética,
Cuya superposicion con la ciencia real incesantemente
se busca, progresa, distingue y separa la relrogradacion
de la linea de los equinoccios del movimiento de la linea
de los absides, aprecia las apariencias engafiosas debidas
& la aberracidn y refraccion; cuando un fenémeno se
presenta como caso de irregularidad, procura encer-
rarlo en formulas empiricas que después pueden con-
vertirse en leyes generales.

Y no es .necesario detenernos en la fisica, cuyas su-
cesivas teorias desvanecen constantemente errores
anteriores, comprendiendo cada vez mas hechos que no
pudieran encerrarse en el marco estrecho de las ante-
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rioreSj pues en malemdaLicas tenemos también ejemplos
de maés directa aplicacion para el caso presente.

Los nimeros incornensurables imponen a la inteli*
gencia; ios nimeros negativos son excepciones ineipii-
cables que confunden & los primeros talentos de siglos
anteriores, el concepto de las imaginarias es nuevo
abismo que.se abre y oculta las vias de la verdad; pero
la ciencia avanza, y llega un momento en que todas
las excepciones, todas las irregularidades que desalen-
taran al espiritu se convierten en lazos de armonia que
la renuevan engrandeciéndola® é inclinan a aban-
donar los limitados conceptos que sirvieran, es cierto,
para renioiUarnos a mayores alturas; poro que son in-
suficientes para figurar en estas suporiores esferas del
conocimiento.

Los conocimientos matematicos, verdades abstrac-
tas cuyos fundamentos se hallan en el mismo espiritu,
necesarias, superiores a la realidad contingente del
mundo externo, son indiscutibles como tales verdades;
pero respecto al conocimiento que de ellas tiene la
inteligencia, la cuestion varia y en este punto caben
muchos y dislinlos gi'adosde perfeccion.

Los conociKiieiUos humanos son mezclas de verda-
des y errores en que se agita y lucha la inteligencia
por evadirse de estos; y cuando no bastan sus recur-
sos transige, adquiriendo la verdad a4 medias con la
esperanza de depurarla més larde. La memoria é ima-
ginacion intervienen para echar lazos ficticios que den
apariencia de unidad & esta mezcla heterogénea, donde
no lodo se hallaregido bajo el cetro de la razén.

Ejemplos de estas transacciones son las realizadas
por* los maleinalicos do épocas anteriores con las raices
negativas de las ecuaciones llamadas imposibles, y por
altimo, con las cantidades imaginarias, cuyos resulta-
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(ics admUieran al ver que de esos simbolos iilinteligi-
bies brolaba ia verdad como los objetos del cubilete do-
un prestidigitador.

Esto que aparece con un hecho general en el cono-
cimiento humano, se observa también en la penosa
marcha hécia la verdad de la inteligencia del alunino.

Que se exponga con todos sus detalles el anélisis
justificativo de la regla para extraer la raiz cuadrada
de los nimeros enteros, el lugar que respectivamente
ocupa cada parle en el todo, la circunstancia de hallar-
se combinado el doble producto de las decenas por las
unidades con otras decenas, y que estas pueden llegar
& ser mas que el doble de los decenas, la no ménos
atendible de que, & pesar de poder existir en las cen-
tenas, ademas de las contenidas en el doble de decenas
por unidades, algunas correspondientes & las otras par-
tes, siempre la raiz cuadrada de las centenas es los de-
cenas de la raiz cuadrada entera de lodo el aumero,
y los alumnos no comprenderan totalmente tan cotn-
pliciula trama de verdades; de este razonamiento ob-
tendran & lo sumo una idea general é imperfecta, es-
perando en repasos sucesivos afianzar con nuevos
puntos fijos 6 detalles adquiridos esta incompleta
nocion.

Lo expuesto debe ser motivo para que la ensefianza,
siguiendo el curso de la inteligencia, prepare la verdad
para ser adquirida por grados, no pretendiendo el
quimérico fin de rpio inmediatamente sea una facil
concjuisla del espiritu.

Més conveniente que el insistir en cada cuestion
largo tiempo, el invertir muchas horas para avanzar
poco en el texto cuyos preceptos se aspira a desentra-
fiar por completo, es pasar ligeramente a fijarse en lu
fundamenlal, en las verdades generai(is que comprefi-
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den y fecundan & jas demas, constituyendo clave segu-
ra para descubrirlas mediante el natural ejercicio de la
inteligencia. Noes la ensefianza una exposicion com-
pleta, rigurosa, presentada para evitar toda objecion
como si se tratara de sustentarla en una controversia,
es el artificio por el que el profesor elige los caminos
mas expeditos y guia & sus alumnos eligiendo el terre-
no conveniente; pues ios progresos de estos se realizan
constantemente bajo el influjo de una fé inquebranta-
ble en la autoridad del maestro, que suple la falta de
claridad en las ideas.

Los textos se escriben para presentar la ciencia
ordenada: pero esto no exige que la ensefianza los siga
rigurosamente. Cada tratado presenta la ciencia en un
estado definitivo, como traduccion la mas perfecta de®
plan concebido porcada autor. El fin de la ensefianza
es alcanzar este definitivo término; pero mediante ten-
tativas repelidas. Parece que la inteligencia adquiere
por yustaposicion, haciendo cada vez mas espesa la
trama de los conocimientos. No importa que un ligero
repaso dé vagos presentimientos de la verdad, un
segundo repaso profundizara y dejard mas indelebles
hiTellas, enriqueciendo la primera nocion con algunos
detalles. Lo que importa es hacer destacar lo funda-
mental de lo accesorio, llamar la atencién sobre esos
puntos de la ciencia, comparables & los vértices de una
irianculacion geodésica, puntos de referencia de todo
lo demas.

No importa, pues, ni aun que en la Metodologia se
pongan como ejemplos teoremas que no sean los pri-
meros de la ciencia. Convendra, si, exponer los mas
sencillos, lo cual deberd ser regla permanente de en-
sefianza, y esto felizmente es realizable; pero en ultimo
resultado no importaria si la necesidad lo exigiera, un



- 33 -
tionocimiento hipotético, alguna concesion accideulai
gae se prometa juslificar mas tarde, si esto es para
llegar al conocimiento de ios métodos, es decir, las
vias fijas y determinadas dei espiritu que le conducen
d cada clase de verdades.

Conocer los métodos en matematicas es mas impor-
tante que conocer gran numero de verdades; porque
aquellos son las fuentes de donde emanan estas; cono-
cer los métodos y saber aplicarlos es poseer la fecundi-
dad del suelo que desarrolla los gérmenes de las plan-
tas paro centuplicarlas.

Presentar la ensefianza, no como concluyente expo-
sicién do las conquistas del entendimiento humano
sino comosérie de ejercicios practicos del mélod o,*esld
es, no buscar la verdad como fin, sino como ocasion
para ejercitar (a actividad del espiritu, produce oi
doble efecto de darnos los medios de alcanzarla y ade-
mas conocerla como resultado definitivo de este ejer-
cicio.

Pero no se llega & tales efectos con una intervencion
casi exclusiva del profesor; no basta que esplique exten-
samente, que se esfuerce en aclarar losconcepiosdel tex-
to, que multiplique los ejemplos précticos para compro-
bar las teorias; es necesario que el alumno sea casi el
protagonista de esta accién. El profesor, 4 la manera
de lo que vernos en los didlogos socraticos tan admira-
ble,neme expuestos por Pistdn, debe ser un auxiliar
que supla en caso necesario la debilidad intelectual del
alumno, y le conduzca inconscientemente como efecto
del curso natural del pensamiento & la voraad que po-
dra alcanzar muchas veces por si, cuando se le facili-
en los medios. El didlogo entre ambos mantiene ade-
mas la atencion y aumenta los grados de su actividad.

Hay una notable variedad en ia composicion de los

3
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razonamienlos; los hay que solo exigen el empleo de-
un procedimiento é método, asi corno también pncdeu
combinarse muchos, La condicion de ser iguales los
angulos opuestos por el vértice, sélo requiere evocar
la definicidn y propiedad esencial de los dngulos adya-
centes. El hecho de encotilrarse dos rectas perpendicu-
lares & otra, el de coincidir dos semicircunferencias
superpuestas mediante el giro de una sobre el diame-
tro, son inmediatos resultados del conocimiento qoe se
tiene de no haber por un punto mas que una perpen-
dicular a una recta y de la definicion de la circunfe-
rencia; la condicion de paralelismo de rectas en el espa-
cio se complica por la circunstancia de hallarse en un
plano, supuesta implicitamente y suprimida en Geo-
metria plana; el razonamiento que demuestra ser igua-
les los angulos de lados paralelos en el espacio, exige
pasar de una propiedad del paralelégramo & otra refe-
rente & dos paralelas respecto & una tercera recta en el
espacio y de esta a un caso de la igualdad de tridngu-
los, resultando la verdad definitiva dei concurso de
todas estas; y otras muchas pudieran citarse de supe-
rior complicacién,lo cual nos hace ver gue la varia
aificullad de las demostraciones resulta mas que de
una superioridad en los conceptos, del nimero mayor
6 menor de las ideas & procedimientos cuyas combi-
naciones les dan mas ¢ inénos complejidad; pero
siempre los procedimientos ¢ verdades elementales
son los mismos, a la manera que los elementos quimi-
cos, siendo en pequefio numero, originan la inmensa
variedad de sustancias v"xislenles en el Universo.

Por consiguiente, no importa que en un primer
repaso no se insista sobre las verdades complejas, pues
al llamarse la atencién sobre las elementales cuando
estas se hayan poseido, podrd desde luego con muy
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poco trabajo penetrarse de las que antes impusieraa por
una mmtelig.bilidad aparente. Las frecuentes recapitu-
laciones de lo aprendido, los sumarios concisos al fin de
cada parte del texto son ejercicios de repaso, mas Utiles
que la monotona explicacion durante un curso, que no
da tiempo mas que para recorrer una vez laasignatura v
a lo sumo a completarla con un breve repaso. La insis-
tencia en el recuerdo de lo aprendido y esas recapitu-
laciones rapidas facilitan insensiblemente la asimila-
cion de las verdades.

No todas las cuestiones deben ser igualmente repe-
lidas, no a todas debe darse iddnlica importancia. En
la ensefianza ha de haber el claro oscuro de los cuadros
que impiden se pierda el ideal en el fondo de losMe-
talles, y hacen que se destaquen los objetos en el erado
que les corresponde.

DE LOS METODOS DEMOSTRATIVOS.

GENEBALIDADBS PRELIMINAaES.

El método tiene dos fases conocidas con los nom-
bres de anélisis y sinlesis.

El andlisis es mecanico 6 practico, € ideal 6 tedrico
El tedrico es la descomposicion mental para examinar
las relaoiones y dependencias de las partes entre si v
con el todo. A

Hay que distinguir dos clases de analisis teorico
El de las ciencias empiricas (llamado por los l6gicos
método analitico) que consiste en la observacion y es-
perimentacion, cuyus resultados son el conocimiento
de las pi opiedades y leyes de los objetos y fenémenos



fisicos, y el matematico, que no consiste como este en
la Observacion de un objeto rea!, sino en la de uno hi-
potético; es una observacion sobre lo que se ha de
efectuar 6 probar, suponiéndolo hecho 6 probado; es
un exdmen mental correlativo con la observaciéon em-
pirica del anterior. n

En el curso del andlisis mateméatico hay una séne
de cuestiones enlazadas; de manera que la resolucion
de un problema se convierte en la sucesiva resolucién
de otros que conducen &él. Esta série de problemas
debe ser tal, que habiendo partido del primero, consi-
derado como resuelto, se sustituya por otra consecuen-
cia Suva, y asi sucesivamente hasta llegar & uno cuya
resolucion sea conocida, y que comenzando desde este Ul-
timo, el precedente sea consecuencia suya hasta llegar,
siguiendo inversa direccidn, al primero, convertido en
la Gltima consecuencia de este encadenamiento (1).

La sucesiva inclusién de unos problemas en otros,
corresponde & la que se observa entre los géneros y
especies cuando se trata de establecer el 6érden de los
séres, mediante el analisis empirico. Hay, no obstante,
la diferencia de que en el matematico existe la recipro-
cidad. teniendo la série de términos medios {cuesUones)
muna relacion de identidad y no de subordinacién como
puede afirmarse del otro.

Esta especial correspondencia que enlaza las cues-
tiones. recibe el nombre de método de sustituciones
sucesivas, Y es empleado con gran frecuencia en todas
las investigaciones matematicas.

Los métodos son directos cuando se llega & la verdad
final mediante afirmaciones de verdades auxiliares; el
método es indirecto 0 ad ahsurdum cuando se consigue

(1) Véase Duhamel. Milhodei iani lesfcitncet de raiuonnemtnt
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esLe resultado en rirtud de la negacion, es decir par-
tiendo de una proposicion falsa cuya negacion con-
duce & afirmar la verdad que so busca.

Los métodos directos son generales 6 particulares;
seran generales, si se aplican indistintamente a los nuG-
meros y las figuras, de cuyas circunstancias prescin-
den, son pai liculares si dependen de consideraciones
motivadas por el objeto & que se refieren.

Blétodos directos generales.

En matematicas elementales son dos, induccion y
de los limites.
La induccién (1) extiende lo particular & lo general.

(1) Sne nombre corresponde en rigor & la induccion empirica, proce-
dimiento del método experimental por el que se llegar» é admitir como
generales las propiedades 6 leyes observadas en determinado nimero de
hechos 6 séres; pero la llamada inducciéon por los raaieméatioos es un
razonamiento riguroso como todos los doaiés dc'la-ciencl.i. que tiene cier-
ta analogia con la induccién empirica, por establecer la geDuralidad de
una dependencia verifioadii para algunos cas'os. Las demostraciones me-
diante las que se obtienen las formulas de las coordinacion -s, permuta-
ciones y combinaciones en el Algebra do Cirodde se reducen & probar, que
efectuado lo prescrito para pasar de un caso al en que se loma una letra
més. se forman/odas las nup.va< coordinaciones permutaciones 6 combi-
nacione-s, y ademis son dii«'i/(js; el razonamiento del mismo autor para
probar la ley de cocientes y re,<iduos. estriba tan s6lo en la formacién de

Shw . amn
los n cocientes y resiuos cuando se dan los (a -1) "’
verificacion priciiea tieno el valor de una demostracion por efectuarse so
bre un término general. Lo mismo se diré de la empleada por Conéaar pa-
ra generalizar la formula de binomio de Newlon después do haberla obte-
nido en los caso< de dos, tres y cuatro factores binomios. La demostra-ion
del teorema de Eulor se reduce & hacer ver que la expresion A-M=F |-S
permanece invariable al pasar de un piliedro abierto & otro que conten-
ga una cara mas (Rouohé y Comberouse), lo cual autoriza el transito
del caso de una cara al de dos, y asi hasta cualquier poliedro abierto, 6
poliedro completo, si se agrega una cara para llegar 4 la férmuLi final
A-f-2=F-H-S, permanencia que se puede probar (amblen quitando sucesi-

y esta



En Algebra jnsUfiea la generalidad de una ley probada
para determinado nimero de casos, en Geometria ex-
tiende una propiedad de una figura particular, sobre
la cual es facil un andlisis directo, al tipo general de la
misma. El método de los limites aplica las propieda-
des halladas para lo finito y comensurable & lo infini-
to é incomensnrable; salva el abismo que separa la
curva de la recta, lo continuo de lo discontinuo.

Meétodos directos particulares.

Los métodos particulares son: determinativos, ex-
tensivos 6 limitativos.

Los determinativos tienen por objeto determinar
figuras, 6 hacer ver la igualdad de unas con otras.

Se pueden citar los de superposicion, giro y rebati-
viiento. los do la cuarta proporcional y rectas antipa-
ralelas.

Ei de superposicion consiste en hacer ver que, dados
ciertos elementos respectivamente iguales, pertenecien-
tesd dos figuras, los demas también seran iguales,
mediante la colocaciéon de ambas una sobre otra, por
efectuarse su coincidencia.

Es preferible a la coincidencia, dificil 6 demasiado
prolija en cuestiones complicadas, probar directamente

vamente caras & un po'ielr.) cualquiera EIl teorema deCa-nnt consistente
en afirmar la rej,CI-on :—2‘ bb BG,,C CC Or =+ 1| para los segmentos
formados en los lados de un poligono por una trasversal, admite también
el razonamiento indus'ivo, cuyo fin en esto caso es probar la generalidad
de lo concerni nte al nimero lo cmcernienle A la esencia 6 constitucion
de la figura, se ha justificado por el razonamien'o sobre el poligono dado
como ejemplo) de que se ha prescindido momentaneamente en la demos-
tracién, que sin esto sélo seria aplioabis & la figura p-opuesta.
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la identidad de las figuras fundandose eu los teoremas
relativos & la igualdad de tridngulos, triedros 6 tetrae-
dros, etc., como hacen Gortazar, Rouché y Oomberouse
y otros autores.

El giro y el rehatimiento no son mas que dos espe-
ciales maneras de verificar la superposicion. Se usan
para reproducir la figura simétrica de otra dada res-
pecto & un punto en el primer caso, y respecto & una
recta en el segundo.

El método de la cuarta proporcional se reduce &
emplear dos proporciones ¢ dos sistemas de proporcio-
nes, uno que exprese las relaciones lineales de dos
figuras semejantes, el otro dado en la hipotesis, dedu-
ciéndose la identificacion de dos términos correspon-
dientes, con motivo de ser idénticos respectivamente
los demés. Asi se determinan puntos.

Este procedimiento de las
proporciones se halla reempla-
zado en la Geometria de los
Sres. Rouché y Goiiiberouse por
el de las rectas antiparalelas
que es el mismo, si bien la co-
locacion de los puntos es inver-
sa, (& las dos paralelas que de-

(Fiftirai.*) terminan en dos secantes los
cuatro puntos correspondientes a una proporcion di-
recta, se reemplaza una circunferencia gne determina
en dos secantes duatro puntos correspondientes & una
proporci.in inversa.)

Los triangulos A BGy B\l M[fig. 1) corresponden

& la proporcion lostridngulos ABGy QBP

AB CB ,

corresponden a la términos de ambas
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proporciones corresponden & segmentos inversamente
colocados en las figuras.

Los métodos eiCiens{uo5, muy numerosos en Geome-
tria su perior, son escasos en la elemental. Después de
efectuada la operacion preliminar que justifica la rela-
cién existente con reciprocidad entre elementos distin-
tos de dos figuras, de tal modo, que determinado un
grupo de elementos, suceda lo mismo con su correlati-
vo, el método se halla reducido & delerminar para una
especie de elementos la naturaleza de sus propiedades,
en virtud de las cuales se conocen las de sus correlativos.

Pueden citarse como ejemplos, el tan usado en Geo-
melriu elemental para hallar la medida de unas entida-
des por la de otras, es decir, valuar los dngulos por los
arcos, las areas y volumenes por los productos de cier-
tas lineas y el de angulos poliedros suplementarios.

La relacion de ios elementos heterogéneos en el pri-
mer caso, es la mas sencilla que se conoce, la variacion
proporcional, es decir, la idéntica expresion numérica
cuando ambos se refieren respectivamente a dos uni-
dades fijas de su especie que se corresponden. (Por
ejemplo: los arcos al cuadrante y los dngulos al recto)
64 losumo la variacién de los valores numéricos do
ciertas entidades en la misma relacion que los produc-
tos de otras (las ¢iroas y volimenes varian como los-
productos de las lineas homologas.)

En el método de angulos poliedros suplementarios, la
relacion de valor (los angulos diedros do un angulo
poliedro convexo son respectivamente suplementos de
los rectilineos del otro) se complica con ia relacién de
posicion (las aristas del uno son perpendiculares 4 las
caras del otro).

Los métodos limitativos prescinden incidenlal-
menle de alguna condicién exigida en un proble-
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ma, 0 aumentan el ndmero de las que se d.m ha-
ciendo manifiestas las que hay incluidas implicita-
mente en el enunciado (por ejemplo: si se dan varios
puntos, se hallan dados implicitamente sus simétricos
respecto a rectas dadas) con lo cual se consigue limitar
la cuestion, es decir, reducirla & otra mas determinada.

Los métodos por semejanza, por swteina, por inver-
sion y por interseccion de lugares geométricos son limi-
tativos.

Su empleo para resolver una cuestién conduce su-
cesivamente & dos problemas. 21 primero resulla de
limitar el propuesto segun se ha dicho, el segundo tiene
por objeto el transito de este problema ya resuelto al
dado, restableciendo la condicién suprimida, 6 su-
primiendo la implicita que ha servido de auxiliar.

Asi, el método por semejanza consiste en prescindir
de la magnitud de las lineas, en resolver ia cuestion
propuesta para una figura semejante & la dada, y luego,
con motivo de la proporcionalidad de las recias homo-
logas, pasar de este problema auxiliar ai final. El
método simetria consiste en emplear los puntos
simétricos de los dados respecto & rectas de la figura
para determinar otros, y después hacer caso omiso de
aquellos, pues solo han servido de auxiliares. EI méto-
todo por inversion consiste en prescindir do la posicion
«e la figura resolviendo la cuestion para figuras de
cua quier modo situadas, pero cuyos elementos guar-
den entre si las relaciones propuestas, y después cons-
tiuirla sobre los elementos dados en posicion. Este
artificio facilita, pues, empezar el trazado por elemen-
tos distintos de los dados, concluyendo por estos en
viriu( de la relacién invariable Gc unos v alriis.

El método de interseccién de lugares geométricos {]],

(13 Al resolver sistemas de ecuaciaaes se aplica «ste uié'.odo i valore«
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es el masgeneral de todos, porque consiste en prescindir
incideulai y sucesivamente de algunas condiciones de
cualquiera naturaleza quesea, para determinar, no los
puntos que se piden, sino los lugares que los contienen
y cuyas intersecciones son dichos puntos.

Método ad absurdum.

Por el método directo se afirma la verdad, por el de
reduccion al absurdo se niega el error, es decir, se niega
lo contrario de una proposicién que con esto pasa & ser
verdad.

El método ad ahsurdum consiste en deducir un
absurdo 6 una contradiccién de una proposicién admi-
tida, la que con este motivo debe ser desechada.

Cuando hay que unir en un teorema dos entidades
de distinta extension se limita convenientemente la mas
extensa, dandole asi idéntica extension que la otra para
de este modo poder formar la proposicién reciproca,

Gomo ejemplo podemos citar los teoremas: Si dos
angulos son adyacentes seran suplementarios, si son
opuestos por el vértice seran iguales, y si dos rectas
son perpendiculares & una tercera, seran paralelas,
en los que las ideas de angulos adyacentes, angulos
opuestos por el vértice y dos perpendiculares a una
tercera tienen respectivamente menos extension que
las de ser suplementarios, ser iguales y ser las rectas
paralelas.

Hay también proposiciones cuyos términos no son
en totalidad reciprocos de los de otras. Sin embargo,
no dejan de ser reciprocas, pues constan de una parte
comun y de otra completamente reciproca.

numéricos, pudiendo entonces denominarse inlerseccioa de lugaret aigarit-
micos.
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Esta circunstancia se observa en el teorema: Si dos
planos son perpendiculares entre si, y por un punto de
su comun mlerseccion se traza una recta perpendicular
<‘uno,estara contenida en el oiro y reciprocamente.
ipo un punto de su comun interseccion se traza en
uno de los planos una perpendicular & esta, sera per-
pendicular al otro, que aun puede modificarse para
separar totalmente un término no reciproco que hay
incluido en la doble condicion (1) de ser la recta per-
p Oicu ar al plano, diciéndose: Si dos planos son per-

TZi Z una. recta perpendicular & esta
yaotradeuno de losplanos, estarA contekida en el otro:
b (ios planossonperpendiculares entre si, y por unpunto
de sucomun mterseccionse traza una perpendicular &
esta, contenida en uno de los planos, sera ail mismo tiem-
po PERPENDICULAR A OTRA DRL OTRO PLANO.

También puede citarse el teorema; Si una recta v
un plano son perpendiculares, toda recia perpendicular
a laprimera seraparalela al segundo, 6 estara contenida
en él, y toda recia paralela al plano 6 coiifeiiiV/a en él
sera perpendicular i laprimera.

En la demostracion ad ops?ir(/M/in iiay que distin-
guir tres casos.

i~ Cuando se trata de un teorema que es contra-
dictorio respecto & una definicion.

En matematicas las definiciones son verdaderos
principios fundamentales. Ad, por ejemplo: la defini-
cion de la circunferencia es el fundamento de todas las
propiedades que bailamos en esta curva.

Ademas, toda definicién equivale & una proposicién
y su reciproca, porque segun la logica, toda definicién

nj Es doble porque implica una perpendicularidad & dos rectas.
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es una proposicion idéntica, es una igualdad perfecta
entre sus dos términos; esta es la razén & que obedece
el verse frecuentetnetue en la ciencia matematica ais-
lados muchos teoremas que se demuestran ad absiir®
dum (i).

2°. Hay numerosos teoremas reciprocos que se
demuestran ad absurdum fundandose en otros tales
como los siguiente.”: Por un punto sélo se puede trazar
una perpendicular & una recta; por un punto no se pue’
d¢, trazar méas que una jmralela & una recta, los cuales
expresan quo solamente existe un caso para verificarse
una propiedad.

La razén de poderse probar estos numerosos teore-
mas cuando se conocen los citados y otros de su espe-
cie que sélo reconocen un caso es la siguiente:

Sea para mayor claridad la proposicion: Todo meta
es mineral, que es verdadera. Si suponemos que en la
Naturaleza no existiera mas que un mineral, se podria
admitir desde luego como cierta la reciproca, que
se enunciarfa diciendo: Todo mineral es metal.

3.° La teoria de paralelas nos

ofrece una aplicacién que conduce

0 importantes consideraciones, y

para indicarlas es necesario ad-

vertir que los teoremas: Por un

M 1 v punto fuera dg una recta no se le
puede trazar nias que unaperpen-

A dicular, y dos rectas perpendicu-

) lares & una tercera sovi parale-
(Figura i®) las entre si que corresponden &

los nameros (1) y (4) (fig. 2.°} enunciados en los tra-
tados como proposiciones diferentes, no son més que

Uj Bitas consideraciones tienen su complemento en la Metodologia
elemental.
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una sola; el 2.“de estos dos teoremas esel contrario dei
reciproco del 1  razén por laque dicho 2.“ teorema
se flemuestra ad a6siirdw?n fundandose en el 1

En cuanto & los nimeros (2) y (3) representan res-
pectivamente las-proposiciones: Si dos rectas son para-
lelas, y una de ellas es perpendicular a una tercera
recta, la otra también lo serd, y si una recta es perpen-
dicular a otra 'y una tercera es oblicua respecto a esta,
encontrard a la primera, 6 lo que es lo mismo, no le
sera paralela.

Este Gltimo enunciado se emplea por algunos
autores como el del postulado de Euclides, del cual es
una ligera modificacion (Lacroix, Cardin). El corres-
pondiente al nimero (2) es la proposicién: Por un
punto fuera de una recta no seje puede trazar méas que
una paralela, GxpuesiR con distinta forma, porque de-
cir que; Si A es perpendicular aCy paralela & B, esta
sera también perpendicular & C, sabiendo que no se
puede trazar por el punto U mas-que una perpen-
dicular & G, es decir que tampoco se puede trazar
por Omas que una paralela & 0. segin las ideas ya
consignadas en el caso anterior del método ad absur-
dnm, y de este modo formulan el postulado de la teo-
ria de paralelas algunos aulores (Gortazar, ttouchéy
Gomberouse.)

Vemos en restinen que la proposicidon correspon-
diente & los nimeros (1) y (4) se demuestra, y la cor-
respondiente & los (2) y (3) que es el postulado de la
teoria de paralelas, (no el de Euclides, segin Poyrard)
se admite sin demostracion para completar la proposi-
cion total, base de la teoria de paralelas.

Para terminar estas consideraciones sefialaremos
un hecho digno de atencién que puede ser obser-
vado en Ja teoria dei paralelismo. Siendo asi, que
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para tener completamente probado en sus 4 partes uu
teorema, hemos visto que se necesitaba conocer dos
que no fueran las reconocidas como equivalentes, se
observa que hay teoremas en los cuales basta probar
uno s6lo de sus casospara quedar por completo de-
mostrado.

Admitido el teorema: Si un plano X corta & una
de dos pardlelas cortara & la otra’, queda probada
la proposicion: Si un plano es paralelo & una de dos
paralelas 6 la contiene también contiene a la otra 6
le es paralelo, que se demuestra ad absurdum fun-
dandose en la anterior, é inversamente, admitida
como demostrada esta, quedaria probada ab absurdum
aquella.

La razon de esto sebalia en que por motivo de
cierta simetria relativa de posicion, pri>pia de las rectas
paralelas, cada uno de estos teoremas es doble. Asi; el
primero de los dos equivale & decir: Si un plano X
corta @ una de dos paralelas A, cortara & la otra
B, y reciprocamente, si corta a la B, cortara & la
A En cuanto al segundo equivale & decir: Si un
plano es paralelo 6 contiene & una de dos paralelas A
es paralelo 6 contiene & ja otra B, y reciprocamente;
Si es paralelo 6 contiene & la B, sera paralelo 6 conten-
drd alaA.

metodo sintético.

El método sintético, complemento del analitico es
expositivo.

Los procedimientos del método sintético son la de-
finicion, division y demostracion.
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El conjunto de séres que consliluye el mundo rea!
nene certa coDiinuidad bajo el punto de vista desus
propiedades.

Como el espacio, como el tiempo, la trama (por
decirlo asi) de la realidad es continua. Cada objeto
nene infinidad de propiedades que se difunden, que
irradian, que se compenetran con las de los demas. No
se puede sefialar la comprensién de los individuos.

La inteligencia, 6rgano de la discontinuidad, refiec-
tor inexacto de la realidad, & esa trama continua sus-
tituye una artificiosa representacion de la misma con
a definicién y la divisién de los séres. Estas son lo que
los instantes y los puntos, cuando la inteligencia quiere
perseguir por una vana € indefinida sub-division al
espacio y al tiempo. De las infinitas propiedades de
cada individuo toma las que aparecen como mas esen-
ciales, y forja sories de sintesis correspondientes con
aproximacién variable asu tipo natural; y esas sinte-
sis 0 definiciones de los s6res tienen una parte propia
gue es su esencia, como un substractum en que se
apoya lo comun, que se difunde sobre otras sintesis
coordenadas con ella y subordinadas & una mas supe-
rior que las comprende, porque incluye algo comdn &
las mismas, todos sus puntos de coincidencia, quedan-
do mas restringida en sus propiedades, porque las
tiene diseminadas entre todas sus especies.

Estas propiedades perdidas para el género, pero
distribuidas entre todas sus especies, sirviéndolas de
caracter distintivo (las diferencias que sumadas con
el género dan las especies) son términos de la division,
complemento de la definicion; porque la definicién
hace resaltar cada objeto del fondo de la variedad, y la
divisién difunde la variedad que brota de cada unidad.
El primero es un movimiento convergente del todo (la
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realidad) & tas individualidades que incluye, el segun-
do diverge de cada individualidad & la indefiaida va-
riedad de los séres.

La definicion y division son un doble aspecto de una
sintesis realizada. Por la primera se ve la variedad
fundiéndose en la unidad, por la segunda la variedad
fluyendo de la unidad. )

El tercer procedimiento, la demostracion, es el lazo
I6gico, es la fuerza de atraccion g ue funde varias ideas
en una sintesis llamada teovBma,.

En matematicas la definicion es una sintesis reali-
zada & priori. el teorema una sintesis fundada & posle-

L]

OrIIE'! teorema constituye una sintesis, expresion !iEII
resultado de un problema que se propuso la inteligen-
cia al examinar la realidad intelectual, (es decir, el
conjunto de ideas abstractas que corresponden & las
definiciones y son el fundamento de todas las relacio-
nes matematicas).

Por ejemplo, al problema (1). Dedo el lado del cua-
drado insa'ito ;qué relacion tiene con el radio?
corresponde e! teorema: La rdacio/i del del cua-

drado inscrilo en el circulo al radio es\/ 2.

Dedos maneras generales se procede en la demos-
tracion de un leoreiiia; 1.“ Estableciendo relaciones in-
termedias que enlacen los extremos que lo constituyen:
2." Haciendo ver que una verdad esta incluida en otra
conocida.

Para probar una verdad G obtener un resulta-
do propuesto, después de construida la figura {si es
cuestion geométrica) que traduzca graficamente las
condiciones del enunciado, se trazan lineas auxiliares.

() Observaciones utiles en el estudio de las matematicas.
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(perpendiculares, paralelas, tangentes, diagonales, etc.
segln los casos), y so ve qué teoremas conocidos
establecen relaciones entre los elementos de la figura
primitiva y los agregados por la construccion. fiF re-
sultado sera haber enlazado ios extremos del teorema.

Como ejenaplo puede citarse el teorema: En un
triangulo & lados iguales se oponen angulos iguales,
pues para demostrarlo, basta unir el vértice comin &
los dos lados iguales con el punto medio del lado
opuesto, 0 trazar por el mismo la perpendicular & dicho
lado, 6 la bisectriz del angulo, y, en virtud de alguno
de los teoremas relativos & la igualdad de tridngulos,
queda probada la igualdad de los &ngulos.

Si se tratase de cuestiones aritméticas & algébricas,
las construcciones geométricas serian reemplazadas por
combinaciones de operaciones, que presentando bajo
nuevas formas las cantidades, hicieran manifiesta la
propiedad que se tratase de descubrir. Asi, para pro-
bar que si una fraccién cuyos dos términos son primos
entre si es equivalente 4 otra, los dos términos de esta
son equimdltiplos de los de la primera, se dice; sida

fraccion irreducible  es equivalente @  se tendré que
c sera el mismo mdltiplo dea, que ¢lo es de 6, pues

b~d a¢ = c6 yya puesta la' expre-
sion en esta nueva forma, mediante la multiplicacion
por 6y se concluye facilmente la demostracion,
fundandose en que: si un namero divide & un producto
de dos factores y es primo con uno de ellos divide al
otro factor. En algebra para discutir la ecuacion de
2® grado ax"-"bx-\-c—0 cuando a~0, se modifican

las expresiones—64ai\/6*—4ac de las raices, mulli-

ca
4
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plicAndolas respectivamente por 6'+-\/6*—4ac y por

h—\/ 6~4ac con lo cual, haciendo desaparecer a del
numerador, puede llegarse facilmente & las conclusio-
nes & que conduce esta hipotesis.

2® El teorema: Todo factor del dividendo y di-—-
visor lo es del resto, y todo factor del divisor y resto
lo es del dividendo, esta incluido en el siguiente: Todo
divisor de los sumandos lo es de la suma, y en que:
Todo divisor del minuendo y sustraendo lo es del
resto; por dltimo, lodos los teoremas relativos & la
teoria de la divisibilidad se hallan incluidos en estos
mismos.

En Geometria puede citarse como ejemplo el teore-
ma: DOS rectas perpendiculares & una tercera son para-
lelas entre si, que esta incluido en: Por un punto situa-
do fuera de una recta no se le puede trazar mas que una
perpendicular.

De manera que el teorema es como una incompleta
expresion de una entidad correspondiente al mundo
abstracto. Las construcciones graficas 6 trasformacio-
nes algébricas son nuevos detalles y perfiles que de-
terminan, que dibujan los contornos de esta entidad,
haciéndola destacarse gradualmente del fondo que la
contiene oculta, basta que distintamente aparece como
tal género, como tal especie en el 6rden de las verda-
des, de las cuales cada una tiene su'iugar fijo 0 repre-
sentacion en ese fondo que puede considerarse como
WDsimil de la ciencia (primer caso); 6 bien por el des-
vanecimiento de tal parte de estos contornos y la con-
centracion de tal otra, se consigue desprender de una
forma general vaga y confusa todas las formas par-
ciales, que incluye en la totalidad de sus lineas
{segundo caso); y entonces, cuando por estas determi-
naciones, las ideas que expresa un teorema aparecen
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como enclavadas en el fondo de la realidad abstracta
(permitase ia expresion, pues las jdeas abstractas son
actos de la inteligencia, y dan origen a una realidad dis-
tinta de la fisica), el teorema pasa & ser verdad patente
para la inteligencia, queda demostrado.

Los teoremas se coordinan en otras sintesissuperio-
res llamadas teorias, que los incluyen bajo puntos de
vista comunes, y estas se enlazan entre si constituyen-
do por su conjunto la ciencia, que en las diferentes
épocas se presenta segun diversos grados de perfeccion
traduciendo la suma de trabajo analitico realizado por
la humanidad durante su vida cientifica.

METODOLOGIA ELEMENTAL. (1)

Teorema es una proposicién en que se afirma una
relacion entre dos 6 mas cosas que necesita demostrar-
se. Consta de dos partes: Hipotesis y tésis. Hipotesis es
lo que se supone, tésis es la relacion que se afirma,
y demostracion el razonaniienio que se emplea para
hacer evidente la relacion.

Ejemplos:

Si el numerador de un quebrado se multiplica por un
numero, el quebrado queda multiplicado por el mismo;
Si cuatro nimeros forman proporcién, e\ producto de
extremos es igual al de los medios; Si dos angulos son
opuestos por el vértice, seran iguales.

La parte de letra bastardilla es la hipétesis; lo res-
tante la lésis.

Problema es una proposicion en que se dan varias

(I) Pan que esta primera parte de la obra constituyaun Bnnayodeme-
todologin malemalica. & las cnnsideraelfnes sobre la ensefiansa han seguido
otras sdbrelos métodos demostrativos y estas Ul imas se completan coa Dna
exposicién del tegimdo iraiado, correspondiente al nuevo plan, bajo la for-
ma propia para la ensefianza.
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cosas relacionadas entre si, y se trata de hallarotraspor
medio de las primeras.

Los teoremas y problemas se dividen en directos y
reifiprocos. Se llama teorema reciproco de otro, aquel
cuya hipotesis es la tésis de éste, y cuya tésis es la
hipétesis del mismo. Se llama problema reciproco de
otro, aquel cuyos datos son el resultado de éste, y cuyo
resultado es lo dado en este mismo. Para que dos teore-
mas 6 problemas sean reciprocos, basta que alguna de
sus condiciones esté invertida en ambos.

Ejemplos:

Los teoremas: Si cuatro numeros son tales que el
'producto de los extremos es igual al de los medios for-
man proporcién, si dos angulos son ?/tienen
DOS LADOS EN vROLONGACioN, Seraii opucstos por el vér-
tice, son los reciprocos del 2.° y 3* ya citados. Eh este
altimo hay que afadir la condicién de tener dos lados
en prolongacion para que haya reciprocidad.

La sustraccion y extracciéon de raices son los pro-
blemas reciprocos de la suma y elevacion & potencias.

Hay teoremas contrarios de otros, y se forman ne-
gando la hipotesis y la tésis de estos.

Ejemplos:

Los teoremas: Todo punto situado en la perpendicU”
lar levantada & una recta en su punto medio® equidista
de sus extremos; Si dos rectas forman con una secante
ANGULCS ALTEENOSINTERNGS IGUALES sevaii paralelas, tie-
nen por contrarios los siguientes: Todo punto situado
FUERAde la perpendicular levantada & una recta en su
punto medio dista desiguaimente de l0S extremos de
esta; Si dos rectas forman con una secante angutos al-
TSRNos-INTBRNGs DESIGUALES ND Seran paralelas.

Hay muchas cuestiones que tienen cuatro partes 6
que son expresadas completamente por cuatro teoremas:
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dos directos contrarios entre si y sus dos reciprocos.

Ejemplos:

A la cuestién de la posicion do un punto respecto &
los extremos de una recta, se refieren los teoremas:

i Todo punié silua-
io en ia perpen-
(licula- levan a<ia

i —iDirect»

; . a una recta en su
alirfflalivo.) punié niidio, equi-
dista de sus extre-

mos.
Todo punto que
B equ dista de los ex-
3.°-IRecipro. tremosd>'Una rec-
co afirmau’ ta, se baila en la
Vo) perpendicular le-

vantada & 6'ta en
su punto medio.

Todo punto situado
fuera de laperpen-
dicular levani.ida ii

2°—(Directo | p53 ecia en  su
negativo.) punt >medio dista
desigualmente de

sus extremos.

Todo punto que dis- ¢

ta d.’sigualmeate
4.°—Recipro-  de los extremos de
co negati- una recta, esta fue-
Vo. ra de ia perpendi-

cular levantada en
su punto medio.

A la cuestién de una recta que corla a otras dos,

se refieren los teoremas:

Si & dos rectas para-
lelas se corta por

I.> —{llireclo 1 una secante, for-
aflrmalivo.] I maNn eoo esta an-
' gules alternos-in-

. temos iguales.
’Si dos rectas forman
3®—Recipro- can otra angulos
co afirma-  alternos « internos
tivo. iguales, seran pa-

ralelas.

'Sl & dos rectas fiopa-
raidas se corla por

2®— nirecio una secante, for-
negativo mar n c-m esta an-
gulos allernos-in-

ternos desiguales.
'Si dos rectas formaa
4@—Recipro-  £800% {NGS

co negativo. f

dcsignales. no se-

ria paralelas.

Hay proposiciones que no son riguro.samenle reci-

procas.
Ejempios:
\'S
iguales.

i dos angulos son opuestos po?' el vértice, seran

Si dos angulos son iguales, seran opuestos por el

vértice.

2® Si dos angulos son adyacentes, serdn suplemen-

tarios.

Si dos &ngulos son suplementarios, serdn adyacentes.
En los dos casos, los segundos teoremas son falsos.
Esto consiste en que la condicién de angulos iguales, es
mas extensa que la de angulos opuestos por el vértice, y
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la de angulos suplementarios, es mas extensa que la de
angulos adyacentes', porque todos los angulos opuestos
por el vértice son iguales, y ademas hay muchos angu-
los iguales que no son opuestos por el vértice, y todos
los angulos adyacentes son suplementarios, pero tam-
bién hay muchos de estos que no son adyacentes.
Regla. Para hacer reciprocas dos proposiciones reia-'
Uvas & una misma cuestion, se tiene que afadir & la con-
dicién més extensa alguna otra condicién, que particu-
larizdndola, la haga idéntica & la que es menos extensa.
Asi en los ejemplos citados, los teoremas reciprocos
de los primeros seran: Si dos angulos son iguales y tie-
nen nos LADCE BENPROLONGACICN Serén opuestos por el vér-
tice. Si dos angulos son suplementarios y son consecuti-
vos, serdn adyacentes.

De los métodos.

Hay métodos para la demostracion de teoremas y
para la resolucion de problemas.

Tanto para demostrar un teorema corno para resol-
ver un problema, se emplean: construcciones y teoremas
auxiliares. Las construcciones son entidades (figuras 6
nimeros) que se combinan con lo supuesto é dado. Los
teoremas auxiliares sirven para enlazar esto con las
entidades introducidas por las construcciones.

Ejemplos;

Para demostrar que: En un triangulo & angulos
iguales se oponen lados iguales, la construccién puede
consistir en irosar/ior el vértice que no corresponde
a ninguno de los angulos iguales una perpendicular al
lado opuesto, con lo cual resultan dos tridangulos que
son iguales en virtud del teorema auxiliar: Dos trian-
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gulos son iguales, si tienen un lado y dos angulos homo”
logos respectivamente iguales.

Para sumar quebrados, la conslruocion auxiliar es
reducirlos & uncomun denominador, y el teorema auxi-
liar, que: Si los dos términos de un quebrado se multi-
plican por un mismo nimero el quebrado no altera.

Para demostrar que: St desde un punto O tomado en
el interior de un triangulo ABC se trazan dos rectas
OA y OB, la quebrada AOB sera menor que la ACB, la
construccion consiste en prolongar AO basta su en-
cuentro en £)con BC\ la proposicion auxiliar es el
axioma: La recta es la menor distancia que sepuede tra-
-zar entre dos punios.

Métodos demostrativos geométricos.

Método de superposicion.—CONSiste en colocar men-
talmente dos figuras dadas, la una sobre la otra, de
manera que se correspondan las partes que se suponen
iguales, haciéndose ver que se confunden también las
demas. Ejemplos: .

Dos triangulos ABCy A'B'C'
son iguales si tienen dos lados
GA y fik respectivamente igua-
lesa C'A' y B'A' éigual el an-

gulo comprendido (fig. 3.*).
Se colocard el tridngulo
ABC sobre el A'B'C' de manera
que el lado AC se confunda con
A'C' (1) (estaes la superposicion
Figura 3.» dependienledel quedemurtstra);
entonces el lado BAse confundird con B'A' porque el

(1) Lasiiperp isicion de figuras licne dos partes: 1.* una superposicion
<jue depende del quo demueslra y consislo en colocar una reda de una.
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anguin Aes igual al A', y los extremos By B', se con-
fundiran por ser iguales BA y B'A' [superposicién
dependiente de la hipotesis).

Si dos tridngulos tienen igual un ladoy los angulos
adyacentes homdlogos, seran iguales.

Secoincara el tridngulo ABC sobre el AB'G' de
manera que el lado CA se confunda con su igual C'A’
(superperposicion dependiente del que deinueslra). Et
lado CB se Confundira con C'B'y el AB con A'B'(su-
perposicion dependiente de la hipdtesis). Los vortices
By B'se confundiran (superposicion debida a la de-
mostracion.

Método de rebatimiento.—Consiste en hacer girar
una figura alrededor de una recta, separandose de su
plano, hasta volverse & colocar en el mismo & distinto
lado de la lecia sobre que se efectla el giro,

Fjf'tuplos.

Por un punto P situado fue-
ra de una recta ABnosc le pue-
de trazar mas que una perpen-
dicular ffig. 4.").

Haeifijidogirar la figura sobre

AB. el punto P lomaré una po-

sicion P'. Si se unen ambos con

p. .. uno cualquiera i/de la recta,

los angulos PMA y P'MA seran

siempre iguales. Si PM*°' es una recta, los angulos PMA

yP'AlAqueseran suplementariosdiguales,serdn rectos,

es decir,que/>,t/serd perpendicular & AB; pero entre p!

y P' no hay mas que una recta; luego por P no se pue-
delrazarmés que una perpendicular & la AB.

Si por un punto P situado fuera de unarecta AB se

figura sobra su igual de la otra; 2. | s perposicion de las demSs parlesi.
independiente de este.
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trazan una perpendicular y una oblicua, la perpendicu-
lar sera la menor.

Haciendo girar la figura alrededor de el punto
P tomara una posicion P* Siendo PNP' recia, serd menor
que cualquiera otra PMP/; luego PN, mitad de la pri®
mera, sera menor que PM, mitad de la segunda.

Si por un punto P situado fuera de una recta AB se
trazan varias oblicuas, la que mas dista es la mayor.

Haciendo girar la figura gl rededor de AB, resultan
las dos quebradas PMP/ y PRP', de las cuales PRP' es
la mayoi; luego PR serd mayor que PN, mitades res-
pectivas de ambas.

Método de giro.—Consiste en hacer girar parte de
una figura alrededor de un punto, de manera que las
recta.s que pasen por este queden en la prolongacién
de sn nrirtiiiiya (figura 5.").

iVEMPLO: S;, ¢os recias AB y
CD forman con una secante an-
gulos k*Q y PQDnl/enios-mier'

nos iguales, seran paralelas.
— Trazando por O, punto me-
dio de PQ, la 031 perpendi-
cular a AB, prolongandola hasta cortar en N &
CD, y haciendo girar la parte AMPO alrededor de
O, Q se confundira con P por ser OP=0Q; PA se
confundird con QD, por ser el angulo APQ igual ai PQD,
OM con ON, por ser los angulos MOP y NOQ iguales,
y por consiguiente, los &ngulos PMO y QNO, cuyos la-
dos estan superpuestos, coincidiran y seran iguales;
luego el ONQserad también recto, y MON serd una recta
que formara angulos rectos con AB y CD, es decir,estas

seran paralelas (2).

1) En virtud del teorema: Dos recias pfrpendicu’ares <t ux» tercera son
paralelas. Véase en el iUétoilo ad a0.iurdutn.
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Estos dos métodos no son mas que variaciones del
de superposicion, y los tres pueden suplirse por el em-
pleo de los casos de igualdad de los tridngulos.

Método db la cuarta proporcional.—Consiste en com-
parar una proporcion, deducida de dos figurassemejan-
teSjCon otra proporcién dada en el teorema, y hacer ver
que hay en ambas tres términos respectivamente igua-
les, y por consiguiente lo son los cuartos.

Ejemplo:  Si dos triangulos ABCy A'B'C' tienen los
angulos ByB' iguales, y los lados AByBC proporciona-
les con los A'B' y B'C', seran semejantes (lig. I).

Tomando en BA desde B la distancia BU—B'A’, y
trazando AfivVparalela a AC, se tendra ja proporcion
BA:BM'. :BJ:BN.{\)Se tiene porhipdiesis fiA : B'A’
:» BO : B'U', y como B'A'irrBM, hay tres términos
iguales & otros tres; luego también lo seran ios cuar-
tos.

Método db recTas anti—paralelas—conSiSte en obte-
ner también la igualdad de dos segmentos rectiliaeos por
medio de proporciones; sélo que los términos de la pro-
porcién tiene una colocacion inversa en las figuras. (Fi-
gura 1.9

Si dos triangulos ABC y A'B'G' tienen los angulos
B:=B'y Los lados adyacentes & ambos proporcionales, se-
ran semejantes.

Tomando sobre BG una distancia BP—B'A', lado no
homologo & este, y trazando PQ que forme con BG un an-
gulo BPQ lgual alB'A'G"; se tendr iaproporcion BG: BA
. BQ : BP porser PQy AG auli-paraleias en el angu-
lo B. Se tiene también por hipotesis BG: BA :: BG' : B'A’,
y por ser BPzrA'B' hay en las dos proporciones tres

(1) En Vifiud del luorcma: Si se iraia ma renta que corle & dos lados

4e m tridngulo paralelamenle al le eero, dividird & ognrttos ea partes pro-
porcionales.



términos respeetivaraente iguales, de lo que se deduce
que también seran iguales los cuartos.

Este método es sustituido por el ad absurdum, cuan-
do se prueba antes, que si sedan dos puntos de una
recta, no hay en su direccién mas que un punto entre los
dos, y otro fuera, tales, que las relaciones de sus distan-
cias alos primeros sea dada.

Meétodos generales.

Método de sustituciones sucesivas.—ES una de las
maneras méas usadas del método analitico. Consiste en
sustituir al problema & teorema propuesto, otro mas
facil.

Ejemplo:
i*ara multiplicar dos nimeros de varias cifi'as, se
multiplica el multiplicando por cada cifra del multipli-
cador, corriendo un lugar las unidades de cada pro-
ducto parcial, y finalmente este problema se reduce &
multiplicar cada cifra del multiplicando por la del mul-
tiplicador que se considera, corriendo también un lugar
al escribir las unidades de cada producto parcial.

Método de l1os timites.— Sirve para pasar del caso
de una demostracién en que se trata de cantidades co-
mensurables al en que se trata de cantidades iacomea-
surables.

Ejemplos:  Suponiendo
demo.'-Irado el teorema: Dos
angulos AOh y A'O'W de
circunf.erencias iguales, son

proporcionales & sus arcos

correspondientes AB y A'B'
F gura 6» Piipg 9 9999  dyg 99" gg.
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mensurables, se extendera al caso de la incomensurabi-
lidad de ia manera siguiente (figura 6.°):

Témese una parle alicuota del arco A'B' todas las
veces que se pueda sobre el AB, y supdngase que el ex-
tremo es N; se tendré el angulo A'ON, cuyo arco A'N
es comensurable con el AB, y por consiguiente la pro-

porcion’pp”=:~-Q>"; y como estas relaciones son siem-

pre iguales, cualquieraque sea la parte alicuota tomada,
que puede ser tan pequefia comose quiera, resulta que:

limite de " —Iimite de *Q”iycomo euel limite Ny

. . AOB
se contunden, se tiene finalmente

Método ad absurdum.

Este método consiste en probar que es falsa la pre-
posicién contraria de una dada, y admitir por consi-
guiente esta como verdadera; porque es evidente que lo
contrario de lo falso es cierto.

Ejemplo:

Si se ha demostrado ser falso que dos angulos con-
tiguos y suplementariosno son adyacentes,quedara pro-
bado que lo son.

Regla, general. Para demostrar por reduccion al ab-
surdo un teorema, se suponefalsa la iésis, y si de esta sm-
posicion resulta una proposicion contraria & alguna de-
finicion admitida, & alguna verdad demostrada, 64la hi-
potesis del teorema propuesto, se debe desaliar dicha
tésis contraria a la supuesta, y admitir por consiguiente
esta, es decir, el teorema propuesto, que resulta demos-
trado.



Tres casos ocurren en la demostracion ad absur-
dum; 1 Que el resultado tie suponer falsa la tésis dei
teorema sea contrario a una definicién: 2.° que sea con-
trario & una verdad conocida, y 3®que sea contrario a
la hipétesis del teorema propuesto.

Primbr caso. Hay teoremas que SON consecuencias de
definiciones conocidas. Para demostrarlos, bastasuponer
que sucede lo contrario de lo afirmado en ellos, resul-
tando una contradiccion con lo definido.

Sea el teorema: El didmetro divide & la circunferen-
cia en dos partes iguales. Para demostrarlo diremos:

Haciendo girar la semi-circunferencia inferior ABC
sobre el diametro hasta colocarse en el plano de la ADC,
los puntos de la primera se confundiran con los de
esta; porque si nose confundiesen” resultaria que nabria
PUNTOS DBSIGUALMENTB DISTANTES DEL CENTRO, lo CUal 6S
contra la definicién.

Segundo caso. Hay teoremas referentes & propieda-
des de las que solo ocurre un caso, (por ejemplo: por un
punto no pasa mas que una perpendicular y una parale-
la & otra recta). En virtud de esto, dada una proposi-
cion, queda probada por reduccion al absurdo su
reciproca, 0 la contraria de su reciproca.

Supongamos demostrado que; Si dosrectas Ay B son
perpendiculares a otra C,seran paralelas, y que: Por un
punto no se puede trazar & una reciamas que una para-
lela.

Para demostrar el teorema (reciproco del i.“); S¢
dos rectas Ay Bsonparalelas, y k es perpendicular a
otra C, también lo serd B, fundandose en losanteriores,
se dird:

Si dos rectas A'y Bson perpendiculares & otra C, se-
ran paralelas, y como por un punto cualquiera de
una no se puede trazar & la otra méas que una paralela,



resulta que esta Unica paralela es también una de las
perpeudiculares (A 6 B); luego el reciproco es cierto, es
decir, que: Si Aes 'perpendicular 4C,y B es paralela &
A, serd también perpendicular 6 B. (1)

Supongamos demostrados los teoremas; Si se trazauna
recta MN que corta a dos lados de un triangulo ABC ij es
paralela al tercero AC, dividira & dichos lados en partes
proporcionales, y que entre dospuntos ky'~de una recta
s6lo hay un punto que la divida en dos segmentos cuyas
longitudes tengan una relacion dada.

Para demostrar el teorema reciproco del 1.“ fun-
dandose en los dos enunciados, se dira:

Si se traza una recta MN que corta a dos lados de un
tridngulo ABC paralelamente al tercero AC, dividira
a dichos lados en pandes proporcionales’, pero como
desde el punto Mno se puede trazar mas que una
recta MN. que corte & la BG en dos segmentos BN
y ISG tales, que la relacion de BN & NG sea igual &

la relacién constante resulta que dicha recta y la

paralela, que existe con la propiedad en cuestion, se-
gun el directo, son una misma; luego el reciproco es
cierto, es decir, como el directo es cierto, y no hay mas
que un caso, el reciproco también lo es.

Supongamos demostrado el teorema: Por un punto-
situado fuera de una recta, no se le puede trazar mas
que una perpendicular.

Se demuestra por reduccién al absurdo el reeipro-

(1) Los autores dicen: En efecto, B encontrard & G. porque sind C le
seria paralela, y por su punto de interspcciou con A habria dos paralelas &
una recta locual es absurdo. Encontrando B & C, le sera ademas perpen-
dicular, porque si no lo fuera, se podria trazar por el punto de encuentro
una recia distinta de B perpendicularad C,que seria paralela & A, segun el
teorema direno, y por con”igllie®le, por dicho punto habria trazadas, esta
recia y la B, paralelas & la &, lo cual os absurdo.



co de su contrario: Dos rectas perpendiculares a una

tercera son paralelas, diciendo; si no fueran paralelas,

se encontrarian, y habria desde el punto de encuentro

dos perpendiculares & una recta, locual es absurdo (i].
Sea el teorema:

Sf dos rectas forman con otra angulos alternos”inter-
nos iguales, seran paralelas.

El reciproco de su contrario es: Si dos rectas no pa-
ralelas se cortan por otra, noformaran con esta angulos
alternos internos iguales, el cual se demostrara ad
absurdum, diciendo; si esta conclusion no fuese la
verdadera, lo seria su contraria, y tendriamos la
proposicién; Sidos rectas no paralelas se cortan por
otra, formaran con esta &ngulos alterno-internos iguales',
pero si forman angulos altemos-internos iguales, son pa-
ralelas; luego tendremos finalmente que: Dos rectas no
paralelas son paralelas lo cual es absurdo. (2)

Tercer caso. S€a UNa cuestion que comprende cuatro
partes, es decir, los teoremas directo-afirmativo,direc-
mo-negativo, reciproco-afirmativo y reciproco-negativo'.
por ejemplo, la constituida por los cuatro teoremas:

{!).—Todo punto silnsdo en la per (2?—Todo punto situado fuera de
pendiout.ir levantada & una recta a perpendicular levantada i una
ensnpunlomedi, equidista desus rectaen  punto medie, ilistades-
extremes. igualmente de sus extremos.

(1) EI quedar incluido el reciproco del contrario en el directo, depende
de que la tésis del direclo afirmaiivo y la hipdtesis del reciprcee negnlivo son
proposiciones contrarias la una respecto de la otra, y si se supone falsa
la tésis del i se convierte en la hipotesis del nis decir, quedan dos
propo8ici<ines contrarias unidas por un mismo término mtdio que condu-
ce (le la una & la otra; esto es. & un absurdo.

Lo mismo se dira respecto al reciproco afirmatito y directo negativo.

(2) Estos dis teoremas se puedrtn poner bajo esta forma:

Siwn recta A esper- iV ®encuentra 4 ,v, no “era perpendieular & C.

pendicular & otra C jj uno B et perpendicular &C, no encontrara aA
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m(3) —Todo punto que d’sta igualmen-
te de los extremos de unar.-cta, se
halla in la perpemlicular levanta-
da en su [Junio medio.

i4).—Tolo punto que dista d™sigual™
mente de los »xlIrerntis de unarec-
ta, so ha.la fuera de la perpendi-
cular levantada eii su punto medio.

O aiueviadameiile:
AT s s deslguan o feaige
Enunciar uno de los teoremas (1) y (4), 6 delosteo-
remas (2) y (3) es enunciar el otro, es deoif, que los
teoremas direclo-afirmalUoo y reciproco-negativo son
equivalentes entre si, y lo mismo sucede con los teore-
mas directo-negativo y reciproco-afirmativo, son uno
mismo espresado de distinta manera. Cada uno de estos
teoremas es el contradictorio del otro.

Regla PRIMERA  Basta demostrar uno de los teoremas
contradictorios, para que el otrose deduzca por reduccion
al absurdo.

Ejemplos:

Directos.

R eciprocos contrarios.

Si do» recias forman angulos aller-
nos-interno» iguales con otra, 8o0-
rdn paralelas.

Si un punto se halla en la perpendU
eular levantada i una reéta en su
puDlo medio, dista igualmente de
Su» extremos.

Sidos rectas no- son paralelas, no
formaran éangulos allernos-mler.
nos iguales con otra.

Si un punto no digia igualmente de
los extremos de una recia, oo esia-

ra en la perpendicular levantada
eh su punto medio,

Regla sBifctNDA. Para demostrar completamente una
proposicion de cuatro partes, basta demostrar dos de los
teoremas que no sean contradictorios.

Ejemplos. En los citados en la pag. 53 basta demos-
trare! 1y 2, 6ell y3,06el 3y 4para quedar probados
los dos restantes; porque estos restantes son respectiva-
mente contradictorios de los otros dos demostrados.

fin de 1a primera parte.
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