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PROLO3O CE ESTA EDICION

La tercera edicién de mi Geometria y Trigonomelr'iay
no difiere en el fondo, ni en la forma, de las dos anterio-
res ediciones. Pequefios defectos de redaccion y algunas
erratas van, sin embargo, corregidas en esta nueva tira-
da: debidas, en su mayor parte, al cuidado y celo de al-
gunos compafieros y amigos que se tomaron el trabajo de
revisar mi libro con gran esmero.

~Los resultados obtenidos en la ensefianza, con la adop-
cién de esta obra, que acreditan numerosas y repetidas
cartas de muchos Sres. Catedraticos, asi como el juicio
favorable de la prensa profesional, y de los Cuerpos fa-
cultativos; prueban que la idea que me impuls6é en 1870
a dar a la estampa, por primera vez, esta obra (idea que
manifesté en el prdlogo de aquella edicién, que & conti-
nuacion reproduzco) ha sido estimada por gran parte del
Profesorado oficial y libre, por responder & una verdade-
ra necesidad de los estudios matematicos.

Si lajuventud, & quien he dedicado estos trabajos, si-
gue alcanzando el fin que me propuse al redactarlos, que-
daran satisfechos los deseos del que ha consagrado toda
su vida a la ensefianza, fuente de todos los bienes mora-
les y materiales, y barémetro que mide el estado de cul-
tura y de adelanto de las naciones.

Ficente %iibio y Diaz.
Cadiz.—1S78.

Prélogo de la primera edicion.—NO haycienciade mas
rigoroso método en su exposicion, de un enlace mas légico en-
tre sus partes, mejor construida, en fin, que la Geometria. Ba-
sada en un corto nimero de axiomas y no admitiendo, en ge-
neral, mas que las verdades intuitivas de estos principios, 6 las
«de aquellas proposiciones que derivadas de ellos por el mas



rigoroso raciocinio se demuestran; todo en esta ciencia es
exacto, eminentemente racional y debe estar al alcance de to-
das las personas.

Y, no obstante, el estudio de la Geometria es de los que
mas dificultades presenta y mas pronto aburre & los alumnos,
siendo frecuente el ver jovenes de inteligencia privilegiada,
que desde las primeras lecciones abandonan los libros desani-
mados, creyéndose ineptos para alcanzar el conocimiento de
una ciencia, que como hemos dicho, es de tan fiicil compren-
sién y rigoroso método.

¢De qué depende esta contradiccion tan manifiesta? ;Como
se explica el que los conocimientos geométricos que se ad-
quieren por principios axiomaticos, sean refractarios & la ma-
yor parte de los jovenes?

Todos los que han estudiado la Geometria pueden contes-
tar satisfactoriamente.

No esta la dificultad en los principios de la ciencia, sino en
los medios exteriores de trasmitirla: no son dificiles de com-
prender los teoremas geométricos, sino la forma en que nece-
sariamente hay que presentarlos: no hay confusién en la Geo-
metria, la hay para el principiante en las figuras que auxilian
las demostraciones.

La complicacién de las lineas, el gran nimero de letras que-
en algunas figuras se necesita para indicar los puntos (letras
que hay que intercalar en el razonamiento), la dificultad de
encontrar estos puntos en las laminas; dividen la atencion del
alumno y le confunden de tal manera, que cree complicadas y
confusas las demostraciones geométricas, que casi siempre se
reducen & razonamientos de una extrema sencillez, yen todos
los ca.sos de completa exactitud.

No hay, por consiguiente, ciencia alguna, en la que tenga
mayor importancia la claridad en la exposicién, hj obras que
requieran mas esmero en la parte tipografica, si ha de salvarse,
en lo posible, el escollo que todos encuentran en su estudio.

Tal ha sido, principalmente, la idea que me ha impulsado &
inibliear esta ohrita que, facilmente se comprender4, vé la luz
publica después de vencer grandes obstaculos, para que en su
parte tipogréafica no desmerezca de las que de igual indole se
publican en el extranjero.

Si con ella he conseguido hacer algo més facil el estudio
importante de esta ciencia, y si merece la aprobacién de mis
ilustrados comparieros los Sres. Catedraticos de esta asignatu-
ra, & cuyo benévolo juicio la someto, me daré por muy satisfe-
cho del prolijo trabajo empleado en redactarla, delinear las fi-
guras, corregir estas y laimpresiéon.—Vvicente RcBio Y Diaz-
—Cadiz: Atjosto de 1870.
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La correlaciony el <5rden Idglco que entre si tienen las proposi-
ciones geométricas, liacen imposible el conochnieato de la verdad
que una encierra, si antes no se tiene el de las que le sirven de
fundamento.

El principiante, debe, pues, estudiar cada leccién hasta el per-
fecto conocimiento de ellay nofasar a la siguiente sin haberlo
conseguido, para lo que necesita llegar atal grado de comprension,
que sin el auxilio del texto pueda repetir las demostraciones de los
teoremas Sproblemas que la leccion abrace y cuyos enunciados lie*
va el Programa que aparte del texto se publica, variando la posi*
clon y las letras de las figuras que &ella se refieran.

Los problemas, teoremas y parrafosde la tieometria llevan una
numeracion correlativa desde el principio hasta el fin: de este mo-
do se ftcilitn la evacuacion de las continuas citas del texto. En-
cargamos muy especialmente a los alumnos que no dejen de veri-
ficar dichas citas, & menos que uo recuerden perfectamente las pro-
posiciones & que se refieran y estén convencidos de sn verdad,
de otro modo se hace incomprensible la proposicion gue se esta de-
mostrando.

Asi, por ejemplo, en el teorema X1V se hace la referencia
[Teor. VI, para que se recuerde que dos tedas perpendiculares a
otray queestan en un mismo plano sonparalelas, en cuya propie-
dad se funda la consecuencia que inmediatamente se deduce, y que
no se comprenderia & no acordarse del teorema V1.

Be igual modo en el teorema | se indica (18) que quiere decir
que se recuerde la definicién dada en este parrafo de lo que se lla-
ma reda oblicua & otra.



Cuadro sintético de la Geometria.

GEOMETRIA PLAXA.  GEOMETRIA DEL ESPACIO

SECCION PRIMERA. SECCION PRIMERA
propiedades de las Tiguras g ag F|GURAS CONSIDERADAS
PUNAS. BN BL BSPAaO
llibro 1. liibro 1
Fa/uras rectilineas. Planosy cuerpos terminados
por superdles jilanas.
Xiibro XI. laibro 11
Fiffuras circulares. Cuerpos terminadas por su-
’ perjicies curvas.
laibro 111 gibro 111,
Problemastcorres_pl,l»lwnlesa Problemas correspondientes &
esta seccion. esta seccion.
SECCION SEGUNDA. SECCION SEGUNDA
EXTENSION DE LAS FIGURAS
PUNAS DE LA EXTENSION CONSIDERADA
. BK EL ESPACIO.
liitbro 1. laibro 1

Extension de lasJig. rectilineas  Ctterjms terminados por su~
perjicies planas.

liibro 11. laibro 11.

Extension de lasJig. circulares.  Cuerpos terminados por su~
perjicies curvas.

laibro NI, laibro m
PrtMemas relativos & esta Problemas relativos a4 esta
seccion. seccion.
APENDICE APENDICE

DE LA GEOMETRIA PLANA} e | A GEOMETRIA DEL ESPACIO.

(=) Viase al final el Indice de esta obra. 7 para mas detallesel iVe-
que aparte se publica, en el que van insertos todos los enunciado,
«de los teoremas, corolarios, problemas, <tc.



PRELIMIMRES.

i. El espacio es una idea primera y necesaria que no
puede definirse, aunque nos lo imaginamos extenso, Uni-
co, ilimitado, continuo y divisible. Todo cuerpo ocupa
una porcién de este espacio, la cual sellama extension del
cuerpo. No se concibe la existencia de un cuerpo, por
muy pequefio que fuere, sin que sea extenso en todas di-
recciones; esto es, sin que ocupe una parte del espacio en
cualquier direccion que la consideremos.

La geometria hace abstraccion de todas las propieda-
des de los cuerpos, (porosidad, elasticidad, gravedad, &c.)
y hasta de la materia que los forma, y sélo considera su
extension.

Los limites de los cuerpos se llaman superficies. En el
espacio pueden concebirse infinitas superficies, porque
pueden existir infinitos cuerpos.

Los limites de una superficie forman la linea. En toda
esuperficie pueden considerarse infinitas lineas.

La comun interseccion, 6 sea el limite comuan, de dos
lineas que se encuentran es c\punto matematico. En una
eHneapueden concebirse infinitos puntos. *>

2- Ni las superficies, ni las lineas, ni los puntos, tienen
eexistencia real fuera de los cuerpos, y sélo por abstrae-
mClones del espiritu se consideran aisladamente.p

(=) Siguiendo un drden inverso, suele decirse que el punto ca-
rece de dimensiones, que el movimiento del punto engendra la li-
nea, el de esta la superficie, y el de la sup™¥ficie el espacio. Cree-
mos viciosa esta generacion por el movimiento de la nada
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3. Aunque el cuerpo es extenso en todas direcciones,,
se consideran principalmente tres que se denominan di-
mensiones del cuerpo, y se llaman longitud, latitudypro-
fundidad. £ sta se designa también con los nombres de
altura, espesor 6 grueso.

Las superficies, limites de los cuerpos, carecen de es-
pesor.

Las lineas, limites de las superficies, carecen de espe-
sor y de latitud.

El punto ijo tiene dimensién ni figura; es el cero déla
cantidad geométrica. Sin embargo,
en las figuras geométricas para ha-
cerlo perceptible se indica por una
letra colocada en un punto inate-

1- 6 en la interseccion de dos li-
neas, como se vé en A, B, C. (Fg 1)

4. Las cantidades geométricas— lineas, superficies 6
cuerpos,— comparadas con sus unidades respectivas, dan
por resultado la medida de stt extension.

Volumen, es la extension medida de un cuerpo.

Area, es la extension medida de una superficie.

Longitud, es la extensiéon medida de una linea.

Por lo que antecede se comprenderd, que se considera
bajo tres aspectos la extensién, & saber: de tres dimen-
siones (longitud, latitud y profundidad), extensiéon volu-
métrica; de dos dimensiones (longitud y latitud), extensién
superficial; de una sola dimension (longitud), extension
longitudinal.

5. La linea puede ser recta 6 curva.

La linea recta no puede definirse bien. Se dice que es
la mds corta distancia entre dospuntos, f*)

Algms W Inmpamid)cmnmar eda pac
dad,(’?onsi eranddla como un teorema. Véase, Mémoire sur jare-

jorme de I’enseignement de la Geometrie, par M. O. Faure.



Una linea recta se sefiala, por consiguiente, con dos de
sus puntos A y B (Fg 2), y debe
considerarse prolongada indefinida-
mente en ambos sentidos.

De la definicién de la linea rec- Fg s
ta, se deduce evidentemente:

1.0 Por dospuntos dados no puede pasar mas que una
séla finea recta.

2. ® Dos rectas son siempre superpnnibles, para lo que
hasta hacer coincidir dos de sus puntos.
3. ® Si dos rectas se encuentran, no pueden tener mas

que un punto comdn.

6. La linea curva es aquella en la
que ninguna porcién, por pequefia
que sea, es recta. Por dos puntos, A
y B (Fig.3), pueden pasar muchas
curvas. fi?, 3,

7. Si varias rectas se cortan de dos endos, ABCDE,
(Fig. 4) forman una linea que-
brada 6 poligonal.

8. Lareunién deunaé mu-
chas lineas rectas que se cor-
tan, con una o varias lineas ki
curvas que se cortan también, formando en su totalidad
una linea continua, se llama linea mixta.

9. De todas las superficies la mas sencillaes  plano
6 superficie plana, que es una superficie tal, que si una
recta cualquiera tiene dospuntos en ella, coincide en toda su
extension.

10. Superficie curva es aquella en la que una porcion
suya, por muy pequefia que sea, no es plana.f

(*) £n algunos tratados de Geometria esta afirmaciéon consti-
tuye un teorema.



11. Varias superficies planas que se cortan de dos en
=dos, forman una superficie quebrada.

12. La reunién de una 6 mas superficies planas y cur-
ras, que se cortan de dos en dos, constituye una superfi-
cie mixta.

13. Entre las lineas curvas debemos definir la circunfe-
rencia. Esta esuna linea ABCDpla-
na, cerrada, y tal que todos sus pun-
tos equidistan de otro interior O lla-
mado centro. (Fg. 5)

Circulo es la superficie plana en-

cerrada dentro de la circunferencia.

y>g. 5. Cada una de las rectas OA, OB,

OC... trazadasdel centro a la circunferencia, se llama ra-

mdio del circulo. Segun la definicién todos los radios son
iguales.

Toda recta como la AB que une dos puntos de la cir-
cunferencia sin pasar por el centro, es una cuerda.

Toda cuerda que pasa por el centro como la AC, esun
diametro: todos los diametros son iguales por componerse
«ck dos radios OAy OC.

Una porcién cualquiera de la circunferencia, como AB,
B C, CD... se denomina arco de circulo. Si este es igual &
la mitad de la circunferencia, se llama semicircunferencia
y si es la cuarta parte, cuadrante.

14. Las cantidades geométricas— espacios, superficies
< lineas— pueden estudiarse bajo dos aspectos: analizan-
do las propiedades y descubriendo las leyes de sus diver-
sas figuras (figurahilidad), 6 comparando sus magnitudes
con otras de la misma especie que se toman como uuidad
<0 término de comparacién (mensurabilidad.)

Con las ideas que anteceden podemos definir la ciencia
geométrica de una manera inteligible.

GEOMETRIA es la ciencia que se ocupa de las propie-



dades y de la medida de las lineas, superficies y espacios,.
6 sea de la extension. (4)
Se divide en geometria planay geometria del espacio.
La Geometria plana trata de las figuras cuyos puntos

estan todos en un plano.
La Geometria del espacio trata de las figuras cuyos

puntos no, estan todos en un mismo plano.

15. Todas las ciencias se fundan sobre ciertas verdades
evidentes por si mismas llamadas axiomas. Tales son:

1. ® Dos cantidades iguales & una tercera son iguales en-
tre fi.

2. » EI todo es mayor gue su parte.

3. ® EI todo es igual & la suma de las partes en gue se
haya dividido.

4. ® Son iguales dos magnitudes geométricas su-

perficies 6 espacios), cuando se pueden hacer coincidir en
toda su extension.

5. ® De un punto & otro no puede trazarse mas gue una
linea recta.p

(®) Una de las ciencias mas légicamente construida es la Geo-
metria, pues que no se consideran como verdades, sino aquellas
proposiciones que se apoyan directumtnte en axionins 6 en otras
proposiciones ya demo”tradasJ es decir, que lian adquirido el val«ir
légico de un axioma; pero algunos autores, exagerando el método
demostrativo peculiar & esta ciencia, lian querido deino.strar hasta
los axiomas. Tul es Mr. Toropson, que en su libro La Oeome/ria
sin axiomas, por largos y confusos razonamientos trata de probar
que dos cantidades iguales & una tercera son iguales entre si, ver-
dad que (ualquier ser racional admite sin ninguna demostracion.
Creemos que es un miel sistema el querer demostrar aquellos prin-
cipios de pura tntuicio», que la razén admite como indudaliL-s, y
que son, y no pueden menos de ser, los cimientos de todas luV
ciencias.
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GEOMETRIA PLANA.

SECCION PRIMERA

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS PLANAS.

LIBRO |I.

FIGURAS RECTILINEAS.

CAPITULO 1.
ANGULOS.

i6. Se llama angulo (Fg. 6) la porcién de plano com-
prendida entre dos rectas AB y AE, que se cortan en un
punto A. Las dos rectas AB y AE,
son los lados del anguloy el punto
A, el vértice. Un angulo se indica
por tres letras, poniendo la del vér-
tice en medio: asi el angulo que ve-
nimos considerando se indica por
BAE. Es evidente que dichas dos IS
rectas fonnan cuatro angulos, que son el ya dicho BAE,
el CAE, el CAD y el DAB, cuyos cuatro angulos tie-
nen el vértice comuan A.
Si el &ngulo estad aislado (Fg. 7),
puede nombrarse, 6 con tres letras,
como dejamos dicho, 6 sélo con la
letra del vértice A.
Considerando un arco de circulo
cuyo centro esté en el vértiée y com- ‘e
prendido entre los lados, se puede también indicar elan-
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guio, esté aislado 6 no, por una letra 6 un namero, colo-
cado entre el vértice y diclio arco.

De manera, que el angulo de la figura 7, se puede de-
sighar de los siguientes modos: BAC, CAB, Aya.

Es evidente que la magnitud de un angulo no depende
de la de sus lados, que siempre se consideran prolongados
indefinidamente, sino es de su mayor 6 menor inclinacién
respectiva, 6 sea de la mayor 6 menor parte del plano
comprendida entre ellos.

17- Angulos adyacentes (Fg. 8) son los que tienen un la-
do comdn D C, y los otros no comu-
nes AC y CB, en linea recta. An-
gulas consecuiivQsson los que tienen
un lado comun; pero los otros no
estan en linea recta.

18. Una recta es perpendicu
u otra cuando forma con ella dos an-
gulos adyacentes iguales (Fg. 9), BAC=CAD, y estos
angulos se llaman rectos. Una recta
es oblicua & otra, si forma dos an-
gulos adyacentes desiguales. (Hg. 8)-

Teorem\i.

Por un punto de una recta no se puede trazar mas que
una perpendicular & esta recta. (Fig. 10)p

(*) En algtiniirR figuras preferiremos este Gltimo medio de indi-
cacion que creemos inas sencillo, y que facilita el xser pronto los
angulos designados en las demostraciones, trabajo que suele abur-
rir & muchos que empiezan el estudio de la Geometria.

(*~) Se llama teorema una proposicion cuya verdad se demues-
tra por medio de un razonamiento < raciocinio que constituye la
demostracion del teorema, hn la enunciacién de todo teorema pue-
den siempre distinguirse dos partes principales que son: \nhipote-
sisy la tesis 6 conclusion. La hipote.sls es lo que se supone en el
teorema, y la conclusion lo que se vd d demostrar. Asi, por ejemplo-.
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Siempre es posible trazar desde el punto A una recta
que forme dos angulos BAD y DAC, iguales entre si,
cuya recta sera perpendicular; pero cualquier otra recta
AE, formara evidentemente dos —
angulos BAE y EAC, mayor el
unoy menor el otro que un recto,

y por consiguiente (18), estarec-
ta sera oblicua. Luego,por unpun-
to de una recta, Scc.

Corolario, i**) Z)os angulos rectos, aungue no sean ad-
yacentes, son iguales. (Fg. 11)
En efecto, sean
los dos dngulosrec-
tosDACyD'A'C’,
superpongo la rec-
taBC,sobrela B'C',
lo que siempre es
posible (5) de ma-
nera que el punto r>. u.
A coincida con el A'; entonces la recta AD seguira la

contrp-éndonos al teorema enunciado, la hipétesis es tmpunto da-
do sobre una recta, y la conclusién que no se puede trazar mas ove
versa siempre sobre un supeio que
en este teorema es el panto. .
Para mas claridad, en este libro, se indican les hipo'tesis de su»
teoremas con distinto caracter de letra que las conclusiones.
t Fara fijar mas el enunciado de un teorema, conviene rene-
tirlo™al concluir su demostracion.
n ("o*olario, que quiere decir consecuencia, es una proposi-
¢ on que se deduce facilmente de otra. Asi es, que no hay diferen-
entre teorema y corolario, pues en la Geometria casi
toaos ICS teoremas son consecuencias de los ya demostrados, no
existiendo en rigor mas que un corto nimero de teoremasy siendo
toaos .08 demas consecuencias. Sin embargo, se ha convenido en
considerar como corolarios de cada teorema, aquellas proposiciones
gne de un modo inmediato, 6 con un raciocinio muy corto, se pne-
en demostrar. Los corolarios, o mismo que los teoremas, constan
de Hipétesisy conclusion, cuyas partes del enunciado van indicada»
con distinto caracter de letra en este libro. .

Ictio.— u [ 2]



direccion A'D'; porque desde un punto de una recta no
se puede trazar mas que una perpendicular & esta recta,
y por tanto, los angulos DAC y D'A'C’, seran iguales.

Teorema II.

Por unpunto tomadofuera de una recta no se puede
trazar mas que una perpendicular aesta recta. (Fig. 12)

Por el punto C siempre es posi-

ble trazar una recta CE, que forme

dos angulos iguales AEC, CEB

y que sea, por consiguiente, per-

pendicular 4la AB; pero cualquier

otra CD, que parta del mismo pun-

Fj. 2 to C, digo que esoblicua. En efec-

to, sila C D fuera perpendicular, haciendo girar la figura

C D E alrededor de A B hasta que se vuelva & colocar en

su mismo plano, la recta EC seguira la direccion EC",

porque por un punto de una recta no se puede trazar mas

que una perpendicular, y por igual razén la CD, seguira

la Direcciéon DC"'. Luego por los puntos Cy C' pasaran
dos rectas distintas, lo que es absurdo. \_Axioma 5.®3

19. Se llama angulo obtuso el que es mayor que un

4ngulo i'ecto, y angulo ayudo el que es menor que un
recto.

Teorema I11.

Ln suma de dos angulos adyacentes, es igual a dos an-
gules rectos, (fjg. 13)

Sean los dos angulos adyacen-
tes BAD y DAC. Trazo por el
punto A la perpendicular AE,
con lo que quedaran formados los

iti. 13 dos angulos rectos BAE y EAC.
Ahora vemos que 4 uno de los angulos propuestos le



sobra el angulo a para valer un recto, y que este mismo
angulo a le falta & su adyacente para valer también ua
recto; luego entre los dos valen tanto como dos angulos
rectos, que era lo que se queria demostrar.

Corolarios.

1.0 Lasuma de todos los angulos consecutivos que se pue-
denformar & un mismo lado de una
recta, es igual & dos rectos. (Fig.14)
Porque todos los angulos BAD,
EAD, EAP y CAE, equivalen &
la suma de los adyacentes BAD vy
DAC. Fig. IV.
2.0 La suma de todos los angulos consecutivosformados
alrededor de un punto, esigual & cuatro rectos. (Fig-15)
Pues si consideramos prolongada
-una de las rectas, por ejemplo, la
DA ,todoslos angulos consecutivos
formados & un mismo lado de DIlI,
valen dos rectos, y los formados al
lado opuesto otros dos angulos rec»

tos; luego, &c. «.

3. * Los cuatro angulos queforman una recta con otra
a la cual es perpendicular, son rec-
tos. (Fg. 16)

Pues siendo CE perpendicular a
D B, los dos angulos CADy CAB,
son rectos; luego sus adyacentes res-
pectivos DAE y EAB, lo seran
también. Fig. 18.
4. ® Todo angulo,”?, menorque dosangulos rectos. (Fg.17)
Porque si prolongamos uno de sus lado.s CA, por ejem-
plo, resultara otro angulo adyacente BA D,y este con el
=CAB, valen dos rectos. [Axioma 2.®]



20. Dos angulos son opuestos por el vértice cuando
lados del uno son prolongaciones de los del otro.

21. Dos angulos son comphn.entarios, cuando su suma
vale un angulo recto, y entonces cada uno se llama com-

plemento del otro.
22. Dos angulos son sup
rios, si sumados valen dos rectos, y
en tal caso cada uno se llama su-
plemento del otro. Los angulos ad-
s ir- yacentes son suplementarios.

23. Es evidente que dos angulos que tienen un mismo
complemento 6 nu mismo suplemento son iguales; por-
que les falta la misma cantidad para componer respecti-
vamente uno 6 dos angulos rectos.

Teorema IV.

Los anyulos opuestos por el vértice, son iguales. (Fig.18)
Los angulos BACyDAE, opues-
tos por el vértice, tienen por adya-
/ E cente al angulo o; luego tienen el
mismosuplemento, y por consiguien-

te, son iguales. (23)

#9. 18
Teorema V. [Reciprooo o 111]

S! la suma de dos angulos que tienen un lado comuny
jos otros & distinta region de esta rec-
ia es igual & dos rectos, estos angu-
los son adyacentes. (Fig. 19)

Si la suma de los dos angulos ABC
y CBD es igual & dos rectos, di-
fig. .9. go que BD es prolongacién de AB;f

(*) Se lIHinan reciprocos dos teoremas, cuando la hipétesis del
uno es la conclusion 6 tésisdel otro, y reciprocamente. Asilos teo-
remas |11 y V satisfacen & esta condicién, pues tenemos;
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pues si no lo fuera, podiamos trazar otra recta BE, que
lo fuese. En este caso tendriamos que
ABC+CBD = 2 rectos, por lahipétesis de este teorema.
ABC+CBE =2 rectos, segun el teorema II1.
luego CBD=CBE, lo que es absurdo. \ Axioma 2.°]

CAPITULO I1I.

RECTAS PARALELAS ENTRE Si.

24. Se llaman paralelas dos rectas situadas en un mis-
mo planoy que por mas que se prolonguen no pueden
encontrarse.

Teorema VI.

Dos recias perpendiculares & otra 'y que estan situadas
el mismo plano, son paralelas.

(Fig.20)
Si las dos rectas CD y EF, situa-

das en un mismo plano, son perpen-

diculares & la A B . por méas que se

prolonguen no se encontraran; pues

si se encontraran, desde el punto de fip. 20

union podrian trazarse dos perpendiculares ala recta AB,
lo que es im])osible. \_Teorema 11.]

25. Siados rectascualesquiera AB y CD (Fig.2l),eor-

Teobemi 111.— La mma de dos angulos adyacentes es igual &
do# reoto#.

Teobema V.— Sila sumade dos angulos que iienen u» lado co-
muny los oiros & distinta regién de esta recta es igual & dos rectos,
«ato# angulos son adyacentes.

(*) Hemos demostrado este teoremay el 11, por medio de lo
goe se llama reduccién al absurdo-, es decir, supoaieiido que no se
mverifica la conclusion del teorema y deduciendo de este supuesto
una proposicién evidentemente absurda, porque se opone & alguna
verdad ya demostrada, <§ como, sucede en este caso, & un nx'oma.
Este método demostrativo se emplea con frecuencia en los teore-
mas reciprocos 6 inversos; pero como indirecto que ca no puede cm-i
picarse en muchas ocasiones para otro# teoremas, y eii to.ios los ca-
<08 debe preferirse, & ser posible, la demostracion directa.
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ta otra tercera ET, que en este caso se llama secante (y
trasversal, formara ocho angulos. Los cuatro angulos 1,
2, 7y 8, se llaman externos, porque sus aberturas estan
fuera de la parte de plano comprendida entre las dos rec-
tas; y los 3, 4, 5y 6, internos, porque sus
aberturas comprenden dicha parte de
plano.
Considerados de dos en dos estos an-
gulos, se denominan:

1. ® Internos de un mismo lado de la
secante 3y 5, 4y 6.
2. ® Externos de un mismo lado de la
secantely 7, 2y 8.
3. ® Altemos-internos, los angulos internos cada uno a
un lado de la secante y que no son adyacentes: 3y 6, 4y 5.
4, ® Altemos-externos, los angulos externos cada uno a
un lado de la secantey que no sean adyacentes: 1y 8,2y 7.
5. ® Angulos correspondientes, son los que se hallan &

un mismo lado de la secante, uno interno y otro externo,
y que no son adyacentes: 1y 5,2y 6, 3y 7, 4y 8.

Postulado de Euclides.

Por un puntofuera de una recta, no puede trazarse mas
que una paralela 4 dicha recta. i*)

Teorema VII.
Unaperpendicular y una oblicua & una recta, si estan
en un mismo plaeio, se encuentran
prolongadas suficientemente. (F.21)
Si las dosrectas AByCD que
son respectivamente perpendicular
y oblicua a la EF, no se encontra-
FJ 58 decir, fueran paralelas, po-

(*) Postulado se llama nna verdad que se admite sin demos-
tracién y que no tiene, sin embargo, la evidencia de un axioma.



- 23 —
di-iamos considerar tirada desde el punto M una recta
C'D"', perpendicular a EF, la que seriatambién paralela
a4 AB [Tcoremo V I]; pero entonces tendriamos trazadas
por el punto M dos paralelas 4 la AB, lo que no puede
ser. \_Po8iulado de Euclides.®

Teorema VIII.

Sidos recias son paralelas, cualquier recia que cncuen~
iré & una de ellas, suficientemente
prolongada, encuentra & la otra.
(?ig-23)

Si la recta EF, que encuentra a
la A B en el punto m, no encontrara
ala CD, seria paralela & ellay se
podria,por consiguiente,por el pun-
to m tirar las dos rectas AB, (paralela por hipétesis a la
CD) y laEF, (por noencontrar 4laCD), lo que es absur-
do. [Posiulado de Euclides."\

Fii. a3.

Teorema IX.  [ReciprocodelV!]

Si dos rectas son paralelas, cual-
quier recta perpendicular & mia de
ellas, lo es & la otra. (Fg. $4)
Supongamos que la recta EF,
siendo perpendicular ala A B no lo
fuera & su paralela CD, entonces non

GrandiBimoB esfuerzos se han hecho para demostrar este poxfu-
lado que Euclides, sabio geémetra, no pudo confirmar de manera
rigorosa. Posteriormente se han dado varias demostraciones mas S
ménoR viciosaa, por lo que admitiremos esta verdad que, annque no
tiene el caracter de los verdaderos axiomas, In experiencia com-
prueba sencillamente. Para los que quieran estu diar la cuestion pro-
filndamente, sefalaremos los siguientes trabajos:

Teorias de las paralelas, por el coronel de ing. César Lambert.

Las paralelas sin postulado, por S. Cristian.

Jiemorias sohre la reforma de la Geometria, por M. G. Fauer»
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esta seria oblicua, y por consiguiente [TVoremaV I1], se
encontrarian, contra la hipdtesis que dice que son para-
lelas.

De este teorema resulta, que dos paralelas tienen sus
perpendiculares comunes.

Teorema X.

Dos rectasparalelas & otra recta, son paralelas entre si.
Crg.8)

En efecto,si AB y CD, son para-
lelas & la EF, considerando tirada
la recta P Q, perpendicular 4 EF,
lo sera & la A By también alaCD
\ Teorema | X ], luego las dos rectas

AB y CD, son paralelas \_Teorema V1.]

Teorema XI.

Dos rectas son paralelas:

1< Si cortadas por una secante los angulos alternos
internos son iytiales.

2. ° Si los angulos alteriios externos son iguales.

3. * Si los angulos correspondientes son iguales.

4. " Si los &ngulos internos de nn mismo lado de la se-
cante son suplementarios.

6® Si los angulos externos de un mismo lado de la se-
cante son suplementarios.

(=) Podiiunos haber considerado los teoremas V11, Vili y IX,
como corolarios del postulado de Euclidesj pero hemos creido méas
ojiortuno enunciarlos como teoremas.

(**) E«fe teorema tiene cinco y unasola conclusion, y
equivale, por con«it:uiente, & cinco teoremas con una conclusion co-
mun; de roa leraque podrian enunciarse: 1® Si dos rectas cortadas
por una secanteforman angulosalternos internos iguales, dichas dos
rectas son paralelas. 2® Si dos rectas cortadaspor una secantefor-
man angulos alternos externos iguales, dichas dos rectas son para-
lelas. Ac., &j. 2>0s ba parecido mucho més sencillo formar un sélo
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1.0 Si los angulos aj 1 (Pig. 26) son iguales, digo que
las rectas AB y CD son paralelas.Eu efecto,por el punto
medio O, de la recta FE, trazo una perpendicular MP
alaAB.y voy & demostrar
que lo sera también ala CD,
con lo que el teorema que-
dara demostrado [Teorema
V1]. Para ello hago girar
la figura OFP alrededor del
puntoO,en la direccién que
marca la flecha,y hasta que
O E coincida con su igual O F. En este caso, OP seguirala
direccion OM. porque los angulos en O son iguales por
opuestos por el vértice, y habiendo coincidido el punto
E con el F, la recta F P seguira la direccién E M, por su-
ponerse iguales los angulos a y a, luego el punto M coin-
cidira conel P, y por tanto, el angulo OP Fs=OME, que
es recto; luego la recta MP es perpendicular alas ABy
CD; luego estas son paralelas. \_Teorema V1.]

2.* Si los angulos alternos externos a y h (Fg. 27) son
iguales, lo seran también sus
opuestos al vértice cy rf, que
son alternos internos, y, por
consiguiente, las rectas se-
ran paralelas, [l.0]

3.0 Si los angulos corres-
pondientesajfi fueran igua-
les, como que a= c [TVore-
ma V], tendriamos que luego las rectas serian pa-
ralelas.

De una manera semejante y muy .sencillamente se de-

teoreniR, anteponiendo la conclnsion coman y desaues las hipéte-
sis distintas que constituyen los diversos casos. Tiimbieii se podria
haber formado ua teorema del primer caio y considcnir & los de-
mas como corolarios.



muestran los otros dos casos. Por reduccion al absurdo se-
ria facil demostrar que dos rectas no son paralelas, si no
satisfacen & alguna de las cinco hipdtesis de este teorema.

Teorema XI1I. [Reciproco del anterior.}

Si dos rectas son paralelas y estan cortadas por una
secante:
1.0 Los angulos alternos internos, son iguales.
2.0 Los angulos alternos externos, son iguales.
3.0 Los angulos correspondientes, son iguales-
4.0 Los angulos internos de un mismo lado de la secan-
te, son suplementarios.
5.0 Los angulos externos de un mismo lado de la secan-
te, son suplementarios.
1.0 Supongamos que AB y CD (Fig.28), son paralelas,
y vamos a demostrar que los
angulos alternos internos
son iguales. En efecto, si es-
tos angulos no fuesen igua-
les, por el punto m, podria-
mos tirar una recta A'B"’,
que formase con la CD an-
gulos alternos internosigua-
les; pero estarecta A'B’, seriaparalela ala CD [Teorema-
anterior, I-®],y como por el supuesto AB es paralela tam-
bién & la CD, tendriamos por un mismo punto m, traza-
das dos rectas paralelas a la CD, lo que esabsurdo. [P oi-
tulado de Euchdes.~\
De una manera enteramente igual se demuestran los
otros cuatro casos de este reciproco, apoyandose cada uno
en el correspondiente caso del teorema directo.}

(*) Este teorema tiene una hipétesis y cinco tésis, constituyen-
do en tocio rigor cinco teoreiaas con una bipcitesis comun. Se pue-
pen hacer sobre él iguales observaciones que sobre el anterior.
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Teorema XI1I11.

Dos angulos son iguales:

1. & Cuando tienen sus lados paralelos y dirigidos en el
mismo sentido.
2. ® Cuando tienen sus ladosparalelos y dirigidos en sen-

tidos opuestos.

1.0 Silas rectas AB y A'B"' son paralelas, asi como las
BCy B'C' (Fg. 29), digo que los angulosoye, son iguales.
Para demostrarlo prolongo la A'B'
hasta la BC y resultara que

anguloo=:angulo 6, por correspon-1

dientes entre paralelas.

angulo6=4angulo c,porigualrazon

Luegoanguloo:=angulo c, que éralo que'
se queria demostrar.

2.0 Si los lados de los angulos son paralelos; pero di-

rigidos en sentido inverso como en la (Fg. 30), prolonga-
dos los lados de uno cualquiera de ellos, tendremos:

c=J, por opuestos al vértice.
a—_c, por lo demostrado anteriormente.
Luego, 6=c.

Corolario. Dos angulos cuyos lados son paralelos, pero
que ambos no estan dirigidos en el mismo sentido ni en sen-
tido inverso, son suple-
mentarios. (Fig. &))

Sean los angulos oy d:
tenemos que aes igual &

c, segun el teorema aca-

bado de demostrar; pero

d es suplemento de ¢ {Teorema Il1], luego también lo
seré de su igual a.
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Escolio. Dos angulos que tienen sus lados paralelos,
son iguales 6 suplementarios.

Teorema XIV.

Dos angulos que tienen sus lados perpendiculares res-
pectivamente. son iguales 6 suplementarios. (Fig.31)

Supongamos que los
dos angulos ay «' tie-
nen sus lados perpen-
diculares. Para demos-
trar el teorema, levan-
temos por el punto B
una perpendicular BD
ala recta BC, y otra
perpendicular BE & la
recta BA: quedara asi
formado un angulo d, cuyos lados son i'espectivamente
paralelos & los del angulo a' \_Teorema V1]; luego estos
angulos dy a' sexau iguales 6 suplementarios. [Escolio
del teorema anterior.Pero los dngulos ?y o son iguales,
por tener el mismo complemento ¢; por consiguiente, los
angulos ay a’', son también iguales 6 suplementarios.

Escolio. Si los dos angulos son agudos, seran iguales.

Fi3 31

Teorema XV.

Si dos rectas se cortan, sus perpendiculares respectivas
también se cortan. (Fg. 32)

En efecto, siDE y FH que se
suponen perpendiculares respecti-
vamente & AB y CD, no se corta-
ran. serian paralelas, en cuyo caso
AB y B C serian también paralelasp

(=) Escolio quiere decir observacion 6 nota: sirve para indi-
car ia mayor 6 menor extension que puede darse & ua teorema, 6
las diversas maneras cou que puede enunciarse, su utilidad, &c., &c.
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[Teoremas IX y V1], lo que es contrario & la hipoétesis, y
por consiguiente absurdo.

CAPITULO 111.

DEFINICIONES DELOS POLIGONOS.-PRINXIPALES PROPIEDADES
DE LOS TRIANGULOS Y SU IGUALDAD.

26. Sel | ama u n a porcién de plano ABCDEF
(Fig. 33), limitado por varias lineas rectas que se cortan dos
a dos.

Lados del poligono son las par-
tes de rectas AB, BC, CD.... que
lo forman: vértices™ los ptmtos A,

B, C... en que los lados se cortan:

diagonales, se llaman las rectas

AE, AD....que unen dos vértices fiy. &
no consecutivos: perimetro es la

medida de todos loslados del poli-

gono, y contorno es la linea que-

brada que lo limita.

27. Los poligonos pueden ser
convexos 6 concavos.

Los caracteres de los poligonos Feg. 34
convexos, son los siguientes: 1*> Si se prolonga un lado
cualquiera ED (Fig. 33) todo el poligono queda & un lado
de esta recta. 2® Todas las diagonales AE, AD... son in-
teriores al poligono. 3®Una recta cualquiera m n, no pue-
de encontrar & su perimetro mas que el dos puntos m y n.

Los poligonos concavos, tales como el ABCDEF,
(Fig. 34) tienen caracteres opuestos. Asi vemos: |.®Q,ue el
lado CDprolongado divide al poligono en dos partes. 2®
Que la diagonal E C es exterior al poligono,y 3® Que la
recta ad encuentra al perimetro del poligono en los cua-
tro puntos o, b, c, d.



Los poligonos convexos son los Unicos que se estudian
en la Geometria elemental.

28. Es evidente que eonménos de tres lineas rectas no
puede limitarse una porcion de plano; por consiguiente,
el poligono de menos lados que puede existir es el irian-
gvtlo; el cual es necesariamente convexo y no puede tener
diagonales, porque todos sus vértices son consecutivos.
Aumentando el namero de lados resultan los siguientes

poligonos: ,
Ctiadrilatero.. 4 Eneagono .... 9
Pentagono...... 5 Decégono....... 10
Exéagono......... 6 Endecagono... 11
Egiagono........ 7 Dodecéagono... 12
Octégono........ 8 Eentedecagono. 15

Los demé&s no tienen nombres particulares y se enun-
cian con el nimero de sus lados; asi se dice poligono de
catorce lados, 6 de treinta, &c.

29. Un triangulo se compone de tres lados y de tres an-
gulos, que son los seis elementos que lo constituyen.

Teorema XVI.

Xdn lado cualquiera de un triangulo, es menor que la su-
ma de los otros dos'y mayor que su
diferencia. (Fig. 35)
En efecto, por ladefinicion de la
linea recta tenemos que AB < AC
-HBC, con lo que queda demostra-
da la primera parte del teorema.
n Ahora, por la misma razéon, AC
<AB+BC, de donde AC—BC<AB, 6 bien AB>
AC — BC.

COEOLABIOS.

1 ® Da suma de dos rectas que se cortan en un punto
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siéuado mire sus extremidades, es mayor que la suma de
las dos rectas que unen dichas extremidades. (Fig. 36)
Tenemos AO-}-OC>AC, vy
OD-]-O0B>BD. Sumando miem-
bro & miembro, resulta: AO+OC
--rOD-1-O B> AC+BD, y redu-
ciendo AB+CD>AC+BD.
2*% En todo triangulo si se unen n
las extremidades de un lado con un punto interior, la su-
ma de estas dos rectas es menor que la suma de los otros
dos lados del triangulo. (Hg 37)
Prolongando la recta A D basta
el punto E, tenemos, segun el teo-
rema demostrado:
AD+DE< AC+CE, y DB <
DE+EB. Sumando miembro & ar.
miembro: ADH-DE+ DB<AC-+-CE-hDE-}-EB.
Suprimiendo el sumando comin DE de ambos miem-
bros y reduciendo los dosBEy EC & su igual BC, resul-

ta finalmente, AD-}-DB <AC-t-BC, que era loque se
<jueriademostrar.

Teorema XVII.

La suma de los tres angulos de un triangulo, es igual a
dos angulos rectos. (Fig. 38)

Sea el triangulo ABC, por amo
de sus vértices C tiro una paralela
al lado opuesto A By prolongo el
lado AC.

Tendremos formados los tres an-
gulos consecutivos yBCA, cu-
ya suma es iguala dos rectos [~Teorema I11, corolario 1."]
Pero, observando que el BCA es el mismo angulo C del
tridngulo propuesto, que angulo i = angulo B, por alter-



nos internos entre paralelas, y angulo fl=angulo A, por

correspondientes entre las mismas, resultard que angulos.
m~+B-]|-C= 2 é&ngulos rectos.

Corolarios.

1.“ Elamjtdo exterior que resulta prolongando un lado
cualquiera de un triangulo, es igual ala suma de los otros
dos angulos no adyacentes. (Fg. 38)

Vemos, en efecto, que el angulo que resulta se compo-
ne de los dos angulos by a, que son respectivamente igua-
les 4 By A del tridngulo.

2.0 Un angulo cualquiera de un triangulo, es suplemen-
to de la suma de los otros dos. Esta consecuencia esinme-
diata de la propiedad que indica el teorema.

3.“ Sidos angulos de un triangulo son iguales respecti-
vamente a otros dos de otro triangulo, el tercer angulo del
primero, es igual ai tercer angulo del segundo; porque son
suplementos de angulos iguales.

Escolio. Un triangulo no puede tener sus tres angulos
obtusos, m rectos, ni dos rectos y uno obtuso, ni dos ob-
tusos y uuo recto, ni dos obtusos, ni dos rectos; porque en
cualquiera de estos casos la suma de sus tres angulos se-
na mayor que dos angulos rectos.

Teorema XV III.

Si desde un punto tomado en un lado de un angulo se
traza una perpendicular al otro lado,
esta caera dentro ¢ fuera del angu-
lo, seguin que este sea agudo U ob-
tuso. (Pig.39)

Sea, primeramente, el &nguloagu-

do BAC, si desde el punto m trazo

iV 3» la perpendicular mn al lado A C, es-

ta tendra que caer en un punto « del lado AC, pues si
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cayera en un punto tal como «' de su prolongacion D A,
quedaria formado un triangulo mA que tendria un
angulo recto en «' y otro obtuso en A, lo que es absurdo.

De igual manera se demuestra la segunda parte del
teorema.

Escolio. La perpendicular no puede suponci'se que cai-
ga en el punto A, porque entonces el angulo seria recto.

Teorema XIX.

Dos triangulos que tienen dos lados tespectivamente
iguales é igual el angulo comprendido, son iguales. (Fig.40)
Si tenemos AB=A'H",
AC=A'C',yademas A=A",
podemos superponer A C so-
bre su igual A'C',de manera
que los puntos A y C coinci-
dan con A' y C', encuyo ca-
so A Il seguird la direccion r,,.
A'B', y el punto B coincidird con B', coincidiendo por
consiguiente los tres vértices, y por tanto los tres lados y

os ries angulos de un triangulo, con los mismos elemen-
tos del otro. [Aj~ioma 4.0]

Teorema X X.

~Dos triangulos que tienen unlado igual adyacente & dos
angulos respectivamente iguales, son iguales. (Fg. 41)
ol tenemos AC=A'C",
y A“ A ,C=:C', podemos
superijoner, AC sobre su
igual A'C' de modo que
coincidan sus extremos; en-
tonces la recta A B seguira
la direccién AB', 1aCB la
direccion C'B', a causa de ser jguales los angulos, pero
Brito—\éraifiriam Il. f31 m
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en tal caso, B y B' se confunden y los triangulos son
iguales. [Axioma 4.®]

Escolio. Dos triangulos que tienen un lado igualy dos
angulos iguales, aunque no sean adyacentes los dos, son
iguales; pues teniendo dos angulos iguales, tienen los ter-
ceros también iguales.

30. Se llama bisectriz de un angulo la recta que divide
el angulo en dos angulos iguales.

Teorema XXI.

Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente igua-
les, pero el angulo comprendido por los dos lados del pri-
mero es mayor que el angulo comprendido por los dos la-
dos del segundo, el tercer lado del primer tridngulo es ma-
yor que el tercer lado del segundo. (Fig.48)

SiAB=A'B', AC=

A'C'; pero A<A', digo

que BC<B'C'. Hago

coincidir AC con su igual

A'C'. la recta AB se-

guirad unadireccion A'B"

interior al angulo A",

por ser A<A'. Siel

vértice B cayera en un punto de la recta C'B", el teore-

ina quedaba demostrado; pero supongamos que B cae en

iin punto exterior al triangulo (lo mismo se demostraria

.*1 cayese en un punto interior), y sea B" la posicién del

jmnto B, tirando las rectas A'B" y C'B", el tridangulo

A'B"C', serael ABCensunueva posicion. Ahora tiro

la bisectriz A'D del angulo B'A'B" y tendremos que los

<lo8 triangulos B'ADy DAB" son iguales. \_Teorcma
X1X], y por consiguiente B'D=DB".

En el triangulo C'DB" tenemos: C'D-|-DB">B"C",
<bien C'D-I-DB'> B'C’, 6en fin, B'C'> BC.



Teorema XXII.

Dob triangulos son iguales, cuando tienen sus tres lados
mrespectivamente iguales. (Fig. 43)

Supongamosque AH=A'B' AC=A'C'yBC=B'C/,
<juedarad demostrado cl teorema, si probamos que un an-
gulocualquieraA=A"' —

("Teor. X1X]. Supon-
gamos por un momen-
to que A*A'.Eneste
caso, BO;nirC'[Jeo-
»ecmcXXI], lo que es
contrario alahipotesis. - 43,

31. Se llama triangulo rectangulo, al que tiene un an-
guio recto. El lado opuesto & éste se llama hipotenusa, y
catetos los dos lados perpendiculares entre si que forman
dicho angulo recto.

Se llama triangulo ohiusanguh el que tiene un angulo
obtuso, y acuiangulo el que tiene sus tres angulos agu-
dos; los triangulos obtusangulos y acutangulos, por opo-
«icion a los rectangulos, se llaman oblicuangulos.

32. Los triangulos rectangulos tienen sus angulos agu-

dos complementarios, pues entre los dos valen tanto como
un angulo recto.

Teorema XXIII.

Dos triangulos rectangulos son iguales;

1 Si tienen iguales la hipotenusa 'y un angulo agudo.

2. % Si tienen iguales un cateto y un angulo agudo.

3. ® Si tienen los dos catetos iguales.

1 ® Si los dos triangulos rectangulos tienen sus hipo-
tenusas iguales y un angulo agudo, también seran igua-
les los otros dos angulos agudos, por complementarios de
angulos iguales, y por tanto tendran un lado igual y los
dos angulos adyacentes iguales. \_Teorema X X.]



2. ° Este caso estd comprendido también en elanterior»

3. « Si los dos triangulos tienen sus dos catetos igua-
les, tienen eyidenteraente dos lados iguales é igual el an-
gulo comprendido, y por consiguiente, son iguales. \ 2'eo-
rema X1X.]

Escolio general sobre la igualdad de los triangulos. Dos.
triangulos son iguales, en general, cuando tienen respec-
tivamente iguales tres de los seis elementos que los cons-
tituyen (29), siempre que entre estos baya un lado. Si
los triangulos son rectangulos, como por este solo becho.
tienen ya un elemento igual, bastard para su igualdad
gue tengan otros dos elementos iguales, siempre que en-
tre ellos haya un lado.

Teorema XXIV. RJ,IJC[DCHXXIJ

Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente igua-
lesy el tercer lado desigual, el &ngulo opuesto al mayor
lado, es mayor que el angulo opuesto al menor.

En efecto, si no fuese mayor este angulo opuesto al
mayor lado, seria igual 6 menor. Igual no puede ser, por-
gueentonceslos triangulos serianiguales[7(?ortf»?aXI1X],.
y por tanto, lo serian sus tres lados, lo que es contrario &
la hipoétesis: menor tampoco puede ser, porque entonces-
el lado que segun la hipotesis es mayor, seria menor
\_Teorema X X 1]; no pudiendo ser ni igual ni menor, es
necesariamente mayor.

33. Con relacion a la magnitud de sus lados, los trian-
gulos se denominan equilateros, isasceles y escalenos.
Triangulo equilatero es el que tiene sus tres lados igua-
les. iso6sceles si solo tiene dos lados iguales, y escaleno
cuando los tres lados son desiguales. En el triangulo isos-
celes se llama vértice el formado por los dos lados igua-
les y base el lado desigual.



- 37 —
Teorema XXV.

En iodo triangulo is6sceles los angulos opuestos & los la~
xlos iguales, son iguales. (Fjg. 44.)

Si tenemos A B=B C, digo que A=C; pues si tiramos
la recta BD que une el vértice B
con la mitad del lado opuesto AC,
los dos triangulos que asi resultan
ABD y BDC son iguales [ _Teore-
3ia XXI11], y por consiguiente,

A=C.
yiy. 4i.
Corolarios.

1. ® La recta que une el vértice de un triangulo isésceles
mcon la mitad del lado opuesto, es bisectriz del anguloy per-
pendicular a la base. Esta propiedad se deduce inmedia-
tamente de la igualdad de los triangulos ABD y DBC.

2. ® Todo triangulo equilatero, es equiangulo. En efec-
to, los tres angulos seran iguales por oponerse & lados
iguales. Cada uno de estos angulos sera igual a g de an-
:gulo recto. [Teorema XVII1.]

Teorema XXVI. [Fm'p(mﬂaten(]]

Si un triangulo tiene dos angulos iguales, sus lados
opuestos son iguales, (pig. 44.)

En efecto, si A=C, trazando la bisectriz BD del &n-
gulo B, los dos triangulos ABD y DBC seran iguales
\"Teorema X X]: y por consiguiente, los lados AB y BC.

-Corolario. Un triangulo equiangulo, es equilatero.

Teorema XXVII.
En todo triangulo, & mayor angulo, se opone mayor la-
¢0- (Fig.45.)
=Sujiuesto A > C, siempre sera posible tirar una recta



AD, que forme con la AC un angulo igual & C. Pero ecf
tal caso AD::r:DC \_Teor. antenor.~"

Ahora en el triangulo ADE, te-

nemos que AD-f-D13> AB. Susti-

tuyendo en vez de A D su igual

CD, tendremosque CD-f-DB> AB”"

6 bien CB> AB, que era lo que se-

Fig M. queria demostrar.

Teorema XXVIII. [Ra:ipumma]ena]

En todo triangiilo, & mayor lado,&B opone mayor angulo.

Si asi no fuese, se opondria un angulo igual 6 menor-
igual d&ngulo no puede oponerse, porque entonces los la-
dos serian iguales, lo que es contrario & la hipotesis: tam-
poco puede oponerse menor angulo, porque entonces di-
cho lado supuesto mayor, seria menor; luego, Scc.

Corolario. La hipotenusa es siempre mayor que cual-
quier cateto.

CAPITULO 1V.

PROPIEDADES DE LAS PERPENDICULARES, OBLICUAS
Y BISECTRICES.

Teorema XXIX.

La perpendicular trazada desde un punto & una recta®
es menor que cualquier oblicua. (Fg. 46.)
Siendo la AB perpendicular ala
, el angulo B del triangulo BAO*
recto, y por consiguiente, el an-
o C agudo; luego AC> AB [ Teo-
a XXVII], que era lo que se
ria demostrar.
scolio. Se llama distancia de un
pu B una recta, | erpendicular trazada desde estes




— 39 —
punto a dicha recta. Esta distancia es la linea mas corta
que se puede trazar del punto & la recto, segin se acaba
de demostrar.
El reciproco de este teorema es muy facil de demos-
trar, por reduccién al absurdo.

Teorema XXX.

Si desde un punto tomado fuera de unarecta se trazai>
varias oblicuas:

1. ® Las oblicuas que se apartan igualmente del pié de
la perpendicular., son iguales.
2. ® De dos oblicuas, la que mas se aparta del pie de la

perpendicular, es la mayor. (Fg. 47)
1®SiBC=CD los dos tridangulos
A BCy A CD son iguales [ Teorema
XXII1, caso 3.®]; luego AB=AD.
2.0 Si BC<CE, tomo & partir del
punto C, una parte CD=BC, y ten- IH
dremos por lo acabado de demostrar, que AB=AD.
Ahora en el tridngulo D AE el angulo eiiD es obtuso
por adyacente de uno agudo; por consiguiente, &ngulo 1>
del triangulo ADE > angulo E. Luego, \ Teor. XXV I1],
AE> AD, 6 bien AE> AB, que era lo que se queria
demostrar.

Teorema XXXI. [Rn'panhlmen(]’]

1. ® Si dos oblicuas son iguales, se apartan igualmente
del pié de la perpendicular.

2. ® Si dos oblicuas son desiguales, la mayor se aparta
mas del pié de la perpendicular.

1® Si no se apartaran igualmente del pi6é de la per-
pendicular, una se apartarla mas que la otra; pero enton-
ces no serian iguales \_Teorema X X X, 2@3>
surdo, por oponerse al supuesto.
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2.° Si la mayor oblicua no se apartai*a mas del pié de

la perpendicular, se apartaria lo mismo 6 menos que la

menor. Lo mismo no puede apartarse, porque entonces

las oblicuas serian iguales [*Teorema XXX, 1.®], lo que

es absurdo; menos tampoco puede apartarse, porque en-
tonces seria menor; luego, &c.

COEOLARIOS.

1° Entre un puntoy una recia, no se pueden tirar mas
que dos rectas iguales que unan dicho punto & la recta;
j)orque no pueden trazarse mas que dos rectas que equi-
disten del pié de la perpendicrdar bajada desde el punto
a la recta.

2® Dos triangulos rectangulos son iguales, cuando tie-
nen un cateto igual y la hipotenusa.

Teorema XXXII.

1. ® Todopunto de laperpendicular trazada & uvia recta
en su punto medio, equidista de los extremos de dicha
recta.

2. ® Todo punto exterior & dicha perpendicular, dista

desigualmente de los extremos.—
(Fgs™
I.® Sea el punto F, que esta en
la perpendicular DE trazada 6 la
AB en su punto medio C. Trazadas
rectas AF y BF, los dos trian-
gulos rectangulos AFC y CFB son
iguales, pues que el cateto C F es comun, y los catetos
A Cy CB son iguales por hipétesis; por consiguiente,
AF=FB.

2® Sea el punto M que esta fuera de la perpendicular:
trazando las rectas AM y BM y uniendo F con B; por
lo demostrado anteriormente tendremos que AF=FB.
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Ahoraen el triangulo HFM tendremos [Teorema X V],
que BF-{-FM>MB, 6 bien AF-hFM = AM> Mb/
que era lo que se queria demostrar.

Teorema XXXTII. Wp(m(ﬂam(ﬂ

1. * Todo punto equidistante de los extremos de una rec-
ia, pertenece & la perpendicular levantada & ella en su
punto medio.

2. ® Todo punto no equidistante de los extremos de una
recta, tio pertenece aia perpendicular levantada aella en
su punto medio.

1. ® Si el punto en cuestion no perteneciera a la per»
pondicular levantada en su punto medio, no equidistaria
mck los extremos [Teorema XXXI11, 2], lo que es absur-
do por oponerse al supuesto.

2. ® Si el punto perteneciera a la perpendicular, equi-
distaria de los extremos [Teorema XX XI1, l.0], lo que
no puede ser, por oponerse al supuesto.

34. Regla general para demostrar los teoremas recipro-
cos por reduccion al absurdo. La mayor parte de los teo-
remas reciprocos pueden demostrarse por la reduccion al
absurdo, es decir, suponiendo que la conclusién del teore-
ma no es cierta y deduciendo de aqui una conclusién con-
traria & la hipotesis.

Asi hemos demostrado los teoremas IX, XII, XXIV,
XXVI, XXXy XXXIII.

han los teoremas reciprocos que sucesivamente se enun-
cien no pondremos demostracion cuando ésta se funde en
la regla que antecede.

35. Segln el teorema acabado de demostrar, todos los
puntos de la recta D E perpendicular ala A B ensu pun-
to medio C, satisfacen a la condicion de equidistar de los
extremos A y B, propiedad exclusiva & dichos puntos, se-
gun el segundo caso del mismo teorema; por consiguien-
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te, dicha perpendicular constituye el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de los extremos de la recta AB.
En general se llama lugar geométrico”™ la reunion de todos

los puntos que satisfacen & una 6 Yarias condiciones co-
mufies & todos ellos.

Teorema XXXIV.

Si una recta tiene dos puntos equidistantes de los extre-
mos de otra, es perpendicular 4 ellay ladivide en dos par-
tes iguales. (Fig. 49.)

En efecto, si A y B equidistan de Cy
D, los dos puntos A y B pertenecen ala
perpendicular levantada a la recta CD
en su punto medio [teorema XXX I11],
y como por los dos puntos A y B no
pueden pasar dos rectas distintas, esta
recta AB se confundira con la perpendi-

Fg 4 cular.

Teorema XXXV.

Las tres perpendiculares levantadas por los puntos me-
dios de los tres lados de un triangulo,
concurren en un mismo punto que
equidista de los vértices. (Fg. 50.)

Las dos perpendiculares DO y

FO concurriran siempre [~Teorema

XV]. Ahora larectaOA=0C, por

ser O un punto de la perpendicular

OF, y OC=0B, por ser O un punto de la perpendicular
DO; luego OA=0C=08B.

Pero, si OA=0B, la perpendicular levantada en el

punto medio E de la recta BA pasara por O. [Teorema

XXXII1].
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Teorema XXXVI.

1.0 Todo punto de la bisectriz de un angulo, equidista
de los lados del angulo. (Fig.51.)
2.“ Todo ptinto interior & un anguloy gue no esta en la
bisectriz, uo equidista de los lados del angulo. (Fig.51)
10 Sea el punto M perteneciente ala bisectriz A M del
angulo CAI3. Bajando las distancias 6 perpendiculares
\_Escolio del teorema X X1X] MF y
M Ilalos dos lados AB y AC, que-
daran formados los dos triangulos
rectangulos IIM A y MAF que
tienen la hipotenusa AM comun y
los angulos agudos en A iguales
por construccién, luego son iguales >
\JTeorema X X 111], y por consiguiente M1l = MF.
2.« Si el punto M esta (Fg. 52) fuera de la bisectriz, ba-
jo las perpendiculares ML y MG
a los lados del angulo; y desde el
punto F en que esta ultima corta
a la bisectriz, tiro laF 11 perpen-
dicular al lado AC, trazando ade-
mas la recta I1IM.
Segun el caso 1O HF=FG. n
Ahora en el tridngulo IIM F tendremos:

 HF-fFEM>HM 6 bien GF+ FM=MG>IIM.

Pero AIL es perpendicular, y por consiguiente menor
que HM. Luego si M G> HM, con mucha mas razén
MG> LM.

Escolio. Segun las magnitudes del &ngulo, puede ocur-
rir que la perpendicular MG ("Hg 55) al lado AB, caiga
en el vértice A, 6 en la prolongacién de la recta A B; pero
en estos casos la demostracién es evidente, segun el teo-
rema XI1X.
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Teorema XXXVII. [Rdpuodataiai

1.° Todo punto equidistante de los lados de un angulo,
pertenece & la bisectriz del angulo.

2.0 Todo punto no equidistante de los lados de un an-
gulo, no pertenecedalabisectriz de dicho angulo.

Se demuestra este reciproco por la regla del n.o 34.

Escolio. La bisectriz de un angulo es el lugar geomé-
trico (35) de los puntos equidistantes de sus lados.

Teorema XXXVIII.

Si una rectapasa por el vértice de un angxdo y tiene un
punto equidistante de sus lados, dicha recta es la bisectriz.

En efecto, el punto equidistante pertenece & la bisec-
triz {\.° del teorema anterior)-, luego la recta tiene dos
puntos comunes con ella (el del vértice y el equidistante
de los lados), y por tanto se confunde. [Axioma 5.0]

Teorema XXXIX.

Zas tres bisectrices de los tres angulos de un triangulo,
se encuentran en un punto que equidista de los tres lados
del triangulo (Fg.53)

Dos de las bisectrices, A O, OC,
desde luego se encuentran en un
punto, pues si no serian paralelas
y entonces la suma de los angulos
que forma con AC valdria dos rec-
tos, lo que es absurdo; pero el pun-

to O en que se encuentran las dos bisectrices AO y OC,
equidista eyidenteracnte de los tres lados dcl triangulo
[~Teorcma X XXV 1], luego las distancias UF, OD, OE
del punto O & los tres lados son iguales, y por tanto, te-
niendo O un punto equidistante de los lados del angulo
B, la bisectriz de este angulo pasara por O; con lo que
el teorema queda demostrado.
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CAPITULO V.

CUADRILATEROS.

36. Sollama trapecio un cuadrilatero que tiene dos la-
dos paralelos y los otros dos no (Fg. 54). Paralelégramo
es un cuadrilatero que tiene sus lados opuestos paralelos.
Rombo 6 losange es un paralelégramo que tiene iguales
sus cuatro lados. Rectangulo es un paralelégramo que tie-
ne sus angulos rectos, y cuadrado se llama si el rectangu-
lo tiene todos sus lados iguales.

Figura 51.

Teorema XL.

La suma de los cuatro angulos de un cuadrilatero, es
igual & cuatro rectos. (Fig.55)

En efecto, cualquiera que sea el
cuadrilatero, tirando una diagonal
B D, quedaradividido cu dos trian-
gulos ABD y DII C, cuyos angulos
evidentemente valen tanto como
los del cuadrilatero. Pero sabemos [Teorema XV 1], que
la suma de los angulos de \in tridngulo vale dos rectos, y
por consiguiente, la suma de los angulos del cuadrilate-
ro es igual & cuatro rectos.

Corolario. Si dos angulos de un cuadrilatero son rectos,
6 valen dos rectos, los otros dos son suplementarios. Esto
se deduce inmediatamente del teorema.

Teorema XLI.

Lios paralelagramos que tienen un angulo igualy los
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lados que lo forman iguales, son iguales. (Fig.56)
Si tenemos AB= A'B', AD=:A'D'y A=A", podre-
mos hacer coincidir los angulos iguales. En este caso, el
punto B coincidiria con
B'yelpuntoD conD ';
pero entonces la BC se-
guira la direccién B'C'
[ Postulado de Eucli-
des], por igual razén la 1)C seguirala direccion D'C', y
por tanto, confundiéndose también los vértices Cy C', los
dos paralelégramos son iguales. \_Axioma 4.<}
Corolario. Dos rectangulos que tienen dos lados conse-
cutivos, respectivamente iguales, son iguales.

Teorema XLII.

En todo paralelégramo, los lados opuestos son iguales y
los &ngulos opuestos también. (Fg. 57)
1® Trazando la diago-
.nal BD, resultaran dos
tridngulos ABEy DBC,
que tienenel lado B 1) co-
mudn, los angulos 1y 2
igualespor alternos inter-
nos entro las paralelas
AD y BC, y los angulos
3y ~iguales por alternos internos entre las paralelas
AB y CD; por tonto, dichos tridngulos son iguales \Teo-

(=) En alonas figura«, como se indica en la 56, para llamar
mas la atenciéon del alumno, las lineas $angolos sobre que versa la
hipétesis, las marcaremos con lineas de trazos paralelas & las rec-
tas, 6 con arcos que abracen los angulos. Estas indicaciones nos
ahorraran, en algunos casos, el tener que sefialar antes de empe-
zar la demostracion, los puntos de la figura que se mencionan en
los teoremas; puesya se habra podido notar que, buscando siempre
la mayor claridad, no hemos querido intercalar en el enunciado las
letras que marcan las partes de las figuras.
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yema X X]. De la igualdad de los triangulos ADD vy
BDC, resulta:

AB = CD, BC= Al), A=:C, angulos 1-j-3= angulos 2-]-4,
6 bien Hr=D.

Escolio. Puede enunciarse este teorema: J.aspartesde
paralelas comprendidas entre paralelas, son iguales.

Teorema XLIII. [Fmp’[m(ﬂa’m(ﬂ

Si un cuadrilatero tiene lados opuestos iguales,”™ stos
lados son paralelos. (Fig. 57)

En efecto, si AB=CD y BC=XD, trazando la dia-
gonal BD, los dos triangulos A BD y B D C seran iguales
[*Teorema X X 11], y por consiguiente, angulo 1=angu-
lo 2y angulo 3=angulo 4. En euyo caso los lados opues-
tos son paralelos \_Teorema X1, I.0]

Teorema XLIV.

Si dos lados opuestos de un cuadrilatero son iguales 'y
paralelos, los otros dos también lo son. (Fig. 58.)

En efecto, tirando la dia-
gonal BD.los dos triangulos
ABI1) y DBG tienen:

El lado BD comdn.

BC=AD, por el supuesto.

Angulo I=adngulo2, por
alternos internos entre para-

fig. &

Luego, dichos triangulos son iguales \ Teorema X I X],
y por consiguiente:

AB=C1), angulo ABD=BDC, y por tanto AB
paralela 4 CD. [Teorema XI, l.0]

Corolario. Si una recta une lospuntos medios de los la-
dos de unparalelégramo, es paralela a los otros dos lados.
Esto se deduce evidentemente del teorema.
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Teorema XLV.

Las diagonales de un paralelégramo, se cortan mutua-
mente en partes iguales. (Hg. 59.)
Los dos triangulos A OD y BOC son iguales por te-
ner: AD=BC angulo I=angulo 2, por alternos internos
entre paralelas, y los angulos
en Oiguales por opuestos por
el vértice. \ Teoretna X I1X].
De la igualdad de dichos
triangulos se deduce:
AO=0C y DO=()B.
k., bu 37. El punto O en que se
cortan las diagonales, se llama centro del paralelégramo.

Teorema XLVI.

Las diagonales de un rombo, se cortan en angulo recto
y en partes iguales. (Fig. 60.)

En efecto, siendo todos los lados igua-
les, los puntos A y B equidistan de los
puntos D y C; luego larecta A B es per-
pendicular alaDC [ Teorema X XX 1V],
y la divide en dos partes iguales. Tam-
bién la DC es perpendicular dla AB y

. la divide en dos partes iguales.
Escolio. El rombo siendo unavariedad del paralelégra-
mo, tiene todas las propiedades que caracterizan & este.

Teorema XLVII. [FH]'p(IIHeIantder]

Si las diagonales de un cuadrilatero se cortan en angu-
lo recio y mutuamente en partes iguales, la figura es un
rombo. (Hg 60.)

Porque entonces los cuatro triangulos AOD, A OC,
BOD y BOC son iguales \_Teorema XXII1, 3.»], y por
consiguiente, AD=AC=CB=BD.
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Teorema XLVIII.

Las diagonales de un recia7igulo, son iguales, (pig. gj)

Los dos triangulos ACD y BCD
son rectangulos y tienen el cateto
CD comun y los catetos AD vy
BC iguales por lados opuestos de
paralelégramo; por consiguiente,

A C = DB, que era lo que se que-
ria demostrar. h, oi.

Escolio 1,® Siendo el rectangulo una variedad del para-
Iclégramo, tiene todas las propiedades que & este cuadri-
latero caracterizan.

Escolio 2.0 EIl reciproco de este teorema es cierto.

Teorema XLIX.

Las diagonales de un cuadrado, seniguales y se cortan
en angulo recto. (Hg. 62)
En efecto, por tener sus lados
iguales, los puntos Cy A equidistan
de los B y D; luego, las diagonales
se cortan en angulo recto. Ademas,
por ser rectos los angulos del cua-
drado, los dos triangulos ADB y mi- @
ADC son iguales, luego AC=BD.

Teorema L.

7sli todo trapecio la recta que une los puntos medios de
los lados no paralelos es: 1.« paralela & las bases. 2.» igual
asu semi-suma. (Fg.63)

1 Trazamos por el punto F laparalela N M al lado AC
del trapecio, y prolonguemos AB hasta que encuentre en
M adicha paralela. Los dos triangulos BMF y FND
tienen los angulos en F iguales por opuestos por el véiti-

STWO.— JluHmértctti. It L~ 1



ce, el lado BF igual al FD por construcciou, y el angu-
lo I=angulo 2, por alternos internos entre las paralelas
AB y CD; luego, estos
triangulos son iguales.
ATeorema X X.]
De laigualdadde dichos
tridngulosBMF yFND,
se deduce:

ITM=ND y FM=FN.

Ahora, el cuadrilatero AMNC es un paralelégramo,
porgue tiene sus lados paralelos de dos en dos, y la recta
EF que une los puntos medios de dos lados opuestos, es
paralela kigual AAM y CN. {Corolario del teor. XL1V.]

a." Siendo la recta EF igual 4 lasAM y CN, tendre-
mos: EF= AB+ BM y EF==CD — ND, de dondesu-
Tuando estas dos igualdades y teniendo presente que
BM — ND, por lo que ptieden suprimirse en la suma, por
tener signos contrarios, resultara:

2EF = AB-|-CD,
'm bien EF; AB-bCD , que éralo que se queria demostrar.

Es muy féacil demo.strar el reciproco de este teorema,
npoyandose en el postulado de Euclides.

Escolio general sobre los cuadrilateros. Las propiedades
<lel trapecio las tiene el paralelégramo, porque éste satis-
face & la condicion de aquel de tener dos lados paralelos;
las del trapecioy el paralelégramo las tiene el rombo y el
aectangulo; las de todas las especies de cuadrilateros lasp

(*) Hubiera sido mas lagico, atendiendo a las diversas espe-
e-es de cuadrilateros, comenzar por las propiedades del trapecio,
«iruiendocon las del paralelégramo, rombo, rectangulo y cuadra-
do, de no ex'stir la dificultad de demostrar el teorema b antes de
t.eder demostradas las propiedades de los paralelagramos.
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ijposee el cuadrado que es trapecio, paralelégramo, rombo
rectangulo; porque satisface a las condiciones caracte-
risticas de definicion que hemos dado (36) de estos cua-
drilateros.

CAPITULO 1V.
TROPIEDADES GENERALES DE LOS POLIGONOS CONVEXOS.

Teorema LI.

Todo poligono puede descomponer en tantos triangulos
como lados tiene menos dos. (Fg.64.)

Si desde el vértice A, por ejem-
plo, se trazan todas las diagonale.s
eposibles, vemos que cada uno de los
triangulos extremos AFE y ABC
€n que el poligono queda dividido,
Jibraza dos lados y uno solo cada v
uno de los demas; luego si llamamos n al nimero de la-
bios del poligono, n—2 representara el niamero de trian-
gulos en que quedara descompuesto.

38. Se llama poligono regular al que tiene todos sus la-
dos y angulos iguales. El tridngulo equilatero y el cua-
drado, son poligonos regulares.

Teorema LII.

La suma de iodos los angulos de un poligono convexo,
es igual & tantas veces dos rectos como lados tiene me-
nos dos.

Acabamos de demostrar que n—2 es el nimero de
triangulos en que puede descomponer un poligono, trazan-
do todas las diagonales posibles desde un vértice. Es evi-
dente que la suma de los angulos de estos triangulos es
igual ala de los angulos del poligono (Fg 64), pero los an-
gulos de cada triangulo valen dos rectos, luego la suma
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de todos los angulos del poligono, sera tantas veces dos-
rectos como lados tiene menos dos.

Si llamamos R el valor del dngulo recto, tendremos que
esta suma estara expresada por 2R (n—2)=2 Rn 4R
siendo n el namero de lados del poligono.

Corolario. La suma de los angulos de un poligono con-
vexo es siempre un nimero par de angulosrectos. Esto se
deduce inmediatamente de la formula 2 R (n- 2), que tie-
ne por factor al 2 R.

Escolio 1.® Dando valores numéricos an enla féormula
antedicha, se obtendran los valores de la suma de los an-
gulos de cualquier poligono. Haciendo n= 3 y n=4, se-
detcrmina el valor de la suma de los angulos de un trian-
gulo y de un cuadrilatero, cuya suma sabemos que es igual
respectivamente 4 2 y 4 4 rectos.

Escolio 2® Si el poligono es regular, como todos los
angulos son iguales, el valor de uno estara expresado por

2 R(n—2) jj gl nimero de lados,
n

Teorema LUI.

La suma de todos los angulos externos que resultanpro-
longando en un mismo sentido los lados de unpoligono con-
vexo, es igual a cuatro rectos- (F.65)

Al prolongar todos los lados, se

vé que en cada vértice quedan for-

mados dos angulos, uno interno (el

del poligono) y otro externo, cuya

suma vale dos rectos. {"Teorema

Fge& 111]. Por consiguiente, la suma de

todos los angulos del poligono y la de los externos sera
2 R n, siendo R el valor de un recto y n el nimero de
lados. Restando de esta suma la de los angulos internos,
tendremos por residuo el valor de los externos. Pero efec-
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tuando la resta, vemos que

Suma d« toa inguloa
del poligono.

2Rn__(2R?t—4R)=4R, sumade los angulos externos.

Corolario. Ningun poligono convexo puede tener mas de
tres angulos agudos; pues si los tuviere, sus adyacentes
eexternos serian obtusos y su suma valdria mas de cuatro
xectos, lo que es absurdo.

Teorema LIV.

El niimero toial de diagonales que pueden trazarse des-
de un vértice de un poligono convexo de n lados, es igual
a n—3. (Fij. 66.)

En efecto, desde el vértice A,
por ejemplo, pueden tirarse diago-
nales & todos los demas, menos &
los adyacentes B y F; luego el nu-
mero sera igual a n—3.

Corolario. Elniimero toialdedia-
ffonales posibles distintas que pueden trazarse en u)ipoligo-

no convexo, es igual & (Fg. 66.)

Segun el teorema, desde cada voértice se pueden trazar
n—3 diagonales, luego desde los n vértices del poligono
de n lados, se podran trazar n(n—3). Pero observemos
que asi se trazara dos veces cada diagonal; porque si A C,
por ejemplo, es una diagonal trazada desde el vortice A,
al llegar al vértice C trazaremos la CA que evidentemen-
te se confundiracon ella, y como lo mismo podemos decir
de todas las demas, deducimos, en conclusién, que — n
expresaelnimero de diagonales distintas que pueden tra-
zarse en un poligono.

Escolio. Haciendo aplicacién de esta formula para el
<iasode n=3, esdecir, para el tridngulo, vemos que se re-
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duce su valor & cero, esto es, que el triangulo no tiene dia-
gonales, lo que por otra parte es evidente.

Teorema LV.

Dos poligonos se confunden, si sus vértices coinciden.-

Esta proposicion es casi evidente, pues coincidienda-
los vértices se confundiran sus lados, angulos, y la parte
de plano circunscrita por los poligonos.

Corolarios.

1.0 Dos poligonos reg”tlares de un mismo nicmero de la-
dos son iguales cuando tienen un lado igual.

2.0 Dos poligonos son iguales, si se componen del m G-
mo numero de triangulos iguales é igualmente dispuestos.

LIBRO II.

FIGURAS CIRCULARES Y SUS COMBINACIONES-
CON LA LINEA RECTA.

CAPITULO 1.

CUERDAS SECANTES Y TANGENTES.

39. Es evidente que dos circunferencias de igual radio-
son iguales (13), y por consiguiente que se pueden hacer
coincidir, para lo que bastara que sus centros coincidan..

Teorema LVI.

Una recia no puede cortar & una circunferencia maR
que en dos puntos.

Siadmitiéramos por un momento que la recta cortase en.
tres puntos & la circunferencia, tirando radios & dichos tres-
puntos,tendriamos tres rectas iguales(13) trazadas desde-
un punto & una recta, lo que es absurdo. [Teor. XXXI.



Escolio. La circunferencia es una linca convexa.

Teorema LVII.

E | didmetro es mayor que cualquier otra cuerda. (P. 6")
Trazando & las extremidades de
la cuerda AB los radios AO y OB,
tendremos que AOH-OB>ABY
como AO+OB=CD, también
sera CD> AB.
Fij. 07.
Teorema LVIII.

Por tres puntos que no estén en linea recta puede pasar
una circunferencia y no puede pasar mas que una. (F. 68)
Uno los tres puntos A, B y C por medio de las rectas
AB y BC, y en sus puntos medios levanto las dos per-
pendiculares DO y KO. El
punto O deunién de estas per-
pendiculares [TVoremfliXV y
XXX 11], equidista de los pun-
tos A, By C: luego la circun-
ferencia trazada desde O como
centro y con un radio igual a
O A pasara por los tres puntos
dados. Hlomt

Ahora, cualquier otra circunferencia que pase por di-
chos tres puntos tendra por centro O y por radio OA,
luego se confundira con ella. (39)

Corolario. Dos circunferencias no pueden cortarse mas
que en dos puntos, pues si se cortaran en tres se confun-
dirfan, segin acabamos de demostrar.

Escolio. Hemos visto que tres puntos determinan la po-
sicion y magnitud de un circulo; pero es indispensable
que no estén en linea rechi; pues si estuviesen en Unen
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recta no podi-ia pasar por ellos una circunferencia. [TVo-
rema LVI].

Teorema LIX.

Todo diametro divide aia circunferenciay al circulo en
dos partes iguales. Pues si al doblarla figura por el dia-
metro no se superpusiesen las dos partes en que el circu-
lo y la circunferencia quedan divididos, habria algin
punto de ésta que distaria mas del centro que otro, lo que
es absurdo, segin la definicién de la circunferencia.

Teorema L X .

TU radio 6 diametro perpendicular & una cuerda la di-
vide en dos partes iguales asi como a los arcos que ella
subtiende, (fij. 69)

Si consideramos doblada la figura por el diametro OD,
la recta K Bseguira la direc-
cion EA por serOE perpen-
dicular 4 AB [Teoremo 1], y
el punto A coincidira con B
\"Teorema L I X ];luego

Recta AE=recta EBi
AC=arco CB

AD=arco bd'
fip 6"

Escolio. liU recta CD satisface a las condiciones si-
guientes: 1* Ser perpendicidar a A B. 2a Pamrpor el
centro del circulo. 3.“ Dividir en dos partes iymles al ar-
co ACB. 4* Dividir en dos partes iguales al arco ADB.
6.* Dividir en dospartesigualesalacuerdaX'R.ComodiO”"
de estas condiciones bastan para fijar la posicién de la
recta CD, y las otras tres serian propiedades demostra-
bles por ser ciertas y relacionarse todas entre si; podran
establecerse tantos teoremas como combinaciones binarias
jmeden hacerse con cinco cosas, que por el algebra so
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«abe que son

S—XL i0 teoremas distintos.

40. Se llama tangente & una circunferencia la recta que
s6lo tiene un punto comun con ella, cuyo punto es el de
contacto: y se denomina secante una cuerda prolongada
fuera de la circunferencia.

La tangente puede considerarse como el limite de una
secante cuyos dos puntos de interseccion con la circunfe-
rencia se unen para constituir un elemento comudn; por-
que si consideramos que la secante A 11 (Hg. 70) gira alre-
dedor del punto de in-
terseccion A en el sen-
tido que la flecha indi-
mca, ird tomando las po-
siciones AB'. AB",

AB”, &cc.,ysu otro pun-

to de interseccion va-

riable ird tomando las

posiciones a', o", o*, ‘of i

&c., que se van ajiroxiniando al A; luego habra una cier-
ta posicion tal que los dos puntos se toquen, en cuyo ca-
so la secante se convertira en la tangente TT".

Teorema LXI.

La perpendicular al radio en
el punto que éste corta a la cir-
cunferencia, es tangente & esta
circunferencia. (Fig. 71)
Siendo la OC perpendicular
4 la AB sera la mas corta dis-
tancia desde el puntoOalarec-
ta AB ["Teorema XX 1X],luego
(=) En los ejercicios que para uso de los alumnos ponemos al

fin de Ix Qeoraetria plana, vau indicados los enunciados de algu-
nos de estos diez teoremas.
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otro punto cualquiera D tomado en ella, distara del cen-
tro mas de un radio, y por tanto estara fuera del circulo”
luego la recta A B no tiene méas que el punto C comun
con la circunferencia, por lo que es tangente, siendo C
el punto de contacto.

Teorema LXII. [Féu'p’unﬁa’ma]

La tangente < una circunferencia, es perpendicular al
radio del punto de contacto. (Fg 71)

Pues si A B es tangente en el punto C, éste punto dis-
tard menos del centro que cualquier otro de la recta AB,
por lo que elradio OC sera la recta mas corta que puede
tirarse desde el centro & la recta AB, y por tanto, per-
pendicular & ella. [Teorema XX 1X].

Corolario. Por un punto de una circunferencia, no se
puede tirar mas que una sola tangente; porque por un
punto de una recta no se puede trazar mas que una sola
perpendicular. {Teorema 1.]

Escolio. Se llama normal k una curva la perpendicular
a la tangente en el punto de contacto. En la circunferen-
cia la normales siempre el radio.

Teorema LXIII.

Los arcos de una misma circunferencia comprendidos
entre recias paralelas, son
iguales, (Fig.72)

Pueden suceder tres ca-
sos: 1® Que las rectas sean,
dos cuerdas. 2.° Que sean
una cuerda y una tangente.
3® Que sean dos tangentes.

1® Si trazamos el diame-

. tro perpendicular & una de
dichas cuerdas MN, lo sera & su paralela Gil. Ahora, se-



gun el teorema L X, tendremos que

Arco AR=arco BR y arco CR=arco DR.
De donde restando estas dos igualdades, arco AR—arco CR=

arco BR—arco DR, 6bien arco AC= arco BD.
2. “ Si es paralela la cuerda M N a la tangente PQ, en-
tonces siendo el diametro perpendicular a la tangente en
el punto de contacto L y & su paralela M N en el punto
medio, se deduce inmediatamente [Teorema L X]
arco LA=arco LB.

3. ® Si las rectas paralelas son dos tangentes PQ y EF,
sus puntos de contacto estaran en las extremidades de un
mismo diametro [Teorema 1X], y por tanto

arco LAR = arco LBR. [Teor. LIX]

Teorema LXIV.

En un mismo circulo 6 en circulos iguales: 1® Si dos
arcos son iguales, también lo son sus cuerdas. 2® Si dos
arcos son desiguales y menores que meédia circunferencia,
a4 mayor arco corresponde mayor cuerda. (Fig. 73)

1. ®Si el arco AB=arco CD.

por el punto medio E del arco
AC trazo el diametro EFy con-
sidero doblada la figura por él.
En este caso el punto C coinci-
dira con A (por la construccién)
y el punto B con el D, por el
supuesto, luego [A jionia 5.®)

cuerda Agz= cuerda CD .

2. ® Supongamos que arco Ali>arco CD. A partir del
punto A tomemos un arco A B = arco CD, en cuyo casop

(=) Si los arcos estan en circulos iguales, pueden hacerse coin-
cidir dichos circulos.
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mcuerda AB = cuerda CD. Si trazamos los radios OA.OB
y OH, los tridngulos AOBy AOH tienen dos lados igua-
les por radios, pero el angulo AOB<AOH, luego

recta AB= CD< recta AH [TVor. XX1.]

Teorema LXV. [Reciproco del anterior]

En un mismo circulo 6 en circuios iguales: 1 vi cuer-
das corresponden arcos iguales. 2.M mayor cuer-
da™ corresponde mayor arco.

(Demostracioén por la regla general del n.t>34.)

Teorema LXVI.

En un mismo circulo 6 en circulos iguales; 1.” Dos
cuerdas iyuales, equidistan del centro. 2® La mayor de
dos cuerdas, dista menos del centro que ia menor. (Fig. 74)

1.° Sean las cuerdas AB=CD.

Trazo las perpendiculares ¢

distancias OF y OH desde el

centro a cada una de ellas, y

los radios OA y OC. Los dos

triangulos rectangulos OFA y

OCII son iguales, por tener las

hipotenusas OA=0C, por ra-

i, 4 dios, y los catetos AF=CH,
por mitades de cuerdas iguales ["Teorema L X]. Luego

distancia 0 F= distancia OH.

2® Supongamos que la cuerda AE > cuerdaCD, y va-
mos & demostrar que OL < OH. Paraello trazamos apar-
tir del punto A la cuerda AB=CD, que abrazara nece-
sariamente un arco A B <arco A E [ Teorema anterior'] yp

(=) Si son arcos menores que la semUcircunferencia.
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tendremos [1." caso] OF=0H. Trazando ahora la per-
pendicular OL y sefialando el punto M en que OF en-
cuentra alaAB, resultara que OL<OM [Teor. XXI1X],.
y OM<OF [Aj;toma 2«], luego con mayor razon

distancia OL<distancia OF=0H.

Teorema LXVII. [FH]F]’(IIIH&’IEHV\]

En un mismo circulo 6 en circulos iguales: 1.0 Dos cuer-
das equidistantes del centro son iguales. 2.® La cuerda que
ménos diste del centro, es la mayor.

(Regla del n.° 34.)

Escolio. Las distancias desde el centro de un circulo &
una cuerda estan comprendidas entre cero y el radio. El
didametro que es la mayor cuerda no dista nada del centro;
la tangente que es el limite de las cuerdas, pues se redu-
ce & un elemento lineal, dista un radio.

CAPITULO 1.

CIRCUNFERENCIAS SECANTES, TANGENTES, EXTERIORES
E INTERIORES ENTRE SI.

41. Se dice que dos circunferencias son tangentes, cuan-
do tienen un sélo punto comun, que se llama punto de
contacto 6 de tangencia.

42. En dos circunferencias cualesquiera se llama linea
de los centros, la recta que une los dos centros y por tanto
que mide su distancia.

43. Dos circunferencias son secantes, cuando tienen dos
puntos comunes, 6 se cortan. Ya sabemos que no es posi-
ble tengan tres puntos comunes. [Cor. del teor. LV 111.]
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Teorema LXVIII.

Sidos circun/erenctas son tangentes, el punto de contacto

esta enla lineade los centros. (F.57)

Supongamos por un momento que

el punto A de tangencia estuviera

fuerade la linea 0 0 ' de los centros

de las dos circunferencias. En tal

caso, trazandola perpendicular AB

Y, B ala00' 7 prolongandola una can-

tidad BA'=BA, tendremosque OA=0A'yO'A=0'A",

por oblicuas que se apartan igualmente del pié de la per-

pendicular. Luego si A es un punto de una de las dos cir-

cunferencias, también lo serda A'; y por tanto A' es pun-

to comun de ambas circunferencias, que en tal caso seran

secantes (43) contra la hipétesis, lo que es absurdo; luego
el punto de contacto estd en la linea de los centros.

Teorema LXIX.

Si dos circunferencias son secantes, la linea de los cen-

tros es perpendicular &la cuerda cominy la divide en dos
partes iguales.

En efecto, los dos puntos de interseccién 6 sean los ex-
tremos de la cuerda, equidistan de los dos centros; luego
&c. \_Teor. XXX 1I\.]

Teorema LXX.

Sidoscircunferen-
das son exteriores la
ufiad laotra, la dis-
tancia delos centros
es mayor que la su-
ma de sus radios.

Hg. 76.)
e En efecto, la rec-



ta O0'=0A4-0'B-1-AB, luego 00'> OA+ O'B,
~ bien llamando D a la distancia de los centros, li al radio
de una de las circunferencias y r al de la otra, D>R-fr.

Teorema LXXI.

Si dos circunferencias son tangentes exieriormente, la
distancia de los cen-
tros esigualala suma
de sus radios. (Fig.77)
Estando el punto
de contacto en lali-
nea de los centros
[Teorema LXVII],

es evidente que a.
AO+ AO'= 00", 6bien, D= R-fr.

Teorema LX XII.

Si dos circunferencias se cortan, la distancia de sus cen-
tros es menor que la suma de sus radios y mayor que su
diferencia. (Hg. 78)

Uniendo los cen-
tros con uno de los
puntos de contacto
(que estan necesa-
riamente fuera de la
linea de los centros)
quedara formado el
triangulo OAO'en el que tendremos [TVorema XV 1],
O0'<OA-hO'A y00'>'0.4—0'A,6 bien D<R-I-r y
D> R -r.

Teorema LXXIIT-
Si dos circunferencias son tangentes interiormente, la

distancia de sus centros es igual & la diferencia de sus ra-
dios. (Fig. 79)
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En efecto, es evidente que

00'= OA—O'A, 6 bien,D= R—r.

Escolio. Silos radiosfueran igua-
les, entonces los dos centros coin-
cidirian, lo que demuestra la for-
mula hallada, puessiR =r, se ha-
ce enellaD= 0.

Teorema LXXIV.

Si dos circunfermcias son
interiores la una d la otra, la
distancia de sus centros es
menor que la diferencia de sus
radios. (Fig. 80

‘feneraos, en efecto, que
prolongada la linea 00 ' de
los centros hasta B, resultara,

hf. S0. que
00'=0B-0'A —AB,
LuegoOO'< OB—O'A (*), ypor tanto, D < R—rr.

Escolio general. Dos circunferencias que estan en un
mismo plano no pueden tener mas posiciones relativas que
las que se enuncian en los cinco Ultimos teoremas.

Los reciprocos de estos cinco teoremas son ciertos y se
demuestran por la regla del n» 34. Como ejemplo, va-
mos & demostrar el siguiente:

Teorema LXXV. [Redioon ddLXX]

Si la distancia de los centros de dos circunferencias es
mayor que la suma de sus radios, dichas .circunferenciaa
son exteriores la una a la otra.

(*) Porque hl segando miembro de la igualdad se le ha aumen-
tado AB, sin aumentarlo al primero.
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En efecto, si no fueran exteriores no podrian tener mas
gue las posiciones relativas siguientes:
1. « Tangentes exteriores;'pero Quiiontie%s D =R -fr, lo que
es contrario & la suposicién.

2. * Secantes; en tal caso absurdo, por con-
trario & la hipétesis.

3. * Tangentes interiores; entonces D=R—r; absurdo por
igual razén.

4. * Interior launad laotra; en tal caso D<R—r- id. id.

Siendo absurdo suponer cualquiera de las cuatro posi-
ciones antedichas, porque las conclusiones que se dedu-
cen se oponen & la hipétesis, las circunferencias'tienen que
ser exteriores la una & la otra.

Del mismo modo se demuestran los otros cuatro reci-
procos, que abreviadamente pueden enunciarse.

; D=R-]-r, las circunferencias son tangentes exteriormente.
Si < y D>R—r, las circuiferencias son secantes.

) D=R—r, las circunferencias son tangentes interiormente”

\ D<R—r, las circunferencias son interiores.

CAPITULO III.

MEDIDA DE LOS INGULOSB.

44, Se llama arco correspondiente & un angulo el traza-
do desde el vertice como centro y con un radio cualquie-
ra. El angulo, en este caso, se denomina central 6 angulo
en el centro, porque su vértice se halla en el centro de la
circunferencia & que su arco correspondiente pertenece.

Teorema LXXVI.

1 Sidos angulos son iguales, sus arcos correspondien-
tes descritos con igual radio son iguales. 2® Si dos d»-
arw*.-.Mern<,iM,, IU [ 513
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gulos son desiguales, el mayor tiene mayor arco correspon-
diente descrito con igual radio. (Fig. 81.)

1.» Silos dos an-
gulosBACyB'A'C/H
son iguales, trazan-
do las cuerdas BC y
B'C', los dos trian-
gulosABCyA'B'C’

*son iguales \ Teor. X 1 X], por consiguiente
cuerda BC=cuerda B'C/ y por tanto \ Teor. LXV]
arco BC=arco B'C". (*)
2.0 Si angulo B'A'C'> angulo B'A'C* en los dos
triangulos A'B'C' y A'B'C" tendremos \ _Teor. X X],

cuerda B'C'>cuerda B"C"y por tanto \ Teor. LXV]
arco B'C'>arco B'C".

Teorema LXXVII. [RopooHanierio]

1.0 Si dos arcos correspondientes son iguales, los &ngu-
los también lo son. 2.“ Si dos arcos correspondientes son
desiguales, al mayor corresponde mayor angulo. (**)

(Regla del n.» 34.)

Teorema LXXVIII.

Bos angulos son directamente proporcionales & sus ar-

COS correspon-
dientes descri-
tos con igual
radio. (Fig. 82)

Pueden su-
*x ceder dos ca-

(*) Como 8e habra podido observar en varios casos, para mayor
claridad ponemos la conclusion con distinto caracter de letra, lo
gue nos ahorra el tener que repetir la frase de: que era lo que te

demostrar tan usada en geometria.

(*=) Se supone que han de estar trazados con igual radio.
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«0s 1.“ Que los arcos sean comensurables. 2< Que sean
incomensurables.

1.0 Silos dos arcosBC y B'C' son comensurables, ten-
dran una medida comun, es decir, que habréa otro arco de
igual radio que esté contenido un nimero exacto de ve-
cesenBC y B'C': supongamos que la comin medida
esta contenida cinco veces enei arco BC,y cuatro veces
en el B'C'. Tirando radios por los puntos de divisién, el
angulo A quedara dividido en cinco angulos iguales, y el
A' en cuatro angulos también iguales [ Teorema anterior~y,
luego podremos establecer las siguientes proporciones:

Arco BC :arco DC"::5:4
angulo BAO : angulo B'A'C': :6 : 4
De donde angulo BAC : angulo B'A'C' : : arco BC :arco B'C"

2.0 Silos angulos B'C' y B'C" son incomensurables,
dividamos al B'C' en partes iguales y llevemos una de
estas partes sobre el B'C* hasta donde sea posible. Sea
D el daltimo punto de divisién. Losarcos B'C'y D C" son
comensurables, y por tanto, segun acabamos de demos-
trar tenemos que

angulo B'A'C' : angulo D A"C" : : arco B'C' : arco D C",

g angulo B'A'C'  arco WC
"angulo DA'C'- arcoDC

Ahora el punto D puede aproximarse al B' todo cuan-
to se quiera, siendo cada vez menores las divisiones del
arco B'C', pues dicho residuo tiene siempre que ser me-

(=) Sabemos que dos cantidades de ana misma naturaleza son
coméHnrabUt, cuando tienen una comin medida, esto es, cuando
bay otra tercer cantidad de igual naturaleza que ellas, que esta
contenida en las dos un namero exacto de veces; y dos cantidades
«on >ncomrneurag/es, cuando no tienen medida comdn. Laraso* en-
tre dos cantidades comensurables, es un ndmero comensurable, y
ta de dos cantidades incomensurables, es incomensurable también.
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fior que una de estas partes 6 divisiones. Por consiguiente
L . . g'A'CH
el limile I’5 de la cantidad variable es

y el limite de la cantidad variable Bt es ‘ ;. pero
estas cantidades variables son constantemente iguales
(cualquiera que seala aproximacién del punto D al pun-
to B*); luego sus limites son iguales. De manera que
B' I
B"A"C" B'C
y poniendo esta igualdad en forma de proporcién resulta

finalmente
angulo B'A'C' ; angulo B'A'C" : : arco B'C' : arco B C".

como limites de variables constantemente iguales;

Teorema LXXIX.

El arco correspondiente & tira angulo recto, es un cua-
drante. (Pig.83)

Sea el angulo recto BAC.

Si trazamos, desde su vértice
como centro, una circunferencia
con un radio cualquiera, y pro-
longamos sus ladosA Cy A B, en
los sentidos opuestos AD y AE,
resultaran cuatro angulos en A
todos rectos, y por consiguiente

iguales, cuyos arcos correspondientes seran iguales [Teo-
rema LXXV1]. Luego
arco EC=arco ED = arco DB=arco BC= un cuadrante.

(*) Limite de una cantidad variable es otra constante, & la cual
puede aproximarse en ménos de cualquier cantidad, por pequefia
que esta sea.

Cxtanio dos cantidades oariahles son constantemente iguales, sus
limites son iguales.

En efecto, supongamos que a y 5 son dos cantidades variable»,
pero de tal naturaleza, que en todos sus estados de magnitud se-
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Escolio. Se puede enunciar esta proposicién : dos dia-
metros perpendiculares entre si, dividen & la circunferen-
«ia en cuatro partes iguales.

Teorema L X X X .

La medida de un angulo central, es la de su arco cor-
respondiente-

En efecto, sea A un angulo cualquiera y A' el angulo
que se toma por unidad de medida. Llamemos ayo' los

arcos correspondientes & estos dos angulos respectiva-
mente; tendremos que {Teorema LXXVIII]

angulo A : angulo A': : arco a : arco a'.
Pero si A'se toma por unidad: &ngulo A : 1:; arco o : arcoo',

6 bien, medida del anguloA= — ~
arco a

Si el arco a' se toma como unidad, entonces

angulo A= arco a.

Lo que quiere decir que el mimero abstracto que re-
presenta las veces que el angulo unidad estd contenido
en el angulo A, es igual al numero de veces que el arco
unidad (que en este caso es el arco correspondiente al
angulo unidad) esto contenido en el arco a

Escolio. La unidad de angulo que se toma general-

verifica que a=h. Sean A y B los Umitet respectivos de « y es
decir, las cantidade-s constantes 6 fijas & las que Jas variables se
aproximan indefinidamente, dé tal manera que sus diferencias
puedan llegar & ser menores que cualquier cantidad dada por pe-
quefia que estasea, pero sin que rigorosamente estas diferencias se
anulen. Siempre se podraasignar ala cantidad o, y por consiguien-
te 4 é (que es igual & ella), un valor tal que se diferencie de A en
una cantidad tan pequefia como se quiera; luego A es también li-
mite de J; por consiguiente, A= B; pues de otro modo una misma
cantidad tendria dos limites diferentes, lo que es ab.surdo.

(*) Sabemos que medir una cantidad es compararla con otra
(€ su misma especie que se toma por unidad.



— T6-
mente es el angulo recto, y por consiguiente la unidaa
de arco es el cuadrante.

Nota. Para facilitar la medida de los arcos, se supone
la circunferencia dividida en 360 partes iguales llamada»
grados, cada grado en 60 partes iguales llamadas mina-
tos, cada uno de estos en 60 partes 6 segundos, y cada
segundo en 60 terceros, &c. Esta es la division sexagesi®
mal. De aqui se deduce, que el cuadrante comprende

SOgrados=90x60 minutos= 90x60x60 segundos, &c.

Los grados, minutos y segundos se indican respectiva-
mente por los signos De manera, que un arco de
27 grados, 38 minutos y 14 segundos, se expresara: 27*
38'14" Los angulos se expresan por el valor 6 medida de
su arco correspondiente. Asi que un angulo de 49° 12' 52"
quieredecir que su arco correspondiente tiene estamedidn.

También se divide la circunferencia centesimabnente
400 grados (el cuadrante en 100 grados}, el grado en 100
minutos centesimales, el mismo en 100 segundos. Para
expresar esta division centesimal se usa de la inicial g pa~
ra los grados y los minutos y segundos lo mismo que en
la divisién sexagesimal. De modo que 49 grados 15 mi-
nutos 18 segundos centesimales— 49' 15' 18", que segin
la ley de los nUmeros decimales se pueden también escri-
bir 40M518.

Es evidente que la relacién entre un grado centesimal
y un sexagesimal 100 10,

45. Dos arcos cuya suma es igual a media circunferencia
son supUmentarios, 6 suplemento uno de otro (22). Dos
arcos cuya suma es igual & un cuadrante son complemen-
tarios, 6 complemento uno de otro (21). Estas definiciones-
estan fundada.s en las de sus correspondientes angulos;

46. Todo angulo cuyo vértice no esta en el centro ser



llama excéntrico, y sidicho vértice estaen la circunferen-
cia y sus lados son cuerdas se denomina inscripto.

Teorema LXXXI.

Todo angulo inscripto tiene por medida la mitad del arco
comprendido entre sus lados. (Fg. 84.)
Puedensueedertrescasos: 1®
Que uno de los lados del angu-
lo inscripto pase por el centro
(que sea un diametro): angulo
BAC. 2.0 Que el centro se ha-
lle comprendido entre los lados:
angulo BA E. 3.® Que el centro
esté fuera del angulo como en
el DAB.
1.0 Trazando el radio OB, tendremos que el angulo
B OC esigual a la suma de los angulos A y B del trian-
gulo BOA [7Vor. XVII, cor. l.»]; pero en este tridngu-
lo los lados AO y BO son iguales por radios, luego los an-
gulos A y B también son iguales. \ Teor. XXV ]. Por tan-
to el angulo inscripto BAC=i- angulo en el centro BOC;
pero BOC tiene por medida el arco BC, luego finalmente

f==i. 8/

medida del &ngulo inscripto BAC= a” Cmarco comprendido
entre sus lados.

2® Sea el angulo BAE. Si trazamos el diametro AC?
tendremos evidentemente
angulo BAE = angulo B A c -f angulo CAE.

Pero las medidas de los angulos BAC y CAE, segun
acabamos de demostrar son respectivamente las mitadei®

ce los arcos BC y CE, luego por ultimo

medida del &ngulo inscripto BAE=iBC-I-JCE=¢éBE..
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3» Si el angulo es DAB, trazando el diametro AC ten-
dremos:
angulo DAB=angulo DAC—angulo BAC,

y por consiguiente

medida del angulo DAB=;DC—;BC~~DB, arco
comprendido entre sus lados.

Corolarios.

1.“ Todos los angulos inscriptos cuyos extremos se apo-
yan sobre una misma cuerda y sus vértices estan héacia un
mismo lado de elluy son iguales. Porque comprenden un
mismo arco entre sus lados.

2.0 Todos los angulos inscriptos que abrazan una semi-
circunferencia son rectos. Porque tienen por medida un
cuadrante. Tales son el AFC y el AF'C. (Fg 84)

Teorema LXXXII.

La medida del anguloforma-
dopor unatangentey una cuerda,
es la mitad del arco comprendi-
do entre sus lados. (Hg. 85)

Pueden ocurrir tres casos: 1.“
Que el centro esté en la cuerda
angulo TAC. 2® Que el centro
esté entre los lados del angulo,
como en el TAD. 3® Que el

centro esté fuera del angulo, como en el angulo TAB.

1.0 El angulo TAC formado por la tangente TA vy el
didmetro AC es recto \ Teor. LXII]; luego tendra por
medida un cuadrante \ Teor. LXXI1X], que es la mitad
del arco ABC (semicircunferencia) comprendido entre
sus lados.

2.0 EIl angulo TAD, se compone de los angulos TAC
y CAD, pero la medida del
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angulo T A C =J arco ABC, segiin acabamos de demostrar.
Medidaid. CA D =i arco CD, por inscripto [Tbor.oni.] Luego

medida del &ngulo TAD=;ABC-{-*CB=~"ABCD,
arco comprendido.

3." Sea el angulo TAB=angulo TAC— angulo BAC.

Medida del angulo TAC=J arco ABC.
Id. id. BAC=J arco BC, por inscripto. Luego

medida del angulo TAB=JABC—;BC=JAB, '
arco comprendido.

Teorema LXXXIII.

La medida de un angulo formado por dos cuerdas, es
la semi-suma de los arcos com-
prendidos entre sus lados y las
prolongaciones de ellos, (p. 86)
Sea el angulo ABG. Trazo
lacuerda E C,y tendremos que
el &ngulo propuesto es igual &
la suma de los dngulos E y C,
[~Teorema XV 11, corolario 1.*>]
Estos como inscriptos tienen iij.«Q.
por medida la mitad de los arcos comprendidos entre sus
lados. Luego

medida del angulo ABC=:" AC-|-;DE, arcos comprendidos.

Teorema LXXXIV.

La medida del angulo cuyo vértice estafuera delcirculo,
es igual & la semi-diferencia de los angulos comprendi-
dos entre sus lados. (Pig. 87)

Pueden suceder tres casos: 1.“ Que los lados sean dos
secantes. 2® Que sean una secante y una tangente. 3.®
Dos tangentes.

1-O Sea el angulo en A formado por dos secantes. Tra-



zo la cuerda D C,y tendremos que [TVor. XV 11, cor. | @]
angulo BCE=anguloA-1-angulo D.
6 bien angulo A=angulo DCE—angulo D (que son inscriptos)
Por consiguiente
angulo A=~"DE — ~BG (arcos comprendidos por sus lados.)

Fij. 87.
2® Sea el angulo A' formado por la tangente A'B' y
la secante A'D'. Trazéla cuerda B 'D "',y tendremos que

angulo E'B'D'=angulo A'+ angulo D',
y por consiguiente,
angulo A'=angulo EBTD'—D".

Poniendo en vez de estos angulos sus medidas, resul*
tara que
medida de angulo A—;B'F'D—iB'C' (arcos comprendidos

por sus lados.)

3.0 Si el angulo esta formado por dos tangentes como
el A", tirando la cuerda B"C", resultard que el angulo
D*B"C"=angulo A'+angulo C", por tanto,

angulo A“=anguloD'3"C"—angulo C.
y medida angulo A"=iB"F"G"— (B'E"C" (arcos comprendi-
dos por los lados.)

Escolio general de los angulos excéntricos. El angulo
formado por una tangente y unacuerda se llama del seg-
mento 6 semi-inscripto”™ el que tiene su vértice dentro del
circuloy formado por dos cuerdas se llama interior; exte-
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rieres ce llaman los &ngulos cuyos vértices estan fuera del

circulo, y si estan formados por dos tangentes se denomi-
nan circunscriptos.

CAPITULO IV.

POLIGONOS INSCBIPTOS Y CIRCUNSCBIPTOS.

47. Se dice que un poligono esta inscripto en un circu-
lo, cuando todos sus vértices estan en la circunferencia, y
por consiguiente sus lados son cuerdas y sus angulos estan
inscriptos. En este casdla circunferencia esta circunscrip-
ta al poligono.

48. Un poligono esta circunscripto & un circulo, cuando
sus lados son tangentes, y en tal caso el circulo esta ins-
cripto en el poligono.

Teorema LXXXV.

Todo triangulo, puede inscribirse y circunscribirse a
un circulo.
(%ig.88.)

1.0 Seael
triangulo
ABC, si ti-
ramos las
perpendi-
cularesDO
y EO por Fi-M
los puntos medios de los lados AC y AB, sabemoa que
el punto O en que se encuentran, equidista de los vérti-
ces A, By C del tridangulo {Teor. XXX V1]; luego si desde
el punto O con un radio igual & OA se trazo una circun-
ferencia. esta pasara por By C, y por tanto el triangulo
quedard inscripto en el circulo.
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2.0 Si en el triangulo A'B'C"', trazamos las dos bisec-
trices A'O' y C'O"' estas se encontrardn en un punto O'
equidistante de los tres lados del triangulo [Teorema
XXX 1X], luego si desde O' con un radio igual & la per-
pendicular O'D , se traza una circunferencia, los tres la-
dos del triangulo seran tangentes & ella.

Escobo. Si el tridngulo es equilatero, los centros de las
dos circunferencias se confunden, lo que se expresa di-
ciendo que las circunferencias son concénirzeas.

Teotiema LXXXVI.

7Wo poliifOMo regular (39) puede inscribirse y puede
circunscribirse a un circulo
(FIB-S9.)

I-° Por los tres vortices. A,
B y C, del poligono, siempre es
posible hacer pasar una circun-
ferencia [Teor. LVI1I11], Ahora
vamos a demostrar que esta cir-
cunferencia pasa por los otros
vértices del poligono regular,
con lo que quedard demostrado que el poligono puede
inscribirse. En efecto, tirando los radios OA, OB, OC y
la recta OD, tendremos que los dos triangulos OAB y
O B C son iguales por tener sus tres lados respectivamen-
te iguales: y como son isdsceles y ademas los angulos en
el centro O son iguales, por ser iguales los arcos que com-

prenden sus lados; deducimos que

angulo I=angulo 2=angulo 3=angulo 4,

lo que quiere decir que cada uno de ellos es mitad de un
angulo del poligono regular.

Pero entonces los triangulos OBC y OCD son iguales
[Teor. X1X] por tener el lado OC comun, el lado BC =
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CD, por hipétesis, y angulo4 = angulo 5, por mitadee
del angulo C. Por tanto, la recta 0D =C0 = radio, y la
circunferencia pasa por el punto D. Se demostraria de
un modo semejante que la circunferencia pasa por E, y
por todoslos demas vértices del poligono.

2® Siendo iguales los triangulos OAB, OBC, OCD....
las perpendiculares bajadas desde el punto O & los lados-
son también iguales; luego trazando desde el centro O con
un radio ON, igual & una de ellas, una circuiiferencia, los-
lados del poligono seran tangentes, y por tanto el poligo-
no quedara circunscripto.

Escolio. El punto O se llama centro del poligono regu*
lar. Los radios OA, OB... del circulo circunscripto, ra-
dios del poligono regular, y los radios del circulo inscrip-
to tal como el ON, apotegmas del poligono. La diferencia
entre el radio y la apotegma del poligono se llama sagi-
ta 6 Jiecha. Los radios del poligono regular son bisectri-
ces de los angulos del poligono, y las apotegmas son per-
pendiculares & los ladosy dividen a estos en partes igua-
les. Siendo iguales todos los angulos en el centro forma-
dos por los radios del poligono [ Teor. LXX\ 11], é igual
a cuatro rectos su suma \_Teor. 111, cor. 2.°], es evidente
que el valor de un angulo en el centro de un poligono re-

4
guiar de n namero de lados, es — =

Teorema LXXXVII.

Si se divide unacircunferencia enire» 6 mas arcos igua-
les, 1.® Las cuerdas de dichos arcos formaran un poligono
regular inscripto. 2® Las tangentes liradas por los pun-
tos de dirisioB, formaran un poligono regular circunscrip-
to. (Fij.90) ) . .

1® El poligono ABCDEF evidentemente estainscrip-
to: ademas sus lados son iguales \ Tcor. LXIV, 1.*]y to-
dos sus angulos también. [ Teor. LX X, cor. 1.®]luego, Stc.
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20 El poligono A'B'C'D'E'F"' se halla circunscripto

&1 circulo, toda vez que sus lados son tangentes. Aho-
ra tirando las cuerdas por los puntos de tangencia, todos

Fit. 90.
los triangulos MA'N, NB'P, PC'Q.... son iguales por
tener un lado igual M N=NP=PQ ..... ) y los angulos
adyacentes iguales \Teorema L XXX 111] por tener igual
medida. De la igualdad de los triangulos resulta
ATi+ NB'=B'P4-PC'=C'Q+ QC'....
6bien, A'B'=B'C'=C'D'=D'E".
angulo A'= angulo B'=angulo C'=angulo D'....

Luego el poligono es circunscriptoy regular (48 y 38)

Corolario. Dividitndo en dos partes iguales los arcos
comprendidos entre los vértices 6 los puntos de tangencia
(respectivamente) de un poligono regular inscripto 6 cir-
cunscripto d un circulo; resulta un poligono regular ins-
cripto 6 circunscripto, (respectivamente) de duplo nime-
ro de lados que el propuesto.

Esta es una consecuencia inmediata del teorema; pues
qgue la circunferencia quedara dividida en doble nimero
de partes iguales, y por los puntos de divisién se habran
trazado cuerdas 6 tangentes.

Teorema LXXXVIII.

Sipor lospunios medios de los arcos subtendidospor los
lados de un poligono regular inscripto & un circulo se tra-
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zon tangentes: 1.« Estas formaran un poligono regular cir-
cunscripto de igual nimero de lados que el inscripto. 2 *
Cada dos vértices correspondientes de los dos poligonos
y el centro estaran en linea recta. (Fig. 91.)

1. ®EI poligono que resulta
es circunscripto, porque esta
formado por tangentes,y es re-
gular y de igual nimero de la-
dos que el propuesto, porque
estas se hallan trazadas por
puntos que dividen & la cir-
cunferencia en tantas partes
iguales como lados tiene el po-
ligono inscripto. foww*

2. « Trazando la cuerda AC que une dos puntos conse-
cutivos de tangencia del poligono circunscripto; tendre-
mos que la recta OB tiene el punto O equidistante de A
y de C,y lo mismo el punto B, luego [Teor. XXX 1V] di-
cha recta OB es perpendicular & la AC y la divide en
dos partes iguales; pero entonces \Teor. L X] pasara por
D, punto medio del arco ADC, y por consiguiente los
dos vértices B y D correspondientes y el centro estan en
una misma linea recta. La misma demostracién se puede
dar para otros vértices correspondientes de los dos poli-
gonos.

LIBRO I11I.

PROBLEMAS CORRESPONDIENTES X ESTA SECCION.

CAPITULO I.

DEFINICIONES PRELIMINARES.

49, Se denomina problema una cuestion que tiene por
objeto el determinar una 6 méas cosas desconocidas, lia-
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maclas incéyniias, por medio de las relaciones de estas con
otras que se suponen ¢ son conocidas y quese llaman rfa/oi.

50. En Geometria pueden ocurrir dos clases de proble-
mas. Unos se refieren & las j)ropiedades de las figurasy se
denominan graficos; porque se reducen & construir me-
diante relaciones conocidas (que no son otras que las pro-
piedades demostradas en los teoremas), ciertos puntos, li-
neas 6 figuras: otros se refieren & la extensién geométrica
y se llaman numéricos, porque mediante relaciones cono-
cidas de magnitud, se determinan numéricamente las in-
cognitas del problema.

51. Resolver un problema es determinar grafica 6 nu-
méricamente (segun los casos) la incégnita 6 incoégnitas.
Un mismo problema puede resolverse por varios medios
y la elegancia consiste en elegir el méas sencillo.

52. En general dos procedimientos se emplean parare-
solver los problemas geométricos: el sintéticoy el analitico.

En el primero se dan las reglas practicas para resolver
la cuestion, y después se demuestra que el resultado satis-
face 4 las condiciones del problema.

En el método analitico se procede de un modo inver-
so; es decir, se supone resuelto el problema, construyen-
do mal 6 bien, una figura que se supone satisfacer a las
condiciones del enunciado, y analizando las relaciones que
ligan & las cantidades geométricas, se trata de descubrir
la verdadera solucién del problema. Es claro, que para
completar esta, se necesita hacer la construcciéon verda-
dera.

53. Después de resuelto un problema, puede hacerse la
discusion de él; esto es, examinar las circunstancias va*
Hables de la cuestion. EIl problema puede ser determina-
do, indeterminado ¢ imposible, segin que tenga un nime-
ro limitado de soluciones (valores ¢ posiciones de la in-
cognita), un namero ilimitado, 6 ningun valor, 6 solucién
posible.
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SA. En todo rigor cada problema es susceptible de ana-
lisis, sintesis y discusion; pero el caracter elemental de esta
obra y la sencillez de los problemas mas elementales, nos
dispensan de extendemos sobre estos puntos, y solamcji-
te por via de ejemplo, haremos el andlisis, la sintesis y la
discusion de algunos de los que ponemos en este libro.

55. El namero de problemas geométricos es indefinido,
pero s6lo nos ocuparemos de los de mas comun usoy que
se hallan intimamente relacionados con los teoremas de-

mostrados.
56. Todos los problemas gréaficos de la geometria ele-
mental se resuelven con la regla y el compas. Laim-

perfecciéon que necesariamente tienen estos instrumentos,
hace que las construcciones geométricas no alcancen la
exactitud do las relaciones puramente teéricas 6 especu-
lativas, demostradas por el raciocinio.

CAPITULO I1.

KI1GUNAS RKCTILINEAS

P eobijema i. "*1

En unpunto de una recia in-
definida, levantar una perpen-
dicular & dicha recta. 99

Método sintético.—Desde el
punto dado A tomemos con el
compas dos distancias iguales
AB y AC. Desde los puntos 13
y C como centros y con un mis-
mo radio mayor que A C descri-

{=) Prescindimos de la descripcidn de estos instrumentos por ser
Tul”Brnieiite conocidos.
(*») Enelenunciado de todo probKma entran dostérminosdisiin-

aillo—Vrfm (¢l 11, [ 61
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bafiaos <I€8 circunferencias. Unamos el punto D en que se
cortan eon A, y DA sera la perpendicular pedida. En
efecto, los puntos A y D equidistan de B y C, luego
[~Teor. XXX 1V] la recta D A es perpendicular ala BC.

Las dos circunferencias descritas desde los puntos By
C se cortan necesariamente \_Reup. del ieor. LXXI1],y
por el otro punto comun D', pasara la perpendicular
\_Teorema XXX 111], loque sirve de comprobacién en la
practica.

Método analitico. —Supongamos trazada la perpendicu-
lar D A 4la recta dada en el punto A, todo punto de esta
perpendicular equidistara de los puntos B y C tomados &
igual distancia del punto A WTeor. XXX 111]. Luego si
con una misma abertura de compéas haciendo centro en A
tomamos las distancias iguales AC y BA, y desde los
puntos B y C con iguales radios, mayores que AC, traza-
mos dos circunfei-encias,los puntos en que estas se encuen-
tren serén puntos de la perpendicular,y por tanto unien-
do uno de ellos D con A, quedara trazada dicha perpen-
dicular. ]1l punto D en que también se encuentran las dos
circunferencias descritas pertenece & la perpendicular.

Discusion.— El problema es siempre posible, pues la
construccion indicada siempre se puede realizar. La so-
lucién es Unica, porque en un punto de una recta no se
puede levantar mas que una perpendicular.

Probtema Il.

Desde un punto situadofuera de una recta, trazar una
perpendicular a esta recta. (Pig. 93)
Tracemos desde el punto A un arco de circunferencia

tos, que ae llaman propuesta, y soiucion; la propuesta y la solucién
df. los problemas de este libro llevaran distinto caracter de letra.

{*) Hemos querido resolver este problema por loa dos método«
j hacer su discusién, & pesar de su extrema sencillez, como ejem-
plo de las definiciones dadas en el capitulo anterior.



mjue corte & la recta dada. Desde sus puntos de intersec-
cion By C con el mismo radio (6
con otro cualquiera con tal que
sea mayor que la mitad de B C),
describamos dos arcos que se
cortaran en D, y unido D con A,
la recta A D seréa la perpendicu-
lar pedida.
En efecto, los puntos A y D
equidistan de B y C, luego la
A D es perpendicular ala BC y ademas divide la recta
BC en dos partes iguales. Los arcos de circunferencia se
encontraran necesariamente delteor. LXXI].

Problema HI.

Dada una recta de longitud determinada, dividirla en

dos partes iguales por medio de una perpendicular. (Fig. 94)
Desde los extremos A y B de

la recta y con un radio mayor

que la mitad de A B trazo arcos

Ne circunferencia que se corta-

ran delteor. LXXIl]cn

los puntos C y D, tiro la recta

C D, y esta sera la perpendicular

pedida. [Teor. XXXIV]. n

Corolarios dr este problema.

1. « Dividir una recta en 4, 8, 16, y en general, 2" par-
tes iguales. Para esto se dividira primero en dos partes
iguales, después cada unade estas en otras dos, y asi su-
cesivamente.

2. ® Sobre una recta dada como diametro, trazar unacir-
cunferencia. Se divide en dos partes iguales y el punto de
divisién es el centro.
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3. ® Dividir un arco en dos partes iguales. Se divide
cuerda y se prolonga la perpendicular trazada hasta el
arco. [Teor. LX.]

4. * Hallar el centro de un circulo 6 de un arco. Se tra-
zan dos cuerdas y se levantan dos perpendiculares en los-
puntos medios, el de interseccién de estas perpendicula-
res es el centro buscado. \Teor. LXI1IL]

Problema 1V.
En el extremo de una recia que no se puede prolongar”®
levantar una perpendicular. (Hg 95)
Se traza una circunferencia que
pase por el punto dado A y que
corte & la recta AB: por el punto
C de interseccion se traza el dia-
metro CD, y uniendo A con D, la
D A es la perpendicular. En efecto, el angulo A es ins-
cripto y abraza meédia circunferencia, luego \ _Teorema
lyXXXI, cor. 2.«] es recto.

Probi,EMA V.

Por un punto de una recia, trazar otra que forme con.
ella un angulo igual a otro da-
do. (Fig.96.)

Con un radio arbitrario des-
cribo el arco correspondiente
mn del angulo dado M, y des-

>L. B de el punto A de la recta con
igual radio trazo el arco indefinido BCD, tomando en él
la parte CB= mn. Tirando la recta CA, esta formara
un angulo igual 4 M, porque sus arcos correspondientes
descritos con igual radio son iguales.

Problema VI.

Desde un punto dado/tiera de una recia, trazar una pa-
ralela a dicha recta. (Fi8*"0
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Desde el punto dado Cy con un radio mayor que la
distancia del punto a la recta trazo el arco indefinido EF,
liaciendo centro en E y con igual
radio trazo el arco DC. Tomo aho-
rael arco EF=C D,y uno el pun-
to F, asi marcado, con C. La recta
«CF es la paralela pedida.

En efecto, los angulos alternos y,g\n.
internos son iguales por serlo sus arcos correspondientes
trazados con igual radio; luego las rectas son paralelas.

Problema VII.

Por un punto dadofuera de una recta, trazar otra que
forme con ella un angulo igual a uno dado. (Fig. 93)
Por un punto cualquiera C de la
recta dada DE tracemos la GC que
forme el angulo 1igual al dado{Pro-
blema V], por el punto dado A tire-
mos la paralela AF & la recta GC
\_Problema V1], y AF sera la recta
pedida; porque los angulos 1 y 2 fi? w
son iguales por correspondientes entre paralelas.

Problema VIII.

Construir un triangulo. Dados un ladoy los dos an-
gulos adyacentes. 2.0 Dados dos lados y el angulo compren-
dido. 8.* Dados los tres lados. (Fig. 99)

1® En uno de los extremos A del lado conocido AC,
=i**) construyo un angulo A igual & uno de los dos dados

(=) Enesteproblemahay uetpropiiestaty Nnnasolucion,j equi-
vale en todo rigor i tres problemas con una solucién comdn, que
«ala construccion del triangulo. . .

(**) En algunos problemas marcamos los datos con igual signa
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[Proi. V], y en el otro extremo un angulo C igual al otro
angulo dado. El punto B en que las rectas se encuentran
determina el triangulo. Para que la solucién sea posible
es preciso que la su-

ma de los dos angu-

los dados sea menor

que dos rectos \Teo-

rema XXI11]. Todos

iy, los triangulos que se

construyan con los mismos datos son iguales. [ Teore-
ma XX.]

2. ~ En el extremo A'de una recta indefinida trazo

recta A'B'que forme con la A'C'un angulo igual al da-
do. Tomo ahora desde el punto A las rectas A'C'y A'B'
iguales respectivamente & los dos lados dados, y uniendo
B'con C'quedara formado el triangulo A'B'C'que se
queria construir.

La construccion siempre es posible y por tanto este pro-
blema siempre tiene solucién. Todos los triangulos cons-
truidos con iguales datos son iguales.

3. ® Desde los extremos de una recta A*C" igual a
de los tres lados conocidos, y con radios iguales respec-
tivamente & cada uno de los otros dos, describo arcos de
circunferencia, y uniendo el punto B" en que se encuen-
tran con los puntos A"y C" quedara formado el triangu-
lo A"B"C", cuyos lados seran iguales a las tres rectas da-
das. Para que el problema sea posible es preciso que cual-
quiera de las tres rectas dadas sea menor que la suma de
las otras dos, y mayor que su diferencia [ Teor. XV 1]; pues
si asi no fuese la distancia de los centros A"C" no seria
menor que la suma de los radios y mavor que su difereu-

gue el que nos ha servido para las lineas de las hip6tesis en los teo-
remas. [Véase la nota del teor. XL1.]

una

uno
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cia, en cuyo c”so las dos circunferencias no se cortarian.
Satisfecha dicha condicion todos los triangulos cons-.
truidos con los mismos datos serén iguales. [ leor. X X 11]

Problema [|X.

Dados dos lados de un iritnyulo y el angulo opuesto a
uno de ellos, construir dicho tridngulo. (Hg. 100)
Llamemos?» y » los dos lados co-
nocidos y N el valor del angulo
opuesto al lado «.
Construyamos un angulo A igual
al dado, en uno de sus lados tome-
mos desde el vértice unaparte AB =
m, y haciendo centro en B con un
radio igual al lado «, tracemos un arco que, por regla ge-
neral, cortara al otro lado en los puntos Cy C , los qué
unidos con el punto B, daran los triangulos ABC y ABC
gue satisfacen a las condiciones déla cuestién, porque

angulo A =N opuesto al lado BC—BC=n,
lado comin AB=m.

En este caso vemos que tiene dos soluciones; pero el
problema merece una detenida discusiéon, como ejemplo
de esta parte déla resoluciéon de todo problema. (53)

Discusién. (Fig, IM) Pueden ocurrir tres casos: 1.« Que
el lado n opuesto al &ngulo Ny que sirve de radio en la

construccion, sea menor que el lado m. 2® Que «=m .
3.0 Que «> »»,
1.0 Si » < T»: al describir desde el punto B el arco, cor-

tard & la recta en los puntos C y C' equidistantes del pié
D de la perpendicular BI) \ Teor. XX X1, 1."]; pero la
recta C 'I X AD ~Teor. XXXI, 2.*]. Uniendo los pun-
tos Cy C' con B, resultaran los dos triangulos ABC' y
A B C que satisfacen al enunciado dcl problema. (l-iste ea
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el caso general que hemos supuesto en la construccién
grafica del problema.)

Como caso particular puede suceder que el ladon=BD,
sea perpendicular. Entonces la circunferencia seria tan-

Hi. 101

gente en D \ Teor. LX 1] & la recta, y los dos triangulos
«e reducirian al ABD, rectangulo en D.

2. ® Si n=m, lacircunferencia trazada desde B cortara
en A y B, equidistantes de D, &larecta [7TW . XXX, 1L.®]
y por tanto no habra mas triangulo que el ABC.

Puede ocurrir como caso particular que el angulo A=N
sea recto; entonces la circunferencia seria tangente y el
triangulo se reducirla a la linea BD.

3. ® Si n>m, los puntos C y C'en que la circunferen-
mcia corta & la recta estaran & distinto lado de A \ Teore~
ma XXX, 2.®], y uniendo estos puntos al B, se forma-
ran los triangulos ABC y ABC"; pero s6lo el primero sa-
tisface al problema, porque en el ABC', el lado C'B=n
me opone & un angulo que no es igual al propuesto, sino
su suplemento por adyacente.

Si el lado n fuese menor que la perpendicular BD, en
ningdn caso seria el problema posible; porque la circun-
ferencia no cortaria & la recta.

Vemos, pues, en este problema que segun las circuns-
tancias variables de los datos, es susceptible de una, de
dos, 6 de ninguna solucién.

P roklema X.

Construir un tridngulo rectangulo. Dados 1® Un cale-
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40y un anyulo agudo. 2.>La hipotenusay «n angulo agudo.
3.» Los dos catetos. 4.“ La hipotenusa y un cateto.

Los tres primeros casos se resuelven por el prob. VIII.

Dada la hipotenusa y un cateto se puede resolver el
problema por otras dos construcciones graficas. (Fie-101)

1. * Construyamos un an-
gulo recto A y en uno de sus
lados tomemos la recta AB
igual 4 el cateto conocido, y
haciendo centro en B con un
radio igual & la hipotenusa
tracemos un arco que cortard en C al otro cateto: unien-
do el punto C con B, el tridngulo A B C es el pedido. <>

2. * Sobre la hipotenusa conocida B C trazamos una se-
mi-circunferencia, y haciendo centro en B con un radio
igual al cateto conocido, describamos un arco que cortara
la semi-circunferencia en el punto A. EIl triangulo ABC
es el pedido.

Todos los tridangulos que se tracen con los mismos datos
son iguales; porque dos triangulos rectangulos son iguales,
cuando tienen la hipotenusa y un cateto igual \_Teorema
XXX, cor. 2.0]

Problema XI.

Constrnir un polifono igual & otro dado. (Fg. 6A)

Después de haber dividido en triangulos el poligono
por medio de diagonales, se construye un triangulo igual
al ABC, después sobre la AC otro igual al ACD vy asi
sucesivamente hasta el ultimo. Fd poligono que resulta es
igual al propuesto. \_Teor. LV, cor. 2*¥

(=) Esta conitruccioa noes mas que un caso particular de la
del problema IX, 3.*



Problema XII.

Circunscribir un circulo d un triangulo cualquiera, 6 &
un poligono regular.

Por los puntos medios de dos de sus lados se levantan”™
perpendiculares, y haciendo centro en el punto de concur-
so de ellas y con un radio igual & la distancia desde este
punto & uno de los vértices, lacircunferencia trazada que-
dara circunscrita al triangulo 6 al poligono. \Teoremas
XXXV y LXXXVI].

La perpendicular levantada por el punto medio del ter-
cer lado del triangulo, 6 de un lado cualquiera del poli-
gono regular, deberd pasar por el centro, lo que servira
para comprobar la exactitud de la construccién gréfica.

Problema XIII.

Dividir un angulo en dos partes iguales. (Fg. 103)
Con unradio cualquiera, desde el
vértice A como centro, trazo el arco
1)C correspondiente al angulo dado
A; haciendo centro en los puntos
y C con el mismo radio trazo dos ar-
= W cos que se cortaran en el punto D,.
[7eor<?n»(i LXX 11, rec.] y uniendo A con D, AD sera la.
bisectriz.
En efecto, si trazamos las rectas BD y AD, tendremos
que los tridngulos ABD y ACD son iguales [~Teorema
XX 11j; luego sus angulos en A son iguales.

Problema XIV.

Inscribir un circulo a un triangulo cualquiera, 6 a un
poligono regular.

Se trazan las bisectrices de dos de sus angulos y desde
el punto de unién de ellas con un radio igual & la perpen-
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dicular bajada desde dicho punto & un lado cualquiera®
se describe una circunferencia que quedara inscripta en el
triangulo 6 en el poligono. [?eor.’ XX XIX y LXXXV1.]
Si se construye la bisectriz del tercer angulo del trian-
gulo, 6 de otro angulo cualquiera del poligono regular,
esta bisectriz pasara por el centro de la circunferencia.

P roblema XV.

Dadas dos rectas comensiirahles, hallar su mayor me-
dida comUn y la razén geométrica de sus longitudes.
Sean las dos rectas comensurables AB y CD (Fig. 104),

j*xgure- 104.

llevo la menor sobre la mayor y supongo que esta conte-

nida dos veces y deja el residuo EB; coloco oste sobre la

CD, y esta contenido tres veces y deja el residuo FD; lle-

vo este sobre el E By supongamos que esté contenido

cinco veces exactamente en él.

El altimo diviser 0 residuo F D sera la mayor medida comun.
En efecto, establezcamos las igualdades que expresan

las operaciones de division:

AB= 2CD-i-EB (0), CD=.3EB-1-FD (i), EB= 5FD (c).

Evidentemente FD divide exactamente 4 EB (c);lue-
go divide é CD (J) y por tanto 4 AB (0), luego la

{*) La medida coman de dos rectas, no es otracosa que el ma-
ximo comun divisor de ellasj asi es que se procede de ipual manera
T fundandose en idénticos principios que en Aritmética. La rasoik
de las rectas es la del nimero de veces que la mayor medida co-
man est4 contenida en cada una de dichas rectas.

(==) Toda cantidad quedivideal divisory al residuo divide al
dividendo. (Aritmética.)



FD divide & las dos rectas dadas. Ahora se puede demos-
trar que F D es la mayor medida comun, porque si hubie-
se otra mayor que ella que las dividiese, por dividir &
AB Yy CD (o) dividirla 4 EB y en tal caso dividira a
FD (S), lo que es absurdo.

Para hallar la razén numérica de las dos rectas; tene-
mos sustituyendo en la igualdad (;) el valor de KB.

CD= 3X5F1)-]-F])= 16FD,
de donde AB= 2x leFB-f-SFDzzSTED.

Estando la medida comin FD contenida 37 veces en
AB y 16 en FD, la razén sera:

;N 37 Numero de veces que FD esta contenida en AB.

CD 16 Id. id. que FD esta contenida en CD.

COBOLARIOS.

1. * Medir una linea recta. Se halla la ratén entre ella

la unidad.

2. ® Hallar la razén aproximada de dos rectas incomensu-
rabies. Se procede como si fueran comensurables hasta
que se llegue & un residuo suficientemente pequefio.

3. » Hallar la medida comdn y la razén, entre dos arcos
de un mismo circulo 6 de circuios iguales. Se hace la mis-
ma construccion que para dos lineas rectas, tomando con
un compas las cuerdas de los arcos, en vez de estas f Teo-
rema LXV.]

4.0 Hallar la medida comun y la razén de dos angulos.
Se halla la de sus arcos correspondientes descritos con
igual radio. [Teorema LXXVI1II.]

(*) Toda cantidad que divide al dividendoy al divitor divide
al residuo. (Aritmetica.)



CAPITULO III.

figuras circulares.

Problema XVI.

Por un punto dado en una circunferencia, trazarle una
tangente.

En el extremo del radio que pasa por el punto se le-
vanta una perpendicular & dicho radio, que sera la tan-
gente. \_Teor. LX1.]

Problema XVII.

Por un punto dadofuera de un c\.rculo, trazar una tan-
gente alacircunferencia. (F.105)

Se une el punto dado A con
el centro O y sobre la distancia
OA como didmetro se describe
una circunferencia que eviden-
temente cortara & la circunfe-
rencia dada. Trazando las rec-
tas A Cy AC' que unen el pun-
to dado con los de interseccion ftg.ioo.
de estas circunferencias, dichas dos rectas seran tan-
gentes.

En efecto, los &ngulos en Cy C' son rectos por inscrip
tos que abrazan media circunferencia, por tanto las rec-
tas AC y AC' son perpendiculares respectivamente a los
radios OC y OC'en los puntos Cy C' \ Teor. LXI], y
por tanto son tangentes.

El problema tiene dos soluciones.

Las rectas AC y AC'son iguales, por serlo los trian-
gulos OAC y OAC".
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Problema XVIII.

Sobre una recta dada construir un arco capaz de un
angulo dado. (Fig. 106.)

En uno de los extremos B de la recta dada, trazo la
rectaBE que forme con ella un angulo ABE igual al an-
gulo dado. Levanto ahora la perpendicular OP a la rec-
ta dada por su punto medio, y la perpendicular BO ala

recta construida BE. Estas dos
rectas se encontraran [ Teorema
X V1], y desde su puntode unién
con un radio igual a OB trazo
una circunferencia, de la que el
arco AFB sera el pedido.
En efecto, siendo el radio OB
perpendicular & la recta EB,
e W esta es tangente, luego el angu-
lo ABE, que es igual al propuesto tiene por medida la
mitad del arco AB [Teorema LXXVII]; pero todos los
angulos inscriptos cuyos vortices estdn en un punto del
arco AFB, tienen también por medida la mitad del arco
A B, luego el AFB es el arco capaz del angulo dado.p

(*) Sellamaarco caxmz de un angulo dado, aquel que todos
los &ngulos cuyos Vvértices estan en él y sus Indos pasan por los ex-
tremos de la cuerda, son iguales al angulo dado.



SECCION SEGUNDA.

EXTENSI ON

DB LA.S FIGURA.S PLANAS.

LIBRO I

EXTENSION DE LAS FIGURAS RECTILINEAS.

CAPITULO 1.

LINEAS PROPORCIONALES.

Teorema LXXXIX.

Si se divide una recia cualquiera en partes igualesy por
los puntos de division se trazan paralelas en una direccion
arbitraria y de modo que corlen & otra recta, esta quedara
dividida en partes iguales entre si. (Pig.107.)

Supongamos que la recta
MN se ha dividido en partes

AB=liC=Cl)= nE....

Y que se han trazado las
rectas paralelas, AA', BB',

CC', T>D'..... que encuen-

tran4larectaP Q en los pun- v

tosA’,B',C"',D ... Vamos & demostrar que
A'B'=B'C'=C'D'=D'E’...... (f1)

Para ello trazo por los puntos de divisién de la recta
MN, las paralelas Am, Bti,Cp....a la recta PQ. Los
tridngulos ABm, BC«, CD;i, DEr....que asi resultan
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tienen el lado AB — B C=CD— DK por construccion:

anguloA=B=C=D.... porcorrespondientesentreparalelas.
angulojn ~n ~p ~r.... por tener sus lados paralelos y diri-

gidos en el mismo sentido.

Todos estos triangulos, son, por consiguiente, iguales
[Teorema X X]; luego

Am= Bn= Cja= I)r....

Pero AmM=A'B', B»=B'C"', C;i=C'D".....por lados
opuestos de paralelégramos; y por tanto queda demostra-
da la igualdad (a).

Teorema XC.

Sien un trapecio se jraza una recia paralela & las bascsy.
dividira 4 los otros dos lados en partes proporcionales.
(Fig.108.)

Pueden suceder dos ca-
sos: 1.0 Que las partes en
que queda dividido el lado
del trapecio sean comen-
surables. 2.“ Que no lo
sean.

w 1.° Supongamos que la
paralela & las bases EF divide & la A C en despartes
AE y EC comensurables; y que la mayor medida comuin
esté contenida tres veces en la primera y cuatro veces en
la segunda, tendremos evidentemente que

AE:EC::3:4. («)

Trazando ahora por los puntos de divisién paralelas a
las bases, las BF y FD también quedaran divididas ea
portes iguales [Teor. anterior™ luego se tendra que

BF:FD::3,:4. (i)



Ahora las proporciones (a) y (i) tienen una razén co-
mun, luego con las no comunes se podra formar la pro-
porcién

AE : EC ; : BF : FD.

2.0 Si trazandola paralelaE 'F ', laspartes A'E' y E
no son comensnrables, una de ellas, la E'C", se podra di-
Tidir en partes iguales, y llevando una de estas partes so-
bre la otra, supongamos que A" es el altimo punto de di-
vision. Si por él tiramos la paralela A"B" a las bases, en
el trapecio A"B"C'D" se verificara el teorema por estar
comprendido en el primer caso. Luego tendremos que

A'E'" B'"F
E'C'~-FD"

Como las partes iguales en que se divide larecta E'C"'
pueden ser tan pequefias como se desee, la recta A"B"
puede aproximarse ala A'B' tanto cuanto se quiera, lue-
go las dos cantidades variables déla igualdad (c) perma-
necen constantemente iguales, luego sus limites seran
iguales, y por tanto

A'E' B'F
E'C™ FD" 6 bien AE' : E'C' : : B'F' : F'D"

Teorema XCI.

Una rectaparalela & uno de los lados de un trtanyuloy
divide & los otros dos lados en partes proporcionales.
(Pig109)

Por el vértice B del triangulo dado
trazo una paralela BM al lado AC (y
por consiguiente a la recta EF), y
desde un punto cualquiera M trazo
la paralela MD al lado BC, y prolon-
go AC y EF hasta que encuentren >V. 1.
en D y en N, respectivamente, a la recta MD.

Rnuo.—Voliméficai. I1. [ 7 1



— 08 —
En el trapecio ABM D, tendremos segun el teorema
demostrado que
BE :EA ;:MN : ND.
Pero 4 cansade ser BF=MN y FC=N D \_Teorema
X 111], resulta que
BE :EA : : BF ; FC, que eralo que se queria demostrar.

Escolio 1.® De la proporcién que acabamos de demos-
trar se deducen, comparando la suma de antecedentes y
consecuentes con los antecedentes 6 con los consecuentes
de cada razén, las siguientes proporciones:

BE+ AE:BE::BF4-FC:BF, ¢ bienreduciendo
AB : BE : : BC : BF.

BE-+-AE : AE : :BF + FC : FC, 6 reduciendo
AB : AE : : BC : FC.

Escolio 2® Aplicando & una cualquiera de estas pro-
porciones la propiedad fundamental de queel;?ro(/ttc;o de
los medios es igual al de los extremos, tendriamos que
aplicar & las lineas la operaciéon de multiplicarlas entre-
si. Méas adelante hemos de ver que también expresaremos
féormulas en que hay que dividir unas lineas por otras, 6
multiplicar superficies por lineas, ¢ dividir volumenes
por superficies, &c. En todos los casos en que tales ope-
raciones se presenten, relativas a las cantidades geomé-
tricas, debe entenderse que se refieren & los valores nu-
méricos, es decir, alos nimeros abstractos que representan
las relaciones de cada una de estas cantidades geométricas
con su respectiva unidad. De manera que concretando-
nos (para concluir de aclarar esta idea) a la proporcion

- AB : BE : : BC : BF,

0 4 la igualdad que de ellase deduce ABXxBF = BEXBC,
significan estas expresiones, que los nimeros de veces que
la unidad lineal esta contenida en ellas, son proporciona-
les entre si; y por consiguiente, que el producto de los
nuameros de los extremos es igual al de los medios.



Teorema XCII. [%]HUID&H"HIU]

Si una recia divide en partes proporcionales dos lados
«tfeun triangulo, esta recta es paralela al tercer lado. (F. 110)
Supongamos que la recta DE es
tal que tenemos la proporcién BO
: DA :: BE : EC, 06 bien la que de
esta se deduce AB : BD :: BC : BE.
En tal caso digo que DE es parale-
la & la AC, porque si no lo fuera no-
mdnaraos trazar por el punto D una recta DE'que fuera
paralela & la AC, pero entonces tendriamos que
AB :BD :: BC : BE , por el supuesto.
AB :BD :; BC :BE', porserlarecta DE' paralela k la AC.

Luego BE = BE' lo que es absurdo. W

Teorema XC”',

La bisectriz de un angulo de un triangulo divide al la-
mdo opuesto en despartes, proporcionales & los lados que
forman dicho angulo. (Fg. 111)

Para demostrarlo trazo la paralela CE
a la bisectriz BD, y prolongo el lado AB
hasta que encuentre en E & dicha para-
lela. Tendremos que los angulos 1y 2
son lguales por hipétesis, angulo3=an-
gulo 1 por correspondientes, y angulo
e*=angulo 2, por alternos internos cu-
tre paralelas, por consiguiente

angulo I=angulo 2= &ngulo 3= &ngulo h.

Pero en el triangulo CBE si los &ngulos 3y 4 son igua-
les, sus lados opuestos BE y BC, también lo seran.

(=) I>e igual manera se demuestra el nciproco del ieor. XC.
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Ahora en el triangulo AEC tendremos \Teor. XC1]
AD : DC :: AB : BE= BC;
que era lo que se queria demostrar.

CAPITULO I1I.

teiXngttlos y poligonos semejantes.

54. Dos poligonos son semejantes, en general, cuan-
do tienen sus angulos
iguales y los lados que
lo forman proporciona-
les; si estos elementos-
estan dispuestos en
igual orden, de mane-
ra que se satisfagan las-

‘W Ui relaciones (Fif. 112)
angulo A = angulo A, angulo angulo B', ang. C=éang. C'....
AB :A'B:: BC:BC":CD :CD'..

55. Esta relacién constante que existe entre los lados
que forman los angulos iguales es la razén de semejanza..

56. Veértices homoélogos son los de los angulos iguales:,
el vértice A es homdlogo con el A', B con B'....Lados
homélogos son los que terminan en dos vértices homoélo-
gos: AB es homélogo con A'B', BC con B'C', CD con
C'D"'... Angxdos homélogos los que corresponden & vérti-
ces homologos. Diagonales homologos las que terminan,
en dos vértices homélogos: AC es homologa con A'C”
AD con A'D"....

57. Si dos poligonos semejantes tienen un lado homo-
logo respectivamente igual, todos los demés también son
iguales, la razén de semejanza es la unidad y los dos po-
ligonos seran iguales.

58. Dos poligonos regulares de igual nimero de lados™
son evidentemente semejantes.
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59. Los tridngulos semejantes se definen lo mismo que
los poligonos, es decir, son semejantes dos triangulos si
tienen sus angulos iguales y los lados que los forman prO'

porcionales.
Teorema XCIV.

Si en un triangulo se traza una recta paralela & uno de
¢0s lados, el triangulo parcial que resulta es semejante al
propuesto. (Fig.113.)

Los dos triangulos ABC y DDE tie-
nen sus tres angulos iguales, & saber; B
¢ngulo comin. D=A y E=C, por corres-
pondientes (a). Ademas, siendo la recta
DE paralela 4 la AE, tendremos

AB :BD :: CB :BC \ Teor. XCI]. fip. g

Trazando por el punto E la paralela EF al lado AB,
tendremos por igual razou: CB : Bli:; AC :AF=DE,
por lados opuestos de paralelégramo.

Por consiguiente, combinando estas dos proporciones
mgue tienen la razé6n comin CB : BE, resultara que

AB :BD ;:CB :BE :: AC : DE. (6)

Por consiguiente los tridngulos son semejantes, por-
que tienen sus lados proporcionales (5) y sus angulos
iguales (a).

Teorema XCV,

Dos triangulos son semejantes, st tienen sus tres angu-
los respectit“amente iguales.

(Fig. 1U.)

Supongamos que en los
dos tridngulos ABC y ac,
tenemos angulo A=angulo

angulo B=angulo by an-

ulo C=éangulo c.
g g tig iit,
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Tomemos en el lado AB y a partir del punto B una
parte BD = ag; tracemos por el punto D laparalelaD E.
al lado AC. EIl triangulo DBE que resulta es igual al
abe-, porque tienen el angulo B=¢,lado BD=a;y an-
gulo D=A=o0.
Pero el triangulo D BE es semejante al A B C \_Teorema
anierior~\, luego su igual abe también lo sera.

C OROL ARIOS.

1. ® Dos triangulos son semejantes, si tienendos angulo&
respectivamente iguales, pues en tal caso los terceros an-
gulos también seran iguales.

2. " Dos triangulos rectangulos son semejantes, si tie-
nen un angulo agudo igual.
3. “ Dos triangulos isdsceles son semejantes, si tienen un

angulo igual de los dos iguales, 6 el opuesto & la base.

4.0 Dos triangulos equilateros son semejantes.

En cualquiera de estos casos se puede observar que los-
tres angulos son iguales.

T eorema XCVI.

Si dos triangulos tienen sus lados respectivamentepara”®
lelos, son semejantes.

Los angulos de estos dos triangulos seran iguales 6 su-
plementarios \_Teorem(i X 111], y la suma de ellos debera
ser igual & cuatro rectos [ Teorema XV I1]. Por consiguien-
te, si llamamos A, B, C, los tres angulos de uno de los
tridngulos, a, h, c, los dol otro cuyos lados son paralelos,,
y R el valor del angulo recto, no pueden ocurrir mas que-
los siguientes casos:

1. » A-]-«=21t. B-1-6=2R. C-]-c=2R
2. ®A+ a=2H. B-1-S= 2R. C=c¢
3. « A-j-o= 2R. B=i. C=c
4. " A=a. B=i. C=c
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Los dos primeros casos son absurdos, porque la suma
de los angulos de ambos triangulos seria mayor que cua-
tro angulos rectos. El tercer caso estd comprendido en el
cuarto \ _Teor. XV II, cor. 3.0]; pero en estos dos casos los
tridngulos son semejantes. \Teor. anterior.~\

Escolio. Los lados homdélogos son los paralelos.

Teorema XCVII.

Dos triangulos son semejantes, si tienen sus lados n?«-
pectivamente perpendiculares.

Los angulos tendran que ser en tal caso iguales 6 su-
plementarios [TVor. X1V], por lo que la demostraciéon de
este teorema es igual & la del anterior.

Escolio. Los lados homélogos son los perpendiculares.

Teorema XCVIII.

Dos tridangulos son semejantes, si tienen un angulo igual
y los lados que loforman proporcionales. (Fig. 115)
Por hipdtesis tenemos que

angulo B=éangulo h,
y AB:ol::BC:Jc (a).

Tomemos en el lado BA'y
a partir del punto B una par-
te = y tracemos la pa- Hg iis v,
ralela DE al lado AC. El triangulo DBE que resulta se-
ra semejante al ABC [TVor. XCIV], y por tanto

AB :DB=ii6: : BC : BE (§)

Esta proporcidn tiene tres términos iguales con la (n)»
luego ic=B E; pero en tal caso los triAngulos DBE y
ahe son iguales \ Teor. X1X], y siendo el DBE seme-
jante ni A BC, también lo sera su igual oic.
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Teorema XCIX.

Dos triangulos son semejantes, tienen sus lados res-
pectivamente proporcionales. (Fig. 116)

Tomemos la recta BD=ad y tiremos la paralela DE
al lado A C: vamos & demostrar que el triAngulo DB E es
igual & abe, conlo que el teorema quedara demostrado.

Por el supuesto tenemos que

AB : «6 ::BC :Je (a)
y AB:0J::AO:ac J)
Por ser semejante el triangulo D BE al ABC, resultaque
AB : DB= aJ::BC : BE(e)
y AB: DB=a6 :: AC : DE.(¢)

Las dos proporciones (0) y (c) tienen tres términos
iguales, luego ;c=BE.

Las dos proporciones (;) y {d) tienen también tres tér-
minos iguales, luego ac=DE.

Por consiguiente, los dos triangulos ac;, y DBE son
iguales \_Teorema X X 11], y siendo eIDBE semejante al
ABC, su igual también lo sera.

Teorema C.

Dos poligonos compuestos de un mismo ndmero de trian-
gulos semejantes y
semejantemente colo-
cados, son semejan-
tes. (Fg. 117)

Todos los angulos
de los dos poligonos
son respectivamente
iguales; porque ¢ pertenecen & tridngulos semejantes co-
mo los angulos By ¢,6 se componen déla suma de dos 6
mas angulos de triangulos semejantes, y semejantemente

F.J- 117-
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colocados como Cy c, cuyos angulos se componen respec-
tivamente de my n, 6 de m' y n', que son iguales entre
si, esto es, yn~-n'.

Para demostrar ahora la proporcionalidad entre todos
los lados homélogos de ambos poligonos, vemos que sien-
do semejantes respectivamente los triangulos ABC, ACD,
ADE.... con ach, adc, ade... tendremos las proporciones

AB :06 :: BC :5¢c :: AC :cc
AC:oc::CD:c<f:: AD :ad
Al) :firf :: DE «de AE : ae.

Y teniendo cada una de estas una razén comun, podre-
mos formar la siguiente;
AB :05:: BC :5c:: CD :cd:: DE : de....

Luego los dos poligonos son semejantes. (54)

Teorema CI. [FH]ptIIIHJ’tB‘Iaj

Do$ poligonos semejantes, pueden descomponerse en
ignal nimero de tridngulos semejantes y semejantemente
colocados. (Lamsrafigua)

En efecto, trazando desde los vértices homoélogos las
diagonales AC, AD, AE.... y ac, ad, ae....vemos que
los triangulos ABC y a5<? son semejantes porque tienen el

angulo B=angulo 5y AB : a5 :: BC : 5c.

Los triangulos ACD y acd también son semejantes,
porque tienen ang. m'=ang. m, porque son diferencias
entre dos angulos respectivamente iguales (dng. C—ang.
cy ang. «'=ang. n); y los lados proporcionales AC:
ac :: DC : de, porque de las dos proporciones

AC :flc:: BC: 5c

BC : 5c :: DC : de,
se deduce

AC : flc:: DC : de.

De igual manera se demostrard la semejanza de los
Otros triangulos.
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Teorema CIlI.

Los perimetros de los poligonos semejantes, son propor-
cionales a sus lados 6 diagonales homologas.

Sean AB, BC, CD, DE.... los lados de uno de los po-
ligonos; ab, be, cd, de.... sus homélogos en el otro, ten-
dremos que

AB :ai::BC;6c:: CD: DE -.de...

Pero en esta serie de razones iguales se sabe que
AB-i-D C+ CD-I-DE.... ;06-fic+ ca-fdc.... :: AB : 06.

Ahora siendo proporcionales los lados homélogos con
los diagonales [2Vor. Cl], la segunda parte del teorema
también es cierta.

Escolio general sobre la semejanza. E | nimero necesa-
rio de condiciones para que dos poligonos de n lados sean
semejantes es (2n —4); cuyo numero puede disminuir si
los poligonos tienen ya ciei'tas condiciones particulares.

CAPITULO 111.
COJISECTJENCIAS DE LA SEMEJAIIZA DE TRUINGULOS.

Teorema CIII.

Si varias rectas que concurren en un punto encuentran
4 dos paralelas, dividen a estas
paralelas en partes proporciona-
les. (Pig. U8.)
Por ser BE paralela a FL, los
triangulos ABC, ACD, ADE,
son respectivamente semejantes a
AFG, AGH, AHL; luego tea-
,18. dremos las séries de razones:
AF:AB::FG:BC::AG:AC1 Luego
AG:AC::GH:CD::AH:AD ; FG:BC::GH:CD:: HL :DE.
AH:AD::HL:DE:;AL:AE)
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Escolio. De lasérie de razones indicada se deduce, que
también las rectas concurrentes quedan divididas, en par-
tes proporcionales, por las paralelas.

Teorema CIV.

La perpendicular trazada desde el vértice del angulo rec-
to de un triangulo rectangulo a la
hipotenusa, es media proporcional (¥

entre los segmentos de la hipotenu-
sa. (Ag. 119

Los tridngulos BAD y A D C tie-
nen sus lados perpendiculares, y por
tanto [TVor. XCV 1] tendremosque ng ii»,

BD :AD ::AD : DC, que éralo que se queria demostrar.

Corolario. La perpendicular trazada desde xtn punto de
la circunferencia al diametro, es me-
dia proporcional entre los segmen-
tos del diametro. (Fg. 120)
En efecto, trazadas las cuerdas
AB y AC, el triangulo ABC sera

rectangulo en A.
t'ig. lio

TeEoremMA CV.

Si desde el vértice del angulo recto de un triatigulo rec-
tangulo se traza una perpendicular & la hipotenusa: 1.“
Cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusay
el segmento adyacente adicho cateto. 2." Los cuadrados
de los catetos son proporcionales alos segmentos de la hi-
potenusa. (Fg. 119)

Los triangulos BAD y BAC son semejantes, porque
son rectangulos y tienen el angulo B comun, luego

BC : AB ; : AB :BD. (a)
(=) Se dice que una recta es media proporcionalentre otras doa,

cuando en valor nninérico forma el waim o medio de una propor-
cién continua,de la que las otras dos son los extremos.
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Por igual razén en los triangulos ADC y BAC, ten-
dremos
BC : AG : : AC : DC. (6
20 De las dos proporciones (a) y (¢) resultan las igual-
dades _
AB*=BCxBD y AC*=BCx DC.

Dividiendo estas igualdades ordeixadamente, y supri-

miendo el factor comun de los segundos miembros BC,
se deduce la proporcion
A'B- : AC*: : BD : DC.

Corolario. Si desde un puni6 de la circunferencia se ba-
ja una perpendicular a un didmetro y se trazan las cuer-
das que unen dicho punié con los extremos del diametro: <
Cada cuerda es media proporcional entre el diametro y su
segmento adyacente. 2® Los cuadrados de las cuerdas
son proporcionales alos segmentos del diametro. (F. 120)

PU triangulo que asi resulta BAC esrectanguloen A;
y por consiguiente queda el corolario comprendido en el
teorema.

Teorema CVI. [Uamido dePiidgoias]

En iodo iriangulo rectangulo, el cuadrado de la hipote-
nusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
(Fie 119)

liemos demostrado \ Teor. anierior~\ que

AB*=BCxBD y A"C*=BCx DC.

Sumando estas dos igualdades miembro & miembro y
scpai‘ando el factor comuan BC, resultara
AB*-f AC*=BCCBD -1-DC)= BC X EC= BC=,
6 bien
B G*=AB*-I"AC-, que era lo que se queria demostrar.

De esta igualdad resulta
AB/=B'C»-AC*j
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es decir, que el cuadrado de un cateto es igual al cuadra-
do de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto.

Escolio. EIl teoremade Pitagoras puede servir para de-
terminar el valor numérico de un lado de un triangula
rectangulo, conocidos los valores numéricos de los otros
dos. En efecto, llamemos a, ¢ y c, los valores de los tres
lados, siendo a la hipotenusa, tendremos que

y —c%

y por consiguiente:

a=)"b*-1-c’ y bzzl™a*—c*

60. Se llama proyeccidon de una linea cualquiera sobre
una recta, la parte de recta com-
prendida entre las perpendiculares
bajadas desde los extremos de aque-
Ila sobre esta. Asi (Fig. ISI) EF esla
proyeccidn de la linearecta C D so-
bre la A B. Segun esta definicion es
evidente que 'V oin-

1. ® Todas las lineas que tengan los extremos comunes
tienen la misma proyeccidon sobre una misma linea recta.
Asi la curva CMD tiene igual proyeccién que la rec-
ta CD.

2. ® La proyeccion de una recta sobre otra que le espa-
ralela, es igual & estaparalela. [Teorema XLI1.J

3. " La proyeccion de una linea recta sobre otra que es
perpendicular, es un punto.

4. ® La proyeccion de la hipotenusa sobre cada uno de
los cafetos es el mismo cateto.

Teorema CVII.

£!n todo triangulo el cuadrado de un lado opuesto & un
angulo agudo, es igual & la suma de los cuadrados de los
otros dos lados, ménos el duplo del producto de uno de
ellos por la proyeccion del otro sobre él. (Fg. 1S9
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Sea el lado AB opuesto al angulo agudo C, pueden
suceder dos casos: 1.« Que la perpendicular BD caiga en
un punto del lado AC. 2.®Que
caiga en la prolongacion.
1° En el tridngulo rectan-
gulo ABD tendremos {"Teore-

ma CVI.]
AB*~AT)*+b"D* (a)
jiig lia. AD = AC —DC,

y por tanto
AD'-AC*+DC*—2ACxDC. (6)

En el triangulo rectangulo DBC, tenemos que

1)C*. (c)

Sustituyendo en el segundo miembro de la igualdad
(a), los valores de A~®y que expresan los segundos
miembros de las igualdades (h) y (c) resultara

AB*=AC*+1DC*—2ACXBC+ BC*—DC*. =

De donde suprimiendo los términos iguales y de sig-

nos contrarios, resulta
a b*= AC*1-BC*—2a Cx DC,

que era lo que se queria demostrar.

2." Si la perpendicular cae en la prolongacion de AC,

tendremos que
AD=DC—AC,

y elevando al (ruadrado
AD»=DC?+AC*—2ACXDC.

Por consiguiente, el segundo miembro de esta igualdad

es igual al dela (i) y el teorema se demuestra lo mismo
que en el caso anterior.

(=) Conforme é la formu'a (a— &)*=0* + 67 2ab.
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Teorema CVIII.

En iodo triangulo obtméangulo el cuadrado del lado
opuesto al angulo obtuso, es igual & la suma de los cuadra-
dos de los otros dos, mas el doble
del producto de uno de ellos por la
proyeccion del otro sobre él. (F-123)

Sea BC el laclo opuesto al &ngu-
lo obtuso A, la perpendicular BD
caeréa fuerade dicho angulo [ Teore-
ma XVIIIl.]

En el tridngulo rectangulo DBC tenemos que \_Teore-
ma CVI]

rig. 13

BC*=BD*+(DA + AC)». («)
Pero en el tridngulo rectangulo DB A
Bi)*=BA»—irA*, (i)
y ademas sabemos que
(DA+ AC)*=DA*+~*+2ACx DA. (c)

Sustituyendo, como en el teorema anterior, en el segun-
do miembro de la igualdad (o) los segundos miembros de
las (¢) y (c), resultaran después hechas las reducciones:

BC'= B A *-1-2ACXDA.

Los reciprocos de los tres teoremas Gltimos son ciertos
y se demuestran por la regla del parrafo (34).

Escolio. Existiendo una relacion constante entre el
cuadrado de un lado de un triangulo y los otros dos la-
dos, cuya relacidon varia segun que el &ngulo opuesto sea
obtuso, recto 6 agudo, se puede conocer por los valores
numéricos de los lados de un triangulo, a4 qué clase de an-
gulo se opone cada lado. Asi llamando o, 6y ¢ & los tres
lados y siendo por ejemplo,

0=5, 6=4. c=8,
tendremos que
8'=64>5*-1-4*=4i,
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por consiguieiitp, el lado e se opone & un angulo obtu-

so, y por consiguiente los otros dos se oponen a angulos-
agudos. °

CAPITULO 1IV.

Xbeas de los poligono

61. La extension medida de una superficie sabemos que-
se llama area. Se concibe facilmente que dos figuras de
muy distintas formas pueden tener igual extensién 6 area:
en tal caso se llaman equivalentes; y es claro que no po-
dran coincidir, pero los nimeros que expresan la relaciéon
de estas figuras con la unidad seran iguales.

62. Para medir las superficies se toma, generalmente,,
por unidad el cuadrado.

63. En la evaluacién de las superficies se llaman lase™
de un paralelégramo dos de sus lados paralelos y la altura
es la perpendicular bajada desde un punto cualquiera de
una de estas bases a la otra, 6 4 su prolongacién. Es evi-
dente que en el rectangulo y el cuadrado, la basey la al-
tura son dos lados consecutivos.

64. En un triangulo se toma como lase un lado cual-
quiera y laaltura es la perpendicular bajada desde el vér-
tice opuesto & su base 6 & su prolongacién, si fuere nece-
sario. Si el tridngulo es isdsceles suele tomarse como base
el lado desigual. En el triangulo rectangulo si se conside-
ra como base un cateto el otro cateto sera la altura, segin
la definicion.

65. En el trapecio se considera como base uno de sus
lados paralelos, siendo la altura la perpendicular bajada
desde un punto de este lado al otro.
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Teorema CIX.

Dos rectangulos que tienen iguales sus bases, son pro-
porcionales a sus alturas. (7ig. 124.)

Pueden suceder dos casos: 1.®
Q-ue las alturas AB y 0 sean co-
niensurables. 2.« Que no lo sean.

1® Si AB y ab son comensura-
bles, llevemos la medida comun so-
bre estas rectas, y supongamos que
esta contenida en la AB,m veces, y en la ab, n veces; ten-
dremos la proporcién

AB :ci ::m:n. (a)

Irazando por los puntos de division rectas paralelas a
las bases quedaran divididos el rectdngulo ABCD en
rectangulos iguales, y el abcd en n rectangulos iguales
también entre si y & los primeros \ Teor. XL1, cor."}, lue-
go cualquiera de ellos es medida comun de los rectangu-
los propuestos, por tanto:

ABCD :abcd:: m:n. (5)

Las dos proporciones (a) y (;) tienen una razén co-

mun, luego
ABCD : abcd :: AB : ab.

2. Si las alturas AB y o son incomensurables, la de-
mostracién es igualéla délos teoremas LXXVI1IlyXC.

Corolario. Dos rectangulos de igual altura, son propor-
cionales & sus bases. Esto se deduce de la definicién del
parrafo (63).

Teorema CX.

Dos rectangulos cualesquiera, son proporcionales a los
productos de sus bases por sus alturas.

Sean Ry R' los dos rectangulos: a y a'sus alturas res-
pectivas; hy h' las bases. Supongamos un tercer rectau-
[ 8]

Snie.—Msirm”ricai. |].
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guio R", que tenga la altura a'y la base b, es decir,
igual altura que R', é igual base que R.

Segun el teorema anterior, los dos rectangulos R y R"
=que tienen igual base, seran proporcionales a sus alturas,
luego

R:R":o0:a, (c)

Y los dos rectangulos R"y R' que tienen igual altura

son proporcionales & sus bases

R":R"'"::6; b\

Multiplicando las dos proporciones (a) y (¢) término a
término y suprimiendo el factor comdn R", resulta

R :R'"::axb :a'xb"
que es el enunciado del teorema.

Escolio. Esta propiedad puede servir para hallar la ra-
z6n de dos rectangulos, conociendo los valores numéricos
de dos de sus lados consecutivos. Asi por ejemplo, si te-
nemos

Rectangulo R, sualturaa= 22, su base J=:16
» R ., n'=12, =14

R ;R"':: 22X16: 12x14, 6bien
R 168

Teorema CXI.

m area de w?i rectangulo, es igual al producto de su ba-
se por su altura si la unidad lineal es el lado del cua-
drado que se tomaj)or unidad de superficie.

En efecto, siR esel rectangulo, ay b sn altura y base,
C el cuadrado que sirve de unidad, y | su lado, tendro-
snos \Teor. CX]§

(=) Este enunciado quiere decir {Teor. CX, escolio 2."1 que el
mnufmro abstracto que representa la relacion entre la superficie del
rectangulo y la umdad superficial, es igual al producto délos nU-
meros abstractos que expresan los valores umuéricos de la base \
la altura con relacién i la unidad lineal.
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~ — I, »PRro Y—1y i= 1, por consiguiente R=a X b.

Corolario. EI area de un cuadrado, es igual a la segun-
da potencia de su lado.

Siendo el cuadrado un rectdngulo cuya base y altura
son iguales, tendremos que C=a x a= a* expresando a
eu lado.

Por eso en aritmética se llama cuadrado al producto de

. un numero por si mismo, porque representa el valor del
;rea de esta figurageométrica. Por una razén analoga se
llama rectangulo al producto de dos nimeros cualesquie-
ra. porque representa el area de esta figura geométrica,
«iendo la base 6 la altura cada uno de los dos nameros.

Teorema CXII.

E | area de un paralelégramo es igual al producto de su
base por su altura. (Fg. 125

Sea el paralelogramo ABCD,
por los extremos de la base AD,
levanto las perpendiculares & ella
AE y DF hasta que encuentrenal
lado opuesto 0 & su prolongacion.

Eos dos triangulos AEB y DFC tienen AE=DF vy

CD, por lados opuestos de paralelégramosy el an-
gulo en A=angulo en D, por tener sus lados paralelos
y dirigidos en el mismo sentido: luego son iguales \ Teo-
rema X1X.]

Ahora, si del trapecio ADFB se resta el triangulo
DFC, queda el paralelégramo propuesto, y si de dicho
trapecio se resta el triangulo ABE, queda el rectangulo
A E FD; luego el rectangulo y el paralelégramo son equi-
valentes (61); pero estos cuadrilateros tienen la misma
base é igual altura (63). y siendo el area del rectangulo
el producto de estas dos lineas \_Teor. CX 1], también se-
ra el area del paralelégramo.
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De la equivalencia entre el rectangulo y el paralelé”™
gramo que tienen igual base y altura, se deducen los si-
guientes

COBOIARIOS.
1 Dosparaleléiframos de igual base y altura, son eaui-

valentes.
2® Dos paralelégramos que tienen iguales bases, son

proporcionales asus alturas, y reciprocamente si tie"™xen
la altura igual.

3.0 Dos paralelégramos cualesquiera son proporciona-
les & los productos de sus bases por sus alturas.

Teorema CXIII.

E| area de un tridngulo es igual &la mitad del producto
de su base por su altura. (Fig. 126)
Sea el triangulo ABC; pordos de
sus vértices-B y C, tiro paralelas CE
y BE & los lados opuestos y resul-
tard un paralelogramo ABECde
igual base AC ¢é igual altura BD
m qyg gj triangulo (63 y 64); pero los
dos triangulos ABC y CBE son iguales [TVor. XXI11];
luego el triangulo propuesto es mitad del paraleléogramo”
y siendo el area de este el producto de su base por su al-
tura [Teor. CXI1J, el area del triangulo es igual & la mi-
tad del producto de su base por su altura.
Siendo mitad todo tridngulo de un paralelégramo de
Igual base y altura, se deducen los siguientes

Corolarios.

1-" Dos triangulos de igual basey altura, son equiva-

lentes.
2.0 Dos triangulos de igual base, son proporcionales a

sus alturas, y reciprocamente si tienen igual altura.
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3.0 Dos triangulos cualesquiera, son proporcionales &
los productos de sus bases por sus alturas.
Escolio. En wn tridngulo rectangulo considerando co-
mo base un cateto, la altura seré el otro, y por tanto, su
area es igual d la mitad del producto de los catetos.

Teorema CXIV.

El &rea de un trapecio, es igual al producto de su al-
tura por la semi-suma de sus bases.
(Fg.127)

Trazando en el trapecio la diago-
nal AC, quedard dividido en dos
tridngulos ABC y ACD, que si con-
sideramos como sus bases respecti-
vas las rectas BC y AD (bases del o
trapecio), tendran la misma altura BE que el trapecio
(63). Ahora tenemos segun el teorema anterior

Area del triangulo ABC=BE X ;(BC
» del triangulo ACD=BE x JAI).

Sumando estas dos igualdades y separando el factor co-
mun BE, tendremos
area del trapecio ABCD=BE X i(B C-fAD).

Escolio. Siendo la recta que une los puntos medios de
los lados no paralelos del trapecio igual & la semi-suma
de sus ba,ses \_Teorema L], también puede decirse que el
area del trapecio es igual al producto de su altura j)or la
recta que une los giuntos medios de los lados no paralelos.

Teorema CXV.

E | area de un poligono regular, es igual a la mitad del
producto de su apotema por su perimetro.

Sabemos \_Teorema LXXXV I, eacolioc?, que todas las
apotemas de un poligono regular son iguales: luego si con-
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sideramos radios tirados desde el centro del poligono a
los vértices, quedaréa dividido en tantos triangulos iguales
é isosceles como lados tenga. El area de cada uno de es-
tos triangulos, si se toma el lado del poligono como base,
sera igual & la mitad del producto de la apotema por el la-
do. Llamando | un lado del poligono, n el nimero de es-
tos, y o a la apotema, tendremos que

area de uno de los triangulos="o0x?,
area de todos los triangulos
0 sea del poligono=«x

que era lo que se queria demostrar, pues nX”es el peri-
metro.

Escolio. EI area de un poligono cualquiera se determi-
na dividiéndolo en triangulos, hallando las areas de estos-
y sumandolos.

66. Ahora puede comprenderse bien la denominacién
de do5 dimensiones dada & la extension superficial; (4)
pues para medir una superficie, en general, se multipli-
can dos lineas que son sus dimensiones. En el paralel6-
gramo la base y la altura son estas dimensiones, asi como
en el rectangulo y en el tridngulo; en el trapecio son la
altura y la recta que une los puntos medios de los lados
no paralelos; en el poligono regular la apotemay el pe-
rimetro, kc.

CAPITULO V.

COMPARACION DE LAS IREAS

Teorema CXVI.

Jjus areas de dos triangulos que tienen un angulo comun

6 igual son proporcionales & los productos de los lados qufe
forman dicho angulo. (Fig.128.)
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En efecto, sean los dos triangulos AiJCy DBE que
tienen el &ngulo comdn B. Trazo la recta AE, y tendre-
mos que si en los dos triangulos
ABE y DBE consideramos como
bases respectivamente AB y DB,
tendran la misma altura (que sera
la perpendicular bajada desde el
vértice comlUn E a la recta AB), y
por consiguiente sus areas seran i
proporcionales & sus bases [7W . CXV, cor. 2.“], luego

ABE :DBE AB :BD. ()

Por iguales razones tendremos comparando los trian-
gulos ABCy ABE que tienen el vértice comin A y sus
lados opuestos en una misma linea recta

ABC:ABE::BC:BE. (i)

Multiplicando estas dos proporcionesy suprimiendo el
factor comin ABE, resulta el enunciado del teorema

ABC :DBE : : ABxBC : BDXxBE.

Corolario. Silos dos irianffulos son semejantes, es decir,
que la recta DE es paralela 4 la AC, el triangulo auxi-
liar que resulta ABE {después de trazada la recta API)
es medio proporcional entre los dos triangulos propuestos,
porque de serparalelala D PL4 la A C, resulta

AB :BD ::BC:BE, [Ttw. XClI]
y por tanto, las dos proporciones (0) y (¢) tienen unara-

z6n igual, por lo que
ABC ;:ABE ABE ; DBE.

Teokema CXVII.

Las areas de dos triangulos semejantes, son proporcio-
nales 4 los cuadrados de sus lados homélogos. (Fig. 129)
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Los dos triangulos ABCy abe, siendo semejantes ten-

dran sus angulos homdélogos igualesy tendremospor con-
siguiente [Teor. CXVI]

ABC: flac:: AB xBC: m.ahy,bc{a)

Pero también tenemos que
los lados homoélogos son pro-
porcionales, y por tanto

‘miet 10 BC:k :: AB :ab. (b)
Multiplicando ordenadamente estas dos proporcionesy
suprimiendo el factor comin BC de los antecedentes, y
el 6 c de los consecuentes; resulta
ABC : abe :: AB*; ab*. (c)
Corolario. Zas areas de dos triangulos semejantes™ son
proporcionales a los cuadrados de sus alturas homologas.
Trazando las alturasBDyrf(Fig. 129),los dos trian-
gulos rectangules ABD y ahd son semejantes [7 ‘eor«-
ma XCV, cor. 2.®)j; luego
AB mab BD : bd, y por consiguiente AB*: a6*:; BD*:
Esta proporcion y la (c) tienen una razén comun, lue-
go finalmente
ABC : abe :: Bil-: bd*.

T eorema CXVIII.

Las areas de dos poligonos semejantes, son proporcio-
nales & los cuadrados de sus
lados y diagonales homologas.
iFig.lSO)

Trazando diagonales desde
los vértices homologos Aya,
guedaran descompuestos los

i-.p.lau. ~ dos poligonos ABCDEF vy
fibcdefen igual nimero de tridngulos semejantes y seme-
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jantemente dispuestos \ Teor. Cl]. Llamemos T, T', T"...
los triangulos del primeroy t, i*, C... sus correspondien-
tes semejantes en el segundo. Tendremos \_Teor. anterior]

T <= \ Pero siendo semejante» los poligonos:
T': :CD*:cd* ( BC:be:: CD:cd::1)E:de.. y por tanto
T :f :: DE*:rf? ( BC*:Tc*:: CD*:~ :DE*i"*...

Teniendo todas las proporciones primeras una razén
igual, se deduce

T:(;::T':(;'::T':r...::B'c*:67*.

Luego comparando la suma de todos los antecedentes
y de todos los consecuentes con un antecedente y su con-
secuente
T-l-r+r....: 1 BC*: Te*

<jue era lo que se queria demostrar.

Siendo los lados homologos proporcionales & las diago-
nales homoélogas, es evidente que las areas de los poligo-
nos son proporcionales a los cuadrados de sus diagona-
les homoélogas.

Teorema CX I X.

E | cuadrado construido sobre la kipotemtsa de un trian-
gulo rectangulo, es equivalente
Ula suma de los cuadrados
construidos sébrelos catetos.
(Fig.13i.)

Sea el triangulo rectangulo
BAC, rectangulo en A; cons-
truyamos sobre cada uno de
€U8 tres lados los cuadrados
BE, BGy AE tracemos las
rectas AF y BE y bajemos la i

(=) Abreviadamente suelen indicarse los cuadrilateros solo con
dos letras pertenecientes a los vértices de los angulos opuestos.
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perpendicular AD a la hipotenusa del triangulo, prolon-
gandola hasta L.

Tenemos que el triAngulo BCE es mitad del cuadrado
AE, porque tienen igual base CE é igual altura, toda vez
que el vértice B del triangulo esta en la misma linea rec-
ta que el lado Al del cuadrado, [Jeor." CXl y CXIII}.
Por igual razén el triAngulo ACF es mitad del rectangu-
lo DF, pues tienen igual base CF y la misma altura, por-
que el vértice A del triangulo esta en la misma recta que
forma el lado opuesto & la base del rectangulo.

Ahora los triangulos susodichos BCE y ACF tienen

lado AC =lado CE vy lado CF=:lado BC,

por ser respectivamente lados de un mismo cuadrado:

angulo ACF = angulo BCE,

por componerse cada uno de un angulo recto y de la par-
te comin ACB, ¢ sea el angulo agudo en C del triangu-
lo propuesto.

Por consiguiente, los tridngulos BCE y ACF son igua-
les [ Teor. X1X], y siendo uno de ellos equivalente & ia
mitad del cuadrado AE y el otro equivalente a la mitad.
del rectangulo DF, el cuadrado y el rectangulo son equi-
valentes entre si.

Del mismo modo se demuestra, trazando las rectas CE
y MA, que son equivalentes el cuadrado BG y el rectan-
gulo BL, y por tanto la suma de los dos cuadrados cons-
truidos sobre los catetos, es equivalente al cuadrado so-
bre la hipotenusa.

Teorema CXX.

E | cuadrado construido sobre la suma de dos recias esp

(=) Este teorema se ha demostrado también por la proporcio-
nalidad de las liueas. \_Teor. de Pitagoras.”
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equiralente & la suma de los cuadrados construidos sobre
cada una de ellas, mas el duplo del rectangulo construido
sobre las mismas. (FHg. 133)

Sean AB y B C las dos rectas dadas,
es cTidente que su suma sera A C. Cons-
truyamos el cuadrado Al sobre la su-
ma, el cuadrado A1’ sobre la AB, y
prolonguemos EF y BF hasta Dy Tl
respectivamente. El cuadrado F1 sera
el construido sobre BC, y los dosrec- li», m.
tangulos GF y FC, tienen evidentemente por basey altura,
rectas iguales respectivamente &las dos rectas dadas. Aho-
ra podemos establecer la siguiente igualdad: \_Axioma 3 *3

A B e

cuadrado Al=cuadrado AF + cuadrado F1I -1-
reciangulo G Frectangulo F C;
6 bien:
cuadrado A 1="cuadrado A B-j-cuadrado F1 +
2 rectangulo FC.

Teorema CXXI.

El cuadrado consiruido sobre la diferencia de dos rectas,
es equivalente a la suma de los cuadrados construidos
sobre cada unade ellas, ménos el du-
plo del rectangulo construido sobre
las mismas. (Fig, 133)

Sea A D la mayor do las dos rec-
tas y CDla menor: la diferenciaen-
tre las dos sera A C. Construyamos
el cuadrado AG sobre la AD, el "o 33
cuadrado L G sobre la LM= CD, el cuadrado A L sobre
la AC diferencia de las dos rectas, y prolonguemos las rec-
tas GE y MB hasta formar el cuadrado RE=cuadrado
LG. Los rectangulos IIF y FD seran iguales y tendrany

(*) Este teorema de equivalencias corresponde al teorema ai-
gebraico (a-f-¢)*=e*-I-é* + 2a;.
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por base y alturarespectivamente las rectas propuesta
Es evidente que
cuadrado AL=cuadrado AG + cuadrado LG __
rectdng. KF—rectang. F D= cuadrado A G-J-
cuadrado L G— 2rectang. AD X CD.

Teorema CXXII.

s i sobre los tres lados de un triangulo rectangulo consi-
derados como lados homélogos, se construyen tres poligo-
nos semejantes entre si, el poligono construido sobre la hi-

potenusa es equivalente aia suma de los construidos so-
bre los catetos.

En efecto, llamemos A, B, C, las areas de los tres po-
ligonos construidos, siendo A la del construido sobre la
hipotenusa. Sabemos que estas dreas son entre si como
los cuadrados de los lados homologos \_teor. CXVIII];
pero por ser rectangulo el triAngulo tendremos que unen
é. sus lados la relacion. ~Teor. de Pitagoras.®

siendo a la hipotenusay b, c, los catetos.
Ahora tenemos las proporciones
A B ::a*:
B:C::6*:¢e~
Déla segunda se deduce que
B+ C:B:;5=+ 0*S*,
6 bien, B-j-C :B::a*:

pero esta proporcién y la primera tienen tres términos
iguales, luego finalmente resulta que

A=B-1-C.
(=} Es-eteorema corresponde ala propiedadalgebraica(a—

=a f —2a6. Por equivalencia de figuras podria también de-
mostrarse la formula {a-\-b) (a—6)= o-—i*.
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LIBRO II.

EXTENSION DE LAS FIGURAS CIRCULARES.

CAPITULO

CUERDAS, SECANTES Y TANGENTES.

Teorema CXXHI.

Los segmentos de dos cuerdas que se cortan en un punto

interior & ttn circulo, son inversa-
mente proporcionales. (Fig.134.)

Si trazamos las cuerdas AC y BT)
los dos triangulos ACE y BED tie-
nen los angulos en E iguales por
opuestos por el vértice y el angulo
en A=angulo en D, por inscriptos
gue abrazan un mismo arco; por con-
siguiente, estos triangulos son seme-

jantes [Peor. XCV, cor. 1®], y entre sus lados homdlo-

gos tendremos la proporcion

AE : ED EC : EB,

que es lo que se queria demostrar.

Teorema CXXIV.

Dos secantes que parten de un mismo punto exterior al

circulo, son inversamente propor-
cionales asus segmentos externos.
(Fij. 135)

En efecto, si trazamos las cuer-
das DC y EB, los dos triangulos
ABE y ADC son semejantes, por
tener el angulo A comdn y los an-
gulos B y C iguales por inscriptos
que abrazan igual arco.
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De la semejanza de estos tridngulos se deduce que
AB ; AC;; AE : AD.

Teorema CXXV

Sl desde UA punid fuera de un circulo se ;razan una
tangente y una secante, la tangente
es media proporcional entre la se-
cante y su segmento externo. (F. 136)

En efecto, si trazamos las dos
cuerdas BC y BD, los dos triangu-
los BAC y BAD son semejantes,
porque tienen el ang.®en A comun
y los angulos en B y en D iguales

Fig. 1e¢ por abrazar un mismo arco. Luego

AD :AB :: AB : AC.

Escolio 1 ® Puede ocurrir como caso particular que
la secante pase por el centro y que la tangente sea igual
ni diametro; en tal caso AB=C D ,ypor consiguiente la
proporcioén se convierte en esta otra,

AD : CD CD: AC.

Y se dice que la recta AD estd dividida en media y
extrema razon, es decir, en dos partes tales que la mayor
es media proporcional entre toda la recta y la menor.

Escolio 2.0 Los enunciados de los tres Gltimos teoremas
se podrian refundir en el siguiente: Elproducto de las
distancias de unpunto interior 6 exterior & un circulo, &
dos plintos de la circunferencia tomados en la misma divi-
sion, es un ndmero constante.
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CAPITULO II.

XELA.CION DE DOS DADOS DE ADOUNOS POLIGONOS
XEGULAEES IN8CEIPTOS CON EL EADIO.

Teorema CXXVI.

Ellado del cxigono regular inscri'pto™ es igual al radio.
(Fig.137.)

Sea AB el lado del exagono, tiro los radios OA y OB
y resultara el tridngulo AOB. EIl angulo en O de este
tridngulo seré igual de rectos,
luego entre los otros dos valdran
2— de rectos, y como son igua-
les \ Teor. XX V], cada uno de ellos
sera igual & ™ de recto. Luego el
tridngulo AOB es equiangulo, y por
consiguiente equilatero, por tanto Frioast

AB= AO=:BO= R

Teorema CXXVII.

La razon del lado del cuadrado in»cripto en un circulo
~al radio, v/2 (Pig.137.)

Supongamos que A B es el lado del cuadrado inscripto,
en tal caso el angulo en O es roeto, y en el triangulo rec-
tangulo AOB tendremos [ Teor. de Pilagoraf\

AB»= A5*+ BO*=i2K*, llamando 11 al radio.
Luego ~ =2, 6 bien ~ = \/2. (0)

Escolio. Siendo V2 un namero incomensurable, se de-
duce que la raxon fentre el lado del cuadrado inscripto y
el radio es incomensurable. La formula (o) puede servir
para hallar el valor del radio conocido, el del lado del cua-
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drado ~ reciprocamente, pue, de ella se dedu-
cen las dos ecuaciones:

AB=11\2y AB v 2
V2~~ 2 "m

Teorema CXXVIII.
itn circulo al radio, € vz. (Fg 138) YRy -
Trazo el diametro AC y la cuerda BC, esta sera el la-
do del exagono regular inscripto,
toda vez que ABC es media cir-
cunferencia,yBC=¢-— eij..
cunferencia. *
Ahora el triangulo A B C es rec-

tangulo en B \_Teor. LXXX, cor.
‘@fy por tanto

Fg. 1R AB»=AC=—B",

y llamando al radio R

r>=SB", dedonde ABY 3

Ali— 4R=_
R*

y finalmente AB
R'=~3*

gl 184i®"son incomensurables. ~non

Escolio 2.» La apotema del triangulo egutialero inecrip-

z T Ie los ios. tridngulos
B C son semejantes, y por consiguiente

ADO y A
B AO:AC::0D:BC
ero como
AO= ;AC, también ODi=:;"BC="R

Teorema CXXIX.

&2 fgﬂgl taI Ql})arte mayor del radio dividido en medi& y ef?r
trema razén. (Fig. 139.)



— 129 —

Sea AB el laclo del decagono regular inscripto, trozo
los radios AOy BO, y labisectriz AD del angulo OAB.

En el triAngulo OAB tendremos [TVo-
rema XCIl11]

AO :AB ::0OD:BB. ()

Pero el angulo en O vale la décima
parte de lacircunferencia,esto es —|
de recto, luego entre los otros dos angu
los del triangulo OBA valdran 2— 1=:]
de recto, y como son iguales por opo-
ncrse & lados iguales, el valor de cada uno sera | de rec-
to; pero la AD es bisectriz, y por tanto angulo o=an -
gulo de recto; luego el triangulo D AO es is6sce-
les, esto es, OD=AD.

Ahora en el tridngulo ADB tenemos

angulo i = i (lerecto; angulo c = i de recto;
luego
angulo ADA=2-| _*=irecto;

y por tanto, el tridngulo AD B también es isé6sceles, de
donde A D = A B; por consiguiente, las tres rectas OD,
AD y AB son iguales.

Si sustituimos en la proporcién (¢) en vez de A O su
igual OB y en vez de AB su igual OD, tendremos final-

mente:
OB . OD . :0D ;DB.

De modo que el radio esta dividido en media y extre-
ma razoén, y el lado del exadgono AB es igual & la parte
mayor OD del radio asi dividido.

Ri'kio,—/riri'niiid'n. 1L [ 91



— 130 —

CAPITULO 111,

medida, del circulo.

Lema I.

Puede inscribirse en un circulo un poligono regular de
un ninnero de lados tan grande, que la diferencia entre el
radio del circulo yla apotema del poligono sea menor que

ualquier cantidad dada, por pequefia que esta sea. (F. 340

bi consideramos un poligono regular inscripto de cual-

quier numero de lados, después otro que tenga duplo nu-

mero que el anterior, para lo que

bastaréa considerar trazadas las cuer-

das que unen los puntos medios de

los arcos abrazados por el primer po-

ligono [Teorema CXV J; después otro

numero de lados sea duplo que

~ i™agbiamos que se continua

«s a divisién indefinidamente: sabemos qne los lados de

estos poligonos iran siendo cada vea menores y las apo-

temas se irdn aproximando,1 radio por pertenecer & cuer-
das que van disminuyendo [Teorema LXXXVII, cor 1

gulo AOC la siguiente relacién entre el lado del poli-

re »
AB

R—r< =AC.
Pero la cantidad u, lado del poligono, puede hacerse tan
pequefa ae quiera, aumentando suficientemente el

rarriemOrtoroS. e g « P™limi,,,
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namero de lados del poligono inscripto; luego R—r, que

siempre es menor quey ; sepuede hacer menor que dicha

cantidad, y por tanto menor que cualquier cantidad por
pequefia que esta sea.

Lema II.

Se pueden ‘inscribir y circunscribir & un mismo circulo
eios poligonos regulares de igual numero de ladosy tales
que la diferencia de sus perimetros sea menor que cual-
quier cantidad por pequefia que esta sea.

Llamemos P, los perimetros del poligono regular
circunscripto é inscripto, respectivamente, R, r sus apo-
temas; sabemos que la apotema del circunscripto es el ra-
dio del circulo, esto es, la perpendicular al lado que en tal
caso es tangente. Estos poligonos seran semejantes (58)
y por tanto

P !ji :: R :r, de donde

V-p:P::R_r :R, Obien, P-p = IIQ(R_r) (c)

Ahora en la igualdad (c) tenemos que R— r, puede ser
TOenor que cualquier cantidad dada por pequefia que ella
N

sea \Lema anterior'], y como es una cantidad*esencial-

mente limitada, resulta que también P—p, puede ser me-
nor que cualquier cantidad por pequefia que esta sea.

Lema III.

Se pueden inscribir y circunscribir a un circulo dos po-
ligonos regulares semejantes (de igual nimero de lados),
cuyas areas se diferencien en menos de cualquier canti-
dad por pequefa que esta sea.

En efecto, si llamamos P y R el perimetro y apotema
«del poligono regular circunscripto, p y r el perimetro y
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apotema de su semejante inscripto. Tendremos \Teorema-
CXV] que

area del poligono circunscripto=¢PR
Id. del poligono inscripto =ipr.

Ahora la diferencia entre estos dos productos puede lle-
gar & ser menos que cualquier cantidad dada, porque R
puede aproximarse ar, y P 4j? todo cuanto se quiera \Le-
mas | y I1], luego sus productos también pueden aproxi-
marse cuanto se quiera, y por tanto la diferencia entre
estos productos ser4 menor que cualquier cantidad dada.

Teorema CXXX.

La circunferencia es el limite superior de losperimetros
de los poligonos regulares inscriptos en ella. (Fig.141.)

Sea A B el lado de un poligono regular inscripto; si di-

vidimos su arco en dos partes iguales y trazamos las cuer-

das AC y CB, estas seran los lados

de un poligono regular inscripto de

duplo nimero de lados, [Teorema

LXXXVII, cor.] y si cada uno de

los arcos abrazados por estos se di-

vide a su vez en dos partes iguales

y se tiran las cuerdas, estas seran

los lados de un nuevo poligono de

Fis duplo nimero de lados, y asi pode-

mos continuar indefinidamente. Pero cualquiera que sea

el nimero de lados del poligono inscripto que se conside-

re, siempre se puede concebir otro de duplo namero de

lados, y entre estos lados tendremos la relacion:

AB<AC-1-CB.

Luego los perimetros de los]poHgonos inscriptos van
aumentando & medida que crece el numero de sus lados..
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Ademas cualquiera que sea el nimero de lados tendre-

mos que (5)
arco AC>cuerda AC,

y por tanto, siempre la circunferencia sera mayor que el
perimetro de un poligono inscripto en ella: luego estos
perimetros se van aproximando a la circunferencia a me-
dida que crece el namero de lados, y por tanto ella es el
mlimite superior de estos perimetros; porque es una canti-
dad constante & la que se aproxima otra variable tanto
=Ccomo se quiera.

Teorema CXXXI.

La circunferencia es el limite inferior de losperimetros
mk los poligonos regulares circunscriptos a ella. (La migrafi-
gvaced alteria)

Sean FA y F B dos medios lados de un poligono regu-
lar circunscripto, por el punto medio C del arco ACB,
tracemos latangente DE que sera \ Teor. LXXXVIII]
«cl lado de un poligono regular de duplo namero de lados,
siendo DA y E B dos medios lados de este nuevo poligo-
no. En el triangulo D FE tenemos

I)F-1-FE>DE.

Y sumando & ambos miembros DAYEB y reduciendo
FA-f FB>DE-I-DA-}-EB.

Esta igualdad nos manifiesta que dos medios lados, 6
esea un lado de un poligono regular circunscripto, es ma-
yor que un ladoy dos medios lados, 6 sean dos lados, de
un poligono regular circunscripto de duplo namero de
lados que el anterior; luego el perimetro de cualquier po-
ligono regular circunscripto es mayor que el de duplo
-numero de lados; y por tanto los perimetros de los poli-
mgonos regulares circunscriptos disminuyen & medida que
aumenta el nimero de sus lados.
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Ahora podemos observar que & medida que aumenta,
este numero de lados, la linea quebrada ADEB se va
aproximando & la circunferencia, y por tanto, que este es
el limite inferior de los perimetros de los poligonos cir-
cunscriptos, toda vez que la diferencia entre los perime-
tros de los poligonos inscripto y circunscripto puede lle-
gar aser tan pequefia como se quiera [Xemo I1] y lacir-
cunferencia esta siempre comprendida entre ambos pe-
rimetros.

Teorema CXXXII.

En dos circulos cualesquiera, las circunferencias son
proporcionales & los radios 6 & los diametros.

Si concebimos una serie de poligonos regulares circuns-
criptos & una de las dos circunferencias, cuyos lados va-
yan siendo duplos, y otra série de poligonos semejantes
circunscriptos a la otra circunferencia; tendremos entre
sus perimetros y apotemas respectivas P, Ry P', R' la.

proporcion
P P
' =R

@

Pero las circunferencias C yC' son los limites inferio-
res respectivos de los perimetros circunscriptos {Teorema
CXXXI] y las apotemas R y R' son los radios de dichae

circunferencias; luego  y ™ son los limites de las can-

tidades ™ y ~7, y como estas son constantemente igua-

les en sus diversos estados de magnitud, pues siempre s&

(* Esta proposicion y la anterior podrian haberse demostrado
tnndandoRe en la siguiente: Toda Unta convexa cerrada, C* menor
que cualquier otra linea que la envuelve; pero la demostracion de
este teorema tal cual se daen lostratados elementales, no es com-
pletamente rigurosa; y aunque la que hemos dado tampoco lo es®
«ene la ventaja, a nuestro entender, de ser mas clara.
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Terificara la proporcién (a), sus limites son iguales; y por
tanto
6bien C;R::C":R".

Como los diametros son duplos de los radios, también
se verificara que
C2K:C"2K" . (i)

Corolario. Cualquiera que sea el circulo que se considere”
la relacion de la circunferencia al diametro es un nu*
mero constante. Esta propiedad se deduce inmediatamen-
te de la proporcion (¢) que puede ponerse bajo la forma

2R 2R"

la que demuestra que la relacién que existe entre una cir-
cunferencia y su didmetro es la misma que la de otra cir-
cunferencia cualquieray su diametro respectivo.

Escolio i.® El namero que representa esta relacion se
designa en matematicas con la letra griega iry es de gran
importancia en los calculos. Se puede demostrar que di-
cho nimero estd comprendido entre 3 y 4; porque si
consideramos el exagono regular inscripto, su perimetro
\Teor. CXXVI] sera igual & seis radios, y la relacién de
este perimetro con el diametro serd el nimero 3. Si con-
sideramos el cuadrado circunscripto, su lado igual al dia-
metro, y la relacién de su perimetro con el diametro
igual a cuatro; pero sabemos que la circunferencia es ma-
yor que el perimetro de todo poligono regular inscripto”
y menor que el de todo poligono regular inscripto, y por
consiguiente

ir relacion de la circunlerencia al diametro>3, relacion del pe-
rimetro del exagono regular inscripto con el diametro,

ir relacion de la circunferencia al diametro <4, rdacion del pe-
rimetro del cuadrado iarcunscripto con el diaitetta.
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Escolio 2.» De la relaciénz-lz r=Ti,se deduce C= 27tR.

Es decir, que para hallar el valor numérico de una cir-
cunferencia, basta multiplicar el duplo del nimero ir por
el valor numérico del radio.

Teorema CXXXI1I11.

El area de un circulo, esigual & la mitad de 1 producto
de la circunferencia por el radio.

Supongamos que inscribimos poligonos regulares cuyos
lados van aumentando sucesivamente, y llamemos P el
area de uno cualquiera de estos poligonos, p su perime-
tro y r su apotema. Cualquiera que sea el nimero de sus
lados tendremos la relacidon constante \ Teor. CXV]

P=ipr.

Si llamamos A el area del circulo, C la circunferencia
y R el radio, es evidente gxie A sera siempre mayor que
el area del poligono inscripto, y que esta se ira aproxi-
mando & la del circulo & medida que crezca el nUmero de
sus lados; pero también el producto \pr se ira aproxi-
mando 4 “"CR todo cuanto se quiera; luego las dos can-
tidades variables P y “pr que son constantemente igua-
les, tienen respectivamente por limites A y JCR; estos
limites, por tanto son iguales, esto es,

A=iCR,
que era lo que se queria demostrar.
Siendo C=2irR [.Escoi. delteor. anterior'], tendremos

sustituyendo
A= &R\p

%) Esto es lo que se llama rectificar la_circunferencia, es de-
cir, hallar una linea recta cuyo valor numérico iguale al de la cir-
ounferencia rectificada. Siendo el nimero ir incomensurable como
se vera més adelante, tal rectificaciou no puede hacerse si no es
«proximadamente.
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Es decir, que el area de un circulo es igual al cuadrado
de su radio multiplicado por el nimero constante «.

Escolio. La férmula A = &R* puede servir para deter-
minar cualquiera de las tres cantidades A, R y t cuando
se conoce el valor de las otras dos, pues de ella se deduce
que

A
"N=R» = n -

66. Se llama sector circular 6 sector de circulo la por-
cion de circulo comprendido entre dos radios y el arco.

67. Dos sectores de un mismo circulo 6 de circulos igua-
les son iguales, evidentemente, si abrazan un arco igual.

68. Dos sectores son semejantes cuando pertenecen a
circunferencias descritas con radios desiguales; pero que
abrazan un arco de igual nimero de grados.

Problema CXXXIV.

E | area de un sector circular, es igual & la mitad del pro-
ducto de su arco por el radio.

Segun lo demostrado en el Teor. LXXV 111, las areas
de los sectores que tienen igual radio son proporcionales
4 sus arcos, y por consiguiente el area de su sector seraa
la del circulo como su arco es & la circunferencia, es de-
cir, llamando S, A, a, C respectivamente & estas cuatro
cantidades

S :A:fl:C
Multiplicando la segunda razon de esta proporcion por
JR, tendremos
S:A: aXjR :CxiR-
Pero sabemos que A =C X é R[*0”- anterior] luego
S=fIXiR=iaxf">

que es el enunciado del teorema.
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69. Se llama segmento de circulo cualquiera de las dos
porciones de circulo comprendidas entre una cuerda y ca-
da uno de sus arcos.

Teorema CXXXV.

E | area de un segmento de circuloy
es igual & la mitad del producto del
radio por la diferencia, 6 la suma,
de su arco y la mitad de la cuerda
del arco duplo, (fjg.

1® SeaelsegmentoACB menor
que medio circulo. Es evidente que

) su area se compone de la del sector
Fio- U2 A OB, menos la del triangulo AOB,.

area del sector AOB= JAO x ACB. iTeor. anterior.-]

Si consideramos como base del trianguloAOB el lado
,su altura B E sera lamitad de la cuerda BF [Teore-
ma LXJ del arco duplo; luego

area del triangulo AOB = JAOXBE.

Restando estas dos igualdades, tendremos que
areadel segmento ACB= ; AO{arccoACB- BE=
iR(arco ACB —BE).

2 » Se» el segmento ADB mayor que medio circulo.
~ evidente que se compone del sector ADB, mas el tri-
angulo A OB. Pero tenemos

area del sector ADB”~JAOxarco ADB.
area del triangulo AOB=z;AOXxBE.

Sumando estas dos igualdades, resulta

area del segmento ADB= JAO (arro ADB+ BE =
;R(arcoADB4-BE).
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70. Se llama trapecio circular la porcién de plano
ABCD (Fig.143) comprendida entre
dos sectores semejantes; y corona
circular 6 anillo la parte de plano
comprendida entre dos circulos con-
céntricos.
Es evidente que el area dol tra-
pecio es igual & la diferencia entre
los dos sectores OCDyOAB, yla
de la corona circular In de los dos
circulos concéntricos, cuyos radios son OC y OA. Lla-
mando & estos radios respectivamente 11y r, tendremos
area del trapecio ABCD= iOCx QD—"AO X All —
iRxCD-irxAB.
area de lacorona= n11*—7:r*=T:(R*—r*)="(R + (1™ ).
Escolio. Si hallamos una media proporcional entre las
dos rectas I1-4-r y R—r y le llamamos R i tendremos
que R'*= (R +r) (R—r),y sustituyendo en la expresion
del area de la corona circular, resultara

7r(R-t-r) (R-r) = 7:R™*.
Es decir, que el area de la corona es equivalente a la de
un circulo, cuyo radio sea medio proporcional entre la su-

ma y la diferencia de los radios de los dos circuios que de-
terminan dicha corona.

Teorema CXXXVI.

Las areas de dos circuios, son proporcionales alos cua-
drados de sus radios 6 de sus diametros.

En efecto, es evidente que siendo R y r los radios

esR- : Tir* :; R*; r*,

pues en esta proporcion la primera razén es igual ala se-
gunda multiplicada por el nimero constante r.; pero los
términos de dicha primera razén indican las areas de loa
dos circulos.
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Como los diametros son proporcionales a los radios, y
308 serai-circulos son proporcionales & los circulos, tam-
bién se verifican las proporciones

tRs

TcR-: Ter*: : D -: d» 5 ;~2 CR* S D*: d*

Teorema CXXXVII.

sobre los tres lados de nn triangulo rectangulo se
construyen tres semi-circulos, el
area del construido sobre la hipo-
tenusa es equivalente a la suma de
las &reas de los construidos sobre

los catetos. (Fg 144)
En efecto, tenemos por el teo-
oy 1«. rema anterior que las areas de los
tres semi-circulos serén proporcionales a los cuadrados de
sus diametros; pero siendo rectangulo el triangulo ABC,
entre sus lados que son los diametros de los circulos, exis-

te la relacién

\_Teor, de Pitadgoras."]

Luego entre las areas existe la misma relacion, esto es,

(si llamamos A, B y C las areas)
A=B + C.

Corolario. Si se trazan tres semi-ckrculos sobre los tres
lados de un triangtilo rectangulo, el area de este es equi-
valente a la suma de las areas de las dos figuras que li-
mitan los arcos, llamadas lGnulas de Hipécrates,. (pjg. 144.)

En efecto, si del areadel semi-circulo trazado sobre k
hipotenusa se restan los segmentos AEB y BGC, queda
m triangulo, y si del area de los dos aemi-circulos traza-
dos sobre cada uno de los catetos se restan dichos seg-
mentos, quedan las lunulas de Hipdcrates; luego

area del triang. ABC=ltnula ADB EA-HIlunulaBFC GB.
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LIBRO III.
PROBLEMAS RELATIVOS A ESTA SECCION.

CAPITULO I

CONSTRUCCION DE LAS LINEAS PROPORCIONALES»

Problema XIX.

Dividir una recia en un numero cualquiera de partes
iguales. (Fig. 145)

Sea por ejemplo, dividir la rec-
ta AB en cuatro partes iguales.
Por uno de sus extremos A trazo
una recta indefinida A C que for»
me con ella un angulo cualquiera,
y sobre esta con una abertura de
compas arbitraria & partir del punto A, tomo cuatro par-
tes iguales, uno el Gltimo punto de division G con B, tra-
zo por D (penudltimo punto de division) la paralela DE &
la CB,y EB seréa la cuarta parte de AB, por lo que lle-
vando la EB sobre la AB, quedara esta dividida en cua-
tro partes iguales.

En efecto, por ser ED paralela & BC sabemos \ Teore~
ma XCI3, que

AC :DC :: AB :EB, ycomo D C =i AC por construccion;
también EB= JAB.

Escolio. Se podran también trazar paralelas a las CB
y DE por los demés puntos de division, y quedara larec-
ta AB dividida en partes iguales. \ Teor. LXX X 1X]

Este problema puede también resolverse fundandose en

el teorema GUI.
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Problema XX.

Dividir recta €N partes proporcionales a las de
Otra recta dada.

Este problema se resuelve por el mismo método que el
anterior, con la Unica diferencia de que en la recta inde-
finida AC (Hg. 146), se toman partes respectivamente igua-
les a las en que esta dividida la recta dada.

Como caso particular puede suceder que se tenga que
dividir una recta en dos partes proporcionales & las en

que se halla dividida otra (Fig. 146);
en tal caso puede hacerse uso tam-
bién de la siguiente construccion:
Por los extremos Ay B de larec-
ta dada que se ha de dividir, se tra-
zan dos rectas cualesquiera parale-
entre si y en direccién opuesta.
Sobre una de ellas se toma una parte AC=:PR vy so-
bre la otra paralela una parte BD”~RQ, se une C con
U, y en el punto E quedara dividida la recta AB en par-
tes proporcionales 4 PRy RQ.

En efecto, los dos triangulos ACE y ECB son seme-

jantes, luego

AE:EB::AC:BD, 6bienAE:EB;;PR;RQ.

Problema XXI.

proporcional a ire, recias dadas.

Este problema se reduce & construir una linea recta
~Juyo valor numérico forme el cuarto término de una pro-
porcién geométrica, de la que las tres rectas dadas (6
mejor dicho sus valores numéricos) formen los otros tres
términos. De manera, que si llamamos X & la recta des-
conocida 'y M, N, P las tres rectas dadas, se tenga la
proporcion M : N : : P : X.
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l.a Construccién.—Se forma un angulo cualquieray so-
Ibre uno de sus lados a contar desde el vértice y & conti-
nuacién uno de otro, se toman dos segmentos AB=;M,
BC=N; en el otro lado se toma el segmento AD =P,
se trazalarecta BD
y por el punto C, se
tira la recta CE pa-
ralela a BD: el seg-
mento DE, esla cuar-
ta proporcional bus-
mcada. En efecto, te-
nemos por ser la recta BD paralela & CE,

AB :BC :: AD :DE, 6 bien,M .N:; P : X.

2. £ Construccion.—En vez de llevar las dos rectas M y
N & continuacién una de otra, pueden tomarse a partir
del mismo vértice A; de manera que AB=M, AF=N,
AD = P, trazando la recta BD y por el punto F la pa-
ralela FG, la recta AG sera la cuarta proporcional. En
efecto, tenemos
AB : AF :: AD : AG, 6bien M .N:; P : X.
Esta construccion es preferible a la anterior, porque la
fAigura ocupa menos extension.
3. * Construccién.—Sobre una recta cualquieray & par-
tir de un mismo punto A tomemos AB=M, AC=N, y
por el punto B tracemos una recta que forme con la AB
un angulo cualquiera, tomando en ella BD =P . Unamos
A con D y por el punto C trazamos la paralela CE que
sera la cuarta proporcional. En efecto, en los triangulos
semejantes ABD y AC E tenemos
AB : AC:: BD : CE, 6bien M; N :; P ; X.

Problema XXII.

Construir una tercera proporcional a dos recias dadas.
(Fig.148.)
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Este problema no es mas que un caso particular del an-

terior. pues se reduce & construir una recta que forme el

ultimo término de una proporcién geométrica continua;

por consiguiente, bastara en las construcciones del proble-

ma anterior suponer N =P ; pero conviene en algunos ca-

sos emplear otras que vamos & indicar. Supongamos M y
N las dos rectas dadas.

13 Construccion— Sobre una recta indefinida tome-

. mos una parte

IAB=M, y cons-

truyamos sobre

ellacomo diame-

tro una semi-cir-

N B C A eunferencia.
el P"io
p A. con un radio
AC— N, tracemos un arco que corte a la semi-circunfe-
rencia en el punto C; bajemos la perpendicular CD al dia-
metro AB y el segmento AD, serd la tercera proporcio-
nal. hn efecto, sabemos [Teor. CV, cor.] que

«8.

AB:AC::AC:AD,6 bien M :N:: N =X
2.. Construocion.-En u,, punto cualquiera A de un,
lecta levantemos unaperpendicular A B = X, ydesde el
mismo punto A tomemos AC=M; uniendo C con By
trazando la BD perpendicular a CB, la recta AD sera la
tercera proporcional. En efecto, en el tridngulo rectangu-
lo CBD tenemos { Teor. C1V]

AC :AB :: AB : AD, 0seaM ; N:;: N : X.

Problema XXIII.

Construir una media proporcional d dadas.

(fig-149.)
Llamemos M y N las dos rectas dadas.
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1. * Construccion.—Sobre una recta indefinida tomec-
Tuos & continuacién una de otra, dos partes AB= My
B C=N, construya-
mos sobre AC=MH -

N una semi-circun-
ferencia y levantan-
do en el punto B la
perpendicular BD al
didametro,esta sera la 140.
mediaproporcional. En efecto, sabemos [ TVor. C1V, cor."}
que
AB :BD ::BD :BC, ¢ébien M:X :; X :N.

2. * Construcciéon.—Sobre una recta indefinida tome-
mos AB— My AC=N, sobre AB como diametro cons-
truyamo.«» una semi-circunferencia y levantemos por el
punto C la perpendicvilarCD,la cuerda AD {Teor. CV,.
cor.] es media proporcional entre AB y AC, esto es
entre My N.

Problema XXIV.

Divihr una recta én médiay extrema razén. (Fig. 1SO)
En uno de los extremos A de la

recta dada AB, levanto la perpen-

dicular AO =i AB, y desde el pun-

to O con el radio O A trazo una cir-

cunferencia. Tiro la recta BO que

prolongo hasta C, y llevando la rec-

ta BD sobre la AB, en el punto E ii». .

estara AB dividida en média y extrema razon.

(*) Podrian tainljicn construirBO las onartas, torcerasy im'diait
proporcionales apoyandose en las propiedades demostradas en !<«
teoremas CXXTIIl, CXXIV y CXXVj poro las constrnecionea no
serian tan faciles.

avwo.—Wn>'n«frifa>. 11. 1 10 1
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En efecto, sabemos [ _Teor. CXXV] que

BC : AB : :AB : DB,
de donde
BC—AB :AB :; AB—DB j DB.
Pero por construccion AB==CD y DB =BE, y por
consiguiente
EB : AB :: AE : EB, oObien AB :EB ::EB : AE.

Luego la recta AB esta dividida en media y extrema
razén en el punto E.

Escolio. Sabemos también que la secante CB esta di-
vidida en D en media y extrema razén. [Escolio del teo-
rema CXXV].

CAPITULO ir.

liVSCRIPCIOX y CIRCUN.SCRIPCION DE LOS POLIGONOS
REGULARES.

Problema XXV.

Dado un circulo, inscribirle 6 circunscribirle un exa-
gono regular.

Para inscribir el exagono basta llevar el radio del
circulo sobre la circunferencia que quedara asi dividida
en seis arcos iguales [Teor. C'XXVI], y trazar las cuer-
das correspondientes & estos arcos.

Si por los puntos de division de la circunferencia se

trazan tangentes,quedara circunscripto al circulo un exa-
gono regular. [Teor. LXXXVII.J

Problema XXVI.

Dado un circulo, inscrihirle 6 circunscribirle un trian-
salo equilatero.

Procédase como para inscribir el exagono regular y tra-
bense las cuerdas de los arcos duplos,con lo que quedara
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mn tridngulo equilatero inscripto; 6 bien tracense tangen-
tes por los vértices de este triangulo \Teor. LXXXV I1].

Problema. XXVII.

Dados un circulo, inscribirle 6 circunscribirle un cua-
drado.

Tirando dos didmetros perpendiculares entre siy unien-
do por cuerdas sus extremos quedara inscripto el cuadra-
do, pues estos diametros dividen la circunferencia en
mcuatro partes iguales [Teor. LXXXV1]. Trazando tan-
gentes por estos puntos de division se tendra el cuadrado
=<*ircuncnpto.

Problema XXVIII.

Dado un circulo, inscribirle 6 circunscribirle un deca-
gono regular.

Dividase el radio en médiay extrema razén ~Problema
XX1V], llevando la parte mayor de él como cuerda, que-
dara dividida la circunferencia en diez partes iguales
[ Teor. CXX1X], y trazando las cuerdas quedara inscrip-
to el decagono.

Paracircunscribir un decagono regular se tiran las tan-
gentes por los puntos de division.

Problema XXIX.

Dado un circulo, inscribirle 6 circunscribirle un pen-
tagono regular.

Procédase como para el decagono y tracense las cuer-
das de los arcos duplos, con lo que el pentagono quedara
inscripto.

Trazando tangentes por los vértices de este, quedara
circunscripto un pentagono regular.

Problema X X X.

Dado un circulo, inscribirle 6 circunscribirle un pen-
tedecagono regular.
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El problema quedara resuelto si dividimos la circunfe-
rencia en quince partes iguales, pues trazando las cuer-
das que unen estos puntos, 6 tangentes por ellos, queda-
ran inscripto 6 circunscripto, respectivamente, un pente-
decagono regular. \ Teor. LXXXVII.]

Si se toma sobre el circulo el arco del exagono regular
que vale | de la circunferencia, y desde uno de sus extre-
mos el del decagono [*Prob. XXV 111] que vale j5, la di-
ferencia sera 11 1

"6

es decir, el arco que abraza el pentedecagono, luego si la-
cuerda de este arco se lleva sobre la circunferencia, que-
dara esta dividida en quince partes iguales.

Escolio general. Sabemos que estando inscripto ¢ cir-
cunscripto un poligono regular en un circulo, se puede
inscribir 6 circunscribir otro de doble nimero de lados
\ Teor. LXX XV I11], por consiguiente, se pueden inscribir
6 circunscribir en un circulo los poligonos regulares que
indican las progresiones siguientes:

3 6, 12, 24, 48, 9%...
4. 8, 16 32, 64, 128...

5 10, 20, 40, 80, 160..
15, SO 60, 120, 240, 480....

Problema XXXI.

Dado el valor de un lado del poligono regular inscripto,.
hallar el valor del lado del poligono
regular circunscripto semejante al
propuesto. (Hg 151.)

Sea AB=m el lado del poligono

regular inscripto: trazando el radio

OH perpendicular & la cuerda, y

Fff. 150 tangente D E =» por el punto

H, esta sera el lado del poligono regular circunscripto’
y semejante al propuesto. \_Teorema LXXXV I11.}
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L o3 dos triangulos OAB y ODE son semejantes y por
consiguiente \_Teor. XCIV]

OC:0OH :: AB :DE, 6bien,OC:R ::m:n (a)

Pero en el triangulo rectangulo OAC, tenemos que el
mcateto

Sustituyendo este valor de OCen la proporcién (a) ten-
<lremos
VAR —im»* R i:m:

de donde despejando finalmente 4 n, 6 sea el valor del
lado del poligono regular circunscripto

(6)

Escolio. La relacién que expresa la ecuacion (;) pue-
de servir para hallar una cualquiera de las tres cantida-
des, m, n 6 R, conocidas las otras dos, y por consiguien-
te con ella pueden resolverse tres problemas distintos.

Problema XXX II.

Dado el valor de un lado de unpoligono regular thicr»"-
mto, hallar el valor del lado del poligono regular inscripto
de duplo numero de lados. (F. 152)

Sean AB =m el lado conocido,

AC=:n el del lado del poligono

mle doble numero de lados que se

quiere conocer,y R el radio del

circulo que se supone conocido.

El angulo AOC necesariamente es

agudo, porque es mitad del AOB P -

£7Vor. 11, cor, 4.®], y por consiguiente, en el triangulo
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AOC larecta AC=n, se opone & im angulo agudo, pox-
lo que tendremos la relacién \Teor. CVII]

~2=A0*+0C*—20Cx0D,
0 bien sustituyendo los valores convenidos

n*z=2R»—2Rx0OD.

Peroen el triangulo OAD el catetoOD= y'OA®—A D »

finalmente w*=2R®— 2R |/R® ~

y extrayendo raiz cuadrada \ /2R*-2h)/r=_""-

Escolio. La relacién que expresa la ecuacion anterior-
puede servir para determinar una cualquiera de las tres
cantidades m, ny R, conocidas las otras dos.

Phoblema XXXIII.

Conocidos los valores de los perimetros de dos poligonos
regulares semejantes, uno inscripto y otro circunscripto a
mismo circulo; calcular los peri-
metros de los poligonos regulares
inscripto y circunscripto de duplo

namero de lados. (Fg. 153)
1® Sean CDy AB los lados de
Fig- 13 los poligonos semejantes cuyos pe-
rimetros P y p son conocidos; tracemos el radio OE y por
los puntos A y B las tangentes AFy BG y la cnerda AE.
Los lados de los poligonos inscripto y circunscripto de
duplo nimero de lados seran respectivamente AE y FG-
Entre los perimetros y los radios de los poligonos c»”®

nocidos tendremos la proporcién

p ::COiAO= OE.
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Pero siendo OF bisectriz dcl angulo en O, tendremos
ITeor. XCI11],
CO :OE ::CF : FE.
Teniendo estas dos proporciones una razén comun, re*

sulta:
p :CF:FE,dedonde P+j?:2;?:: CF+ FE : 2FE, («)

Observemos que
CF+FE=CE= la mitad del lado del poligono circunscripto.
2FE=FG= lado del poligono circunscripto de duplo nu-
mero de lados que el propuesto.

Pero la relacion entre las dos rectas CE y FG, es la
misma que la de los perimetros P y P' de los dos poligo-
nos circunscriptos (siendo P' el perimetro del poligono
de duplo numero de lados); porque CE esta contenida
tantas veces en P, como FG en P'. Por consiguiente, la
proporcién (a) puede ponerse bajo la forma

P-f/):2p i:V : P’ de donde

2® Para calcular el perimetro p' del poligono regular
inscripto de duplo namero de lados que el propuesto, ob-
servaremos que los dos triangulos FIE y AEK tienen
iguales sus angulos, y por consiguiente, son semejantes,,
de donde resulta

El:FE ::AK : AE.

Pero El y FE que son respectivamente mitades de un
lado de los perimetrosp'y P' de los poligonos inscripta
y circunscripto de duplo nimero de lados que los cono-
cidos, estaran en la misma relaciéon que estos perimetros:
y a Ky AE que estan contenidas un mismo numero de
veces, respectivamente enp y p', estaran en la relaciork
de estos perimetros, luego de la proporciéon dltima se de-
duce que -

p':P'::p:j', dedonde p'=V'P'p
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CAPITULO I1I1.
SEMEJANZA Y EQUIVALENCIA DE LOS POLIGONOS.

Problema XXXIV.

S N e una recta dada, comiderada como lado homélogo
de un lado deun tri-
angulo™ construir
otrotriangulo seme-
jante & él. (Fg. 154)

1. Construccion.

—Sea larecta dada

MN. Construyo en

-lina de sus extremidades un angulo M = A del triangulo

<liido, y en la otra extremidad un angulo N =B ; el trian-

gulo M PN que asi resulta es semejante al ABC. \Teo-
rema XCV, cor. 1.»] n

2.« Construccion.—Sobre la recta AB (6 sobre supro-

longacién si M N>AB) tomo larecta AD=M N, por

el punto D trazolaparalela DE aliado CB; el triangulo

A D E que asi resulta es semejante al propuesto ABC, y

tiene un lado AD=MN. Luego si sobre M N construyo

mn triangulo MPN igual al ADE [Proi. VIII], este

triangulo sera el pedido.

Problema XXXV.

Sobre una recta considerada como lado homélogo de un
poligono dado. Cons-
truir un poligono
que sea semejante al
dado. (Fig. 155)

Sea el poligono

__ . ABCDEF,y larecta

Idada ai, que se con-

esidera como Indo homélogo de AB. Trazo las diagonales
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AC, AD y AE. Construyo sobre o, el triangulo abe se-
mejante alABC [Problema on/«rior],y8obreaceltrian-
8ulo acrf semejante con el ACD, yasi sucesivamente. El
poligono abedef que resulta es semejante al ABCDEF
[Teor.C.]

ProblemaXXXVI.

Dado unpoVffono, construir otro semejanté con él, y tal
ique las areas de ellos estén en la relacién m : n. (Fg. 156)

Si pudiéramos obtener un lado del poligono que se de-
sea construir, el problema quedarla reducido al prece-
dente.

Analisis. Sea P el area del poligono dado, X el del que
se desea construir, a un lado del primero, y x su homé-
logo en el segundo. Por ser semejantes los poligonos ten-
dremos

P X iofi*i*

y por el enunciado del problema
P:X::»l:n,
luego
m:n;:a*:X* (n)

Vemos, pues, que los cuadrados de los lados homaélogos
«on proporcionales & las cantidades conocidas my n.

Sintesis. Sobre una recta cual-
quiera tomemos & continuacién una
de otra, dos partes AB=»t y BC
z=n, y sobre la recta A C como dia-
metro tracemos una semicircunfe-
rencia. Tiremos la perpendicular hf. 1N
BD al diametroy las cuerdas AD y DC.

Ahora desde el punto D tomemos |) E ~o0 (prolongan-
do la DA si fuese necesario) y trazando la paralela EF
al diametro, larecta DF es el lado x del poligono, ho-
mologo con el lado a

En efecto, tenemos que [Teor. XCIV.]
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AD : CD ::DE : DF, y por tanto, AD®: CD®: : DE® : DF*»

Pero sabemos que {Teor. CV, cor. 2.«<]

AD®;CD®::AB:BC::m:«.
Luego
m \n\\ DE®: DF®, 6 bien, m : n :: a®: DF*. (S

Comparando las dos proporciones (a) y (¢) vemos que-

tienen tres términos iguales; luego

jre=DF® 6 bien, a= DF,

lado del poligono que se desea construir.

Problema XXXVII.

un poligono reducirlo aotro equivalente que ten-
ga un lado menos. (Fig. 157)

Sea el poligono ABCDEF, trazo
una diagonal EC que con dos lados
consecutivos forme un triangulo
EDO. Por el vértice D del triangu-
lo tiro la paralela DM & la diagonal
EC, y prolongo el lado del poligono

Ha 157. FE hasta que en M encuentre a di-
cha paralela.
Trazolarecta CM Yyel poligopno ABCMF es el quese
desea obtener.

En efecto, los dos triangulos EM Cy ED C son equi-

valentes ITeor. exv, cor. l.0]; p«o si agregamos cada-

uno de estos triangulos & la figura A BCE F, resultan res-
pectivamente los poligonos ABCMF y ABCDEF.

Probtema XXXVIII.

nado un poligono, reducirlo & tridangulo equivalente.
Se reduce el poligono a otro equivalente que tenga ui>
ado menos, el poligono que resulte a otro equivalente que
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tenga un lado menos, y asi se continda hasta llegar al
triangulo que sera equivalente al poligono propuesto, y
también & todos los intermedios.

Problema XXXIX.

Dado un triangulo” reducirlo & cuadrado equivalente.

Se halla una media proporcional entre la mitad de la
base y la altura del triangulo, y esta recta serael lado del
cuadrado.

En efecto, siendo x la media proporcional hallada en-
tre lamitad de labase i ¢,y la altura a, tendremos la pro~
porcion

(5:X::X:a,6bienx*=iba.

Pero B representa el area de un cuadrado cuyo lado ea

*y el area del tridngulo propuesto.

Problema XL.

Dado tm/Jo%ono, reducirlo & cuadrado equivalente.
Se reduce & triangulo y después éste & cuadrado.

Problema XLI.

Dado unparalelégramo 6 un rectangulo”™ reducirlo & cua-
drado equivalente.

Se halla una media proporcional entre la base y la al-
tura del paralelégramo 6 el rectangulo; y el cuadrado

construido sobre dicha média propoi‘cional sera el equi-
Talente.

{*) La deiDOSiracion es i“ual & la del problema XXX I1X.
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CAPITULO 1IV.

BaOBLEMAS RELATIVOS i LA CIRCUNTEREHCIA
Y AL CIRCULO.

Problema XLII.

Hallar la razén aproximada de la circunferencia rectifi-
cada con el diametro.

Sabemos que la relacién que existe entre una circunfe-
rencia y su didmetro es igual & la de otra circunferencia
ecualquiera con su diametro respectivo. De manera, que
determinada dicha relacién para un circulo, el problema
queda resuelto.

Supongamos un circulo cuyo radio tomamos por uni-
dad, y en él inscripto un exagono regular. EIl perimetro
de este exagono valdra 6 [ Teorema CXXV 1],y la relacion
de este perimetro con el diametro serd | =3.

Supongamos inscripto en el mismo circulo un dodeca-
gono regular, el valor de su lado podemos calcularlo por
la formula del problema XX XI11, la que nos da

Valor del lado del dodecagono regular inscripto n= —
Idem id. del perimetro de id. id. [>=12]"2 —V's
Eelacion del perimetro del dodeca-

gono al diametro......... Vz

Con el auxilio de la citada férmula del problema
XXX11, podriamos hallar el valor del lado del poligono
regular de 24 lados, inscripto cu el mismo circulo, cuyo
radio hemos supuesto igual & la unidad, y encontraremos
que la relaciéon del perimetro al radio sera
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siendo« el valor del lado del dodecagono regular inscripto.

Continuando este mismo procedimiento, podriamos ha-
llar los valores de los perimetros de los poligonos regula-
res inscriptos de 48, 96, 192, 384....l1ados, y por tanto,.
sus relaciones con el diametro, cuyo valor constante es 2.

Ahora, sabemos quea medida que el nimero de lados
de los poligonos inscriptos crece, sus perimetros se van
aproximando & la circunferencia que es el limite supe-
rior de los perimetros de los poligonos regulares inscrip-
tos, luego tomando un poligono inscripto de suficiente
numero de lados, la relacién de su perimetro coa el dia-,
metro (es decir, su semiperimetro) puede tomarse como
valor de -rt, aproximado hasta donde se quiera.”

Para calcular el error cometido al tomar por valor de
mTtla relacion entre el perimetro de un poligono inscripto
con el diametro, bastara hallar por medio de la férmula
del problema XXX, al valor del lado del poligono regu-
lar circunscripto semejante con el inscripto, y la relacién
de su perimetro con el didmetro del circulo; y la relaciéon
de la circunferencia al diametro, 6 sea el nimero  es-
tar4 comprendida entre dichas dos relaciones.

Asi, por ejemplo, si en la série sucesiva de calculo»
que hemos indicado, llegasemos al poligono regular ins-
cripto de 96 lados, veriamos que el valor de su perime-
tro (tomando siempre el radio por unidad), es 6,282, y
el del semejante circunscripto 6,285, luego

Pelacion del perimetro al didametro del po-

ligono inscripto de 96 lados..................... 3,141
Kelacion del perimetro al diametro del po-
ligono circunscripto de 96 lados............. 3,142p

(=) M. Legcndrcba demostrado no sdlo la incomensurabilidad
del nimero w, sino es también la de su cuadrado. Siendo incoitien-
gnrab’e la relacién expresada por el nimero w, es evidente que to-
dos los valores en que entre diebo nimero ioa aproximados.
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Relacion de la circunferencia al diametro
en ménos de una milésima.................... irrrSilAi ~5

Conviene conocer los siguientes valores aproximados
del ndmero i: determinados por varios geémetras.

22

Argquimedes .
Adriano Meci6................... |355
10
n- * 333
.................................... 106

Veamos ahora el valor de x, obtenido con aproxima-
cion de 150 cifras decimales, y los de su logaritmo, raiz
mcuadrada, &c.

731415026635 8079323846 2643383270 S8341971 6939937510
X=:) 5320097494 5923078164 21170679
( 8480861 3232306647 0933446096 5083237172 5369408128

log. X= 04971498726 HAI3BAD 126828391
< 03183098861 83791 V 'x=1,7724538

Problema XLIII.

Dado un arco de circunferencia valuado en grados, hallar
su relacién con el radio 6 con el diametro, tomados por

unidad.
Siendo x la relaciéon de la circunferencia al diametro,

6 de lasemi-circunferencia al radio, es evidente que ~ se-

ra la relacion del cuadi’ante rectificado al radio; luego sa-
biendo la relaciéon que existe entre el arco dado A vy. el
cuadrante (relaciéon que se expresa por la del nUmero de
grados, minutos y segundos que mide el arco comparadosf

(*) El v.ilor aproximado de x se puede hallar por el procedi-
miento de los poligonos isoperiinetros y por el de las areas; pero no
hemos creido oportuno el consignarlos, porque hay otros procedi-
mientos inas rapidosy exactos; pero gque no pertenecen ala geome-
tria elemental: con ellos se ha calculado el valor de waproximado
hasta 150 cifras decimales.
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«con los 90® que mide el cuadrante); multiplicando el nu-
mero abstracto que representa esta relaciéon por ~ este

producto sera la relacién del arco rectificado con el ra-
dio. De modo, que siendo m esta relacién, tendremos

A=mx].

Ejemplo.—¢Cuanto sera el valor de un arco de 30® to-
mando por unidad al radio?

. .1 30* 1
En este caso m es igual a * ; porque » mego

Si quisiéramos determinar la relaciéon del arco rectifi-
cado con el diametro, In forma seria

/ﬁz:mx-d'f-.

Siendo evidente que en todos los casos el valor del ar-
co seria la mitad que si se tomase por unidad al radio.

Problema XLIV. [Ropuodatsia

Conocido el valor de un arco rectificado y comparado con
ml| radio, hallar su valor en grados.
. T .

De la formula A= mX y obtenida en el problema an-

terior se deduce
© 2 X

Ejemplo.—¢;Cuantos grados tendra un arco cuyo valor
numérico es 2, es decir, que rectificado es igual al dia-
metro?

2X2 360 A_q14,, Khsiks
X 3141593
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DE LA GEOMETEIA PLANA.

CAPITULO 1.

nociones sobre los ejes y centros de simetria,

Simetria. Las figuras que estan situadas en un mismo pla-
Z T T' 3 fifti se flama L -
tro* sanetncc: o respecto & unaT-ecta que en tal caso se deno-
mina  desimetria.

<*, endos partos ,j,uahs i telas las rectas pa, pasanpor élp
to,nn.n,tnon oloon”rno de unafpura cualquiera (terminadapei
una cuiTa o por lineas rectas), se llama centro de .imetria! 5
s_"lemente centro. (Rg. 1Jg.) Asi el punto O es centro del po-
ligono A B CD EF, si satisface & la con-
dicion de que cualquier recta M N que-
pasa por él queda dividida en dos par-

tesMO=0ON.
~ Como consecuencias de esta defini-

cién tenemos:

Que el centro de curvatura de un
Circulo, es a la vez centro de figuray de simetria.

2. » Que el centro del circulo inscripto 6 circunscripto & ur

poligono regular, de un ndmero par de lados, es centro de si-
metria de dicho poligono.

3. " Que el punto de concurso de las diagonales de un pa-

ralelogramo, de un rectangulo, de un rombo 6 de un cuadrado,
es centro de cada uno de estos cuadrilateros.
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Centro de simetria de dos figuras. Dosfiguras cuahsquu-
ra son simétricas respecto & un 6 tienen un centro de sime-
tria, cuando cualquier recta que pasa
por dichopuntoy terminaen su contor-
no queda dividida en dospartes iyuuies.

(Fg. 159)

De manera que el punto O es cen-
tro de 8jmcti-ia de lus dos figuras
ABCD y A'B'(-'D', si cualquier recta VA Y
MN que pase por O y termine en sus contornos satisface a hi
condicion de quedar dividida en dos partes )M = UN.

Eje de simetria. Dospuntos son simétricos respecto & una
recta, 6 tma recta es eje de simetria de dos gntntos, siestos se ha-
llan situados en la misma perpendicular a di-
charectay & igual distancia deella. (F|g 1&).)

De manera que los puntos A yA', Ky B'.

CyC,D yD'"ice., son simétricos con res-
pecto & larecta MN, si se liallan en las per-
pendiculares AA', BB'. CC’,DD".... &dicha
rectay i iguales distancias de MN, que lle-
va el nombre de eje de simetria.

Son simétricos dos poligonos ABCDE y Jo». m .
A'B'C'D'E' con respecto a la recta MN, si lo son sus vértices.
En tal caso todas las rectas perpendiculares ala M N, que en-
cuentren al perimetro quedan divididas en partes iguales pt-r
dicha recta.

Dospartes de poligono son simétricas con respecto & una rec-
ta, cuando las rectas que unen sus vértices dos 6 dos, son perpen-
dicidares & ellay quedan divididas en dosjnirtes iguales. (Flg. 161)

Las porcione.s de poligono ABCD
yA B CD son simétricas respecto al
eje MN.

El diatnct7'0 de un circulo €5 UNo de
sus ejes de simetria. La bisectriz de un
angulo €s un eje de simetria de sus la-
dos. La linea de los centros de dos
circulos es eje de simetria de estos dos circulos.

F<s- 101

Sm o.—ValrndfaimMm. It [ n 1
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DosJiguras simétricas son superponihles.

Todajigura que tiene dos ejes de simetria perpendieulares en-
tre si, tiene por centro de simetria la comdn interseccion de ellos.

CAPITULO 11I.
NOCIONES SOBRE LAS CURVAS. — ELIPSE, PARABOLA
E HIPERBOLA.

Definicion general. Las curvas se consideran, en general,
como lineas quebradas compuestas de infinitos lados, infinita-
mente pequefios, cada uno de los cuales se llama un elemento
de la curva. En tal concepto se considera a la circunferencia
(dnica curva que se estudia en la Geometria elemental) como
un poligono regular compuesto de infinitos lados, infinitamen-
te pequenios.

Tangente y normal. La tangente en un punto de una cur-
va es la prolongacion del elemento de ella en dicho punto, y se
considera como una secante tal que sus dos puntos de intersec-
cion se rednen en un sélo elemento infinitesimal. La normal es
la perpendicular & la tangente.

Circulo osculador. Es evidente que por un punto B (F. 162)
de una curva se pueden hacer pasar muchas circunferencias

que tengan un elemento comun con

ella y por consiguiente que tengan

con lacurva la tangente comin FF',

que lo es de la curva en el punto B;

pero entre todos estos circulos hay

uno que se aproxima & la curva méas

gue todos los demas y que por esta

circun.stancia se llama (Arcalo oscula-

cuya propiedad fundamental es

<jue tiene dos elementos consecutivos de la curva comun con él;
por cuya razon tiene dos tangentes consecutivas comunes. De
modo que siendo DB el diametro del circulo osculador de la
curva ABB', en el punto B existen do.s elementos comunes &
la curvay al circulo. Como dos elementos comunes determinan
tres puntos que no estan en linea recta, se comprende que ern-
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un punto dado no puede existir mas que un circulo osculador,
para una curva determinada.

Radio j centro de curvatura. Se llama cetiii'Ode curvatura
de una curva en un punto cualquiera B (Pig. 162) el centro O
del circulo osculador, y radio decurvatura del mismo punto al
radio OB del expresado circulo.

Convexidad y concavidad. £n las curvasconvexasy cerra-
bas (esto es, que limitan una parte de plano) la tangente no
corta nunca a la curvaj pero en las concavas puede la tangente
«n un punto ser secante en otro U otros. La curva ABCI) es
convexa (Pig. 169) y la A'B'C*!)' concava: vemos que la tangen-
te M X en la primera es toda exterior & ella, & excepcion del
punto de contacto, y
en la segunda la tan-
gente en el punto m'
€8 secante en los pun-
tos})'y q. Puede tam-
bién observarse que
los radios de curvatu-
rade la curvaconvexa
ABCI) se dirigen ha- 0
eia la parte interior de la curva, y en la porciéon céncava de
la curva A'B'C'D' (que se halla en las proximidades del punto
m"), los radios de curvatura son exteriores a la porcién de pla-
no circunscripto por lacurva.

PuDtode inflexion. Cuando una curva cambiaen un pun-
to la direccidn de su curvatura, esto es, de convexa se trans-
forma en céncava, 6 reciprocamente,
dicho punto se llama de/bi/icito« ,

(Fig.Iw)

El punto a es de inflexion en la
curva abedef. La tangente en el pun-
to de inflexién es secante de la curva
en otro punto. Bt ne

Punto de retroceso. El punto b en que una curva hru.sca-
mente vuelve sobre si, se llama de retroceso. En c.rte punto la
tangente debe ser comin &las dos ramas.
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~Puntos multiples. Si In curva pasa méas de una vez por uir
mismo jiunto como en ¢, este se llama un punto madltiplo. En
el hay tantas tangentes como ramas tenga la curva. Este esel
caracter diferencial entre este punto y el de retroceso.
ALos puntos de inflexion, de retroceso y multiplos, se deno-
minan en general puntos singulares de las curvas.

Asimptota. Hay algunas curvas que tienen la propiedad
de aproximarse mdeflnidamente & una recta, sin que llegue
jamas & encontrarla. En tal caso la recta se dice asimptota de-
la curva, 6 reciprocamente la curva es almptota de la recta.

También puede suceder que una curva sea asimntota de
otra curva.

ELIPSE.

Defimoion. As llama elipse ana curvaplana tal que la s\ima

(le las fhsfancias de cada uno de sus jnmios, M por ejemplo,
(Fig. 165) & dospuntosfijos Fy F”
es constante é igual a una linea da-
da 2a, mayor que F F .

Pocos, ejes y centro. Los dos
puntos fijos P y F' se llaman fo-
cos, laj recta AA' eje mayory la
L B' perpendicular & ella en su

T 'of<m. . Plinto medio  Hienor de la elip-
se. lvstas dos rectas son ejes de simetria de lacurva. El punta

Oen que os ejes se encuentran es el centro dafigura 6 de si-
metria de la curva.

Radie, rector.,. Las rectas FM y F'M trazadas desde loa
dos focos a un punto cualquiera M de la curva se llaman ra-
(hos vectores, la suma de estos radios vectores es constante se-
gunja definicion, é igual 4la recta A A', es decir, al eje mayor.

Excentricidad. La distancia FF' que existe entre los fo-
cos se llama excentricidad. Cuando dos elipses tienen igual dis-
tancia local se denominan hnmofocales.

Diametro. Cualquier recta HD' que pase por el centro de
a elipse es un diametro de ella, y la divide en dos partes igua-
les. rodo diametro es menor que el eje mayor AA', y mayor
que el eje menor BB'. n



— 1B —

Tangente y normal. La tangente TT' en un punto cual-
ejuiera M de una elipse, es bisectriz del angulo formado por el
radio vector M F' y la prolongacion dcl otro radio vector F M.

La normal MN es bisectriz del angulo FM F’ formado por
jos dos radios vectores.

Area de la elipse, Elarea fip Uiporcion de planoencerrado
jwr laelipse es igtutl al jn-oducfo de sus dos semi-ejcs multiplica-
dopor la relacion de la circunferencia al diainetro. Es decir,

area de la elipse=7:xA0x0B.

Construccién de laelipse- Conocido el eje mayor y los fo*
*cos es muy facil construir la elipse por un movimiento conti-
nuo. En efecto, fijando en los puntos F y  las extremidades
de un hilofiexible é inextenslble cuya longitud senigual a A A'
(cantidad igual & la suma de los radios vectores de un puQto
cualquiera de la curva) con un lapiz se extiende este hilo y se
trazan todos los puntos posibles deslizandolo en todas las di-
recciones y con la condicion que el hilo esté siempre tenso. Cla-
ro es que en cualquier posicion en que el lapiz sefiale, la distan-
cia de este punto & los focos es igual al eje mayor.

Observaciones sobre la elipse. La elipse es uni curva con-
vexa y limitada en todas direcciones.

El circulo es una elipse cuya excentricidad FF' se reduce
a cero.

Parlbolx.

SefinioioD, Laparabolaesunacurra plana talgw
mcada uno de stie jmntos M equidista
de unjmntafijo F, llamado foco, y de
una recta Jija D 1/ que se denomitia
directriz.

Eje y vértice. Si desde el foco F
bajamos & la directriz la perpendicu-
lar FC, esta recta se llama el (je de
la parabola, y es su ye de simetria.

Segun la definicion el punto medio A
~elarecta CF es un punto de lacur-
va, piles evidentemente equidista del
foco Fy delarecta l) D'. Este punto
A es el vertice de la curva. 'v
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Radio vector. Cualquier recta FM tirada desde el foco a
un punto de la curva se llama radio vector.

Construccién de un punto cualquiera. Para construir un
punto cualquiera M de la parabola; en un punto P del eje, le-
vantemos la perpendicular indefinida M M', y haciendo centro
en F con un radio igual CP ti*acemos una circunferencia que
cortara, a larecta MM' en los puntos M y M' simétricos con res-
pecto al eje,y que distaran igualmente del foco y de la directriz.

La curva es indefinida en una de sus direcciones y limitada
en el punto A, 6 sea en su vértice, en direccion opuesta. Por-
consiguiente, esta curva no es cerrada como lo son el circulo y
la elipse.

Tangente y normal. La tangente de laparabola es hisectriz
del anguloformado por el radio vector y unaparalela al eje tra-
zadapor el punto de contacto. De manera que siendo TT' tan-
gente en el punto M, es bisectriz del &ngulo EMF. La normal’
de un punto cualquiera es bisectriz del angulo formado por la
prolongacién del radio vector y la paralela al eje. De manera
que siendo MN la normal en el punto M es bisectriz del angu-
loEMR.

La parabola es una curva coiivexa, abierta € ilimitada en una
de sus direcciones.

Hipérbola.

Definicion La hipérbola es una curva plana (Fig. 167) tal
que la diferencia de las distan-
cias de cada uno de szis puntos
M, & dos puntosfijos F y F\
llainados focos, es igual & una
cantidad constante 2a, menor
que FF".

Ejes, centros y vértices. La
recta X X' que pasa por los fo-
cos b y F' se llama eje transver-
so,y la perpendicular aellaYY"
frazada por el punto medio O
de FF es el eje no transverso.
Las dos son ejes de simetria?;
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pero el primero corta ala curva en 108 puntos A y B, que se
llaman i>értices, y el YY" no encuentra a lacurva. El punto de
concurso O de los dos ejes es el centro de la curva, y es su cen-
tro de simetria. . .

»i.tencja focal. La porcion de recta F1-'‘comprendida en-
tre los focos es la distanciafocal

R.ai».B y forma general de la curva. La curva tiene dos
ramas simétricas con respecto alos dos ejes, cuyas ramas vuel-
ven su convexidad al eje no transverso, y se limitan en un sen-
tido por los vértices A y B, que son los puntos mas cercanos a
este eje, siendo ilimitadas ambas en sentido opuesto, 6 sea ha-
cia donde las ramas vuelven su concavidad.

Conitfuccion de un punto cualquiera. Pata construir un
punto M de la curva se hace centro en un foco, F por ejem-
plo, y con un radio cualquiera, pero mayor que FB, se traza
un arco de circulo; desde el otro foco F con un radio que se
diferencie del anterior en la cantidad constante 2a, se traza
otro, y los puntos de interseccién de las dos circunferencias
serén puntos de la curva, segun la definicion de ella.

Asi resultaran los dos puntos M y M™, simétricos con res-
pecto al eje X X'; pero trazando circunferencias con los radios
invertidos, esto desde F con el radio F'M y desde F con el ra-
dio FM, resultaran otros dos puntos M' y M", pertenecientes
a la curva. Estos cuatro puntos M, M', M"y M' fonnan por
consiguiente un rectangulo, cuyos lados son paralelos & lo.
ejes, y cuyos Vértices equidistan del centro . RN

T.ogeote y normal. La tangente tf en unpunto M de la
curra esbiscctriz del angulo FMF'formado por loerudxo« rec-
tores F~fy F'M de dichopunto. rMfJ?

La normal M Xes bisectriz delanguloadgaccnte F M 11.

Ob.erv.cioo general. La elipse, parabola é hii.érbola se
llaman curcas de segundo grado, porgue sus ecuaciones so
segundo grado, y también llevan el nombre de scoemnes cJm-
cas, porque resultan de la interseccion de un plano con una s
perficie conica. 1

(.) Seilama Geonxetria analiiica ala que se n

son curvas de segundo grado.



CAPITULO 111.

['-JERCICIOS DELA GEOMETRIA PLANA. W

Teoremas.

. . ) < i
fceles e peT..dic,,. . A« 0 e <leun triingulu
tes lguales. [2eor. X 1X.] n

3. La mayor de las dos diagonales de un paralelégramo,
aopuesta & los dos angulos obtusos. [_Teor. X X L]

poligonos de n lados son iguales si tienen («—1)

Inri
angulos com-
N

lados consecutivos iguales, y también los («-2)
prendidos entre ellos. [ Teor. LV.]

5._” Las perpendiculares bajadas desde los tres vértices de
un nangiilo a sus lados opuestos, se cortan en un mismo
punto. ITeor. XX XV.]
nortl el centro de una circunferencia y
por el punto medio de una cuerda, e, perpendicular & ella y

pasa”por >o0. puntos medios de los arcos subtendidos. [Teor.-
ten r'd i<« OB Sub-
N

En todo cuadrilatero circunscripto, la suma de dos

8.
lados opuestos es igual a la de los otros dos.
d,. ,mf lados
itz XCIf2’ -nitad.

nSESSrH=rvwww»h»

enunciados, los teoremas d nroli terminar los
o=

damos fosSntTtiarrAAnn profundamente, recomen-
Amiot, Ritt

y Za FrelLir,
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10. Las rectas que unen los puntos medios de un cuadri-
latero, forman un paralelégramo. \ Teor. L.]

11. Los perimetros de los triangulos semejantes, #on pro-
porcionales & los radios de los circuios inscriptos y ¢ los de
los cirouDscriptos.

12. Las éreas de dos tridngulos semejantes son propor-
cionales & los cuadrados de los radios de los circuios inscrip-
to Ocircunscripto.

13. Las sumas de las perpendiculares tiradas desde un
punto cualquiera interior & un poligono regular sobre cada
uno de los lados, es una cantidad constante. [ Teor. CXV.]

14. La suma de las areas de los triangulos que tienen por
base respectiva dos lados opuestos de un paralelégramo y por
vértice comun un punto cualquiera interior, es una cantidad
constante é igual & la mitad del ;rea de dicho paralelégra-
mo. [Ifeore?nfl« CXI11 y CXI11.]

15. En toda recta dividida en media y extrema razon, la
suma de los cuadrados de la recta total y de su segmento me-
nor, esequivalente ¢ tres veces el cuadrado del segmento ma-
yor. \ Teor. CXIX y Efc. L"*del teor. CXXV.]

16. Lasuma de los cuatro cuadrados construidos sobre
los cuatro segmentos de dos cuerdas que se cortan perpendi-
cularmente, es equivalente al cuadrado construido sobre el
diametro. [Teor. de Pitdgoraa.”

17. Si dos cuerdas se cortan rectangularmcntc, los cua-
tro circulos construidos sobre los segmentos de estas cuerdas
como diametros, son equivalentes al circulo total dado. [~Teo-
rema citado anteriormente.1

18. En todo triangulo la suma de loa cuadrados de dos
lados cualesquiera esigual al duplo del cuadrado de  mitad
del tercer lado, mas el duplo del cuadrado de la recta qu;
une el punto medio de este lado con el vértice opuesto. \ Tuh
recnwMCVIIyCVIIL]

19. En todo cuadrilatero la suma de los cuadrados de sus
lados, esigua! & la tu”a de lo< cuadrados de la« diagonales,
mas ou «tro veces el cuadrado de la reota que une los puntos
medios de estas diagonales. [TVor. anterior.®
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20. El area de un triangulo es igual & su perimetro mul-
tiplicado por la mitadde su apotema. {Teor. CXII11.]

Problemas.

1. Traxar una oircuofeiencia tangente &4 unarectaen un-
punto dado y que pase por otro punto dado fuera de la recta.
\ Teoremas LX yLXL]

2. Describir una circunferencia tangente & una recta en
un punto dado y & una circunferencia dada. \ Proh. anterior."]
—Discusion de este problema.

3. Por un punto dado traxar una recta que forme angu-
los iguales con otras dos rectas dadas. [ TeOr. XXV .]

4. Por un punto dado, trazar una reota que equidiste de
otros dos puntos dados. \ Teor. 1X.]

5. Por un punto dado en el interior de un angulo, traxar
una recta tal que quede dividida por los lados del angulo en
dos partes iguales, siendo el punto medio el dado.

6. Construir un paralelégramo, conociendo SUS diagona-
les y uno de sus angulos. ITeoremas XLIly XLV.]

7. Dados dos puntos situados & un mismo lado de una
recta, hallar un punto sobre la recta tal que la suma de las dls-
tancias de él & los dos puntos dados sea un minimo.

8. Dados dos puntos situados & un mismo lado de una
recta, hallar un punto sobre la recta tal que la diferencia de
sus distancias a los dos puntos dados sea un meximo.

9. Dados dos puntos uno & cadalado de unarecta, deter-
minar en ella otro punto que la diferencia de las distancias &
los dos puntos dados sea un maximo.

10. Un lado de un octégono regular inscripto, Tale 16 me-
tros. (Cudl sera el valor del lado del poligono regular de 16
lados inscripto en el mismo circulo? [Prob. XX11.]

11. Los perimetros de dos exagonos regulares inscriptos
y circunscriptos valen 32 y 43 metros respectivamente. ;Cua-
les seran los valores d™ los perimetro» de los dodecagono, re-
g&iares inscri?tos y circunscriptos en el mismo circulo fPro-

omaXXXIIl.J

12. Elvalor de unacircunferencia rectificada es 3250 me-
tros. ;(Cual sera el deun arco de ellade 15«10'y 3a*?
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13. Un arco de 28" rectificado vale 16 metros, ;cudal sera
el valor de la circunrerencia rectificada?

14~ Bailar el area de un oirculo« QU0 radio es igual &
22,3 metros.

15. Bailar el Area de un aeotor de 30° y 15", correspon-
diente a un circulo, cuyo radio es de 27 metros.

16. Hallar el area de un tegmento de circulo, que abra-
ce 30®y en un circulo cuyo radio es 45 metros.

17. Hallar el area de una corona circular, sabiendo que
un arco de 46® del circulo mayor vale 15 metros, y un arco de
60 grados del circulo menor vale 10 metros.

18. »eterminar el arco que debera tener un sector, cu-
yo area tea 45 metrot cuadrados, sabiendo que el area del
circulo & que pertenece es 124“*

19. EI &area de un paralelégramo es 13 metros cuadrados.
¢(Cudl sera la de otro que tenga la base doble que el anterior
y la altura igual & la tercera parte?

20. El area de unpoligono es 234"*. ;Cual sera el de otro
poligono semejante con ¢l y tal que sus lados homdlogos es-
tén en la relacién con el primero de V/6?



geometria del espacio.

SECCION primera.

UE 1as figukas consideradas en el espacio.

LIBRO 1.

PLANOS y CUERPOS TERMINADOS POR SUPERFICIES PLANAS.

CAPITULO 1.

PERPENDICULARES Y OBLICUAS A UN PLANO.

nataraf**'™* . ~ »"perficie de tal
naturaleza, que si una recta cualquiera tiene dos puntos

lo ™1 ° “ nilimitadas, como

ricas se “? . demostraciones geomé-
nca se indican por medio de un paralelégramo, dando-

le poi consiguiente limites con el fin de hacerlas pereep-

irada j«*"' . . considerarse proion-
gacqa |a superficie indefinidamente- P

Teorema CXXXVIII,

Por tres puntos que no estén en linea recta, 1 o Pueda

10 Sean los tres puntos A, By C: tracemos la recta
g pasa por dos de ellos, siempre sera posible hacer



— 173 —

pasar un plano por esta recta (71), y si este plano gira
alrededor de la recta AB, llegard un momento en que
pase por el tercer punto C. Luego

por estos tres puntos A, By C pue-

de pasar un plano. 2.“ Materialice-

mos, por decirlo asi este plano, y sea

eIMN (72); vamos & demostrar que

por los tres puntos dados no puede

pasar otro plano. Para ello, uno los

puntos por medio de rectas, y tendremos que AB, BC y
AC, seran rectas que todos sus puntos estaran en el pla-
no MN. Supongamos por un momento que por dichos
tres puntos pasaran dos planos, en tal caso, las tres rec-
tas AB, BC y AC estarian & la vez en los dos planos: y sL
trazaramos otra recta cualquiera mn, cortaria en m a la
recta AB y en « a la recta AC, luego tendrian dos pun-
tos en cada uno de los dos planos, y por tanto dicha rec-
ta tendria todos sus puntos en los dos planos. Como lo
gue hemos dicho de la recta mn, se p\iede decir de cual-
guier otra, resulta que todas las rectas que estuviesen en
un plano estarian en el otro, luego los dos planos se con-
funden, 6 lo que es igual, por los tics puntos A, By C,
no pasa mas que un solo plano.

Corolarios.

1. <> Dos recias gue secarian, determinan la posicion de
un plano, porque tomando un punto en cada una de ellas
y el punto comun, tendriamos tres puntos que no estan
en linea recta, por los que se puede siempre hacer pasar
un plano y nada méas que uno.

2. ® Dos recias paralelas, determinan un plano; pues
por su definicion sabemos que estan en un plano, y ade-
mas tomando un punto en la unay dos en la otra, se ten-
dran tres puntos que no estan en linea recta.
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3. ® Xk arco de circulo, 6 dos lados de un poligono, de-
terminan nn plano. Por igual razén que en los dos coro-
larios anteriores.

4. » La interseccion comdn de dos planos, es una linea
recta; pues si uo fuese una linea recta, los dos planos
tendiian tres puntos comunes no en linea recta, en cuyo
caso se confundirian, lo que se opone a la hipétesis, y
por consiguiente, es absurdo.

Teorema CXXXIX.

Si una recta esperpendicular & otras dos que pasan por
supié en unplano, dicha recta es también perpendicular
4 cualquiera otra quépase porsu
pié y esté situada en el mismo pla-
no. (Fig.169.)
Sea la recta AB que suponemos
perpendicular &las dos rectas BD
y BC que pasan por su pi6 en el
plano MN, vamos & demostrar que
) dicha recta es también perpendi-
T e cular & otra cualquiera BE que
pasa por su pié By esté situada en el mismo plano MN.
Para ello prolongo la recta AB, una cautidad A'B = AB,
trazo la transversal CD y uno los puntos A 'y A' con los
tres puntos C, Ey D.
~Los triangulos ABD y A'BD son iguales por ser rec-
tangulos, tener el cateto BD comin y los catetos A B =
A'B por construccion. Luego AD=A'D .

Los triangulos ABC y A'BCson iguales, por igual ra-
.zon que los anteriores. Luego AC=A'C.

Pero entonces los triangulos ACD y A'CD son igua-
les, por tener iguales sus tres lados,y si consideramos su-
perpuestos estos dos triangulos, resultara que AE=A'E.

Poi consiguiente, larecta BE tiene dos puntos (el pun-
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to B y el E) equidistantes de la recta AA', y por consi-
guiente \_Teor. XXX 1V] es perpendicular & ella.
Lo demostrado para esta recta DE puede demostrarse
para cualquier otra que pase por B y que esté en el plano.

T eoEEMA CXL.

Todas las perpendiculares levantadas & una recta en un
punto, estdn en un mismo plano. (Hg 170.)

Sea la recta AB y por el pun-
to B tracemos las perpendicula-
res & ella BC, BD, BE, BF.....

Por dos cualesquiera de estas

rectas, por ejemplo, BD y BE,

se puede liacer pasar el plano

MN, y vamos & demostrar que FHg no.

todas las demés estaran en dicho plano. Supongamos por
un instante que una cualquiera, la BC, no esta contenida
en este plano; en tal caso, podremos hacer pasar un pla-
no por las dos rectas AB y BC; este plano cortara al MX
en una recta BC' que sera perpendicular 4 la AB [TVor.
anterior"]’, pero como la BC por el supuesto del teorema
€8 también perpendicular & la AB, tendriamos trazadas
por un punto B de una recta AB, dos perpendiculares
BC y BC' en un mismo plano,lo que no puede ser. \ Teo-
rema 1]

Escolio. EI lugar geométrico de todas las perpendicu-
lares levantadas en un punto de una recta en el espacio,
es un plano segin acabamos de demostrar.

73. Se dice que una recta es perpendicular a un plano,
6 que un plano es perpendicular & una recta, cuando la
recta es perpendicular & todas las que pasan por su pié
en dicho plano; y es claro que tal condicién quedara sa-
tisfecha, si dos de las perpendiculares que pasan por el
pié de la recta estan contenidas en el plano.
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74. Una recta que no es perpendicular, se llama obli-
cua al plano, y reciprocamente.

Teorema CXLI.

Por un puni6 cualquiera, no se puede trazar mas que
una recta perpendicular a un
plano. (rig. 171.)

Pueden suceder dos casos;
que el punto esté situado en el
plano, o que esté fuera de él.

10 Sea el punto
por él no puede levantarse mas

FHg 171 que una recta BA perpendicu-
ar al plano MM. En efecto, si admitimos que otra recta
cualquiera BC es perpendicular al plano M X, haciendo
pasar un plano por las dos rectas BA y BC, cortaria al

en una recta PQ, & la que las dos rectas AB y BC
«erian perpendiculares (73); lo que es absurdo. \ Teor. 1]

20 Si el punto A se halla fuera del plano, vamos ade-

mostrar que tampoco puede trazarse mas que una per-
pendicular AB; pues si suponemos que hay otra recta
AD también perpendicular al plano MN, haciendo pasar
un plano por las dos rectas AB y AD, daria una inter-
seccion PQ con el MX, & la cual serian perpendiculares
AB y AD, lo que no puede ser ITeor. Il], y como este
absurdo resulta de suponer dos perpendiculares que par-
tan del punto A, se deduce que no puede existir mas que
una perpendicular.

Teorema CXLII.

Si desde el pié de una perpendicular & unplano se traza
una perpendicular 4 una recta situada en dicho plano, la
recta que une el pié de esta segunda perpendicular con
«n punto cualquiera de la primera, es también perpen-
dicular & la recta situada en el plano. (Fig.172)
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Sea la recta A B perpendicular al plano M X, y larec-
ta BC perpendicular 4 la DE
que esta en el plano M X, di-
go que la recta CA que une
el punto C con un punto cual-
quiera de la recta AB, es tam-
bién perpendicular ala DE.

Para demostrarlo, desde el
punto Clomo las partes CE =
DC, y trazo las rectas BD y BE, AD y AE.

Las dos rectas BD y BE son iguales por oblicuas que
se apartan igualmente dcl pié de la perpendicular BC.
Luego los triangulos rectangulos ABD y ABE son igua-
les por tener el cateto AB comun y los catetos BD y BE
iguales. Por tanto, las hipotenusas AD y AE son iguales.

Pero entonces la recta AC tiene
El punto Cequidistante de los puntos D y E, por construccion.
El punto A equidistante de los puntos D y C, por ser AD=-4K.

Luego AC [jTcor. XXX IV] es perpendicular a DE,
que era lo que se queria demostrar.

Escolio. Siendo las dos rectas CB y CA perpendicu-
lares & la recta DE en el punto C, el plano ACB deter-
minado por estas dos rectas [2T?or. CXXX\ 111, cor. 1.*>]
es también perpendicular 4 DE. (73)

Teorem\NCXLITI.

La perpendicular trazada desde un punto & un plano,
es menor que cualquiera oblicuati-
rada desde el mismo punto al plano.
(Fa173)
En efecto, si desde el punto A
bajamos la perpendicular AB vy la
oblicua AC al plano M X, uniendo
por medio de la recta BC los puntos de inter, eccioo de
| 1
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estas dos rectas con el plano, tendremos que AB sera
perpendicular a BC, y por consiguiente AC oblicua, lue-
go AB < AC \ Teor. XX 1X.]

TeoAtima CXLIV. [Recipiocodeurrerior]

La recta mas corta que puede trazarse desde un punto a
un plano, es perpendicular al plano.

(Regla del numero 34.)

75. Se llama distancia de un punto & un plano la per-
pendicular bajada desde dicho punto a el.

Teorema CXLV.

Si desde un punto tomadofuera de unplano se trazan
la perpendicular y varias oblicuas, 1® Las oblicuas que se
apartan igualmente del pié de la perpendicular, son igua-

les. 2® De dos oblicuas, la que

mas se aparta del pié de la per-

pendicular, es la mayor. (F*1™)

1®Supongamos trazadas des-

de el punto A las dos oblicuas

AB y AD, que se apartan igual-

mente del pié B de la perpen-

Rij. i, dicular AC, de modo que BC =

C D. Los dos triangulos rectangulos ABC y AC:/~son
iguales, por tener iguales sus dos catetos, luego AB A

2.0 Supongamos CE>BC, y vamos & demostrar que
AE>AB. Tomemos sobre la recta CE una parte
CD=BC, y trazando la recta AD, tendremos por lo de-
mostrado anteriormente que AD=AB; pero AE>AD
{Teor. XX X]; luego AE > AB.

Corolario 1.0 Unpunto cualquiera de la perpendicular
A un plano, equidista de todos los puntos do la circunfe-
rencia descrita desde su pié como centro y con un radio
«ualquiera.
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Ea efecto, si desde el pié C de la perpendicular AC,
:se traza una circunferencia con un radio BC, todas las
rectas AB, AD.... que unen dicho punto con los de la
-circunferencia, seran oblicuas que se apartan igualmente
del pié de la perpendicular.

Corolario 1.« El lugar geométrico de iodos los puntos
que en el espacio equidistan de los extremos de una recia,
-es un plano perpendicular a ella en su punto medio;
pues si se une cualquier punto del plano con los extre-
mos de la recta, las distancias seran dos oblicuas que se
-apartan igualmente del pié de la perpendicular.

Escolio. La perpendicular AC se llama eje del circulo,

ouyo radio es BC.
Teorema CXLVI. [Reciprocodelaaierior]

1® Las oblicuas iguales, se apartan igualmente del pi6
de la perpendicular. 2® La mayor de dos oblicuas, se
-aparta mas del pié de la perpendicular.

(Regla del namero 34).

Teorema CXLVII.
Por un punto de una recia, no se puede levantar mas
«pie un plano perpendicular & ella.
<Hg 175)
Supongamos que por el punto B
ek In recta AB"se pudieran trazar
los dos planos MN y MP, ambos
perpendiculares a larccta'AB en di* «@a
cho punto. En tal caso, si hacemos pasar por AB un pla-
no cualquiera, este cortara & los'dos planos MN y M P,
respectivamente, en las rectas B1l) y BC que serian per-
pendiculares ala AB (73, en un plano, lo que es absur-
do. \Teor. 1]
Teorema CXLVIII.
Por un punto fuera de una recta, no se puede trazar

méas que un plano perpendicular & ella. (Fii-176)
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Supongamos por un momento que por el punto C, se-

pueden trazar dos planos MN y PQ perpendiculares & la

recta AB. Sean B y D los puntos de

P CN interseccion de la recta con los dos

planos MN y PQ respectivamente.

Ahora si hacemos pasar un plano-

cualquiera por la recta AB, dara las

intersecciones BC y DC con los dos

i'ig no. planos, cuyas intersecciones seran

perpendiculares & la recta AB, y como estas interseccio-

nes y la recta AB estan en un mismo plano (el plano se-

cante) tal consecuencia es absurda \Teor. 11], absurdo

gue resulta de suponer que por el punto C pueden pasar

dos planos perpendiculares & la AB; luego no podra pasar
mas que uno, que era lo que se queria demostrar.

CAPITULO I1I.
i NGULOS DIEDROS

76. Cuando dos planos se cortan, dividen al espacio
cuatro porciones indefinidas, cada una de las cuales se
llama un angulo diedro (Fg. 177). De manera que el angu-

lo diedro puede definirse dicien-

' do que es la separacién ¢ aber-
tura de dos planos que se cor-
tan. Caras del angulo son los
dos planos que le forman y aris-
ta es la comun interseccion de
dichos planos.

Un angulo diedro se designa-
con cuatro leti-as, una de cada
una de las caras y las dos de la.

arista que se colocan en medio. De manera que los cuatro
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angulos diedros formados por los dos planos PQ y MN
AFig.i77) se designaran asi: QABN, QABM, PABM y
PABN; cuyos cuatro angulos tienen la arista comin AB.
Observemos que de este modo quedara perfectamente fija-
da la posicion de los planos que forman las caras, pues en
cada uno se toman tres puntos que no estan en linea rec-
ta, los que determinan la posicién de dichos planos. \ _Teo-
rema CXXXVII.]

Si el angulo diedro esta solo, puede sefialarse Unica-
mente con las dos letras de la arista, sin que esto induz-
ca a error.

77. Angulos diedros adyacentes, son los que tienen una
cara comun y la otra en un mismo plano. Son adyacen-
tes (Fig. 177) MABQ con NABU, NABQ con NABP,&c.
Se llaman consecutivos dos angulos diedros, cuando tie-
nen una cara comun; pero las otras no estan en un mis-
mo plano.

78. Dos planos son perpendiculares entre ié¢, cuando
forman angulos adyacentes iguales.

79. Dos planos son oblicuos entre ii, si forman angulos
.adyacentes desiguales.

80. Los angulos adyacentes que forman dos planos per-
pendiculares entre si, se llaman angulos diedros rectos.

81. Todo diedro menor que el recto se llama agudo: y
obtuso, si el angulo es mayor que el recto.

82. Si la suma de dos angulos diedros es igual & un
diedro recto, cada uno de ellos es complemento del otro:
-6 bien se llaman complementarios.

Si la suma de dos angulos diedros es igual & dos rec-
tos, se llaman suplementarios estos angulos, 6 bien su-
plemento el uno del otro.

83. Dos angulos que tienen un mismo suplemento 6
un mismo complemento son iguales, porque les falta una
misma cantidad para valer dos angulos rectos 6 un an-
gulo recto, respectivamente.
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84. Angulos diedros opuestos por la arista, son los que-
las caras del uno estan formadas por las prolongaciones-
de las del otro. Tales son los angulos (Fig. 177) MABQ vy
PABN.

Teorema CXLIX.

Por una recta dada en un plano, no se puede levantar
mas que un plano perpendicular al primero.

(Este teorema se demuestra como su analogo [ Teor.
de la Geometria plana.)

Corolario. Dos angulos diedros rectos son iguales, aun-
que no sean adyacentes.

(Se demuestra como su anéalogo de la Geometria plana,.
\ Teor. I, cor. 1.®))

Teorema CL.

La suma de dos angulos diedros adyacentes, es igual &
dos angulos rectos.

Corolarios.

1. ® La suma de todos los angulos diedros consecutivos-
que se pueden formar & un mismo lado de un plano, es
igual a dos rectos.

2. ® La suma de todos los angulos diedros consecutivos
que se pueden formar alrededor de una recta, es igual a
cuatro angulos rectos.

3. ® Los cuatro angulos queforma un plano con otro al
que es perpendicular, son rectos.

4. ® Todo angulo diedro, es menor que dos angulos,
rectos.

(Se demuestran, este teorema y sus cuatro corolarios”™
como sus analogos \ Teor. 111 y sus cor®] de la Geome-
tria plana.)

Teorema CLI.

Los a/igulos diedros opuestos por la arista, son iguales..
(Demostracion igual a la del Teor. 1V.)
85. Se llama angulo plano correspondiente & un diedro*.
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el angulo rectilineo formado por dos perpendiculares le-
Tautadas en un mismo punto de la arista'y cada una en
ima de las caras del diedro.

Teorema CLII.

1.0 St dos angulos diedros son iguales, sus angulos pla-
nos correspondientes también lo son. 2.“ Si dos angulos
diedros son desiguales, al mayor diedro corresponde ma-
yor angulo plano. (Pigs. 178 y 179)

1.0 Sean los dos angulos diedros ABCD y A'B'C'D"
(Fg. 178) que suponemos iguales, y sean bac y b'a‘c’ sus
angulos planos correspondien-
tes (85), de manera que aby ac
sean perpendicularesala BC en
el punto o y cada una de ellas
en una de las caras; es decir, ab
en la cara ACB y ac en la cara
BCD del diedro ABCI); y de un
modo semejante el angulo pla-
noé'a‘c'en el diedroA'B'C'D".

Supuesto que los diedros son iguales, se podran superpo-

ner sus caras y su arista, de tal modo, que el plinto a

coincida con a'; pero en tal caso, ac coincidira con o e',

porque en un punto de una recta en un mismo plano no

se la puede levantar mas que una perpendicular [~Jeor. 1];

y por igual razon la recta ab coincidira con o b'; luego
angulo bac = angulo'bVc'.

2®Supongamos que el diedro
ABCD es mayor que el A'B'C'D'

(Tig. 179- Hagamos pasar por la

recta BC un plano BCM que for-

me con el ABC un angulo die-
mdroABCM=A'B'C'D".ICntal

caso n».

ang. ])lano ;*<fwa=ang. plano, b'a'c', segun el primer caso:
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pero las tres rectas ah,am y ac, perpendiculares alaBC
en el punto o, estdn en un mismo plano [TVor. CXL], y
por tanto evidentemente

angulo Ja7?!<angulo hac, 6 bien angulo b'a‘c'<bac,

que era lo que se queria demostrar.

Escolio. Como el angulo plano se puede trazar desde
un punto cualquiera de la arista, y siempre resultaria de-
mostrado el teorema, se deduce que todos los angulospla-
nos correspondientes a un diedro son iguales.

Teorema CLIINT.  [Reciproco del anterior]

1® Si dos angulos planos correspondiejites & dos diedros
son iguales, dichos diedros también son iguales. 2*>Sidos
angulos planos correspondientes & dos diedros son desigua-
les. al mayor corresponde mayor diedro.

(Regla del namero 34.)

Teorema CLIV.
Dos angulos diedros, son proporcionales & sns angulos
planos correspondientes.
(Fig. 180)
Sean los dos diedros
ABCD y A'B'C'D"; pue-
den suceder doscasos: que
los angulos planos ACD y
A'C'D' sean comensura-
bles, 6 que no lo sean.

il 1® Siendo comensura-
bl('s los angulos planos ACD y A'C'D"', supongamos con-
tenida la medida comun de ellos 4 veces en el primeroy
5 en el segundo, tendremos que

ACD : AC'D':: 4:5.
llagamos pasar planos por las aristas BCy B'C', y
por las rectas divisorias CE, CF, CG del uno,y C'E",
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C'F' C'G', C'H" del otro. De este modo quedara el die-
dro ABCD dividido en 4 diedros parciales,yel A'B'C'D"
«n 5. Todos estos diedros son iguales, porque sus angu-
los planos correspondientes lo son; luego

ADCD : AB'C'D" :4:5.
De las proporciones que anteceden, se deduce que
ABCD : ABCD' :: ACD : ACD'

<jue era lo que se queria demostrar.

2** Sj los angulos planos ACD y A'C D fuesen in-
comensurables, se demostraria apoyandose en la misma
propiedad y por el mismo razonamiento que el 2.“ caso
moel teorema XC.

Corolario. Todo angulo diedro, tiene por medida su an-
gulo plano correspondiente. Este corolario se deduce evi-
dentemente del teorema, pues que si se toma por unidad
para medir los angulos diedros el diedro i-ecto, la misma
relacion habra entre el diedro propuesto y la unidad, que
entre el angulo plano eorrespondiente al primeroy el an-
gulo plano correspondiente al angulo.

Teorema CLV.

Si una. recta esperpendicular & un plano, todo plano
que pase por ella es también perpen-
dicular adicho plano. (Hg 181)

Sea larecta AB perpendicular al
plano MN: hagamos pasar por ella el
plano PQ,, cuya interseccién con el
MN es la recta PR. Trazoenel pla-
no MN la recta CD perpendicular & rij. 181
la PR enel puntoB; y tendremos que CBA y ABD, se-
ran los angulos planos correspondientes alos dos diedros
adyacentes formados por los dos planos. Pero siendo AB
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perpendicular al plano MN lo es también & la recta CD
que pasa por su pié en dicho plano; luego los angulos
CBA y ABD son rectos; y por consiguiente, los diedros
MPRQ y NPRQ lo son también; luego el plano P Q es
perpendicular al MN.

Escolio. Como por una recta pueden pasar infinitos
planos, se deduce quepor una recta perpendicular a un
planopueden pasar infinitos planos perpendiculares alpri-

CAPITULO II1I.
PLANOS PEKPENDICULARES ENTRE SI.

Teorema CLVI.

Si dosplanos son perpendiculares entre si, y en el uncr
se tira una perpendicular & la interseccion, dicha perpen-
dicular lo es también al otro plano. (Fg. 181)

Si los planos MN y PQ son perpendiculares entre si
y la recta AB es perpendicular & su comun interseccion,
tendremos que los angulos planos CBA y ABD deberan
ser rectos (por corresponder & diedros rectos); luego la
recta AB es perpendicular & la CD, y como por el su-
puesto lo es también & la PR, resulta que dicha recta
AB es perpendicular & las dos rectas PR y CD que pa-
san por su pié en el plano MN, y por tanto es perpendi-
cular al plano. (73)

TeorREMA CLVII. [RedpoocHariena]

Si dos planos son perpendiculares entre siy en un punto
de la [7iterseccion se levanta una perpendicular aluno, di-
cha perpendicular estara contenida en el otro-. (Fig. 182)

Supongamos que los dos planos MN y PQ.son perpen-
diculares entre si,y que la recta A B es perpendicular al
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MN; digo que dicharecta esta contenida en el plano PQ.
Supongamos por un momento que no estuviese contenida
en dicho plano, sino en otro cualquie-
ra PQ'; en tal caso, este plano seria
perpendicular alMN [~Teor. CLV],y
como por el supuesto lo es PQ, ten-
driamos por la recta P R levantados
dos planos perpendiculares al MN, lo
que es absurdo.

Corolario. EIl lugar geométrico de todas las perpendicu-
lares & un plano levantadas por los puntos de una recta si-
tuada en él, es otro plano perpendicular al primero. Esto
se deduce inmediatamente del teorema.

H3. 18s

Teorema CLVIII.

Si dos planos son perpendiculares a un tercero, la inter-
seccién de los dos primeros planos sera perpendicular
también al tercero. (Fig. 183)

En efecto, si por el punto A, comun a los tres planos,
quisiéramos levantar una perpendicular al plano MN, di-
cha perpendicular tendria que
estar 4 la vez en los dos planos
PQ y QR que se suponen per-
pendiculares al MN \_Teorema
anterior~\\ luego esta perpendi-
cular seria necesariamente la
interseccion de ellos AQ, que
por tanto es perpendicular al
plano MN.

Fig. 183.

Teorema CLIX.

Por una recia oblicua 6 paralela & un plano, no pueden
pasar dos planos perpendiculares al primero.
Pues si pasasen, su interseccién que sena la recta da-

da, habria de ser perpendicular al plano \ Teor. anterior”.
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contra la hipétesis del teorema que dice que la recta es
oblicua 6 paralela & él.

Teorema CLX.

Si desde un punto tomado en el interior de un angulo
diedro se bajan dos rectas perpendiculares a sus caras, el
angulo formado por dichas perpendiculares es suplemen-
to del diedro. (Fig. 184)

Sean las dos rectas AB y AC respectivamente per-
j)endiculaieséa lascaras MQ y MN del diedro. llagamos

pasar uu plano por dichas rectas, y

sean BD y DC las intersecciones de

este plano con las dos caras del die-

dro. El plano determinado por las dos

rectas AB y AC es perpendicular al

plano MN y al MQ, por pasar por

I8 dichas rectas que son perpendiculares

respectivamente & ellos [~Teor, CLV]; luego, reciproca-

mente, los planos MQ y M N son perpendiculares al pla-

no ABCD, y por consiguiente, también la comun inter-

seccion MR es perpendicular al plano ABCD [Teorema

CT\ I11]; pero en tal caso, la MR esperpendicular é las

dos rectas BD y D C que pasan por su pié D en el plano

ABCD. Vemos, por consiguiente, que BDC esel angu-

lo j)lano correspondiente al diedro propuesto QMRN;

pero en el cuadrilatero ABCD, los angulos By C son
rectos, luego el angulo A es suplemento del BDC.

CAPITULO IV.
DE LAS RECTAS Y PLANOS PARALELOS.

Teorema CLXI.

Dos rectasperpendiculares & un mismoplano, son para-
lelas entre si. (Fig. 185)
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Sean las dos rectas AB y CD perpendiculares al plano
MN. Hagamos pasar un plano por las rectas AB y por el
punto D, este plano serd perpendi-
cular alM N ,por contener ala i*ecta
AB \_Teor. CLV], pero larecta BD
también esta en el plano ABD, por-
g\ie es perpendicular al plano MN y
esta levantada en un punto D de la
interseccion \ Tcor. CLV11]; luego Fig. 1ss.
las dos rectas AB y CD estan en un mismo plano; ade-
mas estas rectas no se pueden encontrar por mas que se
prolonguen, pues si se encontrasen, desde el punto de su
unién se podrian bajar dos perpendiculares al plano MN
lo que es absurdo; luego son paralelas. (24)

Teorema CLXII.

Por u» punto del espacio, no puede pasar mas que una
paralelad unarecta.

En efecto, si se traza otra recta cualquiera que pase
por el punto, 6 estara en el mismo plano que las dos rec-
tas paralelas, 6 estara en otro plano. Si estd en el plano
no puede ser paralela, porque por un punto en un plano
no se puede trazar & una recta mas que una paralela; si
esta fuera del plano tampoco sera paralela, pues dos pa-
ralelas deben estar en un mismo plano, segun su defini-
cion. (24)

Teorema CLXIII. [I%:l'p’(IDCHC]_)Q]

Si una de dos paralelas es perpendicular d un plano.
también lo serd la otra. (Hg. 185)
Supongamos que las dos rectas AB y CD son parale-

las, y que la AB es perpendicular al plano MN; vamos a
demostrar que la CD también lo sera. En efecto, supon-

gamos que la CD no es perpendicular al plano; por el
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punto D siempre sera posible levantar una recta que sea
j)erpendiculur al plano MN. Esta recta sera paralela & la
AB \_Teor. CCXT]; luego por el punto D tendremos tra-
zadas dos rectos paralelas &4 la AB, lo que es absurdo.
[ Teor. anterior."]

Teorema CLXIV.

Si dos recias son paralelas & una tercera en el espacio,
son paralelas entre si.

Llamemos & las tres rectas A, By C, y supongamos
que las rectas A y B son paralelas & la C. Si hacemos pa-
sar un plano perpendicular & la recta C, lo sera a sus pa-
ralelas A y B [ Teor. anterior]; luego las dos rectasA y B
son perpendiculares & un mismo plano, y, por consiguien-
te, son paralelas entre si. [Teor. CLXI.]

86. Una recta y un plano son paralelos, si prolongados
indefinidamente no se encuentran.

87. Dos planos se llaman paralelos, si prolongados in-
definidamente no se encuentran.

Teorema CLXV.

Si una recta es paralela & otra que esta situada en un
plano, también es paralela al plano.
(Fig. 186)
Sea la recta AB paraleladlaCD
que esta en el plano MN, vamos a-
demostrar que dicha recta AB es
paralela al plano. En efecto, si por
las dos rectas AB y CD hacemos
pasar el plano ABCD, éste solo tiene comun con el MN,
la recta CD; pero como la AB es paralela por hipotesis a
C'l), nunca podra encontrar a esta, ni por consiguiente,
al plano MN; luego AB es paralela & este plano. (86)



— 19 —

Teorema CLXVI.

Do$ ‘pianos 'perpendiculares a una recta, son paralelos.
(Fig. 187)

Ea efecto, si los planos MNy PQ
son perpendiculares & la recta AB,
no se podran encontrar; pues si su-
pusiéramos que existia un punto O
en el cual se encontrasen, la recta
OA estaria toda en el plano PQ,
por tener los dos puntos Ay O en /-.8.'»
él; por igual razon la OB estaria en el plano M Pero
entonces las rectas O A y OB serian perpendiculares a la
AB, lo que es imposible \Teor. 11]; luego los planos no
se encuentran, y por tanto son paralelos. (87)

Teorema CL\ II.
Si d dos planosparalelos corta un tercer plano, las in-
tersecciones son paralelas. N
En efecto, las intersecciones son dos rectas que estan
en el plano secante, y no pueden encontrarse por mas que
se prolonguen, por estar situadas en planos paralelos;
luego dichas rectas son paralelas. (24)

Teorema CLXVIII.

Las partes de paralelas comprendidas entre planos pa-
ralelos, son iguales. (Fig-183)

En efecto, si hacemos pasar un plano por las parale-
las AB y CD, cortard a los dos
planos MN y PQ en dos rectas AC
y BD, paralelas entre si [Teorema
anterior'\; luego la figura ABCD
es un paralelégramo, y por consi-

guiente,
AB = CD. ‘B
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Corolario. 'Todos los punios de «n plano, equidistan d®
su paralelo; porque todas las perpendiculares bajadas des-
de los puntos de x;u plano al otro, son paralelas entre si
y por tanto iguales.
Teorema CLXIX.

Sidos anyulos que estan en diferentes planos tienen sus

lados paralelos y dirigidos en el mismo sentido, dichos an-
gulos son iguales. (Fig. 189)

Tomemos sobre los angulos BAC

y EDF las partes AB=DE vy

AC=DF, y tracemos las rectas

Al), BE, CF, BCy EF. En el cua-

drilatero ABDE, siendo AB igual y

jise) paralela & DE, tendremos [_Teore-

ma XL1V] que A D estambién igual y paralela aBE , y

ea el cuadrilatero ACDF, por ser AC igual y paralela &

DF, lo seran entre si AD y CF; luego en el cuadrilate-

ro BCEF, BE y CF son iguales y paralelas entre si, y por

tanto también BCy EF. Los triangulos ABC y DEF son.

por consiguiente iguale.«!, por tener sus tres lados iguales;,

luego angulo A=angulo D.

Teorema CLXX.

Si dos rectas que se cortan son paralelas & otras dos que
se cortan también, el plano que pasa por
las dos primeras, es paralelo al que pa-
sa por las dos segundas. (Hg. 190)

Sea las rectas AB y BC que determi-
nan el plano MN, y las rectas ED y EF
que determinan el M'N"' cuyas rectas su-
ponemos respecliyamente paralelas (AB

fig. 10 ala y BC & la EF). Si por el pun-
to B bajamos la perpendicular BL al plano M'N'y por
el pi6 L de ella trazarnoslas rectas LQy Ll respectiya-
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mente paralelas 8 EF y ED; tendremos que siendo BL.
perpendicular al plano M'N" lo sera & las rectas LQ y LK
gue pasan por su pié en el plano; pero por construccién
LR es paralelaa ED, y por suposicién la misma ED es
paralela 4 BA, luego BAy LR son paralelas [Teore-
ma CLXI1V]; por iguales razones la recta LQ, es paralela
a la BC; luego si BL es perpendicular & las rectas LO y
LR (segun hemos demostrado) lo sera también & sus pa-
ralelas AB y BC; pero entonces lo sera al plano PQ; de lo
que se deduce que los planos MN y PQ son paralelos euti o
si, por ser ambos perpendiculares & la recta BL.

85. Cuando a dos planos cualesquiera corta un tercero,
forma ocho angulos diedros cuyas denominaciones son
iguales & las que se dan & los angulos planos formado»
por dos rectas cortadas por una secante.

T eorema cCLXXI.

Si & dos planos paralelos corla un tercer plano,
1. ” Los angulos diedros altemos internos son iguales.
2. ° Los angulos diedros alternos externos son iguales.
3. 7 Los diedros correspondientes son iguales.
4, « Los diedros internos de un mismo lado del plano se-
cante, son suplementarios.
5. « Los diedros externos de un
mismo lado del plano secante, son
suplementarios.
Las intersecciones AB yCD
(Fg. 191) del plano secante XY con
los planos paralelos PQy MN son
paralelos [Z>or. CLXVII]; luego
si por un punto O de la intersec-
cion AB se troza un plano per-
pendicular a ella también lo sera
a la CD. Las intersecciones EF y tv

(*) Correccién.—La X de la parte auperior de esta fig.* debe ser IL
Ri'sio.— n [ 1
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RS de dicho plano con los planos PQ y RS son perpendicu-
lares & la recta AB en el punto O, porque son rectas que
pasan por su pié O en el plano perpendicular ala recta AB;
por igual razén las intersecciones GH y RS son perpen-
diculares ala CD en el punto L ; luego los ocho angulos
que forma la recta RS con las rectas paralelas EF y GH,
son los angulos planos correspondientes & los ocho die-
dros, formados por el plano secante XY y los dos planos
paralelos MN y PQ. Pero entre los angulos planos for-
mados por dichas dos rectas y la secante se verifican las
propiedades que indican las cinco tesis de este teorema
(que son las mismas del teorema X11); luego entre los
diedros también se verificaran.

Teorema CLXXII.

Tres planos paralelos que cortan a dos rectas cuales-
quiera, las dividen en partes proporcio-
nales. (Fig. 192

Sean los tres planos paralelos M N,
PQ,y RS, que cortan & las dos rectas
AB y CI). Unamos el punto A con D:
considerando el plano que pasa por las
dos rectas AB y AD, las intersecciones
a EF y BD con los planos PQy MN seran
paralelas [2Vor.CLXVH], asi como las intersecciones FG
y AC del plano que pasa por ADC con los planosPQy RS.
Ahora los triangulos ABD y AEh son semejantes Teo-
rema XCIV] y también los triangulos DAC y DFG; por

consiguiente, tenemos las proporciones:

AE :EB AF :FD i donde AE : EB :: CG : GD.
CG :GD AF:FD)

Escolio. Si las dos rectas AB y CD estuvieran en un
mismo plano, este teorema se reduciria al XC.
88. Se llamaproyeccion de un punto sobre un plano el
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pié de la perpendicular trazada desde el punto al plano;y
proyeccion de una linea cualquiera sobre un plano, la li-
nea formada por las proyecciones de sus puntos sobre el
plano. EIl plano sobre el que se proyecta una linea se lla-
maplano de proyeccion.

Teorema CLXXHI.

La proyecciéon de una recta sobre un plano, es otrarec-
ta. (Fg. 193

En efecto, para determinar la px-oyeccion de la linea
recta sobre el plano se bajaran perpendiculares desde ca-
da uno de sus puntos al plano (86); pero todas estas per-
pendiculares AA', BB', CC'... estan
en un mismo plano; porque las dos
rectas AA' y BB' por ser paralelas
estan en un mismo plano, cuyo pla-
no coincide eon el de las dos para-
lelas BB' y CC' por tener los tres
puntos comunes B, B' y A \ Teore-
ma CXXXVII1]; y como lo mismo puede decirse de to-
das las perpendiculares bajadas desde los puntos de la
xecta A C, queda demostrado que dichas perpendiculares
estan en un mismo plano. Pero la proyeccion de la recta
dada sobre el plano M N es la interseccion del plano en
<jue se hallan las perpendiculares con él, y por tanto es
una linea recta. \_Teor. CXXXVIII, cor. 4.w)]

Escolio. EI plano que contienen las perpendiculares
que proyectan los puntos de una recta sobro un plano, se
llama plano proyectante, y es claro que es perpendicular
al proyeccion, quedando determinada por la recta da-
da y una cualquiera de las perpendiculares. Siendo la
proyeccion de una recta sobre un plano otrarecta, dicha
proyeccion quedara determinada, proyectando dos de sus
puntos. Si la recta tiene un punto en el plano bastara de-
terminar la proyeccién de otro.
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89. Se llama angulo de una recia y un plano, el que
forma dicha recta con su proyeccion sobre el plano.

90. EI angulo de dos rectas que no se cortan en el espa-
cio es el que forma una de ellas, y una paralela & la otra
en un punto cualquiera de la primera; 6 bien el angulo-
formado por dos rectas tiradas desde un punto cualquie-
ra del espacio paralelamente & las rectas en cuestion.

Teorema CLXXIV.

El angulo de una rectay unplano, esmenor que el que
forma dicha recta con cualquiera que
pasa por su pié en el plano de proyec-
cion. (Hg. 194)

Sea la recta AB: parahallar su pro-

yeccion bajemos desde el punto A la

FAn m. perpendicular AC al plano MN,y BC

sera dicha proyeccion. Tracemos otra recta cualquiera

BD y tomemos en ella BD =B C: uniendo el punto A
con D.

Los dos triAngulos AB Cy ABD, tienen el lado AB
comun y el lado B1)=BCpor construccion; perosiendo-
A C perpendicular, AD es oblicua, y pof~consiguiente-
mayor que AC, luego \Teorema XX 1V] el angulo ABC <
angulo ABD.

Teorema CLXXV.

Si dos recias son paralelas, sus proyecciones sobre uo.
mismo plano también son paralelas.

Si desde un punto de cada una de ellas se bajan per-
pendiculares al plano de proyeccidn, estas perpendicula-
res son paralelas \ Teor, CLX1], y como lasrectas lo son
también, los planos proyectantes de las dos rectas dadas
son paralelos porque contienen respectivamente dos rec-
tas paralelas; luego los intersecciones de estos planos pro-
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jectantes cou el plano de proyeccion, que son las proyec-.
«clones de las rectas, son paralelas. \ Teor. .CLXVII]

CAPITULO V.

BE LOS IKOBLOS POLIEDKOS.

91. Se llama angulo poliedro, 6 impropiamente angulo
-iolido, la porcién indefinida del espacio comprendida en-
tre tres 6 mas planos, que se cortan en un punto. Este
punto es el vértice del angulo poliedro, y cada uno de los
planos que lo determinan se llama cara.

Si el angulo poliedro esta formado por tres planos, 6
tiene tres caras, se denomina angulo triedro.

Se designa un angulo poliedro con la letra de su vér-
tice, 6 con dicha letra seguida de otra de cada arista; si
el angulo poliedro estéa aislado, y por tanto no puede con-
fundirse con otro, se puede designar so6lo con la letra del
vértice.

92. Angulo poliedro convexo es el que una recta no pue-
de cortar méas que dos de sus caras; 6 también el que
si se considera prolongada cualquiera de sus caras, todo
-el angulo queda & un mismo lado de ella.

93. Los angulos poliedros céncavos, tienen propieda-
des contrarias, pero de estos no nos ocuparemos en este
tratado.

Teorema CLXXVI.

Un anguloplano cualquiera de un angulo triedro, es: 1.*
menor que la suma de los otros dos. 2.” mayor que su di-
ierencia. (Fig.195)

1.0 SeaT el angulo triedro y ATC el mayor de sus
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angulos planos vamos a demostrar que

ATC<ATB + BTC. (0)

Para eUoen la cara'ATC trace-
mos la recta TD que forme un an-
gulo ATD=ATB, y por un punto
cualquiera D de esta recta tiremos

tiq. 196, la AC que corte & las aristas TAy
TC, tomando en la otra arista TB una parte TB=TD,
y uniendo por ultimo, A con B,y C con B.

Los tridngulos ATD y ATB son iguales, por tener do»
lados iguales é igual el angulo comprendido; luego AD =:
AB; pero en el triAngulo ABC tenemos que AC = AD -j-
DC<AB-1-BC; luego DC<BC. (u)

Ahora los triangulos DTC y BTC tienen dos lados igua-
les, y los terceros lados desiguales (¢); luego angulo
DTC<éangulo BTC, y sumando & esta desigualdad los
angulos iguales por construccién ATD y ATB, resultara»
finalmente

ATD4.DTC=ATC <ATB-1-BTC.

2® Demostrada la propiedad ATC> ATB-I-BTC, si
restamos de ambos miembros ATB resultara ATC—
ATB<BTC, 6 bien, invirtiendo los términos, BTC>-
ATC-ATB.

Teorema CLXXVII.

La suma de iodos los angulos planos de un angulo po*-
liedro, es menor que cuatro rectos. (Fig.196)

Sea el angulo poliedro P, vamos & demostrar que la
suma de los angulos planos APB-f-BPC + CPD-f-
DPE-hEPA< 4 angulos rectos. Para ello tracemos

(*) Demostrada la propiedad para el mayor de los &ngulo» pla-
nos, queda demostrada con mayor razén para los otros dos.
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im plano que corte & todas las aristas y que determinara,
un poligono ABCD E de tantos lados como caras tenga,
el angulo poliedro; tomemos en el inte-
rior de este poligono un punto Oy tra-
cemos desde él rectas & todos los vérti-
ces. Es evidente que el poligono queda-
ra dividido en tantos triangulos como
vértices, y por consiguiente cada uno
de sus lados puede considerarse como
base comun de uno de los triangulos del fij,. m.
poligonoy de uno de los triangulos laterales; luego el nu-
mero de triangulos laterales es igual al nimero de trian-
gulos del poligono seccion. Por tanto la suma de todos
los angulos de los tridngulos OAB, OBC, OCD... del
poligono, cuyo vértice comdn esta en O, sera igual ala
suma de los triangulos laterales PAB, PBC, PCD....
cuyo vértice comUn esta en P.

Pero observemos que en cada uno de los vértices A,
B, C... hay formado un angulo triedro, y que en cada
uno de ellos, por ejemplo en el B, se verifica segln el teo-
rema anterior que ABP-j-CBP>ABC; luego la suma
de todos los angulos de las bases de los triangulos latera-
les es mayor que la suma de todos los &ngulos de las mis-
mas bases del poligono ABCDE; luego la suma de to-
dos los angulos en P (angulos planos del poliedro) tiene
que ser menor que la suma de todos los angulos en O;
pero esta es igual a cuatro rectos \_Teor. Ill, cor. 2.°],
luego finalmente
Suma de los angulos planos del poliedro <4 angulos rectos.

94.  Dosangulostriedrossellaraaniuji/ewen/flrios, cuan-
do los &ngulos planos del uno son suplementos de los die-
dros del otro.

Teorema CLXXVIII.

Si desde unpunto interior & un angulo trxedro se hnjan
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perpendiculares & sus caras, el triedro que resulta limilado
por estas recias como aristas, es su-
plementario del propuesto. (Fg. 197)
Sea el angulo triedro TABC y
desde el punto / bajemos las per-
pendiculares ta, tb y te, respecti-
vamente alas caras ATC, ATB y
BTC, vamos a demostrar que los
dos triedros TABCy tabe son suplementarios. (94)

Kn efecto, los angulos planos bta, btc y cta son su-
plementos respectivamente de los diedros TA, TB,y TC,
por tener sus lados perpendiculares a las caras que lo
forman \Teor. CL X]; pero también el triedro TABC tie-
ne sus aristas respectivamente perpendiculares a las ca-
ras del triedro tabe; porque los planos ATB y BTC son
])erpendiculares al plano btc que contiene las dos per-
pendiculares tb y te & dichos planos ATB y BTC, por
consiguiente la TB comun interseccién de estos planos,
es perpendicular al plano btc, \ Teor. CLV I11]; por igual
razén la arista TC es perpendicular a la cara ate, y la
T A & la cara atb; luego el triedro T ABC tiene sus aris-
tas perpendiculares & las caras del triedro ;aée, ypor
tanto los angulos planos del primero son suplementos de
los diedros del segundo; luego, por ultimo, el triedro T
es suplementario del triedro i.

Teorema CLXXIX.

l,a suma de los tres angulos diedros de un triedro, es
menor que seis rectos y mayor que dos.

Clue dicha suma es menor que seis rectos, es evidente,
porque no pudiendo ningln diedro llegaréa valer dos rec-
tos, la sumade los tres sera siempre menor que seis rectos.

Para demostrar la segunda parte del teorema, llame-
mos A, B, C los angulos diedros del triedro, y a‘',b", c’,
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los angulos planos del triedro suplementario; tendremos
segun la definicién (94)

A=2R —a, B=2R-i', C=2R-c".

Y sumando estas tres igualdades miembro & miembro
A+ B+ C=6R—(0+i'4-c").

La suma (o'+ é'+c"') de los angulos planos del trie-
dro suplementario es menor que cuatro rectos {Teore-
ma CLXXVII], luego

A+ B-}-C,>2R.

Escolio. Un angulo triedro puede tener un angulo die-
dro recto, 6 los dos, 6 los tres, lamandose rectangulo, bi-
rectangulo O trirectangulo, en cada uno de estos casos res-
pectivamente.

Teorema CLXXX.

Si un angulo triedro tiene dos atigulos diedros iguales,
los angulos planos opuestos también son iguales. (F49S)
Sea el triedro TABC en el que supo-
nemos el angulo diedro TA=TC. Pro-
longuemos sus tres aristas en sentido con-
trario al suyo, yresultarael triedro TDEF.
Pero en tal caso tendremos que
angulo diedro T A= angulo diedro TF,
por opuestos por la arista; fij-
angulo diedro TA=4angulo diedro TC, por hipétesis.
Luego
angulo diedro TC=4angulo diedro TF. (n)

Por iguales consideraciones se deduce que

angulo diedro TA=angulo diedro TD , J)
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Ahora coloquemos el triedro TDEF sobre el TABC,
de manera que la arista TF coincida sobre la TC, en cu-
yo caso la arista TD seguira la direccion TA, por ser
iguales los angulos planos ATC y DTF, como opuestos
por el vértice; las caras FTE y DTE seguiran las direc-
ciones CTB y ATB, por ser respectivamente iguales los
driedros TCy TA, con TF y TD, segun acabamos de de-
mostrar (0) (¢); luego la arista TE coincidira con la TB;
6 lo queesigual,el triedro TABC coincidiracon el TDEF”
de donde se deduce que

angulo 1=angulo 4, y angulo 2=angulo 3.

Pero los angulos 1 y 3 son iguales por opuestos por el
vértice, luego angulo i = angulo 2, que era lo que se que-
ria demostrar.

Teorema CLXXXI.

Si un angulo triedro tiene dos angulos diedros desigua-
les, al mayor se opone mayor angulo plano. (Fig. 199)

Sea el triedro TABC en el que se supone que el diedro
TA>TC, y vamos & demostrar que
el &ngulo BTC> ATB.

Tracemos por la arista TA unpla-

forme con el ATC un angulo

diedro CTAD igual al diedro TC;

Aii. i%. sea TD la interseccion de este pla-

no con la cara BTC del triedro propuesto. En el triedro-
TADC tendremos, segun el teorema anterior, que

angulo ATD=4angulo DTC.
Pero en el triedro TABD, tendremos [ Teor. CLXXX12

que
ATD-1-BTD> ATB.
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Y sustituyendo en vez de ATD su igual DTC, ten-

dremos
DTC+BTD> ATB, ¢ bien, BTC > ATB.

Teorema CLXXXII. [ReciprécodelCUM]

Si un angulo triedro tiene dos angulos planos iguales,
los angulos diedros opuestos son iguales.
(Regla del nimero 34)

Teorema CLXXXI1II. [ReciprocodeiQXXA]

Si un angulo triedro tiene dos angulosplanos desiguales,
al mayor se opone mayor angulo diedro.

(Regla del nimero 34)

95. Dos angulos triedros que tienen el vértice comdn
y las aristas del uno son prolongaciones de las del otro,
se llaman simétricos.

Teorema CLXXXIV.

Dos angulos triedros simétricos tienen sus elementos (an-
gulos planos y diedros) respectivamente iguales; pero no
pueden coincidir si los tres angulos planos de cada uno son
desiguales. (Fg. 200)

En efecto, los dos triedros simétricos
TABCy TDEFtienen todos sus angu-
los planos iguales, por opuestos por el
vértice, y sus angulos diedros iguales por
opuestos por la arista.

Vamos & demostrar ahora, que no pue-
den coincidir. En efecto, siendo desigua-j iip. so0.
les los angulos planos del triedro TABC,también lo se-
ran sus angulos driedros opuestos \ _Teor. CLXXXI1I11],y
por consiguiente los del triedro simétrico TDEF.

Si hacemos coincidirel anguloplano DTF con suigual



— 204 —

ATC, de manera que la arista TE caiga hacia el mismo
lado del plano de la figura que la TB (es decir, por la
parte anterior del plano de lacara AT C) la aristaTD se-
guira la direccion TA y la arista TF la direcciéon TC;
pero el angulo diedro T C no coincidira con el angulo
diedro TF que es igual al diedro TA: porigual razén el
angulo diedro T D no coincidird con T A; luego los trie-
dros no coinciden.

Si hacemos coincidir el angulo plano DTF con su igual
ATC, pero de modo que la arista TE caiga a distinto
lado del plano ATC que la arista TB, tampoco pueden
coincidir los triedros. Vemos, pues, que los triedros simé-
tricos tienen iguales respectivamente sus elementos, pero
dispuestos en distinto orden, y por tanto no pueden coin-
cidir.

Escolio. Los triedros simétricos coincidirian, ¢ serian
iguales, si el angulo diedro TC =T A. [Véase el teorema
CLXXX.]

Teorema CLXXXV.

Dos angulos triedros son iguales cuando tienen dos an-
gulos planos respectivamente iguales, igualmente dispues-
tos, € igual el angulo diedro comprendido. (Pig. 201)

Sean los dos triedros
TABCyT'A'B'C',enlos
gue suponemosanguloa=
angulo a', angulo ;:=an-
gulo b’, y angulo driedro
TB=T'B"'. Coloquemos el
triedro T'A'B'C ' sobre el
TB AC, de manera que el
angulo a coincida con su
igual a'-, como losdiedros TB y T'B' soniguales, el pla-
no B'T'C' caera sobre BTC, y por ser iguales los au-

fig. 901.
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gulos b'y hyla arista T'C' coincidira con TC. Luego coin-
cidiran las tres aristas del triedro T'A'B'C" con los del
TABC.

Escolio. Si los angulos planos fueran iguales, pero dis-
puestos inversamente, los triedros serian simétricos, es
decir, tcndrian iguales sus elementos (angulos planos y
diedros) pero no podrian coincidir.

Teorema CLXXXVI.

Dos angulos triedros son iguales cuando tienen m» an-
gulo plano igual y los diedros adyacentes iguales é igual-
mente dispuestos. (Fig. 201)

Supongamos que los dos triedros TABC y T'A'B'C"”
tienen; angulo a=angulo a’, diedro TAr=T'A"', y diedro
TB— T'K".

Si colocamos la cara A'T'B"' sobre su igual ATB, el
plano B'T'C' seguira la direccion BTC,y el plano A'B'C"’
seguira la direccién ATC, por ser iguales los diedros TA
y TB respectivamente aT'A'y T'B"', luego la aristaT'C"
coincidira con TC; y por consiguiente también los triedros-

Escolio. Si los triedros tienen un angulo plano igual
y los diedros adyacentes iguales, pero inversamente dis-
puestos, los triedros son simétricos.

Teorema CLXXXVII.

Vos angulos triedros son iguales si tienen sus tres an-
gulos planos iguales é igualmente dispuestos. (Fig. 202)

Sean los triedros TABCy T'A'B'C", en los que supo-
nemos ang. ATB= A'T'B', BTC=B'T'C', y AfC=
A'T'C"', y dispuestos do igual manera. El teorema queda-
ria demostrado, si pudiésemos hacer ver que uno de los
angulos diedros, por ejemplo TA era igual A T'A', pues
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en tal supuesto se reduciria este teorema al CLXXXV.
Para ello tomo sobre las aristas las partes iguales entre
siTA=TB=TC=T'A"
=T'B'=T'C',ytrazolas
rectas AB,BCy AC,A'B’
B'C'y A'C'. Tendremos
las igualdades siguientes:

triangulos ATCzrA'T'C,

BTC=BTC',
Fi,, so* YATB=ATB'[r. XIX](«)

Luego también son iguales los tridngulos ABCy A'B'C"
\_Teor. XX 11]

Como todos los triangulos (0) so» is6sceles, por cons-
truccién, los angulos que insisten sobre las bases (consi-
derando como vértices los puntos Ty T') son agudos.

Ahora tomemos en las aristas TAy T'A"' a partir de
los puntos Ay A'lasrectasAD =A"'D ", y construyamos
los angulos planos EDF y E'D'F' correspondientes & los
diedros TAy T'A'. Las rectas DE y DF que forman el
angulo plano D encontraran respectivamente & las AB y
AC [7Vor. VII] enlos puntos Ey F;y porigual razoén las
rectas D'E'y D'F' caeran en los puntos E'y F' interio-
res & los dngulos T'A'B y T'A'C'. Tracemos las rectas
EF y E'F"

Los tridngulos rectdngulos ADE y ADF son respecti-
vamente iguales 4 A'D'E'yA'D'F'[TlIsar. XX111,2.0];
luego

AE=A'E', AF=AT', DE=D'E', DF=rD'F".

Pero entonces los tridngulos AEF y A'E'F' son igua-
les [7«or. X1X], y por tanto EF=E'F'. Luego, final-
mente, los triangulos EDF y E'D'F' son iguales por te-
ner sus tres lados iguales, y por tanto
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angulo plano D correspondiente al diedro TA=&ngulo plano
D' correspondiente al diedro T'A',

luego los triedros TABC yT'A'B'C"' son iguales.
Escolio. Si los dos triedros tuvieran sus angulos planos
iguales, pero no igualmente dispuestos, serian simétricos.

Teorema CLXXXVIII.

Dos angulos triedros son iguales, si tienen sus tres an-
gulos diedros respectivamente iguales é igualmente dispues-
tos.

Sean T y T' los dos triedros propuestos, en los que su-
ponemos que BUS angulos diedros que podemos llamar
A, B, C,y A', s o n respectivamente iguales; esto es

diedrosA=A"', B= B', C=C', (a) é igualmente dispuestos.

Llamemos S y S' los triedros suplementarios de los
propuestos, y sean a, c, los angulos planos del primero,
i', c\ los del segundo: tendremos
A-fo= 2R,B+ 6= 2R, C+ c= 2R, A'+0'=2R,
B'+6'=2R,C'+c'=2R. {b)

Pero en atencion & lo expuesto en las igualdades (a)
resulta que
angulos planos a=a’, b—b', c=d, é igualmente dispuestos.

Por consiguiente, los triedros suplementarios Sy S' de
los propuestos, tienen sus angulos planos iguales é igual-
mente dispuestos, y por tanto \Teorema anterior"], son
izales.

Pero siendo iguales los triedros S yS', sus angulos
diedros seran iguales, y por tanto, los angulos planos de
los triedros suplementarios Ty T' [por lo demostrado en
las igualdades (a) y (é)] son iguales é igualmente dispues-
tos; pero en tal caso estos triedros son iguales, segun el
teorema anterior.
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Escolio. Si los triedros propuestos tuvieran iguales su»

angulos diedros, pero no igualmente dispuestos, serian,
simétricos.

CAPITULO VI.

POLIEDROS EN GENERAL.— PIRAMIDES.— PRISMAS.

96. Se llama el espacio circunscripto por va-
rios planos que se cortan; estos planos forman las caras
del poliedro que, por consiguiente, son poligonos. Los la-
dos de los poligonos-caras son las aristas del poliedro, y
los puntos de interseccién de las aristas forman los vér-
iices: que son también vértices de los angulos poliedros
del poliedro. Diaconales del poliedro son las rectas qu&
unen dos vértices no situados en una misma cara; y pla-
nos diagonales los que pasan por tres vértices no situados
en una misma cara.

97. Los poliedros se designan con el nimero de sus ca-
ras: asi se llama tetraedro (es el poliedro de menor nu-
mero de caras posibles) el que tiene cuatro caras; pen-
taedro el que tiene cinco; exaedro el que tiene seis; ep-
taedro el que tiene siete, &c.

98. Los "o;j«</ro5 convexos (que seran los Unicos que
han de ocuparnos), son aquellos que' cortados por un pla-
no, la seccidén es siempre un poligono convexo, 6 que una
recta no pueda encontrar & su superdcie mas que en dos
puntos.

99. Un poliedro es regular cuando todos sus angulo»
driedros y poliedros son iguales, y las caras que lo for-
man son poligonos regulares, iguales entre si;

Teorema CLXXXIX.

No pueden existir mas que cinco especies de poliedros
regulares. (Fg. 203)
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En efecto, para formar un angulo poliedro se necesitan
cuando menos tres planos que se corten, y que los angu-

los planos que forman el angulo poliedro sean tales que
su suma no llegue a cuatro rectos. [ Teor. CIVXXVIL]

IniQura 203

Tetraedro regular. Siconsideramosagrupados, forman-
do un angulo triedro, tres angulos de tridangulo equilatero,
podra formarsge un triedro, porque siendo el valor de cada

angulo plano -- de recto, el de los tres serd 2 rectos; el

poliedro que asi resulta (FHg 208 T) es el tetraedro reyular
compuesto de cuatro triangulos equilateros.

Octaedro regular. Agrupando cuatro angulos de trian-
gulos equilateros, se podra formar un angulo poliedro,
puesto que la suma de sus angulos planos valdra

g
-- recto< 4 rectos.
U

Cerrando este angulo poliedro con otro igual, resulta el
octaedro regular (O).

Icosaedro regular. Cinco angulos de triangulos equila-
teros pueden agruparse para formar un angulo poliedro

de cinco caras, pues la suma de ellos sera igual & rec-

to<4 rectos. El poliedro que resulta de cerrar con otros
tres angulos poliedios iguales el espacio, es el icosaedi't
regular, compuesto de veinte triangulos equilateros. (1)

Con seis 6 mas angulos del triangulo equilatero no pue«
[ u J

Rubio.—Ua(rmn(tf». il.
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de formarse angulo poliedro, porque la suma de las caras
seria igual & cuatro, 6 mas de cuatro, angulos rectos, lo
que es absurdo.

Ex&edro regularé cubo. Tresangulosdecuadradospue-
den formar un angulo triedro, pues su suma vale tres rec-
tos. El poliedro que asi resulta es el exadedro regular 6
cubo (E ), compuesto de seis caras que son cuadrados.

Con cuatro 6 mas angulos de cuadrado, no puede for-
marse angulo poliedro, porque su suma seria igual, 6 ma-
yor que cuatro angulos rectos.

Dodecaedro regular. El valor de un dngulo de un pen-

tagonoregulares-~de rectos; por
tanto, tres angulos de pentagono

18
regular valen 5 rectos < 4 rectos,

y con ellos puede formarse angulo
so6lido; cerrando esto por la agru-
pacién de otros tres triedros igua-
les, resulta el dodecaedro reyulor
(1)), compuesto de doce caras pentagonales.
, , 24
Cuatro angulos de pentagono regular vaIenBrectos>
4 rectos, y por tanto con ellos no puede formarse angulo
poliedro.

Un angulo de un exagono regular vale ’6= -’(‘) de rec-
to, luego la suma de tres angulos de exagono regular es
. 12 sz
igual &—=4 rectos. Por tanto, con tres 6 mas angulos

de exagono regular no se puede formar angulo poliedro.

Siendo el valor de un angulo de un poligono regular

2R (» -2) | .
------------ — ¢ it———, vemos que mientras mayor sea el

namero « de sus lados mayor seré el valor del angulo, lGe-
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,go 8i con tres angulos de exagono no se puede fonnar
angulo so6lido, porque su suma es igual & cuatro rectos,
con tres angulos de eptagono, octégono, eneagono &c.,
regulares, con mayor razén no se podran formar angulos
poliedros; luego no pueden existir mas especies de polie-
dros regulares que los cinco ya enunciados.

Es util el tener idea exacta de los

KJEMRNTOS OEOMI-TIUCOS DE 1.OK CINCO rOLII-NnKOS UKGI LLAREH

Valureide
uno de loa Valorea de uno
AopilM Ansulot ingulof de loa

ditdrof Asiuloi polisdros. pltDoa. placoa. dnguloa diedroa.

Tetraedro.,.. 8 Tijetilos. . . . ft 12 60" 70» 31' 43", 6
24 = 90" 90°
Octaedro ... 12 ' l)ccuatiocarus 6 24 ! 60" 109° 28" 16", *
Sodecaedro.= 30 Tiltiros ... 20 60 1 108* 116° 3' 143', 2
lcosaedro.... 30 iDecincocaras 12 60 1 60° 138° 19'22'20

En todo poliedro, el nimero de angulos diedros y do
aristas es el mismo, asi como el nimero de vértices y de
angulos poliedros; pues cada arista supone un angulo die-
dro y cada vértice un angulo poliedro.

Piramides. (Figm

100. Se llama piramide el poliedro cuyas caras eon: un
poligono cualquiera AI3CDE llamado
base y todas las demas triangulos ASB,
BSC.... que tienen un mismo vértice S,
el cual se llama vértice 6 cuspide de la
piramide.
La perpendicular SF bajada desde el
vértice & la base, es la altura.
101. Las piramides se distinguen con /i, te.
el nimero de lados que tiene el poligono base; a&i, si es-



— 212 —

ta es un triangulo, un cuadrilatero, un pentagono, &c.»
la piramide se llamaréa respectiv a r a o n t e cua-
aratiffular, pentaffonal, &c.

El tetrdedro (97) es una piramide triangular, y se com-
pone de cuatro triangulos, pudiendo ser base cualquiera
de ellos, y la altura sera la perpendicular bajada desde-
el vértice opuesto & dicha base.

102. De la definicion de la piramide se deduce, que si
todas las aristas de un angulo poliedro S, son cortadas
por un plano ABCD, el espacio comprendido desde el
plano secante al vértice determinara una piramide
SABCDPI, de tantos lados en su base como planos for-
men el &ngulo poliedro. Asi es, que un angulo triedro
corlado en sus aristas por un plano, forma un tetraedro
6 piramide triangular; un angulo de cuatro caras deter-
minara por su interseccién con un plano, una piramide
cuadrangular, &e.

103. Piramif/e regular es la que tiene por base un po-
ligono regular y todas sus aristas laterales iguales. De-
esta definicion se deduce: l.o Que todos los triangulos la-
terales de una pirdmide regular son isésceles é iguales
[7«@or. XX 11.] 2.0 Que la altura de la piramide cae en el
centro de la base. {Teor. CXLVI.]

104. Si se cortan por un plano todas las aristas de una
piramide, la porcion comprendida entre la base y el pla-
no secante se llama piramide troncada 6 tronco de pira-
mide. Asila porcién de piramide comprendida entre los
planos ABCD Dy abcde (Fg. 205) es un tronco de pira-
mide. *

Teorema CXC.

Todo plano paralelo & la base de una piramide: |»

Tfi » y ® en partes proporcionales.
2. Determinauna seccién semejante alabase. (Fg. 205)
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1.0 Sea la piramide SA BCD E cortadas sus aristas por
til plano ahcde paralelo & la base. Tracemos por el vértice
S el plano MN paralelo a la base de la piramide (y por
consiguiente & la secciéon); tendremos quelot tres planos
MN, ahcdey ABCDE paralelos entre
si, dividen & las rectas comprendidas
entre ellos en partes pro])orcionales
[7W . CLXXII], luego

N_n_CS _SF

aS~&S cS"" S/

2~ Del paralelismo de los dos pia-
nos ABCDE y ahcde, resulta que es-
tos dos poligonos tienen sus lados pa-
ralelos y dirigidos en el mismo senti- iij,
do; por cuya razén sus angulos son iguales. Ademas,
siendo semejantes los triangulos SA B, con Saé, SBC con
Sic, &c., por tener un angulo comdn y los lados opues-
tos paralelos, resulta

S13:S6::AB :ai) , , . . n
SB :Si.::BC, 6«i [N N

De igual manera se probaria la proporcionalidad de
los otros lados de los poligonos ABCDE vy ahcde; luego
estos poligonos tienen sus angulos iguales y sus lados ho-
mologos proporcionales, y por tanto son semejantes.

105. Conviene estudiar los

ELEMENTOS GEOMETRICOS DE UNA PIRAMIDE CUYA RASE ES1 N
POLIGONO DE n LADOS.

CaAraS  .ooceveereeeeeie e n-pl
Aristas 6 angulos diedros ........ 2'n
VErtiCeS. oo n+ 1
Angulos triedros.........cccovenenns n

Angulos planos



— 214 —

N ota.— Si la piramide es triangular todos los angulos
])oliedros son triedros y entonces el nimero de estos es
igual al del vértice «4-1.

Prismas. (Fig. 206)

106. Se llama prisma & un poliedro cuyas caras son
dos poligonos planos iguales y paralelos, llamados bases,
y todas las demas paralclégramos en nimero igual al de
los lados de cada base; aestas caras se las llama laterales.

De esta deHnicion se deduce que todos los angulos po-
liedros del prisma son triedros.

Altura es la distancia entre las dos bases, 6 sea la per-
j)endicular bajada desde un punto de una base al plano
de la otra.

Los prismas se distinguen por el nimero de lados que
tienen sus bases; asi se llama un prisma triangular, cua-
drangular,pentagonal, &c., segln que sus bases son trian-
gulos, cuadrilateros, pentagonos, &c.

107. Si por los vértices de un poligono cualquiera
ABCDE (Fg 206) se tra/*n en una direccién arbitraria
rectas paralelas é iguales entre si, AA', BB', CC..., que-
dara formado un prisma cuyas bases son los poligonos
ABCDE y A'B'C'D'E"'; porque los cuadrilateros AB'

B C', CD'.... son evidentementepa-
ralelégramos \ Teor. XLIVJ, y los
dos poligonos bases son iguales.
108. Prisma recto es el que sus

aristas laterales son perpendiculares
4 la base. Las caras laterales son en
tal caso rectangulos, y la alturadel
prisma es igual & cualquiera de di-
chas aristas laterales.

[==i-si», 109. Cuando las bases de un pris-
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ma son paralelégramos, toma el nombre de paralelepipedo;
y se compone de seis caros paralelogramicas. Paralelepi-
pedo recto es el que sus aristas son perpendiculares a las
bases; y paralelepipedo rectangulo si ademas las bases son
rectangulos. El paralelepipedo recto que tiene por bases
cuadrados y las aristas laterales son iguales & Us de la
base, es el etilo 6 exdedro regular, que ya tenemos de-
finido.

110. Los prismas rectos cuyas bases son poligonos re-
gulares se llaman prismas regulares: sus caras laterales
son rectangulos iguales entre si.

111. Tronco de un prisma es la porcion del prisma
comprendida entre una base y la seccion de un plano no
paralelo & las bases.

Teorema CXCI.

Toda seccion paralela & las bases de unprisma, es igual
a dichas bases. (Fig- S06)

Sea MNPUR una seccién dada por un plano paralelo
a las bases. Los poligonos ABMN, BCNP, CDPQ...-
son paraleléogramos [~eor. CLXVII], luego AB= MN,
BC=NP, CD =P Q -">ademas los angulos del poligo-
no ABCDE y MNPQR son iguales por tener sus lados
paralelos y dirigidos en el mismo sentido; luego dichos
poligonos son iguales. urrn?

Escolio. Es evidente que el prisma total ABCDE,
A'B'C'D'E’, queda dividido porci plano MNPUR en
dos prismas parciales.

Teorema CXCII.

La, cara, laterale, cfue,ta, de an paratelepipedo, son

iguales y paralelas. (Pig. 20?)
En efecto, las aristas AB y EF son respectivamente
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iguales y paralelas i las DC y HG, por lados opuestos
de paralelégramos; luego los dospa-
lalelégramos AF y DG son iguales,
y »demas sus planos paralelos. [TVor.
De igual modo se demues-
A 117 B G son igua<
les
R~NH Escolio. Siendo el paralelepipedo
nn prisma cuadrangular que tiene
-3-207. gyg caras paralelas de dos en dos,
pueden tomarse como bases cualesquiera de estas dos ca-
ras paralelas entre si; si oi paralelepipedo es recto se to-
man por bases generalmente las caras que no son rectan-
gulares.
Teorema CXCIII.
En iodo paralelepipedo rectangulo el cuadrado de cada
lagonal, es igual a la suma de los cuadrados de las tres
aristas que forman un angulo triedro. (Fig. 208)
Sea el paralelepipedo rectangulo AG, si trazamos la
diagonal ECvla diagonal delabase AC,tenemos que por
ser rectangulos losjriangulos ACB y ACE (Twr. ckRil&pfdl)

AC"= All*+ BC*=Ans+ Ai*, por ser AD= BC.
También CE*= AC*-f- AE*.
Sustituyendo en la segunda

igualdad en vez de AC*su valor,
resulta finalmente

CE-=AB*4.ADi-pAE».
112. Estudiemos ahora los

im
KI.RMKNTOS OEOMIi.TINCOS DE UX PRISMA DH « I.ADDS EX SUS RASES
flaras ..o Q]2
Aristas 6 angulos diedros.......... 3n
Vértices d dagnlos triedros ... 2n
n-f«-j-4»=6n.

ANngulos planos.......cccevevinncnnenns
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N o ta.— Como caso particular esta comprendido en es-
tas férmulas el exaedro regular 6 cubo.

CAPITULO VIL

IGUALDAD DE LOS POLIEDROS

Lema.

Si dos poliedros convexos son ;ales que todos sus veértices
pueden coincidir, dichos poliedros son iguales.

Esta proposicion es casi evidente; pues si los vértices
de ambos poliedros coinciden, coincidiran las aristas, y
por consiguiente las caras, y de la coincidencia de estas
resultara la de los dngulos diedros, y de la de estos la su-
perposicion de los angulos poliedros; luego los dos polie-
dros coincidirdn completamente.

Teorema CXCIV.

Dos tetraedros son iguales, .o Si tienen dos caras res-
pectivamente iguales, igualmente dispuestas, é igual el an-
gulo diedro comprendido. 2® &% tienen una cara igual ad-
yacente & tres angulos diedros iguales, é igualmente dis-
puestos. 3.0 Si tienen tres cai-as iguales é igualmente dis-
puestas. (Fg23)

1® Supongamos que los dos
tetraedros TABC y T'A'B'C’
tienen igualmente dispuestas las
caras ATBz=ATB', ATCz=A'f'C’

y diedro AT=A'T".

El angulo diedro T'A' se po-
dra hacer coincidir con su igual
TA de manera que los puntos T' n, v
y A'coincidan con T y A; con cuyo caso los puntos B'y
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C' coincidiran con B y C, por seriguales respectivamen-
te los triangulos TACy TBCconT'A'C' y T'B'C"; luego-
los cuatro vértices de los dos tetraedros coinciden, y por
consiguiente estos tetraedros son iguales, [iemo.]
2. ® Supongamos que los dos tetraedros dados tienen

caraATC = AT'C’
y los angulos diedros AT=A'T', TC=T'C'y AC=:A'C".

Claro es que si hacemos coincidir lacara A'T'C' con su
igual ATC, las otras tres caras adyacentes coincidiran, y
por tanto el punto B' coincidira con B; luego los tetrae-
dros se confundiran. [Lema."]

3. * Supongamos ahora que tienen las

caras ATC=A'T'C', ATB=ATB'y BTC=BT'C*.

En tal caso, el angulo triedro T sera igual al T' [Teo-
rema CLXXXVH], y por tanto podran coincidir; pero
entonces los vértices A',B'yC"' coincidiran respectiva-
mente con A, B y C, luego &c.

Teorema CXCV.

Dos piramides son iguales ii tienen uno de los angulos
triedros de la base iguales respectivamente, é iguales las tres
caras que loforman.

En efecto, en tal caso por ser iguales las bases de las
dos piramides podran coincidir los vértices de estas bases
y por ser iguales uno de los angulos triedros y las caras
que lo forman, coincidiran las cuspides de las dos pirami-
des; luego las dos pirdmides coinciden. [Lema.]

Teorema CXCVI.

Dos prismas cualesquiera son iguales, si tienen un an-
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guio triedro igual y las tres caras que lo forman iguales é
igualmente d'spuestas (F 210)

Supongamos que los dos
prismas AH y A'll' tienen
igualmente dispuestas las ca-
ras

ABCDE=:A'B'C'J)'E',

ABFG = AB'FG'

BCGH=B'C'G'H'
y el angulo triedroen B= B'.

Superpongamos el poligo- fig sto.
no A'B'C'D'E" sobre su igual ABCDF, por ser iguales
los triedros en By en B', las caras ABFG y BCGH
coincidiran con A'B'F'G' y B'C'G'H"', y por ser igua-
les dichas caras los puntos F', G'y H' coincidiran con
F, Gy Il; pero en este caso los planos de las bases supe-
riores tendran tres puntos comunes, y por tanto coinci-
diran; luego los otros vértices L'y K' también se con-
fundirdn cou L y K, y por tanto los dos prismas coinci-
den. [i«mo.]

Teorema CXCVII.

Dos prismas rectos son iguales, si tienen una base igual
y una de las aristas laterales.

En efecto, haciendo coincidir la base igual, todas las
aristas laterales coincidiran por ser perpendiculares a la
base é iguales entre si, luego los vértices de la otra base
también coincidiran, y por tanto los dos prismas.

113. Descomposicion de un poliedro en tetraedros.
Hemos visto en la geometria plana que un poligono pue-
de descomponerse en tridngulos de dos maneras: 6 to-
mando un punto interior y trazando rectas & todos los
vértices, 6 trazando rectas desde un vértice del poligono
a todos los no adyacentes; quedando el poligono descom-
puesto en el primer caso en tantos triangulos como lados
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tenga, y en el segundo en tantos tridngulos como lados
tenga, menos dos. Pues de un modo analogo puede todo
poliedro descomponerse en tetrdedros tomando un punto
interior, como vértice comun de todos los tetrdedros, 6
uno de los vortices del poliedro, como dicho vértice co-
mun; de tal manera que el tetrdedro puede considerarse
como el cuerpo elemental entre los poliedros, asi como el
triangulo lo es respecto de los poligonos.

1.* descomposicion. Si consideramos un punto en el in-
terior de un poliedro y trazadas por él rectas & todos los
vértices, quedaran formadas tantas pirdmides como caras
tenga el poliedro, y dichas pinimides tendran su cuspide
comUn. Ahora si se tiran las diagonales de los poligonos
que forman los caras del poliedro y por cada una de ellas
y el vértice de las pirdmides se hacen pasar planos, es
evidente que dichas piramides quedaran divididas en te-
traedros, y por consiguiente también el poliedro en cues-
tion. Ks facil establecer una férmula que exprese el nu-
mero N de tetrédedros que resultard de esta descomposi-
cién, pues llamando n, n', n™.... los nameros de lados
de cada una de las caras del poliedro, teniendo presente
que cada una de ellas sera dividida por sus diagonales en
dos tridngulos ménos que el nimero de sus lados, tendre-
mos que

N=(n-2)+ (n'-2)+ (n'-2)+ (n"—2)+..,

Asi, por ejemplo, el nimero de tetrdedros que resulta
de dividir los cinco poliedros regulares en tetraedros to-
mando un punto interior, serd, sustituyendo en la formu-
la en vez de «, sus valores, y teniendo presente
que todos estos numeros son iguales entre si.

4(3-2)= A tetraedros.
: 8(3—2)= 8 id.

TetrAedro..
OctAedro...
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icosae<lro..= 20 (3—2)= 20 tetraedros.
Ex&edro.-.. N 6(4—2)=12 id.
Oo<leoae(lro~12 (d—2)"36 id.

2.' descomposicion. Si desde un vértice del poliedro se
trazan rectas & los vértices de las caras que no concurren
en él, quedara también el poliedro dividido en tantas pi-
ramides como caras tenga menos el nimei-o de las que for-
man el angulo poliedro del vértice tomado; trazando des-
pués las diagonales de estas caras y por ellas y por el vér-
tice comun planos, quedaréa el poliedro dividido también
en tetraedros. Es facil comprender que el nimero de tc-
traedros es igual al de los triangulos en que pueden divi-
dirse todas las caras, menos las que terminen en el vérti-
ce comun. De modo, que si llamasemos n, n\ n".... los
numeros que representan los lados de las caras que no
forman el angulo poliedro cuyo vértice so toma como
punto de partida para la descomposicién, tendremos

N=(n-2)-1-(n*-2)-f(n"-2)-h.

Veamos el nimero de tetrdedros que resultali de divi-
dir cada uno de los poliedros regulares, tomando un ver-
tice como punto de partida.

Tetraedro..= (3—2)= 1 telraedro.
Ootiedro...= 4(3—2)= 4 id.
lcoiAedro..= 15(3—2)= 15 id.
Exaedro....= 3(4—2)= 6 td.
Sodeci,edro= 9(5—2)= 27 id.

En esta descomposiciéon pueden resultar tetraedros que
tengan una s6la cara en la superficie del poliedro descom-
puesto (que necesariamente sera uno de los triangulos en
que se ha dividido una de las caras del poliedro), & estos
tetraedros se les llama interiores, 6 tetraedros que tengan
dos 6 tres de sus caras en la superficie del poliedro, en cu-
yo caso se llaman exteriores.
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Teorema CXCVIII.

Dos poliedros cualesquiera son iguales, st eslan com-
puestos de igual namero de Ittr&edros respectivamente igua-
les e igualmente dispttestos.

Pues haciendo coincidir dos de los tetraedros respecti-
vamente iguales, coincidiran los adyacentes, por estar
igualmente dispuestos y ser igxiales, y asi todos los demas;
y por consiguiente, los vértices de ambos poliedros se con-
fundiran, y por tanto dichos poliedros seran iguales.

LIBRO 11,

CUERPOS TERMINADOS POR SUPERFICIES CURVAS.

CAPfTUT,O 1.

DEL CONO RECTO

114. Se llama cono recto (Fig. 211) el cuerpo engendrado
por un triangulo rectdngulo SOB que gira alrededor de
uno de sus catetos SO. EIl cateto movible OB evidente-

mente engendra un circulo cuyo

centro estd en Oy del cual OB es

el radio; pues en todas las posicio-

nesde OB el punto B equidista del

punto O, y ademas como OB es
perpendicular ala SO, lacurva en-

gendrada esta en un plano [Teor.

CXL]. Dichocirculo es la base del

cono: altura 6 eje es el cateto fijo

SO, y superficie conica la engen-

lif.-iu. drada por la hipotenusa SB del
triangulo regenerador, I'értice del cono es el punto \Sy
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lados 6 generatrices del cono son las posiciones de la hi-
potenusa SB, tales son SM, SE, SA, SE'....

Cono truncado 6 tronco de cono, es la parte de cono
comprendida entre la base y un plano que corte & todas
las generatrices.

115. Se llama plano tangente al cono, el que tiene una
sola generatriz comdn con la superficie cénica; dicho pla-
no tiene la propiedad de contener en si, 6 ser el lugar
geomeétrico, de todas las tangentes tiradas por todos los
puntos de contacto & todas las curvas que pueden tra-
jearse sobre la superficie conica.

T eorema CXCIX.

Todo plano gxie pase por el vértice de un cono y por una
cuex-dade la base, corta & la superficie lateral del cono en
dos generatrices. (Fig.211)

En efecto, el plano que pase por Sy por EE", corta &
la superficie cénica en las dos rectas SE y SE', que son
dos generatrices 6 lados del cono.

Escolio. La secciéon total SEE"' es un triangulo. Siel
plano pasa por el eje dara un triangulo tal comoel SA B
isosceles, y las dos generatrices en que corte & la superfi-
cie conica se llaman opuestas.

Teorema CC.

La seccion dada & un cono por un plano paralelo & la
base, es un circulo cuyo centro esta en el eje. (Fg. 211)

Sea la seccién FDI1. Por el eje y por las generatrices
SB, SM y SA, hagamos pasar planos, los que cortaran
a la basey & la seccion en rectas respectivamente para-
lelas. [Tcor. CLXVH]; luego los triangulos semejantes
SOB y SO'l, SOM y SO'D, SOA y SO'F,nos daran las
proporciones
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SO SO :: 38 0’ I j  Bxtas proporciones tidMion sus tres primero»
;SO > respectivamente iguales; luego

SO:SO::OA:O FI 0'l=0'D=0'F.

Por consiguiente, la curva FDI... es plana (por ser in*
terseccion de un plano con el cono) y sus puntos equidis-
tan de otro interior; por tanto, dicha curva es una cir-
cunferencia y su centro 0' esta en el eje SO.

Teorema CCI.

Todo plano quepasa por un lado del conoy por la tan~
gente a la base en el punto en que dicho lado loca a la base™
es tangente al cono.(Fig. gjl)

Consideremos un plano que pasa por SM y por la tan-
gente 1 M ala circunferencia de la base en el punto M.
Como larecta TM no tiene comdn con la base méas que-
el punto M, el plano en cuestién tampoco tiene con la ba-
se méas punto comdn que el punto M, y por tanto dicho
phano no puede tener comun con el cono mas que la ge-
neratriz SM, luego es tangente. (215)

Teorema CCII [m]-pmlﬁa"la’i(]]

Todo plano tangente al cono, corta al plano de la base-
en una recta tangente adicha base. (Fg. 211)

En efecto, siel plano SMTes tangente, no puede te-
ner mas que la generatriz SM comun con el cono; luego
su interseccion 1 M con el plano de la base no puede te-
ner mas que el punto M comudn con la circunferencia de
la base.

Corolario. Por un punto de lasuperficie lateral de un co-
no, no puede pasar mas que un plano tangente; pues dicho
plano contendréa la generatriz que pasa por dicho punto
y la tangente a la base tirada por el pié de la generatriz®
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y sabemos que por dos rectas que se cortan no puede pa-
sar mas que un plano.

CAPITULO II.

DEL CILINDRO RECTO

116. Se llama cilindro recto el cuerpo engendrado por
un rectangulo (Fg. 212) ABCD quegira alrededor de uno
de sus lados AB, que se denomina eje del cilindro. Los
dos lados A Cy BD perpendiculares aleje describen dos
circulos iguales y paralelos, llamados bases del cilindro,
cuyos planos son perpendiculares a dicho eje A B; el lado
CD del rectangulo generador describe una superficie cur-
va, que constituye la superficie lateral del cilindro; y ca-
da una de las posiciones del lado CD movible, es un la-
do, generatriz 6 arista del cilindro; tales son CD, GE,
MN, C'D'.... Altura del cilindro es la distancia entre sus
dos bases, y por tanto es igual al eje AB, 6 acualquiera
de las generatrices.

117. Plano tangente al cilindi'o es un plano que tiene
con la superficie cilindrica una séla generatriz comun;
dicho plano posee la misma propiedad que el plano tan-
gente al cono, es decir, que contiene, 6 es el lugar geo-
métrico, de todas las tangentes tiradas por todos los pun-
tos de contacto, a todas las curvas que pireden trazarse
sobre la superficie cilindrica.

Teorema CCIIL

Todo plano paralelo al eje de un cilindro y que pasa
por una cuerda de la base, corta & lasuperficie cilindrica
en dos generatrices. (Fg 212)

Supongamos un plano que seaparalelo al eje A By que
[ 5]

Bcho.— 1.
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pase por la cuerda EF: dicho plano que pasa por el pun-
to E y es paralelo a la AB, debe
contener ala generatriz EG quees
paralela a AB; porigual razén, pa-
sando dicho plano por el punto F,
debe contener & la generatriz FK;
por consiguiente, las dos generatri-
ces EG y FK, son las interseccio-
nes del plano con la superficie ci-

lindrica.
Escolio. Es evidente que la sec-
fij.siU. oion totalque resulta GF KF esun

rectangulo, toda vez que las generatrices son perpendi-
culares & la base, segun la generacién del cilindro. Si el
plano secante pasa por el eje, entonces la seccién seria un
rectangulo DD 'C'C doble del rectangulo generador, y las
dos generatrices CD y C'D"' se llaman opuestas.

Teorema CCIV.

Toda siceion platia paralela & la hase de un cilindro,
es un circulo igual & los de cada base y su centro esta en
el eje. (Hg 212)

Sea la seccién 11S1 paralela a las bases; si por el ejey
las generatrices CD, GE y C'D' hacemos pasar planos,
sus interscccione.s con las basesy con el plano secante se-
ran J)aralclas [Tlsor. CliXY 11]; luegolasfiguras ORD'B,
OSEB,0OIDB.... seran paralelégramos, y por tanto.
OR=BD', OS=BE, OI=BD....

Todos los segundos miembros de estas igualdades son
iguales entre si, por radios de un mismo circulo; luego los
primeros lo seran también, y por consiguiente

OR=0S=01..

Pero entonces la curva RSlesplanay sus puntos equi-
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distan del punto O, luego es una circunferencia, cuyo'
centro esta en el eje AB.

Teorema CCV.

Todo plano gue pasapor una generatriz del cilindro y
la tangente & la base en el pié de esta generatriz, es tan-
gente al cilindro. (Pig. 218)

En efecto, el plano que pase por la generatriz NM vy
la tangente TM de la base en el punto M, no tiene co-
mun con dicha base mas que el punto M ; luego todas
las generatrices del cilindro estan fuera de él, & excep-
cion de la MN; y por tanto es tangente, (217).

Teorema CCVI. [m:lpu‘adalalen(ﬂ

Todo plano tangente al cilindro corta al plano de la base,
en ima recta tangente & la base en el punto de contacto.
(Se demuestra como su analogo al teorema CCII).

Corolario. Por unpunto de la superficie lateval del ci-
lindro, no puede pasar mas que un plano tangente; pues
dicho plano contiene al lado del cilindro que pasa por el
punto dado, y & la tangente de la base trazada por el pié
de dicho lado.

CAPITULO 1.

DE LA ESFERA.

118. Se llama esfera el cuerpo engendrado por un
semicirculo que gira alrededor del diametro (Pig. 213). En
este movimiento, un punto cualquiera E del semicirculo
generador ACB, describe una circunferencia cuyo radio
es la distancia EM de dicho punto al diametro AB, y
cuyo centro es el punto M. Centro de la esfera esel cen-
tro del semicirculo generador; radios de la esfera son las
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rectas que van del centro a la superficie esférica; diame-
tro es la recta que pasa por el
centro y termina en la superfi-
cie esférica. Todos los radios de-
una esfera son iguales; pues son
los radios del semicirculo ge-
nerador: todos los diametros de
una esfera son iguales, porcom-
ponerse de dos radios.
eij7.2i3. La propiedad de tener sus
radios iguales, sirve para definir la esfera diciendo : que
es un cuerpo terminado por una superficie, que todos sus
puntos equidistan de otro interior llamado centro.
119. De la definicion de la esfera se deduce que dos
esferas del mismo radio son iguales.

Teorema CCVII.

La seccidon que resulta de cortar una esfera por unpla-
no, es un circulo cuyo centro esta en el pié de la perpen-
dicnlar bajada desde el centro de la esfera al plano. (?. 214)

Sea la seccién plana ABD; si
desde el centro de la esfera traza-
mos los radios OA, OB, OD......
a los puntos de la seccion ABD,
todas estas rectas seran iguales
(como radios de la esfera) y por
tanto se apartaran igualmente

2¢. del pié C de la perpendicular
OC al plano secante [Teorema CXLV]; luego todas las
rectos CA, CB, CD....son iguales, y por consiguiente
la linea ABD es una circunferencia (13) cuyo centro es-
ta en C.
Escollo. Si el plano pasase por el centro de la esfera, la
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«eccion obtenida MN R se llama circulo méximo de la es-
fera y tiene un radio igual al de la esfera 6 al del semi-
circulo generador. Es evidente, que todos los circulos
maximos de una esfera son iguales.

Los planos secantes que no pasan por el centro de la
esfera determinan los que se llaman circulos menores de la
esfera, tal es el ABD.

Si llamamos R al radio de una esfera, r al radio de una
aeccion cualquiera ABD (Fig. 214), y la distancia OC del
eentro de la esfera al plano de la seccion, tendremos en
el triangulo rectangulo OCD,

R*=r*+<i*, de donde r=\/R*ZrdT"

cuya formula nos demuestra que el radio del circulo se-
cante va siendo menor & medida que el plano secante dis-
ta mas del centro de la esfera.

TfIOBEMA CCVIII.

Dos circulos maximos de una misma esfera, se cortan
entre si en partes iguales.

£n efecto, pasando por el centro los dos planos de di-
chos circulos, su interseccién sera un diametro de la es-
fera, que a la vez seradiametro de ambos circulos, el cual
sabemos que los dividira en partes iguales.

T eorema CCIX

Todo circulo méaximo divide & la esfera en dos hemisfe-
rios 6 partes iguales. (Fg. 214)

Si superponemos las dos porciones MPR y MP'R en
gue queda dividida la esfera por el circulo maximo MNR,
todos los puntos de la superficie de la una deberan coin-
cidir con los de la otra; porque los radios de la esfera son
iguales.
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Teorema CCX.

Cuatro puntos que no estan en un mismo plano, determi-
nan la posicién y magnitud de una esfera. (Fg. 2i5)

Sean los cuatro puntos A, B, Cy D. Por los tres pun-
tos A, B, C, puede pasar un plano y un circulo, asi como
por los tres puntos ADC. La recta AC seréa la intersec-
ciéon de dichos dos planos.

Sean los puntos M y N los centro»

de los circulos que pasan por A, B, C,

y A, D, C, respectivamente. Levan-

temos por dichos puntos M y N las

perpendiculares MO y NO & los pla-

nos AB CyAD B ; dichas pcrpendi-

Py 215 culares se encontraran, y el punto O

de interseccion equidistara de los cuatro puntos A, B, C,

D; luego la esfera cuyo centro sea O y tenga por radio
OD pasara por los cuatro puntos dados.

Vamos ahora & demostrar que por dichos puntos no
puede pasar mas que una esfera. En efecto, supongamos
que pasara otra, el centro de esta esfera estaria en la recta
MO que es el lugar geométrico de todos los puntos que
equidistan de los puntos A, B, C [Teor. CXLYV, cor. 1.1],
y por igual razén dicho centro debera estar en la recta
N O, luego estaria en la interseccién de estas dos rectas
0 sea en el punto O; por consiguiente, esta esfera tendria
por centro Oy por radio OD, luego se confundirla con la
anterior. (119)

Corolario. Los vértices de un tetrdedro determinan una
esfera;estecorolario sededuce evidentemente del teorema.

Escolio. Si los cuatro puntos estan en un mismo plano
y no corresponden & una circunferencia, por ellos no pue-
de pasar una esfera, porque la interseccion de un plana
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con una esfera es un circulo. Si estando los cuatro pun-
tos en un plano corresponden & una circunferencia, por
ellos podran pasar infinitas esferas; pues cualquier punto
de la perpendicular levantada por el centro de dicha cir-
cunferencia equidista de los cuatro puntos dados.

120. Se llama eje de un circulo de la esfera el diametro
perpendicular al plano de dicho circulo (dicho eje pasa
por el centro del circulo); y polos las extremidades de di-
cho diametro. Segun esta definicion es evidente que el
eje y los polos de un circulo, lo son también de todos sus
paralelos.

Teorema CCXI.

Los polos de un circulo equidistan de todos los puntos
de la circunferencia de dicho
cireulo. (Fg. 216)
Segun la definicion de polos
gque acabamos de dar, la recta
PQ,es perpendicular al plano
del circulo AA'A", luego las

rectas PA, PA', PA".... son
iguales, por oblicuas que se
apartan igualmente del pi6 Q pig SO

de la perpendicular. Lo mismo se demuestra que el polo
P'equidista de todos los puntos de la circunferencia
AA'A".

Escolio. Los puntos de la circunferencia de un circulo
maéaximo, distan un cuadrante de su polo.

Teorema CCXII. [ReciiirocoddaDierior]

El lugar geométrico de iodos los punios de la superficie
de una esfera equidistantes de otro punto de dicha superfi-
cie, es una circunferencia de circulo del que es polo di-
cho punto. (La msrafigura)

En efecto, si suponemos que los puntos A, A , A



— 3
equidistan del punto P, tirando el diametro de la esfera
que pasa por este punto, y los radios OA, OA'OA".....
tenemos que los triangulos OAP, OA'P, OA"P ...
nen sus tres lados iguales, y por tanto son iguales. Si
desde el punto A bajamos la perpendicular A Q sobre la
1 P y tiazamos las rectas A'Q, A"Q.... los triangulos
APQ,, A'PQ, A*PQ... seran iguales \_Teor. X I X]; y co-
mo el APQ es rectangulo por construccién, también lo
seran los demés. Por consiguiente, todos los puntos A,
A', A".... estan en un mismo plano perpendicular 4PP"'

\ Teor. CXL], y ademas equidistan del punto Q, luego
dichos puntos pertenecen a una circunferencia de circu-
lo, del que es polo el punto P.

121. Se llama plano tangente & la esfera, el que no tie-
ne con ella méas que un punto comun; dicho plano con-
tiene todas las tangentes trazadas & las diferentes curvas
situadas en su supei-ficie y que pasan por el punto de
contacto.

Teorema CCXIII.

Todo 2>lo7io perpendicular al radio en el punto en que
este toca & la esfera, es tangente a la esfera, (fig. §i7)

Siendo el plano MN perpen-

dicular al radio OA en el pun-

to A, cualquier recta OB que

una el centro de la esfera con

el plano MN es mayor que OA;

luego el plano MN no tiene

mas punto comdn con la esfera

que el punto A,y por tanto es

fo- 817 tangente & la esfera.

i ) Esta ultima parte de la definicion que como se  es mas
bien nna propiedad, asi como sus analogas délos planos tangentes
alas superficies cdnicasy cilindricas, tiene su demostracion, que no
hemos creido oportuno dar en estos elementos.
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Teorema CCXIV. [Rniprooo dd CLXIX]

Todo plano tangente & una esfera, © perpendicular al
radio en el punto de contacto. (U misra figuia)

En efecto, si el plano MN es tangente & la esfera en el
punto A, el radio OA sera menor que cualquier recta OB
~ue unael centro de la esfera con el plano; luego dicho
radio OA sera perpendicular al plano MN.

Corolario. Por un punto de la esfera, no se puede tra-
zar méas que un plano tangente & la esfera; porque por
un punto de una recta no se puede trazar mas que un
plano perpendicular & ella.

122. Sabemos que una esfera puede sor engendrada
por uno cualquiera de sus circulos maximos que gira al»
rededor de uno de sus diametros; por consiguiente, se
puede deducir la posicion relativa de dos esferas de las
de sus circulos generadores, pues si concebimos que es-
tos giran alrededor de la linea de los centros, dichas es-
feras tendran iguales posiciones relativas que los expre-
sados circulos.

Por tanto, podemos establecer el'siguiente teorema que
comprende las cinco posiciones que pueden tener dos es-
feras, y que se demuestra como sus analogos los teore-
mas LXX al LXXIV de la Geometria plana, consideran-
do la seccién dada por un plano que pase por los centros
de las dos esferas.

Teorema CCXV.

1. ® Si dos esferas son exteriores la una a la otra, la dis-
tancia de sus centros es mayor que la suma de los radios.

2. ® Si dos esferas son tangentes exteriormente, la distan-
cia de sus centros es igual ala sumade sus radios.

3. ® Si dos esferas se cortan, la distancia de sus centros
es menor que la suma de sus radios y mayor que su di-
ferencia.
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4.0 Si dos esferas son tangentes interiormente, la dis-
tancia de sus centros es igual ala diferencia de sus ra-
dios.
5.0 Si dos esferas son interior la una & la otra, la dis-
tancia de sus centros es menor que la diferencia de sus
radios.

CAPITULO 1V.
rmE LOS TRIANGULOS Y POLIGONOS ESFERICOS.

123. El valor de un angulo curvilineo se aprecia siem-
pre por las tangentes tiradas & sus lados en el punto de
su interseccion.

124. Se llama angulo esférico la separacién 6 abertu»
de dos arcos AB y AC (Fig. 218) de circulo méaximo que se
cortan en un punto A, que es eUértiee del angulo. Lados"
del angulo son los dos arcos que lo forman.

El valor de un angulo esfé-
rico BAC se aprecia por el del
angulo rectilineo TAT' que for-
man las dos tangentes AT yAT'
trazadas a los lados por el vér-
tice A.

Siendo las dos tangentes AT
y AT' perpendiculares alarec-

218. ta AO en el punto A, TAT'es
el &ngulo plano correspondiente al diedro BAOC formado
por los planos de los arcos AByAC, de modo que el an-
gulo esférico BAC tiene la misma medida que el diedro
formado por los planos que determinan sus dos lados.

125. Se llama tridngulo esférico la porcion ABC de
superficie esférica comprendida en tres arcos AB, AC,
BC de circulos maximos, menores cada uno que média

y ee demnestra lo

_ (=) El reciproco de este teorema es cierto,
‘0

mismo que su analogo de la Geometria plana.
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circunferencia. Lados del triangulo son los arcos que lo
forman, y vértices del triangulo los de los &ngulos esféricos.

Angulo triedro correspondiente & un triangulo esférico
es el terminado por los radios OA, OB, OC de la esfera
tirados & los vértices del tridngulo; y reciprocamente el
triangulo esférico A B C se llama correspondiente al trie-
dro OABC.

126. Podemos observar que los lados AB, AC, BC del
triangulo esférico son las medidas de los angulos planos
AOB, AOC, BOC de su triedro correspondiente \_Teore-
ma LXXX], y que los angulos A, B, C del tridangulo es-
férico son las medidas, respectivamente, de los diedros del
triedro cuyas aristas son OA, OB y OC (125); de tal mo-
do que las mismas relaciones de magnitud existen entre
los angulos diedros y los planos de un triedro, que entre
los angulos esféricos y los lados de su triangulo esférico
correspondiente.

La porcién de esfera OABC comprendida entre dicho
triedro y su triangulo esférico correspondiente, se llama
tetraedro esférico,

127. Se llama ~o%ono esférico la porcién de superficie
esférica ABCDE (Fg. 219) termi-
nada por varios arcos de circu-
los méximos. Si se trazan los ra-
dios OA, OB, OC.....que termi-
nan en los vértices del poligono,
gueda formado un angulo sélido
OABCDE, que se llama corres-
pondiente al poligono esférico,
porque los angulos planos tienen rig. 419,
por medida los lados de dicho poligono y los &ngulos die-
dros los angulos esférico.".

La porcién de esfera OAUCDE comprendida entre di-
cho angulo sélido y su poligono esférico correspondiente
se llama piramide esférica.
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Teorema CCXVI.

Un lado cualquiera d, un triangulo esférico, es menor
5R6 Is sumade los otros dos y ma-
yor que su diferencia. (Fig. 220)

En efecto, si unimos los tres

vértices A, B, C, del triangulo es-
férico con el centro O de la esfe-
ra, resultara el triedro correspon-
diente OABC, en el que sabemos
\Teor. CLXXVI] que

IAB<AC-|-BC

AOB<AOC+BO0OC ) _
lab>ac- bc.

aob>aoc- boc-I
Escollo. Este teoremaes cierto también para el poligo-
no esférico.
Teorema CCXVII.

La suma de todos los lados de un triangulo, O de unpo-

hgom esférico, es menor que cuatro rectos.
(La demostracion se funda en el teorema CLXXVII.)

Teorema CCXVHI.

En todo triangulo esférico isdsceles, a los lados iguales
se oponen angulos iguales.
ITeor. CLXXX.]

Teorema CCXIX.

En todo triangulo esférico, & mayor lado se opone ma-
yor angulo.

\_Teor. CLXXXL]

Nota.— Los reciprocos de estos dos teoremas se de-
muestran por la regla del nimero 34.
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Teorema CCXX.

La suma de los angulos de un tridngulo esférico, es me-
nor que seis rectos y mayor que dos.

[Tfior. CXXIX.]

128. Un triangulo esférico puede tener uno, dos 6 tres
angulos rectos. El tridngulo esférico que tiene un angulo
recto se llama rectangulo, el que tiene dos dngulos rectos
birectangulo, y el que tiene tres trirectangulo.

En el triangulo esférico rectangulo se denominan ca-
tetos los lados que forman el &ngulo recto, y el lado opues-
to hipotenusa.

129. Dos tridngulos esféricos son suplementarios cuan-
do los lados del uno son suplementos de los angulos del
otro.

130. Dostriangulos esféricos se llaman simétricos, cuan-
do pertenecen & triedros simétricos.

Teorema CCXXI.

Los triangulos e”éricos correspondientes & dos triedros
suplementarios, son suplementarios.

Teorema CCXXII.

Dos triangulos esféricos de una misma esfera 6 de esfe-

ras iguales son iguales, cuando tienen dos lados respecti-
vamente iguales, igualmente dispuestos, é igual el angulo
comprendido. (Fg. 821)
« Si los triangulos ABC
y A'B'C'situados en una
misma esfera 6 en esfe-
ras iguales tienen

angulo A= angulo A’
lado AB = ladoA'B’

lado AC=lado A'C’, Ki «i.
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los triedros correspondientes OABC y O'A'B'C' seran
ipales [Teoi-. CLXXXV], y por tanto, haciéndolos coin-
cidir, coincidiran los triangulos ABC y A'B'C".

Escolio. Si los triangulos ABC y A'B'C'tuvieran los
elementos respectivamente iguales: pero no colocados en
el mismo orden, sus triedros correspondientes serian si-
métricos, y los triangulos también serian simétricos; es-
tos triangulos no pueden coincidir aunque sus elementos
son iguales.

Teorema CCXXIII.

Dos triangulos de una misma esfera 6 de esferas igua-
les son iguales, 5/ iienen un lado igualy los angulos ad-
yacentes iguales respectivamente é igualmente dispuestos.
(Fg. 221) n

Teorema CCXXIV.

Dos triangulos de una misma esfera 6 de esferas igua-
les son iguales, si tienen sus tres angulos iguales é igual-
mente dispuestos. (Hg.

Teorema CCXXV.

Dos triangulos de una misma esfera 6 de esferas igua-
les son iguales, st tienen sus tres lados iguales é igualmen-
te dispuestos. (Fif. 221)

Teorema CCXXVI.

En todo triangulo esférico hirectangulo: l.0 £1 vértice
del angulo oblicuo es polo del lado opuesto. 2« El angulo
en el polo tiene por medidael lado opuesto. (Fig. 22)

1." Supongamos que en el triangulo ABC, los an-
gulos B y C son rectos. Tracemos los radios de la es-

i . . «e demuestran facilmente apo-
yandose en la igualdad de los triedros correspondientes, como he-
mos demostrado el teorema CCXXII.
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fera OA, OB y OC, que formaran el triedro correspon-
diente OABC. Ahora siendo los die-
dros OB y OC rectos por serlo los
angulos esféricos que son sus medi-
das, los dos planos AOB y AOC
son perpendiculares al plano BOC,
y por tanto, la comun interseccién
AO también es perpendicular [reo-
rema CCVIII] al plano BOC, luego
A es uno de los polos del arco BC. Fig. is
(120).
2® Por ser la recta AO perpendicular al plano BOC
es perpendicular a las dos rectas OB y OC que pasan por
8u pié en dicho plano; luego el angulo plano BOC es la
medida del diedro AO, 6 bien del angulo esférico A. (124)
Corolario. En todo triangulo esférico trirectangulo: 1.“

Cada vortice es polo del lado opuesto: 2." Cada lado es
medida del angulo opuesto.

Lema.

De dos arcos de circuios que tienen una cuerda comxin
«8 mayor el que tiene menor radio. (Fg. 223)

Sean los dos arcos ACB y ADB descritos respectiva-
mente con los radios 0'A<0A . En los dos triangulos
AO'B y AOB evidentemente el angulo AO'B> AOB,
luego el numero de grados del
arco ACB>ADB. Pero los va-
lores de estos arcos rectificados

«e expresaran \_Problema XL V]
por

A=mXy
A'=m'Xy.

Fij. 5.

Siendo m y m' las relaciones de los arcos ACA y ADB
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con sus respectivos cuadrantes; luego por ser angulo
AO'>A 0B, resultii que y por consiguiente»
A<A".

Teorema CCXXVII.

La linea mas corta que puede trazarse sobre la superfi-
cie esférica entre dos de sus puntos, es el arco menor de
circunferencia maxima que pasa por ellos.

En efecto, la linea trazada entre los dos puntos dados-
podréa ser: 1® Un arco de circulo menor. 2.° Una reunién
de arcos de circulos maximos. S.% Una reunidén de arcos
de circulos menores de la esfera de magnitud finita, 6 in-
finitamente pequenios.

En el primer caso el teorema esta demostrado, porque
el arco de circulo menor, tiene menor radio que el de
circulo méaximo, y por tanto, este es menor que aquel
\ Lema anterior']. En el segundo caso, la reunién de to-
dos los arcos formara un poligono esférico, en el que un
lado cualquiera (que es el arco de circulo maximo que
pasa por los dos puntos de la esfera) es menor que la su-
ma de todos los demas. Por Ultimo, sientre los dos pun-
tos dados pasa una reunion de arcos de circulos menores,
como cada uno de ellos es mayor que el de la circunfe-
rencia maxima que pasa por sus extremos, la reunién do
todos ellos serda mayor que la reunién de arcos de circu-
los maximos que pasa por sus extremos.

CAPITULO V.

DE LOS POLIEDROS INSCRIPTOS Y CIRCUNSCRIPTOS.

131 Una pirdmide estd inscripta en un cono, cuando
el vértice del conoy el de la piramide coinciden, y la ba-
se de la piramide esté inscripta en la del cono. En tal ca-
so, el cono esta circunscripto & la piramide.
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132. Una piramide esta circunscripta & un cono, cuan-
do el vértice del cono y el de la piramide se confunden y
la base de la piramide estéa circunscripta a la del cono. En
tal caso, el cono esta inscripto en la piramide y las caras
laterales de la pirAmide son tangentes al cono.

Si se considera circunscripto al cono una piramide re-
gular de infinitos lados en su base, el perimetro de este sé
confundiréa con la circunferencia de la base del cono, luego
puede considerarse al cono como una piramide reyidar de
tnjinilas caras.

133. Un prisma esta inscripto en un cilindro, cuando
las bases del prisma estan inscriptas en las del cilindro.
En este caso, el cilindro esta circunscripto al prisma.

134. Un prisma esté circunscripto & un cilindro cuando
las bases del prisma estan circunscriptas & las del cilindro.
En este caso, el cilindro esta inscripto al prisma: las ca-
ras laterales del prisma son tangentes al cilindro.

Si consideramos un prisma regular inscripto, y supone-
mos que el nimero de lados de las bases se hace infinito,
el perimetro del poligono de la base se confundira con la
circunferencia de las bases del cilindro de donde se sigue
que el cihndro puede considerarse como unprisma regular
de U7 nimero infinito de caras.

135. Por consiguiente, los prismas 0 las piramides es-
tan inscriptas 6 circunscriptas al cilindro 6 al cono, res-
pectivamente, cuando sus bases estan inscriptas 6 circuns-
criptas.

136. Un poliedro esta inscripto en una esfera, cuando
todos sus vértices estan en la superficie esférica; en cuyo
caso la esfera esta circunscripta al poliedro.

137. Un poliedro esté circunscripto & una esfera, cuan-
do sus caras son tangentes a la esfera; en tal caso, la es-
fera esta inscripta en el poliedro.

[ 1«1



Teorema CCXXVIIL

Todo poliedro regular puede inscribirse en una esfera.
(Fi0.234)

Sean ABCD.... y ABC'D"'.... dos caras contiguas del

poliedro regular, desde los centros

I, r de estas caras levantemos las

pei'pendiculares 10, 1'O, que se-

ran los ejes de los circulos inscrip-

tos 6 circunscriptos & los poligonos

ABCD y ABC'D'.... Dichas per-

pendiculares se encontraran en el

punto O, cuyo punto equidista

> M [ Teor. CXLV, cor. 1.<Jde los pun-

tos A, B, C, D, C', D'.... Como podiamos hacer iguales

consideraciones sobre otra cara cualquiera contigua, re-

sulta que el punto O equidista de todos los vértices del

jioliedro, y por tanto, considerando este punto como cen-

tro de una esfera, cuyo radio sea la distancia de este

punto & uno de los vértices, el poliedro quedara inscrip-
to en ella. (137)

Teorema CCXXIX.

Todo poliedro regular puede circunscribirse a una es-
fera. (La mgrafigm.)

De la demostracion del teorema anterior se deduce que
todas las perpendiculares OI, Ol'.... & las caras del po-
liedro son iguales; luego una esfera cuyo centro esté en
O y que tenga por radio tina de estas perpendiculares,
sera tangente & todas las caras del poliedro, y por tanto,
éste quedara circunscripto aella. (137)

Escolio. I*as rectas tiradas desde el punto O aloi vér-
tices del poliedro regular, forman con las caras de dicho
poliedro piramides inscriptas 6 circunscriptas a las esfe-
ras: cuyo vértice comun esta en el centro O.
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LIBRO III.
PKOBLEMAS KELATIVOS k ESTA SECCION.

CAPITULO 1.

PEOBLKMAS REFERENTES k LOS PLANCS Y Kk LAS LINEAS
SITUADAS EN EL ESPACIO.

P roblema XLV.

Desde un punto dadofuera de un plano bajar unaper-
pendicular & dicho plano. (Fg. 235)

Desde el punto dado A tirense tres rectas iguales AB,
AC, AD hasta el plano MN; héllese el centro O de la
circunferencia que pasa por los
tres puntos B, Cy 1), y la rec-
ta AO sera la perpendicular al
plano MN.

En efecto, siendo iguales las
tres rectas AB, AC, AD, los
puntos B, C, D, equidistaran
del piéde la perpendicular, lue- s
go O centro de la circunferencia que pasa por ellos es el
pié de la perpendicular.

P roblema XLVI.

Por un punto dado en un plano, levantar una perpen-
dicular adicho plano. (Fig. 226)
Sea el punto A, para levantar
por él una perpendicular al pla-
no MN; tomo un punto cual-
quiera D fueradel plano, y por
él bajo la perpendicular CD &
MN \_prohlema anterior}, ahora’
por el punto A trazo la recta A B paralelaa Cl), y AB
serd perpendicular al plano MN. \ Teor. CLXI1.]
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Problema XLVII.

Dadas dos rectas que no estdn en un mismoplano, hallar
su mas corta distancia.

(Fig. 227)
Sean las dos recta»
AB y CD situadas e~
distintos planos. Por un,
pxmto D tomado en una.
de ellas trazo una para-
lela DE & la otra A B,
y construyo el plano MN"
que pasapor CD yDE.
Por un punto G de la AB bajo la perpendicular GH &
dicho plano, y por el pié H de esta perpendicular trazo
la HL paralela ala recta DE, y por tantod la AB [Teo-
rema CLXIV]. Si por el punto L trazo la LR paralela
ala GH, dicha LR sera perpendicular & las dos rectas

dadas.

En efecto, por ser paralela LR & GH es perpendicu-
lar al plano M N, luego [Teor. CLXIII] es perpendicu-
lar & las dos rectas CD y LH 6 bien &4 las CD y AB,
(pues AB es paralela & LH.)

Vamos ahora & demostrar que LR eslalinea mas cor-
ta que puede trazarse entre AB y CD. Trazo otra cual-
quiera PQ, y por el punto P la paralela PS a la RL.
Por ser PS paralela €la recta RL es perpendicular al
plano MN; luego PS <P Q, pero PS=R L; por tanto,
RL<PQ.

Escolio. Esto problema suele enunciarse: dadas dos
rectas que no estan en un mismo plano, tirarles una per-
pendicular comun.



CAPITULO 1.
PROBLEMAS RELATIVOS i LA ESFERA.

Problema. XLVIII.

Dada una esfera hallar su radio por una construccién
geométrica. (Pig. 228)

Andlisis. Si tomamos dos pun-
tos A y B sobre la superficie esfé-
rica, el centro de la esfera equi-
distara de ellos, y este centro es-
tard en un plano perpendicular
en su punto medio &la recta que
une dichos puntos Ay B, cuyo
plano determinara un circulo Fp sjs.
méaximo RQ.S. Ahora todos los puntos de este plano equi-
distaran de los puntos A y B [ Teor. CXLV, cor. 2.°]; lue-
go los puntos de la circunferencia también equidistan de
A y B.

Sintesis. Tomemos sobre la esfera dada dos puntos
cualesquiera A y B; con una abertura de compas arbitra-
ria (pero mayor que la mitad de la distancia AB) trace-
mos desde dichos puntos como centros dos arcos de cir-
cunferencia que se cortaran en 11, por ejemplo; determi-
nemos por otras dos construcciones andlogas (variando
los radios) los puntos Q. y S,y tendremos fijados tres
puntos R, Q y S, que pertenecen & una misma circunfe-
rencia maxima de la esfera. Si sobre una hoja de papel
trazamos después un triangulo igual al RQS(para cuyo

{*) Para la resolucién de e*toi problema*, suponemos que se
hace uso del compés eterico, con el que se pueden trazar circunfe-
rencias sobre la auperficie esférica, npoyaudo una de las puntas y
marcando con la otra. El centro asi determinado es polo del circu-
lo que se traza, segun el teorema CCXII.
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fin tomamos sus lados 6 cuerdas del circulo), el radio de-
la circunferencia circunscripta & él sera igual al radio de
la esfera.

Problema XLIX.

Describir la circunferencia de circulo maximo que pasa

por dospunios de laesfera. (F. 229)

Sean los puntos A y B. Desde

estos puntos con una abertura

de compés igual a la cuerda de

un cuadrante, se describen dos

arcos de circulo maximo que se-

cortaran en P, después desde

este punto como polo y con la

Kj, «0. misma abertura de compas tra-

cemos la circunferencia ABX, que serd la buscada [Es-
colto del teor. CCXI1J.

Discusion. Si los dos puntos A y B estén situados en
las extremidades de undiametro, las dos circunferencias
descritas desde ellos como centros coincidiran en todos
sus puntos; por consiguiente, por dichos dos puntos po-
dran pa.-sarinfiiiitas circunferencias de circulos maximos,
lo que por otra parte es evidénte, pues todos los planos
que pasen por el diametro de la esfera que determinan
dichos dos puntos, daran por secciéon con ella circulos

maximos.
Problema L.

Bada una esfera determinar la cuerda de su ctxadran-
te 6 de un arco cualquiera de circulo maximo.

Se determina su radio [Problema XLVIII], y cons-
truido el circulo maximo de la esfera, en él se toma la
cuerda del arco que se desea determinar.



SECCION SEGUNDA,

DE LA EXTENSION
CONSIDERADA EN EL ESPACIO.

LIBRO |
CUERPOS TERMINADOS POR SUPERFICIES PLANAS.

CAPITULO 1.
SEMEJANZA DE LOS POLIEDROS.

138. Dos tetraedros 6 dos poliedros, en general, son se-
mejantes, cuando tienen sus angulos diedros respectiva-
mente iguales é igualmente dispuestos, y las caras homo-
logas que los forman semejantes. Se llaman caras homoé-
logos las adyacentes & los diedros respectivamente igua-
les, aristas homologas las pertenecientes a estos diedros,
vértices homélogos los formados por tres o mas caras ho-
moélogas, puntos homélogos los que unidos & tres vértices
homoélogos producen tetraedros semejantes, y lineas ho-
moélogas las que unen dos puntos homélogos.

139. Segun la definicién de poliedros semejantes, y de-
biendo ser semejantes las caras homologas, sus lados ho-
mologos (que son las aristas de los poliedros) seran pro-
porcionales; de donde se deduce que los poliedros seme-
jantes tienen todas sus aristas homoélogas respectivamente
proporcionales.

UO. La relacién constante que existe entre dos aristas
homélogas, se llama razén de semejanzas; cuando esta ea
igual & la unidad, esto es, cuando los dos poliedros sien-
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do semejantes tienen una arista homologa igual, los po-
liedros son iguales.

141. Si dos poliedros son semejantes & un tercero, son
semejantes entre si.

142. Es evidente que dos poliedros regulares de igual
nombre 6 especie son siempre semejantes, pues todos los

angulos diedros son respectiys™nente iguales y las caras
gue los forman gemejan”gg

Teorema CCXXX.

Si un tetraedro se corta por un plano paralelo & una
cara, el tetrdedro parcial que resulta es semejante al te-

traedro propuesto. (Fig.230)

Sea el tetrdedro SABC corta-
do por el plano,paralelo alaba-
se, A'B'C"'. Tenemos que los an-
gulos diedros segnn las aristas
SA, SB, se del tetraedro SABC,
son los mismos que los diedros
SA', SB', SC' del tetradedro

Hij. so0 SA'B'C', y los angulos diedros
segun las aristas AB, BC y AC son iguales respectiva-
mente a los diedros A'B', B'C'y A'C' por correspon-
dientes entre los planos paralelos ABC y A'B'C'. Luego
dichos tetraedros tienen todos sus angulos diedros igua-
les é igualmente colocados.

Ahora las caras laterales SAB, SBC y SAC, son res-
pectivamente semejantes a4 las SA'B', SB'C'y SA'C',
j)or ser respectivamente paralelas las rectas AB,BC y AC,
alas rectas A'B',B'C'y A'C'; y labase ABC es seme-
jante a la A'B'C"' \_Teor. CXC]; luego los dos tetraedros
son semejantes. (138)



— 249 —

Teorema CCXXXII.

Dos tetraedros son semejantes, cuando tienen do$ ca-
ras respectivamente semejantes” semejantemente dispuestas,
é igual el angulo comprendido. (Fig. S31)

Supongamos que los tetraedros SABC y S'A BC
tienen

diedro SA=diedro S'A’
trian.SAB semejanteal trian. S'A'B'
trian.SAC id. id. S'A'C’

Tomemos sobre la arista SA
una parte SD=S'A',y por el
punto D tracemos un plano DEF
paralelo al ABC. EI tetraedro
SDEF es semejante al SABC yig.rn.
{"Teorema anterior"]; luego si probamos que los tetraedros
SDEF y S'A'B'C' son iguales, el teorema quedara de-
mostrado. Pero estos dos tetraedros tienen lascaras S'A'B’
y SDE iguales \_Teor. XX], y también iguales las caras
SDF y S'A'C'; ademas el angulo diedro comprendido
por dichas caras SD = S'A'; luego son iguales [Z'comna
CXClV, L.t]

Teorema CCXXXII.

Dos tetraedros son semejantes cuando tienen una cara
semejante adyacente a tres angulos diedros iguales y soné-
jantemenie dispuestos. (La misra figua)

Supongamos, que

triangulo SA C= triangulo SAC M
angulos diedros SA= S'A', SC=S C,AC=AC.

Tomemos sobre la arista SA una parte SI)= S A ,y
tiremos el plano DEF paralelo al ABC. EI tetraedro
SDEF es semejante con el SABC; luego si probamos que
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dicho tetraedro SDEF es igual al S'A'B'C"', quedara de
mostrado el teorema. Pero estos dos tetraedros tienen

diedro SF=S'C'i ~ SABC'

diedroDF=AC=A'CXT»,..CLXX1,3,.]'rclav:LTr’
Teorema CCXXXIII.
sem°n “TM semejantes cuando tienen sue caras
semejantesJ/ semejantemente dispuestas, (la misraSiura)
Tomando en la arista SA una parte SD=S'A" v tj-
rando un plano DEF paralelo al ABC, es facil demos-
trar de un modo analogo & los dos teoremas anteriores, que
el te raedro SDEF es igual al S'A'B'C"', por tenei
caras respectivamente Iguales é Igualmente dispuestas.

Teorema CCXXXIV.

Si unapiramide se corta por yyplano paralelo d la lase,
la piramide parcial que resulta es
semejante ala piramide propues-
ta. (Hg 232

[Este teorema se demuestra del
mismo modo que el CCXXX.]

Teorema CCXXXV.

Las bases de dos piramides se-
«iloni«, sonproporcionales a los
0i los do sus aristas homélogas.

(fig 2M)

VA polig})nos ABCDE
y di-a Bu h , tendremos que [Teor. CXVII]
ABCDE : A'B'CD'E": : AB*: AB**, (a)

Pero los triangulos semejantes SAB, SA'B'y SA]j,
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SA's', que tienen los lados comunes SA, SA', nosdan la
série de razones iguales.

AB :A'B'; : SA : SA' ::S«zS’s;
Y elevando al cuadrado

AB*:A 3™ N*e(6)
Entre las (a) y (6) existe lara-

z6n comun AB* : A'B'*; luego .
ig. 2i3-

ABCDE : A'B'C'D'E": AB*: AB"*: : SA*: SA™*:; Ss*: Sg'n
Corolario. Si dos piramides de bases equivalentes e igual
altura se cortan por dos planos paralelos a las bases y
equidistantes desus vértices, las secciones que resultan son
equivalentes. (Fig.234)
Sean las dos pirami-
desSABCDEyS'PaR
y consideremos las dos
secciones A'B'C'D'E"
y P'Q'R" equidif-tantes
de los vértices Sy S'.
Segun lo demo-strado
en el teorema, tene-
mos;

ABCDE : AB'C'D'E":: SA*: SA*
PQR :P'QR'
Pero ABCDE = PQS, SA=S'i, SA'=S'f", luego
A'B'C'D'E'=P'QR'-
‘"eouema, CCXXXVI.

Dos poliedros compuestos del mismo numero de tetrae-
dros respectivamente semejantes y semejantemente dispues-
tos, son semejantes. (Fg. 235)
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Sean los dos poliedros ABCDEFGH y A'B'C'D'E"
F'G'H "', los que suponemos que se componen de los
/ABCG semejante & A'B'C'G'
tetraedros 1 ACGH id.  aACGH

ACHD id. a A'GH'D’

y semejantemente dispuestos.
'lodas las caras de estos poliedros seran semejantes,
porgue, por ejemplo, las caras ABCIl y A'B'C'H" se
componen délos triangulos ABC y ACH respectiva-
mente semejantes a A'B'C'y A'C'H’, por pertenecer a
tetraedros semejantes y semejantemente dispuestos.

figraSs

Todos los angulos diedros de los poliedros son iguales,
pues 6 son angulos diedros pertenecientes & los tetraedros
semejantes, 6 estan formados por la reuniéon del mismo
nuamero de angulos diedros respectivamente iguales, por
pertenecer a tetrdedros semejantes, y semejantemente
dispuestos. Asi, por ejemplo, los diedros segun BCy B'C"
son lguales por pertenecer a los tetrdedros semejantes
ABCG y A'B'C'G", y los diedros segun las aristas AC
y A C son iguales por componerse respectivamente de
la suma de los diedros BACGy GACH, B'A'C'G'y
G'A'C'H", que son iguales por pertenecer a tetraedros
semejantes. Ademas estos angulos diedros estaran seme-
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jantemente dispuestos, por estarlo por suposicién los te-
traedros.
Luego los dos poliedros tienen sus angulos diedros res-
pectivamente iguales Gigualmente dispuestos, y las caras
homologas que los forman semejantes (138).

Teorema CCXXXVII. [Reiprocodel anitrior]

Dospoliedros semejantes pueden descomponerse en igual

numero de tetraedros semejantes y semejantemente dis-
puestos. (La misra figura.)

Supongamos que los dos poliedros ABCDEFGII y
A'B'C'D'E'F'G'H"' son semejantes; tomando como Vvér-
tice comun el punto A, descompongamos el primero de
dichos poliedros en tetraedros (113), y desde el vértice
A' homélogo con A, hagamos igual descomposicién con
el poliedro A'B'C'D'E'F'G'H '-

Los poliedros quedaran divididos en igual nimero de
tetraedros {férmula del nitm. 113), y vamos & demostrar
que estos tetrdedros son semejantes y estan semejante-
mente dispuestos.

Todos los triangulos en que las caras (no triangulares)
quedaran divididas, seran semejantes por serlo dichas ca-
ras, y estaran semejantemente dispuestos \_Teor. Cl)j.

Ahora tenemos que los tetrdedros ABCG y A'B'C G
son semejantes, porque tienen las caras ABC y ABG res-
pectivamente semejantes & A'B'C' y A'B'G', y los an-
gulos diedros AB=A'B"'. [ Teor. CCXXX]. l-0s tetrae-
dros ACGH y A'C'G'H' son también semejantes por-
que tienen la cara ACG semejante 4 A'C G por perte-
necer a los tetraedros anteriores que hemos demostrado
ser semejantes; lacaraACIl semejante 4 A'C'H poi
triangulos semejantes y semejantemente colocados de las
caras semejantes de los poliedros, y el angulo diedro
A H=A"ir, por serlo de los poliedros propuestos. Lo.s
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tetraedros DCGHy D'C'G'H'son semejantes por te-
ner las caras CGH semejante & C'G'H'y CDH seme-
jante a C'D'ir, y el angulo diedro com])rendido CH =
C'H' por componerse cada uno de ellos de la diferencia
entre dos angulos respectivamente iguales & saber:

angulo diedro ACHB = ang. f Porangulos diedroshomoélogos

diedro ACH B’ ( délos dos poliedros propuestos.
angulo diedro ACHGzzang. C/°*'P®*'t®"ecerrespectivamente
diedro A'C'H'G’ j n tetraedros semejantes

C ACHG y ACH'G".

De igual manera podria demostrarse la semejanza de
todos los demas tetraedros, teniendo presente que las ca-
ras de éstos son triangulos semejantes y semejantemente
dispuestos, y que los angulos diedros 6 son los mismos
que los de los poliedros y por tanto iguales, 6 secompo-
nen de la diferencia entre los a&ngulos diedros homélégos
de los dos poliedros y uno 6 mas angulos diedros respec-
tivamente iguales, por pertenecer & tetraedros que se ha
demosti-ado ya ser semejantes.

CAPITULO Il.

Xkeas de los poliedros.

143. El area de la superficie de un poliedro cualquiera
es claro que se puede hallar determinando el area de ca-
da una de sus carasy sumandolas; pero algunos poliedros
tienen por area una expresion tan sencilla, que conviene
conocerla, atendiendo & sus varias aplicaciones.

Teorema CCXXXVIII.
El area lateral de una piramide regular es igual & la
mitad del producto del perimetro de su base por laaltura
de uno de los triangulos laterales.

(*) A esta altura se suele llamar apotema de la piramide.
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Siendo la piramide regular, la altura de todos los trian-
gulos laterales asi como las bases son iguales.
Llamemos & la altura de xino de los tridngulos laterales
m, 4 su base ; y n al nimero de triangulos: tendremos

area de uno de los tridngulos.... i i«
area de los n triangulos............... i

Pero n& es el perimetro de la base, luego el teorema
mqueda demostrado.

Teorema CCXXXIX.

El area lateral de unapiramide troncada de bases para-
lelas, es igual al producto de la altura de uno de los trape-
cios laterales por la semisuma de los perimetros de las
dos bases.

Siendo la piramide regular, todos los lados de la base
mayor son iguales entre si, asi como los'de la menor; y
los trapecios que forman el area lateral son iguales entre
si, y por tanto también lo son sus alturas.

Llamemos & la altura de uno de los trapecios a,by b’
las bases, tendremos:

) . b+ b
areade uno de los trapecios.... 0 X *

b-\-b’ bn-\-h'n
area de todos los trapecios.....0X 2

pero bny b’ n son los perimetros de las dos ba.scs del tron-
co de piramide; luego queda demostrado el teorema.

T eorema CCXT..

El area lateral de un prisma recto, es igual al producto
de su altura por el perimetro de una de sus bases.

Siendo recto el prisma las caras laterales son rectangu-
los, y tomando como bases de estos rectangulos los lados
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de las bases del prisma, sus alturas son las aristas latera-
les que son iguales & la altura de prisma.

Llamemos a la altura del prisma a,y& los lados de una
de las bases b, b*, h", h™....., tendremos que las

areas de los rectangulos seran ah, ab' ab" ah™....
area lat. del prisma

pero ... eg perimetro de una de las ba-

ses del prisma.
T eorema CCXLI.

El area lateral de un prisma oblicuo,, es igual al produc-
to de una de sus aristas latera-
les por el perimetro de su sec-
cién recta. (Fig. s36)

Sea el prisma oblicuo AC", la
seccién recta abode seraperpen-
dicular & las aristas, luego si to-
mamos como base de los parale-
légramos queforman lascaras la-
teralesdel prismalas aristas late-
rales, las alturas respectivas se-

Iran los lados del poligono abcde.

yig m. Por consiguiente tendremos
area del paralelégramo AB'=AA’'xa5
el . BC'=BB'x6¢
del N CD'=CC'xcy

'V como todas las aristas laterales del prisma son igua-
les, el area lateral del prisma AC'=AA'(fl5-j-¢c-)-erf...)
— A A ~perimetro de la seccién recta.
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CAPITULO I1I1I.
VOLUMENES DE LOS POLIEDROS.

144. Volumen de un cuerpo es la medida del espacio
que este cuerpo ocupa. (4)

Se toma como medida para determinar el volumen de
un cuerpo un cubo.

145. Es evidente que el volumen de un poliedro cual-
quiera es igual & la suma de los volumenes de los tetrae-
dros en que siempre puede descomponerse. (113}

Teorema CCXLII.

Los volumenes de dos paralelepipedos rectos que Uencn
iguales bases, son proporcionales & sus alturas. (Fig.
1.* Suponga-
mos que los para-
lelepipedos EC y
ec que tienen
igualesbases,ten-
gan sus alturas
AE y rte comen-
surables, y que la
comun medida de
estas alturas se
baile contenida en ellas respectivamente m vecesy n ve-
ces, tendremos la proporcion

AE :fle::»t

Pero trazando por los puntos de division de las altu-
ras planos paralelos & las bases, el paralelepipedo EC que-
dara dividido en m paralelepipedos parciales, y el para-
lelepipedo ec en n; todos estos paralelepipedos pareiale.s
son iguales, pues son rectos y tienen sus bases y alturas
iguales, por tanto

[ 17 1
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paralelepipedo EC : paralelepipedo ec  m mn.
De las dos proporciones anteriores se deduce que

paralelepipedo E C : paralelepipedo ec :: altura AE : altura ae.

a® Si las alturas fuesen incomensurables, se deraostra-
ria como los demés teoremas analogos.

146. Se llaman dimensiones de un paralelepipedo rec-
tangulo las tres aristas que forman un angulo triedro, y
estas tres aristas miden las tres dimensiones de este cuer-
po, es decir, su longitud, latitud y profundidad 6 altura
(4). En tal caso puede decirse, atendiendo al teorema an-
terior, que los voliimenes de dos paralelepipedos rectangu-
los que txenen dos dimensiones iguales son proporcionales
& sus terceras dimensiones.

Teorema CCXLIII.

Los volimenes de dos paralelepipedos rectangulos que
tjenm tim. dimension igual, son proporcionales a los pro-
ductos de sus otras dos dimensiones.

idamemos P y P' los volumenes de los dos paralelepi-
pt-dos rectangulos, y sean a, b, c, las tres dimensiones del
primero, y a,b", c', las del segundo.

Consideremos un tercer paralelepipedo rectangulo P"
que tenga dos dimensiones iguales con cada uno de los
dos propuestos, esto es, que sean sus dimensiones a,by c'.

Segln el teorema anterior, tendremos entre los parale-
lepipedos P y P" la proporcion

Y por igual razén tendremos entre los dos paralelepi-
pedos P"y P' la proporcién:
P":P'"::6:h.

Multiplicando estas dos proporciones ordenadamente y
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suprimiendo en la primera razén el factor comdn P , re-
sulta el enunciado del teorema, esto es:

P:P ::bxcC:b xC.

Teorema CCXLIV.

Loi volumenes de dos paralelepipedos rectangulos cua-
lesquiera”™ son proporcionales a los productos de sus tres
dimensiones.

Sean P y P' los voliumenes de los dos paralelepipedos,
las dimensiones del primero, a, h, c, y las del segundo
a'b'c’.

Si concebimos un tercer paralelepipedo P" que tenga
una dimensién comun con uno de ellos, y las otras dos
con el otro, es decir, que sus tres dimensiones sean a ,
i'y ¢', tendremos segun los dos teoremas que acabamos
mde demostrar:

P :P":;6Xc: 2>Xc" ) Dedonde multiplicando y suprimiendo P',
P":P'::0:0"' P:P'::axbx c:a'xb'xc'.

Teorema CCXLV.

Si la unidad lineal es el lado del cubo.que sirve de «nt-
~ad volumétrica, el volumen de un paralelepipedo rec-
tangulo es igual al producto de sus tres dimensiones, es-
to es, de su base por su altura.

En efecto, sea P el paralelepipedo, a, b, ¢ sus tres di-
mensiones, C el cubo que se toma por unidad y /su lado.

Recordando que el cubo es un paralelepipedo rectan-
gulo cuyas tres dimensiones son iguales, tendremos que

P:C::fIX&Xc:P.

Pero siendo | igual & la unidad, de esta proporcién re-
sulta que

z=.a X »X Cique es el teorema.
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Si a es la altura, ¢ X c es el area de la base, de maue-
ra que el volimen de unparalelepipedo rectangulo es igual
alproducto de su lasepor su altura.

Corolario. EI voliumen de un cubo es igual a la tercera
potencia de su lado; esto se deduce inmediatamente de
la defimciou del cubo, pues sus tres dimensiones son
iguales.

Teorema CCXLVI.

Dos paralelepipedos cualesquiera que tengan iguales ba-
ses é igual altura son equivalentes.

Siendo iguales las bases, se puede trasportar el uno-
sobre el otro de manera que sus bases inferiores coinci-
dan; en cuyo caso, por tener igual altura, las bases supe-
riores se encontraran en un mismo plano paralelo & ellas;
pero entonces pueden ocurrir dos casos, que estas bases
superiores estén comprendidas entre las mismas parale-
las como en la figura 238, 6 que tengan una posicién re-
lativa cualquiera, como en la figura 239.

I.® Sean los dos paralelepipedos ABCDEFGH v
ABCDE'F'G'H' (Pig. 83) en los que se han hecho coin-

Fijura a».

Cidir sus bases inferiores, y las superiores caen entre rec-

(=) De Ci*tn propiedail viene el nombre ile cubo ane se da & l

mc%yg l‘adES tgnga por valor dicho namero. vosSn deurV;
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toa paralelas. Los dos prismas triangulares AEE'DIIH’
y BEF' CGG' son iguales entre si por tener un angulo
triedro igual, el primero en A, y el segundo en B, y las
tres caras que los forman respectivamente iguales,a saber:
AEE'=BFF, ADHE=BCGF yADH'E'=BCG'F".

Pero si del volumen total ABCDG'HEF' se resta su-
cesivamente cada uno de dichos prismas triangulares,
guedan cada uno de ios dos paralelepipedos ABCDEFGII
y ABCDE'F'G'II', luego estos son equivalentes.

2® Sean ahora los dos paralelepipedos ABCDEFGH
y A'B'C'D'EFG II (Fg. 239) cuyas caras inferiores se han
hecho coincidir y las superiores tienen una posicion cual-

Figura 439
quiera, pero estdn en un mismo plano. Como los lados de
estas bases ABCD y A'B'C'D' son paralelos cuatro a
cuatro; siempre es posible prolongando los lados A D .
B'C'y los AB, DC, formar otro paralclégramo A"B' C D
igual 4los ABCD y A'B'C'D".
Si consideramos un paralelepipedo que tenga por ba-
ses EFGH y A"B"”C*D" (del que no se marcan las aris-
tas laterales por no confundir la figura) este pai*alelepi-
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pedo, segun el teorema anterior, es equivalente a cada
uno de los dos propuestos; luego estos son equivalentes
entre si.

Teorema CCXLVII.

Un paralelepipedo ohlictio cualquiera, es equivalente &
otro paralelepipedo rectangulo de igual altura que él y
cuya base sea equiva-
lente 4 la del paralele-
pipedo propuesto.
Sea el paralelepipedo-
oblicuo  ABCDEFGH
(Fig. 840); por los vérti-
ces A, B.C.1), de laba-
se inferior levantemos-

perpendiculares al pla-

'wli- no de esta base, prolon-
gandolas hasta que encuentren al plano de la base supe-
rior en los puntos F/, F', G', IlI'. Unidos estos puntos

resultard un paralelégramo E'F'G'lIU igual & los de las

bases del paralelepipedo propuesto; y por consiguiente

el paralelepipedo recto ABCDE'F'G'IF es equivalente
al propuesto, segin el teorema precedente.

Para no confundir la figura, supongamos que este pa-

ralelepipedo recto esel A'B'C'D'K'F'G'ir (Fig.241). Por

los vértices A',B'de la base in-

ferior, tiremos perpendicularea

A'Uy B'K'alarecta A'B', las

que determinaran un rectangulo

A'B'K'l' equivalente al parale-

légramo A'B'C'D"'; después por

los puntos r, K', tracemos I'F,

K'K"paralelas a A'E', B'F', y

«l. unamos los puntos F', F', con

los puntos V, K\ en que estas paralelas encuentran a
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G'H', resultara uu paralelepipedo rectangulo A'B'K T
E'F' K* 1" que es equivalente al paralelepipe o rec o
A'G"'. puesto que puede considerarse como base comun
de los Ls el rectangulo A'B'E'F', y por altura la recta

Lego si el paralelepipedo propuesto 7
equivalente al recto AG' y esteo
es equivalente al paralelepipedo rectangulo A K
el propuesto son equivalentes, que era lo que
demostrar.

este y
q

Teorema CCXLVIII-

El voUmm de un paralekplfedo oblicuo cualquiera, es
iaual ai producto de su base por su altura.

En efecto, segln el teorenraanterior
oblicuo es equivalente & otro rectangulo de
y de base equivalente, pero el volunren de un paralele
pipedo rectangulo es igual al producto de su base por su
Lura-, luego el del paralelepipedo oblicuo tambren lo

Escolio. También puede decirse que el volumen de un
paralelepipedo oblicuo es igual al producto de sus
dimensiones, entendiéndose que estas son las dos dimen-
siones de la base y la altura del paralelepipedo.

Corolarios.

1.« Dos paralelepipedos cualesquiera son proporciona-
les a los productos de sus bases por sus bases

2.0 Dos paralelepipedos de la misma base 6 de bases
equivalentes, son proporcionales & sus alturas.

3.» Dos paralelepipedos de igual altura son pr p
nales & sus bases.

Estos corolarios se deducen inmediabimen
valencia entre los paralelepipedos oblicuos >
gulos de igual altura y equivalente base.

in «fihi-
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Teorema CCLIX.

I»] ~ lamitad de un Para-
lelepipedo de base doble y de la misma altura. stfi

Sea el prisma A 11D E F H; ppr los puntos B, D, de la
base inferior, traeemos las rectas BC, DC, respectiva-
mente paralelas a Al) y AB, lo que determinara un pa-
ralelegramo ABODdoble del triAngulo base ABD. k r
¢ punto C tiremos CG paralela & AE, prolongandola
hasta que corte en G al plano de la base superior del
prisma triangular dado, uniendo G con Il y con Fresul-
tara el paralelogramo EFGH también doble del trian-
gulo E b I; y por tanto, un paralelepipedo A G cuya ba-
se es doble de la del prisma triangular y su altura igual
El teorema quedarla demostrado si hiciéramos ver que
les dos prismas triangulares ABDEFIl y BCDFGH
equivalentes.

por un plano
prolonguemos la
arista KA tomando AM'
=M K, y tirando por el
punto M' un plano
M'X P'Q' paralelo al
MNP Q, resultard un pa-
ralelepipedo recto M'P,
que se halla dividido por
el plano diagonal HFQ'N'
en dos prismas triangula-
res rectos M'N'Q'M XQ,
ryy n QN'P'QNP iguales
Ileor. CXCVL] Aliom vamos & demostrar que estos dos
prismas rectos son equivalentes alos dos prismas triangu-
lares oblicuos ABDEFII, BCDFGII.

MNpT """ T T

pei TL.Wii,n!* paralelepi-
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E g efecto, si imaginamos que el s6lido M'N'Q'ABD
se desliza & lo largo de la arista M' E de manera que el
tridngulo M'N'Q"' conservandose paralelo & su primitiva
posicién, viene a coincidir con su igual MNQ., las rectas
M'A, N'B y Q'D, seguiran las direcciones ME, NF y
<IH, por ser perpendiculares & un mismo plano, y como
por construccion M E=A M ', el punto A coincidira con
E, y por tanto los triangulos iguales ABD y EFII que
estaban en planos paralelos so confundiran. Luego los dos
prismas triangulares ABDEFH y M'N'Q'MNQ son
equivalentes, por tener una parte comun ABD MNQ. y
otra parte superponible.

De igual manera se demuestra la equivalencia de los
otros dos prismas triangulares; pero siendo iguales entre
si los dos prismas rectos queda demostrada la equivalen-
cia de los dos prismas oblicuos.

T eorema CCL.

E |l wliLme7i de un prisma cualquiera, es igual al pro-
ducto de su base por su altura.

Si el prisma es triangular, el teorema queda demostra-
do, pues segun el precedente, dicho prisma es mitad de
un paralelepipedo de igual altura y de base doble, y te-
niendo este por medida de su volumen el producto de la
base por su altura, el del prisma tendra también por me-
dida el producto de la base (mitad de la del paralelepi-
pedo) por BUaltura.

Si el prisma es de base poligonal, como puede descom-
ponerse en prismas triangulares de igual altura, se dedu-
ce que el volumen del prisma propuesto (suma de los vo-
limenes de los prismas triangulares) es igual al producto
de la base del prisma (suma de las bases de los prismas
parciales) por la altura.

(*) Obsérvese (jne no Avv\mQigufildad de los dos pr sinos obli-
cuos, pues aungue son equivalentes no son iguales, sino simétricos.
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Corolarios.

1. “ Dos prismas cualesquiera que tienen la misma base,
6 bases equivalentes y la misma altura, son iguales.
2. ® Dos prismas de iyuales o equivalentes bases, son pro-

porcionales & sus alturas.
3.0 Dos prismas de iguales alturas, son proporcionales
a sus bases.

Teorema CCLI.

Dos tetraedros que tienen las bases equivalentes é igual
altura, son equivalentes (Fg. 243)

Sean los dos tetraedros SABCy S'A'B'C' que supo-
nemos colocados en un mismo plano horizontal, yjpor eon-

fiyKra $43.

siguiente que sus vértices estan en un mismo plano hori-
zontal, que equidistara de las bases una cantidad igual &
la altura de dichos tetraedros.

Supongamos por un momento que los volimenes de es-
tos tetraedros Sy S' no son iguales y que existe entre ello»
una diferencia cualquiera 5, tendremos

S—s'=e,

y digo que este supuesto es absurdo.
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Para demostrarlo, dividamos las alturas iguales en un
mismo nimero de partes iguales, y por los puntos de di-
visién tracemos planos paralelos & las bases; estos planos
determinan en los dos tetraedrossecciones DEF yD'E'i '»
GIK y G'I'K".... equivalentes\Teor. CXC]. Consideran-
do & estas secciones como bases, construyamos prismas
externos 6 excedentes al tetraedro SABC y prismas inter-
nos 6 deficientes al tetraedro S'A'B C'.

Si comparamos estos prismas, vemos que el primer pris-
ma externo & contar del vértice esigual al primero inter-
no, por tener bases equivalentes é igual altura; el segun-
do externo igual al segundo interno, y asi sucesivamen-
te, pero el ultimo externo no tiene equivalente entre los
internos; de donde resulta que la diferencia entre la su-
ma de todos los prismas externos que llamaremos P, y lu
de los interiores que designaremos por P', es el prisma
ABCD", esto es,

P-P'=ABCDc/.

Pero evidentemente esta diferencia es mayor que la
gue existe entre los dos tetraedros, de modo que

F_P'=ABCDe/>S-S'=3.

Pero el prisma ABCDc/puede reducirse & una canti-
dad tan pequefia como se quiera, dividiendo en un nime-
ro suficiente de partes la altura de los tetracdros, y coma
S es menor que esta cantidad, en el limite se reduce a
cero; pero siendo Scero queda demostrado el teorema,

pues de
S—S'=0, resulta S= S.

Teorema CCL“
Elvolimen de una piradmide cualquiera, es igual al ter-
cio del producto de su base por su altura.
Pueden suceder dos casos, que la piramide sea trian-

gular 6 que sea poligonal.
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|.® Sea la pirdmide triangular 6 tetraedro SABC(F 244)
Por los vértices Ay C de la base trazo las dos rectas AD

fij. SH

y CE paralelas é iguales & la SB»
y uno los tres puntos S, D y E:
quedara asi formado un prisma
triangular AE que tiene la misma
base del tetradedro é igual altura
SO; luego si demostramos que el
volUraen del tetrdedro es la tercera
parte del volimen del prisma, el
teorema quedara demostrado. [
rema CCL].

bm efecto, si del prisma triangular consideramos sepa-
rado el tetrdedro SABC, quedara la piramide cuadrangu-
lar SACDE, y si tiramos el plano SAE esta piramide
quedara dividida en los dos tetrdedros SADE y SAEC
gque tienen bases iguales y la misma altura, y por tanto,
son equivalentes segln el teorema anterior. Ahora el te-
traedro SAED, considerando su vértice en A, tiene por
base la del prisma DSE y por altura también la del pris-
ma, y por tanto es equivalente al propuesto: luego los

fig Mi

tres tetraedros son equivalentes en-
tre si; y como entre los tres com-
ponen el prisma, el tetraedro pro-
puesto SABC es la tercera parte
del prisma triangular, y su volu-
men, por consiguiente, igual & un
tercio del producto de su base por
su altura.

2.0 Sea la piramide SAB (

(Fig. 245), si por su vértice y lasdia-

gonales de la base consideramos trazados planos, queda-
ra dividida en tantos tetraedros como triangulos la ba-
se; todos estos tetraedros tienen la misma altura SO. El
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volimen de cada uno de estos tetraedros es igual a un
tercio del producto de su base por su altura, luego el de
la piramide sera igual al producto de un tercio de su al-
tura por lasuma de las bases de los tetraedros, que es la
base de la piramide.

Corolarios.

1. ® Los voliimenes de dos piramides cualesquiera de ba-

se equivalente é igual altura, son iguales.

2. ® Los volumenes de dos piramides de bases equivalen-

tes, son proporcionales & sus alturas.

3. * Los voliumenes de dos piramides de igual altura,
proporcionales a sus bases.

Estos corolarios se deducen inmediatamente de la ex-
presion del volumen de una pirdmide cualquiera que aca-

bamos de demostrar: V = — en la que V es el volu-

men, B la base y A la altura.

Teorema CCLIII.

LI volimen de unapiramide troncada de bases parale-
las, es igual al tercio de su altura multiplicada por la su-
ma de sus basesy de una media proporcional entre ellas.

Pueden suceder dos casos, que el tronco sea de un te-
traedro, 6 de una piramide poligonal cualquiera.

1® Sea el tronco de tetraedro ABCDEF (Fg. 246), cu-
yas bases ABC y DEF son paralelas: si por el \ertice
E y la arista AC hacemos pasar un plano, quedara sefia-
lado el tetraedro E ABC que tiene por base la mayor del
tronco y por altura la misma que este.

Separado este tetraedro gticdara la piramide cuadran-
gular EADFC que puede dividirse en dos tetraedros por

son
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el plano E D C. El tetrdedro ECDF, considerado su vér-
tice en C, tiene por base la menor
del tronco y por altura la misma
que este.

Nos queda el tetraedro EADC;
pero tirando por el punto E larec-
ta E G paralela ala A D, los tetrae-
drosEADC 3 GADCson equiva-
lentes, porque tienen la misma ba-
se ADC y la misma altura, pues

/=ij. tw. sus vértices estan en la linea recta
E G paralela al plano de su base; ahora en el tetraedro
G AD C puede considerarse como vértice el punto D, y
su altura sera la del tronco, y su base el triangulo AGC:
vamos ahora & probar que esta base es media proporcio-
nal entre las dos bases del tronco.

Para ello tracemos la recta Gil paralela a la EF, y
por consiguiente & BC. EI tridngulo AG 1l es igual’al
DEF, por tener AG =D E por lados opuestos del para-
lelégramo, y los angulos adyacentes respectivamente
iguales por estar formados por rectas paralelas y dirigi-
das en el mismo sentido. Pero sabemos [ TVor. CXV I cor.]
que el area del triAngulo A G C es media proporcional en-
tre la de los tiiAngulos ABC y AGII=DEF.

Por consiguiente, hemos descompuesto el tronco de
tetraedro en tres tetrdedros que tienen por altura la del
tronco, y por bases respectivas, la mayor del tronco, la
menor y una média proporcional entre estas; luego el
teorema queda demostrado.

2.0 Sea ahora el tronco de piramide cualquiera de ba-
ses paralelas (Fig 247) ABCDEA'B'C'D'E', supongamos
construida la piramide total SABCDE, y construyamos
un tetrdedro S'PQ Il que tenga igual altura que la pi-
ramide y la base equivalente; claro es que la piramide y
el tetraedro son equivalentes.
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Si se traza el plano secante P'a R', a igual distancia
del vértice S'dcl tetraedro que lo esta del de la piramide
el A'B'C'D'E'.las sec-
ciones son equivalen-
tes \_Teor. CCXXX~" ,
cor.] .por consiguiente,
también los volumenes
déla piramide deficien-
te SA'B'C'D'E' ydel
tetraedro S'P'Q'H”son
equivalentes; y por tan-
to el volumen del tron-
co de piramide pro- e
puesto es equivalente al volumen del tronco de tetraedro
PQRP'Q'R'; pero este es igual & un tercio de su altura
por su base mayor, la menor y una media proporcional
entre ellas; luego el del tronco de pirdmide también ten-
dra igual expresion. n

Si llamamos B y ¢ las bases de un tronco de piramide
de bases paralelas, A su altura, y V su volumen, este se
expresara por la formula

V=iA

Teorema CCLIV.

Todo prisma triangular troncado, es equivalente a la
suma de tres tetraedros, que tengan por base comun la
del prisma y cuyos vértices son los de la seccién del pris-
ma. (Fig. 248) , )

Sea el prisma triangular troncado Al<, tracemos los
tres planos ARO, BDC y AFB que marcan los tres te-
traedros EABC, D\BC y FABC que tienen por base la
del tronco y por vértices respectivamente E, 1)y '«
mos & demostrar que el volimen del prisma es equivalen-
te & la suma de los de estos tres tetraedros.
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Separado del tronco de prisma propuesto el tetraedro
EABC (que es uno de los tres de la equivalencia) que-
da la pirdamide cuadrangular EACP'D que puede dividir-
se en dos tetraedros EADC y EDCF por medio del plano
EDC.

El tetraedro EADC es equivalente al BADC 6 DABC
(uno de los tres de la equivalen-
cia que se quiere demostrar)por
tener iguales bases, y sus vérti-
ces E y B en la recta EB para-
lela 4la base.

Por altimo, el tercer tetraedro

EDFC es equivalente al BDCF

por tener iguial base y sus vér-

tices en la recta EB, equidis-

n tante de la base por ser parale-

a, y este tetrdedro BDCF, considerado su vértice en D
(esto es, DBCF) es equivalente al ABCF, 6 bien FABC.

Luego queda demostrada la equivalencia del prisma
con la suma de los tres tetraedros.

Corolario, m volumen de un prisma triangular troncado
es igual al producto de un tercio de su base por la suma
de las tres perpendiculares bajadas desde los tres vértices
de la seccidn.

Esta es una consecuencia inmediata del teorema.

CAPITULO IV.
CWiPARANoX DE LAS AREAS T DE LOS VOLUMENES DE LOS
POLIEDROS.

Teorema CCLV.

Las areas de dos poliedros semejantes, son proporciona-
les & los cuadrados de las aristas, diagonales, 6 lineas ho-
mologas cualesquiera.

Sean A, B, C, D.... las caras de uno de los dos polie-
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dros; C', D'.... las respectivamente homologas en
el segundo, y designemos por aya"' dos lineas homologas
cualesquiera en ambos poliedros (aristas, diagonales, &c.)
que sabemos seran proporcionales respectivamente,y que
por tanto la misma razoén existira entre aya' que entre
otras dos lineas homologas cualesquiera.

Siendo semejantes las caras de los dos poliedros seran
proporcionales & los cuadrados de sus lados homélogos,
y por tanto, tendremos

A A" a*: ¢ De donde sededuce que

B:B':za*: & A:A'::BB'z:C:C'............. ::a*:a~*
C:Cl::<: 0*l 6 bien

D:D"::a*: a» A+ B+ C.A'+B'+C'.... :: av
es decir,

area total de un poliedro : es al area total didotro :: a*: a™*

Teorema CCLVI.

Los volumenes de dos poliedros semejantes, son propor-
cionales a los cubos de sus aristas, diagonales, 6 lineas
homologas.

1® Consideremos primeramente dos tetraedros seme-
jantes, sean B y 0 sus bases, A y 0 sus alturas. Sabemos
que

B:i;:A®: 0%
y como evidentemente (A : ;. A o, tendremos mul-
tiplicando ordenadamente estas proporciones
(AB :Jai:: AR: a*

Pero siendo “"AB y los volimenes de los dos te-
traedros, queda demostrado que son proporcionéles a lo*
cubos de sus alturas,y como estas alturas son proporcio-
nales a las lineas homologas, queda demostrado el teore-
ma para los tetrdedros semejantes.

2.0 Supongamos ahora dos poliedros semejantes cuales-

Uatrmé(iciu. IL t 181
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quiera: se podran descomponer en igual numero de te-
traedros semejantes y semejantemente dispuestos \ Teo-
rema CCXXXVII]. Sean V y V' los volumenes de estos
poliedros, T, T', T', T'".... los tetraedros que componen
el primero, t', t", f ... los que componen el segundo,
a y o dos lineas homologas cualesquiera (aristas, diago-
nales, &c., pues se sabe que la razon entre ellas esigual).
tendremos la serie de razones iguales

T:i":;T 0 T T o*
luego
XO- 1T s DD O
y finalmente
AV VAR
LIBRO II.

CUKRroS TERMINANOS por SUPERFICIES curvaAs.

CAPITULO 1.

ARICAS DI'r. CILINDRO Y DEL CONO.

Teorema CCLVII.

El area de la superficie lateral de un cilindro recto, es
igual al producto de la circunferencia de su base multi-
plicada por sugeneratriz 6 altura.

En efecto, el cilindro recto puede considerarse como
un prisma recto regular de infinito nimero de caras(134);
y como el area lateral de un prisma recto, cualquiera
que sea el namero de sus caras, es igual al producto del
perimetro de su base por su altura [Teor. CCXL], ladel
cilindro tendréa por expresion el perimetro de su base,
que es la circunferencia, por su altura o generatriz.
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Es evidente que el area total del ciliudro se hallara
esumando al area lateral, la de los circulos que le sirven
moe bases.

Si llamamos R al radio de las bases del cilindroy L
5U lado, generatriz 6 altura, el area lateral A, y el area
iotal T, se expresaran del modo siguiente;

A= 2tRx L, T= 27rRxL+ 2irR*= 2TTR(L+ R).

Escolio. Puede notarse que el area lateral del cilindro
-«s igual & la de un rectangulo que tenga por base la cir-
cunferencia rectificada y por altura el lado del cilindro.
Este rectangulo representa el desarrollo de la superficie
lateral del cilindro sobre un plano.

Teorema CCLVIII.

El area de la superficie lateral de un cono recto, es igual
al producto de la circunferencia de su base por la mitad
de su arista, generatriz 6 lado.

Sabemos (182) que el cono puede con.sidorarse como
una piradmide regular do infinito nUmero de caras; pero
el area lateral de una piramide regular es igual & la mi-
tad del jiroducto de su perimetro por la altura de uno de
los triangulos laterales \ Teor. CCXXXV111]; luego el
area lateral del cono sera igual también al perimetro de
su base (circunferencia) por la altura de una de sus ca-
ma (que es el lado del cono.)

Es evidente que el area total del cono se hallara su-
mando al area lateral la del circulo de la base.

Sean R y Jjel radio y el lado de un cono recto, el area
lateral A,y el area total T: tendremos las expresiones

A=7:Rx L, T=7:RxL4-"R*=""R(I“f R).

Escolio, Puede observarse que el area lateral de un
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cono recto es igual a la de un sector circular, cuyo arco
sea equivalente & la circunferencia de la base del cono,,
y su radio igual al lado del cono. Este sector circular re-
presenta el desarrollo de la superficie lateral del cono so-
bre un plano.

Como el drea de un sector es igual & la de un triangulo
que tenga por base el arco del sector rectificado y por
altura el radio del sector, se deduce que el area lateral
de un cono es también igual & la de un triangulo que
tenga por base la circunferencia rectificada y por altura
el lado del cono.

Teorema CCLIX.

El area lateral de un tronco de cono debases paralelasy.
es igual al producto de su lado por la semisuma de las
circunferencias de sus bases. (FHg. 249)

Sea el tronco ABCA'B'C’', supongamos construido
el cono total SABC. Es evidente que el area lateral del
tronco es igual & la diferencia entre las areas laterales de
lds dos conos SABC y SA'B'C".

Pero el area lateral del cono SABC es igual & la del
sector SCA, que tiene por radio el lado del cono y por
arco el equivalente & la circunferencia de la base ABC,;

el &realateral delconoS'A'B'C’

es igual & la del sector SC'A’,;

luego el area lateral del tronco

de cono es igual a la del trape-

ciocircxilarCC'A, A',. Este tra-

pecio circular es equivalente a

un trapecio rectilineo cuyas ba-

ses sean los arcos CA,,y C'A",

) rectificados, y su alturaCC'; el

cual tendra por area su altura CC', multiplicado por la
semisuma de las bases; luego también el area lateral del
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tronco sera igual & su lado CC' por la semisuma de las
=circunferencias de sus bases.

Si llamamos R y f & los radios respectivos de las bases
ABC y A'B'C'y L aliado CC" del tronco, tendrenios que
= area

A= (i:R-1-r)= 7tL(R4-»m) =

Escolio general. Las ecuaciones que expresan las areas
laterales 6 totales de las superficies cilindricas 6 cénicas
y las que acabamos de formular antes, ligan entre si di-
chas areas con los radios, alturas y lados de dichos cuer-
pos; y pueden servir para determinar una cualquiera de
estas cantidades, conocidas las demas. Asi, por ejemplo,
de la ecuacion del area lateral del cilindro A=ii21IX B
que nos da & conocer esta cuando se conocen el radioy
el lado del cilindro, se deducen estas otras dos despejan-
do en ellas el radio 6 el lado.

A L= A
N-27 ! 2R’

Que nos durian a conocer el radio si el area lateral y
«l lado del cilindro eran conocidos; 6 el lado si el area y
«cl radio se conocieran.

CAPITULO II.
AREAS np. I,A SUPERFICIE TOTAL O PARCIAL DE LA ESFERA.

Lema 1I.

Si una recta de longitud determinada gira alrededor de
otra que esta situada en su mismo plano, el area de la su-
perficie engendrada por una revoluciéon completa de la
primera, esigual &4 su proyeccién sobre la recta que sir-
ve de eje, multiplicada porla circunferencia cuyo radio
es igual & la perpendicular levantada & dicha recta por
Aupunto medio, prolongada hasta tocar el eje. (fig. 250)
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Tres casos pueden suceder: Que la recta (AB) no
sea paralela ni toque al eje. 2® Que la recta (A'B') no
sea paralela y toque en uno de sus extremos al eje. 3®
Que la recta (A"B") sea paralela al eje.

Fig. 250.
1® Sea la recta AB, tracemos las perpendiculares AD
y BE al eje XY, y por el punto medio de ella C,la per-
pendicular CL & dicho eje, y la perpendicular CM & di-
cha recta AB, trazando ademas por el punto A la recta
AF paralela al eje. Se va a demostrar que la

auperjicie engendrada 2nvr AB = 1)Ex27tCM.

En efecto, esta superficie es evidentemente la lateral
de un tronco de cono de bases paralelas, luego \_Teorema
anterior~\
aup. eng.por AB= ABx {XAl)+ tBE)= ABx ~(AD-|-BE).

PeroC L =-7 [Thor. L], luego
auperjicie engendrada por AB= ABx 2uC,L.

Ahora los triangulos ABF y CLM son semejantes poi~
tener sus lados respectivamente perpendiculares, y no&
daréan la proporcion

AB : CM :: AF *CL,
de donde
ABXCL=AFXCM.

Sustituyendo en la expresién anterior en vez de A B X

CL, su igual AFXCM, tendremos finalmente

sup. eng. AB = AFx2xCM = UEXx2TrCM,porser AF= DE.
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2. ® Sea la recta A'B’, tracemos las rectas C'L'y C'M'

por el punto medio de la A'B'y respectivamente perpen-
diculares dlas A'D'y A'B".

La superficie engendrada por la revolucién de la rec-
ta A'B' es evidentemente la lateral de un cono, luego ten-
dremos \_Teor. CCLVIII]

super, eng. por A'B'= A'B'X 2¢C'L".

Peroles triangulos A'B'D'y M'C'L' son semejantes
por tener sus lados respectivamente perpendiculares, por
consiguiente

A'B": C'M"; A'B'; CL/,
de donde
A'B'XC'L'=C'M'XA'B".
Y sustituyendo en la igualdad anterior, tendremos

super, eng. por A'B'rrA'D'X 2¢C'M".

3. “ Seala recta A"B" que al girar engendraré la su-

perficie lateral de un cilindro recto, por tanto, tendremos
desde luego

superf. eng.por A"B"=A"B"x2irB"E"=D’'E'X2TtC"L".

147. Se llama la porcion UAB
CD.... de poligono regular comprendida entre dos radios
y dos 6 mas lados del poligono: hase del sector poligonal
es la linea quebrada ABCD.... que forman sus lados.

Lema II.

‘Si un sector poligonal gira alrededor de uno de sus ra-
dios, el area de la superficie engendrada por su base, es
ignal & su proyeccién sobre el eje multiplicada por la
circunferencia del circulo inscripto. (Fg. 251)

Sea el sector poligonal ABCD.... que gija alrededor
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de la recta AA’; segun el lema anterior, tendremos
area engendradapor AB= AP X 2x 10

id. BC=PQx2xKO
id. CD=QRx2xLO

luego tendremos sumando y tenien-
do presente que lIO=KO=:LO...y
llamando R al radio del circulo ins-

cripto
areaeng.por ABCD...=
iM (AP+ PQ+ QR...)X2XR.
148. Se llama zona esférica, la superficie engendrada

por un arco de sector circular que gira alrededor de uno

de sus diametros: si el arco generador toca por uno de

sus extremos al eje, este punto se-

ra fijo y el otro extaemo describira

una circunferencia. En tal caso la

zona se llama de una sola base. (Fg.

252) que es el circulo ABD que la

termina, y se denomina también

casquete esférico; pero siel arco ge-

nerador no toca al eje, los dos pun-

tos extremos describen dos circun-

1.J a%a ferencias paralelas PQR y P'Q'R’

~ la zona tiene dos bases que son los circulos que la ter-

minan. Altura de una zona es la proyeccion del arco ge-
nerador sobre el radio que se toma por eje.

Teorema CCLX.

El area de una zona esférica, esigual ala circunferen-
cia de circulo maximo de la esfera multiplicada por la
altura de la zona. (Fig. 351)

En efecto, segin el Lema Il el area engendrado por
el sector poligonal ABCD que llamaremos

A =i?/proyeccion sobre ARx2x0O M,
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Esta igualdad es cierta cualquiera que sea el nimero
<% sus lados; luego si consideramos que el nimero de la-
dos es infinito, el sector poligonal se convertira en un
sector circular, la recta OM se confundira con el radio
del circulo ABDA', y la superficie engendrada sera una
2ona esférica; luego

area de la 2072f= AIlIX2TiOA.

Pero AR es la altura de la zonay OA el radio de la
esfera & que pertenece, luego finalmente area do una zona

Z=ax 2-JR,

siendo a la altura de la zona, y R el radio del circulo
maximo de la esfera.

Teorema CCLXI.

El area de la superficie total de la esfera™ es igual al

producto de su diametro por la circunferencia del circu-
lo maximo.

En efecto, si la esfera se corta por un plano quedara
dividida su superficie en dos zonas de una base, cuyas
dos alturas componen el diametro de la esfera.

Luego llamando a estas alturas ay a', tendremos que
las areas de las dos zonas 7. y Z'-seran

7j~a X 21R" Sumando estas dos zonas tendremos
Z'=ii'x 2tiR 5 area de la eljfera”™[a-\~ a’) 2x11.

Como o-+-a'=2 R, tendremos, por ultimo, llamando A
al area de la esfera

A= 2R X2xR=.4xR*"

Vemos que el area de la esfera es cuadruple de la de su
circulo maximo.

149. Se llama huso esférico a la parte de superficie es-
férica comprendida entre dos semicircunferencias maxi-
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mas. Es claro, segun esta definicion, gxce dos husos esjéri-
eos son iguales cuando sus angulos esféricos son iguales;
pues si se hacen coincidir estos angulos, las dos semicir-
cunferencias maximas de un huso coincidiran con las del
otro, y por tanto laparte de superficie esférica que abra-
zan. También se deduce de la definicién que dos circulos
maximos perpendiculares entre si dividen a la superficie
esférica en cuati’'O husos iguales entre si, cuyos angulos
son rectos. Como el area de la esfera es 4-7.R™, el de uno
de estos husos sera irR®, es decir, igual al area del circulo
maximo de la esfera.

Teorema CCLXII.

Si se toma por unidad de angulos el &jigulo recto, el

area de un huso esférico es igualé la dei circulo maximo

de la esfera multiplica-

da por el angulo del hu-

so, (Fg 253

Sea el huso esférico

ABA'CA, tracemos por

el centro de la esfera el

no BCB'C' perpen-

ular al diametro AA'

terseccion de los dos

nos de las circunfe-

das que limitan al
S0). Sabemos que el arco B C es

érico BAC del huso.
Ahora tene evidentement proporcién

hxiso ABA'CA : area de la esfera : : arco BC : circunf. BCB'C'
0 bien
huso ABA'CA : i husos rectos : : anguloK : 4 rectos,
6 dividiendo por 4 los consecuentes
huso ABA'CA : huso recto : : angulo A : 1.
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Y como el huso recto es igual al circulo maximo de la
esfera
huso ABA'CA : cramj. Al
de donde
7wbo ABA'CA= TiR-xang. A.

Corolario. Si se tomael uso recto por unidad, el area de
un huso esférico cualquiera esta expresada por su angulo =
En efecto, de la igualdad
huso esférico-=.-K}il}y.iin(j. A,
se deduce suponiendo el area tiR* del huso i‘ecto igual &
la unidad,
area del huso esférico AB A'C A=iird. esférico A.

Teorema CCLXIII.

Dos triangulos esféricos simétricos”™ son equivalentes.
(Fig 24

Sean los dos triangulos ABC y A'B'C', en los que se
suponen los lados AB=A'B', BC=B'C', AC=A'C",
asi como los angulos opuestos; pero dispuestos simétri-
camente.

Sea P uno de los polos del circulo menor que pasa por
los tres puntos A, B, C, y unamos el punto P con A, B,
C, por medio de arcos de circulo maximo PA, PB, PC,
que seran iguales entre si
[Tcor. CCXI]. Tracemos so-
bre la superficie del triangu-
lo A'B'C', un arco de circu-
lo maximo A'P' que forme
con A'B' un angulo esférico
P'A'B'= PAB y tomemos
A'P'=AP. iM

1jOs dos triangulos esféricos APB y A'P'B son igua-
les, por tener AB=A'B', AP=A"'P'yel angulo com-
prendido igual: ademés son isésceles, pues de AP=PB,
se deduce que A'P'= P'B".
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De un modo anélogo se puede demostrar que los trian-
gulos esféricos APC y A'P'C"' son iguales por tener AP
=A'P', AC=A'C"', y losangulosPAC y P'A'C"' igua-
les por ser diferencia entre dos angulos respectivamente
iguales, siendo ademas isosceles.

Por ultimo, los dos triangulos PCBy P'C'B", por igual
razon que los anteriores, son iguales.

Luego cada uno de los dos triangulos propuestosABC
y A B'C' se componen de tres triangulos superponibles,
y por tanto, son equivalentes.

Escolio. Como el punto P equidista de los A', B', C',
se deduce que dicho punto es uno de los polos del trian-
gulo A'B'C"' \_Tcor. CCXI].

Teorema CCLXIV.

Tomando por unidadde angulos el angulo recto, el area
de un triangulo esférico es igual & la del circulo maximo
multiplicada por la semisuma de los tres angulos del tri-
angulo disminuida de una unidad. (Fg. 255)

Sea el triangulo esférico
ABC, vamosa demostrar que
su area

Prolonguemos sus tres la-
dos hasta que formen circun-
ferencias completas. Los dos

fw. 0. triangulos esféricos A'BC y
AB'C' son simétricos y por tanto equivalentes. EIl huso
esférico cuyo angulo es A se compone del tridngulopro-
puesto A BC y del BA'C=AB'C"; el huso esférico cu-
yo angulo es B se compone del triangulo propuesto y del
AB'C; vy el uso esférico cuyo angulo es C se compone del
triangulo propuesto y del AC'B; pero segun el teorema
CCLXII, tenemos
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T+C'AB'=i:r*xA
T+AB C=7tr*xB
T+AC'B=7tr*xC.

Sumando y teniendo presente que el triangulo propues-
toABC=T conlos C'AB', AB'C y AC'B componen la
superficie de media esfera que es iguala 2 «R", tendremos

2T+2XR*=nR>» (A-l-B-I-C).

De donde pasando al segundo miembro 2?:R*, sacando
factor comin uR* y dividiendo por 2, tendremos

T=7TtR=(A+~_+P_1"

Escolio. EI area de un poligono esférico se hallara di-
vidiéndolo en triangulos esféricos, y sumando las areas de
estos triangulos.

CAPITULO I11.

VOLUMENES DEL CILINDRO Y DEL CONO.

Teorema CCLXV.

E 1 volumen de un cilindro recto, es igual al producto de
su base por su altura.

En efecto, el cilindro puede ser considerado como un
prisma recto de un namero infinito de caras laterales; pe-
ro sabemos que el volumen de un prisma recto es igual al
producto de su base por su altura; luego el volimen del
cilindro también lo sera.

Si llamamos R al radio de la base del cuindi'oy A ala
altura, tendremos que su voliumen

V= T7TtR*xA= 7:R*A.

Escolio. Los corolarios de este teorema son analogos a

los del Teor. CCL.
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Teorema CCLXVI.

El volumen de tm cono recio, es igual & untercio del pro-
ducto de su base por su altura.

Pudiendo considerarse el cono recto como una pirami-
de regular de infinito nimero de caras, su volumen ten-
dra por expresion el tercio producto de su base por su al-
tura, que es la del volumen de una pirdmide cualquiera.
[Teor. CCLII].

Llamemos & la altura del cono A, al radio de su base
R, su volumen sera

v=.iii'x.jA={51ir
3

Escolio. Los corolarios de este teorema son analogos a
los del CCLII.

Teorema CCLXVII.

El oolimen de un tronco de cono de bases paralelas,
es igual al tercio de su altura multiplicado por la suma
de sus bases y de una media proporcional entre ellas.

Considerando un tetraedro de base equivalente & la del
cono total y de igual altura, y una seccién dada en este
tetraodro & igual distancia de su base que la altura del
tronco de cono; el teorema se demuestra como su analogo
el teorema CCLIII.

Llamemos a los radios de las dos bases del tronco de
cono Il'y r, & la altura del tronco A, tendremos que su
voluinen

V= A(7:R=+T:r=+7:1r)=~(QI*+r*+Rr),

porque la média proporcional entre las dos bases sera

Escolio general. Puede hacerse respecto a las formulas
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que hemos hallado en este capitulo, igual observacién que
=la que hicimos en el escolio del teorema CCLXI.

CAPITULO 1IV.

volOmenes total y paecial de la espera.

Lema |I.

Si un triangulo gira alrededor de tina recta exterior a
él y que pasa por su vértice en su plano, el volumen del es-
pacio engendrado por dicho tridngulo, es igual al area de la
superficie descrita por la base multiplicada por el tercio
de su altura. (?ig. 256)

Pueden suceder tres casos: 1® Que uno de los lados del
tridngulo coincida con el eje. 2.° Que la base del tridngulo

Figura 460.

prolongada encuentre al eje. 3.° Que la base sea paralela
al eje.

1® Sea el triangulo ABC que gira alrededor do la x*ec-
ta XY, tracemos la altura AK del triangulo y la pcrpeix-
dicular BD & la recta XY.

El volumen engendrado por el triangulo ABC, se com-
pone evidentemente de la suma de los conos descritos por
los dos triangulos l'ectangulos AB1) y BDC, los que sabe-

mos tienen por expresién \ Teor. CCLXVI], JAT)XuBD*

y U>CXtBD®, luego _
roluifien eng. por ABC= J(AD”-1)C) Bl)*=;AC X"BD".
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Pero los productos ACxBD y AE x BC son iguales™
porque cada uno es doble del area del tridngulo ABC, por
consiguiente, sustituyendo en la igualdad anterior, ten-

dremos
volUrnen eiuj.por A'B'C'=JAE X iiBD.BCj

pero ABD .BC es el area de la superficie conica descrita
por la base B C del triangulo, luego el teorema queda de-
mostrado.
2. ® Sea el triangulo A'B'C’', prolonguemos su base

B C hasta que encuentre al eje en D'. El cuerpo descrito’
por dicho triangulo es la diferencia de los cuerpos descri-
tos por los triangulos A'B'D "', y A'C'D ", que se hallan en
el caso anterior; luego

volirnen eng. por A'B'C'=JA'E'xar€a eng. por b'D".

volUrnen eng. por A'C'D'=JA'E'Xarca eng. por C'D';

luego restatido ordenadamente
vollrnen eng. por A'B'C'.-=JA'E'xarea eng. por B'C".

3. « Sea el triangulo A"B"C", en el que la base A'B'%
es paralela al eje XY . Tracémoslas perpendicularesA'D ",
E"C", B-'E" & este eje.

El volumen engendrado por el triangulo se compone
del cilindro que engendra el rectangulo A"B"E"'D", me-
nos los dos conos que describen los tridngulos rectangu-
los A"D"C" y Pero sabemos que

cilindro eng. por A'B"D"E"=tA""* x A"B"
cono eng. por Ai'D'C  =7iA'D"™ x JD"C"
cono eng. por B'C'E' =7tA'D"~XiC"E"

(*) Puede ocurrir que uno de los dngulos adyacentes al lado
AC, sea recto U obtuso, pero estos casos se demuestran de un mo-
do analogo, teniendo presente que si el &ngulo es recto engendra-
ré un cono, y si uno de los angulos A &C es obtuso, la perpendicu-
lar caera fuera del triangulo, y el volirnen descrito sera la diferen-
cia entre los volimenes de dos conos.
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Restando miembro & miembro de la primera de estas
igualdades, la suma de las otras dos, y teniendo presente
que i D"C"+ i C"E"= JA"B™*, resulta

voi. eiig.pw A"B'C"=71A"D"»(A"B"-i A B")
XIA"B'= JA'D"X 2tA'D A'B".

Pero 2Z7tA"D" X A"B" es el area engendrada por la
base del triangulo; luego el teorema queda demostrado.”*”

15eEma |l

Si un sector poligonal gira alrededor de uno de sus ra-
dios”™ el volumen del espacio engendrado por dicho sector
es igual al area descrita por la base multiplicada por el
tercio del radio del circulo inscripto. (Fg. 257)

En efecto, el volumen engendrado por cada uno de los
tridngulos is6sceles que componen
el sector poligonal, segun el lema
anterior, es igual al area descrita
por la base multiplicada por el ter-
cio de su altura (que es el radio del
circulo inscripto); luego cl volu-
men engendrado por el sector su-
ma de los volimenes de los trian-
gulos, seraigual al area descrita por
todas las bases de los triangulos Jom
(que forman la base del sector) multiplicado per el ter-
cio de la altura de uno de ellos.

150. Se llama sector esférico la parte de esfera engen-
drada por un sector circular OAB (Fg 258), que gira alre-
dedor de uno de los radios Ob del semicirculo generador
de la esfera. El arco A B del sector circular engendrara en

~{*) También en este caso podra ocurrir que uno de los angulos
A 6 B" sea recto U obtuso; pero la demostracion es extremada-
mente Sencilla dado el caso general que acabamos de demostrar.

H [ 191
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8U movimiento una zona esférica que es la correspondien-
te al sector esférico.

Teorema CCLXVIII.

E 1 volimen de un sector esférico, es igual al producto
delarea de lazonacorrespon-
diente, multiplicada por el
tercio del'radio. (Fg. 258)

Elsectorcircular OAB que
engendra en su movimiento
el sector esférico, puede con-

0 siderarse compuesto de infi-
nitos triangulos isésceles que

tengan por vértice comun el punto Oy por bases los ele-

mentos'del arco AB, constituyendo asi un sector poligo-
nal de infinito namero de lados. Pero sabemos [ m ali]
que el volumen del espacio engendrado por el sector po-
ligonal es igual al area descrita por su base multiplica-
da por el tercio del radio; luego el volumen del sector
esférico tendra también por expresion este producto.
Si llamamos al area de la zona Z y al radio de la esfe-
ra R. tendremos que el volumen del sector esférico
V=IiRxZ.
Y como el area de la zona Z \ Teor. CCI1X] tiene por
expresion 2t4R X a, tendremos también
V = §irR’ Xo.
Es decir, que el voliimen de un sector esférico es igual &
dos tercios del area delcirculo maximo multiplicadapor la
altura de la zsna.

T eorema CCLXIX.

El voKimen de una esfera, es igual al producto de su
area por el tercio del radio.
Laesfera podemos considerarla engendradapor dossee-
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toreB circulares que compongan al semicirculo generador,
y por consiguiente, su volumen sera igual al de dos secto-
res esféricos, cuyas zonas forman la superficie total de la
esfera. Si llamamos Z y Z'las dos zonas de estos dos sec-
tores esféricos, tendremos que el voltraen de la esfera,

V=IiRZ+iRZ'=JR(Z + Z').

Como las doszonas Z y Z' forman la superficie esférica
-que tiene por expresion CCLXI]] 4itR* tendremos
V=] tRS
que es el volumen de la esfera en funcién de su radio.

Puede escribirse esta expresion del siguiente modo:
V=2Rx |uR*

mB decir, que el volimen de la esfera es igual & su didme-

mtro multiplicadopor los del area del circulo maximo.

Si quisiéramos expresar el volumen de la esferaen fun-
cion del diametro D, tendriamos

~151. Segmento esférico es la porcién de esfera compren-
«dida entre una zona y la base 6 bases que la terminan.
(Fig- 259) ()
El segmento esférico puede te-
ner una o dos bases, segln tenga
una 6 dos bases su zona corres-
pondiente.
Para hallar el volumen de un
segmento esférico de una sola base
pueden suceder dos casos: que el
segmento sea menor que media es-
fera 6 mayor.
1® Si el segmento es menor que média esfera como el

(*) Algunos autores llaman segmento esférico al TolGmen en-
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engendrado por A B P (Fi{. 261) al girar sobre A A', suvo-

FHgifx

lumen se compone evidentemente-
del sector esférico engendrado por
el sector circular OAB, menos el
volumen del cono engendrado por
el triangulo OBP.

2* Si el segmento esférico de
una sola base es mayor que média
esfera como, por ejemplo, el engen-
drado por A'CBP, su volumen es
igual al del sector esférico OA'B,

mas el del cono engendrado por OBP.

Sl el segmento esférico, es de dos bases, como el engen-
drado por la figura QCBP, su volumen sera igual & la
diferencia entre los voliumenes de dos segmentos esféricos

Fig.isi.

de una sola base, & saber: el engen-
drado por QCA vy el engendrado por
P B A, cuyos volimenes sabemos de-
terminar.

152. Se llama casco
la porcidn de esfera comprendida por
un huso esférico PAP'B y los dos se-
micirculos que lo terminan. Por un ra-

zonamiento enteramente igual al del

gendradopor un .segmento circular AMB en la revolucion del
circulo generador de la esfera & que pertenece (Fg. 260). Se vé

I-ig. mu.

que este volimen es la diferen-
cia entre el del sector esférico
engendrado por el sector circu-
lar OAB'y el engendrado por el
tridngulo is6sceles OAB', que
tiene por base la cuerdadel arco
del sector. En los autores fran-
ceses es comun esta definicion
del segmento esférico, que tiene
su razon de ser en la circunstan-
cia de ser engendrado por un
segmento circular.

esférico (|
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teorema CCL X1 se demuestra que tomando por unidad el
casco esférico recto (es decir, aquel cuyo huso esférico es
erecto), el volumen de un casco esférico es igual & el del
casco esférico recto multiplicado por su angulo.
El volumen del casco esférico recto, siendo evidente-
mente la cuarta parte del de la esfera, estara representa-

do por de manera que el volumen de un casco es-
férico cualquiera se expresara
V= I7tR*x A,

siendo A su angulo.

CAPITULO II.

COMPARACION DE LAS [REAS Y DE LOS VOLUMENES
DE LOS CUERPOS REDONDOS.

153. Se da el nombre de conos semejantes & aquellos
cuyos triangulos generadores son semejantes, y por tanto
que sus alturas, ladosy radios son proporcionales.

154. Se llaman cilindros semejantes los que sus rectan-
gulos generadores lo son, y por tanto sus alturas y radios
son proporcionales.

T eorema CCLXX.

Las areas laterales de dos conos semejantes, son propor-
cionales & los cuadrados de los radios de sus bases, alos
de sus alturas, 6 & los de sus lados.

Mamemos Ry r los radios, A y a las alturas, L y / los
Jados de los dos conos semejantes. Tenemos (153) que

. L:i::R:n
y evidentemente
TR :®r::R :rj
niultiplicando entre si estas proporciones
XR L :7tr/::R*:r~

Al cilindro, conoy esfera ae les suele llamar, aunque no con
«mu hi propiedad, los tres cuerpos redondos.
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Pero uR L es el &rea lateral de uno de los conos, x ri
la del otro, y como los radios, lados y alturas, son pro-
porcionales, también lo seran sus cuadrados, luego final-

mente
irRL :"Krl ::R*:r :: A*:a®::L*i

Teorema CCLXXI.

Las areas laterales dedos cilindros semejantes, 60 pro-
porcionales a los cuadrados de sus radios, 6 a los de sus-
alturas.

Sean R y r los radios de las bases, A y a, las alturas,,
tenemos (154), que

A:o::R:r,
y evidentemente
2iiR : 27tr; ;R :1j
luego multiplicando estas dos proporciones y teniendo
presente lo dicho en el teorema anterior,
2irRA :2«ro :;R*:r*: : AB : a~

Teorema CCLXXII.

Las areas de dos esferas, son proporcionales & los cua-
drados de sus radios 6 de sus didmetros.
En efecto, tenemos evidentemente que

4¢R* : 4itr* : : R* . r~.

Y como los radios son proporcionales alos diametros,,

tendremos
4¢R® : 4«r* : ; R*:r*.: D*:d*~

Teorema CCLXXIII.

Los vohimenes de dos conos semejantes, son proporcio-
nales 4 los cubos de los radios de sus bases, a los de sua
alturas, 6 & los de sus lados.

En efecto, tenemos que

A;o;:R:r.
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Y evidentemente
JNR*:17tr*:;E*;r*.
Muiltiplicando y atendiendo & la proporcionalidad ya
sabida
[7¢R*ALl (7rr*a :: R*:p it A*: @1 L®:

Teorema CCLXXIV.

Los volimenes de dos cilindros semejantes, son proper-'
clénales a los cubos de los radios de sus bases, 6 a les
de sus alturas.

Sabemos que
A:a::R:r,
y como
TtR*:7cr*.:R*:r*,
tendremos

TrR*A :Ttr-a:: R*:m» i AN an

Teorema CCLXXV.

Los volimenes de dos esferas, son proporcionales a los
cubos de sus radios, 6 a los de sus didmetros.
Pues tenemos evidentemente

I7rR3 : *Tm» :: R» : 1@®:: D* : d.
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LIBRO III.
PROBLEMAS RELATIVOS L ESTA SECCIOIT.

CAPITULO I
POLIEDROS.

P roblema LI.

Conocidas las bases y la altura de un tronco de telrae-
dro 6 depiramide cualquiera de bases paralelas, calcular
la altara de la piramide
total y de la piramide
deficiente. (Hg. 263)
Llamemos alas bases
B y i, & la altura del
tronco A,y a las altu-
ras desconocidas de la
piramide total y de la
deficiente X y a; es evi-
/=i,. 503. dente que X — x=A..
Ahora sabemos que entre las bases By vy las alturas
X y a de las pirdmides, hay la proporcién \_Teorema
CCXXXV],
.B:6::X*:a:™ dedonde VB\Vh:-.X:x.

De esta ultima proporciéon se deduce comparando la
diferencia entre los antecedentes y los consecuentes, con
sus respectivos antecedentes 6 consecuentes: las dos pro-

porciones
VW-Vb'.V/~:- X—a::X
V'B— Vb : X —X X

De estas proporciones se pueden obtener los valores de
X y Xen funcién de las bases y de la altura del tronco.
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pues X — ar=A. Tendremos, pues,
AVAT
VW— V'i va—VlI

Si llamamos C*y c* & los cuadrados equivalentes & las
mdos bases, estas dos formulas se convierten en

_A.C A .c
>(_C~c’ C-c

P roblema LII.

Conocida la ari$ta de un ietrdedro regular, hallar su vo-
lumen. (Fig. 164)

Sea el tetraedro regular VABC,
y su altura VO, que sabemos caera
«cn el centro O del triangulo equi-
latero ABC \_Teor. CXLVI]. Suvo-
lumen [7«or. CCLI1I] sera

V=iVOxABC.

Pero V O es un cateto del trian-
gulo rectangulo AOV, por consi- n,,.564.
guiente, llamando a la arista del tetraedro, segun el teo-
rema de Pitagoras, tendremos

V O = vVa*—Ko*

y Siendo A O el radio del circulo circunscripto al trian-
gulo, tendremos [Teor. CXXVIII]

AO‘:V.‘3, 6 bien Ao* =3, dedonde AO*:-i’\,
luego sustituyendo en el valor de VO, sera
VO=|AZ]|=/?2]-"=»)I].

Conocida la altura del tetraedro en funcion de su aris-
ta» nos falta hallar el area del triangulo ABC que sabe-
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mos tiene por expresion
ABC = —é\XAP.

Pero AP en el triangulo rectangulo ABP sera, temen-
do presente que BP=Ja,

luego sustituyendo en el area del triangulo

ABC=|xf
Tomando el valor de la altura VO en funcion de la
arista del tetraedro asi como el area de la base, tendremos
el volumen del tetraedro que sera

*

wm ol 2 « -

CAPITULO 1.
CUERPOS REDONDOS

Problema LUI.

Conocidas las basesy la altura de un tronco de cono de
bases paralelas, hallar el valor de laaltura del cono total
y la del cono deficiente.

Este problema se resuelve de un modo analogo al LI,
y por tanto las alturas incégnitas seran

Y _ A\B _AVA

Si sustituimos los valores de las bases B y ¢ en funcion
de los radios R y r, tendremos,

VvV _ A . V™R« A .
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Cuyas expresiones pueden transformarse en las siguien-
tes, suprimiendo el factor comudn /i,
AR Ar
VB?- VY

X:

y extrayendo la raiz cuadrada en los dos términos de los

denominadores
AR Ar
X =
R -r’ mR—r’

Problema LIV.

Suponiendo esférica la tierra y saliendo que la circun-
ferencia de circulo maximo es igual 4 40.0000 kilémetros,
determinar snradio, el areacke snsuperficiey suyolUnren.

Parak%llar el radio, terens

=-~,de donde logR=log;C—log7r=:3.803880

y por consiguiente
R=6366,2 kilometros.

El area de la superficie sera
S=47tR* de donde logS=log4-i-log'it-| -2logR =8.706970.

8=509296000 kilémetros cuadrados.
El Tolumen sera
V=A"NRN

que calculado por logaritmos como el radio y el area sera

V=1080760000 myriametros cubicos.



APENDICE

DE LA GEOMETRIA DEL ESPACIO.

CAPITULO 1.

DEFINICIONES DE LOS CENTROS, EJES Y PLANOS
DE SIVETRIA

Centro de simetria. Dos puntos 8on simétricos respecto &
otro que se llama centro de simetria, cuando la linea recta que
une aquellos puntos pasa por este y queda dividida en dos par-
tes iguales. Asi, por ejemplo, los puntos {Fig. 265) A y C, B

y B', A'y C son simétricos respecto
al centro O, si tenemos OA= OC/,
OC=0A', OB= OB

Dos rectas AC y A'C'son simétri-
cas con respecto al centro O si lo son
sus extremos.

Dos poligonos son simétricos, si
lo son sus lados, y por consiguiente,
si lo son sus vértices.

y's 55 Dos poliedros son simétricos, si
lo son sus caras, y por tanto si lo son sus aristas, 6 sus vér-
tices.

Dos partes de un mismo poliedro son simétricas si lo son las
caras que forman estas partes, 6 bien sus aristas, 6 sus vértices.

Las rectas 6 los poligonos planos que son simétricos respec-
to &4 un punto 6 que tienen un centro de simetria, son superpo-
nibles; pero los poliedros simétricos respecto & un punto en ge-
neral no pueden coincidir, pues aungue tienen sus elementos
iguales, estan coordinados de distinta manera.

Simetria de posiciény de forma. De aqui resultaque para
los poliedros hay dos clases de simetria, la de posicion y la de
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forma 6fuura. Asi, por ejemplo, en los tetraedros {Fi”™. 266)
TABCy TA'B'C' que suponemos simétricos respecto al pun-
to T, existe la simetria de po-
sicion que conservaran mien-
tras persista la que relativa- al<=/~j~rC’
mente tienen, y la simetria de
forma que subsistira cualquie-
ra que sea la colocacion de
ellos. Esta simetria deforma
gue consiste en que los elemen-
tos son iguales pero colocados
en distinto orden, es lo que ha-
ce que los poliedros simétricos
no puedan coincidir, por regla

Los centros de figura de los poliedros regulares son centros
de simetria de los mismos.

En dos poliedro.« simétricos respecto & un punto se verifica:

1. * Qw! sm superficies son equivalentes.

2. ° Que sus volumenes son equivalentes.

Eje de simetria. Dos puntos A y A' {Faj. 267) son simé-
tricos respecto & una recta, que se llama eje de simetria, cuan-
do se hallan en una misma recta
A A' perpendicular & este eje é
igualmente distantes, de modo que
A o=A"«.

Dos rectas son simétricas res-
pecto & un eje cuando lo son sus
extremos.

Dos poligonos son simétricos, si
lo son sus lados, y por tanto si lo
son sus Vértices. Fil.. 4s7

Dos poliedros 6 dos porciones de poliedro, son simétricas
respecto & un eje si lo son sus caras, y por consiguiente si lo
son sus aristas 6 sus vértices.

Los poliedros simétricos respecto i un eje son superponiblcs
y por tanto la simetria con relacion a un eje, solo es de posicion.

La altura de una piramide regular es eje de simetria de es-
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ta piramide; la recta que une los centros de las bases de un
prisma regular es eje de simetria del prisma.

En todo poliedro simétrico con respecto & un eje se verifica:

1. “ Que toda recta perpendicular al eje y que termina en la
superficie queda dividida en dospartes igualespor él.

2. ® Todo plano que pasa por el gje, divide al poliedro en dos
partes iguales.

3. ® Todo plano perpendicular al eje determina un poligono
<Jue es simétrieo respecto alpunto de interseccion del plano con
dicho eje.

Plano de «imetria. Dos puntos A y A'[Fig. 268) son simé-
tricos respecto & un plano, cuando se hallan situados en una

perpendicular a este plano y equi-
distantes de él, de manera que As
=A'a.

Eos rectas son simétricas respec-
to a un plano, si lo son sus extre-
mos. =

Eos poliedros son simétricos, si
lo son sus caras, 6 sus aristas 6 sus
Vértices.

Fig. 268. Si un poliedro es simétrico res-
pecto a dos planos perpendiculares entre si, la interseccion de
estos planos es un eje de simetria del poliedro.

Si un poliedro es simétrico respecto & tres planos perpendi-
culares entre si, el punto de interseccion de estos tres planos
es uncentro de simetria del poliedro.

CAPITULO I1.
NOCIONES SOBRE LAS SUPERFICIES CONICAS, CILINDRICAS
T DE REVOLUCION.

Superficies cbénicas.

Generacion. Se llama superficie conica la engendrada por
una recta SA {Fig. 269) que se llamageneratriz, que pasa en
todas sus posiciones por el punto S apoyandose sobre una li-
nea cualquiera AB CE.... llamada directriz. EI punto S sede-
nomina Vvértice 6 dispide de la superficie cénica.
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Variedade*. Las superficies conicas se distinguen segun sus
directrices, denominandose superficies conicas circulares, elipti-
cas, parabolicas, &c., seglin que su directriz sea una circunfe-
rencia, una elipse, 6 una parabo-
la, &c.

El plano es un caso particular de
este género de superficies, pues si la
directriz fuera una recta, la genera-
triz engendraria un plano.

Conos. Si la directriz de la su-
perficie conica es una curva cerra-
da y se cortan todas sus generatri-
ces héacia un mismo lado del vértice j
por un plano, el cuerpo comprendido entre este planoy la su-
perficie cénica es el cono, que tiene por base el plano secante,
por cuspide la de la superficie conica y por la altura la per-
pendicular bajada desde este punto € la base.

Cono circular recto. EIl cono que hemos estudiado (engen-
drado por la revolucién de un triangulo rectangulo) en la geo-
metria elemental, no es mas que un caso particular; pues si la
curva ABCD fuera una circunferencia y el punto S estuviera
en la perpendicular levantado & su plano por su centro, el
cuerpo SABCD seria un cono circular recto.

Si siendo la directriz una circunferencia el vértice no estu-
viera en la perpendicular & la base levantada en su centro, el
cono seria circular oblicuo.

Propiedadei. Cualquiera que sea la directriz, en las infini-
tas especies de superficie conica, se verifican las siguientes pro-
piedades:

1 Todos losplanosparalelos determinan secciones semejantes.

2. " Los planos tangentes pasan por una generatriz.

3. ®La sxtperJUfe conica puede desarrollarse sobre un plano.

SUPEBPICIIS CIIL{irDRICAS.

Generacion. Se llama superficie cilindrica {Fig. 270) la que
tiene por generatriz una recta A'B' que se apoya en su movi-
miento sobre una linea cualquiera ahed [directriz) conservan-
dose en todas sus posiciones paralela 6 una direccion RS.
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La superficie cilindrica, puede considerarse como un caso
particular de las conicas, porque si en estas se supone el vér-
tice en el infinito, las generatrices-

son paralelas.

Variedades. Las variedades de
las superficies cilindricas son ana-
logas 4 las de las conicas; de mane-
ra que se llaman circulares, elipti-
cas, parabdlicas, &c., seglin que la
directriz sea una circunferencia,
una elipse, una parabola.

El plano es también un caso par-
ticular de este género de superficies, pues resulta engendrado
si la directriz es una linea recta.

Cilindros. Si la directriz de la superficie cilindrica es una
curva cerrada, y se cortan todas sus generatrices por dos pla-
nos paralelos ahcd, a'b'cd’ {Firj. 271), el cuerpo comprendido

entre estos y la superficie cilindrica es
el cilindro, cuyas bases son las seccio-
nes planas, y su altura la distancia en-
tre las dos bases.

Cilindro circular recto. El cilindro
recto (engendrado por la revolucién
de un rectangulo) es un caso particu-
lar; pues si la directriz es una circun-
ferenciay la generatriz es perpendicu-

Fig. 271. lar & su plano, engendrara en su mo-
vimiento la superficie lateral de un cilindro recto.

Propiedades. En todas las infinitas especies de superficies
cilindricas que pueden existir se verifica:

1. “ Que los planos paralelos determinan secciones iguales.

2. ° Que losplanos tangentes contienen & una generatriz.

3. ® Que la superficie puede desarrollarse S(d)re unplano.p

(=) Las superficies cilindricas y conicas se hallan comprendi-
das en otra generacion mas general de superficies que se llaman
desarrollahles, y que tienen por principales caracteres ser desar—
rollables sobre un plano y admitir por generatriz una linea recta,,
con la condicién que en dos de sus posiciones infinitamente proxi-
mas, se baile en un mismo plano.
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SUPERFICIES DE REVOLUCION.

Generacion. Se llama superfcic de revolucion la engendrada
por ufia linea cualquiera ABC.... {FUj. 272) que gira alrededor
Qe la recta fija XY llamada eje. En este movimiento cada uno
de los puntos de la generatriz ABC describird una circunfe-
rencia cuyo radio sera la perpendicular bajada desde él hasta

eje, y por tanto cuyo centro estara en el eje.

Sém 6 cuerpo de revolucion es la porcion del espacio cir-
cunscripu por dicha superficie; cuyo espacio serd limitado 6
tndejin”, segun que la generatriz sea una curva cerrada 6
indefinida. Cuando el sélido es limita-
do, se llaman polos a las extremidades
del eje de revolucion.

El cono recto, el cilindro recto y laes-
fera, son tres sélidos de revolucién cu-
yas superficies tienen respectivamente
por generatrices, una recta que encuen-
tra al eje, una recta paralela al eje, y
una semicircunferencia cuyo diametro
es el eje de revolucion.

Weridi.«<o.. Todo plano que pasa
por el eje de una superficie de revolu-

seccion ABC,
C,,. fimétnca respecto al eje, que se llama meridiano de la
~rficie. Todos los meridianos son iguales.

En la esfera el meridiano es un circulo méximo, en el cilin-

ro un rectangulo, y en el cono un triangulo isoscele.
«=lelo». Todo plano perpendicular al eje determina una

ludon" un paralelo de la superficie de revo-

~"1® esfera los paralelos son circulos que van decreciendo
« a seccion que pasa por el punto medio del eje (que es
un ¢ rculo maximo igual al generador) hastalos polos. La sec-
cién media se llama ecuador.
En el cilindro todos los paralelos son iguales.

u. [ 20 j
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En el cono los paralelos van decreciendo desde la base has-
ta el vértice.

Nota general sobre la generacién de superficies. Cuando
una linea cambia de posicién, sea quedando idéntica en su di-
mensién y forma, sea cambiando su magnitud 6 su forma, 6
ambas; la reunién de todas las posiciones sucesivas de esta li-
nea forma una superficie, de la que es generatriz la linea en
cuestion.

La ley 6 sean las condiciones fijas, en que se verifica el mo-
vimiento constituye el modo de generacion de la superficie, cuyo
modo en un graii ndmero de casos lo determina la directriz,
es decir, otra linea que regula y determina el movimiento ge-
nerador.

E&cil es comprender que una misma superficie, puede tener
varios modos de generacion; asi hemos visto que las superfi-
cies cilindricas y cdnicas (circulares) pueden engendrarse 6 por
revolucién de una linea recta, 6 por el mofimiento de unarec-
ta que fija en un punto 6 paralela constantemente & una direc-
cion dada, se mueve apoyandose en una circunferencia.

Poro un mismo modo de generacién no conviene mas que a
un género de superficies, en el sentido de que todas las super-
ficies engendradas de un modo igual, tienen muchas propieda-
des comunes que se derivan de su generacién y délas que go-
zan con exclusion de las demés.

Las superficies cilindricas, conicas y de revolucion, que he-
mos definido nos dan una idea de esta verdad.

No podemos extendernos en este punto, que sale de los li-
mites de la Geometria Elemental.

CAPITULO III.

NOCIONES SOBRE LA HELICE.

Defioicioa. Supongamos que la superficie lateral de un ci-
lindro recto de base circular BD {Fig. 273) se desarrolla en
un plano en el rectangulo ADQP. Dividamos su altura AD
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en un ndmero cualquiera de partes iguales AE, EF, FD, y to-
memos sobre el lado opuesto una longitud PR = A E, tirando
la recta AR, y sus paralelas E S, F Q. Si se vuelve a enrollar
el rectangulo A1) QP sobre el cilindro, las rectas AR, ES, FQ
trazaran sobre la superficie del cilindro una curva continua
que se llama hélice.

La curva es continua, pues al arrollarse el rectangulo, sus
dos lados AD y PQ se confunden en una sdlageneratriz, y el
punto R se confundira con E, el S con F, el Q con D.

Espira y paso. Cada uno de los arcos déla curva que tiene
sus extremidades sobre una misma generatriz es unaespira de
la hélice; y sellama paso de lahélice la distancia constante que

« 873,

«xiste entre dos puntos de la curva situados en una misma ge-
neratriz. Esta distancia es igual AaAE = EF = F1).
La circunferencia de la base del cilindro rectificado, el paso
e a elice y una de las espiras rectificadas forman un trian-
gu o rectangulo ARP. Por consiguiente, la hélice sera cono-
ci a, si se dan dos de estas tres cantidades.
Propiedades. En la hélice se verifica
le  Que la distancia de unpunto de la curva a la base del ci-
indro es projwrcional al arco de esta cwva comprendido desde la
base A dicho punto.
2. Que la tani/ente 6 la cunxi en un punto cualquieraforma
vn angulo constante con lageneratriz del cilindro que pasa por

dicho punto.



— 308 —

CAPITULO IV.

BREVISIMAS NOCIONES DE GEOMETRIA DESCRIPTIVA.

PRELIMINARES.

Definicién. La i/comeiria &e«cn))iiVo tiene por objeto repre-
sentar graficamente, sobre un plano, la magnitud y la posicién
absoluta 6 relativa de las cantidades geométricas que se ha-
llan generalmente en distintos planos.

Proyeooione*. Entre los métodos que pueden emplearse pa-
ra conseguir el fin que esta ciencia se propone, vamos & indi-
car el de lasproyecciones por ser el mas importante en este ra-
mo de las Matematicas, cuya invencién es debida en su mayor
parte al ilustre Monge, uno de los fundadores de la Escuela
Politécnica de Paris.

>

Planos de projeocion. Consideremos dos planos perpendi-
culares entre si, uno HH' {"Hg 274) horizontal y el otro VV'
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vertical, estos planos se llaman de proyecciény se cortan en una
linea horizontal LT que esla linea de tierra. Se llaman proyec-
xicne» de un punto A del espacio, sus dos proyecciones {Geo-
metria 88) aya’ sobre los dos planos de proyeccion; a es la
proyeccion horizontal y a' la vertical.

Las proyecciones de una recta, de una curva, 6 de un cuer-
po en general es el conjunto de las proyecciones de sus puntos.

Si consideramos una recta AB en el espacio y sus proyec-
ciones horizontal y vertical ah, ab', los planos que debemos
imaginar por la recta A B perpendiculares respectivamente al
horizontal HH' y al vertical VV' de proyeccion, se denominan
planos proyectantes de la recta, y vemos que las intersecciones
de estos planos con los de proyeccién determinan las proyec-
ciones de la recta del espacio AB, que, por consiguiente, son
también rectas.

Trazas de un plano. La proyeccién de un plano sobre los
de proyeccién se determina por medio de las intersecciones de
aquel con estos, que se llaman trazas horizonUily vertical segin
ae hallen en el plano horizontal 6 en el vertical de proyeccion.

Superposicion de lo* planos de proyeccion. Como en el ul-
timo resultado los problemas de la Geometria descriptiva hay
que resolverlos en un sélo plano (el de la hoja de papel que sir-
ve para las construcciones graficas) se consideran los dos pla-
nos de proyeccion superpuestos; de manera que el plano verti-
cal VV'se supone que gira alrededor de la linea de tierra (se-
gun indican las flechas de la figura hasta venir a coincidir con
el horizontal; asi es que trazada la linea de tierra, la parte de
plano que hay debajo de ella representa la parte anterior del
plano horizontal y la inferior del vertical, y la parte del plano
que se encuentra sobre la linea de tierra representa la parte
posterior del plano horizontal y la superior del vertical; pero
en la imaginacion siempre hay que considerar levantado el pla-
no vertical formando los cuatro &ngulos diedros rectos que en
8Uverdadera posicién resultan de la interseccion .con el plano
horizontal. A estos angulos diedros se les llama 1.*, 2® 3.“y 4.“

. (*) SehacCXivenido siempre en acentuar las proyeeoioDes ver-
ticales.
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Ei le>es el que esta formado por la parte anterior del plano,
horizontal y la superior del vertical HXTV'; el 2.» su adya-
cente HLTV'; el 3.0 el opuesto por la arista al primero HLTV'

y el 4.0 su adyacente V'LTH'y opuesto por la arista al segun-
do, de modo que en resimen el l.oy 3.0, 2.» y 4 .» son opuestos

por la arista.
Correlacion de las proyecciones de un punto. Las proyec-

cumes de un punié del espacio tienen que estar en ima recia per-
pendicular & la linea de tierra. En efecto, siendo {Fig. 274) « y
«' las proyecciones del punto A del espacio, el plano uAo' es
perpendicular & los dos planos de proyeccién y por consiguien-
te a la linea de tierra, luego cortara & los planos de proyeccion
en dos rectas, am y a'm perpendiculares & LT en un mismo
punto m; de donde se deduce que al girar el plano vertical
para rebatirse en el horizontal el punto « se rebatird en 0" que
estera en la prolongacion m«" de la perpendicular a lalinea de
tierra.

Se puede observar en el rectangulo A « «1«', que la distancia
de un punto del espacio al plano horizontal es igual a la dis-
tancia a'ni de su proyeccién vertical & la linea de tierra, y que
la de dicho punto al plano vertical es igual & la distanck de
su proyeccion horizontal & la linea de tierra

»eteroiiuacion de «na recU por proyeccionc. ,, CO-
noce« las proyecciones horizontal y vertical de una recta del es-
pacio, en general la recta queda determinada. En efecto, .siendo
ah y a'h, las proyecciones de unarecta AB que esta en el es-
pacio, si consideramos por ellas los planos abAii, a'b'AB res
pectivamente perpendiculares & los de proyeccién (que son los
planos proyectantes de la recta) estos planos se cortaran segiin
la recta AB que es la recta del espacio.

m  Proyeccion de la, rectas paralelas. Si das rectas sonparale-
las, sus proyecciones horizontales y verticales también lason Los
planos proyectantes verticales de estas dos rectas son parale-
los, pues contienen cada uno dos rectas paralelas entre si que
son las dos rectas dadas y las perpendiculares al plano hori-
zontalj luego las intersecciones de estos planos proyectantes-
con el plano horizontel seran paralelas: pero estas interseccio-
nes son las proyecciones horizontales de las dos rectas, luego
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gueda demostrada la proposicién. Lo mismo se demuestra pa-
ra las proyecciones verticales.

Recta y plano perpendiculares entre si. Cuando una recta
es2crpendicular & unpla-
no, lasproyecciones de la
recta son perpendiculares
a las trazas del plano.
Supongamos que la recta
A B {Fty. 275) es perpen-
dicular al plano QGII.
El plano proyectante
ABai es perpendicular
al plano horizontal de
proyeccion MN, y al pla-
no propuesto, luego es Fig 84
perpendicular & la comln interseccion GK, 6 lo que es igual
la recta Gil es perpendicular al plano AB«6 pero entonces
dicha recta GK es perpendicular &4la ai que pasa por su pié
en el plano; que es lo que se queria demostrar.

Lo mismo se demuestra para la proyeccion vertical de la
recta AB.

Proyeocioaes de un punto segun su situacién en el espa>

cio. Sea LT 276) la linea de tierra; en esta figura asi
r
cu i 0
L i e’ | 7't
i uarN 7
n k ‘o' \d h A
Fgrald

como en todas las que siguen consideraremos superpuestos los
dos planos de proyeccién.

Si el punto esta situado en el primer angulo, su proyeccién
vertical estara en la parte superior del plano vertical y lapro-
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pccion horizontal en la parte anterior del plano horizontal,
luego a, a' seran sus proyecciones.

Si estd en el segundo &angulo, haciendo un razonamiento
anéalogo veremos que sus dos proyecciones b, H deben caer en
ia parte superior de la linea de tierra.

Cuaqdo el punto esta en el tercer angulo sus proyecciones
son ¢,

Si esta en el cuarto angulo las proyecciones seran d, d'.

Si el punto esté situado en el plano horizontal, su proyec-
cion vertical estara en la linea de tierra, tal es el e, €.

Si esta en el plano vertical, su proyeccion horizontal se en-
cuentra en la linea de tierra, como/, f.

Por ultimo, 81 el punto esta en la misma linea de tierra, sus
proyecciones se confunden en el hiismo punto, tal es, g,

Froyeocione» de una recta segun su posicion en el espa-
cio. Si la rectatiene una posicién cualquiera oblicua & los dos
planos de proyeccion, las proyecciones seran [ab,a'b’) [Fig, 277)

\FguiHm
Si es paralela aljplano vertical, su proyeccién |horizontal
.seré paralela & la linea de tierra [Geom. teorema CLXVI1I tal
es {be, iV.)
Si k rectaes paralela al plano horizontal, su proyeccion ver-
tical es paralela & la linca de tierra (crf, c'd".)
Si fuera paralela & los dos plems, esto es, & la linea de tier-
ra, sus dos {a-oyeccioiies serian paralelas & esta linea, tal e»

_(=) Hay que tener presente gne la proyeccion vertical *e ex-
pwisarfiompro con la letra acentmute.
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Si es perpendicular al plano horizontal, su proyeccién sobre
este plano evidentemente es un punto y sobre el otro sera per-
pendicular & la linea de tierra; lo contrario sucede cuando la
recta es perpendicular al plano vertical.

Si fuera la recta perpendicular & la linea de tierra, sus dos
proyecciones serian perpendiculares & esta linea; pues los dos
planos proyectantes de la recta se confundirian en uno soélo,
cuyas intersecciones con loa dos planos serian las proyecciones
de la recta, tal es la recta (e/, c'f.)

Por dltimo, si la recta estuviese situada en uno de los pla-
nos de proyeccion, ella misma seria su proyeccion en este pla-
no en que estaba situada y su otra proyeccion estaria en la li-
nea de tierra.

Puede observarse, que en todos estos casos la recta queda
determinada por su proyeccion, si se esceptlia cuando es per-
pendicular & la linea de tierra, en cuyo caso la proyeccién per-
tenece & todas las infinitas rectas que pueden trazarse en el
Unico plano proyectante.

Trazas de un plano segn su posicion en el espacio» Sabe-
mos que se llaman trazas de un plano, & las intersecciones de
este plano con los de proyeccion.

Un plano cualquiera, inclinado con respecto & los de pro-
yeccion, tiene por trazas dos rectas inclinadas respecto a la li-
nea de tierra, tal es el plano 278).

Figura

Si el plano es perpendicular al horizontal de proyeccion;su
traza vertical es perpendicular aia linea de tierra, ieur.
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es perpendicular a] plano hori-

Si el plano es perpendicular al vertical, su traza horizontal
es perpendicular a la linea de tierra: tal essRQR".

Si es paralelo al vertical, es evidente que no cortail & este
plano, y su Unica traza, la horizontal, sera paralela & la linea
de tierra [Geom. ieor. CLXVII]: plano RS.

_ Si fuera paralelo al horizontal, su Unica traza, la vertical, se-
na paralela & la linea de tierra: tal es S'R'.

rr i & la linea de tierra, sus trazas serian para-
lelas & dicha linea: plano X Z, X'Z".

Por altimo, si fuese perpendicular & la linea de tierra, sus
dos trazas serian perpendiculares & esta linea; y por tanto pro-
longacién una de otra: plano YXY".

Puede observarse que en todos estos casos el plano queda
determinado por sus trazas.

PKOBLEMAS.

1.© Dada$ lasproyecciones de una recia, haiUr «u. traza»

con los planos de proyeccion. [Fiy. 279)
Sean las proyecciones (ah) {«'¢'] de una recta (AB) del es-
pacio.La traza vertical de la recta, siendo un punto de ella que
esta en el plano vertical, su
proj eccion horizontal esta-
ra en la linea de tierra. Por
'gual razén la proyeccion
vertical de la traza horizon-
tal de larecta, sera un pun-
to de la linea de tierra. Lue-
go si se prolonga la proyec-
cién horizontal de la recta,
hasta la linea de tierrasy
se levanta la perpendicular
** N dicha linea hasta que

en s'enciipntr
~ N Praykcecion vertical a'b’ prolongada, el pun-

toao rr

terminara la traza horizontal de la recta que es el punfo r.



— 315 —

Si se nos dieran las trazas ry«, de una recta, para construir
sus proyecciones, bastaria bajar las perpendiculares r / y a's &
la linea de tierra y las rs y rV serian las proyecciones bus-
cadas.

2.° Dadas las proyecciones de una recta lhnitada, hallar su
loDgitud. {Fitj. 280)

Sean las proyecciones (a h)

(0'¢"). Larectadel espacio AB

forma con su proyeccién hori-

zontal aby con las perpendicu-

lares que proyectan los puntos

ay J, un trapecio vertical, del

que conocemo.s sus dos bases

gue son estas perpendiculares,

y el lado ah. Por consiguiente,

si consideramos que este tra-

pecio se rebate sobre el plano t<8«0-

horizontal de proyeccion, las bases seran aA=Ao0', 5B="5",
perpendiculares a ah, y uniendo A con B, AB es la recta del
espacio en su verdadera magnitud.

Podemos observar que el plano rebatido aiAB, no es mas
que el proyectante vertical de la recta.

Si por el punto A trazamos la recta AB' paralela a ab, que-
dara formado el triangulo rectangulo ABB', del que conoce-
mos AB'=fl6, BB'=y6'. Dicho triangulo rectangulo es muy
facil de construir en el plano vertical; para ello se traza por el
punto a' la recta uf paralela a la linea de tierra, y llevando so-
bre ella prolongada la distancia/«"=&«, la recta ;'«"'=AB.
es la recta del espacio en su verdadera magnitud.

Por unpunto dado, trazar una recia paralela & otra.

Debiendo ser las proyecciones de estas dos rectas paralelas,
para resolver el juoblema bastara por las proyecciones (ny 0')
del punto dado trazar rectas respectivamente paralelas a las
proyecciones de la recta dada.

4.® Conttruir las trazas de un plano que pasa por tres
puntas-dados, 281)

Searf los tres puntos dados (a,a") (6, b") (c, «'), debiendo es-
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tos puntos estar contenidos en el plano, también lo estaran las
rectas que los unen, y las trazas de estas rectas seran puntos

. 281

délas trazas del plano. Luego si hallamos las trazas N, M' de
la recta ab, a'h', y las de la recta be, h'c', que son M', N', las
rectas M'N'y MN son las trazas del plano.

Como comprobacién de que la construccién gréfica esta
bien ejecutada, pueden hallarse las trazas e, €', de la recta
ac, a'c', que deben ser puntos de la traza del plano.

5. ®Hallar las trazas de un plano dttejMsapor un puntoy
una recta.

6. ®Hallar las trazas de un plano gtus pasa por dos rectas
paralelas.

Estos dos problemas se resuelven de un modo anélogo al
problema 4®

7. ®Por un panto Jado trazar un plano paralelo & otro
dado. {Fig. 282)

Sean el plano NMN'y el punto {a, a'). Como los dos planos
son paralelos, sus trazas horizontales y verticales seran respec-
tiTamente paralelas; luego bastaria conocer un punto de cada
una de las trazas del plano desconocido.
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Para ello hagamos pasar por el punto dado una paralela a
la traza horizontal del plano conocido, esta recta estara conte-
nida en el plano que se quiere ha-
llar, y sus proyecciones seran para-
lelas & las de dicha traza horizon-
tal MN, que son esta rectay la linea
de tierra} por consiguiente, si por
el punto (a a') se trazan la recta
ab paralelaa MN y la a'b' paralela
a la linea de tierra, estas seran las
proyecciones de una recta paralela
a4 MN vy por tanto al plano NMN', Fig m.

y como dicha recta esta contenida en el plano cuyas trazas se
quieren construir, la traza vertical ¢' ser4 un punto de la traza
vertical del plano.

De un modo analogo si por el punto (0,a') se tira la recta
{ac, a'c’) paralela & la MN', su traza horizontal c sera un pun-
to de la traza horizontal del plano buscado. Luego trazando
por los puntos b’y c las rectas P Q'y P Q respectivamente a
MN'y MN, el plano quedara determinado.

Si la construccién esta bien hecha, las dos trazas del plano
deben encontrarse en unmismo punto P de la linea de tierra.

8. ®Dados dos planos, construir
la proyecciéon de su comun inter-
seccion. {Fi0. 283)

SeanlosdosplanosNMN'yQPQ'.
cuyas trazas verticales se cortan en
h'y las horizontales en a; estos pun-
tos evidentemente pertenecen ala
comun interseccion y ademas son las
trazas de esta recta; luego si baja-
mos desde ;'y o perpendiculares h'b ng- 83
y aa’a lalinea de tierra, las rectas a'b'y ab son las proyec-
ciones de la comun interseccién de los dos planos.

9. « H«lUr la inteneccioD de una reciacon unplano, (f'.284)

Sea la recta {ab,a‘'b") y el plano NMN', si consideramos el
plano vertical que ha servido para determinar la proyeccion
horizontal ai de la recta, sus trazas seran la misma recta ah
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y una perpendicular 6?j'a la linea de tierra. Este plano corta-

ra al propuesto en una linea que contendra el punto en que la
recta {ab,a'b") encuentra al plano NMN".

Luego hallando la proyeccion vertical «'/«’ de la comun in-
terseccion de los dos planos, el punto ?»'cs la proyeccion ver-
tical del punto en que la recta {"oh, 0'b") encuentra al plano
dado, y por tanto su proyeccién horizontal es ?».

Para com))robar que esta la construccién bien hecha, se
puede hallar la proyec-
cion horizontal dp déla
interseccion del plano
que proyecta la recta en
el vertical de proyeccion
con el plano dado; y esta
proyeccién horizon, debe
pasar por el punto ?».

10, Dado vn punto
fuera de un plano hallar
la distancia de este pun-
to ni plano. 28.).)

Sea el punto (a, a') y



— 319 —
«1 plano N MN', para hallar la distancia del punto al plano bas-
tara bajarle una perpendicular hasta que encuentre a dicho
plano.

Pero sabemos que si un plano y una recta son perpendicula-
res entre si, las proyecciones de la recta son perpendiculares
a las trazas del plano; luego las rectas ab, a'b’, perpendiculares
respectivamente & MN y MN' son las proyecciones de la recta.

Hallemos jahora la intersecciéon de la recta {ab, ab) con el
plano Nw Ii'IProblema anterior], y am, n'/n'seran las proyec-
ciones de la perpendicular al plano levantado hasta su punto
de encuentro con el plano. Su verdadera magnitud am se
hallara por el problema 2®

Para comprobar si laconstruccion estabien ejecutada, pue-
de hallarse la interseccion del ])lano que proyecta la recta ver-
ticalmente, cuya-s proyecciones deben pasar por el punto(»n, w ).

11. padas lasi~ro- ’
yecciones de una recia,
hallar los angulos que
formacon los planos de
projreooioD. {Fiy. 286)

Sea la recta [ah, u'h’)
hallaremos sus trazas
ry r'. Sabemos que el
angulo que forma una
recta con un plano es
el que forma con su
proyeccion sobre él;

luego el angulo quefor- hj. e
ma la recta del espacio con el horizontal de proyeccién serael
que forma dicha recta con pero observemos que la recta

del espacio forma con rd y con dr' un triangulo rectangulo
del que conocemos los catetos que son estas rectas. 1>uego si
rebatimos este triangulo rectangulo en el plano horizontal,
que sera rds, el angulo drs es el que forma la recta con el
plano horizontal; de un modo analogo se halla el angulo que
la recta forma con el vertical de proyeccion.

12. Dadas lasjmoycrcioties ce- dos recias, hallar lu mai cor-
la diitanola-.(J3"fy. 287)
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Sabemos [Geom. problema XLV I1] cuales son las construc-
ciones que hay que emplear para resolver este problema, y
s6lo se trata de realizar estas construcciones por medio de los
principios de la Geometria descriptiva] y cada una de ellas es

facil de ejecutar, pues
constituye uno de los pro-
blemas que hemos re-
suelto.

Asi, siendo las rectas
AB y CD (que se daran
conocidas por sus proyec-
ciones) por un punto de
una de ellas se trazara
una paralela DE & la
otra. iProb. 3«

Se construira el plano de las dos rectas CD y DE [Pro-
hlema 4.®)

Desde un punto cualquiera de AB se bajard una perpen-
dicular a este plano, determinando el pié de esta perpendicu-
lar. \_Prob. 10.]

Por este pié H se trazara una paralela d la DE [Pro6. 3.®Q)

Y desde el punto L en que esta paralela encuentre & la CD
se trazara la paralela R L a G H, y por consiguiente perpendi-
cular al plano MN, cuya paralela RL es la recta pedida.

CAPITULO V.
EJERCICIOS DE GEOMETRIA DEL ESPACIO.

Teoremas.

1. Cuando tres rectas que pa.san por el mismo punto son
dos a dos perpendiculares entre si, cada una de ellat et per-
pendicular al plano de lasotras dos y los tres planos que ter-
minan son perpendiculares entre si.

2. Dos rectas paralelas forman angulos igualescon un miis-
mo plano.f

(*) Véase la nota de la pagina 168.
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3. Dos planos paralelos forman angutos iguales coa un
mismo plano-

4. EIl plano bisector de un angulo diedro es el lugar geo-
métrico de todos tos puntos equidistantes de sus caras

5. El plano que pasa por la bisectriz de un angulo perpen-
dicular al plano de este angulo, es el lugar geométrico de to-
dos ios puntos equidistantes de sus lados.

6. Si dos prismas son semejantes, la* secciones perpendi-
culares a las aristas laterales son poligonos semejantes.

/. Dos piramides son semejantes, cuando todas sus aristaa
son paralelas respectivamente y dirigidas en el mismo sentido.

8. El area lateral del cilindro recto circunscripto & la esfe-
ra, es igual al area de la esfera.

9. EIl volumen del cilindro recto circunscripto a la esfera,
«* al de la esfera como 3 es & 2.

10. Si los didmetros de cuatro esferas son proporcionales a
los nimeros 3, 4, 5y 6, el volumen de la mayor es igual ala
suma de los volimenes de las otras tres.

Problemas.

A, ¢(Cudl es el lugar geométrico de todos los puntos cuyas
distancias a dos planos paralelos estan en una relacion cons-
tante»? : »?

2. (Cuédl es el lugar geométrico de todos los puntos equi-
distantes de las aristas de un triedro? [ Teor. 5®)]

3. ¢(Cual esel lugar geométrico de todos los puntos equi-
distantes de las caras de un triedro? [Teor. 4®)]

4. EIl voluraen de un tetraedro regular es HS"*, ;cual sera
«l valor de su arista?

0. Determinar el volumen de un tronco de cono recto, sien-
<o el radio de la base 12™, el de la seccion paralela & la base
9™y la altura 8™ [2W . CCLXVIL.]

6. Determinar el valor de! lado de un cubo que su volu-
nien sea duplo del de otro conocido.

<a Determinar el area de la esfera terrestre, suponiéndola
esférica, sabiendo que un arco de circulo maximo de 9* es
1.000 kilémetros. [TVor. CCLXI1.]

triio.— 1. Ea 1
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8. Hallar el area de un triangulo esférico, »uponleado que
9B tres angulos son A= 87°, B= 76y C= 52 y el radio de
la esfera & que pertenece 125 \ Teor. CCLXIV.]

9. Determinar el area de una rofia esférica, que SUaltura
sea igual & la mitad del radio de la esfera, y el valor del cua-
drante del circulo maximo de estaesfera igual & 88". \_Teore-
ma CCLX.3

10. Hallar el volumen de un sector esférico, cuya altura
sea igual a un tercio del radio, siendo el area de la esfera a
gue pertenece 68“ *

FIN DK LA GKOMIITKIA.



trigonometria RECTILINEA Y ESFERICA.



ADVERTENCIA A LOS ALUMNOS.

Los teoremas, problemas, formulas y parrafos de la Trigo-
nometria, llevan una numeracion correlativa desde el princi-
pio hastael fin, con el objeto de facilitar las continuas citas.

Cuando las referencias pertenezcan a los teoremas, proble-
mas 6 parrafos de la Geometria, se indicara asi; en otro caso se-

entendera que son de la Trigonometria.



TRIGONOMETRIA RECTILINEA.

LIBRO 1.

LINEAS TRIGONOMETRICAS

CAPITULO 1.

NOCIONES PRELIMINARES,

1. La TrigonometAa tiene por objetéla resolucién nu-
mérica de loe triangulos, es decir, el determinar los valo-
res numéricos de sus angulos y lados por medio de un na-
mero de datos suficiente.

2. La Trigonometria rectiVinea se ocupa de los trian-
gulos rectilineos, y la esférica de la resolucion de los tri-
angulos esféricos.

3. Sabemos por la Geometria que un triangulo rectili-
neo se puede construir dados tres de sus seis elementos,
con tal que en ellos entre un lado; pero las construccio-
nes gréaficas que se ejecutan para resolver estos proble-
mas, no pueden alcanzar gran exactitud, atendiendo & la
necesaria imperfeccion de los instrumentos que para ellas
se emplean; no sucede asi en la resoluciéon trigonométrica
de los triangulos, en la que los datos y las incégnitas es-
tan ligadas por ecuaciones que rigorosamente se deducen,
y los calculos se fundan en las leyes generales de la can-
mtidad, que son de una exactitud completa.

El problema general de la resolucién numérica 6 tri-
gonométrica de los triangulos quedaria resuelto, si se pu-

diesen hallar las leyes 6 relaciones que ligan los valorea
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de los lados de un triangulo cualquiera con sus angulos?
pues estas leyes expresadas algebraicamente nos darian
formulas 6 ecuaciones, que nos servirian para el fin ex-
presado; pero las relaciones entre los lados de un trian-
gulo y sus angulos son muy complicadas; asi es que los
geémetras en vez de los angulos 6 de los arcos que los mi-
den, han introducido ciertas lineas rectas auxiliares, cu-
yos valores dependen del que tenga el angulo v recipro-
camente, siendo sus relaciones con los lados del tridngu-
lo sencillas, y por tanto faciles de traducir en formulas.
Estas lineas auxiliares se llaman lineas trigonométricas, y
alas relaciones que ligan estas con sus arcosfunciones cir-
culares.

5. Las lineas trigonométricas de un arco cualquiera,
son: seno, tangente, secante y Seno-verso.

6. Se llama seno de unarco, 6 de su angulo correspon-
diente, la perpendicular bajada desde un extremo del arco
ni radio 6 diametro que pasapor elotro extremo.

7. Tangente de un arco es la parte de tangente geomé-
trica tirada desde un extremo del arco hasta el radio ¢
diametro prolongado que pasa por clolro extremo.

8. Secante un arco, 6 de suangulo correspondiente,
es la recta trazada desde el centro del arco hasta la extre-
midad de la tangente.

9. Seno-verso de un arco, es laparte de radio compren-
dida entre el pié del senoy la extremidad de dicho radio.

10. Se llaman coseno, cotangente, cosecante y cosetto-
rerso de un arco, el seno,tangente,secante y seno-verso de
su complemento, entendiéndose por complemento de un
arco, 6 de su angulo, lo que le falta 6 sobra para valer
un cuadrante. Como la idea de angulos 6 arcos comple-
mentarios es reciproca, se deduce que el seno, tangente,
secante y seno-verso de un angulo, son respectivamente
coseno, cotangente, cosecante y coseno-verso, de sucom'
plemento y vice versa.
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H. De manera que las lineas trigonométricas de un ar-
co son ocho, &saber; seno, tangente, secante, seno-verso,
coseno, cotangente, cosecante y coseno-verso: en todo rigor
no hay mas que las cuatro primeras, pues las otras cua-
tro pertenecen al arco complementario, y por eso se lla-
man co-lineas trigonométricas del arco en cuestion. Kn el
dia tienen poquisimo uso la secante y el seno-verso,y por
tanto la cosecante y el coseno-verso, «que son lincas tri-
gonométricas de igual naturaleza que las dos anteriores:
de modo que en definitiva son importantes para la reso-
lucién de los tridngulos dos lineas trigonométricas que
son el seno y latangente y sus co-lineaa, esto es, el cose-
no y la cotangente.

42. Dadas estas definiciones, indiquemos las lineas tri-
gonomét.* de losarcos AM, ABM', ABM" y ABM" (F. §88)

Arco AM. Arco ABM' Arco ABM . Arco ABM™.
UDgenle....~ AT tsngeDtc.....B AT'  titiicnii.....B AT Ungente...b AT
<tCIBU........ tm OT  secante........ = oT' secsiilc.......... )T secsnlc.....b UT"
mo Terso..B AC geno Terso.. = A'C' seno Terso..= A'B' SeN0 Terso... ®*AC
cetnovaUDaOC  coseno=M'Db OC' C0scno=M'DB OC' cosenoBUi'D'B OC
GOlaBgrol«..B BR  cotsngeiile... = BR' coungenie.» B R colsneenlo.. = BR'
eosetanle ...= OR  cosecsnle ... b OR' C0aeMnlo...B 0 H cosccsnte.. b OR'

ce*«no-Teraoet+ BD coseon Terso b RD coseno-versob A'C' coseno-Tirso= OD'

Puede observarse que
el coseno es siempre igual
a la distancia que hay en-
tre el pié del seno y el
centro.

43. Alconsiderar losar-
cos, asi como sus lineas
trigonométricas, debemos
tener presente no sélo sus
valores absolutos, sino nv.em

(=) Conviene el «lue los principiantes se ejerciten inuclio en
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también sus signos; es decir, la posiciéon en que se en-
cuentran, haciendo para ello uso del teorema de Descar-
tes; esto es, afectlUT con signos contrarios las magnitudes
(hneas trigonométricas, arcos, &c.) queso cuentan en sen-
tdos opuestos. De este modo las formulas adquieren mas
generalidad.
De modo que si convenimos en considerar como posi-
tivos los arcos contados en la direccion
A direccion
n il M Al; g Sl consideramos como positivas las lineas
trigonométricas de los arcos del primer cuadrante, seran
negativas las lineas trigonométricas que tengan posicion
contraria.

Asi, por ejemplo, los
valores absolutos del seno,
tangente, cosenoycotan-
gente del arcoABM™, son
respectivamente Jr'C,
Al', CO y Bit'; pero

atendiendo & sus signos

seran— MNC,—AT', OC

y—BR"; porque el seno,
la tangente y la cotangente se hallan en direcciones
opuestas a las de los arcos del primer cuadrante.

Teorema |I.

El seno de un arco es mitad de la cuerda del arco du-
plo. (Fig.288)

Sea el arco AM, si prolongamos el seno hasta que en-
cuentre & la circunferencia en yr, por ser OA perpendi-
cular 4 JIM', tendremos que [Geotn. teor. LX.]

seno MC= i cuerda MM"™ j areo AM= Jarco MAM™.

de diferente* arcos, para qne ad-
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Teorema 1I1I.

Los cosenos de dos arcos iguales y de signos contrarios
son iguales, y los senos, tangentes y cotangentes son
iguales y de signos contrarios.

Sean los dos arcos AM y AM"™ que suponemos iguales
en magnitud, pero en direccién opuesta a partir del pun-
to A, por el que suponemos que se empiezan a contar los
arcos, y que en tal concepto se llama origen de los arcos.

Si trazamos las lineas trigonométricas de estos arcos,
vemos que el coseno OC es comuna los dos arcos, los se-
nos MNC y MC son iguales en magnitud por ser iguales
los triangulos rectangulos OM Cy OM™C \_Geom. teore-
ma XX I111], pero se hallan en direccidon opuesta; lo mis-
mo sucede & las tangentes AT y AT' y a las cotangen-
tesliR y BU', por ser iguales los tridngulos rectangulos
OAT y OAT', OBIl yOBR".

Si llamamos a al arco AM, el AM™ se llamard—a, y
segun lo demostrado tendremos

sen (— = —sena €os (—a)=co08 a. \ j--,
tang (—a)= —tanga. cot (—a)= —cota.) A

De las definiciones de las lineas trigonométricas de
un arco y de las de su complemento (10) se deduce, aten-
diendo al teorema anterior, que

sen (0®—o0) = eos a \%
oo3(9(>*—a)= sen a j
tang (90°—a)= cot a i
cot (90°—a) = tang a )
men (90°-1-a) = eos (—c) = cos a \%
eos (0®j-a)= sen (—o0)= —sena f pgi

tang (90°-1-a)= cot (—o0)= —cota
cot (90®4-o0)=tang {—a)=:—tang a
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Teorema III.

Los senos de dos arcos suplementarios son iguales, y los
cosenos” las tangentesy las cotangentes, son respectivamen-
te iguales y de signos contrarios.

Si a representa un arco cualquiera, su suplemento sera
otro arco que sumado con él dé 180°, y por tanto se po-
dra representar por 180°— a=90°-]-90°— a. Pero sa-
bemos que
8en(90*-]-(90"—a))=cos(-(90°—c)}= <cos(90=0)= sema,
e0s(90°q-(90“-0))=8en(—(90°—0))= —Ben(90¥>a))= — Cossa N
tag(90"4'(90"-a))=cot(—(90°-a))= —cot(90°—o0 )= —tago r
cot(90°-1-(90°—a))=tag(—(90 —a))=_tag(90°-0)=—coto )

15. Segun estas formulas, toda linea trigonométrica
corresponde & dos angu-
los suplementarios. Si la
linea trigonométrica es
coseno, tangente 6 cotan-
gente,el anguloseraagu-
do si lleva el signo posi-
tivo, y obtuso si es nega-

m m tivo. El seno de un angu-
lo no determina el valor
del angulo, pues puede

ug. 3B pertenecer & dos angulos
suplementarios.

CAPITULO I1I.

XI.MITBS DE EOS VAEORES DE DAS LINEAS
TRIGONOMETRICAS.
16. Vamos a e.vaminar como varian las lineas trigono-
métricas de un arco, cuando este crece desde cero hasta
€l infinito positivo, 6 hasta el infinito negativo.

(=) Un angulo cualgniera, es siempre menor que dos angulos
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Supongamos (HFg. 588), que siendo A el origen de los ar-
cos y contandose los positivos en el sentido ABA'B'....»
el arco se reduce al punto A; es decir,quc sus dos extre-
midades coinciden, y por tanto su valor es cero. Su seno
y su tangente se reducen & cero; su coseno sera OB, es
decir, el radjo y su cotangente sera la tangente geome-
trica AT hasta que encuentre al radio OB; pero como
estas dos rectas son paralelas, no se encontraran si no es
en el infinito. Tenemos, pues, que si el arco=0

sen 0=0, cosO=R, tang0=0, cot0= co.

Si el arco va creciendo desde A hasta B, el seno y
la tangente crecen y el coseno y la cotangente disminu-
yen, siendo todos positivos. (13)

Si el arco es AB. es decir, igual & un cuadrante, esfa-
cil ver que

sen 90®=R, eos 90®=0, tang90®=<», cot90®=0.

Si creciendo siempre el arco llega & un punto M*' com-
prendido entre B y A', es decir, que el arco va crecien-
do de 90° & 180®, los valores absolutos del seno y de la
tangente disminuyen, y los del coseno y la cotangente
aumentan. Respecto & los signos, el seno es positivo; el
coseno, la tangente y la cotangente son negativos.

Si el arco es ABA", es decir, vale dos cuadrantes, te-
nemos que

sen 180®=0, eos 180®=—R, tang 180®=0, cot 180°=— X .

Si el arco vd aumentando desde A' hasta B , esto es,
desde 180° & 270°, el seno y la tangente aumentan ">y
el coseno y la cotangente disminuyen; siendo positivas las

rectos, y por tanto, el arco que le mide nnnea piiode H'-gar & va-
ler m¢lia circunferencia; pero las formula» trigonométrica» no so-
lo se aplican para la resolucion de los triangulos, **no también
para otras cuestiones en las que se consideran arco» positivos o ne-
gativos de todas magnitudes

(=) Siempre nos referimos & los valoree obsonitos*
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taDgeite, y las cotangentes, y negativos el seno y coseno.
»a -
cot270'=0.

Sen270-=_11, cos2i0-=0, tang270-=_,,

W ww cnaopo ades-

ge 3'700 r3 , SU seno y su tangente dlsmmuyen

aumentan su co.,en,, y su cotangente; siendo positio el
coseno, y hegativos el
seno, la tangente y laco-
tangente.

Por ultimo, si el arco
llega & valer una circun-
ferencia, es decir, em-
pieza en A y concluye
en el ini.smo punto, sus
lincas trigonométricas

8. W son iguales & las del ar-
JS evidente que para los arcos m,ayores que una cir-
unferencia los valores de las lineas trigonométricas van

ferlnck®“

ARCO AImiiSTA  ARcO DE 90
ARCO OR ISO»  ARCO DR 870®

d« 0® 6 90® ® i80® 4 5700 ..

T en eree deoR -en. die. de R i o0 een. die.de -R i O
>>Dg. .. deOi«e (oq.  de» i O .

COi» R ¢4 dgiaiD. de Rio 00* cree deOi—R (ng*  de» '. 0

cot.—» 'loot. dcx“"lceu L de0or o cio CCff. anm. de OI-R

: oi- - deOi»

, """i- t- yue el mayor valor absolu-
to del senoo deI coseno es el radioy el menor es cero. 2.*
Que el mayor valor absoluto de la tangente 6 de la cotan-
gente es co, y el menor es cero. 3.“ Que cuando crece
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una linea trigonométrica de un arco, disminuye su co-li-
neay reciprocamente; de manera que cuando el seno es
cero (que es el minimo valor) el coseno es el radio (que
es el maximo) y reciprocamente; lo mismo podemos de-
cir de la tangente y de la cotangente. 4® Que los arcos
que estan en el primer cuadrante tienen todas sus lineas
trigonométricas positivas; los del segundo tienen po-
sitivo el seno, y negativos el coseno, la tangente y la co-
tangente; los del tercero positivos la tangente y la cotan-
gente, y negativos el senoy el coseno; y los del cuarto-
cuadrante, positivo el coseno y negativos el seno, la tan-
gente y la cotangente.

18. Si observamos que en el primer cuadrante, esto es,
de 0° & 90°, las lineas trigonométricas pasan por todos
sus estados de magnitud, creciendo el seno desde 0 al ra-
dio y la tangente desde 0 hasta el » , y que estos creci-
mientos son progresivos & medida que el arco crece; po-
demos asegurar que dada una cantidad cualquiera positi-
va desde 0 hasta el » , siempre hay en elprimer cuadran-
te un arco tal que el valor numérico de su fanyente, 6 de su
cotangente, es igual & dicha cantidad; y que dada una can-
tidad positiva comprendida desde 0 al valor del radio,
sietpre existe en el primer cuadrante un arco tal que el va-
lor de su seno, 6 de su coseno, es igual & esta cantidad.

Es evidente, que si aun arco se le afiade un ndmero-
cualquiera de circunferencias positivas 6 negativas, esto
es, contadas en la direccion ABA'— o AB A ...los ex
tremes de los nuevos arcos que resultan seran iguales, y
por tanto, sus lineas trigonométricas seran iguales. De
modo que si llamamos a el valor de un arco cualquiera,
tendremosf

(*) Se entiende que empiezan en el origen y terminan en e»
primero, segundo cuadrante, &c.
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sen(2A7 + a)= &no. tang(2¢it4-0)=:tang a \
€0s (2A%&+0)=zc08a. cot (2At+ a)= coto ) ~

Suponiendo el radio igual & la unidad y & /ftun nume-
ro entero cualquiera, positivo, negativo 6 nulo; de ma-
nera que hay una infinidad de arcos que tienen las mis-
mas lineas trigonométricas.

CAPITULO I11.

RKLACIONES ENTRE LAS LINEAS TRIGONOME'fRICAS DE UN ARCO.

19. Tomemos & partir del punto A (Fg. 288) un arco
A M =o, positivo y me-
nor que un cuadrante, y
tracemos sus lineas tri-
gonométricas. Llamemos
r al radio del circulo.
Enel triangulo rectan-
gulo OMC tenemos
MC*+OC*=0M*,
U bien,
| VA sen*a4-cos*a=r*. [6]
Los tridngulos semejantes OCMYy OAT, nos dan las
relaciones
. OA:OC::AT:CM::OT:0M,
0 bien,
r :0Ba::tang, a:sena ::seca:r.

De las que se deducen las dos ecuaciones

rsena )
I ~ seco=-—— rsi

*
tang a=
€0S0 = eos a

Los dos triangulos semejantes OBR y O D M, nos dan
las relaciones

OB:OD::BR:DM::OR:OM j



— 335 —

€8 decir, ~ n .coa”™ :coseca:r.

De lasque se deducen las dos ecuaciones

N

~ gl V coseco= —— [0
sen« sen«
Tenemos evidentemente:

AC=0A —0OCyBD= OB—OD.

Y sustituyendo estas lineas por sus valores, nos darau
las dos ecuaciones
senver«=r-co08«[lIl] yeosver«=r-sen « [12]

20 Las féormulas que acabamos de encontrar [6], [7],
[81, m, [10], [G] y [12]. en el supuesto de ser el arcopo-
sitivo y menor que un cuadrante, son generales; esto es.
sirven para todos los casos posibles cualquiera que seasu
magnitud. En efecto, cualquiera que seael arco (no sien-
do multiplo de un cuadrante), existiran las mismas rela-
ciones entre los lados de los tridngulos que nos han servi-
do para establecer dichas formulas; luego entre los valo-
res absolutos de las lineas trigonométricas siempre exis-
tiran las mismas relaciones. Nos falta probar que estas
formulas son generales, aun teniendo en cuenta los signos
de las lineas trigonométricas.

Supongamos un arco que tennina en el segundo cua-
drante, sabemos que en tal caso (16) el seno es positivo
y el coseno negativo.

La férmula [6] se verificara desde luego. Sustltuyendo
ahora en las formulas [7] y [9] de la tangente y la eotan-

gente, resultara

r sen « t - eos «
= « =
tane « = e € sen a

Es decir, que la tangente y cotangente son negativas,
lo que esta conforme con lo que ya sabemos.
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De igual manera se puede comprobar la generalidad de
las férmulas para todos los arcos.

Si el arco es cero, 6 un cuadrante» 6 un multiplo de
cuadrante, los triangulos dejan de existir, puesto que la
tangente 6 la cotangente es paralela al radio 6 diametro-
del origen. Parece, pues, que para estos casos las formu-
las no deben satisfacer. Sin embargo, vamos & demostrar
que todavia son aplicables, quedando con esto probada su
generalidad.

Supongamos, por ejemplo, que el arcoes0=90°=AB
(Fg. 288). Sabemos (16) que

sen90°=r. eo0s 90°=0. tang90®=o0e. cot90'=0.

Si sustituimos en las férmulas [6], [7], [8], [9], [1O],.
[11] y [12], estos valores, resultaran los siguientes:

0*+A~*=r* ( Unaidentidad.)

0="-A=00 (Id.id)

sec 90'= —=00, ( Siendo latangente infinita tiene que
(@) ( serlo la secante.
0= —= 0. ( Una identidad.)

i En efecto, siendo la cotangente ei
( punto B,0B =r es lasecante.
En efecto, siendoOB el seno del arca
de 90R el seno-verso es OA= .
A Siendo el punto B el coseno, el cose-
no-verso se reduce a cero.

cosec 90°= —=r.
r
senver90°=r—0=r.
eos ver 90°= r—r=0.

Luego estas formulas quedan satisfechas para el arco
de 90.°

De un modo analogo se demostrara la generalidad de
las formulas para dos, tres, 6 cuatro cuadrantes.

21. Las relaciones entre las lineas trigonométricas de
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un arco, que hemos determinado, componen un sistehia
de siete ecuaciones distintas, formadas por las ocho li-
neas trigonométricas y el radio, que se supone conocido;
de manera que dado el valor de una de ellas, resultara.un
sistema de siete ecuaciones con igual nimero de incog-
nitas, pudiéndose determinar el valor de estas enfun-
cion i*) del radio y de la linea trigonométrica conocida.

Siendo ocho las lineas trigonométricas, pueden resol-
verse ocho problemas distintos, de los que para que sir-
va de ejemplo, ponemos el siguiente:

Problema |I.

Conocida la tangente de un arco, hallar los valores de
las otras lineas trigonométricas en funcién de dicha tan-
gente.

Para resolver este problema bastara seguir uno cual-
quiera de los métodos de eliminacion conocidos; pero la
sencillez de las férmulas permite simplificar mucho la
eliminaciéon. En efecto, si determinamos los valores del
seno y del coseno, el problema esta resuelto; porque to-
das las demas lineas estan en dichas férmulas en funcién
del seno y del coseno.

Vemos que las ecuaciones [6"y contienen ala tan-
gentey al senoy coseno. Elevando la [7] al cuadrado ten-

dremos r*seng’a )

v al
que se puede poner bajo la forma
tang*a: r*::sen*a:eos*a.

tare® fl=

De esta proporcidn resultan las siguientes:
tag*a : r*4-tag*o:: sen*a: 8en*a-l-co8*a=r* (segun lafér. [0j)
r**~tag.*o : r*; : scn'fl-h@R*®" ** m@8*fl. ,

(=) Se dice que una cantidad esta en/«ncio«de otra, cuando su
valor depende del de esta otra.

E 2]
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De la primera proporcién resulta despejando

............ rtAnga___
+ Vri+tang”™

De la segunda id. id.

15
+ tang*a [13]

Sustituyendo el valor del coseno en la [8] dara
seca= = VY +tang*a [16]

Idem ea la [9] los valores del seno y coseno,

Cotif= - [17]
tang a

Idem en la [10] el valor del seno,

-1- *A- *
tang a

Idem en la [11] el valor del coseno,

sen ver a=zrm [19]
+ V'fA+tang*a

Idem en la [It] el valor del seno,

cos vera=r- rtanga [20]
+ V/r*+tang*a

Que son las formulas de todas las lineas trigonométri-
cas de un arco en funcién de su tangente. Loa dobles sig-
nos que llevan provienen de la resolucion de las ecuacio-
nes de segundo grado que sirvieron para determinar el se-
no y coseno. De ellas se tomaran los que correspondan, se-
guan el valor que tenga el arco. (16)

22. Con el objeto de simplificar las formulas, se supone
que el radio es ig”al & la unidad, en lo que no hay incon-
veniente, pues que la unidad es una cantidad arbitraria.
En este sup”iesto, las ecuaciones de las lineas trigonomé-
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tricas de un arco, y estas mismas en funcién de la tan-
gente se transforman asi:

FUNCIONES CIECULA.RE8, SUPONIENDO EE RADIO
IGUAL X LA UNIDAD.

*0-4-CoB*a=I sena tan? a
sen*0-4-coB*a= =— a0
m V |-f tang*a
~ sen a 1
tafea= ~ —
° C08 a + VAl+tang*a
1 seea= + 1-]-tan”a
eos a |
coB a cot a;
COtfl = tang a
seea M 9 m
1 cosec a~ “mYZlttangra
coseca=-_ tang*a
1
esenTera= l—sena senvera=l—
+ V'l+ten
<08 vero=z 1—sena eosvera=1 — 1

+ V'I-f*tag*a
23. Si dada una férmula en el supuesto de ser la uni*
=dad el radio, quisiéramos transformarla en otra en la que
el radio fuera una cantidad cualquiera r, bastaria dividir
cada linea trigonométrica por el radio; porque, en efecto,
la relacion entre una linea trigonométrica de un arco y
«u radio sera siempre constante; de modo que siendo a el
areo que tiene por unidad el radio y a' otro arco de igual
numero de grados que el ¢, pero descrito con un radio r,
esiempre tendremos la relacion
sena sena eosa eoso tanga_ tang &
r 1
6 bien
senn= SN2 , eosa—nm tang a_tang o
T*or ejemplo, si quisiéramos transformar la formula ha-
llada en el supuesto de ser el radio la unidad,
sena

tang a— -,
eos d
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en su correspondiente suponiendo el radio igual a r, ten-

driamos sen a

tanga__
r €0S 0

de la que se deduce suprimiendo el divisor r de los dos
términos del quebrado del segundo miembro y despejando-

tanga= — ue es la formula [7
g cosa ¢ [7]

CAPITUI.O IV.

VALORES DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS DE ALGUNOS ARCOS
PARTICULARES EN FUNCION DEL RADIO.

24, Sabemos \ Teor. 1] que el seno de un arco es la mi-
tad de la cuerda del arco duplo; luego si el arco es de 30®,.
su seno sera la mitad de la cuerda de 60°, 6 sea la mitad
del lado del exagono regular inscripto; por tanto

sen 30°=  eos 60“= ; [23]
cos30°=  sen60°=""V T (Vitacilelladodeltridng equilétero) [24]
r sen 30" r V3
= i [25]
tang 30"k cot 60 c0s 30° V3
“= e Un (%)
cot 30“= tang 60 sen 30 rv

El complemento del arco de 45° es otro arco de 45°j
por consiguiente, el seno y coseno son iguales, asi como-
la tangente y la cotangente.

(=) Estoealo que a Uairarestahlecer el radio en una f<5rmu
la- 0 hacerla homogénea, ea decir, que todos sus términos tengan,
igual namero de factores literales.

*e) No teniendo importancia para la resolucion de los trian-
gulos Ins otras cuatro lineas trigonométricas, apenas nos ocupare-
mos de ellas en lo sucesivo.
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De modo que tendremos
sen 40®=eo0s 45"'="N-N (Milal  '«i* cuadiado iiiscriptd.) [17]

tang46-=cot46-="-i??i5=>-. [

Determinados los valores de las lineas trigonométricas

de los arcos de 30°, 60°y 45°, se pueden hallar los de
sus arcos respectivamente suplementarios 150 , 120 y

135°, [Teor. I11.] Asi resulta que

' 1
sen 120°= sen 6 0 ® = ~ A [Sg]la9135°:7(a945®:7r [5_'

cns|20’:rcns60°:~’\2 [30]1001!35“:— cot45 = — r [%_I

tagl20“=-tag60°=-rV/3[31] sen 150°=sen 30*=-~  [37]

cot I'20°:—cot60°:—é\[32] e0s 150° = - cos30°=-"-~[38]

o— '=NA_AN — o—
sen 135°= sen45 2 [33] tag 150"="tag 30°=- [39]

'C0s 135"=-c0545"= - —  [34] cot 150°=-cot30°=-r '3 [40]

CAPITULO V.

RELACIONES ENTRE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS
DE VARIOS ARCOS.

Problema 11.

25. Dado$ los senos y cosenos de dos arcos, hallar los
senos y cosenos de la suma y de la diferencia de dichos
arcos. (Pig. 289)

Sea un arco AB =a, y este arco mayor que CB = ;
sera el arco AC=a-+-b. Si trazamos la perpendicular CM
al radio OB prolongandola hasta C', el arco AC =« h.

Klseno ay cos a, que se suponen conocidos, son las li-
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n ~ D y OD;elsenoby cos b, que también se suponen
I conocidos,sonCMy OM.
I Ahora tracemos la&
rectas CE, MH y C'F,
perpendiculares al radia
OA, y las rectas GM y
C'L, paralelas a dicho
radio. Los dos triangu-
los rectangulos CG2Vi y
MLC', son iguales {"Teo-
rema X X 111, l.0j; luego
CG=MLyGM=LC".
C'F=««n

Fiff. M B

hk s

la— b), OE=cos (a-f-¢) y OP—cos((a*)b )

dades podemos establecer las siguientes igual-

sen (a+ i) = CEz=MH-|-CG
sena—@= C'F=MH-CG /
cos(a-]-¢)=:0OE= OH-GM
cos (a- - OF- OH.- GM

En Ub que los valores que deseamos determinar estan

en funcién de las cuatro lineas MH, CG, OHy GM
"o

laego 8! pudiéramos determinarlas en funcién del sen
eos 0, sen }y cos }, que son conocidas, asi como el radio
r, el problema estarla resuelto.
Los tridangulos semejantes OMH y OBD, nos dan las.
proporciones
M H:sen«::cosé:,-. OH :eos« ::co3i :r
De las que se deducen las igualdades

n r
Los dos tridngolos CGM y OBD son semejantes [ffro-
mrfrm, Uorana XCVII] y nos dan las proporciones

CGrcos« ::senJ:r. qM :sena;iseniir.
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De donde resulta
QS a 86D h ~ senosenh
- GM;
cG= r ] -
Sustituyendo estos valores en las igualdades (0) y su-

poniendo el radio igual & la unidad, resulta finalmente

sen (0-]-&)=sen a eos &4- eos asenh [41]
sen (0— 6 )=sen o eos 5—eo0s asenb [42]
eos (0+ 6 )= eos aeos & senosenh [43]
eos (a—6)=eos a eos i+ sen asenh [44]
26. Las formulas que acabamos de consignar estan ba-

iladas en el supuesto de que la suma de los dos arcos es
menor que un cuadrante; pero vamos a demostrar que
son generales, y que por tanto son aplicables & todos los
arcos. Dividiremos la demostracién en varios casos, fi-
jandonos en las férmulas [41] y [43], pues demostrada la
generalidad de estas, ftcilmente se demostrara la de las
formulas [42] y [44] .

1.« caso. Lasformulas [41] y [43] se verifican siendo
ay b positivosy menores queun cuadrante,y su suma ma-
yor que un cuadrante.

Si llamamos a' y b' a los complementos de o y 4, ten-
dremos que

sen a‘'=cosa, eos a‘'=sen a, sen i'=co8 b, eos 6 sefio,

sen (0'-1-6") = 8en (fl-bS), eos +

Ahora como (a'+6") las formulas [41]y[43]se
verificaran para los arcos a'y b'. Luego

sen (a'-1-0")= sen a' eos 6'4-e0s 0' sen b
coa (tt'-1-6')= co8 a' eos 6'—sen 0' sen b\

Pero sustituyendo en vez de estos valores sus corres
pendientes en funcién de las bneas trigonométricas e
los arcos complementarios ay b, resulta

sen (a-1-6)= co8 o sen &-fsen a coa b
—coa («4 G = sen a sen 6—coa a coa h,
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que son iguales & los [41] y [43], mudando el signo & los
dos miembros de la segunda.

2.« caso. Si lasférmulas [41] y [43] son ciertas para
dos arcos cualesquiera, también lo seran aumentando 90®
& uno de dichos arcos.

Sabemos por las formulas [3], que

sen (90”-]-a)r=008 (—c) = cos 0 \
eos (90*+a):=8en (—a)~ —sena j
Luego por igual razén tendremos
sen (90®-]-a-f-5)= eos (a-]-5) \
eos (90*+ « + &=z—sen (a+ i) ) N

Por consiguiente, si tenemos por el supuesto que son

ciertas las formulas

sen (a-]-6)= senaeos% eos asen b

eos («4-i)=:cos a eos b—sen a sen b,
sustitujendo en ellas en lugar de sen (a+6),cos (a-fé),
sen ay eos a, los valores (a) y (b) que acabamos de in-
dicar, tendremos variando de signo & los dos miembros de
la primera

eos (90°-]-a-bft)= coa (90“-j-a) eos b—sen (OO™+0) sen b

sen (90®-fa-f.ft)=sen (9u"-]-fl) eos i-1-cos (OO™-fa) sen
que son las formulas [43] y [41].

Lo que acabamos de demostrar para el arco a, puede
aplicarse al arco y por tanto, como las férmulas son
ciertas para dos arcos menores que un cuadrante, tam-
bién lo seran para estos arcos aumentados de 90®, y si
son ciertas para estos, también lo seran para otros que
tengan 90° mas, y asi sucesivamente; de modo que las
formulas son ciertas para la serie de arcos

a, a+ 98 a-1-180%, o0-]-270®, a-]-360"..........
b, J-1-90%, A-j-180% -i-270% ¢-1-360@®........ !
es decir, para todos los arcos positivos.

3* caso. St lasfirmulas [41] y [43] son ciertas para
dos arcos cualesquiera, también lo seran restando de uno
de ellos 90®.
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-Sabemos \ Teor. 11] que
sen (5—90“) = —sen (9a’-5 )= —cos0 ) ,
eos (i—90)= cos(90“—i)= sefid

Y por consiguiente,

sen (a+"—90“) = —eo0s
eos (a+6—90®)= sen(a+0)

{d)

Luego, si por suposicién tenemos satisfechas para los

arcos ay b las dos igualdades
sen (0-1-6)=sen aeos i+cos a sen b
eos (a+06)=cos a coa h—senasen h

Sustituyendo en ellas los valores tomados de las ecua-
ciones (c) y (¢), resultara

eos (c-1-0—90) = —sen a sen (6—90%)-I-cos a eos (6—90%)

sen (0-1-5—90")=  eos a sen (6—90%)-]-sen a eos (6—90%),
que son iguales & las [41] y [43].

Lo que hemos demostrado para el arco h puede demos-
trarse para el arco o; luego si las formulas [41] y [43] son
ciertas como hemos visto, para dos arcos a y b positivos
y menores cada uno que un cuadrante, también lo seran
paraestos arcos disminuidos de 90®, y si son ciertas para
estos ultimos, lo seran para otros que tengan 90° ménos
y asi sucesivamente; luego son ciertas para la série inde-
finida de arcos,

a, n—90“, 0—180Y, 0—270%, 0—360"
h 0-90“ 6—180", 6-270“ 6—360“

es decir, para todos los arcos negativos.
Queda, pues, demostrado, que las formulas [41] vy [43]
son ciertas para todos los arcos positivos 0 negativos.
Vamos ahora & demostrar la generalidad de las formu-
las [42] y [44]; pero demostrada la generalidad de las for-
mulas [41] y [43] para cualquier valor (positivo 6 nega-
tivo) de 6, cambiando eu estas ben 6, resulta,

sen (0—6)= sen 0 eos 6—sen eos a 1 Que son las ffiriilas
eos (a—6) = coBa coso-f-sen sen 6,)  [42] J [44]
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Nota.— Las formulas [41], [42], [43] y [44], son tam-

bién ciertas cuando a 6 b, 6 los dos arcos son igualesa 0,

a 90°, 180°.....6 cuando su suma 6 su diferencia es igual
a0, 90°, 180°..... w

Problema III.

Conocidas las tangentes de dos arcos hallar las tangentes
de la suma y de la diferencia de dichos arcos.
Sabemos [9] que

tang@!l = (a+€)_ senaeos 6+sen heoso
eos (a+6) eos 0 coB 6—sen a sen 6

Dividiendo los dos ténninos de este quebrado por eos a
eos resultard

mng eosb senb eosa seno .sefig
N
tang (a-\-b) = eos a eosh” eos a eos _b €050~ cos b
QBo eosh_senogeni j seno sen6*
eos 0 eosbh (OBbeosh eoso eosbh

Pero atendiendo a la formula [7], hallaremos final-
mente

tang (,+»)=
l—tang O tang O

Por igual medio se hallarla que

tang(a_4)=-i55? i=i5!18i (45
I-I-tangotangi Q)

Suponiendo el arco 0=45°y recordando que tang.
m~5°=r=]| [48], estas formulas se transforman en

ta,g(46-+6)=1x~ [47]

,a,9(46--4)=~ 1] - [48]

(=) Aconsejamos a los alumnos sobresalientes que se propon-
gan laresolucion de estas cuestiones, para adquirir facilidad en los
calculos trigonométricos.
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Peoblema IV.

Conocido el aeno, coseno y tangente de un arco, hallar el
seno, coseno y tangente del arco duplo.
Si en las formulas [41], [43] y [45], hacemos a=b, se
convertiran en
sen (0+ a)= senaeos a+ Sen 0 eos a
€0s (a+ «)= e0s « e0sS 0—sen a sen o
. tane a+ tang o
tang (o+0) i_tang atanga
Reduciendo términos semejantes y efectuando los pro-
ductos indicados
sen 2a= 2senaeosa | rgi
e0s da — eos*«—sen*o )
2 tang 1t

tan92<51=-1_tang*—O

[50]
Estas formulas resuelven el problema.

Peoblema V.

Dado elcosenode un arco, hallar el seno, el coseno, la
tangente y la cotangente de su mitad.

Sien la férmula [49] hacemos 2a=A, 6 bien,0=iA,
se transformara en

eos A = eos*i A — ser*i A.

Ademéas sabemos, que cualquiera que sea el arco [7],

tenemos
1=co8*iA+son

En estas dos ecuaciones conocemos la sumay la dife

rencia de las dos incognitas eos i"A'y sen MA elevadas a

cuadrado; luego

) 1—eos A
sen*i A=-

[51]
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De donde resulta [7]

tanghiA=ti2 iA , —cot*; A 1+ cos A
1+ cos A » 1_ cos A

Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros en
«atas cual-o ecuaciones, resultan las siguientes que re-
suelven el problema

sen™ A = il:/ I —cos A [52]
cosJA = 4:|/1 + cos A (53]
/ 1— eos A
tang™A = |/
9 1-1-cos A (54]
. ., 1-f-cos A
cotiA= %j/
) 1—cos A [55]

De estos dobles signos se tomaran los que correspon-
dan segun el valor del angulo A.

Problema VI.

Dado el seno de un arco, hallar el seno y coseno de sn
mitad.
~Para resolver este problema bastara sustituir en las
formulas [52] y [53] del problema anterior, el valor de
cos A en funcién del sen A, deducido de la primera de
las formulas [21], que nos da

@8 A=+ >/l—sen*A.

De modo que tendremos

[57]
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Problema VII.

Convertir la suma 6 la diferencia de dos senos 6 de dos
cosenos, 6B productos.

Sumemos y restemos las dos formulas [41] y [43] entre
si, y también las [42] y [44], resultara

sen(0o+S)+ sen(o-i)= 2seno eos &
&n(a+ &)-sen(a-J)= 2eososent
eos (0+ 6)+ cos (0-i)= 2 eosaeos &

eos (fl+0)—eos (a -6)=— 2senasenh
Estas ecuaciones resuelven el problema; pero vamos a

darles otra forma. A-fB
Hagamos

de donde a =
j _ A - B ~tendremos sustituyendo estos valores en las

cuatro ultimas féormulas.

8enA+senB= 2sen~ (A+ B)cosi(A— B). [58]

senA-senB= 2eosi (A+ B)seni (A-B). [59]

Go8A + cosB= 2co8i(A+B)cosé(A—p). [60]

eos A - eosB= -2 seni (A+ B)seni (A-B). [61]

27. Estas formulas sin-en para poder aplicar logarit-
mos ala suma 6 la diferencia de dos senos 6 de dos co-
senos, convirtiéndolas en expresiones equivalentes calcii-
lables por logaritmos. Sea. por ejemplo, tomar logarit-
mos de la expresion 36», vemos que estono
esposible, porque las expresiones de sumay «sta no son
calculables por logaritmos; pero aplicando In formula
[59] tendremos

sen48»-sen 36°= 2eos 42°sen 6°.

Por tonto
log t8en48»-8en 36°)=log 2-1-,log sen 42°-hlog«en 6".

Si la expresion fuera la suma 6 la diferencia entre un



— 350 —
seno y nn coseno, seria facil convertirla en dos senos 6
dos cosenos, tomando sus complementos. Asi, por ejem-
plo, sise quierecalcular por logai‘itmos sen 64° -]-cos 28°,
poniendo en vez de eos 28°, su igual sen 62°, tendria-
mos, segun la formula [58]

sen 64"+ sen 62°=2 sen 63®eos IR luego Ig (sen 64®+cos 28®)=
Ig (sen 64®+ sen62°)=1g2+ Igsen63°+I1g eos 1°.

Sucede a veces el tener que calcular por logaritmos la
suma de un seno y un coseno, afectados cada uno de un
factor, sea el siguiente

Problema VIII.

Transformar la expresibn m sen a~\-n eos a, en otra
calculable por logaritmos.

Si en dicha expresiéon separamos el coeficiente de eos
a, como factor comun, resultara

m sen a—\|~n eos a= n 4 sen a—l— eos a\1 .

Pero sabemos que cualquiera que sea el valor de —

(18) existe siempre un angulo que tiene por tangente, 6
por cotangente, dicho valor. Si llamamos aeste angulo a,

tendremos la ecuacién-~ = cot« W, de la que puede de-

terminarse el valor de dicha cotangente, y por consi-
guiente del angulo a. Ahora sustituyendo en la ecuacién
resulta,
msena- | -ncosa=n (cotaseno.-f- cosa)=;n M sena-j-cos
——-—(eosasena-l-senaeosa)= ——sen (a 4-
sen a sen «

(*) También puede hacerse ~ = tag a.
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Esta expresién ya es calculable por logaritmos, pues
tenemos

msena-j-neosa = s e n (a+c).

F(?g(awgna+«cosa)=log)n+Iogsen(«+«5\-|09fien«.[652T.

28. Si dividimos cada unade las cuatro formulas [58],

[59], [60] y [61], por las que le siguen en el orden que es-
tan colocadas, resultan las seis formulas siguientes:

n _ = iy
geem?ﬁisseen (A+B)cotHA-B)=g]|] [xil)
SBEA+®E®=taEi (A+B). [61]
eos A+cos B
sen A+BenB__" ,~""A-B). [63]
QB A—eos B
Igg_A-L~»-S~tag”(A-B). [66]

eos A+cos B
sen A—sen B,

-cotJ-(A-I-B). [67]
eos A—eos B
coaA-1-cosB™ _ ¢oti(A-i-B) cot JNA—B). [68]
eos A—eos B

29. Estas formulas, lo mismo que todas las de las ma-
tematicas, no son mas que expresiones abreviadas-de cier-
tas propiedades 6 relaciones que se verifican entre las
cantidades que las forman; por consiguiente, pueden tra-

ducirse allenguaje vulgar: por sus muchas aplica-
ciones conviene enunciar las del nimero [63] que nos ex
presa que

La suma de los senos

r) Detang cot
as

.«ededucotang«cot«= 1,
a

$Sbien, cot a=
tng a

llevamos demostradas.
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como la tangente de la semisuma de dichos arcos es & lcr
tangente de la semidiferencia.

CAPITULO VI.

CONSTETTCCIOX DE LAS TABLAS XRIGONOMETEICAS.

30. Las tablas trigonométricas contienen los arcos que
crecen de 0°490°, de 1'en 1', 6 de 10"en IO", 6 de
I"en 1" (segun su aproximacioén), y correspondiéndose
con estos arcos, sus senos, cosenos, tangentes y cotangen-
tes respectivos, 6 mejor dicho, los logaritmos de los valo-
res de estas lineas trigonométricas. Veamos como pueden
calcularse estos valores: para ello vamos & anteponer las
propiedades que demostraremos en los dos teoremas si-
guientes:

Teorema V.
Todo arco menor que un cuadrante, es: 1® Mayor que
su seno. 2.® Menor que su tangente. (Fig. S90)
1® Sea el arco AB, tiremos la

cuerda A By tendremos que por ser
B D perpendicular & la OA

BD<AB,
y como
arco AB > cuerda A B,

resulta con mayor razon
Fig. W). arco AB > BD.

2® PII triangulo O AE es evidentemente mayor que el
sector circular O AB; pero

areadelsector OAB=iOAXarcoABj,
areadel triAangulo OAE=;0OA X AE )



— 363 —

Teorema V.

El seno de un arco menor que un cuadrante, es mayor
que la diferencia que hay entre el arco y la cuarta parte
del cubo de este arco.

En efecto, segln el teorema anterior, tenemos que sien-

do a un arco menor que un cuadrante,

6 bien 8enifl>;acos Ja.
cos¢ a

Multiplicando los dos miembros de esta desigualdad por
2 eos R, se convertira en

2 senJaeosi a>0 eos-Jc= a(l—sen*Ja).
Ahora sabemos [49], que 2 seni» co8j<z=scna. y

l—seny N A—T" seni « < i a; luego
senif >« 1 — de donde sena> a—~ -

Vamos & determinar el valor del seno del arco 12
I)c la igualdad

—= ir,se deduce suponiendoel radio igual alaunidad, —= i».

Es decir, que el nUmero wes igual 4la semicircunferen-
cia rectificada; esto es, arco de 180“= 3,14159 26535.....

Luego, si quisiéramos hallar el valor del arco de 1,
bastaria dividir el niamero m por el nimero de minutos
que tiene el arco de 180°=180X60=10800".

Por consiguiente,

arcoi'_3,1769 26535, _ 088821.... < 0,0003.
10800

Pero, segun el teorema que acabamos de demostrar

sen r < 0,00029 088821.... (a)
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sen r>0,00029 088821 _ —®

0,00029 088821.....— 0,00000 00000 27.
6 bien
sen r> 0,00029 08882 (6)

Si tomamos como valor del seno 1', el de su arco, ve-
mos que estd comprendida, {a) (5), entre dos cantidades
que no se diferencian en las diez primeras cifras decima-
les, y que por consiguiente,

sen |'= 0,00029 08882,

con un CTi'or menor de una unidad del undécimo orden
decimal.
Conocido el seno 1', se puede determinar el coseno por

la formula
eos r= VN—sen*r.

Para hallar el seno y el coseno de 2', emplearemos las
féormulas [49] y [50], y tendremos

sen 2'=2 sen l'cos 1, e0s2'= eos* 1'— sen® 1.

El senoy el coseno de 3', se determinan por las formu-
las [41] y [43], haciendo en ellas a= 2'y 6=1". De mo-
do que

sen3'= sen (2'-1- 1') = sen 2'eos 1-j- eos 2' sen 1'
eos 3'= eos (2'-)- 1) = eos 2'eos 1'—sen 2'sen 1\

Y asi sucesivamente.
Conocidos los senos y cosenos, las tangentes y cotan-
gentes se determinaran por las férmulas

n
sen « _ eos a
tang a= cota= --—-—-
eos a sen a

en las que ya se conocen los senos y cosenos del arco a.
(=) Tomando en vez de arco de 1' el valor 0,0003 que es ma-

yor (jue dicho arco, y por tanto satisface con mayor razén la des-
igualdad.
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Si el radio no fuese igual & la unidad, se multiplica-
Tian los valores de las lineas trigonométricas por el valor
del radio. El radio de las tablas, generalmente es 10'®=
10.000.000.000, y su logaritmo, por consiguiente, es 10;
de manera que si los logaritmos de las tablas correspon-
den & lineas trigonométricas calculadas en el supuesto de
ser el radio la unidad, bastara sumarles 10 unidades para
que se refieran al radio 10®.

No se calculan mas lineas trigonométricas que la de los
arcos de 0* a45°, pues para los arcos mayores hasta 90°,
se hallan las de sus complementos; y los valores absolutos
de los arcos superiores & 90° son iguales & los del primer
cuadrante.

CArjTULO VII.
DISPOSICION Y uso DE DAS TABLAS TKIGONOMIITRICAS.

31. No podemos dar una explicacién general de todas
las tablas, porque la disposicion varia en cada autor. Sien-
do las del Sr. Vazquez Queipo las mas usadas en los Ins-
titutos, tomamos de ellas casi literalmente los parrafos
=que siguen. Debemos advertir que nos referimos a la ul-

() Hemos dado cabida & este capitulo para dar ui;a idea de la
posibilidad de construir las tablas trigonométricas; pero generol-
mente se calculan por séries convergentes, cuya deduccion algebrai-
<a no podemos insertar aqui, tales son:

+ ...

sen*=al- +
1.2.3 12345 1.2.3.4.5.6.7

(11l NI C— *
1.2 1.2.34 1.2.3.4.5.6
En las que se supone x un arco cualquiera roctifieado y com-
parado con el radio.
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tima ediciéon de dichas tablas  en la que se supone el ra-
dio igual & la unidad, y por consiguiente su logaritmo es
cero. Todos los ejemplos numéricos que lleva este libro se
han calculado con dicha dltima edicién; pero son muy
faciles de verificar con otras tablas en que el radio sea.
10’'® porque basta sumar, segin hemos dicho, al logarit-
mo de cada linea trigonométrica el nimero 10,y restable-
cer el radio en las formulas que no sean homogéneas.

Dice el Sr. Vazquez Queipo:

"Explicacién de las tablas, Estas tablas se vdjieren a la an-
iiffttay generalmente se.giada division de lacircunferencia en .360%
y no comprende directamente sino los logaritmo.s de los senos,
cosenos, tangentes y cotangentes naturales de minuto en mi-
nuto suponiendo el radio igual & 1.

” Como el senoy tangente de un anguloson los mismos que los
de su suplemento, é iguales al coseno y cotangente de su compie-
incMio,las tablas trigonométricas no se extienden nunca mas alla
de los 45° continuandolas en un sentido inverso hasta los 90°.

"Para esto debe tenerse presente, que cada dos llanas for-
man una sola plana que abraza un grado. A la derecha é iz-
quierda de cada llana hay dos columnas sefialadas que quie-
re decir minutos: la de la izquierda empieza por cero, y ter-
mina en la segunda llana por 60, que es el nimero de minutos
gue tiene un grado. Sirve esta columna para buscar los loga-
ritmos de los senos, tangentes, etc., de los grados y minutos
del arco marcado a la parle superior de cada plana. La de la
derecha, que sigue un orden inverso, esto es, que se lee de
abajo arriba, sirve para el mismo objeto respecto de los arcos
mayores de 45°, que van marcados en la parte inferior de ca-
da plana.

Décima Bctiina edicion estereotipica, aumentada en un du-
plo y enteramente correcta.

g*) Al final de este libro transcribimos la parte de las tablas
que nos ha hecho falta para la conveniente claridad de este capi-
tulo; pero los alumnos deben proveerse de ellas para la resolucion
numérica de los triangulos que lleva el texto, y para lade los ejer-
cicios que en la clase practiquen.
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” Téngase muy lircsente para el masfacil manejo de las tablas,
gue los angulos expresados por estas columnas sobre la intsma li-
nea horizontal son reciprocamente complementarios. Asi se vé
mque el angulo de 2° 4' leido en la columna izquierda de los
nwiutos, corresponde en la columna derecha de los mismos al
angulo de 87* 56' que son comjileinento el uno del otro.

' Condene advertir igualmente que los logaritmos de los senos
y tangentes van siempre aumentando desde 0* hasta 90®,y que
al contrano disminuyen sucesivamente los de los cosenos y co-
tangciiies.

”Los logaritmos de los senos, tangentes, cotangentes y co-
senos, se encuentran enfrente de cada minuto, y en las colum-
nas que van precedidas del nombre de aquellas lineas. Asi,
por ejemplo, el logaritmo del seno 42® 10' se encuentra en la
plana en cuya parte superior va marcado el 42* enfrente del
numero de minutos 10, en la columna encabezada seno-, y sera
1.H26910. Del mismo modo hallariamos que la cotangente de
42 5 se encuentra en la plana en cuya parte superior vamar-
cado el 42°, y enfrente del 5' en lacolumna que en su parte in-
ferior lleva las iniciales cotang.-, cuyo logaritmo es 0,044292.

Con el fin de evitar la confusién que resulta de cuajar to-
das las tablas con numeros, sin dejar algun blanco en que se
repose la vista, hemos expresado solamente la caracteristica de
5 en 5 minutos, cuando es constante para cada periodo; de mo-
do, que debe entenderse repetida aquella para todos ellos.

Nuestras tablas, como casi todas las que se destinan & los
usos comunes, no contienen directamente sino los logaritmos
de los arcos expresados en grados y 7ninutos. Para obtener el
de los segundos, se emplean generalmente las diferencias de
los logaritmos consecutivos, que se colocan en columnas al la-
do de estos. Nosotros hemos preferido otra disposicion mas
exacta para los cuatro primeros y ultimos grados: reemplazan-
do dichas diferencias por las dos columnitas que se hallan en-
tre las de los senos y tangentes, cuyo uso explicaremos en el
péarrafo siguiente:

En los demas grados hemos sustituido a las diferencias su
parte proporcional, por ser este método suficientemente exac-
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to é infinitamente mucho mas expedito que el seguido en ca-
si todas las demés tablas. Hemos colocado, pues, tres colum-
nas sefialadas 1", que es el signo de los segundos: la primera &
la derecha de los senos, y sirve para estos: la segunda entre las
tangentes y cotangentes comin & ambas lineas, porque siendo
sus logaritmos reciprocamente complementarios, las diferencias
entre dos consecutivos de cada columna son iguales: la tercera
aliado de los cosenos, y sirve para estos, como veremos en el
parrafo siguiente:

"Estas partes proporcionales son comunes & todos los loga-
ritmos comprendidos entre una de ellas y la inmediata en el
orden descendente de la plana. Asi, porejemplo, la parte pro-
porcional del seno de 42®hasta 42' 10' es 2,33, y esta misma
también para el seno de su complemento 47° 50' hasta 48°.

"Uso y manejo de las tablas. Dos problemas generales
pueden ocurrir en el uso de las tablas trigonométricas, que
son: |.° Dado un angtdo hallar el valor del logaritmo de su li-
nea trigonométrica. 2® Dado un logaritmo de una linea trigono-
métrica, hallar su angtdo.

Problema 1.°

Dado un angulo, hallar por medio de las tablas el logarit-
mo de su seno, coseno, tangente 6 cotangente.

"Cuando el angulo dado no comprende sino grados y minu-
tos el logaritmo huscado se halla directamente en las tablas. Bas-
ta, pues, considerar el caso en que el angulo contiene segun-
dos. En este supuesto hay que distinguir tres casos: 1.° Que el
angulo dado esté comjtrendido entre 3°y 87°. 2.“ Que sea me-
nor que estos limites. 3® Que sea mayor.

" A.w' caso. Propongadmonos hallar ellogdel seno ~2*28'34".
Dusquese en la tabla el logarit. del seno 42° 28' gtte es 1,829407;
midtiplquese el nimero de segundos 34 por laparte jyrojyorcio-
nal 2,30 que esta enfrente en la columna 1" correspondiente a los
senos, y afiadase su producto, despreciando las dos notas decima-
les, al logaritmo anterior, su suma 1,829485 expresara el que se
imsca.
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"Fundase esta regla en que las diferencias de los logaritmos
de las lineas trigonométricas comprendidos entre los arcos 3
y 8M® se consideran como proporcionales a los segundos que
aumenta cada arco.

"Si quisiéramos saber cual es el logaritmo de la cotangente
42®5' 24", buscariamos como antes digimos el logaritmo de la
cotangente de 42® 5' que es 0,044292, multiplicariamos 24"
por 4,23 y su producto, descartada la parte decimal, lo res-
tariamos del anterior para tener el que se busca que seria
0,044191.

"La razén de restar el producto y no sumarlo como en el ca-
S0 anterior, esporque las cotangentes y los cosenos van disminu-
yendo segun el arco aumenta, y j)or consiguiente, el logaritmo
de la cotangente de 42° 5' 24" es menor que el de 42® 5'en la
parte que corresponde & 24" que por lo mismo se rebaja.

"a.o0 caso. Se pide el seno de 2° 6'15". lieduciremos este ar-
co & segundos, la que da 7575", cuyo logaritmo huscadoen las ta-
blas de logaritmos es 3,879383; sumaremos este logaritmo con el
6,685478, cuyas tres idtimas ctfras se encuentran enfrente del
2° 6' en la columnita que esta a su derecha, y las cuatro prime-
ras en la cabeza de la misma columna, su suma 2,564801 expre-
sa el logaritmo buscado.

"Fundase este método en que los logaritmos comprendidos
en las dos columnitas que hay enti'e las de los .senosy tangen-
tes, expresan respectivamente & unasy otras lineas, la diferen-
cia entre sus logaritmos y el que corresponde & su mismo an-
gulo expresado en segundos; de suerte, que afiadiendo dicha
diferencia deste ultimo, que se encuentra facilmente en la ta-
bla délos nameros, se tendrael logaritmo del seno del angulo
dado.

"Los cosenos de los angulos menores de 3° difieren tan poco
entre si que ala simple vista puede determinarse la parte pro-
porcional que debe restarse por el aumento de segundos. En
efecto, la mayor diferencia entre dos cosenos consecutivos de
la tabla, que difieren en 60" 6 1' no pasa de 7 unidades; de
modo que dividiendo 60" esta diferencia, se tiene el nimero
de segundos que corresj>onde & cada unidad.
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"Si el logaritmo pedido fuese el de la tangente 2" 6' 15",
aciidiré como en los senos & la tablapara reducir este angulo 6
segundos y hallar su logaritmo que sena por lo dicho 3.879383,
y lo sumaré con el otro logaritmo 6,685769, cuyas cuatro2'ime-
ras cifras estan en la cabeza de la columna y las tres restantes
enfrente de 2° 6' & la izquierda de la columna de las tangentes.
La suma 565152 es el logaritmo buscado.

"Si se tratara de una cotangente, se ojicraria sobre la tan-
gente del mismo angulo en los términos que acabamos de indicar
y tomariamos el complemento del resultado, que en el caso del an-
gulo 2” 6' 15" seria 1,434848.

" 3.« caso. Si los angulos estuviesen comprendidos entre 87
y 90° se reducen & angulos menores de 3° tomando sus comqdc-
mentos y- se ogwa sobre las lincas inversas (esto es, sobre lo.s co-
senos y cotangentes, si se trata de los senos 6 de las tangentes
y vice versa), en laforma arriba indicada.

"Cuando los angulos son obtusos, 6 escedan de 90°, sus li-
neas trigonométricas son exactamente las de su suplemento, y
basta operar sobre estos conforme & las reglas que acabamos
de exponer para los angulos agudos.

Problema 2®

Dad» el logaritmo de una linea trigonométrica, hallar el an-
gulo & que pertenece.

"Cuando el logaritmo se encuentra en las tablas, éstas dan
directamente el angulo que se busca en grados y minutos-Asi
por ejemplo, si quisiéramos hallar el &ngulo del logaritmo tan-
gente 1,959769, veriamos recorriendo la columna de las tan-
gentes que es 42° 21"

"Si el logaritmo no se encuentra contenido exactamente en
las tablas,sino entredds consecutivos de las mismas, hay que
distinguir dos casos: 1.« Cuando el logaritmo & encuentre en
las tres primeras planas; esto es, cuando corresponde & un angu-
lo menor que 3° 6 iuayor que 87'. 2.® Cuando el logaritmo cae

fuera de las tres primeras jdanas, esto es, cuando corresponde a
un angulo mayor de Z°y menor rfe87°.
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caso. ]'roponganiono8 buscar el &ngulo cuyo seno tie-
ne por logaritmo 2,625565; buscaré en la columna de los senos
el logaritmo menor que mas se le aproxime que es 2,624965, y
como este cae dentro de las tres primeras ])lanas, buscaré el
logaritmo 6,685446 que le corresponde en la columna aitxi-
liar inmediata de la derecha, y lo restaré del logaritmo dado
2,625565, su diferencia 3,940119 expresara el logaritmo del
numero de .segundos contenidos en el arco buscado, cuyo va-
lor hallaremos por medio de la tabla de los nimeros. En efec-
to, encontramos que el logaritmo de 3,940119 corresponde al
numero 8712", 6 reduciendo al &ngulo 2925' 12",

”Si el coseno pertenece & un angulo menor de 3R el caso se
reduce muy facilmente por la simple inspeccion de las tablas,
supuesto que la mayor diferencia entre dos logaritmos conse-
cutivos no excede de 7 unidade.s,y puede por consiguiente
calcularse el nimero de segundos que corresponde a cada una,
teniendo presente lo que hemos dicho anteriormente, esto es,
dividiendo mentalmente los 60" por el nimero de unidades que
exprese la diferencia.

"Resta, pues, el caso en que el coseno corresponde & un an-
gulo mayor de 87®, esto es, cuando hay que buscarlo en las co-
lumnas ascendentes que son las que llevan a su pié 87°, 88®y
89°. Como la columna ascendente de los cosenos es la misma
que la descendente de los senos, se opera entonces con el loga-
ritmo dado, como si fuera el de un seno menor de 3°, y se toma
el complemento del angulo hallado, el cual estd marcado al
pié de la planay en la columna derecha de los minutos enfren’
te del seno hallado.

" Propoiiffamnnos hallar el anyulo del Inj. coseno 2,686408.
Buscaré en la columna ascendente de los cosenos 6 en la des-
cendente de los senos el log. menor que mas se aproxime al
dado y operaré como si se tratase de su seno, y hallaré que el
log. 4.00104 expresara el nimero de segundos que tiene el
complemento del angulo que se busca. Este logaritmo corres-
ponde en la tabla de los nimeros & 10.029", 6sea 47" 3",
cuyo complemento 87* 12' 5/®es el angulo que se busca.

"Hallar el angulo dd logaritmo tang 2°577942. Buscaré en
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la columna de las tangentes el log. menor mas préximo al da-
do que sera 2,577877 y corresponde & 2 10'. Restaré del lo-
garitmo dado el 6,685782 que esta enfrente de este Ultimo en
la tablita auxiliar: su diferencia 3.892160 expresara el logarit-
mo del nimero de segundos del arco buscado, que hallaremos
en la tabla de los nimeros y sera 7801"=2° 10' 1".

"Cuando el log. tang se encuentra en la columna ascenden-
te 6 lo que es igual, corresponden & un arco mayor que 87°, se
opera sobre su complemento que es la tangente de un arco me-
nor que 3°. Determinado que sea éste, se hallara el angulo que
se busca tomando el complemento del resultado.

”a.0 caso. Cuando el logaritmo dado cae fuera de las tres
primeras planas, esto es, cuando corresponde & un angulo ma-
yor de 3°y menor de 87°, se emplean para hallar los segundos
las partes proporcionales que van expresadas en las columnas
marcadas 1", segun se vé en los ejemplos que siguen:

"Supongamos que se pide el angulo del logarit. sen 1,828264.
Busquese en la columna de lo.s senos el log. 1,828162 inferior
y mas préximo al dado que corresponde a 42° 19': para hallar
los segundos que deben afiadirse, témese la diferencia 102 en-
tre ambos logaritmos y dividase por 2,32 que es la parte pro-
porcional que le corresponde en la columna 1"; el cociente
43", 96 expresara los segundos que deben afiadirse al angulo
pedido que sera 42° 19' 43", 9.

” Se pide el angulo del logaritmo tangente 0,039356. Como es-
ta tangente corresponde a un angulo mayor de 45°, cuyo log.
es 0,000000, busco dicha tangente en lacolumna ascendente
que lleva & su pié la inicial tang., y tomo el inmediatamente
menor 0,039216 que le corresponde & 47° 35'. Para averiguar
los segundos que deben afiadirse, tomese la diferencia 140 en-
tre ambos logaritmos, y dividase por la parte proporcional 4,23
que esta enfrente en la columna 1"; su cociente 33 dara el ni-
mero de segundos buscado, y el &ngulo completo serd 47°35'33”.

”Si el angulo que se buscase fuera correspondiente al loga-
ritmo de un coseno 6 de una cotangente, se procederia de un
modo igual al de los anteriores ejemplos; pero el nimero de
segundos habria que restarlo, puesto que las cotangentes y
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los cosenos de los angulos menores que 90®van disminuyendo
4 medida que crece el angulo.

"También puede tomarse en la tablael log. cot ¢ log eos in-
mediatamente mayor del propuesto, en cuyo caso en lugar de
restar se afiadiran los segundos al &ngulo hallado en las tablas.

LIBRO IlI.

RESOLUCION DE 1-O0S TRIANGULOS

CAPITULO 1.

TRIANGULOS RECTANGULOS.

32. Para mayor claridad en las férmulas, los angulos
de los triangulos los indicamos con las letras del vértice,
y los lados opuestos con las mismas letras minusculas,
asi en el triangulo ABC (Fg. 291) los angulos son, A, By
C, y los lados opuestos respectivamente son a, by c, de
modo que a=CB, I=CA y ¢c=AB. Supondremos que
el radio de las tablas es igual & la unidad; pues ya sabe-
mos como pueden transformarse las formulas para el caso
de no serlo.

Teorema VI.

En iodo iriAngxdo rcctangxdn, un cateto cualquiera es
igual ala hipotenusa multiplicada por el seno del &ngulo
opuesto, 6 por el coseno del angulo comprendido. (Fig. 291)

Sea el triangulo ABC, describo con un radio igual &
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lu unidad el arco DH y trazo el seno DE de este arco 6
del angulo C. Los dos triangu-
los semejantes CBA y CDE nos
dan las proporciones
AB :DE :: CB : CD.
CA :CE :: CB:CD.
Sustituyendo en estas propor-
ciones los valores convenidos,
se convierten en

6 :eosC::a: 1l

b~a eos C. ,[70]

Teorema VTI.

¢n todo triangulo rectangulo, un cateto es igual al otro
cateto, multiplicado por latangente del angulo opuesto,
6 por la cotangente del otro angulo agudo. (Lanmisrafigura.)

Tracemos la tangente IIF, los dos triangulos rectan-
gulos CBA y CFH nos dan la proporcién

AB : HF ::CA:CH, 6bien c;tangC::i : I
De donde
tange. [71]

Como los angulos B y C del triangulo rectangulo son
complementarios, la tangente del uno es la cotangente
<lel otro, y por tanto, también tenemos

c=¢,cotangB. [72]

Estas formulas pueden deducirse de las [69] y [70],
pues dividiendo estas reciprocamente nos dan

c_asenC  ngC de dond b tang C
h aeosC ang C, de donde e—b tangC,
h aeosC

¢ asenC- cot C, dedonde ¢= ccotC,
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33. Los dos teoremas anteriores y el de Pitagoras, sir®
ven para la resolucién trigonométrica de los triangulos
rectangulos. Como en estos se conoce el angulo recto»
bastara conocer dos de los otros elementos del triangulo
para que el problema sea determinado, contal que en los
datos entre un lado. (3)

Esto da origen & cuatro combinaciones, que forman
otros tantos casos, que son:

1. ® Dados la hipotenusa y un angulo agudo.

2. ®Dados un cateto y un angulo agudo.

3. ® Dados los dos catetos.

4. ® Dados un cateto y la hipotenusa.

Problema |IX.

Resolver un triangulo rectangulo conocida la hipotenu-
sa a, y el angulo agudo P.
El cateto b se hallara por laférmula [69] b=a sen B,.
de donde
log 5= log «+ log sen B.

El cateto c se hallara por la formula [70] ¢~ a eos B»
de donde
log c=log o+ log eos B. (=)
El angulo agudo 0=90°—B.
Con lo que quedaran determinados los tres elementos
desconocidos del tridngulo. Pongamos un ejemplo numé-
rico para que se vea la disposicién de los calculos.

(*) Si el radio de lus tablas no fuese la unidad, las ecua' iones
serian

asenB a eos B

de donde .
logi=log a+ log sen B—log r,
logc=log«4 lo?*0° ®
Igual observacion podemos hacer para las otras férmalas.
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EJEMPLO NUVERICO.
Datos, a=22750 metros. B=48"28'50".
A w = iLog6=1log«+ logsenB
J~ormulas [ c= ocos)j) (i,ogc= log a+ log cosB
( C= 90“—B.
Céalculo del cateto h. Calculo del cateto c.
log 22750= 4,356981 log 22750= 4,356981
log sen (48*28' 50")=1,874326 log eos (48*28'80")=1,821431
log &SMmrt 4,231307 log o-=8Uina 4,178412
cateto 5=17086", 62. cateto c=15080"", 39.

angulo C= 90*—B= 90—48*28'00"=41*31'10".
FarmuUis <& comprobacion. (=>a®=6®+ c*.
<;=rtsenC, de donde logsenC=logc—Iloga.

Problema X.

Resolver un triangulo conocidos el cateto c y el angtilo
<iyudo B.

Para hallar el cateto 5tenemos [71]

5= ctangB, de donde log5= logc+log tang B.
La hipotenusa se puede determinar por la ecuacion
c¢= «co0s B, de la que resulta log a= log c— log eos B.

El angulo agudo C=90*—B.

EJEMPLO NUVERICO.
Datos. ¢=450 metros. B=47*28".

(C=90*-B. '

(*} En este caso como en todos los demds, conviene comprobar
la exactitud de los célculos aritméticos valiéndose de algunas de
las propiedades demostradas y de las que no se haya hecho uso en
la resolucién del triangulo. En este ejemplo hemos indicado la pro-
piedad del teorema de Pitagoras para los Indos, y lade la formula
189j; también podriamos aplicar las ecuaciones [70] y [71].
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Calculo del cateto b. Céalculo de la hipotenusa a.

log 450= 2,653213 log 450 = 2,653213

log tang (47®28)= 0,037440  log eos (47728) = 1,829959

log b= sunia 2,690653 log a m= difervficia 2,823254
cateto 5=490", 51. hipotenusa « = 665™, 66.

angulo C= 90"-B = 90"—47“28'= 42’ 32'.
Férmulas de compréb.N a*= 8®+ c¢*, h—asen 11

Problema XI.

Resolver un triangulo rectangulo conocidos los dos ca-
tetos hy c.

El angulo B se determina por la férmula b= ctang B,
<le la que resulta

log tang B = log 5—1log c.

La hipotenusa se baila por la formula b= a sen B, de
<londe
log«= log5—Ilog sen'B.

El angulo C=i90' — B.

EJEMPLO NUVERICO.

Datos. 6=2324 metros €c=2532 metros.
(6=ctangB) , . (lgtagB=1g 6—Igc
Formulas 6=0 sen"BJ ( Ig«=1g IgsenB
(C=90'— B.
Célculo del angulo B. Célculo de la hipotenusa a.
log 2324 = 3,366236 log 2324= 3,366236

log 2532 = 3403464 l0gsen (42°32'50")= 1,830074

log tag B=rf;/ere«c7a f,962772  log « = diferencia 3536162
B= 4273250 . hipoteiiusa= 3436,79.

C= 90"—B= 90"—42°32'50'= 47" 27" iO .

Férmulas da comprab.” «*=6* + c¢*, c¢= 6tang C.
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Problema XI11.

Dados la hipotenusa ay un cateto b, resolver el trian-
guio.

El cateto c puede hallarse por la formula

De donde +
c=V\a+ b){a-b)
y tornando logaritmos
log c= ~[log (t+ 6)_]-Jog (0—¢)],

El angulo B se deduce de la féi-mula b ~a sen B.
Y el &ngulo C=90'*— B.

EJEMPLO NUMERICO.

Datos. 0=22750 metros. 5=17034.
For- iflg«=¢é[% («+&)+Ig(o 5T
3? (log sen B= log5 —Ilogo.
Célculo del cateto c. ] Calculo del angulo B.
lg(0+5)=19g39784=4,599704 j 109g.17034 = 4,23130«
lg(a 5)_lg 5716_3,757092 | log 22750 = 4,356981

Suma 8,356796 log sen B=ililcr/?n<?;i f,874327
log 0 = mitad 4,178398 1

cateto ¢ = 15080. | anguloB=48*28'51".
C=90"'—48'28'51"= al~SI'9'.

Férmula de comprobaciéon. b= ¢ tang B.

Elementos de un triangulo rectangulo para que sirva

de comprobacion resolviendo cada uno de los cuatro ca-
S0S que pueden ocurrir.

a=12520, b=8150, ¢c=9504, B=40'36'50', C=49"23'10",
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CAPITULO IL

XRiXn GULOS OBLICtrAKGtJLOS.

34, Las analogias 6 ecuaciones que sirven para resol-
ver los tridugulos en general, son las que vamos a de-
mostrar en los tres teoremas siguientes:

Teorema VIII.

En todo triangulo, los lados son proporcionales con los
senos de los angulos opuestos. (Fig 292)

Sea un tridngulo cualquiera AB C, bajemos desde uno
de los vértices una perpendi-
cular BD al lado opuesto; pue-
den suceder dos casos, que es-
ta perpendicular caiga dentro
6 fuera del triangulo.

1 Si la perpendicular cae j, <A
dentro, tendremos en los triangulos ABD y DB C [ Teo-
rema V1]

BD=<7?senA, B D=« sen C,
de donde
asenC=c senA, 6bien, a:c ::sen A :sen C.

20 Si la perpendicular cae fuera, tendremos en los dos
triangulos DBCy DBA
BD=asen C, Bl)=c sen DAB= csen A \ Teor. I11],

y por tanto
«sen C=csen A, 6bien a:c ;:sen A :sen C
Este teorema puede también demostrarse directamen-
te sin auxilio de loe triangulos rectangulos.
En efecto, sea. A BC (Fig. 393) un triangulo cualquier,
circunscribamosle una circunferencia, y desde su centro.

Rmo.—Vnrrm.i({n». Il. C 24 ]
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O con'uu radio igual & la unidad tracemos otra A'B'C",
tirando los radios OA,
OB y OC, y las cuerdas
A'B', A'C' yB'C'". EIl
triangulo A'B'C"' es se-
mejante al AB C. Luego
ABi.VR"; BCs B'C":: ACSA'C' («i
Pei'o el anguloA=A"
tiene por medida la mi-
tad del arco B'C' {Geo-
metria teor. X X X 1], lue-
ijo. go la cuerda B'C" es el
duplo del seno de A" {Teor. 1]; lo mismo podemos decir
del angulo B respecto & la cuerda A'C' y del angulo C
respecto & A'B"'; por consiguiente, la série de razones
iguales (0) puede escribirse
c:2senC::«:2senA:: :2senB,

6 dividiendo por 2 los consecuentes
c:sen a:sen A i :senB.

Teokrma IX.

En todo triangulo, el cuadrado de un lado, esigual a la
suma de los cuadrados de los otros dos, menos el duplo
del producto de estos por el coseno del angulo compren-
dido. (Fig. 292

1® Si el angulo A es agudo, sabemos {Geom. teoremn
rV11], que

= —  XAI).

Pero en el triangulo rectangulo ABD, A D=ecos A.

luego
—2hc eos A.
20 Si el angulo A es obtuso, sabemos {Geom. teorema

rVI1il], que
fl»=5*-1-c*4.2ftx1)A.
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Pero en el triangulo rectangulo ABD, tenemos

AD = ccosDAB = —ccosA [TVor. 11];

por tanto
ir*=i*+i~"—2ie eos A.

Teorema X.

En todo triangulo la suma de dos de sus lados es & su
diferencia, como la tangente de la semisuma de los angu-
los opuestos & dichos lados es & la tangente de la semi-
diferencia.

Kn efecto, segun el teor. VITI, tenemos

a_ sen A
h senB'’
de donde comparando la suma de antecedente y conse-
cuente con su diferencia, resulta
N senA-fsenB
o —ft"sen A—sen B ‘

Pero sabemos [63] que
sen A-bsen B tang A(A 4-
sen A —sen B~ta'ng¢ (A~B) ’
por consiguiente,
a+ b_ tangJ (A-1-B)
a—b tang™A—B)'
que es el enunciado del teorema.

Kl teor. V111 aplicado & los tres lados del triangulo nos
da dos ecuaciones distintas, que con la que indica la pro-
piedad de la suma de los tres &ngulos de un triangulo, son
tres ecuaciones distintas, en las que entran los seis ele-
mentos del tridngulo: estas son

a_sen A

b sen B j
a_senA \% [73]
¢ senC \

A+ B+ C= 180* y
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El teorema I1X, aplicado & cada uno de los lados de ua
triangulo nos da tres ecuaciones distintas, en las que en-
tran los seis elementos del triangulo, & saber:

— 2&ecosA 1
a*+ ¢~ 2ac eos B | |

— 20,*cosC )

El teorema X nos da las ecuaciones

fl+ T_tangi 1

a—h tangi (A—B) 1
a-\-c__tangi (A-j-C) ( [75]

a—c tangi(A—C) \

A+ B-1-C=180’ >

35. Podemos observar que en cualquiera de estos tres
sistemas entran los seis elementos del triangulo, y por
tanto, que con uno cualquiera de ellos bastaria para iodos
los casos de resolucion de los triangulos. Ademés, como
las relaciones que estas formulas expresan son siempre
ciertas, implicitamente se hallan las propiedades que in-
dica un sistema contenidas en los demas; es decir, que
pueden deducirse unas formulas de otras, inclusas las de
los triangulos rectangulos que no son mas que casos par-
ticulares de las ecuaciones generales que acabamos de
formular.

36. Por via de ejemplo vamos & demostrar que del sis-
tema [73] de ecuaciones se pueden deducir algebraicamente
todas las analogias 6 ecuaciones que hemos demostrado; es-
to es, lasformulas [69], [70], [71] y [72], el teorema de Pi-
tagoras y los sistemas de ecuaciones [74] y [75].

() Puede notarse que en el sisteitiA de ecuaciones [73] y [76],
la tercera ecuacién que podia forinularse en ca<la sistema

sen H 6-4-c  tangi(B-j-C)
sen C b—c tangi(B—C)

se deduce de las otras dos ecuaciones del sistema, y por consiguien-
te no forman una nueva ecuacion.
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i .a
En efecto,sienlaecuacionsuponemos A=

90°, esto es, que el triang. es rectang., el sen A=sen
90“= r =1, luego se transforma en

Que son las formulas

SiendoB-|-C=90°, tendremos c=n cosB [69J [70] [7 y [72]
Dividiendo la una por la otra &=c tagB
Y por ser B+ C=90“. . . . c=h cot B
Elevando al cuadrado las dos formulas (=0 sen By
c=acos B y sumandolas tendremos, recordando que
sen*B+ eos*B=1,
6*+c*=a* (sen*B-l-co8*B)=a*.
(iue es el teorema de Pitagoras.
Vamos ahora & deducir el sistema de ecuaciones [74].
Para ello, de las ecuaciones
sen A sen A
h senB c senC
deduzco eliminando C entre las dos ultimas
csen A= (Isen (180®— (A+ B))= asen (A + B).
Pero

A+ B4.C=180°

sen (A-]-B)= sen A eos B+ sen B 008 A,
luego

csen A= asen AeosB+ asen B eos A.

Sustituyendo en vez de asen B, su igual sacado de la
mecuacion primera bsen A, tendremos
esen A= osen AcosB-hésen A eos A.
Dividiendo esta ecuacion por sen A
c=0 cosB+ Jeos A. (0)

La primera de las ecuaciones[73] nos da sen B. isen A

~e donde sen* B= — ~ 'y como sabemos que eos B =

VAr—sen’ B, tendremos

eosiB = j/ J*sen*A g — gen*
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Sustituyendo este valor de eos B en la ecuaciéon ()™
sera
c—V O'sen* A + 6eos A.
De donde
¢ —heos A — Va?— 6*sen*A.
Elevando al cuadi-ado
c*—26¢c e0s A + 6*eos*A = a*—6* sen*A.
Trasponiendo y teniendo presente que cos*A-1-8en*
A = 1, resulta finalmente
a*=b*4-c*—2bc eos A, que es la formula [74]

Si en esta formula, y en sus dos homélogas, se supone
que el angulo es recto, resulta el teorema de Pitagoras
«F=g*-+-c*,

Respecto & la transformacion del sistema de ecuacio-
nes [73], en el [75] ya hemos visto como se efectda. [ Teo-
rema X.]

Luego queda demostrada la generalidad del sistema de
ecuaciones [73], pues que de él se deducen todas las otras
formulas o analogias de los tridngulos rectangulosy obli-
cuangulos.

37. Al resolver los tridangulos oblicuangulos, pueden
ocurrir los cuatro casos siguientes:

1. * Dados un lado y dos angulos.

2. ® Dados dos ladosy el angulo comprendido.

3. ®Dados los tres lados™

4. ® Dados dos lados y el ang. opuesto & uno de ellos.

Problema XIII.

Suponiendo conocidos el lado ay los angulos B y C»
resolver el triangulo.
El tercer angulo desde luego puede hallarse, pues

A=180® — (B-1-C).
(*) Hemos creido mas oportuno este arden, por serel de lo més

facil alo méas complicado. Igual razon nos ha guindo al clasificar
los casos en la resolucion de los tridngulos rectangulos.



— 375 —
Los dos lados by ¢ se hallan por las formulas [73]

a senA a senA
h senB’ c sen C’

de las que resultan tomando logaritmos
log5=log a+log sen B—Ilog sen A,
logc=log 0-1-log sen C —log sen A.

EJEMPLO NUMEEICO.

Datos. 0=1200 metros. B=45“3829 ,5. C=4(T25'35
A=180"'(B+C)=180"-(45"38'29"5+40"26'35")=93"55'55 5

\l osenB \ "
P sen log 5=logo-I-log sen B—log sen A
asenC
| =1 -1-1 — A
, sen A [log c=log a-1-log sen C— log sen
Célculo del lado b. Calculo del lado c.
log 0=3,079181 log 0=3,079181
log sen (46*38'29"5) =1,854292 log sen (40*25*34")=T,81189i)
Suma 2,933474 Suma 2,891071

-lgsen (93*55'55'6)=-r,998977 Igsen (93*55'56"5)=T,998977
log b-=.diferencia 2,934497 Dife.rmcia-=.\o" r=2,892094

lado 5=860 metros. lado 0= 780 metros.

Férmula de comprob.” Siendo A> B> C, tiene que ser a> ;>

b_sen B
¢ —seiTc’ log i = logc-1-log8en B—logsenC.

Problema XIV.
Conocidos los lados a y by e/ angulo comprendido C\

resolver el triangulo.
Desde luego se conoce la suma de los otros dos angu-

los, porque de la ecuacion A-f"D-]-C= 180°, se deduce

A-HB=180°— C.
Si conociéramos la diferencia do dichos angulos, se sa»
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be que conocida lasumay la diferencia de dos cantidades,
la mayor es iyual & la mitad de la suma, mas la mitad de
la diferencia, y la menor es iyual & la mitad de la suma
menos la mitad de la diferencia.
Las formulas [75] nos van & proporcionar el medio de
conocer dicha diferencia. En efecto, de

a+ a_tang”™(A+ B)
a—b tangJ(A—B)
se deduce

log tangi (A - H)=log(«-i)+logtangJ(A+B)-log (0+6).

En la que podemos determinar ~ (A—B), y por tanto,
duplicando, el arco (A—B). Luego los dos angulos A y
B quedan determinados, pues sabemos que sera el mayor
el que se oponga al mayor lado, y los dos lados a y b son
conocidos.

Podemos observar que la tangentei-(A+B)=cot” C,
porque de

™+ B= 180*—C, se deduce i(A + B)= 90®—JC,
y por tanto
tangi{A + B)= cot;C.

Asi es, que no se necesita buscar en las tablas el loga-
ritmo tangente de (A-f-B), sino el de suigual cotJ”"C,
08 decir, el del arco mitad del angulo conocido.

Conocidos los angulos, para determinar el lado c te-
nemos
a:c :: sen A :senC, dedondelogc=loga- | -log8en C—logsenA.

EJKMPLO NUMERICO.
Datos. fl=1200, J=860, C=40'26"

[75Tr[73] i
toredtt Igariiine. \ <l-log Sen C™logSCn A.
( (@a—1i)= 340.
Volarc fliurifferrea | iC = 20" 13.
|

(«+ 6)= 2060.
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Célculo de los angulos A y B. Calculo del lado c.
log (a—S)=2,531479 loga=3,079181
log cotJC=0,433847 ¢ log sen C=r,811752
—Ilog {a-1-&)=—3,313867 —logsen A = —1,998979

Stteon.=lgtg~(A-B)=1,651459 Su." alg.= \og c=2,892154
i (A—B)=24“8"28" lado c=780,l.
Siendo (A —B) =69* 47"
Por ser fl > 5 tendremos
A=93* 55' 28"
B= 45* 38' 32

Formulas de comprohacmi.
A+B + C=180*.
a:5;: sen A :senB.

P robj.ema XV.

Dados los tres lados a, b, c, resolver el triangulo.

Para determinar el angulo A emplearemos la formu-
la [74]

a*=5*-]-c*—2ic eos A.

De la que se deduce )

eos A = E—LC*—:—(—)—*.

Esta ecuacién resuelve el caso, pues su segundo miem-
bro se compone de cantidades conocidas; pero no siendo
calculable por logaritmos, la vamos & transformar en otra
que lo sea. Para ello sumemos & sus dos miembros la uni-
dad y tendremos

1 + eosA= 1+ c»- g» 26c¢-t- 67N-fc W

n 26¢ 26¢
(6-)-c)*—a* (6-t-c-]-a)(6-pe—a)
26¢ 26¢

Pero sabemos [_Frob. V], que
1-peos A =2 cos*;-A,
luego
® 26¢
Si llamamos al perimetro del triangulo 2/i, tendremos
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i+ c+«= 2
J+ c—a=2"—2a= 2(_"—a).
Sustituyendo estos valores

2 eos*i A ,
26¢C be

De donde dividiendo por 2 ambos miembros y extra-
yendo raiz cuadrada

p(p—0)
JA '
eos 4 6c

Aplicando el mismo procedimiento para los angulos B
y C, nos dara férmulas analogas, de modo que tendremos
el sistema de ecuaciones:

G .,ia= 1/IETEN i
| be i

I pé]

co, i
f ab

cuyas tros férmulas son calculables por logaritmos y de-
terminan los angulos i A, ¢ B, ~C.

La simetria de estas formulas las hace facilmente re-
cordables, pues vemos que el coseno de la mtlad de un a«*
i/ulo de un triangtilo, es igual & la raiz cuadrada del pro-
ducto del semi-perimetropor este disminuido del lado opues-
to al angulo, y dividido por el producto de los dos lados
que forman dicho angulo.

38. Sabemos por la Geometria, que para que un trian-
gulo exista, se necesita que un lado cualquiera sea menor
gue la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

(*) No se pone el doble signo of radi<al, porque eos siem-
pre tiene que ser positivo puesto queiA<9(P.
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Esta condicién la podemos demostx'ar por medio de las
férmulas halladas. En efecto, para que sean reales es
preciso que se verifique
p—o0>0, p—i>0, p—c>0,
Ve R a-4-6+c
0 bien teniendo presente que/)=— R
h-\-c—e>0, a+ c—6>0, a-\-b—e>0.
De donde
b-\-c>a, a+ c>06, a+ 6>c,
6 bien
b>a—c, c>b—a, a>b—c
Si en la ecuacién propuesta y sus analogas en vez de
sumar la unidad & ambos miembros la hubiésemos res-

tado, llegariamos & las expresiones

seni A= 1 (9-9)
F be
seni B— 9 [77]
r ac
wnic (p—ap—b
ah

Férmulas también simétricasy iaciles de retener en la
memoria.

Si se divide este sistema de férmulas por sus corres-
pondientes anteriores, nos daran

ta.giA= I/IEA)-(E=£) i

\ i
taang:),?\lE?), F?_Ib£,§|| Pq
r p{p-c)

Cualquiera de los tres sistemas de ecuaciones [76], [77]
y [78] puede servir para resolver este caso, pues que nos
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dan los valores de los angulos (6 de sus lineas trigono-
métricas) en funcién de sus lados que son conocidos. En
el sistema [76] hay que hallar siete logaritmos, en el [77]
seis, y solamente cuatro logaritmos en el [78]; de modo,
que cuando van & hallarse los tres angulos de un trian-
gulo conocidos los tres lados, es preferible el sistema de
ecuaciones [78].

En todo rigor, bastaria hallar el valor de dos angulos,
pues el tercero serd suplemento de la suma de los otros
dos; pero se halla directamente como un medio de com-
probacion.

Veamos la disposicion de los calculos en un

EJEMPLO NUMERICO.

Datos. a= 57.770. 6=71.577. c=87.811.
Forpdah " loglhng~ [log >-6) _logp_log (p—o)]

[78] J logungjB—¢[log (p_a)-Hog (p-<) -logp-log (p-6)]
iotnad(t} |ogaritmo,.  logUng~C— ¢ [log (p-o0) +It.g (p_j) _iogp_log (p-e)l

Valores auxil* p= 108579, (p-a)-& 0,809, (p - 6)= i 700T. (p-e)-70.7«8.

Calculo del ang. A. calculo del ang. jy.jCalculo del ang. C.

log (p —»1_ 4,508K5 log (p — B )= 47059411 log{p— 0)= 4,705944

log (p- t)= 4,3n385 logip-«2i»» 43173967 log(p-4)= 466855
—1I»g p = —5035750 .10g p =-5,9t6760 -log p «-5,085750
—log (p —b) = —4,705941 1o (p — b) =-4,583945 _log (p — e) = —4,317395
St/mo aip#4r,=T,1459S0 Suma algfar.=1,41930i Suma algce5r,=r]99i0!l

)g tgd A = >7,571965 1g1g~ B = rnifad=7,709630 Igtg”™ C= miVad=T,961»10
i A-200 28" B=27* 8'ii', 24. JB=£]2* 23' 55', 56
ang. A — 40° 56" ang. B=-54° 16' 8', 68. 4aDg. C*=84*47'51, 52

Fénnulas (lecomp. A+B+C=180°, A<B<C,porser a<b<c.

(*) Los alumnos deberan resolver este mismo ejemplo emple.'m*
do las farinulas [76] y [77].



— 381 —

Problema XV I.

Conocidos s. y h y el angulo A opuesto al primero, re-
solver el triangulo.
El angulo B se puede determinar por la formula

a:i::senA :senB,
de donde
log sen B= log h+ logsen A —log a.

El angulo C=180*— (A -1-B)*
El lado ¢ se halla por la proporcién

c:a::sen C:senA,
de donde
log<j=loga-I-log sen C—log sen A.

Si no quiere hacerse uso del angulo C, valiéndose Uni-
camente de los datos del problema, puede calcularse el
lado c directamente, mediante la formula —
2bc eos A que es una ecuacion completa de segundo
grado con respecto a c, resolviéndola nos da,

c= beos Az Vb*(eos* A —1)+/"*

y como de sen™A+ cos* A = 1, resulta— sen*A=cos*
A— 1, sustituyendo en la cantidad subradieal, tendremos

c=ieosA \Vo*—i*sen*A («)

Esta formula no esta dispuesta para el calculo loga-
ritmico, por lo que vamos & trasformarla en otra que lo
esté. Si sacamos a* factor comun de la cantidad subradi-
cal, tendremos

pero el segundo término de este binomio no puede ser
mayor que uno, es decir, que el radio; pues si lo fuera,
la cantidad radical seria imaginario, el lado ¢ no existi-
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rifij y por consiguiente, no habria tridAngulo. De aqui re-
sulta, que se puede siempre hacer (18)

hsen A
N Aosen« (i)

De donde la ecuacidon («) se convierte en
eos A4-COS «.

Sustituyendo en esta por b su valor sacado de la ecua-
cion auxiliar (i) que es

ri u sen «
sen A '
tendremos
asen« cosA .g(8en« eos A = eos « senA)
sen A sen A

Pero teniendo presente las formulas [41] y [48], se tras-

formara en
a8 ™ {«4-A)
sen A

férmula calculable por logaritmos, y en la que el valor
del angulo a puede hallarse facilmente mediante la ecua-
ci6on auxiliar
hsen A
de la que resulta
log sen « =log i + log sen A—log a.

39. Discusién. El angulo B hemos visto que se deter-
mina por su seno, y como los senos de dos angulos su-
plementarios son iguales, resulta que dicho angulo es
susceptible, en general de dos valores. Estudiemos los di-
Versos casos que pueden ocurrir.

l. el angulo A > B, y por consiguiente, B no
podria ser ni recto ni obtuso, luego en este caso no hay
mas que una solucién.
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1. Si a=b, tampoco podria ser B obtuso y por tanto,
no hay mas que un triangulo isdscele.

I1l. Sia< 0, angulo A < B,y por tanto B puede te-
ner dos valores suplementarios y ambos mayores que el
del angulo A, existiendo en tal caso dos triangulos distin-
tos, que satisfacen a la cuestion.

En efecto, la ecuacion asen B = ; sen A que nos ha ser-
vido para determinar el angulo B, prueba que si ff < 6tie-
ne que ser sen B> sen A, y como de dos angulos agudos
es mayor el que tiene mayor seno, se deduce que B>A,
y por tanto, que el problema tienedos soluciones.

Podemos observar que para que el problema sea posi-
ble, es preciso que en la ecuacién asen B = sen A, sea
menor que la unidad sen B (pues ningun seno puede ser
mayor que el radio), de donde se deduce que sen A:
pero siendo el tridngulo ACB (FHg 294), vemos que b sen
A es el valor de la perpendicular
CD, y es evidente que el triangulo
uo podria existir si a no fuera ma-
yor que CD.

Si fuera a*~="bsen A =D, enton-
ces el triangulo del problema seria
el AGD, pues sustituyendo el valor
de a en la ecuacién que haservido A B' D B
para determinar el angulo B, ten-
driamos hg.

bsen A sen B= &sen A, de donde sen 11= 1.

Es decir, que el angulo B es recto.

N ota.— Estos resultados estan perfectamente de acuer-
do con los que hemos visto en la discusién geométrica de
este mismo problema.
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EJEMPLO NUMERICO.

Datos. «=7158. (=b777. A=54'16"'. (>
'Iog sen B=log ¢(+log sen A —log «
C = 180°— (A 4-B)

%c— Iog «4-log sen C—log sen A.

Calcitio del an Calculo del lado c.

logS=  3,761702 log «= 3,864792

logsen A= 1909419 log sen C = 1,998211

—log a= —3,854792 —Ilog sen A = —1,909419

Su alff.=Igsen B= 1,816329 Suyma «~.= log. 0=3,943584
B=40°55"47". c= 8781, 81.

C=180“-CA-]|-B)=84° 48' 13".
Elementos de un triangulo oblicuangulo para que sirva
ele ejemplo en los cuatro casos:
«0=28442, 6=17803, c=30338.
A= 66°38 12", B=35°4'22",C= 78‘17' 26'.

(*) En este caso no hay mas que una solucién, jwrque 0>6 y
por tanto A>B, no pudii-ndo ser B obtuso.



TRIGONOMETRIA ESFERICA,

CAPITULO 1.

FORMULAS GENERALES.

40. Sabemos (2) que la trigonometria esférica tiene
por objeto la resolucién numérica por medio del calculo,
de los tridngulos esféricos. Para conseguir este fin vamos
a fijar las relaciones que ligan & los lados y angulos de
los triangulos esféricos, 6 mas exactamente, las relacioues
que existen entre las lineas trigonométricas de«dichos ele-
mentos de los triangulos esféricos.

Teorema XI.

En lodo triangulo esférico el coseno de un lado, es igual
al producto de los cosenos de los otros dos, mas el pro-
ducto de los senos de estos lados, por el coseno del angu-

lo comprendido.
Admitamos la misma convencién que en la trigonome-

tria rectilinea para designar los lados y los angulos, esta
es, que siendo ABC el triangulo esférico, A, 5, C desig-
nan sus angulos, y a,b,c los lados respectivamente opues-
tos a dichos angulos. Tratamos de demostrar que

eos a= eos beosc-j-senhsenc eos A.p

(=) Este teorema suele llamarse fundamental, porque de £I
pueden deducirse todos los demas ieGTe'caai 6 analogias de la trigo-

nometria esférica.

Cusio.— Wstrmad'fM, IL [ 26 1
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Sea el triangulo AB C (Fg. 295); supongamos que los
dos lados by ¢ son menores que un cuadrante, pudiendo
ser el lado a menor 6 mayor que un cuadrante. Constru-
yamos el triedro correspondiente O A B C, y desde elcen-

tro O de la esfera tomemos en el
radio OA una parte OD = |, tra-
ziindo por el punto D el angulo
plano EDF correspondiente al die-
dro OA, y por consiguiente, me-
dida del angulo esféricoA. Si uni-
mos el punto E con F, tendremos
en los dos trlanaruloa OEF v DEF
\ Teor. 1X.]

EF*=0OE2-f0F»-20ExOFcosa. (a)
£IN* = (fF s+ 21)EXDF eos A. (6)
I'ero observemos que en los tridngulos rectangulos
ODRVODF
/| DE = tangc, DF=:tang6 \

(© \oE=: ~ OF= 7~ i Vil
eoscm co» h
{OE*-DE~OI) =1
( OF*—DF-=0'D*=1 [Tetir. de Pita</oras."\

Restando las ecuaciones (0) y (&) y teniendo presente
estas iiltimas igualdades, tendremos

0= 2—20FxOEcos«-f2I>F xDE eos A.
Dividiendo por2 y sustituyendo los valores de las ecua-
ciones (c), resulta

= Qe , cosa-l-tanei tange eos A.
€0s « eose

Multiplicando por eos h eos ¢, trasponiendo y tenien-
do presente que

tangftcos6=sen i y tangfieosc= senc,
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resulta en fin
cosa=co8 Acosc+ sen J«enc QRA, (»)

Hemos supuesto que los lados hy ¢ son menores
<Jue un cuadrante, pero el teorema es cierto cualquiera
que sean los valores de estos lados.

1." caso. Sean (>90° ye <90°, (Fig.296). Prolongan-
mdo los lados ¢ y a hasta su encuentro en C', el triangulo
esférico ABC' tiene los dos lado« AC' v AB, menores
<iue un cuadrante, y por tanto en él se verificara que

co8a'= eo.s;'co8C+ sen¢'sen Ceos BAC'.

Pero tenemos que
('=180"“—¢
<=180"“—a

BAC'=180“—A.

Por consiguiente,

QR '=—eos b’
co8<=_cos aUXeor. II1l1]
So,l)AC=_gc,,a)

Luego sustituyendo en la formula correspondiente al
triangulo C'B A, nos dara
L —co8rt= — QRAcose—sen Asen reos A,

0 bien:
eos 7= eos Aeosc+ sen Asen ceos A.

2.0 caso. Supongamos en el triangulo ABC (Fg. 296)
(>90“, c>90° En este caso el triangulo ABC"' tiene
«uando menos al lado (<90° y por tanto el teorema se
renficara por estar comprendido en el 1." caso: luego
«ntonces también se verificard para el triangulo ABC*.

3.*'caso. Sea (=90° (Fig.297). 'fomemos sobre el arco
A B una parte AA'=90° y describamos el arco de circu-
lo maximo A'C; el polo de este arco sera A [ GeOm.
ienr, CCXI, eacolio"™ y por tanto la medida de este angulo
~ expresado arco A'b.
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Ahora podréa suceder: 1.0 que el arco A'C sea un cua-
drante. 2.0 que el arco A'C no sea un cuadrante.
1.0 Si el arco A' C es un cuadrante, el punto Cespo-
lo del arco AA'B, luego también BC es un cuadrante;
pero entonces la ecua-
cion (a) se verifica, pues
siendo eos ¢ = 0, coa
5=0yeosA=eo0sA'C=0,
tenemos, que dichaecua-
cion se convierte en

0= 0,
es decir, una identidad.
iiy. 21)7

2.0 Siclareo A'C no es un cuadrante, como BA"' tam-
poco lo es, apliquemos la férmula (a) al triAngulo A'BC
[!."m caso d segu7ido~\, y tendremos:

eos B C= eosBW'eos A'C -]-sen BA'sen A’Ceos BA'C.

Pero tenemos
eos BC= cosrt
eos B A'=cos (h; (0Q0—c))=sen c.
eos A'C= cosA.
eos BA'C=c0s90®=0.

Luego sustituyendo estos valores en la anterior for-
mula, se convertira cu

eosa= senc eos A.

que es a lo que se reduce la féormula (a) suponiendo
(=90°.

4® caso. Si (=90" y c— 90", el lado a es la medida
del angulo A, y como la féormula (a) se transforma en

este supuesto en
eosa= eos A,

esta es una identidad, y la ecuacién queda satisfecha.
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Por consiguiente, queda demostrada la generalidad de
la formula («) para todos los valores j)osibles.
Aplicando el teorema que acabamos de demostrar & los
tres lados del triangulo,tendremos lastres ecuaciones

eosa= eosheosc+ sen 5seneeos A
eos h= eosa eoscé4-senasenc eos B [79]
eosc=:eosc eos h-j-sena senb eos C

42. Estas tres ecuaciones son distintas y contienen los
seis elementos de un triangulo esférico; por consiguien-
te, con ellas pueden resolverse todos los problemas de la
trigonometria esférica; pues conocidos tres de los seis
elementos del triangulo, tendremos un sistema de tres
mecuaciones con tres incognitas. Sin embargo, vamos a de-
ducir de estas ecuaciones otras que son de mas facil apli-
caciéon en algunos casos de resolucion de dichos triangu-
los. Estas transformaciones del sistema [79] dan origen
a otros teoremas que pasamos & demostrar.

Teorema XII.

En lodo triangulo esférico, los senos de los lados son
proporcionales & los senos de los angulos opuestos.

Si eliminaramos el lado ¢ en las dos primeras ecuacio-
nes del sistema [79], quedarla una relacién entre los otros
dos lados a j by sus angulos opuestos Ay B, laque con-
venientemente transformada habria de darnos necesaria-
téente el enunciado del teorema.

Para efectuar esta eliminacion, sumemos y restemos
dichas ecuaciones y tendremos
m(IBc-j-cos M cos ¢ (coso+cos 5)4-sen c(senheos A+sen aeos B)
BCOSa——cos( » ko8¢ (cos, —€080)-{-sen e(sen JeosA—seno eos B).

Que se pueden escribir de este otro modo, sacando
*e0s a-j-cos h factor comUn en la primera, eos a— eos
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eu la segunda y trasponiendo

(eosa+ eosi) (1—eosc)= senc (sen heos A + sen aeos B)
(eos 0o—eos h) (1-f eosc) = sen c (sen e eos A — sen a sen B)*

Ahora, si multiplicamos miembro & miembro estas do»
ecuaciones teniendo presente que

(1 + cosc) (I —eos c)= | —co8*c:=8en*c,
resultara dividiendo por sen*c

(eos rt+cos h) (eos a—eos ;) = (sen heos A-j-sen a eos B)

(seu b eos A—sen a eos B)
efectuando la multiplicacién indicada
€0s* a—eos* i = sen*b eos* A —sen* a eos* B.

Y poniendo los valores de los cosenos en funcién de
los senos
I-8en*i—+sen*&=8en*i-8en*é8en*A-8en*a4-8en*asen*B.

Keduciendo términos semejantes, trasponiendo y ex-
trayendo raiz cuadrada

sen b sen A = sen a sen B.

De donde se deduce la proporcion

sen a:senb::sen A:sen B.

Aplicando el teorema a los tres lados del triangulo,
nos dara las tres ecuaciones

sena:senb::senA :senB \
sena :sene::senA:senC > [80j
senb:senc::senB:senC J

Teorema XIII.

ICn todo triangulo esférico ;a cotangente de un lado por
el seno de otro es igual al coseno de este por el coseno
del angulo comprendido, mas el seno de este angulo por
la cotangente del angulo opuesto al primer lado.
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Como 80 trata acjui de hallar una relaciéon entre los
lados ay by los angulos A y C, sera preciso eliminar el
lado ¢ entre las ecuaciones I-*y 3.* del sistema [783-

Para ello sustituyo en la primera el valor eos ¢ que
indica el segundo miembro de la tercera, y tendré

eos a=co0s &(cosa cosi+ N C)+sen hsenceos A.

Ahora para eliminar sen ¢ de esta ecuacién, sustituyo
su valor sacado de la segunda ecuacién (6 proporcion)

del sistema [80]. y tendremos

T ; . ,sen«senC
cosa=;co8l (eosttM8 6+sen asenoeos0)+sen 0-

Kt'ectuada la multiplicacién indicaday recox’dando que
A

----- ~ eot A, tendremos

eosa= QRaeos* ® ~ N  C-psenusenCsenhcotA.

Pasando ,al primer miembro eos a cos™ b y sacando fac-
tor comun eos o, tendremos

cosa (1—ARi)=sen asenbcosi eos C-psena senCseni cot A.

«Sustituyendo sen® ben lugar de 1— eos* i, y dividien-
do por sen a sen b, resulta finalmente

cotaseni = eosieos C-psenCcot A,

que es el enunciado del teorema.

Si formamos todas las combinaciones posibles entre
dos lados, el dngulo comprendido y el &ngulo opuesto,
tendremos las seis ecuaciones:

cot« seni= eosi eos C-p sen C cot A
oot« senc~ eosc eos B+ senB cot A
moti sena= cosa eos C-psen cotB ~ j-gjj
voti senc= eos c eosA -p sentA COtB i
cote sen a— eos U eos B -p senlJi cot C
cotcseai= eosi eosA-psenA eot'C !
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Teorema XI1V.

En todo triangulo esférico el coseno de un angulo es
igual & menos el producto de los cosenos de los otros dos,
mas el producto de los senos de los mismos, por el cose-
no del lado opuesto al primero.

En efecto, sea un triangulo cualquiera ABC, (sus an-
gulos A, By C, y sus lados o, c) consideremos el trian-
gulo A'B'C' suplementario del propuesto. En este trian-
gulo se verificara el teorema X1 y por tatito tendremos:

eos a'= eos h' eos c-\-sen h' sen ¢’ eos A'".
Pero sabemos que en los triangulos suplementarios los
lados del uno son suplementos de los angulos del otro y
reciprocamente. Luego sustituyendo en esta formula por

los lados del triangulo A'B'C’, los angulos del triangulo
ABC, y por los angulos los lados, se transformaréa en

—eos A= —eos Bx—eosCsen B sen CX —coso,

'‘O'h'ien cambiando los signos
eos A = —eos B eos C-j-sen B sen C eos a,

iformula que aplicada & los tres angulos, nos da las tres
ecuaciones:

eosA= —eosBeos C-fsenBsen Ceoso\
e0s B= —eosA eos C4-sen A sen C eos b¥82]
eos C= —eosA eos B-1-sen A sen B eosc)
Los cuatro grupos de férmulas [79] [80] [81] [82]nos

presentan las quince combinaciones que pueden hacerse
con los seis elementos de un tridngulo esférico (a, 5, c,
A. B, C) tomados cuatro & cuatro, de manera qu»ara re-
solver un triangulo esférico, basta elegir aquellai™e mas
monvengan al caso por su mayor facilidad, y hacerlascal-
culables por logaritmos si no lo son; lo que siempre es
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posible atendiendo & que en todos los casos sera un bino-
mio que contendra en uno de los términos el seno y en el
otro el coseno de un mismo arco \_Prob. VI11.]

43. Los cuatro sistemas de formulas hallados para los
triangulos esféricos en general, se simplifican mucho para
el caso en que el triangulo es rectangulo; asj, suponiendo
el angulo A recto, tendremos:

eosascosi eosc [83]

senh= sena sen B

[84]
senc= senasenC

tangb—tanga eosC \
tangb—senc tangB / [85]
tangc= tangfleosB ~
tang Pz=sen tangC '
eos fl= cotB cotC \
eosB=:eos ftsen C / [85]
eos C= coscsenB )

Estas diez formulas comprenden todas las combinacio-
nes que pueden hacerse con las cinco cantidades o, h, c,
B, C, tomadas de tres en tresy por tanto sirven para to-
mdos los casos de resolucion de los triangulos esféricos rec-
tangulos. Todas ellas son calculables por logaritmos.

Teorema XV.

Los lados de un triangulo esférico rectangulo, son todos
menores que un cuadrante, 6 bien uno solo es menor
que un cuadrante y los otros dos mayores.

En efecto, si en la ecuacién [83]

€e0S 0= €e0S &e0s C,

supusiéramos que los tres arcos, o lados del triangulo,
eran mayores que 90°, sus cosenos serian negativos, y ten-
driamos que el primer miembro de ella seria negativo, y
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el segundo positivo, lo que es absurdo; luego los tres la-
dos tienen que ser menores que 90", 6 uno menor y los
otros dos mayores que 90°, para que los signos de am-
bos miembros sean iguales.

Teokema XVI.

Kn lodo trianyulo esférico rectangulo, cada cateto y su
angulo opuesto son de la misma especie, esto es, los dos
agudos 6 los dos obtusos.

De la igualdad eos B=cos b sen C, [86] se deduce que
siendo sen C siempre positivo, eos B y eos b, deben tener
el mismo signo; y por consiguiente, los dos seran mayo-
res 6 menores que 90°.

CAPITULO 1.
RKSULUCION DK LOS TRIANCAILO.S ESFERICOS RECTANGULOS.

Un tridugulo esférico puede ser trirectaugulo, pero
entonces todos sus elementos son conocidos, pues sus la-
dos son cuadrantes iGeom. ieor. CC XXV 1]; también pue-
de ser birectaugulo, pero entonces los lados opuestos 4
los angulos rectos son cuadrautes, y el tercer lado es la
medida del tercer angulo; asi es que no debemos ocupar-
nos mas que de los triangulos uuirectaugulos.

Los angulos oblicuos del triangulo rectangulo pueden
ser obtusos, de lo que se deduce que los catetos pueden
ser mayores que la hipotenusa; al contrario de lo que efi
los triangulos rectangulos rectilineos se verifica siempre.

Como en el tridugulo rectangulo se conoce uno de los
angulos que llamaremos A (Fig. 298), basta conocer otros
dos elementos para resolverlo. Asi es que se pueden com-
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binar de dos en dos dichos elementos, dando lujara seis
casos de resolucién dis-
tintos que dan origen &
otros tantos problemas
que son:
1. ® Dados la hipotenu-
sa y un cateto.
2. ° Dados la hipotenu-
sa y un angulo oblicuo. H W
3.0 Dados los dos catetos.
4.0 Dados los dos angulos oblicuos.
0.0 Dados un cateto y el angulo adyacente.
6.0 Dados un cateto y el angulo opuesto.

Problema XVII.

Dados la hipotenusa ny un cateto b de un triangulo es-
/érico rectangulo, hallar el otro cateto cy los angulos By C.

De la formula [83] se deduce inmediatamente el valor
del cateto c, pues tenemos

, €0s 0
cos a= cor¢ €0sc, dedonde corc— '

y tomando logaritmos:
log eos c~ log eos a—Ilog eos b.

El angulo B se halla por la formula [84]

sen b
sen 6= senasen B, de donde senB

y tomando logaritmos:
log sen B= log aen b- log sen «.
El angulo C se determina por la formula [85]

. tangb
tang6= tango corC, de donde — >

y por consiguiente

log cor ¢ = log tang b- log tang «.
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Aunque el angulo B se determina por su seno, aqui no
puede haber ambigledad, pues hade ser de la misma es-
pecie que su lado opuesto hque es conocido [Teor. XV I].

EJEMPLO NUVERICO.
Datos. a=86"U". 5= 72*40'.
[ log eos c=log eos a— log eos 5

Formulas | log sen B= log sen 5— log sena
(log eos C=log tang5— log tanga.

Calculo del catetoC. Calculo dei ang. li. Calculo del ang. C.
log co* al .2,8<75ii log seo Il 1 <1,078816 log Isg » = 0,505701
log eos b m i rAMIS log sea a | Wl »)«d log tig Oa 1,181539

Dif. = log eos e = 1343407 Dif. :logseo Bo T,980755 Dif. = log eos C=7,3-24162

0=77"15'41". C= 734 8" C= 77%4921". (=)
Probtema XVIII.

Conocida la hipotenusa a 'y «» angulo oblicuo B de un
triangulo esférico, determinar el otro angulo Cy los dos

catetos b y c.
Empleando las férmulas [84] [85] [86], tendremos:

senh= senc sen B
tangc= tang aeosB

eos 0= eotB cot C, de donde cotC=
cotB
por consiguiente
log sen 5= log seno + log sen B
log tag c= log taga+ log eos B
log cotC= log eos a— log cot B.

() En estey los demas ejemplos se han despreciado las frac-
ciones de segundos que resultan de los calculos; pues no siendo
nuestro objeto méas que el presentar la disposicién de las operacio-
nes nnmaricas y el que los alumnos se ejerciten en el usoy mane-
jo de las tablas trigonométricas, nada importa el error cometido.

La exactitud de los valores obtenidos puede comprobarse em-
pleando alguna de las férmulas halladas para los tridngulos que no
haya servido para el calculo y en la que entren estos valores, y
viendo si se convierten en una identidad. En la trigonometria rec-
tilinea hemos indicado las formulas comprobatorias, que en obse-
quio & la brevedad no sefialamos en los ejemplos de la trigonome-
tria esférica.
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Las que nos dan los valores de las tres incégnitas en
funcién de los datos.
EJEMPLO NUVERICO.

Batos. a=86"U". B= 73U'8".

Mog sen 6= log sen o -4-log sen B

Formulas | log tangc= log tanga+ log cos B

log cot C= log cos a—Ilog cot B.

Calculo del cateto h, Célculo delcatetoC. Calculo del ang. O.

log ten a =T, 9W 061 logUga 1,181530 log eoe a wn2,8175tt
log 100 B= 1,980755 log eos B «e log col B« 1,483409
Sumaiaiog sen i = 1,070810 Sumamclog t«ge= 0,Ct57TM Dif. B log col C C31,334055
- e
6= 7240 c= 7715 41" C= 77*49'20'.

Probtema XIX.

Conocidos los dos catetos b y ¢, hallar la hipotenusa a

y los dos angulos By G
Las formulas [83] y [85] nos dan despejando en ellas

las cantidades desconocidas,

€0s 0 = cos&cose j , logeos a= log eos i+logcose
- A A
ta,gB= i2"51 de WtangB™logtango —logsenc
senc
tange Idonde) B b
tang C flog tang C= log tangc— log sen D.
senh

EJEMPLO NUVERICO.
Batos. J= 72"40. c= 77M5'41".
.log eos 0= logeos h+ logeosc

Férmulas ! log tang B — log tang h- log sen ¢
(log tang C= log tangc- log sen h

Calculo de la hip.~ha, Caleulo del ang. 13, Céleulo Jel ang. C.

AN log Ug c»0,645789
log co* bwm1,474115 lof Q3paL

log ten b« 1,970816
log cof €« 1,343415 TogMO ¢

L mf.'B log Ung C “ 0,965946
aSumoc log cota =>9,817530 F1/-ia 10g 1tng B» 0518554

«= 86 14" B= 73°4'8" C=77"49 20
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Problema XX.

Las férmalas [30] en cada una de las cuales no entra
mas que «« lado, son muy a propdsito para resolver este
problema. De ellas sacamos:

cos« = cotncotC logeos«=logcotB + log cote

/ de \log eos A= log eosB — log sen C

eos h=
sen C
N\
cosC="«A_C donde)
sen B I log eos c=log eos C—log sen B.
K,TEMPLO NL-.MERICO.
Datos. B= 734'8". C= 7r49'20".
og cotB +lpe cot
Fonnulas og eos A— '0 eos B - Pof sen 8:
' log eos e= log eosc - log sen B.

Calculodeiahip”™n, . .
Calculodei catetoA. Calculodel catetoc.

lo« cot B =77483468 _
lo« coa B= M<Msi4 .
lo« coic— TiaswM lo« co» C>ST smia?

« — .
oS fowenC=-Lmil7 1R QB b T.0S07AS
S«ma=lo«co» o . < "
Dif. = lo« coa A= L474107

W “ lo« coa « ->>T,.'<3407

17=86'14". oy
¢=72"40. c= 771541".

Problema XXI.
Co«oMo. un cauto b y el iaguh adyacente C *

nn

De ks formela» [85] y [86] ,e deduce :

tanaa= *58:" .
0o« C /[ Jj

ta.,g = »>4tangC/

~titst = I"gtagi_Jog;co«C
logtagr= log.,e,j+ g

co»B=co»J,en c' W »0«H=logce,i+ l,g,e, C.
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WKMPLO NI'MBRICO.

Datos. 6= 72=40" C= 7r4920'~
log tanga= log tangh—jog coa C
Férmula!~ \log tang = jog aen 6-j- log tang L

(log eos B= log eos 6+ log sen C.

Calculodelahip.-a. Calculodelcateto  Calculodeldog. Ji-

log UR = 05070t log »n « IftTASIB log co» "} 1,471l07

log co» C— r.IWMHS log Ug ¢ — 06irm6 log»en G LawniT
IMEWLIo« bK «= 011530 SMina=log 1vg m= o mr7sr SUMO—logco> Bs» 1.itMtir
a= 80°14' r= 77=15'45". B= 73=4'8.

P roblema XXII.

Dados un cateto 'by el angulo opuesto B de nn triangu-
lo esférico, calcular los dos ladosoy cy el angulo C.
Para resolver este problema aplicaremos las férmulas
[84] [85] y [86] que nos dan:
sen b

sen a— , log sena= logsen 6—Ilog sen B
sen5
senc——tm—e A log sene =log tang6— log tangB
’ tang B i donde i
I = _
2enC = _eos.l_3 1 ! log senC=logcos B—log eos 6.
45, Discusion. Las incognitas ri, c y C, se determinan

por sus senos,'por lo que cada uno de estos elementos
admitira dos valorea suplementarios; pero el problema
no es susceptible de ocho soluciones como & primera
vista parece, sino xmicamente de dos, atendiendo a que
«» angulo oblicuo de un tridngulo esférico rectangulo es
siempre de la misma especie que su lado opuesto, y a que
los tres lados de un tridngulo esférico rectangulo son
menorfli que un cuadrante, &.dos mayores que un cuadran-
te y el otro menor [7Vor. X y X 1].
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De modo que si llamamos o, ¢, Cy a', c', C', los va-

lores respectivamente pareados y suplementarios de las
tres incégnitasdel problemay suponemos:

a<90° \ [ flI'= 180°— &> 90*
c < 90° Itendremos| c¢= 180°— c> 90°
C <90 ) I C'= 180°—C> 90°

Las Unicas combinaciones que pueden hacerse de estos
seis valores para que satisfagan las condiciones demostra-
das en los teoremas XV y XV son:

1. ° 0<90,° ¢<90°, C<99°.

2» «'> 90° c¢'> 90°, C'> 90~

1" < 90°% c'>90° C'> 90°.
a'> 90°, c< 90°, C< 90°.

Si 6 < O®
Si 6> 90

Y vemos que en los dos casos (de ser ;<90°, 65>90°)
solo hay dos tridngulos posibles, siendo sus elementos
respectivamente suplementarios.

La Geometria confirma estas consideraciones analiti-
cas, pues si tenemos un triangulo esférico rectangulo

ABC (Fg. 29) que satis-

faga el problema, prolon-

gado sus ladosCB y AB

hasta que se encuentre en

B', resultara otro trian-

gulo esférico rectangulo

en A, que tiene el lado

LY comun con el anterior y

el &ngulo B '=B ; pero este triangulo esférico AB'C, tie-

ne sus otros dos lados y el otro angulo suplementarios con
los del anterior, porque

B'C=180°—o0
B'A=180°—c
B'CA=180°-C.

Luego (iai/os un lado de un triangulo esférico reclan’
guio y elangulo opuesto & él, existen dos tridangulos que sa~
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tisjacen & esta condicion, y sus elementos desconocidos son
suplementarios respectivamente.

EJEMPLO NUMERICO.
Datos. i= 72U0" B= 73"4'8". t¥

/ log sen fl= log sen h—log sen B
Férmulas | log sen c = log tangh—log tang B
(log senC= log eos B—Ilog eos h

Calculode lahip.~a. Calculo del catetoe. Célculo del ang. C.

log seo i — 1,979816 log Iftg ~  0,508701 log COl B —T.454SM

log sen B»1,980755 log* Ug B« 0,51794 log COI b » 17474116

gDa 1999061 Dif.sMlog htii C* 1,989177 Ci*. —log leo C «i1,99010»
86* W i 77° 15 41" _ 77* 49" 21"

a=1 g3 4¢ N - 102* 44'19" - 102* 10' 3¢’
Elementos de Mnia= 86°14', & 72°40', c= 77*15'41'
triangulo. (A=90* B= 73* 4'8", C= 77°49 21

. 0=93*46', 6=72*40", ¢=102°44'19"

Elementos del oti 90 B= 73* 4'8", c= 102°10'39'

CAPITULO IIL

RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS ESFERICOS OBLICUANGULOS.

46. Dados tres de los seis elementos de un triangulo
cualquiera, puede resolverse el tridngulo. EIl problema
es posible y determinado, siempre que los valores de los
datos sean tales que puedan satisfacer & las condiciones
de existencia de dichos triangulos, demostradas en la
Geometria, es decir:

1.« Que & los lados mayores se opongan los mayores
angulos y reciprocamente.

() Riendo b < 90“, las dos soluciones posibles, son
1.» a <90*, c¢ <90*, C<90*
2».....a’>90", c¢'>90*, C>90*.

KlkI».~Wilcinnli<«(. 11 ~ ~
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2.* Que la suma de sus lados sea menor que una circun-
ferencia.

3.0 Que un lado cualquiera sea menor que la suma de
los dos y mayor que su diferencia.

4.0 Que la suma de sus angulos sea menor que seis rec-
tos y mayor que dos.

Coa tales condiciones, puede resolverse un triangulo
con los elementos siguientes:

1.0 Conocidos los tres lados.

2.0 Conocidos dos lados y el angulo comprendido.

8.0 Conocidos dos lados y el angulo opuesto & uno de
ellos.

4.0 Conocidos los tres angulos.

5.0 Conocidos dos angulos y el lado adyacente.

6.0 Conocidos dos angulos y el lado opuesto & uno de
ellos.

Estos tres ualtimos casos pueden refundirse en los tres
primeros por medio de los tridngulos suplementarios.

Probtema XXIII.

Conocidos los tres lados a, b y ¢ de un triangulo esférico,
determinar sus tres angulos A, B, C.

Las ecuaciones [79] que contienen cada una los tres la-
dos conocidos y uno de los &ngulos, son las mas feciles de
aplicar en este caso. La primera de ella nos da

eos a—eos hcos e
eos A= («)
aenhsenc
Para hacer calculable por logaritmos esta formula, va-
mos & seguir un método analogo al empleado en el pro-
blema XV de la trigonometria rectilinea. Tendremos, su-
mando la unidad & ambos miembros,

__eosa—eos hcoar-*sen hsene__eos a—eos (&-hc) _
1+C08A _ h sene ~— senhsenc
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De donde se deduce segun las formulas [51] y [61], su-
primiendo el factor 2 comdn a los dos miembros

sen bsenc

Si se representa por 2p el perimetro a + i+ ¢ del trian-
gulo, tendremos que h-\-c— o0 = (p — 0), luego, sustitu-
yendo y extrayendo raiz cuadrada

/ senp sen —o0)
eos
2=11 senbsenc

/ senp sen (p—b) [87]
sen a sen ¢

€eos _

Oe igual manera
obtendremos
/ senp sen {p—=c)
2 senasen b
Si restaramos de la unidad ambos miembros de la ecua-
cion (a), obtendriamos

_ 1/sen[p—h)sen{p —c)
| sen bsenc

B__1/sen(p —a) sen (p —c¢) [gg]
2 r senasenc

y  1/sen(p—0) seji [p—b)
5 sen a sen h

Dividiendo miembro & miembro cada una de las tres
férmulas [88] por su correspondiente [87] resultara:

tang A.__sen {j}~—b) sen (p —c¢)
fienp sen (p—a)
N _1/sen (p—c)sen(p—c)
t .
ang 2 r senj7sen (p—b) [89]

tang = ][sen(p-a)_ie»(y-ft)
®2 f sen;»sen (p —c)
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47. Cualquiera de estos tres grupos de férmulas, cal-
culables por logaritmos, puede emplearse para hallarlos
valores de los tres angulos del triangulo, pero conviene
emplear el dltimo [89], porque no exige mas que cuatro-
logaritmos, siendo asi que el [88] exige seis, y siete el
grupo [87].

48. Discusion. La discusién analiticade cualquiera de
estas formulas, nos puede demostrar las condiciones geo-
métricas de existencia del triangulo esférico, que hemos
repetidoantes del enunciado de este problema. Tomemos,
por ejemplo, la formula

_ 1/ senp sen {p— a)
r sen bsen ¢

Para que el eos ~ exista, es preciso que suvalor no

sea imaginario, lo que & su vez exige que la cantidad
subradical sea positiva. Cualquier valor que haga nega-
tiva lacantidad subradical indicai-4 una imposibilidad en
la existencia del triangulo. Esta cantidad se compone de
los cuatro factores sen p, sen [p—a), sen b sen c. Sisien-
do positivas tres de ellas una es negativa, evidentemen-
te la cantidad fraccionaria es negativa. Estudiemos es-
tos cuatro casos;
1 Sisenp<0,elarcop> 180", y por tanto 2p =

perimetro del triangulo>360" resultado absurdo. [6w -
met. teor. CCXVII.]

2.0 SisenCp—a)= senN'""2 ~ " N desigualdad
no puede existir mas que en los dos casos:

> 180°, dedondea-fc>360“po, resultado absurdo.

<0, de donde 6+c>a,también absurdo.

3. *  Sj sen B2 0L80*

Lo que es absurdo.
4. ® Sisenexb80" a
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Por tanto, suponiendo negativo uno cualquiera de los
«cuatro factores, y siendo imaginaria en tal caso la canti-

-dad radical, 6 sea el coseno Mel tridngulo no puede exis-

tir, por entrafiar una imposibilidad geometrica en sus
condiciones esenciales.

Podria sin embargo suponerse, que los dos factores del
numerador eran negativos, 6 los dos del denominador, o
los cuatro factores, 6 uno del numerador y otro del deno-
minador, y en cualquiera de estos casos, la cantidad sub-
radical seria positiva; pero tales supuestos son absurdos
segun acabamos de demostrar. Por consiguiente, es preci-
so para que el triangulo exista, que todos losfactores de la
mcantidad subradical sean positivos.

KJEMPLO NUMERICO.

Datos. a= 80“U". orrTOMS'. ,=53%25'.

Fmv- j IlgungJ a»« (»—6)+logicn (p—c)— log scnp— log *en(p—«)3

1 1gliDg jB»»J”iog90D {p-a)+ logren (>—c)— log»en p—Ilog »fD(p—*)]
lgtangjc—J[log»en(p-0) + logsien{p-J)-log*enp-log«en(p-0)]

Valores auxiliares.  p—ioi“®  (p-a) «.sic«’.  (p-<)=.48<*3<,

Céalculo del ang. A. Calculo del ang. Il. Calculo del ang. C.

Ig«iB (p—i)— T,7»HO Igseo (p-a}— 1,U8&kn Igsen (p—a)— r5688Sfl
Igsen(p—e]s 1,874903 Ig seo T,874903 Ig sea (p—a“ 1,750140
Igienp r.9B040l -'lg »enp —~41,990404 —lg »en p ——17990404
— Igeen (p— r,5081Wk —Ig »en (p—6)— 1,750140 —lg»en (p—«}——!.874903

Suma olfeAr.1-0.035783
Muai” Ig 1g J A —0,017895

J A= 46"10'4«".
A=92*2r36".

P roblema

Resolver un triangulo esférico, del que se
iodos dgh y el angulo comprendido O.

Suma alfebr. —1,7.33515
.UiW—Ig tg J B—r,806007
JB = 36“20" 7.

B=72"40'14".

sumo algehr. —T.453689
Mifarf— Ig tg J C~,711845
J C= 27M5' 2",

C= 54304 .

XXI1V.

conocen dos
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Los incégnitos son ¢, A y B.
1.* Para determinar c, tenemos la formula

eos ¢c=c08 a eosi-fseno sen5eos C.

Que vamos & transformar para hacerla calculable por
logaritmos. Sacando de factor comun en el segundo miem-
bro eos a, tendremos:

eosc=cosc”Ncos senheosC~=cos o(cos 6+tgasenhcosc)

Hagamos tango eos C=tang a, lo que siempre es po-

sible: (18) sera
/ 7 . sen« AN

co8c=c0so(co8é + tangasen())=:co&)( ")

€0s « €0s 6 + sen asen h)}

. €o0s a
6 finalmente.

cosc = eosaeosés—
€0S

férmula calculable por logaritmo

2® El angulo A se puede deter r por laféormula[81J

cotaseni= coshbeosC C cot A,

que contiene & los elementos cono
A: de ella se deduce

sy & la incognita

cotosené—eosh
COtA=-
sen C

férmula que vamos & transformar en otra calculable por
logaritmos. Separemos en el segundo miembro cota como
si fuera factor comun, tendremos

cot a ~sen h—eos 6-----

COtA=- sen C

(=) EIl angulo Buxilinr « se calculara por la ecuaciéon auxiliar
tang a= taug a co5 C.
de donde log taiig a = log tang a+ log eos C.
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Hagamos ahora como en el caso anterior

eos C tang a eos C=tang a,
cot a
de donde / sen
. coto Ksen 6—eosh —
cotoisenfe —cosdtanga) €0s
COtA = - n A
sen C
__cota(seng eos « —eos bsen u)_ "otf sen (&—«)
sen Ceos « senC eos a

Ahora, si en esta Ultima expresién sustituimos en Tez
de cot o su valor sacado de la ecuacién auxiliar

AnN=tanga, de donde cota=----—=cosCcota,
cota nga

resulta finalmente
c,tA=:52IC«=njn),
sen a

3® EIl angulo B se determinara analogamente por la
féormula [81]
cot hsen o= eos a eos C+ sen C eos B,
de donde
_cothsen a—eoso eos C

cotB = sen C

de la que por anéalogas transformaciones y estableciendo
la ecuacion auxiliar

tang g=tang beos C,

obtendremos cOtB = </\(ﬂc«e|/nr(-q—_6j i

sen o n
EJEMPLO NUMERICO.
Datos. fl= 80°24". S= 70M9". C= 54"30'14".
i log @8 C=log @B«+Ig @8 (i —«)—Ig SH«
rom Ml ron logcotA=logcotC+Igsen(6-a)- gsena
m [~][92] 1 ioJeotB=logcotC+lgsen(a-6)—Ilgsené

. (lgtga=Ilgtg a+lgeos C) de (« = 73*29 19"
TU™* "% gq«* « | eos c! (6= 58*21'54"
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Valores auxiliares, {(h—«) = —3®10'19", (a—6)= 21*52'6".

Calculo del lado ¢. Calculo del &ng. A. Calculo del ang. B.

lo~ eos a s 9 log col C= 17853250 log col C— T,85i260
Ig cos (6—KJ — T.000338 logsen {6-0)= '5742001 log sen (o—ff)= T,571091
—log eos a =» — 1,433634 — log seo a = —1,014580 — log sen g = —1,93013T

Su. alj wlog. e0s 0=1,77522-2 Su.olj.silg col Au>i2,014880 Su. alf. d Ig col6=1,494211

c= 58“25 6" A = 92"21'36". B= 72" 40' 12"

P roblema XXV.

Resolver un triangulo esférico, riel que se conocen dos
lados By h, y el dngulo A opuesto & uno de ellos.
1® EIl angulo B se obtendra por la formula [80]

sena;senb::sen A :sen B,

de donde

. _Senbsen A
senB =

Como este angulo se determina por su seno, e€s suscep-
tible de dos valores suplementarios.
2® EI angulo C se calcula por medio de la formula
cot « sen ;=cos beos C-j-cot A sen C.
Que para darle una forma propia para el calculo loga-
ritmico dividiremos por eos by tendremos

cot atang b= eos C+ ~ sen C.
eos b

El segundo miembro de esta expresion se transformara

conforme al problema V11l por medio de la ecuacién
auxiliar
cot A
tang « =
S 6

y tendremos
cota tan%(i: €o0s C+tan8 nsen C=cos C-.!-ngr-]-- senC;
| e0Ss «
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de donde finalmente se duduee

. cos (C—a)
cot«tangi= -

6 bien _

cos+ (C—a)= cotatang6cos«, [3J
formula que nos darael valor del &ngulo+ (C a), y co-
mo a es conocido por la ecuacién auxiliar, quedara de-
terminado C. Ponemos el doble signo al angulo (C— «)
porque cos C cos a+sen Csen «, es el desarrollo del co-
seno (C—«)06 del coseno («— C).

3.0 EI lado c se puede determinar por la formula

€os 0= c0s0 cose 4-seni sene cos A,

de la que obtenemos sacando cos h factor comun
cosa= cosO(cosc+ tanghsenccos A.)

Ahora vamos & transformar lacantidad encerrada den-

tro del paréntesis en un producto [Proa. Y 111], para lo
cual estableceremos la ecuacién auxiliar

; sen 6
tangacos A= tangS= cos 6
Y sustituyendo tendremos
sen 6 . cosicos (c—®6)
cosa=:c085(co8C-l--—--—---->8cnc)—
n eos eos 6
Luego finalmente
N
95f$= ) de dondecos(r—b)_ - ™

COSs o

Esta expresién nos dara el valor dcl angulo (c--S)y
como § es conocido quedara determinado el lado r.

49. Determinado el angulo P por suseno y siendo sus-
ceptible de dos valores suplementarios, vamos a discutir
este problema que se conoce con el nombre de caao du-
doso de la trigonometria esférica. Supongamos que se
trata de construir sobre la superficie de In esfera «« trian-
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guio del que se conocen los lados a, b, y el angulo opuesto
alprimero A.

Para ello, tracemos dos arcos de circulo maximo que
formen un angulo igual & A (Fg. 300), sobre uno de sus
lados tomemos una parte AC =, y desde el punto C

como polo, con una abertura

de compés esférico igual & la

cuerda del lado a, describa-

mos un arco que corte al otro

lado en B, uniendo B con C

por medio de un arco de cir-

culo maximo, el triangulo

jolu ABC es el pedido; pero si con-

sideramos el arco de circulo maximo CDque pasa por el

punto C y es perpendicular al ABA' podemos estable-

cer preliminarmente los dos siguientes lemas, que nos
serviran para facilitar la discusion.

Lema I. Si dado un punto C déla superficie esféricUy se
traza un arco CD perpendicular & otro ADA' y dos arcos
oblicuos CBy CB' que se apartan igualmente del pié del
perpendicular, estos dos arcos oblicuos son iguales.

En efecto, en los triangulos rectangulos DBG y DB'C
tenemos [83] que

cosBC=cosCDcosl)B, cosB'C=cos CD eos BD,
pero siendo por el supuesto D B=D B, resulta que
eos BC=cos B'C, de donde BG= BC.

Lema Il. Si desde unpunto de la superficie esférica se
tratan dos arcos oblicuos que se apartan desigualmente del
pié del arco perpendiexdar, siendo el arco perpendicular
menor que un cuadrante, este arco es menor (pie todos
los oblicnos, y e! arco oblicuo que se aparte mas del pié
de la perpendicular sera el mayor; pero lo contrario se
verifica si el arcoperpendicular es mayor que un cuadran-

te (Fjg, 300)
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1.= Si el arco perpendicular CD es menor que 90°, ten-
driamos trazando un arco oblicuo cualquiera W CB, que-
en el triangulo rectangulo CBD, el angulo en B es agu-
do por oponerse & un lado menor que 90° [ _Teor. XVIJ, y
como CB se opone a un angulo recto {*Geometria teorema
CCXIX], DC<CB.

Es decir, que el arco perpendicular es menor que cual-
quier arco oblicuo.

Ahora en dicho triangulo rectdngulo CBD tenemos

e0Sc B = cos CD eos BD,

pero siendo CD <90° y constante, los dos arcos CBy BD
serdn ambos menores 6 mayores que 90°. Si son ambos
menores, vemos que & medida que sea mayor BD su co-
seno ser4 menor, y por consiguiente el coseno de CB,
luego CB aumenta & medida que BD aumenta, es decir,
que los arcos oblicuos son mayores a medida que se alejan
del pié del arco perpendicular. Si los dos lados CBy BD
son mayores que 90°, entonces sus cosenos son negativos,
y vemos también que CB aumenta 6 disminuye, segin
gue aumente 6 disminuya BD.

2.0 Supongamos ahora que el arco perpendicular
CD=>90°. En tal caso en el triangulo CBD el angulo B
es obtuso, y por tanto mayor que el angulo D que es rec-
to, luego DC>CB.

Es decir, el arco perpendicular mayor que cualquier
arco oblicuo. En la ecuacion eos CB=cos CD eos ,
siendo CD> 90° uno de los dos arcos CB 6 BD tiene que
ser mayor que 90° [_Teor. XV]; luego siendo constante el
valor de CD, cuando BD aumente, CB disminuye y reci-
procamente; es decir, que los arcos oblicuos van siendo
menores mientras mas se apartan del pi6é del arco perpen-

dicular. N

(*J Se Bobreeitiende gne estos arcos son .le circulo maximo.
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Esto supuesto, distingamos dos casos principales: 1.*
Que el angulo Asea agudo. 2.“ Que el angulo A sea ob-
tuso. (Se excluye el caso de ser A=90” porque enton-
ces el tridngulo seria rectangulo.)

|.®'caso. Siendo A<90°, puede suceder que sea
{<90®, =90°, 6>90°, y en cada uno de estos supues-
tos puede ocurrir que sea a>¢, = ¢, 0 <¢.

. Siendo (<90° y a>;, en el tridngulo rectangulo
ACD, C1)<90°, sera el menor de los arcos que pueden
trazarse \_Lema I1]; y la circunferencia descrita desde
el punto C como polo y con un radio igual & la cuerda
del arco o, envolvera & los puntos A y A'sia>CA '=
180° ¢, 6 envolverd al punto A pasando por A', si
0= 180°—¢; siendo en ambos casos el problema imposi-
ble. Pero si fuese a<180°—, la circunferencia siempre
envolviendo al punto A (es decir, quedando A dentro de
ella), cortara al arco ADA"' en un punto situado entre D
y A', tal como B y el triangulo ACB satisface al proble-
ma. Ademas el angulo B sera agudo, porque en el trian-
gulo rectangulo D CB, el lado CD es agudo [ Teor. XV1.]

Il. Si a=¢, lacircunferencia descrita desde C como
polo cortara el arco ADA"' en el punto A y en otro pun-
to B, situado entre Dy A'; por tanto habra una solucién.
En este caso A =B [Oeom. teor. CCXVIII.]

I11. Supongamos ahora que <i<;: podra suceder que
osea menor que el arco perpendicular CD, igual & este
arco, 6 mayor.

IV. Sio<CD, el problema es imposible, porque desde
el punto C no puede trazar,«e ningdn arco menor que CD
que corte al AD A' \ Lema I1.]

V. Si0= CD, lacircunferencia descrita desde el punto
C tocara solamente en el punto D al arco ADA" y por tan-
to, el tridngulo rectangulo ACD, re.solvera el problema.

VI. Si a>CD habra dos intersecciones By B'. una a
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cada lado del arco perpendicular CD é igualmente dis-
tantes de su pié D {Lema I], y por tanto las dos solucio-
nes ACB' y ACB. Los angulos B y B' son suplementa-
rios,y como B es agudo por oponerse en el triangulo rec-
tangulo DBG al cateto CD<90°, el B' sera obtuso.

VIL Supongamos ahora ;=90®, en talcaso CAy CA'
son cuadrantes, de manera que si a> ¢ 6 a= ¢ el proble-
ma no es posible, porque la circunferencia descrita des-
de el punto C como polo envolvera & los dos puntos A y
A' en el primer caso, 6 tocara en estos puntos en el se-
gundo; pero si o< siendo 0>CD habra dos interseccio-
nes B 'y B', y por consiguiente dos triangulos ACB y
ACB' que satisfacen al problema,siendo los angulos By
B' suplementarios.

VIII. Si suponemos (>90® siendo 0>, 6 a=¢, la cir-
cunferencia descrita desde el punto C envolvera a los dos
puntos Ay A' en el primer caso, 0 envolvera 4A'y pa-
sara por A en el segundo, siendo por consiguiente impo-
sible el problema en ambos casos; pero si 0<; y que
180®— ¢, habra dos intersecciones, la unaentre Ay D,y
la otraentre D y A", con tal que sea «>CD, luego en
tal caso existen dos soluciones.

IX. Si siendo siempre o<, fuese ¢=:180® — { 6 a>

180® — ¢(Fig. 301), la circunferencia cortariaal arco ADA'
entre A y D y pasaria por A'
6 envolveria & este punto; lue-
go no habria méas que una so-
lucion ACB vy el angulo B
del triangulo seria obtuso; por
ser suplemento delanguloagu-
do CBD.

20 caso. Siendo A> 90® el
arco perpendicular CD>90?y por consiguiente es ma-
yor que cualquier arco oblicuo, y de dos oblicuos es me-

FHg .w.
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fior el que mas se aparte de su pié D [Lema I1.] Podria-
mos hacer una discusiéon anéaloga a la anterior, pero en
obsequio & la brevedad, en el siguiente cuadro reasumi-
mos todos los resultados de la discusién del problema que

nos ocupa.
0>5,0=180"“—5.
\6o0> 180"—h.......
6<90” ™ o0>1, 0<180"—h.
a=b..riien,
a<h Yo>Cl)...
fI>J s
A<90V6=90* =i

0= ¢ cererreenrenrnnnnns
6>90" o0<iyo< 180*h
a<¢;yo=180*—6
60>18(r—1J.........

a>b, 0= 180*—i.

60< 180“—nh.........

J<90* a>h, o> 180"“—h.
0=J s

0<¢....

a>b....

A>90"' i=90 0=¢....
a<S...

a>b....

AT e

¢>90" 0<6, 0> 180*—h.

a<.h, 0= 180*—h.
60<180“—6.........

Valores

Solugones  del angulo B

nmg.
una. B<90“

una. B=A.

dos. B<90", B>90“.
ning.

mng.

dos. B<90* B>90“
ning.

mng.

dos. B<90“ B>90“.
una. B>90".

una. B<90*

dos. B<80”, B>90'.
ning.

mng.

dos. B<90”, B>90*.
ning.

mng.

dos. B <907, B>90*.
una. B=A.

una. B>90*.
ninguna.

Por consiguiente, antes de resolver un triangulo del
que se conozcan dos lados ay 5y el angulo A opuesto/a
uno de ellos, se debe empezar por ver con el auxilio de
la tabla que antecede, si el problema es 6 no posible, y en
el caso de serlo si tiene una 6 dos soluciones.
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KJKMPI.O NUMERICO.
Datos. «=70M9'. &=53"25. A=72U0'14". 1)

Pt .
log sen B=log seni + log sen A —log sen a.
log eos(C - a)=log cot«+ logtg5+Ig eos a.
log eos(c—6)=logcos«-1-log eos6—Ilgsen/j.

ga=IlgcotA —lgcosi) o "«=2T* 38 "
Formuus flftr." | |g gg—Jg tg h+lgcos A ) '~=21“52

Calculo de If. Céalculo de C. icalculo del lado C.
log sen >"  1,904111 log col aB  1.553M8 log coa « *  1,527400
log sen A «  1,9¥9025 log thg 6«  0,120471 log eos 6" 1,967573
—1log sen aV —1,973852 —1log eos a> T,947404 ~ —log eos h« —1,776240

Sw.afp.—1g sen n— i7sioogs SU.=1g coa (C-a)=»1,630432jsi<-—Ig eos (t-g)=1,719783
B=54%30. (C—a)= 64“43'23"| (c—é)= 58*22'.
C=92"21'26" c=80“U".

Problema XXVI.

I7onoct'rfo5 (05 tre$ angulos A, B, C, de un triangulo es-
férico, determinar sus tres lados a. h, c.

Este problema puede reducirse al problema XXI11> por
medio del triangulo esférico suplementario. Pues siendo
A',B',C"ii' 5" c,1lo8elementos de este triangulo, tene-
mos

c'=180“— A', 6'= 180“—B, ¢'=180“—C,
luego conocemos en el triangulo suplementario sus tres
lados. Resuelto éste porlas formulas del problema X X111,
conoceremos sus tres angulos A', B , C', de donde
a=180“—A', 6=180“—B', c= 180*— C".

Quedando asi resuelto el triangulo propuesto.

Se puede también resolver este triangulo directamen-
te, haciendo uso de la formula [82]

eos A= — Q0SB eos C-f-sen B sen C eos «.

(=) Eneste caso A <90°. 6<90=, « >
to aun hay sola solucién, siendo B<90®.

Pertan-
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De donde
cos« = NN -+ '=°ABafC _
sen B sen C
Ahora, por medio de transformaciones analogas & las
empleadas en las formulas del problema X X111, que son

simétricas con la anterior, y haciendo la suma de los tres
angulos A4-B+C=180°+2E, siendo2 E lo que sella-
ma esceso esférico, es decir, el esceso de la suma de los
tres angulos sobre dos rectos [G™eom. jeor.CCXX] obten-
dremos la férmula
.Pn~»-l1/gj"Esen(A-E)
' sen B sen C

Aplic. i Im olreg seni b= Y sen (B-E) ( [95J

dos féormulas ' sen A sen C
[82]
iguales irsnsfor- ic= -
o seni c=][«enEsen (C-E)
! sen A sen B

También se pueden obtener las féormulas siguientes,
empleando un método igual al indicado en el repetida
problema X X111,

(B-E)sen_fCH

! sen B sen C
eos = sen (C-E) [96]
! sen A sen C
e0s —E) sen (B—E)
sen A sen B

y dividiendorespectivamentelas primeras por las segundas
tang Esen (A-E)
r sen (B—E) sen (C—E)

tangi 6= 1 — E sen (B-E) [97]
I  sen(A—E)sen(C—E)

tangc -i/_«enEsen (C-E)
r sgh(A=EkE)sen(B —E) /

Cualquiera de estos tres grupos resuelve el problema”™
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pero debemos advertir que si han de hallarse los tres la-

dos del triangulo, este ultimo es preferible, por necesitar
solamente cuatro logaritmos.

Probtema XXVII.

Conocidos dos anyulos 'y Ti, y el lado adyacente c,
determinar el tercer angulo Cy los otros dos ladosay i.

Este caso puede resolverse por medio del triangulo su-
plementario en el que se conoceran dos lados y el angulo
comprendido. [Proi. XX11.]

1. ® Sise quiere resolver directamente, emplearemos
para determinar el angulo C la formula [82]

eos Crz— @8 A eos B+ sen Asen B cose.

En la que por iguales transformaciones que las emplea-
das en la formula [79] que sirvi6 para resolver el proble-
ma X X1V, y que essimétrica con la anterior, tendremos
suponiendo tang A eos c=tang a

og-,
€0s « -l

2. * Para hallar el lado a emplearemos la formula [81]
cot a sen cr: eosecos B-|-sen B cot A.
Ahora, despejando cot o y sacando eos ¢ como factor
comun del segundo miembro

A
eos ¢ ~cos B+ sen B’eOt \
€0s C)

sen c

cota=

Estableciendo la ecuacién auxiliar = tang 6
€os ¢

-~consejamos & los alumnos que hagan aplicacién de ella»
numérico; pues aunque en la practica pued«

Tii> ~ \ reducirse este caso al primero por medio del tridugulo su-
adquiriran facilidad en los calculos trigonomé-

Rvuo.~f4atrmatitat. |b 1 27
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tendremos
cota=cot c(cos B+senB tang S),
de donde

(9]

eos S

3.0 EIl lado bse halla por medio de la ecuacién

cot 5sen s= eosecos A+ sen A cot B,

de la que por idénticas transformaciones que en laante-
rior se deduce

[1co]

Siendo
eos B

tany=
€o0s ¢

Pkoktema XXVIII.

Conocidos dos angulos Ay "By el lado a opuesto & uno
de ellos, determinar i, Cy c.

Con el auxilio del triangulo suplementario este caso se
reduce al del problema XXV.

Si queremos resolverlo directamente, tenemos:

1.0 EI lado bse determina por la ecuacion

2 sen sen asen B

A L1 _
I h e dedontle seni= =g

Como este lado b se determina por su seno, admite dos
valores suplementarios. Asi es que este caso es dudoso
como el del problema XXV vy susceptible de una discu-
sién analoga.

2® El lado c se halla por la ecuacién

cot a sen c=cos c eos B -j-sen B cot A,
6 bien
cot a sen c—eos ¢ eos B= sen B cot A.

De donde sacando factor comun cot a en el primer
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miembro y recordando que tendremos

cot a (sen c—eos ¢ eos B tang 0) = sen B cot A.

Y haciendo eos B tang o=.tang a, y sustituyendo este
Talor en el anterior, tendremos

sen (c—a N

cota-——-"--- )‘zsenB cotA.
€o0s a

De donde despejando sen (c— tendremos

sen (c—a)= sen B cot A eos atanga, [iW]

féormula calculable por logaritmos y que nos dara el va-
lor del arco (c— «), y como a es conocido por la ecuacién
auxiliar eos B tang c=a, obtendremos finalmente elladoc.
3® El angulo C se determina por la ecuacion
eosA = —eos Beos C-bsen B sen C eos a,
gue nos da
eos A=cos B (—eos C+ tang B eos a sen C).
Haciendo
tang B eos a=cot S
tendremos, sustituyendo,
eos A = eos B (—eos C-b cot 6 sen C),
de donde
.0, ~ _cosBsen(C-g)»
sen 6
luego finalmente
\_ €0s A sen é
sen (C—é)=i c0s 6 [102]
formula que nos dara el valor del angulo (C— 6), y como
C es conocido, el valor de C.

Elementos de un triangulo esférico para que sirva de
comprobacion al resolver los seis casos 6 problemas que
pueden ocurrir.

A= ilIM3'" A\ B= 45*15'38". C=28'59'52".
a= 41* 9'47'. 6=30°13'40". c=19*25'40".



APENDICE

DE LA TRIGONOMETRIA

CAPITULO I

ANALOGIAS DE NEPER Y DE DELAMBRE Y SU APLICACION.

Analogias de Néper. El inventor de los logaritmos ha en-

contrado las cuatro férmulas siguientes conocidas con el nom-
bre de analogias de Néper.

cosH «” tgi («+S)_co8i(A-B) N

cotiC t,ig”h"=,14~Bj fl06]

~Demostracion. Para demostrar la primera de estas analo-
gias tenemos que
(A+B)_ tang™A-ftang™B
cot™"C 1—tampJA tang3IB '
tangi Atang”"C+ ~ gj Btang”~C
l1—tang¢ A tangj B {«)
Pero sabemos [89] que

tangJA= 1/
' senp sen (p—a)
tangi — 1/ gj" IP—«)sen (p~c)
sen P sen (p—Db)
tang 4 n — (P—0O)sen (p~b)

%enp sen {p — c)
Por consiguiente, multiplicando de dos en dos nos dara

tangi Atangi B=: — {P~~(j)
senp

tangi AtangJC=
senp
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tangi Btangi C= senon

Sustituyendo en la férmula (a) nos dara

tang”™'(A+ B)_ sen[p—Q) "™ «en (y —
coti C sen"j—sen{/>—c)

De donde transformando en producto la suma y la difereii-
-cia de los senos del segundo miembro de esta férmula [68] vy
[69], suprimiendo en el numerador y el denominador el factor
comun 2 sen J ¢ que resulta, y hechas todas las reducciones,

tendremos {\ang w*A11 ES\_ cosA (a—G)
cotje eos;Na-]-6) ’
que es la primera de less cuatro analogias de Neper.

La segunda se demuestra por transformaciones idénticas: la
tercera y la cuarta sustituyendo en la primera y segunda res-
pectivamente los valores de los angulos y lados del triangulo
esférico suplementario. En efecto, si en la primera, por ejem-
plo, sustituimos por A, B, C, ay J sus suplementos se con-

Vertira en - _tang~(g-f6)_ @8 (A—B)
tangje -cosi (A-i-B) "’
que es la tercera analogia con los signos cambiados en ambos
miembros.
Analogiat de Delambre. Las cuatro analogias de Delam-
bre son:
T.ggnij>+j)_cosi(A—B)..~-. ~cosi(g—&
§Bnifd gdhiic L J ' eosJe
N ,sNi(a-6)_seni{AN" N cosjr_(_«+J)
senje cosiC cosic

Bemostracioa. Para demostrar la primera tenemos [44]
eosJ (A —B)= eosi AeosJB+ sen A senB,
sustituyendo en vez de estos senos y cosenos sus valores en
funcion de los lados del triangulo esférico [87] y [88], resultara
i (A- B) senj C+ 5TET£=7l 8CTi C.

sen ¢ m  sencC
De donde dividiendo por seniCambos miembros, tendremos

cosi(A —B)__senj?+sen (p—c)
seji ~ C sen ¢
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y convirtiendo en producto la suma de los dos senos del nume-
rador del segundo miembro, y poniendo el seno e en funcién
del seno y coseno del arco mitad, segun las formulas [58] y [49]
cos™N(A— 2sen{2p —c) eosj e
sen JC 2sen¢ ceos¢ C
De donde suprimiendo en los dos términos de este quebra-
do el factor comin 2 eos ¢y recordando que
—c)= (aj-i-]-<'—o0)= a-\-b,
tendremos
eos; (A —B)__sen; («-1-6)
sen C seni C
que es la primera de las cuatro analogias. De un modo analo-
go se demuestran las otras tres.

Aptioacion de las analogias de Néper y de Celambre,
Pueden aplicarse estas analogias en los cuatro siguientes ca-
sos de resolucién de triangulos esféricos:

~osladosy el anffuh comprendido.

locen” ° 1 N &ngulo opuesto & uno de ellos™
3. ®Dos angulos y el lado adyacente.
4. ®Dos angulosy el lado opuesto & uno de ellos.

1.®' caso. Si se conocen los dos lados iiy h, y el angulo com-
prendido C, tendremos por las analogias 1®y 2® de Néper:
i (A-bB)_ eosj-(a—h) tangJ(A—B)__8en”(g—h)
cot™"C cosi(a+ 6)’ cos”"C  ~seni-(o-l.i) *

Con estas dos ecuaciones, calculables por logaritmos, pode-
mos determinar los valores de ™~ (A+B) y ~ (A—B), y por tan-
to, conociendo la semisuma y la seraidiferencia de los angulos,
se pueden conocer los dos angulos A y B.

Conocidos estos angulos, el lado ¢ puede hallarse por una
cualquiera de las dos analogias, 3®y 4.» de Néper.
tang”(a-t-5)_cos”~(A—B) tang”(a-6) sen”~fA-B)

tangjc cosi(A-f-B) tang”~c  “ senJ(A-J-B) *

También puede hallarse el lado ¢ por cualquiera de las cua-
tro analogias de Delambre, que también son calculables por

logaritmos, y nos daran el valor del arco Jc, y por tanto de su
duplo el lado ¢ del triangulo.
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a.« caso. Dados dos lados e.yh,y el angido A opuesto & uno
de ellos, se determinara el angulo B por la ecuacion

sen A sen b
sen a

senB:

El &ng. C se determinapor una de las dos analog.* de Ncper.

tangj (A—B)__sen”™(a—¢) tang”™(A-|-B)_ cosi(a—) "
coti C seni (a+1)’ cotJ C eo0s J (0-j-)

El lado ¢ puede determinarse como en el caso anterior, esto
es, por una de las dos analogias 3.* y 4.* de Néper, 6 por cual-
quiera de las cuatro de Delambre.

3.«* caso. Dados dos angulos A y B, y ci lado adyacente e,
las analogias 3.y 4.” de Néper que acabamos de indicar nos
daran los valores de 3 h que se deduci-
rano y 6. El angulo C puede hallarse, como en el caso ante-
rior, por cualquiera de las dos primeras analogias de Néper
6 por una de las cuatro de Delambre.

ca«o. Dados dos angulos Ay B,y el lado a opuesto a uno

de ellos.

E/? JIado 0 se determina por 1a fbrmulla sen I: "-:‘9'-1-9-516.13.

El lado ¢ por cualquiera de las dos Ultimas analogias de Né-
per (3.*y 4."); y después el angulo C por las dos primeras de
Néper 6 por cualquiera de las cuatro de Delambre.

CAPITULO II.
EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA.

Teoremas.

(sen a+ co8 fl)*-j-(sen a—eos 0)*=2.

sen* a— coa* 0= sen* b—eos* a.

sec* a— cosec* o=sec* «-l-cosec* a.

tang a+ cot 0= sec a cosec a.

sen* a— co8*a= sen*rt—eos*«.

sen® a-j-cos® a= (seii n-1-eos @) (1 —sen a eos «).

oukwnE

(*) Cada férmula que se indica es el enunciado de un teore-
ma expresado ulireviadamente. Asi, la primera traducida al len-
guaje vulgar, dice: el cuadrada de la suma del senoy el coseno rfe
«» arco, mas el cuadrado de su diferenfia es igual a 2. En estas
férmulas se supone el radio igual & la unidad.



10

13
14

lo

16
17

10

20

Seno.

2.542819

546422
.549995
.553539
.557054

2.5C05-J0

.563999
567431
.570836
574214

2.577566

.580892
.584193
.587469
590721

2.59394H

697152
.600332
.60348!)
606623

2.609734

.61:823
.615891
.618937
.621962

2.624965

627948
.630911
.633854
.636776

30 12.639680

Co.seno.

6.685
487 751
485 754
484 757
482 760
481 763
479 766
478 769
476 773
475 776
473 779
471 782
470 785
468 788
467 792
465 795
463 798
462 802
460 805
458 808
457 812
455 815
453 818
451 822
450 825
448 829
446 833
444 836
443 840
441 843
439 817
437 851

6.685

20

Coseno.

2.543084 1.456916 T 999735 60

Aanféent. Cotang.
| 54669 463309
I .550268 449732
' ,563817 446183
| 557336 442664
2.560828 1,439172
564291 435709
567727 432273
571137 .428863
574520 .425480
2.677877 1.422123
.581208 418792
.584514 415486
587795 412206
.591051 408949
2.59428311.405717
597492 402508
.60067  .399323
.603839 396161
.606978 .393022
2.610094 1.389906
613189 .386811
.61626: .383738
.619313, .380687
.622.343! 377657
2.625352 1.374648
628340 371660
.631308 .368692
.634256 .36.5744
637184 362816
, 2.640093 1.359907

Cotang. iTangent.!

87°

.999735
.999726
.999722
.999717

1.999713

.999708
.999704
.999699
999694

1.999689

.999685
.999680
.999675
.999670

1.999665

.999660
.990655
.9996-50
.99964.5

1.999640

.999635
1999629
.999624
999619

1.999614

.999608
.999603
.999597
.999592

1.999586

Seno.

59
58
57
56

55

54

61

50

45

40

35

30



t
w
30

31
32
33
34

35

36
31
38
39

40

41
42
43
44

45

46
47
438
4»

50

31
52
53
4

55
56
57

58
59

60

Seno.

24639680

.642563
.645428
.648274
.651102

2.653911

.656702
.659475
.662230
.664968

2.667689

670393
.673080
67575)
.678405

2.681043

.683665
.686272
.688863
.691438

2.G93998

.696543
.699073
701589
.704090

2.706577
.709019
.711507

713952
716383

2.71880(1

Coseno.

6.685
437 851
435 854
433 858
431 862
430 866
428 869
426 873
424 877
422 881
420 885
418 889
416 893
414 897
412 900
410 905
40« 909
406 913
404 917
402 921
400 925
398 929
396 933
394 937
392 942
389 946
387 950
385
383 959
381 963
379 968
376 972

6.685 r

Tang;ent.

2.640093

.642982
.645855
.648704
.651537

2.654352

.657149
.659928
.662689
.665433

2.668160

.670870
.673563
.6762-39
.678900

2.681544

.684172
.686784
.689381
.691963

2.694529

.697081
.699617
702139
704646

2.707140

.709618
.712083
714734
716972

Cotang.

Coseno.

17359907 1. 999586

.357018
354147
.351296
.348463

1.345648

.342851
.340072
337311
.334567

1.331840
32913(
326437

323761
3211(K

1.318456
.315828

.999581
.999575
.999570
.999564

T.999558

.999553
.999547
.999541
.999535

T.999529

1.

.999524
.999518
.999512
.999506

999500

999493

313216 999487

.310619
.308037

1.305471

.302919
.300383
.297861
.295354

1.292860

.290382
287917
.28546«
.283028

r.

.99948]
1999175

999469

.999463
.999456
.999150
999413

999437

.99913)
1999424
.999418
1999411

2.719396 1.280604 T.999404
Cotanjf. Tangent.

87

Seno.

t

30
29

27
26

25

24
23
2

20

19
i8
17
16

14
13
12

10

O awwmo

BN WA



10

1
12
13
14

15

16
17
18
19

Seno.

1.825511

.825651
.826791
.825931
.826071

1.826211

.826351
.826491
.826631
.826770

1.826910

.827049
.827189
.827328
.82746

1.827606

.827745
.827884
.828023
.828162

1.828301

.828439
.828578
.828716
.828856

1.828993
.829131
.829269

.829407
.829545

1.829683

Coseno

1.954437

.95469

.954946
.905200
.955454

1.955708

.955961
.956215
.956469
.956723

.956977

.957231
.957485
957739
.957993

.958247

.958500
.958754
.909068
.959262

.959516

.959769
.960023
.960277
.960530

.960784

.961038
.961292
.961545
.961799

1.962052
I'" I Cotang.

2B

"47T®

Cotang  Coseno.

0.04556 3 1.87107 3

045307 87096
.04505' 87084 i
.04480( .870731
.04454f 870611

0.044292 r.87050il

.04403r  87039(
043785 870276
043531 870161
043277 870047

0.043023 r.869933

.042769 869818
.042515 869704
042261 869589
.042007 869474

0.041753 r.869360

04150(> 869245
.041246  8691.30
.040992 869015
.040738 868900

0.040484 r.868785

.040231 .868670
.039977 .868555
.03972.3 868440
.039470 868324

0.039216 * 868209
.038962 868093
.038708 867978

.0.38455 867862
038201 867747

0.037948 i 867631

Tangent,  Seno.

1"

®

zZ
(¢}

1"

60

59
58

56
55
54
53
52
51
50
49
48
47
46

45

42
41

40
39

37
36

35

33
32
31

30



45

47
48
49

50

51
62

55

66
57
68
59

60

Seno

1.829683

.829821
.829959
.830097
.830234

1.830372

.830509
.830646
.830784
.830921

1.831058

.831195
.831332
.831469
.831606

1.831742

.831879
.832015
.832152
.832288

T.832426

.832561
.832697
.832833
.832969

r.83310.5

.833241
.833377
.833512
.833648

r.833783

Coseno

1» Tangent.

0os

1.962052

.962306
.962560
.962813
.963067

[—;

.963320

.963574
.963828
.964081
.964335

1.964588

.964842
.965095
.966349
.965602

r. 966855

.966109
.966362
.966616
.966869

r.967123

.907376
.967029
.967883
.908136

r.968389

.968613
.908896
.909149
.969403

1.909656

" 1 Ootang.

A2*-

1"

It
47°

Cotnng.

Coseno.

0.037941- T.807631

037694
.03744(1
.037187
1036933

.867515
.867399
.867283
.86716V

0.036680 T 867051

.036420
.036172
.035919
.035665

0.035412

.03515f
.03490.:
.034651
.03439n

0.03414.-

.033891
.033038
.03338!

.033131

0.032877

.032624
.032371
.032117
.031864

0,031611
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