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PRIMERA PARTE

CALCULATORIA

CAPITULO PRIMERO

PRELIMINARES

L—Definiciones y notación simbólica
l .'^Algebra.i—Álgebra es la ciencia que estudia las leyes 

generales de la cantidad.
El objeto del Algebra es abreviar y generalizar la 

resolución de las cuestiones relativas a la cantidad, y 
se diferencia de la Aritmética en que no se propone 
investigar las propiedades de los números, sino enseñar 
los medios y procedimientos para deducir unos de otros,'^ 
o determinar los que cumplan las condiciones impuestas 
en un problema, ya valiéndose de las operaciones, ya 
empleando procedimientos especiales.

2 . Notación algébrica.—Ya se ha vistq^n Aritmética 
que las cantidades se representan por los números que 
las miden, como resultado de su comparación con la 
unidad elegida y de su misma naturaleza; en el Álgebra,
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6 J. FENOLLOSA

para dar mayor generalidad a las cuestiones que en ella 
se propongan y evitar la confusion que pudiera ocasio­
nar el auxilio del lenguaje y escritura ordinarios, es 
preciso recurrir al empleo de símbolos y signos que ex­
presen las operaciones y transformaciones que deban 
efectuarse en la resolución de aquellas cuestiones; lo 
que constituye la notacióii algébrica.^

Las cantidades se representan por las letras de nues­
tro alfabeto, designándose las que son conocidas por las 
primeras letras, a, b^ c, d, e^....y las cantidades descono­
cidas por las últimas..... u, íu, y, g.

Generalmente las letras mayúsculas expresan resul­
tados de operaciones efectuadas.

Cuando queramos poner de manifiesto la semejanza 
o analogía que guardan entre sí dos o mas cantidades, 
suelen representarse éstas por letras del mismo nombre, 
pero afectadas de índices y subíndices, en esta forma:

a' a" a"....
«l «2 ^3... '

y que se enuncian diciendo: a prima, a segunda, a ter­
cera... a subuno, a subdos, a subtres, etc.

Por el contrario, cuando una cantidad se tenga que 
diferenciar o distinguir de una manera más saliente de 
las demás que intervengan en el cálculo, bien por sus 
propiedades notables o porque con frecuencia se tenga 
que hacer referencia y aplicación y también por otras 
circunstancias dignas de tenerse en cuenta, representa­
mos esta cantidad por una de las letras del alfabeto 
griego^ que conviene conocer, y cuyos caracteres y equi­
valencia con los de nuestro alfabeto se manifiestan en 
el siguiente cuadro:
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ÁLGEBRA 7

ALPABETO GRIEGO

FIG

Mayúscula

UFA

Minúscula

NOMBRE EQUIVALENCIA

A Alfa. . . . A
B ^------------ Beta B
r............... 7 Garama G
A S Delta E breve
R s Epsilon D
Z. . . . , T Dscta Ds
H V- - . - . Eta.......................... E larga
« 0 Thêta Th
I................ Iota I
K Kappa..................... K
A Lambda.................. L
M P- Mu........................... M
TV Nu.. N

ç Ni X
0. . . . , 0 Oraicrón................. 0 breve
11 Pi. P
P................ P Rho R
2 S Sigma
T Tau T
Y Upsilon................... U
* Phi Ph (f)
X Z Ji Ch

Psi........................... Ps
O Omega.................... 0 larga
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J. FENOLLOSA

Respecto a los signos empleados en Algebra para iif- 
dicar las operaciones del cálculo y las relaciones (^e las 
cantidades entre sí, son los mismos que los usados en 
Aritmética, y tienen también la misma significación.

Así el signo indicador de la adición es -)-, más. Para 
indicar, pues, que d se ha de sumar a c, escribiremos 
c -j— d.

El signo de la sustracción es —, menos¡ de modo 
que si deseamo's expresar que de a se ha de restar &, se 
escribe « — b.

La multiplicación se indica con el signo X» por, o 
también por un punto, colocado entre los factores. Si 
éstos estuviesen representados por letras se omite el 
signo y se escriben el uno junto a los otros.

Así ab c indica que el primer factor a debe multi­
plicarse por b, y el producto obtenido por c.

Pero si los factores de un producto son numéricos, 
no puede prescindirse de colocar entre ellos el signo de 
la multiplicación; mas si uno de los factores fuese nu“ 
mórico y los demás representados por letras, entonces 
no habría ningún inconveniente en omitir la escritura 
del signo de esta operación.

Así 3 X 4 X 6 no podría escribirse 3 4 6; pues 
igualmente designaría dicho producto que el número 
irescienfos cuarenta y seis, que los productos 3 por 46, o 
-34 por 6.

La división se indica por medio del signo :, dividido 
jpor, o bien empleando la forma fraccionaria.

Así, para indicar a dividido b, escribiremos a : b, o 
también —.

b
La potenciación no tiene signo propio y se indica 

por la disposición especial en que se colocan sus datos; 
se escribe en la parte superior derecha de la cantidad 
que se ha de tomar por factor, que recibe el nombre de
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ÁLGEBRA 9
dignando, el número que indique cuántas veces se ha 
de tomar éste por factor, o sea el expone7íte.

Así:

«2, jm 

indicarán, respectivamente, la seguiida potencia de « y la 
€'inésima potencia de b, siendo 2 y w los exponentes res­
pectivos.

Toda cantidad que no lleve exponente se considera 
su primera potencia, y que, por lo tanto, el exponente 
omitido es la unidad.

La radicación se indica empleando el signo radical 
]Z 5 debajo de él se escribe el 7’adicando y en el án­
gulo que forma a la izquierda de dicho signo el índice. 
Cuando se trate de la raíz cuadrada no se escribe el 
índice. •

Así: 

]/^ a 
3

m

indicaran, respectivamente, 7'aiz cuadrada de a, raíz cú­
bica de 6 y raíz emésima de c. —

Para designar las comparaciones de igualdad o des­
igualdad entre dos cantidades, empléanse los signos 
llamados de relación: ~, igual' ^, mago7’ que, y <^, me- 
nc7' que.

Así:

a — b
c'Z> d
e f
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10 J. FENOLLOSA

SO leen, respectivamente: « igual a b, c mayor que d '^'’ 
e menor que/.

3. La notación algébrica como medio de simplificación 
y de generalización.—Si en cualquier investigación ma­
temática se empleara el lenguaje y escritura ordinarios,, 
sería difícil y hasta penoso el retener en la memoria las 
relaciones que ligan las cantidades conocidas con las 
que se persigue averiguar, así como también expresar 
las operaciones y transformaciones que hayan de efec­
tuarse con los datos; estos inconvenientes se vencen con 
el empleo de la notación algébrica, como se verá en la 
resolución del siguiente

Problema.—Ile2}ariir 50 2^6setas entre tres 2^6rsonaSf- 
de modo que la 2'>rinera tenga 6 pesetas meis que la segunda 
g ésta 7 más que la tercera.

Vamos a resolver primeramente este problema, uti­
lizando solamente los conocimientos que nos suministra 
la Aritmética. .

Si conociésemos la parte menor obtendríamos inme­
diatamente las otras dos. Busquemos,, pues, esta parte- 
menor: la segunda le excede en 7 pesetas, y como la 
primera parte excede a ésta en 6, se ve que excede a la 
menor en 7 más 6, o, lo que es igual, en 13 pesetas: 
luego la suma de las tres partes es tres veces la parto 
menor más 7, más 7, más 6; pero esta suma, según 
indica el enunciado, os igual a 50. Si restamos de 50 la 
suma de 7 -j- 7 -j- 6, que es 20, obtendremos un resto 
de 30, que es tres veces la parte menor, y, por consi­
guiente, dividiendo 30 por 3, se obtendrá 10 de cociente, 
que es la tercera de las partes que se buscan en el pro­
blema propuesto.

Siendo 10 la parte menor, la segunda será 10 más 7,. 
igual 17; la primera 17 más 6, igual 23, y sumando las 
tres, 50.
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ÁLGEBRA 11

{THbnomos la notación algébrica para la resolución 
de este problema y observaremos la ventaja que nos 
reporta su empleo.

Designemos la parte mener por. . a;
La segunda será.............................a:7
La primera. . , . . . . . . a; -{- 7 -f- 6 
La suma do todas 3 a: + 14 4- 6 

e- igual a 60, luego

3aj + 144-6 = 50

o su igual

3 a: -]- 20 = 60

Si restamos 20 de los dos miembros de esta igual­
dad, los resultados formarán la siguiente:

3 a: = 30

aividiendo ahora por 3 los dos miembros, se obtendrii

y conocida la parte menor, lo serán también las otras 
dos.

Como vemos, el empleo de la notación algébrica es 
una escritura abreviada que nos facilita los razona­
mientos empleados y reporta, además, la ventaja dn 
poder generalizar los problemas, pues de este modo 
dichos razonamientos pueden hacerse sobre cantidades
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12 J. FENOLLOSA

^generales, y resuelven a la vez todas las cuestiones de 
la misma índole.

Generalizando: podemos enunciar el problema ante­
rior de la siguiente forma:

departir el número S en tres partes, de modo que la pri­
mera exceda en n ala segunda y ésta en m a la tercera.

Razonando análogamente a como se hizo antes, ten­
dremos:

Sea la parte menor.
La segunda será.. . 
La primera. , . .

La suma de las tres.

, a:
. íc + w^
. íc + m -}- n

2 x -{-2 m -\- n

ha de ser igual a ó, luego

3 a? 4- 2 m -j- n = S 

que restando de los dos miembros de esta igualdad 2 m 
y después n nos dará

3 x = S—2m — 71

y dividiendo por 3 ambos miembros

S—2m — 71
=--------3-------- W

lo que nos dice de un modo general que en un problema 
de esta índole, la parte me7iO7^ se obtiene restando del nú­
mero dado el duplo del primer exceso, después el segundo 
exceso, y dividiendo el resto obtenido po7' tres.

4. Fórmula.—La solución general [1] de una inves­
tigación matemática, se llama fórmula, indica las opera-
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ÁLGEBRA 13

ciones que hay que efectuar para llegar a la solucióu 
numérica de un caso particular, y traducida al lenguaje^ 
ordinario, origina una regla.

Para hacer aplicación de dicha fórmula, en un ejem­
plo numérico, se substituyen en ella las letras S, « y w 
por los valores particulares de cada caso y se efectúan 
las operaciones indicadas.

Así, para resolver el primer problema, haciendo- 
aplicación de la fórmula, tendremos:

50 — 14 — 6 30

que es el mismo resultado que se ha obtenido antes 
directamente.

5. Modalidad de las cantidades.—Hemos visto que- 
las cantidades o los números que las miden se repre­
sentan en Algebra por letras; pero la notación expuesta 
no llena por completo el carácter elevado y transcenden­
tal de esta rama do la Matemática, que se propone 
obtener resultados generales, pues no basta considerar 
en los símbolos adoptados el valor cuantitativo o numé­
rico de dichas cantidades, sino que so ha de atender 
también a la modalidad o cabalidad de las magnitudes 
por ellas representadas, esto es, la manera especial de 
ser o de influir en el resultado que se persigue en una. 
cuestión propuesta.

^^ general, una misma cantidad puede existir 
de maneras distintas, dando lugar a interpretaciones 
bien diferentes, que alteran el resultado de un pro­
blema.

Esta manera de ser o de influir de las cantidades, 
se deriva del propósito que se persigue en toda investi­
gación matemática, pues mientras que las unas tienden
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14 J. FENOLLOSA

a favorecer tal propósito, las otras, de opuesta manera, 
so oponen. Se ha convenido en llamar 2^osifivas a las 
primeras y negativas a las segundas.

Algunos ejemplos facilitarán la comprensión de los 
conceptos expuestos:

1 .® Si nos proponemos averiguar las ganancias que 
ha obtenido un comerciante en un cierto tiempo, obser­
varemos que las cantidades cobradas, las que hay en 
caja, los créditos cobrables y el valor de las existencias 
en almacén, contribuyen a favorecer el propósito que se 
persigue en esta cuestión, serán cantidades positivas, y 
los gastos, las deudas y vencimientos pendientes que 
tenga dicho comerciante, serán cantidades que contra­
rrestarán a las primeras oponióndose a que aquel propó­
sito se realice, considerándolas negativas.

2 .® Supongamos un viajero en un punto de una 
línea férrea que va do Norte a Sur: si desea conocer la 
posición de una estación de dicha línea no le bastaría 
saber que se halla a tantos kilómetros de distancia, sino 
que además le precisará conocer en qué ^dirección se 
halla, si hacia la izquierda o hacia la derecha, y propo- 
nióndose el viajero marchar a dicha estación, si está si­
tuada al Norte, las distancias que recorra en este sentido 
serán positivas, y las que recorra en sentido opuesto, 
negativas.

Existen otras muchas magnitudes que son suscep­
tibles de tomarse en sentidos opuestos, como los gra­
dos de temperatura en la escala termométrica, que pue­
den contarse sobre o bajo cero, el tiempo anterior o 
posterior de una fecha determinada, etc.

Se comprende, pues, la necesidad de que las mag­
nitudes que se sometan al cálculo, además del símbolo 
que las represente vayan afectadas de un signo que 
indique cuál es la modalidad de cada una. Las cantida­
des positivas van precedidas del signo -|- (más) o no
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Álgebra 15

Uevan ninguno; Ias negativas van siempre precedidas 
del signo — (menos).

Como consecuencia del razonamiento anteriormente 
expuesto, se deduce que ^siempre que intervengan en 
el cálculo dos cantidades, una positiva y otra negativa, 
cuando sus valores cuantitativos sean iguales, darán 
un resultado nulo o cero, poro si sus valores cuantita­
tivos fueran distintos, so obtendría por resultado la di­
ferencia entre dichos valores, afectada del signo de la 
que lo tuviera mayor./

6. Relación de magnitud entre las cantidades positivas 
y negativas, de éstas entre sí y con cero.—Pundándonos 
en el carácter opuesto de las cantidades positivas y ne­
gativas, y en el axioma que dice: que ima cantidad es 
maijor que otra cuando es igual a ésta, aumentada en una 
tercera cariiidad, podemos demostrar ciertas relaciones 
de magnitud existentes entre las cantidades positivas 
y negativas, de éstas entre sí y con cero.

1. Toda cantidad positiva es mayor que cualquiera 
otra negativa.

En efecto, según el axioma expuesto:

— a -j- ^a -{- b^

que nos da

^ <^ — a -^ a -^ b 

y como

¿? ~j— a = 0

luego
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16 J. FENOLLOSA

2/ Toda cantidad 7iegativa e-^ menor que cero. 
En efecto:

— a <Z — a -j- a

de donde

— a <Z 0

3.^ De dos cantidades ^legativas es 7nenor la de mayor 
valor absoluto.

En efecto:

— (a -J- b) <^ — (a -J- b) -j- b 

que nos da

— (a -J- b) <^ — a — b -j- b 

de donde

-(a + b) a

7. Serie numérica doblemente indefinida.—Demostra­
das las anteriores relaciones, no hay ningún inconve­
niente en la admisión do un límite común entre las 
cantidades positivas y negativas, y este límite es el cero. 
Y así como en Aritmética hemos visto que la serie 
numérica era indefinida a partir de cero, en el sentido 
aumentativo de unidades, aquí podemos sentar que es 
doblemente indefinida, como se indica a continuación:

... - 4, - 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4, ...
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ÁLGEBRA 17

n.—Expresiones algebraicas

8. <f Defin¡cíones.—Üecibe el nombre de expresión alge­
braica, tina cantidad o conjunto de cantidades representa­
das por letras, o por números y letras, que están ligadas 
por los signos del cálculo.^

Ejemplos de expresiones algebraicas lo son:

a^b^ ^ab 7 a — 5b^^-{-3a^b

^^ Términos de una expresión algebraica son las canti­
dades o grupos de cantidades que la forman y quo s© 
hallan materialmente separadas por los signos -|- y —•

Cada término se considera unido al signo que le pre- 
c®'^®» y cuando no le precede signo escrito, el signo más 
está sobreentendido.

Los términos son positivos o aditivos cuando llevan 
delante el signo más, escrito o sobreentendido, y son 
negativos o sustractivos cuando van precedidos del signo 
menos. >

‘Ejemplo:
La expresión

5a^b — 2a* -^ 7 a

consta de los tres términos

b a* b —2 a* y 7«

El primero y tercero son positivos y el segundo es 
negativo.

2
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18 J. FENOLLOSA

^Coe/ieiente, es un factor numérico que precede a la 
parte literal para indicar cuántas veces so ha tomado a 
ésta por sumando.?

Ejemplo:
En la expresión

3 a^ b G^

el coeficiente es 3, y atendiendo a su significación, so 
tendrá

3 a^b c^ = a^b G^ -Y a'^b G^ + a"^ b G^

< Cuando un término de una expresión no lleve coefi­
ciente, se sobreentiende que es la unidad. >

Así,

a^ b^‘

se considera que su coeficiente es 1,

9. ? Clasificaciones de las expresiones algebraicas.— 
Las expresiones algebraicas pueden ser: raGionales, irra­
cionales, enteras o fraccionarias.

Una expresión es racional cuando no contiene nin­
guna letra bajo el signo radical.

Ejemplos: son expresiones racionales

. 2 a bQa^b bax^ + 4:a V 3b 4«---------
C

<' Una expresión es irracional cuando contiene alguna 
letra bajo el signo radical.>
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ÁLGEBRA 19
Ejemplos;

2 «2 _ ]/ 3 a

son expresiones irracionales.
<" Se dice que una expresión es entera cuando es racio­

nal y no tiene ningún denominador algebraico.^ 
Ejemplos:

2 4-— b a^ c —6¿z-¡------ ----------- ab^
5 7

son expresiones enteras.
< Una expresión es fraccionaria cuando contiene algún 

denominador literal. "-
Ejemplos:

2 abc 2 «’ -f- -^ 
aX

son expresiones fraccionarias.
^ También se clasifican las expresiones atendiendo al 

número de sus términos.
La expresión algebraica que consta de un solo tér­

mino, recibe el nombre de monomio’, si de dos, binomio’ 
si de tres, trinomio, y, en general, cuando consta de 
varios, polinomio, f —

Ejemplos: ,

^ a^ b c es un monomio.

2 a -j- 6 b c es un binomio.
2

— 6 ¿2 _j_ ----¿2 — 7 a^ b es un trinomio, 
5

15a8_j_4.j^g — g ¿^2^)2 -j_ 9 6 es un polinomio.
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20 J. FENOLLOSA

10. < Grado de una expresión.—Grado de un monomio- 
entero con respecto a una de sus letras es el mayor 
exponente de esta letra. >

Ejemplo:
Los monomios

3 «^ c^ y 7 a^ b c^

son de cuarto y sexto grado, respectivamente, con rela­
ción a la letra a, y de segundo y cuarto, respecto a la 
letra c.

<l3rrado de un monomio con relación a todas sus 
letras es el número de sus factores literales y se obtiene 
tomando la suma de sus exponentes (*).  >

(*) Téngase en cuenta que una letra si no lleva exponente escrito 
se entiende es la unidad.

Ejemplos:
Los monomios

— 5 «2 6^ y Q ab^ c^

sen de quinto y sexto grado, respectivamente.
<^Cuando el monomio sea fraccionario se obtiene su 

grado hallando la diferencia entre el grado del nume­
rador y el del denominador, y si es irracional, su grado 
es el cociente de dividir el grado de la cantidad subra­
dical por su índice. >

Ejemplos:
El monomio

2 a^b^
< a b^

MCD 2022-L5



ÁLGEBRA 21
<8 de primer grado con respecto a la letra «; de tercero, 
respecto a la letra b, y de cuarto grado, no haciendo 
referencia a determinada letra.

Así, por ejemplo, el monomio

«s de cuarto grado, puesto que cuatro es el cociente de 
dividir el grado del radicando por el índice 2 de la raíz.

•i Q-rado de un polinomio con respecto a una de sus 
letras es el mayor exponente que contenga de esta letra, 
y en general, grado de un polinomio, cuando no se 
hace referencia a una letra determinada, es el del tér­
mino que lo tenga mayor, y

Ejemplo:
El polinomio

3 «2 2,2 _j_ 5 ^4 ¿ _j_ g ^3 ¿3 — 8 a®

■es de grado cuarto con respecto a la letra a, de tercer 
grado con respecto a S, y de grado sexto, no haciendo 
más indicación.

11.(^Polinomio homogéneo.—Un polinomio se dice 
que es homogéneo cuando tiene todos sus términos del 
mismo grado.

Ejemplo:

3 a* — 6 «3 ô -p 2 «2 2,2 _ g ^ 2)5 + 7 6^

es un polinomio homogéneo, puesto que todos sus tér­
minos son de cuarto grado.
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22 J. FENOLLOSA

12. -^ Ordenación de polinomios,—Ordenar un polino­
mio con respecto a una de sus letras, es colocar todos 
sus términos de modo que dicha letra, llamada ordena- 
triz, tenga sus potencias en orden ascendente o descen­
dente.

El término que no contiene la letra ordenatriz se 
denomina término independiente.

La’ordenación de polinomios se dice que es en orden 
creciente, cuando los exponentes de la letra siguen de 
menor a mayor, y en caso contrario lo es en orden 
decreciente./

Ejemplos:
El polinomio

3 a^ — 6 fl® -|" 6 «2 _]_ 7 ¿^ _|_ 20

está ordenado con relación a las potencias decrecientes 
de a, y el polinomio

4 — 2 a-J-9 «2 — 3 «3 _j_ § ^4

lo está con relación a las potencias crecientes de la 
misma letra.

< La ordenación de un polinomio no altera el valor 
de éste, puesto que únicamente se reduce a un cambio 
de lugar de sus términos'^ conservando cada uno su 
valor y su manera de ser; esto es, su modalidad.

Cuando el polinomio es homogéneo con respecto a 
dos letras y se le ordena con relación a las potencias 
crecientes de una de ellas, es evidente que quedará 
también ordenado con relación a las potencias decre­
cientes de ia otra, ya que los exponentes de una van 
aumentando en el mismo número de unidades que los
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ÁLGEBRA. 23

de la otra disminuyen, para que, sumados, den el mismo 
número.

Ejemplo:
El polinomio homogéneo

5 a^ — 3 «^ 6 -j- 6 ^^2 ^^ — 7 « &® — b^

está ordenado según las potencias decrecientes de a, re­
sultando también ordenado con relación a las potencias 
crecientes de b.

Si el polinomio que se quiere ordenar tuviera varios 
términos en los cuales la letra ordenatriz llevara igual 
exponente, se procede escribiendo dentro de un parén­
tesis dichos términos con sus signos, sin la potencia de 
la letra ordenatriz, y fuera del paréntesis esta potencia.

Ejemplo ilustrativo:
Ordenando el polinomio

2 «2 _j_ 3 ¿j¡3 J3 — 3 «^-j-6 « ó2 _j_ 8 fí-j-9 «2 b- -j- 
4- 14 «® b — 13 «2 ^2

con relación a las potencias decrecientes de «, tendremos:

— 3 «4 + (14 & + 9 62 4- 3 J3) ¿^3 _{_ (2_— 13 62) «2 4, 
4-(8 4- 6 62)a

En este caso puede también disponersé la ordena­
ción del siguiente modo: se escriben en columna todos 
los términos que tengan igual potencia de la letra orde­
natriz, con sus signos, se traza una línea vertical y a su 
derecha y en el mismo renglón en que esté escrito el 
primer término, se pone la potencia de la letra ordena­
triz común a todos los términos de la misma columna»
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Ejeraplo ilustrativo:
El polinomio ordenado anteriormente puede dispo­

nerse de esta forma:

— 3 «< +14 6
+ 962
+ 5 6«

a’+ 2 a’+ 8
— 136« +66«

«

13 .< Polinomio completo respecto a una letra.—Se 
dice que un polinomio es completo respecto a una letra 
ordenatriz, cuando contiene términos de todas las po­
tencias de esta letra, desde el que la tenga con mayor 
exponente, hasta el término independiente de la misma. 
En caso de que falten algunos de los términos con po­
tencias intermedias o falte el término independiente, el 
polinomio es incompleto.^'

Ejemplos:
El polinomio

2 «3 — 3 fl2 — 6^ + 8

es completo. El polinomio

3 6* + 6 6« + 9

es incompleto, pues le faltan los términos que conten­
gan 6® y 6.

14 . < Términos semejantes.—Términos semejantes son 
aquellos que constan de las mismas letras afectadas de 
iguales exponentes, cualesquiera que sean sus coeficien­
tes y sus signos. >
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Ejemplo:

2
— 4 a® & c 12 a® 5 c------- a^bc

7

«on términos semejantes.

15. x Reducción de términos semejantes.—Reducir en 
una expresión dos o más términos semejantes es reem­
plazarlos por uno sólo, semejante a ellos, sin que se 
modifique el valor de la expresión. ‘

Sea el polinomio

3 a® — 5 a^b — 3 ab^ — 3a^b -(- 2 a® -]- 7 a b^ -j- 4 a®

Los términos 3 a®, 2 a® y 4 a® son semejantes y pue­
den reemplazarse por 9 a®, puesto que a® debe ser toma­
do por sumando tres veces, más 2 veces, más 4 veces, es 
decir: 3 2 -j- 4 = 9.

Son también semejantes los términos 7 a b^ y
3 a 6®, que pueden reemplazarse por 4 a b^, ya que la 

cantidad a 6® se ha de considerar como sumando 7 veces 
y como sustraendo 3 veces.

Por último, los términos semejantes — 5 a^ b y
3 a® b, indican que la cantidad a® b se ha de conside­

rar 5 veces como sustraendo y otras 3 de igual modo, 
«ato es: 8 veces, o sea, —8 a® b.

Tendremos, pues:

3 a’— 5a®6—3a&®—3a®& -í-2a’ + 7 ab^ + 
+ 4 a® ^ 9 a® -j- 4 a b^ — S a^ b
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De las consideraciones que acabamos de exponer, se 
deduce la siguiente

\ Regla.—Para reducir dos o más términos semejantes 
del mismo signo se suman los coeficientes, y ala suma se le 
escribe el mismo signo y parte literal que aquéllos tengan.

Para reducir dos términos semejantes de distinto signa 
se restan los coeficientes, y a la diferencia (tomada como 
coeficiente) se le escribe la misma parte literal, con el signo 
del que tenga mayor coeficiente, y

Cuando sean varios los términos semejantes que 
quieran reducirse de distintos signos, se suman los 
coeficientes de los términos positivos y, separadamente,, 
los de los negativos; réstese la suma menor de la mayor, 
y a la diferencia se le pone el signo de la suma mayor, 
la cual se hallará afectada de la misma parte literal.

16. Valor numérico de una expresión.—Llamase valor 
numérico de una expresión algebraica al resultado final 
que se obtiene al efectuar todas las operaciones indica­
das, después de sustituir las letras de la expresión pol­
los valores que ellas representan.

Ejemplos:
l.° El valor numérico de la expresión

C=c(l+77

para

c — 1500 r = 0'5 í = 2

será

C = 1500 (1 4- 0'5)2 3375
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2.° Hallar el valor numérico de la expresión

6 fl2 _j_ 7 ¿¡¡2 5 _J_ 6 ¿j5 ¿2

Haciendo

a=2 y 6=3

tendremos:

5. 4 4- 7. 4. 3 + 6. 2. 9 = 212

17. Expresiones equivalentes.—Se dice que dos o 
más expresiones son equivalentes, cuando tienen igual 
valor numérico al sustituir las letras de igual nombre 
por los mismos números.

Así, por ejemplo, la expresión

f«+&;^
y la que sigue

«2 + 2 « 6 4- 62

son equivalentes.
Haciendo

« = 2 y 6 = 3

se obtiene para la primera

(a + bp = (2 + 3)2 = 25

y para la segunda

«2 + 2 a 6 + 6 2 = 2 2 4-2.2.3 4-32 = 
= 44-124-9 = 25

De modo que el valor numérico de las dos expresio­
nes dadas es 25, al hacer la sustitución en las condicio­
nes expuestas.
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18. Forma polinómica de un número entero o fraccio­
nario decimal.— Un número entero de varias cifras puede 
descomponerse en sus distintos órdenes de unidades, 
formando una suma de tantos sumandos como órdenes 
de unidades numerales intervengan en su expresión.

Así, el número

52378 = 50000 + 2000 4-300 + 70 + 8

y como

50000 = 5 X 10000
2000 = 2 X 1000
300 = 3 X 100
70 = 7 X 10

«e tendrá que

52378 = 5.10000 + 2.1000 + 3.100 + 7.10 + 8

Representemos por & la base del sistema de numera­
ción en que esté expresado el número entero: 6’ repre­
sentará la unidad numeral del orden inmediato supe­
rior, 6’ la del orden siguiente, y asi las unidades de los 
órdenes superiores estarán representadas, respectivamen­
te, por b^, b^, b^,... etcétera.

Empleando esta notación, el número propuesto esta­
rá representado de este modo

52378 = 5 6* + 2&’ + 3 62+7 6 4_8

o sea bajo la forma de un polinomio completo y orde­
nado con respeto a las potencias decrecientes de b, 
cuyos coeficientes son los valores absolutos de sus ci­
fras y en el que su último término es independiente de 
la letra ordenatriz.
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De donde se deduce que todo número entero de varias 
cifras es el valor numérico de un polinomio completo y 
ordenado con respecto a una letra ordenatriz, reemplazada 
o sustituida ésta por la base del sistema de numeración en 
que esté expresado el entero y que los coeficientes de sus­
términos son respectivamente las cifras de dicho número.

Si el número propuesto no tuviera unidades de 
algún orden determinado, resultaría un polinomio in­
completo.

Así, el número 9040 nos daría el polinomio

9 63 _j_ 4 2,

que, como se ve, es incompleto.
Consideremos ahora un número fraccionario deci­

mal, el 653'472, por ejemplo, y teniendo en cuenta que 
las unidades inferiores a la fundamental, o sean las uni­
dades fraccionarias decimales, se expresan

0'1 = —
10

0'01 = 1 
ÏÔÔ

0'001 = 1
WOO

etcétera, el número propuesto podrá escribirse en la. 
siguiente forma:

653'472 = 6.100 4- 5.10 4- 3 4- — + —----- í-----
10 100 1000
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y empleando la notación de \

10 & 100 = 62 1000 = 63..., etc.,

se tendra .

653^472 = 6. 62 + 5. 6 +
6 62 6’

Lo que nos dice, que un número fraccionario decimal 
puede expresarse por un polinomio de términos positivos y 
fraccionarios, que tengan por numerador las cifras repre­
sentativas de los órdenes numerales a que pertenecen, y por 
denominador la base del sistema de 7iumeración, afectada 
de un exponente que indique el orden de dichas unidades 
numerales.

EJERCICIOS

1. Expresar la suma àQ x -\- x -]- x.
2, ¿Cuál es la suma de y -j- y + y 4- ... teniendo n 

sumandos?
3. ¿Cuál es el coeficiente del término ¿z^ ¿,2?
4. El lado de un cuadrado tiene ¿c metros; ¿cuántos 

metros tendrá su perímetro?
5. Indicar el producto de la cuarta potencia de a 

por la quinta potencia de b.
6. Expresar el cociente de la sumado 6 y c por a.
7. Escribir varias expresiones algebraicas y contar 

el número de términos que tenga cada una.
8. Escribir varios polinomios de cinco términos y 

distinguir en cada término el coeficiente y la parte 
literal.
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9. Escribir varios monomios de cuarto grado res­
pecto a una de sus letras.

10. Escribir varios monomios de sexto grado res­
pecto a todas las letras que contenga cada monomio.

11. Escribir varios polinomios homogéneos de 
cuarto grado respecto a las letras « y &.

12. Ordenar los siguientes polinomios respecto a 
las potencias decrecientes de «.

1 .® 4 «-j-3 «® 4“ 6 a* — 8 «2 _j_ 6.

2 .® 3a3_ 12a*— 5a64- 2^ — 7 + 9 a^.

3 .° —15 4" — «2 4-3 ¿¿4 — a 4' 6 a'\

4 .® 6«26 + 3a*& —6ft’&«4-6a6ô 4- b^ 4- a.

5 .® 7 a x-}-9 a^ x-{-3 a^ x'^-\-b a x^-}-^ a^-\-7 a x^ 
-{-3 a^ x — 15 «2 x^ -j~ 5 a^. .

13. Ordenar los siguientes polinomios según las po­
tencias crecientes de a:

1 .® 4« + 3 a* 4“ 5 ^2— 15 a® — 18 a^.

2 .® 3 a2 — 7 «6 — 8 a* + 9 «5 + 2 a + 12.

3 .® —15 «3 4- 5 — 6 a®—11 a 4- 9 4- 13 a®.

4 .® — 12 a^ x — 13 a rc® 4- 6 a® x 4- 4 a* rr® — x^.

5 .® 13 a^ x'^ ~{-14: a^ x^ + S a x —a^ 4- 6 a° x'^.

6 .® 15 a x 4- 3 a^ x2 —3 a x‘^ 5 a — 12 _j_
4- 6 a® íc — 5 «2 ^3 4- 4 a^ x — 7 a^ x^ — 5 «2 ^2 _|_
4- 15 a* 4- ^^ ^^'
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7? 6 «2 6 4- 4¿j3 52 _ 9 ^4 2,3 _ 3 ^2 54 4, 7 ¿^ 5 _ 
— 17 ¿ï^ & + 2 «2 I) — 9 l)í a^ 4-5« b — 
— Sa^b^ — a b\

14. Escribir varios polinomios completos respecto a. 
la letra a.

15. Expresar por escrito varios polinomios homo­
géneos y completos respecto ti las letras a y b.

16. En el trimonio siguiente, ¿cuáles son los térmi­
nos semejantes?

4 «2 63 _)_ 5 ^3 52 _ 3 ¿^2 63

17. Indicar los términos semejantes de los polino­
mios siguientes:

1 .° 2 «2 4. 3 ¿j3 ^2 4, 3 ^2 --- 15 «2 ÍC^ --  6 «2

2 .0 3 a b^ + 5 « b — 3 a^ b + 5 a b^ — 8 a^ b.

3 .® 12 a b“ c — 8 er b c + 5 a b^ c -[- 4 a b c^ — 7 ab* c.

4 .0 9«2 63 4_4«3 52_5^2¿3^4_g^3 j2g 4_3^2 63 4, 

4- 7a^b^c.

18. Efectuar Ia reducción de términos semejantes 
en cada una de las expresiones siguientes:

1 .® 14fl«6^c + 7a^6®c.

2 .0 15 a* 6^ — 15 «’ b\

3 .0 15 a^ b + 3 0^ b -1- 6 a^ b — ^ab^ + 2a^b — 7 a b' 
12 a^ x — 7 «2 ^.

4 .0 2 a^x — 11 a^b^ — 3 a^x-^ba^x—2 a^b'^ -}- 3 «2^^
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19. Hallar el valor numérico de cada uno de los 
monomios siguientes, suponiendo a = 1, 6 = 2, c = 3.

1? 3a<

2? 2 ««6.

3? _-17a4&c.

4? _2íz2¿2g2_

20. Calcular el valor numérico do las siguientes fór­
mulas de Geometría, haciendo

R = 5 y siendo n = 3’1416

1? C = 27rR.

2.® Area del círculo = tt R’.

21. Calcular el valor numérico de las expresiones 
siguientes, haciendo a — 1, ó = 3, c = 2.
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22 . Calcúlese el valor numérico de las siguientes 
expresiones algébricas, haciendo ¿« = 2, & = 1, c = 3 
y íZ = 4.

V 2«4-34-5 + 2c.

2 .® 5 « &-j-2 <5 — ^ “^ — a b c.

3 .® ^ab — babel — Qabc.

4 .0 2 ^2 _j_ 3 ¿2 _ 5 c2 4_ 4 gs.

5 .0 3 «2 6 — 7 «3 & + 9 «2 62 _|_ 6 62.

b.® —ab + 4&3_—^3. 
2 4

7 .® 4 a2 6 + ^.ÍA 4, 
2

a 4- 2 c -\-2 d 
6 + d

8 .0 8a5 + ^^ + ^ + -Í^ + ^^ + ^-^a^ A 
a^ c-\-d 2

23 . Averiguar si las siguientes expresiones son equi­
valentes cuando sean a = 2, b = b y c = 4.

9 2 ■ «’+^ A 9 A 2a2ô-hô2 4-3 62 4--- !--- ab — 2 a b---------------h
3 2«2

24 . Expresar en forma polinómica los siguientes 
números:

3^429 6'412 9'004 24'09 260'042 2'469 34'6092 
42'30004 402'3005 3'460002.
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CAPÍTULO II

OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS ENTERAS

L—Adición

19. Definición.—La adición algebraica es una opera­
ción que tiene por objeto, dadas dos o más expresiones 
algebraicas, hallar otra cuyo valor numérico equivalga a 
la suma de los valores 7'íuméricos de las expresiojies pro­
puestas.

Así, la suma de las expresiones a — b, c — d y 
/ + g, será una expresión que tenga por valor numérico 
la suma de los valores numéricos de dichas expresiones.

20. Procedimiento operativo.—Del concepto de la 
definición, se deduce la siguiente

Regla.—Para sumar dos o más expresioizes algebrai­
cas, se escriben a contúiuación unas de otras, con sus 
7nismos signos, y se efectúa la reducció^i de térmüws seme­
jantes, si los hay.

Ejemplos:
1.® La suma del monomio 4 a^ b y del — 4: a b’^ 

será;

4 a^ b — 4:ab^
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2° Hallar la suma del polinomio 3 a^ 6 + 5 a^ — 3 ¿¡^ 
y del monomio 7 a^j será:

3 a**" 6 d- ^ ^^^ — 3 « -j~ 7 «2

y reduciendo los términos semejantes 5 «^ y 7 a^, nos. 
dará:

3 «^ b + 12 «2 — 3fl

3? La suma de los polinomios 3 «^ + 6 a^ b — 4 «^ 
— 2 a b^ 4- 6 a^ y — 4 a^ b -j- 8 a b^ 4" ^ b^, será:

3 fí® 4“ ^ ^^ b — 4 a® — 2ab^ -]-Qa^ — 4 a® b + 8a6®4~ 
4-90®

cuyos términos semejantes para su reducción podemos 
colocarlos en esta forma:

3 a® + 5 a® 6 —^¿í 6® 4- 9 6® 
— 4 a®—4 a® ó + 8 a 6® 
+ 6 a®
4-5 a® + a® 6 + 6 a 6® + 9 6®

21. Observaciones. — Del procedimiento operativo- 
que acaba de segúirse, se deducen las siguientes:

1.* La adición algébrica no lleva en sí concepto- 
aumentativo, como ocurre con esta misma operación 
aritmética, porque si se le añade a una cantidad cual­
quiera otra positiva, hay aumento, pero no puede decir- 
se í)tro tanto cuando la cantidad adicionada es nega­
tiva, porque entonces hay disminución, como lo acre­
dita el siguiente ejemplo: si a 15 o; le sumamos — 7 sa 
la suma será 15 o: — 7 x = 8 x.
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2/'^ Un polinomio cualquiera se considera como la 
«urna algébrica de todos sus términos.

3.*^ Varios términos de un polinomio pueden ence­
rrarse dentro de un paréntesis, conservando cada uno 
de ellos su signo y colocando delante del paréntesis el 
,signo -j-

Ejemplo;
El polinomio 2 a’ -j- 3 6® + 4 c — 6 a® 6®, puede 

escribirse bajo la forma

2 «2 -j- (3 6^ 4~ 4 c —6 a^ b^)

22. Prueba de la adición aigébrica.—De la definición 
que se ha dado de esta operación, se deduce que puede 
comprobarse el resultado hallando los valores numéricos 
de los sumandos y de la suma, y el valor numérico de ésta 
ha de ser igual a la suma algébrica de los valores numéri­
cos de aquéllos.

Ejemplo:
Sea la adición siguiente

3 b -]- 5 b^ x “b 4: x^

— 2b — 6 ir x q- 5 íc®

ó — 4 b~ X -{- 17 x'^ —

demos a las letras valores arbitrarios, por ejemplo: b = 1 
y x — 2’, obteniendo ahora los valores numéricos de las 
citadas expresiones algebraicas, tendremos:

Valor numérico del primer sumando. . 29 
» » » segundo > ..26 
» > > tercero » .. 6

Suma de estos valores numéricos. ... 61
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que es igual al valor numérico del polinomio

b — 4 b- x + 17 x^

que habíamos obtenido como suma.

EJERCICIOS

1. Expresar tres enteros consecutivos siendo x el 
menor de los tres.

2. Un niño que tenga ahora ír años, ¿cuántos tendrá 
dentro de 12?

8. Una persona que tiene ír pesetas y le dan m pe­
setas, ¿cuántas tendrá?

4. Un comerciante hizo dos compras: invirtió en la 
primera ¿r -}- n pesetas y en la segunda x -Y y pesetas. 
¿Cuánto fué el total de las compras efectuadas?

5. Un automóvil recorrió ír + ^ kilómetros; des­
pués x + y; después ír + n kilómetros. ¿Cuál es el total 
del recorrido?

6. Exprósese la suma de m y n disminuida en x uni­
dades.

7. Cierto campesino compró un mulo por m + w 
pesetas y una casa por m + n + s pesetas. ¿Qué capital 
invirtió en sus compras?

8. Un comerciante comenzó su negocio con a + b 
pesetas; en el mes siguiente ganó b + c; en el siguiente 
ganó c + d y acumuló las ganancias al capital. ¿Cuánto 
sería la totalidad?

9. Adicionar a 3 a^ b^ c la expresión — 9 a^ b.
10. Sámense los monomios siguientes:

1 .® 2 a^ b c^ y — 4 «^ b^ x.
2° a y Q a^ x.
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3 .® 12 « 6 c2 íi y — 15 a 62 g z^j.
4 .® 5 «2 j c zg y — 2 «3 b^ x.

11. Sumar los monomios;

12 a 6 
— 3 a b^ c 

Sab^

12. Sumar los monomios;

^ a^ b x
16 a b^ x^ 

— ^ a b^ x 
— Q a^ b x^

13. Súmense los monomios:

— b a^ b c^ d 
lô ab'^ x
7abx^ 

— 2 a b^

14. Súmense los polinomios siguientes:

3«3Ô_|_ 6a»6’ + 2«6«~
7 a^ b — 12 «2 b^ — 5 a b^

15. Efectuar Ia,adici0n de los siguientes polinomios:

12 «2 x + 3 «8 b^ + 2 «3 0 x + 6 x

— 3 a re® -}- 4 «3 ¿2 — 8 a* 6 a:

6fl2zç — S a^ b^ — Q ab x^ — 4: x
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16. Verifíquese Ia adición de los polinomios si­
guientes:

-- 4 «2 2, — 3 «3 ¿2 ^ g ^4 J _I_ 5 ^2 ¿,2

— 3 fl2 5-{-4 a® 2)2 — 5 « 6 íc-|-^ ^

15 «25 — 8 « & íc-f-5 «

— 12 a 6® -j- 4 « b x 4~ 3 a^ b -}- 14

II.—Sustracción

23, Definición.—La sustracción es ima operación in­
versa de la adición, que tiene por objeto, dada la suma de 
dos expresiones algebraicas y una de ellas, hallar la otra.

24. Procedimiento operativo. — Sea una expresión 
cualquiera, por ejemplo, el polinomio

a -{- b — c

del cual se quiere restar otra expresión

m — Qi -j- 5

Del concepto de la definición se deduce que para 
efectuar esta sustracción hemos de encontrar una expre­
sión que sumada con la segunda, se obtenga la primera; 
es decir, que el resto que buscamos será:

« 4~ ^ — c — m -{- n — s
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porque si a este polinomio le añadimos

m — n -j- s

tondremos

a + & — c — m -^ n — 5 4- jn — n 4-5 

que reduciendo los términos semejantes, nos da el pro­
puesto

a -\- b — s

Podemos, pues, establecer la siguiente

Regla.—Para efectuar la sustracción de dos expresio­
nes algebraicas, se escriben a continuación del minuendo, 
todos los términos del sustraendo, con los signos cambiados, 
y después se efectúa la reducción de términos semejantes, si 
los hag.

Ejemplo:
De

9 x'^ f-5 b x-[-Q b^ x f-3 b‘^ 

restar

3x^ f- 2b^x — bb^^

Apliquemos la regla precedente y se tendrá el 
resultado.

9 X^ f-bb x-f Qb^ x + 3 b^^-J x^~-2 h-^-a^ 4- 6 A«
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y reduciendo los términos semejantes resulta

‘6 o:’ -{- 5 & íc 4" 4 &2 x -}- 8 b^

25. Cambio de signo a uno o varios términos de un 
polinomio.—Como consecuencia del procedimiento ope­
rativo de la sustracción, se deduce que un polinomio 
cualquiera puede suponerse como la diferencia de otros 
dos, de tal modo compuestos que uno do ellos esté for­
mado por un cierto número de términos con sus pro­
pios signos, y el otro formado por los restantes térmi­
nos con signos cambiados.

Por ejemplo, el polinomio

a — c -i- d — f — g

puede suponerse la diferencia entre

a-|-&—c
y

— ^+y + á^

cuya diferencia indicaríamos

a -{-b ~ c —(—d + f + g)

es decir,

a -1-6 — c-j-d—/—^ = «4-6 — c — f-íZ 4-7 + 5'?

lo cual manifiesta que se puede cambiar el signo a uno o 
varios términos de un polinomio, escribiéndolos dentro de 
un paréntesis precedido del signo menos.
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26. Prueba de la sustracción algebraica.—También 
podemos hacer uso de los valores numéricos para com- 
probar la sustracción de expresiones algebraicas, dando 
valores arbitrarios a las letras que en ellas intervengan, 
y teniendo en cuenta que el valor numérico del minuen­
do ha de ser igual a la suma de los valores numéricos de 
sustraendo y resto, o, lo que es lo mismo, gue el valor 
numérico del resto es igual a la diferencia de los valores 
numéricos de minuendo y sustraendo.

Ejemplo:
Sea la sustracción

Minuendo ó x^-\-2 b x^ 4“^^^^ 4" ^ ^^
Sustraendo 2 x^ — 4 b x^ 4" '^h^^ 4“ ^^^
Resto Q x^ -{-^b x^ -]-2b^ x — ^b^

Haciendo b = 1 y x = 2, se tendrá:

Valor numérico del minuendo 59
Valor numérico del sustraendo 10

Valor numérico del resto 49

Lo que nos dice que la operación está bien hecha.

EJERCICIOS

1. Una persona que tenga ahora a; ahos, ¿cuántos- 
tenía en el año 1896?

2. Un caballero que tiene m pesetas, paga 7i pesetas^ 
¿Cuántas le quedan?

3. ¿Qué debemos agregar o sumar a — 5 a a; para 
obtener la expresión 7 a?
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4. ¿Qué debemos restar de 12 «^ j para que se obten- 
ga 5 «2 ¿g ,

6. En una librería hay m + a: libros y se venden 
r + rr. ¿Omíntos libros quedan por vender?

6. Un comerciante tiene de capital m + 72 + r pese­
tas, de las cuales entrega m + 2 j)esetas para atender a 
una letra y r -b ^ pesetas para los restantes pagos. 
¿Cuánto dinero lo queda?

7. Restar de 5 ¿z^ ó^j^ expresión — 5 «^ J3_
8. Restar do cada una de las expresiones que siguen 

■el monomio — 4 ¿z^ b^.

1 .® 2 a'^ o'> -j- 5 a b^ — 3 a^ b -b o ¿c.
2 .° 3 «-b 5 zz2 &3 _ 7 — 5 «2.
3 .0 6wi*-b 3 a^-b^-[-7 m + 3 m\

9. Efectuar la sustracción de los siguientes poli­
nomio-:

Minuendo 3 «2 + B zz^ Z92 — 7 rz + 13. 
Sustraendo 2 m" ó^ + 4 zí -b 8.

10. Efectúenso las .siguientes sustracciones:

1 .® (3 zz2 -b 6 rt* — 2 «3 _b 7 zz) — ( _ 4 zz3 — 
— 0 b -b m ).

2 . ( 2 Zí.^-b 3 zz^ -b a b — 3 ¿r ) —(3 a^-b 
-b3«o + 6«).

3 .0 (7«*-b 9zï6< —3zi«4-8&) —(3zí — 4zi« - 
— 5 a'^ ).

4 .0 (Bm + 3 m^-— 3 m^) — {2 x+ 7 m^ + 3 m + x^}.
•u.® ( 2 a: -b 7 a x — 3 zz^ ) — ( — 3 re -b 4 zz^ — 

í íi x —b o b
b.0 (3 ei m-^ 7 a^-j~ 3 a m^) — ( — 4 zz“ — 3zz*7?z — 

— 3 a m^).
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111,—Multiplicación algebraica de expresiones 
enteras

27. Definición.—La multiplicación algebraica es ima 
operación que tieiie por objeto, dadas dos expresiones alge­
braicas, hallar otra que esté formada por magnitud y signo- 
resqiecto a una de ellas lo que la otra es resp)ecto a la uni­
dad entera y positiva.

Las expresiones quo se han de multiplicar reciben 
la denominación de factores y el resultado se llama 
producto.

28. Signo que corresponde a un producto de dos fac­
tores.—De la definición que acabamos de exponer se 
deduce, que la multiplicación de los valores absolutos 
de los factores se efectuará como en Aritmética, y, res­
pecto al signo que le corresponda al producto, tendre­
mos en cuenta las siguientes consideraciones:

Cuando los dos factores sean positivos, el producto- 
también lo será, pues teniendo ambos factores igual 
signo que + Ij el producto ha de toner igual signo que- 
uno cualquiera de los factores. —

Cuando los factores sean negativos, teniendo cada 
uno de ellos diferente signo que la unidad positiva, el 
producto tendrá signo contrario a cualquiera de los 
factores, por lo que ser¿i positivo.

Si los factores son de signo contrario, como uno de 
ellos tiene igual signo que la unidad positiva, el pro­
ducto debe tener el mismo signo que el otro factor, o 
sea el negativo, luego el producto será también ne­
gativo.
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Todo lo cual origina los siguientes resultados:

( + ^) ( + &)== +
( + «)( — &) = — c 
( — «)( + ft) = -c 
( — «)( — &)=+ C

(+ 2) (+ 6) = + 12
(+ 2) (- 6) = - 12
(- 2) (+ 6) = - 12
(- 2) (- 6) = + 12

En virtud de lo cual podemos sentar que:
El producto de dos factores es positivo o negativo, según 

tengan éstos signos iguales o diferentes, lo cual puede 
oxpresarse más brevemente diciendo:

Signos iguales dan -j-j y signos desiguales —.

29. Signo que corresponde a un producto de varios fac­
tores.—Un producto de varios factores es una serie de 
multiplicaciones sucesivas: el primero por el segundo, 
el producto obtenido por el tercero, etc.; cada multipli- 
oación por un factor negativo producirá un cambio de 
®igno> y» por tanto, el producto será positivo o negativo, 
según que el número de factores negativos sea par o impar.

Así:

a X (— ft) X <5 X (— í^) = ctbad

e X X S X (.-!>■) X (.-l) = - efyM

30. Potencia de una cantidad.—El producto de va­
rios factores iguales recibe el nombre de potencia.

La cantidad que se toma como factor recibe el nom­
bre de dignando y el número de veces que éste se toma 
como factor se denomina exponente.

Se llama grado de una potencia el número ordinal 
que indica cuántos factores la determinan; cuando son 
dos recibe el nombre de segunda potencia o cuadrado;
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ruando son tres, tercera potencia o cubo; cuando son 
cuatro, cuarta potencia, y así sucesivamente.

Ejemplos:

a. a — a'^

o sea la segunda potencia o cuadrado de «.

a. a. a = a^

tercera potencia o cubo de a.

31. Signo de una potencia.—De los principios esta­
blecidos anteriormente (28 y 29) respecto al signo que 
corresponde a un producto de dos y de varios factores, 
se deduce inmediatamente que:

La potencia de una cantidad positiva es siempre posi­
tiva; la potencia de una cantidad negativa, será positiva o 
negativa según que el exponente sea par o impar.

Se tendrá, pues:

(4-4)2 = -1-16 ( — 4)2=4-16 (—4)3 = —64

Lo cual podremos expresar de un modo general, 
recordando que un número par se representa por 2 n y 
un número impar por 2 n 4- 1, del siguiente modo:

( 4- a)2n — _]_ ^211 ( -1- a)2n 4- 1 = 4- «20 + 1

— ¿^pn — 4- ^2n (— ¿j5)2n4-l — — ^2n4-l

32. Producto de dos potencias de igual dignando.—El 
producto de dos potencias de una misma cantidad, es otra 
potencia de dicha cantidad con un exponente igual a la 
suma de los exponentes de los /actores.
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Sea

«'’•'Xa"

Como

«"* = «. «. «. «... (m factores.)

«" = a. a. a... (n factores)

iguales a « se tendrá que el producto «’" Xi" constará 
m -}“ n, factores iguales a a, es decir, que

«tu x «" = «. «. «... X «• «• «- =«"’ + "

En un ejemplo numérico tendríamos:

«2 X «^ = «. « X ¿?’ «• « = «^ "^ ®

Por lo tanto, se puede establecer la siguiente
Regla.—Para multíplicar dos potencias de igual dig­

nando, se forma otra potencia de dicho digna7ido que tenga 
por exponeiite la sutna de los exponentes de los factores.

33. Multipücación de dos monomios.— Propongámo- 
noB hallar el producto de los siguientes monomios:

8 «2 ¿3 c d X 4 a b^ c^

Gada monomio es un producto indicado de varios 
factores, luego el producto que se busca será:
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y como un producto de varios factores no so altera 
aunque se invierta el orden de los mismos, tendremos:

8 X 4 X ¿í" X « X 6^ X 62 X d X c* X t^ 

y efectuando los productos indicados en esta forma: 

(8 X 4) («2 X a) (63 X 62) (c X cO d 

se obtendrá:

32 «3 55 c5 a

Por tanto,

8 a^ b^ G d'X. 4: a b^ G^ = 32 «^ 55^5

De donde se deduce la siguiente

Regla.—Para multipUGar dos monomios se deiermi- 
7ia el sigilo del produdo, se maUipUcan sus coeficientes 
y a la derecha del resultado se escribe por parte literal 
todas las letras contenidas en ambos factores, cada una 
afectada de un exponente igual a la suma de los que 
tengan en dichos monomios y las letras contenidas en uno 
sólo de éstos, con sus exponentes respectivos.

Ejemplos:

— 3 «2 63 a: X 4 « 62 = — 12 «3 65

5 a b^ c^ d^ X — 8 a b^ d^ = — 30 a^ b° c^ d'^

34. Productos de varios monomios.—El producto de 
varios monomios se forma multiplicando el primer mo-

4
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nomio por el segundo, el resultado obtenido por el ter­
cero y así sucesivainente, de lo cual resulta la siguiente

Reola.—Para obtener el producto de varios monomios 
se forma otro monomio con el signo que le corresponda, 
atendiendo al número de factores negativos (29), que tenga 
por coeficiente el producto de los de todos sus factores y por 
parte literal todas las letras contenidas en dichos factores, 
cada una con un exponente igual a la suma de los que 
tengan las letras de igual nombre.

Ejemplo:

— 2 a^ b X a^ b^ X — ab^ c^ X — ab^ = 
= — 30 «6 ¿9 c3

35. Producto de un polinomio por un monomio.—Sea 
el polinomio

fl -}— & -j— c — d

que deseamos multiplicar por m. Distinguiremos los 
dos casos que pueden ocurrir; que m sea positivo o que 
sea negativo.

Considerando m positivo, el producto

(a -j- b -f- c — d) m

se compone de una suma de m sumandos iguales a

( a ~|— b —|— c — d 'j

y, por tanto,

(¿ï “]~ b ~}~ c — ^ m = (¿z "j— b "j” c — d) —j— (zz -j— b —j— 
+ c — á) + (a + 6 4- c — d) + ... (m veces)
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y efectuando la adición y asociación correspondientes, 
tendremos:

(a + ó + c — d) m = (a + a 4-a...) + (j 4- j _}_ 5... ^ 
+ (<5 + 0 + c...) + (—oí — d — d...) = a m + b m -{-

+ cm — dm

En el segundo caso, cuando m sea negativo, según 
queda demostrado,

(« + ó + c — d} m — a m + b m -j- c '•: — dm

cambiando los signos a los dos miembros de esta igual­
dad y teniendo en cuenta que para cambiar el signo al 
primer miembro basta cambiárselo a uno de los facto­
res, m, por ejemplo, se tendrá:

(« + 6 + c — d)X — m= — am — bm — cm-[-dm

Todo lo expuesto nos conduce a la siguiente

Regla.—Para multiplicar un polinomio por U7i mo­
nomio, se multiplica cada uno de los términos del polÍ7íomio 
po7 el monomio y luego se suman los productos obtenidos.

Ejemplo:
Multiplicar el polinomio 4 «2 ¿, 4. 7 ^3 52_  5 ^4 ^ 

por el monomio Q a^ b c.
Para mayor claridad, dispondremos la operación del 

modo siguiente:

^1l^b + 7 a^b^ — 5 a^ c
Q a^ b c

24 a^ b^ c -j- 42 a^ b^ c — 30 a^ b c^
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siendo el producto el polinomio que aparece debajo de 
la raya resultado de la adición de los productos obte­
nidos al multiplicar cada uno de los términos del poli­
nomio por el monomio.

36. Producto de un monomio por un polinomio.—El 
producto es siempre independiente en valor y en signo 
del orden de los factores; por lo tanto:

El producto de tm monomio por un polinomio es el 
mismo que el del polinomio por el monomio.

Ejemplo:

(— 3 ¿);2 J2 _j_'4 ¿ü —6 «3 c) 3 a^ b = 3 a^ b (— 3 a^ b- 4-

+ 4 a —_Q a^ c)

37. Separación de factor común.—Cuando los térmi­
nos de un polinomio, o algunos de ellos, tengan un mis­
mo factor, tanto si es numérico como si es literal, puede 
separarse el factor común, indicando el producto de este 
factor por la suma de los factores que lo contengan,, 
colocándolos entre paréntesis.

Ejemplos:

' 4 «21 — 3 a^ c + 3 «2 ó c = (4 ¿> — 3 c -j- 6 b c) «^

13 a b^ c + 4 a c^ — 3 a b c^'^ 2ab‘^d=^ (13 b^ c -j- 

4- 4 c® — 3 b c'^ + 2 b- d} a

En el primer ejemplo el factor común es a^, en el 
segundo a.

38. Producto de un polinomio por otro.—Sea un po­
linomio a -j- b — c que se ha de multiplicar por otro 
m — n + s.
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Llamemos f al valor positivo o negativo del segan­
do factor, y tendremos:

(« + 6 — c) ( m — n + 5) = ( a +&~-c)/ 

y según lo expuesto en la multiplicación de un polino- 
nomio por un monomio

(« + & — c)/=a/+6/ — c/

y sustituyendo en esta igualdad en vez de / su igual 
m — n + s, se tendrá:

(«+ 6 — c) (w — n -[- s) — a (m 
-{- b (m — íz + s) — c {m — n + s) =

-\- a s -}-b m — b n -\- b s — c m +

— n + s) + 
am — a 72 -j~ 
en — es

•cuya interpretación origina la siguiente

Regla.—Para muUÍ2')licar un ^^oUnomio por otro, se 
wultipUean todos los términos de un polinomio por cada 
uno de los términos del otro y después se suman algébrica- 
mente los productos obtenidos.

Al efectuar la multiplicación de un polinomio por 
otro, es conveniente ordenarlos respecto a una misma 
letra, pues se facilita de este modo la reducción de los 
términos semejantes que resulten, dispouiéndose la ope­
ración como se indica en el siguiente

Ejemplo:

V 2 a'^ — 5 b + 3 «2 52 4. 7 a b^ 
Factores -^ „2 _ 3 „ 6 4. 6 y 

2fl6_ 6rt5è4. ^a^^i^ 7g3z,3
— Qa^b-[-là a^b^— 9a^b^ — 21an^

+ 10 fl^ 62 _ 25 «3 J3 ^ 15 ^2 &4 _j_ 35 ^ J5

2 a^— 11 a'^b-[-2Sa^b^ —27 a^b^ ■— Q a^ b^-[-35 a b°
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39 . Consecuencias.—Del procedimiento operativo 
que se ha seguido en la multiplicación de expresiones 
algebraicas se deducen las siguientes consecuencias:

1 .*^ El producto de dos o más monomios es un mo­
nomio.

2 .^ El producto de un polinomio por un monomio, 
es otro polinomio de igual número de términos que el 
factor polinómico.

3 .® En la multiplicación de un polinomio por otro, 
se verifica:

a) El primer término del producto procede sin re­
ducción de multiplicar los dos primeros de los factores, 
y el último término del producto se obtiene, también 
sin reducción, multiplicando el último término de uno 
do los factores por el último término del otro factor.

b) El número de términos del producto, antes de 
hacer la reducción, será igual al producto del número 
de términos de un factor por el número de términos 
que tenga el otro factor.

c) El producto de dos polinomios, después de hecha 
la reducción, constará por lo menos de dos términos.

d) El grado de un producto de dos polinomios es 
igual a la suma de los grados de dichos polinomios.

e) Si los factores son homogéneos, el producto tam­
bién lo será.

40. Prueba de la multiplicación algebraica.—Análoga­
mente a lo efectuado en la adición y sustracción, para 
comprobar el resultado en cada una de estas operacio­
nes, se prueba la multiplicaeión hallando el producto de los 
valores 7iuméricos de los factores, q^ue ha de ser igual al 
valor numérico del producto. ,_

Al multiplicar dos polinomios homogéneos, como el 
producto también lo ha de ser, es fácil entonces notar 
si hay alguna equivocación en letras y exponentes, y
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respecto a los coeficientes, pueden comprobarse, dando 
a todas las letras el valor 1, y, en este caso, el valor 
numérico de cada polinomio es igual a la suma alge­
braica de todos sus coeficientes.

Ejemplo:
Sea la multiplicación

— ^^ ^^ 4“ ^^ ''
4 «2 — 3 « íc -j- 6 a;’
8 «5 _j_ 12 «^ £c — 20 a^ x^ 4“ 32 a^ x^

— Q a^ x — 9 61^ x^ + 15 a- x^ — 24 a x^
12 a® x'^ -j- 18 «2 x^ — 30 a x^ -j- 48 x^

8 a^ 4“ 6 «^íc — 17 a^ x^ 4~ ^^ ^^^^ — 54aa;^ 4“^Sí’^5

Si hacemos a = 1 y b = i, tendremos:

Valores numéricos 124-3 — 54-8=8 
de los factores. . j 4 — 34-6 =7

Valor numérico 1 _ ! 8 4-6 —17 + 65 — 54 4-48 = 56 del producto, j ' 
Prueba. . . . 8 X

41. Multiplicaciones de la forma (a ±6) (a + 6).— 
Tanto en el estudio de Álgebra como en sus aplicacio­
nes se presentan con frecuencia casos_de esta forma, 
cuyos productos revelan propiedades notables, de aplica­
ción ventajosa, y que son convenientes saber de memoria.

l.” (a 4- 6) (a 4- 6). 
tt + b 
d 4“ b
«24- ab

+ «0 + 62

a'^ + 2 a b + b^
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Y como ya se ha dicho anteriormente,

(æ -J- 6) (rt + 0) = (« -}- 5)2

«e tendrá:

(a + 5)8= «2 _|_ 2 « 6 4-¿2

lo que nos dice:
El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al 

cuadrado de la 2)'^'i'^nera, más el du2)lo de la primera por la 
segunda, más el cuadrado de la segunda.

2." (« — 5) {a - 5).

a — 1) 
a — b

a^— ab 
— a b -\- b^

a^ — 2ab + b^

y como

(« — b) (a ~ b) = (a — b^

se tendrá

(<5! — by = a^ — 2 a b -}- a^

que nos dice que:
El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual 

al cuadrado de la primera, menos el duplo de la jjrimera 
por la segu7ida, más el cuadrado de la segunda.
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3.* (a + 6) (a — b).

a — b
a^-\- a b

— ab — b^

a — b^

de modo que

(a + b) (a — b) = a- — b^

lo cual manifiesta que:
El producto de la suma de dos cantidades por su dife­

rencia es igual a la diferencia de los cuadrados de estas 
-dos cantidades.

EJERCICIOS

1. Expresar el doble de a.
2. Expresar el triplo de a;.
3. ¿Ouíínto costarán c metros do tela a razón de x 

pesetas metro?
4. En un campo hay m hileras de árboles y en cada 

fila hay n árboles. ¿Cuántos hay en todo_el campo?
6. Exprésese cuánto ea a ^ a \ a.
6. Expresar el producto de n factores iguales a b.
7. Indicar la segunda potencia de a sumada a cua­

tro veces la tercera potencia de b.
8. Si un móvil recorre re kilómetros por hora, 

¿cuántos recorrerá éna + ó + cj-á! horas?
Efectuar las siguientes*naultiplicaciones:

9. (a + 6)2.
10. (a + 6 + c)4.
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Efectúens© las multiplicaciones indicadas que a con­
tinuación se expresan:

11. (¿t -j- & + o + ^ w.
12. (2 «-J~ 2 6 — c) m.
13. (3 a — 6 — c -|- 4 d) x.
14. (2 íc 4- 3 íc -j- 5 íc) re.
15. (4 íc — 2 ¿c 4- 6 íc — 3 x) x.
16. (3 a 4" 2 a—5 «) 2 «.
17. (6 rc^ 4“ 5 íc3 4~ ^ — 7 x^) x.

Multiplíquese:

Ù.8.Ù «2 --- ¿^ ¿2 _|_ ¿3 por ¿¿2 J)2^
19. «8 — a b^-j-b^ c por 2 a^ b.
20. 4 x 4- 5 ¿«2 — 3 íc 4~ 4: por — 1.
21. 3 «2 52 _j_ 4 g2 — 3 ^8 5 por 5 a b c.

^22} —7a^4“2a36 — ba^b^ — Q ab^-p b^por 2 a^ b^ 
(23> —12 a^ £c 4~ 14 a- x^—6aír^ — 2 ¿«^ por — 7 a^ x^.

Efectuar las siguientes multiplicaciones:

24. (« 4- 3) (« 4- 2).
25. (a 4- 4) (a — 3),
26. (a— 3) (a 4- 2).
.27. (« — 2) (« — 5).
28. (a? 4- 2 4- ¿c) (x 4- 3).
29. (a: 4~ ^^ 4~ 3) (^ — 4).
30. (íc2 4“ 55 4“ 2 x y) {x 4- 3).
31. (a:2 — x 4- íc y 4“ ^) (^ -}-y}'
32. Un comerciante hace una compra de tres parti­

das de arroz: la primera de a 4- b 4- g kilos; la segunda 
doble que la primera y la terrera triple que la primera. 
Costando el kilo a 4” ^ pesetas, ¿cuántas pesetas impor­
ta lo comprado?

83. La edición de una obra consta de a 4- b ejem-
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piares, cada ejemplar tiene c — d pliegos y cada pliego 
tiene 16 páginas. ¿Cuántas páginas hay én todos los 
ejemplares de dicha obra?

Efectuar las siguientes multiplicaciones:

34. (2 a + 3 b^ -j- 4 c) (3 a 4~ 5 b — c)4L^\^^^^kí>>-\

35. (—3 a^ -¡- 4 b — 6 c) (2 a — Qb — o c).
36. (4^3 — 2 a^ b -\-3 a b^ — 5 b^) (3 a^ — ab -j- 

+ 502).
37. (3 «2 ¿3 Q _j_ 4 (^ b^ G^ + 5 a^ b + 7 c) (4 a b c^ — 

--  3 «2 _|_ 4 d b2 gb).
38. (3 « a;2 + 4 «2 zg + 5 a^) (5 a^ x^ + 7 a^ x'^ — 

— 9 a^ x).
p’ 39. (— 5 a^ -)- 3 a^ x^ — 8 a^ x^ + 7 a:®) (— 3 «2 — 

— 4 « a; + 5 a;2).
40. Un propietario ha comprado un campo de a:’ 

hanegadas y otro de íc2 -j- n + z hanegadas. Si el precio 
de cada hanegada es el de « a; 4- b x + c pesetas, ¿cuánto 
importa todo lo comprado?

IV.—División algebraica

42. —Defínición.—La division es una operación inver­
sa de la multiplicación, que tiene por objetos-dado el produc­
to de dos expresiones algebraicas g ima de ellas, determinar 
la otra, atendiendo a su modalidad y magnitud.

43. Regla de los signos.—La determinación del sig­
no que corresponde al cociente, se deduce considerando 
que el dividendo es igual^l producto del divisor por el 
cociente y que, por lo tanto (28), cuando el dividendo 
sea positivo, procede de la multiplicación de dos facto­
res que tengan igual signo, mientras que si el dividen--
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do cs negativo, los factores quo lo han producido ten­
drán signos desiguales. Lo cual manifiesta:

Cuando el dividendo es positivo, el cociente tendrá el 
mismo signo que el divisor.

-j- « : -j- 6 = + c
+ a : — b -= — o

Cuando el dividendo es negativo, el cociente lleva signo 
contrario al del divisor.

— a : —j— 6 = — c 
— a : — b = -{- c

Los cuatro resultados obtenidos, expresados literal 
y numéricamente, serán, pues:

+ « : 4- & = + c 
4~ u : — b = — c 
— a : -\- b = — c 
— a : — b — -}- c

+ 20 : +
15 : —

-}- 21 : -j- 
— 36 : —

5 = 4-4
3 = —5
7 —3
9 == 4-6

lo que origina la siguiente regla de los signos en la 
división.

Sigilos iguales dan cociente positivo^ y signos contrarios 
cociente negativo.

44. Cociente de dos potencias de igual dignando.—El 
cociente de dos potencias de una misma cantidad, es otra 
potencia de la misma cantidad, que tenga por exponente la 
diferencia de los exponentes de ^videndo y divisor.

--  = «ni - n
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lo cual es cierto, porque

^m-n ^ ^« _ ^m-n + n ^ ¿jm

siempre que m n.

Ejemplo:

45. Exponente nu5o.—Si en la igualdad

los exponentes m y 71 fueran iguales, dicha igualdad’ 
tomaría la forma

-------  :^ ¿^m - m ^ ^0 
a"’

pero como también el cociente de una cantidad por si 
misma es la unidad

se tendrá

a® = 1

luego podemos aceptar que toda ca7ííidad afectada del 
expolíente cero es un símbolo de la unidad.
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a™
46. Exponente negativo.—Cuando en el cociente----  

a
sea m <^ n, si llamamos ¿Z a la diferencia, se tendrá

n =m -}- d

y, por lo tanto,

pero como

resulta que

a'^ a^
------  =-----= ¿5jm - (m + d) ^ ^m - ni - d = ¿^ - d 
a^ á!™ + d

Por consiguiente.
Toda cantidad con exponente negativo es un símbolo 

giie representa el cectente de dividir la unidad por esa 
misma cantidad con igual exponente positivo.

47. División de un nnonomio por otro.—El procedi­
miento seguido en la multiplicación de dos monomios 
nos conduce inmediatamente a la siguiente

Regla.—Para dividir un monomio por otro, se halla 
primero el signo del cociente,^ se divide el coeficiente del 
dividendo por el del divisor y a la derecha del resultado se 
pone por parte literal todas las letras contenidas en el divi­
dendo, cada una afectada de un exponente igual a la
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■difere7îcia entre el exjionente que tenga en el dividendo y 
el que teiiga en el divisor. Las letras del divide7ido que 710 
se hallen e7í el divisor, figurarán e7i el cocie77te del mis777o 
modo que en el dÍ7JÍde77do.

Las letras que tienen igual exponente en el divi­
dendo que en el divisor, no aparecerán en el cociente, 
a no ser que vayan afectadas del exponente cero.

Ejemplos:

1.°

■2.®

12 a^ b^cd^
4: a^ c d^

45 a^b^ c^d
—--------------= 5 a b^ c^ d

9 a^ b^ c^

Los resultados obtenidos en estos ejemplos son los 
verdaderos cocientes, porque si cada uno de ellos se 
multiplica por el divisor respectivo, dará el dividendo 
■correspondiente.

48. Condiciones de divisibilidad.—De la regla que 
Picábamos de enunciar se deduce que para que un mono­
mio sea divisible por otro, esto es, que la división del 
uno por el otro dé un cociente entero, es preciso y sufi­
ciente que concurran las condiciones siguientes:

1 .^ Que el coeficiente del dividendo sea divisible por 
el coeficiente del divisor.

2 .^ Que los exponentes de las letras contenidas en 
el dividendo sean iguales o mayores que los exponentes 
que lleven esas mismas letras en el divisor.

3 .^ Que todas las letras que figuren en el divisor se 
hallen en el dividendo.

Si la primera condición no se cumple, el cociente 
tendrá un coeficiente fraccionario, pero podrá ser algé- 
-brica-menie entero, siempre que se cumplan las restantes

MCD 2022-L5



64 J. FENOLLOSA

condiciones; pero si tampoco ocurre esto, entonces la 
division quedara indicada en todo o en parte, a no ser 
que se recurra al empleo de los exponentes negativos.

49, División de un polinomio por un monomio.— El 
procedimiento operativo que se lía seguido en la multi­
plicación de un polinomio por un monomio, nos permito 
desde luego formular la siguiente

Regla,—Para dividir un polÍ7íomio por im mo7wmi& 
se divide cada U7io de los tér77iÍ7ws del divide7îdo por el 
mono77iio divisQ7' y se forma U7i polÍ7iomio co7i los cocientes 
obte7iidos, avetados é^tos de los sig7ios gue les correspo7ida7í^

Así,

a b ~ G p d ab c d = j------------- _j-----
Wl m 771 771 771

el cociente obtenido multiplicado por el divisor m, nos 
da el dividendo

c dj  
771 771

a77i _ b77i cm 
X w^ = + 4* m 771 771

dm 4~ — a -]- b — c -]- d 771

Ejemplos:

20 «4 &2 4- 15 a^ b^ ~ 10 fl4 03
= 4 «2 _|_ 3 52 _

5 a'^ b^
— 2a^b.

0 0 24 a^b c^ ~ 32 «3 j 40 ^^2 ¿s ^2
-------- ---------------------------------------------- --------------— = 3 Z,2«2 __  

Qa‘^bc
— 4 « 4- 5 b- c.
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50. Condición de divisibilidad.—De lo expuesto ante­
riormente se deduce que un polinomio será divisible 
por un monomio, cuando todos los términos del polino­
mio sean divisibles por el monomio divisor.

En el caso que no se cumpliera esta condiciónj 
cuando ninguno de los términos del dividendo fuese 
divisible por el único del divisor, el cociente estará 
formado por una suma de tantos sumandos fracciona­
rios como términos tenga el dividendo, pero si algunos 
lo fueran y otros no, el cociente sería la suma de los 
cocientes enteros y fraccionarios resultantes.

Ejemplos:

32 «2 ¿/2 g , j_ 4 ^^2 ¿3 — 2 a'’b^ G^
1- ------------------ -----------------------= 16aJc + 

2 a 0
•j- 2 a b~ — a'^ b^’ c^.

3 a^ b^ ô a^ b Q acd^
4 «3 55^58 4 ^3 55^3 4^^3 55 ¿3

3.^ 20 gS ^2 ,^3 4- 12 g 52  15 „4 ¿,5 ^2
= 4:abx^ -j-5 a- b X

3 ¿j¡2 ¿¡4 ^,

5 a^ b X

61. División de un polinomio por otro.—Sean dos po­
linomios ordenados, según las potencias decrecientes de 
una misma letra; en la division del uno por el otro, se 
trata de hallar un polinomio entero que, multiplicado 
por el divisor, reproduzca exactamente el dividendo. 
Consideremos que se ha encontrado el cociente y que

5
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está también ordenado, de igual modo que los polino­
mios dividendo y divisor.

Hemos visto (36) en la multiplicación de dos polino­
mios ordenados con respecto a una misma letra, que el 
primer término del producto proviene directamente de 
multiplicar el primer término de uno de los factores 
por el primer término del otro factor polinómico, y, por 
consiguiente, el primer término del dividendo debe ser 
sin reducción, el producto del primer término del divi­
sor por el primero del cociente; luego bastará dividir 
el primer término del dividendo por el primero del 
divisor para obtener el primer término del cociente.

Pero el dividendo es la suma algebraica de todos los’ 
productos parciales resultantes al multiplicar cada uno 
de los términos de que conste el cociente por el divisor; 
y, por tanto, si se rosta de dicho dividendo el producto 
obtenido al multiplicar el primer término del cociente 
por todo el divisor, el resto hallado será igual a la suma 
de los productos parciales del divisor por los términos 
segundo, tercero, etc., del cociente. Este resto constituye 
otro nuevo dividendo, y por un razonamiento análogo 
al que se ha hecho anteriormente, vemos que su primer 
término procedo, sin reducción, del producto de multi­
plicar el segundo termino del cociente por el primero 
del divisor, de donde se deduce que dividiendo el pri­
mer término del resto por el primero del divisor, se 
hallará el segundo del cociente.

Obtenido ya este segundo término del cociente, si lo 
multiplicamos por el divisor y restamos el producto 
asi obtenido del nuevo dividendo, se hallará un segundo 
resto, suma de los productos parciales del divisor por 
los términos tercero, cuarto, etc., del cociente; dividien­
do, pues, el primer término del nuevo resto hallado por 
el primero del divisor, se tendrá el tercer término del 
cociente.
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Siguiendo el razonamiento de igual modo que hasta 
aquí, so hallarán los restantes términos del cociente, 
todo lo cual nos permite establecer la siguiente

^'^EGLA.—Para dividir un polinomio por otro, se orde­

nan con respecto a las potencias crecientes o decrecientes de 
una misma letra ordenatri^; se divide el primer término 
del dividendo por el primero del divisor y se obtendrá el 
primer término del cociente; se multiplica éste por todo el 
divisor y el producto se resta del dividendo; el primer iér- 
mind del-resto se divide por el primero del divisor y se ten­
drá el segundo del cociente, el cual se multiplica por el 
divisor y el producto se resta del primer residuo, obteniendo 
asi ot7o segundo resto, co7í el cual se hace lo mismo yue con 
el anterior, continuando de este modo, hasta que se llegue 
al último térmiiío del cociente. X

La determinación del último término del cociente 
puede conseguirse directamente sin necesidad do hallar 
los términos anteriores, dividiendo el último del divi­
dendo por el último del divisor.

A los productos sucesivos de cada uno de los térmi­
nos del cociente por el divisor, se les cambia el signo a 
cada uno de sus términos, pues hacióndolo así, para 

.|^ efectuar las sustracciones correspondientes, no hay más 
que practicar la reducción de términos semejantes.

En la practica es conveniente disponer la operación 
de la misma manera que se indica en la división arit­
mética.

^^ijí'íuplo:
Sea la divmqn del-p^i^'r^nmio^^

6 a^ + 17 a^ b^ Q a^ ^2 ^ 28 a^ b^ 

por el

2a^-^7ab
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Dispondremos y practicaremos esta división en la 
siguiente forma:

G «5 + 17 a^ b — 6 «3 J2 _j_ 28^2 ^t | 2 a^ 4-7 ¿^ &
— 6 a^ — 21a^b 3«® — 2 a^b-}-4: ab'^

— 4ca^b—■ 6 a® ¿2
4- 4: a^ b 14: a^ b^

4- 8 «3 b^ 4- 28 a2 &3
— 8 a^ b^ — 28 «2 ¿3

Ô

52. Divisiones exactas e inexactas: cociente completo. 
—Una división es exacta, cuando al restar del dividendo 
el producto del divisor por el cociente, se obtiene un 
resto e residuo cero, como ocurre en el ejemplo puesto 
anteriormente, de división de polinomios, y, en caso 
contrario, esto es, que se obtenga un resto cualquiera 
diferente de cero, la división es inexacta, y puede darse 
por terminada la operación cuando se llegue a un resto 
en que la letra ordenatriz tenga menor exponente que 
en el divisor.

El cociente completo de una. división inexacta es igual 
al cociente hallado, más una f racción que tenga por nume­
rador el último resto y por denominador el divisor.

En efecto: sea D el dividendo, d el divisor, G el co­
ciente bailado y JR el resto obtenido; se tiene, eviden­
temente,

D = dG-\- B

y dividiendo por d los dos miembros de esta igualdad

d d

que expresa y prueba lo enunciado.
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Ejemplo de división inexacta:

24a<+ 4a’&-.3^a«&2 + 17a^«|8a’—4a5
— 24ai+12a3¿, 1 3a^-\-2ab — b^

+ 16 «’ 6 — B^^ 6® •
— 16 «3 8 «2 &’

— 8 a^ b^ 17 a b^
+ 8an^— 4:ab^

-|-13 « &3

El cociente colnpleto de esta división será:

8 a^ ~\- 2 db — b~ + 13 ab^
8 a^ — 4 a b

53. Condiciones de divisibilidad de polinomios.—De 
lo que se ha expuesto referente a la división de un poli­
nomio por otro, se deducen las condiciones necesarias 
que han de concurrir para que el primero sea divisible 
por el segundo, cuyas condiciones de divisibilidad son 
las siguientes:

1 .® Que los términos primero y último del di­
videndo y el primero de cada uno de los sucesivos 
residuos sean divisibles por el primer—término del di­
visor.

2 .’' Cuando se llegue en el cociente a un término en 
que la letra ordenatriz tenga un exponente igual a la 
diferencia de los que lleva dicha letra en los últimos 
términos del dividendo y divisor, debe obténerse preci­
samente el mismo tórmlho que se obtendría dividiendo 
directamente el último del dividendo por el último del 
divisor. ‘

Estas condiciones son precisas, pero no suficientes,
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debiendo agregar como definitiva la de ç[ue el residuo' 
correspondiente sea cero.

54. División de un monomio por un polinomio.—Esta 
división es siempre inexacta, porque no hay ninguna 
expresión, bien sea monomia, o bien polinómica, que 
multiplicada por el divisor reproduzca exactamente el 
monomio dividendo.

Para efectuar esta división se sigue el mismo proce­
dimiento que en la de dos polinomios, aplicándose la 
regla que allí se ha dado.

Ejemplos:

«^ -j- «^ 6 f¿3 -(- ¿jf2 5 _J_ ¿j2 _j_ ¿?

— a^b-{- a^b^
— a^b^ -[- ab^

— ab^-^-b^

55. Prueba de la división.—La misma definición que 
se ha dado de esta operación nos indica la manera de 
comprobar si está bien hecha; multiplicando el cociente 
por el divisor y agregando al prometo el residuo, se ha de 
obtener por resultado el dividendo.

También puede hacerse aplicación de los valores 
numéricos de los datos y del cociente, de un modo análogo
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a lo expuesto en la adición, sustracción y multipli­
cación.

EJERCICIOS

Efectiíense las siguientes divisiones:

1. «* por «2
2, «6 por «®
3. a® por «5
4. «P por «<!
6. 2 a^ por «2
6. 4 «6 poi; ¿)¡3
7. 8 aj^ por 2 rc^
8. 14 «^ íc por 7 «3 -v*.x
9. 25 «5 a;2 por 5 «2 ^ x^*^’’*

Indíquense y hállense los cocientes de:

10. 3^2 53 (5 por « 52
11. — 16 «3 ¿2 g4 por 8 «2 6 c3

—* 12. — 32 a^ b o íc® por — 16 «2^3
13. 46 a"^ b x^ por — 6 a^ b x^
14. 121 a^ b^ x^ por 11 a^ b x 

■**15. 729 a^ m^ n^ x'^ por 9 a^ n^ x^

Divídase:

Ue.") 18 «3 ¿4 _ 36 ^3 ¿2 ^ 24 «6 62 ««‘por 6 «s 6%»vSu-M-€
17. 40 x^ y^ -j“ i2 x'^ y^ — 16 x^ y*^ por — 2 x^ y
18. 72 G® 6® + 40 a^ b^ — 32 á^ b^ x^ por 8 a^ b^

Ú9? — 132 «2 ^8 _p 54 ^4. ^6 --  16 «6 ^8   g ¿^e ^t
por 2 «2 ^3
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20. — 120 íc^ y ^^ — 186 a;® y^ ^4 pop g ^3
21« — 120 ír^ y^ ^^ — 186 a;® y^ 2^ — 36 x^ y^ 2^ por 

^ x^ y^ 2^

Efeetúense las divisiones:

22. («2 + 8 _ 105) : (a + 6)
23. «2 4.8«4-33):(a + 11)
24. «4 — 31 «2 _|_ 9):(a« + 6a —3)
25. (4a;<— 12 ic2 + 16) : (ic2 + 2 w — 4)

V26^ £c^ : (a; -}- 1)
27. «6 : (^ ¿)
28. x^ : (x — 1)

^29.^ fl^ : (« — 5)

V.—Divisor de la forma a? — a

56. Leyes del cociente y del resto.—Consideremos
un polinomio.

A ír™ + B x^-^ + Cic^-2 4-... 4-Paj + Q 

que es entero y completo con respecto a la letra ír, 
puesto que ésta no entra ni en denominador ni bajo 
radical, y ademas los exponentes de sus potencias son 
enteros y positivos.

Si dividimos dicho polinomio por el binomio ír — a, 
obtendremos un cociente del grado m — 1, tal como

J-i a:™ - ’ + -B1 ír"’-2 4- Oi ír™-^ +... 4- p^

y un resto P del grado cero, independiente do ír. 
En esta división, como en todas, se verifica:

Ax”^ + Bx'^-'- 4- C x^-^ Px-i-Q =

(x — «) (21 íT™-’ + Pi;r“-2 4- a-m-s 4.... 4. PJ4-P
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C^íiya igualdad, después de efectuar la multiplica­
ción indicada en el segundo miembro, se transforma 
en la siguiente:

A íc'" -H 5 ~ ’ + C ¿c™ ~ 2 -f-+ P x 4- Q = 

= Ai íT^ + ^1 a?™ - 1 + 01 a:"’ -2 + ...-\-P^x-~

— Al a x^ ~ ’ Bi a x^ 2 — 0i «.'r™ “ ^ —...— Pi a +B

y ordenando el segundo miembro de esta igualdad 
según las potencias decrecientes de ír (12), se obtendrá 
la que a continuación se expresa:

Ax^-]-Bx^~^ +Cx^^- -̂{- ... + Px + Q = 

==A^x^ + (B^ — Ai «) ír™ - ’ + (01 —Bi^ «) rr™ -2 + 

... + (2^ ~ Pi a)

Como esta igualdad ha de verificarse cualquiera que 
sea el valor de x, sus dos miembros serán idénticos, lo 
cual exige que los términos de la misma potencia de ír 
tengan igual coeficiente en cada uno de aquéllos, como 
se expresa en las siguientes igualdades:

Al =A 

Bi — Ai a — B 

Ci — B^ a = C

B —P^a = Q

Si ahora sumamos a los dos miembros de cada una 
de estas igualdades exceptuando la primera el término
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negativo que figura en cada una, se obtendrán las si­
guientes:

21 = 2
Bi = B + 21 a

= G + B^ a

B='Q^P^a

Cuyas igualdades manifiestan:
1 .® JEl coeficiente del primer término del cociente es 

igual al dél primer término del dividendo.
2? El coeficiente de U7i térmmo cualquiera del cociente 

se forma agregando al coeficiente ^ue ocupa el misino lugar 
en el dividendo el, producto del coeficiente del término 
aíitenor del cocie7ite por la ca7itidad a.

3 .® El resto es igual al último térmiiio del dividendo 
aumentado e7i el producto del último té'rmíuo del cociente 
pora.

67 . Aplicación.—Estas leyes que acabamos de expo­
ner nos permiten hallar el cociente y el resto de la. 
division de un polinomio entero y completo con res­
pecto a x, por el binomio íc — a, sin necesidad de prac­
ticar la operación.

Ejemplo: Sea el polinomio

5 +(^a;5-j-5 + 8 a: + 3

que sp ha de dividir por x — 2.
El cociente será un polinomio de tercer grado.
Aplicando las leyes antes expuestas, se obtendrá:

Coeficiente del primer término. . 5 ® = 5 
» > segundo > . . =6.4. 10 = 16 
> » tercero » . . =5 + 32 = 37 
» » cuarto > . . = 8 + 74 = 82

Resto = 3 + 164 = 167
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Obtenidos los coeficientes de todos los términos del 
cociente y siendo éste, como liemos dicho, un polino­
mio completo y de tercer grado, lo determinaremos se­
guidamente.

El cociente será, pues:

5a;^ + 16 íz;2 4-37 a; + 82 

y el resto 167.
Practicando la división, se obtendrá:

6ír* 4-6 a;®-(-6 a:’4“ ^^ + 3ja: — 2
— 5a;*4-10a;3 6 a:^ 4-16 a:^ 4-37 a: + 82'

16 a;8 4~ 5^^
16 a:^ 4~ 82 a:^

37 a;2-|- 8 a:
— 37 a; 2 4- 74 a:

82 x 4- 3
— 82a;4-164

Resto 167

que, como se ve, da el mismo cociente y el mismo resto 
que aplicando las leyes anteriores. —

58. Determinación directa del resto.—Hay ocasiones 
en que se desea investigar el resto de una división de 
las que estamos estudiando, sin que nos importe cuál 
pueda ser el cociente, y entonces conviene determinarlo 
directamente.

Veamos de qué modo.
Llamando G al cociente de dividir un polinomio 

entero y completo con respecto a a; por el binomio
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X — a ^ designando el resto [por B, tendremos la 
igualdad

2 aj”’ + B íc’" - 1 - 2 + P x + Q =«
= Çx — a) G -j- B

si en ella damos a x un valor cualquiera, los dos miem­
bros tomarán valores iguales. Hagamos x — a y sus­
tituyendo X por a, tendremos:

2 a»» + B a*" - 1 + C«™ - 2 + ... + P a + Q = 
— (a — a) C-]- R

y como

(a ~ a) C = 0
se tendrá

JS = A u"’+ B «"1 - ’ + C rt™ - 2 _p p ^ _^ Q

Lo cual manifiesta que
El, resio de la división de un polinomio entero y com­

pleto con respecto a la letra x por el binomio x — a, es el 
resultado de substituir en dicho polinomio x por la can­
tidad a.

59. Cálculo rápido del resto.—Propongámonos de­
terminar el resto en la división de un polinomio, tal 
como el

Ax3 + Bx2+Cx-pB 
por el binomio a: — a.

Según acabamos de ver, el resto en las divisiones 
de esta forma se halla sustituyendo en el dividendo 
X por a, luego

R = A a^ B a‘^ -}- C a-}- D
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Como los tres primeros términos del segando miem­
bro de esta igualdad tienen el factor común a, haciendo» 
la separación correspondiente (37), tendremos la que 
sigue;

Ü = (Ú. ñ^ —[- B d -j- C) ct —|— D

Y sacando ahora el factor común de los dos prime­
ros términos del polinomio colocado entre paréntesis, 
se obtiene:

JS = [(A a -[- B^ d -{— C] ct -J- D 

que generalizando nos conduce a la siguiente

Regla.—Pard ealculdr rápiddmente el resto, se multi­
plied el coeficiente del primer término del dividendo por a 
y se sumd el producto con el coeficiente del segundo término; 
se multiplied estd sumd por a y el resultddo se ddiciona di 
coeficiente del tercer término; y se eontinúd de este modo- 
hdstd haber sumado el ultimo término del polinomio.

Ejemplo 1.®—Hallar el resto de la división

(5 a;^ -[~ 6 ^’ 4“ ^ ^^ ^ ^ ^ ^) ’ (^ — 2)

Las operaciones, para mayor 
disponerse del siguiente modo:

comodidad, pueden

Coeficientes; 5 4“ ^ 4“ 5 4~ 8 + 3
+ 10 +32 164

16 37 82 167

Luego el valor del resto es 167, el mismo que se ha 
obtenido anteriormente (67).
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Ejemplo 2.®—Hallar el valor que adquiere el poli­
nomio

6 x^ — 2 X^ --  5a;2 4_7^ --  g

para a: = 3.

Coeficientes: 6 — 2-6 + 6— 8
4- 18 4-48 4- 129 4- 408

4-16 4-43 -4 136 4- 400

El valor numérico pedido, que expresa a la vez el 
del resto de la división del polinomio propuesto por el 
binomio a; — 3, es -j- 400.

60. Condición de divisibilidad.—Acabamos de expo­
ner (68), que en una división de la forma

(A ^m ¿^m - l <o^ni - 2 p ^ <3) : (^ _ «) 

se obtiene el resto, sustituyendo en el dividendo a; por 
«, es decir, que

Ii = A a'" + B «*“ - 1 + Ca^~ 2 4-... 4. p a 4- Q

Ahora bien, para que B se anule es condición indis­
pensable que el segundo miembro se reduzca también 
a cero, lo cual expresa que

Si un polinomio entero, con respecto a .la letra x, se 
anula cuando a esta letra se le asigna el valor a, dicho 
polinomio es divisible por el binomio x — a; y no lo es en 
caso contrario.
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Caso en que el dividendo es un polinomio incom­
pleto.—Hemos visto cómo se obtiene el cociente y el 
resto en una división cuando el dividendo es un poli­
nomio completo; en el caso de que no lo fuera, se puede 
completar escribiendo los términos que le falten, pero 
que tengan por coeficiente cero, con lo cual el valor del 
polinomio no varía.

Así, el polinomio

A x‘ + C x^ 4- D 

que le faltan los términos en x^ y en x, puede comple­
tarse de este modo:

A x’ -f- 0 x^ + G x2 4- 0 x 4- D

Por lo tanto, puede también obtenerse el cociente y 
el resto de la división de un polinomio incompleto por 
el divisor x — a, aplicando las leyes establecidas ante­
riormente

Ejemplo.—Para hallar el cociente de la división

(x* — a*) : (x — a)

haremos el dividendo 

x^ 4- 0 ^^ 4- 0 ^^ + 0 ^ + «^ 

y calcularemos el cociente así: 

Coeficiente del l.*'’ término =1 
» >2.® > 04-« 

» »3.° > 0 4^ = «2 
» » 4.® > 0 4^ «2. a = a

Luego

Cociente = x’ -j- «s X^ 4- «^ ^ + «’
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62. Caso en que el divisor es x + a.—En el caso en 
que el divisor fuera x -j- a, teniendo en cuenta que

X -J“ « = X — (— a)

pueden aplicarse igualmente cuantas reglas se han ex­
puesto, con la sola diferencia de que consideremos la 
cantidad a como negativa.

Así, por ejemplo, en la división!

(2 x^ + 5 x® + 2 x2 + 15 x + 6) : (x + 4) 

calcularemos el cociente y el resto del siguiente modor 

Coeficiente del 1.®^ término 
> »2.° 
® ? 3.® >

> >4?
Resto

= 2
5- 8 = _ 3
2+ ií= 14

15 — 56 = — 41
6 4- 164 = 170

El cociente obtenido será

2 x^ — 3 x2 4- 14 x — 41

2.° ejemplo:

Tratemos de averiguar si el polinomio

5 x^ 4- 4 x2 4- 3 x 4- 108 

es divisible por el binomio x 4“ 3.
Corao hemos visto anteriormente, para obtener el 

lesto de esta división bastará-que hallemos el valor nu­
mérico de dicho polinomio haciendo X— — 3.
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f El citado valor numérico será:

— 135 + 36 — 9 + 108 = 144—144 = 0

Í La división propuesta es exacta.

63. Apíicaclones: divisiones de la forma ^ + a”
x + <z

Como aplicación de los principios que anteceden 
j tratemos de investigar la condición de divisibiiidad de
; x"‘ + a™ por x + «t.
? Consideremos, pues, los cuatro casos siguientes:

. „ X"» 4-a™l.e*^ caso. ------ !------

Esta division, en que el divisor es x + «, podemos 
expresaría (62) bajo esta forma:

i (x“*+««’):[x-~( —«)]

en la que se obtiene el resto, haciendo, en el dividendo 
X = — «, de modo que

5 22 = ( — a )™ 4-a®

j y'recordando lo dicho en la multiplicación (31), se
Î tendrá:

i Cuando 7?í sea par E^ ¿fin 4-a'" = 2 a'íi
i Cuando w sea impar 2^— — a® 4-a™ = 0

1 Vemos, pues, que la división será exacta únicamente
cuando m sea impar, y, en caso contrario, inexacta,

1 siendo el resto 2 a®.

6
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X‘«-4-«1^
2? caso. ------------ Haciendo X = a, se tiene:

X — a

2¿ = «"1 + «ni ^ 2 ^^m

Esta division es siempre inexacta.

j^ni;_  ^m
S.**" caso. ------------ Haciendo x = — «, se obtiene:

X -j- a

B = { — a}^ — a'^

Cuando w sea par B = a'^— «m = 0 
Cuando w sea impar B = — a'^ — a^ — — 2 a'^ 

La división ilnicamente es exacta cuando m sea par.

4.® caso. ------------ Haciendo x = «
X — «

22 ^ ¿jm „ ^m ^ Q

La división siempre es exacta.

EJERCICIOS

1. Oalcúlense de un modo directo el cociente y el 
resto en cada una de las siguientes divisiones:

1 .® ( 3 «3 _j_ 5 ¿j2 — 6a):(a— 1)

2 .0 (x^ — 8x2— 9):(x — 3)

3 .0 ( 2 x< + 17 x3 — 68 x — 32 ) : ( x + — )
2

4 .0 (2x5 — 7x< + 3x3 — 5x2 + 6):(xL )
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2. Encontrar los cocientes de las divisiones si­
guientes:

1? ( 4 «’ + 7 « + 8 ) : ( a + 3 )
k® (8a* + 3fl2_ 16):(a —2)

3. Averiguar los valores que adquieren los polino-

míos siguientes para x = ---- a = — ---- y m = 4
2 3

1? 2 x5 — 7x3 + 4x2 — 13

2? 6x^ — 5x3 + lOx -12

3.° 6 a^ -j-6 flS 4~ 3 <3;"’4-7 « + 12

4? 7aS + 8fl2 + 5« + 6

5.® 12 wi^ — 10 w3 5 m^ — 4 m -{- 15

6.° 8 w3-}~ 14^2 — 9 m-p 7
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CAPITULO III

FRACCION^ES ALGÉBRICAS

I .—Propiedades y transformación

64. Definición.—Fracción algébrica es el cociente indi­
cado de dos expresiones literales.

El dividendo se llama numerador, el divisor denomi­
nador y ambos reciben el nombre do términos do la, 
fracción.

Así, las expresiones

« a: d-c 2 «2 t 3 ¿j,4 --- ------- :------  y -------- !--------
b m-\-n 7 a^ b 

son fracciones algébricas, que tienen por numerador,, 
respectivamente, a, X + c y 2 «2 ^ 3 ^i siendo los 
denominadores respectivos, b, m + n y 7 a^ b.

65. Concepto de fracción algébrica y signo que le 
corresponde.—El concepto de fracción algébrica es más 
amplio y tiene una sigoiücación más general que la de 
fracción aritmética o quebrado numérico, pues éste es 
un conjunto de unidades fraccionarias, y aunque una y 
otra representan un cociente indicado, los términos de 
la fracción algébrica pueden ser enteros, fraccionarios, 
inconmensurables, positivos o negativos, etc. Las frac­
ciones numéricas son, pues, casos particulares de las 
fracciones algébricas, cuyos dos términos son enteros.

El signo de la fracción algébrica es el que corres­
ponde al cociente de dividir su numerador por su
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denominador, atendiendo a la regla de los signos estu­
diada en la división.

66. Propiedades generales de las fracciones.

I. Sea la fracción algébrica — designando por q 
o

su valor, tendremos

«

y también
a = b .q

Si multiplicamos o dividimos los dos miembros de 
esta igualdad por una cantidad, m, se tendrán, respec­
tivamente:

a . m — b \ q. m 
a:m — b\q:m

de las cuales obtendremos, dividiendo los dos miembros 
de cada una por b, las siguientes:

am a:m—— —q m —-—■ x=. q •. m
b b

que manifiestan: _
Si el numerador de una fraeción se multiplica o se 

divide por una cantidad, permaneciendo constante su deno­
minador, la fracción quedará multiplicada o dividida, 
respectivamente, por dicha cantidad.

II. En la igualdad

a = b . q

el segundo miembro es un producto de dos factores, 
cuyo valor no se altera si se multiplica uno de ellos
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y se divide el otro por la misma cantidad m; tendre­
mos, pues,

a = b.mXq'm a^bimXq-m

Dividiendo los dos miembros de la primera de estas 
igualdades por 5 , m y los de la segunda por b : m, se 
deducirán las siguientes:

cuyas igualdades expresan que:
Si el denomhíador de una fracción se multÍ2}lÍGa o 

divide por una cantidad, permaneciendo constante su nu­
merador, la fracción quedará dividida o multiplicada, 
respectivamente, por dicha cantidad.

III. Si en la igualdad

a = b . q 
multiplicamos o dividimos por m sus dos miembros se 
tendrán: ’

a.m = (b.m')q a : m = (b : m) q 

de las cuales se deducen, respectivamente:

^ - w _ a:m 
b.m ^ b:m ^

o sean:

a.m a a'm a
b-m b b:m~Y

que manifiestan que:
Si se multiplican o dividen los dos términos de una
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fracción por una miswa cantidad, la fracción resultante es 
de igual valor que la primera.

Consecuencias.—T^e las proposiciones que acabamos 
de exponer se deducen las siguientes:

1? Para multiplicar una fracción por una cantidad, 
se multiplica el numerador por dicha cantidad y se pone el 
mismo denominador o se divide el denominador por dicha 
cantidad, dejando el mismo numerador. ,

Ejemplo:
2a^b^ 2a^b^X^ct

-----------  X ó a— ------.—;------ —
4:a^cx 4.a^cx

^a^cx ^a^cx-.^a

2.^ Para dividir una fracción por una cantidad, se 
multiplica por ésta el denominador y se pone el mismo 
numerador o se divide el yiumerador por dicha cantidad, 
dejando el mismo denominador.

Ejemplos:
4«2&c2 4«26c2
7«3x 7a3xX3«c

4 «2 bc^ ^a^bc^'.Qac 
  : Q a c =  =—  7a3x 7a3x

3,^ , Todo factor que figure en uno de los términos de 
una f racciÓ7í, puede pasar al otro término -corno divisor y 
viceversa.

Ejemplos:
a .b.c a.b a . c

m m’.c m:b

d.f.g d.f d.g

4/ Se pueden cambiar los signos de modalidad a los
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^s términos de una/raeoión, porque ea el resultado de 
multipli Carlos por 1.

Ejemplos:

_^_^^_^¿c^ 2a2¿3gi

~^a^x 3a^x

Qa^m^n ^ q a5 ^^2 
— Sía^b'^ 3Tlí572

67. Simplificación de fracciones, 
fracciones son equivale^ites cuando 
valor.

—Se dice que dos 
tienen el mismo

Simptificar una fracción ea transformaría en otra 
equ^alente de términos más sencillos que la propuesta.

De a propiedad IU, enunciada anteriormente, se 
deduce la siguiente 
n ®“'5--^‘«’<« «"^plifioar unafracoUn se dividen sus 

os Ui minos por los divisores comunes que tengan
Ejemplo 1.» Simplificar la fracción

7 a^b^G^
3 a^ c^ d

Los dos términos tienen los factores comunes a2 y ««•
«6 tendrá, pues: ’

7«2¿3g4, 7 ¿3 g2

3«2g2^ ^^

Ejemplo 2.’ Simplificar la fracción
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La forma on c[u.6 están escritos sus dos términos 
no manifiesta claramente los divisores comunes o[ue 
tienen, pero recordando lo dicho anteriormente (37) 
sobre la separación de factor común, se tendra:

a + ab = a{l + b)
& + 62 = if ( 1 + 6 ) 

y por consiguiente,

« + «6   «(1 + 6)  ^
6 + 62 5^p^¿) ¡^

68. Condenominación de fracciones.—Condenominar 
varias fracciones es transformarías en otras equivalen­
tes que tengan un mismo denominador.

De la tercera de las propiedades que hemos demos­
trado antes (66), se deduce la siguiente

Regla.—Para condenominar dos o más fracciones, se 
multiplican los dos términos de cada una por el producto 
de los denominadores de las demás.

Ejemplo:
Oondenominar las siguientes fracciones:

& &X36X46 1262c

2 a 5 a 7c
36 4 c 6

Se tendrá:
2 a 2 a X 4c X & 8 abc
3 6 3 b X 4 c X 12 b^ c

5 « ^ a X 6X 36 _ 15a62
4 c 4 c X6X3ó 12 62 c

7c 7c X3í-X4:c _ 84 6 c2
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EJERCICIOS

I. Simplificar las fracciones siguientes:

1? 18 a^ b 12 a^ b^ c^ — 14: a x^
Q a^ x Q a b^ G^ 7x2

2.® 35 «2 J g3 — 36 «2 ¿3 a x^ — a^
— 5 a G^ d — 12 a d 4: a b — 5 a c

3.® a: + íc^ a x -{- x^ 12 x -J- 24 ¿c®
a? -j- x y ab ~}-b x'^ 3 b x^ -j- 6 b x^

a^ -j- 2 ab -{-b^ a^ — 2 a b -\- b^
a J- b 8 b x■^ -]-Q b x^

4.® • «^+3«2/, _|_ 3¿j;¿2_j_2,8
a^ ~2 ab ~\- b^

a + b a æ — b x

6.® Qax^ -\-6 ax (,b -\:_^y~2bx
1'^ a bxr¿ ab (6-- x)^ -j- 2 b x

Condenominar las fracciones siguientes:

o ^03
b ~d y

20 2 5a 8b
abc

3.® ^ ^ ^^ 10 a? 7c
2 a? c b T^
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4.®
a-{-b a -\- c
a ~\~ x a x

5.®
a^ b^

a — b a-{-b

6.0
« + 1 a — 1 «2 — 1

7°
a;1 xf-^ x -[-^
m f-n m-]-n m

8.0
2b 2a Qab

9.0
a-}-b a-f d a-f f (^ f~ 9 
2ax 3bx ^dx ^Jx

10.
a^ { a—b) 2a(a-[-b} 3 a^ 3fl&

¿^2—a — b a-j-b

II.—Operaciones

69. Adición.—Para sumar dos o más fracciones qu& 
teJigan el mismo denominador, se suman sus numm adotes 
y se parte esta suma por el denominador común^

En efecto; sean las fracciones

abc 
ddd
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si representamos por p, qy r sus valores 
tendremos: numéricos,

de cada una de éstas se deduce, respectivamente, 

a = dp b = dq c- dr 

que sumadas dan

‘‘ + b + c = dp + dÿ + dr = d(p+ÿ + ,.) 

de esta igualdad, dividiendo sus dos miembros por i

y poniendo en vez de p, ^ y lag fracciones que repre­
sentan, e invirtiendo sus dos miembros, se convierte en

d d d

lo que pruebada regla anterior.
Para sumar fracciones que no tengan el mismo de­

nominador se condenominan y se procedo como indica 
la regla antes expuesta.

Ejemplo:
Sumar las fracciones

2 a
3 ó

7 «2 
IT

5 a b
7d
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efectuando la condenominación correspondiente se 
tendrá:
2« 23 ade 7 a^ U7 a^ b d ó ab __30ab^G
^b 426íí7 2c 4:3b de 7d 42bdG

y efectuando la adición

2a 7«^ bab 28 a d e-{-^'^7 g^ b d-{-30 ab^ e
+ Tr YT^ 42 b d e

70. Sustracción.—Para restar dos fraceiones de un 
mismo denominador, se restan sús numeradores ij la dife­
rencia obtenida se parte por el denominador común.

Sean las fracciones

ab^
~d d

Suponiendo

se verificará -

a =! d p b = d q

y restando ordenadamente estas dos igualdades, obten­
dremos:

a — b = d p — d gf = d {p — q)

o lo que es lo mismo:

a — b ^ ^

que justifica la regla dada.
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Para restar fracciones que tengan distinto denomi­
nador, se condenominan y se procede como acaba de 
indicarse.

Ejemplo:
Efectuar la sustracción

7 a^
3b d

45
2 a d

como

7 «¡2 14 a^ d 4^b 12b^d
3b d 6 ab d^ 2ad Qabd^

se tendrá

7 «2 4:b 14 a^d~ 12 b^ d
3ó<Z 2 a d 3 a b d^

71. Multiplicación.—Para multiplicar dos o más frac^ 
dones, se multiplican los numeradores y después los deno­
minadores y se parte el primer producto por el segundo.

Sean las fracciones

u e e
'b ~d 7

Designando por p, q, r los 
estas fracciones, tendremos:

valores respectivos de

a c
~=p ~ = q o a

^e donde

d — bp c = dq e zxs 2'
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y multiplicando ordenadamente estas igualdades, dan

a c e = b dj ye p qr

y por consiguiente,

ace

^ue es lo c[ue se pretendía demostrar.
Ejemplo:

a^ -|- b^ a — i a^-]-a b^ a^ b b^ 
a — b^ a-]- b a^ — b^

72. División,—Pava dividiv una fTaeeión algébrica 
por otra, se multiplica el dividendo por lafracción divisor 
invertida.

Sean las fracciones

a c
b d

llamando p y q ^ sus valores respectivos, tendremos:

a = bp c = dq

invirtiendo los dos miembros de esta última y multi­
plicándola por la primera, se tendrá:

a . d q = c . b p

y dividiendo los dos miembros por b c q, resulta:

adq cbp P---- = =  o bien ——= — 
bcq bcq be q
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73. Expresiones mixtas: su transformación en frac­
ciones.—Las expresiones que constan de un término 
entero^y otro fraccionario, se llaman expresiones mixtas. 

Asi, las expresiones que toman la forma

----- y «------------

son expresiones mixtas.
Para transformar una expresión mixta en fracción, se 

multiplica el término entero por el denominador ij a este 
producto se le suma algébricamente el numerador, y al 
resultado se le pone por denominador el mismo que tenga 
el término fraccionario.

C

b ac—b
G 1 C c

74. Operaciones con expresiones mixtas.—Para su­
mar, restar, multiplicar o dividir expresiones mixtas, 
se transforman en fracciones y se efectúan con éstas 
las operaciones indicadas.

EJERCICIOS

1. Efectuar las siguientes adiciones indicadas:

2 2 + 2 + 2 J
00 2 fí 6 ¿)¡ g^ Zjj
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k 3? ^ ^^ ^ ^^^^ I 6a& 4 a ^2
3^2 3 «2 3^2 + 3^2

4? 2 A! 36 6«
36 2a ' 46

2 a; 10a; , 12aa; , 15 «2
7 «2 6« 2 5 0^

6.0 2 «2 ^^ 26 a
4 4 a; ~^ 3 a ~^ 2

x + 5 a; + 7 a; + 6
a; 4" 2 i a; 4“ 3 ' a; 4“ 4

*4" 8.0 x — óa 36—4 a;
¿ï wi ' bm ab

4- 9.0 «4-6 a 4- c c — 6
ab ao be

2. Efectúense las sustracciones indicadas que siguen:

1.0 12 ^62 2 ab^
3 ai 3 «i

15 a^ b^ G —7a^b^-c
9 a^ x^ 4a2a;2 ~

3.0 13 «2 ¿,4 12 «2 54
— 7 a^ d —2 «2

4* *°
3 ab 7 a^ G x

a^ — b^ 3«

a 4- & a-^b^ 
14“^ « — b

7
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^. 3a + 462 2 «2 4 P 4-6 ¿Z Ô
--  7 «2 ¿3 -- ^^3^2

3. Efectuar las siguientes multiplicaciones:

3? 3ab ^^—5 «2
2 c ^ 36

4?

8.*"

— i a^ b 3 a x 2 a c
3a* 26 ^ Sea:

a^ — b^ a—^-d 
c — d d — b

3 x^ y^ £«2 _j_ 3 a2 
a:2 -J-3 «2 ^ 4 íc® 1/2

w’ a 4" b^ a’+ wi

a a: + a;’ 14 a’ — 7ax 6 4-62------- :----- '
a 6’4~ 0^ 10 a 2^—5 a? y a -J- a b

4. Efectuar las siguientes divisiones:

3 a’ 4: a b
7 a^ Q a^x
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^ji 12 a^ b 15 a^ b

Sbx ’ 7 b^ c

ga 9-j- 3 4 a -f- 5 b
Sa^ ' ~2 ab

4 — 2 a 6’ —^ a b^

gn 35 a* 0* c’ G a^ — a^ 
a-}-G a^ 5 a-\-3 c^ d

5. Transformar en fracciones las siguientes expre 
«iones mixtas:

3 a b -{- 2 g»
7 a^b

4 a* a;-4- ----- -
2 a^ be

5 b r i d 7x’^OC —------- 0 —
2a^b^c x^5

4 «2 _|_ 9 a^ + b 
6 + b^

6. Efectuar las siguientes operaciones:

\ 7a/ \ 3b^/
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3?

4?

5?

6?

r^ a,

8?

9?

75.

J. FENOLLOSA

7 abc
3 62 .

b b^ G
3 x

2 «2 ¿3 g _j_

15 a b x^ +

3 6 c
5 «^ 62 5 a*

62

5 6

\ . 3 «2 --- ¿2

b a x‘^

5 íc2 — 3 ¿^ 
”~7 «2 ¿3 “

4 a
a à a b----------- 

5 X

5 «2 J J-------- ---
17«6

31 «2 ¿3
«2 — ------------

o Q a^ b^ Xo a —------------  5fl2 _j_ J)

2 6

III.—Exponentes negativos

Origen y transformación.—Recordando la inter­
pretación que se ha dado de las cantidades con expo­
nente negativo al tratar de la división de una potencia 
por otra, las dos de igual dignando (46), tendremos:

a^
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Ahora bien, si dividimos la igualdad que sigue

1 = 1

por la anterior, se obtendrá:

1 : a - d _ 1 . J_ = 1 x «d = «d 

osea

= [2]

Las igualdades [1] y [2] expresan:
Toda cantidad con exponente entero es igtial a una 

fracción cuyo numerador es la unidad y cuyo denomina- 
do7' es la misma cantidad con el signo de su exponente 
cambiado.

76. Aplicaciones.—Esta propiedad nos permite pasar 
los factores del numerador al denominador de una 
fracción y viceversa, cambiando el signo de los expo­
nentes a dicho factores.

Ejemplos:

b^c^ b^G^ b^c^ d~« b^c^d~-

a^b^ _a^b^ 1^ a^ b^ _^ a^b^c-^

77. Operaciones con cantidades afectadas de expo­
nente negativo.—La introducción en el cálculo de las 
cantidades con exponente negativo, señala la necesidad
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de establecer reglas para efectuar las operaciones, las 
cuales podemos estudiar en virtud de la transformación 
establecida anteriormente.

78 . Adición y sustracción.—Es evidente que estas 
operaciones se efectuarán del mismo modo y siguiendo- 
las mismas reglas expuestas en la adición y sustracción 
de las cantidades afectadas de exponente positivo,, 
puesto que la práctica de ellas es independiente de los 
signos que lleven los exponentes.

79 . Multiplicación.—Los distintos casos que pueden 
ocurrir son:

1 .® Que los dos factores estén afectados de expo­
nente negativo.

Tendremos:

K 11 1 1 
«“» x «-“ = — X —   =— 

= a ~ ^ “'+ " ) = ¿^ — m — n 

2 .® Que uno de los factores esté afectado de expo­
nente positivo y el otro de exponente negativo.

1 
o™ X «~" — «"’ X  =  =

1 
a "' X «" = —- X «" = ^— = a~“ + * a™ ‘ «ni

Todo lo cual expresa que:
El producto de dos pofe7icias de igual dignando, cuales­

quiera que sean los signos de sus exp077e7ites, es otra poten­
cia del mismo digna^ido que tie^ie por ea^onente la suma 
algébrica de los expo7ie7'ites de los factores.
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80. Division.—Distinguiremos también los siguien­
tes casos:

1,° Que dividendo y divisor esten afectados de expo­
nente negativo.

Se tendrá:

_ „ 1 . ^ '^^ _ (-n)
a"'

2.® Que el dividendo tenga exponente positivo y el 
divisor negativo.

Tendremos:

3.° Que el dividendo tenga exponente negativo, 
siendo el del divisor positivo.

1a ~ ^ : « " = — : a 
a'”

1 1=-------= a
«"’ a« a"‘ + "

Todo esto manifiesta que:
Sl cociente de dos potencias de igual dignando, cuales­

quiera que sean los signos de los exponentes, es otra poten­
cia del mismo dignando afectado de un exponeiite, diferen­
cia entre el del dividendo y el del divisor.

81. Otras aplicaciones.—La introducción en el cálcu­
lo de las cantidades que venimos estudiando, tiene, ade­
más de las ya conocidas, las siguientes adicaciones:

1,® El uso de exponentes negativos nos permite 
efectuar aquellas divisiones de monomios en que el 
dividendo contenga alguna letra con menor exponente 
que la del mismo nombre del divisor.

Ejemplo:

45 a.^ b^ c^ 6 a~ b c 2

9 «3 Ij2 c«
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2.* Un polinomio fraccionario con respecto a una de 
sus letras, puede ordenarse según las potencias decre­
cientes de la misma letra, como se indica a continuación.

Ejemplo: el polinomio

8«2 a; -4æ’ _Â2Î. + 6 «»- 2a®* + “‘

ordenado según las potencias decrecientes de x¡ será:
-4 a:3 — 2 Æ ír2 + 8 «5 re -1- 5 «’ -j- 6 «< re -1 — 2 «5 rr - ’

3.^ En algunas divisiones pueden utilizarse las can­
tidades con exponentes negativos para obtener los co­
cientes completos.

Ejemplo: sea la división
(«" + 05) : («8 4- «2 6)

Practicándola en la forma ordinaria, y continuando 
haciendo uso de los exponentes negativos, tendremos:

+65 1 ^3 _J_ ^2 ¿

Zl^+l^ « 6 + 6^ - zz-i 63 + «-2 6<

— a* 6
+ a^ 6 + «5 ¿2

+ «3 ¿)2

— «’ 6’ — «2 63
— «2 6*
+ fl2 ¿3 _|_ ^4 J

+ «* 6
— «* 6 — 6®

82. Nueva forma polinómica de un número fracciona- 
río decimal.-Hemos visto en lugar oportuno (18) cómo 
se le podía dar forma polinómica a un número fracciona­
rio decimal; ahora vamos a representarlo, utilizando

MCD 2022-L5



ÁLGEBRA 105

los exponentes negativos, por un polinomio de forma 
entera.

Sea un nuevo fraccionario decimal cualquiera, el 
0'7285, por ejemplo; representemos por & el sistema de 
numeración y se tendrá según expusimos oportuna­
mente:

7 
0'7285 = — +

& 62 6^ 6^

Ahora bien, los términos fraccionarios de este poli­
nomio pueden tomar forma entera utilizando los expo­
nentos negativos (81), luego

0'7285 = 7 0-1 + 26-2 + 86-3 + 56-^

lo cual manifiesta que todo número fraccio7iario decimal 
puede expresarse por im polmomio de for77ia éditera eji el 
que los coeficieiites de sus térmúios so7i las cifras represen­
tativas de los órdeiies 7iumerales decimales a que pertenecen, 
llevando po7' parte literal la base del sistema de 77umeración 
afectada de U7i expo7ie77te 77egativo que Í7idique el orden 
de dichas U77idades 7iumerales.

Si el número fraccionario decimal llevara parte 
«entera, como, por ejemplo, el 482'735, le daríamos la 
forma polinómica siguiente:

482'735 = 4 62 + 8 6 + 2 + 7 6- 1 + 3 6—2 4- 5 j-a

EJERCICIOS

1. Trasladar el factor b del numerador al denomina­
dor en cada una de las fracciones siguientes:

ab 3 a^ b^ 2 a^ b^ m 24 b^ 77 x
e 4: a^ d d 771^ 3ad
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2. Trasladar el factor rr del denominador al nume­
rador en las fracciones siguientes:

-^-^-^ '^ ^^^ 5 «2 5 gl ^ --- Ig ^2 ¿3 ^

dx 3 a x^ 3adx ^mnx^

12 a b^ c^ x^
4 a^ x^

3. Efectuar las siguientes multiplicaciones:

1 .® a° por a~^

2 .® x~^ por ¿r®

3 .® «-< por a~^

4 .® 35 a® ¿3 c~2 por 5 ¿^-3 ¿2 g-4

5 .® 16 a- b~^ x por — 7 a~^ b-° x^

6 .® 5 x^ + ^ x^ — 2 «-2 por 2 ¿p-» «

4. Efectuar las siguientes divisiones:

1 .® «-^ por a*

2 .® «8 por «~2

3 .® a;^ por

4 .® a;~ó por ^-3

5 .® 22 a® b d por 11 a^ b d"
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6 .® 4 «^ c ce por 3 a’ e’ re*

7/ 15 a^ d^ w* por 5 a^ d^ w®

8 .« —7 a’m’ w’ x por 5 a^ b m® w» x^

5. Dar forma entera a las expresiones fraccionarias 

siguientes:

4 «2 J5 ^ a^ c d 15 «’ 6 m n’

2 a^b 3 «5 c2 d* 3 rc* 3 m^ n^

24 a® b^ x ô a^ b m 6 «2 c d 12 a^ 12 x*

3 b*- x^ 7 a*^ b m^ — 4 c’ d^ 4 a^ b^ x*^

6. Ordenar los siguientes polinomios según las po 
tencias decrecientes de :r:

1 .® 8 «2líL^ -1- 15 a x
X

2 .® 8 x^ — 3 a x 4——
X

3 .® 3 íí5 x + ----- ó a x

X

7. Efectuar las siguientes divisiones:

1 .® (« — 1) : (æ + 1)

2 .® (í¿ + fl^) : (a? + «)

S.® (»e + a«): (íc" + ««:*)
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8 "Dar forma polinómica, utilizando los exponentos 
negativos, a cada uno de los decimales siguientes- 7'423 
82'503, 0'00423, 7'2004, 89'34003 y 9.47132. ’

^'^* ^îïïiîîolos de forma fraccionária

83. El valor ínfinito.-Con la palabra infinito se de­
signa en matemáticas a un valor mayor que una canti­
dad cualquiera, por grande que ésta fuese.

El infinito se representa por el signo 00.
Toda cantidad cuyo valor no sea infinito, se dice 

que es una cantidad finita.

de halle^^^'’ ?’ ‘^* Cnando se trate 
de hallar el valor numérico de una fracción algébrica, 
puede ocurrir que uno de sus términos se reduzca á 
cero o que se reduzcan a cero los dos términos. Estu- 
alaremos estos casos
fracción en cada uno.

1.” Sea la fracción

para ver cuál es el valor de la

a

Si el numerador permanece constante y el denomi­
nador va disminuyendo, cuanto menor sea éste mayor 
XX ^r/í? denominador 
decrece indefinidamente hasta llegar a cero, el valor de

«
0

Lo cual se lee: a sobre cero, igual a infinito.
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2 .® Cuando se anule el numerador de la fracción

a

ésta tomará la forma

&

que será igual a cero, porque siendo el valor numérico 
de una fracción el cociente de dividir los valores que- 
adquieren sus términos, cero es el único valor de la. 
fracción que, multiplicado por el denominador 6, repro­
duzca el numerador de ese símbolo.

Así, pues,

que se lee: cero sobre b, igual a cero.
3 .® Si los demás términos de la fracción se reducen a 

cero, la fracción tomará la forma

0

que como fracción numérica no tiene sentido, pero 
como cociente puede representar un número cualquie­
ra, puesto que en una división en que dividendo y di­
visor ambos son cero, el cociente podrá ser cualquier 
cantidad finita, ‘que multiplicada por 0 dará de pro­
ducto cero.

Luego
_2- = valor indeterminado
0
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0
0

^7^ ^^J r ®^^^®®^ diciendo: cero sobre cero es un símbolo 
■ae tndetfi^-minación.

Obsa-vanm.—No siempre que una fracción toma la 
orma de - se puede afirmar que es indeterminada, pues 

debido a la existencia de un factor común en el nume­
rador y denominador, se reducen a cero para ciertos 
valores atribuidos a sus letras, por lo cual debe simpli­
fica,se la /raixwn cuanto sea posible antes de hallar su 
valor 7íumérico.

Asi, por ejemplo, la fracción

4 a — «2
32 — Sa

‘-‘“‘“■■‘■inación, dán-<1016 a fl el valor 4.
Pero sus terminos tienen un factor común, porque

32 — 8« sTú^T^

Simplificandola, se convertirá en

«
ÏÏ

«n ía que dando al numerador el mismo valor 4 
anteriormente, se hallará: q^e

8 ~2

que no es indeterminada.
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CAPITULO IV

POTENCIAS Y RAÍCES DE LAS EXPRESIONES

I.—Potenciaoión

85. Definición.—La potenciación es una operación 
que tiene por objeto hallar, de un modo directo, un pro­
ducto de tantos Jactares iguales a una cantidad dada como 
unidades terrga el exponente.

Así:

, a^ = a . a . a
a^ a . a . a . a... (m factores)

siendo m entero y positivo.
Cnando el exponente sea entero y negativo, puede 

considerarse la potencia como un producto de tantos 
factores fraccionarios que tengan por numerador la 
unidad y por denominador el dignando (75)¿ como uni­
dades tenga el exponente.

Así;

1
a

a -m = _A x — X — X — - ( »’^ factores) 
aaaa
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86. Potencia de un producto.—Tengamos el pro­
ducto

abcd

que deseamos potenciar por m; siendo m positivo, se 
tendrá:

(a b c dy^= {abcd} (abcd) (a b c d),„ =

= aaa... X bbb... % cect-.. X ddd...=¿=

= a^ X b'^^ X G"^ X d'^^

En el caso que m fuera negativo, tendríamos:

(a b G d}~^ =----- = 
{a b G d}^ a™ . ó'" . c*“ . d'”

1 1z=: __  X __  X X -— = 
a"'_b'^____ c'« d“*

= X “ X c” ”’X «5“ "^

Lo cual da lugar a la siguiente
Regla.:—Para elevar wi producto a una potencia de 

un grado cualquiera, se forma un producto de las potencias 
del mismo grado de sus factores.

87. Potencia de un cociente.—Llamemos c al co­
ciente de

a : b

Como en toda división, se verificará:

a = b . c
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q^ue aplicando a esta igualdad el principio anterior (86) 
obtendremos:

am _ jm , (.ni

Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 
6™, resulta:

cm = «m . ¿Jin [Jj

cualquiera que sea la modalidad de w.
La igualdad podemos expresaría en esta forma:

\&/ ó”'

Las igualdades [1] y [2] originan la siguiente
Regla.—rPaí’a elevar un cociente, o ima fracción, a 

una potencia cualquiera, se elevan a dicha potencia sus 
dos términos. ■

88. Potencia de otra potencia.—Sea

(a”) «

Si los dos exponentes son positivos, se tendrá:

(a"')” = «m , (^m , (j,m _ (jjtn + ni + m =^¿j,m , n

En el caso que alguno de los exponentes fuese ne­
gativo, se tendría:
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En el caso de que n y m fuesen negativos:

z n\-in ____ = -----:-----  = ««•»« 
(o-»)"*

REULA.—Para elevar una potencia a otra potencia, se 
forma una potencia de la misma cantidad, Q^ue tenga por 
exponente el producto de los exponentes dados.

89. Consecuencia.—Según la regla que acabamos 
de exponer

(an)» = «n.m

y como también

(a«n)n = am n 

luego

(«n)m = (^m)n

lo que manifiesta que:
AZ calcular una potencia de otra potencia, puede alte- 

rarse el orden en gue se indiguen las potenciaciones.

90. Potencia de un monomio.—Recordando lo dicho 
respecto al signo que corresponde a una potencia (30) y 
teniendo en cuenta, además, que un monomio es un 
producto de varios factores, podemos aplicar los prin­
cipios establecidos anteriormente (86 y 88) y sentar con 
toda generalidad la siguiente

Regla.—Para elevar un monomio a una potencia de- 
un grado cualguiera, se eleva su coeficiente a la potencia de
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igual grado, se multiplica el exponente de cada letra por el 
de la potencia y se afecta el resultado del signo (+)> si el 
grado de la potencia es par, y del signo del monomio, si 
dicho grado es impar.

Ejemplos:

(4 «2 ¿3 çiy X6 a^ b^ c^

(3 a^ b my = 27 a® 6® nf

{—b ab^ c^y = 25 «2 b^ c^

{—Sa^b m^y = — 512 a^ b^ m^^

91. Cuadrado de un binomio.—Según se ha visto en 
la multiplicación (41), se tiene:

(a; + «)2 = íc2 -{- 2 a íc + «2

{x — a)2 = x^ — 2 a x -[- a^

y escribiendo en una sola expresión estas dos, utilizan­
do el signo ±, tendremos:

(x — ay = x^ :h 2 a x + a^

lo que nos indica que:
El cuadrado de un binomio es igual a la suma de los 

cuadrados de sus términos, más o menos el duplo del pro- ■ 
ducto de estos términos, según tengan igual signo o signos 
contrarios.
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92. Cubo de un binomio.—Sea el binomio de rc + «> 
q^ue deseamos elevar al cubo, tendremos:

(x + a)® = (x + «)‘'‘ (x + a}

osea: ,

Í íc2 + 2 a íc + «2 
(* + »)’ = }* + a

£c® + 2 « íc2-j- a^ ^
+ a «* + 2 a« íc + a’ 

íc^ + 3 a íc2 + 3 fl2 a; 4-a’

Cuyo resultado expresa que:
El cubo áe x + a es igual al cubo del primer término, 

más el triplo del cuadrado del primero por el segundo, más 
el triplo del cuadrado del segundo por el primero, más el 
cubo del segundo término.

Para el cubo x — « se obtendría por resultado el 
mismo polinomio, pero los términos que ocupen el lu­
gar par, segundo y cuarto, serían negativos.

De modo que:

(X — a)« = X® — 3 a X^ + 3 «2 x — «’

y escribiendo en una sola expresión ésta y la anterior, 
tendremos:

(x ± a)® = ¿c® ± 3 a x'^ -j- 3 a^ x ± a^

93. Cuadrado de un polinomio.—Sea un polinomio

a + b — c -{■ d
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que hemos de elevar al cuadrado, según la definición 
dada (85), tendremos:

(«4-6 — c 4-d)’ = («4“^ — c 4“ í^ (« 4“ ^ — <5 + 
-|-¿) — a2_j_¿jj¿, — a G 4“ ti d 4' «64" 6^ —6c4" 
4-6í? — a G — 6c4“c2 — GA-\-ad-\-bd — cd4~d’ = 
== ¿^2 _j_ ¿S _|_ c2 _[_ ^2 _j_ 2 « 6 — 2 « c 4" 2 « d —

— 26c4“26dí — 2 G d

y sacando el factor común 2 de los términos que lo 
tengan, en el último miembro do esta igualdad, se 
obtendrá:

(« 4“ ^ — ^ “F ^)’ ” ^^ 4" 6^ 4" ^^ 4" ^^ “h 2 (« 6 — 
— a G -{- a d — b G + b d — g d)

. Lo cual expresa que:
El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los 

cuadrados de todos sus términos, más el duplo de la suma 
algébrica de los productos de cada término por todos los que 
le siguen,

94. Cubo de un poünomio.—Propongámonos calcular 
el cubo del polinomio

« 4“ ^ + c

Si llamamos m al valor de a 4- b, tendremos:

(« + 6 + c)’=■ (w + c)®

que podemos aplicar lo dicho en el número (92) y 
obtendremos:

( m 4" cY = m’ -f- 3 m^ c4~ 3 w c’ 4" c®
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y substituyendo en esta igualdad, en vez de m, su valor 
« + &, se tendrá:

(« + ô -j- c)3 = (a + 6)® + 3 (a 4- 0)2 c + 3 (a + 6) c2 _j_ 
+ c® = «3-j-3 «2 j “h 3 a 62 _|_ JS _^ 3 ^^ _|. 6)^6 -}- 

+ 3 (a -J- 6) c2 + c^

Cuya expresión, traducida al lenguaje vulgar, ma­
nifiesta lo siguiente:

El cubo de un polinomio es igual al cubo del primer 
término, más el triplo del cuadrado del primero por el 
segundo, más el triplo del primero por el cuadrado del 
segu7îdo, más el cubo del segundo, más el triplo del cuadra­
do de la suma de los dos primeros por el tercero, más el 
triplo de esa suma por el cuadrado del tercero, más el cuba 
del tercero, y así sucesivamente.

95. Potencias sucesivas del binomio ¿c 4“ a.—Hemos 
visto (91 y 92) cómo se han formado el cuadrado y el 
cubo del binomio x -\- a, apoyándonos en la definición 
dada de la potenciación, o sea tomando dos o tres veces, 
respectivamente, a dicho binomio por factor; del mismo 
modo podemos obtener las potencias superiores al cubo, 
partiendo de éste, multiplicándolo por x + a, el pro­
ducto obtenido por x + a, y así sucesivamente.

Según quedó demostrado (92),

(^ + «)^ = x^ 4- 3 a x^-[-3 a^ x-}-a^ 

multiplicando este resultado por re -j- a, obtendremos 
su cuarta potencia; se tendrá, pues:

x84-3«x24-3a2x 4- «3)
X 4- a j +

X^ 4- 3 a x3 4- 3 «2 x^ 4- a^x
4” a x® 4“ 3 ^^ ^^ ~F 3 a^ x 4“ u^

x< 4- 4 a X^ 4- 6 «2 x2 4- 4 a^ x 4- «^
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Multiplicando este resultado por x 4^ fl, se obtendrá 
la quinta potencia del binomio.

X* + 4 rt + 6 «2 x2 -j- 4 X + j ¿í)5 
x -h a) 
x^ + 4 a x^ 4~ 6 «2 x®-j- 4 «3 x^ 4“ ^^ 

;c5 _^ 5 a x^ + 10 «2 x3 + 10 «3 x2 4-5 «^ X 4- «5

y así sucesivamente.
Resulta, pues, que las potencias que se han forma­

do son:

(X + «)2 = x2 + 2 a x-h a®
(x 4-a)3 x3 + 3 « x2 4-3 «2 x H- «3

(x -b a)^ = X^ + 4 a X® -1- 6 a^ X® + 4 a® X 4- a^ 
(x + ay= X® 4’0 « x^-b 10 a® X® -b 10 «3 X® + 5 d^ X4-«*

Y de igual manera podíamos continuar las multipli­
caciones y obtener las potencias 6.^, 7.% S.", etc.

96. Fórmula del binomio de Newton.—Ihi procedi­
miento elemental señalado en el numero .anterior es 
largo; la fórmula llamada del binomio de Newto7i (1), 
tiene por objeto hallar la potencia de cualquier grado 
del binomio, sin cálculo previo de las potencias ante­
riores.

Veamos de qué modo:
En las igualdades que hemos obtenido anterior­

mente (95) pueden substituirse los coeficientes de sus

(1) Debida a Isaac Newton, ilustre matemático y filósofo de nacio­
nalidad inglesa.
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tórminos por otros del mismo valor de forma fraccio­
naria, como lo liaremos seguidamente, obteniendo:

z 2
(^ + «)® = x^ H—^ « x -f- «®

3 
T — 6í2 X + «3

4 
T «2 x2 4-

5
T

È2<A 
1X2

«3 X^ 4- «^ X + «5

Observemos que las potencias obtenidcis de x-f-« 
están sujetas a las siguientes leyes:

1.^ Que son iwUnomios homogéneos y completos del 
mismo grado de la potencia,, con respecto a las letras a 
2/x(12).

2? El número de términos de cada polinomio es igual 
al exponento de la potencia del binomio, más uno.

3? En un término cualquiera, el exponente de a indi­
ca el número de términos que le preceden y e^de x el nú­
mero de términos que le siguen.

4.® El coeficiente del primer término y el del último, 
en cada polinomio, es la unidad.
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5? Que un coeficiente cualquiera de cada polinomio es 
una fracción que tiene por numerador el producto de tantos 
factores sucesivos y descendentes, a partir del exponente de 
la potencia, como términos preceden al que se considera, y 
po7' denominador el producto de igual número de factores 
sucesivos y crecientes, a partir de la unidad.

6? Los términos equidista^ites de los extremos, en cada 
polinomio, tienen coeficientes iguales.

En virtud, pues, de las leyes expuestas, podemos 
■escribir la siguiente fórmula, c[ue es la del binomio de 
Newton, c[ue indica la potencia m®®’'"® de a; + a.

w (m - 1).... (m-n + 1) ^„^„_„ „„
1.2.3....«

Aplicando esta fórmula, puede obtenerse directa­
mente la potencia de cualquier grado del binomio, sin 
más que substituir » por el primer término, a por el 
segundo y m por el grado de dicha potencia.

97. Factorial de un número y su aplicación a la fór­
mula.—El producto de factores de la serie numérica, a 
partir de la unidad hasta el número n, como 1 X 2 X ^ 
X 4: X •• X n, se denomina factorial deny ¡íq represen­
ta bajo la forma 171.

Aplicando esta notación al desarrollo, tendremos:
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98. Término general del desarrollo.—Llamamos tér­
mino general al que ocupa el lugar w + 1 del desarrollo' 
de la enésima potencia del binomio, llevando por lo 
tanto delante de él w términos.

El valor del término general, como hemos visto, es:

m (m — 1}... (m — n 4-------------- «n ^m - n

Consideremos que el coeficiente del término an­
terior

m (^m — t) ... (m — n 4- 2)
1« — 1

a" — ’ íc'”~" + *

multiplicado por el factor

m — n -j- 1
n

nos da de producto el coeficiente del término general^ 
obsérvese que el numerador de este factor es el expo­
nente de íc en el término que ocupa el lugar n, y el de­
nominador es el exponnute de « en dicho término, au­
mentado en una unidad; luego:

Conocido el coeficiente de un término del desarrollo, se 
fotma el coeficiente del térmi^io que sigue, multiplicándolo 
por el exponente de x y dividiendo el producto obtenido 
por el expone7ite de a, increme77ta7ído'en una U7iidad.

Asi, por ejemplo, si el cuarto término del desarro­
llo es

10 a^ x^
el quinto término será:

3 + 1
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99. Suma dé los coeficientes.—Si en el desarrollo de 
(¡;p -{-a)™-hacemos a; = 1 y ¿^ = Ij obtendremos como 
valor numérico:

(l_j.l)«n.é=l«4-W .1.1“-1+ WO»211). x« .

1^
o lo que es lo mismo:

m(m — 1) , , w(w—l)...(m ’^"i~^)-i
2“=: 1 + w + ——- + - d-------------- i-------------■[2

lo cual manifiesta que en el desarrollo de la potencia del 
iinomio, la suma de los coeficientes de sus términos es igual 
a la EMÉsiMA potencia de 2, cuya propiedad puede servir 
como medio de comprobación de los desarrollos.

100. Triángulo de Pascal.—El célebre matemático 
Pascal ideó un procedimiento para obtener rápida­
mente los coeficientes de los términos del desarrollo de 
la fórmula de Newton, que consiste en el siguiente 
triángulo: '

11
121

1331
14 6 4 1
15 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 85 126 126 85 36 9 1
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Todas Ias lineas de este triángulo llevan en primero 
y último termino la unidad y cada uno de los restantes 
números que en ellas figuran se obtiene sumando los 
dos situados encima de él en la línea anterior.

En cada linea del triangulo se hallan por el mismo 
orden en que están escritos, los coeficientes de los tér­
minos del desarrollo de la potencia del binomio, cuyo 
grado de la potencia sea el mismo que el número ordi­
nal obtenido al contar las líneas de arriba a bajo, hasta 
la que se considere inclusive.

Así, por ejemplo, en la novena línea se hallarán los 
coeficientes de los términos del desarrollo de (ír + ap.

Asi, la potencia 6.^ de ¿c 4- « será:

(a: + a)6 a;6 _|_ 6 ^ ^6 .p J5 ^2 ^^i _^ gg ^3 ^3 _p

-}- 15 «^ ír2 _|_ g ^s ^6

101. Observaciones.—1.« La fórmula que hemos ex­
puesto (97) es aplicable al binomio rr — «, para obte­
ner cualquiera de sus potencias, con sólo substituir en 
dicha fórmula — « en vez de «.

Hecha la substitución, los términos que contengan 
potencias- impares de a habrán cambiado de signo, 
mientras que los demás términos conservarán el mismo. 
Luego la forma del desarrollo de (ír — a)« es la misma 
que la ya dicha, con la sola diferencia de ser sus térmi­
nos alternativamente positivos y negativos.

Así:

OT (m — 1) (m-3) , _
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2? Si los dos términos fuesen negativos, tornaría la 
forma de — í» — f^t pero

— x — a = — (^“H^)

que si a este binomio lo elevamos a la potencia del gra­
do m, tendremos (79):

( Mi par [—a: + a) ]“ = (.:c 4-a)® , 
Siendo j ^^ j^^par [— a: + a) ]“ = — (» + a)™

es decir, que si el exponente de la potencia es par, los 
términos del desarrollo son positivos, y si el exponente 
es impar, lo son todos negativos.

102. Aplicación de !a fórmula para obtener las poten­
cias de un polinomio.—Para elevar a una potencia cual­
quiera a un polinomio, se le considera como a un bino­
mio, tomando uno de sus términos como primera parte 
y los restantes como segunda, y se aplica la formula de 
Newton.

Ejemplo:

(«2 _J_ 1 Q _ d + y)i = [«2 + (6 c — d + /) ]* —
= a^ 4“ d ¿í® (ó r — d 4“/) "h G «^ (ó c d 4“ f}^ “H 

4-4 «2 {hc — d+jy-r (bc — d + JY = 
= «3 4- 4 ft® 6 c —• 4 íí® d 4“ d a^ f +

+ 6 ft"^ [ó c2 — 2b (— d + /} ] + ( d + fy

EJERCICIOS

1. Efectuar las siguientes potenciaciones:

1? (a X by
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2-* («XSXe)’

3.’ (_6XaX3)’

4-’ (a X^Xc)”

2 . Elevar a la segunda potencia las siguientes es* 
presiones:

1.^ «2 ¿3

2/ ÍC^ y2

3 .® — íz:2 y'í

4 .^ —abcd

6? — 11 «2 02 ç3
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2
6? — ab c^

4

o 
7?  a* b^ x^ 

7 

O 
B.^ — tt^ ic^ v® 

3

B.®------- a^ b^ c® 
9

10, 15 a^-^ 
C

11. c® m^
b

12.   « ¿2 718
—4

3, Elev«ar al cubo las siguientes expresiones:

1? a^b^

2 .®' 3 a x^

S.** a'^ x^ y^

4» _ «2 b^ c®

5 .*^ —4 a b^ m

6 .® —b a x/y-
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7? —2a^bd^

2 
8,® ---  «3 ¿2 ^4

4

3 
9-^ — m n^

5

5

7

11-i^lÈLÉ.
4 a^ b^ c^

J2 3 a^ b^ c^

4 . Escribir los resultados de los siguientes ejer 
ciclos:

1 .® (« + &)«
2 .0 (¿?-6)2
3? (¿c + l)2
V(rr —6)^
5 .® (a;-}-6)^
6 .” (fí b — c)2

8. (¿z 4“ b 1)3
9. ® (3 «4^4 6)2
10. (2 « 4- 4)3
11. (2 « 4-2 6 4-1)3
^^' (^ 4~ 4" c 4~ ^}^
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5. Formar la 7? y la 8? potencia de los siguiente» 
binomios:

1? (a; + «)

2.” (a; — «)

3? (—a: —«)

6. Elevar a la cuarta potencia, aplicando la fórmula 
de Newton, los números 17, 42, 125, 348.

II.—Radicación

103. Definición y notación.—La radicación es una 
operacióii inversa de la poteneiación, que tiene por objeto 
hallar una expresión de cantidad, que elevada a la po­
tencia que se indique, reproduzca, e7Z magnitud y signo, 
otra dada.

Los datos de esta operación son el radicando o sui- 
rradical y el indice. El resultado se llama raíz.

El signo que indica esta operación es:

m __

en el cual m es el indice que representa el grado de la 
raíz, a es la expresión do la que se ha de extraer la 
raíz (1).

El valor absoluto de las raíces se determina por las 
reglas establecidas en Aritmética.

104. Signo que corresponde a una raíz.—Prescin­
diendo del procedimiento que se siga para determinar

(l) Cuando el Índice es dos se omite su escritura.

9
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los valores absolutos de las raíces y fundándonos en la 
definición Que acaba de darse y en lo dicho al ocupar­
nos del signo que corresponde a una potencia (31), se 
deduce lo siguiente:

1 .® Guando sea impar el indice de la raw, a ésta le 
corresponderá el mismo signo que lleve el radicando.

Aai, por ejemplo, representando por r el valor abso- 
3 __

luto de P^A, tendríamos:

3 3 ______
V— A = — r

y de un modo general, siempre que

(+0 20 + 1 = A (_j.)2n + l=   A

obtendremos respectivamente:

2n+j_
1^ A~ r A =

2 .® Cuando sea par el indice, si el radicando espositivo, 
a la raw le corresponderá igualmente el signo + que el 
signo . Es decir, que la raíz tiene dos valores iguales y 
de signo contrario por lo que se la afecta del doble 
signo ±.

Así:

2n

porque

(4_ ^) 2n ^ (_ r)2n ^

3« Guando el indice sea par, si el radica7ido es nega­
tivo, la raw no será positiva ni negativa, porque no hay
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«cantidad alguna afectada del signo + o del signo —, que 
elevada a una potencia de grado par, reproduzca una 
■cantidad negativa.

Las raíces de grado par de las cantidades negativas, 
reciben el nombre de cantidades imaginarias para dis­
tinguirías de todas las otras que se denominan reales.

105. Raíz de un producto.—La raíz de cualguier grado 
de un producto es igual al producto de las raíces del mismo 
^rado de sus factores.

m_________ 01___ m____  
y"a . b . c = V^IT y b 

porque

106. Raíz de un cociente.—La raíz de cualquier grado 
de un cociente es igual al cociente de dividir la raíz del 
mismo grado del dividendo por la del divisor.

porque

107. Raíz de una potencia.—La raíz de cualquier 
^rado de U7ia potencia cuyo exponente sea entero, es otra
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potencia de igual dignando gue tenga por exponente el 
cociente de dividir el de la poteiïcia dada por el indice 
de la raíz.

En efecto:

Ya^^-^ = a"

porque
(a'’)'«=an.m

que reproduce el radicando.
Observación,—Cuando el exponente de la potencia 

no sea divisible por el índice de la raíz, la operación 
quedará indicada, dando lugar a cantidades con expo­
nente fraccionario, de las cuales nos ocuparemos más- 
adelante.

108. Raíz de otra raíz.—La raíz de una raíz es otra 
raíz de la misma cantidad, que tiene por índice el producto 
de los índices de las raíces propuestas.

Sea

que representaremos por r su valor y tendremos: 

m

Elevando los dos miembros de está igualdad a la 
potencia del grado m, se obtendrá:

n
Y A = r™
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y ahora, elevando los dos miembros a la potencia del 
grado 72, tendremos:

^_^.ni.n

de donde
m j_

y por tanto,
m___  

1/”n   m . n 
/A = /A

109 . Aplicaciones.—La proposición que acabamos 
de demostrar nos permite hacer las siguientes:

1 .^ Cuando el índice de una raíz es un número 
compuesto, puede descomponerse en sus factores pri­
mos y obtener entonces la raíz propuesta, efectuando 
las radicaciones cuyos índices sean dichos factores.

Así, por ejemplo:
3 _____

2 .® Al obtener la raíz de otra raíz puede alterarse 
el orden indicado en las radicaciones. —

Así, 
___  3 ___

110. Raíz de un monomio.—Como un monomio es 
un producto indicado de factores numéricos y literales, 
los cuales son potencias, se deduce de los principios 
establecidos (105 y 107) la siguiente

Regla.—Para extraen’ la raíz de im cierto grado de
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un monomio, se halla primero el signo de la raíz; después 
se extrae la raie del grado propuesto del coefieienfe, y a 
continuación se escriben las letras, cada una afectada de- 
un exponente igual al cociente de dividir su exponente por 
el índice de la raíz.

Ejemplos:

y^lQ a^ b^ c^ — ¿4 a^ b^ c

3_________________
y-27 a^b^e^ = — Sab^c^

4 ______________

YSi a^^ b^ c^^ = ±3 a^ b^ c^

111. Condiciones para que la raíz de un monomio sea* 
exacta.—De la regla expuesta anteriormente se des­
prende que para que un monomio tenga raíz exacta es 
necesario que su coeficiente sea potencia perfecta del 
grado que indique el índice de la raíz y que los expo­
nentes de las letras del radicando sean divisibles por el 
índice.

EJERCICIOS

1. Extraer las siguientes raíces:

1? /25“^

2. ^ /16 a^ b^ 
S 

/125 «4 66 
4    

V /16 «8 64 c^ 
3

5? Yñ^x'^ 4- y2)3

MCD 2022-L5



ÁLGEBSA 135

2. Efectúense las radicaciones que a continuación 
se expresan:

4______________
1? /«2 (ó + c)*

3______________
2.a y_ 8a»ó^c4

3
3? 1/512 «6 ¿3

3. Efectúense las radicaciones siguientes:

4_________
1? P^y^.ó c
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HL—Cantidades radicales

112. Definiciones.—Se da el nombre de eantUad 
-iadical a la raíz indicada de una cantidad cualquiera, 
bien sea literal o numérica.

Así,

Fa

son cantidades radicales y se denominan abreviada­
mente radicales.

El factor numérico que multiplica a un radical se 
denomina coeficiente.

113. Concepto de cantidad radical.—Una cantidad 
radical no indica una operación que haya de efectuarse, 
sino el valor o valores de la cantidad' que elevada a la 
potencia que indica su índice reproduzca la que está 
bajo del radical.

Prescindiendo de los distintos valores que pueda 
tener una cantidad radical, sólo nos ocuparemos de su 
valor absoluto o numérico, considerando, por lo tanto, 
positivas las cantidades que estén bajo de los signos 
radicales, estableciendo las reglas del cálculo.

114. Radicales homogéneas y semejantes.—Radicales 
homogéneas son las que tienen el mismo índice.

Gomo:
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Radicales semejantes son las que tienen el mismo 
índice y el mismo radicando, pudiendo diferenciarse 
solamente por sus coeficientes.

Así,

P^ a 6 c 5 "K « 6 c 

son radicales semejantes.

116. Transformación de ios radicales.—Las transfor­
maciones de que son susceptibles los radicales se fundan 
'en el principio siguiente:

Un radical no varía cuando se multiplican o se dividen 
por una misma cantidad su índice y el exponente del 
radicando.

En efecto: sea la cantidad

y a'^

si llamamos r a su valor, tendremos:

y a'^ = r

que si potenciamos por m sus dos miembros, nos dará:

a" = r»

potenciando los dos miembros de esta igualdad por p, 
obtendremos:

«np = ym p
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y extrayendo en esta igualdad la raíz del grado m p de­
les dos miembros:

m p______

o lo que es lo mismo:

iti_p__ m 
/ «np_____ ]/■ ^n

lo cual prueba el enunciado.

116. Simplificación de radicales.—Simplificar un ra-^ 
dical es transformarlo en otro equivalente, pero de 
índice menor.

En virtud de la proposición que acaba de demos­
trarse, se puede simplificar un radical cuando el expo­
nente del radicando y el índice tienen algún factor 
común.

Reola.—Para simplificar tm radical se suprimen los 
factores comunes a su indice y al exponente del radicando.

Ejemplo: en el radical

8____  

tanto el indice como el exponente del radicando tienen 
el factor común 2; se tendrá, pues:

8____ 4 ____  
1^«^ = V^ «2 

que puede aún simplificarse.
Observación.—Se obtiene la mayor simplificación de.
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un radical dividiendo el índice y el exponente del radi­
cando por el máximo comfin divisor de ellos.

Así, por ejemplo:
8 _____

Aplicando la misma regla se han simplificado los> 
radicales de los siguientes ejemplos:

39

a___
V «20

117. Reducción de radicales a un índice común.— 
lèedudr radicales a un indice común es transformarlos 
en otros equivalentes que tengan el mismo índice.

Esta tranformación se funda también en el’ prin­
cipio demostrado en el nfimero (115).

Regla.—Para reducir varios radicales a un indice 
común, se multiplican el de cada uno y el exponente del 
radicando por el producto de los indices de los demás.

Ejemplo:
Se quiero reducir a un índice comfin los radicales-

43

se tendra, aplicando la regla anterior:

12

12

3

4

Observación.— Cuando los índices tengan factores 
comunes, se multiplican el índice y el exponente del
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radicando por el cociente que resulta de dividir el 
mínimo común múltiplo de los índices por el índice 
correspondiente. -

Ejemplo:
Sean los radicales

12 6  3

en que sus indices tienen factores comunes. Su mínimo 
-común múltiplo es 12^ tendremos, pues:

12

<>______ 6.2___ 12
]/ «< = /«4.2 = «8

3______ 3.4_____ 12
y 62 _ /02.4 = / ¿8

118. Adición y sustracción de radicales.—Para sumar 
-o restar radicales se siguen las mismas reglas dadas en 
la adición y sustracción de las cantidades algébricas 
racionales y se reducen los radicales semejantes, si los 
■h^ay, como los términos semejantes.

Ejemplos:

__  3__ __ 3
1 .° S fl/j + 26 Ld’ + 7 m /r — 3 n V^ =

= (0 « + 7 w) PÔ -}- (26 — 3 n) y~dl^ 
\_  4

2 .” (4„-2-Kó + 6«3 ^ ,, - (2 m i T -: :i ,. l'n

— 4 «2 j/^ 5 ¿^sj/g —2íny^ó — 3 a: P^c” =
4 __

= (4a2_2m)/ô + (5 «8 _ 3 ^) ]/-
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119. Multiplicación.—Para multiplicar dos o más ra­
dicales, se reducen a un índice común, si lo tie7ien distinto,, 
se multiplica}! los radicandos y el producto obtenido se^ 
escribe debajo de un radical del mismo índice.

Esta regla es una consecuencia de la extracción du 
la raíz de un producto indicado (105).

Ejemplos:

nnn n

■/TX Kó xV^r^yabe

3 4 ___ 12____ 12____ 12

/vx/Vx/c =/«® XVb^ x/^=
12_________

= ya^ b^ G^

120. División.—Para dividir dos radicales se reducen 
a un índice común, si lo tienen distinto, se dividen los 
radicandos y el cociente se escribe bajo de un radical del 
mismo indice.

Esta regla es la consecuencia de la dada para la 
extracción de la raíz de un cociente (106).

Ejemplos:

n

3

Vi
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121. Potenciación.—JPara elevar un radical a una 
potencia, se eleva a dicha potencia el radicando.

En efecto:

_  «n n_  __ n _
=K« xv^xva...—

que prueba la regla anterior. 
Ejemplos;

___  3 4 4

122. Radicación.—Para extraer una raiíS de un radi­
cal se multiplica el indice de la raw por el del radical. 

Vóase lo dicho en el número (108).

EJERCICIOS

1. Simplificar los siguientes radicales:

l .** /16 a^ b^

3
-2.® /27^

-3.® / «2 ¿4 c6

5
4.® /"^íó-pr^
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4 _______
6? /16 a^b^

4 _______
'6.® / 8 x^ y^

6 ____________
7 .® / 4096 «12 ¿18

8 .® / 81 «2 (a; 4- y^

2 . Reducir a un índice común los siguientes radi-
•cales:

3
1? Ya

10
/ d
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3. Efectuar las siguientes adiciones:

3
1 .° (2 1/ b -H 3 / c )4-(5 V~— \/~)

3____ 4____
2 .® {^aVb^ +3cr63 _ v/"^) -^

(2 V/ d^ + 1/ b^ )

3 .” {^2 ab V b -^^a^Vc — V m) -j-

-{-(4:m \/m— V G +3^3/6)

4. Efectuar las siguientes sustracciones:

1 . (2 a V b -{-3 a^ ]/ G )—(3 b V' b — V^ b }

2 .* (/ c +3/68—/D — (2/6^— 2/^ +
3____

+ 3 a V G )

3 .° (2 a b V G + / G — 1/ 62 ) — ( / c +2«

V b'^ -\- V G + 3 a b V^ G )

5. Efectuar las siguientes multiplicaciones:

m-j__ m -1
2.» Va^Vb
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5 ______ 5 _____

^•“ Ka3 62 X l/jc^

4   6 ___

®’ Ka+6X|/a_j)

3 ____ 4 ____ 7 ____

6-’ /«• xX Ô» xK.6
5 ___ 10______ 20______

K «2 xy a^i3 xyabc

6. Efectuar las siguientes divisiones:

n  n 

l? Vo :F6 •

4  4 

2? /62 :/6

3_______ 8_______

3? /25«’6 :/5a6

4  4 

b' n

5 .® y a^ b : y a b

6_______ 3______

6.® y à a^ b : Y m 71
10
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7. Efectuar las siguientes operaciones indicadas:

3 _______
3. (/4 «2 03^)2

4 _________
4. (/ 3 «2 ¿a c8)3

^’ 1^F 3 «2 ó

3 __________
P^P^«2 ¿3 QÍ

8. (/ (« +&)(«- ó) )2

IY.—Exponentes fraccionarios

123, Origen e interpretación.—Hemos visto, al tratar 
de la radicación de una potencia (107), que bastaba 
dividir el exponente del radicando por el índice de la 
raíz. Cuando dicho exponente sea divisible por el índice
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de la raíz, la operación ¡se podrá efectuar, pero en caso 
contrario no, quedando la operación indicada, dando 
lugar a una cantidad con exponente fraccionario.

Asi,

m  n m 
}< a" ^a^ y a = a'^

Atendiendo a su origen, podemos interpretar una 
cantidad con exponiente fraccionario, diciendo que equi­
vale a una raíz que tenga por indice el denominador de la 
fracción g por radicando dicha cantidad con un exponente 
igual al numerador.

124. Raíces inexactas de monomios.—El empleo de 
exponentes fraccionarios nos permite expresar, bajo 
forma racional, las raíces inexactas de monomios como 
se ve en los siguientes

Ejemplos:

y 25 « b^ c^ = ó a"^ b^ c^

5_________ A2 ± 
y a^ b^ c'^^ d = a^ b^ c^ d^

125. Cálculo de las cantidades con exponente frac- 
■cionario.—Las cantidades afectadas de exponente frac­
cionario se calculan por las mismas reglas que las canti­
dades con exponentes enteros, como se demuestra a con­
tinuación.

Adición y sustracción.—Al tratar de estas operacio­
nes (capítulo segundo, II y III) no se mencionaba la 
naturaleza de los exponentes, y, por tanto, las reglas allí 
establecidas son aplicables a las cantidades con expo­
nente fraccionario.
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Multiplicación.—Ya sabemos que para multiplicar 
a™ por a”, cuando m y n son enteros, que (32)

«m x a” = a"’ + «

.Vamos a demostrar que esta regla es aplicable cuan­
do los exponentes son fraccionarios.

En efecto, haciendo

p r
m=— n=— 

tendremos:

_P_ q____ s___ 
a^ Xa^ = y aP XVa^ 

según lo dicho en el número (123).
Pero

q___ s ____ q .j__ q.s____  
FaP X / «" = K«P® X K»"-’ = 

q-8_________ P 8 + rq 
= ■K«P® + ^‘^ =a 

y como

P 8 + rq ps j rq Pi r 
a =a‘is qs _ ^q 1 3

se tendrá:
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División.

aq :«» = y^p

fflegún (123).
Pero por la regla dada (120), tendremos:

q ____ S____ qs_________ q»_______________
yaP : /«t =/«ps:rfq :^: VaPs-rq ^

ps — qr P[_

luego

P _ JL
a ** : a

Potenciación.

y como

se tendrá:

(«0 “ _p

Radicación.

ni
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y como

m
___ mq______ p _E_. m
a? =K «P =«“** = «'

s© tendrá

EJERCICIOS

1 . Expresar con exponentes fraccionarios las si­
guientes expresiones:

1."

m

2 .* /0 + »

3______
3? /«62

6 __________
4,^ / «3 ¿2 ç6

3 _____________
5? /15625 a^b^x^

3___________
6? Ya-j-c-d
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2. Efectuar las siguientes operaciones:

p

1? «“’ X «‘^

p

2? «’ X«®

2 4

3? a^ X«^

4? a^ Xa'^

2

6? 7 a^ X^a^

2 2

6? a^ :a^

7* a^ :a~^

2

8? ab^ X «®&®

2 3

9? a'^b^ c X^^ (^^ f>(^^

3. Efectuar las siguientes divisiones:

1? flæ:»^

2.^ «" : a

3?
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-LA.

s
5? 35 a® 52 g ; 5 5 j8

6/ 40 « ^ 6 ^ c® : 5 « ^ 6 ^ c®

4. Hallar el resultado de las siguientes operaciones:

1.® («“)’

3 4
2? («2)5

3? (2 «2 6») *

6.’

7. (2 «8 4-3 a* — 5 «2 5^ (— 6 «8 5’4- 6a8¿7_

— 6 a”)
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8?
2

13
(ejj*— 5 6^ + (Z fl2 53) (3 a-2 02 -|- 3 fl^ 6^ —

— fl® b^ c)

4 2
9/. (3 a^b^ c^ -\- ^ a^ d — Qa^b^_} (2 fl’— 3 «’’c*

— 82c*)

Y.—Cantidades imaginarias de segundo grado

126. Origen.—Las cantidades imaginarias, como he­
mos visto en el número (104-3.°), tienen su origen en la 
Tadicación de las cantidades negativas, cuando el índice 
de la raíz es par.

Designando un número par por 2 n, la forma gene­
ral de las cantidades imaginarias será:

2n 2n_____  
/-A

•Entre las cantidades imaginarias las más importan­
tes son las de segundo grado, 0 sean las raíces cuadra­
das de cantidades negativas. El estudio completo y 
general de las cantidades imaginarias, corresponde al 
Algebra superior; por lo que nosotros nos ocuparemos 
solamente de las imaginarias de segundo grado, cuya 
expresión es:

/=:Á

127. Unidad imaginaria.—Considerando una cantidad 
imaginaria, tal como

1'- A
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observamos que su radicando

—A=AX—1
por lo que

v=rs = K A x — 1 = I' A x

y designando por a el valor aritmético de ICV, ten- 
dremos:

l^A — ¿í

que sustituido en la igual anterior nos da:

luego
Toda cantidad imaginaria de segundo grado es igual 

a la raís cuadrada aritmética del valor absoluto del radi­
cando mziltipUcadapor Y^^^^.

La expresión Y~ 1, recibe el nombre de unidad 
imaginaria y se representa abreviadamente por i.

Tendremos, pues, según esta notación:

a Y— 1 ~ai

La cantidad real a que multiplica a la unidad ima­
ginaria, se la denomina coeficiente.

128. Clasificación de las imaginarias.—Una imagi­
naria de la forma

«i Y— 1”= a i

se llama monomia imaginaria, formada por el producta 
de una caiítidad real por la unidad imaginaria.
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Iniaginavitt binowia o cantidad compleja es la ^.u© 
tiene la forma

aiSV — 1 =a—bi 

compuesta de un término que es una cantidad real y 
otro término que es una imaginaria monomia.

Dos imaginarias binomias se llaman conjugadas^ 
cuando se diferencian únicamente en el signo del coe­
ficiente del término imaginario.

Así las dos imaginarias binomias siguientes;

a-}-i i ^ — ^^

son conjugadas.
129. Módulo.—Se llama módulo de una imaginaria 

binomia
a —p b i

a la expresión 
■ / «2 q_ ¿2 ■

formada por el valor absoluto de la raíz cuadrada de la. 
suma de los cuadrados del termino real y del coeficient© 
del término imaginario. _

Así, por ejemplo, el módulo de

será:
/ 42

La manera de expresar el módulo de una imagina­
ria es la siguiente:

mod. (a ^ ^) ~ ^
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Dos imaginarias conjugadas tienen evidontomente 
el mismo módulo.

Así:

mod. (a 4- ô ¿) = ]/ ^^ 4- 62

mod. (a — 6 «) = l^-^a .^ ¿2

130. Potencias sucesivas de ia unidad imaginaria.— 
Antes de ocupamos de las operaciones con las imagina­
rias es conveniente determinar las potencias sucesivas 
de la unidad imaginaria.

Se tendrá:

(K^^nr)’ = _ 1

Si en estas igualdades hacemos uso de la notación 
empleada, para representar la unidad imaginaria, ten­
dremos:

P = — 1

■^ue nos permite obtener las potencias sucesivas de /, en 
la siguiente forma:
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Para formar la 8.^ so multiplican las potencias 4:. y 
4?; para formar la 9? se multiplica la 5? potencia por 
la 4?, etcétera. Se observa, pues, que las potencias se 
reproducen periódicamente de cuatro en cuatro, por lo 
que su ley de formación podemos expresar así:

¿4n — 1

¿4n4-l_ ¿

¿4n+2= _ 1

£4n4-3_— — i

131. Cálculo de las imaginarías monomias.—Estudia­
remos las cuatro operaciones con datos que sean imagi­
narias monomias.

AoiciÔN Y SUSTRACCIÓN.—La sima 0 diferencia de 
dos imaginarias monomias tiene la misma foi ma.

En efecto:

ai + b i = {a L b} i

Multiplicación y división.—El producto o el cociente 
de dos imaginarias monomias es una cantidad leal.

aiXbi = ab.i^- = abX{- - ab 
ai', bi — ab

132. Cálculo de imaginarias binomias.—Estudiaremos 
las siguientes operaciones con datos de esta forma:

Adición y sustracción.—La suma o diferencia de dos 
binomias imaginarias, es una imaginaria de la misma
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Si las imaginarias son conjugadas, se tendrá:
1 .® La suma es wia cantidad real, cuyo valor es el 

^duplo de la 2}arie real de los sumandos.
En efecto:

(a + 5 0 + (« — & 0 = 2 a + (b — b) i = 2 «

2 .® La diferencia es una imaginaria monomia, que 
tie7ie por coeficiente el duplo del que te7igan las cantidades 
dadas.

(a-]-bi') — (a~bi)^a — a-[-(b-i-b}i = 2b.i

Multiplicación.—El producto de dos imaginarias bi- 
nomias es una imaginaria de la misma forma.

(,a-fbi'){c-[-di) = ac~\-cbi-}-adi-^bdi^

y teniendo en cuenta que el cuadrado de i es — 1, se 
obtendrá:

(a + & i} (c + d i) = Ça c — b d) + (a d + b c) i

Si las imaginarias fuese77 conjugadas, su producto sería 
una cantidad real igual al cuadrado del módulo común.

(a 4“ ^'^) Ç^ b i) = a^ -{-b^ f- Ça b — a b) i = a^ -f-b^

División. El cociente de dos imaginarias binomias es 
una imaginaria de igual forma.

Sea el cociente

a -fi- b i
c -\- d i
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Multiplicando los dos términos por c — d i, obten­
dremos:

«4-5/ (g + 50 (c — di} ac-j-fíbi — adi + bdi^ 
^-\-di (c + di} (c — di} c^ d^ i^

y teniendo en cuenta c[ue el cuadrado de i es 1, se 
obtendrá;

a + b i ac-\-cbi — adi-\-bd (ac+5<i) + {cb ad}i 
c-\-di c^ + d^______________ c^ + d^ 

que toma la forma de;

¿i 4“ b i a c -}-b d b c a d , 
c -{-d i c^ + d^ c^ + d^ 

EJERCICIOS

1. Hallar el módulo de las siguientes imaginarias:

1? cd i

2? a — mi

3? d+fi

4.^ d—Ji

5? 4 + 81/ — 1

6? 7 + 2/ — 1

ya 7 — 2/ — 1 

8? 9 + 6 K — 1
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2, Efectuar las siguientes operaciones con imagina­
rias monomias:

1? «/ + c¿

2? bi-i-di

3? ai — bi

4 .“ ci — di

6 .» (3 4. (2/771)

6 .» (4/771)+ (8/771)

7 .» ^/1) _(4/77T)

8 .“ (12/^1) - (G/77T) ■

9? ai\ci

10. mi%ni

11. ai:bi

12. (4 Z^l) (2/771)

13. (3/77^^/771)

14. (16/^1) ; (3/771)

3. Efectuar las siguientes operaciones:

1 .® (« -}- b i ) -j- (c + ni t)

2? '(« -^-bi)-}-{a — bi)
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4 . Efectúeuse las operaciones que siguen:

1? (2 + 4/^:nô+ (3 + 6/=3T)

2? (2 + 7V=ló _(2 4_5|/—H)

3? (4+7/^=^ — (4 - 7/=^

4 .* (a + c 7) (ó—di)

6 .> (4+ 8/^4 (2 -6/;^

6 .“ (6 + 31/"=T) (6 — 3 K^H)

7 .® (¿z 4^ c /) : {d + ni i)

8/ (74-4 (5 - 2) K^=ny

11
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SEGUNDA PARTE

CAPÍTULO PRIMERO

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

L—Definiciones y preparación

133. Igualdad, identidad y ecuación.—Igualdad es la 
«xpresión de dos cantidades iguales representadas en 
distinta forma.

Así:

4 ++ 2 = 13 (íc + a) (re — «) = re® — «^ 

son igualdades.
Identidad es una igualdad evidente, cuyos miembros 

tienen la misma forma.
Asi:

a —a 2& — c = 2b — c

son identidades.
Ecuación es la igualdad en que intervienen una o 

más cantidades desconocidas y que expresa la relación 
entre-los datos e incógnitas de un problema.

Así:

2-j-2 re — 17 2 x + 5 = re + 7

«on ecuaciones.
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134. Carácter que distingue las ecuaciones de las 
igualdades.—La diferencia esencial entre igualdad y 
ecuación, está en que los dos miembros de aquélla son 
siempre iguales, cualesquiera que sean los valores de 
sus elementos, mientras que en la ecuación no pueden 
ser iguales sus dos miembros, sino para ciertos valorea 
de la incógnita o incógnitas que contenga. La ecuación 
se convierte en una igualdad cuando se reemplazan o- 
sustituyen las incógnitas por los únicos valores, para 
cuya determinación se ha establecido la igualdad entro 
sus dos miembros.

Así, en la igualdad

(a: -{- 6)2 = a;’ -f* 2 & íc + 6®

sus dos miembros son iguales, cualesquiera que sean 
los valores atribuidos & xyb.

En cambio, la ecuación

3 a; — 2 = 16

hace iguales sus dos miembros, atribuyendo a a: el 
valor 6, y en otro caso no.

135. Definiciones.—Llámanse raíces o soluciones de 
una ecuación, a los números o valores que, puestos en 
vez de las incógnitas, hacen iguales los dos miembros 
de la ecuación, y entonces se dice que la veri/ícan O- 
satisface7i.

^Resolver una ecuación es determinar sus raíces o so­
luciones.

Ecuaciones equivalentes son las que tienen las mismas- 
soluciones.
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136. Ecuaciones numéricas y literales.—Las ecuacio­
nes pueden ser numéricas y literales.

Una ecuación es numérica cuando todos los elemen­
tos conocidos, o datos c[ue en ella intervienen, son nú­
meros particulares. Si ademas de la incógnita hay otras 
•cantidades representadas por letras, entonces se dice 
■que la ecuación es literal.

Ejemplos:
La ecuación

8a5-i-6a;==214~9^~l~^

•es numérica, pues en ella no interviene mas cantidad 
representada por letras que la incognita x.

La ecuación

A x -j- B íc = 0

es literal; contiene además de la incógnita, representada 
por x, las letras A, B y C, que representan las cantida­
des conocidas o datos.

137. Denominación de las ecuaciones según el nú- 
tnero de sus incógnitas.—Atendiendo al número de 
incógnitas que tiene una ecuación, recibe ésta el nom­
bro de ecuación con una incógnita, ecuaciónreon dos in­
cógnitas, con tres, etc.

Así:

4 x 4- 2 x = 20

es una ecuación con una incógnita, mientras que

4: a; -f- 3 y = 45

es una ecuación con dos incógnitas: x q y-
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138. Clasificación de las ecuaciones atendiendo a su 
grado y al número de raíces o soluciones que tengan,— 
Grado de una ecuación, es la mayor suma de los expo­
nentes de todas las incógnitas en un mismo término.

Las ecuaciones se clasifican, atendiendo a su grado^ 
en ecuaciones de primer grado, de segundo grado, de tercer 
grado, etc.

Así:

3ír-L4íc = 44-5íc 

es una ecuación de primer grado.

« rc®bxy — e

es una ecuación de segundo grado con dos incógnitas^ 
pero de primer grado con relación a y.

La ecuación

¿z íc -{- ó íc^ y -)- c x y^ = d

es una ecuación de tercer grado con respecto a sus dosi 
incógnitas, aunque es de segundo grado con relación a 
cada una de ellas.

Además, atendiendo al número de sus raíces, se 
clasifican las ecuaciones en: determinadas, si tienen un 
número limitado de soluciones; indeterminadas, cuando 
tienen un número ilimitado de soluciones, y absurdas,. 
si no tienen ninguna solución.

139. Transformaciones que puede experimentar una 
ecuación.—Antes de resolver una ecuación liay que 
verificar en ella ciertas transformaciones que permitan 
reemplazar de un modo sucesivo una ecuación por otra 
equivalente, hasta llegar a otra más sencilla en que

MCD 2022-L5



ÁLGEBRA 167

puedan deducirse inmediatamente sus raíces o solu­
ciones. .

Efectuar dichas transformaciones constituye lo que 
se llama preparar la ecuación, lo cual se funda en los 
siguientes principios:

Teorema L—/S'/ a los dos miembros de una^ ecuación 
se les agrega o resta una misma cantidad algébrica, se ob- 
tiene una ecuación eç[uivalente a la primera.

Sea
A = B [1]

la ecuación que suponemos no contiene mas que una 
incógnita, y llamemos m a una cantidad cualquiera* 
Vamos a demostrar que

A + m = B±m [2] 

es una ecuación equivalente a la primera.
En efecto: todo valor de la incógnita que satisface 

a la ecuación [1], satisface también la segunda [2], por­
que tomando m un mismo valor, cualquiera que sea el 
de la incógnita, haciendo A = B, so obtendrán para e" 
mismo valor las cantidades iguales A ± m y B ± m.

Reciprocamente, todo valor que satisface a la segun­
da ecuación [2], satisface a la ecuación [IJ; porque si 
hace A ± m igual B ± m, también, hará que el valor 
que adquiera A sea igual al que adquiera B.

Luego, como todas las soluciones de una ecuación, 
lo son también de la otra, dichas ecuaciones son equi­
valentes.

Corolario.—E?i toda ecuación puede pasarse de un 
miembro a otro, a (malquiera de sus términos, sin más que 
cambiarle el signo de su modalidad.

a x — c = d x -}- q
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Si añadimos e a los dos miembros de esta ecuación,
•e convertirá en , , í_ »

a x • d x “^ “I” c

en la cual el término c, que figuraba en el primer 
miembro con el signo menos, pasa al segundo miembro 
con el signo más.

De igual modo, si en la ecuación última restamos 
de sus dos miembros el término d x, se transformará 
en la equivalente

a X — d x = q -}- c

■en la que aparece ahora el término d x en el primar 
miembro afectado del signo menos.

Aplicando el mismo procedimiento a todos los tér­
minos del segundo miembro de una ecuación, éste se 
reducirá a cero.

Asi, en la ecuación^

ax-j-bx==cx — d 

pasando los términos c ¿c y — ¿Z al primer miembro, se 
convertirá en

a x -j- b x — c x -{- d = 0

La transformación que hemos expuesto, de pasar 
uno o varios términos de un miembro a otro en una 
ecuación, se denomina transposición de términos.

Tboeema II.— Una ecuación se transforma en otra 
■equivalente, cuando se multiplican sus dos miembros por 
una misma cantidad que no se reduzca a cero ni contenga 
la incógnita.

Sea la ecuación

A = B [1]
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En virtud del teorema precedente podemos hacer

J._B=:0 [2]

Si multiplicamos los dos miembros de esta ecuación 
por una cantidad, w, que cumpla las condiciones im­
puestas en el enunciado de este teorema, formaremos la 
«cuación

(A — JS) m == 0 [3]

que vamos a demostrar que es equivalente a la ecua­
ción [2].

En efecto; todo valor de la incógnita que verifique 
a la ecuación [2] verifica también la ecuación [3], porque 
si la cantidad A — jB es nula, también se anulará el 
producto (A — B) m.

Reciprocamente, toda solución que satisface a la 
■ecuación [3], verifica a la ecuación [2], porque si el pro­
ducto (A — B) m es cero, y m no lo es, lo será el otro 
factor A — B.

De modo que la ecuación

•o bien

A = R

y la ecuación

(A — R) wi = 0

tienen las mismas soluciones, luego son equivalentes.
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0bservaciÓ7i.—Es indispensable, para que el razona­
miento anterior sea riguroso, la restricción indicada 
en el enunciado del teorema, esto es, ,que el factor por 
quien se multiplican los dos miembros de la ecuación, 
ni sea cero ni contenga la incógnita; pues de no cum­
plirse estas condiciones, se introducirían en la ecuación 
resultante soluciones extrañas.

Así, si tenemos la ecuación

4 íc 4- 5 = 17

y multiplicamos sus dos miembros por cero, se obtiene-, 
la ecuación

(4 a; + 5) 0 = 17 X 0

que se verifica para cualquiera de los valores que demos 
a x, de los cuales únicamente el valor 3 satisface la 
ecuación propuesta.

Multipliquemos los dos miembros de la ecuación 
que estamos estudiando por a; — 2 y obtendremos la 
siguiente:

(4 a; + 5) (a: - 2) = 17 (a: - 2)

que se verifica para los valores 3 y 2 de la incógnita,^ 
pues sustituyendo x por uno de estos valores, la ecua­
ción se convierte en una identidad.

El valor 2 para x es una solución nueva, que no 
satisface a la ecuación propuesta, y que se obtiene igua­
lando a cero el factor x — 2.

Por lo tanto, la multiplicación de los dos miembros de 
una ecuaciÓ7i po7' im facto)' que co77te7ipa la incóg7iita Í7itro— 
duce, 071 ge7ieral, soludoTies extrañas.
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Corolario I.—Si se cambian de signo todos los térmi-- 
nos de una ecuación, resulta otra ecuación equivalente.

Esto es lo mismo que multiplicar los dos miembros 
de la ecuación por la cantidad conocida — 1.

Así, en la ecuación

10 — 3íc = 70 — 5íc 

si cambiamos el signo, a cada uno de sus términos, Be- 
convierte en la equivalente

3a;— 10 = 5a; — 70

Corolario II.—Cuando uno o varios términos de una. 
ecuación son fraccionarios, puede transformarse en otra 
equivalente, cuyos términos sean enteros, multiplicando sus 
dos miembros por el producto de todos' los denominadores, o- 
por su mínimo común múltiplo.

Esta operación se conoce con el nombre de suprimir 
denominadores de una ecuación.

Así, la ecuación

7

se transforma, multiplicando todos sus términos por 14,. 
producto de los denominadores, en

14 íc 11^+21 14^ _ 28 
7

o lo que es lo mismo:

7 x + 2 (a; + 1) = 14 x — 28
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Teorema III.— Una ecuación se transjorma en otra 
equivalente, dividiendo sus dos miembros por una misma 
santidad, siempre que ésta no contenga la incógnita ni se 
reduzca a cero.

Dividir los dos miembros de una ecuación por una

<íantidad m, equivale a multiplicarlos por — quedando 
m

reducida esta proposición a la precedente.
La división por una cantidad que contenga la incóg­

nita, puede hacer que desaparezcan una o varias solu­
ciones de la ecuación.

140, Preparación de ecuaciones.—Sentados los prin­
cipios anteriores, podemos efectuar, en el orden más 
conveniente, las transformaciones necesarias para pre­
parar una ecuación, cuyas operaciones son:

a) JEfectuar las operaciones indicadas.
b) Supresión de denominadores.
c) Transposición de términos.
d) lieducción de términos semejantes.

Ejemplo: sea la ecuación

(3a:-4)i + 5a;|- + l=43 —

la que deseamos preparar. Si efectuamos las multipli­
caciones indicadas, ge tendrá:

3¿c 4
"7 7

5
H---- 5---- H 1 = 43 — 6 a:

El mínimo común múltiplo de los denominadores
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es 21, y multiplicando los dos miembros de la ecuación 
por este número obtendremos:

9 a; _ 12 + 35 a; 4- 21 = 903 — 105 a:

Pasemos al segundo miembro todos los términos 
independientes de la incógnita, y al primero los qua 
la contengan y se obtendrá:

9 a; -}- 35 a: 4" ^^^ ^ ~ ^^^ 4“ ^^ — ^^

y reduciendo términos semejantes, se tiene finalmente::

149 x = 894

que es la ecuación preparada.
Observaciones—1.^ Si la ecuación qué^^ prepara no 

contiene más que un solo denominador, se le hace des­
aparecer, multiplicando sus dos miembros por esto 
denominador.

Así, por ejemplo, para hacer desaparecer el deno­
minador de la ecuación

2 a: 4~ 2 __

multiplicando sus dos miembros por 3 se obtendrá la. 
ecuación

6x-¡-4:x — 9x-j-6

equivalente a la propuesta y que no contiene denomi-- 
nador alguno.

2.”^ Se puede simplificar la ecuación cuando sea fácil
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conocer los factores comunes a todos sus términos, 
dividiendo sus dos miembros por dichos factores.

Ejemplo: sea la ecuación

10 íc + 25 a: = 135 a; — 60

•cuyos términos tienen el factor común 5; dividiendo 
por este número los dos miembros de la ecuación, se 
obtiene la equivalente

2a; + 5íc = 27a; — 12

3.* Se cambian de signo todos los términos de la 
ecuación, cuando al practicar la reducción de términos 
semejantes resulte la incógnita con signo menos, o 
cuando por alguna razón sea conveniente cambiar el 
signo a uno de sus términos.

EJERCICIOS

Preparar las ecuaciones siguientes:

1.*^ 152 + a:
2

•2* 7« 12 1 5a;
8 ~ 16 “ 6

3.’‘ 2 — Qx "^12 ”77^2^

2a: , 12 3 5 10
5 + V“”Í6 “I2 (^■”^)~ 9^

^ — ^x zo a:-23
14 ^^5“ 56
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II.—Ecuación lineal con una incógnita

141. Resolución de la ecuación.—Después de haber 
efectuado las transformaciones ya indicadas (140), toda 
ecuación de primer grado con una incognita tomará la 
forma

Por lo tanto, una ecuación preparada tiene el pri­
mer miembro un término con la incógnita, g en el segundo 
miembro un término conocido.

Si dividimos los dos miembros de dicha expresión 
por JL, obtendremos

B

Como las cantidades A y B son conocidas y, gene­
ralmente, A es distinta de cero, la fórmula que hemos 
hallado equivale a la ecuación propuesta, porque sólo 
quedará satisfecha para un solo valor de x, de donde 
resulta que una ecuación lineal con una incógnita^tiene, 
generalmente, una solución, y sólo una, que vendra 
expresada por un valor finito y determinado.

La expresada fórmula manifiesta la siguiente
Reola.^—Para resolver una ecuación de primer grado 

con una incógnita se prepara la ecuación, y la incógnita es 
igual al cociente que resulta de dividir el término conocido 
por el coefteiente de la incógnita, en la ecuación preparada.

Ejemplo:
Resolver la ecuación
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Para efectuar la supresión de los denominadores 
multiplicaremos sus dos miembros por el producto 
4 X 3 = 12, de dichos denominadores, y nos dará

12 a; 24 a;
—+“=^— ®® 

o sea
3 a; 4~ ^4 = 8a; — 36

Efectuando la transposición de términos, resulta

3 a; — 36 — 84 

cambiando los signos a todos sus términos, se obtiene

8x — 8x— 36 4“ 84

de donde
5 a; = 120

y
120 

a; = —-— = 245

142, Comprobación de soluciones.—Determinado el 
valor de la incógnita, al resolver una ecuación, debemos 
comprobar el resultado, para lo cual, se sustituye en la 
ecuación la incógnita por el valor hallado, se efectúan des- 
pués las operaciones indicadas, y si entonces la ecuación se 
transforma en una identidad, dicho valor verifica o satis­
face la ecuación y en caso co7itrario no.

Ejemplo:
1.® Comprobar la solución de la ecuación

que se ha resuelto anteriormente.
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Hemos hallado para re el valor 24; sustituyendo en 
dicha ecuación este valor, en vez de la incógnita se tiene 
la igualdad

4 3

y efectuando las operaciones indicadas, la identidad

13 = 15

lo que manifiesta que el valor 24 para la incógnita ve­
rifica o satisface la ecuación propuesta.

2 .* Resolver y comprobar la ecuación

3 K + — + 5 = 4a; 4-— 3

Suprimiendo denominadores, se obtendrá:

24 a; + 4 £c 4- 40 = 32 a: -j- 12 a: — 24

y efectuando las restantes operaciones de preparación, 
se obtiene

16 íc = 64 

de donde

64 a: == —
16

Comprobación.—Sustituyendo en la ecuación pro­
puesta en vez de a; su valor 4, se tendrá la igualdad

4 643.4 + —+ 5 = 4.4 +— 3
2 4

12
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que, después de efectuar las operaciones indicadas, se 
transforma en la identidad

19 = 19

143. Discusión de una ecuación,—La discusión tiene 
por objeto el examen de las formas que pueden tomar 
los valores de las incógnitas en la resolución de las 
ecuaciones de primer grado, atendiendo no sólo a su 
valor absoluto o numérico, sino también a su moda­
lidad.

Al hallar en la ecuación A ¿c = B la fórmula

BX = —-
A

vemos que la modalidad y el valor de re dependen úni­
camente de la modalidad y de los valores que tomen 
dichas cantidades.

Como el valor de la incógnita es el cociente de divi­
dir A por B, este valor será positivo o negativo, según 
que A y B tengan signos iguales o desiguales.

Respecto al valor absoluto de x, estudiaremos los 
casos siguientes:

1.® Si A y B adquieren valores distintos de cero y 
de infinito, x tendrá un solo valor finito, que será entero 
o fraccionario según que B sea o no divisible por A.

Si B es cero sin serlo A, el valor de x es cero2.® ! 
(84-2.®)

3.® !Si A es cero sin serlo B, el valor de ¿c toma la
forma (84-1.®^

B 
"Ô

«
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que denota la imposibilidad en el orden numérico, toda 
vez que no hay ningún número que pueda ser infinito.

4.® Si A es cero y B también lo es, el valor de a; es 

—que, como dijimos (84-3.*), es símbolo de inde­
terminación.

EJERCICIOS

1. Hallar el valor de la incógnita en cada una de las 
ecuaciones de los ejercicios anteriores (página 174).

2. Resolver y comprobar las raíces de las ecuaciones 
siguientes:

• V a:+ 126 = 3rr4-117

2.* 43 — 18 ir = 6 a: ~ 17

3/ 5a;4-13 = 7a; + 5

4.“ 3a: + 24 = 17 + 4a:

S.* 2a; —10 = 14(a: —2) + 3a; + 3

6? 6 (23 — a:) — 3 a; = 12 a: + 81

7.* H~ ^ _  JlZL^ :«C 
5_ 7 “ 3 

a 2 a;-4-7___ . ■o. _______3 a: = ! 14 
2_______ 3 

. +4 + -—= 6» -4- —4-23
o 4

MCD 2022-L5



J. FENOLLOIÁ180

10.
27 x 9 7a; 54
V a ” a 10 10

11.
x , 3» __89 — l^ ü- ^ *

12.
3 4 12 5

13. 4 (a: + 2.) + ^ = 125 4-.^+8æ

III—Problemas de primer grado con una 
incógnita

144. Definicíones.—Problema es una propoBÍción en 
virtud de la cual nos proponemos investigar una o va­
rias cantidades desconocidas llamadas incógnitas, por 
sus relaciones con otras conocidas, que reciben el nom­
bre de da¿05.

Estas relaciones están expresadas como condiciones 
en el enunciado del problema, y se denominan algébri­
cas cuando pueden interpretarse por los signos del 
cálculo, y físicas si se refieren a la naturaleza especial 
de las incógnitas y no son susceptibles de interpreta­
ción matemática.

Los valores de las incógnitas deben satisfacer las 
condiciones impuestas en el enunciado del problema.

146. Problemas particulares y generales.—Un pro­
blema se denomina particular cuando los datos están 
expresados por números, y se llama general cuando 
todos los datos, o algunos, están expresados por letras.
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La manera de generalizar un problema particular 

consiste en reemplazar o sustituir por letras los núme­
ros particulares que figuren en el enunciado del pro­
blema. En el número (3) se ha visto un problema par­
ticular y un problema general.

También se ha visto (4) como de un problema ge­
neral, cuya resolución ha originado una fórmula, se 
puede hacer aplicación para resolver los problemas par­
ticulares comprendidos en él, dando valores numéricos 
a sus datos literales.

146. Resolución de un problema.—Resolver un pro­
blema es determinar la incógnita o incógnitas que con­
tenga y que cumplan las condiciones del enunciado.

Solución de un problema es el resultado obtenido al 
resolverlo.

Los problemas se clasifican por el número de sus 
soluciones en: determinados, si tienen' un número limi­
tado de soluciones; indeterminados, cuando tienen un 
número ilimitado de soluciones, e imposibles, cuando no 
tienen solución.

La resolución de un problema abraza dos partes 
distintas: 1.’ el planteo, o sea poner el problema en ectia- 
eión, y 2? resolver la ecuación o ecuaciones a que haya 
dado lugar el planteo, o sea determinar el valor de cada 
incógnita.

La primera parte no está sujeta a reglas fijas y 
determinadas, pues establecer en un problema las rela­
ciones que ligan las incógnitas con los datos, depende 
del conocimiento y práctica del calculador, concretán- 
dose el Algebra a prestar la notación simbólica.

Sin embargo, puede darse como guía general la si­
guiente regla:

Examinar aientamente las condiciones del enu7iciado
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para /ijar cuáles son las cantidades cuya determinación 
conduciría al conocimiento de las que sé buscan en el pro­
blema, y éstas serán las incógnitas, que las representare­
mos por letras, diferentes; después se indican las operacio­
nes que sería necesario efectuar con los datos y las incógni- 
nitas, si se conocieran los valores de éstas, expresando por 
este modo una o varias ecuaciones las condiciones del pro­
blema.

La segunda parte, o sea la resolución de la ecuación 
o de las ecuaciones planteadas, se efectúa mediante la 
regla establecida anteriormente (141) y las que se estu­
diarán más adelante.

147. Comprobación y discusión.—Comprobar las solu­
ciones de un problema, es ver si además de verificar la 
ecuación o ecuaciones a que ha dado lugar el planteo, 
cumple las condiciones físicas que contenga el enun­
ciado.

Discutir un problema general, es estudiar si la fórmu­
la hallada como solución conviene a cuantas hipótesis 
puedan hacerse con los datos del problema propuesto.

148. Grado'de un problema.—Se llama grado de un 
problema, al de là ecuación o ecuaciones que lo resuelve.

Así, un problema es de primer grado o de segundo 
grado, cuando la ecuación o ecuaciones que después de 
planteado resultan, son respectivamente de primero ó 
segundo grado.

149. Problemas particulares de primer grado con una 
incógnita.

Problema 1.®—La suma de dos números es 128, y el 
mayor de ellos es fres veces el menor. ¿Cuáles soji estos 
números?

Llamando a? al número menor, el mayor será 3 a;,
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pero la suma de los dos es igual a 1285 expresando esta 
igualdad tendremos:

a:-}“ ^ ^ “ 12^

Resolviendo esta ecuación, se obtiene: a: = 32.
Comproiacióii»—Si la incógnita es 32, su triplo es 96 J 

sumados estos números nos dan 128, conforme con la 
condición que impone el problema.

Problema 2°—La diferencia entre dos números es 
36 y uno de ellos es triplo del otro. ¿Cuáles son esos 
números?

Llamando re al número menor, el número mayor 
será 3 x, pero como su diferencia es 36, tendremos:

3 ¿c — æ = 36

que nos da a: = 18.
Comprobación.—El triplo de 18 es 54; si de 54 res­

tamos 18, obtendremos de resto 36.
Problema 3.®—La suma de tres números es 110, pero 

el segundo es cuatro veces mayor gue el primero, y el ter­
cero cinco veces mayor gue el girimero. ¿Cuáles son estos 
tres números?

Llamando a? al menor de los tres números, el segun­
do será 4 a; y el tercero será 5 a:, y como la suma de los 
tres es 110, se tendrá:

a:-¡-4 íc5 a; — 110

de donde se obtiene: a? = 11.
Comprobación.—Si el número menor es 11, el segun­

do, que es cuatro veces el primero, será 4 X 11 = 44, y 
el tercero será 5 X H = 55. La suma de 11, de 44 y 
de 55 es 110.
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Problema 4.®—Dividir el número llS en dos partes 
de tal modo que la segunda tenga 9 unidades más que la 
primera.

Llamemos a la parte menor a;, la parte mayor será 
“F y como la suma ha de ser igual a 115, se tendrá 

la ecuación

a: 4-a: + 9 = 116

^uo resulta nos da: a; = 53.
Gomproibaeión.—Si a 53 le agregamos 9 unidades, 

obtenemos 62, que es la parte mayor; las dos partes 
sumadas dan 115.

Problema 5.®—¿Cuál es el número que aumentado en 
18 unidades es igual a 7 veces el mismo número?

Llamando x al número que buscamos, la ecuación 
será:

a; + 18 = 7 a;

Resolviendo esta ecuación se obtiene x = 3.
Comprobación.—7 veces el 3 es 21. Gomo 3 más 18 

nos da también 21, la solución es la verdadera.
Problema 6.®—Dividir el número 184 en dos partes, 

de tal modo que una de ellas sea igual a un séptimo de 
la otra.

Representemos por x la parte mayor; la menor

•orá — y como
7

«+ Y = 184
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si efectuamos la supresión de denominadores, ten­
dremos:

7 a:-|-a: = 1288

de donde a: = 161 y la parto menor 161 : 7 = 23.
Comprobación.— La suma de 161 y de 23 es 184.
Pboblema 7.®—La suma de los cocientes que resultan 

de dividir un mismo 7iúmero por 3 y por 5, es 24. ¿Cuál 
eerá ese númerof

Sea el número que buscamos x; tendremos:

a: a: 
 1 = 24

quitando denominadores

5 a: + 3 a: = 360

y, por tanto, x = 45.
Comprobación.—El tercio de 45 es 15; el quinto de 

45 es 9; la suma do 15 y 9 es 24.
Pkoblema 8.®—Si a un número le aumentamos su 

cuarta parte y su tercio, se obtiene el número 513. ¿Cuál es 
el número propuesto?

Llamemos a la incógnita x; tendremos:""

X X
v" - . r- ■ ^ 513

haciendo desaparecer los denominadores:

12 a: 4~ 3 í^ ^ í>^ *= 6156

de donde se obtiene: a: « 324.
ComprobaciÓ77.—La cuarta parte de 324 es 81; el
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tercio de 324 es 108; la suma de 324, de 81 y de 108 e& 
513, conforme con el enunciado.

Problema 9.®—Se co7ioce la suma de dos números que 
es igual a 60 y se sabe que uno de ellos es dos tercios del 
otro. ¿Cuáles son esos 7ïùmeros?

Representando por X a la incógnita, tendremos:

2
x + — x = 60

que después de preparada, nos da:

5 x 180

de donde

X = 36

Com2}rol)aciÓ77.—Los dos tercios de 36 son 24, que 
sumándolo a 36 da 60.

Problema 10.— Un padre de 30 años tieiie U7i hijo de 
2. ¿Cuá7itos años ha7i de tra77scurrir para que la edad del 
padre sea triple que la del hijo?

Designemos por x el número de años que tienen que 
transcurrir para que se cumpla la condición. Una vez 
transcurridos los x años, el padre tendría 30 -J- X y el 
hijo 2 4- x; pero según el enunciado, la edad del pri­
mero será triple que la del segundo; luego

30 + x = 3 (2 + x)

de donde

X = 12

Comprobación.—Transcurridos 12 años el padre ten­
dría 42 y el hijo 14, conforme con el enunciado del 
problema.
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Problema 11.—¿Cuál seria la longitud de ima pie^a 
de tela que después de haierse vendido su tercera parte y 
sus dos cuartas partes quedaran aún 12 metros?

Designando por x el número de metros que tuviera 
la pieza de tela, formaríamos la ecuación

- + —+12 = ^

de donde se obtendría, quitando denominadores,

4 íc + 6 x + 144 = 12 rr

y efectuando las restantes operaciones de preparación

2 a: = 144

y para ¿t; el valor 72.
Comprobación.—El tercio de 72 es 24; los dos cuar­

tos de 72, 36; la suma de 24, de 86 y de 12 es 72.
Problema 12.— Un mecánico gasta la mitad de lo que 

gana, en su manutención, ^/^ de su jornal en los demás‘ 
gastos que se le originan, y economiza 39 pesetas cada 
26 dias. ¿ Cuál es su jornal diario?

Si designamos por a: lo que gana diariamente, loa 
gastos estarán representados por

a; a;
"2 T

lo que economiza diariamente será:.

® 8
6 a: 2 a:

8
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y por tanto, en 26 días economizará

2 a? X 26 52 a;
8 8

pero según el enunciado del problema

52a;
------ 39

de donde

El mecánico gana diariamente 6 pesetas.
Comprobación.—Si gasta diariamente 3 pesetas en 

manutención y 1'50 en los demás gastos, economizará 
cada día 1‘5O, que al cabo de 26 días asciende a 39 pe- 
Betas.

Pboblema.—¿Qué número hay que sumar a los dos 
45 

términos del quebrado ——-— para que su valor sea enton-

CCS igual a -

Llamando a: al número que se ha de sumar a los dos 

términos del quebrado ^^ , se tendra:

45 + a; _ 19 
51-4-» “ 

de la cual, después de efectuadas las operaciones de 
preparación, se obtiene para a; el valor 12.

Comprobación.—Agregando a los dos términos de la
57

fracción -^ el número 12, se obtendrá -^, que, sim-
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19pliècada,' da “gp"» ® ®®a la condición impuesta por el

enunciado deí problema.
Problema 14.— Una persona que posee en metálica 

41.495 pesetas, adquiere una finca; la tercera parte de la 
cantidad sobrante la presta al 5 % ÿ ^08 otros das tercio» 
que restan al 4 ^1^. Sabiendo que dichos préstamos le redi*- 
túan 1.560 pesetas, se desea conocer el coste de la finca 
adquirida.

Llamando x al valor de la finca comprada, las can­
tidades prestadas serán, respectivamente:

41495 —a: (41495 — 35)2
33

prestada la primera al 5 % y la segunda al 4 %» ®® 
obtendrá de renta para cada una

(41495 —»)5 (41495 — ¿c) 2 X 4
3X 100 3X 100

y como según el enunciado

(41495-a;)5 ^1495--^2><± _ 1550
3 X 100 3 X 100

que nos da planteada la ecuación, y para x el valor 
5.495, una vez resuelta. Ahora bien; si la finca cos­
tó 5.495 pesetas, las cantidades prestadas serán:

41495 — 5495 --------- --------= 12000 pesetas

(41495 — 5495) 2
3

= 24000 pesetas
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160. Problemas generales.—1.° ¿Qu¿ cantidad hay

que agregar a los dos términos del quebrado-----para 
n

que su valor sea igual a la fracción-----?
S

Si designamos por x la cantidad que se ha de agre­
gar a los dos términos del quebrado propuesto, se for­
mará la fracción

m-j- x 
n-{- x

que según el enunciado

m 4~ ^ »’
n + 00 s

Efectuando la supresión de los denominadores y la 
transposición de términos, se obtiene

r X — s x = s m — r n

y sacando el factor común a: de los dos términos del 
primer miembro, se obtiene

(r — s) x = s m — r n

do donde

sm — rn 
X = ------------  

r — s

Atribuyendo valores particulares a las cantidades 
que figuran en el segundo miembro de esta expresión, 
se obtendrá la solución del problema particular cuyos 
datos sean dichos valorea.
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Problema 2.°—Dos móviles recorrexi con movimiento 
tiniforme, y en la misma dirección, la linea P Q; parten a 
la ve^, el uno del punto Á. y el otro del B, distantes d me­
tros. Si sus velocidades respectivas son v y v metros por 
segundo, ¿a qué distancia del punto A se encontrarán?

E' A d B E p .------ ,------ ,------------,------ .------ Q
\V V

Supongamos que los móviles hacen el recorrido 
hacia la derecha, en el sentido P Q, y que se encuentran 
en el punto E. Si representamos por x la distancia A E, 
la distancia B E estará expresada por

X — A B = x — d

Observemos que en el movimiento uniforme los 
espacios son proporcionales a los tiempos empleados en 
recorrerlos, lo que manifiesta que el tiempo que tarda un 
móvil en recorrer con movimiento uniforme una distancia 
determinada, es el cociente que resulta de dividir esta dis­
tancia por la velocidad empleada en recorrería.

De modo que el tiempo t que tarda el móvil que 
parte de A en recorrer la distancia A E = x, siendo su 
velocidad v, será:

X 
t =- — V

y el tiempo t' que emplea el móvil que parte de B, con 
la velocidad v, en recorrer la distancia B E = x — d, 
será:

X — d 
f =---- ;—
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Y como, según el enunciado, el tiempo que tarda 

uno de los dos móviles en recorrer la distancia A E 
debe set el mismo que lo que tarda el otro en recorrer 
la distancia B E, tendremos:

x x — d 
v v'

que es la ecuación que resuelve el problema, obteniendo 
el valor de la incógnita:

dv vx íxx ——=x a
v — V V — V

Esta fórmula resuelvo, además, todos los problema» 
particulares que estén comprendidos en el problema 
general expuesto, dando a las letras d, v y v valores 
numéricos.

Ejemplo:
/Suponiendo que dos trenes correos salgan al misma 

tiempo para Barcelona, de las estaciones de Valencia y 
Castellón, distantes 70 kilómetros, con movimiento unifor­
me; si las velocidades respectivas de los móviles fueran 
50 y 40 kilómetros por hora, ¿a qué distancia de la esta­
ción de Valenaia se encontrarían los correos?

Aplicando la fórmula obtenida anteriormente, se 
tendrá:

50
X«= 70 X 50 — 40 " ^^Q

Los trenes correos se encontrarían a 350 kilómetro» 
de la estación de Valencia; la misma solución que se 
hallaría resolviendo el problema directamente.

Discusión.—Veamos la interpretación de los resul­
tados que corresponden a X en la fórmula general, para
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los valores particulares de d, v y v, distinguiendo los 
casos siguientes:

Casos Siendo

, . . . l 1, V^V

• Cuando d no es cero < 2.® v — v'
: (3.0 t;<v'

■ . Caando á es cero j ^’ “ diferente de 
v = v'

: Primer caso.—Si v >> v, la fórmula general da para 
j x un valor positivo y mayor que d; luego el punto de 
[ encuentro de los móviles se hallará a la derecha de A, 
’ como no podía menos de ocurrir, siendo así que el 
■ móvil que parte de A lleva mayor velocidad que el que 
i parte de B.
i Segundo caso.—Si v — v, la fórmula vendrá ex- 
i presada:

: x=d—= 00

1 símbolo general de imposibilidad numérica, lo que in- 
[ <iica que los móviles no se encontrarán, lo cual debe 
i suceder necesariamente, porque llevando larmisma velo- 
i cidad estarán constantemente separados por la misma 
L distancia.
: Tercer caso.—Si v =< v', el denominador de la frac- 
j ^'^<^^ ®®^’^ negativo, y como el numerador es posi-
11 tivo, el producto ^ -^ _ ^, o sea el valor que toma x, será

4 i negativo, lo que indica (1) que el punto de encuentro

(l) Recuérdese lo dicho respecto a la modalidad negativa de las 
magnitudes.

13
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de los móviles debe contarse en el sentido B A; pero 
como este resultado no está conforme con las condicio­
nes del problema, por suponerse que los móviles mar­
chan en la dirección A B, la pregunta del enunciado 
del problema debe ser; ¿en ^ué punto de la Unea se encon- 
tVCCTá'l'l^

Cuarto caso.-Si al mismo tiempo que d es cero, las 
velocidades v y v son diferentes, el valor que se obtiene 
para X es cero, que manifiesta que el punto de encuen­
tro es el de partida, conforme con las condiciones del 
problema, pues si los puntos A y B están juntos, al pasar 
los móviles en el mismo momento por dichos puntos, 
ee encontrarán.

Quinto crtso.—Si al mismo tiempo que d es cero, 
v « V' la fórmula da para X el valor -^ que es el símbolo 
de indeterminación, lo cual manifiesta que los dos mó­
viles so encuentran en todos los puntos de la línea, que 
está conforme con las condiciones del problema, puesto 
que llevando los dos móviles igual velocidad, partiendo 
del mismo sitio y en la misma dirección, irán siempre 
juntos.

jy.—Ecuaciones ele primer grado con más de 
una incógnita

151. Forma de la ecuación preparada.—Hemos visto 
que una ecuación de primer grado con una incógnita 
ya preparada tiene la forma.

A x = B

Las ecuaciones de primer grado con varias incóg­
nitas después de quitar denominadores, efectuar las
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operaciones indicadas y efectuar la transposición y 
reducción, tienen en el primer miembro tantos términos 
como incognitas, y en el segundo miembro un término 
oonocido.

La forma de una ecuación de primer grado con 
varias incógnitas, será:

si tiene dos incógnitas;

si tiene tres incógnitas.

152. Resolución.—Des^iejar una incógnita en una 
ecuación que tenga varias, es hallar otra ecuación equi­
valente a la propuesta, que figure dicha incógnita sola 
en un miembro.

Así, en la ecuación

tt X -J— 6 y = c

despejando la incógnita x, se tendrá:

ax = c — by

de donde

a

En la ecuación

iïX-{-&y-}-c^ = Æ'

MCD 2022-L5



196 J. FENOLLOSA

si despejamos la incógnita X¡ obtendremos:

d — b y — G ¿!
aX =

Todo lo cual manifiesta que:
Para resolver una ecuación con dos o más tneognUas, 

se despeja una de ellas, considerando a las demás como ss 
fueran conocidas, y en la expresión c[ue resulte se aMuyen 
a éstas valores arbitrarios. Estos valores^ el correspon­
diente a la incógnita despejada, formarán una solución
de la ecuación. ,

y como los valores arbitrarios que se lían dado a las 
incógnitas no despejadas pueden ser en número ilimi­
tado, resulta que: . . ,

Una ecuación de primer prado con varras mcoyrntas 
tiene una infinidad de soluciones.

Ejemplo 1.°
Resolver la ecuación

2 X — 3 ^ = 40

Despejando la incógnita X, tendremos:

40 + 3?y

que si a la incógnita y le damos los valores

1, 2, 3, 4, 5...

ge obtiene para X, respectivamente,
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Los números 1 y -—; 2 y 23..., etc., forman las solu- 

clones de dicha ecuación.
Ejemplo 2.®
Sea una ecuación con tres incógnitas:

2x4-3y — 4^ = 12

Despejando la incógnita x, se obtendrá:

X ^ ^'^ ~ ^ y + 4 ^
2

en cuya expresión, dando valores arbitrarios a las in­
cógnitas y. g, tendremos las que correspondan a x.

Si despejamos otra incógnita, y, dando valores a las 
demas, X y ^, deduciríamos los que a ella le correspon­
dieran. \

Toda'^das ecuaciones de primer grado con varias 
incógn;i>as son indetermüiadas; sus incógnitas toman el 
nombre de variables, y la incógnita cuyo valor depende 
de los valores dados a los demás, se dice que está en 
Junción de ellas.

En general, Se llama Junción de una o varias canti­
dades variables, a toda cantidad cuyo valor depende de 
las que tornen las variables. Así, por ejemplo, el valor 
de una sustancia es función de la cantidad que de ella 
consideremos; la ganancia que produce un capital es 
función de éste, del tiempo y del tanto por ciento.
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CAPITULO II

SISTEMAS DE ECUACIONES

I._ DefiniGiones y principios fundamentales

163. Definiciones.—Se dice que dos o más ecuacio­
nes son simultáneas, cuando todas sus soluciones son 
comunes.

Así, las ecuaciones

2 x + 3 y = 13

3x — by -^ — 9

son simultáneas, porque los valores 2 y 3,^ que satisfa­
cen a la primera ecuación, satisfacen también a la otra, 
y reciprocamente.

Sistema de ecuaciones es la reunión de dos o más 
ecuaciones simultáneas.

Solución de un sistema es el conjunto de valores, uno 
para cada incógnita, que satisfacen las ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones se llama determinado cuan­
do tiene un número limitado de soluciones; indetermi­
nado cuando tiene un número ilimitado de soluciones, 
e imposible cuando no tiene ninguna solución.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, cuando
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todos los valores d© las incógnitas que satisfacen a uno 
de los sistemas, satisfacen también al otro, y recipro­
camente.

154. Propiedades fundamentales de los sistemas de 
ecuaciones.—En un sistema de ecuaciones simultáneas, 
se hallan las. incógnitas ligadas de tal modo, que es 
necesario efectuar ciertas transformaciones que permi­
tan reemplazar un sistema por otro equivalente, en el 
que se encuentren las incógnitas en función de cantida­
des conocidas.

Estas transformaciones se fundan en los principios 
siguientes:

Teorbua I.—Si en una ecuación de un sistema se 
despeja una incógnita y se sustituye este valor en las demás 
ecuaciones, las que resulten y la incógnita despejada forman 
un sistema equivalente.

Sean las ecuaciones

A = A' B = B' 0 = 0'

Despejando una de las incógnitas que contenga la 
ecuación primera, x, por ejemplo, obtendremos un 
cierto valor r. Sustituyamos x por v en las dos ecua­
ciones últimas, y representando los resultados por 
Bj^ = B^' y Oi = 01', respectivamente, se obtendrá el 
sistema

x = v B1 = Bjl' 01 = 01'

que es equivalente al propuesto.
En efecto; toda solución que haga idéntica a Ias 

ecuaciones del primer sistema, convertirá en identida­
des las ecuaciones del segundo sistema, que sólo se di­
ferencia en que en vez de x se ha puesto su valor v.
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Teorema II.—En un ststema de ecuaciones se puede 
sustituir una de ellas con la qu>e resulte de sumaria o i es­
taría miembro a miembro con otra cualg^uiera del sistema.

Sean las ecuaciones simultáneas

A — A' B = B' 0 = 0' 

vamos a demostrar que este sistema es equivalente al 
sistema

A + B = A' ± B' B=:B' 0 = 0'

En efecto, toda solución del sistema que haga idén­
ticos los miembros A y A\ siéndolo B y B también, 
convertirán las ecuaciones A ± B = A' ± B , y como 
las demás ecuaciones son comunes, vemos que toda solu­
ción del primer sistema lo es del segundo.

Reciprocamente: toda solución del segundo siste­
ma que haga idénticos los miembros de la ecuación 
A ± B = A' ± B', y que lo sean B y B' hará que 
A y A' lo sean también y, por tanto, quede la ecuación 
A = A' verificada. Las demás- ecuaciones son comunes 
a los dos sistemas.

Teniendo, pues, los dos sistemas las mismas solu­
ciones, son equivalentes.

11..—Resolución de un sistema de ecuaciones de 
primer grado con igual número de incógnitas.

156. Eliminación.—Eliminar una incógnita en un sis­
tema de ecuaciones, es reen^plaziar el sistema por oho gue 
no la contenga y en el cual las restantes incógnitas tengan 
los mismos valores que en el sistema propiiesto.
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Los métodos de eliminación más empleados son los 

•conocidos por los nombres de sustitución, igualación y 
reducción.

156. Caso de dos ecuaciones con dos incógnitas.__ 
Ya hemos dicho la forma ç[ue toma una ecuación de 
primer grado con varias incógnitas ya preparada; por 
Io tanto, un sistema de dos ecuaciones con dos incóg­
nitas, será:

a x -]- 1) y = c
a X 1) y =: c

Tratemos ahora de resolver este sistema empleando 
los métodos de eliminación que hemos apuntado ante­
riormente.

157. Método de sustitución.—Consiste este método en 
despejar la incógnita gue se desee eliminar en una de las 
ecuacioiies del sistema y sustituir el valor hallado en la 
otra ecuación.

Sea el sistema citado

a xh y — c 
a X-{-b'y = d

Despejando la incógnita x en la primera ecuación 
(152), resulta:

X =
G — by 

a [1]

cuyo valor, sustituido en la segunda ecuación, nos dará:

, c — by 
a'----------^b' y = c

a '2]
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ecuación de primer grado que contiene solamente una. 
incógnita y que forma con la anterior [1] un sistema 
equivalente al propuesto. (138.—Teorema I.)

La ecuación [2] puede prepararse y resolverse como 
se dijo en los números (140 y 141), respectivamente. 
Si efectuamos en esta ecuación las operaciones que'hay 
indicadas, obtendremos:

ac — a'iy-----------------  4- br y = c 
a

Suprimiendo denominadores, nos dará:

a c a b y -\- a 1' y = a c' 

y efectuando la transposición:

ab' y — a b y= a c — a c

de donde, sacando el factor común y, se obtiene:

{ab' — a b} y = a a — a' c

cuya ecuación nos da:

a C — a G 
ab' — a'b

Siguiendo el mismo procedimiento que acabamos 
de señalar, despejando la incógnita y, se obtendría:

be — b' G 
^ = ab — ab

Ejemplo:
Sea el sistema:

4 a: + 2 y = 32
7 x —3 y = 17
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Despejando la incógnita re en la primera ecuación, 
se obtiene:

y 32 —2 ÿ
[1]

Sustituyendo este valor en la segunda ecuación del 
sistema, obtendremos: 

7
32 — 2 y

3 2/= 174

cuya ecuación, preparada y resuelta conforme al pro­
cedimiento ordinario (141), nos da para y el valor 6.

Sustituyendo este valor en la expresión [1], se 
halla: x = 5.

Los valores de las dos incógnitas X ey del sistema, 
son, respectivamente, 5 y 6.

158. Método de igualación.—Consiste este método en 
despejar la misma hicógnita en ambas ecuaciones e igualar 
sus dos valores, con lo que se obtiene una ecuación que 7íos 
dará el valor de la otra incóg^iita 7ió despejada:

Sea el mismo sistema de antes: —

a x -\- b y = c 
a' X —)— b' y = c'

Despejando la incógnita a; en ambas ecuaciones del 
sistema, tendremos:

c — byX =----------- 
a

G' — b' y X =------ -----
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y, por tanto:

c — by e' — b' y 
a a

cuya ecuación, que contiene una sola incógnita, nos 
dará el valor de y.

Suprimiendo denominadores, se tendrá:

a ' c — a b y =^ a c — a b' y

y efectuando la transposición:

ab' y — a b y = a c — a c

de donde, sacando el factor común y, se consigue:

Ça b' — a b} y = a c — a c

de la que se obtiene:

ac' — a c
ab' — ab

Ejemplo:
Sea el sistema:

Cou)____ 6a: + 72/ = 33

Despejando la incógnita a: en las dos ecuaciones, se 
obtendrán:

6

C^7

ÍC =
12 + 2 y

9

3>*<1) JU>* <x>MÍA»
jfZÁj^^tjetf-t^ '^..‘ic^^
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que igualando estos dos valoi’es, se obtiene: 
ae. x oc

33 — 77/ 124-2^
6 9

ecuación con una sola incógnita, que resuelta nos da 
para y el valor 3.

Sustituido este valor en cualquiera do los dos que 
se han obtenido anteriormente para x, se tiene: X = 2,

159. Método de reducción.—Consiste este método, que 
también se llama de sumas y restas, en hacer que la 
incógnita que se quiera eliminar tenga igual coeficiente en 
las dos ecuaciones del sistema, para lo cual se multiplica 
cada una de éstas por el coeficiente que tenga dicha incóg­
nita en la otra ecuación, y después las ecuaciones que asi 
resulten se restan o suman, según que los términos que 
contengan la incógnita que se ha de^ eliminar, sean del 
mismo signo o de signo contrario.

Refiriéndonos al mismo sistema:

a x-[ b y — c

a' X 4- b' y — c

que venimos estudiando, podremos hacer que los tér­
minos que contengan la misma incógnita x lleven igual 
coeficiente en las dos ecuaciones, multiplicando la pri­
mera de éstas por a y la segunda por a.

Procediendo asi obtendriamos:

a {a x)4" ^^''^' y '— ^ (^
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Como los términos que contiene la incógnita x están ' 
afectados del mismo signo, si de la segunda restamos 
la primera, se tendrá:

a b'y — a 1) y = a c — a'c

de donde, sacando el factor común y, se consigue:

{ab' — a b) y — a c — a c

cuya ecuación, con una de las dos del sistema propuesto, 
forma otro sistema equivalente a él. (154.—Teorema II.)

Resolviendo la última ecuación, se obtiene:

a c' — a a 
y = ab —ab

y siguiendo el mismo procedimiento, si elimináramos 
la incógnita y en el sistema dado, se obtendría:

be — b' e 
a b — a b

160, Reducción al mínimo coeficiente.—Cuando los 
coeficientes de la incógnita que se quiera eliminar con­
tengan factores comunes, puedo obtenerse la reducción 
al mismo coeficiente de manera que éste sea el menor 
número posible, lo que se consigue de este modo:

Se halla el mínimo común múUiplo de los coeficientes 
de la incógnita en las dos ecuaciones propuestas y se mul­
tiplica cada una de éstas por el cocié'nte de dividir el mí­
nimo común múltiplo hallado por el coeficiente que en ella 
tenga la referida incógnita.
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Asíj en el sistema:

12x + 16y = 78

18x— 5?/ = 62

Como los coeficientes 12 y 18 de la incógnita x, que 
deseamos eliminar, tienen factores comunes, hallaremos 
-el mínimo común múltiplo de dichos coeficientes, que 
es 36. Multiplicando la ecuación primera por el cociente 
36 : 12 = 3 y la segunda por el cociente 36 : 18 = 2, 
se obtendrá:

36 x+45 y = 234

36x - lOy = 124

Restemos miembro a miembro estas ecuaciones y se 
conseguirá:

45 y + 10 y = 234 - 124

de cuya ecuación se deduce:

55^ = 110

o bien:

110

Eliminemos la incógnita y en el sistema propuesto, 
y como quiera que el mínimo común múltiplo de los
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coeficientes 15 y 5 es el primero de estos números, bas­
tará para efectuar dicha eliminación que multiplique­
mos la ecuación segunda por el cociente 15 : 5 = 3, y 
nos dará el sistema:

12x4-15y= 78

54,x —15y = 186

Sumando estas ecuaciones, se obtiene:

12 x 4- 54 x = 78 4- 186

de la cual: .

66 x = 264

que nos da:

264

La solución del sistema propuesto es x = 4, y — 2,

161. Comprobación de ias soiuciones.—Resuelto ya 
un sistema de ecuaciones, debemos comprobar los resul­
tados que se hayan obtenido, para tenor la certeza de 
que son los verdaderos, lo cual se consigue sustituyendo 
en todas tas ecuaciones det sistema cada incógnita por sif, 
valor hallado, y efectuando después las operaciones indica­
das, las ecuacio7ies se reducirán a idetiUdades.

Ejemplo:
Tengamos el sistema:
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4 a: — 3 y = 11
209

6 a: -j- 2 y = 36

Si resolvemos este sistema, se obtiene para x el 
valor 5 y para y el valor 3. Sustituyendo en las dos 
ecuaciones propuestas cada incógnita por el valor obte­
nido para la misma, se tendrá:

4.5 — 3.3 = 11

6.5 + 2.3 = 36

que, efectuando las operaciones indicadas, las convier­
ten en las identidades

11 = 11

36 = 36

La solución x = ó e y = 3 verifica el sistema pro­
puesto.

162. Sistema de 7i ecuaciones de primer grado con 71 
incógnitas. Todo sistema de w ecuaciones con otras 
tantas incógnitas, puede transformarse en otro equi­
valente que tenga una ecuación menos y una incógnita 
menos,■ lo cual se consigue eliminando una misma 
incógnita entre la ecuación más sencilla y cada una de 
las otras.

Obtenido asi un sistema equivalente al propuesto, 
que estará formado por n — 1 ecuaciones y 72 — í 
incógnitas, se aplica el mismo procedimiento y se 
obtendrá otro sistema equivalente de w — 2 ecuaciones 
con 71 — 2 incógnitas.

14
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Continuando del modo expuesto, se llegará a una 
ecuación final con una incógnita.

Resolviendo esta ecuación se obtendrá el valor de 
la única incógnita que contiene, cuyo valor se susti­
tuye en una ecuación del sistema anterior, que tiene 
dos incógnitas, y resolviendo esta ecuación se tiene el 
valor de la otra incógnita.

Los valores hallados para las dos incógnitas se sus­
tituyen en una de las tres ecuaciones con tres incóg­
nitas del sistema anterior, cuya ecuación dará el valor 
de otra incógnita, y así sucesivaraente, hasta obtener 
los de todas.

Ejemplo;
Resolver el sistema

2.^4-3y + 4^ = 28

3íc-}-2y-]-5^=:33

6 rr — 4 y -j- 3 g = 22

Eliminando la ¿c entre la primera ecuación y la se­
gunda y después entre la primera y la tercera, se obtie-. 
ne el sistema:

5 2< 4- 2 = 18

26 y H- 18 g = 124

Eliminemos ahora la incógnita y en este sistema y 
se obtiene la ecuación:

90 g — 52 g = 620 — 468

o sea:

38 ^ = 152
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de donde

áí = 4

Sustituyendo este valor en la primera ecuación del 
sistema anterior, nos da:

5y + 8=18

de donde

Y sustituyendo los dos valores hallados, en la pri­
mera ecuación del sistema propuesto, se tiene:

2 ¿r 4- 6 + 16 = 28

de la cual se obtiene:

a: = 3

La solución del sistema que hemos resuelto, es:

« = 3 y —2 ^ = 4_

163. Procedimientos especiales.—En algunos casos 
no es lo más conveniente emplear los métodos de eli­
minación que se han expuesto anteriormente, pues la 
práctica en la resolución de ecuaciones señala procedi­
mientos especiales que facilitan el cálculo, abreviándo- 
io; pero estos procedimientos no están sujetos a reglas 
determinadas, porque su aplicación depende de la natu­
raleza de las ecuaciones deí sistema y su conocimiento 
se adquiere con la práctica.
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Sea, por ejemplo, el sistema

y .}- z = 5

«í + íc = c

el que tengamos que resolver.
Si sumamos las dos primeras ecuaciones y de la 

suma restamos la tercera, se obtendrá:

2 y = « + & — c

de donde
« + 6 — c

Sumando la primera ecuación a la tercera y restan­
do la segunda, se tiene:

2 x — a -}- c — b

de la que

a + G — b

Y, finalmente, si sumamos las ecuaciones segunda 
y tercera y del resultado restamos la primera, se con­
sigue:

2 is = b -\- c — a

que da:

6 -j- c — a
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EJERCICIOS

Resolver los sistemas de ecuaciones:

j5a: + 22Z = 47
| 2 a:— y=S

( 4 a:— y — 26
pa; + 5y = 31

qo J2a;— 2Z = 12
* I 7 a: — 3 y = 41

1 3 x—12 y = — 3
j 5 a:— 8y— 7

5.’

6.”

7?

8.°

j 3 y -j- 4 a == 12 - 
j 6 2/ — 6 2í = 1 

j 12 2/ — 5^ = 131 
| ^ y 4~ 3 ^ = 46

| 2 a; + 6 2/ = 105
I 25 a; — ^ y = 29

j 7 y — 3 g = — 54 
j2y + 2e= 96

Í 2 a: + y + z— 3 
9.” 2a; + 3y + 5^ = ll

j x — 5 y + 5 g = 29
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Í líc — 4: y — 3 2 = 17 
10. ) íc — 2 y— ^— 2 

j 3 re 4~ y + 2 — 33 

i 3 re— 2/4- 2= 12
11. 5re — 2y — 22= — 15 

( 2 re + y — '2= 3 

Í 3 re 4" 3 y 4“ ̂ 0 2 = 18 
12. ' y— re— 2 = — 17 

( 4 re— y-\- 2= 36

Í 2re4'^^ — 3¿!=:12
13. /Tre — 2 y 4- 4 ^ = 4 

1 6 re 4“ 3 2/ — 2 2 = 10

l 22 re— 3y— ^ = 12
14. ) 20 re 4" y 4“ ^ = 10 

j 3 2/— 26 re — 2 ^ = 45 

Í 6rc — 8 y — 6^=10
15. ) 3 y — 2 re 4“ ^ — 0

( 3rc — 2 y -\- 6 2 = 21 

/ 3 u 4- 3 re — 2 2/4“ ^ = 1^ 
j 3 u 4- 2 re 4“ y — 2 2 = 18 
j4w — 5 re 4“ 3 y 4- 2 = 10

5 M -4 2 re — 6 2/ 4- 3 ^ — 11

111.—Sistemas oon diferente número de incóg­
nitas que de ecuaciones

164. Sistemas con más incógnitas que ecuaciones.— 
Para resolver un sistema de m ecuaciones de primer 
grado con m ~[- n incógnitas, se procede del mismo
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modo que se ha indicado (162) en un sistema con tantas 
ecuaciones como incógnitas, pero la ecuación final que 
se obtenga tendrá más de una incógnita y cada una de 
sus soluciones (162), al ser sustituida en una ecuación 
del sistema anterior, y los valores obtenidos al susti­
tuirlos en otra del sistema que le precede, y asi suce- 
civamente, nos dará una solución del sistema que se 
trata de resolver. Ahora bien; la ecuación final tiene 
infinitas soluciones y, por tanto, las m ecuaciones del 
sistema admiten infinitos sistemas de valores para sus 
m -j- n incógnitas, y, por consiguiente, el sistema pro­
puesto será indeterminado.

Ejemplo:
Sea el sistema:

3 u + 3 a: — 2 y + ^ = 12

3w4“2íc + 4y — 2 jg = 18

— 5 a; + 3 y-j- .^ = 10

Eliminando la incógnita u, se tendrá:

— íc 4“ 6y—3 2!= 6

21 x — 17 y + 2! = 18"

de cuyo sistema, eliminando ¿c, obtendremos la ecuación

145 y — 80 z= 180

de donde

180 4- 80
2/ = 145
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Demos a la incógnita g un valor arbitrario, por ejem­
plo, el 5, y obtendremos:

y — ^

Sustituyendo estos dos valores de ^ y de y, en la 
primera ecuación del sistema anterior, tendremos:

— £ií-|-6.4 — 3.5 = 6

de la que se obtiene:

a: = 3

Sustituyendo los tres valores obtenidos en la pri­
mera ecuación del sistema propuesto, nos dará:

3^4-3.3 — 2.4 + 5== 12

que resuelta, da:

w = 2

Hemos obtenido, dando a á^ el valor arbitrario 5, 
una solución al sistema; pero a cada nuevo valor que 
diéramos a dicha incógnita, procediendo como queda 
indicado, obtendríamos una nueva solución del sistema.

165. Sistemas con más ecuaciones que incógnitas.— 
Para resolver un sistema de m + n ecuaciones con m 
incógnitas, se despejan éstas en igual número de ecua­
ciones; se sustituyen los valores obtenidos para las 
incógnitas en las n ecuaciones restantes, y el sistema 
propuesto será determinado o imposible, según que estas 
ecuaciones se verifiquen o no para dichos valores.

Esas ecuaciones que no se utilizan para determinar
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Îos valores de las incógnitas y sí sólo para ver si estos 
valores las verifican, se denominan ecuaciones de con­
dición.

Ejemplo:
Sea el sistema:

2 a;-}- y = 12

3 a: — 3 y = 9

4 a: -|- 9 y = 24

Resolviendo el sistema formado por las dos prime­
ras ecuaciones, se obtiene:

6a:-|-3a; = 36-|-9
de la cual:

a; = 5

y después obtendríamos:

y — 2

Sustituyendo estos valores en la última ecuación, se 
transforma en:

4.5-[-2.2 = 24 -

Y como esta ecuación se verifica, la solución hallada 
lo es del sistema propuesto.

EJERCICIOS

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

Í 3 a: -j- 5 y 4" 1 ^ = 29
1 4a:-4-4y-}-3^ = 26
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Í 4 ¿c + 3 ^ + 2 ^ = 32
2-° I 3a; + 22/ + 5^ = 69

Í 2 a; + 3 7/+ 4 ^ = 37
^' | 4 a; -j- 7 y— 2'= 46

1 7 a; — 4 ?/-j-5 á* + 2 74 = 58
4.® j 3 a; + 5 y + 3 2‘ — 4 « = 40

I 4a; — 37/4~2^4~3w = 38

i a; + 2/= 12
5? < ic — y=8

J a;-|“ 19 ^ = 48

J a; + 2 2/= 23
6,0 < 3 a;-j- y — 14

I 2 a;— y = 1

i 2 a; + 9 y = 21
7.® 7 a; — 2 ?/= 11 

f 9 x + ¿/ = 32

IV. — Inecuaciones y limitaciones cie primer 
grado

166. Desigualdad.—Se llama desigualdad la expre­
sión de dos cantidades, tales que la una sea mayor que 
la otra.

Así, las expresiones:

iï -j- 3 ^> fl -j- 1 m — 6 c^m

son desigualdades.
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167 Transformaciones que puede experimentar una 
desigualdad.—La proposición evidente que dice: siempre 
^ue A > B, se verificará A — B > 0, nos sirve de fun­
damento para demostrar las siguientes propiedades:

1.^ Una desigualdad subsiste si a sus dos miembros se­
les adiciona o resta una misma cantidad.

En efecto; sea la desigualdad:

A> B

En virtud del principio citado,

A — B>0

y de aquí tendremos:

(A ± m) — (B + m) 0

o bien:

A ± m > B + m

Aplicación.—En una desigualdad se puede pasar 
un término do un miembro a otro, sin más que cam­
biarle el signo a dicho término. Esta transformación 
equivale a sumar o restar a los dos miembros una misma 
cantidad.

Ejemplo:
Sea la desigualdad

4_j_7_2>8

Si le adicionamos el número 2 a los dos miembros de 
esta desigualdad, se convierte en

MCD 2022-L5



220 j. FENOLLOSA

Si a la primera desigualdad le restamos a sus dos 
miembros el número 7, nos dará:

4 — 2 > 8 — 7

2? Una desigualdad subsiste si se multipliean o dividen 
eus dos miembros por una misma cantidad positiva. 

En efecto: sea la desigualdad

A> B

«e tendrá:

A —B>0

de donde:

Aw — B m^ 0

o bien:

A w > B m

Como dividir una cantidad por m equivale a multi- 

pilcaría por ----, si
m

>B

tendremos:

m m

o bien:

A >_^ 
m m

Si la cantidad por que se multiplican o dividen los
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dos miembros de la desigualdad fuese negativa, la des­
igualdad cambia de signo.

Así, en la desigualdad

A >B

si multiplicamos o dividimos sus dos miembros por
— m, se tendrá:

— Am<Z — B w A _A.
W W

Aplicaciones,—Esta propiedad que acabamos de de­
mostrar nos permite efectuar las dos transformaciones 
siguientes:

1 .® Guando algunos de los términos de una des­
igualdad sean fraccionarios se puede hacer desaparecer 
los denominadores, multiplicando^ los términos de la 
desigualdad por el producto de todos los denominado­
res o por el mínimo común múltiplo de éstos.

Ejemplo:
Sea la desigualdad

5 . 2— >4-------
9 3

multiplicando todos los términos de la desigualdad 
por 9, mínimo común múltiplo de 9 y 3, obtendremos 
la desigualdad

45 + 5 > 36 — 6

que no tiene términos fraccionarios.
2 .“' Se pueden cambiar los signos a todos los térmi­

nos de una desigualdad, cambiando también el signo
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de la misma. Esto equivale a multiplicar los dos miem­
bros por — 1.

Ejemplo:

4 q
-3 + ->2_7 + - 

se transforma en

168. {necuación.—Una desigualdad en la que inter­
vienen una o más cantidades desconocidas o incógnitas, 
recibe el nombre de itiecuación.

Resolver una ineGuaciÓ7i es hallar los límites de los 
valores de las incógnitas.

169. Preparación de inecuaciones,—Es evidente que 
en una inecuación con una o más incógnitas, se pueden 
efectuar las mismas transformaciones que acabamos de 
indicar para las desigualdades, lo cual nos permite sen­
tar que las inecuaciones se preparan lo mismo que las 
ecuaciones, mediante las operaciones ya indicadas (140).

Ejemplo:
Preparar la inecuación

4^ + ^>Y + 2x

Quitando denominadores, se obtendrá:

84 x -f 14 > 12 x + 42

Haciendo pasar los términos que contengan incóg-
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Bitas al primer miembro y las conocidas al segundo, 
se tiene

84 re — 12 íK > 42 — 14

y efectuando la reducción de términos semejantes, se 
obtiene la inecuación

72 íc > 28

ya preparada.

170. Resolución.—Después de haber efectuado las 
operaciones de preparación que hemos mencionado, una 
inecuación tomará una de estas formas:

A íc > B Aíc<B

y en virtud de la propiedad demostrada anteriormen­
te (167-2.^), podremos dejar sola la incógnita en un 
miembro, dividiendo los dos de la inecuación por el 
coeficiente de ¿r, cuya transformación nos dará, respec­
tivamente:

B B
a: > —y- x <-—A A

Luego todo valor de la incógnita, mayor o menor 
-que un cierto límite, verificará la inecuación.

Ejemplo: ‘
Resolver la inecuación

5a; —— >42-l-3a:
2

IMÍultiplicando todos los términos por 2, nos dará:

10 re — a;>84-j-0a;
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y transponiendo términos:

10 a: — x — 6íc>84:
o bien:

de donde
3a;>84

a: [> 28

Lo cual nos dice que cualquier número mayor que 
28 verificará la inecuación que hemos resuelto.

171. Limitación.—El conjunto de dos inecuaciones^ 
que se verifican en sentido contrario y que tienen ,los 
dos primeros miembros, o los segundos, comunes, re­
cibe el nombre de limitación.

Así, las inecuaciones

3 a: + 4 > 13

3 a: 4-4 < 22 

forman una limitación, que podremos escribir en la 
siguiente forma:

22>3a; + 4>13

172. Resolución.—Una limitación se resuelve ope­
rando con cada una de las inecuaciones que la forman,, 
que, resueltas, nos dan para la incógnita dos límites, 
uno superior y otro inferior.

Asi, al resolver la limitación del ejemplo anterior,, 
obtendremos:

a; > 3 a: < 6
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Problema.—Determijiar un número entero, de tal szter- 

te, que su quintuplo sea mayor que su triplo más 4, y me- 
7wr que su cuádruplo más 6.

La limitación que plantea el problema es:

4: x -j-6>5íc>3a;-j-4

y resolviendo las dos inecuaciones que comprende

5 x > 3 a; 4- 4

5 a; < 4 a: -j- 6

se obtiene, respectivamente:

x>2 a: < 6

La condición que impone el problema es, que el 
número que se busca sea entero,' luego la solución será: 
a; = 5, a: = 4, a: = 3.

EJERCICIOS

1. Resolver las inecuaciones siguientes: 

o
V 4a;+2>-4-7 —

4 6

6 3 6'^12

a . 4 a: 4 
^' 2 a; 4- -— > 3 x + —

3 8
15
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2 . Resolver las siguientes limitacione?-:

1/ 4x + 4>36>2x + 8

2 .a 5x + —>25>4 + 3
3

3 .a 4x + 12<5x<4x + 2

Y
4? 12 + — <x<2x — 20

6* 4+ ;^+x < 3 x < 2 x + 19
12 o
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CAPITULO III

ECUACIONES CUADRÁTICA Y BICUADRADA

L—Ecuaciones de segundo grado

173. Ecuaciones completas e incompletas y sus for­
mas generales.—Ya se ha dicho (138) que una ecuación 
es de segundo grado cuando es 2 el mayor exponente de 
la incógnita.

Una ecuación de segundo grado con una incógnita, 
después de preparada, según la regla expuesta anterior­
mente (140), no puede contener más de tres términos: 
uno con x’, otro con x y otro conocido, independiente 
de la incógnita.

Llamando a al coeficiente de x’, & al de x y c al tér­
mino independiente de la incógnita, la ecuación tomará 
la forma general:

ax’ + &x + c = 0

en la que a, 6 y e pueden representar cantidades enteras 
cualesquiera, pudiendo ser 5 y c positivas o negativas. 
Respecto al signo de a, siendo conveniente que ésta sea 
siempre positiva, cuando no lo fuera, podría conseguir-
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se fácilmente cambiando los signos a todos los térmi­
nos de la ecuación, lo que equivale a multiplicar su» 
dos miembros por — 1.

Cuando la ecuación consta de los tres términos ex­
presados, no faltando ninguno de ellos, se dice que la 
ecuación es completa, y en caso contrario, que es irusom- 
pleia.

Las formas generales de las ecuaciones incomple­
tas son:

« X® + c = 0 « X^ -f- ô x — 0

174. Resolución de la ecuación completa.—Sea la 
ecuación:

ax2-l-&X + c = 0

Pasando c al segundo miembro, so tendrá:

a X^ + bx = — o

Multiplicando sus dos miembros por 4 a, tendremos:

4: a^ X^ + 4: a b X = — 4 a c

pero observemos que el primer miembro de la ecuación 
se compone de los dos primeros términos del trinomio

4 a^ X^ + 4 a b x + b^ = {^ a X + by

luego agregando b^ a los dos miembros de la ecuación, 
el primero se convertirá en un cuadrado perfecto, y la 
ecuación en
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o lo que es igual:

.(2ax + 6)’ = &’ —4ac

y extrayendo de ambos miembros la raíz cuadrada;

2ax4-6 = ± y^b^ — 4: ac

de la cual

2 a x = — b ± y^68 — 4 a c

y, por consiguiente,

„_  —b iyb^ — 4ac

fórmula que da para x dos raíces o soluciones, que si 
separamos sus valores y los representamos por x' y 
por x", se tendrá:

V^* — 4: a c — b — yb^ — 4: a c a— _____------- ---------------
2a 2a 

que verifican la ecuación.
La interpretación de la fórmula obtenida conduce 

a la siguiente
Regla.—Para resolver un.a ecuación de segundo grado 

con una sola incógnita, se prepara reduciéndolo a la forma 
ax’ + bx + c = 0, y entonces se halla el valor de dicha 
incógnita, formando una fracción que tenga por numerador 
el coeficiente del segundo término con signo cambiado, 
aumentado o disminuido en la raÍ2! cuadrada de la dife­
rencia entre el cuadrado de dicho coeficiente y el cuádruplo
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p^’oducto de los coefieientes de los términos extremos, y por 
denominador, el duplo del coeficieiite del primer término.

Ejemplo ilustrativo;
Sea la ecuación:

6
5 a; + 13 = —

X

que preparada se reduce a ^ ’ "^ ir

5 a:®-j- 13 a; — 6 = 0

y aplicando la regla anterior:

_ — 13 ± /13’ + (4.6.6) 
“276 

de la cual obtendremos las dos raíces;

, 13 + 1/169 + 120 —13 + /289 
10 ” 10 “

— 13 + 17 4

Cuyos dos valores verifican la ecuación propuesta.

175. Casos particulares de la fórmula.—En algunos 
casos la fórmula general puede simplificarse, como ocu­
rre en los que exponemos a continuación:

1.® Cuando el coeficiente b del segundo término es par.
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Sea la ecuación:

i a íc^-h ^ ^ + <5 = 0

i Si el coeficiente del segundo término contiene el
! factor 2, hagamos:

í 6 = 2Z)'

1 y la ecuación torna la forma:

fltíc’4-2ó'íc-j“C = 0

J Aplíquese la fórmula general, y dará:

K __2y± /46'’ — 4 « c
X=---------- —------------

¿a

t y sacando el factor común 4 de los dos términos que se
1 hallan debajo del radical:

_ — 2 b' i.V4z{b'^—a c) _ — 26'±2|^6'» — ae 
2a 2a

y dividiendo los dos términos de la fracción por el 
codivisor 2:

— 5' + V^&'’ — a c X =------------------------

^ cuya fórmula es de aplicación más ventajosa que la
■ dada anteriormente (174), al mismo tiempo que por su
* parecido con ella facilita su recordación.
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Ejemplo:
Resolver la ecuación:

2a?4---- = —8
a;

quitando denominadores se convierte en:

2a;2 + 6 = — Sa:

y verificando la transposición del término — 8 a?, nos da:

2 a* + 8.a: + 6 = 0

ecuación ya preparada.
Aplicando la fórmula obtenida últimamente, ten­

dremos los dos valores:

_ —44-/4’ — 12 . —4+Vr —2 
2 2 2 ^

— 4 — /4’-12 -4-2 -6

Los valores — 1 y — 3 verificarán la ecuación pro­
puesta.

2.® Cuando el coeficiente del primer término es la 
unidad.

Sea la ecuación:

a;’ + Z>a; + c = 0

en la que el coeficiente del primer término es la unidad.
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Aplicando la fórmula general (174), obtendremos:

— ô±|^62_4g ^ . iZ ^2— 4c5= _ ^ =

Ejemplo:
Resolver la ecuación:

— =» _ 6 
ÍK

Quitando denominadores, se obtiene:

a;’ 4“ ^ ~ — 6 í^
de donde:

a?4~^^ + 9 = 0

y aplicando la fórmula que acabamos de obtener, nos 
dará los valores de la incógnita

Q 3 — 9 = — 3

6
2 9 9 = -3

La solución será:

a:' = a:'' == — 3

que satisface la ecuación propuesta.
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176. Resolución de las ecuaciones incompletas.—He­
mos visto que las ecuaciones incompletas de segundo 
grado podían tomar una de estas dos formas:

fl x^ 4“ c = 0 fl a;2 -j- ^ '^ = 0

De la primera de estas ecuaciones se deduce:

a x^ = — c

de donde

C

a
'^2

que nos da:

C

a

Esta expresión de x comprende las dos raíces

X a

y cuyas soluciones se hubieran obtenido igualmente 
aplicando a la primera de las ecuaciones propuestas la. 
fórmula general (174).

De la ecuación

a 0^ -\- b x — 0

se obtiene, separando el factor común x, la ecuación

x (a x -j- b) = 0
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cuyo primer miembro puede reducirse a cero de dos 
modos: por ser

a: = 0

y también por ser

a a; + & = 0

de la cual se deduce:

b 
x —-------

a

Estos dos valores obtenidos para x satisfacen la 
ecuación, y se hubieran podido obtener aplicando a 
dicha ecuación la fórmula general.

177. Relaciones sobre los coefícientes y las raíces.— 
Si sumamos los dos valores de x contenidos en la fór­
mula general (174):

, —b 4- — 4ac „ —b — l^ó® — 4ac a:' = *—L- x" — — — 

/ , , — b A-Vb^ — 4a c 1 —b—1^62 — 4ac a? + »’ = '\ +    = 2a 2a 

— è Vó’ — 4 a c — b — }^b^ — 4ac ^^ 
2a 2a 

■^b 
a

cuya interpretación manifiesta que:
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La suma de las raíces de la ecuación de segundo grado 
^s igual al coeficiente del segundo término con signo cam­
biado, dividido por el coeficiente del primero.

Si multiplicamos valores de x y ¿c’:

Æ X ÍC” = (— b -j- y b^ — 4 « c) y - — b —y~^ — 4ac
2 a 2 a

_ (—ó-{-1^6’ —4 a c) (—b — V b^ — 4 « c) 
2 a X 2 a

y como el producto de la suma de dos números por su 
diferencia es igual a la diferencia de los cuadrados de 
dichos números (41):

(— 6-4~ V^’ —4 a c) (—b—Vó’ —4 a c) — 

«4- 52 _ (/¿í _ 4 « c)2 = 4- 62 _ (63 —4«c)

Se tendrá, pues, que:

(— 6 + V^’ — 4 a c) (—b — yb^ — 4 a c) 

6’ — {b^ — 4flc) b^ — b^-[-4ac 4ac c 
4 «3 4^2 4^s ^

Lo que nos dice que a:' X ^’ = ~) Q^® traducido al 

lenguaje ordinario, dice:
El producto de las raíces de la ecuación de segundo 

grado es igual al término independiente de la incógnita, 
dividido por el coeficiente deiprimero.
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En el caso de que el coeficiente del primer término 
sea la unidad

£C + ÍC' = —^ = — ^ ÍCX^'=’^=<’

178. Aplicaciones prácticas.—De las relaciones que 
hemos establecido entre las raíces y los coeficientes, so 
deduce que siempre que se conozcan la suma y el pro­
ducto de dos cantidades, pueden hallarse éstas resol­
viendo una ecuación de segundo grado en la que el 
coeficiente del primer término sea la unidad, el del se­
gundo término la suma conocida con signo contrario^ 
y el término independiente el producto dado.

Ejemplo ilustrativo:
¿Cuáles son Jos números que sumados dan 23 y que 

multiplicando el imo por el otro dan de producto dl2?
La ecuación será: 

a;2 _ 23 a: + 112 = 0 

y las dos raíces de la ecuación: 

23 + /529 — 448  23 -f- /8Ï 23-  
2 2 2

= — = 16 
2

„ 23—1/8? 23—9

Los números pedidos son 16 y 7.
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EJERCICIOS

1. Resolver las ecuaciones siguientes:

a;2 — 9 x 4“ 20 = 0

x^ — 11 4- 28 = 0

12 íc2 4- 20 = 0

4 íc’ 4~ 10 ~ 0

(x 4- 1) (íc 4- 3) = o

r
nx^— •— = m x^ 

‘ S

x'^ — 26 a; 4~ 108 — 0

a;2 4~ 2 re— 120 = 0

7 x^ — 4 re = 0

re (re 4“ « ^) = 0

x^ 4~ "^ í^ = — 0

3
4 4- —= re 4-12 

re

2. Indicar de qué clase son y qué signo les corres­
ponde a las raíces de las ecuaciones siguientes:

re^ — 12 re 4“ 14 = 0 re® — 3 re 4~ ^ = 0

re® — 4 re 4“ 0 = 0 3 re® — 9 re 4~ ^ = 0

re® — 8re + 5 = 0 6re®4~0re4“7 = 0

II.—Ecuación bicuaclrada

179. Forma general.—Una ecuación se llama’ bicua­
drada cuando después de verificar las operaciones de 
preparación, toma la forma:

a re^ 4~ ^ ^’+ <^ = 0
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La ecuación bicuadrada es, pues, de cuarto grado y 
contiene solamente los términos de grado par.

180. Resolución.—Si en la ecuación

hacemos a;’ = y, se verificará x^ = y^, y entonces la 
ecuación tomará la forma:

«2z’ + &y + c = 0

o sea la de una ecuación de segundo grado.
Al resolver esta ecuación (174), se obtiene:

_  —b^yb^ — 4ac
2 a

q[ue, como sabemos, comprende dos raíces.
Ahora bien; siendo:

x^=^y

se verificará que —

íc = ± KV"

en cuya igualdad, si sustituimos el valor que hemos 
obtenido anteriormente para y, se tendrá:

^=:+j/^—b— yb^ — 4 a c
2 «
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cuya fórmula comprende cuatro valores para rr, que 
separados son:

a; = 4“ 1/ —^ ~|~ 1^^* ^ ^^
2a

Por lo tanto, la ecuación bicuadrada admite cuatro’ 
raíces iguales dos a dos y de signos contrarios.

Ejemplo:
Resolver la ecuación:

4 íc^ — 17 pj^ -{- 4 = 0

Haciendo œ^ = y, la ecuación propuesta toma la 
forma:

41/’ — 17 ?/ -f- 4 >^ 0

que resolveremos como se dijo al tratar de las ecuacio­
nes de segundo grado (174), obteniendo:

y=^
17 + /17^ ~ . 4.4  n±15

2.4 8

que nos da para y las soluciones 4y —-; luego las raíces
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de la ecuación propuesta serán las cuatro siguientes:

x = 2 x — — 2

1 1
X =----

2

EJERCICIOS

1. Resolver las ecuaciones que a continuación se 
expresan:

íc4 —13íc2+ 36 = 0

a* — 20 rz:2 _j_ 54 0

y;^ — 29 .^2 + 100 = 0

íc< — 17 ír2 _ 10

a:"^ 4~ 8 ^2 = 20

i6
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PARTE COMPLEMENTARIA

PROGRESIONES Y LOGARITMOS

CAPÍTULO PRIMERO

PROGRESIONES

I .—Progresiones aritmótioas

181. Definiciones.—Peogeesión aritmética o por dife­
rencia es una serie de cantidades tales, que la diferencia 
entre dos consecutivas es constante. Esta diferencia recibe 
el nombre de razón de la progresión.

Términos de una progresión son las diversas canti­
dades que la forman.

182. Progresiones crecientes y decrecientes.—Una 
progresión es creciente cuando cada uno de sus términos 
es algóbricamente mayor que el que le precede; en este 
caso la razón es positiva.

Así, la serie de números 5, 9, 13, 17, 21..., es una 
progresión aritmética creciente y la razón es 4.

Una progresión es decreciente cuando cada uno de 
sus términos es algóbricamente menor que el que le 
precede.

MCD 2022-L5



244 J. FENOLLOSA

Así, la serie de números 13, 9, 5, 1, 3, 7.^..,,
es una progresión aritmética decreciente cuya razón

Las progresiones considóranse generalmente limi­
tadas por dos términos que reciben el nombre de Or­
minos extremos, primero y último; pero no obsta para 
que otras veces se consideren ilimitadas, a partír de un 
término, el primero, o doblemente indefinidas.

Así, por ejemplo, la serie numérica 1 .2.3.4.5...,. 
es una progresión ilimitada.

183. Notación.—Indicase que varias cantidades for­
man progresión aritmética, colocando antes de la pri­
mera el signo 4-, que se lee como, y entre cada dos d& 
ellas un punto ortográfico, que se lee es.

Así, las dos progresiones que hemos mencionada 
anteriormente, las indicaremos de este modo.

_ 5.9.13 . 17.21..., creciente, y la razón 4.
-4-13.9.5.1. — 3. — 7..., decreciente, y la razón—4^

Se leen diciendo: como 5 es a 9, es a 13, es a 17, etcé­
tera, la primera; como 13 es a 9, es a 5, es a 1, es a — 3,. 
etcétera, la segunda progresión.

Cuando quiera indicarse de una manera general 
una progresión, represóntense sus términos por una 
misma letra, afectándola de subíndices, do manera que 
cada uno indique el lugar que el término ocupa en la 
progresión.

Así:
-r íZj^ . (72 ■ í7g • a^ a^

en la que el tercer término va afectado del subíndice S' 
y la cantidad ¿)!n indica que es el termino enésimo de la. 
progresión.
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184. Término general.—En toda progresión aritmética 
un término cualquiera es igual al primero, más tantas 
veces la razón como térmÍ7ios le precede7i.

Sea la progresión:

" > ' a^ • ^2 • ^3 • ¿^4 • ^3 ♦•• dn

y llamemos r a la razón.
Según la definición de progresión (181), el segundo 

término se formará adicionando al primero la razón, 
y así:

«2 = «1 + ^'

El tercero es igual al segundo, más la razón:

«3 = «J H- »*

y sustituyendo en esta igualdad el valor de «2 obtenido 
on la primera:

^3 = «2 + ’’ = % + ^' + ^' = «i + 2 r

El cuarto término de la progresión es igual al ter­
cero, más la razón: —

«4 = «3 + r

y sustituyendo en esta igualdad el valor de a^ ya obte­
nido en la anterior, se tendrá:

«4 = «8 +’’= ^1 + ^ + í” + r = «1 -j-3 r

En general, el término «„ que ocupa el enésimo
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lugar de la progresión tiene, antes que él, n — 1 tórmi- 
®o®» y P®^ ^® tanto:

«M — «1 + (n — l)r [1]

Problema.—Hallar el noveno término de una pro­
gresión por diferencia, sabiendo que el primero es 3 y 
la razón es 4.

Aplicando la fórmula anterior, nos dará:

^_34_(9_l)4=x36

185. Consecuencias.—1.® En virtud de la fórmula. 
[1], podremos expresar la progresión

¿Xj^ • ¿^2 • ^^ • ^4 ••• ^n

bajo la siguiente forma:

¿- «1 . «1 + r • «# + ♦*..... % 4“ 0^ — ^) ^

2.® Por medio de la fórmula [1] podemos determinar 
una cualquiera de las cantidades «j, «„ y r, cuando se 
conocen las otras dos. En efecto, si en la expresión

«o =» «1 4-(n — l)r

pasamos (n — 1) r al primer miembro, tendremos:

«B — (« — l)r— ai

lo que nos dice que el primer término de una progresión 
creciente es igual al último menos tantas veces la raeón 
como términos menos uno tenga.
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Problema.—¿Cuál será el primer término do una 
progresión que consta de 7 términos, sabiendo que el 
último es 27 y que la razón es 2?

Aplicando la fórmula anterior so tiene:

«1 = 27 — (7 — 1) 2 = 15

3 .* Si en la indicada fórmula [1] pasamos ai al pri­
mer miembro y luego dividimos los dos por « — 1, se 
obtendrá:

------- — = r
n — 1

cuya interpretación es la siguiente: la razón de una pro­
gresión aritmética es igual al cociente de dividir la dife­
rencia de los términos extremos por el número de sus térmi- 
mos menos uno.

Problema.—Hallar la razón de una progresión arit­
mética que consta do 5 términos, siendo el primero 8 
y el último 26.

26 — 8 9
’’ = = — = 4‘55 — 1 2

La progresión será.

~ 8,12<6.17.21‘5.26“

4 .* También puede obteners© de la repetida formu­
la [1] el valor de n en función a^, «n y r. 

Pasando «^ al primer miembro, se tiene:

«a — «1 = (w — 1) r 

d© donde:

On a^ 
----------= n — 1r
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y de ésta se obtiene:

«n — fl'l , .n -- ------------- p 1
r

lo cual manifiesta que el número de términos de una pro­
gresión aritmética limitada es igual al cociente gue resulta 
al dividir la difere^icia de los términos extremos por la 
ramón, aumentado en una unidad.

Problema.—¿De cuántos términos constará una pro­
gresión por diferencia que empieza por 3, termina por 
35 y cuya razón es 4?

Según la fórmula que acabamos de deducir:

35 — 3
n =---- - ------ H1 = 8 4- 1 = 9

186. Suma de dos términos equidistantes de los ex­
tremos.—La suma de dos términos equidistantes de los 
extremos es constante e igual a la suma de éstos.

Sea la progresión:

-5- a^ . Uj • a^ ... au — 2 • a^ — i.a¡i

y considerando el segundo y el penúltimo, equidistan­
tes de los extremos, como lo son también el tercero y el 
antepenúltimo, por lo ya expuesto, se tendrá:

«2 == «i + »* Í . («3 = «1 + 2 r
} sumandos _On —l = an — ¡an-2 = aa— ^r

a¡ -j- ®n —i = O'! + «n ¡ sumas J «3 + aa-2 = «1 + an

Observación.—Cuando la progresión contiene un nú­
mero impar de términos, hay uno en el centro que es 
equidistante de los dos extremos.

MCD 2022-L5



ÁLGEBRA 249

Así, en la progresión

-?- «1 . «2 • «8 • «4 • «5

que consta de cinco términos, el «g equidista del <q y 
del «5, y en ella se verifica:

^8 “F ^8 = <^1 4" ^6

o sea

2«8==«i + flg

de donde

«l + «6

ouya expresión manifiesta: que dicho término es igual a 
la semisuma de los extremos, lo que equivale a decir 
(Aritmética n.°s 213 y 215)), que es el medio diferencial 
entre el primero y último términos de la progresión o entre 
dos equidistantes de éstos.

Así, en la progresión

-¿-5.7.9.11.13 “

los términos 5 y 13, 7 y 11 sumados dan 18, que es el 
duplo deí término medio 9, el cual es el medio diferen­
cial entre ellos.

187. Suma de los términos de una progresión.—La 
^uma de los términos de U7ía progresión aritmética es 
igual a la mitad del producto que se ol)tie7íe multiplicando 
la suma de los extremos por el Plumero de términos de la 
progresión.
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En efecto; sea la progresión:

“T- flj if íf2 • <^3 ••• ^n — 8 • ^n — i • ûtn

de n términos; llamando S a la suma de todos ello»,

S — ^í “}~ ^2 “H ^3 “b ••• 4" «u —S + An —1 4“ «B

y por la ley conmutativa de la adición, se tendrá:

S = «n “b ú« —i "b ú!h —j -{-••• "b ^8 “b ®í ~b ^ù

Sumando ordenadamente estas do» igualdades y 
aplicando las leyes asociativa y conmutativa de la 
adición:

2 S = (aj, 4- On) 4- («j + ^n- 1) 4“ (®8 +«n-j) + —

••• 4” («n-1 4" «^) + («n - 1 4” «a) 4’ («n 4“ ^1) 

en la que la suma de cada uno de los binomios ence­
rrados entre paréntesis es constante e igual a la suma 
de los extremos «i 4“ ^a • ®^ número, pues, de binomios 
iguales a «j^ 4~ ^n ®8 w, el mismo que el de términos 
de la progresión; luego:

2 S = («1 4- «n ) «

de donde:

o («l + 0n)«
® --- 2~

Problemas'.
1.® Hallar la suma de los 30 primeros número» 

enteros.
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Según la fórmula que antecede:

(14- 80)30 31 X 30 _

2.® Hallar la suma de los 20 primeros múltiplo» 
de5.

Se tendrá:

O], =>= 5 r = 5 n «■»■ 20

luego el último término de la progresión será:

«n = 5 + (20 — 1) 5 = 100

y aplicando la fórmula del valor de S, nos dará:

„ (54- 100)20
S = \ = 1050

188. Aplicaciones.—Además de los problemas que 
han sido resueltos fundándose en las proposiciones de­
mostradas anteriormente, las igualdades.

«n = «1 4~ (« — 1) r

2 S = ( «1 4- «a ) «

tomadas como ecuaciones, permiten resolver otros pro­
blemas diferentes, pues de ellas pueden deducirse dos 
cualesquiera do las cinco cantidades que en las mismas 
intervienen, Oj, «„, n, r y S, siempre que se den cono­
cidas las otras tres.

Como ejemplo de lo expuesto, resolveremos el si­
guiente
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Problema.—Determínense los términos extremos de 
una progresión por diferencia que consta de 7 térmi­
nos sabiendo que 63 es la suma de éstos y que 2 es la 
razón.

Haciendo aplicación de las ecuaciones dichas, ten­
dremos:

«n = c(í “h (7 — 1) 2
2 X 63 = («1 -f- «n)7

y resolviendo este sistema por cualquiera de los méto­
dos conocidos (155), se obtendrá:

«1 = 3 «„ = 15

189. Interpolación diferencial.—Interpolar entre dos 
cantidades dadas un cierto número de medios diferenciales, 
es formar una p)rogresión aritmética, cuyos extremos sean 
las cantidades dadas.

La cuestión queda reducida a encontrar la razón de 
la progresión, lo cual es sencillo, valióndose de las rela­
ciones establecidas anteriormente.

Si nos proponemos interpolar n medios diferencia­
les entre dos cantidades dadas, a y b, observemos que 
la progresión constará do ?/ -j- 2 términos, y que siendo 
5 el último do éstos ha de ser igual al primero a más 
tantas veces la razón como términos le precedan (184), 
que son n -f- 1; luego:

b = a H- (n -j- 1) ?• 

pasando a de un miembro a otro y dividiendo los dos 
de la ecuación por 7z -j- 1 se tendrá:

b — a r = ---------
n -j- 1
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es decir, que la ra^ôn de la progresw^i qiie forman varios 
medios diferenciales interpolados entre dos cantidades da­
das, es igual al cociente de dividir la diferencia entre las 
cantidades dadas por el número de medios que se interpo­
lan, más uno.

Nota.—Dicha diferencia hay que tomarla en el sen­
tido conveniente, pues siendo a'i>b, la razón es posi­
tiva, pero si a <Z b, la razón será negativa. La razón 
puedo ser también un número fraccionario.

Problemas:
1 .® Interpolar 5 medios diferenciales entre 6 y 30. 

Se hallará la razón:

30 — 6
- -------= 4

y se formará la progresión:

¿-6.10.14.18.22.26.30

2 .® Interpolar entre 18 y 3 cuatro medios diferen­
ciales.

3 — 18 —15
r =-------- =--------— = — 3

4 + 1 5

La progresión será:

¿-18.15.12.9.6.3

,® Interpolar 3 medios diferenciales entre 4 y 6.

r
6 — 4
3 + 1

2
4

= 0’5
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y formaremos la progresión

- 4.4*6.5.6‘5.6

EJERCICIOS

1 .® Escribir el término que ocupa el octavo lugar 
en la progresión ¿-2.8.14...

2 .® Escribir el término que hace el número 40 de 
una progresión que empieza por 5 y cuya razón sea 9.

3 .® ¿Cuál es el décimo término de una progresión 
aritmética cuya razón es 5 y el primer término — 7?

4,® Calcular el séptimo término de la progresión 
— 12.20.28...

5 .® Escribir una progresión por diferencia que ten­
ga 20 términos, siendo el último 85 y cuya razón sea 14.

6 .® Calcular la razón de una progresión aritmética 
que consta de 25 términos, sabiendo que el primero 
•es 12 y el segundo 496.

7 .® Determinar la suma de los cien primeros nú­
meros.

8 .® Calcular la suma de los cien primeros números 
pares.

9 .® Interpolar 7 medios diferenciales entre 9 y 18.
10 . Interpolar 18 medios diferenciales entre 2 y 3.

II.—Progresiones por cociente

190. Definición.—Progresión por cociente o geométrica, 
■es ima serie de cantidades tales, gue dividiendo cada U7ia 
de ellas por la que le precede, da el mismo cociente, llamado 
razón de la progresión.
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Términos de una progresión son las diversas canti­
dades que la forman.

191. Notación.—Para indicar que varias cantidades 
forman progresión geométrica, se coloca delante de la 
primera el signo ¿4-, que se lee como, y entre ellas el 
signo de la división (:) que, como sabemos ya, se lee es.

Así, por ejemplo, una progresión que empieza por 
el número 4 y cuya razón es 2, se indicará:

-H- 4 : 8 : 16 : 32 : 64...

y leeremos: como 4 es a 8, es a 16, es a 32..., etc.
Para representar una progresión de una manera ge­

neral, se designan sus términos por una misma letra 
afectada de subíndices, y cada uno de éstos indica el 
orden en que están colocados en la progresión cada uno 
de aquéllos.

Así, por ejemplo, en la progresión:

~ ^1 • ^2 • ¿5f3 : ... : í7^

el termino «3, que lleva el subiadice 3, indica que dicho 
término ocupa el tercer lugar, y «„ ocupará el lugar 
enésimo. —

192. Progresiones crecientes, decrecientes y alternas.
Una progresión geométrica es creciente cuando la 

ra2:ón es mayor que la unidad, pues entonces los tér­
minos van creciendo, por ser cada uno igual al producto 
del que antecede por una cantidad mayor que la unidad.

Una progresión es decreciente cuando la razón es 
menor que la unidad, y es alterna cuando la razón es 
una cantidad negativa.
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Ejemplos de progresiones por cociente:

3 : 6 : 12 : 24 : 48

es una progresión geométrica creciente. La razón es 2.

3 3, 3
24 : 6 :— — : —

2 8 32

es una progresión geométrica decreciente. La razón es —

2 : — 4 : 8 : — 16 : 32

es una progresión geométrica alterna. La razón es — 2.
Las progresiones considóranse generalmente limita­

das por dos términos, llamados extremos, pudiendo 
también considerarse ilimitadas en uno o en los dos 
sentidos.

193. Expresión del término general.—En tina progre­
sión por cociente un término cualquiera es igual al primero 
multiplicado por la razón potenciada por el número de 
términos que le preceden.

Sea la progresión:

de n términos y llamemos g- a la razón.
Según lo dicho al definir las progresiones por co­

ciente, el segundo término es igual al primero, multi­
plicado por la razón

«2 = ai . q
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El tercero es igual al segundo multiplicado por la 
razón, y, por tanto:

«3 = «a • Í = «1 S' • Í = «1 í’

El cuarto término es igual al tercero multiplicado 
por la razón

aA~a^.C[~a^q'^.q — aig^

y, en general, el último «„ que ocupa el enésimo lugar, 
nos da:

«n= «1 2"“^ [1]

Problema.—Hallar el séptimo término de una pro­
gresión geométrica que comienza por 4 y cuya razón 
es 3.

Aplicando la fórmula [1], se tendrá:

«7=4X37-1 = 4X36 = 2916

La progresión será:

~ 4 :12 : 36 :108 : 324 : 972 : 2916

194. Consecuencias.—1.* En virtud de la fórmula 
[1] que hemos hallado anteriormente, la progresión

-H- «1 : «2 :«3 :...:«„

puede expresarse en la siguiente forma:

17
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2? Si dividimos los dos miembros de la igualdad 
[1] por O'" — b se tendrá:

lo que manifiesta que el primer término de una progre­
sión geométrica es igual al cociente de dividir el último por 
la potencia n — 1 de la razón.

Problema.—¿Cuál es el primer término de una pro­
gresión geométrica, sabiendo que el cuarto término 
es 625 y que la razón es 5?

Según la forma que hemos obtenido últimamente, 
tendremos:

625 625 ,a. = ----= ---- = 5
58 125

195. Producto da dos términos equidistantes de los 
extremos.—En toda progresión por cociente, el producto 
de dos términos equidistantes de los extremos es igual al 
producto de estos extremos.

En efecto:
Sea la progresión geométrica:

a^ : a^ : a¿ • ••• ^ í^n — 2 • ^n — 1 • ^n

limitada por los términos «1 y «n , que son los extremos, 
y según lo expuesto anteriormente (192), tendremos:

«3 = ai q^l
^n — 2 -- ai

«2 = «i ?.

«n
^n — l — I

Multiplicando ordenadamente las igualdades com-
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prendidas en cada llave, se obtendrán, respectivamente, 
los productos

X ^n—1 = úíi X ^n ^3 X ^n — 2 ~ ^i X ^n

■que demuestran la proposición enunciada.
Observación. — Cuando la progresión contiene un 

número impar de términos, como ocurre en

¿4- ai z flj : ¿Z3 z ai : a¡,

«1 término a^ es equidistante de los extremos «^ y a^ 
y según se acaba de demostrar,

«3 X «3 •= «l X «5

«sto es:

«32==«íX«'5

de donde:

flg = V^«i X «5

lo que manifiesta que dicho término es igual a la raíz 
cuadrada del producto de los términos extremos de la 
progresión, o lo que ea lo mismo, el medio factorial o 
proporcional entre éstos.

Así, en la progresión por cociente numérica:

44-2:4:8:16:32

«e verifica:

82 = 2X32 8.= /23^

o sea el medio factorial o proporcional entre 2 y 32.
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196. Producto de los términos de una progresión geo­
métrica.—El producio de los términos de una progresión 
por cociente es igual a la raíz cuadrada de una potencia 
cuyo exponente sea el número de términos de la progresión 
y cuyo dignando es el producto de los términos extremos.

Sea

una progresión por cociente de n términos; llamemos P 
al producto de todos ellos, y se tendrá:

í^ — ^1 X <^ X ^3 X •♦• X ^n — 2 X ^n — ] X ^a 

y también:

P — ^n X ®n — 1 X ^n — 2 X ••• X ^3 X ^2 X ^1 

multiplicando ordenadamente estas dos igualdades, 
tendremos:

F^ = (¿Zi X ^n) (^2 X ^11 — 1) ('^ü X ^n — 2)'" 
...(«0 — 2 X ^s) (^n—1 X ^2) (^n X ^1)

Cada uno de los productos de dos factores encerra­
dos entre paréntesis es igual a «i X <^n (195), y hay 
tantos como términos tiene la progresión; luego

F2 = («i X «n)"
de donde

Problema.—Hallar el producto de los 5 términos de 
una progresión geométrica que empieza por 1, siendo 
la razón 2.
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Si el primer término es 1, el quinto término será:

«5 = 1 X 2< = 16

Aplicando la fórmula que hemos obtenido antes, 
hallaremos para el producto de los cinco términos:

F = y (1 X 16)5 1025

197. Suma de los términos de una progresión.—La 
mtma de los términos de una progresión por cociente limi­
tada, se obtiene restando el primer término del producto del 
último término por la razón, y dividiejido después la dije- 
renda hallada por la razón disminuida en una unidad.

Sea la progresión de n términos:

• •' ^1 • ^ • ^3 • ^4 • ••• • ^^2^i^

que podemos poner bajo la forma:

~ ai : «1 q : «^ g^ : a^ q^ : ... : a^ q'^-^

Llamando S a la suma de todos sus términos, ten­
dremos:

S = «1 -H «1 g + «1 g’ + «1 g5 + ... -{- «1 2"-^

multiplicando los dos miembros por la razón q nos 
dará:

S 2 = «1 2 4-«1 g’4-«1 g’4-- 4-«i g"

y si se resta de esta igualdad la anterior, en los segun­
dos miembros se destruyen todos los términos, excep-
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tuando el último «i g" Y ^^ primero «j^. La sustracción 
efectuada será:

la cual nos da, sacando en el primer miembro el factor 
común S:

S (gf — 1) = 6(1 g" — «1

de donde:

S «i g" — ^1
g — 1

o también:

g —1

Problema.—Hallar la suma de los seis primeros tér­
minos de una progresión por cociente que comienza con 
el 9 y que la razón es 3.

Veamos primeramente cuál es. el último término de 
la progresión propuesta en el enunciado, que según ya 
sabemos:

«g = 9 X 35 = 9 X 253 = 2187

Aplicando ahora la fórmula para obtener el valor 
de S, tendremos:

(2187 X 3>^ 6552
2 2
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Caso de la progresión decreoiente.—La fórmula ante­
rior de la suma de los términos de una progresión por 
cociente, es únicamente aplicable a las crecientes; en el 
caso de que la progresión fuera decreciente, se cambian 
en la fórmula los signos de los términos de la fracción, 
que da:

g ai— anq
1 — Í

198. Interpolación proporcional.—Interpolar un cierto 
número de medios proporcionales entre dos cantidades da­
das, es formar una jirogresión por cociente, cuyos extremos 
sean las cantidades dadas.

La interpolación proporcional se reduce a encontrar 
la razón do la progresión, después de lo cual, por lo 
expuesto anteriormente (193), se forman fácilmente los 
términos de ella.

Propongámonos interpolar n medios proporcionales 
entre las cantidades « y b; la progresión constará de 
n + 2 términos, y siendo b el último, será igual al pri­
mero multiplicado por la razón elevada a un exponente 
que indique el número de términos que le preceden, 
esto es, n -j- 1; luego:

b — af-q'^ + ^ "

Dividiendo por a ambos miembros, se tendrá:

— = 2“ + ^

y radicando los dos miembros por n + 1, dará:
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lo que manifiesta que en la interpolación de cierto 
número de medios proporcionales entre dos cantidades, 
se obtiene la razón extrayendo del cociente de las cantidades 
dadas la raiz cuyo indice indique el número de medios que 
se han de interpolar, más una unidad.

Problema: Interpolar entre 64 y 512 dos medios pro­
porcionales.

Haciendo en la fórmula que antecede a = 64, 
b — 512 y n — 2, tendremos:

= 2

Siendo la razón de la nueva progresión 2, se tendrá:

64 : 128: 256 : 512

EJERCICIOS

1 .® Hallar el octavo término de una progresión geo­
métrica cuya razón es 4 y el primer término 23.

2 .® Calcular el séptimo término de una progresión 

geométrica, cuya razón es y el primer término 2. o
3 .® ¿Cuál seria el décimo término de una progresión 

que empieza — 7 y cuya razón fuese 5?
4 .® Determinar la suma de los términos de una 

progresión geométrica que comienza por 7, cuya razón 
es 3 y que consta de 8 términos.

5 .® Calcular la suma de los términos de las sisuien- 
tes progresiones:

1® -TT 2 : 4 : 8 : ... (7 términos)
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2 .® -¿¿- 4 : 12 : 36 : ... (9 términos)

3 .® -H- 5 : 20 : 80 : ... (8 términos)

4 .® -H- 2 :1 : — ; — :... (7 términos)

3 3
5 .® ¿+ 3 í-?: —:... (6 términos)

4 16

6 .® Interpolar entre 4 y 36 dos medios proporcio­
nales.

7.®

nales.

3
Interpolar entre 12 y — dos medios proporcio- 

16

8 .® Interpolar 3 medios proporcionales entre 7y 448.
9 .® Colocar entre los términos 8 y 24 los términos 

que formen progresión geométrica.
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CAPÍTULO II

LOGARITMOS

I .—Deîinioiones y propiedades

199. Logaritmación.—Al estudiar la calculatoria en 
la primera parte del Algebra, liemos visto que a la 
adición le corresponde la operación inversa denominada 
sustracción, así como también la multiplicación tiene 
por su inversa la división; pero si nos fijamos en la 
potenciación, observaremos que a ésta le corresponden 
dos inversas: una, la radicación que ya hemos estudia­
do, y otra que tiene por objeto determinar el expone^ite a 
que debe elevarse un número dado para que 2)rodu2Ga un 
número también dado, y que recibe el nombre de louA- 
RITMACIÓN.

200. Definiciones de logaritmo.—Se denomina loga­
ritmo de un número dado el exponente a que debe elevarse 
una cajitidad positiva y diferente de la unidad, llamada 
base, para que la potencia sea igual al número propuesto.

De modo que si b f> o y distinta de la unidad y se 
tiene:

n^U [1]

l será el logaritmo de n, siendo b la base.
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Si en la ecuación [1] damos a Z los valores 0, 1, 2^ 
3, 4..., etc., en progresión aritmética, se obtendrán 
para n, respectivamente, los valores 1, b, b^, b^, b^...^ 
etcétera, que forman una progresión geométrica.

Las dos progresiones serán;

0.1 . 2.3.4 ...

¿4- 1 : b : b^ : b^ : b^ ...

y los términos de la primera progresión serán los loga­
ritmos de los términos correspondientes de la segunda 
progresión, lo cual nos permite dar otra definición, 
diciendo:

Logaritmo de un número considerado como término de 
una progresión geométrica que empieza por la unidad, es 
el término correspondiente en wia progresión aritmética 
que comienza por cero.

201. Sistema de iogaritmos.—Se llama sistema el 
conjunto de logaritmos correspondientes a todos los 
números cuando la base tiene un valor determinado, 
de donde resulta que pudiendo tomar la base infinidad 
de valores positivos y distintos de la unidad, podían 
idearse infinidad de sistemas de logaritmos, correspon­
diendo a cada número, en cada sistema, un logaritmo 
distinto.

Así, por ejemplo, si tenemos:

64 = 6^

para b = 8 se tendrá 1 = 2
>6=4 » 1—3

y si la base b fuese otro número, le correspondería a 
otro valor.
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Entre los diferentes sistemas de logaritmos, los que 
más se emplean son dos, llamados el natural o neperiano, 
y el decimal, usual o de Briggs.

Sistema de logaritmos neperianos es aquel en que la 
razón de la progresión geométrica es igual a la unidad 
más la razón de la progresión aritmética.

Sistema usual, o de Briggs, es aquel que tiene por 
base 10.

202. Notación.—Para designar el logaritmo de un 
número n, se le antepone el vocablo log., con que se 
abrevia la palabra logaritmo, de este modo:

log. n = l

cuya expresión indica que 1 es el logaritmo de n. Ahora 
bien, como hay una infinidad de sistemas, para distin­
guir unos de otros, se le pone a la palabra log. un sub­
índice que indique la base a que pertenece el logaritmo.

Así, por ejemplo:

logó, n = l

Iog3. 81 = 4

que se leen: logaritmo sub 6 de n igual l, la primera, y 
logaritmo sub 3 de 81 igual 4. Dichas expresiones ma­
nifiestan que en el sistema de base 6 el logaritmo de n es 
7 y en el de base 3 el logaritmo de 81 es 4.

203. Consecuencias.—Consideremos las progresiones 
-que nos han servido para obtener una de las definiciones 
de logaritmo:

~ V 0’ — :—:l:ó:ó’:6’... 
6» 6

— 4 . — 3 . — 2 . — ó . 0.1.2.3...
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que podremos escribir de la siguiente forma:

— 4 . ~ 3 . — 2 . — 1. 0.1.2.3...

y que forman el sistema de base b.
De las definiciones dadas anteriormente y del exa­

men de estas progresiones, se deducen las siguientes 
consecuencias:

1 .® El logaritmo de la unidad es cero g el logaritmo de 
la base es la unidad.

2 .“ Gomo la base es positiva y diferente de la uni­
dad, serán positivos todos los términos de la progresión 
geométrica, de modo que en ella no tienen cabida los: 
números negativos, y, por tanto, éstos no tienen loga­
ritmo.

3 .*^ Cuando la base del sistema es mayor que la unidad, 
los números mayores que 1 tienen logaritmo positivo y los 
menores que 1 los tienen negativos; a mayor número co­
rresponde mayor logaritmo, y el logaritmo de OO es CO y 
el de cero es — co.

4 .® Cuando la base es meiior que 1, los números meno­
res que la unidad, tieiien logaritmos positivos, y los mayo­
res que 1 son negativos; el logaritmo de cO es — oó y el 
de cero es CO. .—

204 . Propiedades fundamentales de los logaritmos.— 
Ademas de las propiedades qne acabamos de exponer 
como consecuencia de las definiciones referentes a lo­
garitmos, estudiaremos las consignadas en las proposi­
ciones siguientes, que sirven de fundamento al cálculo 
logarítmico:

l.^ El logaritmo de un producto es la suma de los loga­
ritmos de los factores.
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Llamemos n, n', n”, a varios números, y l, T, 1”, a sus 
correspondientes logaritmos, referidos a una misma 
base, b] según la definición de logaritmo (200), ten­
dremos:

n — b^ n =b^' n" ^ b^"

Multiplicando ordenadamente estas igualdades, ob­
tendremos:

’i X í^' X n' = b^ + ^' ^^"

en cuya igualdad Z + Z' -}- Z" es, según la definición, el 
logaritmo de base b del producto n X f^' X w”; luego se 
tendrá:

log. (n X ^f X í^”) = ^og, 7i -{- log. 71' 4- log- 7i'

2? El Iogarit77w de U7î coGÍe7íte es igual al logaritTno 
^1 divide77do, ttiotios el Ioga7'itmo del divisor.

Tengamos las igualdades:

7i = b^ 71 b^'

Dividiéndolas ordenadamente, se tendrá:

71:71 = bi: b^' = b^~^'

luego:

log. (n : 7i} = 1 — T = log. tí — log. 71'

3? El logaritmo de U7ía poteTicia es igual al expo77e7ïte 
7nultiplicado por el logaritmo del dignando.
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Si en la igualdad

n = b^

potenciamos sus dos miembros por m, obtendremos;

luego:

log. 71^ = m l = m % log. 77

4? El logarilmo de la raíz de U77 7iúmero es igual al 
logaritmo de este Tiúmero, dividido por el Í7idice de la raíz.

En efecto; designemos por r la raíz m.^®'™® de 77, y 
tendremos:

Y 77 = 7'

de donde:

77 = r™

luego:

771 X ^og. r = log. 77

o también:

. ^og.77log. r —-------
771

en cuya expresión, al sustituir r por su igual, se 
obtiene: .

, ^og.77
lOg.Yn = —
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IL - Logaritmos cLeoimales

205. Progresiones que forman el sistema de logaritmos 
decimales.— Estos logaritmos, qne reportan más ventajas 
para el cálculo, pues pertenecen al sistema que tienen 
por base la del sistema de numeración, vienen expresa­
dos por la igualdad:

n «= 10

en la que sustituyendo Z por los valores:

- — 4, - 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4...

se obtienen para 71 los valores:

... 10 S 10-3, 10-2, 10-1, 1 10, 102, 103, 104 ...

y forman el sistema:

... 10-3 : 10-2 • 10-1 : 1 : 10 : 102 : 1O8...

_,. ... _ 3 . _ 2 . — 1.0.1.2.3 ...

206 . Propiedades de los logaritmos decimales.^—De la 
comparación de los términos de estas progresiones, de­
ducimos las siguients propiedades:

1 .“ El logaritmo vulgar de una pote7iGÍa de 10, es igual 
a su expoTiente positivo o Tiegativo.

2 .3 Los -¿micos Tiúmeros que tie7ie7i logaritmos entero» 
so7z las potezieias enteras de 10.

207. Característica y mantisa.—Cuando un número 
dado no sea una potencia entera de 10, su logaritmo 
estará comprendido entre dos enteros consecutivos y se 
expresará en decimales, constando de dos partes: una
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entera y otra decimal; la parte entera se denomina 
característíca, y la parte decimal, mantisa.

Del examen que hemos hecho del sistema anterior, 
se deduce:

1? La earacterística del logaritmo de un número mayor 
que la imidad, eonsta de tantas unidades positivas como 
cifras, menos una, tiene el número propuesto.

2.” La característica del logaritmo de un número nwnor 
que la unidad, consta de tantas zínidades negativas como 
cero, más uno, haya entre la coma y la primera cifra 
decimal significativa.

208. Transformación de un logaritmo negativo en 
otro de mantisa positiva.—Los logaritmos de los núme­
ros menores que la unidad, como hemos visto anterior­
mente, son negativos; pero en la práctica, para facilitar 
el cálculo, conviene transformarlos en otros iguales de 
mantisa positiva. Veamos de qué modo.

Sea, por ejemplo, el logaritmo negativo:

-3748188

y se tiene;

— 3748188 = (- 3) + (— 0748188)

y si en el segundo miembro agregamos al primer su­
mando una unidad negativa y al otro sumando una 
unidad positiva, se obtendrá:

, — 3748188 (_ 3 — 1) + (1 — 0748188)

pero el último sumando del segundo miembro de esta 
igualdad, es el complemento aritmético de la mantisa 
del logaritmo propuesto; luego:

— 3748188 = — 4 4- 0'251812 = í‘261812
18
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lo cual nos conduce a la siguiente
Regla.—Para trajis/ormar tin logaritmo negativo en 

otro igual que tenga la mantisa positiva, se aumenta en 
una unidad el valor absoluto de su característica, se escribe 
el signo decimal y a continuación el complemento aritmético 
de su mantisa.

210. Logaritmos de igual mantisa.—La mantisa del 
logaritmo de un número no se altera multiplicando o divi­
diendo éste por cualquier potencia de 10.

En efecto; sea n el número propuesto y 10® la po­
tencia, tendremos las igualdades:

log- (w X 10™) = log. n -f- log. 10™ = log. n -]~m

log. (w : 10™) = log. n log. 10™ = log. n — m

que demuestran que el logaritmo no sufre otra altera­
ción más que el número de las unidades enteras de que 
consta el exponente de la potencia de 10.

Consecue7icia.—Dos números formados por las mis­
mas cifras, dispuestas en el mismo orden, que no se 
diferencien más que en la colocación de la coma, sus 
logaritmos tienen igual mantisa.

211. Tablas de logaritmos.—Se llaman así a unos 
cuadros en los que están, convenientemente dispuestas, 
las mantisas de los logaritmos correspondientes a los 
números enteros, desde 1 hasta un límite fijado.

Las más sencillas llevan los números colocados en 
columna, siguiendo el orden de su magnitud, y a su 
derecha las mantisas de sus logaritmos, y se llaman de 
simple entrada.

Las tablas de doble entrada están dispuestas de un

MCD 2022-L5



ÁLGEBRA 275

modo artificioso, porque al buscar en ellas un número, 
hay que atender a la primera columna, que es donde 
están sus decenas y en la primera fila sus unidades.

Utilizando las tablas se resuelven los dos problemas 
siguientes:

Dado un número, determinar su logaritmo.
Dado un logaritmo, hallar el número correspondiente 

a este logaritmo.
Como en todas las tablas de logaritmos se explica per­

fectamente su disposición especial y su manejo, creemos 
innecesario ocupamos aquí de ello.

212. Operaciones con logaritmos.—Las operaciones 
con logaritmos se efectúan como con números decima­
les, teniendo en cuenta la modalidad de aquéllos, y que 
en la división, cuando la característica del dividendo es 
negativa, es preciso añadir a la característica y a la man­
tisa las unidades necesarias, a fin de que dicha caracte­
rística sea divisible por el divisor.

IIL—-Operaciones por medio de los logaritmos

213. Utilidad de ios logaritmos en los cálculos numéri­
cos.—En virtud de las proposiciones demostradas ante­
riormente (204), el empleo de los logaritmos como ele­
mento de cálculo nos proporciona un medio poderoso de 
simplificación, pues no sólo se rebajan en una categoría 
las operaciones que comprende la calculatoria, dentro de 
la clasificación adoptada de operaciones directas e inver­
nas, de tal suerte que

la multiplicación se convierte en adición
» división > > » sustracción
> potenciación » > » multiplicación
» radicación » » > división
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sino que además nos permite practicar la potenciación 
de una cantidad por un número cualquiera y facilita el 
Único procedimiento para la obtención de una raíz 
cuando su índice es mayor que 3.

Veamos ahora como utilizando los logaritmos en 
el cálculo numérico, se efectuarán las operaciones si­
guientes:

Multiplicación.—Según la primera de las propieda­
des (204) fundamentales de todo sistema de logaritmos, 
se tiene que el logaritmo de un producto es la suma de 
los logaritmos de los factores, y por consiguiente, para 
multiplicar dos o más números, se hallan en las tablas sus 
logaritmos, se suman éstos y el número correspondiente a la 
suma es el producto que se busca.

Ejemplo:
Hallar por medio de logaritmos el siguiente pro­

ducto: -

63456 X4:32 

se tendrá:

log. 6 3 4 5 6 48 0 2 4 7 3 
log. 4 3 2 = 2^6 3 5 4 8 4

suma 7'4 3 7 9 5 7 

y como el número correspondiente al logaritmo de 
7'4 3 7 9 5 7 es 2 7 4 1 2 9 9 2, resulta:

6 345 6 X4 3 2 = 2 7 4 1 2 9 9 2

División.—La segunda de las propiedades ya repe­
tidas manifiesta que el logaritmo de un cociente e» 
igual al logaritmo del dividendo, menos el logaritmo 
del divisor; luego para dividir un número por otro s&
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hallarán en las tablas sus logaritmos, y del logaritmo -del 
dividendo se resta el logaritmo del divisor; hallando el 
número correspondiente a la resta, se te7zdrá el cociejite.

Ejemplo:
Hallar, aplicando logaritmos, el siguiente cociente:

3404:23

«e tendrá:

log.3404 = 3‘531606 
log. 23 = 1'36 1727'

diferencia 2'169879

y como el número correspondiente a esta diferencia 
tomada como logaritmo es 148, resulta que

3404:23 = 148

Potenciación.—Como se ha demostrado que el loga­
ritmo de una potencia es igual al exponente multipli­
cado por el logaritmo del dignando, para potenciar un 
número po7' 'otro, se multiplica por éste el logaritmo del 
primero, y hallando en las tablas el número que correspon­
de a este producto se obte7idrá la potencia.

Ejemplo:
Hallar la tercera potencia de 3 2 4“
Se tendrá:

log. 324 = 2'510545
X 3

producto 7'531635

y el número correspondiente a este producto es 
35012224; este número será el cubo do 324 que se 
buscaba.
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J^adicadón.—La última de las propiedades a ^uo 
nos venimos refiriendo (204) manifiesta que el logarit­
mo de una raíz es igual al logaritmo del radicando 
dividido por el índice de la raíz^ por lo tanto, para 
hallar la raíz de un número se halla el logaritmo de este 
número, se le divide por el indice de la raíz y se busca en 
las tablas el número que corresponda a este cociente y smá 
la raíz que se desea.

Ejemplo:
Hallar la raíz cúbica del número 949, aproximán­

dola hasta las milésimas.
Se tendrá:

log. 9 4 9 = 2 ‘ 9 7 7 2 2 6
2’9772226 :3 = 0‘9924075 

y como el número correspondiente a este logarítmn 
es 9 * 8 2 7, resulta:

3 ____ 
/949 = 9'827

214. Cálculo logarítmico de una fórmula.—Sea una 
fórmula cualquiera:

m_ 
a; =ya.b^ 

C

aplicando logaritmos, tendremos:

log. x = log. a.b^\_ /, aô’X

( log. a -{- (2 X log. b}'^ — log. e

m
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ly.—Aplicaciones de los logaritmos

215. Ecuación exponencial.—Una ecuación se llama 
exponencial, cuando la incógnita o incógnitas que con­
tienen entran como exponentes. Así, la expresión:

a^ = b

es una ecuación exponencial.
Aplicando logaritmos podemos hallar el valor de x, 

pues obtendríamos:

^ X log. « — log. 6

que se resuelve fácilmente, dividiendo sus dos miem­
bros por log. a:

log« b X = --------  
log. a

216. Interés compuesto.—Sabemos, por Aritmética, 
que la fórmula que liga entre sí las diversas cantidades 
que intervienen en la regla de interés compuesto es:

0 = e(lXry -

Con ella se puede determinar una de las cuatro can­
tidades c, r, t, 0, cuando se conozcan las otras tres.

Aplicando logaritmos, tendremos:

log. C = log. c-H ¿ X log. (1 4-^)

Si la incógnita es c, se transforma en:

log. c = log. C — ¿ X log. (1-i-r)
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Si la incógnita es t, résulta:

log. (1 J- r)

Si la incognita es r, se tiene:

log. (1 + r) = Jgg--^-‘°g- °

de donde, obtenido el valor de 1 + r, se obtiene fácil­
mente el de r.

217. Anualidades.—Se llama anualidad la cantidad 
constante que debe pagarse cada año, durante cierto 
tiempo, para constituir un capital o extinguir una 
deuda contraída.

Llamemos a a la anualidad, r al tanto, por 1, y t el 
número de años. La primera anualidad « producirá 
intereses durante t años y se convierte (216) en:

o (1 + r)‘

La segunda anualidad, que estará colocada en t__ 1 
años, se convertirá:

a(l+r)t~i

y así sucesivamente, hasta la última, que sólo estará 
para que produzca interés un año, será:

«(l + r)

Sumando todos estos valores y llamando S a la suma, 
se tendrá:
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C[u.6 sacando el factor común ¿i © invirtiendo sus térmi­
nos, se obtiene:

S = a [(1 +r) + (1 + rp +(1 + 0’ + + (1 + 0»]

y como en el segundo miembro de esta igualdad, tene­
mos la suma de los términos de una progresión por 
cociente en que el primer término es 1 + r, el último 
término es (1 -{- r}^ y la razón 1 -f- r, aplicando la 
fórmula correspondiente (197), se obtendrá:

__ « (1 -{- r)* (1 4- r) — (1 + ^)
(1 + 0-1

que simplificándola, nos da:

a(l + r)((l + ry-l]

Cuya fórmula determina una cualquiera de las 
cantidades S, a, r y ¿, siempre que se conozcan las 
otras tres.

Para calcular por logaritmos el valor de S, deter­
minemos previamente el de (1 + r)* — 1, que podemos 
llamar p, y tendremos:

log. S = log. a + log. (1 + r) + log. p — log. r

En el caso que se tenga que amortizar una deuda 
en t años, al r por 1 de interés anual, por anualidades 
iguales a a, al fin del primer año el prestador recibe la 
anualidad, que se convierte en los i — 1 años restan­
tes en: <

« (1 + 0*-’
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La anualidad que se da al fin del segundo año, val* 
drá al final del último:

«(1 + 0*-’

La anualidad entregada al final del tercer año^ 
valdrá:

«(1 + 0*“’

y así sucesivamente hasta la última anualidad, que sa­
tisfecha el día del vencimiento, valdrá a.

Luego todo lo que ha recibido el prestador al cum­
plirse el plazo de amortización, será:

« (1 + r/-i + a(l + r)t-24-a(i 4.
= «(1 + O*~* (1 + 0 — 1 a [(1 + 0* — 1] 

y como el capital que ha entregado el prestador se con­
vierte al mismo tiempo en:

6(1 + 0*

ha de verificarse la igualdad:

0(1 + r)‘ = - ^^^ + ^)' ~ *1

de donde

(1 + 0* -1

Si en esta forma determinamos el valor do (1 + r^ ^ 
que llamaremos p, y aplicamos logaritmos, se trans­
forma en:

log. a = log. e 4- log. t + log, p — log. (p — 1)
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APENDICE

I. Coordinatoria

Coordinaciones.—J^edben el nombre de coordinacio­
nes, los diferentes grupos gue pueden formarse con varios 
objetos, constando de igual número de éstos, y diferencián­
dose un grupo de otro en algún objeto o por el orden en gu>e 
estén colocados»

A.3Í, por ejemplo:

abc 3256 ô3«9 

son tres grupos que representan otras tantas coordina­
ciones.

Cada uno de los objetos, letras o números que en­
tran en una coordinación, se le llama elemento.

Las coordinaciones se denominan binarias, terna­
rias, etc., según sean dos, tres, etc., los elementos que 
entran en su formación.

Así, por ejemplo, tratándose de las cuatro letras

abcd

una coordinación binaria seria la a b, distinta de la a c,. 
porque tienen una letra diferente; una coordinación
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ternaria sería la « & c, distinta de la acó, porque es otro 
el orden en que están colocados sus elementos.

Gtado de una coordinación es el número de elemen­
tos de que consta. Los grupos de uno, dos, tres, etc., 
elementos se dice que son de primer grado, de segun­
do, etc.

Formación y número de las coordinaciones.—La defi­
nición que se ha dado nos indica el medio de obtener 
todas las coordinaciones del grado n que pueden for­
marse con m elementos, que es como a continuación se 
manifiesta:

Sean en número m las letras

a,^, c, d..............

las coordinaciones de primer grado que podrán formar­
es con ellas serán estas mismas letras, es decir, su mis­
mo número, m.

Para formar las coordinaciones de segundo grado, 
ee colocan a continuación de cada letra cada una de las 
restantes, como sigue:

aVi a^ a^ al^.... 
ba be bd be.....
ca eb ed ce

■de modo que cada fila contiene m — 1 coordinaciones 
binarias que comienzan por una misma letra, y hay m 
filas, luego el número de coordinaciones binarias que 
se pueden formar será m (m — 1).

Formaremos las coordinaciones de tercer grado, es­
cribiendo a la derecha de cada binaria cada una de las 
^ — 2 letras que no contenga,* así:
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ab^ 
a G b 
adb

abd abe............
acd ace............
ade ade............

luego cada una de las coordinaciones binarias nos dará 
m — 2 ternarias y el total de éstas será:

m (w — 1) binarias X (^^ — 2) — wi {m — 1) (m — 2)

Siguiendo de igual modo el razonamiento, veríamos 
que el número de coordinaciones cuaternarias es

m {m — 1) (w — 2) (m — 3)

y continuando de este modo se observará que por cada 
nuevo elemento que entre en las coordinaciones la expre­
sión del número de éstas constará de un factor más: su 
anterior disminuido en una unidad. Luego el número de 
coordinaciones del grado n que se pueden formar, será 
un producto de n factores desde m el primero hasta el 
último

m — (72 — 1) = m — ?2 4~ 1

de modo que su número total estará representado así:

m {m — 1) {m — 2) (m — 3)............(m — 7¿ -p 1)

lo que manifiesta que el número de coordinaciones de m 
elementos tomados de n a n es igual al producto de n facto­
res consecutivos ij decrecientes de la serie numérica, empe­
zando por m.

, Permutaciones.—Se llaman permutaciones de m obje­
tos, los diversos grupos que se pueden formar co7i todos
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éUos, los cuales se diferencian solamente en el orden en que 
están colocados.

Así, por ejemplo, tratándose de los objetos

a, b, c, d

las permutaciones distintas serían los grupos

abcd cdab

Formación y número de las permutaciones.—Con una 
letra solamente puede formarse una permutación.

Con dos letras, ay b, pueden formarse la a & y la 6 «, 
es decir, 1X2 = 2.

Con tres letras, a, b, c, pueden formarse las permu­
taciones escribiendo a continuación de cada letra las per­
mutaciones de las otras dos, o sean las siguientes:

abc acb 
bac bca 
cab cba

de modo que siendo 1 X el número de permutaciones 
posibles con dos elementos, el número de las que se po­
drán formar con 3 de éstos será 1 X 2 X 3’= 6.

Con cuatro letras ab cdse forman las permutaciones 
escribiendo detrás de cada letra cada una de las permu­
taciones de las otras tres, y como el número de per­
mutaciones con 3 elementos es 1 X 2 X 3, con cuatro 
elementos se formarán 1X2X3X4:== 24.

En general, con n elementos podríamos formar

1X2X3X4XXn

permutaciones.
Observación.—Gomo se desprende de la definición
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que se ha dado de las permutaciones, resulta que éstas 
no son otra cosa sino coordinaciones con todos los obje­
tos, lo que nos permite obtener el número de permuta­
ciones por la fórmula de las coordinaciones, siempre que 
«n ella hagamos m =* n, que nos dará por resultado:

n {n — 1) (w — 2) (w — 3).............. 1

e invirtiendo los factores, se tendrá:

1 X2X3X.......... Xn

Combinaciones.—Llámanse combinaciones de m obje- 
ios, los diversos grupos que pueden /ormarse, tomándolos 
dos a dos, tres a tres, etc., y que se diferencian en uno o más 
objetos.

Áaif por ejemplo, las combinaciones de las letras

ab G d

formando los grupos

abe abd ac d . , . . . etc.

lo son formadas tomados tres a tres sus elementos.

Formación y número de las combinaciones.—Para 
formar las combinaciones binarias posibles con las 
letras

a b c d e

se escriben a continuación de cada letra cada una de las 
que le siguen, de este modo:

ab ae ad ac
be bd be...

cd ce............
de
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Para formar las combinaciones ternarias, se escribe 
a continuación de la primera letra las combinaciones 
binarias de las letras que la siguen &, c, d, e; a continua­
ción de la letra b, las combinaciones binarias de las letras. 
c, d, e..., y así suceeivamente, resultando las

abc abd abc 
acd ace 

ade 
bed bce 

bde 
ede

De la misma manera se formarían las combinaciones 
cuaternarias, escribiendo al lado de cada letra las combi­
naciones ternarias de las letras siguientes.

Para calcular el número do combinaciones observe­
mos que todas las permutaciones que se pueden formar 
con determinado número de elementos forman una sola 
combinación, y en su consecuencia, las coordinaciones 
de m letras tomadas de 7i a ii, contienen a cada combina­
ción de n elementos tantas veces como permutaciones se 
puedan formar con las 7i letras de la misma combinación; 
luego el 77úme7'0 de GombÍ7iacio7íes que jpuede77 Jor77ia7'se 
co7i m ele77ie7iios tomados ix a n, es el cocieTite que resulta de 
dividir el Tiúmero de coordÍ7iac¿ones de igual grado 2)07' el 
de permutacio7ies de n elementos.

Asi, el número estará expresado por

771 (^m — 1) (m — 2) (mi — 3)............[m — 71 -j- 1) 
1 X 2 X 3 X 4 X . X «

El número de combinaciones binarias será

m (w — 1)
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el de las combinaciones ternarias

w (m — 1) (m — 2) 
1X2X3

I.— Fórmula del binomio de Newton

Leyes dei producto (a; + «) (re + &) (^ + c)....... 
—Si multiplicamos el binomio (a; 4" a) por el binomio 
(a; 4- &), tendremos:

(a; 4" ^) (^ 4” ^) = ^’ 4" «
4- &

x 4- « &

Si multiplicamos los tres factores binomios (rc 4- úí) 

(íc 4~ ^) (^ 4" 4) ®® obtiene:

(æ 4- «) (i» 4" &) (íc 4" <5) = »’ 4* « a:* 4- a ó

4- c

Si multiplicamos los cuatro factores binomios 
(a: 4“ «) (^ + &) (a; 4~ c) (^ 4“ ^> ®® obtendrá el siguien­
te producto:

a:* 4“ ^^ a;3 4- « 6 x^ 4“ « 6 c x_2{~ abc d
4-6 4- « c 4- « 6 d
4- c -}- a d 4- « c d
4- á 4- 6 c 4“ 6 c d

4-6<Z
4-CíZ

Examinando los productos obtenidos, vemos que 
los polinomios están ordenados con respecto a la le­
tra x, que es el término común de los factores bino­
mios, y sujetos a las siguientes leyes:

1»

MCD 2022-L5



2^ J. FENOLLOSA

Cada producto consta de un término más que factores 
binomios lo han producido.

El exponente de ^ en el primer término de cada pro­
ducto es el número de factores binomios y que disminuye 
en una unidad en cada término de los sucesivos, hasta que 
se reduce a cero en el último.

El coeficiente del primer término es la unidad; el del 
segundo, la suma de los segundos términos de lós binomios; 
el del tercero, la suma de sus productos binarios; el del 
cuarto, es la suma de los productos ternarios de dichos tér- 
mÍ7íos, y así sucesivamente hasta el último término, que en 
cada polinomio es el producto de todos los segundos térmi­
nos d,e los factores binomios.

Vamos ahora a demostrar que estas leyes son gene­
rales, cualquiera que sea el número de factores bino­
mios de la forma

■ (x + a} [x + b) (x 4- c) (íc 4- d)..... (x 4- f)

y para ello admitamos que las leyes enunciadas se ve­
rifican, siendo m el número de factores, y probaremos 
que igualmente se verificarán cuando sean w 4- 1 lo® 
factores.

Representemos el producto de los m factores bino­
mios anteriormente citados por el polinomio

íc"’ -4 A a;^ " 1 4- B ^"’ “ ’ + ^ ^™ " * 4- ••• + Q

en el que

A = a 4~ h 4“ c 4“ •••
^ a b a c-f b c...
Q = abc-\-abd-f-aed

Q, = a b c d...
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Si multiplicamos dicho polinomio por un nuevo 
binomio a: 4- í, se tendrá la operación indicada:

(¿C™ -}- A ÍB* “ + B aí”’"^ _|_ 0 ^m — 3 _j_ _|_ Q^ ^^ _|_ ¿^

y el producto será:

íe"'~* -}~ A-^íc'” -j-B íc'“ ^-h 0
t -|~ ^ A t 0 4-4~ i Q

en el que se observan las mismas leyes establecidas, 
puesí consta de m 4* 2 términos; el exponento de x en 
el primer término es a: +1, esto es, el número de fac­
tores binomios y que va disminuyendo una unidad en 
los términos sucesivos, hasta llegar al último, que es 
término independiente de «,

El coeticient© del primer término también es la 
unidad, como exi los productos que se obtuvieron antes.

El coeficiente del segundo término es A + í, y 
como A expresa la suma de los segundos términos do 
los m binomios, A + t expresará la suma de los segun­
dos términos de los m 4- 1 binomios.

El coeficiente del tercer término es B 4” i A, y como 
B es la suma de los productos binarios_de los últimos 
términos de los m factores y i A es la suma de estos 
términos por t, resulta, pues, que B 4- ¿ A es la suma 
de todos los productos binarios que so pueden formar 
con los segundos términos do los w + 1 factores bi­
nomios.

El coeficiente del cuarto término ea C + t B, y 
teniendo en cuenta que B es la suma de los productos 
ternarios formados con lo» segundos términos de los w 
factores y además t B es la suma de los productos bi­
narios de dichos términos por /, resulta de aquí que
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0 4- / B es la suma de los productos ternarios de los 
segundos términos de los m + 1 binomios.

Y continuando el razonamiento que hemos seguido, 
veríamos seguían las leyes expuestas en los términos 
sucesivos, hasta llegar al último í Q, que es el producto 
de los segundos términos de los m 4“ 1 binomios.

Ha quedado, pues, demostrado que las leyes ex­
puestas son igualmente aplicables al producto de dos, 
de tres ... de m, do m + 1 factores de la forma (a; 4- «) 
(a; 4- &) (a: 4- c) ... (a: 4-g).

Fórmula del binomio.—Gomo las cantidades «, &, c, 
d, ... q, segundos términos de los factores binomios de 
los productos que venimos estudiando, pueden tomar 
valores cualesquiera, si suponemos que son iguales 
entro sí, el producto de los m factores.

{x 4“ «) (a: 4- ^) (^ + c) ”• (aJ 4- 2) = (a? + «) {x 4- «) •- = 
= (re 4-a)™

Veamos ahora cuál será el producto efectuado.
El primer término es a:"’.
El coeficiente del segundo término será:

A — a + a-}-a-}-... — ma

El coeficiente del tercer término

B =» «’ 4" «2 4“ ^^ 4~ •••

entrando a* tantas veces como combinaciones binarias
se pueden formar con m letras, se tendrá:

B m (m — 1) 
14-2 a^
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El coeficiente del cuarto término

m (m — 1) (w — 2) a®

y del mismo modo se hallarían los coeficientes de los 
demás términos, siendo el último

Q =«= « a fl... = «“

De modo q^ue según queda expuesto, la igualdad

(» + «) (« + ?>)(« + c)(« + ff) «í»” + Aa™-* + 
-1-Bíc”’“2-1-0 33™ ■“^¿-.•.• + Q

se transforma haciendo los segundos términos iguales 
a a en

= íc® + w a ¡r®“^ 4“ z «2 íc"' "H 

m (m - 1) (m — 2) 3 , 
+ —r2^3 “ 

, W (« - 1) ■ ■ ■ ■ - 21+1) «n 4- „ _ „ + «™ 
+ l-2-3....n -

la miama fórmula que obtuvimos en otro lugar (96) de 
esta obra.
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Erratas que se han a<i»értido

2

PÁG. LÍNEA DICE DEBE DECIR

36 13 — 3 ab^ — 2ab^
48 6 am xn am X an

104 7 j 4x3 — 4x3

¿61 12
Í -5 «3 

af^
+ 5 «3 
a»

262 20 (2187 X 3) 9 (2187 X 3) - 9
2
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