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El rombo se diferencia del anterior, en que
tiene iguales todos sus lados ; como ARCO
(fig. 77).

Cl ri'cefarrüqHrlo tiene los lados consecutivos
desiguales, pero iguales todos sus ángulos;
tal el ACRE (fig. 78).

El cuadrvrrlo tiene iguales sus ángulos
y sus lados; como ABCU (fig. 79).

3. La suma de los cíngulos de un,curidr+latero, es igual d 4 rectos

Para convencernos de esta verdad tirarémos en el cuadrilátero una diago-
nal; y de este modo quedará dividido en dos triángulos; pero la suma de los
ángulos de estos triángulos, identica á la suma de los ángulos del cuadri-
látero, es igual á 4 rectos: luego, etc.

1. La diagonal divide al paralelógrcamn en dos triángulos iguales.

Esta igualdad se conocerá tan pronto corno reparemos en que los triángu-
los tienen iguales respectivamente sus ángulos y sus lados.

5. Construir u i trapecio simétrico , conocidas la base mayor B
la altura H, y la longitud L de los lados no paralelos, (fig. 76).

Trazaremos una recta CD, igual á la base B; levantarémos sobre esta rec-
ta una perpendicular EF , igual á la altura H; por el punto F tirarémos una
paralela á CD; desde los puntos C, y D, con un rádio igual á L, describiremos
dos arcos , cada uno de los cuales cortará en dos puntos á esta paralela;
uniendo ahora á los extremos de la base CD las intersecciones A, t1, alas pró-
ximas al punto F, teudrétuos formado el trapecio simétrico AIICD.
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6. Construir un romboide conociendo la base B, la altura if t/ la

longitud L de los lados que encuentran á la base (fig. 76).
Trazarémos una recta CD, igual á la base B; en un punto cualquiera E

levantarémos una perpendicular EF igual á la H. Por el punto F tiraremos
una paralela á CD; trazaremos despues desde los puntos C. D, con un rádio
L, dos arcos, cada uno de los cuales cortará á la paralela en dos puntos.
finalmente uniendo á los C, D, las intersecciones A,B, 6 H, I, tendrémos los
dos paralelogramos ABCD, CDIH que satisfarán á las condiciones del pro-
blema.

7. Trazar un rombo ►onociendo un lado L y una diagonal M,
(fig. 77).

Tiraremos una recta _AC igual á M; desde los puntos A, C, con un rádio
L, trazarémos dos arcos que se cortarán en dos puntos B, D; dirigiendo
ahora los cuatro rádios, determinados por las intersecciones , nos resultará
el rombo ABCD.

Esta figura tiene muchas aplicaciones en las artes, los dibujos de las
telas, la ebanisteria etc. nos ofrece este ejemplo á cada paso.

8. Formar un rectángulo dada la base B y la altura H, (fig. 78).

Trazaremos una recta CD, igual á la base B; en el punto C O> en el D, levan
-taremos una perpendicular DE igual á li; por el punto E tirarémoj una pa-

LI ralela á CD. y por C otra paralela á DE, la interseccion A de las paralelas
determinará el rectángulo ACDE.

Son muy numerosas las aplicaciones del rectángulo: el sitio de un
edificio es ordinariamente rectangular;
en la agrimensura ocurre con frecuencia
medir ó construir rectángulos. 3

9. Construir un cuadilátero igual d
otro alado ABCD (fig. 80).

Para esta construccion no hay mas que
tirar la diagonal AC, y formar sobre una
recta A' C'=AC, dos triángulos A'B'C',

A'C'D'. respectivamente iguales á los triángulos ABC, ACD.

i 	 ,U
41
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. V. lDe los polígonos de cualquieii número de lados,—De los polige,nos

regulares inscritos y circunscritos,

1. La suma de los ángulos (le un polígono vale tantas veces dos rectos como lados tiene
menos dos; determinar el valor de cada uno de los ángulos en el polígono regular.-2.'
La suma de los ángulos exteriores de un polígono, vale 4 rectos.-3. Que entendemos
por centro del polígono regular? Qué es rádio, apotema y ángulo del centro?—h. Cómo
se determina el ángulo del centro?-5. Todo polígono regular se puede inscribir y cir-
cunscribir al círculo.-6. Inscribir un polígono regular de cualquier número de lados.
-7. Dado un polígono regular inscrito, inscribir otro de doble número de lados.-8. Da-
do un poligono regular inscrito, circunscribir otro de igual número de lados.-9. El lacto
del hexágono regular es igual á su rádio.—l0 Inscribir el hexágono regular; la circun-
ferencia vale mas de tres diámetros; inscribir el triángulo equilátero.-11. Inscribir un
cuadrado.-12. Dado un cuadrado inscrito circunscribir otro: la circunferencia vale me-
nos ele cuatro diámetros.-(3. Determinar la relacion dc la circunferencia con el diá-

metro: relacion hallada por Arquimedes: relacion de Mecio.

1. La suma de los angulos de un polígono cualquiera ABCDE (lig.
67). vale tantas veces dos rectos, como lados tic-
nc el poligono menos dos.

Para convencernos de esta . erdad, desde un mis
-mo vértice A, dirigirémos diagonales á los demas

vértices; estas diagonales dividirán el polígono en
tantos triángulos, como lados tiene menos dos; lue-
go la suma de los ángulos de estos triángulos será

tantas veces dos rectos como lados tiene el polígono menos dos; pero esta
suma es idéntica á la de los ángulos del poligono; luego etc.

Si Sc nos pide, p. ej., el valor de los ángulos de un polígono de 20 lados
quedará determinado de; este modo: valor:= (20-2)X2 rectos= 20X2 rec-
tos -2X 2 rectos = 40 rectos —4 rectos. Cuyo resultado nos dice que para
determinar el valor de los ángulos de un poligouo, duplicarémos el número
de sus lados, de este producto restarémos 4 rectos; y la diferencia que resulte,
expresará el número de ángulos rectos, que valen los del polígono.

Corolario. El teorema precedente nos conduce á la determinacion de
cada uno de los ángulos en el polígono regular. Este polígono, como ya sabe

-mos, tiene todos sus ángulos iguales; de consiguiente dividiendo el valor de
todos sus ángulos por su número, obtendrémos el valor de cada tino; pero el
número de ángulos es igual al de los lados; podemos pues dividir por el nú-
mero de lados. Si queremos, p. ej., hallar el ángulo del decágono regular di-

20R-4R 16R
rémos: ángulo= 	=--= 1,6 de R,=144.°

10 	 10
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St prolongarnos los lados del polígono A B CD E, la surta de los

cíngulos exteriores que resultan,
es igual el 4 rectos. (fig. 1).

En efecto, eAB±BAE=2R
aBC+CBA=2R
bCD+DCB=2R

Dorde vemos claramente que la
suma de los ángulos interiores y
exteriores del polígono vale tantas
veces dos rectos, como lados tiene
el polígono. Asi pues, la suma to-
tal excede á la de los ángulos inte-

riores en !c rectos; luego la suma (te los exteriores será igual á 4 rectos.

3. Llámase cenlro de un polígono regular inscrito ABCDE (fig. 84),
el centro mismo O del círculo.

Entendemos por rddio del polígono regular el
rádio del círculo circunscrito; y se dice apotema
la distancia del centro á cualquiera de los lados, ó
sea el rádio del círculo inscrito. De donde se infie-
re que en el polígono regular son iguales sus rá-
dios y sus apotemas.

Se llama ángulo del centro el ángulo AOB, for-
inado por dos rádios AO, OB, dirigidos á dos ver-
tices contiguos.

4. Si consideramos que todos los triángulos
formados por los rádios y lados del polígono, son iguales, como lo mani-
fiesta la igualdad respectiva de los lados de este triángulo, conocerémos
que todos los ángulos del centro son iguales entre sí. Luego para deter-
minar el ángulo del centro, dividirémos por el número de lados del po-
lígono los 4 rectos ó 360.°, valor de todos los angulos que al rededor de
un punto se pueden formar.

Si queremos p_ ej. hallar el ángulo del centro en el pentágono regu-
360. °

lar procederémos del modo siguiente: ángulo del centro=	 =72.°: este
5

ángulo pues, tendrá por medida el arco AGB, que será la quinta parte
de la circunferencia.

5. Todo polígono regular se puede inscribir y circunscribir al
c•iren ln. •

2.

I,
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j0 	 Porque en el polígono regular son iguales los rádios; luego si con el

radio del polígono trazamos una circunferencia, esta circunferencia pasará
por todos los vértices del polígono.

2.° Los apotemas son iguales; luego si con el apotema describimos tina
circunferencia, esta será tangente á todos los lados del polígono regular.

6. Inscribir un polígono regular de cualquier número de lados. •
Fórmese el ángulo del centro; descríbase la cuerda de su arco; esta cuer-

	da será el lado del polígono que nos proponernos inscribir.	 it
7. liado urt poli loto regular inscrito, inscribir otro de doble número

de lados (fig. 88).
Divídase el arco correspondiente tal corno el AIB,

en dos arcos iguales Al, IIl; desde el punto I ti-
rense las cuerdas IA, IB; cada una de estas cuer-
das será el lado del polígono pedido.

8. i1ado un polígono regular inscrito, cir•-
cvnscribir otro de igual número de lados,

Por todos los vértices del polígono inscrito tira_
rémos tangentes á la circunferencia; estastangen-

tes determinarán el polígono que queremos circunscribir.
9. El lado del he.rdgono regular es igual á su rádio (fig. 88).
Formarémos el triángulo AOB, el cual no puede menos de serequiángu-

lar, como resulta de las consideraciones siguientes. El ángulo del centro
4 	 2

AOB=—de recto=—=60.°; luego la suma de los otros dos ángulos Ay B
G 	 3

valdrá 120.° ; pero estos dos ángulos son iguales, por ser iguales los lados
AO, BO; luego cada uno de estos ángulos valdrá la mitad de 120.°, ósea60.°
Así pues, este triángulo es equiangular y por consiguiente equilátero. Luego
AB=AO=BO.

10. Inscribir el hexdgono regular (11g. 88).

Tómese el rádio OA, y desde el punto A lo colocarémos seis veces sobre
la circunferencia; uniendo los seis puntos asi determinados, obtendrémos el
hexágono regular ABCDEF, cuyo perímetro, por consiguiente, sera igual á
seis rádios ó tres diámetros del círculo circunscrito.

i.° Corolario. De donde se infiere que, siendo la circunferencia
mayor que el polígono inscrito lodo circunferencia será mayor que tres
diámetros.

2.° Para inscribir un triángulo , equilateral podemos hacer la cons-
truccion siguiente.

`Ponto u 	 4
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Trácese el diámetro AB (11g. 8i), y desde el punto L', con tina abertura
(le rompas igual al rádio, describase un arco
que corte la circunferencia on los puntos
C, D; la línea DC será el lado del triángulo
equilátero que nos proponemos inscribir.

11. Inscribir un cuadrado.
Tirénse los diámetros AB, CD perpendicu-

]ares entre sí; despues, por medio de las rec-
tas DB, DA, CB, CA, unanse los cuatro puntos A, C, B, D; quedará de este
modo inscrito el cuadrado pedido.

12. Dado un cuadrado inscrito circunscribir ' otro cuadrado.

Sea el cuadrado ACBD (6. 86): desde los puntos B y D, con un rádio cual-
quiera, mayor que la mitad de BD,
trazarémos dos arcos que se corten en
F; uniendo este punto con el centro 0,
la línea FO determinará el punto 6;
hágase lo mismo con tos demas pun-
tos tomados (los (i dos ; tirando ahora
cuatro tangentes á la circunfencia por
los puntos determinados de este modo.
tendrémos el cuadrado circunscrito
PERS.
A primera vista se percibe que el pe-

rímetro de este cuadrado es igual á cuatro diámetros.
De aquí resulta que. siendo el polígono circunscrito mayor que la circun-

ferencia inscrita, el valor (le esta no llegará cí cuatro diámetros.

13. La determinacion del perimetro clel circulo consiste en hallar
una línea rota, igual en longitud d la circunferencia, para comparar

-la con el rádio ó con el diámetro.
Para resolver este problema no tenemos otros medios que los de apro-

ximacion; aproximacion que podemos llevar hasta tal punto que equi-
valga á la exactitud.

Supongamos, inscrito uno, y circunscrito otro, dos polígonos regulares de
un número indefinido de lados, p. C. ele 32768 lados, no coineterémos un
error muy grande, si tomamos uno de estos polígonos por el círculo. En este
caso el perímetro se habrá convertido en la circunferencia , y el apotegma en
el rádio.

El polígono de 327118 lados inscrito á un circulo cuyo rádio es un pié,
tiene un perímetro representado por 6,2831852. La relacion de este número
con el diámetro que vale dos rádios, será 3,14159`26. Asi pues, la relacion
aproximada de la circunferencia al diámetro está expresada por el número
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5,941592fí, número que no difiere del verdadero en una diezmillonésima; es
decir que la circunferencia contiene la diezmillonésima parte del diámetro,.
mas de 31'tl392G, veces y menos de 31415927 veces.

Esta relacion se designa generalmente en los tratados de Geometría con
la letra .p del alfabeto griego.

Como la relacion de la circunferencia con el. cjiámetro es de uu uso tan fre-
cuente, en lugar del número 3,1415926, poco accesible á la memoria, se suele
tomar la razon menos exacta, pero mas sencilla, 22:7. Este número, conver-
tido en decimales, produce la fraccion 3,142 etc. y conviene con el anterior
3,1415 etc. hasta centésimas inclusive. Bastará, pues, en los casos ordinarios
tomar para circunferencia de una figura circular 3 veces el diámetro mas

I
un —. El descubrimiento de esta relacion se debe á Arquímedes.

7
La relacion encontrada por Mecio es teas aproximada que la de Arquíme-

des, y al mismo tiempo muy facil de conservar en la memoria. Esta razon
355

está expresada por el número -- que muy pronto reproduciremos, si rete -
113

nemos en la memoria el número '113355, que resulta del conjunto de las ci-
fras del denominador y del numerador.

. VI. De las líneas proporcionales y ele tus poligonos semejantes.

1. Razon de dos lineas.-2. Medida comun de dos lineas, y como se determina su rela-
cion.-3. Qué son lineas comensurables é incomensurables.-h. Cuándo se dicen propor-
cionales cuatro lineas?-5. Qué son triángulos semejantes? Qué son polígonos semejan-
tes?-Qué son lineas homólogas?-6. Si dos rectas son cortadas por paralelas, y los seg-
mentos de la una son iguales entre si, tambien lo son los de la otra.-7. Si dos rectas
concurrentes en un punto son cortadas por dos paralelas, los segmentos de la una
so proporcionales á los de la otra.-8. Si en un triángulo tiramos una recta paralela
á uno de sus lados , resulta un otro triángulo semejante al primero.-9. Dos triángulos
semejantes son equiangulares, y recíprocamente. -1o. Dos triángulos que tienen un
ángulo igual, comprendido entre lados proporcionales, son semejantes.-¡ 1. Dos trián-
gulos que tienen sus lados respectivamente perpendiculares ó paralelos, son semejan-
tes.-12. Dos polígonos son semejantes cuando tienen sus lados proporcionales y sus
ángulos respectivamente iguales: dos polígonos regulares del mismo número de lados
son semejantes.-13. Propiedades del triángulo rectángulo.-14. En un triángulo rectán_
rulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual á la suma de los cuadrados de los catetos.-
1 S. Dividir una recta en partes iguales.-16. Hallar una media proporcional entre dgs
rectas dadas-17. Construir un triángulo semejante á otro dado, y por consecuencia un

polígono semejante á otro.

1. Cuando compararnos entre si dos líneas ó dos números el resul-
tado de esta comparacion se llama razon.

2. Entendemos por medida comun de dos líneas , una tercera línea
contenida exactamente en las dos primeras.
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Para hallar la razon (le dos lineas AB, CD (fig. 51) se coloca la mas
pequeña CD sobre la mayor AB,
tantas veces como puede ser conte-
nida; si cabe un número exacto de
veces, la razon entre las dos líneas
tendrá por expresion un número

entero, y la operac►un quedará terminada.
Pero supongamos que la línea AB contiene tres veces á la CD , que

-dando el residuo EB ; sobrepondrémos este residuo EB á la CD, y si
cabe p. ej. exactamente ít veces , la línea AB igual á tres veces la línea
CD, mas el residuo EB , contendrá 13 veces la EB ; de donde resulta

4
que la razon ele CD It AB será—, pudiendo formar la siguiente propor-

13
cion: AB: CD ::13:4.

La línea EB, que cabe 4 veces en la CD, y 13 en la AB, es la comun
medida de estas dos líneas.
3. Lámanse líneuu.c co,nensurables entre sí aquellas cuya razon se

puede expresar numéricamente , como las líneas AB, CD del ejemplo
-precedente,.

'Por el contrario, se llaman incomensurables aquellas cuya razon no
se puede expresar numéricamente, (í en otros términos, aquellas que no
tienen una medida comun. Sin embargo, podemos valuar la relacion de
estas lineas hasta tal grado de aproximacion, que equivalga á la exactitud.

En efecto, supongamos la línea AB (fig. Si) dividida en un número cual-
quiera de partes iguales, y que una de estas partes se coloca sobre la CD
tantas veces como sea susceptible : en esta division claro es que nos que

-dará un residuo, por ser las líneas incomensurables; pero este residuo, me-
nor que una de las divisiones de AB, será tanto mas pequeño é inapreciable,
cuanto mayor sea el número de partes en que la línea AB haya sido divi-
dida. Si se divide la línea AB en un millon de partes iguales p. ej. y si CD
contiene 456546 de estas divisiones, la razon de CD á AB será 0,456346,
aproximada hasta menos de una millonésima , es decir que CD contendrá la
millonésima parte de AB mas de 4565 -116 veces , y menos de 456547 veces.

L Cuando la razon de dos líneas A y B es igual á la razon de otras
dos líneas C y D, (le modo que podamos formar la proporcion A: B::C:D,
se dice que las cuatro líneas A,B,C,D, son proporcionales.
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5. Entendemos por triángulos semejantes , aquellos que tienen sus

lados proporcionales, de modo que podamos de-
cir (11g.70) AB: A'B'::BC:B'C'::CA:C'A'.

Dos polígonos se dicen seunejantes siempre que
se puedan descomponer en igual número t:e trián-
gulos respectivamente semejantes y.colocados en
el mismo órden; como los de la 11g. 71.

En los polígonos semejantes se llaman lineas Jomólogas las líricas
que unen los puntos correspondientes de estos polí-
gonos. Para conocer en los triángulos semejantes
cuales son los lados homólogos, tomarémos en consi-
decacion sus ángulos respectivamente iguales , y los
lados opuestos á estos ángulos , serán los homó-
logos.

6. Si tenemos dos rectas cualesquiera SR , S'14'.
cortadas por un número cualquiera de pira lelas
AÁ'. BB', CC', DD', siendo iguales entre si los

y segmentos de la una , In serrín lambien entre si los

segmeidos de la otra (lig. Vill). '

Para manifestar esta verdad, tiraré-
mos las rectas AF, BG. EH... paralelas
á la S'R'. Los triángulos ABF. BEG...
serán iguales , porque tienen un lado
igual, AB=BE..., adyacente á dos án-
gulos respectivamente iguales, BAF=
EBG..., y ABT—BEG...: de donde AF=
BG..., por consiguiente A'B'—B'E'.

7. Si se nos dan dos rectas AB,AC,
concurrentes en WI punto A. cortado.,•
por dos paralelas hiN, BC los seymen-

los AM, MB de la una son proporcionales dios segmentos AN, NC de
la otra (fig. 69.)

Supongamos para esto que la razon entre AM
5

y MB sea—, es decir que MB se haya dividido en
6

fi partes iguales , y que AM contenga .) de estas
partes : si por los puntos de division de la AB di-
rigimos paralelas á la BC, dividirán la AC en par-

tes iguales, segun acabamos de demostrar. AN contendrá 5 de eSlas parle,
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y NC 6; la razor pues entre estas dos rectas, será tambien—, resultando
6

por consiguiente la proporelon :

AM:MB:.AN:NC. 	 L. Q. Q. D.
As► mismo, conteniendo la AM S de las 11 partes iguales en que AB está

dividida, y AN otras 5 de las 41 partes iguales de AC, podemos formar la
_	 proporcion:

AMM:AB::AN:AC, y por la misma razon
MB:AB::NC:AC, y dividiendo la primera por la segunda.
AM:MB:: AN: NC.

Cualquiera puede conocer que tambien es verdadera la recíproca, es
decir que si la línea MN di"ide d las rectas AB , AC en partes propor-
c•im►ales , la MN sera paralela á la BC.
8, Toda recta B' C' tirada en el plano de un triángulo ABC para le-

¡((mente is uno de los lados BC , forma un
segundo triángulo AB'C' semejante al pri-
mero , de suerte que resultará (fig. IX.)

AB: AB' ::AC: AC' ::BC:B' C' .

En efecto resulta de lo dicho

AB: AB':: AC:AC'.

Si ahora dirigimos la B'D paralela á la AC,
tendrémos.

AB:AB'::BC:CD, pero CD=B'C';
asi AB:AB' ::BC:B' C'; luego etc.

9. Des tricingulos semejantes ABC, A'B'C' (fig. 72) son equiangu-
lares entre sí , y recíprocamente
dos triángulos equiangulares entre
si, son semejantes.

1.0 Supongamos AB>A'B'. Tóme-
se sobre AB una longitud AB ,A'
B' , y por el punto B" , diríjase la
B"C" paralela á BC ; habrémos for-
mado de este modo un triángulo AB"
C" semejante at ABC ; pero segun

nuestra suposicion el ABC es semejante al A'B'C': luego los dos triángulos
AB"C" y A'B'C' son semejantes entre sí, é iguales el mismo tiempo, por-
que teniendo el lado AB"=A'B', los otros lados tendrán entre sí la misma
relacion de igualdad ; asi pues, los triángulos AB"C'y A'B'C' , ademas
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de ser semejantes, son tambien iguales. Los triángulos ABC . AB"C" son
equiangulares entre si; tambien lo serán pues ABC y A'B'C', y por consi-
guiente A=A', B=B', C=C'.

2.° Siendo ABC y A'B'C' equian',ulares entre sí, AB"C" y A'B'C' lo
serán tambien. Pero AB"—A'B' ; luego :AB"C" y A'B'C' que tienen
gual un lado y todos sus ángulos, serán iguales; asi pues, ABC y A'B'C'
son semejantes.

Corolario 1.° 11os triángulos que tienen dos tingulos respecliva-
¡¡¡ente iguales, son semejantes.

Z.° Dos triángulos isósceles son seine juntes, cuando tienen iguales los
ángulos de la base ú los del vértice.

3.° líos triángulos rectángulos que tienen igual un cíngulo agudo,
son semejantes.

10. Dos trit igulos son seinejanles, cuando tienen un ángulo igual.
AA' , comprendido entre lados proporcionales, AB: A' Ii';: AC: A' (.''
(fig, 72,)

Para demostrar este teorema, barémos la misma construccion que en el
taso anterior. Los triángulos semejantes ABC, AB'C' nos dan la siguiente
proporcion AB: AB': • AC: AC'. Combinando esta proporcion con la supuesta
ene! teorema, resulta A'B': AB'::A'C': AC",y como A'B'=AB', tambien
A'C'=AC". Asi pues, los triángulos A'B'C', AB' 'C'' son iguales por
tener iguales dos lados y el ángulo comprendido: luego ABC y A'B'C' serán
semejantes.

11. Dos triángulos que tienen sus lados respectivamente perpendi-
culares ó paralelos son semejantes.

Los triángulos que se hallan en este caso, no pueden menos de tener sus
ángulos respectivamente iguales, como vamos á manifestar.

Los ángulos de estos triángulos ó son iguales ó suplementarios, segun
demostramos en otra parte; veamos si los 6 ángulos de los dos triángulos,
tomados dos á dos, pueden ser suplementarios. Si así fuese, los ángulos de
estos triángulos valdrian 6 rectos; lo cual es imposible. Tampoco pueden ser
suplementarios 4 de estos ángulos tomados dos á dos, porque la suma de los
6 pasarla de 4 rectos.

Asi pues, dos ángulos por lo menos de un triángulo son respectivamente
iguales á dos del otro. Luego etc.

12. Dos polígonos son semejantes, cuando tienen sus lados propor-
cionales y sus ángulos respectivamente iguales, de suerte que A=A',
B=B' , etc.; y al mismo tiempo A' B: AB':: BC: WC... (fig. 71).

La demostracion de este teorema se reduce á descomponer de un modo
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cualquiera lus dos Polígonos en igual uírmero de triaugulus, manifestando
al mismo tiempo la semejanza de estos triángulos , tomados (los á dos, del
modo siguiente.

Los dos triángulos ABC, A'B'C' p. ej. que tienen un ángulo B=B', y
proporcionales los lados que lo forman, serán semejantes. De donde resulta
que las diagonales AC, A'C, tienen entre sí la misma relacion que los lados
homólogos de los polígonos; y que los ángulos ACD, A'C'D son iguales, co-
mo diferencias.de los ángulos iguales ACB, A'C'B. Luego los triángulos
ACD, A'C'DI son tambien semejantes, por tenerel ángulo C=C', forma-
do por lados proporcionales.

Lo mismo podemos decir de todos los triángulos formados al rededor del
punto A. Luego etc.

Corolario. Dos poligo os regulares del mismo número de lados
son semejantes; y considerando el círculo como un polígono regular de
infinitos lados, estamos autorizados para decir que todos los cerculos son
semejantes entre si.

13. Si desde el ángulo recto de un tr•idíngulo rectángulo ABC (figu-
ra 731, bajamos una perpendicular CD sobre la hipotenusa AB:'1.° los

— — dos tricingulos ADC, CDB son semejantes
al lriúngulo ABC; 2.° los otros triángulos
ADC,. CDB son semejantes entre si; 3.° lit
perpendicular CD es media proporcional
entre los dos segmentos AD, BD de la hipo

-tenusa.
44.° Cada cateto es media proporcional entre la hipotenusa y el seg-

mento correspondiente.

1.° El ángulo _k es comun á los dos triángulos ADC, ABC; ademas, ca-
da uno de ellos tienen un ángulo recto; luego son semejantes: luego el án-
gulo ACD=CBD.

Lo mismo sucede con los triángulos CDB. y ACB.
.° Los dos triángulos ADC, CBD tienen cada uno un ángulo recto , y

ademas, el ACD del uno igual al CBD del otro; luego son semejantes.
3•• Si comparamos los lados homólogos de los triángulos semejantes

ACD, CDB, nos resultará la proporcion AD: CD:: CD: DB; á la línea CD que
está contenida en la AD, tantas veces como ella contiene á la DB, la llama-
mos medio proporcional entre AD y DB; luego etc.

4.' La comparacion de los triángulos semejantes ACB. ADC, nos da la
proporcion AD: CA:: CA:: AB.—Del mismo modo la comparacion de los tri-
ángulos semejantes CDB y ACB nos darán la proporcion DB: CB:: CB: AB;
luego cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y el segmento
correspondiente.
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Llalnanse cuestiones numéricas todas las cuestiones de geometría
que Sc pueden resolver por medio de las reglas de aritmética.

14. En un triángulo recídngulo ABC (73), el cuadrado del valor nu-
mend) de la hipotenusa AB es igual d la suma de los cuadrados de
los calores numéricos de los ratelos.

En efecto, si con las dos últimas proporciones:
AD: CA:: CA: AB, y DB: CB:: CB: AB, formamos el producto de medios

igual al de los extremos, resultará:
CA X CA G CA'=AD X AB , y CB X CB ó CB°=DB X AB.

Sumando estas dos igualdades, tendrémos :
CA= ± CB-= (AD ± DB) X AB; pero AD -4- DB=AB; luego CA' +

CB'=AB j< AB=AFB= L. Q. Q. D.

Sea la hipotenusa AB=10 pies, AC=6 pies, y CB=8 pies, resultará
10 X 10 G 10"=6= -í- 8 2 , es decir, 100=36 -{- 64.

15. Dividir una recta A B en un número cualquiera de parles igua-
les. (fig. 50).

j	 Supongamos que se quiere dividir en tres partes.
Tirarémos por una de sus extremidades una recta cual-

quiera AC, tomando en ella una longitud, tal que la suma
AD de tres partes iguales á esta longitud, sea sensiblemente
mayor que AB; unirémos el punto D al B • desde el punto
A • con un radio AD, trazarémos un arco que corte á la pro-
longacion de DB en el punto E, y uniendo el punto A con el
punto E, tendríamos A E=A D; por consiguiente podrémos
colocar exactamente sobre AC las tres partes de AD. Unien-
do ahora los puntos de division F y G, H é I por medio de

rectas, estas rectas, que dividen las líneas AD, AE en partes iguales serán
paralelas entre sí, y las divisiones AK, KL, LB, formadas por las paralelas,
serán iguales.

16. Hallar una media proporcional entre des rectas dadas b, e.
(fig. 52).

Sobre una recta BC colocarémos
las dos dadas, b. e, la primera desde
B hasta A, y la segunda desde A hasta
C; sobre la recta BC, como diámetro,
describirémos una semi-circunferen-
cia; levantando sobre el punto A una
perperdicular que corte en D á la se-
mi-circunferencia, esta perpendicular

será medio proporcional entre las rectas b y c.
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17. Construir un trirínqulo se»iejanlc á otro triángulo dado ARC,
sobre una recia A' B , dada como homóloga al lado AB.

Podemos resolver este problema de muchos modos, haciendo aplicacion
de los casos de semejanza entre los triángulos. Una de las construcciones
podrá ser la siguiente. Trácense sobre los estremos de la recta A'B' dos án-
gulos A' y B 1 , respectivamente iguales á los ángulos A y B del triángulo
dado ; la interseccion de las nuevas rectas que forman los ángulos, determi-
nará uu triángulo semejante :il dado.

Corolario. Para construir un polígono semejante á otro dado,
bastará descomponerlo en triángulos, y trazar sucesivamente un nítme-
ro igual de triángulos semejantes y colocados en el mismo Orden.

S. 7. Dc las superficies de las figuras /ilawis.

1. Qué se entiende por área? 2. Qué es medir una superficie, yqué unidad se elijo ge-
neralmente"- 3. Un rectángulo se mide por el producto de su base por su altura.-l.
'todo paralelógramo es equivalente á un rectángulo de la misma base y de la misma
altura.- 5 Todo triángulo es igual á la mitad de un paralelogramo de la misma base
y altura: de donde el área del triángulo tiene por espresion la mitad del producto de
su base por su altura: o. El área del trapecio es igual :S la semi-suma de sus bases,
multiplicada por su altura.-7. Un polígono cualquiera se puede medir descomponién-
dolo en triángulos.- H. El Úrea del polígono regular es igual al perímetro multiplicado
por la mitad del apotema.- 9. La superficie del círculo es igual al cuadrado del radio

multiplicado por 3,14159.— 10. Problema de la cuadratura del círculo.

1. Llámase área la superficie de una figura.
2. Medir una superficie es indagar cuantas veces cabe en ella otra

que se toma por unidad.
Generalmente se elige por unidad el cuadrado construido sobre la

unidad lineal que podrá ser la pulgada, el pie, la vara, etc.
3. Cualquiera que sea la unidad de superficie que elijamos, un rec-

tángulo la contendrá tantas veces como nos indica el producto de su ba-
se por su altura, midiendo esta base y altura con la base y altura de la
unidad elegida.

En efecto, supongamos que la unidad sea un pie cuadrado, y que con
ella queremos medir el rectángulo A B C D (fig. 83); si el lado del cuadrado
cabe ti veces en la base C D, obtendrémos 6 fajas rectangulares, tirando las
paralelas á CD por los puntos de division; y si el mismo lado está contenido
8 veces en la altura AD, quedará dividida cada una de estas fajas en 8 cua
dros iguales, por medio de las paralelas á AB dirigidas por las divisiones de
AD. Pero es indispensable que para obtener el número total 48 de cuadrados
que hay en el rectángulo, basta multiplicar 8, longitud de la altura AD,
por 6, longitud de la base CD.
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Si se quiere, pues, medir en pies cuadrados la superficie de un rectángu-

lo, ABCD, bastará medir su base y su altura con el pie lineal, y formar el
producto de los números que resulten de esta medicion.

Lo mismo sucederá si tomamos por unidad la pulgada , la vara, etc.; de
donde podemos deducir la espresion general.

El área de un rectángulo es igual al producto de su base por su al-
tura.

4. Todo paralelógramo ABCD es equivalente d un rectángulo de la
misma base yl de lea misma altura (fig. 81).

Esta verdad se hará muy perceptible, si bajamos
sobre la base AB y sobre su prolongacion las per-
pendiculares DE, CF ; de cuya construccion nos
han resultado los dos triángulos iguales DAE, CBF.
por tener sus ángulos y sus lados respectivamente

iguales. Si á cada uno de los dos triángulos añadimos el trapecio DEBC, ten-
drémos ; el triángulo DAE mas el trapecio DEBC=al triángulo CBF mas cl
mismo trapecio DEBC; pero el primer triángulo y el trapecio componen el
paralelógramo ABCD ; el segundo triángulo  el mismo trapecio forman el
rectángulo DEFC de la misma base y altura que el paralelógramo; luego etc.

Como en el cuadrado la base y la altura son iguales, estamos autoriza
-dos para decir que el área del cuadrado es igual á la segunda potencia de su

lado.

5. Todo triángulo ADC (fig. 82) es equivalente d la mitad de un
paralelógramo de la misma base y de la mis

-ma altura/'.

Por los puntos A y D dirigirémos las líneas AB.
DR respectivamente paralelas á CD, AC; babrémos
formado de este modo el paralelógramo ABCD, di-
vidido por la diagonal AD en dos triángulos iguales

ADC, ADB ; luego el triángulo ADC es la mitad del paralelógramo ABCD
que tiene la misma base y altura.

De donde se infiere que el área del triángulo es igual d la mitad
del producto de su base por su altura..

6. El área del trapecio es igual cí la semi-summa ele sus bases, mul-
tiplicada por su altura (fig. 80).

Descompondrémos para esto el trapecio en dos triángulos , cada uno de
los cuales tiene por base uno de los lados paralelos, y por altura , la misma
del trapecio. De aquí resultará :

1 	 1
ACB=ABX—EA, y ACD=DCX—EA, y sumando:

2 	 2
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ACB-+-ACD=(AB-1-DC)X — EA , ó lo clue es lo mismo trapecio ABDC=
2

I
(AB+DC)X—EA.

7. Para medir un polígono cualquiera , podernos descomponerlo en

triángulos y hallarla superficie de cada tino de estos triángulos; la su-
ma total será igual á la superficie del polígono.

8. El área del poligoato regular es igual al periurelro ueulliplic,ado
por la mitad del apotema.

Para demostrar este teorema , descompondrémos el polígono regular en
triángulos que tengan un vértice cornun en el centro. Todos estos triángulos
tienen por altura el apotema del polígono, y por base uno de los lados. El
producto, pues, de la suma de los lados por la mitad del apotema, ó lo que es_
lo misma, el perímetro multiplicado por la imitad del apotema, nos dará el
área del polígono regular.

9. Considerado el círculo como un polígono regular de infinitos lados,
cuyo apotema se ha convertido en el rádio , y el perímetro en la c i rcun

-ferencia, podemos decir que:
La superficie del círculo es igual á la circunferencia multiplicada

por la mitad del radio.

Luego si llamamos r al rádio, C á la circunferencia, y S á la superficie
del círculo , se podrá expresar esta del modo siguiente:

1
S=C— r.

2
Y sien lugar de C sustituimos su valor con respecto al rádio, resultara

la expresion:
1	 2r=X3,1+15J	 c,

S=2rX3, 14159X —r— ----=r'X3, 14159.
2	 2

Luego la superficie del círculo es igual al cuadrado del rádio multiplica
-do por el número 3,14159.

10. El problema de la cuadratura del circulo tiene por objeto lis-
llar un cuadrado que tenga la misma superficie que el círculo. Han sido
inútiles hasta el presente todos los esfuerzos que se han hecho para re-
solver este problema.
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SEGUNDA PARTE, -DE LOS PLANOS Y DE LAS
LINEAS RECTAS EN EL ESPACIO.

S I. De los planos en ge':eral.

4. Por dos puntos, pueden pasar muchos planos ; por tres puntos que no están en ti-
nea recta, solamente puede pasar un plano: dos líneas que se cortan, determinan la
position de un plano: dos paralelas están siempre en un mismo plano.-2. Cuándo se
dice que una recta y un plano son paralelos? ¿Cuándo dos planos son paralelos entre
si?-3. Cuándo una línea es perpendicular á un plano? ¿Y cuándo oblícua?-4. Qué en-
tendemos por ángulo diedro? ¿Cómo se designa"—s. Qué es ángulo poliedro? ¿Qué en-
tendemos por vértice del ángulo poliedro?-6. Qué es ángulo triedro, tetraedro , pen-
taedro, etc?-7. Si una recta es perpendicular en el plano á otras dos dirigidas por su
pié, lo será á todas las rectas que por el mismo punto se puedan describir en el plano;
de donde se infiere que si una recta es perpendicular á otras dos tiradas por su pié.
en un plano, lo será Cambien á este plano.-8. La perpendicular es la línea mas corta
que desde un punto podemosbajar al plano.-9. Si desde un punto bajamos al plano una
perpendicular y diferentes;oblíeuas, resultará: 4. ° que las oblicuas equidistantes del
pie de la perpendicular serán iguales; 2. ° que de dos oblicuas que no disten igualmente
del pié de la perpendicular, será mayor la que mas se aparte ; de donde se infiere que,
si tomamos un punto cualquiera de la perpendicular al plano , puede servir este punto
para trazaren el plano una circunferencia cuyo centro será el pié de la perpendicular.

1. Asi como un punto no determina la posicion de una recta, del
trismo modo dos puntos tampoco son suficientes para determinar la po-
sicion de un plano; y asi como por un punto pueden pasar infinitas rec-
tas, del mismo modo por una recta pueden atravesar infinitos planos. En
efecto, si suponemos que un plano gira al rededor de una línea como eje,
las infinitas posiciones que el plano tenga en esta vuelta, serán otros tan-
tos planos que pasarán por aquella recta.

Pero asi como dos puntos determinan la posicion de una recta , del
mismo modo tres puntos, que no esten en línea recta, determinan la po-
sicion de un plano; de manera que por tres puntos no situados en línea
recta solamenle puede pasar un plano.

De donde se infiere: 1. 0 que dos líneas, que se cortan, determinan
exactamente la posicion de un plaiio ; 2.° que dos paralelas estar siem-
pre en un mismo plano, como resulta de su misma definition.

2. Una recta y un plano se dice que son paralelos entre sí cuando,
prolongados indefinidamente, no se pueden encontrar; del mismo modo,
dos planos son paralelos cuando en su prolongation indefinida no se
encuentran.
3. Llámase perpendicular á un plano aquella recta que lo sea á

todas las que en el plano pasan por su pie; por el contrario , dícese oblí-
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cua aquella que no sea perpendicular á todas las que situadas en el plano
pasen por su pié.

4. Llámase ángulo diedro el espacio ilimitado, comprendido entre
(los planos MVMNOP (fig. 89) que se cor-
tan. La interseccion de los dos planos

• 	 se llama arista: y los planos, caras
del ángulo diedro.

Asi como el angulo plano lo desig-
nábamos con la letra del vértice cuan

-do este no era comun á otros ángulos,
del mismo modo anotaremos en igual
caso el ángulo diedro con dos letras
correspondientes á la arista ; pero
cuando esta arista sea comun á otros

_,_	diedros, añadirémos dos letras que
designaran respectivamente las dos caras del ángulo , interponiendo
siempre, cuando queramos expresarlo verbalmente , las letras de la
arista.

5. Entendemos por ángulo poliedro ó ángulo sólido, la porcion inde-
finida de espacio comprendido entre tres ú
mas planos que se cortan en un mismo pun-
to S (fig. 90).

Llamase vértice del ángulo poliedro, el
punto comun S de interseccion ; cara, cada
uno ¡le los ángulos planos ASB , BSD , ASD,
etc. , que forman el ángulo poliedro.

El ángulo poliedro se designa por medio de
la letra de su vértice.

6. Si querémos indicar el número de caras del ángulo poliedro, sus-
tituirémos á esta denominacion general, la de ángulo triedro, tetaedro,
penlaedro , etc., segun que el número de sus caras sea tres , cuatro ó
cinco etc.

El ángulo triedro es el mas sencillo de los ángulos poliedros.
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de donde se infiere que OC < OP.
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7. Si una recta O1. e.% perpendicular á otras dos OB, OC tiradas
poi' el punto 0, pie de esta perpendicular, lo será á todas las rectas
que por el mismo punto se pueden lra_ar en. el plano 11I N ele las doe

primeras. (fig. XI).

Supongamos que OD sea una de es-
rectas; el teorema quedará demos-
o,si manifestamos que OA es per_
iicular á OD. Para esto prolonga-
os la OA por la otra parte del pla-
,n una cantidad OA'—OA; sobre
los rectas OB OC, tomarémos dos
tos cualesquiera , B, C; tirarémos
C, y sea D el punto de interseccion
BC con OD; finalmente tirarémos
rectas AB, AC, AD, A'B, A'C,

A'D. Esta construccion nos manifiesta la igualdad de los triángulos ABC y
A'BC , segun vamos á ver. El lado BC es comun á los dos triángulos ; el
AB=A 'B por ser oblicuas equivalentes del pie O de la perpendicular; por
la misma razon AC=A'C. Luego estos dos triángulos son iguales entre sí,
de manera que en la sobreposicion las rectas AD y A'D coincidirán exacta-
mente ; por consiguiente OD será perpendicular á OA y recíprocamente.

Corolario. Si una recta es perpendicular á otras dos rectas ti-
m das nor su -nie ea un piano , lo será tambien d este plano.

8. La perpendicular OC (figu-
ra XII) al plano AB desde un punto
exterior O, es el camino mas corlo
de este punto al plano.

Supongamos una oblícua cualquie-
ra OD bajada desde el punto O al pla-
no AB. Tirando la recta CD, fornma-
rémos un triángulo rectángulo OCD
cuya hipotenusa será la oblicua OD:
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Corolario. La perpendicular bajada de un punto á un plano mi
-de la verdadera distancia (let p11n10 (tl p /ano.

9. Si desde el punto O, ( fi-
gura XIII) que suponemos fue

-ra del plano AB,  bajamos la
perpendicular OC , y (liferen-
Les oblicuas, OD, OD', OD"...
..... OE.

1.° Las oblicuas OD, OD'
equir'atenles del pie de la per-
pendicular, son iguales.

2.° De dos oblicuas OD, OE
que no distan igualmente del
pie de la perpendicular, la que

;mas se apartará, á saber, la OE, es mayor que la segunda.

1.° Resulta de la suposicion que liemos hecho, que CD=CD'=CD"; y
de aquí la igualdad de los triángulos OCD, OCD' , OCD" ; cuya igualdad nos
dice que

OD=OD ' =OD" ;
y generalmente: Si desde el punto C, cono centro y con un radio igual á CD,
trazamos una circunferencia en el plano AB , todas las oblicuas que unen el
punto 0 con los diferentes puntos de la circunferencia , serán iguales.

2.° Si suponemos en línea recta los tres puntos C, D, E, resultará
CE>CD,

y por consecuencia OE > OD.
Si los tres puntos C, D, E, no se hallasen en línea recta, obtendríam4,

el mismo resultado, reemplazando la oblícua OD con otra OD' que tenga
la misma distancia del pie de la perpendicular.

Corolario. Desde un mismo punto podemos tirará un plano una
infinidad de rectas iguales, ( con tal que sean mayores que la perpen-
dicular).

Ademas, equidistando estas rectas del pie de la perpendicular, se
infiere que

Un punto cualquiera O de la perpendicular OC al plano, puede
servir para trazar en este plano una circunferencia, cuyo centro será
el pie de la perpendicular.
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. 2." De la intersection (le loe plazos, del cíngulo diedro ?/ del triedro.

4. Qué entendemos por interseccion (le dos planos?-2 La interseccion de dos planos cc
una recta— 3 Qué entendemos por ángulo correspondiente s un ángulo diedro?— h El
ángulo diedro se mide por su ángulo correspondiente. -5 En todo ángulo triedro una
de sus caras es menor que la suma de las otras dos.-0 En todo ángulo triedro la suma
de sus tres caras es menor que cuatro ángulos rectos: de donde se infiere: 1.
ron los ángulos del triángulo equilátero solamente se pueden formar ángulos siilidlo
de 3, 4, y 3 caras ; 2. 0 que con los del cuadrado uno de tres caras. 3. ° y ron

los del pentágono otro.

1. Entendemos por iratrrscceion ele dos planos la série de puntos
que están situados á la vez sobre dos planos.

2. La interserrion de dos planos ATN, OP (fig. 89) es unit línea
recta.

Los puntos A, B, C, etc. comunes á los dos planos MN , OF, pertenecen
necesariamente a una misma recta; porque si el punto C no estuviese situa-
do en la recta que une el punto A con el B, resultaria que los dos planos
MN, OP, que tienen comunes tres puntos no situados en la línea recta,
formarian un solo plano.

3. Si sobre la arista AC del ángulo diedro (fig. 89) tomamos un pun-
to B, y sobre él levantamos una perpendicular en cada una de sus cords,
resultará el angula plano EBF: este ángulo se llama ángulo correspon-
diente al diedro P ACN : así pues entendernos por ángulo correspon-
diente tí uncínqulo diedro el formado por dos perpendiculares á la aris-
ta, levantadas respectivamente en (acta una de sus ce. ras desde uno de
sus puntos.

4. Para medir el ángulo diedro, nos valernos de su ángulo corres

-pondiente, autorizándonos para esta sustitucion la proportion que siem-
pre existe entre los ángulos driedros y sus ángulos correspondientes.

Tosto n. 	 5
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S. En todo iifl/Orin frirdi n, 5, runs ti<> sos e,n•Us es,nrnor que la sama
rle las otros do.e. (11g. XIV).

Para manifestar la Verdad de este teorema
supondrémos que la cara ASB > ASC, y que
la misma cara ASB > BSC; en una palabra, que
ASB sea mayor que cualquiera de las otras dos,
tomadas separadamente. Nos proponemos de-
mostrar que ASB < ASC -I- BSC. Para esto tira-
rémos una recta AB desde un punto cualquiera
A de la arista SA á otro punto B de la arista SB:
Despues , desde el punto S, y en el plano ASB,
trazarémos la recta SC' que forme un ángulo

BSC' ± BSC, y que corte á la AB en un punto C': sobre la arista SC toma
-rémos una lonjitud SC=SC'. Finalmente tirarémos las rectas AC y BC.

Segun esta construccion, los triángulos BSC y BSC' serán iguales por
tener respectivamente iguales dos lados y el ángulo comprendido; luego
BC=BC'. Pero en el triángulo ABC tenemos que

AB<AC-4-CB, ó AC'-I-C'B<AC+CB;
luego	 AC' < AC;
y por consiguiente

ASC' < ASC.
Añadiendo It los dos miembros de esta inccuacion , al uno la cantidad

BSC , y al otro la BSC' , tendrémos :
ASC' + BSC' < ASC -4- BSC, b ASB < ASC -}- BSC. L. Q. Q. D.

6. En todo ángulo triedro, S, la suma. de sus tres caras es menor
(lice cuatro ángulos rectos. (fig. XV).

Para demostrar este teorema tirarémos un
plano que corte las caras segun las líneas AB,
AC, BC; despues desde un punto cualquiera
O, tomado en el triángulo ABC, dirijirémos las
rectas OA, OB, OC. Habrémos formado tres
triángulos que tendrán respectivamente por
bases las rectas AB, AC, BC , y el punto S por
vértice coman. Con la construccion preceden-
te habrán resultado otros tres triángulos, que

tendrán respectivamente las mismas bases, y su vértice en el punto O. El
ángulo CAB , compuesto de la suma de los ángulos OAC y OAB, es menor
que la suma de los ángulos SAC y SAB, segun el teorema precedente ; por
la misma razor ABC < SBA -{- SBC, y BCA < SCB -I- SCA: asi pues, la suma
de los ángulos de la base, en los triángulos que tienen su vértice en O, es
menor que le supra de los ángulos de la base en los triángulos que tie-
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nen su vértice en S. Pero la suma de los ángulos de los tres triángulos es
la misma en los dos casos ; luego la suma de los ángulos en S es menor que
la de los ángulos on O ; y como esta vale cuatro rectos, se infiere que la
primera es menor que cuatro ángulos rectos L. Q. Q. D.

Esta proporcion es igualmente aplicable á cualquier ángulo poliedro.

Corolario. 9.° No se pueden formar con los ángulos de un tri-
ángulo equilátero sino ángulos sólidos de tres, cuatro y cinco caras.

Segun el teorema precedente, si queremos formsr ángulos poliedros de
ángulos planos iguales, debernos atender al número de estos y al valor de
cada uno de ellos. Cada ángulo del triángulo equilátero vale '/, R; (desig-
nando con la letra R el ángulo recto) ; y el ángulo sólido de 3, 4, 5 caras
que haya de tener cada ángulo del vértice igual al del triángulo equilátero,
ha de satisfacer al principio anterior que se acaba de establecer; lo cual so-
lamente se verifica en las tres primeras inecuaciones que siguen ; 3 X '/,
R< 4R; 4 X"/6R< 4R; 5 X'/3 R<4R; 6X'/,R=4R; 7 X'/,
R > 4 R; por consiguiente pasa de 4 R la suma de mayor número de án-
gulos planos, iguales al del triángulo equilátero.

2. ° Con los ángulos del cuadrado solo se puede formar el ángulo só-
lido de tees caras.

Porque el valor del ángulo del cuadrado es R; y 3 X R <4 R: 4 X R=
4 R; 5 X R> 4 11;  excediendo de 4 R las sumas de un número mayor de
ángulos del cuadrado.

3. 0 Con los ángulos del pentágono regular solamente se puede
formar el ángulo poliedro de tres caras.

El ángulo del pentágono regular vale 6/, U; por consiguiente 3 X 8/s R
4R;4X 6/S R>4R.

4.° Con los ángulos del excígono regulor no puede formarse ángulo
sólido, y lo mismo sucede con los ángulos de los polígonos que tengan
?nas lados.

En efecto, el ángulo del exágono es °/, R; y resulta que 3 X &/, R= 4 R;
4 X 'j, R > 4 U; de suerte que ni aun se puede formar el triedro, que es el
ángulo sólido mas sencillo. El ángulo del heptágono es mayor ; de consi-
guiente tampoco con él podemos formar ningun ángulo sólido : y con mas
razon se puede asegurar lo mismo de los ángulos de polígonos regulares,
que tengan mayor número de lados.
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^. 3.° De los poliedros en general.

1. Qué se entiende por poliedro?- 2. Qué es prisma?- Cuándo se dice triangular. cua-
drangular, pentagonal, etc.? Cuándo será recto y cuando oblicuo? Que se entiende por
u•onco de prisma? 3. Qué se eutiende por paralelepípedo? Cuándo se llama recto y
cuándo rectangular? Qué es cubo b exaedro regular?- 4. Qué es pirámide?- 5. Cuándo
se dice triangular, cuadrangular, pentagonal,ctc?-6. A qué se ¡lama tronco de la pi-
rámide?- Qué Sc entiende por poliedro regular, y cuántos son? Qué entendemos por te -

traedro, octaedro, icosaedro, cubo, y dodecaedro?

1. Entiéndese por poliedro un espacio enteramente circunscrito, ó
en otros términos, un sólido terminado por muchos planos que Sc cortan

dos a dos (fig. 91).
El poliedro,'pues, está limitado por unase-

rie de polígonos que reciben el nombre de ca-
ras, y cuyo conjunto constituye la superficie
del poliedro; los lados de estas caras son las
aristas del poliedro; y los puntos de intersec-
cion de las aristas se llaman vértices.
2. Entre los poliedros merecen particular

atenciun el i>1•isiii,é y la jpir mide.

Entendemos por prisma un poliedro que tiene por caras dos polígo-
nos iguales y paralelos, y una serie de paralelógramos igual en nftmero

á los lados de cada polígono (fig. 92) ; los para-
lelógramos AB', CD', DE'. EA', constituyen
las raras laterales del prisma, y todas ellas la

k superficie lateral.
Llámanse bases del prisma los dos polígonos

ABCDE, A'B'C' D' E' ; y altura la distancia
de las bases ó la perpendicular comun it sus
planos.

Un prisma será triangular, cuadrangular,
pentagonal, etc., segun que su base sea un tri-
ángulo, un cuadrilritero, un pentágono, etc. Si
estas bases son polígonos regulares, el prisma
se dice regular.

Un prisma se llama recia, cuando sus aristas

laterales son perpendiculares al plano de las bases ; en cuyo caso cada

arista será igual á la altura del prisma , y las caras serán rectángulos:

.en el caso contrario el prisma se dice oblíc•uo.
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llámase tronco de prisma ó prisma true-
cado cada uno de los trozos que resultan por
medio de un plano MNPQR , que no sea pa-
ralelo á las bases (fig. XVI).

3. Eu tendernos por paralclepipedu un
prisma que tiene por bases (los paralelógra-
mos.

Resulta de esta delinicion que el para
-lelepípedo tiene por caras 6 paralelógramos

(fig. 93.)
Llámase recto el paralelepípedo cuyas

caras son perpendiculares á la base, y rec-
tangular, el que tiene todas sus caras rec-
tangulares.

Entendemos por cubo ó exaedro regular un prisma cuyas caras to-
das son cuadrados; el cubo, pues, será un sólido terminado por seis eua-
drados iguales; tales son los dados de jugar.

4. La pirámide es un poliedro que tiene por caras un polígono de
cualquier número de lados , y una série de triángulos, cuyo vértice es

comun á todos (fig. 95).
Si queremos obtener la pirámide, unirérnos por

medio de rectas los vértices de un polígono ABCDE
á un punto cualquiera S, colocado fuera de su
plano.

Los triángulos formados de este modo constitu-
yen las caras laterales de la pirámide; el polígono
será su base; el vértice comun de los triángulos
se llama cúspide de la pirámide; y altura, la per-
pendicular SO bajada al plano de la base (fi-
gura 95).

Una pirámide se dice triangular, cuadrangular , pentagonal, etc.,
segun que su base es un triángulo, cuadrilátero, pentágono, etc.: se
llama regular cuando su base es un polígono regular.

6. Si por medio de un plano entre el vértice y la base cortamos to-
daslas aristas laterales de una pirámideSABCDE (fig.95). la figura que-

UNIVERSIDAD DE HUELVA 2010



-70—
dará dividida en dos trozos; uno, S' A' B' C' D' E' , es una segunda pirá-
mide, y el otro, ABCDE, A' B' C' D' B' , se llama tronco de pirámide ó
pirámide truncada.
7. Llámase poliedro regular aquel cuyas caras son todas polígonos

regulares é iguales entre sí.
Es muy reducido el número de poliedros regulares, porque , segun

henos visto , con el ángulo del triángulo equilátero solamente se pue-
den formar ángulos poliedros de tres , de cuatro, y de cinco caras; con
el del cuadrado, únicamente un ángulo (le tres caras; é igualmente con
el ángulo del pentágono.

Por esta razon solamente se pueden concebir cinco cuerpos regula-
res, que son: el tetraedro, el octaedro y el icosaedro,cuyas caras en to-
dos son triángulares ; el exaedro ú cubo, limitado por seis cuadrados;
y el dodecaedro, cuyas caras son pentagonales.

El tetraedro regular es un poliedro que tiene
cuatro caras triangulares SAD, SAC, SBC, ABC,
regulares é iguales entre sí. ((1g. 94).

Entiéndese por octaedro un sólido terminado por
3 triángulos regulares é iguales (fig. XVI).

E

6 UNIVERSIDAD DE HUELVA 2010



Llámase icosaedruel poliedro terminado
por veinte triángulos iguales y equiláteros
(fig, XVII).

?ntendemos por ruho ó c.r,edro regnlar un
lo limitado por seis cuadrados iguales. (tigu-
Al1I).

Entiéndese por dodecaedro un poliedro
formado por doce pentágonos regulares t^
iguales entre sí. (fig. XIX).

§. .4.° I)e !os enerpns redondos.

1. Qué son cuerpos redondos? Cuerpos redondos que considera la geometría elemen-
tal.— 2. Qué es cilindro?— 3. Qué es tronco de cilindro?— !i. Qué es un cono— 5. Qué°se
entiende por tronco dc cono?— G. Qué es la esfera ?— 7. Qué son emisferios , círculos

máximos y círculos menores?— 8. Aplicaciones de la esfera á las artes.

1. Llámanse generalmente cuerj,os redondos los sólidos termina -
dos por superficies curvas.

En la geometría elemental solo tres figuras redondas se toman en
considerac ion : el cilindro, el cono y la esfera.

•
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2. Entendemos por cilindro un sólido producido por la revolucion de
un rectángulo CO, CO (fig. 96) al rededor de uno de
sus lados 00' .

Supongamos inmovil el lado 00, y hagamos gi-
rar el lado CC'; este lado CC' describirá en su revo-
luciou una superficie curva que se llama cilíndrica; y
el espacio cerrado por dicha superficie y los planos en
que se mueven las líneas OC, O' C', recibe el nombre
de volúrnen cilíndrico.

Los planos circulares trazados por los lados CO,
C'O' se llaman bases del cilindro; finalmente el lado

tnmovil 00' es la altura ó el eje del cilindro. Si la recta 00' pasa por
los centros c los círculos , el cilindro será recto ; en otro caso será
oblicuo.

3. Llámase tronco de cilindro, ó cilindro truncado, el espacio limi-
tado por una superficie cilíndrica y por los dos planos no paralelos.
4. Entendemos por cono, un sólido engendrado por la revolucion de

un triángulo rectángulo COS al rededor uno de sus catetos SO (figu-
ra 97).

El lado inmovil SO es el eje ó
la altura del cono; el plano circular,
producido en la revolucion por el
otro lado CO se llama base del co-
no; la superficie engendrada por la
hipotenusa SC, se denomina super-
ficie cónica; y el espacio cerrado
por esta superficie y por la base se
llama volúmen. cónico.

5. Entiéndese por tronco de
cono, ó cono truncado, el espacio comprendido entre la superficie cónica,
la base y otro plano que corte á todo el cono. Llárnanse bases del tronco
los planos que lo limitan. Si estos planos son paralelos, el tronco se lla-
ma de bases paralelas.

Un tronco de cono de bases paralelas CA' (fig, 97) lo podemos con-
siderar como engendrado por la revolucion de un trapecio OA' rectán-
gulo en 0 y en O', que gira al rededor del lado 00', como eje.

0
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6. La esfera es un sólido formado por la revolucion de una semicir-

cunferencia GAK (fig. 98) al rededor del
diámetro GK. Cada punto de la semicir-
cunferencia describirá en esta vuelta un
círculo , cuyo radio será la distancia del
punto al diámetro inmovil GK. Este diá-
metro se llama eje de la esfera, y sus dos
extremos G, K, reciben el nombre de
polos.

La esfera es en el espacio, relativamente
á las superficies curvas, lo que el círculo

con respecto it las curvas planas.
Así, se llama centro el punto interior O, del cual equidistan todos los

puntos de la superficie esférica; radio, la distancia constante del centro
á la superficie; y diámetro, toda recta que, pasando por el centro, ter-
mina por sus extremos en la superficie. Las dos porciones en que un
plano divide la superficie esférica se llaman casquetes esféricos: los dos
tozos de la esfera, segmentos esféricos; yla parte de su superficie esférica
comprendida entre dos planos paralelos , zona esférica.

7. Todo plano que pasa por el centro de la esfera, la divide en dos par-
tes iguales, que se llaman emisferios.Esta interseccion produce un círcu-
lo máximo que tendrá el mismo centro y el mismo rádio de la esfera; los
círculos GIKL , AIEL, serán, segun esto, dos círculos máximos.

Si el plano no pasa por el centro, la seccion será un círculo menor,
que tendrá un radio mas pequeño que el de la esfera; tal es el círculo
CDFG (fig. 98).

8. Son muy numerosas las aplicaciones de la esfera en las artes del tor-
nero , del ebanista, etc. Las bolas del villar son unas esferas de marfil; la
luz de los quinqués se hace inofensiva it nuestra vista por medio de esferas
de cristal deslustrado, etc.
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g. V. l)e las superficies dc los p• liedros.

4. Cómo se puede detertuiu;:r el úrea de un poliedro?-2 La superficie lateral de un
prisma recto es igual al producto del perintetro de su base por una ele sus aristas: (le
donde se infiere : 1. 0 la superficie total de un prisma regular; 2. ° la superficie late-
ral de un cilindro recto; 3. ° la superficie total de un cilindro circular recto.-3. La
superficie lateral de tin prisma oblicuo es equivalente á la de un prisma recto yuo
tenga por base una seccion perpendicular á las aristas del prisma oblicuo, y las aris-
tas iguales á las del primero; de donde se deduce que el área de la superficie lateral
riel prisma oblicuo tiene por medida el producto del perimetro de una seccion perpen-
dicular á las aristas multiplicado por su longitud.-i. La superficie lateral de tina pi-
rámide, cuya base sea un polígono regular, tiene por medida la mitad del producto
del perímetro de su base por el apotema de los triángulos laterales. ¿Cual es el :+re;u
total de una pirámide cuya base sea un polígono regular'.' ¿ Cuál la del cono circula`
¿Cuál la superficie total? ¿Cuál es el área lateral (le un tronco de pirámide debases
paralelas' ¿ Cuál es la superficie lateral (le un tronco de cono circular de bases para-

lelas?-5. Cómo se determina la superficie de la esfera?

1. Siendo el úrea de un poliedro igual á la suma de las áreas de
las diferentes caras que lo terminan, bastará para determinar aquella
hallar sucesivamente la superficie de cada una de las caras. Por esta ra-
zon nos contentarémos con demostrar algunos teoremas necesarios para
la ilustracion de esta materia.

2. La superficie lateral de un prisma recto tiene por medida el
producto del perímetro de su base por una de sus aristas.

En efecto , esta superficie no es otra cosa que una série de rectángulos
adyacentes dos á dos , que tienen por altura comuu una de las aristas y
cuyas bases componen el perímetro de la base del prisma.

Corolarios. 1. 0 La superficie total de un prisma regular tiene
por medida el producto del perímetro de stt base por la supra de una
arista y de la apotema de esta base.

2.° Considerando el cilindro como un prisma de infinitas caras, es-
tamos facultados para decir que:

La superficie lateral de un cilindro recto es equivalente d la de un
reet cíngulo que tenga por base la circunferencia de la base del cilindro.
y su arista por altura.

Por consiguiente.—La superficie lateral del cilindro recto tiene por
medida el producto de la circunferencia de su base por una arista.

3•0 La superficie total de un cilindro circular recto tiene por medi-

da el producto de la circunferencia de su base por la supra de su arista
yl el radio de esta base.
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3. La superficie lateral de un prisma oblicuo ABCUE A'B , C'D'E'

es equivalente d la ele urt pr•is-
ma recto gkte tenga por base una
seccion MNPQR, perpendicu-
lar á las aristas del prisma obli-
cuo, ?/ las aristas iguales á las
del perímetro ((1g. XX).

Para manifestar esta verdad,
° prolongarémos indefinidamente cn

un mismo sentido las aristas late-
rales AA', BB', CC', UD' ; cor-
tarérnos estas prolongaciones con
un plano perpendicular MNPQR;
despees tomarémos en la misma
direccion las líneas MM', NN',
PP', QQ', RR' iguales entre sí y
ft las aristas del prisma oblicuo: la

figura AMNPQRM'N', P'Q'R' determinada de este modo será un prisma rec-
to de las mismas aristas laterales que el prisma propuesto , y que tendrá
por base la seccion perpendicular á las aristas.

Pero los paralelogramos AB' , BC' , CD'.... tienen respectivamente las
mismas bases y alturas que los rectángulos MN' , NP' , PQ' ,....: luego
aquellos paralelógramos, tomados uno á uno, son equivalentes á los rectán-
gulos : luego etc.

Corolario. El área de la s;iperficie lateral del prisma oblicuo
tiene par medida el producto del perímetro de una seceion perpendicu-
lar tí las aristas, multiplicado por la longitud de una de estas.

4. La superficie lateral de una pirámide regular tiene por medida
la mitad del producto del perímetro de su base por el apotema de los
truingulos laterales.

En efecto , esta superficie no es otra cosa que una série de triángulos ad-
yacentes dos á dos , que tienen por altura comun el apotema de la pirámi-
de , 6 sea la distancia de la cúspide á los lados de la base, componiendo la
suma de sus bases el perímetro de la base de la pirámide.

Cobrarlos. 1. 0 El área total de una pirámide regular tiene
por medida la mitad del perímetro de su base por la suma de las apote-
mas respectivas de la pirámide y de la base.

2.° Considerando el cono circular como una pirámide regular de in-
finitas caras, podemos decir que:

La superficie lateral del cono circular tiene por medida la mitad del
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producto de su arista por la circunferencia de su base; ó el producto
de su arista por una seccion equidistante de la base y de la cúspide.

3.0 La superficie total de un cono circular recto tiene por medida la
mitad del producto de la circunferencia de su base por la suma de una
arista y del radio de la base.

t^.° El área lateral de un tronco de pirámide regular de bases pa-
ralelas tiene por medida el producto de la semi-suma de los perime-
tros de sus bases por su apotema; ó lo que es lo mismo, el producto
del perímetro de una seccion hecha á igual distancia de las bases, mul-
tiplicado por la apotema.

5.o El área de la superficie lateral de un tronco de cono circular rec-
to de bases paralelas tiene por medida el producto de su arista por la
semi -suma de las circunferencias de las bases; ó el producto de su aris-
ta por la circunferencia dada perpendicularmente al eje á igual dis-
tancia de las bases.

5. La superficie de la esfera cis igual al producto de la circunferen-
cia del círculo máxinno por su di^i-
metro y cuadruple de la de su cír-
culo mdximo. (fig. XXI).

Si suponemos que el semipolígono
regular DBA...F', circunscrito al se-
micírculo dIIL....f, gira al rededor
de] diámetro d f, no hay duda que en
esta revolucion engendrará tantas fi

-guras cónicas como lados tiene , y la
superficie total será la suma de estas
figuras. El lado BD producirá un cono
cuya superficie, suponiendo HK una
perpendicular bajada al diámetro des-
de II, punto medio de BD , será ; s=
BD Xcirc. HK. Dirigiendo ahora el
radio; HC , perpendicular necesaria-

mente al lado tangente BD, resultarán los triángulos HCK y BND , seme-
jantes por tener sus lados respectivamente perpendiculares ; cuya semejanza
nos dará la siguiente proporcion:

IIC:IIK::BD:DN.

Por otra parte, las circunferencias trazadas con los rádios HC y IlK son
proporcionales :í estos rádios ; y sustituyendo , la proporcion anterior se
convertirá en la siguiente:

Circ. IIC: Cire. Ilk.: BD : DN; rte donde
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Circ. HCXDN=Circ. IIKXBD ; y colocando la primera cantidad en lugar
de la segunda en la expresion de la superficie cónica engendrada por BD
será s=Circ. HCXDN.

La superficie del tronco cúnico engendrado por BA será tamhien s'=tire.
LMXAB, suponiendo la LM perpendicular bajada al diámetro desde L, punto
medio de AB. Tirando el rádio LC, por la misma razon anterior, los tríán-
gulos semejantes LCM y ABJ dan esta proporcion :

circ. LC : circ. LM :: AB : BJ; de donde
circ. LCXBJ=circ. LMXAB. Sustituyendo en la ecuacion anterior, resulta
la expresion de la superficie producida por AB, que será

s' =Circ. LCXBJ ; ó lo que es lo mismo:
s'=Circ. LCXNG.

Del mismo modo se demuestra, que cada figura redonda, engendrada por
la revolucion de cada lado , tiene por medida el producto de la circunferen-
cia trazada con el rádio de la esfera, por la parte de diámetro igual á la al-
tura del cuerpo engendrado. La suma de todas estas superficies parciales
compone la superficie total de la figura engendrada por la revolucion del se-
mipolígono circunscrito , y como este semipolígono se puede aproximar
cuanto se quiera al semicírculo, podremos tomar el cuerpo engendrado por
aquel, como si fuera producido por la revolucion de tina semicircunferencia:
es decir, podemos considerar como una esfera, sin peligro de grande equivo-
cacion, el cuerpo originado por el semipolígono.

Si reunimos, pues, las superficies parciales de los diferentes conos produ-
cidos en la revolucion, la suma total representará la superficie de la esfera: y
asi, sumando ordenadamente las ecuaciones anteriores

s=Circ. IICXDN
s'=Circ. LCXNG

tendrémos s+s'=Circ. IICXDN4-Circ. LCXNG
ó lo que es lo mismo s+s'=Circ. HC (DN+NG).

Y llamando S á la suma de las superficies parciales s+s'...., C á la cir-
cunferencia del círculo máximo , 2r al diámetro de la esfera , ó á la suma
DN+NG...., nos resultará:

S=CX2r

y sustituyendo en esta ecuacion el valor de C=2rir, se habrá convertido en
esta expresion

S--1ir='rr

Esta fórmula nos dice que, para determinar la superficie de la esfera, de-
bemos cuadruplicar el producto del cuadro de su rádio por ir y al mismo
tiempo nos manifiesta, que el área de la esfera es cuadrupla de la del círcu-
lo máximo, supuesto que esta es igual á r'7r.
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,ti§. "\'1. De los vtilúmettes.

4. ¿Cuál es la unidad de medida para los volúmenes?-2. ¿Cómo se determina el yo-
lumen (le un paralelepipedo rectangular? ¿Cuál es el volumen del cubo?-3. ¿Cuál es la
expresion del volumen de cualquier paralelepípedo?-4. ¿Cuál es el volumen de un
prisma cualquiera? ¿Cuál es el volumen del cilindro?-5. ¿Cómo se determina el volu-
men de una pirámide'' ¡Cuál esel volumen del cono?-6. ¿Cuál es la expresion del vo-

lumeu de la esfera?

1. Asi como para medir las superficies planas tomamos el cuadrado
por unidad, del mismo modo para medir los volúmenes nos servirá de
unidad el cubo construido sobre una arista, igual á la unidad lineal.

2. El volumen de su paralelepípedo rectangular es igual al produc-
to de la superficie de su base multipli-

cada por la altura (lig. XXII.)

	®®,^	 En efecto, supongamos que la altura
	®®, /	 AA' contiene cuatro veces á la altura de

la unidad de medida. Si cortamos el pa-
ralelepípedo por todos los puntos de di-
vision y paralelamente á la base, que-

	

®®®/ ' 	 dará dividido en cuatro primas de la
misma base y altura ; por consiguiente
del mismo volumen. Todos estos P rimas,
pues, contendrán la unidad de medida el
mismo número de veces, y para deter-
minar la medida del prisma total, será
suficiente multiplicar este número por
el número 4 de los prismas pequeños que

han resultado. Pero el primero Ac contiene á la unidad de medida tantas ve-
ces como su base, que es la base A B C D del prisma grande, puede contener
á la base cuadrada de esta unidad , es decir, tantas veces como designa la
superficie del prisma AC.' Asi, pues, el volumen de un paralelepípedo rec-
tangular se obtiene multiplicando la superficie de la base por la altura. En el
caso presente es 9; y el volumen será por consiguiente 9X4=36 pies cúbicos.

Corolarios. 1. 0 El volumen de un paralelepípedo rectangu-
gular es igual al producto de tres aristas adyacentes, ó que forman un
ángulo triedro.

2.° Siendo iguales en el cubo todas las aristas,
El volúmen del cubo es igual á la tercera potencia de una de sus

aristas.
Por esta razon se llama cubo la tercera potencia de cualquier can-

tidad.
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3. Todo paralelepípedo AP, recto ú oblícuc, tiene el mismo t,olú-
men que un paralelepípedo rectangular de base equivalente y de la mis-
ma altura.

Sean AD y GF las caras opuestas que tomamos por bases , y las aristas
AG , BI , CE. DF , perpendiculares á las bases, en el paralelepípedo recto AF

(iig. XXIII). TirarémosporlasrectasAG,
13I, dos planos perpendiculares á lospla-
nos paralelos Al, CH. Los planos tira

-dus de este modo cortarán respectiva
-meute las caras laterales AD, GF se-

gun las rectas AC' y BD', GE' é IF',
y suponiendo estas rectas terminadas en
el plano de la cara opuesta CF, re ul-
tará un nuevo paralelepípedo AF'. Pero
este paralelepípedo es rectangular, por

-que AC' y sus paralelas son perpendi-
culares á los planos Al , CF, y por con-
siguiente á las rectas AB, CD'; de don-

de resulta que las caras AD' , GF', que podemos tomar por bases , serán
rectángulos; y ademas las aristas laterales AG, BJ,son perpendiculares á los

planos de estas bases.
Ahora bien, los dos paralelepípedos AF, AF' que tienen sus bases equi-

valentes AD, AD' y una misma altura AG, serán iguales en volúuien. á
En efecto, los dos prismas deteruiisados , el uno por las aristas late-

rales AG, CE, C'E', y el otro por la BI, DF, D'F', son iguales luego, res
-tándolos separadamente de la figura total AGBI DFC'F', obtendrémos dos

diferencias iguales.
Pero una de estas rectas es el paralelepípedo AF, y la otra el paralelepi-

pedo AF'. Luego etc.

Corolario. El void men de un paralelepípedo cualquiera tiene
por medida el producto de la superficie de su base por la altura.

4. El volúmen de un prisma cualquiera tiene por medida el produc-
to de la. superficie de su base por la altura.

Acabamos de demostrar este teorema general relativamente á los para
-lelepípedos, y las reflexiones siguientes nos harán conocer que es igual

-mente aplicable á todos los prismas.
En efecto, si en un paralelepípedo cualquiera tiramos un plano diagonal

que pase por dos aristas laterales, nos resultarán dos prismas triangulares,
que, por tener una misma base y altura, serán igualesen volúmen. Así pues,
cada uno ele ellos será la mitad del primitivo ; pero el primitivo tiene por
exprosion (le su volumen el producto de su base por la altura : luego el Yo-
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lúmen de cada uno de ellos será igual al producto (le la mitad de la
base del paralelepípedo por la misma alturt; pero la mitad de la base del
paralelepípedo primitivo es puntualmente la base de cada uno de los dos
que han resultado: luego el volúmen del prisma triangular será equivalente
at producto de su base por la altura.

Copio todos los prismas se pueden dividir en triangulares por medio de
planos diagonales, se infiere que el volúmen total del prisma tomado en eon-
sideracion será igual á la suena de los volúmenes parciales de los prismas
triangulares. Teniendo cada uno de estos por expresion de su volúmen el
producto de su base por la altura comun, resulta que la suma de estas ba-
ses, ó sea la base total del prisma multiplicada por su altura, expresará su
volúmen total.

Corolarios. l. Dos prismas que tienen bases equivalentes y al-
turas iguales son equivalentes en volúmen.

2.° Considerando el cilindro como un prisma de infinitas caras, po-
demos decir que:

El volúmen del cilindro tiene por medida el producto de la super-
ficie de su base por la altura.
5. Toda pirámide es equivalente á la tercera parte de un prisma de

la misma base y altura (fig. XXIV).

Supongamos que la pirámide en
cuestion sea un tetraedro ABCD ; y el
prisma de la misma base y altura el
triangular ABCDEF. Tirarémos las
rectas DB, DC, y por ellas harémos
pasar un plano CDEB, cuya seccion
nos dará dos pirámides, una triangular
ABCD, y otra cuadrangular CBEFP.
En la cuadrangular CBEFD tirarémos
un plano CDE, determinado por las
aristas CD, DE, de cuya seccion resul-
tarán otras dos pirámides triangula-
res que tendrán una altura comun y
las bases iguales. Quedará, pues, des-
compuesto el prisma triangular en
tres tretraedros equivalentes, á saber;

el ABCD=DEFC, por tener iguales la base y la altura, que son puntualmente
las del prisma. Si en la pirámide DEFC , consideramos como base el trián-
gulo EFC, y copio cúspide el punto D, esta pirámide será equivalente á la
CBED, por tener iguales la base y altura : así, pues, la pirámide DEFC=
ABCD=CBED. Luego cada una de ellas es la tercera parte del prisma pri-
mitivo.
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Ademas, pudiendo dividir toda piráinide en tetraedros de la misma al-
tura que este, y que tengan respectivamente por bases los triángulos par-
ciales cn que su base queda descompuesta , la proposition es igualincute
aplicable á cualquier piránnide.

Corolario. 1. 0 La pirámide tiene por medida el tercio del pro-
ducto de su base por su altura.

2.° Si consideramos el cono Como tina lmide de infinitas caras,
esta consideraciun nos conducirá .á decir que:

El volúmen del cono se mide por la tercera parte del producto de su
base por la altura.

6. El volúmen de una esfera tiene por medida el tercio del producto
de su superficie niultiplicada por el radio.

Podemos considerar la superficie esférica como compuesta de una inG-
nidad de poliedros planos in,liuitamente pequeños; de donde resulta que la
esfera se puede concebir copio compuesta (le pirámides, que tengan por ba-
ses cada uno de los planos del polígono, y por altura el radio de la esfera.
Pero cada una de estas pirámides tiene por medida la tercera parte del po-
lígono de su base por el radio de la esfera; luego el conjunto de todas ellas,
6 sea la esfera, tendrá por medida el tercio del rádio por la suma de todos
los polígonos que componen la superficie esférica.

Corolario. Si designamos con la letra V el volúmen de la esfe-
ra , con S la superficie, y con R el radio, resultará la ezpresion:

r
V=S X — ;

3
pero	 S=4 r 7r

luego	 V=-7r r,

3

,I#

Tomo i t 	 6
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GA1'ITUI.O II.

DIBUJO _LINEAL.

4 .a SECCION. =DEL DIBUJO LINEAL.

S 9.° Defnicion, utilidad y aplicaciones del dibujo lineal

4. Qué se entiende por dibujo lineal?- 2. Origen del dibujo lineal.- 3, En qué se dife-
renc ia del trazado geométrico y del dibujo académico?- 4 Utilidad del dibujo para
las clases industriosas.- 3. Division del dibujo lineal.- 6. En qué consiste cl dibujo li-
neal á ojo?- 7. En qué consiste el dibujo lineal gráfico?- 8. Por qué debe el principiante

ejercitarse antes en eldibujo sin instrumentos?

1. El dibujo lineal, tomado en un sentido general, es el arte de imi-
tar los contornos de los cuerpos y de sus diferentes partes, por medio
de simples delineamientos y sin el auxilio de sombras ni de colores.

2. Si retrocedemos al origen del dibujo lineal, le encontrarémos en
cl nacimiento de las artes industriales. En todos los tiempos el gefe de
un taller, para hacerse entender de sus oficiales, y los oficiales igual-
mente para entenderse entre sí, se han valido de diseños mas ó menos
exáctos, con el objeto de prepararse para el trabajo, ó de practicar lo que
habían concebido.

3. No debemos confundir el dibujo lineal con el trazado geométrico
que se ejecuta con el compas y con la regla, ni con el dibujo académico
que rara vez suele conciliar la exactitud con la elegancia. El dibujo li-
neal es la reunion del uno  del otro.

4. El dibujo lineal, útil á casi todas las profesiones, lo es principal-
mente para aquellas cuyos trabajos consisten en la imitacion de las fi-
guras. Los carpinteros, los albañiles, los ebanistas, los aserradores, los
torneros, los grabadores sobre metales y madera, con particularidad los
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oficiales que se dedican á la construccion de máquinas é instrumentos,
si no conocen á fondo este arte, con dificultad darán un paso en su pro-
fesion , porque no podrán comprender ni transmitir sus ideas á los obre

-ros. Si cualquier hombre, en la posicion social mas elevada, tiene en
muchas ocasiones necesidad de transmitir claramente su pensamiento
por medio de una figura al artesano de que se sirve, el artesano á la
vez debe entender el arte del dibujo para comprender los objetos que
se le t►iden, y al mismo tiempo dibujarlos para comunicar sus ideas á
los obreros subalternos. Así, el albañil, el carpintero de ribera, el de
taller, el ebanista, el aserrador, etc., en una palabra, un artesano cual

-quiera no puede hacer con perfeccion una pieza de su arte, si antes no
se ha (lado cuenta por medio de un diseño de las dimensiones de todas
las partes. El dibujo lineal, pues, es de primera necesidad para las clases
inferiores de la sociedad.

5. Hay dos especies de dibujo lineal: dibujo lineal á pulso ó sin
instrumentos, y dibujo lineal gráfico ó con instrumentos.

A esto podemos añadir las nociones sobre el método general del di-
bujo, sobre las proyecciones , sobre la arquitectura y sobre la perspec-
tiva.

6. El dibujo lineal que se hace á pulso consiste en representar los
objetos que hay á nuestra vista con una precision, no matemática, sin,
aproximativa , que en muchos casos es suficiente.

El dibujo á pulso, practicado por algun tiempo, dá al ojo aquel tino
de que tanto necesita, soltura á los dedos y gracia á los contornos.

7. El dibujo lineal gráfico consiste en representar los objetos con
una exactitud rigorosa, como se requiere en la aplicacion. Pero esto no
se puede conseguir sin el auxilio de ciertos instrumentos geométricos,
como la regla, el compas, la escuadra , el semicírculo, etc.

8. Antes de entrar en el dibujo gráfico, debe el discípulo ejercitarse
en el dibujo sin instrumentos. Este dibujo parece á primera vista mas
dificil que el dibujo con instrumentos; pero la experiencia no tarda mu-
cho tiempo en manifestar lo contrario. Los discípulos se ven en los pri-
meros dias muy embarazados en el dibujo sin instrumentos ; pero muy
pronto quedarán sorprendidos de la facilidad con que en breve tiempo
trazan las figuras mas complicadas. Adiestrados en este dibujo, habrán
conseguido aquel desembarazo en los dedos, tan necesario para hacer
el uso conveniente del compas, la regla, y demas instrumentos matemá-
ticos.

Si se quiere conciliar los dos métodos, el discípulo deberá trazar el
dibujo, primero á ojo, y despues con instrumentos. De este modo podrá
rectificar las inexactitudes que en el primero haya cometido.
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Cualquiera que sea el dibujo de que hagamos uso, su aplicacion será

siempre á las figuras que en último análisis se reducen á dos elementos,
la linen recta y la linear curva, aisladas ó combinadas entre sí.

S 2.° 11)licacioucs de la línea recta ens el dibujo lineal á pulso.

I. Qué es linea vertical y horizontal? Qué es plomada?- 2. Construccion de la linea
horizontal y vertical en la pizarra. Cómo sc comprueban la vertical y la horizontal?-
3. Que se entiende por escala de proporcion?- 4. Cuáles son los elementos geomé-
tricos del dibujo lineal relativos á la linea recta?- S. Concluidos estos elementos ¿qué
deben dibujar los discípulos?- 6. Dibujar una ensambladura de carpintería.- 7. Es-
cuadras.- 8. Alincanion do un camino.- 0. Pilastra.- 40. Jamba.- II. Persianas.- 12.
Estrado.- 13. Escalera.- 14. Chimenea.- 45. Reja.- 16. Ventana de seis tableros.- /7.
Puerta de dos tableros. 48. Puerta de tableros desiguales.- 49. Embaldosados. -20. En-

rejado.- 21. Tresbolillo. 22.- Pared formada do piedra de sillería.

1. Llámase linea vertical la recta que en su descenso describe un
cuerpo, obedeciendo á la fuerza de gravedad. Esta línea está muy bien
representada por el hilo de la plomada: entiéndese por plomada un hilo
sostenido por unode sus extremos, y que porel otro tiene un pesito ordi-
uariamente de plomo.

Llámase horizontal á la recta perpendicular á la vertical.
`2. La construccion de la línea horizontal no ofrece dificultad algu-

na: no sucede lo trismo con la vertical, á causa del hábito que tenemos
de dar a la escritura alguna inclicacion de derecha á izquierda.

Si dibujamos sobre la pizarra ó sobre un tablero, la horizontal debe
ser paralela al borde superior ú al inferior; y la vertical, á uno de los
bordes laterales.

Si queremos formar estas líneas con la regla , tomarémos dos pun-
tos equidistantes, ó del borde horizontal ó del lateral, tirando una rec-
ta por estos puntos.

Para comprobar la línea horizontal, medirémos las distancias desde
sus extremos al borde superior ó inferior; si esta distancia es igual por
ambos extremos , la horizontal estará bien construida.

Si queremos conseguir una verificacion mas precisa, harémos uso de
la plomada, que deberá confundirse con la línea en toda su longitud, si
la vertical está trazada.
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3. llámase escala de proporcion tina línea Al) (Gñ. 1) , dividida en

partes iguales, cada una de las cuales representa la longitud que se le
quiera atribuir; de modo que la figura que representa el objeto tenga
con esta escala la misma proporcion que el objeto mismo tiene con su
medida real.

4. La construccion de la horizontal y de la vertical pertenece á
los elementos geométricos del dibujo lineal , relativos It la línea recta.

Estos elementos comprenden todo lo que dice relacion con el tra-
zado de la línea recta en sus diferentes posiciones , la division de esta
línea en muchas partes , la construccion de los ángulos y su division, la
formacion de los polígonos, es decir, de los triángulos, del trapecio, del
rombo, del rectángulo, del cuadrado, la representacion de la pirámide
del prisma, del paralelepípedo, del cubo, etc.; construcciones que en su
mayor parte se hallan ya indicadas en las nociones de geometría que
preceden á este tratado.

5. Terminados los elementos geométricos, los discípulos entran á di-
bujar las figuras que se componen de varias rectas combinadas de dife-
rentes modos.

6. Ensambladura
ele carpintería. Di--
vídese en partes iguale s.
la solera AB (fig. 2), y
levántanse perpendicula-
res segun el grueso y la
distancia de los maderos.
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7. Escuadras. Para dibujarla escua-
dra ordinaria , trazarémos el lado AC, sobre
este levantarémos la perpendicular AB, y fi-
nalmente tirarémos la hipotenusa BC (fig. 3).

La escuadra representada en la fg. 3, se
dibuja tirando paralelas á AB y AC, segun la
anchura D que se quiere dar al hierro ó á la
madera, de que se compone el instrumento.

8. Allaicacion
de un caudioo. Le-
vántese sobre una base
AB varias verticales i-
gualmente separadas.
Estas líneas figuran u-
nas estacas que se lla-
man jalones (fig. 4),

9. Pilastra. Se tirarán líneas verticales,
horizontales y oblicuas, segun el grueso de la
pilastra A, de la viga B, del capitel C, y de los
puntales D. (fig. 5).

10. Jauiha. Tómese una base A de la an-
chura de la puerta; levántense las nernendicu-
lares BD, de una altura que con poca diferencia
sea doble de la anchura, y únanse por medio del
dintel D. (fig. 6).
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11. Persianas. Consisten en para
-lelas equidistantes, dispuestas de dos en

dos, para representar de este modo la an-
ehura de las varillas, (fig. 7).

12. Estrado. Sc tirarán paralelas á la
base A13. haciéndolas sucesivamente mas cor-
tas, segun se vayan apartando do la misma. (fi-
gura 8).

14. Escalera. Los largueros A, B, de-
ben ser un poco convergentes , y los escalo

-nes equidistantes. (fig. 9). -

H. Clihnenea. Trácense verticalmente los
lados ó jambas A; el travesero B. y la cornisa C
que se rep►esentan con líneas horizontales: las
partes D, D se llaman zócalos. (fig. 10).

15. Reja. Trácense las guarniciones A, B, C, D, y unánse por
medio de rectas los ángulos opuestos de la
guarnicion interior, así como tambien los
puntos medios de cada travesero. En la inter-
seccion de los barrotes se ponen unos boton-
citos que podrán ser de cobre dorado. El ante-
pecho A debe estar adornado con una pequeña
moldura. (fig. 11).
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16. ms's 121a ata de seas tsilhli roas. ele. - Se
tirará nna línea. (los ú tres veces mayor que A; se le-
vantará una perpendicular que tenga con la primera la
misma relacion que D con A; fórmese el bastidor A
BCI) y la armazon E; finalmente, háganse las tres di-
visiones de la altura y las dos de la base, y quedará re-
presentado lo restante de la ventana. (fig. 12).

zcrlsa dc dos tableros. La al-
a puerta podrá ser con poca diferencia
r anchura; las líneas C representan las
eriores de la armazon; los tableros son
'nsaml) lados por medio de ranuras con
r A, así corro el traverso B; y ademas
lados con una pequeña moldura, (figu-

18. Puerta de tableros pc-
queüos3 gra.ides. Las aristas
esteriores de la guarnicion están re-

presentadas por medio de las líneas C;
y por AB la union de las hojas de la
puerta. (fig. 14.)

19. d,me.bsaldosados. No hay mas que tres especies de polígo-
nos regulares que se puedan ajustar exactamente,
sin dejar entre sí ningun vacío; el triángulo, el cua-
drángulo y el exágono. Si queremos, pues, embaldo-
sar una pieza con ladrillos iguales que se ajusten
exactamente , emplearémos uno de los polígonos
mencionados. (fig. 15).
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Si se hace uso del oht.í^onn, se llenan los vacíos con cuadrados, que
tengan su lado igual al
del octágono. Cuando
el embaldosado se ha-
ce con el cuadrado ó
con el rombo, ordina-
riamente se elijen de
diferentes colores. (Iii-

im

Lnrejudos. En los enrejados, que
fn sus agujeros cuadrados y ohlícuos, to-
as barras son paralelas, igualmente apar-
unas de otras, é inclinadas 45°, sobre el

:ontc. (fig. 17).

licsbolillo. Esta figura, muy comun
irdinería, consiste en disponer los árboles
manera que presenten calles en todas di-
nes. (fig. 18).

22. Pared t'orautadsa de. pie-
dra plc sillería. Las junturas de las
piedras son, unas verticales, y otras ho-
rizontales. (fig. 19).

Para trazar esta figura, tiraremos líneas
rizontales y verticales, de mudo que se
cuentren alternativamente, como Sc ve en
figura 20.
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3.° Apuraciones de lo tinca curra en el dibujo lineal d pulso.

1. Como se traza :f ojo un circulo? Modo de comprobarlo.- 2. Cuáles son las principa-
les fijuras curvilíneas?- 3. Que' es elipse? Clean se traza á ojo?_ 4. Elipse del jardinero:
asa de cesta: óvalo espiral.- S. Objeto de los elementos geométricos del dibujo lineal.-
6. Cómo se traza una media luna?- 7. Dibujar un mapa-mundi — Construccion del

trasportador.- 9. Cómo se traza una estrella de seis rayos?

1. Si se nos pide trazar á pulso un círculo sobre la pizarra ó sobre el
tablero negro, podrá ser un círculo arbitrario , ó de un radio determi-
nado, ó que tenga su centro en un punto dado.

Por medio de un ejercicio muy sostenido , consiguen los discípulos
describir los círculos y marcar su centro con una exactitud que difiere
muy poco de la del compás.

Si en la construccion se nos dan ciertos dato,,, p. ej., el centro ó el
radio del círculo, será ya mas difícil que la formacion de un círculo ar-
bitrario.

Para comprobar un círculo harémos uso del compás.
2. Las principales figuras curvilineas son : la elipse ordinaria, la

elipse de jardinero, el asa de cesta, el óvalo y la espiral.
3. Entiéndese por elipse una curva cerrada, tal que la suma de bis

distancias de uno de sus puntos á otros doe que se llaman foros, es siem-
pre -gual á la, linea que pasa por dichos focos y que termina por sus ex-
tremos en la curva.

Para trazar una elipse, tirarémos dos rectas perpendiculares: se to-
marán dos partes iguales por arriba y por abajo, otras dos partes igua-
les, diferentes de las primeras, á derecha é izquierda del punto de inter-
seccion. Estas líneas, que en el artículo son todas iguales, no lo son en
la elipse sino dos á dos; llámase la una eje mayor, y la otra eje menor

de la elipse. (fig. 21). Hecha esta construccion. se
traza la curva, cuidando mucho de que no resulten
corcobos, ni se pierda la continuidad. Los cuatro
segmentos formados por l's dos ejes deben ser
exactamente iguales. de modo que, si se dobla la fi-
gura por uno de los ejes, los trazos de las curvas

coincidan perfectamente cayendo el uno sobre el otro.
De este modo podemos construir á pulso la elipse; bien es verdad que

no será con aquella exactitud reservada al trazado geométrico, de que
se hablará mas adelante; contentándonos con imitar por el primer me-
dio el contorno gracioso de esta curva.

Cuanto mas disminuya cl eje menor con relacion al mayor, la elipse
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será mas prolongada; y cuanto
al círculo. Así pues , podemos
la mayor ó menor desigualdad

f. La elipse del jardinero es semejante
it la elipse ordinaria; pero se construye de
otra manera, como verémos mas adelante.

El asa de resta es una curva formada
por otras cuatro, de los cuales AN, BM
son iguales. (fib. 22.)

es una figura circular formada por cua-
de las cuales solamente las dos, BG y AF

3 (fig. 23).

La espiral es una if nea, que al paso que
da vueltas se aparta mas de su centro. (fi-

gura 2/i). k

5. Los elementos geométricos del dibujo lineal relativos it la línea
curva , comprenden todo lo que tiene conexion con el trazado del círculo,
segun los diferentes datos que para este objeto se nos den, la construc-
cion ¡le los arcos, de las tangentes, de los polígonos inscritos ó circuns-
critos, de los cilindros rectos ú oblicuos, de los conos rectos ú oblicuos,
de la esfera, etc.; construcciones que en su mayor parte se han mani-
festado ya en las nociones de geometría.

6. Media-luna. Esta figura se compone de
dos arcos , que pasan por dos puntos comunes A
y B, y están trazados desde dos centros toma-
dos sobre una línea perpendicular it la recta, que
une los puntos A y B (fig. 25).

mas aumente, tanto was se aproximará
concebir una infinidad de elipses segun
de los ejes.

)'I
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7. Uapa-nlunld:. Para hacer esta cons-
truccion trazarémos dos esferas con sus me-
ridianos y círculos menores, que dividan la es-
fera en zonas. (fig. 26).

8. Trasportador. Consiste este instrumento, como ya en otra
ocasion manifestamos, en un semicírculo, cuyo horde esta dividido en
1800 . Para dibujar un trasportador sobre el papel, se traza desde luego
un semicírculo con su diámetro, procediendo á la division de su limbo
del modo siguiente: sobre la circunferencia colocarémos tres veces su
radio; y de este modo quedará dividida en tres arcos iguales, cada uno
de 60° : despues dividirémos por su mitad cada uno de los anteriores,
cuyo valor será de 30°; harémos con los últimos la misma operacion,
de donde resultarán arcos de 15° ; dividirémos cada uno de estos en tres
partes iguales, y el semicírculo quedará dividido de 5 en 5 grados; fi

-nalmente cada uno de estos se dividirá en 5 partes iguales , y la opera-
cion quedará terminada.

9. Estrella de seis rayos. Trácense desde luego dos círcu-
los concéntricos, es decir , que tengan su centro comun ; sus radios se-
rán el uno la mitad del otro ; tírense dos diámetros, uno vertical y el
otro horizontal; colóquese seis veces desde uno á otro extremo el radio
mayor sobre una circunferencia, y de este modo quedará dividida en
seis arcos iguales. Hágase lo mismo con el radio menor sobre un círculo;
pero teniendo cuidado de que las divisiones del uno principien desde

las estremidades del diá-
metro vertical, y las del
otro, desde el horizontal.
Solo falta ya tirar los diá-;1 metros correspondientes á

— los puntos de division, y las

^^

1^^ oblicuas que unen s
/^ nativamente á estos puntos

dos :í dos. (fig. 27).

UNIVERSIDAD DE HUELVA 2010



. .. :lpliearion de las lineas rectas y curbas c^nmbinadas en el dibu-
jo lineal ti. njo.

1. De qui; clase de hutas se componen los dibujos usados en las artes?- 2, Que propor-
ciones determinan un dihujo?-3. Cuáles son las superficies mas agradables á la vista'-
,, Qué son mol duras?- Cuántas clases had?-5. Cuáles son las principales molduras rer-
tas'- 6. Cuáles son las principales molduras circulares? -7. Regla general para la eje-

-eucion de la mayor parte de estos diliujos.-S. Uibujarun arco.-9. Construccion de las
poleas y aparejos- 10. Dibujo de rejas.— 11. Rejas de halcon ; rejas de articnto^
tangentes, ele.— $2. Ruedas hidráulicas.- 13. Engranaje.- 1.4. Astrágalo.- 15. Cornisa.

. -16. Florero.- 17. Jarron.

t
1. Los dibujos usados en las artes Sc componen en su mayor parte

de la línea recta y de la curva, combinadas entre sí.
2. Para que los modelos sean graciosos y elegantes, es preciso que

sus diferentes partes sean fracciones sencillas, que desde luego se pue-
dan apreciar. La mitad , la tercera, la cuarta parte, son casi las únicas,
á que nuestra vista se puede acostumbrar; saliendo de estas fracciones,
entra ya la confusion , porque no podemos juzgar de las proporciones.
Esta es la razon, porque el hueco de una puerta ó de una ventana debe
ser con corta diferencia dos veces mas alto que ancho.

3. Las superficies llamadas de revolucion, como el cilindro, el cono
y la esfera, son las mas agradables á la vista; cada seccionperpendicular
at eje produce un círculo, curva que inmediatamente reconoceré.nos
donde quiera que se encuentre.

4. Las molduras son las partes salientes que sirven de adorno en la
arquitectura.

Hay tres clases de molduras: las rectas, las circulares y las com-
puestas.

5. Las principales molduras rectas son: el filete, el larmiea, y la faja
de la corona.

El filete es una moldura cuadrada y estre-
cha tal como nos la presenta la figura 28.

El listed es tina moldura cuadrada unida inmediatamente en uwi
curba.

4

UNIVERSIDAD DE HUELVA 2010


