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CURSO
DE

ICAm U PLICADAALiSttQ DINAS.
RESISTENCIA DE MATERIALES.

LECCION 1/

PRELIMINARES.
SUMARIO.

Malcriales de conslrnceion.—Objeto de la resistencia de materiales.—Hipótesis sobre la formación Je  los cuerpos.—Ligeras consideraciones sobre el modo de conducirse los cuerpos sometidos á fuerzas exteriores.—Rotura.—Limíte de elasticidad.— Idea de la magnitud de los esfuerzos permanentes á qus deben someterse los materiales de construcción.— Efecto de un esfuerzo con relación al tiempo.—Coeficiente ó módulo de elasticidad.—Nuevas hipótesi» para facilitar la teoría.$ 1. M a ie r ia lc s  d a  eonstruccion.'-A lgunos metales, piedras y maderas; y otros cuerpos sólidos, en reducido número, vienen á formar la casi totalidad de lo» materialef de construcción que se emplean en aquellas



— 6-

úbra$, que teniendo que estar sometidas á fuerzas exteriores, deben ser colocadas en condiciones tales, que puedan resistir á su acción indefinidamente.De aquí pues, el ser fácil determinar á priori, las 
obras ó construcciones que especialmente exigen el conocimiento de aquella parle de ia mecánica aplicada, conocida por teoría de la resistencia de materiales.

§ 2. O bjeto  de la  resistencia de m ateriales*- Aunque solo varaos á considerarla bajo el punto de vista concreto de su aplicación á las máquinas, diremos que su principal objeto se resume en el estudio de estas dos cuestiones.
Primera. Conocer los esfuerzos interiores que en un

cuerpo, ó con mas generalidad, en una construcción cualquiera, se desarrollan á consecuencia de las fuerzas que actúen sobre ella.
Segunda. Determinar las dimensiones mínimas que hayan de asignarse á un cuerpo, á fin de que los esfuerzos interiores que se originen por la acción de las fuerzas exteriores, no excedan ó traspasen los límites aconsejados por la experiencia.
§ 3. H ipótesis sobre la  fo rm ació n  de los 

caerpos.-Como ya sabemos, cuerpo es todo cuanto ftene una existencia material, y afecta en su consecuencia, mas ó menos directamente, á alguno de nuestros sentidos. Sobre la formación de los cuerpos suele admitirse. 1 que están compuestos de partes extremadamente ténues, de elementos diremos, infinitamente pequeños, á los cuales se dá el nombre de átomos; y 2.",



que fuerzas atractivas y repulsivas inherentes á estos, y cuyas acciones simultáneas se ejercen en dirección de las rectas que unen á cada uno de ellos con todos los demás, los obligan á que se mantengan entre sí á distancias solo comparables á sus dimensiones.
§ 4. ljig;orus consíiScraciones sobre el modo 

de conducirse los cuerpos som etidos á fu erzas  
cxtcriores.-Cuando un cuerpo se somete á fuerzas exteriores, el equilibrio de las moléculas 6 átomos desaparece; alteradas las distancias, cesa la igualdad entre las acciones atractivas y repulsivas, y loman entonces como dependientes de aquellas, nuevos valores en que preponderan unas ú otras según los casos. Si las fuerzas aplicadas se mantienen dentro de ciertos límites, que mas adelante designaremos, se observa; que pasado breve tiempo, adquiere aquel nueva posición de equilibrio; y si en esta situación se suprimen las fuerzas, acontecerá una de estas dos cosas: que las moléculas no recuperen sus posiciones primitivas, ó que vuelvan á lomar exactamente las mismas que tenían; se cumplirá lo primero, cuando el cuerpo baya estado bajo la acción de un esfuerzo cualquiera, por pequeño que sea, con tal de no haber recibido antes la de otro; y se realizará lo segundo, cuando después de sometido á un esfuerzo dado y suprimido este, experimente de nuevo la acción d8 uno igual ó menor.Aunque parezca inútil indicarlo prevendremos, que en este último caso por posiciones primitivas de las moléculas, entendemos las que tenían al dar principio el



—8—nuevo esfuerzo; ó de otro modo, las que tomaron cuando dejó de obrar el primero á que el cuerpo se sometió.Estas conclusiones son la generalización de otras análogas deducidas por el distinguido ingeniero y físico Mr. Hodgkinson de sus delicadas experiencias con el hierro dulce y colado. {*)* Como vemos, ellas vienen á destruir siquiera parcialmente, la idea admitida de que los cuerpos sólidos carecian de perfecta elasticidad; toda vez que por el solo hecho de someterlos á un esfuerzo, llegan á adquirirla cumplidamente, respecto á otro nuevo de intensidad igual ó menor á la de aquel.Este resultado no debe sorprendernos si reflexionamos que es análogo al producido por ciertas operaciones mecánicas que—como el martillado y laminado á que se someten algunas materias—modifican sus propiedades físicas, entre las cuales la elasticidad no es la que menos alteración experimenta.§ 5. Rotura.-Prescindiendo de cuanto pueda tener carácter excepcional; supongamos que sometemos un cuerpo sólido á un esfuerzo dado que vaya aumentan-

ss

C) Sin que la experiencia lo comprobase, parece no debiéramos aplicar resultados obtenidos con un sólido de formas determinadas y sobre el cual aclüa un esfuerzo determinado también, ¿aquellos casos en que estas circunstancias varíen: pero la razón induce á creer que si bien podrán cambiar los límites eu que los fenómenos se realicen; y haber dificultad en su estudio y  apreciación, sin embargo dada la manera de ser de los cuerpos sólidos, un esfuerzo, cualquiera que este sea, habrá de producir efectos análogos á los encontrados en aquel caso particular.Esta Observación ha de tenerse en cuenta también muy en breve, cuando de nuevo volvamos á generalizar ciertos hechos que se refieren á las citadas experiencias.



—9—3o en proporción conocida; y distingamos para mayor 'iaridad ios efectos máximos producidos mientras .aquel “slá en acción, de los que se revelan cuando deja de obrar.Si tenemos en cuenta lo observado por Mr. Hodgkin- son; lo que la experiencia de todos los dias nos dice, y las ideas admitidas acerca de la elasticidad de los cuerpos, podremos establecer en el primer caso: que la defor
mación n —que llamaremos total—es creciente con los esfuerzos, adquiriendo las moléculas para cada uno de ellos una nueva posición de equilibrio; y por otra parte, que tan luego como los esfuerzos alcanzan un valor determinado, las acciones interiores van siendo tan violentas y las deformaciones tan visibles que llega un momento en que el equilibrio no puede existir y se produce la 
rotura: en el segundo caso—esto es, cuando después de haber dejado obrar á cada esfuerzo el tiempo necesario, se le retira y observa su efecto, antes de someter el cuerpo á otra acción mayor—los resultados pueden resumirse así: 'I.“, todo esfuerzo produce una deformación 
permanente: 2.®, las deformaciones permanentes como las 

^totales crecen con ios esfuerzos; y d.®, que mientras estos no traspasen ciertos límites, las deformaciones perma
nentes son despreciables por su magnitud, pudiendo con-

(■) Aunque las deformaciones que experimentan Jos cuerpos han de ser estudiadas mas adelante en un sentido muy restrictivo, indicaremos que por 
deformación, debe entenderse ei efecto aparente ó iió, que sobre un material 
dv íonstrucciun pueden producir Jas distintas acciones á que se baila sometido.



■10—templarse á los cuerpos dentro de estos mismos límites, como gozando de perfecta elasticidad.§ 6. L á m itv  <!e e la síS cid a d .-E l límite de elastici
dad debería quedar determinado por aquel grado de deformación en que los átomos ó moléculas no vuelvan á ocupar exactamente las posiciones primitivas: lomadas las cosas con este rigor físico—y prescindiendo naturalmente del caso ya conocido en que el cuerpo haya experimentado dos acciones sucesivas en relación determinada—semejante limite no existe; pero guiados por la consideración de las dos agrupaciones que pueden establecerse respecto á la magnitud de las deformaciones permanentes, e\ limite de elasticidad que podriamos llamar práctico, corresponde A la línea de separación que parece existir entre aquellas.Como la magnitud de las deformaciones permanentes que toman el carácter de despreciables, es variable con la naturaleza de los cuerpos, y modo de ejercerse los esfuerzos; y como por otra parte la línea divisoria antes indicada carece de una precisión matemática, los ingenieros han tenido que fijar para cada caso el esfuerzo 

máximum pasado el cual los cuerpos se hallan fuera del 
limite de elasticidad: para muchos de aquellos, dicho esfuerzo y este límite son sinónimos.

§ 7. Id<ea de I» vsaag;iiltnd de los esfuerzos  
perm anentes á  que deben som eterse 9os m ate
riales de construecion.-Tudos los ingenieros convienen en que la intensidad de los esfuerzos—ó la canja, espresion muy admitida—á que de un modo permanente



— u —se sometan los materiales de construcción, debe ser la!, <5ue estos puedan ofrecer una resistencia indefinida; pero, si conformes en este principio, no lo están respecto á considerar un mismo esfuerzo C.OXÜO tipo de comparación á que referir el que haya de obrar de un moáo permanente: unos toman como base el que produce la rotura; otros, el que corresponde al limite de elasticidad.Admitiendo que, si para cada cuerpo y en los distinto« casos que puedan ofrecerse existe una estrecha dependencia entre ambos fenómenos, debe haberla también entre los esfuerzos que á ellos corresponden, es evidente, que si al fijar el esfuerzo á que se ha de someter el cuer  ̂po, se ha tenido en cuenta aquella relacionó dependencia, el resultado definitivo habrá de ser idéntico; pero no acontecerá lo mismo, si se prescinde, al tomar como punto de partida el esfuerzo de rotura, del correspondiente ai límite de elasticidad', ó inversamente del primero, en el caso de referirlo al segando: esto último, á igualdad de circunstancias, ofrece en nuestra opinión mas garandas de acierto; y lo fundamos, en el riesgo que se correria de someter un material desconocido á un esfuerzo, paro el cual quedase profundamente alterada su elasticidad hasta e! punto quizás de que una causa accidental pudiese iniciar la rotura.Los que parten de este fenómeno, lo hacen principalmente por que niegan la existencia del límite de elastici
dad, en lo que no ven otra cosa, dicen, que una mera con
cepción; y si algo de realidad le conceden, es añadiendo quQ su determinación ofrece suma vaguedad; que no es



—12—posible fijarlo con exactilud, y que cada cual leda un valor distinto; olvidando en cuanto á la magnitud de ios esfuerzos, la irregularidad con que se produce la rotura 
á cuyo fenómeno le conceden una fijeza que no tiene.Acerca de esta divergencia de pareceres nos limitaremos á decir, que unos y otros citan en su apoyo los resultados de las mismas experiencias; que las fórmulas deducidas admitiendo la existencia del límite de elasticidad, satisfacen cumplidamente las exigencias de las aplicaciones, en comprobación de lo cual se pueden citar numerosos hechos; y que solo cuando nos separamos de las condiciones en que fueron obtenidas, se vé la falla de cor  ̂respondencia entre los resultados prácticos y tos teóricos.Sin embargo de esto, no dejaremos de indicar, que cuando por la extremada rigidez de algunos materiales se dificulta la determinación del límite de elasticidad, conviene y suele referirse el esfuerzo permanente, al que produce la rotura.

§ 8. E fecto  do u n  esfuerzo con relación  a l  
tiem po.-Es un hecho comprobado por la experiencia que el efecto producido por una fuerza, depende en parte del tiempo durante el cual ejerce su acción; pero trascurrido cierto período, su influencia se debilita hasta anularse, aun cuando el esfuerzo se separe muy poco del que produzca la rotura.También al parecer depende en cierto grado el límite 
de elasticidad, del tiempo que están obrando las fuerzas, resultando mas pequeños á medida que se prolonga su acción.



—13—La duración del tiempo tiene un límite, pasado el cual, el de e/asíz'ciáaí/permanece inallerable.Cuando un esfuerzo no ha producido todo su efecto se denomina pasagero.§ 9. Coeficiente ó m ódulo do elasticidad»-La cantidad que entra en la mayor parte de las fórmulas quemas adelante obtendremos, y cuyo valor—dependiente tan solo de la naturaleza de los materiales y del modo de actuar las- fuerzas—indica la importancia de’ ellos con relación á su mayor ó menor resistencia, recibe el nombre de coerciente ó módulo de elaüicidad.
§ 10. llu e v a s hipótesis p ara fa c ilita r  la tcoM río .-Los sólidos que han de someterse á la acción de esfuerzos determinados con el objeto de deducir las fórmulas correspondientes á los casos que por lo común se presentan en las aplicaciones, serán considerados como sensiblemente prismáticos, y siempre con un plano de simetría en sentido longitudinal; se denominarán 

prismas, sólidos prismáticos y también sólidos de resistencia ó simplemente sólidos; y mientras otra cosa en contrario no se prevenga, los contemplaremos, bajo un punto de Vista mecánico, como homogéneos; es decir, como presentando la materia en todos sus puntos la misma resistencia á esfuerzos iguales y de dirección determinada, por mas que al cambiar esta, varíe también aquella.Con el objeto de facilitar la teoria supondremos, en conformidad, con la experiencia, que los sólidos prismá
ticos están compuestos de rebanadas separadas entre si por peqtieñísimos resortes prontos á ceder á la menor



— 14—acción; y  de tal manera, que cada una de ellas venga <•? constituir corno una especie de disco áe forma invariable, 
y  en el que los átomos no puedan recibir ningún movimiento.Gomo una consecuencia de esto, cuando un prisma se someta á la acción de un esfuerzo moderado—como así debe ser y acontece en la práctica—cada disco se moverá cual si fuera de una sola pieza, lomando respecto de los contiguos la posición que su equilibrio exija.También admitiremos, que los díomos están dispuestos de tal modo, que unidos por resortes, los de cada rebanada con los homólogos de las contiguas, resulten formadas lo que llamaremos las fibras de/só/rV/o; verdaderos prismas cuyas bases semejantes á las totales y semejantemente dispuestas, son infinitamente pequeñas respecto á sus dos dimensiones.Si suponemos (]ue las rebanadas no tienen espesor, lo que resulte será una sección del prisma, superficie que contendrá los centros de gravedad de los pequeñísimos prismas ó elementos de fibra correspondientes á cada una de aquellas.

La linea que contiene el centro de gravedad de todas las secciones, recibe el nornbre de eje medio, linea ó fibra 
media; y acerca óe ella, estableceremos la hipótesis de ser perpendicular á las mismas, aun después de ligeramente deformado el sólido.

—** ^ “



LECCION 2 . '

S U M A R IO .Consideraciones generales sobro el equilibrio de un sólido sometido á la acción de fuerzas exteriores.—Posición mas general que en un prisma puede tener una sección cualquiera con relación á la ‘ ivnediaty.—Cia.s'ficacioQ de las deformaciones simples, en que ha lugar á considerar descompuesta la que nace de la posición mas general que puede tomar en un prisma, una sección cualquiera.—Principio relativo á la independencia de efectos producidos por esfuerzos simultáneos; correspondencias entre esíos y aquellos.— Resistencia de los prismas á la extensión.—Resullcdos de las experiencias con el hierro dulce sometido á la exmosioo.—Resu'lados de las e.xperiencias con el hierro coludo sometido á la extensión.—Resultados Je  las experiencias con la made--a sometida á la extensión.— Tabla o.® 1 que co.jiiene los principales datos sobre la resistencia á la exteosion de al;,anos malcríales.__Cuestión que permite comprender la convenieocia de que la.s caigas de seguridad sean mucho roeoo'es que los esfuerzos correspondientes al límite de elasliC'dad.— Besiaiencias vivas de eiasiicidad y voiura.—Resistencias de Jos prismas á la compresión ó contracción.—Resultados de las experiencias con el hierro colado sometido á la compresión simple.—Tabla ii.o 2 que contiene los principales datos sobre la  resistencia á la compresión de algunos materiales.
§ 11. C onsideraciones g^encrales sobre  el 

e q u ilib r io  de un só lid o  sonsefído á  la  aceéon de 
fu erzas  exieriores.-Sea S S' % . (ifíni. 1.«) un sólido cualquiera sobre el que están actuando las fuerzas F, F ', F " . .............Fara ía resolución de la mayor parte de las cuestiones de que nos vamos á ocupar—y que se hallan comprendidas en las dos mas generales enunciadas en el § 2— conviene que recordemos el modo de introducir en el



—16—cálculo las fuerzas mleriores ó bajo otro nombre las fuer
zas elásticas, (1) al establecer las ecuaciones de equilibrio.Si el sólido SS' fuese perfectamente duro ó perfecta
mente rigido, ó de otro modo, un sólido invariable de 
forma, entonces bastaria que las fuerzas dadas satisfaciesen á las seis ecuaciones generales de equilibrio: tres de traslación, y las otras tres de rotación al rededor de los ejes coordenados en cuyas direcciones se verifican aquellas; pero como los cuerpos destinados á las construcciones son sólidos naturales y conslitayen lo que en Mecánica racional hemos llamado sistemas materiales, dichas seis ecuaciones entre las fuerzas exteriores F, F', F " , .............no bastan para establecer el equilibrio; es necesario además hacer ver, que este existe para todas las parles del sistema dado, y en nuestro caso, para una porción cualquiera del sólido SS ', con lo cual todas sus secciones permanecerán inmóviles.Como al formular el equilibrio para un trozo S a a —el cual se considera como un sistema rígido, invariable— hay que tener en cuenta á mas de las fuerzas F, F " , las que nacen de las reacciones moleculares en la sección 
a a, y esto mismo se repite para otro cualquiera S66, S c c , .......... queda con esto recordado el modo de introducir facilmente en el cálculo las fuerzas interiores.Sometido un prisma á esfuerzos exteriores cuyo efecto inmediato es el desarrollo de las acciones moleculares.

(i) A las fuerzas que se desarrollan en el interior de los cuerpos, las deno- ininaroinos indistintamente fuerzas citeriores ó elástieat, acciones ó reacciones 
interiores, uceiones ó reacciones moleculares.



—í 7—generalmente distintas en todas las secciones, es evidente, que en una de estas por lo menos alcanzarán aquellas el máximum de intensidad: la sección en que esto se verifique ha sido llamada por Poncelet sección peligrosa.En la posibilidad de establecer el equilibrio para cualquier trozo de un prisma que se nos dé, no es menos evidente que, si lo obtenemos en buenas condiciones de resistencia para aquel que termine por la sección en que el efecto de las fuerzas exteriores sea un máximum, estaremos seguros de que en ninguna región del sólido existirá un desarrollo de acciones moleculares, escesivo é inconveniente.§ P o s ic ió n  m a s  g ;cn cra l q u e  e u  u n  p r is *m a  p u ed e te n e r  u n a  se cc ió n  c u a lq u ie r a  co n  r e la c ió n  á  la  in m ediata .-D ado un prisma S fig. 2.‘ (lám. 1.®) en el que A y B representan dos secciones contiguas, la posición mas general que B puede tomar respecto de A, será la producida por el morimienlo elemeníal 
mas general; es decir, por una traslación igual al movimiento elemental de uno de los puntos de B, y una rotación al rededor de cierto eje pasando por el; ambos movimientos han de ser simultáneos, debiendo observar, que para el primero de estos se ha considerado el correspondiente al centro de gravedad de dicha sección B.Ocioso parece indicar que al lomar esta última la posición d—(le propósito exagerada en la figura—el prisma experimenta una deformación: tratemos de analizarla.§ C la s iíie iic io n  «le la s  flcfrtrm acio n c» sim*picsy en qsie lia  lu g ;a r  á  coiis¡<locar d e sc o n i-

*9^ -



—48—
pu esta la  que nace de la  posición m as g^eneral 
que puede to m a r en un p rism a, una sección  
cualquiera.-Para conocer estas deformaciones simples, descompongamos el movimiento general que acaba de ocuparnos, en otros mas sencillos, eligiendo ios producidos por ciertos esfuerzos á que, ya solos ó combinados, suelen estar sometidos los materiales de construcción, y tendremos:4.® Una traslación áe la sección paralelamente á sí misma de B á a; este movimiento no puede verificarse sin que el cuerpo experimente una deformación parlicii- lar que recibe el nombre de extensión ó alargamiento sim~ 

pie: la fuerza á que se puede considerar debido, se llama 
esfuerzo de tracción longitudinal.2. ® Una roíaciw ol rededor del eje medio ce; cuyo movimiento origina una torsion simple: el esfuerzo que lo causa se llama de torsion simple.3. ® Otra traslación de b é c ,  en virtud déla cual se verifica un resbalamiento ó cizallamiento simple, el cual es ocasionado por un esfuerzo que se denomina de ciza
llamiento simple.4. ® Rotación d éla  sección c al rededor del eje e'e' contenido en su plano y que pasa por su centro d® gravedad; produce una flexion simple, y el esfuerzo correspondiente recibe el nombre de flexión simple, 6 solamente es/‘werzo ííe flexión, suprimiendo el calificativo, lo que suele bor-erse respecto de los esfuerzos anteriores, y también a( designar las deformaciones.Cuando el esfuerzo de tracción longüudinal cambia de



—19—signo, la SGocion B se aproxima á la A, y se verifica una 
contracción simple; y en tal supuesto, aquel se denomina 
esfuerzo de compresión.

§ 1i. P rin cip io  relativ o  á  la iu d cp cn d encla  
de efectos producidos por esfuerzos sim uláá»  
neos; correspondencia entre estos y  aquellos*Cuando un prisma cualquiera sea sometido á uno solo de los esfuerzos simples, se determinará en cada caso —apoyándonos en leyes experimentales, que si no tienen carácter de absolutas, ofrecen toda la aproximación necesaria—la relación entre el esfuerzo y las reacciones moleculares correspondientes, deduciendo de la intensidad de estas, si el sólido se halla ó nó en buenas condiciones de resistencia.Pero si dos ó mas esfuerzos simples obran simultáneamente, admitiremos que la reacción mas compleja que en este caso oponga una molécula cualquiera puede ser considerada como la resultante de las parciales producidas por cada uoa de aquellos.Por lo dicho en el § 13 ha lugar á considerartambien, que las fuerzas que actúan sobre un prisma, producen en el caso mas general do.s traslaciones y do.'í rotaciones, lo que nos hace ver que solo son reductibles á dos que no estén en el mismo piano; y como cada una de fuerzas puede ser reemplazada por otra y oxi par,—descomposición que emplearemos con frecuencia—el sistema primitivo quedará reducido éi dos fuerzas y dos pares corresponderán á las traslaciones y rotaciones en que se descompuso el movimiento elemental mas general que



— 20 —paede tomar una sección del prisma respecto de su inmediala.
§ 1 5 . I t e s is t e n c la  d e  lo »  p r is m a s  a l a  e x l e n -»¡on.-Sea S S 'fig.“ 3.“ (làm. 1 .̂ ) un prisma recto homogéneo cuyo extremos, por un medio cualquiera, hacemos que permanezca inmóvil: prescindiendo de su peso y después de prevenir—lo que se habrá de tener presente para e n  adelante, si otra cosa en contrario no se indicara—que adoptamos el metro cúbico, cuadrado y lineal como unidades para valorar los volúmenes, superficies y longitudes y que el kilógramo será la unidad para pesos, representemos por ..................... la sección recta..................... resultante de las fuerzas iguales é igualmenterepartidas sobre la sección recta^ ..................distancia entre dos secciones contiguasj .................. aumento que A ha tenido por efecto de lafuerza N..................resultante de las reacciones parciales de todaslas moléculas correspondientes á una sección..................longitud total del prismaj ..................alargamiento total del mismo producido por N ̂ ............. módulo ó coeficiente de elasticidad longitudinaldependiente de la naturaleza de la materia referido á la sección rectap _  , valor del módulo con referencia al metrocuadrado.Experiencias directas—encaminadas á observar la ley



—21 —de la deformación particular que nos ocupa—lian demos Irado que el alargamiento total, dentro de ciertos límites, está en razón directa con N y L y en razón inversa de n.Según esto si queremos establecer las ecuaciones de equilibrio para un trozo cualquiera S 'aa  bastará que encontremos, fundados en la ley anterior, la única ecuación á que en el caso presente se reducen las seis correspondientes al mas general, es decirR =  N:tratemos de conocer R,Esta cantidad solo depende del alargamiento por metro — , afectado de un coeficiente variable con la materia: esto es cierto, como resultado de la experiencia; de manera que -1AR = :N6S la solucion que conviene al problema propuesto; y por tanto
JLn =  E l nE/ „de donde R =  — — = N . L Eó bien R =  nE t =  Pi,

l

(1)
después de haber hecho —

L»La constancia de N hace ver que el sólido, en el supuesto de que se desprecie su peso, y en el de ser homo-



— 22—géoeo, no tiene sección peligrosa propiamente dicha; j  que la rotura, si á este extremo se llegara, se verificarla indistintamente por cualquiera de ellas.La ecuación ((I)) encierra la solución de varios problemas fáciles de enunciar.Si en el siguiente valor general sacado déla mismaE =  —..........hacemosla

a = \  , , L r= 1 . . . . .  obtendremosresultado que nos dice, que si el prisma determinado por los valores anteriores, fuese susceptible de alargarse sin romperse, hasta adquirir una longitud total, doble de la primitiva, y en este aumento progresivo no abandonara la ley de proporcionalidad anteriormente indicada, E representaria la fuerza necesaria pora conseguir tan considerable alargamiento.Este modo de deñnir á E—que no es otro en el fondo que el primero—pone mas en evidencia su naturaleza y la circunstancia de que solo depende de la del material.Si el prisma estuviese compuesto de fibras, que aunque homogéneas consideradas aisladamente, no lo fuesen las unas con relación á las otras, también seria aplicable á este caso p.irticular ia fórmula ((!}).En efecto, si representarnos por da la sección recta de una fibra cualquiera; y por r la resistencia debida á '•.su fuerza elástica, tendremosí'oEÍ



—23—siendo E el valor del módulo correspondiente á la fibra que se considere, j  para toda la sección
R — ~  /  Edn :

la cantidad E d n  se llama resorte longitudinal del prisma.En estas lecciones consideraremos siempre los materiales como homogéneos en el sentido explicado § 10; al separarnos ahora de este supuesto, solo nos ha guiado el dar una ligera idea del modo de someter al cálculo, el caso en que no lo son.§ 16. licsu ltiu lo s «9e las e:«:pcfi*iciicias eon el 
Iiicrro  (liilcc som etido á  la  ex te n sió n .-El hierro dulce, por sus excelentes propiedades, es uno de los materiales de construcción mas aceptables: de todas las experiencias relativas á la extensión, las de Mr. Hodgkin- «on se distinguen por lo numerosas, y muy principalmente, por la precisión con que han sido ejecutadas; empleó — por la unión de otras de menos longitud—barras de unos lo metros y de 13o milímetros cuadrados de sección próximamente.He aqiii las principales consecuencias que de ellas se desprenden y que á nuestro propósito conviene que citemos.•1.* Toda cargo, por pequeña que sea, produce un 
alargamiento permanente.



—24—2/ Los alargamientos totales, permanentes y elásticos 
{*) crecen proporcionalmente á las cargas; los dos primeros hasta los lo kilógramos, poco mas ó menos, por milímetro cuadrado; y los eto¿co.s hasta muy cerca de la rotura.3. ® El alargamieiito permanente para la carga de 15 kilógramos p o r  milímetro cuadrado es tan solo 0,01 denilímetro por metro, ó sea próximamente V76“ P‘<rte del 
total: dicha carga ó fuerza de 1 okilógramos, corresponde al límite de elasticidad:4. ® El valor encontrado para el coeficiente ó mòdulo de 
elasticidad longitudinal, refiriéndolo al metro cuadrado, es muy aproximadamente

E — W X  lO''.La carga de rotura por extensión—ú la que aigu-0 . ‘nos llaman valor de la tenacidad absoluta—es, con ligeras diferencias, de unos 37 kilógramos por milímetro cuadrado.Apesar de estas interesantes conclusiones—que no todos ios materiales presentan en igual grado y de una manera tan marcada—conviene dejar consignado, que si la procedencia ó fabricación del hierro varían, aquellos resultados habrán de variar también, entre límites dependientes de una y otra causa: esta observación debe hacerse ostensiva á los demás materiales.Por punto general, los Ijierros dulces al carbón vegetal, resisten mas que los hierros al cok.(•) E l alargamiento elástico es igual á la diferencia euire el total y el
2)ernianentc.



También acontece, que cuanto mas trabajados están ios hierros, mayor es la resistencia que ofrecen; como se observa en los que se llaman finos, respecto de los de 
dimensión ?n3dia, y en estos, con relaciona los hierros 
gruesos.En vista de tales indicaciones, las cifras que se consignan en la tabla del § 18 han de contemplarse solo como 
valores medios, que puedan servirnos de guia en los principales casos que ocurran; debiendo prevenir que siempre que sea posible, se ha de procurar obtener por experiencia propia cuantos datos contribuyan á formar una idea exacta del material que se emplee, sobre todo, si nos es desconocido.

§ 17 . K c s u U a d o s  d e  la s  e x p e r S c n c ia s  c o n  e l  
h ie r r o  c o la d o  so n a ctid o  á  l a  e x t e n s ió n .-Se deben igualmente á Mr. Ilodgkinson notables experiencias sobre el hierro colado sometido á la extensión, en las que hizo uso también de barras cuya longitud, por la reunión de otras mas cortas, era de 15 metros próximamente y la sección de 645 milímetros cuadrados.Los resultados que dedujo, fueron análogos a los del hierro dulce con las diferencias naturales debidas á las que tienen entre sí las materias: los que mas pueden interesarnos son estos:1. « El limite de elasticidad corresponde á laharga de 5 á 6 kilógramos por milímetro cuadrado.2. “ El valor medio que puede asignarse al módulo de 

elasticidad es: E =  9X10®.



—26—3;° La carga de rotura, como término medio, puede fijarse de 11 á 12 kilogramos por milímetro cuadrado.La discordancia entre ios resultados que presentan los hierros colados comparados entre sí, es mucho mayor que la que ofrecen los hierros dulces; pues á mas de influir el ser al cok ó a1 carbón vegetal, obtenidos al aire caliente ó al aire frió, la naturaleza de los minerales, etc., lo hacen también de una manera notable la forma y las dimensiones de las piezas fundidas: en el concurso de todas estas.causas debe buscársela poca armonía entre las cifras obtenidas, hasta por un mismo experimentador.
§ 18. K e su U a d o s de 9us c\pca*icncfias con la  

m ad era som etida á !a ex.lensloii.-Entre las mas recientes—y que han sido ejecutadas en gran escala y con suma escrupulosidad—citaremos las de MM. Clie- vandier y Werlhein, limitándonos á trasladar los siguientes resultados.1. ® El límite de elasticidad de las maderas no ofrece aquel grado de precisión que presentan otros materiales, tales como el hierro dulce y aun el hierro colado.2. ® Para la carga correspondiente á dicho límite, los citados experimentadores han lomado la que produce un alargamiento permanente igual á0,03 de milímetro.3. « Para el olmo, roble y pino ensayados, las cargas de rotura son respectivamente, refiriéndolas á un milímetro cuadrado.G,^s09;
i."* Los módulos de elasticidad de estas 1res maderas



L

por el órJen en que quedan indicadas, tienen los valores aproximados.'Í,2X10“; 0,9X10®; 1,1x10®.Los dalos que acabarnos de consignar se refieren á la resistencia de la madera cuando el esfuerzo es paralelo á las fibras, y solo tiende á romper los prismas por una sección perpendicular á el.Los mismos experimentadores se han ocupado en determinar el mòdulo de .elasticidad y carga de rolara á la extensión dirigiendo los esfuerzos normalmente á las fibras; los valores obtenidos en este supuesto, son bastante significativos por su inferioridad respecto de los anteriores, para que procuremos evitar toda disposición en que la madera haya de resistir de un modo tan poco ventajoso.Como desde luego se comprenderá, multitud de causas influyen también en la resistencia de las m uleras; forman parte de ellas, entre otras, la constitución geológica del terreno, exposición, edad, grado de desecación, ele.En la carencia para la mayor parte de los materiales de datos precisos tanto del módulo como del límite de 
elasticidad, ya por lo difícil, en algunos, de tal determinación, ya por haber dirigido en un principio las experiencias solo á conocer las cargas de rotura, nos limitaremos á reunir en la siguiente tabla las cifras mas importantes que pudiéramos necesitar en la mayor parle de las aplicaciones relativas á la extensión. En ella l̂ebe observarse que los esfuerzos permanentes, 6 como fre-

_ 2 7 „



cuentemente se dice las cargas de seguridad, se han sujetado á que sean */e de las de rotura en los metales, y en las maderas por su prematuro deterioro: para lascuerdas á consecuencia de lo mucho que se alargan antes de romperse, dicha relación se eleva á Va- lom as admitido en la práctica.También es de hacer notar, que comparadas las cargas permanentes, con los esfuerzos que corresponden al límite de elasticidad, las primeras son por lo general algo inferiores á la mitad de los segundos, en casi todos los materiales de que se tiene este dato.



IMJll. i.
T a b la  que contiene lo»  p rin cip ales datos sobre 

la  resistencia á la exten sión  de alg^uiios m ate»  
rialest
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Coeficien- AlargamientoPeso te <5 mó- Límite Carga total por metro correspondientede un dalo de de Carga de se- ;al límite Ide elasti-
i  la cursa

M A T E R I A L E S .
metro elastici- elasti- de guri- de se- guri-cúbico dad. cidad. rotura dad. 1 cidad. dad.

K  iió g . p o r Kilóg. por m limetro
Kilóg. d ru d a . cuadrado. 1 Milímetros.Hierro colado gris en pie- 1zas de dimensiones medias. 7200 9>C10* 5,50 11,50 1,92 1 0,60 0,22Hierro dalceen barras de dimensiones medias. Acero de Alemania de 7770 20X 10» 15,00 37,00 6,17 0,70 0.31muy buena calidad, templado y revenido 21X 10’ 25,00 75,00 12,50 : 1,20 0,60con aceite. ' 7820'Acero fundido muy finode .superior calidad templado y revenido 30X10’ 66,00 100,00 16,67 2,20 0,56con aceite.Hilo de cobre........................ 8878,5 12X10’ . 50,00 8,33 . .Bronce de cañones. . . 8670 3,2X10» 2.00 23,00 3,83 0,63 .Latón fundido. . 8393 6,4X10’ 4,80 12,60 2,10 0,76 0,33Alambre de latón. . . 8540 10X10’ 15,00 50,00 8,33 1,35 0,75Roble. . 872 0,9X10*1 2,35 5.66 0,57 (1,67) (0,41)Pino. . . 493 ' l . l x  10», 2,15 4,18 0,42 (1.17) (0,23)Olm o.. 723 1 .2 X 1 0 ’ 1,84 6,99 0.70 (2,42) (0,92)Cuerdas de cá- \ nuevas. , 6,00 3,00 , , .ñamo de 23 (milímetros de ¡bastante | diámetro. ^ u sa d a s ./ 915 . . 4,20 2,10 •Cuerdas embreadas. ] , 4,40 2,20 .Correas. . . |j 909 . 0,20 » • .



—30—
O B S E R V A C I O N E S .

1. *̂ Los números que contiene la tabla anterior deben mirarse como aproií- niados; y si bien habrá casos en que haya necesidad de consultar las de otras mas completas, y quizás hacer algunas experiencias, tales como son, dan una idea de los valores mas generalmcnte'aceptadüs en las aplicaciones á las máquinas.2. “  La resistencia del hierro colado procedente de las piezas de Artillería suele alcanzar valores muy superiores á los consignados en la tabla n.'’ 1, llegando hasta 19 y  20 kilógramos por milímetro cuadrado.1 1 . En lugar de la cifra 2,2—alargamiento del acero fundido de superior calidad correspondiente al límite de elasticidad—algunos suelen tomar el valor 0.22. Aunque creemos sea un error de impresión, lo advertimos porque está bastante generalizado.Respecto al bronce de cañones obsérvase la  irregularidad de ser la carga permanente, muy superior al esfuerzo que corresponde al límite de elasticidad. Tredgold ha encontrado para este último el valor 7,*s3 en vez de 2*' que es el admitido comunmente. La notable diferencia entre estas dos cifras, refiriéndose á un mismo material, induce á sospechar la existencia de algún error.Los números comprendidos dentro de paréntesis corresponden á maderas de roble, pino y olmo, de calidad diferente á la de las empleadas por MM. Chevandicf y Wenheim; pues no habiendo determinado estos los alargamientos á que se refieren dichos números, hemos preferido para dar idea de ellos, tomar las cifras obtenidas por otros experimentadores. De una manera análoga se ha procedido respecto de algunos de los demas materiales, al Ir.Ttar de llenar las columnas que contiene la tabla en cuestión.e.i* Para las cargas da seguridad de las correas hemos adoptado la cifra 0,*‘2 único dalo que respecto de ellas existe en la mayor parte de las obras que hemos tenido á la vista. Pero la circunstancia de que para su admisión en la Fábrica de Trubia se exigen próximamente 2,>18 por milímetro cuadrado, y la de que según Morin— Mecánica industrial de Puncelet, 2.^ edición, página 329,“—las cori-eas de cuero negro pueden resistir sin temor de que se altere su constitución elástica el esfuerzo de por igual unidad superficial, hacen suponer muy pequeño el valor 0,1̂ 2. Si consideramos que las correas se alargan mucho, antes de romperse, el esfuerzo de seguridad á que se deban someter podrá alcanzar, como acontece con las cuerdas, un valor bastante crecido relativamente al de la carga de rotura.7.“ Adoptando también el metro cúbico para fijar el peso de las correas, el valor 909 es el minimum  asignado para su admisión á las empleadas en la fábrica de Trubia.



—3i —
§ 19. Cu estió n  q«o pcriaiUo com prender la  

«on%'eiiiencia do quo Bas ca rg a s de segurid ad , 
sean m ucho m enores que los esfu erzos co r
respondientes a l lianfite do elasticidadÉ-Las relaciones Ve, Vio y V 2 entre las cargas permanentes y las de rotura, están sancionadas por una larga experiencia debida á las numerosas y variadas construcciones á que se han aplicado.Cuando el limite de elasticidad sirve de norma para fijar las cargas de seguridad, parecería natural—teniendo presente cuanto hemos dicho y se relaciona con esto que solo debiera exigirse que la última fuese igual ó algo menor que el esfuerzo correspondiente á dicho límite, y no próximamente la mitad como se admite en la práctica: para justificar esto, entremos en otro órden de consideraciones que las expuestas hasta aquí.Sea A B fig. [lám. 1 un prisma, fijo por el extremo superior, en la disposición que se ve y por el que puede resbalar sin rozamiento el peso P: el reborde m tiene por objeto detenerlo cuando llegue á la parte inferior.Supongamos, para los efectos que vamos á indicar, que sea despreciable la influencia de la masa de! prisma, y que el peso P haya sido colocado sin velocidad sobre el reborde m: en tal supuesto, y pasado el primer instante, el prisma se irá alargando poco á poco, adquiriendo el peso P ai par que desciende, una cierta fuerza viva; cuando el extremo B haya llegado al punto B , que es el que liubiera alcanzado por la sola acción estática de



—32—P, es decir, sin haber influido en este resultado sn fuerza viva, es evidente, que el prisma continuará alargándose hasta que el trabajo de los pequeños resortes, que separan á cada dos discos contiguos, sea igual á la mitad de la fuerza viva total adquirida por P: hé aquí la primera faz del fenómeno.Consumida ya toda la fuerza viva, y siendo el peso P inferior á las reacciones moleculares de una sección cualquiera, el estremo B" tiende á recuperar la posición B' correspondiente á la acción estática; pero no se detiene en ella, lejos de esto, continúa ascendiendo hasta la restitución completa del trabajo que absorbieron los resortes en el descenso; el segundo período queda terminado cuando el prisma vuelve á su posición primitiva AB: ya en esta, da de nuevo principio al descenso el extremo B para ascender otra vez después de haber alcanzado el fin de su curso, cumpliéndose de este modo una sèrie de oscilaciones en número indefinido, si el problema se considera bajo el punto de vista mas abstracto.Conocido de una manera general el fenómeno en el caso mas sencillo, ninguna dificultad ofrecería su interpretación en los supuestos de tener el prisma un peso despreciable con relación á P, y de caer este de determinada altura, comprendiendo el quedar ó no fijo al extremo B; para el objeto que nos proponemos basta que se le estudie en el supuesto mas sencillo.Refiriéndonos á la fig. 4.®, el problema queda pues reducido á encontrar lo que el prisma A B se alargará de mas, por efecto de la fuerza del peso P, con relación



- 3 3 -al alargamiento estático que este mismo peso produce. A este fin representemos porn ...............  La sección del prismaL ............... La longitud de! mismoP ................El peso colocado sin velocidad ai extremo Ba?    ____ La variación que experimente L por la accióndel peso P
I  El alargamiento estático producido por unatracción igual á P. n Ea?Como al alargamiento x  corresponde la tension —j-—de signo contrario á P, la ecuación diferencial de! movimiento en dirección del eje B x ,  tomando el punto B como origen de abscisas, seráP d ^ x  „  Ln . , .•— X  ~TTT =  ^ ...................^g dt^ L

n E /después de haber sustituido por P su valor — — .Para simplificar esta última ecuación trasládese el origen B al punto B' distante de él la longitud l, y  se tendrá
d ^ x g

T t ^  “  ISi se integra, suponiendo que á x = 0  corresponde se llegará fácilmente á este resultado
................  (2)



—34—ecuación que nos permite encontrar la velocidad del peso en un punto cualquiera de su trayectoria, en función de la abscisa correspondiente y del valor particularizo.Cqmo á x — — l corresponde v — 0,  introduciendo estos valores en la ecuación {(¿)) se tendrá......................................  (3)Combinadas las p)) y ((3}] llegaremos á la siguiente, en la que aparece eliminada,— x ^ ] .............  de donde
¿

v =  ..................  (i)Analizada esta ecuación observamos1 El valor de tz abraza el período descendente y el ascendente, positivo durante el primero y negativo en el segundo.2. ® Que solo conviene para valores de x  comprendidos entre -\ -ly  — I á cuyos límites corresponde v — d; y en su consecuencia que el alargcimiento total por efecto de la velocidad adquirida por el peso, es doble del 
alargamiento estático.3. ° La máxima velocidad corresponde á x= -0 , abscisa perteneciente al extremo del prisma, cuando se ha estirado una cantidad igual al alargamiento estático.4. ® Las velocidades son iguales para puntos de la trayectoria equidistantes del origen BLLa segunda deducción justifica, como hablamos anunciado, la conveniencia de dar a las cargas de rotura



—35—valores algo menores que la mitad de los que correspondan ó los esfuerzos pertenecientes al Imite de elasticidad; y por tanto, que la prudencia aconseja disminuirlos mas y mas, á medida que aumenten en intensidad y número los choques y vibraciones á que las obras están expuestas.Con el objeto de hacer notar cierta particularidad, vamos á encontrar la ecuación propiamente dicha del movimiento, es decir, una relación finita entre x  y i',

doopara lo cual bastará sustituir —  en vez de v, é integrar
Cl tdespués de haber despejado d t; siguiendo esta marcha conocida tendremos:

C.Descríbase la semicircunferencia BCB" con el ràdio /, y teniendo presente que á £»7= — l corresponde ¿ = 0 , resultaráC = : X v .................... y  consiguiente
9 2



—30—El lieinpo para recorrer el trayecto B B " será pues 2/,

t =  7T l
9igual al empleado en una oscilación pequeña por e! péndulo circular simple de longitud l: coincidencia notable que indica un medio teórico para determinar ei coeficiente de elasticidad de los distintos materiales.Si observamos que — I eos. y , se tendrá, sustituyendo por 9 su valor sacado de la ecuación ((oj)

a?==— ¿eos. tI / -ecuación de movimiento que buscábamos y que ofrece ía singularidad de ser la proyección de otro uniforme, correspondiente á un punto que marcha por la semicircunferencia B C B ".§ 20. Ite s ís ie n e ia s  v iv a s  <lc elasticitSacI yi’otura.-Cuanto acabamos de exponer viene también, en cierto grado, á darnos la medida del muy distinto modo que los materiales de construcción tienen de resistir los choques; lo que ha de tenerse presente para la elección mas acertada de ellos, en armonía con las aplicaciones á que se destinen.Si suponemos que un prisma ha experimentado una extensión cualquiera x ,  pero menor que el alargamiento correspondiente al límite de elasticidad, el valor de Usera

-1

j



R ——37—En X
y  el trabajo elemental,Enee— —í— d x ..............................  y  por tanto

T =  —91 Eoa?“ En X  J  /
X L (6)L Lel que se desarrolla durante aquel alargamiento. Poncelet ha llamado á este trabajo resistencia viva de elas

ticidad: como se ve es igual, lo que no debe sorpren-) , . E n x  4 ¿(iernos, al que produciría la fuerza constante------- ---durante el camino l.En e! caso de que quisiéramos conocer la cantidad loto! de trabajo desde que se inician los alargamientos hasta que la rotura se presenta—trabajo total á que el mismo Poncelet ha dado también el nombre de resistencia 
viva de rotura—apelaríamos al método de Simpson por sernos desconocida en toda aquella extensión la le/ entre esfuerzos y alargamientos.Entendiendo que los cuerpos son tanto mas rígidos cuanto mayor es el esfuerzo que exigen para una deformación determinada {̂ ), sucede por punto general, que los materiales en que esta propiedad se halla desarrollada en su mas alto grado, son los menos á propósito para

<•) Según eslo, si en ia expresión N =  consideramos N y í como
Tariobles, es evidenle que ^  ^  dará la medida de la rigidez.



—38—resistir el efecto de los choques; por esto los hierros 
suaves ofrecen bajo este aspecto, ventajas sobre los 
duros; en cambio cuando solo han de experimentar unos y otros la acción de cargas permanentes sin choques, sacudidas ó esfuerzos violentos, los segundos son preferibles á los primeros. Estas consecuencias se desprenden de la comparación entre sí de los valores correspondientes ú las resistencias vivas de elasticidad y de rotura.El fenómeno de que los prismas presenten notables diferencias al contraerse trasversalmente por efecto de un esfuerzo longitudinal, debe considerarse también como una consecuencia de la mayor ó menor rigidez de la materia de que están formados. La contracción, aunque despreciable siempre en los materiales de construcción dentro de los límites en que se encierran los esfuerzos, aparece muy sensible en algunos cuando se les somete á cargas superiores ó la del límite de elasticidad; en hierros muy suaves, como se alargan mucho antes de romperse, lo sección se ve disminuir notablemente; en los duros sucede lo contrario, se estiran poco y conservan por lo tanto casi la misma sección, aun en los momentos anteriores á la rotura.§ 2 1 . K c»ÍM t«iicSa  ( l e l o s  ^»l•islnas á  l a  c o in -|)i*esioiB ó  co ii4 raec5 o n .-E n  los prismas sometidos á esfuerzos d e , compresión, ha lugar á considerar dos casos: I."  cuando solo se produce una contracción simple.; 

2 .“ cuando este fenómeno se complica con el de la 
flexión: por ahora únicamente nos ocuparemos del primero.



—39—La resistencia de los prismas susceptibles solo de experimentar una compresión simple, parece que debiera ser ilimitada; y en verdad lo seria, si no añadiéramos que desamparadas las partes laterales, tienden á dilatarse, tomando un cierto bombeo—mas ó menos pronunciado, según ios materiales y dimensiones de los sólidos—que puede considerarse como precursor de la degradación de ellos.La relación ((!)) § lo y cuanto se dijo al ocuparnos de los prismas sometidos á un esfuerzo de tracción longitu
dinal es aplicable á la compresión, con tal que el esfuerzo sea moderado, y se tomen las precauciones necesarias para que el sólido no se doble ó encorve: como es natural haj que cambiaren dicha ecuación los signos de N y l, cuando de no hacerlo pudiera resultar alguna confusión.

§ 22. IÍe$«aiUa<1o de la s experiencias con el 
liierro dulce som etida á  la com presión.-Los resultados de las experiencias ejecutadas por Mr. líodgkin- son con el hierro dulce sometido solo á un esfuerzo de 
«ompresion, son análogos ó los obtenidos por este físico en las correspondientes ó la extensión de la misma materia: nos limitaremos á indicar los dos mas importantes.4 El límite de elasticidad corresponde próximamente ú un esfuerzo de lo küógrainos por milímetro cua- <irado.2.'’ El coeficiente ò mòdulo de elasticidad es, como término medio mas general, de 16X40^ á M  X40^ kiló- gramos por metro cuadrado.



—40—La pequeña diferencia que se observa entre esta última cifra y la que corresponde al caso de ser alargado el hierro—diferencia que merece comprobación por nuevas experiencias—no impide se contemplen como iguales, con lo cual sin que !a práctica se resienta, se consigue facilitar la teoría.Los constructores que para el cálculo de las cargas de seguridad, toman como base las de rotura, admiten que el hierro forjado rompe á ios 25 kilógramos por milímetro cuadrado.§ 23. R esu ltad o s do las experiencias co n  el 
h ie rro  colado som etido á  la  com presion.-Lascifras mas notables obtenidas por Mr. Hodgkinson de las experiencias sobre la compresión simple del hierro colado, son las siguientes:1 El límite de elasticidad corresponde próximamente ó un esfuerzo de 10 á 12 kilógramos por milímetro cuadrado, hasta el cual las contracciones permanentes son despreciables.2 . ® El coeficiente de elasticidad difiere poco de 9 X iO * kilógramos por metro cuadrado: este valor como sabemos, es el admitido para el hierro colado sometido á la 
extensión.3. ® La carga de rotura puede valorarse en unos 63 kilógramos por milímetro cuadrado.De la comparación del hierro dulce al colado bajo el punto de vista de la resistencia á la compresión, el segundo parece preferible ai primero; y así es en efecto, para aquellos que fundan en la de rotura, el cálculo de



I

—i l las cargas de seguridad, pero no cuando sirve de norma el esfuerzo perleneneciente al limite de elasticidad.Respecto á las maderas y demás materiales, no existen experiencias que den á conocer el coeficiente li
mite de elasticidad relativos á la compresión simple.La tabla n.“ 2—que se completará cuando nos ocupemos del segundo caso de la compresión de los prismas— contiene los principales datos que pueden sernos mas necesarios.En ellaba de observarse que las cargas de seguridad son, como en la extensión, Ve  ̂ Vi# de rotura,según se trate de metales, ó de otro material cualquiera.A ios materiales con que se construyen las fundi
ciones de las máquinas, se les aplica también la relación Vio. si bien muchas veces, se hace descender  ̂ '/i5 y Vao*



■ il—

L 2.
T a b la  quo eon tio iic  lo »  prSsicipales claios atobro 

la  resii^tcneia á  ia  eoinprci^ion do alg;unos m a- 
toria l(«s. Coeficien- AlargamientoPeso te 6 mtí- Límite Carga total por metra correspondientede un dillo de de Carga de se- á ta cargaM.4TER1ALES. elastici- de al límite de se-de elasü- gurí-cúbico dad. cidad. rotura dad. cidad. dad.

Kiló¿- por Kilóg. por milimetro
K ilóg. mcfro cua- 

ilr/idúi ctiadrado. jV/títmeíroí.Hierro colado....................... » 9x:io* 11 63,0 10,30 1,30 1,20Hierro dulce......................... ■ lo 23,0 4,17 0,92 0,23Latón........................................ » > 9 116,0 19,33 » »Plomo fundido. . . , 11352 V » 3,4 0,90 9 »Roble........................................ 9 B 4,2 0,42 • 9Pino.......................................... V « • 4,2 0,42 » »Olmo muy seco. . . , . » 9 7,0 0,70 > 9Granito de Guadarrama. 2300 9 B 3.3 0,33 • BCaliza azul de Metz.. . 2800 » B 3,0 0.30 9 9Ladrillorojo tí encarnado 2170 p > 0,6 0,06 >Morl.°ord.°decalyarena 1600 9 > 0,33 0,033 » 9

O B S E R V A C I O N E S .1. * En eslR taWa no se han incluido los pcsosde los materiales comprendidos en la de la páy;ina ¿9.2. ®̂ Respecto á los valores del módulo de elasticidad á la compresión, solo se han puesto los determinados por experiencias directas; para los maleriales en que sea desconocido dicho tnóilulo, se lomarán los correspondientes a 1a tracción longitudinal.3. -* Aunque penenilmente se refieren las cargas de seguridad y  de rotura de ios metales al milímetro cuadrado, y las de ios demás maleriales aí centímetro cuadrado, hemos tomado la primera unidad para todos, conda idea de simplificar la tabla incluyendo bajo un solo epígrafe los números de cada columna.



LECCION 5.‘

SUMARIO.
Resislencia de los prismas á la torsión.—Resultados de las experiencias sobre la torsión—Tabla n .° 3, que coniiene los principales datos sobre la resistencia á la torsión de- algunos materiales.—Resistencia de los prismas al cizalla- miento.—Resultados tic algunas experiencias sobre la resistencia del hierro dulce al cizallamienio.—Resistencia á la flexión simple.—Prisma sometido á fuerzas situadas de cualquier modo en su plano de simetría.—Curvatura del eje medio deformado.—Ecuación del eje medio deformado.

§ 24. U esistoneB a «!e io s p r is in a s  á  la  to rs ió n .Cuando un prisma fig. 5." (lára. 4."], ó inns bien, coa objeto de facilitar la explicación, un cilindro SS'—forma oomnn de los sólidos expuestos a la lorsiou —fijo por uno \ie sus extremos, se somete á la acción de un par (P, P.)cuyo plano es normal al eje ee, todas las secciones á partir de la S que suponemos inmóvil, hasta la correspondiente al extremo libre, girarán al rededor de él,siendo sus centros de rotación respectivos o, o '..........yobedeciendo, cuando el esfuerzo es moderado y el peso del prisma sin influencia alguna, á las leyes siguieiUes: I.® La longitud y demás dimensiones del prisma novarian;y las secciones A, A ',..........permanecen planasV normales al eje durante la rotación al rededor de él, moviéndose cual si fueran de una pieza.



—u —2.* Los ángulos 9 , 6 ' , ..........  llamados de torsión Jdescritos en el mismo tiempo por los rádios oa, o 'a ' ....... ..son proporcionales á las longitudes L, L '.............De aquí se deduce, que el camino recorrido por un elemento cualquiera, es proporcional á su distancia al eje del prisma y á la que le separa del extremo fijo ó invariable del mismo, y por tanto, que los puntos a, a' , . . .  en línea recta antes de la torsión, vienen á constituirdespués de ella una hélice b, b ' , ..........Para encontrar relaciones entre las fuerzas exteriores é interiores, bastará establecer, siguiendo la marcha ya conocida, las condiciones de equilibrio para un trozo cualquiera XA.".A este fin, después de haber cesado el movimiento del prisma y considerada como fija la sección A, determinaremos las acciones moleculares que se desarrollen en esta y obren sobre su inmediata que, para mayor claridad supondremos lo sea A'; dichas acciones vienen á ser otras nuevas fuerzas exteriores que con el par {P, — P) proporcionan el equilibrio al trozo A A".Desde luego se deja ver, que las fuerzas elásticas que se desarrollan en A y se hacen sentir en A', nacen tan solo de que retrasándose en su movimiento los puntos 
m , n . . . .  respecto de los m', n ' . . . . ,  todos los elementos defibra mm', n n '...........tienen que alargarse forzosamente.Para mas fácil inteligencia representemos aparte el trozo A A', fig. 6 .* (lám. 1.“).Lft tendencia con que una fibra cualquiera sq ' trata de recuperar la posición ss' ,  está determinada por el



—45—momento respecto al eje del prisma, de la fuerza resistente que se origina por el solo hecho de ser alargada. Dicha fuerza depende de la sección de la libra, del camino que con relación a s, recorre el punto situado á la unidad de longitud; y de la materia ó naturaleza del sólido. Representando por
f  .............  la resistencia que presenta la fibra distante rdel eje y cuya sección es rfn;G ............. cantidad dependiente de la naturaleza delprisma, ó sea el coeficiente ó módulo de elas

ticidad á la torsión;
0 ............. ángulo de torsión á la distancia A;
0 .............  idem á la unidad de longitud,tendremos:

f = : G ~ r d í i ~ G 9 r d í i ]y por tanto, la ecuación
Vp =  €T9fr^dn =  G $ Y ....................  {1)—cuyo primer miembro expresa el momento del par (P, — P), y el segundo el de las fuerzas elásticas correspondientes á ia sección A—es la única, necesaria y suficiente para establecer el equilibrio del trozo A A'' en el caso que nos ocupa, ha cantidad Y =  f  do. ha sido llamada por Persy momento de inercia polar.Si representamos por F el valor que tome /referido 

ú la unidad superficial, se tendrá
- ^ = V  =  G e r ................................  (3)
d oy si hacemos 5— I y“r — 1 en esta ecuación, se obtiene7



—4fi—inmediatamente el resultado G = F  que nos permite definir el coeficiente de elasticidad y conocer su naturaleza.Para comprender bien su significación representemos por SS' fig. 7.® (lám. 1.“) un cilindro cuyas dimensiones sean las acotadas. Si se tiene en cuenta que 6 no es otra cosa que el arco a metro, G—refiriéndolo á las unidades adoptadas en estas lecciones—expresará en kiló- gramos la resistencia que en semejante cilindro opondría una fibra ficticia de un metro cuadrado por efecto del alargamiento, que obedeciendo á las leyes del § 24, es- perimentase al recorrer su extremo libre un metro de longitud,Como la acción de las fuerzas exteriores es igual paratodas las secciones, síguese, como en e! § 15, que no 
Qxxsie sección peligrosa, en los cilindros sometidos á una 
torsión simple.En el que hemos considerado fig. 5.®—como en lodo prisma regular, bajo la acción de un par paralelo al (Pj P) se comprende fácilmente, á consecuencia de la simetría, que el eje de figura eesea el de rotación; pero cuando el.prisma fuere irregular, fácil es ver también que esta, se liabrá de verificar al rededor de ia recta que pasa por los centros de gravedad de las secciones.En efecto, sea S fig. 8.« (lám. 1.«) una sección cualquiera, y su o centro de rotación. Si trazamosen su plañólos dos ejes coordenados x  é y , sistema rectangular, y obser-

(’) Üesde luego se comprenderá, quf* en vez de considerar al módulo G como una resistencia, se hubiera podido definir contemplándolo como esfuerzo igual y contrario á ella.



L.

—47—vamos que las fuerzas elásticas que se desarrollan en ella equilibran la acción de un par—en cuyo caso, la suma de sus proyecciones sobre una línea cualquiera ha de ser nula—es evidente, que proyectadas sobre o x ,  se tendrá: 
Gr9 f  r sen. ( f X d n = G 6  f  y d c i = o  ecuación que solo puede quedar satisfecha siendo

f  y d n = o ........................................es decir,pasando el eje de las x  por el centro de gravedad: y como esto mismo habria de verificarse con otro sistema coordenado—rectangular también y origen en o—queda probado que la recta conteniendo los centros de gravedad de todas las secciones, se confunde con el eje de rotación del prisma.Si quisiéramos encontrar el ángulo a, fig. 5.“ (lám. ■!.*) correspondiente á la hélice formada por una fibra cualquiera después de la torsión, fácilmente lo obtendriamos por la ecuación tang.a =  r0 ................................. (3)en la que r  continúa representando la distancia de la fibra al eje, y 0 el ángulo de torsión á la unidad de longitud.Las ecuaciones (('!)), ((2)) y ({3)) permiten resolver interesantes problemas, de que nos ocuparemos en la parte consograda á las aplicaciones.§ 25. BScsuUados do Bas expcrScncias sobro 
la  topsion.-Las llevadas á cabo para determinar los valores de G y F en algunos materiales, han dado los resultados que se expresan en la tabla núm. 3, página 49.



~i8—Se admite—y esto se observa respecto á la mayor parte de los materiales que se consignan en dicha tabla— que los valores de G, guardan aproximadamente con los de E, correspondientes á la tracción longitudinal, la relación V3; y que si algunos, como acontece al hierro colado y al roble, se separan mucho mas de ella, debe atribuirse principalmente á las variaciones ó diferencias que suele presentar un mismo cuerpo.También se expresan en la tabla indicada, los límites prácticos mas convenientes áF. Todos están contestes en que el asignado al hierro colado, produce sólidos de exagerada resistencia, añadiendo algunos, que con los del hierro dulce y acero acontece otro tanto: por esto muchos creen que 1,5 á 2 kilógramos por milímetro cuadrado para el primero, y 6 para los dos últimos, son valores que pueden emplearse sin riesgo de caer en el extremo opuesto. Si se consulta la tabla n.“ 1 pág. 29, se observará que dichas cifras no se apartan mucho de las que, como cargas da seguridad á la tracción longitudinal, se asignan á aquellos materiales.Aunque nuestro parecer no se separe mucho del anterior, hemos de prevenir sin embargo, que los árboles de máquinas y trasmisiones expuestas á la torsión, deben de ser á la par que resistentes, bastante rígidos, para que el ángulo de torsión no alcance valores que alteren la regularidad de los movimientos y aumenten las resistencias pasivas; y que en esta doble condición ha de verse el fundamento de los límites tan pequeños asignados á F.

i



J i m .  3 .
T a b la  que contieno los pa*inclpa8es datos sobre 

la  resistencia á  la  torsión  de a lgu n o s m a te -  
ríales.

— 49—

Valores de G. Valores de F .
MáTERIALES.

Kilogramos por metro cuadrado

Hierre colado.................................................................. 2X10* 1334000Hierro dulce..................................................................... j 6X10* 4002000Acero de Alemania. . . . . . . . .Acero fundido muy fino.......................................... 10X10' •Cobre.................................................................................... 4,37X10’ •Bronce ......................................................................... 1,1X10* • 1Roble................................................................................... 0,4X10* 266000Pino..................................................................................... 0,43X10’ 288811

O B S E R V A C I O N .

Cuando los árboles hayan de ser muy fuertes, en el sentido de mas rígidos —como conviene respecto á los de máquinas motrices, ciertas trasmisiones de movimiento y en algunos otros casos—los valores que se tomen para F suelen ser mitad de los que se fijan en esta tabla.



— 50-

§ 36. R esisten cia de los prism as a l cizalla»  
niiento.-A pesar de que el resbalar una sección sobre otra, sea fenómeno que no se produzca ni se presente aisladamente en las aplicaciones, pueden citarse multitud de casos—entre ellos los ejes de las poleas, remaches de las calderas etc.—en los que la principal resistencia que los materiales oponen á los esfuerzos exteriores, es debida al resbalamiento de una sección sobre la contigua; resistencia comparable por la manera de ejercerse, y de aquí sin duda su denominación, á la que ofrece el rozamiento que se origina, cuando un cuerpo resbala sobre otro, tomando la de vesistencia al cizallamiento por la analogía que también presenta el fenómeno con el de 

cortar ó cizallar los metales; y la de resistencia trasversal por la dirección en que se ejerce.De cualquier modo, preséntese ó no el hecho en toda su pureza, las ecuaciones de equilibrio, correspondientes á un trozo del sólido, entre las fuerzas exteriores que tiendan á trasladar una sección en su mismo plano y las reacciones que se originen de este movimiento, se reducen á una sola.Sean A y B fig. 9.* (lám. 1.®) dos secciones contiguas del' prisma dado; para que la última, en el supuesto de permanecer fija la primera, pase á la posiciónB' H  es preciso un esfuerzo dirigido según su plano.Los hechos justifican que el valor del esfuerzo es pro-
n  En la figura 9-^. B 'se encuenlrasimada á la  derecha de B, pero entiéndase que ambas deben estarconfundidas. Esta pequeña licencia que nos hemos permitido, para mayor claridad, aparece también en otras figuras.

- 4



—51 —porcional á la sección recta del sólido; al resbalamiento por unidad de longitud contada sobre la normal á la sección que se considera fija; y por último, dependiente también de la naturaleza de la materia.Según esto, designando por F la resistencia al cizalla- miento correspondiente á la sección n , ó bien, el esfuerzo necesario para vencerla, tendremos:F =  G 'n -^ = zG 'íu * '...........................  (t)A 'haciendo En este valor de F,..........representa lo que pudiéramos llamar mócíiíío de
elasticidad al resbalamiento trasversal ó al cíza- 
llamiento, variable con la materia.^ ...........ol camino recorrido por la sección B en su mismoplano; y

^ .......... la distancia entre las secciones contiguas A y B.Si en la ecuación {(-i)) hacemos A = 1 , e = 1  y ^^=1, se obtiene G '= F , valor particular que nos da á conocer íi G', cuya significación es idéntica, se puede decir, á la que tiene G en el § 24; lo que no ha de extrañarnos, si se reflexiona que, cuando se somete un prisma á un esfuerzo de torsión, todas las secciones, al girar al rededor de sus centros respectivos, resbalan unas sobre otras, oponiendo una resistencia de igual naturaleza que la de los sólidos al ser cortados ó cizallados.En apoyo de esta manera de ver el hecho de la torsión de los prismas, existe el haber llegado á deducir mediante ciertas consideraciones teóricas la relación



•029—G'rrYs E, partiendo del supuesto de ser hisótropo:  ̂ losc.uerpos, es decir, verdaderamente homogéneos, ó de otro modo, que la disposición molecular de ellos—y por tanto la resistencia que opongan—sea igual en todos sentidos. Dicha relación se separa poco de la G = V 3 E obtenida de experiencias directas sobre la torsión, ejecutadas con sólidos que carecían déla homogeneidad absoluta.§ 27. K csiiltados <le alg-iiiias experiencia!« 
solire la  resistencia del hierro du lce al e iza -  
llantienlo.'Lo que acabamos de decir, hubiera debido evitar toda experiencia directa para conocer las cargas de seguridad correspondientes á los prismas sometidos á esfuerzos de cizallamiento; no obstante esto se han hecho algunas, si bien en escaso número, cuyos resultados son nueva corroboración de la paridad admitida, entre aquel fenómeno y el de la torsión. De ellas aparece que son iguales la resistencia transversal y longitudinal del hierro dulce; aunque muchos limitan la primera á ser Vs de la segunda, relación teórica obtenida por Navier.En vista pues de esto, y faltos de experiencias completas, admitiremos que las cargas de seguridad al ciza- llamierito sean Vs de las correspondientes a la extensión y que nos son conocidas por la tabla n.® 1 pág. 29.§ 28. R esisten cia á  la  flexión sim p le.-La lle- xion simple es otra de las deformaciones elementales consideradas en el § 13,cuando.se descompuso el movimiento mas general que puede tomar una cualquiera de las secciones de un prisma.Al estudiarla, nos limitaremos á establecerlos ecuacio-



■—53—nes de equilibrio, entrando en algunas consideraciones que nos han de ser útiles siempre que haya flexión, ya se presente ó no, acompañada de cualquiera de las deformaciones conocidas. Ciertas cuestiones que se derivan de lodo sólido sometido á ella, se irán estudiando en aquellos casos que mas generalmente se presentan en las aplicaciones.Para que una sección de un prisma no tenga otro movimiento, respecto de la inmediata, que el de rotación al rededor de un eje situado en su plano y pasando por su centro de gravedad, preciso es, que todas las fuerzas exteriores existentes desde ella al extremo libre, se reduzcan á un par. Por consecuencia de la acción de este sobre cada una de las secciones, el prisma tendrá que doblarse necesariamente.Ahora bien, si dado un prisma SS' fig. 10 (lámina 2 . “) en cuyo plano de simetría esté situado el par jp queremoshallar las ecuaciones de equilibrio para la porción S' A, es indudable que las fuerzas elásticas que se desarrollen en la sección A, deben reducirse á otro par, cuya acción resistente destruya á la de aquel.Antes de proceder á formular el valor de dichas fuerzas interiores, convengamos, en que después de la deformación que experimente el prisma, se imprima al sistema un pequeño movimiento, el necesario para que A vuelva á ocupar la posición que tenia antes de la acción del par; no olvidando que todas las secciones, encorvado el prisma, continuarán siendo normales al ejemedio y por tanto al plano de simetría denominado plano de flexión.



Esto admitido, representemos por B'la posición que lome B contigua á la A, por consecuencia d éla  acción dei par (P,—P) y obsérvese:1." Que las fibras dei pequeño prisma A B continuarán siendo normales á A, por no existir acción que tienda á separar en sentido trasversal una de otra, ¡as dos secciones A y B.Que de dichas fibras, unas se alargan al par que otras se acortan; no podiendo ser que todas se estiendan ó contraigan solamente, porque no seria nula su acción como debe serlo en sentido longitudinal.Repetidas experiencias han comprobado esto mismo,S.« Como consecuencia de lo que se acaba de indicar, en el prisma A B deben existir forzosamente fibras que conserven su longitud primitiva, por cuya razón se las ha llamado fibras neutras ó invariables.Consideremos también, que si o indica la intersección con A de la fibra neutra que se encuentra en el plano de simetría, la línea x x  perpendicular á este, podrá representar ia de todas las fibras invariables, que vienen á constituir una capa de téniie espesor proyectada en a b.Tomemos á dicha línea como eje de las x ,  j  su perpendicular en el punto o para el de las a; y pasemos á establecer la única ecuación que en el presente caso basta para el equilibrio del trozo S 'A , calculando antes los valores de las fuerzas elásticas que se desarrollan en la sección A.Si n7i' es el aumento de longitud que ha tenido una fibra cualquiera mn, es evidente, por lo dicho en el § 15, que

— 54—



—5o—E .nn'.áfi E«í.í¿n
o D  Arepresentará la fuerza elástica que se desarrolle en Esta expresión conviene asimismo para todos los prismas elementales que arranquen de A, ja  se contraigan ó se estiren, con tal de que se sustituya en vez de n n ', el alargamiento ó contracción correspondiente.Si prolongamos la sección B' hasta su encuentro con A también prolongada, en C estarán proyectados los centros de curvatura pertenecientes á aquellos puntos de las fi

bras neutras que se hallan en el plano de la sección A; y la semejanza de los triángulos o C D yD íira', dará ̂   n \)   V
A  o C  pdesignando por ? el ràdio de curvatura.Según esto,/Eá.í/n E—;—  =  —  /  A f jexpresará la suma de todas las acciones que la parte del prisma situada á la izquierda de A, ejerce sobre la de la derecha; y como dicha suma ha de ser nula, se tendrá

f
v . d a — o\ecuación que nos dice que la línea o x  pasa por el centro de gravedad de la sección A, hallándose situado este, por efecto de la simetría, en el punto o; resultado que se pudo prever.La fibra, ó con mas rigor, la línea invariable que pasa



-oO-ó no, según el caso que se considere, por el centro de gravedad de las secciones, es conocida por eje neutro.Si se tornan los momentos de las fuerzas elásticas respecto al ejecc, la ecuación de equilibrio que buscamos, será
en la que Y representa el momento de inercia con relación á dicho eje, y M el momento dei par (P,—P).T E . . ,E Y  „La expresión—  t  osu igual— , se llama ttio-

 ̂ f j  " e
mento de elasticidad', así como M recibe mas particularmente la denominación de momento de flexion ó momento 
de rotura.Si representamos por R el esfuerzo permanente de tracción ó compresión por unidad superficial en un punto cualquiera tal como el m, se tendrá

................................  («)de donde
1.  ^? =  y  por tanto

(6)^  =  ^  =  M 
.9 VSi en la igualdad {(5)) se introduce el máximo valor de 

V correspondiente á la sección A, obtendremos el mayor, que en esta podrá tener R.
•*‘»a



—37—Como por otra parle Rr=Ee, siendo ie l alargamiento por metro, se tendrá también— M, de dondei;

Mv' == e Y ’cuyo valorformular nos permite conocer i, cuando lo sean las cantidades que entran en el segundo miembro.E YDe la ecuación de equilibrio —  =  M, se desprendedesde luego una consecuencia: que siempre que sean constantes E, Y é M, lo será igualmente el radio de curvatura; y por tanto, e! eje medio se encorvará afectando la forma circular en toda la extensión del sólido en que se verifiquen estas condiciones.Es de observar, que mientras M permanezca constante, no habrá sección peligrosa propiamente dicha.
§ 29. P rism a  sotiieiid oá fu erzas situadas  

eu alqiiier m odo en su plano de sim e tría .-Terminado cuanto nos habíamos propuesto respecto de la 
flexión simple, pasemos á estudiarla combinada con otras deformaciones, como ordinariamente se presenta en la práctica.Sea S S ' fìg. 11 (lám. 2.“}, un prisma sometido á lasfuerzas F ', F " .......... situadas en el plano de simetría, ósatisfaciendo la resultante de cada dos á esta condición; y S'A A el trozo en que tratamos de determinar las condiciones de equilibrio.



—58—Supongamos, que las fuerzas dadas tengan una resultante F,—e! caso de reducirse á un par ha sido tratado antes—y  quesea descompuesta como indica la figura, normal y  paralelamente á la sección A. Si à su voz se descompone Ten un par, cuyo momento sea TxK  H y una fuerza situada en A, se tendrá:' 1 Que la componente normal N viene a constituir lo que se llama esfuerzo de compresión ó extensión debido á las fuerzas F ', F " . . . .2. ® Que T es el esfuerzo que se denomina de cizalla- 
miento, esfuerzo trasversal ó esfuerzo cortante.3. ® Queel momento T X K lI = F x K 'Í I = M  respecto de la línea proyectada en H, es lo que se did á conocer en el § 28, por momento de flexión ó de rotura.Para que el trozo S' A esté en equilibrio, preciso es que formen un sistema, que lo eslé también, las fuerzas N, T, el par (T,—T)y las reacciones moleculares que se originen en la sección A.Llegaremos á conocer estas últimas tan luego como, siguiendo el principio citado en el .§ 14, determinemos las que con independencia unas de otras, se desarrollen en la misma sección A, por efecto de N, T y (T,—T); procediendo de esta manera encontraremos:Para las reacciones moleculares desarrolladas en la sección A, por efecto de la componente N.Idem.......por efecto del par( T ,-T .)(̂ )- • • • ^ íín

dci=Vjfii.



-o9—Para las reacciones moleculares desarrolladas por(c) G i l í .............................  ̂ efecto de la componenteT,situada en el plano de la sección A.Conocidas ya las componentes de las fuerzas elásticas desarrolladas en A, si observamos que las [a] y (6) deben sumarse, fácil será establecer las ecuaciones que siguen, necesarias y suficientes para el equilibrio del trozo S' A.
j  E -~ — í/íí =  o................ (a')T — G'nf' — o . ............................  (á'jM - M '  =  o...................................  [c']En esta última ecuación, M y M' expresan respectivamente los momentos de las fuerzas exteriores é interiores con relación á la línea proyectada en II.Prescindiendo de la ecuación {b') por ser los esfuerzos 

cortantes de muy escasa influencia H  en la mayor parte de los casos que hemos de considerar, obsérvese en la figura que
O  En efecto; refiriéndonos á la fig. 12 (lám. 2.^), la resistencia por unidad superficial de A , debula al esfuerzo cortante T. se deduce de ia férmu-({4)) §26 F == y su valer seráG'e

A ' ...........................................(0U  que se origina por el par ( T ,- T )  en un punto cualquiera de la misma sección A , y por unidad superficial también, se obtiene de la ccua-
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siendo u, U  distancia de un punto cualquiera de la sección A al eje que, pasando por el centro de gravedad de ella, se halla proyectado en H, y teniendo en cuenta, que miramos como positivas las que estén por encima de él; V representa la distancia que separa la capa de fibras neu-
cion ((6)) M =  —  S  28, después de sustituir por M el valor particularT X P - y p o r  P resulta de comparar los triángulos G o D ,D n « '- ,  segúnesto se tendrá: ^

-p y ' p  _ ------ - X  —  de donde

T V  - ATXpt'
El máximo valor de esta liltima resistencia corresponderá á o ^  V-A. 7 el caso de un prisma de sección rectangular, seráE í  _  G T p  _  G T p  ^T  — 6/i* h íi ..................................Comparados los valores (.(!)) 7 U®)) se obtieneG>eA h~EÍ dpresaltado que nos hace ver, que la\csistencia elástica originada ^  e^á con la máxima correspondiente al par ( T ,- T )  en razón directa de h. é iniersa de la distancia p; y como consecuencia de esto, el que se pueda prescindir de 
lo . esfuerzos cortantes calcular las dimensiones trasversales en la mayor parte de los casos relativos á la flexión de los prismas de sección constante yque acabamos de demostrar y conformándonos con la nráclica -eneral, omitamos el ocuparnos de la resistencia al cizallainicnto al esublecer las ecuaciones desequilibrio, procuraremos sin embargo, determinar casi siempre el valor del esfuerzo que la ocasione; pues, como mas adelante V mTs no puede preseindirse de él al calcular las dimensiones trasversales r r - o s  pr̂ ^̂  ̂ la forma especial do su sección, ya porquesiendo de corla longitud prepondere el esfuerzo cortante.



~ 6 'ltras del eje H. Sustituido en ((a')) el valor de {í + se tendrá; H - X - ^ X Í  =  N - E ¿  dn +  j J " v d , ,

de donde N =  Ení,...................................... (7)por ser f v d í i = o .Para obtener el valor de M', basta considerar que
—'^ i j ^ d a  +  “ /  vdíi  representa la suma de todaslas fuerzas elásticas correspondientes á la sección A, y por consiguienteMr - P  J  Eí , EfY— El j  v d íi-h —  j  V^díi =  ~ ^ ,el que sustituido en ({c'}) daráM =: EíY

(8)o- />• E¿(V—v)dn , , „Si nos fijamos en que — —̂ y ~̂—  representa la fuerza elástica correspondiente al elemento ííp, el valor de ella por unidad superficial en un punto cualquiera de la sección A, será, designándola por R,R =  E¿. y — v (9)Las ecuaciones ((7)), {(8)) y {(9)) encierran la solución de importantes problemas relativos á la flexion de los prismas.
9



—G2—§ 30. C u rva tu ra  del e je  m ed io  de fo rm ado«Admitido que la sección B cuando se halle en B', después de encorvado el prisma, continúe sensiblemente normal al eje medio Ha?, prolongúese hasta su encuentro con la A en el punto C, y  comparemos los triángulos C4flD' y o'D D '; con arreglo á esto se tendráH C Do' ^_ ,  =  ^ , ó b . e n
P V(H -¿)H D  Í X H D ’como el factor (1 -f*«) se le puede, considerar igual á la unidad, se llegará á obtener mediante la ecuación ((8)),V _  EY“  M .........................p — (10)4La cantidad —  mide la curvatura del eje medio deformado.§ 31. E cu ación  del e je  m ed io  de form ado.Suponiendo el prisma encorvado, representemos su ecuación por y = .f[x ) . Si consideramos que por ser muypequeño puede despreciarse su cuadrado, con relación á la unidad, la expresión formular del ràdio de curvatura í* . / d y v i f U

d' ŷ

A



—case simplificará quedando reducido á ̂ (/'‘ .y17
Sustituyendo este valor en la ecuación ((10)), se obtiene

d^y E Y ’la que integrada dos veces sucesivas producirá las siguientes;
(11)................................  (12)Esta última es la ecuación de la curva que buscábamos; y la ((11)) da á conocer la tangente en un punto cualquiera de ella.Formuladas las principales cuestiones que nos propusimos estudiar en un prisma sometido á la flexión por fuerzas situadas de un modo cualquiera en su plano de simetría, procederemos á ocuparnos de ellas, en los casos mas concretos que comunmente se presentan en las aplicaciones álas máquinas.
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LECCION 4.‘SUMARIO.Prisma descansaado horizontalmente sobre dos apoyos, y sometido á la acción simultánea, de un peso en cualquier jiunlo de su longitu 1, y una carga uniformemente repartida.—Observación—.Ecuación de ia fibra media deformada.—Casos particulares.—Prisma horizontal descansando sobre dos apoyos, y sometido á la  acción, de una carga uniformemente repartida, y á lade varios pesos obrando en distintos puntos de su longitud.—Ecuación de la  libra media deformada.—Observación.—Prisma horizontal empotrado por un extremo, y sometido á una carga compuesta, de un peso obrando en el extremo libre, y  de otro igualmente repartido por toda su longitud.—Ecuación de ia fibramedia deformada.—Particularidad que conviene hacer notar.—Observación.—Otra observación—Prisma horizontal empotrado por sus dos extremos, y  sometido á la acción, de un peso que obra en el centro, y á ia de una carga uniformemente repartida.—Casos particulares —Sólido horizontal empotrado por un extremo, y descansando por el otro sobre un simple apoyo.—  Experiencias relativas á la flexión de los prismas.—Trabajo desarrollado durante la flexión de los prismas.—Sólidos de igual resistencia.—Prisma . horizontal descansando sobre dos apoyos, y sometido á la acción, ele un peso en el medio, y una carga uniformemente repartida.—Prisma empotrado por un extremo, y con un peso suspendido en el otro.—Sólidos cuyas secciones trasversales son semejantes.—Observaciones.—Ságiias correspondientes á los sólidos de igual resistencia.—Determinación sencilla de las ságitas, del ángulo que forma un elemento cualquiera de las elásticas y trazado aproximado de estas curvas.
§ 32. P r i s m a  d e s c a n s a n d o  lio r iz o ii< a ln tc n te  

so b ro  d o s a p o y o s , y  so m e iS d o  á  la  a c c ió n  sie n iil-  
t á n e a , d e  u n  p e so  e n  c u a lq u ie r  p u n to  do s u  ¡o n -  
g ;itu d ,y  u n a  earg^a u n ifo r c n e n ie iite  r e p a r t id a .Si representamos fig. 13 (lám. 2.®) por 2 D..........  la distancia entre los apovos A y B
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p ............. peso por unidad de longitud de la carga uniformemente repartida,
2 P ...........peso obrando en la sección que pasa por eipunto C,/'____ distancias de este, á los apoyos A y B,
co............. la que media entre A y una sección cualquiera,es evidente, que los apoyos darán lugar á dos reacciones P ',P " , que podemos considerar como otras fuerzas exteriores obrando también sobre el prisma.La reacción en A, se determinará por la ecuación de momentos al rededor de B; asíp r-h/>D ‘Dy de un modo análogo, tomándolos con relación á A, tendremos P " DPora establecer las ecuaciones de equilibrio del trozo 
Xm comprendido en la parte A C .se  reemplazará cada fuerza de las que actúan sobre él, por otra igual á ella, situada en el plano de la sección m, y el par correspondiente; prescindiendo—lo que no habremos de olvidar en adelante—de la ligerísima inclinación que pueda tomar m.También conviene tener presente, respecto a los momentos de las fuerzas, que apreciaremos como positivos, los que tiendan á disminuir los rádios de curvatura al doblarse el sólido; en el supuesto de mirar la parle cóncava hacia el eje de ordenadas, y en el de considerar



—67—región positiva de este, la que se encuentra por encima del de las cc.Con arreglo á estas observaciones y á lo consignado en los §§ Ü9 y 30, la ecuación necesaria para el equilibrio del trozo A m será 1 RY ..................Ó bien,
— co] =  — .................... (-2)Si se quiere conocer el esfuerzo de cizallamiento obtendremos para él, T =  P' — p x ; ................................  (3)valor, como puede observarse, igual á la derivada respecto á x  del momento de flexión, es decir,n

d x  ' 'Analizadas las ecuacioness ({!)) y ((2)) resulta:1 .  á x  =  o } yI p oo •. . .  ios momentos de flexión siguen la misma ley que las ordenadas de la parábola í/ — P'a? — (•)
(•) Este hecho analítico puede demostrarse fádlniente, para cualquiera número de fuerzas situadas en el plano de simetría, y perpendiculares á la  longitud del sólido.Aunque ninguna dificultad ofrezca fijar el signo del esfuerzo de cizalla- 

miento, se ha de tener presente el cambio que experimenta, según se consideren las fuerzas situadas en el trozo de la derecha 6 en el de la izquierda, de tos dos en que queda dividido el prisma por la sección, respecto de la cual se quiere conocer dicho esfuerzo.



—68—de manera, que e! máximo valor de ellos corresponderá á la que pase por el punto C, en el caso de ser, como acontece en la figura, P VA C <  D H----- ; y en el dep U
VVA C = : ó > D -1- — á la que resulta de hacerpD ^

íZ;= D -h U L
p Ü , valor que hubiéramos ob-tenido aplicando la teoría de máximos y mínimos,d ." , . . .  si se describe una semicircunferencia con elràdio Z I

V
los valores de los momentosde flexión serán también proporcionales á ios cuadrados de sus ordenadas, pues representando estas por v se tiene

v ' =  ' l i P x [ 2  — — x)Si de un modo análogo quisiéramos representar geométricamente los esfuerzos de cizallamiento, bastaría construir la recta y = P '—pee, teniendo en cuenta, que el mayor valor de co no puede exceder de los indicados anteriormente.Cuando la sección se encuentra en n, esto es, entre C y B MmP ' j ? — — l) — ..................  (i)



—69—será la ecuación de equilibrio, y como lo es también de una parábola, sus ordenadas representarán los momentos deílexion en toda la parte CB.El mínimo valor de estos corresponde á ír = 2 D , en que se verifica M ~ o , y la curvatura, nula como en el punto A; y el máximo, á la distancia^ , v r  2P ^ p ;
■ pi) p pD

SI VI' 2 PA C =  ó ----- y en el supuesto
A O D - j-  — —

p b  pdicho valor se obtendrá haciendo co =  l.La ecuación que diera á conocer la ley de los esfuerzos corlantes en la parte C B, sería evidentemente
y — V' — 2P — pGo........................... (5)La sola inspección de la figura hace comprender desde luego, que el máximo valor de M corresponderá á una sección situada entre el medio del prisma y el punto de aplicación de la carga 2 P.Esto mismo se desprende fácilmente de la ecuación ((4)); de aquí el que haya de verificarse la desigualdad

pDsi este valor teórico ha de responder á la cuestión.La construcción de los lugares geométricos pertenecientes á las ecuaciones ((!}), ((3)), ((4)) y ((5)), manifestaria40



—70—visiblemente cuanto dejamos dicho en la discusión que precede, y ningún medio mas apropósito, para de una sola ojeada conocer los momentos de ñexion y esfuerzos de cizallamiento en cada punto del prisma.La determinación del mayor valor de R—que como ya sabemos representa la resistencia á la extensión ó compresión que por unidad de superficie opone una fibra cualquiera al ser deformado el prisma á que pertenece— no ofrece dificultad alguna; pues conocida la sección en que mas vivamente se baya hecho sentir el efecto producido portas fuerzas exteriores, que será aquella en que M tenga el máximo valor, se introducirá este en la ecuación R =  poniendo por v el correspondiente á lafibra mas distante de dicha sección.El valor que en estas condiciones se obtenga para R, no debiera exceder de los que se fijan como permanentes en las tablas n.'’" I ó 2, páginas 29 y í-2.§ 33. O b se rv a e io n ,-L a  notable diferencia entre los límites de elasticidad á la tracción y compresión en el hierro colado, y sobre todo, entre las cargas de rotura correspondientes á uno y otro esfuerzo; han sido causa de numerosas experiencias, sometiendo á la flexión sólidos de esta materia. Hé aquí los principales resultados obtenidos:1 el módulo de elasticidad E alcanza por término medio el valor 12'^x lÜ .̂2.“. , , .  el de R correspondiente á la rotura es 32 ki- lógramos por milímetro cuadrado.



3.® ..,. para piezas fijas que no estén expuestas á choques, ni fuertes vibraciones, 7 ,̂5 por milímetro cuadrado es valor que se puede adoptar sin riesgo alguno.Estos resultados, á ser ciertos, autorizan á| suponer que en todo prisma de hierro colado sometido á la flexion, la parte que se comprime proteje con su mayor resistencia á la mas débil, á la que se alarga.Algunos ingenieros, entre ellos Mr. Hodgkinson, apoyados en la diferencia antes indicada, han hecho construir 
vigas de forma particular con sujeción á la idea de que la parte comprimida sea menor que la quese alarga; las experiencias han demostrado la ineficacia de este proceder, en tanto las cargas no allere.n el límite de elasticidad de la materia, pero á proporción que se aproximan mas y mas á las de rotura, las ventajas á favor de él llegan á ser muy ostensibles.Las experiencias á la flexion ejecutadas con otros materiales, han hecho ver la posibilidad de servirse sin inconveniente de ios valores de R consignados en la tabla n.®1; lo que no debe sorprendernos, sise atiende á la menor diferencia que—comparados con el hierro colado—existe ai parecer entre sus límites de elasticidad á la extensión y compresión.§ 34. Bl^ciiacion de la  Abra inedia deform ada. Para encontrarla, nos valdremos § 31 de la relación, d^y Mgeneral — = ------,que aplicándola á los do.s trozos que hemos con>idera- dü, obtendremos las siguientes ecuaciones diferenciales:



D e A á C . . .  EY
D e C á B . . .  E Y  4 ^ = ( P '~ 2 P ) a : í  — 4 'p a?“ - i-2 P ; 

dx^  2Integrando una y otra hasta obtener las correspondientes relaciones finales entre x  é y s& tendrá
^  =  ...........................(6)üeAáC. . (  1 i
y ^  .......................

1 ^  — 2P)£c '̂— 4-i 5^'  +  2P/a?¡— c ' .......... (8)
\dx E Y j 2 ^  ^ 6 ^  *B e C á B . . ,

y  — _ | l( p ^ _ 2 P ) a !3  — ^  p x^  +  V l x \  — c ' x  — '  ̂ (9)Siendo los valores H  de las constantes,C . - _____ S 4 - V 3 ÍÜE¥ í 2DC = o J _  S - V a P ^ ^ ̂ ~  E Y  2D
____ 2 Ü“  E Y  * 3
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(•■) Para determinarlas constantes C», C ,  C ' . C se tienen cuatro ecuaciones: dos, que provienen de introducir respectivamente en las ((7)) y ((9)) los valores a = o  y a := 2 D , para los que resulta en ambas y = o ;  y otras dos que nacen, una de igualar entri'sí los segundos miembros de las ((e)! y ((8)) después de baber hecho ,t= / ;  y  la otra, de igualar también los valores de y deducidos délas ((7)) y U^)) prèvia la introducción del mismo valor particular ais=l.



—73—S representa la cantidad2P)(2D]®— ^p(2D)'-t-P^(2D)*Las ecuaciones ({6)) y ((7)) responden á dos cuestiones, á la forma de la curva que afecta la fibra media correspondiente ai trozo A C, y á la inclinación de la tangente en un punto cualquiera de ella. Dicha curva recibe el nombre de curva elástica ó elá'itica simplemente.Las ((8)) y ((9)) tienen respecto de CB análoga significación.§ 35. C a so s p a rtic u la re s.-Si en las fórmulas obtenidas anteriormente para el prisma § 32 hacemos lasque resulten, corresponderán al caso particular n  de obrar el peso 2 P en medio del prisma.Como debía suceder las reacciones de los apoyos son iguales entre sí, y tienen el valor P' — P_|_pD = P "El momento de flexión máximo corresponde á la sección que pasa por el centro del prisma, siendo su valorM =  D Í p -í-4 -  P D 1; .......................y la curva elástica resulta simétrica respecto á la vertical que contiene dicho centro; de aquí se deduce, que haya de ser horizontal la tangente en este punto, y que la or-
n  Como Via de ejercicio, los alumnos deberán enconuar directamente todas las fórmulas relativas á este y demás casos que se deriven del mas general 

% 32. Esta Observación habrá de.tenerse presente, siempre que haya .lugar á aplicarla.



— 74-denada—conocida mas parlicularmenle por sàgìtaó fle
cha—tenga el mayor valor absol.uto

EYÌ P + — pD {MDe su examen se desprende, que las súgitas son:1 . . .  Directamente proporcionales á los cubos de las distancias entre los apoyos,2 . ° .. Están en razón inversa del producto E Y ,3. “. . . .  Crecen en la directa de la suma compuesta delpeso colocado en el medio, y Vs del uniformemente repartido.Puede haber circunstancias, en que reducida la carga uniformemente repartida ai peso del prisma, se prescinda de ella por su escasa importancia con relación á la que se coloque en un punto cualquiera de su longitud; las fórmulas correspondientes á este caso quedarán conocidas introduciendo en las de los §§ 32 y 34 el valor particular 
p —o.Si la carga 2P obrase además en el centro, habría que añadir la condiciónEl valor de la flecha sería bajo este doble supuesto1

í  =  - j X
DE Y X P {\iÜe un modo análogo, para conocer las formulas pertenecientes al caso de una carga uniformemente repartida, bastará hacer P = o , en las ya citadas de los §§ 32 y 34 ó en las obtenidas para otro cualquiera en que estuviese comprendido aquel.

f I-*1



h

—75—Limitándonos á conocer el valor de la ságila se tendrá para ella £3í = p D (13)De la comparación de este valor con el ((12)) se desprende, suponiendo que las cargas sean iguales, que los flechas están en la razón de 5: 8; y de aquí la ventaja que ofrece el repartir aquellas por toda la longitud de tos prismas. Esta última consecuencia pudo haberse deducido de la fórmula {(11)), y también de comparar entre sí los valores pertenecientes á los máximos momentos de flexión. (̂ )§ 36. h o rizo n tal descansando sobro
dos apoyos, y'som etido á  la  acción do u n a  c a r -  
g;a iinii'orm em cnte repartida y á  Ba do varios  
pesos obrando cii distintos puntos de sit lon
g itu d .—La marcha general para resolver este problema DO ofrece dificultad. Concretándonos á uno de los casos que por lo común se presentan en las aplicaciones, reduciremos á dos los pesos, suponiéndolos iguales y simétricamente dispuestos respecto de la vertical que pasa por el centro del prisma.Con arreglo á esto las reacciones en A y B, fig. 14 (lám. 2.*) serán.

(") Los casos parliculares que acabamosde señalar, por la sencillez de las fórmulas que les pertenecen como por la facilidad que presentan de poder verificar los resultados, son los que principalmente han servido y sirven para la ejecución de Jas experiencias encaminadas á determinar el coeficiente ó módulo de elasticidad t).



—76—las ecuaciones de equilibrio, üldando la so y M para mayor claridad,M =  (P'+-pD)a;— ...................................... (U) de Aa CM' =  (P +pD )a!' — P(a)' — /) — - - deCáf/ M"=[P+pD)a)"-P(a?"-;)-P(.cp"-3D+í)—Vapa/'il 6} de C'á B. Los esfuerzos de cizaüamienlo tendrán los valores rfM
d xdM
d x

d W

: P - h p D — p x ,

y = lP  +  pD-- P---p X ’ .

('17] de A á C 
(18) d e C á C '

..........  (19) d e C ' á B .
d x 'De estas ecuaciones se desprenden análogas reflexiones á las consignadas en el § 32.Para conocer el mayor valorque pueda tenerR, procederemos como se indicó en dicho párrafo.El máximo momento de flexión para el caso presente es

del que se deduce, que la disposición de repartir el peso 2 P como indica la fig. 14, es preferible á la de hacerle actuar en medio del prisma; por esto se la ve aplicada ventajosamente á las ruedas hidráulicas,Wagones y toda clase de carruages, etc.$ 37. E c u a c ió n  (le la  fib ra  m e d ía  d efo rm ad a*Basta seguir la marcha conocida y aplicada en el § 34; y tener en cuenta al determinar las constantes, que en el



K

punto C, la ordenada y tangente son las mismas para AC y CC'; sucediendo otro tanto en el C', respecto de CC/ y C'B.Según esto se tendrá:
De A ;í C.. EY =  í (P +  pD)æ— p x ‘"-^............  (20)

UíX \ — I
DeCáC' . .  — í p D x '  +  P/— ........... (21)
De C'á B .. E Y =  í  (PD— P)æ '̂H-2 PD— j ..(22)

dx'"^ { 2 )Integrando dos veces sucesivas cada una de estas tres ecuaciones, se obtienen las siguientes para las ingentes y curvas de los trozos ó partes consideradas:
Ai'- \l { 1DeAáC. (23)

licOáC l í ^  +  C 4"p0'í^'’
d x .' EY( 2 pl)a:'’+P/a;'— j- ■ ■ - (25)

DoC’íR.s
' ~ ^ V l x  ' — /’ ■* j 0 x ' —C . (2(i)

1 í 1l,y • ’ *+í'Dx ' ' ’ -  ̂ -7^ ^ ‘ —C "Æ 0 (28)L# i f U * » Jsiendo los valores de las constantes
l i



. 1 I’ s + S ' ~ S ' —781
C ' = e T ( S - f S '  - S 'c =  0c ' = _ _ L x i L i ! ̂ K Y ^  61C "__ _ _  ) C/__ C '»-  ¥ y  r
en los que S, S', S " , expresan respectivamente las cantidades

1P ( / - 2 D )  (/ -f-r)4 -
M

- ^ ( p D  — P)(2D)®-1-2PD« — — p (2 D)* o zA
2 1)La ordenada ó ságita correspondiente al medio del prisma, se obtiene haciendo a/.=D en la ecuación ((26)). Según esto, su valor formular será1 I 1 '1

Si en esta expresión se hace p =  o, resultará

-t



y si P. y  P|D^-(S- ■S")t) 1;.(30)
•■ O, oblendremos de nuevo el valor particular

i.24  ̂ e Tencontrado en el § 35.Comparadas entre si la ságila {(29)], y la ((H]) obtenida cuando el peso 2 Pcargaba directamente sobre el centro del prisma, se llega á la consecuencia que se dedujo en el g 36 de la consideración de los valores de M.§ 38. O bservaclon .-T od os los problemas en que la carga esté constituida por dos ó mas pesos obrando en distintos puntos, ya aumentada ó no, con otro igualmente repartido por toda su longitud, pueden resolverse apoyándonos en el principio relativo á la independencia de efectos citado en el § 14.El procedimiento es sencillo: redúcese á subdividir el problema propuesto, en tantos como fuerzas existan; á encontrar las soluciones de ellos, y componer por último ios efectos correspondientes á cada punto.Las fuerzas repartidas con uniformidad por toda la longitud del prisma deberán constituir un solo problema.§ 39. P r is m a  h o r iz o n ta l cm p o tra «io  p o r u n  oxtrem o» y  so n io tiilo  á  u n a  carg;a  coan p iiesta  d e  u n  peso o b ra n d o  en el e x tre m o  lib r e , y  de o tro  ig ;u a ln ie iite  re p a rtid o  p o r to d a  su  lo n - ^ itiid .-S e  dice que un sólido está empotrado en un muro ó en un apoyo cualquiera, cuando su enlace con él es tal, que la fibra neutra no puede variar de inclinación en una



—80—extensión determinada, por lo menos en un elemento. Esta invariabilidad constituye el empotramiento perfecto) tornando la denominación de imperfecto  ̂ cuando el sólido puede separarse en la parte empotrada de su dirección primitiva, aunque no tanto como en el caso de estar simplemente apoyado. Nosotros únicamente nos ocuparemos del primero.Sea, fig, 15(lám. 2.®), S 'S  el prisma dado. Como hasta aquí, trataremos ante lodo de encontrar la ecuación de equilibrio para un trozo S'w;  de este modo llegarán á ser conocidas las fuerzas elásticas que se desarrollen en una sección cualquiera m. A la n se le.dá el nombre de 
sección de empotramiento {̂ ) ó de encastre.Después de reemplazar cada fuerza, por otra igual ú ella situada en la sección que se considera, y un par, tendremos para la ecuación que buscamosMz=—P (D—a?)— V 2 p  (D— ...............  (31 )perteneciente áuna parábola cuyas ordenadas representarán los momentos deflexión.Analizada, resulta:1.” . . .  que corla al eje de las x  á las distancias2 Py - f ’

P2 . ° . . . .  considerados en su valor absoluto, el menor momento de flexión corresponde á£C=:D; y ei mayor M =P D 4- 7  ̂p ü ^ á x —o; de aquí pues, que n sea la sección peligrosa.O  Solo por acomodarnos al uso, nos serviremos también de las denominaciones sección dé encaúre, sólido encastrado, oic.



—S ILOS esfuerzos cortantes serán dados por la ecuación de la recta T = P - J- p  (D— dM
el soEl máximo valor de R estará en la sección de encastre, y corresponderá á la fibra mas distante del eje neutro.§ 40. reculación de la  fib ra  n ie ilia  d e fo rm a d a .Recurriremos á la ecuación diferencial

que integrada dos veces sucesivas, y teniendo presente que las constantes son nulas por serlo también la tangente y la ordenada para el valor particular x  — o, se llega á estas relaciones:
P D + ^ p P l ^ . j .  . .  (54)l i  1 , P +  »Dy = ---- i -------px^ ----- -— XJiY 24^ 6Si en la última se hace x z = 0 ,  y se prescinde delsigno, se tendrá

...............en laque haciendo s u c e s i v a m e n t e o  y P = n ,  resultan los valores particulares



-8 2 -r = T T X
r = | x D'EY

T fX  - p D
(36)
(37)que comparados entre sí, dan la relaciónP _  3̂r  8

r  “  3en el supuesto P =  pD; resultado que traducido al lenguaje ordinario dice, que si se carga un prisma empotrado por uno de sus extremos con un peso uniformemente repartido por toda su longitud; j ,  después de retirado este, con otro igual á el, pero colocado en el extremo libre, la ságita en el segundo caso aumenta respecto á la del primero en la razón de 8 : 3; ó aproximadamente en la de 3: 1 .  Esto mismo se desprende del simple examen del valor general {(35)).
§ 41. I*artieu lai*idad qu e con vien e  h a cer n o ta r .-S i la fuerza P obrase en sentido contrario al que indica la fig. 15 (!ám. 2."), habría que cambiar su signo en la ecuación [(31)) y en todas las quese deriven de ella.M sería nulo con el valor 2P

P
y siempre que se verifique la desigualdadD > 1 I ,

Pel sólido presentará un punto de inflexion á la distancian03=:D--------- .
P



—83—Aunque la sola inspección de la figura hace comprender la posibilidad de que exista este punto singular en la extensión del prisma S S', ei análisis, como facilmente puede comprobarse, no deja de ello duda alguna.§ 42, O b se rv a c io n .'T a n  luego como se compara un prisma, descansando horizontalmente sobre dos apoyos, con otro también horizontal empotrado por uno de sus extremos, se deja ver que cada mitad del primero, cuando las acciones son simétricas respecto á la vertical que pasa por el centro, puede ser considerada como un sólido empotrado por ia parte mas baja.Semejante observación subsiste también en el supuesto de fallar en la carga la simetría indicada; la diferencia solo aparece en ia magnitud de los trozos.Fundados, en esto, las fórmulas correspondientes al primer caso son aplicables al segundo, y recíprocamente; toda la cuestión queda reducida á determinar las acciones á que han de someterse para que haya paridad de efectos. Los valores ((12)) y ((36)) son una comprobación de esta verdad.§ 43. O tra  Observación.-Fijémonos en ia fig. 16 (lám. 2.®); solo actúa sobre el sólido SS ', el peso P.Si suponemos libre el extremo fijo, y descansando el prisma sobre el apoyo A, es evidente, que no permanecerá horizontal si no se verifica la igualdad Q X q  =  V X p 'Como se puede reemplazar por Q , otra fuerza igual á ella obrando en la sección n y el par (Q,—Q), y en lugar del apoyo A introducir la fuerza F = P - l- Q ,
L



—84—queda con esto probado, que el empotramiento es equiv<i- lenle á un par y á una fuerza, cuyos valores son en el presente caso (Q,—Q) y F — Q.A medida que ia parte empotrada es mas corta, las reacciones que tienden á manifestarse desde el primer instante en B y A fig. I7(lám.2/) aumentan notablemente, siendo iguales á Q  y Q -hP, cuyos valores no deben exceder del límite fijado á la resistencia del material de que esté formado el hueco ab, ó el medio de que se disponga para empotrarlo.
§ 44. Prisaiaa lio r iz o itia l  o iiip o tra cio  p o r  sws 

d o s extrcíB ios y  so in e tSd o  á  la  a ccio ai d e  iiii p e so  
q u e  o b r a  esa c8 c e n t r o , y  á  la  d e  u n a  ca rg ;a  iin i-  
fo rn a e n íe n te  r e p a r t id a . C a s o s  p a i*ticu 8 a re s. Aunque pudiéramos lial)ernos propuesto resolver esta cuestión con alguna mas generalidad, suponiendo que el peso obrara en un punto cualquiera de la longitud; sin embargo, guindos por la consideración de que así tratado basta á evidenciar las ventajas que los prismas empotrados por sus extremos ofrecen sobre los que descansan en dos apoyos; guiados también por las necesidades de las aplicaciones á las máquinas, y últimamente por la idea de que bien comprendido el espíritu de cuanto dejamos consignado en los párrafos anteriores, serian allanadas las mayores dificultades debidas ú la falla de simetría de la carga respecto de los encastres, guiados por lodo esto, repelimos, solo nos ocuparemos del caso concreto que queda enunciado, no sin indicar antes la marcha de ia resolución en otro supuesto mas general.



—8o—Representemos por S S '  fíg. JS  (lám. 2.“), ei prisma fijo por ambas extremidades; y sea 2 P el peso obrando en un punto cualquiera de su longitud.Si suponemos conocido el sistema de fuerzas capaz de producir el mismo efecto que una cualquiera de las porciones empotradas A S Ó B S ' ,  el caso actual podrá ser tratado como el de un sólido fijo por un extremo.Según esto, expresemos por p y -¡I la fuerza y el par equivalentes § i3, á la parte encastrada B S ' ; y  en tal concepto, y en el de referirnos á la sección m, se obtendrán las tres ecuaciones.
=  ....................... {•18]

dy =  .......................  (39)y =:c/;[a7,-¡r,p).............................Considerando la sección m' tendremos análogamente - ^  =  /'(rr',;r,p).......................  (41)
- ^  =  í ' ( « ' , í r , p , c ) .................  (4¿)?/' —   (43)Igualando entre si los segundos miembros de las ((’1̂ )) y P2j) por una parle, y los de las ((40)) y ((43)) por otra, después de haber introducido ei valor particular 

x = x '  =  1, se obtienen estas dos relaciones?(r- .p)=^?'(f^.  P> C)...........  (44)P. C' ) ........................  (45)<2



— 86—Además, si en las ecuaciones ((42)) y ((43)) se hace 
x = ¿  D, los primeros miembros serán nulos, y tendremos otras dos relaciones

cf{¡x,¥,C) =  o. (46)| ( ^ , h , C ' ) : ^ o , ....................... (47)que con las ((44))y ((45)), podremos llegar ú conocer los vaioresde a , p, C y C/; y por lo tanto, en disposición de resolver todas las cuestiones de que nos hemos ocupado en los casos de prismas descansando simplemente sobre dos apoyos, ó empotrados por un extremo.Para conocer y p'— fuerzas equivalentes al encastre A S—puede adoptarse, en vez de determinarlos siguiendo el procedimiento indicado para a otro medif* mas sencillo que consiste en introducir los valores de estos últimos en las siguientes ecuaciones,p -l-p '~ 2 P  — 2/)Dz=o...............  (48)ÍT— ;T' +  ’p ' X 2D— 2 P x r —2pD"=:o . .  (49) que es permitido establecer entre todas las fuerzas que obran sobre el prisma, contando entre ellas las equivalentes á ios encastres.Pasando á ocuparnos ya del caso en que el peso 2 P obre en el centro del prisma—refiriéndonos á la misma figura 18—obsérvese, que por la simetría délas acciones respecto de la vertical que pasa por este punto se verificaprrrpqSiguiendo la marcila indicada anteriormente hallaremos la ecuación de momentos



—87—M — i>x — ~
dx^

9 - (oO)
referida á una sección cualquiera m.Integrada dos veces sucesivas teniendo presente que las constantes son nulas, resulta

d y 1
 ̂ vx"^ .................  (51)

d x "  E ¥ V ü ^

^ / POJ® Z x ' ^ \
y = z

k y ( 6 ” —  p x ^  — 
2 4 ^

.................  lo.sj

Como la ecuación “2 p — 2 P - — 2 p D - =0 nos dá el valor de p, para tener el de J  basta introducir aquel en la ((oí)), y hacer aj =  D, á cuya distancia corresponde
<d y = o ;  según esto
d x  ’ °

Conocidas piyr,  ninguna dillcullad puede ofrecerla resolución de cuantas cuestiones han sido estudiadas en los casos anteriores.Si queremos encontrar la flecha correspondiente ai centro del prisma, hágase a;— D en la ecuación ((52)) y tendremos para e! valor absoluto de y,  que designaremos por f,

......................



-8 8 -l)e la comparación de esta ságita con la {(M)) §35, se obtiene
f  '  2 P -I- P b de donde 7 > i f ;  resultado que patentiza el menor eíecto de las cargas en los sólidos empotrados por sus extremidades, relativamente al que experimentan cuando están sobre dos simples apoyos.La ecuación ((50)) perteneciente á una parábola, expresa la ley que siguen los momentos de flexion del solido que se está considerando.El máximo valor de ellosM =  —íp  2 i (54)corresponde al punto medio; teóricamente aparece á la4distancia -----
P 'Kl mínimo M — o es dado por la abscisa

P (
P ' - f < D ,haciéndonos ver que á esta distancia de las secciones de encastre se hallan los dos puntos de inflexión que claramente presenta el sólido SS '.Déla inferioridad del valor ((54)) respecto del ((10)) § 35, se desprende la misma consecuencia que se ha deducido de la comparación de las flechas 7, f.Los esfuerzos de cizollamienlo estarán representa-

]



—89—dos por las ordenadas de ia línea cuya ecuación es
dl\ ̂  ̂ d xSi en las ecuaciones que se refieren al sólido S S ', hacemos sucesivamente p —o y í = o ,  obtendremos las correspondientes á los casos particulares que indican estos supuestos; ofreciendo los momentos de flexión y los valores de las ságitas, reflexiones semejantes á las hechas repetidas veces en la presente lección.§ 4o. Só lid o  h o rizo n tal em potrado por un  

extrem o, y descaaisando por el otro sobro un  
sim ple ap oyo.-Las pocas aplicaciones que de semejante disposición presentan las máquinas, nos dispensan de ocuparnos de ella; y esto con lanío mas motivo, cuanto (}ue si hubiera necesidad de resolver alguna de las cuestiones tratadas antes, nada diíicil debería sernos—bien penetrados de lo dicho en el § 44—hallar los valores de las tres indeterminados que contiene el presente caso.

§ 46. E xp e rie n cias i*c!ativas á  la  ilexiosi»-Nu- merosas han sido las verilicadas: unas veces, con el objeto de comprobar la exactitud de las fórmulas obtenidas en los distintos casos estudiados; otras, para justificar las hipótesis en que nos hemos apoyado al establecer la teoría de la flexión; y muchas en fin, como observamos en la nota S." § 3o, para determinar ios valores del mòdulo 
de elasticidad, correspondientes á distintos cuer[tos.Los resultados obtenidos por notables experinoentado- Pes—entre los que debemos mencionar muy especialmente



— goal general Morin—nada dejan que desear dentro de los límites y aun mas allá, de las cargas moderadas adoptadas en la práctica.Los valores que se asignan al hierro colado, como los referentes á los materiales mas en uso cuando aquel y estos se someten á esfuerzos de flexión, quedan justificados, en cuanto cabe, por lo dicho en el § 33.§ 47. T r a b a jo  desarrollado du rante la fie- 
KÍon de los prísm as.-Para calcularlo se buscará la expresión del trabajo elemental correspondiente al esfuerzo que la produzca, y se integrará entre los límites que convenga.Consideremos un prisma empotrado por uno de suS' extremos y sometido á la acción de un peso P pendiente del otro. El valor general de la flecha en este caso es como sabemos,

donde f = ~ r .  
y por tanto el trabajo elemental,
que integrado entre los límites f  y  0  dará por resultado

/
f  ~~ / 3 F Y  3 P Y- ¡ p - W =  (53)

Si en lugar de la acción estática de P, única tenida en cuenta, hubiere experimentado—como acontece con fre-



—9< —cuencia en la práctica—la de un peso durante el camino 
f,  el trabajo conlrareslado por el sólido seríao p  Yf = P X / = ^ 3 - r  =  2T;doble del desarrollado antes.Esto conduce áuna observación análoga á la que fué consignada en el § 19, respecto á la conveniencia de limitar las cargas y evitar los choques en los materiales que no estén expuestos á ellos, por las condiciones especiales do la construcción de que formen parte.Como se comprenderá desdé luego, á esta misma conclusión hubiéramos llegado cualquiera que hubiere sido la situación del prisma.§ 48. SóISílos de i^ u a l  resisten cia .-T od o sólido de los considerados hasta aquí, sometido á la flexión, presenta en sus secciones—respecto á la intensidad de las fuerzas elásticas que se desarrollan—notables diferencias; y estas no solo aparecen al pasar de una á otra, sino que las hay dentro de ellas mismas, según las fibras se separan mas ó menos, de las neutras ó invariables de longitud.La teoría de los sólidos de igual resistencia, mirada en su verdadera acepción y desde un punto el mas general y abstracto, debería proponerse y resolver el problema de determinar las dimensiones de cualquier cuerpo sometido á la acción de un número dado de fuerzas, de manera que las tensiones moleculares fueren iguales en todos sus punios sin ira.'^pasar, bien entendido, la resistencia máxima que la materia pudiera oponer



—92-Al limitarnos á estudiar los casos sencillos que por lo común se presentan en la práctica—y que se refieren a prismas sometidos á la flexión por fuerzas normales á su longitud y situadas en su plano de simetría—debemos prevenir que si bien las soluciones que demos, dejan teóricamente consideradas, no poco que desear, permiten sin embargo obtener solidos, que sin disminuir su resistencia, son mas ligeros, ventaja no despreciable en muchos casos, y mas económicos .casi siempre por la menos materia que entra en ellos.§ i9 . P rism a  h o rizo n ta l descansando sobre  
dos apoyos y som etido á  la  acció n  de u n  peso 
en el m ed io, y u n a c a r g a  uniform em ente r e -  
partida.-La ecuación de equilibrio correspondiente á este caso es § 32,í» j p + p D ¡  — ..................V 1 1 z
y la cuestión que nos proponemos resolver queda limitada á encontrar las dimensiones trasversales en toda la longitud del sólido, de manera que el máximo valor de R sea el mismo en todas sus secciones, los sólidos así determinados son los que impropiamente se llaman de 
■ igual resistencia.la  condición de que sea constanteM ■V .......................................R = -puede ser satisfecha de varios modos, dependientes de las que se impongan á las variables Y , v; y de! valor que tenga M.



—93—Supongamos que el sólido sea de sección rectangular; si representamos por b y h respectivamente la base y altura de esta, se tendrá:1 \Y = : — v — — h\ y por tantoM X  4 /i \- ,— ^  =  R ó R X - t ¿/í  ̂=  M,
-h h ^  ^12 ®

(58)Si suponemos b constante, y expresamos por y las alturas, la ecuación {(58)) ó su igual2/> =  ^ | » ( P  +  p D ) - l p o ) = j ............  (39)pertenecerá á una elipse cuyo eje mayor es
y el prisma afectará la forma que demuestran sus dos proyecciones ílg. 19 (lám. 3.“).Como en lugar déla variable y puedo ponerse 2y', la nueva ecuación que resulte, de una elipse también, dará origen al sólido que se ve en la fig. 20. ('̂ )En el supuesto de ser h constante, la ecuación ((58)) se convertirá, representando por z\a indeterminada b, en esta. (60)que pertenece á una parábola; el prisma tomará en su

{') El sólido, como se comprenderá desde luego, podría tener también la posición S ' simétrica de S (fig. 19). Estaobservacion se tendrá presente en los' demás casos que vayamos considerando. lo



—9-i—consecueneia una de las formas indicadas en las figuras 21 y 22 (lám. 3.“)Si en ias ecuaciones ((59)) y ((60)) hacemos sucesivamente P = o  j  p ~ o ,  los nuevos sólidos (jue se obtengan no resultarán con la arista viva mm que aparece en los anteriores. En el caso de pasar la ((60)) á ser ecuación deuna recta, el prisma se proyectará horizontalmente según un triángulo.§ 50. P r is m a  em potrado por un extrem o y  
con u n  peso suspcnditlo en eí otro.-Si al aplicar la ecuación ((57)) al presente caso, suponemos como en el anterior que el solido sea de sección rectangular tendremos;

6V í . b h ^ = V { b ~ x ) .

Si b es constante, la ecuación que resulte pertenecerá á una parábola, y el sólido tomará la forma de las figuras 23 ó 24 (lám. 3.*); y si lo fuere h,  las figs. 2o y 26 responderían á la cuestión.Si la carga, en vez de obrar al extremo libre del sólido, estuviera igualmente repartida por toda la longitud, fácil seria también determinar la forma de él en este supuesto. {*)
O  Como Via de ejercicio los alumnos deberán ocuparse do resolver estos y otros casos; no olvidando el de un sólido empotrado por un extremo, y sometido á la acción de un peso en el otro y  una carga uniformemente repartida.



—95—
§ol .  Sólidos cwyas secciones Crasversales

son sem ejantes.-Aunque nada difícil hubiera sido introducir en los sólidos de igual resistencia de que nos hemos ocupado anteriormente, la condición de ser entre sí semejantes las secciones normales á su longitud, lo que no habría alterado la forma esencial de ellos, nos limitaremos á considerar, por las aplicaciones que de él suele hacerse, el caso en que sean circulares.Tomando pues el prisma empotrado por un e.xtremo § 50, y teniendo presente que
Mvla ecuación R =  ^aplicada á este caso particular se convertirá en1 1P(D —ír)=rR. 7Tr^X — ó bien ' ' 4 rP(D —) x =  — -r^ ;4que nos dice que la generatriz a S ', fig. 27 (iúm. 3."} tiene por ecuación una parábola cúbica. El sólido, como le indican sus dos proyecciones, es de revolución y producido por la superficie a S S' girandoal rededor de S S'. De un modo análogo se resolvería cualquier otro caso.

O bservaciones. 1.®. Cuando una sola ecuación no comprenda la longitud dei sólido, para que este resulte de igual resistencia en toda ella, se calcularán las secciones trasversales correspondientes á cada trozo de los que se consideren siguiendo la marcha que ya conocemos.



—96—2,  ̂ Para el cálculo de las dimensiones trasversales de los sólidos de igual resistencia hemos prescindido, como siempre, de los esfuerzos de cizallamiento; tal Omisión, de escasa importancia en ios de sección constante j  longitud algo considerable, no lo es en el presente caso, toda vez que algunas secciones no podrían soportar dichos esfuerzos, como se puede comprender á la simple inspección de las figs. 19 á 27 (lám. 3.").Para salvárosle inconveniente sin necesidad de complicar los cálculos, al tomar aquellos en consideración, en la práctica se procede de esta suerte: se conserva la sección máxima calculada, y se dá al sólido la longitud necesaria para obtener en los puntos débiles, seccionespque satisfagan la relación — =  F; siendo respectivamente ambos miembros, el esfuerzo cortante y el de seguridad al cizallamiento.Si el prisma está sobre dos apoyos, se le dá un aumento por cada extremo, igual á la altura que haya resultado para su sección en el centro; y si empotrado por uno de ellos, dicho aumento lo recibe únicamente por el extremo libre; esta regla práctica proporciona secciones suficientes para resistir los esfuerzos antedichos.3* Cuando los sólidos son de madera, las ventajas de construirlos bajo los principios de la teoría que precede, decrecen visiblemente; pues, por efecto de la constitución de este material, queda debilitada la resistencia que nace de la cohesión de las fibras entre sí; y además, por el escaso valor de los residuos procedentes de la labra.



— 97-52. S á g U a s  coiTesponíSicntes á  los sólidos  
de ig u a l resístencía.-Nos limitaremos á encontrar la que corresponde á un sólido de longitud D y sección rectangular, empotrado por uno de los extremos, y bajo la acción en el otro de un peso P. Para conseguirlo procederemos como al tratar de este punto en los §§ 34, 37, 40 y 44 admitiendo, con el objeto de fijar las ideas, que b sea constante y h variable.La ecuación diferencial perteneciente al caso propuesto es,EY R Y

dx'“
— P(D —x )  ó bien ------=  P(D — m );... (61)

y como P(D— de dondeRy por tanto
Kb

y  =  l> ( | / 61'(^-«’)) .__   ̂ R 6 ■solo restará sustituir este valor en la ecuación ((61 )) é integrarla dos veces sucesivas.Con arreglo á estas indicaciones se llega á la relación7*R i  y  fíb / /TT . 2
\ x [ / K  -+ - ^ [ L i — X ) ------ gy 6P -t- 3 (b

teniendo presente que á x :o, corresponde o ̂ d X
é y = o .Si hacemos æ = D  en el valorgeneral de y , el correspondiente á la ságüa en el extremo libre será4 R T  ’ E/■ Kb6P X l ) / U



—98—Comparando esta espresion con la que se obtuvo en el §40,
3i Pü^E Ydespués de poner por Y el valor que resulte á — bh*,haciendo a>=o en el de h, se liega á esta relación7-^2 r ,que fácilmente traduciríamos al lenguage común.De un modo análogo hubiéramos encontrado el valor de la ságita en cualquiera de los prismas considerados §§ 49-50-51. En todos ellos observaríamos que los sólidos de igual resistencia son menos rígidos que los de sección constante, circunstancia que si bien es utilizada en determinadas construcciones—como en los dinamómetros, muelles de carruajes etc.—perjudica á otras que requieren gran estabilidad.§ 53. l>eterm iiiacioii &»encilla de la s ság;itas» 

del áng^iilo que form a un elem ento cu alq u iera  
de las elásticas y trazad o  ap roxiiitado de estas  
curvas.-Los cálculos prólijos que por lo general son necesarios para la determinación de las ságitas y tangentes 
úeias elásticas, nos deciden á indicar otra manera de obtener sus valores fundada en sencillas consideraciones, debidas principalmente al ilustre Poncelel.Sea A B 'f ig . 28 (lám. 3.®), la fibra media antes de encorvarse de un prisma empotrado por uno de sus extremos, y A B la elàstica, ó sea la posición que tome aquella después de la flexión; nos proponemos conocer C B.



—99—A este fin trácese la evolvente BB' de la elástica y lomando de esta un elemento d s= m m ', tírense las tangentes m 'n’ y m n . Como CB se compone de la suma de todaslas ságitas elementales análogas á nk, n 'k ' ........ tratemosde buscar el valor de una de estas, tal como la n'k*.])e la comparación de los triángulos semejantes 
nn'k'y mm 't resulta

íi nc
k'n' =  d f= :n n 'Xy como nn*=^mn.da, y en vez de podemostomar la proyección q C = ü — oo cuando las flexiones son muy pequeñas—en cuyo supuesto estamos razonando— tendremos:

d f= { í)  —x)dsc
d x
ds

:(D—a?)áa3— , ( 6 3 )  pdespués de introducir por d<x. su igual ds

1pero -j-
M P{D— a?) EY ~  EY

— £Y  ̂ 3 ■ EY
por tantoti i; ti I

Íc /  X = - 0
si se quiere obtener la ságita en otro caso cualquiera, bastará sustituir en la expresión de d f ,  el valor que corresponda á —----- dependiente solo de M, á igualdadde todas las demás circunstancias—é integrar dentro de límites conocidos.Para hallar el ángulo que forma un elemento m m ' de 
la elástica se tiene, refiriéndonos á la misma figura 28,



—100—y como m t~ d x = :^ d s  c^ssc, se obtendrá de la multiplicación de estos dos valores 
ds.dx=::?d^.. ds cosa de dondeeos a. doc— d senoí : — d i» =  ^  d x ; . .  (03)y por tanto integrando después de haber susUtuido por k s u  valor, P(D— í») en el presente caso, resulta;sen. cc

si se desea conocer la inclinación en B, tendremos, s e n .« - - ^   ̂ y .Cuando el sólido fuere de igual resistencia, hay que cuidar de poner T en función de la variable a?, en las dos expresiones elementales [(62)) y ((63)) de un modo semejante á lo hecho en el § 52.El procedimiento para el trazado de \as elásticas con-EYsiste en determinar mediante el valor general e— ,los rádios de curvatura correspondientes á distintas secciones del sólido; ir describiendo arcos de círculos que no excedan de 1 á 2.« y por último trazar la envolvente de todos ellos.Si algunos rádios fuesen tan grandes que no pudieran lomarse sobre el plano en que se haga el trazado, se apelaría á la construcción de los ángulos de contingencia’, adaptando sucesivamente sobre los lados que resulten, magnitudes iguales á los arcos anteriores; y trazando después la envolvente de ellos.



LECCION 5.SUMARIO.ÍVisrwns verileóles cargados en dirección de sus ejes.—Bcsulhdos de las experiencias con prismas de hierro colado suscepiihlos de doblarse, á lapar que se contraen, por efecto solamente de un csfuerzodecompresion.—Resultados de experiencias análogas á las anteriores con el hierro dulce.—Resultadosdo experiencias análogas á las anteriores con la inad<'ra.— Uesisiencia de ios prismas al resbalamiento longitudinal de sus fibras.—Prismas indinados sometidos á la acción de fuerzas situadas en su plano de simetría.—Prismas cuya sección es una doble T .— Manera de aumentar la resistencia de un prisma de gran longitud.—Influencia de los choques en las máquinas.—Sólidos en movimiento.—•Determinación de las secciones trasversales délos prismas. —Momentos de inercia de las secciones mas usuales.

l

§ 54. P rism a s verticales cardados cu  d irec
ción de sus ejes.-Dado á conocer cuanto á nuestro propósito convenia respecto á la flexión, vamos á ocuparnos de la compresión de los prismas en el caso de doblarse, á la par que se contraen, por el solo efecto de fuerzas que obran en dirección de sus ejes.Representemos por AB, fig. 29(lám. 3.®), la fibramedia de un prisma colocado verlicalmente. Si se supone fijo el extremo inferior B y que un esfuerzo N obre en aquella dirección, es evidente que todas las rebanadas irántrasmi- liéndose unas á otras, la presión que reciba la primera; en tal supuesto no es posible que la flexión se produzca. Para que este fenómeno se presente, necesaria es una nueva causa, que bien puede provenir de la falta de lio-14



—102—mogeneidad del sólido, ó de la acción momentánea de una fuerza exterior.Sea lo que fuere, iniciada la flexión—así lo demuestran los hechos—esta tiende por lo general á ser mas y mas sensible, sin detenerse hasta la rotura del prisma por pequeño aumento que reciba el esfuerzo; á veces, aun permaneciendo este inalterable.Admitido esto, y para precisar las ideas, consideraremos el prisma de sección rectangular y con flexión, aunque ligerísiraa, en un plano vertical, habiendo girado naturalmente cada sección al rededor de su eje respectivo de menor momento de inercia. En tal estado vamos á determinar el valor del esfuerzo N para que el sólido se mantenga en equilibrio.Sean m y n dos secciones cualesquiera, pero contiguas. Representando por ds, ds' las distancias entre sí, antes y después del esfuerzo N—cuya componente paralela á m puede despreciarse—y por 0 el ángulo pequeñísimo que la sección m forma, encorvado el prisma, con un plano horizontal, las ecuaciones de equilibrio para el trozo Aw serán:
d s—ds'N =  En ds (1)

d  ̂IIE Y -J-— =  Ny ó bien
E Y ^ = N y , (2)SI se atiende á que



—103—
d‘̂ y _  1 _  de
dx"  ̂ ? d s  ■Como la curva AB dála ecuación

d y — — d s'se n  9..................................... (3)si se combina con las ([1)) y ((2)) podemos eliminar y, s ', 
y obtener otra entre 6 y N.A este fin, se diferenciará la ((2)) respecto á s, sustituyendo p o r - ^  su valor deducido de las ((1)) y ¡((3)), con " dslo cual E Y

ds'̂
sen. 6;déla que, multiplicada por %d0 é integrada, teniendo presente al determinar la constante que en el punto A

Q Y tornan los valores particulares
ds

de
' =  ü „  V ds

=  0, resulta
(le =  ds m i ' - D ...  «^/2(cos. Ô — eos. 9g]Para determinar 9g, se integrará el segundo miembro de esta ecuación entre los límites o, y H altura del prisma; y el primero, entre — 9̂  y Eo consecuencia



/
—104—+  0 do__Q \/% (cos. 9 — C O S . 0o)despues de haber sustituido en lugar de cos. 6 y cos. 6 ,̂ sus desarrollos en función de los arcos respectivos y haber lomado de cadauno, solamente los tres primeros términos.Antes de hallar y definir esta última integral conviene observar, que el resultado que obtengamos es aplicable tanto al caso indicado en la fig. 29, como al de la % . 30 en que aparece la fibra media cortando en varios puntos su primitiva dirección, y en la que los ángulos o,o', o'^.. son iguales entre sí.Según esto, si representamos por n el número de segmentos AC, C D ...........se tendrá, ̂ do I 4- ,y  portanto. / . ' . l í -  __nrvc i  ̂ lo*__ 0̂  t/ 2 (cos. 6— cos. 0oi

nirde donde
6 2 - I 6 Í  — l - h (5)

ecuación que nos proponiatnos encontrar.Todo valor de 0 imaginario, indica que el prisma no es susceptible de encorvarse cualquiera que sea su altura. Si despues de admitir que tal resultado debe atribuirse á ser N insuficiente para producir la flexión,

—«I



— 105—suponemos que vaya recibiendo aumentos sucesivos hasta alcanzar uno Nj, con el que se verifique
— 1 + JL

nv.
^0 (\__= 0, y por tanto 6o =EY\ En'es evidente, que á partir de este valor Pío, los de 6̂  habrán de ser reales, teniendo la precaución de tomar la mas pequeña délas raíces, por ser la única que satisface á la cuestión, es decir

( lr.\N„ =  ~ E n  1 -Bajo el supuesto pues de dar al esfuerzo un valor superior á iNo, tratemos de encontrar el delaságila correspondiente al punto medio de los segmentos.Para conseguirlo, sustituyase en la ecuación ((2)] pori ?  su valor deducido de la ((4)), y poniendo en lugar 
d s -2. de su des-2de eos. 00 loy primeros términos 1arrollo, introdúzcase la condición 0=  o; hecho esto, y representando por f  el valor absoluto de la ságita ten-dremos,

ÍSf: EYN
ecuación, cuyo segundo miembro es nulo con N

. . .  (7)



-106—Si en lugar de N ponemos Ng-hANo, expresando por ANfl un ligero incremento, dicha ecuación ((7)) podrá tomar la forma i/EN (8)en la que K representa una cantidad esencialmente positiva.Este valor ((8)) hace ver que debe considerarse como un límite que no es prudente traspasar, pues al mas ligero aumento, la ságita tiende á lomar grandesj/Kproporciones por la presencia del factor NNo ha mucho se dijo que siempre que se verificara N <N(), la flexión no era posible, cualquiera que fuese ia longitud ó altura del sólido; ahora vamos á demostrar que para esta dimension también existen límites dentro de los cuales por grande que N sea, el prisma no puede encorvarse. En efecto, fijémonos en la expresión ((6))y obsérvese que cuando N apareceimaginario, y por consecuencia B lo será también; resultado que viene á patentizarla imposibilidad déla flexion, siendo preciso para que se produzca el que se verifique I! j/ - L .
.. > ^Como de hacer Tr|/—  se obtienepresión enorme que aplastaría al prisma produciendo inevitablemente su rotura, dedúcese de aquí, que la sola



condición H >2 n7ri/J. no es suficiente para obtenerla  ̂ nflexión.Avista pues de esto, y admitiendo que N tenga el mayor valor posible sin traspasar el límite de elasticidad de la materia, tratemos de determinar la máxima altura que puede darse al prisma.Si representamos por F la carga correspondiente áNdicho límite y combinamos la ecuación — = F  con la

—107—

Igualdad cuyo segundo miembro es la altura máxima que debe darse al prisma para que, cerca ya de la flexión, pueda resistir el esfuerzo N, sin que llegue á iniciarse y sin que quede alterada la elasticidad de l¿x materia.De un modo análogo se determinaría ia altura del prisma en ei caso de ser el esfuerzo, equivalente á la carga de seguridad de que la materia es susceptible.Del valor de No, ecuación ((6)), se desprende que la resistencia de los prismas verticales aumenta con el número de segmentos.Para que un prisma corte á la dirección primitiva de su fibra media, basta obligarle á que pase por apoyos convenientemente situados á uno y otro lado de él.



— 10 8 -Si en el sólido % . 30 suprimimos las partes Xm,  Bm', é imaginamos fijos, los elementos verticales correspondientes á los puntos m, m ', la curva mnm' permanecerá inalterable; y por tanto todo prisma vertical encastrado por sus extremos y sometido á un esfuerzo que tienda á comprimirlo en dirección de su eje tomará una disposición semejante á la m nm '.Como se puede suponer que la parte CnD cuya altura esV aH , siendo mm'—H, pertenece á un sólido sometido á un esfuerzo vertical N en análogas condiciones al que representa la fig. 29, todas las fórmulas encontradas anteriormente son aplicables al prisma encastrado m nm ’ , con la única diferencia de poner un 7  ̂ H en lugar de H, quedando así probado que los prismas verticales 
empotrados, ofrecen mayor resistencia respecto de los que no lo están; deducción análoga á la que obtuvimos en los prismas horizontales.Terminaremos la parte teórica de los prismas verticales hallando otra expresión mas sencilla para el valor de N(,; aunque algo menos exacta permite sin embargo formarse idea mas precisa de la resistencia de dichos prismas, circunstancia que nos la hará recordar en esta misma lección.Si en la ecuación

_  4_ i L  I /,]_ _ _ _ _ _ _nTT EY ( Eí¡/ ^de donde procede el valor de N „  se observa que el factor



— 109—subradica! ( l — puede ser coasiderado igua! á la' hiO /Enunidad, tendremos
nv: ~ -  =  o, de donde L Y

EYn 2-,2ir (9)§ 55. R esiiU ad o s cSc las expcriesicias con  
prism as de hierro colado suseeptihies de do
blarse, á  la  par que se co n tra en , por efecto so
lam ente de un esfuerzo de comprcslon>-De lasverificadas por Mr. Hodgkinson se desprende:'I.® Los prismas de hierro colado de sección rectangular ó circular, cuya longitud sea á lo mas igual á o veces el diámetro ó la menor de las dimensiones trasversales, sometidos á un esfuerzo de compresión, no se doblan para romperse; lo hacen por simple aplastamiento, cuando aquel llega á ser próximamente de 63 kilogramos por milímetro cuadrado.2. ® Cuando la longitud se halla comprendida entre 5 y 25 veces el diámetro, los prismas se rompen por flexión y aplastamiento.3. ® De 2o veces el diámetro en adelante, la flexión es inevitable, aun para esfuerzos muy moderados respecto de los que pueden soportar los prismas cuando se rompen solo por aplastamiento.

15r



— lio—EsUs detUiccioties encuentran en la teoría explicada, una racional justificación.El mismo físico propone, hecha la conveniente reducción de medidas, las siguientes fórmulas que contienen los resultados de sus experiencias en esta parle.
I., .  rv . /wvi-,/. /,1 1 Para alturas ó'!!cn.HRiac.*P=:1üb76'7^.................. ('lO)j lo n g itu d e sColuiniias del ’ l comprendi-hierro colado.! j)3,e p'3,6 l y 120 vecesiliuccas___ P—'i0676----^^7-----( '̂^1 el diámetro.

1> ....... representa en kilogramos la carga que produce larotura.i) .......  diámetro exterior en centímetros.D'.......  id. interior id.11.......  altura ó longitud en decímetros.Para calcular las de menor altura Mr. Hodgkinson -  PRndá la fórmula  ̂ ~  .................................  'P - h ^ R nsiendoF .......  carga que produce la rotura.P .. . . .  carga calculada por la fórmula ((10)) ú ((M)).K ....... resistencia del hierro colado á la compresión porcentímetro cuadrado.j j .......  área de la sección de la columna en cent.® citad.*.Ras cargas de seguridad, siguiendo la regla establecida, serán la sesla parte de los valores dados por las fórmulas anteriores.Con arreglo á la teoría, los exponentes debieran haber sido fórmula ((9)), 4 y 2, en vez de 3,6 y 1,7; pero



—m —fácil es, en parte, ■ explicarse esta diferencia y las demás que aparecen entre las fórmulas teóricas y las empíricas, si se atiende á ser P y p cargas de rotura para las que, alterada profundamente la elasticidad, los materiales quedan fuera de las condiciones que sirvieron de base al establecimiento de aquella.Mr. Hodgkinson ha observado también:Que las columnas de bases planas y perpendiculares al eje ofrecen una resistencia 3 veces mayor que las de igual longitud y sección, pero con los extremos convexos ó redondeados; lo que se explica fácilmente, porque en el primer caso las bases producen el efecto de un empotramiento parcial, privando á las columnas de cierta libertad para doblarse.2. « Dedos columnas de igual altura y con la mismacantidad de materia, unade sección constantey otra con una parte mas pronunciada en el medio, afectando la forma bombeada, la última puede llegar á ser mas fuerte si bien el aumento de resistencia, que por tal disposición alcance, no escederá de ¿ Vs“ correspondiente á la primera.3. " Bajo el mismo supuesto de entrar en ellas igual cantidad de materia, las columnas huecas resisten mas ([ue las llenas y las que tienen por sección una cruz, diferencia debida al mayor momento de inercia de las primeras, á igualdad de sección, respecto al de las otras dos.Mr. Love, ingeniero distinguido, ha encontrado otras expresiones mas sencillas, ([ue conviene conocer, para el cálculo de las columnas macizas ie hierro colado.



R.0—112—
<Ntliíiiin;is (ic 

IliPITli Ooìllll'l.

1,i o +  0,00337 ( | . )  Rn
¡Para longitudes2 ... (13)) de 4 á 120' ' i veces el diametro.

0,68 +  0,1 ~
( l i ) Para longitudes , de S á  30 veces ■ el diametro.Las letras tienen la misma significación que en las fórmulas ((10)) ((11)) ((12)); H j  D, ambos están ahora expresados en centímetros.Kl espesor práctico de las columnas huecas de hierro colado, es dato que depende principalmente de la mayor dificultad que presentan a medida que son mas largas, para llegar á obtener un reparto igual de metales.A las columnas de 2 á 3 metros de altura, no suele dárseles menos de 12 milímetros, y á las de 6 á 8 metros, unos 26 milímetros.§ 56. de exp erien cias análog;as

á  Bas anteriores con  el hicD-ro dulce.-N os limitaremos á dar á conocer las fórmulas de Love que resumen las ejecutadas por él con columnas macizas.
ColuiniiQs de 
Ilici ro dulce

P _  R í l . ( lo ) iPara longitudes ! de 10 á 180 j veces el diá- f metro.1 ,5 5 - 1 - 0 ,0 0 0 5  i ~ y  "

o _  R n . (16) [Para longitucJe.s0 ,8 5 - 1 - 0 ,0 4  ^
de 5 á 30 j veees el dia- ( metro.Comparados ios valores que dan estas fórmulas cuando ia altura de las columnas liega á tener 30 veces el diámetro, con los progedeníes de las ((13)) y ((U)), aparece el notable resultado, conforme con las experiencias de



—113—ìiodgkinson, qtielas de hierro dulce resisten mas que las de hierro colado-; lo que no ha de extrañarnos si se reflexiona, que con tales dimensiones, la flexión una vez iniciada, tiende á pronunciarse mas y mas á cada aumento de esfuerzo, por pequeño que sea, lomando por consiguiente In compresión, una parte menor en la resistencia total.Aunque Hodgkinson y Love havan llevado sus investigaciones hasta la roíura de las columnas, sin preocuparse del limite de elasticidad, recordaremos otra vez ({Lie cuando las cargas permanentes se subordinen á este último, el hierro dulce ofrecerá ventajas sobre el colado.§ 57. K c s u li a d o s  ele e x p c r ie iie ia s  a n á lo g a s  
ú  la s a n te rio r e s»  c o n i a  m a d e r a .-Según Rondelet, admitiendo que tanto un cabo de roble como de pino, se rompan por compresión con una carga de 420 kilógramos por centímetro cuadrado, la resistencia de los postes construidos con estas maderas referida á la del cubo lomada como unidad, es como sigue.Relación de la altu-jra á_la mas p e - l , _  — 24 — 36 — 48 — 60 — 72quena dimensión l trasversal. ’Relación entre ______________ _ J ____ J _____ J _resistencias. j   ̂  ̂ 6 12 1

Ti

210 — 140 — 70 — 37— 17.5Cargas en kilógramos por centí-i metro cuadrado \ 420 — que producen la rotura.Las cargas de seguridad se obtendrán tomando la Vm® de estos valores.



— 114—También se ha ocupado Mr. Hodgkinsoa de la resistencia de los popíes de madera, y aunque sus experiencias en este punto, no hayan sido muy numerosas, lia llegado sin embargo á obtener las siguientes fórmulas, reducidas ya á unidades métricas.í 13 / iPara longitudes de 30Postes de sección veces el ladorectangular. j IV   ̂ menor.Postes de sección I p _ ; , ^  (Para longitudes de 30cuadrada. — ya | á 4o veces su lado.expresa en centímetros el lado del cuadrado, óel menor de la sección rectangular./(____ lado mayor de la sección rectangular en ce^tímel.^P y H tienen igual significación que en las fórmulas ((10))y ([H)).El coeficiente k toma según las maderas distintos valores.Roble muy fuerte ó resistente..................  2o6oRoble poco resistente...................................  'l^bOPino fuerte ó muy resistente................. • 214'2Pino poco resistente......................................Las cargas de seguridad serán, como sabemos,la Vja parte de las de rotura.
I 58. R e s is t e n c ia  d e  to s p r is m a s  a l  re sIm S n -  

m ic n t o  lo iig 5 tu < lin a l «le su s  ÍH>ras.-Las experiencias delCm-onelRusoJourawski han hecho ver,en algunos casos, la necesidad de tener en cuenta la resistencia al 
resbahvniento lonQUadiiial de los íibias.Para formarse idea clara de ella fijémonos en el sólido prismático S S ' fig. 31. (lám. 4.̂ ] sometido á la acción de



— 115—dos esfuerzos F paralelos á su longitud, y que—iguales entre sí ¿igualmente repartidos sobre cada una de las respectivas secciones a y 6, mitades de la total,—tienden visiblemente á separar la parte G de la C' haciendo resbalar una sobre otra. La resistencia que oponen las fibras á esta separación tangencial, conocida por resistencia al 
resbalamiento longitudinal, es la que nos proponemos estudiar exponiendo ligeramente su teoría.Con este objeto nos referiremos fig. 32 (lám. 4.®), al prisma SS' empotrado por un extremo y sometido por el otro á la acción del peso P; A y B representan dos secciones contiguas.Siendo la resistencia por unidad de superficie en un punto cualquiera a de la sección A, la que corresponda á la faja infinitamente pequeña mn será,R ¿ íí/ u = — bv dvde un modo análogo, para la faja lioraóloga m' n' de la sección B se tendrá: M'
Restando una igualdad de otra,M'— >I(R' — R)6í¿2j = b v d v =  —,— d x  X
6  bien ( R / _ R ) ¿ í ¿ í )  =  Pá(r d x  

bvdv (17)dará el valor del esfuerzo que impele a resbalar al pe-



—116—queño prisma que hallándose comprendido entre A y Fí, tiene por base 6Xt¿o?, y d v  por altura; y su integral, entpi’ ios límites oyVa^»!® resultante de los que tienden á arrastrar la mitad superior déla rebanada A B. Para la inferior obtendriamos otro valor igual, pero de signo contrario.Representando por N' el valor absoluto de uno de estos esfuerzos resultantes y poniendo por Y el correspondiente al caso en cuestión, se tendrá
N‘ Vbdæ j  3---------  /  'üdv— —Ï  c /  o 2 V d x

Déla acción simultánea de ambos esfuerzos resulta que el pequeño prisma A B tiende á romperse por q' q que indica la capa de fibras invariables.Si expresamos por R "  el máximo valor que por unidad superficial puede atribuirse á la resistencia al resbalamiento longitudinal tendremos:_  , j  3 P d x (18)Como el esfuerzo T de cizallamienlo es igual á P, se3 Ttendrá también R " : = —x  —  , resultado quesin dificultad interpretaríamos.El resbalamiento longitudinal explica la notable diferencia que se encuentra entre las cargas á que pueden someterse los sólidos SS y S 'S ' fig. 33 (lárn. 4.*). El segundo



— 117—está compuesto de otros dos m, n, simplemente yusía- 
puestos, y cada uno, mitad del primero.En efecto, para el S S  resulta:RY R6A®P X D  = ------ = 6 de donde P = R6A-6DR Y  R6A^ . ,  ,,, y para el SS'.. P X D = 2 ---- =  -r ;:-»  Y Por tanto ^ =  “12 12DDe la comparación de ambos valores se deduce, P — 2P'.

§ 59. BiesuHados de las cxpericM cias sobre  
el resbalam iento lo n g itu d in a l de la s  fibras.Privados de sus indicaciones para la mayor parle de los materiales, nos limitaremos á consignar los resultados obtenidos por MM. Cbevandier y Werlheim con algunas maderas, y á considerar como iguales entre sí, en el hierro colado v dulce, y metales mas comunmente empleados en las construcciones, las resistencias á los resbalamientos longitudinal y trasversal.

TABLA M M  í ., ,  _ —---— Coeficiente ó intSdulo de elasticidad al res- Carga Carga
M A D E R A S .

balamieiilo longitudinal de las fibras. de rotura. de seguridad.'
Kilogramos por metro 

cuadrado.
Kilogramos por centímetro 

cuadrado.

0 ,1 2 9 8 X 1 0 ® 4 0 ,6 4 ,0 6

0 ,0 3 4 1 X 1 0 ®

0 ,0 0 3 4 X 1 0 ®

2 9 ,7 2 ,9 7Olmo............... . 3 6 ,6 3 ,6 616



—118—
§ 60. Prásenas in clin ad o s soeiieliflos ú la  ac-> 

csoa de fu erzas situ a d a s en su plan o  de sim e- tría .-Sea SS' fig. 34 (lám. 4.®) un prisma inclinado, empotrado por uno de sus extremos, y sometido á la acción de las fuerzas F, F ', . . .  y á la de una carga uniformemente repartida.Como cada fuerza puede descomponerse en una normal y otra paralela á la longitud del prisma, ninguna dificultad ofrecerá el hallar las ecuaciones de equilibrio y resolver cuantas cuestiones han sido estudiadas en el § 39; pudiendo decirse esto mismo respecto de otro prisma cualquiera, que estando inclinado, sea comparable ú uno de los considerados en la lección 4.®§ 61. P rism a s cu ya sección a fe cta  la  fo rm a  
de doble T.-Los sólidos, que teniendo por sección una doble T, están dispuestos de modo que puedan agruparse entre los llamados de igual resistencia, vienen á consti- lituir un paso mas hacia la verdadera solución del problema enunciado en el § 48. M t)En efecto, fijándonos en el valor formular R r z -^ -y en la fig. 35 (lám. 4.“), si fuera posible que la materia de (‘.ada rebanada AB del prisma se reuniese ó condensara en los brazos a y  b, hasta el extremo de ser despreciable la del alma ó nervio c, no hay duda alguna que semejante disposición sería preferible—en concepto de diferir menos entre sí las resistencias de todos sus elementos—a la de una rebanada de sección rectangular, pero cuya altura y cantidad de materia fuesen iguales á las de AB. El



—H 9 ~
ideal teórico se alcanz/iría, cuando á la circunstancia de ser nulo el espesor de la parle c, fuera infinitamente pequeño el de los brazos a y b.Las piezas prismáticas ó vigas análogas á la indicada fig. 3o, suelen tener frecuente aplicación á cierto género de máquinas y determinadas construcciones.Se hacen por lo general de hierro dulce ó colado. Las construidas con aquel casi siempre son de sección constante, quedando reservada ordinariamente para el hierro colado la forma de los sólidos de igual resistencia.Las ventajas que la doble T ofrece, aun en el primeroaso, se derivan del mismo valor R = - — , tanto menor,cuanto mayor Y. De aquí la conveniencia de alejar los brazos de la capa de fibras invariables, y disminuir el espesor de ellos á expensas de su ancho.La sección doble T ha sido objeto de serias experiencias encaminadas á fijar la importancia de repartir desigualmente la materia, en las vigas de hierro colado, teniendo en cuenta su resistencia á In extensión y á la compresión. Sobre este punto ya hemos manifestado las opiniones que prevalecen.§ 63. de asam cntar la  rci^ís&onela dolasi pidsíBia de ^ v a n  8ang;itiid.-La necesidad de emplear en máquinas determinadas—como en las conocidas por grúas trasversales áe frecuente uso en algunos establecimientos del cuerpo—vigas de extraordinaria longitud, nos lleva á considerar la manera de darles mayor resistencia sin aumentar sus dimensiones; adoptando á’



—120—este fin una marcha que, á la par de sencilla satisfaga cumplidamente las exigencias de la práctica y pueda servir de guia en otros casos mas complicados.Sea fig. 36[lám. 4.̂ ) S S ' la viga en cuestión; m, m'dos 
tirantes simétricamente situados respecto de la pequeña 
columna vertical n, sosten ó apoyo de aquella en su parte media.Prescindiendo del peso dem , nym' ,  y del rozamiento de las articulaciones que existen en los puntos a, 6, A,B,  de escasa influencia práctica uno y otro, supongamos que la viga está sometida á la acción de una carga 2 p D uniformemente repartida, y de otra 2 P que puede obrar en un punto cualquiera de su longitud.Representemos por T, la tensión de cada uno de los tirantes, y bajo el supuesto de que el peso 2 P actúa en el centro, posición la mas desfavorable, vamos á determinar el valor que debe tener aquella para que el prisma ó viga S S' padezca lo menos posible.La ecuación de momentos referida á la sección del centro del prisma es

M =  —  :=PD-H-ipD“ — TX-^ V 2 ' I, de la que se deduce haciendo M =  o (19)
T = 2 A 2P-+-P Dcon cuyo valor el punto a no abandonará la retúa A B, situación la mas conveniente ála resistencia déla viga en el supuesto de obrar en el medio el peso 2 P. Pero á medida que este se aproxima á uno de los extremos, el tér-



— 121 —mino P D de la ecuación ((19)), decrece sin detenerse hasta llegar á ser nulo cuando 2 P obra directamente sobre la sección que pasa por A ó B. En este supuesto, aquella se convierte en
V 2 ‘ l .ó bien introduciendo el valor de T, en RY

V
=  - P D ;resultado que nos hace ver que la viga se encorvará en sentido contrario, siendo —P D el momento de flexión.Según esto, la tensión mas conveniente de los tirantes será la que dé lugar á dos flexiones iguales entre sí y de sentido contrario; una, producida hallándose el peso en el centro; y la otra, cuando se encuentre en uno de los «xlremos. Para determinar el valor de dicha tensión bastará hacer

k D Iiyi =  PD -f- — iíD'* — T A — =  j P D ,  dedonde
T = l

%hCuando prepondere la acción de los tirantes, es decir cuando el peso 2 P se halle sobre el extremo B, entonces la ecuación de momentos referida como la anterior al cèntro del prisma seráM = i p D » TAD
lLas dimensiones de la viga SS' se determinarán pues, mediante la ecuación



1 R Y— P D = ----- , de donde2 V

— 122—

R ?vD  2 Yy teniendo en cuenta al propio tiempo el valor de lacomponente horizontal T xLas de los tirantes, si son de hierro dulce, por la ecua-cion — = :6  k.";y las del apoyonporla 2 T ~ = 1 0 ,5  k.® fí laen el caso de ser de hierro colado. Si la altura de dicho apoyo fuera grande de modo que hubiera temerá flexion, se recurriria á lafórmula correspondiente de Love ó de Hodgkinson.n y o' expresan las secciones respectivas de estas últimas partes.§ 63. In flu en cia de los choques en las luá- 
quínas.-En la primera parte de este curso se vid ya la influencia nociva de los choques en las máquinas; pues á consecuencia de la pérdida de trabajo inherente á ellos queda, digimos, mas ó menos alterada la constitución, molecular de las parles chocadas, y se destruye su buen ajuste exigiendo naturalmente mayores proporciones si se quiere evitar un deterioro prematuro.Aunque en el § 19, guiados por otro género de consideraciones hemos podido entrever también sus inconvenientes, vamos ahora—utilizando una de las fórmulas encontradas entonces—si posible es, á ponerlos mas de relieve.



■123—Con lal objeto recordemos, que de la ecuación 
— obtuvimosen el supuesto de ser colocado el cuerpo sin velocidad al extremo de la varilla prismática AB fig. 4 .“ (lám. \.®).Representemos % . 37, (lám. 4.“)porP'  y P  dos pesos, é imagínese que el segundo cayendo de la altura h choque contra el primero; la varilla sin peso sensible. Si suponemos que P' no se ponga en movimiento en tanto P no termine su acción sobre él, y los consideramos como cuerpos no elásticos, es evidente que la velocidad inicial de los dos reunidos será designándola por ü ',

l
y %gh , (20)

y por tanto 9 x ‘ecuación, en la que l representa el alargamiento estático debido al esfuerzo (P-J-P'); haciendo en ella v — o, tendremos para valores de las abscisas-límites déla trayectoria rectilínea descrita por P -fP '
® =  ¿2 +  A i ,« ;en su consecuencia 

V = z l^ 1/ A  íj'2 — BB ' ,  ó bien 
9



-124- 2L/ip T F ^  E n ’ - *despues de introducir por v ' y l sus valores respectivos, será el alargamiento máximo de la varilla A B.Para que aparezca mas sensible la diferencia entre este alargamiento y el estático, hagamos aplicación a uncaso particular dando á las cantidades que entran en laexpresión ((2'1)) los siguientes valores,P =  P'  =  20 kilógramos.........  1 metro/í=r...........0,™1E~20X'10® kilógramos, suponiendo que la varilla sea de hierro dulce....................  10 milímetros cuadrados.Verificadas las operaciones se obtiene próximamente ; resultado que patentiza la enorme diferenciaentre las acciones estáticas y dinámicas, y la conveniencia de evitar los choques en cuanto sea posible.La expresión p l ) )  hace ver también lo ventajoso que es en ocasiones determinadas y dentro de ciertos límites,, el aumentar la carga permanente de los sólidos que hayaa de estar expuestos á choques.El siguiente ejemplo, que trae Poncelet en su mecánica industrial edición pág. 16.4) es muy á propósito para hacer comprender la gran influencia de ellos.Sea a b fig- 38 (lám. 4.“) un cubo de materia muy dura y resistente, y con peso de 300 kilógramós. Imaginemos que cayendo al suelo desde 1."“ 30 de altura, penetra por



— 125—su cara inferior 2 centímetros; si prescindimos de las vibraciones j  de cualquiera deformación extraña á dicho efecto, es evidente, que este será debido al trabajo300  ̂X 1 3 -{- 300'̂  X  0,“ 02 =  396.desarrollado por el cubo durante su caída.Si este trabajo tuviera que producirlo la sola y lenta acción de un peso P colocado sobre el terreno, se tendríaP“ X 0 ,“ 02=396'“’‘% de donde P — 19800*̂ ’ ;lo que nos dice, que el efecto obtenido en el ejemplo propuesto por el choque de una masa determinada, es equivalente al de un esfuerzo 66 veces mayor que el peso correspondiente á ella.Al principio del § 63 digimos, que á consecuencia de la pérdida de fuerza viva ocasionada por los choques, quedaba mas ó menos alterada la constitución molecular de las partes chocadas. Este efecto, variable con la naturaleza de los cuerpos, se presenta muy visible en concepto de muchos, en los ejes de carruages; pues liechos de hierro dulce de fibra larga y sedosa, se ha observado que esta se va rompiendo con las vibraciones hasta llegar á tomar el aspecto de un hierro de grano. {*]Aunque el buen ajuste de las piezas que constituyen
(') Esta Observación se ha de tener muy presente, no solo para la  mas aceTtada elección de los hierros bastos con que se haya de construir toda pieza de hierro expuesta á continuados choques, sino también para procurar que las operaciones á que se vaya sometiendo aquella primera materia, sean las mas convenientes al resultado que se apetece.

17



—126—las máquinas evita los choques, ó atenúa al menos sus efectos, sin embargo para el cálculo de las dimensiones de todo órgano en movimiento, faltos de experiencias, adoptaremos la regla de que la carga sea á lo mas igual á'/^ de la que corresponde al límite de elasticidad. En muchos casos, semejante relación se tendrá todavia por excesiva.§ 64. Só lid o s en m oviin ieiito .-Guando un sólido no tiene movimiento, ó que de tenerlo, es moderado, las ecuaciones de equilibrio entre las fuerzas dadas y las moleculares se establecen como queda dicho en las páginas anteriores al ocuparnos de este punto; pero si aquel forma parte de un órgano, ó es el órgano mismo, cuya velocidad sea considerable, no puede prescindirse en tal supuesto de las fuerzas de inercia que tan violentas reacciones provoca, particularmente si, como acontece en casos dados, ellas vienen á constituir los principales esfuerzos ó que ha de oponerse la materia.Así pues, para la determinación de las reacciones interiores de un sólido prismático en movimiento, y por tanto para el cálculo de sus dimensiones, hay que contar con las fuerzas reales que lo solicitan y con las de inercia, procediendo en todo lo demás como si aquel estuviera inmóvil.
§ Go. D eterm inación de la s secciones tra s

versales ele los p rism as.-Bajo este epígrafe vamos ú hacer un ligerísimo resúmen del modo de calcular las dimensiones trasversales de un sólido, indicando mas concretamente, que lo hemos hecho en las lecciones pre-



— 127—ceclentes, ia marcha para los casos en que se desee obtener mayor grado de exactitud.Los sólidos pueden estar sometidos á uno solo de los esfuerzos denominados ó bien, á dos ó mas deestos obrando simultáneamente: si lo primero, recurriríamos á la fórmula correspondiente al esfuerzo de que se trate; y si lo segundo, el principio relativo á la independencia de efectos (§ li) nos traza el camino que hemos de seguir.Con arreglo á la clasificación hecha de los esfuerzos 
simples, las reacciones ó fuerzas elásticas producidas por ellos serán perpendiculares entre sí, ó conservarán la misma dirección, siendo fácil adivinar en que casosocurrirá lo primero y en cuales lo segundo.De conformidad con todo esto, si un sólido se halla expuesto á una torsión y simultáneas, el mayoi
valor que pueden tener las tensiones respectivas R ', R , se subordinará á que el de la total R , dado por laecuacion

(22)quede comprendido entre los valores máximos asignados á R' y R'^ en el caso de obrar sobre el prisma uno solo de los esfuerzos correspondientes. Por lo común, R se liace igual al mayor délos dos, de R ó R .Si el sólido estuviese además sometido á un esfuerzode flexión simple, la reacción provocada por este se agregaría á R " ,  y así modificado su valor, aplicaríamos deim modo análogo la fórmula ({22)}.V por último, si también tuviere que soportar un es-
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fuerzo de eizallamiento, la tensión nacida de él vendría á reforzar en toda su intensidad el valor de R '.Después de esto, bueno será repetir que en la práctica se procede ordinariamente de otro modo mas sencillo. Conocida la sección peligrosa solo se tiene en cuenta, cuando los esfuerzos son perpendiculares entre sí, el mayor de ellos en el concepto de producir reacciones mas intensas; y si obran en la misma dirección se suman, aunque no pocas veces, como sea de pequeña importancia, se prescinde también del menor en este caso.Expuesta en el § 58 la teoría de la resistencia al res
balamiento longitudinal de las fibras, para concluir con estas indicaciones generales añadiremos, que al calcular las dimensiones de los sólidos no debe prescindirse de ella, especialmente en dos casos: ouando son de madera por la inferioridad dedicha resistencia respecto de las demás que hemos considerado en este material; y cuando, por la forma particular de ellos, resulta debilitada alguna de sus secciones longitudinales y paralelas á la capa de fibras neutras, como se observa enlas vigas de doble T y sólidos cuyo trazado está subordinado al mismo principio que estas.

§ 66. m om entos de in ercia de la s  secciones 
m as iis«aIcs.-El uso frecuente de los momentos de 
inercia en la resolución de los problemas relativos á la 
teoría de la resistencia de materiales, nos decide á reunir los valores formulares de las secciones mas comunmente adoptadas para los sólidos prismáticos.Mientras otra cosa en contrario no se prevenga, los



—129—inomeníos de inercia se refieren á las líneas ó ejes-, que pasando por los centros de gravedad de las secciones representan la intersección de la capa de fibras neutras con el plano de la figura, en el supuesto de confundirse el de flexión y el de simetría.
§ 6 7 .  E l  de un re ctá n g u lo  fig . 3 9  (lám . 4.®) 

respecto de las líneas m n.m 'n ' y con re la 
ció n  á  su  centro C .

/ i  h 4 1 ^
2Ii!.... m 'n '................ Y = :  i  .......................  (2)

12

Id. 6 A [ 6 2 _ f _ / i 2 ^ 1 n D ^ . [ 3 )12 12 12 12Si en estos valores se hace b = h , obtendremoslos correspondientes al caso particular de ser la sección un cuadrado.
1 1

Resneclo i  m n .............. .. Y = — 6* = 7t:  n  6* .  • • .  ................ (4 )‘ 12 12
Id........ m 'n'........ Y =  +  .............................  (5)12

1 1
I d . . . . . .  ¿ «lucnli'o C .. .  Y  =  —  6 *— ........................  ( 6}6 o
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§ C8. 1̂ 1 de la s  secciones 40» 41» 4 9 ,

(lâni. 4.®) y  4 3 , 4 4 , (làin. 5.") co m p u estas de 
partes rccfang^ulares.Superficie c o m -,prendida entre) tdos rectángulos' y —  j / ;  3  u i , n  )concéniricos y i * » .> I ^ ^  ^ > ..........................................con sus lados pa-1 raiotüs entre si.Sección de forma \ ,de dable T con dos eje: melria. d V si-ÍY = T ^ Í¿A « -2 6 'A '^ j

(7)
(8)Sección do forma 1 de doble T con | \dos ejes de s i - } Y =  — — 26Vi ' *— — 2 6 " 7 í " ' ^ ) .  fí9) metria y re fu cr-I '12 ) w >zos angulares. /Sección de forma f 1 ,de cruz con dos j Y  = z  _  | ¿  ^3 ¿ ' 3 j .......................... ,  ,  .  ,  .  (101ejes dosimetría, y '1 2 ' ’  ' 'ejesSección do formasolo‘‘u“ % (eT!'' =  4 í T + í ( * - ! Í J - - ( i - e ) ( í - y - » . ) ' i  (H)simetria.siendo n  v =  [b'~e)o'^ +  eĥ  +  ’i { b - e ) e , { h - ’i )2¡(6' — e)e'-^eli-\‘ {h — e)e, j 

§ 69. E l  de n n  triáng:ulo y  u n  rom bo fig;. 4 5 ,  
y  46  (lám . 5.")

í h* ] \V— /  v^.œdv=^ /  ■ ü'\b'~—v \ d v = —bkH\Í)
J  _ i / i ’ ■ / _d/ ,' A2 9 ' I/ ' 2*̂  /* 2  ̂ *9 n' 1_ ^ \ x d v ^  f  ( D ' _ - = - o D =  (13)

(■) El valor de ij puede obtenerse con suficiente exactitud dibujando á mayor escala, si necesario es, y en papel lo mas homogéneo posible, la sección dada, y despucs de recortada recurrir al método práctico de colocarla sobre una arista viva. Si tuviéramos una balanza cenlroscópica muy sensible, también podría utilizarse para conocer t/. No obstante, debemos pre,venir que cuando se resuelven ejemplos numéricos, los valores de ?/ é Y  se simplifican notablemente por efecto de las muchas reducciones que se presentan.



— 131 —Si el rombo se convierte en un cuadrado habrá que hacerD—D', encujo supuesto
12 (14.)§ 70. E l  d e  u n  c í r c u lo  r e s p e c t o  á  u n o  c u a l«  q u ie r a  d e  s u s  d iá m e t r o s  y  c o n  r e la c ió n  á  s u  ce n tro «  E l  d e u n a  c o r o n a  circu B ar.-C om o losmomentos de inercia respecto á lodos los diámetros son iguales se tiene fig. 47 (láin. 5.®)

Y = : f f v \ d ^ a ,  é Y r=  y por tanto
{00^+ i  ?. j T .r '= j n r \ \  3)

=  (16)doble del anterior com oja se sabia.Como una consecuencia de los valores que acabamos de deducir, se desprenden los correspondientes á una oorona circular para la cual se tendrá,Y = ' |  T:(r*— =4r «•
Y  I = 4 - V  “

(17)
(18)La relación que existe entre la superficie de un círculo de rádio a ó 6, j  la de una elipse cujos ejes sean 2 a j  2 ¿ nos conduce fácilmente al momento de inercia de esta última,

f -



1
—132—Y =  — TTÒ^X — .................  con relaciona2«4 ^1 « ^ (20) id. 26

§ I l . E I  d e  u n a  s u p e r fic ie  p l a n a  c u a lq u i e r a .Sea S fig 48 (làtn. 5 .“) una superficie cualquiera á la que supondremos un plano de simetría. Para ballar su momento de inercia respecto de la linea mn. pase ó no por el centro de gravedad, recurriremos al conocido método de cuadraturas deTh. Simpson para las partes abcda,  V a*b*c'd'a' .
" Despues de dividir la altura en 2 n parles iguales entre si, el valor aproximado del momento de inercia correspondiente á la porción abcda,  será

x d V X v ^ =  TT
k

k^Xff +  [k-^-h)‘ Xia

-4-4[(ft+'í)'^£Di-i-'4-h3i3')®a;3+...]+2[(fe+2'í)"!3?2+(ft'-+-4'^) á!*--*]De un modo análogo procederíamos respecto de 
a' b' c ' d' a' .  Las partes abb'a*a y d ' c ’ e"d” d'  entran en uno de los casos recordados anteriormente.Si la sección dada tuviera, como indica la fig. 49 (lám. o.*) un hueco en su interior, habría que restar delmomento de inercia de la superficie total abca,  el perteneciente á la a'b c'a'.Inútil es prevenir que en lugar de dividir la parte 
t^bcda (fig. 49) en fajas horizontales, estas hubieran podido ser verticales.



LECCION 6/APLICACIONES.
S U M A R IO . ^

Observaciones preliminares.—Problemas relativos á la extensión.—Problemas relativos á la compresión.—Problemas relativos á la torsión.—Problemas relativos al cízallamien-o.—Problemas relativos á la flexión.— Aplicación relativa á los prismas indinados.—Problemas relativos á sólidos en movimiento tomando en consideración las fuerzas de inercia.—Problemas que se proponen como via de ejercicio.
§ 72. O b s e r v a c io n e s  preH m iiiarea.-Com o aplicación de lo expuesto en las lecciones que preceden j  con la idea de que sirva de norma, consagraremos esta última á ejemplos diversos de los principales casos que se nos pueden ofrecer en la práctica, debiendo hacer ante todo las siguientes observaciones.1. “ En el concepto deque,  con mas frecuencia que otro alguno, se habrá de ocurrir el problema de determinar las dimensiones de una máquina, órgano, ó parte de ella que haya de construirse, sobre esta cuestión recaerán por lo genera! las aplicaciones que propongamos.2. “ Aunque agrupemos ios problemas con arreglo á ios esfuerzos simples, esto no será obstáculo para que nos privemos de darles mayor generalidad considerando la18



—134—acción simnllánea de dos ó mas de dichos esíuerzos.I  3/ A pesar de que en principio debemos conocer los principales órganos de las máquinas, algunas veces nos permitiremos ligeras explicaciones sobre ellos para facilitar la inteligencia de las cuestiones.PROBLEMAS RELATIVOS Á LA EXTENSION.
§ 73. C a lc u la r  el aliáBnetro ele un va stag o  de  

iiícrro  du lce p a ra  que resista  un esfu erzo  de 
tra cció n  en sen tid o d el eje.-Representernos por la longitud del vastago, diámetro de id. ,  esfuerzo á que se ha de someter, peso de la unidad de volumen del vastago, esfuerzo de seguridad por unidad superficial correspondiente a! hierro dulce.Si el vastago tiene la posición vertical y no se quiere prescindir de su peso, tendremos para la carga total.

L . .D ..? . .
P -R ..

V -h
I)̂1,273 L p ,1)2 ])2y de la ecuación P -H  ̂ L jJ— deducirá

el valor formular... l) = ( 1 )ó el de cualquiera de las cantidades que entran en ella, con arreglo á los datos del problema.



— 135—En el caso particular de ser P— a, toma D laforma ; que nos indica que la resistencia del vástagoes independiente del diámetro,-como debe suceder.RSi en el valor — que tiene L en tal supuesto, pone- 
Pmos por R el correspondiente al esfuerzo de rotura, el resultado nos dirá la longitud que necesita tener el vástago para romperse por su propio peso.El valor que en la práctica suele asignarse á R, tratándose de vastagos propiamente dichos, oscila entre I y 2 kilógramos por milímetro cuadrado, con lo cual no son de temer los choques, vibraciones y ofras causas H  que disminuyen su resistencia principalmente cuando la longitud es algo notable, como en los de las bombas de clevíir agua, máquinas de vapor, etc.

(*) Uníi de las causas que mas pueden influir en la disminución de resistencia dolos vastagos sujetos á esfuerzos de tracción longitudinales, proviene de la falla de coincidoncia de la resultante de estos eon e! eje de aquellos.Para convencernos, sea a b e  d,  fig. 50 (lám. 5.^), la sección de un vástago correspondiente al ómbolo de una máquina de vapor; ó imaginemos que el esfuerzo N á que se lia de oponer obre en dirección de la generatriz a.  Si se sustituye en lugar de N una fuerza igual á sí misma obrando según el eje o y un par cuyo momento sea2ír, tendremos para el efecto de estas dos acciones parciales (la figura solo hace ver el resultado de la acción del par)N ^  E q S ^ /  m m '.v .  d c i.A ■ ASi de esta última ecuación se elimina mm'  medíanle los dos triángulos1IT m m ', H D B ' y se introduce el v a l o r t: r* del momento de inercia, setendrá Nr ^ En<Vr 4 a



— 136—Cuando los vastagos funcionen borizontalmente y, siendo bastante largos, nada impide el que se doblen, íacilnienle se calcularia el aumento que exigiese D por efecto de la flexión.§ 74. l>a«Bo un p rism a  de long;itu il con oc id a  
so tn e lido  á  una earg;a c|ue no puctia a lte r a r  la  
e la s tic id ad  de su m a te r ia , d e te rm in a r e l a lar- 
g 'a iiiien to que expcriiuente.-Suponiendo que elprisma sea de sección circular y conservando á las letras la significación que en el problema anterior, la siguiente ecuación nos dará á conocer lo que nos proponemos,[)2  ̂ D2 1P + 1,273 1.273 L ’

l (alargamiento total) = 1,273PbD‘̂  Ken cuya expresión solo resta sustituir los valores parli-
H. ’ - — =A ~ n n Q

El valor de la  máxima reacción molecular corresponde evidentemente á la generatriz y para obtenerlo, basta sumar los efectos producidos por cada una de las acciones N y N »•, de modo que
ESAresultado que demuestra la notable diferencia entre las tensiones que experimenta un vastago sometido á esfuerzos de tracción longitudinales, según ia resultante coincida ó no con el eje; y como una consecuencia natural de esto , la necesidad de ir disminuyendo el valor de R á medida que aumenten las probabilidadus de que suceda lo úbimo. Así es que en las bielas, círganos que trasmiten algo oblicuamente los esfuerzos, después lio calculadas las secciones exircnias como queda dicho en el j^73. la correspondiente al medio recibe todavía un aumento de 0.003 áO ,004 por metro de longitud de las mismas bielas.Las experiencias de Ilodgkinson vienen á corroborar todo esto, haciendo ver i]ue un prisma resiste mucho monos cuando se le somete á esfuerzos de tracción no dirigidos según su eje, que un el caso de confundirse con este.



— 137—culares de las canlidades que entran en ella, no olvidando que E representa el módulo ó coeficiente de elastici^ 
dad longitudinal que para el hierro dulce tiene el valor 20x10®.

§ 73. l>a<lo u n  vaso cilin d rico  de long;U ud  
indefinida, sección esreaifiar y paredes d e l
gad as respecto al diám etro, y que siipanenios  
som etido interioriiiente á  la  constante acción  
de un finido, determ inar eB m áxim o valo r <|uc 
esta ú ltim a  puede teiícr.-Sea  íig. 31 {lám. 3.®) el recipiente ó vaso en cuestión ,y lomemos de él una porte A B, cuya altura sea igual á la unidad. A este trozo AB nos referiremos en lodo jo que sigue.Desde luego se observa, que la igualdad y simetría respecto al eje oo de las acciones nonnnles que experi- inenlon los elementos que constituyen la superficie interior, son causa deque estos se separen ó tiendan á separarse de dicho eje permaneciendo constantemente simétricos de dos en dos. Este alejamiento simultáneo no se puede verificar sin que se alarguen o esliendan las di^tintas capas concéntricas en que podemos suponer dividida la materia.También es fácil observar, que si la presión interior llegara á ser tan grande como para romper el cilindro, la rninra—contando con la homogeneidad de la materia— se iiabría de verificorforzosameiile por cualquiera de los planos meridianos aá, cd, . . .Con arreglo á esto, el problema quedará planleado ignudando enlre sí la resistencia de! cilindro á ser abierto



—Í38—por un meridiano, y la suma de las coraponenles normales á este, debidas á las acciones interiores.Si representamos porp . . .  la presión efectiva pov üniáoid de superficie, ó de otro modo, la diferencia entre la presión interior y exterior,í). . . .  diámetro interior del recipiente,1 ) '.... id. exterior id,e . , , .  espesor del recipiente,í/n. . .  un elemento superficial cualquiera,R . . . .  esfuerzo de seguridad por unidad superficial de la materia del recipiente,y admitimos que durante la acción del fluido las distintas capasen que hemos supuesto dividida la.materia, presentan igual resistencia á la extension, tendremos
J  pdü cosce—

manera que pD =  2 R e ................................ .. (3)es la relación que nos proponíamos encontrary que conviene al trozo ó parte A B ('̂ ).
('} Una sencilla consideración h.ista para encontrar la resultante de fas componentes normales al plano de rotura. En efecto, imnginese <¡ue a 'b f  representa una pared muy resistente, poro de poquísimo espesor, é invariablemente unida á las del vasooilíndrico. Ahora bien, no alterándose el equilibrio por la presencia de este diafragma, la fuerza que tienda á separarlo Je  uno cualquiera délos dos semi-cilindrosserá evidentemente p D , y porlanto,p D  =  2R e.



— 139—§ 76. Obscrvacioia.-Com o los espesores de ¡as calderas de máquinas de vapor son por lo general pequeños 
{“*') relalivameníe á su diámetro, la fórmula ((3)) puede servir para calcularlos sin gran inconveniente; no obstante, en la práctica se iiace uso de otras que proporcionan un aumento de resistencia.La adoptada por la administración francesa j  comunmente por nosotros ese=i l , 8{/i— 1}D +  3 " / .„ , ..................  (4)

(■) Cuando el espesor de un vaso cilindrico de sección circular sea considerable con relación al diáraeiro.com osucedeenloscañoncsdeariillería— sobre lodo en el príHier cuerpo, parle que comprende la recámara 6 sea la región donde se aloja la carga— no se debe, sin fuerte coeficiente de corrección, aplicar la fdnnula ((3)) para establecer la relación enlrc los esfuerzos que tiendan á abrir el recipieme por planos meridianos, y la  resislencia que ñor- inalrnenle a eslos presente la materia; resistencia que recibe, cuando se refiere á los cañones, la denominación particular de tangencial así como la de íon- 
genciales los esfuerzos que la provocan.l ’ara hacerlo ver, basta fijarse en la üg. o2 (lám. 5.^) que representa un trozo de cañón; y observar, que si rodas las capas experimentaran la misma tensión por consecuencia de la presión interior, (prescindimos de la exterior por su escasa imptirlancia) expresando porr .......... el ràdio menorr ' . . . .  id. mayor.......  aumento de r debido á la presión de los gases de la polvera
Á r ' . . -  id. de r 'se tendría, ; igualdad que para verificarse exige la condición»• r'
, \ r f >  \ r, evidentemente absurda, pues no se concibe que el e&vesor de me
tales de la pieza aumente por el solo hecho de someter esta á una presión in- lerior.De aquí se desprende la consecuencia, que la tensión de las capas vaya disminuyendo de dentro i  fuera, y por tanto que la resistencia tangencial de los cilindros de igual diámetro interior, no sea .proporcional á los espesores. La rotura, en el supuesto de paredes gruesas debe nalurrdmcnte iniciarse por la capa mas próxima al eje.Si se adopta la hipótesis—tanto mas admisible cuanto mas rígidos los cuer-



—uo—en la que las letras tienen la siguiente significación: e . . . .  espesor en milímetros de la caldera, 
n . . . .  presión del vapor en atmósferas,D . . . .  diámetro de la caldera en metros.Para pasar de la fórmula ((3))ála ((4)), basta poner la presión p en atmósferas; hacer R=2870000 kilógramos por metro cuadrado—mitad próximamente del que se ha fijado al hierro dulce en la tabla núm. 1, § 18,—y después de despejar e y verificar las operaciones, añadir al re

pos á que se aplique—de que permanezca inalteralile bajo la acción, tal como se ha especificado, de un fluido cualquiera, la sección recta del trozo cilindrico que se considere, las tensiones de las capas estarán en razón inversa de los cuadrados de los radios respectivos.En efecto, igualando entre si la superficie de la sección recta antes y después de experimentar los rádios de las capas extremas los aumentos á r .  Car», despreciando los cuadrados de estas cantidades, se llega inmediatamente á la igualdad
Tr ' A r  = r A r . . .  de donde —  = ___
r '  ¡ ,r (I)Si representamos por 11 y R '  las tensiones correspondientes a las capas cuyos radios respectivos son r  y r  se tendrá también

-  lì ~
y  mediante la relación ( ( !) ) ,,

A r
r'A r  
rR'IT

A r '  ^  r  
\ r  r '  ’

r ’

Inütil es prevenir que en lugar de las capas extremas pudimos haber tomado otras cualesquiera, quedando porlo tanto demostrada la ley enunciada, y conocida por de Barlow.Ahora bien, para determinar la resistencia tangencial de un tubo de paredes gruesas—las del trozo de canon que venimos considerando—ó de otro modo,



— I4i —sultado el termino constante ■+•3"’/ esta suerte tendremos;10333 {?i-

Procediendo de
e = X D  =  1,8(rt — 1)D5740000

y por tanto la fórmula práctica será,e=1, 8( t t  — 1}D-í-3-"/m .El factor (n—1) representa el número de atmósferas correspondiente á ia presión absoluta del vapor dentro de la caldera, disminuido de ia presión exterior.Be un modo análogo se calculan los espesores de los tubos para la conducción de aguas, cilindros de máquinas de vapor, prensas hidráulicas etc., variando en cada aplicación, con arreglo á la materia y grado de garan-
calcular el espesor que convenga darle para que pueda resistir los esfuerzos tangenciales, la ecuación que debiera establecerse siguiendo la ley anterior, sería, conservando las anotaciones conocidas y representando por x  un radio cualquiera.
p r

- j :
Rr’

•dx
Kr’ Rr

de donde sale r' U rr  r  ry por tanto e =  r '  — r, conocido.Muchos, para quienes la ley do Barlow produce un dcerecimienlo algo rápido en las tensiones, aceptan como buena la que hace variará estas en r.izon inversa de los radios de las capas respectivas. En tai supuesto, nada mas fácil que determinar el espesor de los recipientes cilindricos de paredes pruesas.Otra ley que se deriva Je  la notable teoría sobre la resistencia de los cañones debida al coronel ruso Gadufin—y que ha de ser estudiada en la parte i-nnocida por mitánica aplicada á la A rtillería—viene á separarse de las dos anteriores, y su halla comprendida entre ambas; aproximándose sin cesar ya á la un.a ya á Ja otra, según el espesor aumenta 6 disminuye. Para los valores- límites r*s= .r  y j-' =  oo, todas tres dan idénticos resultados.Interin la experiencia no declare cual sea la verdadera ley que rige á las tensiones de las capas qne consliluyeii los espesores de los tubos cilindricos sometidos á la acción de un fluido interior, no debe sorprendernos que nuevas leyes a mas délas citadas, yoír.as que liemos omitido esencialmente f mpíricas, ajiarezcan y aun se consideren preferibles en cl terreno de las aplicaciones,
19



• - l i s -lía que se desee, el valor, de la carga de seguridad y la cantidad constarne que se añade para responder de ciertos accidentes fortuitos.Cuando los espesores—como acontece en alguna de las aplicaciones que acabamos de indicar—no deban ser calificados de co?’tos. pequeñosó delgados, esto constituye nuevo motivo para disminuir la carga de seguridad compensando de esta manera con el aumento que resulta para ellos la resistencia desigual, y menor de dentro á fuera, quepresentan las distintos capas de que está formada la materia.§ 77. Dado un de paB'cdes d e lgadas  co 
mo e l d e l p rob lem a  § 7 5 —p ero  ce rra d o  p or su » 
ex trem os  con  fondos p lan os—qeoo <̂3 som eta in 
te r io rm en te  á  la  a c c ió n  de isn Huido. dctoriEti- 
iia r  e l es fu erzo  de segu ridad  que p od rá  s o p o r » 
ta r en  e l su pu estodc res is t ir  so lo  en d ircee ion  
long'stud inal.-Conservando las mismas anotacionesSolo alendicncio al interés que tiene para nosotros la ley anterior hemos podido entrar en una digresión que si ligera, no es menos agena.cn cierto grado, a l objeto especial de las presentes leceiones.Antes di'- cerrar esta nota, repetiremos, que si conveniente es, y aun necesario, el asegurarse de la resistencia de los materiales que entren en una maquina cualquiera, las piezas de arlilleria lo reclaman quizás con preferencia d todas.Ya vimos que el bronce, cuyas cualidades resistentes debieran sernos muy conocidas, presentaba la irregularidad que dejamos señalada en las observaciones de la tabla num. 1.También ci mòdulo de elasticidad de esto mi.smo cuerpo, cuyo valor so fijé en 3,2X10*> ofrece muy serias dudas acerca de su exactitud; pues rectificado por Morin ha encontrado para él, por término medio 8,87 x .iü '.Iú<tas y otras diferencias análogas que pudieran encontrarse «ntre valores que deben ser iguales entre si, justifican en parte la oportunidad de nuestra reiterada inlvevtencia.



■U-3—que en dicho problema, la ecuación de equilibrio será,
P

r>2 D'^— D2
j  j  1 t> D '  — D ^ D ' 4 - Dde donde p =  R — ^— X — — ;cuyo valor comparado con el que se desprende de la fórmula {(3)) hacer ver, que la resistencia en sentido /ou- 

giiudinal es á lo menos algo mayor del doble, que la tan- 
gencial. Por esta razón cuando se trata de determinarlos espesores de una caldera, se hace uso de dicha formula ((3)), ó mas exactamente, de la ((i)} que se origina de ella. Ce un modo análogo se procede para calcular los de las prensas hidráulicas, cilindros de máquinas de vapor etc, debiendo añadir que al hacerlo así, se prescinde, en.conformidad con lo que ya sabemos, de todas las demás resistencias que las paredes pueden oponer. {*)§ 78. Cis.lciilai’ el núm ero y  d&ámetro de lo» 
bolones «le hierro dulce neeesario.s para lijar  
el fondo ó eiibierla del cilindro de un a iiiá-  
«{nina de vapor«-Los cilindros de las máquinas de vapor constan principalmente; de un cuerpo cilindrico y

O  Si para los recipientes cilindricos de paredes gruesas se admite que la resistencia en el sentido que se acaba de indicar—resistencia llamada longi- 
hidinal per algunos, en particular, liablando de piezas de artilleria—obedece íi la ley de liarlow, la ecuación de equilibrio será

9 >

R. " i - x d x  —, 3= R . 2 í r r ’ . loq. —  
r  a?’ "  rSi hacemos r '= 3 r —relación que en una pieza do artillería nos indiearin tener un diámetro (5 como se dice itn calibre ú<i espesor—y se deterndnan la resistencia longitudinal y la tangencial, se encontrará que la primera es muy aproximadamente, bajo tal supuesto, triple de la segunda.

L.



— 144—por lo común de dos platos. Estos hacen las veces de 
fondo y cubierta y se fijan al primero por medio de pequeños tornillos, pernos ó bolones cuyo número y diámetro nos proponemos conocer.Representemos por n v d respectivamente estas indeterminadas. Si admitimos que la distancia entre los centros de dos bolones contiguos, sea igual ó menor que lina cantidad dada, el problema quedará planteado con la ecuación de equilibrio, =  ...........................  jO)

1 J  J- ■ 27tR' , ,y la de condición ------- =  k d , ...............................  (7)
n  ̂ 'siendoR '........... el ràdio de la circunferencia que corla los ejesde los bolones,

k ..........  un número conocido,
p ..........  presión efectiva en el cilindro,D ..........  diámetro del id.,R ..........  esfuerzo de seguridad correspondiente á lamateria del cilindro.y estando p y R, ambos referidos á la misma unidad superficial.

§ lO. un vitHo ó csfóric«» d«
paredes dc8g;adas som etido interiorm ente á la  
siecion de un iliifido  ̂ ealetslar el m ayor vaSor 
que esta puedo tener en el eoiscepto de obrar  
de una m an era perm anente.-Por una considera-



— 145—cion análoga á la dei§ 7o se probaría que durante la acción del fluido y después de ella, el recipiente, ÍJg. 53 (lárn. o.“) debe conservar su forma esférica.Fácil es ver también que, descompuestas normal y paralelamente al círculo ab las presiones que obren sobre la zona acb, el esfuerzo total con que el trozo de corona esférica, aa'c'b'bca es impulsado á separarse del centro en el sentido oc será producido únicamente por la acción de los componentes normales.Una cosa análoga pudiera decirse respecto de cualquiera otra zona ee'gTfe; pero como la relación entre la suma de las componentes normales y resistencia que ofrecen los respectivos trozos de corona esférica es variable, para determinar la superficie de rotura—caso de llegar á este extremo—es preciso conocer la zona en que diclia relación adquiera el máximo valor.Con este objeto, representemos por p la presión sobre unidad superficial; pd\-i será la que experimente el elemento mn, y por tanto
pffd'^ùCOS.a =  pf f d oc dy  — pTr^̂la suma de las componentes normales á la base ah,  cuyo ràdio designamos por p. A este mismo resultado hubiéramos llegado aplicando e! razonamiento de la nota §75.Si admilirnus que la resistencia R de la rnatei'ia del depósito sea igual en todos sentidos—hipótesis como sabemos muy admisible para los metales, en particular para los de testura cristalina—tendremos, para la que oponga el trozo de corona aa c b'bca,



— 147 —se calcula en la práctica suponiendo que el esfuerzo, a que se hayan de oponer, obre por mitad sobre los dos brazos de uno cualquiera de sus eslabones; y en tal concepto la ecuación de equilibrio esF — RX't,d708 ü^...........................  (9)Cuando un eslabón (fig. o4) se somete á esfuerzos de tracción suficientemente grandes, los dos brazos laterales principian por ponerse paralelos para seguir encorvándose en la disposición D  que demuestra la parte punteada. La consecuencia de estas variaciones sucesivas de forma, es un aumento de tension en las regiones 
ach y a’ c’ b*, las que concluyen por abrirse ó presentar grietas trasversales en los puntos C, C , si la rotura no se hubiere iniciado ya por la soldadura, lo que suele acontecer cuando esta es defectuosa.Para contrarestar la tendencia á la flexión, se unen los dos brazos, como demuestra la fig. 55, con otro de liierro dulce ó colado á manera de entretoesa que les sea perpendicular. Con semejante adición, el hierro de los eslabones conserva la misma resistencia que el de la barra de donde procede; y cuando no existe, solo puede contarse con unas V i Va partes de ella.Las cargas de seguridad, si se tienen en cuenta las fuertes y violentas sacudidas, y los choques á que estánO  Para explicarnos como se produce !a flexion de los brazos laterales dolüs c-slabones y se verifica la rotura por los punios mas distantes de su centro, basta considerar fig. 54 una sección cualquiera m iim 'n '  y después de hacerladescomposición que se indica, reemplazar los dos pares F , 2* ^otros (los tQ ,—U) queles sean equivalentes y estén situados en cl mismo plano.



— UG—4. »2R tT; y por consecuencia
_R tt! r^ — tIn relación que buscábamos, cuyo valor máximo se obtiene con p =  r.De aquí se desprende quep.Trr'^^RTTÍí''^— /-2)D" „  /D'^—D'

i ■)> (8)sea la ecuación de equilibrio que nos dé á conocer el valor de una cualquiera de las cantidades que entran en ella.La identidad entre esta ecuación y la ((o)) § 77, hace ver que la resistencia de una esfera es igual á la longitudinal de un cilindro cuyos radios interior y exterior sean respectivamente iguales á los de aquella. {*)
§ 80. C á lc u lo  de la resistencia de una cade*  

na o rd in a ria  de hierro d u lce.—La forma del eslabón de estas cadenas es ligeramente ovalada, afectando la que se indica en la fig. 54 (lám. 5.®)El diámetro del hierro redondo con que se construyen,
(') El problema que acaba de ocuparnos—con otros conocimientos queso adquirirán mas adelante—permite resolver interesantes cuestiones relativas á los proyectiles esféricos huecos: como determinar la carga mínima de pólvora 

necesaria para romper «no cualquiera de dimensiones dadas; averiguar entre 
los de igual calibre y  distinto ràdio interior el que exija para romperse la 
máxima carga depóíi’ora, etc.



—U S —expuestas las cadenas, en ningún caso deben esceder de 2 kilógramos por milímetro cuadrado 
§ Bi. R c s is t e iie ia  á  8a e x ie iisiw ii d e ia s e a e c r »  

d a s  do cáñ aiíio .-N in gu n a dificultad puede ofrecer el encontrar la resistencia absoluta de una cuerda de cáñamo, conocida la que tenga por milímetro cuadrado. Cuando no se tenga este dato, podremos hacer uso de la siguiente formula empírica tomada de la mecánica de Morin N — (iü—o,25.C)C2......................... (10)que dá en kilógramos el esfuerzo de rotura de una cuerda 
embreada, siendo C su circunferencia expresada en centímetros. También suele emplearse otra mas sencilla, aunque menos exacta,

......................................................... ( 1 -1)en la que C y ?í tienen igual significación que en la (10).La resistencia de una cuerda blanca se determina teniendo presente que guarda con la de la embreada de igual número de hilos elementales ó simples la relación V , ¡i V 3.§ 82. O b scs'vn cion os.-L a humedad disminuye notablemente la resistencia de las cuerdas. Según Duhamel el esfuerzo para romper una cuerda mojada es y ,  del necesario para romper la misma cuerda cuando está seca.Las cargas de seguridad, como indicamos oportunamente, son mitad de las de rotura.
O  Cus cuileriii? pnrn el sfirvicio d.' I;> mnrina en Francia se somelf-n--  como prueb;n]us! garaiilize su rcsistonci»—;i an esfuar/o do 17 y 14 kilÓLU-i- mos por milim.'lro cuadrado, scjruiUettfe'an ó uo los eslabones, eiürvtoaas ó esiays.UsconsIrm das con lucrro retlotido de 10 milímeiros o menos de diámetro, no suelen llevar este refuerzo.
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