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Es propiedad del au to r.—Todos los 
ejem plares llevan una contraseña.

J i



GEOMETRÍA.
INTRODUCCION.

DEFINICIONES.
1. Llámase E xtensión loda parle determinada del espacio, como el lugar que ocupa un cuerpo, el solar de un edificio, la estatura de una persona, etc.Dimensiones de una extensión son su largo, su ancho y  su 

grueso: el largo se denomina longitud, el ancho latitud, y el grueso profundidad ó altura. Ninguna extensión puede tener más dimensiones que las tres citadas, si bien puede tener ménos.CuEapo GEOMÉTnico es toda extensión con las tres dimensiones-, como el lugar que ocupa un cuerpo físico. Puede concebirse un número infinito de cuerpos en el espacio.S uperficie es torfa con dos solas dimensiones, comoel solar de un edificio. Los limites que separan á cada cuerpo del resto del espacio son superficies ; y el lugar de la separación de dos partas contiguas de un mismo cuerpo es también en general superficie. Puede concebirse un número infinito de superficies en el intei'ior de todo cuerpo.



—  /(. —L ìnea es toda extensión con una sola dimensión , como la estatura de una persona. Los límites de la superficie son líneas: el lugar de la separación de dos partes contiguas de una misma superficie es también en general línea, y lo os igualmente la intersección de dos superficies que se cortan. Puede concebirse un número infinito de líneas en toda superficie.P unto es el limile elemental de la extensión. E l punto no tiene dimensión alguna. Son puntos los límites de las líneas : el lugar de la separación de dos partes contiguas de una misma línea es también punto ; y lo es igualmente la intersección de dos líneas que se cortan. Puede concebirse un número infinito de puntos en toda línea.Hay, por consiguiente, tres especies de extensión : de los cuerpos, de las superficies y de las lineas. Estas tres clases de extensión , que por la abstracción (*) podemos considerar separadas, constituyen la cantidad continua , y son por lo tanto el objeto de la Geometria (Arit. J ) .G eometría  es , pues, la ciencia que trata de la extensión ó de la 
cantidad continua.3 . Toda extensión tiene tres cualidades propias que la distinguen de las demás : su posición, su figura y su magnitud.POSICION es el modo de estar: estado, situación ó actitud de la extensión.F igura es el modo de ser: carácter ó aspecto particular debido á  la estructura, formación ó construcción.M agnitud es la cantidad de extensión que contiene. La magnitud relativa de un cuerpo se llama volúmen , la de una superficie área, y la de una línea longitud.3. Dos extensiones que tengan la misma figura y la misma magnitud son/(/«a/ey, y pueden coincidir en una sola, hacienda que tengan ambas la misma posición. Si tienen la misma magnitud y diferente figura son equivalentes ; y si tienen la misma figora y distinta magnitud se llaman semejantes.

(*) Se llama así upa operación del entendimiento, por medio de la cual con* eideramo^ separadas cosas (jue no pueden estarlo en realidad.



i

_  5 — 
Del punto.41, /moque el punto malemático no tiene extension, le fignra- rig. 1. mos como el punto de la escritura común, y cnan- •® do son varios, para distinguirlos se señalan con . i  .0  letras (*)• Asi se dice : el punto A , el punto 13, elpunto G (flg. 1).

De las lineas.Las líneas se dividen en recias y curvas.L inea recta es la distancia más corta entre do? puníoSyF ig . Î .
Postulado.

como AB (fig. 2).Corolario. La distancia entre dos puntos se 
mide por una recta.
Por dos puntos puede pasar una recta , pero nada

más que una.CoROL. 1 .* Dos puntos determinan la posición de una recta. CoROL. 2.‘ Dos rectas que tienen dos puntos comunes, coinciden 
en tpda su longitud.CoROL. 5 .‘ La intersección de dos rectas es un punió.

Se suele llamar lí?iea quebrada ó dolico-   ̂ e NAL ía combinación de dos ó más rectas, 
que prolongadas no forman una sola recia,  ̂ , como ABCD (flg. 3)'.L ínea c o r v a  es aquella en que no se puede tomar una par

le , por pequeña que sen, recta , como AB (flgn-________Llámase línea mista ¡n combinación de la línea
recta con la curva.e  P roblem a .  H a U a r la  m a y o r  c o m ú n  i^^edida de dos rectas lim it a d a s , ' A B  y  _ iffN  (fig . 5 ), Si la  t ie n e n , y  la  razón  qu e h a y  entre e lla s .Este problema se resuelve de unaM PK C B», i -t-A-i

n  Generalmente se emplean letras mayúsculas para señalar los puntos J a s  ,ÍD%ás y los cuerpos. Empleamos letras minúsculas cuando con una letra sola se quiere expresar una linea cualquiera, y en pocos más casos.



. c B . menor MN sobre laM 'vN ^  AB . todas las Yeees que sé puéaa- y como han sido tres, se tendrá i„  ■ -^ ^ = 3M N +C B  ral "y, como son dos veces, resulta •  ̂ • .M .\=2CB +P í( |'¿iül nuevo resto PN se colora o , *• J ‘30 pueda, y, siendo estas q„atro exan ™  *’ ''®î natro exactamente, se tiene al fin -11 í̂̂  =  4Piv.sustituyendo este valor de rnresulta CB m la igualdad [ó]̂C ,., *® = 2 X 4 P N + P N = 9 P nso haii: y ele CB en ,a igualdad W ,^ B = 3 x 9 P N ~ h m ^ 5 iP N .y la rasoD entre S L ^ e r á ^  ®sPN,
M¡y 9p]V~~V como las antedorefsoaieoEs /«. y ,„  «„ & ' 7  ' oom«, ^

0 - - . O . X ,  «e puede da„aMa.3onapeoxi™ada de dos . e -

*e rompf. dos partos aíbitraÍÜ a’ «*t«»derse nicada una do estas i.arf«» '’ «Pariag , se comprende bien lo dífíiMi ^  “ '*«0»,
“ ' - • - « r a . e a  o o l t s r ; r , r a r . ' . % T ' ' ‘' ’ “ " ‘“ “ - ‘- ' a



tas inconmensurables, procediendu como en el problema anterior y despreciando el último residuo cuando sea suficientemente pequeño para la aproximación que se desea obtener.CoROL. ^ara medir una recta ó hallar su longitud (*-5) se de
termina (como acaba de verse) su razón exacta ó aproximada con 
la unidad de medida.y . T eorem a . S i desde un punto A. á otro C (fijj. 6), se traza 

una linea recta AC , y á un mismo lado de 
esta. dos ó más quebradas ABC y AOC, com
puesta coda una de dos rectas, la linea que
brada ABC, fpie más se separé de la recta .ve, es fa mayor (*).Prolongando la AO hasta que encuentre en 1) á la BC, se tendrá (5) a b - h b b > a d ,y agregando DC á lo.s dos miembrosA B - H  B D - i - I ) C >  A D - í - D C , ó  A B  +  B C > A l ) - l - ü G  [ a ] .Por igual razón se tieneO D - h B O O G ,y sumando AO con los dos miembros■ A O + OD  - h  D C >  A O  - h  O C ,ó  . A D - i - D C > A O H - O C  [á ] .Pero según la desigualdad [ a ] , AB-I-BC es mayor que ADH-DC; y conforme á la [ í ] ,  Á D + D C  es mayor que A 0 4 -0 G ; luego con más razón AB-i-BC será mayor que AO -í-OG, 6 lo que es lo mismo, la línea ABC >• AOC.

— 7 —

De las superficies.Las superficies se dividen en planas y curvas.

(•) Los toorem ai, corolarios 7 problemas deben enunciarse omitiendo las letras que en ellos se intercalan, con el objeto de evitar la aplicación de la  proposición á la figura correspondiente. Así el teorema del texto se enuncia de este modo; SI desde u n  punto á otro se traza una litiea recta , y  d «n  mismo 
lado de esta dos ó más quebradas,  compuesta cada u n a , etc.



8 . Se llama pla :<o ó s u p e r f ic ie  pla?*a  aquella con la cual una 
recta, aplicada en un sentido cualquiera, coincide en todos sus 
puntos.CoRoi- S i una recta pasa por dos puntos de un plano, coincide 
con él en toda su extensión.

Se suele llamar s u p e r f ic ie  quebrada  ó po liéd r ica  la combinación 
de dos (í más superficies planas, que prolongadas no forman un 
solo piano.S u p e r f ic ie  curva  es aquella en que no se puede lomar una parle 
plana por p^uena que sea.

Llámase su p e r fic ie  m ista  la combinación de la superficie plana 
con la curva.

Del circulo.

^  8 —

» .  De todas las líneas curvas la más sencilla, y ùnica cuyas propiedades se consideran en la Geometría elemental, es \d.circun
ferencia de circulo.

Se llama c ir cu n fer en cia  una curva plana, cerrada., cuyos 
puntos distan igualmente de uno interior llamado cen tr o .C írculo es la superficie plana comprendida por la circunfe
rencia.O b serv ació n . Con frecuencia se suele llamar círculo á  la circunferencia ; pero el sentido en que se habla da á conocer si se trata de la linea curva ó de la superficie que comprende.

Llámase ràdio  loda recta que desde el centro 
va á terminar en la circunferencia, como O A ., OB, OC, etc. (fig. 7).CoROL. Los rádios de un mismo círculo son 
iguales.lO .  Se llama c u e r d a  toda reda que une dos puntos de la cir

cunferencia, como ÀB ó CD.D iámetro es toda cuerda que pasa por el centro, como A B .CoROL. 1.* El diámetro es duplo del ràdio.CoROL. 2 .’ Los diámetros de un mismo circulo son iguales.
Llámase arco una porción cualquiera de (a circunferencia, como AC.



De /os teoremas recíprocos.

I f .  Se ha dicho (A.rit. intr.)que la reciprocidad de los teoremas era muy frecuente en la Geometría, mas es evidente que de la verdad de un teorema directo no se infiere la del reciproco correspondiente; por lo tanto , estos como aquellos deben ser demostrados.Hay, sin embargo, ciertos recíprocos que se demuestran de una manera ánáloga , y cuyas demostraciones pueden por lo tanto omitirse, deduciendo al efecto una regla general, que será de sumo interés en lo sucesivo.Ocupémonos dé la deducción de esta regla, sirviéndonos para ello del siguiente
EJEMPLO ( * ) .Teorema directo. En todo circuh :1.  ® Un punto cualquiera de la circunferencia dhta del centro 

una cantidad igual al ràdio.2. ® Un punto cualquiera inferior á la circunferencia dista del 
centro una cantidad menor que el ràdio.5.® Un punto cualquiera exterior á la circunferencia dista del 
centro una cantidad mayor que el ràdio.La verdad de la primera parte de este teorema está fundada en la definición de la circunferencia, y la de las otras dos es una consecuencia necesaria de la primera.Teorema recíproco. En (odo círculo:1. ® Un punto cualquiera, que dista del centro una cantidad 
igual al ràdio, está situado en la circunferencia.2. ® Un punto cualquiera, que dista del centro una caiüidad 
menor que el ràdio, está situado dentro déla circunferencia.5.® Un punto cualquiera, que dista del centro una cantidad 
mayor que el ràdio, está situado fuera de la circunferencia.

— í) —

(•) Bstp ejemplo ea «1 mUmo que emplea Y inetn t, y no puede elegirse otro m is sencillo.



í>émostracion. ì Si el punto que dista del centro una cantidad igual al ràdio no estuviese en la circunferencia, estaría dentro d fuera de ella: si estuviese dentro, distaría del centro una cantidad menor que el ràdio, conforme á la segunda parte del teorema directo, lo que es contrario á la hipótesis : si estuviese fuera, distaría del centro una cantidad mayor que el ràdio, seguii la tercera parte del teorema directo, lo que es también contrario à la .hipótesis: luego dicho punto no puede estar dentro ni fuera de la cii'-‘ cunferencia, luego se hallará en esta.Luego si un punto cualquiera dista del centro una cantidad 
igual al ràdio, está situad en la circunferencia.Lo mismo se demuestran la segunda y tercera parte del tewema recíproco.La fuena de la precedente demostración estriba efu que un punto, que se encuentra en un plano donde está trazada una circunferencia , se halla necesariamente en esta, dentro ó fuera, y en que cualquiera de estos supuestos produce una consecuencia distinta respecto á la distancia al centro.Podiendo emplearee un raciocinio análogo en la demostración de los teoremas recíprocos, cuyos directos reúnan iguales coudi- oiones, se infiere que1 « . Siempre que en una proposición ó sèrie de proposiciones 
se hayan hecho todas las hipótesis posibles sobre un mismo sugete), 
y cada una produzca una conclusión distinta, las proposiciones re
ciprocas son ciertas.

División de la Geometria.

— 10 —

Í3. La Geometría se divide en plana y del espacio.X a  G eom etría  plana  trata de la exlension cuyos puntos están 
todos en un mismo plano.

La G eometría d e l  bsi'ACIo se ocupa de la extensión cuyos puntos 
no están lodos en el mismo plano.



' V • V'-' ,GEOMETKÍA PLANA.----t~iT>2r̂ -—SECCION PIUSIERA.PROPIEDADES DE LAS FIGURAS PLANAS.
CAPÍTULO PRILLERÒ.

Lineas rectas er» nosiciones.U.X1W «?u.fc*wp» *., ■ -y . ■■
■ vJ- ■ ..•1ARTÍCULO PRIMERO. 

Be los ángulos.

Fig. 8.

— -N

*4í. iSe llama ángulo la exlension comprendida entre dos reo
las que concurren en un punto. Las líneas que le forman se llaman 
lados, y vértice el punto de concurrencia.ABC (Qg. 8) es un ángulo cuyos lados son AB y B C , y el vórtice el puuto B.Un ángulo se nombra por tres letras, como acaba de verse, expresando siempre en el medio la del vértice; también se puede nombrar, cuando está solo, por la le- 

iiv. del vértice ; así se ditie el ángulo en B ; y cuando en un mismo punto se reúnen varios vé Ttices, por una letra ó número colocados en el »tenor ; asi se pueó’e decir el ángulo a , el ángulo 1 en vez de PON y MOP.CoROL. Un ángulo no varia de valor aunque varie la longitud 
de sus lados.Los ángulos se suman, 3e restan y se multiplican ó dividen por un nùmero abstracto.Asi M O P+ P O N = M O N , M OP=M ON— PON, y MON puede ser duplo de MOP, y éste mitad de aquel.

Se da el nombre de bisectr iz de un ángulo A la recta que 
le divide en dos partes iguales, OP es la bisectriz de MON.
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t5. Se ¡laman An cc lo s  auvacen tes  los que llenen el mismo

n g . 9.

Fig. 10. 
C'

0'

vértice, un lado común y los otros dos lados en lí
nea recta. AOD y DOB (lig'. 9) son adyacentes, lo mismo que AOC y COB._______________  Llámase áncui.o iiecto cada uno de los dos ad-*  ® B yacentes é iguales que una recia forma con otra, yOBLICUO el que es mayor ó menor que el redo. AOC y COB son ángulos rectos, y AOi) y BOB oblicuos.■ 6. T eorem a  1.® Los ángulos recios son iguales aunque no 

sean adyacentes. Sean rectos ios ángulos AOC y A'O'C' (figuras 9 y 10); vamos á demostrar que son iguales.Superponiendo (*) la figura 10 sobre la 9, de modo que A'B' coincida con AB. y el punto 0' n’ caiga sobre 0 , la recta O'C' coincidirá con OC; pues si O'C' tomase otra dirección cualquiera, por ejemplo OB, los ángólos AOB y BOB, que representan á los A'O'C' y C'O'B' no podrían ser iguales entre s í , siéndolo AOC y COB; loque es contra la hipótesis. Luego los dos lados del ángulo A'O^C' coinciden con los dé AOC , luego dichos ángulos son iguales.I V .  Llámase ángulo agudo el oblicuo menor que uno recio y y OBTUSO el oblicuo mayor que el recto: BOB es agudo y AOB obtuso (fig. 9).* » .  Se llaman ángulos  complementarios aquellos que sumados 
forman un recto, y  suplem entarios ¡os que forman dos rectos.CóROL. Dos ángulos que tienen el mismo complemento ó com
plementos iguales, ó el mismo suplerrtento ó suplementos iguales 
son iguales. ’Pohque agregándoles el complemento en un caso , y el suplemento en otro, dan una misma suma.

(') La superposición es el medio más romanraente empleado en la Geometría para demostrar la igualdad de las extensiones. Al efecto se admite como eridente, porque lo es , que «¿s extensiones- que superpuestas coinciden en
todas sus par tes son iguales,-y TSc:l^toc&m(¡QtQ, que dos extensiones iguales
se pueden superponer de modo que coincidan.las e x S Ís i^ e s  superposición no se altera la magnitud de



— —1 9 . T eorema 2.® lo s ángulos adyacentes valen juntos dos 
rectos ó son suplementarios.Píg, 11. Sean los ángulos adyacentes AOU y l)OB (fl-c /D gura H ).Trazando por 0 una recta OC, que forme dos ángulos rectos, se observará que los dados^ ® AOD yl)0B suman lo mismo que los rectos AOCB y COB, luego valen tanto como estos dos rectos: así llamando R á un ángulo recto,AOD-h D 0 B = 2 R .R ecíprocam ente . Si dos ángulos AOl) y  BOB , gue ttenen un 
lado común OD y el mismo vértice 0 , son suplementarios, serán 
también adyacentes, ó lo que es igual, los otros dos lados AO y  OB 
estarán en linea recta.Porque si OB no es la prolongación do AO , supongamos que lo sea OB', y se tendrá, por hipótesis,AOD +  D O B = 2 R , y por el teorema directoA 0 IH -I)0 R '^ 2 R ;de dondeAOB+I)OB=AOI)-hBOB' ó BOB=DOB', lo que es absurdo.Conoi-. 1.® Si un ángulo es recto, su adyacente toserá tam
bién ; y si un áingulo es oblicuo, -w adyacente lo es del mismo 
modo.CoROL. 2.® Cn ángulo cualquiera AOD vale ménos que dos 
recios.Porque prolongando uno de sus lados AO, se tiene AOD +  n O B = 2 R ; luego AOI)<;2R.CoRoi.. 3.® Los ángulos AOC+COD-l-ROB, que se pueden 
formar en un punto O de una recta y á un lado de esta valen jun
to dos rectos.Porque la suma de estos ángulos es igual á la de dos adyacentes cualesquiera AOI) y DOB. *



ConoL. 4.® 14

c.

Todos los áHijulüs A 01 i+ B 0 C + C 0 D + D 0 A .(a- guia 1̂ )  fjue se pueden formar al rededor de un 
punto O , valen juntos cuatro rectos.Porque prolongando uno de los lados AO de estos ángulos en eí sentido AF (*) Ja suma de todos e los equivale á la do Jos que pueden formarse en el punto O sobre Ja recta AF y débalo de la misma • pero loŝ que pueden formarse en O sobre AF valen dos rectos (co- olano o. ) yios que pueden formarse debajo oíros dos; Juego to- .IOS los que se pueden forman al rededor de 0 valen cuatro rectosCOROL 5. L o s ángulos form ados por dos rectas que secarían 

valen también juntos cuatro rectos. ^ se cortana « -  Se llaman kxoios oeuEsros eon el vértice aquellos de

AOG y DOB (fig. Í5) son opuestos por el vér- tice; 1o mismo que AOB y COB
AOĈ v̂ DOR yD0B4 AOD (18) , luegoíee ^ o r l )  AOD, luego soi ig u f-ARTÍCULO II.Perpendiculares y  oblicuas.a® . llama LiMK perpendicular ¡a que forma con otra dos 

ángulos rectos, ó uno solo { 1 9 , corol. 1.®) OC (fig. 14) es perpendicular á A B , si COB es recto.L ínea oblícua , la que forma con otra dos án
gulos desiguales ú oblicuos, ó uno solo (19 corolario 1.«). OD es oblicua á AB, si DOB es un ángulo oblicuo.

St una recta CO es perpendicular á otra AB,

Fig U .C ,D
A 0 DC orol. j.®

o resolución. D e c io s  ffeneralm Zt^  auxiliares de la demostraciónp.™ .vuaria



F ig . 15. 
AB

es fa lo será á la primera, y si una recia 1)0 es oblicua á otra A.B, 
esta también lo será á aquella.CoROL. 2.® Si dos recias AB y CO se corlan perpendicu/ai'men- 
íe, forman cuatro ángulos rectos. •‘3 3 . T eorema 1.® Por un punto dado no se puede trazar más 
que una sola perpendicular ú una recta.Pueden ocurrir dos casos: i.® que el punto dado esté en la recta; 2.® que esté fuera de ella.1.® Sea el punto 0 en la reota AB (fig. 14), decimos que no se puede levantar inAs perpendicular (pie la OC; porque otra recta cualquiera OD forma con la AB dos ángulos AOD y í)OB, el primero mayor que el recto AOC, y el segundo menor que el recto COB, luego dichos ángulos AOl) y DOB son desiguales, luego Oí) es oblicua á AB; luego por el punto O no se puede levantar más que una sola perpendicular. .2.® Sea el punto B fuera de la reolii AC (fig. 15); decimos que no se puede bajar más perpendicular que la BO. I)o- blando la parle superior de la figura , por AC, sobre la inferior, el punto B vendrá á parar á B'; y como AOB es un ángulo recto, por hipótesis, AOB' lo será también, luego BB' es una línea recta (1 9 , rec.). Si desde B se bajase otra perpendicular HI): uniendo I) con D' y doblando otra vez la parte superior de ia figura sobre la inferior , BD cuincidirá con B'I); luego el ángulo B'DO sería recto como su igual BDO; luego BDB' formaría una línea recta (1 9 , rec.); luego bubria dos rectas que tendrían dos puntos comunes B y B' sin coincidir, lo que es imposible 
(5, post.). Luego por B no se puede bajar más que una perpendicular BO á la AC.* 4 .  Teorema 2.® Si desde un p u n t o 15) fuera de una 
recta A C , se traza á esta una perpendicular BO y una oblicua BI), 
la perpendicular es menor que la oblicua.Doblando la figura por AC, la parte superior sobre la inferior, el punto B caerá en B', y las rectas BO y BD tomarán las nosicio- nes de OB' y DB'.El ángulo AOB es recto; luego AOB' lo será también , puesio que es o! primero colocado en otra i>osici(jn de.spiies de doblada

A________
\



if) —la figura; luego BO y OB' forman una línea recta ( lO  , rec.).K¡̂ . ir>./IBi / : /1 ó ^ y 0 q* \: \ \ D
Como por dos puntos B y B' no puede pasar más que una recta {5 , post.), BD y DB' forman una línea quebrada; luego (5)BB '<BD B':y como BO es mitad de BB' y BB de BDB',se tendrá por fin B O < B D .C o rolario . La distancia entre un punto y una recta se mide 

poi la perpendicular trazada desde dicho punto á la recia.U eoíprocahe .m e . Si una recta es la menor que se puede trazar 
entre un punto y  otra recta, será perpendicular á esta.I 0. que si no , sería oblicua, y trazando una perpendicular sería menor que ella ; lo que es contra la hipótesis.G , fuera de una recta AB (fig. \^), se trazan á esta una perpendicular CD y diferentes 
oblicuas CE, C F y CG: 1.« las oblicuas CE y  CF , que se sepa
ran ujualmente de la perpendicular, son iguales: 2 .“ de dos
oblicuas CF?/ C G , la que más se separa de la perpendicular es la 
mayor.

, doblando la figura COF sobre CDE , sirviendo de eje CD, como los ángulos CDF y CDE son iguales, el punto F caerá sobre E ; luego los extremos de la recta CF coinciden con los de CE ; luego estas oblicuas son iguales.2.® Si D G > D F , doblando la parte superior CDB de la figura sobre la inferior , el punto C vendrá á parar á C' y las rectas GD, CF y CG quedarán representadas por G'D, C'F y C'G: siendo recto el ángulo CDB, C'DB también lo será (lf> , corol. 1.®); luego CC' será una línea recta (SS>, recíproco) , y CFC' y CGC' serán líneas quebradas (5 , post.); luego C G C '>  CFG' ( y ) : pero CG es mitad de CGC' y CF mitad también de CFG', luego C G > C F .Si las oblicuas fuesen CG y CE . una á cada lado de la per- pptidiculiir, triizariamas la CF. de modo que D E ^ .D E , y se

1-® Si D E = D FFig. 16.
Í J d XpX g b
C'



demostraría, como acaba de hacerse, que CG>»CF: mas CF y CE son iguales por el caso í . \  luego C G > C E .R ecíprogameiste. 1.® Si dos oblicuas son iguales y se separan 
igualmente déla perpendicular: 2.® Si dos oblicuas son desiguales, 
la mayor se separa más de la perpendicular (I^ ).C o r o lar io .  Desde un punto á una recta se pueden trazar 
dos rectas iguales, y de dos en dos todas las que se quiera; 
pero no se pueden trazar tres, ni más de tres , iguales en
tre si.® 6 . T eorema 4.® 1.® Un punto cualquiera situado en la 
perpendicular CD (íig. 17) levantada en el punto medio O de una 
recta A B , equidista de hs extremos de esta: 2.® m  punto cualquie
ra E , situado fuera de la perpendicular, dista desigualmente de 
los extremos de la recta.1.® Uaiendo C con A y con B , las oblicuas GA y CB son iguales ( * 5 ) ; luego C equidista de A y de B.2.® Trazando las recias E A , EB y CB se tendrá (5) C E H -C B > E B ;y como CA y CB son iguales, según la primera parte del teorema, sustituyendo la primera de estas líneas por la segunda, resultaC E H -C A > E B ó E A > E B .R ecíprocam ente . 1.® Un punto cualquiera equidistante de los 
extremos de una recta, está en la perpendicular levantada en 5w 
punto medio: 2.® un punto cualquiera que no equidista de los ex
tremos de una recta, está fuera de la }yerpendicular levantada en 
su punto medio (lí®).

/Jámase lugar  geométrico de ciertos puntos la linca 6 figura 
que tiene una propiedad exclusiva á dichos puntos. Así, la circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos que en el mismo plano equidistan del ceníi-o.CoROLARir 1.® E l lugar geométrico de los punios equidistantes 
de (os extremos de una recta es la perpendicuiar (evan/ada en su 
punto medio.Corolario 2.® Si una recia CD tiene dos puntos cualesquiera C y D equidisíanles de los exiremos k y ' R  de otra recta A B , le es 
perpendicular en su punto medio 0.Porque levantando en dicho punto medio O una perpendicular, GEOM. 2
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— IR ^pasará por los piintóá C  ̂D (oorul. ariL), luego coincidirá con la recia CO (5 , corol. 1 ,  luego será [)ei'pendicular á la A B en su punto medio 0. ARTÍCULO TILDO las lineas paralelas.. Se llaman r ect a s  pah alei.as  las que estando eit un mhmo 
plano no se encuenlran por más que se prolonquen.T eorema ! .® Dos recias perpendicidares á una tercera 
son paralelas mire si.Lii erecto, si se encontrasen en un punto'cualquiera, desde este punto habría trazadas dos perpendiculares á una recta, lo rpie es absurdo (^ít).PüSTui,ADo, Dos rectas, m a  CB perpendicular y otra KP ( f lg . 18) oblicua á una (creerá A B , no 

son paralelas; y se encuenlran hacia don
de la oblicua EF forma con la AB el ángu
lo agudo ( ') .C orolario  1.® Por un punto F  fuera 
de una recio CD no se puede trazar á esta 
más que una paralela.Porque trazando por F la AB perpendicular á CI), y la FG perpendicular á AB, CÜ y FG serán paralelas ( a s ) , y cualquiera otra recta FE será oblicua respecto de la AB (2*3) , luego no será paralelad CD según el postulado. Luego por F no puede trazarse más que una paralela á CD.C o r ol . 2.® Si una recia FE corla á una de dos paralelas GF, 

prolongada suficientemenle también eoTíará á la otra CD.Pues de lo contrario por F habría dos paralelas , EF y G F , á lina misma recta CD ; lo que es imposible (coro!, ant.).C orol. 3.® Si una recia es perpendicular á una de dos 
paralelas CD , también lo será á la oirá GF.Î orque si AB no fuese perpendicular á GF , le serla oblicua, y esta también sería oblicua respecto de aquella; mas en tai caso

(*) Este es el célebre postulado de Euclides. Puede verse una demostración de él en Vincent, Cmo-s de Qtíométrie éldmentau-e, pág. 27.



CD y GF no serían paralelas (según el postulado), lo que es contra la hiftútesis.CoitüL, 4 .“ Dos rectas AB y  CD (ñg, 19), paralelas á unaFig 19 IVÍN, son paralelas entre si.
&__________ B Porque si AB y CD se encontrasen, desde el
 ̂~  T ~ ~ P  piloto en que lo hiciesen habría dos paralelas á ”  ™ WN, lo que es imposible (corol. 1.®).CoROL. -5.“ Dos rectas ABy CD, respectivamente perpendicUr- Fig, 20. lares á <hs pai'alelas EF y  G ü , son para

lelas entre si (ñg. 20).Si AB es perpendicular á KF también -S lo será á su paralela Gil prolongada (corolario 3.®), y como CD lo es á esta por hipótesis, AB y CD son paralelas (a S ).CoRon. 6 .“ Sí dos rectas AB y CD no son paralelas, sus per
pendiculares respectivas P:F y GH tampoco lo serán.Porque si EF y Gil fuesen paralelas, sus perpendiculares respectivas AB y CD lo serían también (corol. 5 .“) , lo que es contra la hipótesis.

30. Se llama s e c a m t . o  t r asv er sa l  la recta E F , gue corta á 
otras dos AB y CD (fig. 21).La secante forma con las rectas que B corta ocho ángulos, que son: 1 , 2 .  3 4 5,  6,  7 y 8.¿ Reabeíi el nombre de ányulos internos ¿Oí gue están formados dentro de las recias, como 3 , 4 ,  5 y 6,  y extern os  los gue están fuera , tales son 1 2 , 7 y8.

Llamaremos ángubs a u e r n o s  bs gue esbn dentro de las recias, 
uno cm cada m a , y á diferente lado de la secante como 3 y y 3.

Angulos correspondientes son bs gue están uno dentro y otro 
fuera de las recias , uno con cada una , y á un misino lado de b  
.secante, r^mo I y 5 , 2 y 6 , 3 y 7 , 4 y 8 .3 8 . T eorema 2 . “ Si dos recias cortadas por otra forman 
con ella: \ .'‘ ángulos alternos ó correspondientes iguales, ó infer
nos de un misíiw lado de (n secante suplemenlnrios, dichas rectas 
son paralelas: 2.®.9í forman ángulos alternos ó correspondientes

— 19 —
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Pig. S2.
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desiguales, ó internos de un mismo lado no suplementarios, dichas 
rectas no son paralelas.1. ® Alternos iguales. Supongamos que los ángulos AGH y DIlK , ó 5 y G (fig. 22) sean ¡guales.Por el punto 0 , medio de la GH , se traza la PQ perpendicular á CD. Hágase girar la figura OHQ, en el mismo plano y al rededor del punto O, hasta que Olí coincida con OG: el punto H caerá sobre G , por ser estas rectas iguales por construcción: la línea OQ coincidirá con OP, por ser los ángulos POG y IIOQ iguales (®1): la HQ coincidk-á también con GP por ser los ángiilos PGO y QHO iguales por hipótesis, luego el ángulo OQH coincide con OPG; pero OQH es recto, luego OPG también lo será: luego AB y CD son perpendiculares á PQ , luego son paralelas (S58).Si los ángulos alternos iguales fuesen 4 y H , como son respectivamente suplementarios de 5 y 6 , estos serian también iguales (■», corol.), y el paralelismo de AB y CD se demostraría como acaba de verse.

Correspondientes iguales. Si los ángulos ¡guales son o y 7, como 7 es igual al 6 por opuestos en el vértice, 5 y 6 serán iguales , pero estos son alternos ; luego las rectas son paralelas.
Memos de un mismo lado suplementarios. Supongamos que 4 y 6 sean suplementarios; como 5 y 4 lo son también (* » ) , 3 y 6 serán iguales: pero estos son alternos ; luego las rectas son paralelas.2 . ® Alternos desiguales. Supongamos que los ángulos AOFFig. 23. y DXR (fig. 25] sean desiguales, vamos á demostrar que AB y CD no son paralelas.Porque si lo fuesen, trazando por O una recta MN, que formase el ángulo MOF igual á DXE, MN sería paralela á CD, según la primera parte del teorema ; luego por O se tendrían dos paralelas AB y MN á CD, lo que es imposible ( 3 0 , corol. I.®); luego AB no es paralela á CD.De una manera análoga se demuestra que las rectas no son
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Fig . 24.E P G

paralelas cuando los áng-iilos üürresjjondientes son desiguales, ó cuando los internos de un mismo lado no son suplementarios.R kcíphocamente. 1. “ Si dos rectas son paralelas , cortadas por 
otra, forman con la secnnle ángulos alternos y correspondientes 
iguales, y ángulos internos de un mismo lado'suplementarios:^.^ 
si no son paralelas , forman con la trasversal ángulos alternos y 
correspondientes desiguales, é internos de un mismo lado no 
plementarios ( * **)•3 3 .  T eobema 3.® la s  parles de paralelas comprendidas 
entre paralelas son iguales.Pueden ocurrir dos casos: 1.® que unas paralelas sean perpendiculares á las otras: 2.® que les sean oblicuas.1. ® Sean las paralelas AB y CD, EF y GH (íig. 24).Por el punto P , medio de EG , se trazala PO perpendicular á la A B , la cual lo será también á la CD ( 3 » ,  coro!. 3.®).__  Doblando la figura por PO , la parte PODBP ® H sobre la POCA, PB coincidirá con PA por ser los ángulos BPO y APO rectos: por igual razón OD coincidirá con O C ; el punto G caei'á sobre E , por ser PG igual á PE por ooustrucoion, luego la línea Gil coincidirá <}on K F , ponjue si no desde E habría dos perpendiculares á la CD , lo que es imposible; luego la GH coincide en todos sus puntos con la E F , luego son iguales.Lo mismo se demostraria que FH es igual á E G , trazando por el medio de GH una perpendicular á EF.CoROL. Los puntos de una recta equidistan de su paralela.2. ® Sean las paralelas AB y CD, EF y GH (fig. 25).Por los puntos E y G se trazan las perpendiculares EP y GQ á la AB, que lo serán también á la CD { 3 » ,  corol. 5.®), é_____________________  iguales entre sí, según la primera parte del** ® teorema.>uperponiendo la figura IIGQ sobre F E P , de manera que G(3 y EP coincidan, GH caerá sobre E F , por ser los ángulos FEP y UGl} iguales \w  complementos de .\EF y A G il, también ¡guales ( 3 1 , rec.): OH caerá sobre PF por ser rectos los ángulos en P y en 0 ; luego el punto H caerá sobre F ; luego los
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exiremos de GII se confunden con los de K F , luego estas rectas son iguales.Para demostrar que EG y FH son también iguales, se tiene, según la primera parte del teorema, E G = P Q : pero resultando Q H = P F  por la superposición anterior, se tendrá también Q U -h IIP = P F -l-H P  ó PQ =  Fií; de esta última igualdad y de la primera resulta al fin E G = FH.3 3 . T eorema 4.° 1 .“ Los ánf¡ulos 1 y 5 , d 5 y O (figura 26), que tienen sus lados HA y OÍ), BG y OE, paralelos y di
rigidos en el mismo sentido, ó BA y O F , BC y OG, en sentido 
opuesto, son iguales : 1 °  los ángulos o y 5 , que tienen sus lados 
paralelos, dos BA y OD dirigidos en el mismo sentido , y otros dos BC y OG en sentido opuesto, son suplementarios.Fig-26. 4.° Los ángulos 1 y 2 son iguales por

y  correspondientes; 5 y 2 lo son también por igual razón; luego el ángulo \ es igual al 3.Los ángulos O y 1 son iguales por opuestos en el vértice ; el 1 es igual al 3 por lo que se acaba de demostrar; luego O y 3 son iguales.2.® El ángulo en 1 es suplementario del 5 , por adyacentes; pero el 1 y el 3 son iguales por lo demostrado en la primera pai'te del teorema; luego 5 y 5 son suplementarios.CoRoi.. Los ángudos de lados paralelos son iguales ó suple
mentarios.3 4 . T eorema 5.® Los ángulos ABC y  DOE ó DOF (flg. 27), Fig . 27. que tienen sus lados BC y E F , BA y DO

perpendiculares, son iguales 6 suplemen
tarios.Trácense por B las rectas BG y BH, respectivamente paralelas á EF y DO,________  y se tendrá que los ángulos IIBA y GBGn son rectos ( 3 9 , 3 .“) ;  luego los ángu- ABC , que tienen el mismo complemento ABG, ( I S ,  corolario); pei’o IIBG y DOE ó DOF Ce

— 22 —

losson BIIBG y igualesnen sus lados paralelos, luego son iguales 6 suplementarios



( 3 3 cürül.): luego ABC y BOK ó DüF también lo serán.Obskrvacio.n. Son iguales ios áugulos do la misma especie, como ABC y DOE, y suplementarios los de especie distinta, como ABC y DOF.
CAPÍTULO II.

De la circunferencia.

ARTÍCULO PRIMERO.
Propiedades de la circunferencia.3 5 . Teorema 1.® Dos circunferencias de igual ràdio son 

iguales.Porque superpuestas de modo que coincidan los centros, coincidirán en todos sus puntos, pues do lo contrario unos puntos se separarían del centro más que otros, lo que es imposible (1>, corolario); luego dichas circunferencias son iguales.OBSERVACIONES.1.* Este raciocinio demuestra igualmente que si dos arcos de Igual ràdio se superponen de modo quo coincidan los centros de las circunferencias á que pertenecen y uno de sus extremos, coinciden en todos sus puntos si son iguales, y si son dasiguales el menor se ajusta sobre el mayor, aunque no ocupe toda su extensión; y que, si superpuestos de la misma manera coinciden sus extremos, se íyustau en todos sus puntos, y por lo tanto son iguales. *2.* El misino raciocinio demuestra también que dos círculos de igual ràdio, superpuestos do modo que coincidan sus centros, coinciden en lodos sus puntos, y por lo tanto son también iguales.3 6 . Teorema 2.® JU diámetro AB divide la circunferencia 
en cbs parles iguales llamadas sB.'uiciKcu.M'EiiExaAS.



Doblando la fi âira 28 por el diámetro A D , la parte ACB coincidirá con ADB; porque si no coincidiesen, las distancias del centro á la circunferencia no serian iguales, lo que es absurdo (O , corol.): luego las dos partes en que el diámetro divide la circunferencia coinciden en todos sus puntos, luego son iguales.O bseuvacio n . La superposición anterior demuestra también que el diámetro divide el círculo en dos partes iguales, que reciben el nombre de semicírculos.3 7 .  T eorema  5.® E l diámetro AD (flg. 29) es mayor que 
otra cuerda cualquiera CD.Trazando los rádios OC y OD, se tendrá (5) OC +  O D >CD :pero OC y OD componen el diámetro AB (IO, corol. 1.®) ; luego A B > C D .3 8 . T eorema  4.® Por tres'punios A , B , C  (fig. 50),

no están en linea recta, puede pasar una circunferencia , pero 
nada más que una sola.Uniendo estos puntos por las rectas AB y BC, y levantandoFig. 30. en los puntos medios D y E de estas las perpendiculares* DF y E li , estas perpendiculares se encuentran en un punto, tal como 0 (2 9 , corolario 6.®).Ahora, siendo DF el lugar geométrico de los puntos equidistantes de A y B ( 2 0 , corol. 1.®), y Eíl el de los puntos equidistantes de B y C, el punto O, donde se cortan, será el único que en el mismo plano equidista de A , B y C ; luego si se hace centro en O , y con un ràdio OB se traza una circunferencia, pasará por los tres puntos A , B , G ; y como en el mismo plano no hay otro punto equidistante de los tres dados, no se podrán trazar más circunferencias diferentes que pasen por los mismos.ConoE. 1.® Tres puntos que no están en linea recta determinan 
la posición de una circunferencia.C o r o l . 2.® Dos circunferencias no pueden tener más que <hs 
punios comunes.
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P ig . 31.

— 2H —Porque si tuviesen tres, las dos circunferencias se confundirían en una sola.3 9 . Teorema 5.® En cimmferencias iguales ó en m a mis
ma circunferencia: 1.® arcos iguales tienen cuerdas iguales: 2.® 
el mayor arco tiene la mayor cuerda (*).1. ® Sean las circunferencias 0 y 0̂  (fig. 31) iguales, é iguales también los arcos ABCyA'B'C': vamos á demostrar que las cuerdas AC y A'C' lo son del mismo modo.Superponiendo la circunferencia O' sobre la O , de manera que el punto A' coincida con A , el punto C' caerá sobre C , por ser los arcos ABC y A'B'C' iguales; luego los extremos de las cuerdas se confunden, luego estas son iguales.Si los arcos iguales fuesen ABC y D E F , situados en la misma circunferencia O , en la O' tomaríamos A 'B 'C '= D E F; de donde resultaría por lo que se acaba de demostrar, que D F = A 'C ' y AC :== A 'C', luego AC=1)F.2 . ® Sean las circunferencias O y O' (fig. 32) iguales, y A'B'C'>>ABC; vamos á demostrar que A'C^>»AC.Superponiendo la circunferencia O' sobre la O, de modo que el punto A' coincida con A , el punto C' caerá más abajo de C en C " , por ser el arco A'B'C' mayor que el ABC por hipótesis; luego la cuerda A'C' estará representada y será igual, según la primera parte del teorema, á la AC".Fig. 32. Ahora trazando los rádios OC yOC", se tiene (5)A X + X O A C  y O X + X C " > O C " .Sumando estas desigualdades resultaAX_|_XC-1-OX h- X C " > A C - í-O C ", A C"4-O C>A C-hO C".

(*) Toda cuerda subtiende dos arcos , uno mayor y  otro menor que la micircunferencia (cuando no es diámetro). S i , comO en ei teorema del texto, se menciona solo uno de los arcos, se entiende siempre que se habla del me> ñor que la semicircunferencia.



Suprimiendo en ambos miembrop Ipí.fádjps, OC y 0C"g se Kg- 32. _ tiene ' Á C " > A C , ,ysustjtu.yQíHioen^yezde AG''su.ignál  ̂ A 'C ', resqlt  ̂pqr fia ,
— 26 —

A'P'írí'liS. , ,Si los arcos ABC cstuvíe- . sen situados en la misma circunferencia O, en la O' tomaríamos A 'J]'C '= M \P : de donde resultaría por lo que acabara.ô  de demoatrar, que A 'C '>  A C , y por la primera parte del teorema MP =  A'C'j luegoM P > f C .R ecípuocaíieme. circunferencias'¡(guales, ó en una misma 
circunferencia: 1 .“ cuerdas ujuales subtienden arcos iguales: 2.® 
la mayor cuerda subtiende e! mayor arco (1®).4 0 .  Teohema 6.® En circunferencias iguales, ó en una 
mismĝ  Qircunfcrencia: 1 .“ cuerdas iguales equidistan del cenfro: 2.® de dos cuerdas desiguales la mayor se aproxima más al centro 
que la menor.,1.® , Sean las circunferencias O y O' (fig. 53) iguales , y las Fig. 33. cuerdas AB y A'B' iguales también,® vamos á demostrar que equidistan delcentro.Trazando las perpendiculares OID / y  O'D' á dichas cuerdas, y superponiendo la segunda figura sobre la pri- de mpdp guq, 0' y ,Q cqinqidan, y que A' y A se confundan tamfiien, B' caerá so^o Jí ,pór ser los arcos AB y A'B' iguales ( 3 0 ) : y, ja cupvda‘"A'B'se Confundirá con AB; luego O'D' coincide coi¿ QD, pijes, de |o contrario desde O habría dos per- pendic^ar^s á la A B , lo es _̂ bsurdo ( 3 3 ) ; luego OD y O'D'son iguales: pero estas líneas son que miden las distancias de las cnerdas á, los,pentup§ rgspeptivos ( 3 4 ,  corol.); luego dichas cuerdas equidistan deí fi’qbtro. ', . , 'Si las cuerdas iguales estuviesen en una misma circunferencia como AB y MN, la demostración sería análoga á la empleada en igual hipótesis del teorema anterior.2.® Sea A.'B'>-ÁÉ en las circunferencias O' y O iguales (fi- giu’a 54).



laego con más razón

Superponiendo la ügura primera sobre la segunda, de modo que el centro O' coincida con O y el punto A' con A , el puntó B' caerá en B " , por ser el arco A'B' mayor que AB (3 9 , ree.) : la cuerda A'B' estará representada por su igual AB" (39) y O'D' por su igual OD" según la primera parte de este teorema.Ahora ( a i )  O C > O D ",pero OD>-OC;O D > O D ",
Ò, una vez que ' 0 D "= 0 'D ',0 D > 0 'D '.Luego la cuerda mayor A'B' dista ménos del centro que la menor AB.Si las cuerdas desiguales estuviesen en una misma circunferencia , cojnpi AB y MN, la demostración sería análoga á la empleada en igual hipótesis del teorema anterior.R rciprocam rnte . En circunferencias iguales ó en una misma 
circunferencia: d.® cuerdas equidistantes del centro son iguales;, 2.® de dos ó más cuerdas , la que más se aproxima al centro es la 
mayor (í®).O b se r v a ció n .  Suponiendo unido el punto A con O por una recta AO, en la misma figura 34, se notará que si desde O se trazan perpendiculares á las rectas AB y AB" la menor de estas perpendiculares es la que corresponde á la línea que con la AO forma menor ángulo.4 1 . T eorema  7.® E l diámetro AB perpendicular á una 
cuerda CD (flg. 35), divide la cuerda y los arcos CBD y  CAD, 
que esta subtiende, en dos partes iguales.Doblando la parte ADB de la figura sobre la ACB, sirviendo
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Fig . 35. de eje el diámetro AB, la línea XD tiene que caer sobre X C , por ser rectos los ángulos AXD y AXC; y siendo D punto de la circunferencia, tiene que caer sobre C, que también es punto de la misma; luego XD se confunde con X C , el arco BD con CB y el AD con A C ; luego la cuerda y los arcosquedan divididos en dos partes iguales.



— 28 —CoROL. Dos diámetros perpendiculares entre si dividen la cir- 
cunferéncia en cuatro parles újuales, llamadasObservación. La recta A.B cumple con las condiciones siguientes :1 .* Pasa por el centro del circulo.2. * Es perpendicular á la cuerda.3. * Divide la cuerda en dos partes iguales.4. ' Divide también en dos partes iguales el arco menor que la 
cuerda subtiende.5. * Divide igualmente el arco mayor en dos partes iguales.Dos de estas condiciones determinan la posición de una recta(5 , corol. l .°  y » 3 )  ; luego

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condiciones 
precedentes y cumplirá también con las tres restantes.ARTICULO U.

Lineas secantes y  tangentes á la  circunferencia.4ii®. Teorema 1.“ Una recta no puede tener más que dos 
puntos comunes con la circunferencia.Porque si tuviese tres, trazando por ellos rádios, se tendrían bajadas desde el centro á la recta tres rectas iguales, lo que es absurdo (í55, corol.)4 3 . Se llama secante de una circunferencia una recta ilimi
tada , que tiene dos puntos comunes con ella ; y  tangente una 
recta, también ilimitada, que tiene un solo punto común con la 
circunferencia. El punto común S6‘ llama punto de contacto.4 4 . ‘ Teorema 2.® Toda recta que pasa por el extremo exte
rior de un ràdio: 1 í/ es perpendicular al ràdio será tangente á 
la circunferencia: 2 .“ sies oblicua será secante.F ig . 36. \ Si CD es perpendicular en el extremo Bdel ràdio OB (flg. 36), será tangente.En efecto, siendo CD perpendicular á OB, OB lo será á CD , corol. 1.®) : luego otra recia cualquiera 0?« será oblicua á CD (33) ; luego será más larga que la perpendicular OB (‘̂ 4); luego el punto m está fuera de la circunferencia; y como lo mismo se demuestra de otro punto cualquiera de la CD,



Fig. 37.

resulta que ésta no tiene más <}ue un punto común con la circunferencia; luego es tangente (43).2.® Si la EF es oblicua à GB, será secante de la circunferencia.Siendo EF oblicua á GB , GB Io será á EF ; luego desde O se puede trazar otra oblicua 0« igual con GB ( S 5 , corol.); luego el punto n se halla en la circunferencia ( I I , ree. i.®); luego la recta indefinida EF tiene dos puntos comunes con la circunferencia, luego será secante (43).R ecIpiu)came.m e . Toda recia pasa por el extremo exterior 
de un radio: 1.® si es lanfjenle será perpendicular al radio : 2 .“ si 
es secanle será oblicua (I®).CoRoi.. i Por un punió de la circunferencia no se puede 
trazar más que una fangenle.Porque si se pudiesen trazar dos ó más, habria en el extremo del ràdio dos ó mis per[)endiculares á este, lo que es absurdo (®3).C or ol .  2.® j)os paralelas AB y  CD (Qg. 57) tangentes á una 

circunferencia O, tienen sus puntos de contacto E y Y en los extremos de un mismo diámetro EF.Porque trazando por el punto de contacto E un diámetro , este será perpendicular á A B , según el teorema recíproco anterior ; luego también lo será á CD (®9 , corol. 5.®), luego, pasará por el punto de contacto F; pues de lo contrario uniendo F con 0 , esta línea sería perpendicular á CD, según el recíproco precedente, y por consiguiente desde el centro habría dos perpendiculares á la CD, lo que es imposible ; luego los puntos E y F están en los extremos de un mismo diámetro.Gbservacion. Del recíproco anterior, y también del número ®4 , se infiere que : ¡a secante dista del centro mía cantidad 
menor que el ràdio, la tangente una cantidad igual al radio, y la 
linea exterior á la circunferencia una cantidad mayor que el 
ràdio ; y reciprocameiUe (i®)-

45. T eorema 5.® Los arcos comprendidos entre paralelas 
son iguales.Pueden ocurrir tres casos: f.® que las paralelas sean dos secantes ú dos cuerdas Gil y LM: 2.® que sean una socante d cuerda LM y una tangente AB: 3.® que sean dos tangentes AB y CD.
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— oO —i.® Si se traza el di1,rnetrü líF perpendicular á G il, seten- líM F ^ G L F :pero siendo FF perpendicular á GH, lo será también á LM (SO , Figr. 37. corol. 5.®); luegoí z i f c i  ,restando estas dos igualdades se tiene
ÍIMF—MFzz^GLF—LF ó IIMr=GL.c F------n . Trazando el diámetro E F , será perpen-dioular á AB (411, rec.), y por consiguiente á LM ( S O , coro). 5.®); luegoM HEz=LGE.5.® Por E se traza un diámetro, el cual pasará también por F (1 1 , corol. 2.®); luego (36)

FMHE=FLGE.1 6 . Se dice que dos circunferencias son skcaistes una de otra 
cuando tienen dos puntos comunes, y  tangentes cuando solo tie
nen uno.4 7 . T eorema 4 .“ Sidos circunferencias 0 ^ 0 '  (fig. 58), 
tienen un punto común A fuera de la linea 0 0 ', que une los ceñ
iros , serán secantes.Bájese desde A una perpendicular AB sobre 0 0 ', y prolún- guese de modo que A'B sea igual á A B : uniendo los puntos A y A' con O y O ', las oblicuas OA y OA' son iguales (S5) , luego si A es punto de la circunferencia O, también lo será A ' (13, rec. f.®); por igual razón las oblicuas AO' y O'A' son iguales; luego siendo A punto de la circunfereucia O', también A' lo será; ' luego las circunferencias O y O' tienen dos puntos comunes, luego son secantes {46).OnnoE. I.® La linea de los centros de dos circunferencias se

cantes es perpendicular ú la cuerda común.Coiio).. 2.® JH punto de contado de dos circunferencias tan— 
gentes está en la línea de los centros.Ponpie si estuviese fuera serian secantes.4ft. T e o r e m a s .® f^os circunferencias que están en un mis- 
moplano:



1. ® Si ooii exteriores la una á la otra, la distancia de ¡os 
centros es mayor que la suma de ¡os rádios.2. ® Sise  locan exleriorinente, la distancia de los centros es 
igual á la suma de los rádios.5.® S i se cortan, la distancia de los centros es menor que la 
suma de los rádios y mayor que su diferencia.4 . ® S i se locan inleriormenle, la distancia de los ceñiros es 
igual á h  diferencia de los rádios.5. ® S i son interiores la una á la otra, la distancia de los
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Fig . 39.

Fig. 40’.

centros es menor que la diferencia de 
los rádios.1.® La simple inspección de la figura 59 nos da00' =  0A +  A A '+ Á '0 ':  de donde 0 0 '> O A + A '0 ' , ó llamando d la distancia de los centros, r y r' los rádios de las circunferencias O y O ',2.® El punto do contacto de estas circunferencias (fig. 40) está en la línea de los centros (4y , corol. 2.®); luego O O '^ O A + A O ' ó d=^r-\-r'. 5.® Los punlo.s de intersección A y k! (fig. 41) están fuera de la línea de los centros (49 )̂ ; luego los puntos O, A y 0' no están en lí- ‘iiea recta ; luego ''5)ü O '< A O  +  AO':y también O A < ;O 0 '+ A O ', de donde 0 0 '> 0 A — AO', ,ó reuniendo la primera y ùltima desigualdad,

d a .r-^ r '^  í/>*r— r'.4.® El punto de contacto de estas cirennfe- rencias (fig. 42) está en la linea 00' ( J 9 , coi-o- lario 2.®); luego 0 0 '= 0 A — O'A ó d ~ T  — r'.La simple inspección de la figura 45 nos da

Fig. 42.



Fig. ÍS.
— 52 —00' =  A 0— (/A'— A'A;stimariílo A'A con el segundo miembro, este crecerá , y por consiguiente 00' < 0 A — O'A' 6 d < r — r'. Recíprocame.nte. Dos circunferencias que están 

en un inismo plano :1. ® Si la distancia de los centros es mayor 
que la suma de los rádios, son exteriores la tma 
á la otra.2.° Si la distancia de los centros es igual á la suma de los 

rádios, se tocan exleriormeníe.5.® Si la distancia de los centros es menor que la suma de los 
rádios y mayor que su diferencia, se corlan.4. ® Si la distancia de los ceñiros es igual á la diferencia de los 
rádios, se tocan interiormente.5. ® Si la distancia de los centros es menor que la diferencia 
de tos rádios , son interiores la una á la otra (13).ARTÍCULO III.

Medidas de los ángulos.4 9 . Se llama arco correspondiente á un ángulo el arco inter
ceptado entre sus lados y trazado desde el vértice como centro.CoROL. E l arco correspondiente á un ángulo recto es un cua
drante {¿IV, c,ovo\.).5 0 . T eorema 1.® 1.® Si dos ángulos son igimles, sus arcos
correspondientes trazados con el mismo rádie son también 
iguales : 2.® si dos ángulos son desiguales , el mayor tiene mayor 
arco correspondiente, estando los dos arcos trazados con el rnismo 
ràdio. 'i.® Sean los ángulos B y E (fig. 44} : superponiendo el primero al segundo, de manera que coincidan , el punto N coincidirá con Q y el 51 con r  , por ser iguales por hipótesis los rádios BN y EQ; luego el arco MN se confunde con PQ { 3 5 , obs. 4.*),  luego son iguales.



2/ Sean los ángulos B y E (íig. 45) ; superpóngase el primero al segundo, de modo que coincidan los, vértices y que BC caiga sobre E F , y el otro lado BA. caerá en la parte interior del ángulo DEF en EM', por ejemplo; por ser este ángulo mayor que el en B por hipótesis: el punto N caerá sobre Q por la igualdad de los rádios BN y E Q , y NM se ajustará con QP (3 5 , observación i.*). Ahora los arcos MN y M'O son iguales por la primera parte del teorema : pero PQ es evidentemente mayor que M'Q ; luego también será P Q > M N .Recíprocamente. 1 SÍ dos arcos trazados con el mismo ràdio 
son iguales, sus ángulos correspondientes también lo serán : 2 .“ íí 
dos arcos trazados con el mismo ràdio son desiguales, el mayor 
corresponde á mayor ángulo (I®).CoRüL. Si el arco AB (Qg. 46), correspondiente á un ángulo AOB , es un cuadrante, el ángulo será recto.Porque completando la circunferencia y prolongando BO hasta C, CAB será una semicircunferencia (3 6 ); pero AB es un cuadrante por hipótesis, luego AC«será otro cuadrante; luego los ángulos AOB y AOC son iguales, según el teorema anterior. Por otra parte, AOB y AOC valen juntos dos rectos (lO ), luego cada uno de ellos valdrá un recto ; luego AOB es un ángulo recto.5 1 . Teorema 2.® Dos ángulos cualesquiera son proporcio
nales á sus as'cos correspondientes trazados con igual ràdio. - Se distinguen dos casos: 1.® que los arcos sean conmensurables: 2.® que sean inconmensurables (6).* i.® Sean MN y PQ conmensurables (fíg. 47)y M m = P ;í la unidad de medida común. Supongamos que esta se puede colocar en MN tres veces y cinco en PQ, y se tendrá^ — 1  PQ ■“  s 'Trazando por los puntos de división de estos arcos y por los vértices lineas rectas, los ángulos ABC vBEF

(¡ROM. 3
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F ij .  46.

?



quedarán divididos el primero ea tres ángulos y el segundo en cinco, todos iguales entre sí ( 5 0 , rae.); luegoA B C _  3 DÉF“ 5”
— 54 —

Esta proporción go (Alg. 183) la anterior tienen común la razón ^ lue-
P ig . 48.

A B C _ M N  D E F ~ P Q '2." Sean MN y PQ (fig. 48) inconmensurables ; supongamos que el arco MN se divide en partes iguales entre si. tan pequeñas como se quiera (lo que es posible , jíuesto que se puede suponer dividido MN en dos partes iguales, cada una de estas en otras dos y asi sucesivamente) ; y que una\X'\~C  E------(le estas partes sea M w : coloqúese esta medida sobre PQ todas las veces que se pueda, y quedará un resto gQ, una vez que MN y PQ son inconmensurables: trácese luego la recta E^.Siendo los arcos MN y Vq conmensurables se tendrá según la primera parte del teorema DE$ PqComparando estos quebrados con los siguientes ABC ^DÉF ^se observará que los segundos (que están en columna) tienen el numerador MN com ún, y que el denominador Pq se puede aproximar á PQ lodo lo que se quiera; porque qQ es menor que Mm , y esta parle puede ser más pequeña que una cantidad cualquiera dada; luego esel limite de (*): por igual razón - ¡ ^  es el limite dfe ; pero las * Q iihr BEqcantidades variables son iguales, luego los límites también lo serán [(*) teor. 1 ; luego A B C _ M NDEF“ ” PQ ‘
(*} Se llama cantidad variable la que admite un mimero ilimitado de valores distintos,  y  ccmsía«íe la que no admite más de uno.

Limite de una cantidad variable es otra constante, á la que la primera puede aproximarse cuanto se quiera ; pero sin que jam ás le sea igual. El límite es superior cuando creciendo Ja variable se aproxima á é l , é Inrerior en el caso 'lontrario.Tborbma (llamado de los limites). S i dos cantidades variables x p z ,  penna-



Observación. La unidad de medida de los áiif̂ nlos es im ángulo, y la de los arcos otro arco: porque la unidad de medida ha de ser siempre de la misma naturaleza que la raiUidad que se mide; s i , pues, tomamos por unidad de medida de! ángulo ABC el DEF , y por unidad de medida de los arcos el PQ correspondiente á ia unidad de medida angular, la igualdad anterior ABC MN^  =  PQ dice que
l a  relación de un ángulo con su unidad de medida es la

misma que la de su arco correspondiente con su unidad de medida
también.En las mismas hipótesis anteriores la igualdad precedente so convierte en ^  =  ~  ó A B G =M N ;luego en igual sentido se puede decir que

La medula (3) de un ángulo es su arco correspondiente.5 * .  El ángulo tomado comunmente por unidad de medida es el ángulo recto, y como su arco correspondiente es un cuadrante ( 4 » , corul.), el cuadrante será también la unidad de medida de los arcos. A fia de facilitar la determinación de las relaciones de los arcos con el cuadrante , se divide este en 90 grados, de manera que la circunferencia tiene 560 de estos; cada grado se divide en 60 minutos, cada minuto en 60 segundos , etc.Los grados, minutos, segundos etc. se indican así42 grados, 12 minutos, 57 segundos=42* 12' 57".Siendo la medida de un ángulo su arco correspondiente (observación anterior) la misma denominación de los’arcos se aplica á
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necfendo iffuaUs entre t í ,  se aproxim an a sus límites respectivos A p  B, 
estos serán (ffuales.En efecto, se puede suponer A x  vrt valor que se aproxime á A todo lo que se quiera ; loejro también se poe<ie suponer á í  el mismo valor , puesto que « y 2 permanecen siempre iguales; luego A es también I/niite de « . luego A y B son limites de x (la primera de estas cantidades por lo que se acaba de de- mostrar y  la segunda por liipólesisl; y como una misma variable * no puede, aproximarle del mismo modo d dos limites diferentes, a  es igua’ B.



los ángulos.; así se dice que un ángulo tiene , por ejemplo, 15® 48' 14", cuando su arco correspondiente es de 15* 48' 14"; según lo cual el ángulo recto tiene 90®, el agudo ménos de 90* y 
el obtuso más de 90®.Modernamente se ha dividido la circunferencia también en cuatro cuadrantes, pero cada cuadrante en 100 grados, cada grado en 100 minutos, cada minuto en 100 segundos, etc. Para distinguir los grados, minutos y segundos, etc. de una y otra división, llamaremos sexagesimales á los de la división antigua y 
centesimales á los de la moderna (*). Cuando no se haga diferencia entenderemos que se habla de la división antigua , que es todavía la más usada.5 3 . Aunque la medida de un ángulo es su arco correspondiente, conviene sin embargo muchas veces referir la medida de ciertos ángulos á arcos no trazados desde el vértice como centro, y de esto vamos á ocuparnos al presente.

E l ángulo cuyo vértice está en la circunferencia se llama iiss- caiPTo si está formado ¿)or dos cuerdas, y semhnscripto si por 
una tangente y una cuerda.

El ángido cuyo vértice está dentro de una circunferencia se 
llama interior ; y es central cuando su vértice está en el centro , y EXCÉNTRICO en otro caso.

El ángulo cuyo vértice está fuera de una circunferencia , y 
cuyos lados tocan ó cortan á esta se llama exterior.5<i. T eorema 5.® E l ángulo inscripto tiene por medida la 
mitad del arco comprendido por sus lados.Se distinguen tres casos: 1.® que el centro de la circunferencia esté en uno de los lados: 2.® que esté comprendido entre ellos: 5.® que esté fuera del ángulo.Sea el ángulo ABC (fig. 49) , cuyo lado BC pasa por el centro 0. Trazando el diámetro DE paralelo á A B , el ángulo ABC
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(*) Los franceses llaman degrés á los de la primera división y grades á los de la segunda.Es inútil advertir que por medio de una simple proporción se reducen los grados de la división antigua é grados de la moderna , puesto que estas divisiones están en la razón 90 : 100 6 9 : 10.



— o y es igual á DOC por correspondientes : pero este tiene por medida pig 49 también tendrá por medidael mismo arco DC.A-hora, el arco DG es igual á BE, por arcos correspondientes y trazados con el mismo ràdio , de los ángulos iguales (‘-íl)  DOC y BOE : BE es también igual á AD (4 5 ) ; luego DC es igual á AD, luego DC es la mitad de AG. Luego -el ángulo ABC tiene por medida la mitad del arco AC comprendido entre sus lados.2.® Si el ángulo fuese ABC (fig. 50), que comprende el centro O entre sus lados, trazando el diámetro BD se tiene que el ángulo ABC se compone de ABD y DBG: pero la medida de ABD es la mitad de AD, y la de DBG la mitad de D C, según la primera parte del teorema ; luego ABC tendrá por medida la mitad de AD más la mitad de DC, ó sea la mitad de AC.Si el ángulo fuera ABC (fig. 51), cuyos lados AB y BG están á la izquierda del centro O , trazando el diámetro BD^ se tendrá que ABC sería igual á ABD ménos CBD: pero ABD tiene por medida la mitad del arco ACD, y CBD la mitad de CD, según la primera parte del teorema ; luego la medida de ABC será
± ACD— i  CD =  i  (ACD — CD) =  i  AC.CoROL. 1.® Loi ángulos inscriplos, cuyos lados comprenden 

un mismo arco 6 arcos iguales, son iguales.CoROL. 2.® Los ángulos inscriplos y cuyos lados pasan por los 
extremos de un diámetro ó comprenden una semicircunferencia, 
son rectos ( 5 0 , corol.), los que comprenden un arco mayor obtu
sos , y lasque menor agudos.5 5 . T eorejía 4.® E l ángulo semi-inscripto tiene por medi
da la mitad del arco comprendido por sus lados.También distinguiremos tres casos: 1.® que el centro de la circunferencia esté en la cuerda: 2.® que esté comprendido entre los dos lados: 5.® que esté fuera de ellos.



i. '
— 58 —Sea el ángulo ABC (fig. 52), cuyo lado BC pasa por eícentro 0; este ángulo será recto ( 4 JI , rec.), luego tendrá por medida un cuadrante ( J l » , corolario y 5 1 , obs.), ó sea la mitad de la semicircunferencia BEC comprendida por sus lados.2 .“ Si el ángulo es ABC (fig. 53) , cuyos lados comprenden el centro 0 , trazando el diámetro BI) se tendrá que ABC es igual á ABI) más BBC: pero la medida de ABD es la mitad de BEB, según el primer caso del teorema , la de BBC es la mitad de BC (54); luego la de ABC será1 b e d  +  A d c = - Í b e d c .Si el ángulo fuese ABC (fig. 54), cuyos lados están á la izquierda del centro 0 , trazando el diámetro BB se tendrá que ABC es igual á ABB menos CBB: pero la medida de ABD es la mitad de BCD, según el primer caso, y ¡a de CBB la mitad de CB ; luego la medida de ABC será■ ÍB C D _± C D : y  (B C D -C D )= 1 b C.5 0 . T eorema 5." E l ángulo ABC (fig. 55), interior excén

trico , tiene por medida la semisuma de los arcos AC y  EB com
prendidos entre sus lados y las prolongaciones de estos.Trazando la recta DP paralela á E C , se tiene que los ángulos ABC y ABF son iguales por. correspondientes; pero ABF tiene por medida la mitad del arco ACF (54); luego ABC tendrá la misma medida.Ahora el arco ACF es igual á AC más CF ó á AC más ED, puesto que CF y EB son iguales (45), -g luego la medida de ABC será| ( A C  +  ED).5 7 . Teorema 6 .“ E l  á n g u lo  e x te r io r  tiene p o r  m ed id a  

la  m ita d  d e l a rco  có n ca vo  co m p ren d id o  entre s u s  la d o s  , m énos



F ig . 56.
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la mitad del arco convexo comprendido entre los mismos (*).Conviene también distinguir tres casos : 1.® que el ángulo esté formado por dos secantes: 2 .“ por una secante y una tangente :3.® por dos tangentes.

1.® Sea el ángulo ABC (flg. 56) formado por dos secantes AB y BC : trazando-la cuerda EF paralela á AB, se tendrá que el ángulo ABC es igual al FEC por correspondientes : pero este tiene por medida la mitad del arco FC ; luego ABC tendrá la misma medida. P,or otra parte el arco A F es igual al BE (43); y por consiguienteFC==AC— A F = A C — DE,Luego la medida de ABC es, pqr último,i  (A C -D E ) =  -*-AC— i  DE.Si el ángulo es ABC (flg. o7) formado por la secante AB y la tangente BC , trazando por el punto de contacto E la recta EF paralela á A B , sé tendrá que el ángulo ABC es igual al FEO por correspondientes : mas FEC tiene por medida la mitad del arco FE (55) ; luego ABC tendrá la misma medida.El ai'co FE es igual á AFE ménos .VF, o á AFE ménos DE, puesto que AF y DE son iguales (45) ; luego la medida de ABC es, por ùltimo,■i (AFE —DE)= i  AFE -  |  DE.Siendo el ángulo ABC (flg. o8), cuyos lados son las tangentes AB y BC , se traza por uno de los puntos de contacto E la recta EF paralela á AB , y se tendrá que el ángulo ABC es igual á FEC ,• por correspondientes: pero FEC tiene por medida la mitad del arco FE ; luego ABC tendrá la misma medida.
(*) Tina corva cualquiera ae llama cóncaca respecto de un punto cuando auspuntos intermedios son los que más se alejan de dicho punto, y convexa cuando sucede lo contrario. El arco AC (ílg. 56) es cóncavo respecto al punto B , y el DE convexo respecto al mismo punto.



El arco FE es igual á DFE ménos D F , ó á DFE ménos DE, una vez que DF y DE son iguales (45) ; luego la medida de ABC será por fini  ( D F E - D E ) = i  D F E - i  DE.O b ser v a ció n . Del corolario 2.®, nüm. 54 , y de los teoremas de los nüms. 56 y 57 se infiere que 
Cuando los lados de un ángulo pasan por los extremos de un 

díáinelro:i.® St el ángulo tiene su vértice en la circunferencia, es 
1 ecto. 2. si le tiene dentro , es obtuso: 5.® y st le tiene fuera es 
agudo.R ecíprocam ente . Cuando los lados de un ángulo pasan por los 
extremos de un diámetro:1. ° Si el ángulo es recto , tiene su vértice en la circunferencia:2. si es obtuso, le tiene dentro: 5.® y si es agudo, le tiene 
fuera (■«). ^C o r o lar io . La circunferencia es el lugar geométrico de los 
vértices de los ángulos rectos, cuyos lados pasan por los extremos 
de un diámetro.
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PROBLEMAS GRÁFICOS 
relativos á los dos capítulos precedentes (*).5 8 . 1." Dividir unarecta AB en dos partes i g u v

les por medio de una perpendicular.Se hace centro en el extremo A (fig. 59), y con un ràdio mayor que la mitad de A B, se trazan dos arcos 
mn y pg ; se hace centro en B , y con el mismo ràdio se trazan dos arcos, que cortarán á los ante- -B riores (4 8 , ree. 3.®) en los puntos C y D , se unen estos puntos por una recta, la cual dividirá á la AB en dos partes iguales AO y OB.

Fií?. 59.

Porque la recta CD tiene los puntos C y D equidistantes de
(♦) Se llaman problemas (francos los que se resuelven con la regla y  «1 compás, á diferencia de los numéricos que se resuelven por el cálculo.



los puntos A  y B de la recta A B , por rádios de círculos iguales, luego le será perpendicular en su punto medio (®6 , corol. 2.*}; luego A 0 = 0 B .OBSEavAcioN. Cada una de las partes AO y OB puede dividirse del mismo modo en otras dos, cada una de estas en otras dos, y así sucesivamente ; de manera que una recta puede dividirse por este medio en qn número de partes iguales expresado por 2 , 4 , 8 , .......... y en general por una potencia cualquiera entera de 2.
59. 2.* Por un punto dado trazar una perpen

dicular á una recta (’).Distinguiremos tres casos: 1.® que el punto esté fuera de la recta : 2.® que se halle en esta: 3.® que esté en uno de sus extremos, sin que pueda prolongarse más allá de dicho extremo.1 Sea el punto A y la recta BC (fig. 60).Hágase centro en A , y con un ràdio mayor que la distancia de A á BC trácese un arco, que cortará á la BC en dos puntos D y E (44 , obs.) : hágase centro en estos puntos y con el mismo ràdio , (i otro mayor que la mitad de ED , descríbanse otros dos arcos, que aun en la primera hipótesis (una vez que D E < A D -i-A E , de donde D E-<D F-í-FE) se cortarán en F («s, ree. 3.®): únase el punto F con A , y la recta AF será la perpendicular pedida.Porque tiene los puntos A y F equidistantes de D y E ; luego le es perpendicular (® 0 , corol. 2.®).2.® Si el punto fuese 0 , y AB (fig. 61) la recta á que se ha de trazar la perpendicular, tomaríamos á la derecha é izquierda de 0 las distancias iguales OD y OC : haciendo centro en C , y con un ràdio mayor que la mitad de CD, describiriamos un arco por la parte superior ó inferior de la recta dada: haciendo centro en D y con el mismo rá-
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Fig. 61.

n  Este problema se resuelve facilíslmamente por medio de la escuadra, como se comprende con solo tenerla á la vista.



Fig . 61.
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dio , trazaríamos otro arco que mortase á uno de los dos anteriores , ree. 5.®) en el punto E ó F ; y uniendo, uno de estos puntos con 0 , se tendrá la perpendicular pedida.Porque tiene los puntos E y O ó F  y O equidistantes de C y D ; luego es. perpendicular á la CD (3 G , corol. %.’>) ó á la AB.3.® Sea el punto B , extremo de la ÁJB (ñg. 62) que no puede prolongarse en este sentido.Se elige un punto O fuera de la recta AB, tal que la circunferencia descrita desde él, con el ràdio OB, corte á la recta dada en un punto cualquiera C (para lo que basta que el ángulo OBA sea agudo) : se traza el diámetro CD ; se une el punto D con B , y la recta DD será la perpendicular pedida.Porque el ángulo ABD es recto ( 5 4 , corol. 2.®).
60. 3.® En  im punto C de una recta A B  (fig.63) 

formar un ángulo igual á otro dado E F G  (*).Haciendo centro en el vértice F  del ángulo dado, con un ràdio cualquiera se traza el arco MN : haciendo centro en C, y con el mismo ràdio, se traza el arco indefinido PQ : se toma la . cuerda MN y se aplica sobre PQ , que prin- 
e  A c ÍIB cipiando en Q llegaráá O, por ejemplo : por C y O se traza la recta DC , y el ángulo DCB será el pedido.Porque siendo las cuerdas JiN y OQ igiíales, los arcos MN y OQ lo serán también (3 9 , rèe. 1.®); luego los ángulos DCB y EFG son iguales (5 0 , ree. Ì .®).

61. 4.® Dividir un arco en dos partes iguales.Distinguiremos dos casos: 1.® que sea conocido el centro del arco : 2.® que no lo sea.
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Flg. 63.

(*) Este problema se resuelve con mucha facilidad por medio del semí- 
oirculo ó de la /"alna escuadra ,  como se comprende sin más ezpticacion que tener á la vista estos instrumentos.



1.‘
Pig . 64. 

AS

Si el arco es A.B (tig. 6i) cuyo centro astà en 0 , se traza la cuerda A B , y desde 0 se le baja una perpendicular ( 5 0 , 1.®) OC, y esta dividirá el arco en dos partes AD y BD iguales (<tl).2.® Si el arco AB no tuviese el centro O determinado, se trazaría también su cuerda A B , y esta se divi- diria en dos partes iguales por la perpendicular EC (5 0 ), la cual dividiría del mismo modo el arco dado en dos partes AD y BD iguales (4 1 , obs.)CoROL. Para dividir un ángulo ABC (flg. 65) en dos-partes iguales, ó sea para trazar su bisectriz, se describe su arco correspondiente MN, y se divide en dos [»arles igmaies (OI , 1.®) por medio de la recta BD, la cual será la bisectriz de dicho ángulo.Porque si los arcos MO y ON son iguales, los ángulos ABD y DBC lo serán también (50 , reo. 1.®).
Observación. Cada uno de ios arcos MO y ON-, ó cada ángulo ABD y BBC , puede dividirse del mismo modo en otras dos partes iguales, cada una de estas en otras dos y asi sucesivamente; de manera que un arco y un ángulo pueden dividirse por este medio en un numere de partes iguales expresado por 2 , 4 , 8 , , yen general por una potencia cualquiera entera de 2 ( * ).

5.® Por un punto A  fuera de una reota B C  
(fig. 66) trazarle una paralela.Se hace centro en A , y con un ràdio mayor que la distancia de A á dicha recta, se traza un arco MN, que cortará la recta BC (4 4 , obs.) en un punto cualquiem M; se hace centro en M , y con el mismo ràdio se describe el arco AD : se toma sobre MN una parte ME
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Fig. 85.m/  ^
B ■ M C

Fig. 66. IN
B D M

(’ ) Es famoso en Geometria el problema de la tr ise c c ió n  del ángulo ó del 
arco, por los inútiles esfuerzos que se han becho para resolverle con solo el 
auxilio de la  linea recta y  circunferencia; pero esto es imposible. Itocroía? le 
resuelve por la intersección de ramas da parábola. (V, T r a llé  d e  Trigonom c-' 
t r ie , pág. 260.)



igual con A D , y por los puntos A y E se traza una recta, que será F ig . 66. la paralela pedida.Porque los ángulos en 1 y en 2 son iguales ( 5 0 ,  ree. l .° ) :  pero estos son alternos ; luego BC y AE son paralelas (31,6 3 . 6.® P o r  u n  p u n to  A  fu e r a  de u n a  recta  B C  (fig . 67) trazsar o tr a  re cta  A P ,  qu e fo rm e  co n  la  p r im e ra  u n  á n g u lo  A P C  ig u a l á o tro  á n g u lo  d ad o  M .En un punto cualquiera D de la BC se forma el ángulo EDC F ig . 67. igual al dado M (60) : por A se traza unarecta AF paralela á ED (6* ) , y el ángulo AFC será el pedido.Porque el ángulo EDC es igual al en M por construcción: pero el EDC es igual al AFC (3 1 , ree. 1.°) ; luego los ángulos AFC y M serán también iguales.6 4 . 7.* D e s c r ib ir  la  c irc u n fe r e n c ia  q u e  d eterm in a n  tres p u n to s  A ,  B  , C  (fig . 6 8 ) , q u e  n o  están en  lín e a  re ctaUnanse los puntos dados por medio de dos rectas AB y BC : divídanse estas en dos partes iguales por medio de perpendiculares (56) ; y haciendo centro en el punto O donde se encuentran , y con un ràdio igual á OB, se traza una circunferencia, la cual pasará también por los otros dos puntos A y C (3 6 ) , y será la pedida.CoROL. Para determinar el centro de una circunfer.encia ó de un arco cualquiera, se toman tres puntos: se unen por medio de cuerdas : se dividen estas en dos partes iguales por perpen-
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Fig . 68.

(*) Este problema poede resolverse también trazando por A una recta que corte á la B C , y formando los ángulos alternos ó correspondientes iguales,  ó los internos de un mismo lado suplementarios : é igualmente bajando desde A tina perpendicular á B C, y  trazando por A otra perpendicular á esta última 
(Si y *S) ; pero el medio más exacto en la  práctica es el que hemos empleado.Con la escuadra se resuelve también fácilmente ; y  por medio de esta y  la regla siempre que sobre el papel deban trazarse muchas rectas paralelas entre si. -V



Fig . 69.

dìcularBs, y donde estas se corten será el centro buscado. Las dos cuerdas pueden trazarse tornando cuatro puntos de la circunferencia ó del arco. En este caso las dos cuerdas no tienen un punto común.6 5 . 8.® P o r  u n  p u n to  d ad o  tra za r u n a  tan gen te á  la  c irc u n fe r e n c ia .Distinguiremos dos casos i 1 .* Que el punto dado esté situado en la circunferencia : 2.® que esté fuera de ella; porque si estuviese dentro, el problema sería evi- dentemente imposible.1.® Sea el punto A (fig. 69) situado en la circunferencia 0.Unase el punto 0 con A ; trácese la perpendicular BC al extremo A del ràdio O A , y BC será la tangente pedida (414, 1.“).2.” Sea el punto A (fig. 70) situado fuera de la circunferencia 0.Unase el punto 0 con A , y sobre esta recta como diámetro descríbase la circunferencia O', la cual corlará á la O en dos pun.tos ( 4 S , ree. 5.®) B y C ; por A y por los puntos B y C se trazan las dos rectas indefinidas AB y A C , cada una de las cuales será la tangente pedida.Porque trazando los rádios OB y OC, los ángulos ABO y ACO son rectos (5 4 , corol. 2.®) ; luego AB y AC son tangentes á la circunferencia 0 0 1 4 , \.®).C o r o l . Las partes AB y AC de las tangentes, comprendidas 
entre, el punto k  y el de contacto , son iguales ; la recta OA, que 
pasa por el centro y por el punto dado, divide al ángulo BAC, 
formado por las tangentes > y al arco convexo BKC, comprendido 
entre las mismas, en dos partes iguales.En efecto , doblando la figura por la recta AD , la seraicirciin- ferencia ABO coincide con la ACO, y la EBD con la ÜICD (30) : y como el punto B es común á las dos semicircunferencias superiores , tendrá que coincidir con el C , donde se cortan las inferiores; luego AB coincide con A C , el ángulo BAO con el OAC y el arco BE con el EC. LuegoAB =  AC, RAO =  OAC, BE =  EC.

Fig . 70.



R eciprocamente.Fig . 70.
—  —

S í  u n a  r o d a  DA d ivid e  en d o s  p a r te s  ig u a les  
e l á n g u lo  líAC , fo r m a d o  p o r  d o s tangentes á  
u n a  c ir c u n fe r e n c ia , p a s a r á  p o r  e l  cen tro  O 
d e esta .Porque de lo contrario, trazando por 0 y A lina recta habría dos bisectrices de un mismo ángulo BAC, lo que es absurdo.Odservacion. El lu g a r  g eo m étrico  de los centros de las circunferencias tangentes á los lados de un ángulo es la bisectriz de este.« O . 9." D e s c r ib ir  u n a  c irc u n fe r e n c ia  O , tan gente á tres rectas A B  , B C  y  C D  (fig . 7 1 ), qu e fo r m a n  entre sí á n g u lo s  cu alesq u iera .1 rácense las bisectrices de los ángulos, las que se cortaránFig. 74. en un punto 0 ;uno de los ángulo.s porque siendo cada B y C menor quedos rectos («O , corol. 2."), la suma de sus mitades OBC y OCB vale ménos también que dos rectos, y por lo tanto OB y OC no son paralelas (31,2.°): hágase centro en O , y con un ràdio OE, igual á las distancias de 0 á una de las rectas CD, se describe la circunferencia pedida.Porque BO es el lugar geométrico de los centros de Jas circunferencias tangentes á AB y BC ( 6 5 , obs.) ; por igual razón CO es el lugar geométrico de los centros de las circunferencias tangentes á BC y CD, luego el punto 0 , donde se cortan, será el centro de la circunferencia que se quiere trazar, y la distancia á una de las rectas dadas el ràdio de dicha circunferencia.ÜRSERVACION. Suponiendo prolongadas indefinidamente las rectas A B, BC y CD, se podrían trazar otras tres circunferencias tangentes á las mismas rectas, cuyos centros serían O' 0" , y O " C '6 7 . 10. T ra za r u n a  c irc u n fe re n cia  tan gen te  á otra en u n  p u n to  d a d o , y  qu e pase p o r otro p u n to  tam b ién  d a d o , e x te r io r  ó in te r io r  á  ella .



Pig. 7*.

Distinguiremos dos casos ; 1 que el punto dado (que no se halla en la circunferencia) sea exterior : 2.® que sea interior.1.® Sea O (Qg. 72) la circunferencia dada, A  el punto de coDtaeto y B el exterior por donde ha de pasar la circunferencia , que va á describirse.Trácese la recta AB y el ràdio OA, prolongándole indefinidamente en este sentido : divídase la AB en dos partes iguales por una perpendicular, la que encontrará áJa OA prolongada suficientemente , si el ángulo BAO es oblicuo : desde el punto O', donde se cortan , con el ràdio O'A se describe una circunferencia que será la pedida.Porque pasando por A pasará también por B ( S 6 , 1.®), yFig. 73. será tangente á la circunferencia O ( 4 S , recíproco 2.°).2.® Si el punto B (fig. 73) es interior, se ejecuta una construcción anàloga á la precedente como se ve en la figura.Obsbuvacíois. Si el ángulo BAO (figs. 72 ó 73) fuese recto , el problema sería imposible.

— 47 ~

CAPÍTULO III. 

De los polígonos.

ARTÍCULO PRIMERO.
'  Definiciones preliminares.6 8 . Se llama po lIcono la ■ porción de superficie plana U- 

inilada por rectas. Estas rectas, .los ángulos que forman y sus vértices, reciben los nombi’es de lados, ángulos y velices del poligono.
llámase perímetro del poligono la suma ó conjunto de sus 

lados.



D iagonal es la recta que une dos vértices no contiguos á un 
mismo lado, como kS. (fig. 74).

Un polígono se llama convexo cuando no puede ser corlado 
por una recta más que en dos punios ; y CÓNCAVO en el caso contrario. ABCDEF es un poligono convexo, y GHLMN cóncavo.A r G “  N Cuando en lo sucesivo se nombre un polígono en general, se entenderá que se habla del convexo, que es el único de cuyas propiedades nos ocuparemos en adelante.

Se llama polígono equilàtero el que tiene todos síis lados igua
les entre s í , y  equiángulo el que tiene sus ángulos'iguales.

Llámase polígono regular el que es equilátero y equiángulo, é ÍRREGUI.AR el que no reúne estas dos circunstancias.4ÌO. Un polígono tiene evidentemente tantos lados como ángulos y como vértices; por razón, pues, del número de lados ó ángulos (*) se clasifican los polígonos de la manera siguiente :El polígono ique tiene 3 lados se llama triángulo.4 ...........................cuadrilátero.5 ...........................pentágono6 .......................... exágono7 ...........................heptágono.8 .......................... octógono.9 ...........................eneágono. .10 ...........................decágono.11 ...........................endecágono,12 ...........................dodecágono.15...............................pentedecágono.Los polígonos de diferente número de lados de los precedente* no tienen nombres especíales, y se les llama polígonos de 13, 20, 100, etc. lados.
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(*) El cuadrilátero es el Unico polígono que toma el nombre del uúmero de sus lados, los demás le toman del de sus áogulos.



— 49 —ARTICULO n.
De los triángulofli

9 0 . De la definición de la linea recta (5) se infiere que Fif. 76. A C < ;A B + B C , y también queA C + B C > A B , de donde A C> -A B — BG; laego
Un lado cualquiera de un triángulo es 

menor que la suma de los otros dos y mayor

/
/

\  C D

que su diferencia.
9 1 . Teorema I." La suma de los ángulos de un triángulo 

es igual á dos ángulos rectos.Sea el triángulo ABC. Trazando por C una recta CE paralela á A B , se tendrá ( a i , rec. \.®)B A G h- A C E = 2 R  ó B A C + A C B + B C E = 2 R :  pero (3i, rec. 1.“) B C E = C B A ; luego BAC +  ACB-F CBA =  2R.CoROL. 1 .* Un ángulo de un triángulo es suplemento de la suma 
de los otros dos; y por consiguiente , si dos triángulos tienen dos 
ángulos respectivamente iguales, también tendrán igual el tercer 
ángulo [ I H ,  corol.).CoroL. 2.’ El ángulo BCD, formado por un lado BC de un 
truingulo y ia prolongación CD de otro, llamado ángulo externo, 
es igual á ¡a sumo de ¡os dos internos A. y h no adyacentes.Ponpie la suma de A y B tiene por suplemento el j'mgulo ACB (corol. ant.): pero BCl) tiene también por suplemento á ACB ( lO ) ; luego ( I S ,  corol.)B C D = A  +  B.Corol. 5.* Si un triángulo tiene un ángulo recto ú obtuso, los 
demás serán agudos.

Llámase triángulo rectángulo el que tiene un ángulo recto, obtusAngulo el que tiene un ángulo obtuso, y  acutángulo el que tiene 
sus tres ángulos agudos.En el triángiito rectángalo se llama hipottínusa el lado opues
to al ángulo recio, y catetos (o s  lados que forman dicho ángtdo 
recio. (¡rom. 4



Fií? 76.

CoROL. 4.® Los dos ángulos agudos del triángulo rectán
gulo son complementarios: y REcápRGCAMENTE, si dos ángulos de un 
triángulo son complementarios, el triángulo será rectángulo.CoROL. 5.® Si desde un funto de m a oblicua se baja una per
pendicular sobre la recta á que lo e s , la perpendicular caerá den
tro del ángulo agudo.Porque sí cayese dentro del ángulo obtuso, resultaría un triángulo con un ángulo obtuso y otro recto, lo que es imposible (corolario 5.®).

7 2 . Teorema 2.® Los triángulos son iguales: \.® si tienen 
sits tres lados respectivamente iguales: 2.* si tienen dos lados res
pectivamente iguales é igual el ángulo comprendido: 5.“ si tienen 
un lado igual contiguo ádos ángulos respectivamente iguales.1. ® Sean los triángulos ABC y A‘'B''Ĉ  (fig. 76) en que suponemos A B = A 'B ', BC ~B'C^ y A C = A 'C ^ ; colóquese eltriángulo A^B'C' sobre el ABC , de F  modo que A'C' coincida con su igual AC , y que el vértice B' caiga á di- 

tí térente lado de la AC que el vértice B , en B" por ejemplo, únanse los puntos B y B".La recta AC tiene el 'punto A equidistante deB y B" por ser rectas AB y AB'' iguales por hipótesis: por igual razón C equidista también de B y B "; luego la AC es perpendicular á la BB", y la divide en dos partes ¡guales 0 B = 0 B "  (® 6, corolario 2.®). Doblando , pues, esta figura por A C, la parte inferior sobre la superior, OB'' caerá sobre OB (*3) , y el punto B" coincidirá con B ; luego los tres vértices de los triángulos ABC y AB"C coinciden; luego también los lados y ángulos , luego son iguales: pero el triángulo AB"C representa A'B'C'; luego A BC=A 'B'C^2. ® Si los triángulos fuesen los mismos, y se supusiese A B = A 'B ', A C = A 'C ' yel ángulo BAC igual alB'A'C', colocando el triángulo A'B'C' sobre el ABC , de modo que A'C' coincidiese con su igual A C , y el vértice B' cayese hácia la parte superior de AC como el vértice B , el ángulo B'AX' coincidirá con su igual BAC y el punto B' caerá sobre B , por ser iguales también por hipótesis las rectas A'B' y A B ; luego los tres vértices
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de los triángulos coinciden, luego los triángulos son iguales.5. Seau los mismos triángulos, en que se supone AC=A'C''- el ángulo B A C=B 'A 'C'y ACB =  A'C'B': superponiendo dichos triángulos de manera que A'C' coincida con su igual AC A'll' caerá sobre AB por ser iguales los ángulos BAC y B'A'C', y B'C' caerá sobre BC por igual razón; luego el punto B' coincidirá con B (5; corol. 3.®); luego los tres vértices de los triángulos se contunden , luego los triángulos son iguales.Corol. ])os trián^úm son iguales mando tienen un lado igm! 
y dos ángulos cualesquiera respectivamente iguales, con tal que 
7aZ^ gld ^  co/ococibn en los dos triángulos respecto alPorque teniendo dos ángulos respectivameute iguales, tienen el tercero también igual ( 7 i ,  coro!. 1.®}, luego si los ángulos respectivamente iguales tienen la misma colocación respecto al lado Igual, tendrán necesariamente un lado igual contiguo á dos ángulos iguales.» a .  T eorema 3 .“ J)os triángulos rectángulos k m  y  A'B'G' (fig. 77) son iguales si tienen las hipotenusas BC y  B'C' 'iauales v 

un cateto AB igual á otro cateto A'B'. ^Superpóngase el triángulo A'B'C'al ABC, de modo que el77. cateto A'B' coincida con su igual Alí.*  el cateto A'C' caerá sobre A C, por laigualdad de los ángulos rectos en A 'y  en A , y la hipotenusa B'C' sobre BC,, . , , - Poes de lo contrario B'C' y BC seríandesiguales ( » 5 ,  2 .“) , lo que es contra la hipótesis; luego elpunto-C caerá sohre.C,-luego los triángulos son iguales.Obsehvacios 1.*̂  Eli este caso de igualdad de triángulos, lo mismo que en los del número anterior , se notará que los ángulos que coinciden son los opuestos á lados iguales, y que los lados que también coinciden son los opuestos á ángulos Iguales; de manera que en triángulos iguales, á lados iguales se oponen ángulos 
iguales, y recíprocaTmnIe.Observacio?! 2.* Si al superponer estos triángulos suponemos j y B C < B 'C ' , se notará que B '>  B y por consiguiente ; de donde resulta que dos triángulos rectángulos, que tienen igual un cateto y la hipotenusa desigual, el ángulo agudo
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opuesto á dicho cateto es mayor en el que tiene menor hipotenusa.7 4 , Los triángulos por razón de sus lados se dividen también en ESCALENOS, que lieneñ sus tres lados desiguales , isó sceles  , que 
tienen dos lados iguales, y  equiláter os  , que tienen los tres lados 
iguales entre si.

Se llama b a s e  de un triángulo uno cualquiera de sus lados, VÉRTICE el vértice del ángulo opuesto al lado tomado por base , y  ALTURA la perpendicular bajada desde el vértice á la base ó á su 
m'olongacion.Si AC es la base del triángulo ABC (fig. 78), el punto B seráel vértice, y la perpendicular BD la altura.

CoROL. Jün el triángulo rectángulo si un cateto es la base el otro 
será la altura.O b serv ació n .  En el triángulo isósceles suele llamarse base el lado desigual.

7 5 . T eorema 4.° En todo triángulo ; 1 «  lados iguales se opo
nen ángulos iguales : 2.® al mayor lado se opone el mayor ángulo.1. ® Sea el triángulo ABC (fig. 78) en que se supone A B =  B C , y vamos á demostrar que el ángulo en A es igual al en C.Bájese desde B una perpendicular BB sobre AC. Los triángulos rectángulos ABD y BBC tienen el cateto BB común: y la hipotenusa AB igual á la hipotenusa BC por hipótesis ; luego son iguales (73); luego los ángulos en A.y en C , opuestos al lado común , también lo serán ( 7 3 , obs. 1 .*)2 . “ Sea el triángulo EFG (Pig. 78); si F G > F E , el ánguloFEG será mayor que el G.Tomando sobre FG una parte F H = F E  se tendrá, según la primera parle dél teorema, el ángulo F E H = F H E :pero (71, corol. 2 .”) FHE >  G ; luegoF E H > G :el ángulo FEH es una parte de F E G ; luego con mayor razón F E G > G .R ecipro cam ente . En todo triángulo : 1 ."  á ángulos iguales &e 
oponen lados iguales: 2 .“ al mayor ángulo se opone el mayor 
lado ;(ia).
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Fig . 78.



CoROL. 1.* Si un triángulo es isósceles, los ángulos contiguos 
á la base son iguales, y reciprocamente.ConoL. 2.® Si un triángulo es equilátero, será también equi
ángulo , y recíprocamente; luego el triángulo equilátero ó equián
gulo es un polígono regular.CoROL. 3.® El mayor lado en el triángulo obtusángulo es el 
opuesto ai ángulo obtuso, y en el rectángulo la hipotenusa.Observación. La recta BD, trazada en un triángulo ABC isósceles (íig. 78), reúne las circunstancias siguientes:1. * Pasa por el vértice del triángulo.2. * Es perpendicular á la base.5.* Divide la base en dos parles iguales.4.* Es biscclriz del ángulo opuesto á la base.Y como dos de estas condiciones determinan la posición de la recta, resulta que

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condiciones 
precedentes cumplirá también con las dos restantes.7 « .  T eorema 5 .“ Si dos triángulos ABC y (Üg. 79) 
tienen dos lados respeclivamenie iguales A B = A 'B ', BC=f B'C' y 
el ángulo B comprendido por los dos primeros es mayor que elB' 
comprendido por los dos segundos, el lado A C opuesto a¡ mayor 
ángulo es mayor que el A'C' opuesto al menor.Superpóngase el triángulo A'B'C' al ABC, de modo queA'B' Fig. 79. coincida con su igual AB, y ellado B'C' caerá dentro del ángulo ABC, puesto que este ángulo es mayor por hipótesis que el A'B'C'.Ahora el punto C' podrá tomar á lo sumo tres posicÍone.s distintas:1 .* en C" dentro del triángulo : 2.* en C"' sobre el lado A C : 3.* en C'"' fuera del triángulo.1.‘ Si C'cae en C" se tendrá (V)A C H -B C > A C "+ B C '^  
y como B C = B C " por hipótesis, resultaA C > A C "  ó A O A 'C r .

— 55 —
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Fig . 79.

— b-i —Si el punto €' cayese en C '" , se tendria évíde'htfemeate A G > A G '"  Ó A G > A 'C '.Si dicho punto C' cae en C"" se tiene (5) A 0 + 0 C " " > A C " "  y B 0 H -0 G > B C : sumando estas desigualdades, resultaA.o + O C " " 4 - B O + O G > A G " " + B G , ó AG +  B C ""> A C "" 4-BC;y éomo B G = B G "" por, hipótesis, resulta al fin A C > A C '" ' ó A G > A 'C '.R ecíprocam ente .  Si dos trián
gulos ABC y A'B'G' tienen dos 
lados respectivamente iguales A B ^ A 'B ', BC =  B'C' y el ter
cer lado AC es mayor que el 
tercer lado A 'C ', el ángulo B, 
opuesto al mayor lado , es ma
yor que el ángulo B' opuesto

al menor.En efecto, si B no fuese mayor que B', sería B = B '  ó B < B ';  pero si B = B ' los triángulos serían iguales ( 7 « , 2.’j, y por consiguientes A G = A 'C ' contra ia hipótesis: si B < B ' , según el teorema directo, sería AC<CA'C' lo que también es contra la hipótesis; luego necesariamente se ha de verilicar queB > B '.ARTÍCULO II.
Be los cuadriláteros.■yy. Los cuadriláteros se dividen en iRAPEzomEs, que no tienen 

Mngvm lado paralelo á otro como ABCD (fig. 8Ü): tuapecios , que 
tienen dos lados paralelos y otros dos no , como K FGII: y i>aua-LELóüUAMOs, quc tiench sus kt- 

r ______ yp dos páratelos dos á dds )

! \ 7 /A'— ^  ■ ¿---------- H'M---------- «  llaman bases  del trape
cio los lados paralelos, y  a it u r a  ¡a perpendicular bajada de una 
de las bases á la otra ó á su pr'otcnígHóion, ó éita lá dislxlHcfÚ W lh  
las bases.



En el paralelógramo recibe el nombre de base uno cualquiera de sus lados, y el de altura la perpendicular trazada desde el lado opuesto à la base á esta ó á su prolongación , d sea la distancia entre la base y su lado opuesto.T eorema  Los ángulos de un cuadrilátero ABCD (fíg. 80) valen juntos cuatro ángulos rectos.Trazando la diagonal BD queda dividido en dos triángulos, cuyos ángulos componen los del cuadrilátero propuesto; pero los ángulos de cada triángulo valen juntos dos rectos ( y i) , luego los del cuadrilátero valdrán cuatro.
7 9 .  T eorema 2 .“ £n todo paralelógramo AJaCD (fig. 81): 1.® los lados (puestos AI) y BC , AB y CD son iguales: 2 .“ dos 

lados opuestos AD y BC d AB y DC son iguales y paralelos: o.® 
los ángulos opuestos A  y C , B y D ion también iguales: 4.* las 
diagonales se dividen mutuamente en despartes AO y OC, BO y OD 
iguales entre si.1. ® AD = B C  y A B = D C  por partes de paralelas comprendidas entre paralelas (3 ^ ) .2. ® A D = B C  ó AB= D C  por el caso anterior, y son paralelas por la definición del paraleldgramo ('5'’?).3. ® A = C  y B — D , porque estos ángulos tienen sus lados paralelos y dirigidos en sentido opuesto ( 3 3 , 1.°).4 . ® Los triángulos AOB¡ y COD tienen A B = C D , por la primera parte del teorema: el ángulo en 2 igual al en 6 , por alternos entre las paralelas AB y CD cortadas por la•trasversal AC ( 3 1 , roe. \.°) : el 3 es igual al 7 por la misma razón ; luego dichos triángulos son iguales ( ? ® , 3 .'), luego ( 7 3 , Observación 1 .*). A O = O C  y O B = O D .

R ecíprocamente. Todo cuadrilátero ABCD será paralelógra
mo : 1.® si los lados opuestos AB y DC , AD y BC son iguales : 2.® SI dos lados AD y BC, d AB y DC son iguales y paralelos: 3.’ si 
los ángulos opuestos A  y C , B y D son iguales : 4 .‘ si las dos dia
gonales se dividen mutuamente en dos partes iguales A O =O C y BO=OD. ■1 .* Trácese una de las diagonales A C , y los triángulos ABC y ACD tienen AC común, AB= DC y AD= BC por hipótesis ; luego
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F Í R . 81.



Fig . SI.

son iguales ( 9 3 ,1 ." ) ;  luego los ángulos 2 y 6 son iguales (93. obs. 1 luego AC y CD son paralelas (31, 1 La igualilad de los mismos triángulos nos 'da las de los ángulos 1 y 5 , y esta el paralelismo de AD y BC; luego los cuatro lados del cuadrilátero son paralelos dos á dos, luego es un paralelógramo.2 . ® Si AB y CB son iguales y paralelos , trazando la diagonal AG , los triángulos ABC y ACD tienen AC comim, A B = C I) por hipótesis , y el ángulo 2 igual al 6 por alternos entre las paralelas AB y CD, luego dichos triángulos son iguales ( 9 3 ,2 .° ) ;  luego los ángulos 1 y 5 son también iguales ( 9 3 , obs. 1 .*), luego AI) y BC son también paralelas (3 1 , 1 -°); luego el cuadrilátero será un paralelógramo.3. ® Si los ángulos A = C  y B = D , como (9S)A -f-B - i-C -|-D = 4 R ,se tendrá 2 A + 2 B — 4R y 2A-h2D— 4R; de dondeA + B = 2 R  y A H -D = 2 R .La primera de estas últimas igualdades demuestra (3 1 , 1.') que AD y BC son paralelas, y la segunda que AB y CD lo son también ; luego el cuadrilátero es un paralelógramo.4 . * Siendo AO:=OG y B O =O D : como el ángulo AOB es igual á COD por opuestos por el vértice, los triángulos AOB y COD son iguales (93 , 2.“) ; luego los ángulos 2 y 6 son tamliien iguales (9 3  , obs. 1.‘) , luego AB y CD son paralelas (3 B , \La igualdad de los triángulos BOC y A O D , que se demuestra como la anterior, nos da también la igualdad de los ángulos 1 y 5, y esta el paralelismo de AD y BC; luego el cuadrilátero es un pa-* ralelógramo.CoROL. 1.® La diagonal de m  paralelógramo le divide en dos 
triángulos iguales.Porque tienen un lado común y los otros dos respectivamente iguales. gg CoROL. 2.* Vos paralelógramos ADCDH ¿ _____p* A'B'C'D' (fig. 82) son iguales á  tienen un

ángulo igual k  =  k ' formado por dos la
dos respectivamente iguales xAB=A'B' y AD==A'D'.Porque superponiendo el segundo de estos paralelógramos a!
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primero, de modo que A'D' coincida con su igual, AD. A'B' caerá sobre A B , por ser A = A '  por hipótesis, y el punto B' coincidirá con B por ser también A'6' =  AB: B'C'caerá sobre BC por la igualdad de los ángulos B' y B , como suplementos de los iguales A' y A : y el punto G  coincidirá con C, una vez que B 'C '= B C , como iguales respectivamente (teor. direc.) con A'D'. y AD , iguales entre sí por hipótesis; luego los vértices de los dos paralelógra- mos se confunden, luego los paralelógramos son iguales.8 0 . Los paralelógramos se dividen en r o m bo id es ,  que son los 
que tienen los lados que forman un ángulo desiguales , y designar  ̂
les también los ángulos contiguos á un lado, como ABCD (flg. 85): ROMBOS , que tienen iguales los lados que forman un á n g ^  (y por consiguiente todos sus lados iguales entre si) y los ángubs conti
guos á un lado desiguales, como E F G E : r ectán gulos  , que tienen 
los lados que forman un ángulo desiguales y los ángulos contiguos 
á un lado iguales (y por consiguiente todos rectos) como LMiNP : CUADRADOS, qu€ tienen los lados que forman un ángulo iguales é 
iguales lambien los ángulos contiguos á un lado (y por consiguiente todos sus lados y todos sus ángulos iguales entre 3l) como QHST.CoRoi,. E l cuadrado «  un polígono regular.8 1 . T eorema 4.* \ Las diagonales del romboide son des
iguales y oblicuas entre sí: 2.® las del rombo desiguales y perpen
diculares: '5. las del rectángulo iguales y oblicuas: las del
cuadrado iguales y perpendiculares.i S e a  el ¿romboide ABGü; los triángulos ABD y ABC tie
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1 . 1 Anen AD común, AB— CD C?®, 1.®), y el ángulo comprendido B A D < A D C  por la definición, luego B D < A C  (y e ); luego las diagonales son desiguales. ̂ Los triángulos BOC y COD tienen OC común, B O r= O D {y»,4.*) y BC>CD  por la definición del romboide, luego el ángu-



—  —lo B O O C O B -C S » , ree.); luego las diagonales son oblicuas.2.® En el roñibo líFG Ií, los triángulos FEH y EHG tienen Efl común, E F= = G H  por la definición, y el ángulo E<CH; lu ^ o É (jj> F II (S 'O ), lúego las diagonales son desiguales.Por la definioion del rombo se tiene también EF =  EH y F G = G H  ; luego EG es perpendicular á FH (S© , corol. 2.*).

5.® En el rectángulo LMNP resultan los triángulos MLP y I/PN igúálds, pov tenel' dos lados respectivamente iguales é igual el árngnio bOmpî endido , de donde LN =  MP ; luego las diagonales %ffá'íés.Los Wiángulós MXN y NXP tienen XN común , M X =  XP, {'y®, ■4.®) y MN >■ NP por la definición del rectángulo, luego el ángulo MXN >  NXP (7 6  , reo.) ; luego las diagonales LN y MP son oblicuas.4 .“ En 01 cdadr'ado QRST resultan iguales los triángulos Rt}T y QTS , yíor tener dos lados iguales é igual el ángulo com- {il*èildìdo ̂  lúe'gd RT =  QS ; luego las diagonales son iguales.Por la definición del cuadrado resulta también Q R = Q T  y BS í éS'perpendicular á RT ( S 6 , corol. 2.®).Recíprocamente Sitas diagonales de un paralelógramo, 1.® 
son desiguales y oblicuas, el paraMúgramo será romboide ; 2.® si 
son desiguales y perpendiculares , será rombo : 3.® si son iguales 
y oblicuas, será rectángulo : 4.® si son iguales y perpendiculares, 
será wi cuadrado (I®). ARTICULO III.

De los polígonos en general.8®. T eorema I ."  La suma délos ángulos de un poligono 
eguwatc á tañías veces dos rectos como lados itene el poligono mé- 
nos dos.



69Sea el polígono A.BCDEF {fig. 84). Si desde uno de sus vérti-
Fig. 84. ces A se trazan diagonales á los demás , quedará el polígono dividido en tantos triángulos como lados tiene ménos dos; porque los triángulos extremos ABC y AEF tiene cada wao por lados dos del polígono, y los restantes cada uno tiene un 

jc~ ~P solo lado del mismo polígono : los ángulos de los triángulos componen los del polígono : pero los de cada triángulo valen dos rectos (VI) ; luego los del polígono equivaldrán á tantas veces dos rectos como lados tiene el polígono mónos dos.
OBSERVACIONES1 .* Llamando S. i. la suma de los ángulos (internos) del polígono , y n el número de lados 6 de ángulos , el teorema precedente quedará traducido en la siguiente fórmula.S. í. =  2U(n— 2) ó S. t. =  2íiR— 4R.2. Cdlho los ángulos de un polígono regular son iguales entre sí, para hallar el valor de uno de estos ángulos no hay más que dividir el segundo miembro de cualquiera de las fórmulas anteriores ¡x)r n , número do ángulos ó lados. AsíAngulo interno de polígono regu]ar=-?5Í!ízl) • de donde

nAngulo de triángulo equilátero =  — R = -  x  90“ =  60‘ .3 3 3Angulo de cuadrado....................=  —  =z= R = .......................gO'*.iAngulo de pentágono r e g u la ra - ^ = - 1  R = ..................108®.5 5Ql) iAngulo de exágono regular. R = ..................120”.o 3Angulo de eptágono regular. . =  ~ = y V í — . . .128®,57... 
.Vngulo de decágono regular. . =  — = - ^  R = ................. 144®.lU OEtc.T eorema 2.® La suma de los ángulos DRF-j-CTHí-hetr, (llg. 85), formados por hs lados del polígono y la prolongación
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de tos mismos . .  wuaí senlido, llamados ángulos externos , . s

ios internos y externos seráS .¿ + S .e .= 2 n R :S. ¿ = 2 « R -^  4R (8® , obs. 1. ); lueffo restando estas igualdades resulta,  ̂ . s. c.=2riR—(2«R— 4 R )= 4 R .C om . • B i polígono no puede tener más de tres ángulos agnd^  Porque si tuviese cuatro ó más, la suma de los ángulos externos valdría más de cuatro rectos. i„= „nUmnos re-OBSsav.miou. Como los ángulos externos de los Jguiaresson iguglespor suplementos de ángulos .guales, se
. =  R =  90”.

Fig . 86.

A ngulo 'externo do triángulo equilátero —  gAngulo externo de cuadrado.
® I l ì __72®Angulo externo de pentágono regular ^Ftc$ 4  Teorema 5.» Si dos polígonos ABCDEF y  g,(fig. 86) tienen sus lados AB— A » B C = B 'C ' , etc, , y sus ánguhs A = A .' , B =  B' , etc., respectiva

mente iguales é igualmente dispues
tos , son iguales.A--------i  n  í ' Superponiendo el primer polígono ál segundo, de modo que AB coincida con su .g^al  ̂caerá sobre B 'C ', por ser los ™  ®. b c _ r 'c '. Del mismo

ligónos son iguales. .  ATì̂ T̂ FF 7/A'B'C'I)'F/F'
S 5 . TEORESttd." Si dos polígonos KBGXm  y ^S r '

poligonos son iguales.BC gonos son iguales. A l l =La igualdad de los tnángu ^  _  Y ,= B 'C '; la <i0 los triángulos ALU y



C D =  C'D' ; y corno lo mismo se deduce respecto de los demás lados , resulta que los polígonos tienen sus lados respectivamente Iguales ó igualmente dispuestos.De la igualdad de los mismos triángulos ADC y , se de- duceJguídmente que el ángulo •B = B 'y también BCA =  B'C'A":la de los triángulos ACD y A'G'D' nos da del mismo modo ángulo A C D = A ’C'A'.
^__Sumando estas dos últimas igualdades, resultaBCAri- A C D = B W  + A 'C'D ' ó C==C'.Como lo mismo se demuestra de los demás ángulos, se deducé que son respectivamente iguales en los polígonos dados.Luego dichos polígonos tienen sus lados y ángulos repectiva- menle Iguales é igualmente dispuestos, luego son iguales (84).Recípkocamente. Si dospoligoiws ABCDEF y A'B'C'D'E'F' íon 
iguaiesp se pueden descomponer enei mismo número de triángulos 
iguales é igualmenle dispuestos.

■ Tí’íaando desde A y A' diagonales á los otros vértices, resulta que ioi'triángulos ABC y A'B'C' tienen AB — A'B' y BC=B'C'* por lados ds polígbnoá iguales, y el ángulo B = B ' por la misma razón ; luego dichos triángulos son iguales (í"® , 2.®).La igualdad de estos triángulos nos da A C =  A'C' y el ángulo A C B = A W :y comò los ángulbs igualmente dispuestos del polígono son iguales, se tiene también C = C ' ;  restando de esta igualdad la anterior, resulta ' . ACD =  A'G'D'.Por otra parte CD=C^D' por la igualdad de los polígonos. Luego los triángulos ÁCD y A'C'D' son iguales (V®, 2.").Del mismb modb se demuestra )a igualdad de los demás triángulos ; luego el teoréíiiá recíproco es verdadero.I ) /íiPROBbEMAS GRÁFICOS.
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8 » .  1.® D ados los tres la d o s « , 6, c , co n stru ir  u n  tr iá n g u lo .



F lg . 87.Tómese una recta k C = b  (fig. 87), y hacieudo centro en Iqs extremos A  y C con rádios respectivaínente iguales á cy  a , se trazan dos arcos que se cortarán en B : uniendo este punto con A y con C , se tendrá el triangulo ABÍÍ ? que es 
A T el pedido.En efecto , A C = :6 , A B = c  y B C = o .OBSERVACIONES.1 Para que este problema sea posible, es preciso que los arcos se corten, lo que sucederá siempre que y 6>>o— c(41S, rec. 5.®), cuyas condiciones se hallan incluidas en la siguiente :

Siempre qm la mayor de las rectas dadas sea menor que la 
suma de las otras dos, el problema es posible.2.* Si se tratase de constimir un triángulo isósceles, bastarla conocer los dos lados desiguales: y si equilátero, su lado.« y .  2." D a d o s  dos la d o s 6 y  o , y  e l á n g u lo  c o m p re n d id o  A ,  c o n s tr u ir  el tr iá n g u lo .Fórmese un ángulo DAE (fig. 88) igual al dado A  (® 0 ): sobre sus lados tómense las partes AC y AB respectivamente iguales á & y c ; únanse los puntos B y C , y el triángulo ABC será el /  /  pedido. Porque

IC —  A -------o-E AC=::6 , A B = c  y B A C = A .D a d o  u n  la d o  y  dos á n g u lo s , c o n s tru ir  e l tr iá n g u lo .Distinguiremos dos casos : 1 que los ángulos dados sean contiguosfijado coiipcicip ¡ 2.® que uno sea contiguo y otro opuesto, i.® Sea el lado'6, y A y C (üg. 89) los ápgulos contiguos.Tómese en una recta qualqufera upa parte A C =  b : fórmense en los extremos A y C de esta ángulos respectivamente iguales á los dados A y C (OO), y
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Fig . 88.

F ig . 89.



2.® Si fwese el lado h' y los ángulos A' y B', de los que el primero e? contiguo y el segundo opuesto á dicho lado b', se for- maria un ángulo B% 'C  ig,ual al dado A ' : por un punto cualquiera M de la A'B' se trazaría la recta MN que formase el ángulo A 'M N =B^: tomando y trazando laB'C' paralela áMN,resuUafia el triángulo A'P'C' pedido.Bnefeqto , en el primer caso se tieneAC =  6, BAC =  A ,  A C B = C .En el segundo A'C'í=;:6', B 'A 'C '= A '. Por otra parte, A^B'C',=^A-W (SU» rec. i . “): pero A'MN==B' por construc- ■üiqp ; iwegP,Aátíd»ieii A'B'C' = B ' .O b serv ació n .  Para que este problema sea posible es necesario îg}.A>Síii^ulí)s dadfts valgan jimtos ménos que dos rectos: de lo contrario las rectas AB y CB en el primer caso, y las MN y A'C' en el sqgundp ,serian paralelas ó se encontrarían en la parte infericH’ de AC las primeras y á la izquierda de A' las segundas (qit).9 9 . 4.® D a d a  la  h ip o te n u sa  a y  u n  cateto  b co n st r u ir  u n  tr iá n g u lo  re ctá n g u lo .
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Fíirniese un ángulo A  (fig. 90) recto: sobre uno de sus lados Fi«. «0. se toma AB =  á : haciendo centro en B , con un — ràdio igual á la hipotenusa a , se traza un arco que cortará el otro lado en un punto C (7 5 , corolario 3.®, y 4 4 ,  obs.), y uniendo este con B el triángulo ABC será d  pedido.A _______Porque el ángulo en A es recto , A B = á , B C = a .» 0 .  5.® F o r m a r  u n  tr iá n g u lo  ig u a l á otrod ad o .Con Jos tres lados del triángulo dado, con dos lados y el ángulo comprendido, con un lado y dos ángulos igualmente dispuestos, ó con la hipotenusa y'Un cateto (si fuese rectángulo) se construye un nuevo triángulo ( 9 0 , 9 Í , 9 9 , 9 9 ) , el cual será igual al propuesto (i®  ó 73).9 1 . ().“ D ad o s los lad os a , y  el á n g u lo  co m p re n d id o  A , c o n s tru ir  u n  p araleló gram o .



Ffìrmese un ángulo E A .F = A ( ü g . 91); tómese A B ^ i  y A D = o : haciendo centro en B con el ràdio AD se traza un arco, y haciendo centro en D con el ràdio AB se traza otro arco, que cortará el anterior (*70 y 41^, reo. 5 .’) en íC D ' F un punto C: se une este punto con B y con B , y ABCD será un paralelógramo (SO', reo. 1.'), que tiene las circunstancias p,adidas.Porque B A D ~ A , AB = 6 ,  A D = a .O b serv ació n .  Un romh“o se construye dado el lado y un ángulo: un rectángulo conociendo los lados desiguales ; y un cuadrado si se da su lado.O S . 7. ® Construir un polígono ig u a l  á  o tr o  dadoA B C D E F  (fig . S O ) . ■Se divide este polígono dado en triángulos por medio de diagonales trazadas desde el vértice A : se forman los triángulos A'IVC', A'(/D', etc. respectivamente igualesálos ABC, ACD, etc., y que tengan entre si la misma colocación que estos ; y el polígono A'B'C'D'E'F', formado por los lados exteriores de dichos triángulos , será el pedido (*5)«
Otra construcción. Sea el polígono ABCDE (flg. 92) : trácense por todos sus vértices paralelas entre sí : tómense sobre estas las partes iguales A A '= B B '= C C '= D B '= E E ' : únase el punto A' con B ', B' con C ', C' con D', D' con E' y E' con A ', y el polígono A'BX'D'E' será igual al dado.Porque las figuras A BA'B', BCB'C', etcétera, sonparalelógramos (V O  , ree. 2 .“); luego A B = A 'B ', B C — B'C', etc. { 7 9 ,  í .®); y los ángulos A BC— A W ,  BCD=B'C'D', etc. ( 3 » , 1.®). Luego el polígono propuesto y el que acaba de formarse tienen sus lados y ángulos raspectivamente iguales é igualmente dispuestos; luego son iguales (*).
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Fig. 92.

(*) También podria resolverse este problema fundándose en el teorema dcl número 9 4 ; pero la construcción estaría más sujeta á error en la práctica , y  conviene siempre elegir entre los diferentes medios,  que en cada caso puede» emplearse , aquel en que ménos se multiplican los errores, debidos á los iiistnimentos de qne tenemos que valernos.



SECGIO!  ̂ SEGUNDA.DE L k  EXTENSION DE LAS FIGURAS PLANAS
CAPITULO I.

Figuras semejantes.

ARTÍCULO PRIMERO. ^

De las lineas proporcionales.0 3 .  T eorema j.® S i sobre el lado ÁD de un ánguh DAD' (fig. 93) se toman partes iguales A B = B C = C D  , y por los pun
tos de división se trazan paralelas BB', CC', DD', hasta encontrar 
el otro lado A D ', las partes de este A B ', B'C^, C'D', intercepta
das entre las paralelas, serán también iguales entre si.Trazando por los puntos B , C , las rectas BM , CN, paralelas á la A D ', los triángulos AB'B, BMC, CND tienen AB =  B C = CD  por hipótesis, los ángulos BAB', CBM, DCN iguales por correspondientes , y los A BB', BCM, CDN iguales también por la misma razón; luego dichos triángulos son iguales , 3.®), luego (53 , obs.)Á B '= B M  =  CN:peroBM=B'C' y C N = C 'D ', por lados opuestos de paraleló- gramos; luego A B '= B 'C '= C 'D '.0 4 .  T eorema 2.® Si una recta DE (fig. 94) es paralela á 
un lado AC de un triángulo ABC divide los otros dos lados A.B y BC en parles proporcionales.(ÍEUU. 5



—  66 —Distinguiremos dos casos: 1 que las partes BD y DA de un lado sean conmensurables : 2 .“ que no lesean.\.® Sea B6 la medida común; supongamos que se pueda colo- Fig . 94. car soÁh tres veéés, ^ cuatro sobre DA , y u se tendrá DA ”  í  ‘pqp log puntos de división trácense paralelas a/"3 "" 'Z jc  áDK ó á la A C, y según el teorema anterior la BC quedará dividida en otráé sieté páítes iguales entre sí, de las que la BE contiene tres y la EC cuatro por consiguiente; luego i ü -  1EC “  1 'Esta proporción y la anterior tienen una razón común; luego(Alg. 1 S3 ) BDM “ EC'2.“ Sean BD y DA (fig. 93) inconmensurables; supongamos que la "̂ BD sea dividida en partes iguales entre sí, tan peque- 
Fig. 95. ñas como se quiera, y que una de estas partes esté ií representada por B6: coloqúese e.sta medida sobre DA
h ¡\  todas las veces que se pueda, y quedará un resto Aa,/ \  una vez que BD y DA son inconmensurables: trácese,D/------ últim o, la ac paralela á DE.

(jL......... Siendo Bí) y Da conmensurables se tendrá, segúnla primera parte del teorema,
Da ~ E c 'comparando estos quebrados con los siguientes
W  BE DA  ̂ EC ’se observará que los dos primeros (que están en columna) tienen el numerador BI) común, y que el denominador Da se puede aproximar á DA todo lo que se quiera, porque la diferencia Aa es menor que B ¿. y esta parte puede ser más pequeña que una cantidad cualquiera dada;InfiiTO ^  es el límite de [ 5 i . [*)]: por igual razón es tambiénBFel límite d e : pero las cantidades variables son iguales; luego losEc



— 67 —Hnntes lo serán dei mismo modo ( 5 f . (*) teor.J, luegoBD BE B A * E C ‘CoROL. De la proporción anterior se deduce (Alg. 184) BD-î A  be +  ec  bd +  da  be +  ecBD
ó bleu BEBD DA EC_  ^  BA _  BC BE y DA ■" ËCesto es: todo un lado es á su parte superior ó inferior á la para~ 
lela, como todo el otro lado es á la parle superior ó inferior á la 
misma.Reciprocamente.  ̂ S i una recta divide dos lados de un iriángub 
en partes proporcionales , es paralela al tercer lado.Es decir, que si se tiene (flg. 96) la proporción BD BE , , T>* ppLA =  Fe ' '' 'I"® (™™l- “ “ ■) =  I I .la recta DE será paralela á AC.Porque si no lo fuese. se podria trazar por D la DF paralela á Kjg. 86. A C , en cuyo caso , según el corolario precedente, se tendria BABD “  BF'■. Esta proporción y la anterior tienen los tres 
^ ^  primeros términos iguales, luegoIIE =  BF:pero esto es imposible; luego la paralela DF tiene que confundirse con DE , luego esta es paralela al lado \C.» 5 . -  -Fig. 97. Teorema 3." l a  bisectriz AD (fig. 97) del ángulo BAC 

de un triángulo ARC divide el lado opuesto BC en par
tes proporcionales á los lados que forman dicho ángulo.Por el punto C trácese la recta CF paralela á la bisectriz AD, iirolongándola liasta que corle en F la DA también prolongada , y se tendrá (04)_m> BA BC ”  AF'Aliora el ángulo en 1 es igual al en 4 por correspondientes,



—  68 —el 2 es igual aV 5 por atíerans; pero 1 y 2 son iguales por hipótesis; luego 5 y 4 también lo serán; luego ( Í 5 ,  recí- Fig . 97. proco l . ° ) A F = A C .,  Sustituyendo este valor de AF en la proporciónanterior, resulta al fin BD _  M  DG “  AC'CoROL. Los lados de m  triángido no son proporcionales á ms 
ángulos opuestos.Porque siendo a , 6, dos lados y A , B sus ángulos respectivamente opuestos, se tienen las cuatro cantidades homogéneas dos ü dos A .......a ,B ....... 6:duplicando ó dividiendo por 2 una de las homogéneas A , su relativa a no queda diqilicada ni dividida por 2 , según el teorema; luego dichas cantidades no son proporcionales (Alg. 1 9 1 , obs.)ARTÍCULO II.

De los triángulos semejantes.9 0 . Se llaman en general polígoí ôs sem ejan tes  los que lienen 
sus ángulos respectivamenle iguales y sus lados homólogos pro
porcionales.

JJámanse vértices homólogos los vértices de los ángulos iguales, 
y lados homólogos los que unen vértices homólogos.En los triángulos semejafftes los lados homólogos están opues

tos á ángulos iguales (71 , corol. i.®); y como esta circunstancia es más fácil de apreciar, de ella toman su denominación. Así que si en los triángulos ABC y A'B'C' (fig. 98) se tiene: A=z=A', B = B ' y C = C ' ; BC y B'C' son homólogos , AC 
^ — r y A 'C', AB y A'B' lo son también.9 7 . T eorema  1 S i en un Iriángtdo ABC (íig. 99) se traza 

una recta DE paralela á un lado A C , el triangulo parcial BDE que 
resulta es semejante al total ABC.



Ea efecto , el ángulo en B es común á los dos triángulos, el BD E=A. por correspondientes, y BED = C  por la misma razón; luego dichos triángulos tienen sus tres ángulos respectivamente iguales.Por otra parte, por ser DE paralela á AC se tiene ( 9 # , corol.) BA BGBD “  BE 'y trazando la EF paralela á BA se tiene tambiénBC AC ,  . .-p ___r\p / » A  1 O"»5^  = ^  ó . puesto que A F = D E  ( 9 0 ,1
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BE DE BCEsta proporción y la primera tienen común la razón luego (Alg. 198) Bl) “  BE "  DE 'luego el triángulo parcial y el total tienen sus lados homólogos proporcionales.Luego los triángulos ABC y BBE tienen sus ángulos respectivamente iguales y sus lados homólogos proporcionales, luego son semejantes (90).9 9 . T eorema 2.® Dos triángvhs son semejantes: sitie- 
nen sus lados proporcionales: 2.® si tienen dos lados proporciona
les é igual el ángulo comprendido: 5.® si tienen sus tres ángulos 
respectivamente igmies.i.® Sean los triángulos ABC y A'B'C' (fig. 98), en que se supone que AB BC _  AC A'B' "  B'C' A 'C '‘Tómese sobre BA una parte B D = A 'B ', y trazando la recta DE paralela á AC , resulta (97) *M - H .Bü “  B E 'esta proporción y la de la hipótesis tienen sus tresprimeros términos iguales, una vez que A 'B '= B D ; luegoB E = B 'C '.Por el mismo número 9 7  se tiene también AB _  AC BD “  DE ’
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1 J  T U -  X .  • AB ACcuya proporción y la de la hipótesisF ig . loo. B 8'

tienen del mismo modo sus tres primeros términos iguales; luego 1)E=A 'C'.Luego los triángulos DDE y A^B'C' son iguales (y® , i.®): pero DBE es semejante á ABC c (9 7 ); luego ABC y A'B'C' también lo serán. Supóngase que (en los mismos triángulos) B = B ' yAB _  BCA'B' “  B'C' ‘Tomando BD = B 'A ' y trazando DE pai’alela á A C , como en el caso precedente, se tendrá (97)A i -BD ”  BE ■esta proporción y la de la hipótesis tienen iguales sus tres primeros términos; luego B E = B 'C '.Luego los triángulos DBE y A'B'C'son iguales (7® , 2.®); pero DBE es semejante á ABC (97); luego ABC y A'B'C' también lo serán.5.® Supongamos (en los mismos triángulos) A = A ' , B = B ', C=CT , y ejecutando igual construcción que en los casos anteriores , se tendrá que los triángulos DBE y A'B'C' tienen D B =A 'B ' por construcción, y los ángulos B = B ' ,  y D = A ' ,  por ser A = A '  por hipótesis y A = D  por correspondientes.Luego los triángulos DBE y A'B'C' son iguales (7® , 5.®): pero DBE es semejante á ABC (9 7 ); luego ABC y A'B'C' también lo serán.CoiioL. Dos triángulos que tienen dos ángulos respectivamente 
iguales, son semejanfes (71, corol. I.®).9 9 .  T ííoiu’ma 3 .® D o s  t r iá n g u lo s r e d á n g u io s s o n  sem ejantes  
s i  tienen la  h ip o ten u sa  y  u n  cátelo p r o p o rc io n a le s .Supónganse rectángulos en A y en A' los triángulos ABC y A'B'C' (fig. 100), yadeniAs queABA'B'* BCW



— 71 —Sobre BA lómese Bl) =IV'-V y trácese DE paralela á AC- Siendo AB(' rectángulo en A , DDE lo será en D , por ser A = D  por correspondientes.Por otra parto (97) M  = —  •• BD % BE ■esta proporción y la de la hipótesis tienen los tres primeros tèrmi- nos iguales ; luego BE =  B'C'.Luego los triángulos I3BH y A'D'C son iguales ( í a ) :  poro DBE es semejante á ABC (»») ; luego ABC y A'B'C' también lo S0Y*án
lO O . Teorema 4.*’ Dos triámjuhs son semejatifes si Itenen

sus kdosrespecdvamenle paralelos ó perpendiculares.En ambos casos los ángulos de uno de los triángulos serán respectivamente iguales ó suplementarios de los del otro (33, corol. y S*!)- Mas dos ángulos de uno de los triángulos no pueden ser suplementarios de otros dos del otro, porque en tal caso estos cuatro ángulos equivaldrían á cuatro rectos, lo que es imposible (7*'' ■ luego dos ángulos de uno de los triángulos serán respectivamente iguales á dos del otro, luego los triángulos son semejantes (99, corol.).Observación. Los lados homólogos en estos triángulos son los 
respectivamente paralelos ó perpendiculares.

artículo  iil

Semejanza de los polígonos en general.

l O l .  T eorema 1 Si dos polígonos ABCDEK y A'B'C'DJ/F' fflc 101) íe componen del mismo número de (naiujulos k ü t  g
 ̂ m . m  yjantes y semejaníeniente dispuestos,

. son semejantes.
/  La semejanza de los triángulosABC y A B'C' nos da los ángulos B = B ' ,y B C A = B X 'A ': la de los triángulos ACI) y A'C'D' da también



los ángulos A CD = A 'G 'D ', y sumando estas dos igualdades, re- Fig. lio. sulta BCD ~  B'C'D', ó bieno _ i >  O' C = C ;'" T X  como lo mismo se demostrada de los 
■ ‘ demás ángulos, se infiere que los dospolígonos tienen sus ángulos respecti- ^ ^  ̂ vamente iguales.De la semejanza de los triángulos ABC y A'B'C' resulta igualmente AB BC _  ACAB'“ “  ~ A'C  ̂'y de la semejanza de los triángulos ACD y A'C'D' resulta del mismo modo AC CD AÜA'C' “  C'D' “  A'D' ■estas proporciones tienen común la razón ; luego (Algebra , 1 8 3 ) —  = =  -2ÍL. ■Como lo mismo se extendería la demostración á probar la proporcionalidad de los demás lados, se deduce que dichos polígonos tienen sus lados homólogos proporcionales.Luego los polígonos propuestos tienen sus ángulos iguales y sus lados homólogos proporcionales, luego son semejantes (9 6 ).R ecíprocam ente .  S ¿  d o s p o líg o n o s  ABCDEF y  A'B'C'D^E'F' 

so n  se m e ja n te s , se  p u ed en  d esco m p o n er en  e l m ism o  n ú m e r o  de 
tr iá n g u lo s sem eja n tes y  sem eja n tem en te d isp u esto s.Por hipótesis se tiene: A = A ' ,  B = B ' ,  C==C% etc., yAB BG CD A'B' ”  W ~  C'D' —Trazando desde los vértices A y A' diagonales á los demás, resulta que los triángulos ABC y A'B'C' tienen B = B ' ,  por hipótesis , y por igual razón AB _  BC

T'W  "  W  ’luego son semejantes ( 9 8 ,  2.®).La semejanza de estos triángulos nos da los ángulos B C A = B 'C 'A ';
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— 73 —y restando esta igualdad de la de la hipótesis C = G ' ,  resultan los ángulos ACD=A'C'D'.De la semejanza de los mismos triángulos BAC y B'A'C' re- sultán Igualmente : mas por hipótesis ;de donde ( A lg .lS S )  'Luego los triángulos ACD y A'C'D' son tambiep semejantes ( » 8 , 2.").Lo mismo se demostrarla la semejanza de los demás triángulos; luego el teorema recíproco es verdadero.lO í í .  T eorema 2 . “ Dos polígonos regulares de igual nú
mero de lados son semejantes.Estos polígonos tienen sus ángulos iguales ( 8 « , obs. 2.*).Por otra parte, siendo lop lados de cada uno iguales entre sí, si llamamos /el lado de un polígono y/' el del otro, evidentemente se podrá formal* esta proporcióni . „  A — etc 

ARTÍCULO IV.
Consecuencias d é la  semejanza de los poligonoB.Teorema 1 S i tres ó más reefas O A , OB, OC , etc., fíig. 102) gue concurren en un punto 0 , corlan á <hs parcdelas AL y A K las dwiden en parles proporcionales.Los triángulos AOB y A'OB' son semejantes (Oí"); luegoFig.102. ^  y jj® a 'b " “  “Ó F 'También son semejantes los triángulos BOC y B W  (97): de dondeOB _  BC OC ÓB' ”  W  “  ' W 'Esta proporción y la anterior tienen común '-^ 0  A - B - W -

^ / /  /
/ / r

d VA B C D F.la razón OBOB'



_  74 ~-La semejanïa de los triángulos COI) y C'OD', DOE y D'OE nos daria la proporcionalidad de las partes restantes con las anteriores, luego el teorema es verdadero.CoKOL. Si los paries de wia de las paralelas son iguales entre
si, las de la otra lo serán también.' Poiaiue siendo iguales los antecedentes o consecuentes de estas proporciones, los consecuentes ó antecedentes lo son también.1 0 4 . Se.dice que dos recias están divididas enpartes rilciproga-  
MENTE PROPORCIONALES, cuondo lüs poHes dc la una ,6  toda la recta 
y una parle suya , forman los extremos de una proporción , y las 
partes de la otra , ó toda la recta y m a  parte suya, forman los^ ^l0 5 *'^'teEMA 2.“̂   ̂ dos cuerdas AB y  CD (üg. 105) se 
cortan, quedan divididas en partes reciprocamente proporcio-Uniendo A con C , y B con D , los triángulos AOC y BOD tienen los ángulos A =  D y C = B 

( 5 4 ,  corol. 1.®); luego son semejantes (O S, corolario), luego ^  ^ OGA V  ^  OD OB’
flOG T eorema 5.® Si desde un punto O (üg. 104) fuera 

de un circulo se trazan dos secantes OA y OB que terminenI ____ tío ¡n í'ii/rt'in. InsK g . 104. en la parte cóncava de la curva, los 
segmentos externos OC y  OD son recipro

ci camente proporcionales con las secantes en
teras.Uniendo A con D , y G con B , los trián- . gulos AOD y BOC tienen el ángulo en O común y A = B  (5 4 . eorol. 1.“) ;  luego son semejantes ( 9 S , corolai’io), luegt» ODOB “  OC'l O Í . T eorema 4.® Si desde un punto O fuera de un círculo (fig. 105) íe trasa una tangente OA , que termine en el punto A 

de contacto, y una secante ÓB , que termine en la parte cóncava 
de la curva , la tangente es media proporcional entre toda la se
cante y el segmento externo OC.



F ig . 105.Uniendo B con A , y A con C , los triángulos OAB y OAC tienen el ángulo en O común, y OAC =5B: porque el primero tiene por medida la mitad del arco AC (5 5 ) , y el segundo tiene también por medida la mitad del mismo arco (5 4 ); luego los triángulos son semejantes ( 9 S , corol.); luego
O A ^ O C *1 0 8 . Te o r e m a s .® D o s  íríángulos semeja7ifes k W  y k'WC' (fig. 106) tienen las bases komólogas AC y A'C' proporcionales con 

las alturas BD y B'D'. Por hipótesis se tienePig. 10«. AC ABA'C' “  A'B' 'los triángulos ABD y A'B'D' tienen los ángulos i  D'c a .= A '  por hipótesis, y ADlt=A'ü'B' por - luego son semejantes ( 0 8 , corolario),
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rectosluego ABA'B' BDB'D' ’de cuyas proporciones se deduce (Alg. 1 83 )_  BDA'C' ”  B'b'“lO O . Se llama proyección  de una linea malquiera AB (figu- Fig . 107. ra i07) sobre una recta XZ la parte A'B' de

B'
esta comprendida entre las perpendiculares 
^ k ! y BB', bajadas desde los extremos A y B 
de la primera.O bservación . La proyección de la hipotenusa sobre un cateto es este mismo cateto. Así en el triángulo rectángulo ABD (fig. 108) la proyección de la hipotenusa AB sobre el cateto AD es este cateto.■ l O .  T eorema 6 .“ Si desde el vértice B (fig. 108) del ángulo 

recto (Í£ un Iriángub rectángulo ABC se baja una perpendicular BD sobre la hipotenusa AC : 1.® un cateto AB es medio propor-^
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cional entre la hipotenusa AC y su proyección AD sobre la hipote
nusa: 2 .“ la perpendicular BD también media proporcwnat 
entre los segmentos AD y DC de la hipotenusa, ó sea entre las 
proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.1.“ Los triángulos ABC y ABD tienen el ángulo A ooraun, y ABC— ADB por rectos; luego son seme-

Fig . 108. jantes (O S , corol.],,luego 
AB "  Ad 'Del mismo modo se demuestra la seme-ianza de los triángulos ABC y DBG, y de ella se deduceAC BC ■BC DC2 “ Siendo ABC semejante'con ABD, y ABC semejante tam- bien con DBG . según aeaba.de verse, los triángulos ABD y DBG son semejantes entre sí; luegoBD “  DC'C orolario 1." De las proporciones del primer caso AC _  AC _  BC ^7 b  "  AD ^ BC DCsededucen (Alg. 177) las igualdades . . .(AB)*=(AC)X(A.D) y (BC) — (AC)X(DC) (). Luego el cuadrado de un cateto es igual al producto (k la

hipotenusa por su proyección sobre aquella {").CoROL. 2.® Formando una proporción con las dos igualdadesdel corolario anterior, se tieneAB* ACxAD Al)BC*m.- A CxDC DCLuego los cuadrados <le los catetos son proporcionales a sus 
proyecciones sobreda hipotenusa.

Siempre que en lo sucesivo haya que indicar una operación con el con- 
o a T S a s n ^ e r e p r í s e u f a  una linea , se h a r i  como si todas ellas fu sen 

r s o i r s i ^ n o .  ¿ i  p o rV u ls  escribiremos AB' y  por (AOl X (*W se esc r.b .r.

“ rU * ”sc entiende por cuadrado de una linea el ®  .s» noior n u -
J r t c o  rerenao á una unidad longitudinal cualquiera; y  por producto de 
to s  líneas el producto de sus valores numéricos ,  referidos á un a misma 
u n id a d , ouníwtf arbitraria.

J



O b serv ació n .Fig . 109. Como ei ángulo inscripto cuyos lados pasan por los extremos de un diámetro es recto (54, corol. 2.®), resulta (pie todo punto U (flg. 109) • de la circunferencia se puedo considerar como el vértice del ángulo recto de un triángulo4— 5-------------c rectángulo ABC , cuyos catetos AB y BC sodlas cuerdas que de dicho punto van á los extremos del diámetro, y cuya hipotenusa AC es el diámetro mismo ; luego las proporciones anteriores, sustituyendo de la circunferencia por vértice, cuerda por cateto, y diámetro por hipotenusa, se convierten en los teoremas siguientes :
Si desde un pùnto de la circunferencia se baja una perpendicu

lar al diámetro , y por dicho punto y los extremos del diámetro 
se trazan cuerdas :1.® Cada cuerda es media proporcional entre el diámetro y 
su proyección sobre este : 2.® la perpendicular es media propor
cional entre los segmentos del diàmetro , 6 sea entre las proyeccio
nes de las cuerdas sobre el diámetro : 5.® elcuadradode una cuer
da es igual al producto del diámetro por su proyección sobre esle:4.® los cuadrados délas cuerdas son proporcionales ásus proyec
ciones sobre el diametro.111. Teorema 7.® 1.® En el Iriángtdo rectángulo, el cua
drado de la hipotenusa es igual á ¡a suma de los cuadrados de los 
cálelos (*): 2.® en el oblusángulo , el cuadrado del lado opuesb 
al ángulo obtuso es igual á la suma de tos cuadrados de los oíros 
dos, más el duplo del producto de uno de estos por la proyección 
del otro sobre él : 5.® en un triángulo cualquiera , el cuadrado de', 
lado opuesto á un angula agudo es igual ála suma de los cuadra
dos de los oíros dos, ménos el duplo del producto de uno de estos 
por la proyección del otro sobre él.1.® Según el oorolorio 1.® del teorema anterior se tiene (ll- gura HO) AB* =  AC X  AD, BC* =  AC X  DC,

— 77 — *

p) Esta prlraer .1 parlo del teorem a, que es sin duda una de las rerdade» 
más interesantes do la Geometría, se lla/na te o re m a  Ue P it d ç o r a s , del nom
bre del célebre tUósoro que le descubrid.



A/L

Fig. 111.

y sumando estas igualdades resullaAB̂ ‘ +BO ==ACx AD +  ACx DC =  ACx {AD+DC) =  ACx AC=AC*.óbien A C * = A B ’ ^-BC^CoRoi.. De la igualdad que precede se deducen las siguientes— BC%A C = V 'A B ' +  BCS A B=\/A C“ — BC’ .Luego el cuadrado de un cateto es igual 
al cuadrado de la hipotenusa ménos el cua

drado del otro cateto : la hipotenusa es igual á la raíz cuadrada 
de la suma de los cuadrados de los catetos: un cafeto cualquiera 
es igual á la raíz cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de 
la hipotenusa y el cuadrado del otro cateto.2 .“ Sea el triángulo ABC (fig. 111) y AB el lado opuesto al ángulo obtuso: bajando la perpendicular BD sobre AC prolongada, se tendrá en el triángulo A BD , según la primera parte del teorema, AB* =  AD*-hBD": pero AD' =  (A C +  CD)* :^ A C ^ + 2 A G  X  CD +  CD*(Alg. 4 0 ,  1."), y BD^=BC®— GD® (corol. ant.); luego sustituyendo estos valores en la igualdad primera, resultará AB== AC® +  2AC X CD +  CD® +  RC=-CD®= AC® +  2AC x CD +  BC®. ó bien AB®=AC® +  BG®4-2AGx CD.3.“ Sea el triángulo ABC (fig. 110), y AB el lado opuesto á un ángulo agudo ; bajando la perpendicular BD , en el triángulo rectángulo ABD , se tieneAB®==AD®H~BD2:pero AD®^(AC~DC)®:-=AC®— 2ACXDC+DC® (Alg. 41,1.®), y en el triángulo DBG , BD® =  BC® —  DC® (corol. ant.); luego sustituyendo los valores de AD® y BD®, que acabamos de determinar , en la igualdad primera, resultaráAR® = AC“~2ACx DC +  DC® +  B0®-CI)® =  AC®-2ACx DC-í-BC®.ó bien AB® =  AC®-hBC®-2ACxDC.Biicli-ROCAMEWTE. 1 .“ SÍ eVcuadfado de un lado de un triángu
lo es igual á la suma de los cuadrados de tos otros dos, el ángido
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npnpsto al primero será redo: 2.® si es mayor, el ángulo opuesto 
será obtuso: 3.* si es menor, agudo (13).113. T eorema 8 .® Los per metros de los polígonos seme
jantes son proporcionales á sus lados homólogos.Llamando a , b , c ,  etc. los lados de uno de los polígonos, y o', /»', c', ele. los del otro , se tendrá (90)

a b e ,= — =elc.:

— 7P —

a'de donde (A.lg. 190) etc.ú4-¿»a'+ó'-+-r'-H fitc.ó expresando por p y dichos perímetros

F ig . 112.

P R O B LE M A S.
Problemas gráficos.113. 1.’ D iv id ir  u n a  recta  a en  partes p ro p o rcion ales á o tra s  rectas dadas b, c , d.Sobre una recta indefinida MN (fig. H2) lómense las partes B 0 = 6 . D E = c , EC— (i: fórmese sobre BC el triángulo equilátero BAC (9 0 , observación 2.*) : sobre .\.B y. AC tómese AB’= a  y X C '= a :  trácense las rectas B'C', AD , AE , y B'I)', ,D 'E ', E'C' serán las partes de a proporcionales k b , c  , d.En efecto, siendo AB— AC y A B'=A C', la línea B'C' divide los lados del triángulo ABC en parles proporciónalas, luego es paralelaáBG (» 1 , roe.); luego los triángulos B.-VC y B'AC' son seme¡anles (oy) : pero B AC es equilátero, luego B'C' =  B 'A = a .La recta B'C' está dividida en partes B'D', D 'E ', E'C', proporcionales á BI), DE, EC (103) y por consiguiente á 6, c , d; luego también están determinadas las partes de su igual a proporcionales k h, c,  d.O bservación . Si los puntos B' y C' cayesen en la parte inferior



— R o de B y C , la demostración sería la misma, tanto en este problema como en el siguiente.
1 141. 2.® D iv id ir  u n a  recta  a en  u n  n ú m e r o  c u a lq u ie ra  d e partes ig u a le s , p o r e je m p lo , en  c in c o .Este problema se resuelve como el anterior, según aparece en la fig. 115, sin más diferencia que la de tomar la parte BD arbitraria, y las D E , E F , FG y GG iguales con BD. La demostración también es la misma que la precedente, fundándose la igualdad de las partes en que queda dividida la recta B'C', y por consiguiente la dada a , en el corolario del núm. 1 0 3 .ft. c

a\b

115. 3.® H a lla r  u n a  cu a rta  p r o p o r c io n a l á  tres r e c t a s , a,  b,  c. Fórmese un ángulo cualquiera MAN (figura 114): sobre el lado AN tómese A l í= a  y A C := ¿, y sobre AM tómese también AD=zc, únase el punto B con el D, ó sean los extre- ___________ mos de los antecedentes a y c de ia propor- ̂ E C N cion: por,C, extremo del consecuente trácese la recta CX paralela á BD , y la AX será la cuarta proporcional pedida.Porque (97)AB AD . .  a c
T F - T v  ’ o bien — *  — .AC AX b AX

11©. 4.® H a lla r  u n a  terce ra  p r o p o r c io n a l á  dos Fig. H5. rectas dad as a y  b.Se resuelve como el anterior, tomando AC “ l y  y AD (Qg. H  5) iguales á 6 , como aparece en
XTA r B i is " . 5.® H a lla r  u n a  m e d ia  p r o p o rc io n a l entre dos rectas dadas a y  b.Sobre ia recta AB (íig. H 6) igual á la mayor a de las da-



C R a d ’ a c  ®

das, trácese una semicircunforcnoia ; tómese A C = i ;  levántese la perpendicular CD . y la cuerda AJ) será la media proporcional pedida (*).Porque ( l i O ,  obs.)
a AD A D * " * "118. Se dice que una recta está dividida en media y  extrem a  RAZON, cuando está dividida en dos partes (ates que la mayor es me

dia proporcional entre la menor y la linea entera.1 1 » . 6.“ D iv id ir  u n a  recta a en m e d ia  y  e x tre m a  razón .Tómese una recta A B = a  (fig. 117) ; en el extremo B ieván-
Fig. ii7. tese una perpendicular B 0 = —a: desde O2con el ràdio OB trácese una circunferencia: por A y O se traza la secante A C , y la parte AD exterior de la secante, aplicada_________ _ sobre AB , divide á esta en E , en media yA I D  extrema razón.En efecto AB es tangente y AC secante de la circunferencia 0; luego se tendrá (101)de donde (Alg. . s a )y como A B = 2 B 0 = D C  y AD =  A E , esta proporción se convierte en q>.\ AB AEl a o .  7 .“ D ad o u n  triá n g u lo  A B C  (fig . 118), c o n stru ir  sobre u n a recta dada A ' C ' , con siderada com o la d o  hom ólogo de A C  , o tro  tr iá n g u lo  sem eja n te  a l p rim ero .

— 81 —

(•) Es iDiltil repetir (pie ,  entre los diferentes medios que pueden emplearse en la resolución de este problema y precedenles, hemos elegido los que 
Desparecen más sencillos y exactos en la práctica.OROM. Q



Fórmense en los extremos de !a recta K'C! los ángulos k ' — A y C '= C  , y A'B'C' será el triángulo pedido (O S , corol.): ó fórmese A ' = A  y tómese A'B' igual á una cuarta proporcional á las rectas A C, A'C' y AB {1*5), y el triángulo A'B'C' será el buscado (O S , 2 .“) ;  ó también hállese una cuarta proporcional á AC , A'C' y A B , otra á A C , A'C' y BC; con estas cuartas proporcionales y con la recta dada A'C' fórmese el triángulo A'B'C' (S G ), el cual será el pedido (O S , 1-“).
8> Dado un polígono A B C D E P  (fig. 119) 

construir sobre una recta dada A 'B ', considerada 
como lado homólogo de A B , otro polígono seme
jante al primero.Divídase el polígono dado en triángulos por medio de las diagonales AC , A B , etc.: construyase sobre A'B', considerada como lado homólogo de A B , un triángulo A'B'C' F- semejante al ABC (IS O ): sobre A 'C , considerada como lado homólogo de ¿ ------- j. a  jf de A C , constfúyase otro A'C'B' semejante á ACD: y así sucesivamente. El polígono A'B'C'D'E'F' será el pedido (101).

Problemas numéricos.

1®®. 1.“ Dados los valores numéricos de dos 
lados de un triángulo rectángulo determinar el 
tercer lado.Distinguiremos dos casos: l .°  que el lado desconocido sea la hipotenusa: 2 .“ que sea un cateto.1. ® Supongamos que un cateto tiene 40 metros yol otro 52; llamando a la hipotenusa se tendrá (111 , corol.)v/40*-h52" = :  \/2 6 M = 5 i,2 2 ... metros.2 . ® Supongamos que un cateto tiene 6 metros y 10 la hipotenusa , llamando h el otro cateto, será (111, corol.)
b ~  v^l0^~6*= \/64=:8 metros.



— 85 —i « 3 .  2.* Dados los valores numéricos de los 
lados de un triángulo determinar la especie de sus 
ángulos.Se eleva al cuadrado el valor numérico del mayor, y si este cuadrado es igual á la suma de los cuadrddos de los otros dos el triángulo será rectángulo, si mayor obtusángulo , y si menor acu- tángulo ( l l i  , rec.).A sí, si los lados son 5 , 4 ,  5 ,  como 5*=25 y 3*H-4*=25, se tendrá 5’=3*-|-4*;luego el triángulo es rectángulo (*).Si los lados son 10, 12 , 20 , como 20* = 4 0 0  y 10*h- 12*=244, resulta20*>10*H-12*; luego el triángulo es obtusángulo.Por último, si los lados fuesen 8 , 9 ,  11, como 11*=121, y =  145, se tendríall* < 8 * + 9 * ;luego el Angulo opuesto al mayor lado sería agudo, y siendo los demás menores (7 5 , 2."), el triángulo serla acutángulo.

CAPÍTULO n.
Polígonos regulares inscriptos y circunscriptos, 

y razón de la circunferencia al diámetro.

ARTICULO I.Inscripción y  circunscripción de polígonos.I « l .  * Se dice qm una circunferencia ésíá mcviifiCRmK á un
políffono , ó que un poligono está tnxcnpfo en unu circunferencia, 
cuando esta pana por lodos los vértices del polígono.

{•) SI con una cuerda d caáeaa dividida en piÓ3 ,  por ejemplo, se quisiese formar un triángulo rectángulo, bastaría tomar por lados 3 , 4 , 5  divisio< nes d 0 , 8 . 10, y el ángulo opuesto al lado 5 eu el primer caso y al 10 en el ■cgutido sería recto ; porque 5'=;3’ 4 .4 ' y io' =  s '4<6>.



Dícese que m a circunferencia eslá in scripta  en un polígono ó 
que un poligono está cir cu n scripto  á una circunferencia , cuando 
son tangentes á esta todos los lados del poligono.1 2 5 . T eorema 1.® 4  todo poligono regular ABCDE (figura 120): 1.* se le puede circunscribir uña circunferencia: 2 .“ ins
cribir otra.1. ® Trácese una circunferencia que pase por los vértices A , B y C ( 6 # )  : desde el centro O de esta bájese la perpendicularOM al lado BC, y únase el punto O con A  y con D.Doblando el cuadrilátero MODCsobre el MOAB, MC caerá sobre MB, por ser rectos los ángulos OMC y 0MB, el punto C coincidirá con B una vez que MC— MB (411) : la recta CD caerá sobre BA, por ser iguales los ángulos en B y en C'por hipótesis , y el punto D coincidirá con A , por ser también C D = B A ; luego los extremos de OD y OA coinciden, luego estas rectas son iguales; luego la circunferencia que pasa por A , B y C pasará también por D. Lo mismo se demostrarla que pasa por los vértices restantes ; luego dicha circunferencia está circunscripta al poligono.2 . ® Los lados del polígono inscripto son cuerdas iguales de la circunferencia circunscripta ; luego equidistan del centro de esta (dio , 1.®) ; luego todas las perpendiculares trazadas desde 0 á los lados del polígono son iguales con OM (2 4  , corol.) ; luego la circunferencia trazada desde 0 con el ràdio OM pasará por los extremos de estas perpendiculares ; luego todos los lados del polígono serán tangentes, y por lo tanto la nueva circunferencia estará inscripta en el polígono.1 2 6 . Llámase centro de un polígono regular el centro de la circunferencia circunscripta é inscripta, rádios del polígono las rectas que van desde el centro á los vértices de sus ángulos ; y 
apotemas las perpendiculares trazadas desde el centro á los lados del polígono. Los rádios suelen también llamarse rádios obli
cuos , para distinguirlos de las apotemas que se denominan rádios 
rectos.Corol. \ l o s  rádios de un poligono son iguales entre si y las 
apotemas lo son también.
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—  8 5  —CoROL. 2.® L os rádtos de m  polígono son bisectrices de sus 
ángulos.En efecto, los triángulos AOE, EOD (flg. 120) son iguales ( 7 « , 1.’); luego los ángulos AEO, OED son también iguales; luego EO es bisectriz del ángulo en E. Lo mismo se demuestra de los demás.CoROL. 3.® L o s  ángulos en el cen tro , AOE> EOD, e t c ., son  
iguales.Por la igualdad de los mismos triángulos AOE, EOD, etc.OBSERVAClOItES.1 .* Para determinar el centro O de un polígono, se trazan las bisectrices AO y EO de dos de sus ángulos cualesquiera consecutivos A y E , ó las perpendiculares en los puntos medios de dos lados consecutivos.2.* Los ángulos en el centro O de un polígono regular valen juntos 4R ( * »  , corol. 4.®): y son iguales entre sí (corolario anterior); luego el valor del ángulo en el centro de un polígono regular estará representado por la fórmula4R

nDe donde 4R 4Angulo en el centro de triángulo equilát.’= - ^ = - ^ R = 1 2 0 *Id. de cuadrado. . . .  Id. de pentágono regular Id. de exágono id. . . Id. de eptágono id. . .
. =  “ =  R =  90-

R =  60'—* * “  6 . =  ^ = ± R = : 5 I “,42..7 7 '
. =  i ? - = - R =  36 ' —  iO  5Id. de decàgono id..................................

i«7. T eorema 2.® Todo p olígon o: \ .^ s i e s  inscripto y  equi
látero es re g u la r : 2." s i es circunscripto y  equiángulo es también 
regular.



Fig . 121.

—  86 —1. “ Sea el polígoEo ABCDEF (fig. 121). Los ángulos ABC, BCD, etc., del polígono son inscriptos y comprenden entre sus la- dos arcos iguales (que en este caso cada uno es ■— de la circunferencia), luego son iguales (541, corol. 1.®); luego el polígono es regular.2 . ® Sea el polígono A'B^C'D'ET. Trazando por el centro O'de la circunferencia inscripta y por los vértices del polígono las líneas O 'A ', O'B' y O'C', dividirán los ángulos A'B^C' del polígono en dos pai tes iguales ( 6 5 , corol.); luego los ángulos O'A'B', O'B'A', O'B'C', O'C'B' son iguales; luego los triángulosA^B'O' y B'C'O', que tienen el lado B'O' común y dos ángulos respectivamente iguales é igualmente dispuestos, son iguales (7 2 , corol.); luego A 'B '=B 'C'.Del mismo modo se demostrarla que B'C'=C'D ', C 'D '=  D'E', etc.; luego el polígono dado es también equilátero, luego es regular. Teorema 5.® Los perímetros de los polígonos regulares ABCD... , A'B'C'D'... (fíg. 121), de igual número de lados, son 
proporcionales á sus rádios OA, O'A' y á sus apotemas OM, O'M'.Los polígonos propuestos son semejantes (IOS); luego se tendrá

p' A'B'’Los ángulos A ,  B , C , . . . ,  y A', B', C ' , . . . ,  de los polígonos regulares de igual nùmero de lados, son todos iguales entre sí (S® , obs. 2.‘); luego sus mitades también lo serán; luego los triángulos AOB y A'O'B' tienen los ángulos ABO— A'B'O' y BAO = B 'A '0 ' por ser AO y BO , A'O’̂ y B'O' bisectrices de los ángulos de los polígonos (l®6 , coro!. 2.®) ; luego son semejantes (OS, corol), luego se tendrá (108)ABAB' Aü MO



Esta proporoioQ luego (Alg. 3 3 0 )
— 87 ■—la anterior tienen una raion común,_  AO MUA '0 '"M '0 'ó llamando r , r' los rádios, y f l , a' las apotemas,P — — ÍL 
p ~ 'P ~  a''p r o b l e m a s .

« 9 9  1.“ In s c r ib ir  en u n a  c irc u n fe re n cia  u np o líg o n o  reg u la r de cu a lq u ie r  n ú m e ro  de la d o s,p o r e je m p lo , 5. . . , /n a«Divídase la circuníerencia en cinco parles iguales ( ) ,  a j5, BC etc. m«-. 122, 1.‘ y 2.'): trácense las cuerdas correspon- 
’  F i g . ,  dientes á estos arcos, y el polí-!■* *■“ gono ABCDE será el pedido.Los arcos AB, RC, . . . ,  son iguales, luego las cuerdas también lo serán ( 3 9 , 1.®); luego el polígono es equilátero ó inscripto, luego es regular1 3 0 . 2.“ D a d o  u n  p o líg o n o  r e g u la r  in s c r ip to : 

1 . ‘ c ir c u n s c r ib ir  á la  m ism a  c irc u n fe re n cia  otro del m ism o  n ú m e ro  de lad o s : 2 .“ h a lla r  el v a lo r  d el la d o  de este ú ltim o  en v a lo re s  d e l lad o  d el p r im ero  y  del ràd io .1,® Sea el polígono dado ABCDE ; por los puntos M , N , P, Ate medios de los arcos subtendidos por sus lados (ñg. i 22 , i . ) rpo’rTofXtices A . B, C , etc. del polígono (flg. 122, 2. ) trá- ceVse tangentes, y el polígono A'B'C'D'E', formado en una Ù otraîmo y otro caso los ángulos A ', B', C', etc. del
r r o Z a r r ,« - ;  r :ea este c L o  s t̂íT J ; coestruyendo con el eeralcfrculo un in - vacioil 2. ) , <l V el arco AB Que interceptan sus lados,*^ A ^ a a u ln u ía rtrd ? la ci^ ^ ^ ^ ^  método parezcal"¿d^T to y  e ia c L  no lo ee sin embargo; en la práctica es preferible el primero.



—  88 —nuevo polígono tienen por medida mitades de arcos iguales, luego son iguales; luego el polígono A'D'C'D'E' es equiángulo y está circunscripto, luego es regular 2.®), teniendo además evidentemente igual número de lados que el propuesto.O bskrvacion  1 .*  En el caso de ser los lados paralelos, como en la figura primera, la recta A'O divide el arco convexo MAN en dos partes iguales (6 5 , corolario) ; luego pasa por el punto A , medio de este arco.Luego los vértices correspondientes, como A. y A.', y el centro, 
están en línea recta.2.® Los triángulos A'E'O y AEO (fig. 122, 1.') son seme- jantes(9y); luego ( IO S ) MOAE “ H Ò ’
ó llamando l el lado del polígono dado y r  el ràdio del círculoA E ' _  r  í  " H O ’

k/nr__^ ® = ü óde donde A ' E ' = ~  [ I J .En el triángulo rectángulo AíIO se tiene ( t i l ,  corol.) H O =  v/AO'— A IP |=  V r ’ — (;;)’ = y / 41 W/tr̂ —l
2 [2].Sustituyendo este valor de HO en la ecuación [1 ] ,  resulta 

rl ^rl .A 'E '= - ó A'E' =OssERVAcroN 2.* Traducida la fórmula [2] al lenguaje común, nos dice que : la apotema de un poligono regular es igual á ¡a 
mitad de la raíz cuadrada del cuádruple del ràdio cuadrado mé- 
nos el cuadrado del lado.4 3 1 .  5.® D ado u n  p o líg o n o  A B O D E  (ñ g . 123) regiU ar in s c r ip to ; I . ” in s c r ib ir  o tro  de d u p lo  n ú -



— 89 —m ero de la d o s: 2 .‘’ h allar el v a lo r  d e l la d o  de esto ú ltim o  en  valores del lado del p rim ero  y  d el rad io .1. ® Divídanse los arcos AB , BC, etc. , subtendidos por los lados del poligono dado en dos partes ig-uales (« I); trácense las cuerdas de estos nuevos arcos  ̂ yel polígono AMBNC....... , formado por ellas,será el pedido.Porque es regular ( 1 3 ?  , 1.®), y evidepte- mente de duplo número de lados que el propuesto.2. ’ Trácense los rádlos AO , MO y BO : MO pasa por el punto medio del arco AMB ; luego será perjiendiciilar á la cuerda AB y la dividirá en dos partes iguales ( I t  , obs.) ; luego el triángulo BIIO es rectángulo en 11; luego el ángulo BOií es agudo ( ? I ,  corolario 5 .') , luego en el triángulo BOM se tendrá (■■■ , 3.®)BM*=BO*-t-MO*— 2MOXHO=2BO*— 2MOXUO, ó llamando r  el ràdio ,BM*=2r’ — 2 r X lI0 : pero ( 1 3 0 ,  [2]) H O =  ^\/4r'—T;
Zluego sustituyendo este valor de 110 en la ecuación anterior, resultaBM*=2r*—2r X  ^  V5rC:í^=2r*—r\/iF*^’= r(2 r—de donde M B =  Vr(2r— V 4 í̂ ) .

1 3 3 . 4.® D ad a u n a  c irc u n fe re n cia : 1.* in s c r ib ir  en ella u n  cu ad ra d o : 2.® h a lla r  el la d o  d e este en valores d el rad io .Se trazan dos diámetros AC y BD (fig. 124) perpendiculares entre s í , los que dividirán la circunferencia en cuatro partes iguales ( 4 i  , corol.): se unen los extremos de estos arcos por medio de cuerdas, y el polígono ABCO que estas forman, será el cuadrado pedido (1 3 9 ) .2.* El triángulo ABO, rectángulo en 0 , nos da ( 1 1 1 ,  1.®)AB’=AO*-1-BO*=2AO’ ,

1.‘Fig . 124.



— 90 —deáonde AB=\/2A0®=A.0\/2,AB=r\/27OBSERVACIONÉS.
i.*  Do esta última ecuación se deduce

ó llamando r el ràdio
AB

=vT.Luego la razón del lado del cuadrado inscripto en vm  cirmnn 
ferencia al ràdio es inconmensurable.2/ Como el lado AB es á su vez la diagonal de un cuadrado AEBO , cuyo lado es el ràdio, se infiere también que : la diagonal 
de m  cuadrado y su lado son inconmensurables.5/ Si en la ecuación anterior se supone r =  i , resultaa b = v Y .Luego construyendo un cuadrado cuyo lado sea la unidad, sudiagonal representa exactamente á V 2  ; luego la Geometría proporciona medios para determinar el valor exacto de cantidades irracionales (*).r i3 3 . 5 .’ D a d a  u n a  c ir c u n fe r e n c ia ,  in s c r ib ir  en e lla  u n  e xá g o n o  re g u la r.Supongamos el problema resuelto, y que AB (fig. 125) sea el lado del exágono inscripto. Trazando los rádios AO y BO , el ángulo A O B = 6 0 “ ( t S O  , observación 2.*); luego los ángulos A y B del mismo triángulo ABO valdrán 120® (7 ^  , oorol. 1.')- Mas siendo A O = B O , los ángulos en A y en B serán iguales ; luego cada uno de ellos valdrá 60®; luego el triángulo ABO es equiángulo, luego será equilátero ( Í S  , corol. 2 .’) ; luegoA B = A O ;luego el lado del exágono es igual al ràdio de la circunferencia cir
cunscripta.

(*) Esta exactitud es puramente ideal; porciue los medios que se emplean para resolver gráflcamente los problemas no dan sino resultados más ó menos aproximados á la  exactitud, que jamás se consigue de esta manera.



— 91 —Luego para iuscribìr en una circunferencia el exágono regular , se coloca el ràdio sobre la curva seis veces : se unen los extremos de cada arco, y el polígono ABCD.......será el exágono pedido.CoaoL. Uniendú de dos en dos, dejando uno tnUrmedw , por 
medio de rectas, BD, D F , FB , los vértices del exágono regular, 
se tendrá el triángtdo eguüáíero BDF inscripto.OBSERVACIONES.1 Si se quiere hallar también el lado del triángulo equilátero inscripto en valores del ràdio , trazando el diámetro AD , el . triángulo AFD rectángulo en F (5 4 , ooroL 2 .’ ) nos daría ( 1 4 » ,  corol.)D F=\/AD *—A F*=\/(2 A 0)'-A F’= \ / ‘*á0*—A Ó *= \/ 3AO*=AO\/3ó llamando r el ràdio, D F = r\^ 3 .De esta ecuación se pueden sacar consecuencias análogas á las deducidas en las observaciones 1.* y 3.’ del nùmero ante-rior. .2’.‘ La recta BF tiene los puntos B y F  equidistantes de A y0 : luego es perpendicular á la AO en su punto medio G (® 0, corolario 2.'); luego A G = G O : mas GO es la apotema del triángulo equilátero inscripto ; luego ¡a apotema del triángulo equilátero ins- 
cripto es igual á la mitad del ràdio.1 3 4 . 6.* Dada una circunferencia, inscribir en 
ella un decágono regular.Supongamos que AB {Qg. 126) sea el lado del decágono inscripto. Trazando los rádios AO y BO, el ángulo A0B=36® Í1‘-50, obs. 2 .') ; luego los ángulo.«? en A y en B valdrán 144* ( H ,  corolario 1.*). Mas como AO=BO , los ángulos en A y en B del mismo triángulo ABO serán iguales, luego cada uno de ellos valdrá 72“.Trácese la bisectriz del ángulo OAB, y sus mitades QAB y QAO valdrán 36“. Luego el triángulo OAQ tiene los ángulos AOQ=QAO ; luego (S5 , reo. 1 ■“)A Q =O Q .

Fig. 126.



pero

— 92 —Ei triángul© AHQ es tarabien isósceles ; porque siendo0 A IÍ= 5 6 \  y 72“ , será AQB=72® (y i , corol. 1, ’);  luego
AQ==:AB.Esta igualdad de lados y la anterior nos dan AB— OQ.Siendo AQ bisectriz del ángulo en A , se tendrá (95) AO _ O Q  A B ' g B 'AO— OB y AB =  OQ; luegc

OQ “ q b O B ^a b ” q btuego el lado del decágono regular inscripto es igual á la par- 
te mayor del ràdio dividido en media y extrema razón (118).Luego para inscribir en una circunferencia el decágono regular se coloca la parte mayor del ràdio, dividido en media y extrema razón (1 -1 9 ), sobre la curva diez veces, una á continuación de otra: se unen los extremos de cada arco, y ei polígono A BCD .... será el decágono pedido (*).Corol. 1.“ Uniendo de dos en dos, dejando uno intermedio, ios vértices C , £ ,  G , L , ,  se tendrá inscripto el pentágono regular CEGL.......Corol. 2.” Para inscribir el pentedecágono regular se toma la cuerda del arco , diferencia entre el subtendido por el lado del exágono y el del decágono, y esta diferencia se coloca quince veces, una á continuación de otra , sobre la circunferencia, la cual quedará dividida en quince partes iguales: se trazan las cuerdas correspondientes á estos arcos, y el polígono que forman será el pentedecágono regular.
(*) _ Esta construcción , si bien exacta en teo ría , es bastante errónea en la 

práctica; porque el erro r que necesariam ente se comete en la división del rá- 
dio en media y extrema razón , se multiplica por 10 al hacer aplicación de 
eUa. Es preferible en este caso y en los que de él dependen, d ividir la circun
ferencia por tanteo en las partes iguales que se desee.



— 93 —En efecto, el lado del exágono subtiende un arco ^ de circunferencia : el del decágono de id. : la diferencia entre estos arcos est ____ = - L  de circunferencia ;6 10 60 60 60 15luego este arco, colocado quince veces sobre la circunferencia , la divide en quince partes iguales, cuyas cuerdas formarán el pentadecàgono regular (1*9' , i-®)*OBSERVACION GENERAL.1 3 5 . Se saben inscribir geométricamente , entre otros po- lit̂ onos regulares, los siguientes: el triángulo ( 1 3 3 ,  corol.), 
Bicuadrado ( 1 3 * ) ,  el pentágono (131,  coro). \.®) y el pen- 
tedecágono ( i 3 1 , corol. 2.*’). Mas como inscripto un polígono regular se circunscribe otro del mismo número de lados ( l 3 o ” 1.®), y se inscribe otro de número de lados duplo (1*31,' i . “),' resulta que se pueden inscribir y circunscribir geométricamente los polígonos regulares, cuyo nùmero de lados expresan los diferentes términos de las siguientes progresiones:5 : 6 : 12 : 24 : ...................... : oX2"4 : 8 : K) : 32 : ......................  : 4x2"— 5 : 10 : 20 : 40 : ......................  : 3x2"

4  1!> : 50 : 60 : 120 : ................. : 15x2"t a e . 7.* Dado el ladoa(ñg. 127) de un polígono regular cualquiera, por ejemplo, de un octógono, construir el polígono.En una circunferencia, cuyo ràdio sea una linea cualquiera OTl.inscríbase un octógono ATICD.......: sobre unodesús lados AH lómese AM =  a: por M trácese una paralóla MB' al ràdio A Ü , hasta que corte en B' al ÜB', prolongado si es necesario: con un ràdio igual á OB' trácese una nueva circunferencia: prolónguense los rádios OA. OC, OB. etc., si se necesita, hasta que encuentren la nueva circunferencia en los puntos A', B'. C'. etc. : vinanse estos puntos por medio de cuerdas , y el polígono A'B'C'D'.......será el pedido.



— 94 —Porque siendo O A=OB y OA' =  OB', se tiene
OA' O B '’luego AB es paralela á A'B' (o* , ree.) ; y como MB' es también para- ela a A A , por construcción, la figura AA'B'M es un paralelógranio; luego (7 9 , 1.”)  ̂ °A 'B '= A M = a.Siendo los ángulos en 0 iguales entre s í , los arcos A'B', B'C', C'D'..que miden estos ángulos, serán también iguales; luego A'B'C'B'.......es un octógono regular, cuyo lado es igual á la recta dada a.

ARTÍCULO II.
Eazon de la  circunferencia al diámetro.13'í'. T eorema 1.® Todo circulo se puede considerar como

un poligono regular de infinUo número de lados , cuyo 'perímetro 
es la circunferencia, y cuyos rúdios y apotemas son iguales.Inscribiendo en una circunferencia un polígono regular cualquiera , después otro de duplo nùmero de lados, luego otro , y asf sucesivamente : los rádios de estos polígonos permanecen siempre iguales á los de la circunferencia : las apotemas se van aproximando al ràdio, porque los lados del polígono son cada vez menores ( 3 9 , 2 . “ y 410, 2.") : y los perímetros de los polígonos se van confundiendo con la circunferencia, á medida que el nùmero de lados se duplica; de manera que à las pocas inscripciones ya la vista no distingue la curva del último polígono inscripto. Como las inscripciones se pueden aún suponer continuadas cuanto se quiera, se infiere que el teorema es cierto.CoROL. 1 .® J^os circunferencias cualesquiera son proporciona

les á sus rádios y á sus diámetros.Porque, siendo c, c' dos circunferencias, r , r ' sus rádios, y 
d , d' los diámetros , se tiene (138)-  = — = -!!! ó -  

d  t' 2r' c' ~  r '~  d''CoROL. 2.® La razón de la circunferencia al diámetro es una 
cantidad constante.



-  9R -En efecto, alternando la proporcióni .  = 4 , resulta "T = ^ ’& d’ d dCoROL. 5 .“ Llamando « (*) la razón de la circunferencia al diámetro, se tendrá . co TT “ ’f 2rEn cualquiera de estas dos ecuaciones entran tres cantidades indeterminadas, y por consiguiente conocidas dos de ellas se puede hallar el valor de la otra. A.síc= 'rcd  ó c = 2 i i r ,ríifO’ e

Fig . 128.
t 3 $ .  T eorema 2.® Toda linea convexa {**) cerrada , com-

premüda dentro de otra cuu!(¡uiera, w menor que esta.Sea ABCDA (flg. 128) la línea convexa. Si esta no es menor que todas las que la comprenden, habrá de ellas una menor que todas las demás, que será más corta que ABCDA ó igual con ella. Supongamos que la línea que comprende á la ABCDA con estas circunstancias sea AEFGH: trácese entre estas dos líneas una recta cualquiera m , que no corte á la ABCDA, y se tendrá (5) «■ WN<MFGN,y agregando á los dos miembros la linea MEAHN, resulta AEMNHA<AEFGHA:mas por hipótesis AEFGIIA es la linea menor de las que comprenden á la ABCDA; luego esta hipótesis es absurda; luego todas las lineas que comprenden á la convexa son mayores que'ella, ó ABCDA es la menor de todas.
(*) Este Blgnoeí la p  griega que se pronunci* pt. ,(•*) Cuando se da este nombre á una c u n a ,  sin relación á otra linea ni punto, se significa con él que la curva no puede ser corUda por una recta más que en dos puntos. Asi, la circunferencia ee una curra conrei*.



— 96 —CoROL. l .°  La cirmnferencia es maijor que el perimeiro de 
un polígono cualquiera inscripto y menor que el de otro cualquiera 
circunscripto.CoROL. 2.® Los perímetros de los polígonos regulares inscnptos 
mn creciendo á medida que el número de sus lados se duplica, y 
los de los circunscriplos van disminuyendo en igual caso.O b serv ació n . De estos corolarios se infiere también [ 5 1 ,  (*)] 
que

La circunferencia es el limite superior de los polígonos regula'- 
res inscriptos, y el inferior de k>s circunscriptos.

PROBLEMAS.

i3 9 . 1." H a lla r  la  ra zó n  n u m é r ic a  de la  c ir c u n fe re n cia  a l d iá m e tr o , ó sea el v a lo r  de tt.
Siendo constante ó igual para todas las circunferencias la can

tidad que vamos á determinar {133', corol. % . ° ) ,  si se calcula 
el valor de una circunferencia en el supuesto de que el diámetro 
es 1, se tendrá la razón pedida; puesto que la razón de una canti
dad con la unidad es la cantidad misma.

Inscribiendo en una circunferencia, cuyo diámetro es 1, un
exágono regular, el lado de este polígono valdrá ® > Y
perímetro 4 X 6  =  5.

El lado del exágono circunscripto será también (1 30 , 2.“)2X j X }  _  i  — J _ = - L = ^  =  
V -ix (i) '—(i)* V i—í Vi  íVs Vs ®

|V 5= 0 ,577 ...,

y el perímetro 0,577.....x6=5,46....
Ahora la circunferencia es mayor que el perímetro del 

no inscripto y menor que el del circunscripto (I3 S , corol. 1 • 
luego el valor numérico de la circunferencia será 5 y una fracción 
decimal menor que 0,46.



Si del mismo modo calculamos el perímetro del polígono inscripto de 12 lados ( i 3 l ,  2.®), y el de igual nùmero de lados circunscripto, el primero de estos valores será mayor que 3 y el 2 .“ menor que 3,46..: ( I S S ,  oorol. 2.®), luego la circunferencia estará representada por 5 y la parte decimal que tengan común los perímetros que acaban de determinarse.Continuando de la misma manera el cálculo de los perímetros de los polígonos inscriptos y circunscriptos de 24, 48, 96, etc. lados, los valores de estos perímetros se irán aproxiraandu más y má.s, y el valor déla circunferencia se podrá hallar tan aproximado como se quiera {*). Así se halld7c= 5 , 14159...Observación. La razón de la circunferencia al diámetro hallada por Arquímedes es y ,  por Pedro Meció (“ ) ; por otros procedimientos ménos elementales que el que hemos empleado tt= 5 ,1415926535....... (hasta 155 cifras decimales).
1 1 « .  2.® S i u n  rà d io  tiene seis m etros ¿ c u á l será la  lo n g itu d  de la  c irc u n fe re n cia  ?Se tendrá (I3T , coro!. 3.*) c = 2 T :r = 2 x 3 ,1 4 1 5 9 X 6 =  37,09908 metros.R eciprocamente. S i u n a  c irc u n fe re n cia  tie n e  516 v ara s de lo n g itu d , ¿cu á l será su  r à d io ?El ràdio será (1 3 7 , eorol. 3.*)7- =  — =  —~ Jís= 8 2 ,1 2  varas.6.28318141. 5.® S i u n  arco tiene 20* y  e l ràd io  es 10 m e tr o s , ¿ c u á l será  la  lo n g itu d  d el a rc o ?La de la circunferencia es 137 , corol. 5.*)c = 2 x 3 , 14159x10=62,8518 metros,
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n  Claro se ve que por este procedimiento no es posible llegar á un valor exacto que represente la ratón de la circunferencia al diámetro. Más aün, por cualquiera otro de los inventados ó por Inventar se hallarla un resultado análogo, porque la razón de la circunferencia al diámetro, y  áun el cuadrado de esta razón, es una cantidad inconmensilrabte: (V. Oeom., nota 4.‘ ){••) Este número se puede obtener escribiendo las tres primeras cifras impares cada uñados veces , y separando por medio el grupo que forman, de este modo
11.1|855.üBOM. ^



— 98 —y la del arco se halla por la siguiente proporción360
20'

62,8318 de donde x =
20x62.8318360 : 5,4906 metros.

X141®. 4 .“ C o n o c id o  el rà d io  de u n  a r c o , h a lla r  e l n ù m e ro  d e g ra d o s q u e  debe te n e r  p a r a  qu e su lo n g itu d  sea ig u a l à la  d e  u n a  c irc u n fe r e n c ia  de rà d io  ta m b ié n  d a d o .Llamando r el ràdio del arco y a; el nùmero de grados, la longitud del arco será de la circunferencia, cuyo ràdioes t' , será también : y como estas dos expresiones representan, por hipótesis, cantidades iguales, resulta 2̂ 1’xa;360
T'de donde (Alg. 1®) íc= 3 6 0 X - -Así, el número de grados de un arco cuyo ràdio son 24 varas, é igual en longitud á una circunferencia cuyo ràdio sean 10 varas, será ® = 3 6 0 -x g = 1 5 0 - ,t 4 3 . 5.* H a lla r  g ráfica m en te  la  lo n g itu d  aprox im a d a  de u n a  c irc u n fe r e n c ia  (*).Trácese la cuerda AB (íig. 129), igual al ràdio, y el diáme— Fig. 129. OD perpendicular á esta cuerda : se tra-za por D la tangente M E, y el ràdio OA, prolongándole hasta encontrarla en M : desde este punto hácia la derecha se toman tres rádios; se une el extremo E del último con el G del diámetro y la recta CE será la longitud de la semicircunferencia con ménos error que 0,0001 del ràdio.En efecto, en el triángulo CED, rectángulo en D, se tie n e f'll» »corolario)CE=\/CD“-)-DE*=V^C0^+ {ME-MD)*=\/CD*+ M E*-2M Ex MDTMD^

{*) También es imposible la resolución exacta de este problema empleando solo la linea recta y la  circunferencia.



6 poniendo en vez de CD su valor 2r, y en lugar de ME el suyo 3r,CE=\/-ir«+9r»-6rxMü+ MD’ = \/l3í‘*-6rxMl)-HMl>‘ H).Para hallar el valor de MJ). de los triángulos semejantes O AU y OMDMD 01) , , , AIlxOI)se deduce = — TTíT“ ’AH ')** tUl
4  j  -ó sustituyendo —r por AIÍ, r por 01) y — \Zir* —r* por OH (ISO  f2]) zir x r
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MDi r\/3 'ATi \ / ^  r\ / d \/3 3Sustituyendo este valor de MI) en la ecuación H j. resulta CE =  \/l3r’—6r X Sr\/3'4- Ix r*x 3 =  \/r’ ( iS l-a v / l)  =r 0 3 .3 3 . . . . .—ariáíiÓ ÍC l =  rV/9T861)23171..........ó porúltimo CE=arx3,l'Mí53...;y como (lili. corol. 3.*) c=2 rx3 ,H tS9 /ü  /í»«i CE rp p re se n la  e l v a 
lo r  d e  la  s e m ic ir c u n fe r e n c ia  co n  m en o s e rro r  d e O.OOül d e l r a d io .

CAPÍTULO III.

De las áreas de las figuras planas.

ARTÍCULO I.
Determinación de las áreas de las figuras planas.1 44 . Se llaman superficies equivalen tes  lasque tienen igual 

magnitud, aunque tengan distinta figura (3).I4 & . T robema 1." Dos paraiftúgramos (fig, 130) AG y KG (*}, que tienen las bases .\D y  Kll iguales é igual altura (VI), 
son equivakntes. Siiperpúngíise el paralelúgramo KG al AC, de modo que KII coincida con su igual Al); y como las alturas son iguales, lo.s lados BC y FG formarán la linea recta BĜ  (34, corolario).

Fig . 130.F’C G' P
(’ ) Estos paralsMgrsmos los nomhranoR. para mayor concision, por las letras colocadas en los extremos de una diagonal ; dal mismo modo se expresará en lo sucesivo todo cuadrilátero, siempre que esto no dé lugaráequl- vocaciones.



Fig. 130. F'C G' F./ /
/

G
D E H

Los triángulos ABF' y CDG' tienen los ángulos BAF'— CDG' (3 3 , 1.“), además AB—CD y A F'~ D G ' (7 0 , 1.’ ), luego son iguales ( í * ,  2.*).Si del trapecio ABG'D se resta el triángulo ABF' queda el paraleldgramo AF'G'D, que representa al EG : si del mismo trapecio se resta el triángulo DCG' queda el paralelógramo AC ; luego los pa- ralelógramos AC y EG son equivalentes.* 4 6 . T eorema 2.“ Todo triángulo ABC (fìg. 131) es la mi
tad de un paralelógramo de igual base y altura.Si por los vértices B y C se trazan las rectas BD y. CD respectivamente paralelas á AC y A B , la figura ABCD es un paralelógramo que tiene la misma base AC que el triángulo , y también la misma altura ( 3 » ,  corol.) : pero los triángulos ABC y BCD son iguales ( 7 9 , corol. 1.“) ; luego ABC es la mitad del paralelógramo A D , que tiene la mismabase y altura.Corol. Dos triángulos de igual base y altura son equiva
lentes.Porque son mitades de paralelógramos equivalentes (146).* 4 7 . Se llama área de una superficie la medida de su mag
nitud (a).En la determinación de las áreas tomaremos siempre por uni
dad un cuadrado cuyo lado sea la unidad de longitud.1 4 6  T eorema 5.® Las áreas de dos rectángulos AC y EG (fig. 132), de iguales bases AD y E H , son proporcionales á sus 
alturas AB y EF.132, Distinguiremos dos casos : 1.° que las alturasP G sean conmensurables : 2 .“ que sean inconmensurables.I.® Supongamos que la medida común se pueda colocar 3 veces sobre AB, y 4 sobre EF, A D B a  y se tendráEF“Por los puntos de división trácense paralelas á las bases, y los rectángulos AC y EG quedarán divididos, el primero eu
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Fig .B —
—



F
i__ < i

5 rectángulos parciales y el segundo en 4 , todos iguales entre si (7 9 , corol. 2.°); luego AC 3e g “ T '  .
De esta proporción y de la anterior se deduce (Alg. 1 9 3 )EG EF2.® Sean AB y EF (fig. 133) inconmensurables. Supongampi| que ^  Fig 133. divida en parles ¡guales tan pequeñas como(j se quiera, y que unade estas partes sea Afl: coló- 9 quese esta parte sobre EF todas las veces que se pueda. y quedará \m resto F f, una ve* que AB y EFson inconmensurables; trácese luego la/¡gr paralela á EH.D É H Siendo las rectas AB y Ef conmensurables, se tendrá (primera parte del teorema)

comparando estos quebrados con los siguientesEG EF ’se observará que los segundos (que están en columna) tienen el numerador AB común, y que el denominador Ef se puede aproximar á EFtodo lo que se quiera: porque Ff es menor que Ao y esta parle, • . abpuede ser más pequeña que una cantidad dada cualquiera; luegoes el limite de ^  ( 6 1 . C)J: por igual razón e.s el límite de^|^: pero las cantidades variables son iguales; luego los límites tambiénlo serán ( 6 1  ,(*) corol.]; luego
EG ”  EF ’

OBSEBVACion. Como en todo rectángulo se puede tomar la 
base por altura y la altura por baso, resulta que

Las áreas de dos rectángulos de iguales alturas , son propor
cionales á sus bases:1 4 9 . T eorema 4.* Las áreas de dos rcclángulos son propor
cionales á los productos de sus bases por sus alturas.

Llámese R| 6, a , el área , base y altura de un rectángulo, 
R' b\ a', elárea, base y altara de otro rectángulo, 
R", b, a ',^ á i‘ea, base y altura de un tercer rec-
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—  102 —tánguio, que, como se v.e, tiene igual base que el primero é igual altura que el segundo.El primero y tercer rectángulo tienen bases iguales, luego (141S)
El segundo y tercefi’ rectángulo tienen iguales alturas, luego ( I4 S  . obs.) ñ' ~b'‘Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y suprimiendo el factor R" , común á los dos términos de la primera razón compuesta, resulta 11 _  a'>ibCoROL. 1.“ Si suponemos que R'es la unidad de medida del rectángulo R , el primer quebrado representa el área, de este .pec- tángulo (2): mas en tai c a s o 6 '= « '= l  (14'5'); luego en dicha hipótesis se tiene R = a X 6 .Luego el área de un rectángulo es igual al producto de su base 

por su altura.Be modo que si un rectángulo tuviese por base 41 metros y por altura 22, llamando R su área, se tendríaR = 4 1  X 2 2 = 9 0 2  metros cuadrados.CoROL. 2.° E l área de un cuadrado es igual á la segunda po
tencia de su lado.Porque el cuadrado*es un rectángulo en que la base y altura son iguales.A sí, el área de un cuadrado , cuyo lado son 6 varas y 2 pies, llamando C dicha área y reduciendo el complejo á iqcomplqjo, resulta C=20*=400 piés cuadrados.1 5 0 . T eorema 5.® E l área de un paralelógramo e$ igual 
al producto de su base por su altura.Porque el paralelógramo es equivalente á un rectángulo de igual base y altura (115): el área del rectángulo es igual al producto de su base por su altura ( i l O  , corol. 1."); luego la



— 105 —dei paralelógramo será igual también al producto do la base por la altura.Así para hallar el área del paraleh'igramo AC (Og. 134), se mide su base AI), que supongamos tiene 6 metros: se traza su altura BE-, que también se mide, y supóngase que tiene 8 metros: y llamando P el 
i  área buscada, se tendrá 4— É D P = 6 x 8 = 4 8  metros cuadrados.153. T eorema 6.* El área di-m triángulo es igual á la mi

tad del prodttclo de su base por su altura.Porque el triángulo es la mitad de un paralelógramo de igual base y altura (141«): el área del paralelógramo es igual al producto de su base por su altura (150); luego la dê  triángulo será igual á la mitad del producto de la base por la altura.De modo que para hallar el área del triángulo ABC (figura 135), se mide su base AC: se traza la altura BI), que se mide también , y suponiendo que la primera de estas líneas tenga 10 varas y la segunda 7 , llamando T el área buscada, seráFig. 135.

^  10x7________ __  ̂ T = 3 o  varas cuad.
Corolario L a s  áreas de dos triángulos son proporcionales á  los 

productos de las bases p o r las alturas : s i  las bases son ig u a les, se
rán proporcionales á  tas alturas ; y  s i  tas alturas son ig u a les, se
rán proporcionales á  las báseos.352 . T eorema 7.“ E l  área de un trapecio ABCD(fig. 136) 
es igual cU producto de su altura p o r  la  sem isum a de las bases.Trazando la diagonal BD, el trapecio queda dividido en dos triángulos, cuyas bases pueden ser las Aü y BC del-trapecio, y cuyas alturas son en tal caso BB'=D D ', que es la misma del trapecio.El área de ABD es-^ADxBB', la de BBC es-B C XD D '; lúe- go la del trapecio será| a DX B U '+ -tB C X D D '= B B 'X ^ (.V D + B C ).

Fig. 135.



^  m  —Así, el área del trapecio anterior, en el supuesto de que BB'— 10 pulgadas, A D = 1 3  y BG.=5 , sería" Y 0 x 9 = 9 0  pulgadas cuad.Si se. prolonga la base AD del trapecio ABCD (Qg. 137j una parte D E = B C , y se une B con E , el triángulo ABE es equivalente al trapecio; porque tiene la misma altura que este, y su base es la suma de las dos bases del mismo. É Luego el área del trapecio es tambiénM':
Observaciois.

Fig. i37.

A. D' D BB'X-r-A-E
2 [IJ-Los triángulos BCN y NDE , que tienen BC=1)E por hipótesis, y los ángulos BCN=NDE y NBC =  DEN por alternos entre paralelas , son iguales ( í S ,  3.®): luego BN =N E; y también CN =N D .Trazando por N la recta NM paralela á AE , se tendrá (07) 

BE ~ BA a E ■pero B N = —BE;'z MN=4AE.2
luego B M = - B A  ySustituyendo este valor de y  AE en la fórmula [1 ], el áreadel trapecio será ' BB'xMN.Luego el área del trapecio es también igual al producto' de su 

altura por una recta trazada por los puntos medios de los lados uo 
paralebs, ó sea por una paralela á las bases y equ'diShnte de 
estas C). 1 5 3 . T eorema 8.® E l área de un polígono 

regular ABCDE (fig. 138) es igual á la mitad del 
producto de la apotema por el perímetro.Trazando los radios A O , BO, CO, etc. del polígono, este queda dividido en tantos triángulos AOB, BOC, etc. iguales entre sí ( 7 a , 1.®) (*)

(*) A esta líoea MN se le suele dar el nombre de paralela media.



— 105 — .como lados tiene: el área de ano de los triángulos AOB es -M O X A B  (151); luego la del polígono s e r á M 0 x A B x 5  =  I m Ox SAB , ó llamando P el área del polígono, a la apotema y p el perímetro
Así para hallar el área de un exágono regular, cuyo ladc tiene 4 metros, seri / ) = 6 x 4 = 2 4  metros, y ( » 3 0 , obs. 2 .’)±\/4 x 1 6 — 16=5,46 . . .  metros ;de donde P = ± x 3 / * 6 x 2 4 = 4 1 ,52 metros.. .  cuad.1 5 1 . Llámase sector poligonal la parle ABCO de poligono 

regular comprendida por dos rádios y dosò más lados.
L a  p a rte ABC de perim etro correspondiente á  un sector se

llam a dase de este. ,  . • ,
CoROL. £ l  área de m  seclot' poligonal es igual á  la  m itad del

producto de su apotema por la base.155. T eorema 9.® K l área del circulo es igu al á  la  mitad
del producto del ràdio p o r  la  circunferencia.Porque el círculo se puede considerar como un polígono regular de infinito nùmero de lados, cuyo lucimetro es la circunferencia, y cuya apotema es el ràdio (13T) ; luegojla- mando c la circunferencia, r el ràdio y C el área del círculo, se

\tendrá C =  re.CoROL. Sustituyendo en esta fórmula en vez de c su valor %-nr (1 3 y , corol. 2.®), se tendráC =  1  fX2ur=iTTr* ó C = iít*.2Luego el área dd circulo es igual al producto de la razón de 
la circunferencia al diámetro por el cuadrado del radio.Así / el área de un círculo cuyo ràdio sean 10 varas seráC =5 .14159X I0*=3i4,159 varas cuad.



— 106 —■50. Llámase sector  de circulo la parte ARCO (flg“. 1

Fig. 1-39V B
de este comprendida enlre dos rádios OA , y un arco ABC.C o rolario . E l área de un sector de circulo es igual á la mitad 

del producto de su ràdio por el arco.Porque .se puede (ionsiderar también como un sector poligonal correspondiente á un polígono regular de iníinito número de lados.1 5 7 . Se llama segm e?jto de círculo la par
te de este comprendida entre una cuerda y su 

afeo , ó entre dos cuerdas paralelas y los arcos que estas in
terceptan.La cuerda ó cuerdas qne le forman se llaman base ó bases del segmento.ABC y ABC son segmentos de una base AC : ACNM es un segmento de dos bases AC y MN.COROL. El área de un segmento ABC de una base, y menor que el semicírculo , es igual á la del sector AOCB ménos la del triángulo AOG: la de un segmento ABC de una base también pero mayor que el semicírculo, es igual á la del sector ADCO más la del'triángulo AOC; y la del segmento ACNM de dos bases es igual á la diferencia de las áreas de los segmentos MBN y ABC de una base.1 5 9 . Se llaman circunferencias concéntricas las que tienen el 
mismo centro.

Llámase corona ó  a n illo  la superficie comprendida entre das 
circunferencias concéntricas de diferente ràdio.CoROL. El área de una corona es igual á la del circulo de 
mayor ràdio, menos la del círculo de ràdio menor.1 5 0 . Para determinar el área de una figura plana cualquiera, no comprendida en lo que precede de este artículo, se divide exacta ó aproximadamente en otras, cuyas áreas se saben hallar : se suman estas, y la suma será exacta ó aproximadamente el área pedida.A sí, para hallar el área de la figura ABCDE(fig. 140} se puede dividir en el triángulo M, el rectángulo N , el trapecio P y el semicírculo Q ; y las áreas de M + N -l-P -l-Q  forman el área total pedida.



Fig. 141.
Si la lisura no faese reotilinea ni compuesta de áreos da,

circu lo, como A B C D (ag . 141), se d m -(Hria en otras que supondríamos rectilíneas, por ejemplo, el trapecio M , los triángulos P , . R >  N y el rectánguloQ; y la suma de las áreas de estas sería aproximadamente el área de la figura propuesta.
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■bmiba r t ic u l o  II.
ComparacúJP de lee áreas en laa figuran planas.1 « 0 . T eo r esa  1 •• Las áreas ds dos Iriángtdos 

„romrciomles á los cuadrados de sus lados homólogos. ‘ ed ^' C  áreas de los triángulos ABC y A'B'C' (Bg. 142) serán (I» «) tACxUU ACx BDÍA C X B D  , i  A 'C'XB'D'. de donde A'C'x B'D'ACxBDSustituyendo en la razón compuesta en vez deBI)pig. 14*. la razón componente ^  su igual ( IO S )resulta(Xlg. ií-SyCorol.)
;a g x PD  ̂ AC*JA'C'x B'D''^ A'C'*Los términos de la primera razón representan , como se ha dicho, las áreas de los triángulos dadas, yla razón segunda es igual á y á (Alg-, t S » ,  4 .) ;AB C_______ _______________luego Á'B’C' ”  A'B‘* A'C'* B'C'*

1 6 1  T eorema 2." La  ̂áreas de dos polígonos semejantes 
cudesguiera ABCD.......y A 'B C T ..........(ñg. 143) son proporcio
nales á los cuadrados de sus lados hormlogos.Estos polígonos se pueden descomponer en igual nùmero de

A'B‘* AC»A'C'* BC*



triángulos ABC y A'B'C', ACD y A'C'D', etc. , semejantes y semejantemente dispuestos ( l O l , reciproco) ; luego se tendrá (-160); ABC BC* ACD CD*X W  "  ’ A'C'D' “  C'D'».........Estas proporciones tienen las últimas razones iguales (9 6  , y Algebra, « 8 « ,  4 .“) ,  lu.egoACD BC*
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A'B'C' A'C'D' de donde (A lg,, -186)ABC +  ACD-4-etc.
B'C'* ’
BC* oOA'B'C'h-A 'C 'D '+  etc. B'C'* ó llamando P y P' las áreas de los polígonos,

Lp /

CoROL. Las áreas de bs polígonos regalares de m  mismo m~ 
mero cb lados son proporcionales á los cuadrados de sus radios y 
apotemas.Estos polígonos son semejantes (lO ® ), luego sus áreas serán proporcionales á los cuadrados de los lados: y como los lados son proporcionales á los rádios y apotemas, los cuadrados de los lados serán proporcionales á los cuadrados de los rádios y de las apotemas (A lg ., 'r t ® , 4.‘) ; y por consiguiente, las áreas serán también proporcionales á los cuadrados de los rádios y de las apotemas. Asi

p —a'*-16®. T e o r e m a s .® Las áreas de los circuios son proporcio
nales á los cuadrados de bs rádios y de los diámetros.Las fórmulas de las áreas de dos círculos son ( 1 5 5 , corolario)

C = 7 zr ’̂  y C'=Tcr'*;
de donde *ii *



— 309 —y como los cuadrados de los radios son proporcionales á los cuadrados de los diámetros, resulta
c1 6 3 . T eorema ^  sobre la hipotenusa a y los caíetosh y  o 

de un (mùgulò rectángulo, considerados como lados homólogos, 
seconsiMien póligónos semejantes k ,  B , C; el área del polígono 
construido sobre la hipotenusa es igual á la suma de las áreas de 
los polígonos construidos sobre los catetos.En efecto, se tiene (!« '• )
pero o*=6*-t-c* ( H  t ; luego (A lg ,, 1 S 6 , coroi.A = B -+ -C .CoRoi? \ ^  'cuadrado ¿onsfruido sobre la hipotenusa es igual
'á'la suma ¿  lóscuadrados construidos sobre los catetos.Porque estos tres cuadrados son polígonos semejantes ( ito a ) . ConoL; :2 .“: '6Y con rácííbí d diámetros respectivamente iguales 
á là hipotenusa ó catetos de un triángulo rectángulo se írasan cir
cunferencias , y en ella se inscriben ó circunscriben polígonos regu
lares de igual número de lados, el área del poligono formado en la 
primera es igual á la suma de las áreas de los otros dos.Este corolario y el siguiente se demue^ran como el teorema. CoHOL. 5 .“ FA área del círculo trazado con un ràdio ó diáme
tro igual á la hipotenusa es igual á la suma de las áreas de los 
trazados con el ràdio ó diárneíro re-ipeclivamnle iguales á los 
catetos.1 0 4 . Teorema Las áreas de dos triángulos ABC y DBF (Qg- l á»̂ M/o B común, son proporcionales á
los productos K B XhC y délos lados que en cada Iriún-
gtdo ¡orman didio ángulo.Trazando la DC y tomando por bases de1q3 triángulos ABC y BBC los lados AB y DB, estos triángulos'tienen la misma altdra, luego ( 4 5 1 , corol.)A_RC_^^I)BC*d b ‘

Kig. i44.



— no —Si se toman por bases de los triángulos DBG y DBF los la- Fig. 144. dos BC y B F , también estos triángulos tienen la misma altura; luegoDBG ^D. d^ “ bp'
/)/ Multiplicando ordenadamente estas proporciones y suprimiendo al mismo tiempo el factor común DBG, resulta ABC ABxBC DBF“ DBxBP‘

PROBLEMAS.

t « 5 . 1.* Trasformar un polígono A B C D .......
(flg. 145) en otro eq.uivalente y  que tenga un lado 
menos.Únase B con D : por C trácese CM paralela á BD : prolongúese el lado ED hasta encontrar en M á la CM, y el polígono ABMEF será el pedido.En efecto, los triángulos BCD y BMD, que tienen la misma base BD y sus vértices C 

y M equidistantes de e.sta base (3«, corol.) son equivalentes (146 , corol). Luego si al polígono ABDEF se le agrega el triángulo BCD, y después el BMD, los polígonos resultantes ABGDEF y ABMEF son equivalentes ; y este tiene evidentemente un lado ménos que el primero.Corol. Todo poíiffono se puede trasformar grdßcameiüe en m  
triángulo equivalente.Poixpje si tiene por ejemplo 40 lados, se trasforma en otro equivalente que tenga 9 , luégo en otro que tenga 8 , y así sucesivamente.

166. 2." Cuadrar un triángulo, ó sea trasfor
marle en cuadrado equivalente.Hállese una media proporcional entre la altura y la mitad de la base, ó entre la base y la mitad de la altura ( 111) : sobre



Í 1 6 5 ,

— m  —esta media proporcional se construye un cuadrado, el cual será el pedido.En efecto , de la proporcióna  ̂ A _ £ .
X X {ase deduce x^— ^ab.CoROL. Todo 'poligono puede cuadrarse gráficamente.Porque se puede trasformar en triángulo equivalente corol.), y luego en cuadrado según el problema.OBSERVACIONES.1 / Los polígonos para la determinación de cuya área hay fórmula determiuada pueden cuadrarse sin necesidad de trasformarlos ántes en triángulos equivalentes, hallatub una media proporcional 

entre los dos factores que forman dicha área , y construyendo un 
cuadrado sobre la media proporcional.Así, para cuadrar el paralelógramo se halla la medía proporcional entre la base y la altura; para cuadrar el trapecio, se determina la media proporcional entre la altura y la semisuma de las bases, etc.2 .‘ También es fácil calcular el lado del cuadrado equivalente á una figura cualquiera, hallando su área y extrayendo la raíz cuadrada del número que resulte.Así, el lado del cuadrado equivalente á una figura cuya área son 1800 varas cuadradas, es/ =  \/l800==42,42... varas.'1 6 1 . 3 .° C u a d r a r  el c írc u lo  a p ro x im a d a m e n te .Hállese una media proporcional entre el ràdio y la semicircunferencia , y este será aproximadamente el lado del cuadratlo equivalente al círculo, ó determínese el área del círculo, extráigase la raíz cuadrada del número que la represente, y esta raíz será con aproximación el lado del cuadrado equivalente.Observación. Por este último procedimiento es imposible hallar con exactitud el lado del cuadrado equivalente al círculo; porque entrando por factor del área la razón de la circunferencia al diámetro, y siendo esta cantidad inconmensurable [1 3 » , (“)], el resultado no puede ser exacto . aunque si tan aproximado como se quiera. Tanipo-



Fig. 146.

— H 2  —co puede resolverse el problema por el primer medio con exactitud; puesto que no puede rectificarse exactamente la circunferencia{*)]._De manera que la cuadratura del círculo, el problema más famoso de la Geometría, es irresoluble con los auxilios que presta la Geometría elemental (*).
1«8. 4.° Dado un polígono P  construir otro P ' semejante 

al prim ero, y  cuyas áreas estén en una razón dada, por ejem
plo . de 3 á 4.Bn.una recta AC (fig. U6) tómese AD=3 partes cualesquiera, pero iguales entre s í , y á continuación DC=-i partes iguales á las anteriores: sobre AC como diáme tro trácese una semicircunferencia : en el punto D del diámetro levántese la perpendicular DB, y trácense las rectas BA y B C, indefinidas por ’ la parte inferior del diámetro : tómese sobre BA una parte BA' igual á uno de los lados del polí- '' gono dado P : y trazando la recta A'C' paralelaal diámetro, construyase sobre BC', considerada como lado homólogo del lado BA' del polígono P, otro polígono P' semejante al dado (1*1); y el polígono formado de esta manera será el pedido.En efecto, se tiene f l C I ) P _B A '»P' BC'*'Los triángulos BAC y BA'C' son semejantes ( 9 Í)  ; luegoBC'“ BC ’6 (Alg. 18* .  4,‘) BA'»B(P»' BA»'bg»' pero (1 1 0 ), obs,)BA» 3 BC»”  4 ’luego de esta proporción y la anterior, que tienen una razón común, se deduce BA'» 3BG'»” TEsta proporción y la primera tienen también una razón igual, luego por último

V

(*) Si bien la resolución exacta de este problema sería interesante bajo el punto de vista cientíñeo, no lo sería tanto, m ^ór dicho , traería muy poca utilidad , con relación d sus aplicaciones prácticas,  porque la aproximación puede llevarse tan adelante como en cualquier caso sea de desear.



GEOMETRÍA DEL ESPACIO.
SECCION PRIHER4.PROPIEDADES DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

PRELIMINARES.

Fig . 147.

Del plano.1 6 » . T eorema 1.° Por tres punios'k, B ,C  (fig. 147), 
que no estén en linea recia , puede pasar un plano, pero nada más 
que uno solo.Por los puntos A , B , C trácense rectas: por una de estas AB, hágase pasar un plano PQ (*), el cual puede evidentemente girar sirviéndole de-eje AB has- la llegar al punto C; luego el plano PQ pasa por los tres puntos dados.Otro plano PQ', que pa.«¡ase por los mismos puntos A , B . C , coincidiría con el PQ.Porque las tres-rectas AB, BC y AO estarían en los dos planos (H , corol.); luego por un punto cualquiera I ) , situado en el plano PQ' , se podría trazar una recta DE que cortase dos rectas A B yB C de las tres que unen los puntos dados. Ahora la recta D E, qué tiene los puntos E y F en el plano PQ , coincidirá con

{*) El plano se representa comunmente por un paralelógramo que dehe suponerse ilim itado, y se nombra por las letras de una de sus diaponalea como ya se ha visto-i* * *  y siguientes). Con mAs propiedad se representan» por nn círculo; pero esto ni se acostumbra ni serla más cómodo.UKUM. @



—  —él en toda su extensión (S  , corol.); luego el punto D de esta recta se hallará también en el plano PQ j luego dicho punto es común á los dos planos; luego estos tienen todos sus puntos comunes, luego coinciden.Corol. 1.® Tres puntos que no están en línea recta determinan 
la posición de un plano.Corol. 2 .° Un ángulo ó dos rectas que se corlan determinan 
la positrón 4eun plano.Porque el punto común de las dos rectas y otro en cada una de ellas forman un sistema de tres puntos que no están en linea recta; hallándose las dos rectas en el plano de dichos puntos (8 , corol.).CoRoi.. 5.® Dos paralelas determinan la posición del plano en 
que están situadas.Porque lomando un punto en una do las paralelas y dos en la otra, se tiene un sistema de tres puntos que no están en línea recta.Corol. 4 .“ La intersección de dos planos es una linea recta.Porque si en esta intersección se pudiesen tomar tres puntos no en linea recta, los dos planos formarían uno solo; contra la hipótesis.

Uectas perpendiculares y oblicuas á un plano.l y o .  Se llama pift desuna línea que encuentra ó atraviesa un 
plano , el punto común á la recta y al plano.

Se dice que una recta es PERPErímcuLAR k un  plano  , ó que éste 
lo es á aquella, cuando la recia es perpendicular á lodos las que 
pueden pasar por su pié en el mismo plano : y o blicua  cuando le 
encuentra sin serle perpendicular.1 7 1 . T eorema 1.“ S i una recta AO (Gg. 148) es perpen

dicular á otras dos BO y CO, que pasan por su 
pié 0 en un plano PQ , lo será también á otra rec
ta cualquiera DO, que pase por este punto O en 
el mismo plano.Tómese (sobre la recta AO y su prolongación) A 0 = A '0  : trácese por un punto cualquiera D de la DO una recta BC, que corle á la.s



-  n s  -rectas indefinidas 60 y CO: únanse tos puntos A y A.̂  con los B, C y D .Como los puntos A , B y A' están en un plano ( * 6 9 ) , y además BO es perpendicular á AA' en su purUo medio 0 resulta ( 9 6 , 1.®) A B=:A 'B ; por igual razón A C = A 'C ; luego los triángulos ABC y A'BC tienen sus tres lados respectivamente iguales , luego son iguales. Doblando el A'BC sobre el ABC por la recta B C , la línea A'D coincide con la AD , luego son iguales, luego la recta DO tiene los puntos D y 0 equidistantes de A y A', luego es perpendicular á la AA' ( 9 0 , corol. 2.®); y por consiguiente AA' lo será á DO ( 9 9 , corol. 1.®).CoooL. 1 Si una recta es 'perpendicular á dos que pasan por 
su pié en un plano, es perpendicular al plano.Corol. 2." El lugar geométrico de los puntos equidistantes de 
los extremos Á.y Af de una recta, es el plano PQ perpendicular en 
el punto medio O de dicha recta.RpclPnocAMEíSTE. SÍ dos rectas BO y CO (fig. 149) son perpen
diculares á una tercera AO en un punto dado O , otra recta cual
quiera DO, perpendicular á la misma AO y en el mismo punto, 
estará en el plano BOC de las dos primeras.Porque supongamos que, siendo PQ el plano de las BO y CO, la DO se encuentre fuera de é l: hágase pasar por AO y DO otro plano , el cual cortará al PQ en otra recta D'O distinta de DO , j  se tendrá: D'O perpendicular á AO (leor. direc.), y DO perpendicular también á la AO por bipútesis; luego en el punto O de la AO y en el plano AOD se tienen dos perpendiculares'á esta recta, lo que esabsurdo (9 a ).

Corolario. E l lugar geométrico de las perpendiculares traza
das en un pmüo de una recta , es el plaiw perpendicular á la recta 
en d  mismo punto.1 7 9 . TeomiMA 2.® Por un punto dado no se puede trazar á 
un plano 'más de unq perpendicular.Pueden ocurrir dô  casosi.®  que 1̂ punto esté en el plano: 2 .“que esté fuera de él.1.® Sea el punto dado O (íig. 150), situado en el plano PQ , y supongamos que se puedan levantar las dos rec-

Fig. 149.



FIg. i50.
*“  B/ ̂ c _ h /2. ‘Fig . 151. 0

— H 6 —tas OK y OB , perpendiculares á dicho plano. Haciendo pasar por OA y OB otro plano, su intersección con el PQ será una recta CD (1 6 9 , corolario 4.®); luegó'ien el puntò O de la recta CD se tendrían dos perpendiculares á está r-ecta ( l lO ) , 
'—/ q lo que es absurdo (« » ).Sea el punto dado O (fig. 151), situado fuera del plano PQ, y supongamos que se puedan bajar las perpendiculares AO y BO à este plano. Haciendo pasar por AO y BO otro plano , su intersección con el PQ será una recta AB (1 6 9 , corol. 4.®); luego desde el punto O se tendrían bajadas sobre / ________ la AB dos perpendiculares ( l i O ) , lo que es imposible (^3).1 1 3 . T e o r e m a s .® Por un-punió dado no se puede trazar á 

una recta más que un plano perpendicular.Se distinguen también dos casos : 1.® que el punto esté en la recta: 2.® que esté fuera de ella.1. * Supongamos que por el punto O (flg. 152), situado en la recta A B , se puedan trazar dos planos PQ y PQ' perpendiculares á esta recta. Haciendo pasar por AO un.tercer plano, que corte á los otros dos, sus intersecciones con los dos primeros serán las rectas OC y OD (1 6 9  , corol. 4.'); luego la recta AO sería perpendicular á las OC y OD, quepasan por su pié en dichos planos (I l O ) , luego en el punto O de la recta A B , y en un mismo plano , se tendrían dos perpendiculares! á dicha recta , lo que es absurdo (®3).2 . ® Si desde el punto O (flg. 155), situado fuera de la reola A B , suponemos trazados los dos planos OP y OQ perpendiculares á esta recta, haciendo pasar por O y por dicha recta AB un tercer plano , las intersecciones de este con los primeros serían las rectas OC y OD (1 6 9  , corol 4.*): y como AB es perpendicular á los dos planos OP y O Q , lo sería también á las rectas OC y OD que pasan por los puntos C y D en estos planos ( l i o ) ;  luego desde el punto O liera de la recta .AB, y en un

Fig . 152.,

Fig . 153. U
ft /c D\ B
LLÁ, \ S a



mi?mo plano , se tendrían dos perpendiculares á dicha recta, lo que es imposibleS 7 4 . T eohema 4.“ Si desde un punía O, fuera de un plano PQ (fig. lo 4 ), se trazan á este una perpendicular OA y una obli
cua OB, la perpendicular es menor que la oblicua.Uniendo lì con A , el triángulo OA1Ì es rectángulo en A , (170); luego OA-<OB (7 5 , corol. 5.“),CoROL. La distancia entre un punto y un 

plano se mide por la perpendicular trazada 
desde dicho punto alplano.R ecíprocam ente . Si una recta es la menor 
que se puede trazar entre un punto y un plano, 
será perpendicular á este plano.Porque si no sería oblicua , y entónces trazando una perpendicular sería menor ,que ella ; lo que es contra la hipótesis.175 . Teorema 5.® Si desde un punto O, fuera de un 

plano PQ, se trazan á este una perpendicular OA y diferentes 
oblicuas OB , OC, OD: I ."  las oblicuas OB y OC , que se separan 
igualmente de la perpendicular son iguales: 2.° de dos obli
cuas OG y OD , la OD que más se separa de la perpendicular, es 
la mayor.1. ® Uniendo A con B y con C , los triángulos AOB y AOC tienen el lado AO común, A B = A C  por hipótesis, y los ángulos BAO y C.VO iguales por rectos ; 1 uego estos triángulos son. iguales (7 «  , 2.®), luego OB— OC. . -2 . ® Uniendo A con D , como AD>ACpor'hipótesis, se podrá tomar sobre AD una-parte AE = A C  , en cuyo caso O C = O E , según la primera parte del teorema : pero OD > 0 E  ( 3 5 , 2.®); luego OD ;> 0 C .R ecíprocamente.  Si desde un punto fuera de un plano se 
trazan á este una perpendicular y diferentes oblicuas: \ .° las 
oblicuas iguales se separan igualmenle de lo. perpendicular: 2.® f/e dos oblicuas, la mayor se separa más de la perpendicu
lar (*3 ).Corol. i.® El lugar geométrico de lospiés B , C , E ,  etc., 
de las oblicuas iguales OB, O C, OE, ele. , bajadas desde un 
punió ü sobre un plano PQ , es una circunferencia BCK , cuyo
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— MB —
ceñlro es el pié k  de la perpendicular A.0 : y cuyo ràdio es la 
distancia de este pié al de las oblicuas.CoROL. 2.° E l lugar geométrico de los puntos equidistantes de 
una circunferencia BCE , es la perpendicular AO levantada en el 
plano PQ de dicha circuiifer oncia y en su centro A.1 7 « . T eorem a  Q.  ̂ S i desde el pié O (fig. 155) de la per
pendicular AO á un plano PQ, se traza una perpendicular OD 
a otra recta BC situada en el mismo plano , y se une el punto D, 
donde estas rectas se encuentran , con otro cualquiera A de ía 
perpendicular al plano, la recta A D , que Une estos dos puntos, 
es perpendicular á la linea BC süuada en dicho plano (').Tóraeáe DB— DC, y únanse los puntos B y C con O y con A . Las oblicuas OB y OC son iguales (2 5 ,1 .“) ; luego las oblicuas AB y AC al plano PQ lo son también (175 , 1 ;  luego el triángulo ABC es isósceles; luego la línea AD es perpendicular á la base BC de este triángulo (75 , obs.).O bservación . La recta BC es perpendicular- al plano AOD (7 5 , corol. 1.®).1 77 . Ü'amase proyección  de  un punto sobre un plano el pié 
de la perpendicular bajada desde dicho punto al plano.P hoyécción db una r ecta  AB (flg. 156) sobre un plano es 
otra rktá  BC, que une las proyecciones de los extremos de la 
primera.1 7 « . T eorema 7.® E l ángulo ABC, que forma una recta AB con .m proyección BC sobre un plano PQ, 

es menor que el ABD que la misma recta for
ma con otra cualquiera BD, trazada por su 
pié en dicho plano.Tómese BD =  BC, y los triángulos ABC y ABD tendrán el lado AB común , ACUCAD, por ser AC perpendicular al plano P Q ( i i ? )  y AD Obtfcuá ál mî mo (172) ; luego oí ángulo ABC <  ABD (7 6  , ree.). (*)

(*) Esie teorema se saele llamar de las tres perpendiculares.



— 119 —CoROL. E l ángulo que una recia forma con un plano, llene 
por medida el que la misma recta forma con su proyección sobre 
dicho plano.

De las recias paralelas en el espacio.l y » .  T eorema 1 Dos rectas AB y  CD (ftg. 157), perpen
diculares á un mismo plano PQ, son paralelas.AB y CD son perpendioiilares á la recta BD que une sus pies.Por otra parte, trazando la KF perpendicular á BD en el plano PQ y uniendo A con D , esta recta AD es perpendicular á la EF (170) : BD y CD lo son también , la primera por construcción y la segunda por hipótesis; luego las tres rectas BD , AD y CD están en un mismo plano ( l y i , rec.): y como la AB se halla también en él , corol.), las rectas AB y CD están en un mismo plano, y son perpendiculares á una tercera , luego son paralelas (« » ) .I S O . T eorema 2.“ Por un punto A  (flg. 158), dado en el 
espacio , no se puede trazar á una recta CD más que una pa
ralela AB. si se pudiese trazar otra AE , como las rectas AB y AE estarían en el plano que pasa por los puntos A , C y D (‘̂ ?'), las tres rectas se hallarian en este plano (1 6 9 ); luego por un punto fuera de una recta y en un mismo plano se tendrían dos 
paralelas ádicha recta, lo que es absurdo ( « 9 , corol. 1.®).

En efecto ,
Fig. 158.--------B

--------------- D

Corolario

Fig. 159. A C E
i,® Dos rectas, «na AB (fig. perpendtctdar 

y otra CD oblicua á un plano PQ , no son para
lelas.Porque si lo fuesen, levantando en D la DE perpendicular al mismo plano P Q , sería también paralela á AB (Mí9 ); luego por D habría dos rectas DC y DE paralelas á AB , ío que es imposible.Corol. 2.® Si un plano es perpendicitlar á una de dos pa

ralelas A B , también lo será á la oirá DE.



Fig. 180. A M C

Porque si elplaaoPQ fuese oblicuo respecto de 1)E, esta recta tosería respecto de é l; en cuyo oaso las rectas AB y DE uo serian paralelas (corolario anterior), contra la hipótesis.Obsiírvacío.’s. Este corolario puede enunciarse de otro modo; 
S í U7ia recía es perpendtcubr á mi plano cualquiera , otra recia 
paralela con ella será perpendicular ai mismo plano.CoaoL. 5." Dos recias Á.B y CD(fig. 160), paralelos á una 

tercera MN, son paralelas entre si.Porque trazando un plano PQ perpendicular á A B , lo será también á su paralela MN (corolario anterior), y siéndolo á MÑ lo será su paralela CD; luego AB y CD son perpendiculares al plano / » N I* /o PQ, luego son paralelas (IT O ).I S I .  TtioREMA 5.“ S i dos úm julm ^kG, B'A'C' (fig. 161), 
situados en diferentes planos, tienen sus lados paralelos y diriyidos 
en el mismo senlido , son iguales.Tómese A B ~ A 'B ', A C = A 'C ', y trácense las rectas AA', BB\ CC', BG y B'C'. El cuadrilátero ABA'B' tiene AB igual y paralela á A'B', luego es un paralelógramo { 7 0 ,  rec. 2.®); luego AA' es igual y paralela con BB': por igual razón'CC' es igual'y paralela á A A '; luego BB' y CC' son iguales y paralelas entre sí; luego BCB'C' es un paralelógramo , luego BC— B'C'; luego los triángulos ABC yA'B'C' son iguales ( « a ,  1.'), luego ios ángulos BAC y B'A'C'lo son también.

De las recias paralelas á un plano.
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el plano 
que uno 1 83

Se dice que una recta es paralela á un plano , ó que 
es paralelo á la recta, cuando no se encuentran por más 
y otra se prolonguen.

T eorema i.®  S i una recta {̂ \̂ . 162) es paralela 
á otra C D , situada en un plano PQ, es paralela 
al plano.La AB está en el plano ABGD ( a y ) ; luego no puede encontrar al plano PQ sino en algún punto de la CD: pero esto es contra la hipiUe.sis; luego tampoco puede encontrar á dicho plano, luego le es paralela.



f í M .  T eorema 2." Si por maréela paralela ám^pla-  no PQ, íí  traza otro plano gtie corle al primero y la intersección 
de estos planos es paralela á la recta dada. 'En efecto  ̂:AB y CD están en un mismo plano ABCD, además AB no puede encontrar á CD, porque si la encontrase, encontraría también al plano PQ en que esta se halla situada, lo que es contra la hipótesis; luego AB y CD son paralelas (®9).CoRpL. 1/ Si una recta AB es paralela á un plano PQ, y por 
un punto C de este se traza otra recta CD paralela á la primera  ̂
dicha recta CD estará toda ella en el mismo plano. r; Porque si CD no tuviese más que el punto C en el plano PQ; trazando por AB y CD otro plano, oortaria al PQ en una recta CE paralela con AB (según el teorema); luego por C habría dos paralelas CD y CE á la A B , lo que es imposible ( 2 9  , corol. 1.')   ̂CoROL. 2.“ Si una recta AB (fig. 165) es paralela á dosp!a- Fig. 163. nos PQ ij P Il, que se. cortan, será paralela á la C ^ ^ întersección Q.V de estos planos.Porque trazando por un punto cualquiera C de la intersección CP una paralela á la AB, debe hallarse al mismo tiempo en los dos planos (corolario anterior); luego coincide con dicha intersección CP, luego AB y CP son paralelas.
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CAPITULO I.

Planos en sus diferentes posiciones.

ARTÍCULO PRIMERO.
Angulos diedros.

1 9 » . Se Uama áthgolo d ie d r o , 6 simplemente d ie d r o ,  la ex
tensión comprendida entre dos planos que, se corlan. Estos planos 
se (laman c a r a s , y  arista  s u  intersección.



F ìg . 194.

F ig . 165.

QAPR (fìg. 164) 6s un ángulo diedro, cuyas caras son PQ y PR, y cuya arista es AP.Un ángulo diedro se nombra, como acaba de verse, por cuatro letras, expresando siempre en el medio las dos de la arista. También se puede nombrar, cuando está solo, por las letras de la arista; así se dice el diedro AP.CoROL. Uh (Medro no varía de valor aunque varíe la magnitud 
de itts caras.I S O .  Se llaman diedros a d y a c e n t e s/o í  que tienen la misma 
arista, m a cara común y  las otras dos caras formando un 
piano.ABGD y DCBE (fig, 165) son adyacentes.IS * ? . Llámase diedr .9 recto  cada uno de los dos adyacentes é 

iguales que un plano forma con otro, y oblicuo el 
que es mayor ó menor que uno recto.1 8 8 .  T eorema  1 Los ángulos diedros rectos 
son iguales, aunque no sean adyacentes.Se demuestra como su anàlogo de la Geometría plana(V. núm. lO ) .1 8 9 . Llámase ángulo  diedro agudo  el oblicuo 

menor que uno recto, y obtuso el oblicuo mayor que uno recto.1 9 9 . Se llaman died ros com plem entarios aquellos que suma
dos forman uno recto, y suplem entarios los que forman dos.CoROL. Dos ángulos que tienen eí mismo complemento ó com
plementos iguales, 6 el mismo suplemento 6 suplementos iguales, 
son iguaies. ’Porqiffi ágregátidoles el complemento en un caso y el suplemento en otro , dan una misma suma.1 9 1 .  T px)rema  t ."  L o s  d ie d ro s a d y a cen tes v a le n  ju n to s  dos 
re c to s , ó  so n  su p lem en ta rio s.Se demuestra como su análogo de la Geometría plana: del mismo modo se deducen los corolarios siguientes, y .se demuestra el recíproco correspondiente (V. nüm. 1 9 ) .R ecípro cam ente . Si dos diedros que tienen una cara común y  
la misma arista son suplementarios y exteriores el uno aloírv, se
rán también adyacentes, ó lo que es ií¡ual, las otras dos caras for
man un solo plano.
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— 125 —CcmoL. 1/ Si m diedro es recto, su adyacente h  será tam
bién, y si un diedro es oblicuo, su adyacente lo es del mismo 
modo.CoROL. 2.* Un diedro cualquiera cale ménos que dos rectos.CoROL. 3.’ Los diedros, que se pueden formar en una reĉ  
ta, situada en un plano y á un lado de este, valen juntos dos 
rectos.CoROL. 4/ Todos los diedros, que se pueden formar al re
dedor de una recta , valen juntos cuatro rectos.CoROL. 5/ Los ángulos formados por dos planos, que se cor
tan, valen también juntos cuatro rectos.■IB®. Llámanse diedros opuesto s  po r  l a  a r ista  aquellos de 
los que el uno está formado por las probngactones de las caras 
del otro.1 9 3 .  T eorem a  3 .*  Los diedros opuestos por la artsía í o »  
iguales.Porque tienen el mismo suplemento.1 9 4 . Se llama án gulo  r ectilín eo  c o r r e sp o n d ie n t e  á un die
dro el formado por dos perpendiculares á la arista, en un mismo 
punto de esta y una en cada cara.Si las rectas MO y ON (fig. 166) son perpendiculares á BC, el ángulo MON es eí rectilíneo correspondiente al diedro ABCD, y en igual hipótesis ECü lo será también.CoROL. 1̂ 05 ángulos rectilineos MON , ECD, etc., correspon
dientes á un mismo diedro BC, 5on iguales.Porque tienen sus lados paralelos (?Í9) y dirigidos en el mismosentidoj luego son iguales ( 4 8 1 ) .t 9 5 .  T eorema  4.’ 1." 6Y dos diedros son iguales, sus 
rectilíneos correspondientes lo son también: 2 .' si dos diedros 
son desiguales, el mayor tiene mayor rectilíneo corres¡>on-
diente. . ,1.* Sean los diedros BC y B'G' (üg. 166): superponiendoel primero al segundo,Fig . 160. 6'

N
de manera que coincida la arista BC con B 'C , el punto O con O' y la cara BD con la B'D' ; la otra cara AC coincidirá



*0 ' Dc 1

I Z  n w ’ *“  '̂ 'e'1'’os : 1“  linea ON coincidirácon 0 N , porque si no habría dos perpendiculares en el punto O' de la arista B'C' enei plano B'D', loque es imposible ( « a l n i ’ mIi v T - a' ! » ' “ “  '•eelií̂ í-neos MON y M 0 N soq iguales..2." Sean los diedros BC y B'C' (flg. 1G7): superpdngase el Fig. Í37. primero al segundo, de manera que la arista BC coincida con B'C', el punto O con O' y la cara BD con B'D' ; ía cara AC caerá dentro del diedro B'C', una vez que' \  ̂ este es mayor que el BC,y estará representada por A"C': ON coincidirá con O'N' y O.lí quedará representada por O'M". Las tres rectas O'N', ’o'M" y O'M' son perpendiculares, por hipdtesis, á ia arista B'C' en el punto O ; luego estarán en un mismo piano ( l í i ,  reo.): luego evi- dentemente el ángulo rectilíneoM'0'N'>M"0'N' ó M'0'N'>M0N.REciPRocAMEríTE. 1." S i los áiigulos recfüineos correspondientes 
a dos diedros sm  iguales, los diedros también lo serán ■ 2 * silos 
rectiímeos correspondientes á dos diedros son desiguales, al ma
yor corresponde mayor diedro ( l » ) .CoROL. E l ángulo rectilíneo correspondiente á m  diedro recto 
es también recto.Porque si ABCD (fig. 168) es recto, su adyacente DBCE también lo será ( i » o ,  coro!. 1.‘); luego ios rectilíneos correspondientes MON y NOP son iguales, según el teorema directo, luego son rectos (-15).^ ^  R ecíprocameote. E l ángulo diedro, cuyo 

± 77y  ̂ rectilíneo correspondiente es recto, será también •» recto.Porque si MON es.recto, NOP también lo será ( t 9  co roL 1.-); luego los diedros ABCB y DBCE son iguales, según tí teorema recíproco, luego son rectos ( t  »7).i » e .  T eorema 5 .’ D os diedros ABCD y FCIÍL (fig. 169)so n  
proporctm ales á  su s recUlineos correspondientes ECD y  MllL.
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— 125 —Disting^uiremosdos casos: 1.“ que los áng’ulos rectilíneos sean conmensurables: 2«.'° que no’io sean.1.* Sea el éngiiló EGPt=MHQ la unidad de. mediiía común de los rectilíneos ECD y MIIL : suponga- taos que el primero de estos contenga 5 veces dicha unidad y el segundo 4; \ y se tendrá
MHL * ’Trazando por la arista BG y por las divisiones C P e t c .  del rectilíneo ECD planos, el diedro ABCD quedará dividido en 5 , todos ignalés‘entre 8b(l 0 5  y rec. 1."): de igual manera el diedro FGHL puede dividirse en 4 iguales entre sí, ó iguales á los anteriores; luego ABCD B FGH L“  4 'De esta proporción y de la anterior se deduce (Alg. f0 3 )  ABCD_  ECD FGÜL MHL'2/1 Si ios ángulos ECD y MHL fuesen inconmensurables, este coso se demostraría como su análogo ( 5 i  , 2.*}.O b ser v a ció n .  Si en la proporción ABCD_ ECD FGHL” MULsuponemos que FGHL es la unidad de medida del diedro ABCD, y que MHL, correspondiente al diedro unidad de medida , es también 1a unidad dé medida de los ángulos rectilíneos , la igualdad anterior nos dice que:

La razón de un diedro con su unidad de medida es la misma 
que la de su recíiUneo correspondiente con su unidad de medida 
también.En las mismas hipótesis, la igualdad precedente se convierte en ABCD=ECD;ABCD ECD .— ^uego en igual sentido se puede decir que



^  I2fi ^
L a  m ed id a  (í8) de w i d ied ro  es su  rectü in eo  c o r r e s p ó n d e t e ; pudíenrio en consecuencia expresarse el valor de los die4roSj como el de los reotilineos (5^)» en g ra d o s  ̂ w w it o s , s e g a 

d o s , etc. ARTICULO ü .
De los plenos perpendiculares y oblicuos entre t i .

t W .  S e  lla m a  piAwaPEBpENDKiaAR e l q u e fo r m a  co n  o tro  d o s  
d ie d ro s r e c to s , ó u n o so lo  ( l O I , earol. 1 .*); y  plano oblicuo e l 
q u e fo r m a  co n  o tro  d o s d ie d ro s o h iic m s , ó  m o  so lo .CoROL. 4.“ S i  un p la n o  es p et'p e n d icu la r á  o tro  t este lo  
se rá  a l p r im e r o ;  y  s i  u n  p la n o  es o b licu o  á  o t r o ,  este lo  se r á  á  
a q u e l.CoROL. 2.“ S i  d o s p la n o s  se  c o rta n  p e r p e n d ic u la r n m ie ,  f o r 

m a n  cu a tro  d ie d ro s r e c to s.
1 0 » .  Teorema 4.® S iu n a  r e c ia  NO (fig. 170) es p erp e n d icu 

la r  á  m  p la n o  A E , todo p la n o  DC q u e p a se  p o r  eU a es p e rp e n d icu 
la r  a l p r im e r o .Trazando en el plano AE la recta MO, perpendicular á la intersección BC de los dos planos AE y U D , el ángulo MON es recto ( l l O ) : - pero este ángulo es el rectilíneo correspondiente al 4ie4c9 luego este diedro .es recto (1 9 5 , corol. reciproco); luego el plano DC es perpendicular al AE (1 0 9 ).Corol. 1.® P o r  u n  p m lo  c u a lq u ie ra  N  O, ó p o r  u n a  recta  NO , p e rp e n d icu la r  á  m  p la n o  A E , se  p u cd íC u .tra ia r  in fin ito s p ia r  
n o s p e rp e n d icu la re s a l p r im e r o .Corol. 2.̂ ® S ie n  m p u n t o  ^ d e d a d n t e r s ^ o io n  BC d e  d o s p la 

n o s  AE ^ DC , pe¡rpm dicul(M res endre s i , .se  kn,<pid(s -««a p & rp en d icu r  
la r  á  u n o de e llo s  A E , esta  p e rp e n d ic u la r  c o in c id irá  con  e l o lro  
p ia n o .Porque si no coincidiese con el plano DC, como MON, correspondiente al diedro-rectoABCD, es también reoto (1 9 5 , corolario) , habria dos perpendiculares al plano AE en un mismo punto O , loque es absurdo (1 9 ®).

uA y

/



CoROL. 3.* ^  1-27
La itUers$(icion MO (fig. 171) de dos planos AB 

y £D , perpeadiculares á m  tenero PQ, es 
perpendicular à esle tercer plano.Penque Si en el perito 0 , coitiun á los tres planos, sp levanta una perpendicular al PQ, esta perpendicular se hallará en los dos planos AByCD^corol. ant.); luego coincide con la intersección OM de estos, luego esta recta es perpendicular á PQ.CoROL. 4 .“ Por una recta no perpendicular á m  plano, no se 

puede im^ar más que otro perpendicular al primero.Porque si se pudiesen trazar dos, dicha recta sería perpendicular al plano dado .(corol. ant.), lo que es contra la hipótesis. l O » .  XncRíutA 2 .“ Si.desde un punto O (üg. 172) interior á un 
diedro ABCD, se trazan dos perpendiculares OE y  OF, «na á cada cara, el ángulo EOF, 
formado por las perpendiculares es suplemefi- 
to del diedro.En efecto, si por las perpendiculares OE y OF se hace pasar un plano , será perpendicular á los otros dos AC y BD (198); luego la intersección BC de estos dos planos será perpendicular al plano OEGF ( I B S ,  corol. 3.“) ; luego BC será perpendicular á las .r.ectas EO y G F , que pasan por su pié en este plano ( 1 9 0 ); luego el ángulo EGF es el rectilíneo correspondiente al diedro ABCD.Ahora, el cuadrilátero plano OEGF tiene los ángulos en E y en F rectos, luego el ángulo en O y el EOF son suplementarios ; luego el ángulo en O y el diedro ABCD también lo serán.

Fig. 172.

ARTÍCULO in. Fíanos paralelos.9 0 0 . Se tía^nm p u r o s  parai ê lo s  aquellos que no se encuen
tran por más que se prolouguen.9 0 t . T e o r k jia .í  . “ Dos planos perpendiculares á una misma 
recia s»n paralelos.



encontrasen en un punto óüalqüíéra, desde'̂ 'éáte pimto habna dos planos perpendiculares á una misma recta lo que es imposible (1 9 3 ). ' ’« O a . TÉoHjEMA 2.* Las interseccitmes AB y  CD (fig. 173) de 
planos paralelos PQ y  RS'co« m  tener plano TU, son lineas paralelas.Kn efecto, AB y títí están en el plano T U : y no pueden encontrarse, porque si lo hiciesen se encontrarían también los planos PQ y RS en que están situadas, lo que es contra la hipótesis; Fuego son paralelas (i®*!).CciROL. S i dos ángidós BAC y  B"A'C' (figura 174), situados en diferentes planos, fte-

sus lados paralelos, los planos que deter-mman son también paralelos.jorque trazando por A' un plano paralelo al BA L, su intersección con el AA'B'B será paralela con A B; luego tiene que coincidir con A'B' (®9, coroI. 1.-): por igual razón la intersecciónM , , P'“ o 'razado por A'parale™“ “ B'A'C'; luego estos son para-a 0 3 . T eorema 5 .- Por !,« ^Knto A (% . 17S) no se puede
trazar a un plano PQ más que otro RS paralelo. ^, En efecto, si se pudiesen trazar dos RS y R T , cortando estos Fie. m . tres planos por otro ADEC, las intelecciones AB y AC serían paralelas á Dfí (ao;®)- lo que es-absurdo ( « »  (coroi. 1.*).CoaoL. 1 Vos planos PQ y R T , uno per- 

pendiculá)' y .otro úblibuo á una recta AB no 
son paralelos. ’Ríí npfn«n,i- 1 a , ^  . trazando por A otrov  í   ̂^  paralelo á PQ (s o  i ) ■ iue^opór A habriá dos planos RT y RS paralelos á PQ ¿  que ¿ i t o K  Síble según el tew’ema. "Cnani. 2. recta XI) es perpendicular á un plano PQ 

(amblen lo sera a su paralelo RS. / v.»
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— m  —Pues si fuese oljifcua á RS , este piano también lo sería á dicha recta AD ; en cuyo caso los planos no serían paralelos (corol. anterior) , contra la hipótesis.COHOL. 5.® Dos p/anos paralelos con un tercero son paralelos 
entre sí.Porque si se encontrasen , desde su intersección habría dos planos paralelos á otro, lo que es contra el teorema.« O I .  Pos planos cualesquiera cortados por un tercero, forman ocho ángulos diedros, que toman los nombres de internos, 
exteriios, aliemos y correspondientes , como los rectilíneos formados por una secante que corta á dos rectas (30).« 0 5 . TKoaEMA 4 .“ Si dos planos cortados por otro, de 
manera que las intersecciones sean paralelas, jorman con él :1. “ ánguhs diedros aliemos ó correspondientes iguales, ó infernos 
de un mismo lado suplemenfarios , dichos planos son paralelos:2. ® si forman diedros alternos ó correspondientes desúpiates, 6 
miemos de un mismo lado no suplemenlarios, dichos planos no 
son paralelos.1." Alternos. Supongamos que los diedros PARC y ACDS (fig. 175) sean iguales , siendo además AB y CD paralelas. Trácese un plano perpendicular á la iuterseocion AB, el cual lo será Igualmente á la CD (ISO, corol. 2.®); y sea para mayor sencillez Phbll este plano, que también contiene á la GU.Como AB y CD son perpendiculares al plano PEFñ , que acaba de trazarse, ios ángulos rectilíneos PDD y BDFson los correspondientes á dichos diedros: pero estos Son iguales; luego P B I)=  BDF (195), luego las rectas PE y RF son paralelas (3 1 , 1 :  y como AB y CD lo son por hipótesis, PBA ó sea PQ es paralelo al CDFóseaalRS ( « 0 « , corol).Las demás partes del teorema se demuestran de un modo análogo, como en el número 31.R eciprocamente. 1.® Si dos planos son paralelos, corlados por 

oiro forman con él diedros aliemos y correspondientes iguales , y 
diedros miemos de un mismo lado suplementarios : 2.® sí no son 
paralelos, forman con el (ransversed , una vez que las in/ersccdo- 
ne.s sean paralelas , diedros aliemos y correspondientes desiguales, 
é mfernos de un mismo lado no suplementarios (■«).OasERVActoN. El teorema directo no será cierto si las inter



secciones de los planos con el transversal no son paralelas, como fácilmente se comprende observando que si dos planos que se cortan son perpendiculares á un tercero , forman con este los ocho ángulos diedros rectos, y por consiguiente iguales; resultando consiguientemente los alternos y correspondientes iguales y los internos de un mismo lado suplementarios, sin que los planos sean paralelos. En el recíproco 1."dichas intersecciones son siempre paralelas (^ 0 3 ) ; y este por lo tanto es cierto en todo caso, 6 sea sin más hipótesis que las hechas en el análogo de la Geometría plana.S O O . T eorema 5.® Zas partes AC y líD (fig. MQ] de pa
ralelas , comprendidas entre pUinos PQ y  RS 
paralelos, son iguales.Trazando un plano que pase por dichas paralelas, las comunes secciones AB y CD de este plano con los paralelos son líneas paralelas (550S); luego la figura ABDC es un para- lelógramo, luego.AC==BD.CoROL. Los puntos de un plano equidistan 
de su paralelo.Porque las perpendiculares trazadas desde un plano á su paralelo son paralelas (1 7 0 ), luego son iguales.í807. T eorema 6.® Dos rectas GE y C'E' (fig. 177) com

prendidas entre dos planos PQ y TU paralelos, corladas por un 
tercer plano R S , paralelo á los primeros, quedan divididas en 
partes proporcionales.Trácese la recta C'G paralela á C E , y por E'C'G hágase pasar un plano.B'F y E'G serán paralelas (SO®); luego se tendrá (04)C'F CD'pero C'F— CT) y F G = D E  por partes de paralelas comprendidas entre planos paralelos ; luego HDE “  D'E' *

— ioO —

Fig. 177.
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— ì M —Aim CULO IV.Do los ángulos poliedros.2 0 8 . Se llama .\Nf.uLo poLii-nno la exiension comprendida 
por (rê  ó nnà̂  planos que comurren en un punto, y tienen dos á 
dos una recia común.Los pumos se llaman caras ó ángulos rectilíneos, las intersecciones do las caras reciben el nombre de aristas, y el de vértice el punto dp concurrencia.üABC (flg. 178) es un ángulo poliedro; AOB, IÌOC y COA sus caras: OA , OB y OC las aristas, y O el vértice.Un ángulo poliedro se nombra, como acaba de verse, por la letra del vértice seguida de una colocada en cada arista. También se puede nombrar, si está solo, por la letra del vértice : así para expresar el anterior bastará decir el ángulo poliedro 0.CoRoi,. Un ángulo poliedro no varia de valor aunque varie la 
longitud de sus aristas.

Se da el nombre de ángulo poliedro coxvexo al que no puede 
ser airavesado por una recia más que en dos jmntos.En todo lo que sigue supondremos convexos los ángulos poliedros.

Llámase Angulo triediio ó simplemente, triedro , el ángulo po
liedro formado por tres caras.20S>. Se dice que dos triedros son suplementarios cuando los 
ángulos reclÜineos de cada uno son respeclivameníe suplemenlarios 
de los diedros del otro.2 1 0 . T eorema 1.® Dado un ángulo triedro O , se puede for
mar otro SHpkmeniario.Desde un punto O', interior del triedro dado, trácenselas perpendiculares O 'A', O'B' y O'G' á las caras AOB, BOC y COA del mismo triedro, y el formado en O' por estas perpendiculares será el pedido.En efecto el ángulo rectilíneo A'O'C', formado por las per-



pendicuìares O'-V y O'C'àlas caras AOB yA O C, es suplemento del diedro OA por igual razón los rectilíneos A'O'B' yB'O'C' son suplementos de los diedros OB y OC; luego los ángulos rectilíneos del triedro O' son suplementarios de los diedros del triedro 0.Siendo O'A' perpendicular á la cara AOB y O'C' á la AOC , el plano A'O'C' es perpendicular á estas dos caras [ I 9 S  ) ; luego la intersección AO de estas será perpendicular á dicho plano k 'O V  (1 0 8  , corol. 5 .“): por igual razón OB es perpendicular al plano A'O'B', y OG al B'O'C  ̂; luego el diedro O'A' es suplemento del ángulo rectilíneo AOB, O'B' del rectilíneo IÌOC , y O'C' del AOC ; luego los ángulos rectilíneos del triedro O son suplem*entos de los diedros del triedro O'.Luego los triedros O y O' son suplementarios (2 0 0 ).2IM . Teorema 2.® En todo únf/nlo triedro, m  ángulo reo~ 
tilm o: I." es menor que la suma dé los otros dos: 2.® es mayor 
que su diferencia.1." Sea el triedro O (fig. 179), y supongamos que el ángulo rectilíneo AOC es mayor que cualquiera de los otros dos AOB y BOC.Fórmese el ángulo D O C=BO C, y trácese por D la recta AC : tómese O B = O D , y únase B con A y con C.- Be esta construcción resulta que los triángulos BOC y BOC son iguales ( í '2 , 2 .“ ), luego BC =  BC: AC ó sea An +  D C < A B -h B C  (7 0 ); luego, restando de esta desigualdad la igualdad anterior , se tiene
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A D < A íl.Ahora, los triángulos AOB y AOB tienen AO común, OB— OB por construcción y AB < A B  ; luego el ángulo AOI)<AOB (7 « , recíproco) ; luego sumando con esta desigualdad los ángulos iguales por construcción BOC y BOC , resultaAOD -h n O G < A O B + B O C  ó AOC <  AOB-{-BOC.



?
— m  —2;" Esta parte del teorema es una conseeiieneia necesaria de (a primera. Teokema 5.° La suma de los ángulos rectilíneos AOB, BÜC , etc. , que forman m  ángulo poliedro O (íícr. 180) es menor 

que cuatro rectos.Córtense todas las aristas del ángulo poliedro O por un plano ABCI), y desde iin punto 0 ', interior de este polígono, trácense las lineas O'A, O'B, etc., á los vértices de lodos sus ángulos.La suma de los ángulos de los triángulos laterales AOB, BÜC, etc. es igual á la do los ángulos de igual número de triángulos Aü'B, BO'G , etc. formados en el polígono ( l l ) .  Ahora, en el triedrô  BAOC se tiene ABC<AB0H-0BC ( « i * ,1 .") , ó A BÜ '+0'BC<AB0-(-0BC; y como lo mismo se verifica en los triedros cuyos vértices están en los puntos C , I) y A , resulta (]ue en los triángulos'cuyo vértice está en O , la suma de los ángulos de las bases es mayor que la de los ángulos, también en las bases, de loa triángulos cuyo vértice está en O '; luego por compensación, la suma de los ángulos en O será menor que lado los ángulos en O ', ])ero estos valen cuatro rectos ( lí> , corol. 4.*); Inego'los en O , ó sean los rectilíneos del ángulo poliedro , valen menos de cuatro rectos.« l a .  Teokema 4.° La suma de los ángulos'diedros de un 
triedro cualquiera es mayor que dos recios y menor que seis.En efecto, los ángulos diedros de un triedro , sumados con los rectilíneos de su suplementario, valen seis rectos: pero los rectilíneos del suplementario valen ovideiitemenle más de cero y mcnm:;]¡Uro rectos (‘3 l ‘2); luego losdiedrosdel primitivo valen lué- üus de seis rectos y más de dos.a t d l .  T eorema o .® D os ángulos Irieé'os son iguales: 1.“ «  
tienen sus tres caras ó ángulos rectilíneos respeclivameníe igua
les : 2.® si tienen dos caras iguales é igual el diedro comprendido:5.® si tienen una cara igual coníigua á dos diedros respeclivamen:/’ 
iguales: 4.® si tienen sus Ires ángulos diedros respeclivameníe igun- 
tes, con tal que en todos estos casos los elementos estén dispuestos 
del mismo modo.1.’ Sean los triedros 0 y U' (ligiira 181), eu que se



— m  —supone AOlí — A'O'B' , BOC =  B'O'C' Tómense las aristas OA, OB, OC , O'A' y A O 0=A 'O 'C'. O'B' y O'C' iguales,F ig . i S l .

al ángulo A0B =  A'0'B'

y trácense los triángulos ABC y A'B'C': bájense las perpendiculares OP y O'P' sobre los pianos de estos triángulos, y únanse los puntos P y P' con A y A'.En los triángulos AOB y A^O'B' se tiene A O = O Ü —0 'A '= 0 'B ' y luego estos triángulos son iguales(í® , 2 .°); luego A B = A 'B ': por igual razón BC=:B'C' y A C = A 'C ';  luego los .triángulos ABC y A'B'C' son iguales( í® , I-")-Los puntos P y P ' , piés de las perpendiculares OP y O'P', son los centros de las circunferencias circunscriptas á dichos triángulos ( f  “y s ,  corol. 1.®); luego losrádios AP y A'P' son iguales; luego los triángulos rectángulos AOP y A'O'P' son también iguales (7 3 ),  luego 0 P = 0 'P '.Superpónganse el triedro O al O ', de modo que el triángulo ABC coincida con su igual A'B'C': el punto P coincide con P' y PO con P'O' ( I 7 a ) ; luego la arista OA coincidirá con O 'A ', OB con O'B' y OC con O'Q. ' ; luego los triedros coinciden, luego son iguales.2 .“ Supongamos que en los triedros O y O' se tengan los diedros A 0 = A '0 ', y los rectilíneos AOB— A'O'B' y A 0C=A '0'C^Superpóngase el triedro O al O ', de modo que la cara AOC coincida con su iguál A'O'C', y que la arista OB caiga al mismo lado de la cara común que la O'B': la cara AOB caerá sobro A'O'B' por ser los diedros OA y O'A' iguales, y la arista OB coincidirá con O'B' por la igualdad de los ángulos rectilíneos AOB y A'O'B'; luego los triedros coinciden, luego son iguales.5.® Esto caso so demuestra do una manera análoga aí 2.®4.® Si los triedros O y O' tienen sus diedros respectivamente iguales, formando los triedros suplementarios respectivos, estos tendrán sus ángulos rectilíneos respectivamente iguales; luego son iguales, segun el primer caso ; luego los ángulos rectilíneos do los triedros O y O' son iguales; luego estos triedros también lo serán (primer caso).



Observación. 

F ig . 182.

~  i35Cuando dos triedros tienen los elenieiilos que .se indican en cada caso respectivamente iguales y dispuestos de diferente modo, todas sus partes son iguales respectivamente; pero la coincidencia no puede verificarse.Los triedros que reúnen estas circunstancias se llaman simétricos.Si las aristas de un triedro OABC (íig. 182) se prolongan al otro lado del vértice, resulta el triedro OA'B'C' simétrico del primero.En efecto, los ángulos rectilíneos AOB y A'OB' son iguales por opuestos por el vértice, lo mismo que los AOC y A'OG', BOG y B'OC' ; los diedros OA y OA' son iguales también ( 103) , y los OB y OB', OC y OC' lo son de igual modo. l*or otra parte, estos dos triedros no pueden, en general, superponerse de modo que coincidan, como á simple vístase percibe.9 1 5 . T eorema 6.® Enlodo ángulo triedro: 1.® á caras 
iguales se oponen diedros iguales : 2.® á mayor cara se opone ma
yor diedro.1.® Sea el triedro O (fig. 183) en que se supone AOB= BOG, y vamos á demostrar que el diedro OC es igual al OA.Por un punto B de la arista OB trácense dos planos uno perpendicular á OA y otro á OC , los cuales serán perpendiculares á la cara AOC (1 9 S ) lo mismo que su común intersección BD corol. 3.®). Lostriángulos AOB y BOC son iguales ( í  9 , corolario) ; luego A B ~  BC , luego los triángulos ABD y BBC son laminen iguales (y s) ; luego los ángulos BAD y BCD resultan iguales : mas estos son los rectilíneos correspondientes á los diedros OA y OC, luego estos son iguales.2.® Si en la misma figura suponemos AOB>• BOC, vamos á demostrar que el diedro OC es mayor que el OA.Ejecutando la construcción anterior y doblando el triánguloBOC sobre BOA resulta que BA ]>BC ( 4 0 , obs.) ; luego los triángulos también rectángulos ABD y BBC tienen el ángulo BCD mayor ípie BAD ( 7 3 , obs. 2."), luego el diedro OC es mayor que el OA.R ecíprocamente. En lodo ángulo triedro : i.® á diedros iguales 
seoponen caras iguales : 2.® a mayor diedro se opone mayor cara.
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PROBLEMAS.

® tO . 1." Por un punto dado trazar tma per
pendicular á un plano.Pueden ocurrir dos casos: 1 que el punto dado esté fuera del plano: 2/ que esté en el mismo plano.l .°  Sea el punto dado 0 (flg. 184), situado fuera del plano PQ (*).Bájense desde 0 sobre el plano tres rectas iguales OB, OC y O E; trácese una circunferencia que pase por sus pies B , C y E (OI): únase el centro A de esta circunferencia con el punto dado 0 , y la recta AO será la perpendicular que se pide.Porque la perpendicular levantada en A pasa por O corolario 2.°); luego esta recta es la perpendicular pedida.2 .“ Sea el punto D (fig. 185) situado en el plano PQ.Desde un punto cualquiera A , fuera de este plano, bájese una perpendicular AB al mismo (caso ant.); por D trácese una paralela DE á esta'perpendicular, y la recta DE será la perpendicular pedida ( l 8 0 ,  corol. 2 .', Observación).

« i t .  2.” Por un punto dado A (fig. 186), 
fuera de un plano P Q , trazar una paralela á este 

Fig. 186. plano.~~7° Trácese en el plano PQ una recta cualquiera CD, y por A una paralela AB á la CD ; la recta A.B será la pedida (t88).

Fig . 185. & c E

(•) En la resolución de este problema no se hace mérito de las líneas on, E D , e tc ., de la figura del márgen ; lo cual dependa de que la misma figura ha sido empleada en la demostración de proposiciones en que era necesaria la consideración de las líneas ahora omitidas.Una cosa análoga sucede, por igual rasoii, con las tres figuras siguientes 7 con otras más de que se hará uso en lo suce-sivo.
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9 1 » . 5.* Por un punto M  (fig. 187), situado 

fuera de un plano B A C , trazar otro 
plano paralelo al dado.Por A'trácense dos rectas k'B ' y A'C' respectivamente paralelas á otras dos A.B y A C , situadas en el plano dado BAC, y el plano determinado por BA'C' será ei pedido , corol.)

CAPÍTULO II.
De las superficies de revolución.

919 . Llámame su p e r fic ie s  de  revo lu ció n  las engendradas 
por el movimienlo de una linea, llama da gen eratriz  , o/ rededor 
de una recta fija , que recibe el nombre de e je .Entre las infinitas superficies de revolución , que pueden concebirse , tres son las que ahora nos interesa conocer ; la cónica, la cilindrica y la esférica.ARTÍCULO I.

De la superficie oónioa.
990 . Se llama su p e r fic ie  cónica la engendrada por una recta 

que gira al rededor de otra con la cual concurre en un punto: 6 también la originada por una recia sujeta á pasar por un punto 
fijo , llamado vé r t ic e  , y á recorrer una curva plana cualquiera 

que toma el nombre de dir ectr iz  (*).En este último caso llamamos e je  la recta que 
pasa por el vértice y por el, centro de la directriz, 
si le tiene.OABCD (fig. 188) es una superficie cónica, cuyo vérlice esO: OA, OB, OC ú OD, prolongada cuanto se quiera por la parte inferior, es la 
generatriz en sus diferentes posiciones, ó las ge

neratrices cuando se consideran dos ó más* la curva ABCD es la directriz, y OP el eje.O  Sí la generatriz so supone prolongada al otro lado del vértice , trazará otra superílcie cónica, que con la primera forman la superficie cónica total, de la que cada una de las parciales es una htjía. Actualmente no consideramos más que una de estas hojas.
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ta  superficie córnea es kecta si ei eje ‘es perpendióufar ai 

p'anode ladireclriz (fig. 188), y onucuA cuando ei eje es obimio 
ú dicho plano (fig. 189).

Llámase superficie cónica circular aifueUacuya directriz es 
una circunferencia.S ' i l .  Recibe el nombre de cmQ ti cuerpo tíintíado por una 
superficie cónica O , y un plano que e^rta todas las 
generatrices.

\  twicE del cono es el vérlice O de la superficie cónica: base el 
plano que liitufa la superficie cónica: lados las perries OA., U ll, etc. , de las generalrices , interceptadas entre el vértice y la 
base, y eje es la recta OP- que une el vértice con el centro de la 
base y si le tiene.

El cono es recto si el eje es perpendicular á la base (üg. 188), 
y  oci.ícuo en el caso contrario (fig. 189).

Se llama altüíu del cono ¡a perpendicular bajada desde el vér
tice al plano de la base.

Cono circular es aquel cuya base es un circulo.
CoROL. 1." En el cono recto la altura coincide conel eje.CoROL. 2 .” Los lados del cono recto y circular son iguales ( í s a ,  1/}.OiisERVAcioN. El cono recio y circular se pue de suponer también engendrado poi- la revolución de un triángulo rectángulo APO al rededor de uno de sus catetos OP.

Teorema. Si la superficie curva de un cono circular (figura 189), se corta por un plano A'P'C'D' paralelo á la baso AljCJ), la sección es una circunferencia.Kn efecto, haciendo pasar planos por los lados O A , OB, OC, :etc. , y por el eje OP, las intersecciones AP y A 'P ', BP y B'P', etc., de estos planos con los paralelos ABCü y A'B'C'D' serán paralelas (ííO‘í)  ; luego los triángulos OPA y OP’A ' , OPli y OP'íi', etc., son semejantes {OT ) ;
Fig. 180.

luego AP OP IIP OPI r  “ (Tp ' ' D'P' ’ o F ’P de donde APA'P' “ BPB'P' =  etc.



—  139 —pero A P = B P = e t o ., por rádios de un mismo circulo ; luego A 'P '= B 'F = e t c . ;luego la curva A'B'C'D' es una circunferencia.7SS3. Llámase tronco de cono ó cono truncado la parte ABCDA'S'C'D' comprendida entre la base del cono y tin plano que 
le corta paralelamenle á dicha base ; y cono d eficien te  la parte del 
cono total, que queda al otro lado del plano secante.

Los planos ABCD y A 'B 'FD ', que limitan el tronco de cono, 
se llaman bases ; y altura la distancia entre las bases.

PROBLEMAS.« a # . 1.“ D a d o  u n  tro n co  de con o c ir c u la r  y  re cto  A C '( f lg . 190) , b a lla r  la  a ltu r a  O P  d e l cono to ta l , y  la  O P  ' d e l co n o  d eficien te .Complétese el cono OPAC, y la semejanza de los triàngu-
Fig. Í90. (Alg. 1 S 4 ) AP-A'P' OP-OP'

los OPA y OP'A', nos darà ; de donde
AP-A'P' OP-OP'

AP OP ' A'P' OP' ó llamando r , r' los ràdios de las bases mayor y menor, y a la altura PP' del tronco,
r—r aÜP r -r ' aü P ’y por consiguiente0 P = ar y OF:

y f '  ííD'

ar'
r—r' “ r—r'Observación. De la misma manera se haliaria que el lado del cono total y el del cono deficiente son
r—r r—r

29». 2.” Desarrollar sobre un plano una superficie cónica.nistinguircnios dos casos : 1.' que cleono á que esta superficie pertenece sea recto y circular; 2.” que no reúnaesta.s circunstancias.1 Sea el cono recto y circular OPAC (fig. 191). Tomando el lado



Fig. 191.
OC del cono por ràdio, trácese un arco CC”  de igual longitud qiu*. la circunferencia de la base (1 4 8 ): únase 0' con C " . y el sector üCC" será la superficie cònica desarrollada. .En efecto . haciimdo' rodar cl ‘cono on el plano que pasa por OC, los demás lados van coincidiendo con dicho plano, y como lodos son de igual longitud (881, cocol. 2.“) ,  sus extremos se confunden sucesivanionle con los puntos del arco CC"; y por consiguiente la circunferencia CHAD con ol mismo arco, hasta que el punto -G Se ajasla con C" ; luego la superficie cónica desarrollada es igual al sector OGC".OnsEavAcioPf. La superficie curva del cono deficiente recto y circular OP'A'G', desarrollada también sobre un ]ilano, os evidentemente el sector OC'C'" ; y por con.siguicntq la  del tronco AC' es cl trapecio airciilar CC'C"'C".Sea OABGD un cono cualquiera (Rg. 192). Divídase la directrizGBAD en partes bastante peque- qyg ge puedan tomar como rectas sin error sensible :constrúyanselostriángulosOCB".O B "A ", e le ., respectivamente iguales á  los OCB, ODA, etc., considerados como rectilíneos; y el poligono OCB". ...C "  será aproximadamente la superficie cónica desarrollada sobre un plano.Observación. La superficie curva de un tronco de cono cualquiera se puede de.sarrollar por un procedimiento análogo al empleado en este caso : advirtiendo solo que la división de dicha superficie debe ser ahora en trapecios. como se advertirá en la figura. ARTÍCULO II.

De la superficie cilindrica.2 2 0 -  Llámale s u p e r f ic ie  c i l i n d r i c a /)or  dmo- 
viw'e.nlo de um  recía que gira al rededor de otra , á la cuaJ es 
siempre paralela : 6 también ¡a originada por una recia , que. 
permaneciendo coristanfemente paralela á si misma, recorra una 
curca plana cualquiera llamada dir ectr iz .

— 140 —



F ig .193.

—  —En este último caso /lamamos e je  la recia que siendo pa
ralela á la generalriz , pasa por el centro de la direclriz, si le 
tiene.ABCDA'B'C'D'(fig. 193) es una superíicie cilindrica; AA', BB ', CG' ó BD', considerada como indefinida , es la generatriz en sus diferentes posiciones, d las ge

neratrices cuando se consideran dos ó más : la curva ABCD la direclriz , y 00' el eje.
Jm  superficie cilindrica es recta  , si el eje 6 la 

generatriz es perpendicular al plano de la directriz (fig. 193); y  orlícua  cuando la generatriz ó el eje 
es oblicuo á dicho plano (fig. 194).

Uámase superficie cilindrica c ir cu l a r  aquella cuya directriz es 
una circunferencia.

Recibe el nombre de c iu n d r o  el cuerpo limitado por una 
Superfìcie cilindrica y dos planos paralelos AMCD y A'B'C'D', que 
cortan las generatrices.B a se s  del cilindro son los planos ABCD y A'B'C'D' que Imitan 
la superficie curva: lados las partes A A ', BB' etc., de las gene
ratrices interceptadas por las bases : y e je  la recta 0 0 ' que une los 
centros de las bases , si le tienen.

El cilindro es recto si el eje es perpendicular á las bases (figura 195), y  OBLICUO en el caso conlrario (fig. 191).
Se llama a ltu r a  del cilindro la distancia entre las bases.CiLiMüRo CIRCULAR cs aquclcuyas bases son dos circuios.CoROL. 1.® En el cilindro recto la altura es igual al eje.CoROL. 2 .“ Los lados del cilindro son igualesOrservacio:s. El cilindro recto y circular se puede también suponer engendrado por la revolución de un rectángulo AOO'A' al rededor de uno de sus lados 00'.a ® » . T eorem a . Si la superfìcie curva de un cilindro Fig. 194. circular (fig, 194 : se corta por un plano ̂ A"B"C"D", paralelo áxinade úíííwABCD.

la sección es una circunferencia igual ú eshi 
base.Haciendo pasar planos por kis lados A A', BB', etc., y por el eje 00', la.s inter.sec(’ioin?s de estos pianos con la base y la sección son laa



----yes una circunferencia igual á la de la

A'rl

recta., AO y A "0 '', Bn y li"0" , etc. paralelas ( « o a ) :  y como el eje 00 lo es á los lados, las figuras AOO"A", BOO"D" etc sonW g r ^ o s ;  luego AO =  A "0", B 0 =  B ' V , 1 ’. p“ “AU — BU— etc. por i-ádios de un mismo círculo, luê ôA "0 '^ = B "0 "= e tc .; luego la sección A"B"C"D'' base ABCD.Coaon. Zas bases del cilindro circular son iguales (*).PROBLEMA.*  m Ih superficie c illu d ricá ,
i .-  Seael eü c.d™  recto AC' (dg Cou.stnlyase sobre el lado  ̂ ■ bC un rectángulo CC"G'"C'. cuyabase causea la curva ABCD rectificada, y el rectángulo construido será la superficie cilindrica desarrollada.Se demuestra como en el número 8 * 5 ,  1 ."(fig. W j .  Divídanse los perímetros de las bises^\)art¡endo'^de^^^ mo lado, en partes respectivameiito ¡guales Cí) =  C'D' DA=D'A' etc '’ y  suncientemente pequeñas paraque se puedan tomar como rectas sin error sensible: constrú- yanse losparalelógramos CD"D'"C'N' ü' A"A'"I)'", etc. respectivamente Iguales á los DCT/D-. DD'A'A, etc. considerados como planos, y elC' polígono C D ".......C"C'"B'".........C'será aproximadamente la super- u.t.>.tirn.>u<uia sonre un plano.Ob-̂e r v íc o :,. El rectángulo CC"C"'C', cuya altura es el lado del ci- mdro. y cuya base debe ser igual evidentemente á la longitud NN' de la sección Mi\ perpendicular al lado, es equivalente al polígono oue (.presenta la superficie cilindrica desarrollada ; porque lo que á c L -iparalelogramíj le falta por su parte superior para llenar ^dicho rectángulo , le sobra por la inferior , como sería fácil demostrar.

propiedad es común á todos los cilindros, comofáciim.*nte se com L  es de’ e" te demostración , por otra parte tampo-
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Fig. 197.(V -r ....N\

ARTICULO III.
De la superficie esférica.1930. Se llama supeu ficie  e s f é iu c .v la eugemlrada por la re

volución de nm  semicircunferencia ABG (Iig. 197} al rededor de su diamelro AC.
Recibe elnombre de e s fe r a  el cuerpo limilado por una superfì

cie esférica.Observación. Con frecuencia se suele llamar esfera la superficie esférica ; pero el sentido en que se lia- ble, denotará si se trata del cuerpo geométrico ú de su superficie.Llámase centro el punto O , centro déla semicircunferencia generatriz ; ràdio toda recta OA que desde el centro va á terminar en la superficie esférica, y diámetro la recta que pasando por el centro termina por sus dos extremos en la superficie esférica.CoROL. i.® Los rádios de una esfera son iguales.Porque son rádios de la semicircunferencia generatriz en alguna de sus posiciones.CoROL. 2.® Los diámetros de una esfera son iguales.Porque cada uno se compone de dos rádios.
Se llama e je  de la esfera el diámetro AC de la semicircunfe

rencia generatriz.
Se llaman polos déla esfera los extremos A y C del eje.1831. T eorem a  1.® La intersección de un plano EG con la su

perficie esférica O , es una circunferencia\l]¡i}\\.Trazando el ràdio OC perpendicular á diclio plano, y los OE, O F , OG, OH, etc., las rectas E P , FP , GP , etc. , que unen el pie de la perpendicular al plano con los diferentes puntos de la sección, son iguales ( IT 5 , ree. 1.*); luego la curva EFGH es una circunferencia.
Llámase polo de una circunferencia EFGII, trazada en la su

perficie esférica, cada uno de los punbs de esta gue equidistan de 
dicha circunferencia.CoROL. Ims extremos A y C del diámetro A C , perpendicular 
al plano de una circunferencia EFGll en su centro P , son polos de
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dichacìrciinferencia, ylosúnicosquepuede tener ( i V S , corol. 2.*) Teorema 2.® S i haciendo centro en un punto C (figura 197) de la superficie esférica, con un ràdio cualquiera CE se 
traza una curva EFGH , esta curva será una circunferencia.Tnlcese elrádio OC déla esfera, y otros másOE, OF, OG, etc..á diferentes puntos de la curva : los triángulos OEC, OFC, OGC, e tc ., que tienen O E = O F = O G = e t c . , por rádios de la esfera, E C = F C = G C = e t c . , por hipótesis , y el lado OC común, son iguales ( Î 3 , 1.*); luego si desde los vértices E, F , G, etc., se bajan perpendiculares sobre el lado común OC , se encontrarán evidentemente en un mismo punto P ; -luego estarán en un mismo plano (171 , ree.): ycomo además E P = F P  2= G P = e t c ., la curva RFGH sei’á una circunferencia.Observacio?«. E! punto C , que ha servido de centro para trazar una circunferencia, es uno de sus polos.S Î Î Î Ï .  T eorema 3.® En una misma esfera : 1.® los planos de 
circunferencias iquales equidistan del centro : 2.® de los planos de 
dos circunferencias desiguales, el correspondiente á la mayor se 
aproxima más al centro que el de la menor.1 .* Sean las circunferencias, cuyos centros son P y P', iguales (fig. 197). Haciendo pasar por el centro 0 de la esfera y por los P y P' un plano, las intersecciones de este con los planos de las circunferencias serán los diámetros EG y E'G' de las mismas ; luego EG y E'G' son cuerdas, iguales por hipótesis, de la circunferencia originada por el plano que pasa por O, P y P' ; luego equidistan del centro O ( J O , 1.“); luego O P = O P ': pero OP y OP' miden también la distancia del centro de la esfera á los planos de dichas circunferencias ( l ì  J  , corol.) ; luego estos planos equidistan del centro de la esfera.2.® Sea la circunferencia P mayor que P'. Repitiendo la construcción anterior se hallará del mismo modo OP<;OP' ( J O , 2.'); luego el plano de la circunferencia P se aproxima más at centro que el de la circunferencia P'.R ecíprocamente. En una misma esfera : 1.® las circunferen
cias cuyos planos equidislan del centro son iguales: 2.® de dos cir-*



cunferencitxs cuìjos pìnnos no equidistan del centro, la correspon
diente al plano que más se aproxima al centro es la mayor ( l^ ) .CoRui.. 1 .“ La mayor circunferencia de la esfera es aquella 
cuyo plano pasa por el centro.Por fisla razón se llama circunferencia máxima y las demás 
menores. La circimíereiicia cuyo diámetro es BD (fig. 197) es máxima, y las que tienen por diámetros EG y E'G' son menores.Cünoi,.2.” Las circunferenciaslnáximas deunaesferasoniguales.CoiioL. 3." J)ospuntosde (a superficie esférica que nosean extre
mos de un mismodiamelro, delerminnnuna circunferenciamáxima.Porque estos dos puntos y el centro de la esfera , forman un sistema de tres puntos no en línea recta, que determinan la posición del plano de dicha circunferencia ( IC » ) .CoROL. -í.“ Las circunferencias máximas se dividen mùtuamen
te en dos parles iguales.Porque la intersección de sus planos es un diámetro.ConoL. 5 .“ Una circunferencia máxima BD divide la superficie 
esférica en dos partes iguales.Porque colocando la parte superior BCD sobre la inferior BA.D, de modo que la circunferencia permanezca común, y que el punto C caiga hácia A , estas dos partes coinciden en todos sus puntos; porquede lo contrario estos puntos no equidistarían del centro 0.Observacioix. Esta superposición prueba también que un circulo máximo divide la esfera en dos partes iguales, que'se llaman he
misferios.^ 3 1 . ñecibe el nombre de ánguco' esférico la exfension com
prendida enfre dos arcos de circunferencia máxima BC y  EC (fig. 193), llamados lados, quese reúnen en un mismo punto C, 
llamado vértice.M edida  de un ángulo esférico es el ángulo rectilíneo FCG, 

formadopordos tangentes FC y  GC, una á cada 
arco , en el vértice del ángulo.CoROL. La medida de un ánqulo esférico es 
medida también del diedro formado por los planos 
que determinan sus lados.Porque siendo FC tangente al arco BG en el punto C, es perpendicular al ràdio OC ( i l , ree. 1.®): por igual razón GC es perpendicular al mismo ràdio y en el mismo punto : yCKUM. 10
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— Hfì —como estas rectas están en los planos de los arcos , el áng'ulo rectilíneo FCG es el rectilíneo correspondiente al diedro BCOE (BO-I); luego también será su medida (10« , obs.).9 3 5 . Llámase Ezvtmco la porción de superficie es-
f  èrica comprendida por tres arcos de circun ferencia máxima : BCE (tig. 198) es un triángulo esférico.Observación. Si los vértices B , C , E del triángulo esférico BCE, Fig. 198. se unen con el centro O de la esfera por medio de radios , estos forman un ángulo triedro O , cuyos ángulos diedros OB , OC y OE tienen la misma medida que los ángulos esféricos CBE, BCE y BEC (9 3 # , oorol.), y cuyos ángulos rectilíneos BOC, BOE y COE 'o tienen por medida los lados BC, BE y CE del mismo triángulo; luego las propiedades de los triángulos esféricos se deducen de las de los ángulos triedros, luego reemplazando los nombres de caras y áiujxdos diedros por los de lados y ángulos, se tendrá ;1 En todo triángulo esférico un lado cualquiera es menor 
que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia (9 1 -1 ).2.® La suma de los lados de un triángulo esférico es menor 
que una circunferencia máxima ( 9 1 9 ) ,5.® La suma de los ángulos de un triángulo esférico es mayor 
que dos rectos y menor que seis ( 9 1 3 ) .4 . ® Eos triángulos esféricos de una misma esfera ó esferas
iguales son iguales si tienen: l .°  sus tres lados respectivamente 
iguales: dos lados iguales é igual el ángulo comprendido: 5.’
un lado igual contiguo á dos. ángulos respectivamente iguales: 4.® 
sus tres ángulos respectivamente iguales; con tal que en todos estos 
casos los elementos estén dispuestos del mismo modo (9 1  #).5 . ® En todo triángulo esférico: \ á lados iguales se oponen 
ángulos iguales: 2 .“ á mayor lado se opone mayor ángulo; y rt- 
cipfocamenle ( 9 1 5 ) ,9 3 0 . T eorema 4.® í"/arco AB {Qg. iW ) de circunferencia 

máxima, menor que queunedos puntos A y B rfc una superficie esférica, es menor que 
otra curva cualquiera ACB, trazada sobre la 
misma superficie , y que une dichos puntos.En efecto, uniendo A con C , y C con B por arcos de circunferencia máxima, se tiene (9 3 5  , obs., 1



-\ IÍ< A C + C B .Tomando entre A y C, y entre C y B , los puntos intermedios D y E ; y trazando los arcos de circunferencia máxima AD, DC, CE y E B , se tendrá tambiénAC<AD -H D C y C B < C E + E B ; de donde A C + C B < A D  +  D C +CEH -EB .Sise continúa tomando puntos intermedios, se seĵ uirá formando líneas poligonales esféricas, de las que cada una tiene más puntos comunes con la curva y es mayor que la anterior ; luego la curva es el límite superior de dichas líneas poligonales [51 , ("̂ 1, y como AB es menor que la mis corta de estas, con mayor razón será menor que la curva propuesta ACB.2 3 '9 . Se üamn plano tangente á la superficie esférica el que 
no tiene con esta más que un punió común ; y  secante  el que tiene 
con la misma más de un punto común, esto es, una circunferencia (231).El punto común á la superücie esférica y al plano tangente recibe el nombre depunlo de contacio.2 3 $ . T eouema 5.® Todo plano que pasa por el extremo exte- Fig. 200. rior de un radio de la superf  de esférica : 1 .*

si es perpendicular al ràdio será tangente á 
esta superficie si es oblicuo serásecante.1." Si el plano PQ (fig. 200) es perpendicular al ràdio OA en el extremo A , el pádio también lo será al plano; luego uniendo el punto O con otro cualquiera M del mismo plano , la recta OM será oblicua á este (l'9'2), luego será mayor que 0A(I5'4) ; luego el punto M estará fuerade la superficie esférica; luego el plano PQ no tiene común con esta superficie más que el punto A , luego le es tangente.2.® Si el plano US (fig. 200) es oblicuo al ràdio OB en el extremo B , el ràdio también lo será al plano ; luego bajando desde O sobre este oblicuas iguales con OB, los pies de estas se hallarán 4 la vez en la superficie esférica y en el piano: y como el lugar geométrico de los piés de estas oblicuas sobre el plano es una circunferencia (195 , corol. l .° ) , el plano y la superficie esférica tienen una ciroiinferencia común, luego el plano es secante de la superficie esférica.
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R ecíprocam ente . Todo plano (̂ uepasa por el extremo exlerior 
de un ràdio de la superficie esférica : l.® si es tangente á esta su
perficie será perpendicular alrúdio : 2.* si es secante será obli
cuo (t®).CoROL. Por un punto déla superficie esférica no se puede tra
zar más que un plano tangente.Porque sí se pudiesen trazar dos ó más, habría en el extremo de un ràdio dos ó más planos perpendiculares á este ; lo que es absurdo8 3 » . T eorema  6.® Por cuatro puntos A , B, C y D (fig. 201), que no 
están en un mismo plano , puede pasar una superficie esférica, pero 
nada más que una sola.Tres cualesquiera de estos puntos A , B , C estarán en un mismo plano (I® » ), y A , C , D estarán también en otro.pero diferente del primero; puesto que por hipótesis los cuatro no están en uno mismo. Supongamos que E y G.sean los centros de las circunferencias circunscriptas á los triángulos ABC y ACO : desde estos puntos E y G bájense perpendiculares sobre la A C , común sección de los planos, y estas perpendiculares se encontrarán en un punto L ,41) ; luego la recia AC será perpendicular al plano ELG (171 .cor. I®.) ; luego los planos ABC y ACÜ son perpendiculares al ELG ( l » S ) ,y  e.stelo seráá los dos primeros. Levantando ahora en el punto E la perpendicular EP al plano ABC, esta perpendicular se hallará en el plano ELG ( 1 0 8 , corol. 2."): por igual razón la G il , perpendicular al plano ACD, se hallará también en el ELG; luego las rectas EF y GH estarcen un mismo plano ELG. Por otra parto, EP y Gil uo son paralelas ; porque si lo fuesen, la EL perpendicular á  una de ellas E F , lo sería á la otra Gil ; luego por L habría dos perpendiculares EL (prolongada) y LG á G il, lo que es imposible (83). Luego EF y Gil se encuentran en un punto O.Ahora, siendo EF el lugar geométrico de los puntos equidistantes d e A , B y C ( l 7 5 ,  corol. 2.®), y Gil el de los puntos equidistantes deA , D y C , el punto O donde se cortan será el único equidistante de A,B , C , y D ; luego por estos puntos puede pasar una superficie esférica, y no más que una.C or ol . t.® Cuatro puntos, que no están en un mismo plano, deter
minan la posición de una superficie esférica.C or ol . 2 .“ La intersección de dos superficies esféricas tiene todos sus 
puntos en un mismo plano.Porque de lo contrarío se podrían tomar tres puntos de los comunes en un plano. y uno en otro plano distinto ; y las dos superficies e.s- • féricasse confundirían en una sola, contra la hipótesis.
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CoROL. 3.’  La intersección de dos superficies esféricas es una circun
ferencia.Porque esta intersección tiene todos sus puntos en un mismo plano (corol. anterior) ; luego es la intersección de un plano con cada una de las superficies esféricas; luego es una circunferencia (8:ia).Observación. Con suma facilidad se pueden demostrar, relativa
mente á la intersección y contacto de dos superficies esféricas, teo
remas análogos á los demostrados acercada la intersección y contac
to de dos circunferencias (47 y 4S).

PROBLEKA.840. Dada una esfera O (flg- 202), determ inar su radio.
Tómense dos puntos A y B  sóbrela superficie esférica: hacien- Fig. 202. decentro en estos puntos, con

un radiò cualquiera, trácen
se dos arcos que se corten en I) 

[ ) ' , y P' • con un ràdio diferente trá
cense otros dos arcos, que se 
corten en otro punto D" : con las 
distancias DD', D'I)"yDD" cons- 

D  ̂ trúyase aparte, en un plano, el 
triángulo DD' D": circunscríbasele una circunferencia (« 4 ) , y el ràdio 
0'J3' de esta será igual al ràdio de la e.sfera.En efecto, uniendo los puntos D, D', D" con el medio C de la recta AB, las rectas CD, CD', CD", son perpendiculares á la AR en el punto C ( * « ,  corol. 2/) ; luego están en el plano perpendicular á  la en su punto medio ( 1 7 1 ,  ree. corol.) ; luego el centro O de la esfera estará en el mismo plano ( 1 7 1 ,  corol. 2.®) ; luego la circunferencia que pasa por los puntos D, D', D" es máxima; y como esta es igual á la circunscripta al triángulo DD'D", el ràdio O'D' de la última es igual al ràdio de la esfera.
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CAPÍTULO III.

De los poliedros.

Definiciones preiiminares.. Se llama poliedro el cuerpo limilado por planos.Estos planos, limitados por sus mutuas intersecciones, los ángulos diedros 6 poliedros que forman, los vé-̂ tices de estos y las aristas, reciben los nombres de caras, ángulos, vértices y am - 
tas del poliedro.

Diagonal es toda linea que une dos vértices, que no están en 
una misma cara.



Un poliedro se llama convexo cuando su superficie no puede ser 
atravesada por una reda más que en dos punios.Los poliedros de que nos ocuparemos en lo sucesivo serán convexos, si no se advierte lo contrario.94l‘-5. Llámase poliedro recular aquel cuyas caras son polí
gonos regulares é iguales, y cuyos ángulos poliedros son también 
iguales ; é irrecular el que no reúne estas condiciones.Por razón del número de caras que pueden tener los poliedros se clasifican del modo siguiente :El poliedro que tiene 4 caras se llama tetraedro.5  ......................... pentaedro.6  .........................exaedro.7  .........................heptaedro.8 . ......................octaedro.1 2 ...........................dodecaedro.2 0 ...........................icosaedro.Los poliedros de diferente número de caras que los precedentes no tienen nombres especiales, y se les llama poliedros de 9, 11 ) 1 5 ,....... , 100 , etc. , caras.ARTICULO I.

Ce las pirám ides.

9 d l 3 .  Se da el nombre de piramide á un poliedro que tiene una 
cara poligonal cualquiera, y las demás son trián- 
gulos cuyos vértices se reúnen en un mismo punto.La cara poligonal se llama base, vértice ol vértice común á las caras triangulares, y altura la perpendicular bajada desde el vértice al plano de la base.OABCDE (fig. 203) es una pirámide, cuya  ̂ base es el polígono ABCDE, el punto 0 el vérticey la recta OP la altura.‘.5*14. Se llama piràmide regular aquella cuya base es un 

polígono regular y cuya altura cae en el centro del polígono de la 
base ; é irregular ta que no reúne estas condiciones.CoiioL. I la s  aristas laterales de una pirámide regular son 
iguales ('195 , 1 .**).
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CoROL. 2. ® Las caras laterales son triángulos ùjuales é isósceles.
Llámase apotema en una pirámide regular la altura de cual

quiera de sus triángulos laterales.O bservación. Las pirámides regulares no son siempre poliedros regulares, tales como se han definido en el nùmero 34!®; una sola pirátnide puede ser poliedro regular (V. ÄOO).945. Por razón del número de lados del polígono de la base, las pirámides se dividen en triangulares, cuadrangulares, pen
tagonales, etc., según dicho polígono sea triángulo, cuadrilátero, pentágono, etc.Observación. La pirámide triangular es un tetraedro, y es además el poliedro más sencillo ó de menor nùmero de caras; porque es imposible cerrar espacio con menos de cuatro planos.9 4 G .  T eorema 1.® Dos tetraedros son iguales si tienen : \ 
tres caras respectivamente iguales: 2 .“ dos caras respectivamente 
iguales , é igual el diedro comprendido: o.® una cara igual contigua 
á tres diedros respectivamente iguales; con tal que en todos estos 
casos los elementos estén dispuestos del mismo modo.1. “ Sean los tetraedros 0A13C y O'A'B'C' (fig. 204); y supongamos que los triángulos AOB— A'O'B', B0C =  B'0'C' y A0C =  A'0'C'.De la igualdad de estos triángulos se deduce la de los ángulos rectilíneos, que forman lós triedros en O y en O' ; luego estos triedros son igualfv̂  (9i4,1.®); luego superpuestos coinciden, y al verificarlo, coinciden también las caras ABC y A'B'C' ; luego los tetraedros son iguales.2. ® Supongamos qiíe los mismos tetraedros tengan los diedros AO — A'O' y los triángulos AOB— A'O'R', AOC=- A'O'C'.Superponiendo estos tetraedros de modo que la cara AOB coincida con su. igual A'O'B', la cara AOC caerá sobre A'O'C', por ser iguales los diedros A O yA 'O ': y como estas caras son también iguales, la arista OC coincide con O 'C , la OB con O'B', etc. ; luego los dos tetraedros coinciden en todos sus puntos, luego son iguales.3. ® Se demuestra de una manera análoga á los anteriores.9 4 9 .  T eorema 2.® 5"̂  una pirámide OABCDE (flg. 205) es
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cortada por unplano À'B'C'D'E' paralelo á la base : ì.^ el polífjo- 
no de la sección es semejante al de la base : 2.® las áreas de estos 

polígonos son proporcionales á los cuadrados 
de sus dislancias OP y  OP' al vértice de la 
pirámide.1.“ Las rectas Aíl y K'IV, BC’yB'C", CD y C'D', etc., son paralelas (« O « )  : por igual razón, si se trazan las diagonales AC y AD en el polígono de la base, y por ellas y la arista OA se hacen pasar plajios, AC y A'C ,̂ AD y A'D' serán también paralelas ; luego los triángulos ABC y A'B'C' tienen sus ángulos respectivamente iguales ( l í i l )  , luego son semejantes: y como lo mismo sucede con los triángulos ACl) y A'C'D', e tc ., resulta que los polígonos ABCDE y A'B'C'D'E^ son también semejantes ( lO I) .2 .“ De la semejanza de los polígonos ABCDE y A'B'C'D'E' se deduce ( IG I) ABCDE _  AB*A'B'C'D'E' ”  r ir * ’Siendo AB y A'B' paralelas, los triángulos AOB y A'OB' son semejantes, luego AB _  BO _a^ ' “ 'Fó  ■por igual razón, haciendo pasar un plano por la. arista BO y la altura PO , se tendrá

J O  _  poB'O' ~ PD ’De esta proporción y la anterior se deduce (Alg. 183)A'B' P'O  ̂ ;  a.'B'» “  P'O* 'pero esta ùltima propoj’cion y la primera tienen una razón común; luego _ABCüE _  PO*À/B'C'D'È' “  FÓ^’CoaoL. 1.” Si dos pirámides OXBCl) 1/ íiEFG 20(í' de 
igual altura , se cortan por planos A'B'C'D' y  K'F'fi', paralelos 
á las bases y eqnidisínntcs de los vértices, tas áreas de las seccio
nes son proporcionales á las de diclm bases.



— 155 —Porque según el teorema , se tieneFlg . 206. ABCD _“  p'o* yA'C'C'Dmas por hipótesis EFGE W Q'S»* P 0 = S Q  Y P 0 =  Q'S ; luego estas proporciones tienen igual la úliimarazon, luego ^ B C D  _  EFG A'B'C'ü' “  ET'G' ’CüROL. 2." S i , en las mismas hipótesis, las bases son equi
valen fes, las secciones también lo serán.Porque en tal caso los antecedentes de la proporción anterior son Iguales, luego también lo serán los consecuentes.« ‘3 8 .  Vámase tronco  de pirámide ó pirámide truncada la 
parte AC' de una pirámide comprendida entre la base de esla y el 
plano que la corta paralelamente á dicha base, y pirámide deficÍen-  T£ la parle de pirámide que queda al otro lado del plano secante.Los planos ABCD y A'B'C'Ü', que limitan el tronco, se llaman 
bases del mismo, y altura la distancia entre las bases.A D ad o u n  tro n co  de p irá m id eA C  (fig  206) h a lla r  la  a ltu r a  O P  de la  p irá m id e  to ta l y  la  O P ' de la  p irá m id e  d eficie n te .Supongamos completa la pirámide OABCü, y la semejanza de los triángulos AOB y A'OB' nos daráAi -  Ai.A'B’ ”  A 'o ’la de los triángulos AOP y A'OP' da también

Ai-A '0 " g f ’de cuyas.proporciones se deduceAB OP A 'B '*O P ''de donde (Alg. 184)AB—A'B' O P -O P ' AB—A'B' OP—OP*AB “  OP y A'B' “  “  OP' =
6 llamando l  y /' los lados paralelos de la base y de la sección y a la altura deltronco, ^

l~ l' a i - v  a
i OP y i' "op'*



— 154 —y por consiguienteO P = a xl 0P' =
ARTICULO II.De los prismas.9 5 0 .  Se llama i>iusma  un poliedro que tiene dos caras iguales 

y paralelas \j las demás son paralelóyramos.Las caras iguales y paralelas se llaman bases, y altura la distancia entre estas.El poliedro AD' (flg. 207) es un prisma cuyas b^es son los polígonos ABCDE y A'B'C'D'F/, y su altura la recta CC'.CoROL. 1.* Las aristas de un prisma son paralelas ( I S O , corolario 3.°) é iguales (9 0 6 ).CoROL. 2. Para construir un prisma se traza una de sus bases Fig. 207. ABCDE ; en los vértices A , B , C , etc., se levantan las aristas laterales AA', BB', CC', etc., iguales y paralelas, y se unen los extremos de estas aristas consecutivas por rectas A'B', B'C', C'D', etc.Ponine las caras laterales BA', BC', CD', etc., son paralelógramos ( 5 0 , ree. 2.°) ; luego AB es B igual y paralela á A'B', BC áB'C', CD á C'D', etc.; luego los ángulos A B C= A 'B 'C ', BCD=B'C'D', etc. (181); luego los polígonos ABCDE y A'B'C'D'E' son también iguales (84).9 5 1 . Se llama prism a  recto  aquel cuyas aristas son perpen
diculares á las bases , y  oblicuo  aquel en que son oblicuas.

Prisma r e g u la r  es aquel cuyas bases son polígonos regulares y 
que además es recto.CoROL. £n  el prisma recto la altura es igual á cualquiera de 
sus aristas, y las caras laterales son rectámpilos ; en el prisma 
regular los rectángulos laterales son iguales entre si.OBSEfiVACtox. Los prismas regulai-es no son siempre poliedros regulares como se han definido (9 4 9 ) ; el cubo es el único prisma regular, que es al mismo tiempo poliedro regular (Y. 9 6 0 ) .



9 5 9 . T eorema 1 .* Si un prisma AI)' se corta por un plano A"B"C"D"E'', paralelo á las bases, la secciones un polígono igual 
á una cualquiera de estas ABCDE.Las rectas AB y A'/B", BG y B”C", CD y C"D' ,̂ etc. son paralelas (909); luego los ángulos ABC y A"B"C", BCD y B'"G"I>", etc., son iguales ( i S I ) .Por otra parte, siendo AA" y BB", BB"y CC", etc. paralelad, los cuadriláteros AB", BC", CD'', etc., son paralelógramos; luego AB ~ A"B", BG:^B"C" etc. Luego los polígonos ABCDE y A"B"C"D"E" tienen sus ángulos y lados respectivamente iguales; luego son iguales (S4).9 5 3 . T eorema 2.’ Dos prismas AD' y MQ' (fig. 208) íon 
iguales, si tienen un ángulo triedro A  y M , formado por tres caras 
respeeiivamenle iguales, ABCDE = M X P Q R , AB'— MN" y A E '~ M R ' é igualmente dispuestas.Siendo iguales respectivamente y estando dispuestos del mismo Fig.208. modo los polígonos, que forman lostriedros en A y en M , estos serán igua- B'
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í̂tles (9 1 4 , 1.*); luego superponiendo el prisma AB' al MQ', de manera que la cara ABCDE coincida con su igual MNPQR, la cara AB' caerá sobre la *oMN', y como estas caras son iguales, la recta A'B' coincidirá con M'N': por igual razón A'E' coincidirá con M'R'; luego la base A'B'C'B'E' coincide con su igual M'N'P'Q'R', luego los vértices de ios dos prismas coinciden, luego estos son evidentemente iguales.
Coroi.. D o s  p r is m a s  rectos d e  ig u a l base y  a ltu r a  so n  ig u a les .Porque los triedros A y M son iguales, por ser los ángulos B A E = N M R , BAA'=NMM' y A 'A E=M 'M R , por hipótesis: las caras ABCDE == MNPQR (también por hipótesis), y BA'=NM', AE'=M R' (4 9  , corol. 2 .“).9 5 4 . Por razón del número de lados de las bases, los pris- masse dividen qo. tr ia n g u la re s , c u a d r a n g u la r e s , p e n ta g o n a le s ,e tc ., según dichas bases sean triángulos, cuadriláteros, pentágonos, etc.

L la m a se  paralelepípedo e l p r is m a  c u y a s  bases so n  p a r a le ló -  
g ra m o s9 5 5 . T eorema 5/ En todopareúelepipedo AC' (tlg. 200) /<m



Fig. 20d! B’11
Ib r

¿____1¿
C'

caras laterales y opuestas AB' y DC', AD' y BC', son también igua
les y paralelas.La recta AA'es igual y paralela á D D '(S 5 0 , coro!. 1.') y por hipótesis AB es igual y 'paralela con DC; luego la cara AB' es igual y pai-alela á DC' ( í » ,  corolario 2 .“, y 2 0 « ,  corol.). Por igual razón la cara AD' es igual y paralela á BC'.C o r o l .  En un paralelepípedo se pueden tomar 

por bases dos caras opuestas cualesquiera.2 5 0 . Se llama paralelepíped o  rectángulo  
aquel que tiene por bases dos paralelógramos rec

tángulos y además es recto.CoiíO!.. Las caras de un paralelepípedo rectángulo son parale
lógramos rectángulos, y sus ángulos diedi 'OS son rectos.2 5 ? . da el nombre de (xm á un paralelepípedo rectángu
lo , cuyas aristas son todas iguales.C o r ol . E l cubo es un exaedro regular.Porque sus caras son evidentemente seis cuadrados iguales , y sus ángulos poliedros, formados por tres ángulos de cuadrado,  son también iguales (2141,1

—  m  —

ARTÍCULO III.
Do loe poliedros en general.

2 5 « .  T eorema 1 Sidos ¡¡nlíedros OPABCD v  O'P'A'B'C'O' (ñg. 210) tienen sus caras ABCD y |G' A'B'C'L', ABOP y A'B'O'J’' etc., y sw 
ángulos diedros AB y A'B', OB y O'B', e tc., respectivamente iguales é 
igualmente dispuestos, son iguales.D' Superpóngase el primer poliedro al segundo, de modo que la cara ABCD coincida con sii igual A'B'C'D', la cara ABOPotferá' sobre A'B'O'P', por ser los dié-



dros AB y A'B' ig^uales, y la arista OP coincidirá con la O'P', por la igualdad d<3 estas caras; luego los vértices de estos poliedros coinciden , luego los poliedros son iguales.Del mismo modo se demostraría cualquiera que fuese el número de caras de los poliedros.S S 9 .  Teorema 2 .“ Si dos poliedros OPABCD y O'P'A'B'C'D' 
se componen del mismo número de tetraedros Ok.^0 y O'A'B'D', OAPD y  O'A'P'D', OBCD y O'B'G'D', respectivamente iguales é 
igualmente dispuestos, los poliedros son iguales.La igualdad de los tetraedros OABD y O'A'B'D' nos da los diedros AB — A 'B ',De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros OADB y O'A'D'B': y como los tetraedros OAPD y O'A'P'D' son también iguales, los diedros OADP y O'A'D'P' lo serán de la misma manera: luego los diedrosOADB+0ADP==0'A'D'B'+O'A'D'P', d los diedros totales A D = A 'D '.Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes.La igualdad de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da la igualdad de sus caras homólogasA PD =A 'P'D '. ‘De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los triángulos AOPyA'O'P': y como los tetraedros OABD y O A'B'D' son tara- bien iguales , los triángulos AOB y A'OB' lo serán del mismo modo ; luego AOP -h  AOB = A '0 'P '+ A '0 'B ',Ó lascaras totales (S5) AB0P=A'B'0'P'.Lo mismo se demuestra la igualdad de las caras restantes.Luego los poliedros propuestos tienen sus caras y ángulos diedros respectivamente iguales y ordenados del mismo modo; luego son iguales (S 5 S ) .HecIprocamente.  S i dos poliedros son iguales , se pueden des-“ 
componer en el mismo número de tetraedros re.speclivamenle igua
les é igualmenle dispuestos.
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Haciendo pasar un plano por los puntos O , A ., D , y ott-ó por los O , B , D , y ejecutando igual ope- c'racion en el segundo poliedro , aquel quedará dividido en lös tetraedros OAPD, OABD,OBCD, y este en los
V  O'A'P'D', O'A'B'D', O'B'C'D'.Ahora, los tetraedros OAPD y O'A'P'D' tienen el diedro A P = A 'P ', por ser diedros colocados del mismo modo en los poliedros iguales: la cara APD =  A'P'D'también por hipótesis, y la 0 A P = 0 'A 'P ' ( » 5 , reo.); luego los tetraedros son iguales {©dio, 2 .“).Gomo del mismo modo se demnesti’a la igualdad de loS' tetraedros restantes, el teorema recíproco es cierto.S<»0. XEoaEMA 3.® El número de poliedros regulares no 

puede pasar de cinco.En efecto, el número de poliedros regulares no puede exceder al de ángulos poliedros que puedan formarse con ángulos de polígonos regulares iguales (í54®); luego si demostramos que el número de estos ángulos poliedros es cinco , se tendrá demostrado que el de los poliedros regulares no puede exceder á este número.Esto supuesto, y recordando que para formar uoiángalopolie** dro se necesitan á lo ménos tres ángulos rectilíneos, cuya suma no puede llegar ácuatro rectos ( « I « )  ó sea 560®, se tendrá que :Valiendo el ángulo de triángulo equilátero 60® (8)®, obs: ‘̂ .®) con 3 , 4 y 5 de estos ángulos se podrán formar ángüíos polié- dros, porque6 0 x 3 < 3 6 0 , 6 0 x4 < 3 6 0  y 6 0 x ä < 5 6 0 - mas con 6 ya no puede formarse, porque 6 0x6 = 56 0 .Valiendo el ángulo de cuadrado 90*, cdfi 3 dé estoá áftgtííoa se podrá formar un ángulo poliedro, porqtie 9 0 X 3 < 3 6 0 ;pero con 4 de estos ángulos ya no püede formarse, porqüu 9 0 x 4 = 3 6 0 .Valiendo el ángulo de.pentágono regdlar Í0B*, don 3 de estol ángulos se puede formar un ángulo poliedro, portjai 108x3<360;

— m  —



mas con 4 ya no puede formarse, porque 108x4>360.Valiendo el ángulo del exágono 120% con 3 de estos ángulos no puede formarse ya ángulo poliedro, porque 120X5=360. 'Con mayor razón no pueden formarse ángulos poliedros con ángulos de polígonos regulares de mayor número de lados. .Luego con ángulos de polígonos regulares ó iguales, solo pueden formarse 5 ángulos poliedros: 3 con los ángulos de triángulo equilátero , 1 con los del cuadrado y 1 con los del pentágono; luego el número de poliedros regulares no puede pasar de ««co.Observaciom. Deberíamos ahora demostrar la posibilidad de la formación de los cinco poliedros regulares ; pero la demostración no es de este lugar. Nos limitaremos á indicar que efectivamente existen estos cinco poliedros regulares, y son :El tetraedro, terminadopor4 triángulosequiláteros (fig. 2 U , 1).
E\exaedro, terminado por 6 cuadrados (fig. 211, 2).El octaedro, terminado por 8 triángulos equiláteros (fig. 211,5).El í/ocfecocáro, terminado por 12 pentágonos regulares {figura 211, 4).El icosaedro, terminado por 20 triángulos equiláteros (figura 211, 5).

Fig, 211.
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SECCION SEGUNDA.DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.
CAPÍTULO PRIMERO.

Delos poliedros semejantes, inscriptos y 
circunscriptos.

PRELIMINARES.« 6 1 . Se llaman po lied r o s  seme  ja n t es  los que llenen sus án
gulos diedros , colocados del mismo modo , respectivamente iguales 
y sus caras homólogos semejantes.

iJámanse a r ista s  noMOi.or.AS las aristas de los diedros iguales, y CARAS HOMOLOGAS Itts formodos por aristas homologas.Si etilos poliedros OPAUCD y O'P'A'B'C'D' {fíg. 212), suponemos iguales los diedros A B =  Fig. 2i» . A'R', BO — B'O', etc., cuyas aristastienen las mismas letras, las aristas' AB y A'B' , AP y A 'P ', etc. , son homologas; y las caras ABOP y A'B'O'P', APD y A'P'D', etc. , formadas por dichas aristas , son las caras homólogas.CoROL. Los poliedros semejantes tienen proporcionales las aris
tas homólogos.Porque la semejanza de las caras ABOP y A'B'O'P' nos da AB BO • OP AP A'B' “  B'O' “  W  “  T 'F '  y la de los triángulos APD y A'P'D' da también AP _  AD PD A'P' “  A'IV "  “P'ÍF ’cuyas series de razones iguales se enlazan por la razón común



A V yse -enlazarian igualmente con otras deaucMas de lacompa- l’acioii do las caras homúlogas restantes.ARTÍCULO r.
De los tetraedros semejantes.» 6 « .  Teohema 1 . “ ' Siunfeír(nídroOA.ÍiC(ñg.nú)secor- 

ta por tm ¡Mno A'B'C' paralelo á una de sus caras, el tetraedro OA'B'U parcial resulta, es semejante al total.Los diedros Oü y OB' son uno raismo', y por lo tanto iguales.Otro tanto sucede con los diedros laterales restan- fes. Los diedros OBAC y Olí'A'C  ̂ son también iguales (‘2 0 5 , ree. 1.“); y como lo Riismo. se demostraría respecto de los demás diedros de las bases, resulta que los tetraedros propuestos tienen sus ángulos diedros respectivamente iguales.Los triángulos ABC y A'B'C' sod-semejantes (34 a , 1. ®) : O AB es también semejante con O A'B' (O B ) , y como los demás triángulos laterales se hallan en ignaí caso, los tetraedros tienen sus caras.homólogas respectivamente semejantes.Luego dichos tetraedros son semejantes.S 6 3 .  Teohbma 2 .“ Dos leíraedros son semejantes: l .°  «í 
tienen tres caras respeclimnicnte semejantes: si ticnen4os ca
ras respectivamente semejantes é igual el diedro comprendido : 3 .“ 
si tienen una cara semejante contigua á tres diedros respectiva
mente iguales ; con (al que en lodos estos casos ios elementos estén 
semejantemente dispuestos.1 Sean los tetraedros OABC y O'A'B'C' (fig. 214), en que se suponen semejantes los triángulos QAB y O'A'B', OAC y O'A'C', OBC y O'B'G'.Tómese sobre la arista OB una parteOB"— O'B', y por el pmto B" trácese/d' plano B"A "C", paralelo á BAC.Los tetraedros OABC y OA"B"G" serán semejantes ( a s ® ) . De la semejanza de estos tetraedros se deduce la de las caras horaólogas OAB y OA"B'', OBC y OB"C", etc. : 

Geom. 11
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mas por hipótesis OAB y O'A'B', OBC y O'B'C', etc., son tara- bien semejantes; luego los triángulos OA"B" yO 'A'B', OB"C" y O'B'C', etc., tienen sus ángulos respectivamente iguales; luego los triángulos OA"B' y, O'A'B', OB"C'' y O'B'C', que tienen 0 B "= 0 'B ' por construcción y los ángulos contiguos iguales, son iguales (*9 :? ,  5.®), luego los triángulos OA"C'; y O'A'C también lo serán ( f l i* , 2 .“); luego los tetraedros OA' '̂^C '̂ y O'A'B'C  ̂ son iguales (2 d l6 , 1.®): pero el primero es semejante con OABC, luego el segundo también lo será.2.® y 3.® Estos casos se demuestran do una manera análoga, fundándose en el 2.® y 3.® del nüm.
a rtícu lo  11.

De los poliedros semejantes en general.9 G 4 . Teorema i.® St una pirámide se corta por xm plano 
paralelo á la base, la pirámide deficiente es semejante ú la total. ’ La demostración de este teorema es igual á la del teorema del núm. « 6 « ,  que es un caso particular del presente.

CoROL. Las bases de dos pirámides semejantes son proporcio
nales ú los cuadrados de sus alturas . 2.®).» « S .  Teorema 2.' Si dos poliedros OPABCD xj O'P'A'IÍ'C'D' (fig. 215) están compuestos del mismo número de tetraedrosOABÜ XJ O'A'B'J)', OAPD xj O'A'P'Í)', jcOBCD y  O'B'C'D' respectivamente se

mejantes y semejantemente dispuestos, 
son semejantes.La se tnejanza de los tetraedros OABD y O'A'B'D' nos da los diedros AB =  A'B'.De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros OADB y O'A'D'B': y como los tetraedros OAPD y (j'A'P'J)'son también semejantes, los diedros OADP y O'A'D'P' serán de la misma manera iguales; luego los diedrosOADB-}-OADP=0'A'D'B'-|-0'A'jyp',

á los diedros totales AD =  A'D'. ’
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—  163 —Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes.La semejanza de los tetraedros OA.FD y 0'A.'P'D  ̂ nos da la semejanza de sus caras homúlogasAPDyA'P'D'.Be los mismos tetraedros resulta la semejanza de los triángulos AOP y A'O'P': y como ios tetraedros OARl) y O'A'B'Í)' son también semejantes, los triángulos ABO y A^B'O' lo serán del mismo modo; luego los polígonosA B O P y A W P 'son semejantes (1 O I ) .Lo mismo se demuestra la semejanza de las demás caras.Luego los poliedros propuestos tienen sus ángulos diedros respectivamente iguales y sus caras homologas semejantes, luego son semejantes (*30-1).
Recíi'uocawente. S i  dos p o lie d ro s so n  se m e ja n te s ,  se pueden  

descom p oner en  el m isin o  n úm ero de le ira ed ro s respectivam ente  
sem eja n tes y  sem ejan fem cnfe dispuestos.Haciendo pasar un -{daño por los puntos O , A , D, y otro por ios O , B , I) , y ejecutando igual operación en el segundo poliedro, aquel quedará dividido en los tetraedrosOAPI), OABÍ), OBCD,y este en los O'A'P'D', O'A'Ií'D', O B'C'D .Ahora, los tetraedros OAPI) y O'A'P'D', tienen los diedros ^p — A 'P ', por ser diedros colocados del mismo modo en los poliedros semejantes: el triángulo APD es semejante al A'P'B' también por hipótesis, y el OAP al O'A'P' ( f  O l , rec.); luego los tetraedros son semejantes.Como del mismo modo se demosLraria la semejanza de los U ' Iraedros restantes, el teorema recíproco es evidente.ARTÍCULO m.

Poliedros inscriptos y  circunscriptos en los cuerpos de 
revolución.

!S 66 . S e  dice qu e u n a  p irá m id e  está inscripta c n im  cono ó  
u n  cono circunscripto á u n a  p ir á m id e , cu an do a m bos cuerpos tie
nen el m ism o  vértice y  la  base de ¡a  p ir á m id e  está in scrip ta  en  la  
del cono.



— m  —Inscribiendo en mi cono una piràmide cualqinera, después otra de duplo nùmero de caras laterales, luégo otra, y así sucesivamente, las aristas de ia pirámide permanecen iguales á los lados del cono : el número de aristas que coincide con la superficie cónica se duplica ; y por lo tanto la superficie lateral de la pirámide se va confundiendo con la superficie cónica, y la base de aquella con la de esta, de manera que á las pocas inscri pciones ya la vista no puede distinguir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se pueden aun suponer ĉontinuadas cuánto se quiera, se infiere que 
Todo cono se puede considerar como una pirámide de infinito 

número de caras.
Observación. El cono recto y circular se debe considerar en tal caso como una pirámide regular de infinito nùmero de caras, cuyas apotemas y aristas son iguales y están representadas por los lados.

Se dice que un prisma está vsscm’io en un cilindro ó 
un cilindro cmcu.NscRiPTo á un prisma , cuando las bases del pris
ma están inscriptas en las del cilindro.S 6 9 .  Si en un cilindro se inscribe un prisma cualquiera, después otro de duplo número de caras laterales , luégo otro, y así sucesivamente, el nùmero de aristas que coincide con la superficie cilindrica se va duplicando á medida que el número de caras laterales se duplica ; y por lo tanto la superficie lateral del prisma se va confundiendo con la del cilindro, y las bases de aquel con las de este, de manera que á las pocas inscripciones ya no es fácil distinguir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se pueden aún suponer continuadas cuanto se quiera, se infiere quo

Todo cilindro se puede considerar como un prisma de infinito 
número de caras.

2 '3 0 . S e  d ic e  q u e  u n  p o lie d r o  está inscripto e n  una. e s f e r a ,  ó u n a  
e s fe r a circunscripta li u n  p o l ie d r o . c u a n d o  lo d o s lo s  v é rtic e s  d e l p o lie -  
d ro  e stá n  e n  la  s u p e r fic ie  e s fé r ic a .

D íc e se  q u e  u n  p o lie d r o  está circunscripto á  u n a  e s f e r a , ó u n a  e sfera  INSCRIPTA e n  u n  p o l ie d r o , c u a n d o  to d a s la s  c a r a s  d e l p o lie d r o  so n  ta n 
g e n te s d  la  s u p e r fic ie  e s fé r ic a .

i t i .  T e o r e m a . A todo p o lie d r o  r e g u la r  :  i . °  se  le  p u e d e  in s c r ib ir  
u n a  e s fe r a  : 2.° c ir c u n s c r ib ir  o tra .Supongamos'que ABC y €00 (fig. 216) sean dos caras adyacentes del poliedro dado ; levantando en los centros P y Q de los polígonos, que forman dichas caras , perpendiculares á las mismas , esUts perpendiculares se encontrai-án en el punto Ü . centro de la esfera que



Fig . 216. O*
pasa por dichos puntos A . B , C , 1) Si en «I centro R de la cara KDK, contigua á una de las anteriores CBl). se levanta otra perpendicular , esta encontrará por igual razón á la QO en un punte cualquiera O'.Ahora este punto O' debe ser el mismo punto ü donde se encuentran las PO y QO. En efecto, trácense desde P y (J pei’pendiculares sobre la arista RC, común á las dos primeras caras, cuyas perpendiculares concurrirán en el punto M (41); y desde U y H sobre la DE, las cuales concurren en N , por la misma razón : dóblese el cuadrilátero plano ( Í8 » )  OPMQ sobre el de igual clase 0'Q>'R, sirviendo de eje Oy , y QM caerá sobre QN por ser los ángulos OQ.M y OQN rectos ( l ' i o ) , y el punto M coincidirá con N, porque Q>Í«=QN por apotemas de un mismo polígono . MP caerá sobre NR, por ser iguales los ángulos PMQ y QNR . como medidas de los diedros BC y DE . iguales por hipótesis ; y el punto P coincidirá con R por ser PM:=NR , como apotemas de polígonos iguales : PO caerá sobre RO' por ser rectos los án gulos OPM y O'RN (I ■SO); luego el punto O' coincide con O , y O P = ü ' R. Como lo mismo se demostraría respecto de la perpendicular levantada en el centro de otra cara cualquiera, resulta que todas las perpendiculares levantadas en los centros de los polígonos se encuentran en un mi.smo punto O y son iguales , luego todas las caras equidistan de este punto O ; luego si desde él como centro se traza una esfera de igual ràdio que OP, todas las caras del poliedro son perpendiculares á los extremos de los rádios OP , OQ, OR, e tc ., de esta esfera . luego son tangentes (83S, 1.“); luego la esfera queda inscripta en el poliedro.2.“ Siendo OP perpendicular al polígono ABC en su centro P , se tendrá(*)O A =O B=O C=Ctc. ( 1 9 5 .1 .”; :  por igual razón O B = O C =  On=etc. ; de donde O A = O B = O Ü = O D = etc. y como lo mismo se demostraría de todas las rectas que desde O van á los vértices del poliedro, resulta que estos equidistan de O ; luego si desde O, como centro, se supone trazada una esfera de igu al ràdio que O A , esta pasará por todos los vértices del poliedro , y por lo tanto estará circunscripta á este.«9». Llám aseCT .yT R O  de u n  p o lie d r o  r e g a l a r c i  c e u t r o d c la s  e sfe 
r a s  in s c r ip t a  y  c ir c u n s c r ip t a  a l m ism o p o lie d r o  : n\ mos d e l p o lie d r o  la s
re cta s  q u e  v a n  d esd e  e l  cen tro  d  lo s vértices d e  s u s  á n g u lo s ;  y  .\p o t k :s xíí

la s  p e r p e n d ic u la r e s  tr a z a d a s  desd e e l cen tro  ú ¡a s  c a r a s  d e l p o lie d r o .COROL. 1.“ L o s  r a d io s  de u n  p o lie d r o  so n  ig u a le s  e n lv e .st, y  la s  a p o 
tem as lo  s o n  ta m b ié n .
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(') Estas ttneas no están trazadas en la .Igura ; porque los puntos extremos las expresan con claridad, y  si se hubiesen trazado, la figur a resultarla confusa.



— 1fí6 —
Jr T w i ^(^oukir se  p u e d e  d esco m p o n e r e n  ta n ta sIT / IT I ® ^» as d e l p o k e d )  o y  c u y o s  v e r ile e s  se  re ú n e n  e n  e l ce n tro .

CAPÍTULO II.

De las áreas de los cuerpos geométricos.

a r t íc u l o  i .
Determinación de las áreas de los poliedros.a t a .  El área de la superficie de un poliedro cualquiera es evidentemente igual á la suma de las áreas de los polígonos que íorman sus diferentes caras ; y como se sabe determinar las áreas de las figuras planas ( “) ,  solo nos ocuparemos al presente de las áreas de las superficies laterales del prisma, de la pirámide regnar y de su tronco , que pueden determinarse de una manera más sencilla, como aparece de los siguientes teoremas.» 7 4 . Teorema 1.“ E l área de la superficie lateral de una 

pirámide regular OA1ÌCDK (fig 2Í7) es 
igual á la mitad del producto de la apotema 
Oyipor el perímetro de la base.Los triángulos laterales AOIÍ, BOC, etc. son iguales é isósceles ( « 4 4  , corol. 2 .“): el área de cada uno de estos triángulos es"g" 1̂10 X  AB ; luego la de los cinco será^  MO X  AB X  5 =  1 MO X  5 AB, ó , llamando a la apotema y jo el perímetro de la base,Ar. de sup. iat. depirám. reg .= -^ ffp .^̂ *̂*̂ '* superficie lateral de la pirámideUABL.. suponiendo que la apotema tiene 3,12 metros v el ado de la base 1,03 metros; ;? = ! ,0 3 x 5 = 5 ,1 5 , a = 3  12- luego el área buscada será 

S.lSx.S.iíi ^5-----= o ,0 o 4 0  metros cuadrados.

Fig. 217. O

(*) V . Geometría plana, sección II, cap, 3.“,  art. 1.*



Fig. 218. 
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3'5'5. Teorema 2.® E¡ área de la superficie lateral de un 

tronco AD' de pirámide regular es igual al producto de su apotema M jr por la semisuma de los perímetros de las bases.Los trapecios laterales AB.VB', BCIVC', e tc ., son evidentemente iguales: elvíírea del primero de estos es (15*^)M H rx 4 (^ B + A 'B ') ; luego la.de los cinco seráMM' X I  (AB +  A'B') X  S = M M ' X  i  (5AB +  5A'B').Ó!, llamando p y p' los perímetros de sus bases y a la apotema ,Ar. lat. de tronco de pir. ’reg. =  aX-g3 7 6 . Teorema 3." E l área de la superficie lateral de un 
prisma AD' (fig 218) cualquiera es igual al 
producto de ta arista AA' por el perímetro de 
una sección A"B"C"D"E'', perpen dicular á dicha 
aristaSiendo la sección perpendicular á la arista AA', lo será á todas (IS O  , corol. 2.®); luego estas lo serán á la sección, y poi* lo tanto , cadauna de ellas á los lados A"B" , B " C ' , .......de lasección, que pasan por su pié en el mismo plano (IS O ); luego el área de los paralelógramos laterales será (150) ABA'B' =  A A 'X  A"B" , BCB'C' =  BB' X  B"C", etc. ; luego el área do la superficie lateral del prisma , como las aristas son iguales ( 3 5 0 , corol. 1 .“) , seráAA'(A"B" +  +  C"D" +  E” A " ) ,ó , llamando a la arista y /) el perímetro de dicha sección ,Ar. lat deprisraa=a/7.

Corol. E l área de la superficie lateral de un prisma recto es 
igual al producto de su arista por el perímetro de (a base.Porque en este prisma la base es una séccion perpendicular á la arista. ARTÍCULO II.

Areas de los cuerpos de revolución.« 7 7 .  Teorema 1.® E l área de la superficie curva de un 
cono recto y circular es igual á la milad del producto del lado por 
la circunferencia de la base.

■'c



—  168 —El cono reoto y circular sa puede considerar como una pirá- midü regular de infinito número de caras, cuyas apotemas y .aristas son iguales y están representadas por los lados (Sf6®, obs.) : el área de la superficie latei-al de la pirámide regular es igual á la mitad del producto de la apotema por al perímetro de la base ( a ?  J ]  ; luego área de la superficie curva del cono será también la mitad del producto del lado por la circunferencia de la base.Siendo , pues, OPAB (fig. 219) un cono recto y circular, so tendrá"Ar.de sup. cur. de OPAB — i  OA X  2 -P A = 7 rP A xO A  [1 ],ó, llamando r  el ràdio de la base y l el lado ,Ar. de sup. cur. de cono reo. y cir.=7w í [2], ̂ OBSERVACWHES.1. ‘ Si por el punto A', medio del ado AO se írwa una seo-Pig. Clon paralela á la base , cuyo diámetro sea A'B',0 de la semejanza de los triángulos OAP y OA'P',\ resulta
A 'L . ?\b' ÜA' P'A' . •'•/ '• c \ OA “ PA ■A A'— s pero O A '= luegoP 'A '= 1 P A ó PA=r 2P'AAcuyo valor sustituido en la fórmula [ I J , nos daLuego el área de la superficie curva de un cono recto y circu

lar es también igual al produelo del lado por la circunferencia de 
una sección , hecha por el punió medio del lado y paralela á la 
base.2.“ Si por el punto A' (fig. 219), medio del lado , se traza la A C perpendicular á este, los triángulos AOP y A'P'C serán semejantes (lO « ) ;

Oi> o .  .de donaoluego A'C A'P' ’A 0 X A 'P '= A 'C X 0 P ,



_  j69 —cuyo valor sustituido en la fórmula de la observación anterior, da Ar. de s*p. cur. de O P A B = 2 -A 'C x O P .Luego el área de la superficie curm de un cono recta y circu
lares también igual al producto del eje por la circunferencia, cuyo 
radio es la perpendicular levantada en el punto medio del lado é 
interceptada entre este punto y el eje.Para determinar el área de la superñcie curva de un cono cualquiera, se desarrolla dicha superficie sobre un plano ( S S 5 ,  2.®), y luégo se halla el área de la figura plana resultante {2 5 0 ).2 í O .  Teorema 2.'’ E l área de la superficie curva de un 
tronco de cono recio y circular es igual al producto de su lado por 
la semisuma de las circunferencias de las bases.Cíjnsiderándose el cono recto y circular como una pirámide de infinito nùmero de caras ( 2 © í, obs.), el tronco de cono recto y circular se puede considerar también como el tronco de una pirámide regular, cuyo núnaero de caras es infinito : el área de la superficie de la pirámide truncada es igual al producto de la apotema por la semisuma de los perímetros de las bases (275) ; luego la del tronco de cono jécto y circular será también igual al piíiduclü de su lado por la semisuma de las circunferencias de las bases.Siendo, pues, AB' (ñg. 220) un tronco de cono recto y circular , se tendrá 1 PA+'P'A'Ar. de sup. cur. de AB'=AA'x~(2TtPA-f-2T:P'A')=AA'x2r:— ----- -

OBSERVACIONES.1.* Sí por el punto A ", medio de AA', se traza una sección paralela á las bases cuyo diámetro es A"B", en el trapecio APA'P', resulta (152 , obs.)PA-f-KAcuyo valor sustituido en la fórmula precedente, daAr. desup. cur. de A B '= 2 tiF 'A "X A A '.Luego ei área de la superfide curva de un tronco de cono 
recto y circular también es igual al producto de su lado por la



ctrctinferencia de m a  secció n, hecha p o r  el punto m edio del lado y  
paralela  á  la s bases. •

Fig. 220. 2/ S¡ por los puntos A' y A" se trazan lasperpendiculares A'D y A"C á la base y al lado AA', los triángulos AA'B y A"P^'G serán semejantes (lO O ) , luegoDA A A .P"A" ”  GA' ’ de donde, y supuesto que D A '= :P P ',P "A "X A A '= C A '^ X P F ,cuyo valor sustituido en la fói’mula de la precedente observación, da Ar. de sup. curva de A B '= 2 itA "C xP P '.Luego el área de la  superficie cu rva  de un tronco de cono recta  
y  c irc u la r, es también igu al a l pi'oducto de su eje p o r  una circun
ferencia , cuyo ràdio es la  perpendicular levantada en el p unto  
medio del lado é interceptada entre este punto y  el eje.

2»0. Para determinar el área d# la superficie curva de un tronco de cono cualquiera se desarrolla dicba-süperíicie sobre un plano ( a * 5  , obs. 2.*), y luégo se halla el área de la figura resultante (150).
« ííl. Tborema 5.® E l  á re a  de la  superficie curva de u n  c ilM -  

dro cualquiera es igual a l producto del lado p o r el perim etro de u n a  
sección perpendicular á  dicho lado.A todo cilindro se le puede considerar como un prisma de infinito número de caras (360) : el área de. la superficie lateral del prisma es igual al producto de la arista por el perímetí-o ae la sección perpendicular á la misma arista (276) ; luego la del cilindro será igual al producto'" del lado por el perímetro de la sec- cion'perpendicular á este Iado(*). vt •ConoL. E l  área de la  superfc ie  curva del cilindro recto y  
circu la r es igual a l producto de la  circunferencia de la  base p o r  
el lado.Porque en esl,e cilindro la base es una sección perpendicular al lado.

— 170 —

(') Gomo DO sabemos rectificar m ás curras que la circunferencia, en el 
presenie caso puede arrollarse un hilo perpendic^ilar A los lados del cilindro, 
y  la medida de su extension nos dará la longitud del perím etro de la sécciwn 
pedida.



Llamando r  el ràdio de la base y l el lado, se tiene A l’ ,  de snp. ciir. de cil. ree. y oir.=2'3tr/.E j e m p l o . ¿Cuál es el área de la superficie cur
va de un cilindro recto y circular, cuyo radio de 
la base es 6 metros y  el lado 10 ?La (ML’cunferencia de la base es ,69908, y por consiguiente el área buscada será57,69908x10=576,9908 metros cuadrados.T eorema 4 ."  E l  área <k la  superficie descrita p o r la  

base ABCD (fig. 221) de u n  sector poligonal ABCDO, gue g ira  a l rededor de uno de sus r á -  
dios k O , es igual a l producto de una circunferen
cia , cuyo ràdio es la apotema OP p o r  la  proyec
ción AD' de (a base sobre el eje.El lado AB describe la superficie curva de un cono recto y circular cuyo eje es AB' : CB la de un' tronco de cono recto y circular cuyo eje V c D  la de un cilindro que tiene por eje C'D' ; luego Ar de sup. dése, por A B = 2^ 0 PX A B ' { « 7 7 , obs. 2.'). Ar. de sup. dése, por B C = 2 ^ 0 Q X B 'C '(« 7 » , obs..2.‘), *Ar. dé sup. dése, por C D = 2 t.1)D'x CD ( « S i , coroi.). Sumando estas igualdades, advirtiendo que C D = C 'n ', y que DD '=OP y O P = O 0 = O R  (130, corol. l.°) , resulta Ar. de sup. des. por A BCD =2 t:0P x AD'.

3»3. S e  dam a zo^k esférica  la  p a rle  de superficie dé la es
fe r a , descriía p o r  un arco cualquiera de la sem icircunferencia g e -

n e ra lriz  de la  superficie esférica .
Las circunferencias descritas p o r  los e x ir e m s  d d  arco gene

ra d o r de la  zo na se llam an bases de esta , y  altura la  proyección
de dicho arco sobre el eje.Si uno de los extremos del arco generador coincide con eleje la zona tiene una base sola.La zona de una sola base se llama también casquete es-fér*icoLa superficie descrita por el arco BCD es una zona : sus bases son las circunferencias que tienen por rádios las rectas B B y D D, Y B'D' es su altura. Si el arco generador ftiese ABC, la única base serla la circunferencia, cuyo ràdio es CC' y AC' la altura.
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S S l .  Teorema 5.® E l área de. una zona esférica es igual aÌ 
producto de su altura por una circunferencia máxima.Considerando el arco generador como la base de un sector poligonal regular de infinito nùmero de lados, êl àrea de la superfìcie descrita por esta base será igual (28®) al producto de su proyección sobre el diámetro, ó sea á la altura de la zona, por la circunferencia cuyo ràdio es la apotema de dicho sector, ó sea por una circunferencia máxima.Llamando, pues, Z el área de la zona, a su altura y r  el ràdio de la esfera, se tendrá Z= 2'Tcra.CoROL. E l área de la esfera es igual al producto del diámetro 
por una circunferencia máxima.Porque A.r. de zona dése, por are. A.D ==27irxA D ',Ar. de zona deso. por are. D M =2i:rXD 'M ; luego Ar. de sup. dése, por ADM=27rr(AD'-l-D'M)— 2r:rXA M , ó llamando d el diámetro y E la superficie esférica Ar. de E — 2:ircÌ,ó , sustituyendo en vez de d su .valor 2r ,Ar. de E=47:r*.

Observación. Siendo «r* el área de un círculo máximo, resulta que el área de la superficie esférica es cuadrupla de la del cir~ 
culo máximo.EJEM P LO . S u p o n ie n d o  qu e la  tie rra  sea esféric a . y q u e  su  rà d io  sea 1142 le g u a s , ¿ c u a l será el área de su  su p e rfic ie ?Ar. de sup. T. = 4 x 3 ,1 4 1 5 9 .... X U 4 2 *= 1 6  388 608 leguas cuadradas próximamente.

ARTICULO ni.
Comparación de las áreas de loa cuerpos geométricos 

semejantes.®85. Teorema 1.® Las áreas de las superficies de los polie
dros semejantes son proporcionales á los cuadrados de sus aristas 
homólogos.Sean OPABCD y O'P'A'B'C'D' (flg. 222) los poliedros semejantes , y se tendrá (iCl).ABOP AB> BOC OC*A l r O T ' " A ^ ’ B W " Ó ^ ........
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— n s  —Estas proporciones tienen ias últimas razones ig-nales (2 6 1 , corolario, y Àlgebra 1 8 2 ,4 .* ) , , AfiOP BOC AB*I a 'R'O'P^“  B'O'C' .......  A'B'*,°  A'B'OT' “  B'U'C' de donde (Alg. 1 8 6 ) ABO P+BO C4-... AB*A'B'*’A 'B'0'P'+B'ü'C'+ . ó llamando A y AMas áreas de las superficies de estos poliedros,A _  AB* .A '“  A'B'»‘2 S 6 .  Dos conos recios y circulares son semejantes cuando 
son engendrados por triángulos semejantes, que giran al rededor 
de catetos homólogos.

a s f l .  Teorema 2.® Las áreas de las superficies curcas de 
dos conos semejantes son proporcionales á los cuadrados de los rá~ 
dios de las bases.Llamando r ,  r' los rádios y l ,  l' los lados de estos dos conos, las áreas de sus superficies curvas serán ( 2 í í )

‘Krl y Tzr'l' :, * ,  r.rl rlde donde
rly sustituyendo en la razón compuesta y j;  en vez de la razónZ Vcomponente-rrsu igual por h ip ó t e s is ( A lg ., I í 5  , oorol.),

tTI r’r'iresultaObservación. De una manera análoga se definen los cilindros semejantes, y se demuestra también que las áreas de sus superficies curvas son proporcionales á los cuadrados de sus rádios.
e s s .  Teorema 3.® Las áreas de dos superficies esféricas son 

proporcionales á los cuadrados de sus rádios.Llamando r y r' los rádios de estas superficies esféricas, sus áreas respectivas serán (2841, corol.)4:ir* y Arr» r*de donde Irt/*



CAPITULO III.D e  los v o lú m e n e s d e los cu erp o s geo m étricos.
— 174 —

Fig. 223.

A R T ÍC U L O  I.Eciuivalencia de los poliedros.
Se dice que dos cuerpos geométricos son EQUivALErrrEs 

cuando tienen igual magnitud aunque tengan distinta figura (S).9 9 0 .  T eorema 1.® Dos paralelepípedos, que tienen una 
misma base é igual altura, son equivalentes.Pueden ocurrir dos casos : 1 que las bases superiores estén entre unas mismas paralelas : 2.® que nolo estén.1. “ Sean los paralelepípedos AC' y ÁC" (fig. 225), cuyas bases superiores están entre las paralelas A'D" y B'C".Los prismas triangulares AA'A'TB'B" y tienenlas caras BA'=:C1)' (9 5 5 ): A 'B irA " =  D'C'C"D" por componerse de la parte común D'C'B"A" y de los paralelógraraos A'C' y A "C " , iguales entre sí, por serlo cada uno de ellos con la base común AC : y el triángulo A A 'A " =  DD'D” ( í  9 ,  1 ;  luego los prismas triangulares tienen un ángulo triedro (A' y D') formado por tres cártó respectivamente iguales é igualmente dispuestas , luego son iguales ( 9 5 3 ) .Si del poliedro total se resta el primero de dichos prismas, queda el paralelepípedo A C ", si se resta el segundo queda el paralelepípedo A C '; Inego estos paralelepípedos son equivalentes.2 . ’ Sean los dos paralelepípedos AC' y AC" (fig. 224). Comoestos paralelepípedos tienen (por hipótesis) igual altura, sus bases superiores estarán en un mismo plano paralelo á la base común : luego si se prolongan las caras BA' y CD' del primero, y las AD" y BC" del segundo, sus intersecciones formarán un tercer paralelepípedo AC'"
(95<1), que será equivalente á cada uno de los dados AC' y AC"

Fig 224.



Fíg . 225.

seguo la primera parte-del teorema; luego estos son equivalentes entres!.»  O 4 . Teorema 2 ."  Todo paralelepípedo se puede convertir 
en otro rectángulo equivalente, de la misina altura y  base equiva- 
valente á la del primero.Sea el paralelepípedo AL(fig. 225) oblicuo, y su base ABCü un paraleidgramo oblicuángulo ; levantando en los vértices A , B , G y D de la base las aristas A A ', BB' etc., perpendiculares á dicha base é iguales á la altura del paralelepípedo dado, se formará el paralelepípedo recto AC' equivalente al propuestoEn los exti'emos de los lados AD y A'B' de las bases del paralelepípedo AC', levántense las perpendiculares A H , DN y A'M', I)'N' : trácense las rectos MM' yNiY; y quedará formado im tercer paralelepípedo A Y  rectangular, de igual altura que AL , y cuya base AHiND es equivalente á la ABCD del mismo.Ahora puede suponerse que los paralelepípedos AC' y AN' tienen por base la cara común AA'D'l) y por altura la perpen— dienlar AM; luego tienen la misma base y altura, luego son equivalentes (*̂ S>0 ) : pero A C'es equivalente á A L , luego A Y  también lo será. Luego el paralelepípedo AL se puede convertir en otro A Y  equivalente , rectángulo, de igual altura y base equivalente. T eorem a  o .® Todo prisma triangular es la mitad de un 

pof'alelepipedo de igual altura y dupla base.Distinguiremos dos casos : 1 que el prisma triangular sea repto : 2/ que sea oblicuo.1.” Sea el prisma triangular ABCA'B'C' (fig. 226) recto.Complétese el paralelepípedo BIV. Los prismas triangulares ¿VBC.A'B'C' y ACDA'C'D' son rectos, tienen iguales las bases ABC y ACD ( 5 0 , corolario 1 é igual altura ; luego son iguales (« 5 3 , coro!.); luego cada uno de ellos es la mitad del paralelepípedo BD' ; luego el prisma triangular ABCA'B'C' es la mitad del paralelepípedo BD' de igual altura y dupla base.
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2/Fig. 227,Sea el prisma triangular oblicuo ABC.VB'C' (flg. 227).Complétese el paralelepípedo BD', y trácese el plano M'N'P'Q' perpendicular á sus aristas : prolónguense estas háoia la parte inferior de modo queM'M=N'N=P'P =  Q'Q =  A V ;  únanse los extremos de las aristas contiguas á la misma cara , y se tendrá el paralelepípedo recto MNPQM'N'P'Q' ( « 5 0 , corol. 2.“) : trácense las diagonales MP y M T ', y resultarán los dos prismas triangulares rectosMNPM'N'P' y MPQM'P'O', d* los que cada uno es la mitad del paralelepípedo recto (1 .* parte del teor.), y que por consiguiente son iguales entre sí.Superponiendo el poliedro MNPABC al M'N'P'A'B'C^ de modo que la base MNP coincida con su igual M'N'P' la arista MA caerá sobre M 'V ( i ; y como esta  ̂aristas son’ igoaierfpr: q iiy  estando de A A 'y  MM', iguales por construcción, . la parto AM común, quedan los residuos M A =M 'V ) el vértice A  coincide con A : lo mismo se demuestra que B coincide con B' y C con C'*biego dichos poliedros son iguales. Luego agregando á cada unode estos poliedros la parte ABCM'iVP', los prismas trían<xula- res ABCA'B'C' yMXPM'X'P' son eqnival^íes'del S s l  m l  se demnestra que ACD.VC'D' y MPQM'P'O' son equivalentes- pero los prismas triangulares rectos MNPM'N'P' y MPOM'P'O' son iguales entre sí; luego los oblicuos ADCA'B'C' y ACBA'C'D' son equivalentes ; luego uno de ellos ABCA'B'C' será equivalente á la mitad del paralelepípedo ABCDA'B'C'B' de ieaal altura y dupla base (140). ^
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Fig . 228. ConoL. Los prismas triangniares 
de igual altura y bases equivalentes, 
son equivalentes.« 0 3 .  T eorema 4.® Dos tetrae
dros OABC y  SPQR (fig. 228) deigual 
altura y bases equivalentes, son equi
valentes.Supongamos para mayor sencillez, colocadas las bases de los tetraedros en un mismo piano, y.



MN eu un ntaero cualquiera de par
i Z a U w J  ’ divididos en troncos daIgual altura , y cuyas bases A'B'C' y P'Q'R' A " D"C" v P"0”R''ctda ironcn"“ ™'®'’ '“  eñd t  L n c o rin ^  Pnsma tnansular (lomando por base la superiorrnhrini ] ’ * J' * ’ ^ y ^ > son equivalentes ( 2 9 a  , oo-teir.»s ’ ^  P " ™ “  inscriptos en uno de losIItura en °7 'í^ “ tu t® ‘°® ®" “ ‘™ ' Disidiendo la

t Z l  ‘‘"P'“ - ™ ‘“ ™ p i°. cic. número de partes, y ejecutandoPrimer de los prismas inscriptos en ellos tee , ™  P®™“ “ '-̂  ignal -a la de iqual número dede os o lm o  “   ̂ “ ™  P®*' parte la extensione os piismas mscnptos se aproxima indeflnidamenle á la deteoreina]  ̂ ’ ®®*°® ®®‘'^" ®‘Jai''a'<®ies [ s i , (•)*  m  p r is m a  c o m -

•\BCPOr ' rn Inmcadoi; R i  nr ”  ' n«"!alente a tres Mraedros PABC, QABCRABC , (]fue tienen por bases una base ABC del prisma v cunos 
vsrhces san os rérUoes P , Q , H rf, fe i ¡ Z ^ ¿  “ i'“Haciendo pasar un plano por el vértice P y por Ja arista BC. y Fig. 229 otro por el mismo punto P y por la diaconal BRde la cara BQRC, queda el prisma truncado dividido en los tetraedrosPABG, PBCR, PBOR.El primero de estos tetraedros cumple con las condiciones del teorema.El segundo PüCR y el ABRO tienen la base «« -vi- . y vértices en los puntos P y Af  i scncinivalentes ( 2 9 3 )  ; pero’ ‘°“ “ do por vértice 11, es el RAIiC; luego el segundo ettaedro cumple también con las condiciones del teorema.b.1 tercer tetraedro-PBQR es equivalente al ABQC, porque tenen Iguales alturas. y las bases BQC y BQR son equivalentes ( 4 « ,  corol.); pero el ABQC, tomando por vértice el puntoOBOM.
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Fig. 229.
—  178 —Q , es QA.BC ; luego el tercer tetraedro cumple del mismo modo lascondiciones del teorema.Luego el prisma truncado ABCPQR es equi- B valente á los tres tetraedros PABG, RABC y QABC, que tienen la misma base ABC que el prisma y cuyos vértices se hallan en los vértices P , Q, R de la otra base.CoROL. Todo tetraedro es la tercera parte de 

m  prisma de igual base y altura.Porque el teorema anterior es cierto, cualquiera que sea la posición de las bases, y en el prisma los tres tetraedros à que equivale, tienen *la misma base que él y la misma altura , puesto que todos los puntos de una de las bases equidistan de su paralela («O® , corol.) ; luego los tres tetraedros son equivalentes (S93) ; luego cada uno de ellos es la tercera parte de un prisma de igual base y altura.* 9 6 .  T eorema 6 .°  Todo tetraedro truncado ABCPQR (figura 250) es equivalente á tres tetraedros PARC , CPQR y QBDC, 
que tienen la misma altura que el tronco, y cuyas bases son la base 
mayor del mismo tronco, la menor y la BDC , medmproporcional 
entre ellas.Haciendo pasar un plano por el vértice P y por la arista BC, y otro por el mismo punto P y por la diagonal QG de la cara BQRC , se tiene el tronco del tetraedro dividido en los tres tetraedros PARC, PQRC, PQBC.El primero de estos tetraedros y el segundo, que se puede expresar por CPQR, cumplen con las condioiones del teorema.Trazando la PD paralela á QB, y uniendo D con C y con Q, el tercer tetraedro PQBC y el QBBC tienen común la base QBC y los vértices P y D en la recta PD, paralela á esta cara (*83); luego tienen igual base y altura, luego son equivalentes.Solo, pues, resta demostrar que el triángulo BDC es una media proporcional entre la base mayor ABC y la menor PQR.Al efecto trácese la recta DE, paralela á AC , y el triángulo BED es igual al PQR ( W» , 5.“). Los triángulos BDC y BDE, cuyas bases BC y BE están en línea recta y cuyos vértices están en



el punto D , tienen la misma altura, luego son proporcionales i  sus bases ( 1 5 1 , corol.) ; luegoIÍDE' “  BE *por igual razón los triángulos BCD y BCA nos danABC BA _____ ,B C BABDC “  BD ■ ÍÍE '  BD ’luego las dos primeras proporciones tienen una razón igual; luego (A lg., » 3 0 ) A^C _  BDC .BUC' ^  BDE’  *y coraoBDE=POR, resulta al fin ■ABC _  _l?pc BDC "  PUR*ARTICULO n.
D etorminacion de los volúmenes de los poliedros.» 0 9 .  Se llama yoiíMEii de un cuerpo la medida de su mag^ 

nitud (»).En la determinación de los volfimenes lomaremos siempre por 
unidad un cubo cuya arista sea la unidad de longitud.» O S .  Teobema 1.® Dos paralelepipedos rectángulos A'C 
y M'P (fig. 251) de iguales bases ABCD y  MNPQ , son propor
cionales á sus alturas A.\' y MM'.Distinguiremos dos casos: l.*que las alturas sean conmensurables: 2.® que no lo sean.1.® Supongamos que la común medida de las alturas se pueda colocar 2 veces sobre A A' y 5 sobre MM', y se tendrá aa ; _ _ £MM' "  3 ■Si por los puntos de división se trazan planos pai’alelos á las bases, los paralelepípedos propuestos quedarán divididos el primero en 2 paralelepípedos parciales, y el segundo en 3 , todos iguales entre sí ( » 5 3  , corol.); luego_^ C __ 2  M'P "  3*
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Fig. 231.
A'



Pig. 231. De esta proporción y de la anterior se deduce A'c _  AA'M'P “  Msr'2.° Este caso se demuestra como
— 180 —

I-------u su análoffo del núm. td lS .Obsehvacio?!. Las aristas AA', ABj AD, que forman un ángulo triedro A de un paralelepípedo rectángulo A'C, son sus tres dimensiones; y como por otra parte el producto AB x  AD repre senía la cara ABCD á que pertenecen las dimensiones ó factores AB y A D (t A O  , corol.l.®), resulta que el teorema anterior puede también expresarse de este modo:
Vos paralelepípedos rectángulos, que tienen dos dimensiones 

iguales, son proporcionales á la tercera dimensión.CoROL. Vos paralelepípedos reclángulos, que tienen igual altura, 
son proporcionales á sus bases (*), ó dos paralelepipedos reclán- 
yulos, que tienen m a dimensión igual, son proporcionales á los 
producios de las otras dos.Porque llamandoP, a , 6, c el volümen y las tros dimensiones de uno de los paralelepípedos,P', a, 6', c' el volümen y las tres dimensiones del otro, y P", a , b, (/, el volümen y las tres dimensiones de un tercer paralelepípedo , que, como se ve, tenga dos dimensiones iguales á otras dos del primero , y dos iguales también á otras dos del segundo, se tendrá

L - 1  -  i .  •P" “  c'  ̂ P' “  ¿l' ’de donde multiplicando estas dos proporciones y sufrriraiendo el factor P " , común á los dos términos de la primera razón, resulta P __ b-xc P' b'xc'S 9 9 .  T eorema 2.® Vos paralelepípedos rectángulos cua-

(*) Esto es, á las áreas de las superficies de sus bases. Otro tanto debe aotenderse siempre que una base ó secciou se ha}m de comparar con otra ó multiplicarse por la longitud da una linea.
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U squiera son proporcionales á los producios de sus bases p o r  sus 
alturas y ó á  los productos de su s fres dim ensiones.

Llámese, de una manera anàloga al corol. anterior,
P , o , c , el volúmen y las tres dimensiones de uno de los 

paralelepípedos,
P', a ' ,  b‘ , e ' el volúmen y las tres dimensiones del otro y 
P", a'y h ,  c  el volúmen y las tres dimensiones de un tercer 

paralelepípedo, que tenga, como se ve, dos dimensiones ¡guales 
á otras dos del primero, y una igual á otra del segundo, y se 
tendrá ( 2 9 S , obs.)

P" “  a' 'P" ftxc
y también (1 8 9 8 , corol.) -pr = i w  J de donde

LP
b'y.c’

íixftxc 
o' X 6' X c'Corol. 1.® Si suponemos que P' es la unidad de medida del 

paralelepípedo P , el primer quebrado representa el volúmen de este 
paralelepípedo (* ): mas en tal caso a ' = b ' = : c ' = i  ( * 9 ? ) ;  luego 
en dichas hipótesis se tieneP = t t X 6 X c .

Luego el volúmen de un paralelepípedo rectángulo es ig u a l a l 
producto de su  base p o r  su a ltu r a , ó a l producto de su s tres di
mensiones.

Así, el volúmen de nn paralelepípedo rectángulo, cuyas dimen
siones son 4,6 metros, 5,24 id. y 6  id ., será

P = 4 ,6 x 5 ,2 4 x 6 = 8 9 ,4 2 4  metros cúbicos.
Corol. 2.* E l  volúmen de un cubo es ig u a l á la  tercera poten

cia de su a rista .
Porque el cubo es un paraleleplpe do rectángulo, cuyas aristas 

son todas iguales { 8 5 9 ) .
3 0 0 .  Téorema 3.° E l  volúmen de un paralelepípedo cual

quiera es igu al a l  producto de su base p o r  su a ltura .
Todo paralelepípedo se puede convertir en otro equivalente rec

tángulo de igual altura y base equivalente ( S O I ) : el volúmen de 
este es igual al producto de su base por su altura ( « 9 9 ,  corola-



rjo 1 .*); luego el de un paralelepípedo cualquiera será también Igual al producto de la base por la altura.í í O I .  T eorema  4 . “ E l volúmen de un prisma triangular e$ 
igual alj)roducto de su base por su altura.Todo prisma triangular es la mitad de un paralelepípedo de igual altura y dupla base ( í íO » ) : el volumen del paralelepípedo es Igual â  producto de su base por su altura; luego el del prisma será también igual al producto de su base por su altura.CopoL. 1. E l volúmen de un prisma cualquiera es igual al 
produelo de su base por su allura.Porque trazando diagonales desde dos vértices homólogos de las basesá todos los demás, y haciendo pasar por ellas planos, el prisma quedará dividido en tantos triangulares de igual altura, como triángulos se hayan formado en una de las bases; el volúmen de cada prisma triangular se halla multiplicando la base por la altura ; luego el del prisma total será igual á su altura, que es la altura común de los triangulares, por su base, que es la suma de las bases de los triangulares.CoROL. 2 .“ Eos prismas de igual allura y bases equivalentes 

son equivalentes.3 0 ® .  T e o r e m a s ."  E l volúmen de un tetraedro es igual al
tercio del producto de su base por su altura.Todo tetraedro es la tercera parte de un prisma de igual base y altura (® »5, coro!.): el volúmen del prisma es igual al producto de su base por su altura ( 3 0 1 ,  corol. l.")- luê -o el del tetraedro será igual al tercio del producto de su baŝ epor . su altura. ^C o r o l . 1 . “ El volúmen de una pirámide cualquiera es igual al 

tercio del producto de su base por su altura.Se deduce como el corol. 1." del número anterior.C o r o l .  2.® Dos pirámides de igual allura y bases equivalentes 
son equivalentes. ’3 0 3 .  T eorema 6 ."  -E l volúmen de un prisma triangular 
truncado es igual al tercio del producto de una de sus beses por la
suma de las ¡res perpendiculares bajadas sobre ella desde los vér  ̂
tices de la otra.h p i J f  i , perpendicularesbajadas sobre ella desde los vértices de la otra, los volúmenes de
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— 185 —los tetraedros á que el prisma equivale (® 9 í) , serán {9 0 » )
I b x « , 4 -B X a ', ^ V X a " ,cuya suma, que es evidentemente el volúmen del prisma truncado, será

CoRon. ! .*  El volúmen de un j>mma triangular truncado y 
recto con relación á una de las bases, es igual al tercio delproduc^ 
to de esta base por la suma de las tres aristas.Porque en este caso las tres aristas son las alturas respectivas de los tetraedros en que se considera descompuesto.CoROL. 2.® El volúmen de un prisma triangular truncado cual- 
guiera, es también igual al tercio del producto de una sección per- 
pendicidar á tas aristas por la suma de estas.Porque la sección le divide en dos rectos, de ios que esta es la base común, y la suma de las seis aristas componen las tres del prisma dado.3 0 4 .  T eorema 7.® E l volúmen de un tetraedro truncado es 
igual al tercio del producto de su altura por la suma de las bases 
mayor,menory una media proporcional entre ellas ( « O G y  3 0 » ) .CoROL. 1.“ El volúmen de un tronco de pirámide cualquie- Fig. 232. ra AC' (üg. 252) es igual al tercio

del producto de su altura por la 
suma de las bases mayor, menor y 
una media proporcional entre citas. Porque completando la piràmide 6 OABCD, y construyendo otra triangular SEFG, de igual altura y baso i  equivalente á la de la 1 estas dospirámides serán equivalentes ( 3 0 » .  coro!. 2.®).Si se corta la pirámide triangular por un plano paralelo á la base, y que diste del vértice S tanto como la base menor A.'B'C'D' del tronco A.C' dista de O , la sección E F G es equivalente à A'B'C'D' ( 9 * 7 ,  oorol. 2."); luego las lurSmi-



—  184 —des deficientes son también equivalentes (3 0 3 ,co ro L  2 .“). Luego los troncos AG' y EG', diferencias entre las pirámides Fig. 232. totales y las respectivas deficientes,son equivalentes.El volumen de EG' es igual al producto de su altura por la suma de las bases mayor, menor y media •ye proporcional entre ellas; luego el de AC' será del mismo modo igual E al producto de su altura, que es la misma que la del tronco de tetraedro, por la suma de sus bases, equivalentes á la del mismo, y una media proporcional entre ellas, igual evidentemente á la media proporcional entre las del tronco del tetraedro.CoROL. 2 .“ Dos troncos de pirámide, de igual altura y  bases 
equivalentes, son equivalentes.E je m p l o . ¿ Q u é  v o lú m e n  tie n e  u n  tro n co  de p ir á m id e , cu y a  base m a y o r  son 10 ,2 0  m etro s cu a d ra dos , la  m e n o r  6 ,5 0  id . y  la  a ltu r a  4 ,1  m e tro s ?La media proporcional entre las bases será (Alg. 1 8 0 )'

m ~  \/10,20x6,50 = 8 ,1 4  metros cuadrados; y por consiguiente el velamen de tronco es
^■— ■3 X 4 ,l X (I0 ,20 -f-6 ,50  -f -8 ,i4 )= 5 3 ,9 4 8  met. cüb.3 0 5 . Los volúmenes de los cinco poliedros regulares se hallan : el del tetraedro regular , como el de un tetraedro cualquiera ( 3 « « ) ;  el áeicubo, como se ha dicho ( 2 9 9 , corol. 2 .“): el del 

octaedro suponiéndole descompuesto en dos pirámides, cuya base común es un cuadrado que tiene por lado una arista, y cuya altiuu es la mitad de la distancia entre dos vértices opuestos; el del rfo- 
decaedro, considerándole formado de 12 pirámides pentagonales, que tienen por base una cara del poliedro y por altura la apotema (® 92, corol. 2 .“) ó sea la mitad de la distancia entre dos caras opuestas; y el del icosaedro, suponiéndole descompuesto en 20 pirámides regulares ó ¡guales, de una manera análoga á la anterior.



ARTÍCULO I.

Determinacìoti de los volúmenes de los cuerpos de revolución.3 0 6 .  Teore.m\  E l voUmen de un cilindro cualquiera es 
igual al producto de su base por su altura ( ^ 6 0 , y 3 0 1  coro
lario 1.')

OBSERVACION. Si el cilindro fuese circular, llamando r el ràdio 
y fl la altura, la fórmula de su volúmen sería

C=7rr"a.

Ejemplo. ¿ C u á l e s  e l  v o lu m e n  d e  u n  c il in d r o  
c ir c u la r , c u y o  r à d io  e s  3 0  c e n t ím e tr o s  y  52 s u  
a ltu ra ?
Q_ 5  14^59  ><'50*x 52 =  14705 cenlím. cub, próximamente.

3 0 7 .  T eorema 2.* E l volúmen de un cono cualquiera es igual 
al tercio delproduclo de su base por su altura { 9 0 7  y 3 0 9  co
rolario 1.*).O b ser v a ció n .  Si el cono es circular, llamando r el ràdio y a  
la altura , la fórmula de su volümen es

C = - i w ' a .3 0 6 .  Teoremas.* El volúmen de un tronco de cono es igual 
al tercio del producto de su altura por la suma de las bases mayor, 
menor y una media proporcional entre ellas.

Todo cono truncado se puede considerar como una pirámide 
truncada de infinito número de cara.s ; liiogfo su volúmen será igual 
al tercio del producto, etc. ( 3 0 B  , coro!. 1.*).

Observación. Si el tronco de cono fuese circular , llamando r ,  
r' los rádios y a su altura, la fórmula de su volúmen sería

T =  V tm** X w-'» ) X a =  -  X a,

T = ^ it a ( r ’-K ''+ »r').O3 0 6 .  T eorema 4.* E l volúmen de la esfera es igual al tercio 
del producto de su área por el radio.

En efecto, la superficie de la esfera se puede considerar como
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— m  —una superficie polièdrica de infinito nùmero de caras ; si suponemos unidos Jos vértices de estas caras con el centro de la esfera, esta quedará dividida en un número infinito do pirámides, cuya altura es el ràdio de la misma esfera: el volúmen de cada pirámide es el tercio del producto de su base por su altura ; luego el de la esfera será igual al tercio del producto de su área, que es la suma de las bases infinitamente pequeñas de las pirámides, por el ràdio, altura común de estas.OnsERVAcioN. Llamando r el ràdio de la esfera, la fórmula de su volúmen será E = — X  4-rtr* X r = —í•íír.E jem plo . ¿ C u á l  es el v o lu m e n  de la  t ie r r a , su p o n ié n d o la  esférica  y  de u n  r à d io  de 1142 legu as ?V . d e T .  =  -ix 3 ,l.ii5 9 ....x fU 2 3 ,=  6238S!)6735 leg. cúb. próxim.3 1 0 . Llámase secto r  esfé r ic o  la parle de esfera engendrada 
por m  sector cualquiera del semicírculo generador de la misma 
esfera.CoROL. E l volúmen de un sector esférico es igual al tercio del 
producto del área de la zona , correspondiente al sector , por el 
ràdio.3 1 1 . Se llama segmeuto e s f é r ic o  la parte de esfera compren
dida por una zona y el plano ó planos que determinan la base ó 
bases de esta.

E l plano ó planos que le f  orman, se llaman b a se  ó b a s e s  del 
segmento.CoROL. El volúmen de un segmento PABCD (fig. 235) de una base y menor que la semiesfera, es igual al volúmen del sector OAPG ménos el del cono OABCD: el del segmento QABCD, de una base también y mayor que la semiesfera, es igual al del sector OAQC más el del cono OABCD ; y el del segmento ABCDEFGH de dos bases, es igual á la diferencia de los segmentos PEFGH y PABCD de una base.

Fig. 233.



—  187 —31®. Para determinar el volúmen de cuerpos no comprendidos en lo que precede de este artículo y del anterior, se dividen exacta ó aproximadamente en otros cuyos volúmenes se sabe hallar: se suman estos volúmenes , y la suma será exacta ó aproximadamente el volumen pedido.ARTÍCULO lY .
Comparaeion de los volúmenes de los cuerpos semejantes.

3 1 3 . T eorema 1.® L o s  volúmenes de dos tetraedros 
ja n tes son proporcionales á  los cubos de sus a r ista s hom ólogas.Sean los tetraedros OABC y O'A'B'C' (Qg. 254): sus volúmenes serán ( 3 0 * )^ X A B C X O P3 4 -X A 'B 'C 'X O T ';

o

de donde -^ X A B C X O P  ABCXOP4 - X A W x O 'P '3 A 'B'C'XO 'F ABCXOPy sustituyendo en la razón compuesta j '̂jj'q'^^q ’P' ABCla razón componente su igual ( * 0 1 ,  corol.j4 - x a b c x o p  _ 0 P *4 x A 'B 'C 'X 0 F  O'P'*9

en vez de OP*
se tiene (Alg. 1 7 5 , corol.) Por otra parte , de

O'p'.
[ a] .

ABC OP*
Fig. 234.

A'B'C'ABC OT'*AC’y de (Ì61)se deduce (Alg. i8 3 )OP* AC* B- ó ^ ^ r c ^y también (Alg. 1 0 *  , 4.*) OP* _  AC* Ó ^ * " “ A'G''’



—  m  —de cuya proporción y de I& [a] resulta al ünAC’y A B C x O P4-A'B'C'XO'P'' ■A'C'/*

■ '■ MI

3 1 4 . T eorema 2 .‘ Losvohímmes de dos poliedros semejantes OPABCD y  O'FA'B'C'D' (fig, 235) m  proporcionales á los cubos 
de sus aristas homologas.Estos 'poliedros se pueden dividir en igual número de te- traedros semejantes y semejantemen-  ̂ -C 'te  dispuestos ( « 6 5  , fec.) OABDyO'A'B'D',OAPD yO^A'P'D^ etc., luego ( 3 1 3 )

\f/if\\\ \/Xík\i A B \ OAPD AD*O'A'B'D' Á'B'®  ̂ O'A'P'D'^'a 'D'"’" Estas proporciones tienen las últimas razones iguales(*6 1 , Coroi. , y A i g .  l í S » , 4 . ’) ,  lu^üOABD OAPD a B*O'A'B'D' O'A'P'iJ' de donde (Alg. 4 S 6 )O A B D H -O A PD +.... 'A'B'* »________________________ AB®O'A'B'D' +  0'A 'P 'D 'H -....“ A'B'* ' d, llamando V y V' los volúmenes de estos poliedros,V AB®r  A'B'»3 1 5 . T eorema 3.* lo s  volúmenes de dos conos semejantes (* ít6 ) son proporcionales á los cubos de sus radios.Llamando r , r' sus rádios, y a , a' sus alturas, los volúmenes de estos conos serán ( 3 0 * )
i  .  - w * a

de donde 4 -r*a - w ' V
y sustituyendo en la razón compuesta en vez de la ra-/ (t



—  189 —  .zon componente su igual por hipótesis -p resulta (A.lg., 17®,corol.}. . *!í<-, G lli'.! ’ i^r»a
^'nr-a'3 ^3Obseryaciow.  De una manera análoga se demuestra que los velámenes de dos cilindros semejantes son proporcionales á los cubos de sus rádios.

310. T eorema 4.® Ij )s volúmenes de dos esferas son pro
porcionales á los cubos de sus rádios.Llamando r  y r' sus rádios, los volúmenes de estas esferasserán (300 , obs.)
de donde _3_____3

I « - '* ;
..'8

PROBLEMAS NUMÉRICOS.317 . 1.* ¿ C u á l  será e lr á d io  d e u u a e s fe r a , cu y o  v o lú m e u  es 1000 m etros cú b ico s ?La fórmula del volümen de la esfera es (300 , obs.)E = | . r » ; •=\/ — ■ V i’' 'de dondey por consiguiente en el presente casoj— 3x1000 — fí 2055.......metros.
V  4x3,H lu9......2 .’ ¿ C u á n to  pesa u n tu b o  de h ie rro  fu n d id o , de 3 m etro s de largo y  5 centím etros de grueso , ten ien do el r à d io  m a y o r 40 ce n tím e tro s , y  pesando un  ce n tím e tro  cù b ico  d el m ism o  h ie rro  7 ,207 gram os?El volúmen del tubo es (306)3 ,14159(40 —̂55*)x300=355428,875 centím. cúb., y el peso será353428,875X7,207 =2547161,902 gram. =2547,102 kilóg.



—  100 —3.* H a lla r  la  a rista  x  d e  u n  cu b o  de d u p lo  v o - lú m e n  q u e  otro c u y a  a rista  es a.Los volúmenes de estos cubos serán ( S 9 9 , corol. 2.®) a®; luego según las condiciones del problema, a;*=2a®; de donde a ; =  =Odservacion.  Las aristas de estos cubos son inconmensurables (‘).
(*} Ta se ye que el problema de la duplicación del cubo no puede resolyerse eTactamente por el cálculo. Tampoco se consigne esto por construcciones gráficas en que solo entren arcos de circulo y lineas rectas. Lacroix  le resuel- ye porta intersección de ramas de parábolas. (V. Traiti de Triuonoméirie, pág. 259.J '

l>'IN D£ LA G C O V E T R IA .
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CAPITULO I.

De las lineas trigonométricas.

PRELIM IN ARES.
i .  Las construcciones gráficas erapleadas en la resolución de los problemas geométricos, no son Um exactas como en muchos casos sería de desear; porque la exactitud está siempre limitada por la imperfección de los Instrum ents, y también por la mayor ó menor destreza del que ha de manejarlos.Por esta razón, aunque ya hemos visto cómo en Geometría se 

resuelve un triángulo rectilíneo , esto es, cómo se hallan tres de 
sus seis elementos , conocidos oíros tres que le determinen { ) ,  volveremos ahora á insistir en la resolución del mismo problema general que es del mayor interés, empleando en vez de las construcciones gráfleas el cálculo, el cual permite obtener los elementos incógnitos con toda la aproximación que en cada caso puede ser necesaria. Tal es el objeto de la Trigonomeína recltlmea 

E s pues, la T rigonometría r ectilín ea  la ciencia que ensena á 
resolver hs triángulos recíiUneos por medio del cálculo.Este resultado se conseguiría por medio de una simple pro-

V. Geometría, námeros ,  S i ,  y S * .



— 192 —porción, si los ángulos de los triángulos fuesen proporcionalea con sus lados opuestos ; pero no sucediendo así (Geometría, 9 5 , corol.), fué necesario inventar un sistema de rectas, que ai mismo 
tiempo que determinan los arcos, y  por consiguiente los ángulos 
que estos arcos miden , son proporcionales á los lados délos trián
gulos á que dichos ángulos pertenecen. De este sistema de líneas, llamadas líneas trigonométricas, nos vamos á ocupar al presente.

ARTICULO I.
Valor absoluto de las lineas trigonométricas.

Llámase seno de un arco la perpendicular bajada desde 
uno de sus extremos al ràdio ó diámetro que pasa por el otro 
extremo.El seno del arco AM (fig. 1.*) es MP, el de AB es BO, eli-’ig- !•“ de ABM' es M'P', el de la semicircunferencia ABA' es cero, el del arco ABA'M" es M"P', etc.Corol. 1.® E l seno de un arco cero- es cero , el de un cuadrante el ràdio, el de la 

semicircunferencia también es cero, etc.Oî ERVAcioN. El menor valor absoluto del seno es cero; y el mayor el ràdio.Corol. 2.® E l seno de un arco AM es la milad de la cuerda .MM'" del arco duplo.

c B rsip //A i- ?• \ / ip«' \1/J T

Porque P M = 1 m M' y MAM"'=-2AM (Geom. 41).3 . Se llama tangente trigonométrica de un arco la parle de 
la tangente geométrica, levantada en uno de sus extremos é inter
ceptada entre el punto de contacto y la probngacion del ràdio 6 
diámetro , que pasa por clolro extremo.La tangente del arco AM es AT,.  la del arco AB infinita, la de ABM' es AT' ,  la de la semicircunferencia ABA' cero, la del arco ABA'M'' es AT , etc.Corol. 1.® La tangente del arco cero es cero, la del cua
drante infinita, la de la semicircunferencia también cero, etc.



Obskrvacíon. El menor valor absoluto de la tangente es cero, 
Y el mayor el infimto.CoiioL. lalangente del arco de 45® esigual alrádio. Porque si el arco AM es de 45® , el ángulo AOT , que mido, ¿erá de 45® ; luego el ángulo ATO también será de 45® (Geometría , , corul. 4.*); luego A T = A 0  (Geom. , 7 5 , ree.,eorol.l/). » , ,

Llamaremos arcos cojii'llmentaiuo.s aquellos que sumados 
aigebraicamenle forman un cuadrante, y  suPLEJiE.MAmos /o5 ^«e 
jorman dos. • 'El complemento del arco AM es MR, el de AIÌ es cero, el de ABM' es— BM', el de ABA'es — BA', elde ABA'M" es — BA'M", etc. El suplemento de AM es M BA', el de la semicircunferencia cero, el de ABA'M" es — A'M ", etc.Obseuvacion. L os complementos de los arcos que nacen en A y se cuentan en el sentido AM, tienen su origen en B , y los suplementos de iguales condiciones en A'.5 . Se llama cosejío f )  de un arco el seno de su arco comple

mentario.El coseno del arco AM es MQ, el de AB es cero, el de ABM' es M'Q, el de la semicircunferencia es el ràdio A'O, el de ABM'A'M" esM "Q ',etc.Observación. Como Q M = 0 P , M '0~ O P', M "Q '=O P ', etc .; por lados opuestos de paraleldgramos, resulta que
lil coseno de un arco es la parte del radio inferceptáda entre 

el pié del seno y el centro.6 .  Llámase cotangente de un arco la tangente de su arco 
complementario.La cotangente dei arco AM es BC, la de AMB es oero ,■ la de ABM' es B C ', la de la semicircunferencia es inünita la de ABA'M" es BC , etc.De lo expuesto en este níimero y precedentes se deduce que 1 .“ A todo arco se refieren cuatro lineas trigonométricas, dos propias, que son el seno y la tangente, y dos del arco
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(*) 1.a palabra coseno está formadá de complementi s in v s , c& io ct, seno del complemento. De igual modo cotangente se forma de compleinentl tan- 
g e n s , tangente del complemento.OBoa. 23



—  IO4 - -compleméntario , Haraadas por «slii razón ec '̂fnfks, (¡üb son et coseno yl̂ Lcotanô eníe (*). . ^2.*" 'Läs lineas 'vnbMxs àè' iDftìHo anh las 'colìi êas del compie- 
menlo , y /aícoLísiíAS de un a m  ‘son lai'UneaS i>ftOPiAS del coni- 
plemenlario. A.si, llamando el -arco ccy como su complemento es 90»— ¿é' 4̂1), se tiene'sena:— cps (ÜÜ"— a?}, tg.'r=cot(90'‘— a?) (*-).cosa:¿=isén (90"— x)', cot a := tg  (90“— a;)>V' -3/ Ciiàii'do un arco-crcèe '-desde cero hasta el 'Cuadrante, crecen sus líneas propias y menguan sus oolíneas ; lo -eoñtmrío sucede cuando el arco crece desde el cuadrante liasta la semicircunferencia. ARTICULO II.

Valores relativos de las líneas trigonométricas.

7 . Se ha visto (Alg., » I)  que si las cantidulcs que tienen un modo de ser determinado se consideran como positivas, las.giie tienen un modo de ser contrario á ellas son negativas, naciendo, puéáí/aplicación de esto/al caso presente, y considerando<|omo positivos bs arcos que tienen su origen en A  y se prolongan en el sentido AMB... , y como positivas también las líneaSiitrigonomé- tricas del arco positivo A M , menor que el cuadrante, regulta-que 1 .* Los arcos que tienen su origen en A y se prolongan en el sentido AM'"BC..  son negativos. . , .2 .' Los senos y las tangentes (iue,..como M'"P, íM'̂ P'. y se encuentran en la parte inferior del diámetro AA' son negat̂ vfC’s; y también lo serán los cosenos y cotangentes que, como 1ÌC' y OP'psehallan á'la izquierda del diámetro BÖ'.CíiiioL. Las lineas Irigonomélricas de lös arcos comjyrendidos 
en el cuadraide son positivas: las de jo s que terminan en 
el 2.* son negativas , excepto d  seno: de las correspondientes á 
arcos que ierminan en el 5.'^ cuadrante son negativas eí/seno y el * (•*)

(') Se suelen considerar otras cuatro más , que son el senoverso, la secan
te . el cosenoverso y  la cosecante.

(•*) Los nom bre»'seno, tangente , coseno y cotangente, se escriben abre
viadamente de este modo : sen , t g , eos, cot.
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':osenù,y positívas bi langenJf y tuUnuf^nfo : Us <Ulos^¡t\Hef~ 

en elÁ." sonnegadvas, excepto el coseno. •!*. T korema 1. /ms hncüs ixiipnom^lHcas de uñ arco nega
tivo—  AM'" íM  igmles cnmlor (tbsolKlo -á fas de otro posilí- 
ro.-h AJI-,: de la misma longitud gw, e/pritkem ; pero i/cneñ signo 
coíUnirio exceptuando el coseno , gueesen todo igual para los dos 
arcos, ib 'Los senos MP yM"'P son ijjiuUes en longiliid (Ä|corol. 2.");pero positivo el pi’iTnero y negativo el segundo ( y , 2.").Los ti'iángulos AOT y AOT' denen AO üomun, los Angulos en A recios, y ei AOT= AOT', porque tienen por medidas los arcos AM y AM'", iguales ¿n valor absoluto por hipótesis; luego dichos triángulos son• ■ iffuales; luego las tangentes AT y AT'también to serán en longitud;, mas la primera es positiva y la segunda negativa (7 , 2 .*).K1 coseno OP es común á los dos arcos y positivo para ambos.Los Uiángulos BOC yBOC' tienen OB común, los ángulos en B rectos ; y como AM es igual en longitud á AM'" y este lo es con A M ', los arcos AM y A'M' son iguales en longitud ; luego sus ci^plementos BM y BM' también lo serán, luego el ángulo UOC^BOC'. Luego dichos triángulos son iguales, luego las'cotangentes BC y BG' son de igual longitud; mas la primera es positiva-y la segunda negativa (7 , 2.®).Llamando X un arco cualquiera, este teoremase’Gxpresa al- gebráicamente así:sen (—¿r)=-^sena;, tgeos (— a:)= 4 - eos x , cot{— x ) = — cotx.Coro)., sen (90«-d-a:):^[«, 2.’ ] eos (—¿ ') ^ cosíc, 'cps (90“-i-ic)= I « ,  2.°J sen (—a:)zfcii*-g^ a», .T eorema 2.° I-̂ as lineas trigonométricas de dos arcos kii[ y ABA'M", que tienen un extremo A común y tos otros dos M y  M" 

en un mismo diámetro, son iguales i  pero el seno y coseno ileván 
signo contrario en los dos arcos.AT es la langentede estos dos arcos y BG la líotangente. La Igualdad de los triángulos OPM y OP'M" nos da PM =P'M " y



^  m \Qíí-í=,OP': pevp P-M es de signo,,eontrario ,á OP á OP*(9 , 2 .’)'; luego el .tftpreaia,es\ciñKto para, diphos.arcofe.V' -............... .■ líí5̂ arpQs,i&i63Píi. AlíM' y A B A 'M ÍÍ\  la’ tangente k T  -y la CQíapgfnte',ÍÍCÍ\vSeKfan,comunea,á,ios dos,>'yu Ia igualdad de-lóa .QP/3ÍÍ ̂ y- daK]'a.Ió̂  senos, y cosenos respectiva-'TOl^Ágiíale^y;df.aigno,oonirai;jq.ou^A.v>'.u\, •, ,.Lo mismo se veriílca en otros dos arcos cualesquiera de iguaw ie?-Mnidipioneg*) laungud uno sea positiíb Y'̂ otrtí i-hegative domo A-Kty,AM''-i,;d lQS,dus ap gativíB. como.AM'" y AB'A'M'.Llamando, pues, x  un.iaecp caaltjuiera,' el otro arco áerá Í̂ P®dTTí«H yieslí teoneime se;¡eí^resaai^ebráicamenteasí:1-, ^n (dSO?ri-^)^--iSen)ar', ígi(d8G''+¡c}=ii-f-tga:, 
h'\ PPS:(l§9'’;rl7«?)p3p—lOOS.«^"! n/cot ((SO® 4 -íp)= +  COt iC. ,,iGyao »̂ li.íf;, ,ZaSx 'tvigo twtAM rica s  .de un arco no varían iii’ 1 nalpr absoítílo, - aunque, de dicho arco-mi:l / ■:,! ..í’íífc una semicircuhferencia; pero el

^  .w\Q y, el. co&cno .llevan iíyno contrario en los 
dos arcos. ¡ . i ' A . í  > •V ConftLi. i2;*: Las. lineas'íi'ifjonométricas , <k\dos:arcos' suplmentUrios son iguales en 

.valor 'absoluUo,. peMt de sigríO' contrario’, 
x̂ eaxepto H senWy Ique. es igualen todo para 
¡los dos arcos. "  :: . Ü, Püfqqe mudando,el isigno a la íc.en las fói-raulag deí í^rema, yt^iepdp prpsení!? pilando el arco cambia dósign'o todas sus líneas trigonométricas varían de .siguió también, excepto eicose- no¡(^j.,,^qsulía,;,,,3.„,«í

sen(J80‘— íc)= ~+ -sen ^ , tg (180^— ¿ j = — tga;, ' '-cbtftgí?-—^ ^ — cot X.

10. T̂ EomMA 3 .í_  Las tineas-tifrigonométricas de los áréos 
que se (Mfprendan en m a , dos., tres, etc.., circunferencias, son 
iguales..,,, , .  ,\ , .«■Haoiendo que.estoŝ auoos tengan uft mismo orf^n . ‘ooihci îfíía'í su^extremios , yporJó.tanto tienen evidentemente iguales Ilneaá trigonométricas. . v . \,.,?oaoL. i /  la s  /meas trigonométricas de un arco no vaHan 
aunque se k . qgreguen ó reslmde.ét ima ó misdrcunfemicias.



m  —CoROL. 2 .'  corresponde d ?«^m-
ios arcos.DÍÍÍIIU5} i K % H o 'se p'ú'Áie reducir á otro contenido
■ mi]Qtpt)imer:auaÜmmíe\\-] \̂cuuas:liñ,ens)íiiStí)toiiiéfrJpg.s sean respéctU/ .[PQ.je^ctp. Ai, el^acpa^^^ en pOsitl+o, cñnlo*qúeel' valtír'absoluto ae susMínéas trigonométricas no'varíja ( 8 ) .  Réstense del arco 4- x  todas la,s pircu^erenef^l? que contenga. y el resto 4 -íc'teñ'dV&’iguáíl(í¿’?ín(^s fnkonpmétricasqutj^-^aj^lO, corol.V.*). Si + x '  fhes'é niayih'^tlfSe una i^micíflíunferencia/réstese éfeta de é l , y el resto +® " tendrá saadhieastrigpqomctricas de igual valor abscjlum que + x '  ( 9 , coroK i,°¿8^.y rTór^o^^iguiente que + x .  Si 4'® *̂'mese mayor que un cuadrante, tómese su suplemento ,180°—®", ó lo une81 i g « a i ? i M 4 ! i e # w 5 / i 4  'i?n &  ik é m m t íc - ^ s W 'm í& ia
+ x '"  serán iguales en valor absoluto'^' lrii'‘-dé"^íy''’(JÍ ,̂'*c'éí¿r;’'2í.*̂ py por consiguiente ^Bfs de +ít'-y:áJ^»deH»iulaicgo las lineas trigonométricas del arco 4-®"', m en ^  un cuadrante, son iguales en valor absoluto á la? [(fe] arco pripiiliyoídtijjJ Observación. El signo de caáa'lmea tiúgonométrica se deduce fácilmente de los prinej^jos expue3tó§%ji lĵ s,0yatro números precedentes.-Ifi m  oibái l9 'I'-)'M:;; 9?, ¡a ^, ,V . M, ,.8er,3368>spn(,?6p>Vlsen£a8f = t é .  cQrnl. l ' ‘;i-spí^¿328|.7:''^*^Pí5 =  “ '*®" U 8*A[»%^corol. 2 ."]o/i'i^=i! ’i'-q JU a n  32^.-’ «l'^’<¿'(f-^3S‘ )=t8j-tgíj833"= 10+23^’)=t*0.\corol. l . ”Jil/ étíi’oí. (283*ülH80“)= -tgS3^
7 !in P.O'CIJ} r(l!l 1- nii ídi ' .S: -1 "/-n«iq;í9ri<i‘> enu'.:, ' ' iVHTÍtUI-O'Ííí.j'TÜ/ •( 'lÜA «Jülirgúi'ii q anl -''i} í;I ï  ‘IH «'iJnnib
Belscion entre las líneas trigpflomp^rieas do un mismo arco.____ r= . f,ii aon’a/ a Al a .  Sea el arco A M , menor que. un,cuadrante.^.sus meastíHé'iWétficb í l » ' ^El triángulo rectángulo OÍIP nos da (Géí3iii. k t ï ‘, i'.®) PM=í̂ ÍH31=í!0M*ó , llamando x  este arco y r el ?ádio ,onino y , ■i¡ii!iJ!’i'=sánVHbcos’ ars=aí̂ . <'> :  o!» .v'iv ne n;;en!0AT(>-r^wltáiui'.li 9hmrq mnr.t injfiOP OA ,.rr»=.r-^ 6

eos X ';•> i.l.li'O'iról>iAu>'I\‘SUi ivu/\



Fig. 1.« —  m  —de donde -------
cosxLos triángulos QPM y OJBC también son semejantes, porque además de tener los ángulos en P y en B rectos, tienen M 0P=0CB  por alternos entré parálelas; iuego _0P_BC CQS X cota?,MP OB sena; 'c o t i C = H ! ^ .  ■ ■
sena; . \r., ÜasKaŷ riíi?!. Haciendo r = \  en las'fórmulas anteriore^, se convierten respectivamente ensen*ic+cos*a;=l. sen®t g a ;= -----eos XCO tiT= eos Xsen X

m ,

m ,

[ 5 ] . m
Fig. 2.*R ecíprocamente, si se quisiese restablecer el ràdio en alguna fórmula trigonorñéíríca, (¿e.dtJn- de hubiese desaparecido por háberÍe hecho igual á la anidad, se observai-á que descrihiendü 4esd  ̂ ei yértiice A___ _____________(fij?- 2.') de im ánguio dos arcos BC y
V c t>' c- B 'C',y trazando sus senos correspondientes BP y B P , la semejanza do los triángulos ABP y AB'P',nos da' ■ AB AB' ̂ Suponiendo ahora los rádios AB ==rl, A B '= r , yl^giando ai el numero de grados de los'arcos BC y B'C' y ¿ la iongiluddel seno,Bj[*,^^íendrá ___sen X, 31 üf.íiriímll,luego en vez de j  ó sea sen x , se deberá sustituir — , y Qomootro tanto puede demostrarse de laS demááMíneas trigónoittétrfcas resulta ipie ’

Para restab'ccer d  ràdio en una fórnutia tngonomélriea,



—  t o o  —
€ $  S ^ i f i f u ÿ r  e ì i ^ p e z ^ d e  c a ^ d  l í n e a  ( a  i f i i s m a  p a v í ü l i i  j H ) r  e !  r á ( f j o .  Á.SÍ, restablecíeiíJio él ràdio en la fórmula [ 1 ] ,  se tGhííí iafibnob eb : L-— i '^senÆ ’̂ ^'j^oosÆj*.^ j scn̂ a eos

—  1 fy por ùltimo ' sentir-p obs’ a;— ?’ que es la fórmula de donde la [1] provino.
t3. Las fórmulas obtenidas cm el pún̂ ftro anterior. en el supues

to de que el arco es menor que un cuadrante, son generales y ciertas 
por lo tanto para otro arco cualquiera. . .
^^Tom^tís fihadfe dichas-fórmulas, por dj^iflo lavjaj, y yamosi 
demostrar qiidvc'tiàìqiliera' que sea el arco 'nó-. d." dos* dos miembros 
de esta ecuación tienen igual valor absoluto : 2.” también tienen el
ráismd̂ igño. H  •* ' . ’ . 'd.“ Reduciendo el arpo a; á otro; 4;' contenido en el primer
drante (tt), se tiene para x ’  (la)tga;' = seneos a'
y como las líneas trigonométricas do x '  tienen respect ivamejite igual
valor absoluto que las de x , tĝfêy ̂  eón iguaies en valor absolutoeos, Iti ■ / ' W9 r • ' fá." sen X  y eos x  tienen ej misnVo signokm tíl d.®' cuadraiUCj cqn- trarioenel2.“. elm ism oenel3.*. y contrario en el 4.®C ï , coró!.);
lúegoelmiembro— espósitivoen eld.*' cuadran ,̂ negÿivo en
el 2.®, positivo en el 3.̂  y ridgativo'bn el pero esto oslo itíie sucede 
átgícCJ.corolO'; luego -y tg® tienen el mismo signo, luego eos®-' ® •' "iv"’—é tg35= eos X

- 1 . 1

cualquiera que sea el valor del arco ® . ;
Lo mismo se demuestra laigeneralidad de l̂ s demás fófmula8.
14, Por medio de las tres ecuacionessen’^-Hcos’d ; = l , — seniP

eos 4; Cotaj±='eos x

que ligan entre sHas cuatro líneas trigonométricas, conbeida uu;i de estas se pueden deterímnar las festantes (Alg;. j t  t a ) .  Suponiendo conocido sena?, se tendrá•inq  ̂ . r ' ' ' . . •»----------------- sena? . ,  „  V i—sen’zo o sa ^ V / l-se n ’ ®, t g ; c = - 06W:—, Á«K>nóui- ■ '■ V \ ■■
senx

á
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Observación. Multiplicando la fórmula [2] por la [3 J,también se tiene tg a ;c o t íC = ^ ^ ^ X ^ ^ ^ = l; de donde °  eos X  sen x  *t'l]- .
ARTICULO lY.

Belacion entre las líneas trigonométricas de dos arcos y las 
de la suma ó diferencia de los mismos.

15. Problema. D a d o s lo s  senos y  cosenos de dos a rcos a y  b d e te rm in a r  el coseno de la  d ife re n c ia  de d ich o s arco s. Supongamos que los arcos a y  b sean positivos y menores que el cuadrante, por ejemplo, a— AC y 6 = AD (fig; ’S.ljü'Trá- cense desde C y I) las perpendiculares CP y DQ sobre el diámetro kh ! , la DE paralela á este, y la cuerda CD. },El triángulo rectángulo.,,CÉ)E nos da (Geom. 1 1 1 ,  1.®)CD*=CE*+ED®:pero evidentemente se tieneCD =  cuerda(a— ¿), CE— sen«— sen i, ED— cos6— cosa; luego sustituyendo estos valores en la ecu9,oíon anterior, resulta cuerd’ (a— 6)=(sena— sen ¿)*-)-(eos ó -^ co sír)^  • sen’ a —2sen asen 6-|-sen*¿ H-cos*6— 2 eos a ci)s h -\- c0s*a, ó como sen*a-|-cos®a=l y sen*64-cos*é =  l  ( l ^ ,  obs.), cuerd*(a— á } = 2 — 2(senasen 6 -t-cos-a cosà) [AJ. Suponiendo en esta ecuación ¿ = 0 ,  se convierte en '(8 , corolario 1.® y 3.®) cuerd*fl=2—2 cosa,;y cambiando en esta ecuación a en a — 6, resulta cuerd’ (a— 2 — 2 eos (a— b) ; de esta última ecuación y de la [A j, que tiene común el primer miembro, se deduce ‘ -^xeoo2— 2cos(a — 6 ) = 2 — 2 (sen a sen ó -f-oosacos



y despejando eos (a— b)cos(a— 6 )= c o s  a co sé -H sen a  sen 6 [1 ] ,cuya eoiiaoion resuelve el problema propuesto.CüROL. 1 sen (a — ó )= se n  a eos 6 —  eos a  sen b [t].Porque cambiando a  en 9 0 " + a en la fórmula [1 ] , se tiene eos [9 0 " + ( a — 6 )]= co s (9 0 "+ a ) eos 6 + s e n ( 9 0 ° + a ]  sen6, ó (^ ,c o r o l.)___sen (a— b) = — senacos 6 + c o s a  señ é ,cuya ecuación, cambiados los signos, da la que se quiere deducir.CimOL. 2." eos ( a + 6 ) = c o s  a eos 6— sen a sen b [ o j , s e n ( a + ¿ } = s e n a c o s ¿ + c o s a s e n  6 [4].Ponine cambiando el signo al arco b en las fórmulas [1 ] y [2], y teniendo presente que sen b cambia también de signo (8 ) , resultan las del corolario.Observación.  Por medio de las cuatro fórmulas preóíWeh^ tes fácilmente se hallarían otras análogas para t g ( a ± 6 )  y cot(a=fc6). 'íiJee ríe obneinoqnf; y
Generalización de las fórmulas precedenfes.

t O  Supongamos magnitudy signo cualquiera. Dándoles un origííú común A . cualquiera que sea la posición de los puntos C y D en^ue/4«i!lwioóítW5 puede repetir la constcudci9 n anterior sienmre quedara formado el triángulo CDE. <■  o  ̂ ' r ■ '
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consi„-------todo caso seVéHfiCií .1 .Cp, = cuerdar(ffi-i¿),__  ̂ t ,4.1 .CD = cu(4.t- (sen (t—sen^), s ■ROíi3.° ED =  = t:(c o s + c o s a ) .ÍS] > eo;i i - 1— /  V -'bncfi.QÍi*
i  • El arco a se compone del menor arifo positivo AL , que va dW-de A á C . aumentado de cierto número d£ difcuníerencias positivas ó negativas: de ¡¿u Jl m a n e / ic lW r e s '^ g S a l'lt f  menor arco positivi) AD más ó menos cierto número de circu^feTencm^s;ton^mero de circunferencias. Si se toma el punto A como origen de >fsVp,%rBO'ííSPrA'\tte^{^a!d(yhMWlBJ"darici«MoíBsiraero.dB vueltas en uno ú otro-»íirtHdo ; el sentólo



.........y H será ol extremo del arco a -b  ; luego la cuerda Allde este arco p - á  igual á la del arco CD.  ̂ .2. “ Si lo.s^iimoS^^'D están en un mismo lado dèi diámetro AA'.es evidente que CEs==i=(sRna—se n ¿), tomando el signo +  cuando esté .CSùpe^Qr áD  y ei — cuando inferior; si están á jlad o  dife- rente d^ diámetro; GE es una suma G P+DQ , pero entonces uno de e|los es p o liv o  y  otro negativo; luego taniliien se verifica en este caáo ^ue-ÜÉ=tír(8en a^'selri è).' ■ — ; -,3. " Del mismo modo se demuestra que la igualdad GD == =±:(cos¿?—cpáíi), evidente buando loaqinníosiLy, D e^tán. en un mis- W< l̂ado d(  ̂ djáiaetrq BB', se.yerillca de igqaDmbdp cuando se hallan á difnreníe lado de dicho diámetro, tomando el ¿igño +• cuando G esté á la izqiiierda de I).Lueg¿ las'fórmlllás deducidas son generWes {*). •■ 1 «i D ,¡ [ í] : Consecuencias de las fórmulas anlermes,,( í ’ M.-; .*7 . Haciendo a=zh en las fórmulas [5] y [-Í] del nùmerò emierj.or.,,1 se, tien$■/ j;: ■,pqs2a==cps*a— s e n V , _  -sen2a=2senrtcosa; i.i .-• A = ír ,.-y suponiendo en estas 2 a = A , de donde a = — A , resulta
c o s A = cos* 4 - A — sen*— A  f l l ,

2 2
\ \sen A =2sen‘rAoos-“  A ^ • [2].También se tiene (li®, obs.)1— co s® ÍA + se n *-ÍA ,de puya ecuación y de la [1] se deduce (Alg. 9 S )J

2’ dp¡ dondey 2sén*^ A = = l— cosA [4].
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at

nrto»  ̂ A 1-4-cosA ,  1 .. 1 —cosAeos -  A = — ~—  y s e n * - A = — ^2 c o s * - A = 1 -H cosA [3]
' ‘ 'd • ••Ofl'iTOi ;'  í'-)' Esta elegante demostraoioa óstá tomada de la Trigonometria de M H  aow fte y  ZrflcoM»*, que áeu vea; la han toncado dei/»-.



—  20.  ̂ -r-I S ,  La suma de las fórmulas [4],y [2J del nùm. 1 5  nos, da sen(íi+6)+sen(a—-6 ) = 2  sen a eos 6y la difeírQUieia . ou'ia le xsea (n-1- 6) — sen (a— 6) = 2 cos a sen 6 : dividiendemi^enadaraente.estas igaaldades y observ^^S6n 35que (1 ®, obs.) eos £ ebnobSfin fa 4 - 6) sen (a.r _ 2 s f in  a eos ft _  sen a  ̂ ;{ft a íeÜ é'^feos'a éos'8- ■ 'ísuponiendo en esta ecuacíQa^^+A=;^.f¡i[;.^'^“de (¡onde a = i | ; 4 ^ B )  y 6 = ^ ( A * - g ^ s e  tieaa ai fln■sen A 4-sen B ^ Ig j (A 4 -^  j.^.. sen A —son B lg^(A—B)•íiT ifilii CAPITULO II.

De las tablas trigonométricas.

---- 't. - i;a r t íc ú l o  i .: > X - ; ----- 3̂ Ó
Dstorminacion de .w» r  en valores del ràdio.

1  ít  T eorema \ T o d o  arco postím y mnor que un cua
drante 'es mayor que su seno y menor que su Ifnjienle  ̂ 'Sea el arco AB (fig. 4^^p>Trácense los rád.os OA y OB, el n rr .^ v  3 se a o , .la A T  dóblese Kn u  » ^  •' AOT‘MoisL.la -partê  sup^^or.. sirviendo de „eje .D i .^ 0 1/,̂  QX ¡ y en la figura total resultante XOA'T se ten-■ drá’ fGeom. 5 y «3»)* . a A A '< A B A < A T A ',o palrtiendo por 2 y Uamando Jf el arco A B , B- sen «<I«<ts® -®o. cKjiiT eorema 2 . * -diferencia ent^c^m arco dd primer

Á



&^d^te^}^y^kú%y<ASn)oí■ ^^''tá é^rth  t̂íaríp í̂kl cMS del
arco. osüüO fl32S=(ó— üjno2-f-(¿-4-ii f,-Sea X el

r2fí4 ^

de donde. flSí <Wo-,“nfK..e rr'.. ^ A ^ t.'y itíip^candiQ esí^>desigiíiajdad-ppr;2 co^~^ ,̂;rgsuIta^*'2slén|á;coV|;í¿>!jibd^|V;J^9n9ühíioi-'r;.,[^ nil Ifi eneiJ es . * .-* A ■ , ¡\-\-f *  ̂ ni.r- . «k™  ^ se n -a rcfe |-a ;= :W a :(Íy )^ -‘I I L /• íl £í ;}«+ /, !'•)-
■ ¿ósf ^ ^ j ^ s e i i rsena:>a?(l _ s e n * 4 ^ ) -Sustituyendo en veilcíeliigy^S^^Si'co ~ ¡r, que es mayorque el :0Í J^ t T T B lít ü ñ ^ ^ l“ con mayor razón se tiene --------- dglrS^giyido miem^o aumen- ri"!) ^'^lí^rmye; luegosen x~;>xh — -r ^ ’ ) d sena;>a:—.i'‘ (u 'i:ii;n i/  •*1

X—  — íc^<;sena;;y sum áSío^con Vs® ^íorm "iem ífos 1fe^® "^ÍPim a® 9ésigualdadu'J'Uí lAuA' M  yi/MjinaT . « i  »?. -íouis« V. vu*. ’i'' ‘’\uirdile ,a O  7 JA )  ¡|,jVi ñol « ir7 S e a 'í!< -y ¡íV iT . ÍIA no'tj; le j¡3 ’¿eh SeÚ®  tí© U nu n i d a d .noJ 98 J /-I'/ ‘niiíJlUfíO'i IjíIijI jgn̂ d̂ /5I po 7  Tn t  ,.¿'.La longitud de la cá’iiiiulpce'iipia, g iíe 'tien el ^ r  rád io , es (Oeom. 1 3 í > 7 , y r ^ L 2 ^ j J ^ | P e  S o n d é " *  ^ ‘_______— c r = -  ó i80*’ ^ÍW,;nhii^l¡B fe u lo i^ u *l agl iaiícof íde-ÜfSerá ' arotf  ̂ d»' ^ O ,Q 0 g  290,g8^ 208>6..........



— < m  —' 9tl«lòhgttudiiÌ^‘ìe3ti^»>òtefi‘i>prieaii!frietiDn!ity6 0,0005; luego si se supone .sèn’l '= a r c o  1'elKdwoí'icDmeíyofes menor (®0) que ̂ ..  ̂ 1(0,0005)^<0,000 000 000 007 :y como este error solo afecta la cifra decimal del órden duodécimo, resulta que el valor del seno con once cifras decimales es seno r = 0 ,0 0 0 29088820.
ARTÍCULO II.

Formación de las tablas.3®. Las tablas trigonométricas naturales contienen al lado de cada arco desde 0 hasta 90®, contados de minuto en minuto ó de 10 en 10segundos, los valores de las líneas trigonométricas correspondientes. No es necesario que se extiendan à mayor nùmero de grados, porque ya se ha dicho ( H l)  que todo arco puede reducirse á otro contenido en el primer cuadrante, y cuyas líneas trigonométricas sean respectivamente iguales en valor absoluto á las del arco primitivo , pudiendo también en cada casodeterminarse el signo correspondiente ( l  t  i obs.). Asisenl45®=sen55®, tg98® =— tg82®, etc.Debe advertirse igualmente que basta calcular las líneas trigonométricas de los arcos comprendidos desde 0 á 45® inclusive; pijes las líneas propias y colineas de los arcos mayores que 45® y menores que 90®, son las colimas y lineas propias da sus arcos compiemqptarios, necesariamente menores que 45* (O , 2/). Así01 sen60“ =  eos50®, eos 72*=sen 18®, etc.Supondremos que en las tablas , de cuya formación se trata, los arcos crecen de minuto en minuto ; de manera que según lo expuesto, el problema que nos proponemos resolver se redupela determinación de las líneas trigonométricas de los arcos de1', 2 ', 3 ', etc., hasta 45®.Veamos cómo puede esto conseguirse. i



«3 . Conociendo el valor de sen V  («1), el dé eos 1' sede- termina por la fórmula (14)eos a ? ^ V i — sen’ a;,haciendo en ella x ~ \ '  y sústituyendo eri veü'de sen el valor hallado para este; ; ’)q ,, ,/ _ ;Los valores de los senos y cosenos de 2' ,  5', A'..............45,“se-pueden calcular por'medio de las' fórmulas (lA^/corol, 2/) séh (fl-f-6)==sen a eos Ò-1-COS o sen .̂,1 ; ,eos (0 4 -^)— 6Ííá-o eos ¿ — sen o sen b , haciendo en e lla s o = r  y 2', 5 ', 5 ', .......  , 44“59'.Los valores de las tai^eptes, y eoUngent^s pueden hallarse • también por las fórmulas ( l  » ,  obs.), sen X eos Tsustituyendo en vez de sena y cosa los valores de los senos y cosenos 'dé 1', 2 ', 5 ,̂ .......  , 45“ , calculados de antemanof.
9 ^ .  Del modo qne acabamos de exponer se pueden concebir formadas laS tablas trigonométricas naturales (*) ; mas eje- CHtándose los cálenlos por medio do logaritmos con mucha mayor facilidad que por los métodos ordinarios, estas tablas han ^do trástbrmadas en otras, donde al lado de cada arco se hallan los logaritmos de sus respectivas líneas trigonométricas. Las nuevas 'tablas se conocen con el nombre de tablas trigonométricas ó'simplemente de tablas Ingonométrícas i jorque son las únicas de que en la práctica se hace uso.Al ejecutar la trasformacion de que se acaba de hacer mérito, como los senos y cosenos son menores rpie el ràdio, sucediendo tangentes de los arcos comprendidos entre 0“ y 45', y las cotangentes de los comprendidos .entre 45' y 90’ , los logaritmos de todas estas lincas trigonométricas deberán resultar negativos ó de característica negativa y mantisa positi.va,. en la s^osicion de que el ràdio sea igual á la unidad (ÁJsr. le s o  3 * y » 3 0 )  (*•).
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O  El método expuesto sirve solo pará qne «a vea la posibilidad delacons- truccion deias tablas, á a« de que los princiipiantes no.seatredren al manejar un..s libros cuya formación es para ellos un oiisterlo. Pbrfo demás éxisten otros métodos mucho más expeditos , cuya exposición n© es-de este C 'l  Por creer esto un incouTeniente (que no lo es cuando se em^ean lo-



r r  W f  —
■!¿RTÍcÍulX 'ÍÍ i> ^

.aof tr rp/- ’ . i l  q CLITso de las tablas trigonom étricas.!S5. Las tablas de los dogaritmos do los números van acompañadas .casi siempre de las siendo de aquellas
r-OÍl'’'*'“ '•* » ........... .1 M...J................lás^%li'cbn'ócaas entre ábsoíros  ̂ cómo’ ya se mdiod'en'otro lurar, las españolas de.Vázquez Qiieipo y Calvet, y las fran- ceSis 'de Caíiet y Lalande; otro lanío sucede con las trig^o- mélricas. •'Las de Vázquez Queipo y,Lalande contienen los lógarHítios de las líneas'Irigonoinétricas de los diferentes arcbs 'del cuadrante, contados de minuto en minuto, con seis cifras decimales las primeras y con cinco ó siete las segundas. Kii las de Callet y Calvet los arcos aumentan de 10 en 10 segundos, y las líneas trigonométricas van expresadas con siete cifras decimales de aproximación.Por medip de cualquiera de ellas se resuelve el problema general; cDado un arco ó ángulo, hallar los logaritmos de las yúéas trigonométricas del mismo» y su recíproco. Al efecto van precedidas de su respectiva explicación , que sería inútil repet'.r aquí.Ya hemos indicado la pretei'encia" que para nosotros merecían las de Vázquez Queipo , caTcnlf/dhíi en el supuesto de que 'el' r « ' fgúal á fa unidad, por cuya' razón A ellas nos referiremos en los problemas qué hayamos do íósolver en lo sucesivo (*). ’ '

garllmoá'de manfíáá positivi)larf'tab'las $ué aá'ci’tan ,  excepto las deV^l VAfc- quez Queipo desde la edición de 1867, están calcuU^Sas suponiepdoel rá^o ,igual,4  nul mi,llp>ies,, e sto e s , f?;=10.‘®^en cuya yGo L. r= 7 o  (Alg. «3 9  2.*̂  y  «46). Ya se ve qúe por evita;' esta diflciiltad imaginaria se incurre en una real,  cual ea'lade f^urac ert los cálculos el lega- ritmo del ràdio , y  tener que 'restablecer esto ¿n las fórmulas ctiande hayadesaparecido por haberle becbo.'lgtíalá la unidad ; lo que nivsuce^ jP^ndo
r = l  ; puesto que I ,. 1=0 y  CftL. 1=0 (Alg. 3 3 0 ,2 .  y 3 4 S ) . , .cuénta la ttV.W áa‘«é\léht«.''invEl que quiera emplóai'óli'as'lendrá en

i



CAPITULO III.

De la resolución de triángulos.
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ARTÍCULO I.

F ig . 5.‘

Teoremas relativos á la resolución de triángulos rectángulos.

. :® 0 . T eorema  1.® En todo friúnguio rectányuio el ràdio es al 
seno de uno de los ángulos agudos, como la kipolenusa es al cateto 
opuesto á dicho ángulo.Sea el triángulo ABC (fig. con un ràdio cualquiera descríbase el arco DE correspondiente al ángulo en A : trácese el seno, EP , y de la semejanza de los triángulos AEP y ABC se deduce EP“  BC'Sustituyendo en lugar de estas lineas sus valores, y expresando para mayor sencillez por a el lado BC opuesto á A , por b el opuesto á B y por c el que se opone á C (como haremos siempre en lo sucesivo), resulta que

sen A aCoROL. Suponiendo r =  i , un cátelo es igual á la hipotenusa 
multiplicada por el seno del ángulo opuesto.Porque en dicha hipótesis la proporción anterior da fl= c X s e n  A.587. T eorema 2 .“ En todo triángulo rectángulo el ràdio es 
al coseno de un ángulo agudo , como la hipotenusa es al cálelo 
contiguo á dicho ángulo.La semejanza de los mismos triángulos AEP y ABC nos da AE _  AB ^ ^ÀP “  AC  ̂ COSÀ ‘  b ■CoROL. Suponiendo r =  1, un cafeto es igual á la hipotenusa 
multiplicada por el coseno del ángulo contiguo.



Porque en esta hipótesis6 = c X c o s  A..T korema 5/ En todo (nánffuh rectángulo el ròdio es á la 
(angenle de un ángulo agudo, como el cálelo conliguo á dicho án
gulo es al cálelo apucslo.Trazando la tangente trigonométrica DT (en la misma figura), la semejanza de los triángulos ADT y ACB nos daAG ,  r b ’

ó
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AllDT BC tgAARTÍCULO II.
Resolución de ios triángulos rectángulos.189. Como siempre es conocido el ángulo recto eñ un triángulo rectángulo,'basta que se conozcan dos lados ó dn lado y un ángulo agudo para resolverle , ó sea para determinar los tres elementos restantes ’(Geom., W  , y S 9 ). La combinación binaria de los cinco elementos indeterminados, sujetos á las indicadas condiciones, da lugar á ios cuatro problemas particulares distintos, que aparecen á oontiimaciondonde el ángulo recto es C (fig. 6.‘).

Fig. 6 .'
DATOS. níCÓGNITAS,

\ : c , a , A , B, b.2.* a , b , A , B, c.5.* Cy A , B , a , 6.4.* a , A , B , c , b .PR O B LEM A S.3 0 . 1 .“ D ad a la  h ip oten u sa c y  el cateto a , dete rm in a r los ángulos agudos A , B  y  el otro cateto b.El ángulo A se determina por medio de la proporción (ao) í- ^ i  -  ^ ■sen A a *sen A a de donde (Alg. «57)L. sen. A = L .  a-h C jL .c .Las labias darán el valor de esto ángulo.Para hallar el ángulo R se tiene (Geom. 7 í  , h.*) B = 9 ü ‘— A.
üEOM. 14

i



—  210 —E! cateto b se calcula pur la prupui’cionóde donde O b serv acìo n .
(« Í)- = ü . •co sa"" b coíiA b ’L. b = L .  eos A -h L . c.También se puede calcular el <ing-iiIo H por la proporción (* 7 )  ^ ’ Y ^®spues el cateto b directamente pormedio de la ecuación (Geom., l l l  , corol.)

b =  \/c®—a * ™  \/Jc-\-a){c—á) ;
\de donde L . 6 = -¿-[L . (c + a )+ L . (c—a)].3 1 . 2.* D ad o s lo s  catetos á y  6, h a lla r  los á n g u los agu d os A ,  B  y  la  h ip o te n u sa  c.El ángulo A se determina por la proporción (®8)

r _d____ b .tg A a tg A ~ a ’de donde L. tg A = L .  a+ C „L . b.El B se halla por la igualdad B = 9 0* — A.Por último, la hipotenusa c , conocido el ángulo A , se determina por la proporción (ao)
r _  c  ̂ i ^  sen A a . sen A ”  a ’de donde L. c = L .  a+CoL. sen A.O b serv ació n . También puede hallarse directamente la hipotenusa c por medio de la ecuación (Geom. l i i  , corolario)c=\/a*-l-6*; pero esta fórmula tiene el inconveniente de no estar preparada para el cálculo logai-ítmico (Alg. * 6 1 ) .3 * .  5.* D a d a  la  h ip o te n u sa  c y  el án g u lo  agu do A , d ete rm in a r e l otro B  y  los catetos a y b .Para hallar B se tiene B 90’—A .El cateto a se calcula por la proporción ( * 6 ir  _  . *sen A a sen A <i ’de donde L. a = L .  sen. A-f-L. c.Pe igual manera se halla b por medio de la pmporcit»n (*7 ) 

r _  r eos A b'



- í  211 —OosKiiYACioN. lliillado uno ile los.catetos , el otro se puede de- liíiMiiiiar por la fúnnnla (Geoin. I I I  , corol.)6 — \/ĉ —(r.a.*5. 4 ;  D ad o u n  cateto rt y  el á n g u lo  agu do A  d ete rm in a r el otro B , la  h ipotenu sa c y  el cateto restante b. It==9(r— A.La liipotciuisa c se halla por la proporción~  \ ~ y el cateto b por la otra ~ t- = sen A íi •'  ̂ tg A aOB̂ ravAcioN. Después que se haya determinado ei lado c ó 6, se puede hallar el otro por medio de la ecuación c’ = íí*  +  ¿*. üBSEaVACIONES GENERALES.3 J .  1.* Los problemas resueltos son siempre determinadosy posibles, con tal que en cl primei'o la hipotenusa sea mayor que el cateto conocido, y en los dos últimos el ángulo dado sea agudo.2.* Los valores hallados para las incógnitas se pueden comprobar calculando alguno de ellos por el medio indicado en la observación respectiva, y comparando este resultado con el hallado anteriormente. EJEMPLO.8 5 . Sab ien d o  qu e en u n  tr iá n g u lo  rectá n g u lo  en C ,  c = 3 0 0  y  (1=240, h a lla r  los án gu los A  , B  y  ei cateto b.Las fórmulas que deben emplearse son (30)L. sen A = L . aH- C„L. c ,
B =  9 ( y - A  ,L. b = L . eos A-f-L. c.2.3802H{ ,  (2.380211L.senA =  -3..“í22871.003000 80“S3 Í59' 60'48

A=r>r7’ iS " „  « =  36“ S2' 12"
Comprobacìoìì.2 W = 1 8 ü.

I 1.778132 ^(2.4?71212.233273
¿ = 18Ü.
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a r t 'ícljlo  iir.

Fig . 8.’

Teoremas relativosa laresoluoiondetriángulosoblicuángulos.3 6 . T eorema 1.“ E l cuadrado de un lado de u?i Iriánqulo es 
igual á la suma de los cuadrados de los oíros dos, menos el duplo 
del producto de estos por el coseno del ángulo comprendido.Distinguiremos dos casos: \ .* que el lado, que ha de formar el Fig. 7.* primer miembro de la igualdad del teorema, esté opuesto á. un ángulo agudo: 2." que esté opuesto á un ángulo obtuso.1.® Sea el lado AB {fig. 7.*) opuesto al ángulo agudo C en el triángulo ABC: bájese la perpendicular BD y se tendrá (Geom. l i l , 5.®) AB^=BC*-f-AC^—2 AC X  DC; pero («7 , corol) BC—BCXcos C ; luego AB*=BC^-}-ÁC*—2ACx B C x eos C.2.® Sea el lado AB (fig. 8..‘ ) opuesto al ángulo obtuso ACB: bajando la perpendicular BD , se tendrá de igual modo (Geom. f i a  „2.*)AB“=IiC*-i-AC*-h2AC X  CD: pero C D = B CX  eos BCD, y como por otra parte eos B C D = — eos ACB ( » , corol.2.'),A r ~ i ¡  C D = B C X — cosA CB = — BCxcosG; luego AB’ ẑ B C H A C * — 2ACXBCXCOS C.Luego en todo caso se verifica que2 flíx  cosG.De igual modo se demostraría que5* —a®-(-C'—2ffcX eos B , 

â — b — 2¿>c x  eos A .Obsi:rvacio?í. Estas tres ecuaciones contienen los elementos necesarios para la resolución general de los triángulos rectilíneos.3 7 . T eorema 2.“ En todo triángulo los senos de los ánqulos son 
proporcionales á ios lados opuestos. ,BaianJo la perpendicular BD {lig, 9.-) sobre la base, se lie- ne (‘i C ,  corol.j



BI)--n(';xscri C , luego \  =  aXson C ;BD— AUXseu A. yABXseu-V—liüXseiiG óde donde (Alg. I S I ) sen A sen G 
a ~ cBajando la perpendicular desde C sobre AB , del mismo modo se deduciría queFig. 9.“ sen A _  SíMi bí  a ~ b *de cuya proporción y de la anterior resulta sen A _  sen D sen C 

a ~ b c3 8 .  T eoiiema 5.° La suma de dos lados de un Inanfjuh es 
á su diferencia , como la lanijenle de la senúsuma de los ángulos 
opmslos á dichos lados es ú la tangenlc de la semidiferencia de 
los mismos ángulos.Por el teorema anterior se tienesen A sen 15
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de donde (Alg. 18#
pero (#8) 
luego

a ~ b corol. 4 .“)sen A-t-se II B ÍI+- bsen A—son I! a~b  sen A 4 - sen B _  tgj (A-i-B) sen A — sen B tg.}(A—B)
a+b ^  tgj (A+B) 
a —b tg í( A -B )
a r t ic u l o  IV.

Besolucion de los triángulos oblicuángulos.3» .  Si en un triángulo cualquiera so conocen tres de los seis elementos que le constituyen, con tal que entro los «latos se halle un lado, el triángulo puedo resolverse, d lo «lue es igual, se pueden determinar los tres elementos restantes (Geometría, 8 6  , 8 í  , 8 8 ).La combinación ternaria de los seis elementos , sujetos á



dicha condioion, da lugar 4 lo., cuadro problemas particulares üi'itmíos que aparecen á continuación ;— 2U  —
Fig. 10.

1.«2.»3 . “4 . »
twcócrrtTAS.A , B, C.
B ,  C , a .
C ,  c .B , C ,

DATOS.
A .

a, A ,  B,c , A,PROBLEMAS.!•* D ados lo s  tres ladn«i/7 a  ̂ »g u io , d ete rm in a r lo s  tres án g u lo s A  B  C  “Da la formular.,«) 1 ,  se deduceC O S A :Del mismo modo eos B: eos C:
2¿>c 

2ar 2a¿»
n

[2J,[3;i-
D. co.sA'— L. —Qí-) . ^ T /OI \ /,>los fngubs B y r  “  P-«<lo„ determinar

mar el logaritmo de n* n ’ T e ya se \e que para to-no tres y“ ,“ '“ auteu.a-*sla râ on se las suele trasformar en oTas'práctica, del modo siguiente ;  ̂  ̂ en laRestando la ecuación [ I J  de la igualdad l = l '  se hallai — C O S A = Í  — -  -  c- -t- -  ̂ )32¿c —
(Alg., 4 0 ,  5/j í̂ - g )y llamando 2/j la suma de tos tres lados , se t̂iene- o~h// +  c = 2 p  de donde a +  ¿ — c=:2/>-

2bc
■ 2c

(•) Es pt-eferíble casi siempre hallar oor eJ V<- á sinnar Ms lr)pnntnjoR de



— 21". —•y — h =  'tp — tb,  cuyos valores susliLuiiUm en la ecUiUi ¡ODprimera, teniendo al mismo tiempo presente que1— co sA .= 2 se n --A  ( ü í) , resulta2 sen' 1  ; ,le donde¿ bell 2 A—sen \p~h){p~c)
hfí [A]:y de una manera análogas e n i l i  |It],

2 V nr '[C jn -sen 2 " V <i&Aplicando los logaritmos á cualquiera de estas fórmulas , pnr ejemplo àia primera, resulta
L .s e n lA =  l|L.O)—i) +  L. (p—c) +  C,L.6+(;„L.c].4I<. 2 .“ D ados dos lados A, c y  el á n g u lo  c o m p ren d id o  A , d eterm in ar los otros dos ángulos B , C y  el tercer la d o  «.La suma de los ángulos ¿i y Cesr +.C=180^— A ,y por consiguiente (lì+ C )= ^ —s—  • ta milieu tenemos {3fi)2 I '”/ 21¿ _ j _ c  tg Y ( B -) -C )

b—c tgYlll—Ljde donde
L . t g l ( B - C ) = L . t s ; l ( B + C ) H - L . ( / . - c )  +  IV>. [h+r)!

\IKir medio de cuya igualdad se determina el valoi’ de-^ -̂) 1 y como el de +  es también conoc.’do, se tendrá (Alge-
O  De los dos ralores de estos radicales,  solo ol positivo Batisf.icediclones del problema; porque siendo un ángulo cualquiera ,v < 1-'0 . , A  ^ S n  :luego todas sus líneas trigonométricas son positivas (» , rorol.)

i



— 216 —bra, 03) suponiendo que C  esté opuesto al mayor lado,B =  1(B+C)+1 ( 0 - 0  y C=-2-(B +  C ) - v ( B - C ) .2 '  / j ’-' <2 \ < ' ĵ 2E l lado a se halla por medio de la proporción (37) sen B _  sen A 
b a

3.“ Dado u n  lado a y  dos ángulos cuales
qu iera  A y  B , d e te rm in ar el te rce r ángiüo C v  los 
o tros lados ¿ y e .El Ángulo C se halla por medio de la ecuación C = = 1 8 0 " - ( A + B ) ,  y ios lados ¿ y e  por las proporciones (37)sen A _  sen C 

a b  ̂ a c~*
-13. 4.“ Dados dos lados n y  c y el ángulo A , 

opuesto a uno de ellos, determinar los otros ángu
los B y C y el tercer lado ¿.El ángulo C se halla por medio de la proporción (37)sen A _  senC ' a  “  c ;el ángulo B se determina por la igualdadB ^ I S O “— ( A + C )y el lado ¿ también por medio de la proporción (3 7 ) sen A _  sen B

Observación. Como el seno correspoiide siempre á dos arco.s menores que ia semicircunferencia, uno contenido en el cuadrante yotrosnplem entanodel primero ( 3 .  coroL), cuando un án'nlo se de ermma por medio de su sen o, puede ocurrir la duda de si el ángulo buscado es el agudo que dan las tablas d debe ser su suplemento obtuso.Esta duda , que no ormrre en la resolución de los trián-uilos rec ángulos, porque Io.s ángulos incógnitos son siempre agudos ni en los tres l'nrnero.s problemas de los oblicuángulos, como aparecee „ „  ,x .i,n ea do oada uno de ellos, i.,rede L n  M u t  e„ el presente caso. ® ‘
\



217E q efecto, sea ABC (fig. 11) el tníingiilo á que se refiere el problema último : bajando desde B la perpendicular BD sobre A C , tornando DC'=DC y uniendo C' con B ; los dos triángulos ABC y ABC' contienen los mismos datos A , c 'y a = B C '; y como los ángulos BC'C y BCC' son iguales, BC'A tiene por' suplerúetílo el ángulo C ; luego se?i C corresponde también al ángulo BC'A. Si se loma para C el ángulo que dan las tablas, resulta 6=AC y B =  ABC; si se toma para C* el suplemento del ángulo que dau las tablas , resulta á ^ A í :  y B=A BC'.La doble solución, que acaba de bailarse, no tiene lugar cuando el lado opuesto al ángulo darlo sea menor que el otro lado conocido , esto es, cuando a < c  ; porque en cualquier otra hipótesis el ángulo C es agudo ,y porlo tanto el que dan las tablas es el único que satisface las condiciones del p̂roblema.OBSERVACIONES GENERALES.414. i . '  Los tres primeros problemas de que acabamos deocupamos son posibles siempre que en el mayor lado seamenor que la suma de los otros dos; y en el 5.® los dos ángulos conocidos valgan ménos que 180®. El -L® problema es evidentemente imposible ó absurdo cuando A no es agudo y « C e : lo sera además si a < B D , esto es, cuando el lado opuesto al ángulo conocido es menor que la perpendicular bajada desde elmun á los lados a y c conocidos , sobre el tercer lado. Esta ulti-' ma condición no siempre se conoce á simple vista; pero lo absurdo del problema se manifiesta en el cálculo al determinar el ángulo C, hallando para él un seno mayor que el ràdio (como se verá, ejern- pío 5 ®) cuyo resultado significa lo mismo que las raíces r/na/yi- 
narias én las ecuaciones de 2.* grado ó el valor wfmilo en lasde 1 •* • 1 . •2/ Los valores hallados para las mcógnitós en los anteriores problemas, se pueden comprobar, en el 1 sumando los tres ángulos y viendo si la suma compone 180® : en el 2 .‘ hallando dimclainente los dos ángulos incógnitos, y observando si sumados con el tercero dan también 180“ ; yen el 5.* y4. “ cabulando uno

i



— 2{9. —
íJc los ángulos por la formula del 1 raso, y comparando ei resul
tado con la hipótesis d con otro resultado Iialládo anteriormente'.

EJEMPLOS.

^5. I." Dados los tres lados de un triángulo, 
ff—85, ó = 7 0 , c=45 , hallar los tres ángulos A, 
B y C.

tas fórmulas que pueden empleai-se son (40 , obs.)L. sen -i A = ^  [L. (p~l>)+L. (p_<:)4-C„L. 6+C„L.c,]L. sen B =  Y  |L. (p~á)+L. (p—c)+C ^ . a+C^L.c ,]1 1L. sen — C =  — etc.
2 2 .

Ahora, a-(-¿ +  c=200; de donde ;í= í OO, ;> — a=15, 
p —¿=50 y p —c=55. Luego

( i ,477121 1 a — ' Í> ™ 5 6 5  
2,151902 
2,540787
T,719175.
r,859D86=L. sen (46« 21' OS'*;
I , 170091

J ,  710305 
2,070581 
2,510787
r ,535822
T,606911 = L . sen (27" 40' 22") 

.176091

L* sen Y  A. =

L. sen j  B =

L. sen / 1.176091J. C=) J/*7712I® í ^,070581 V 2,1549022,878095r,4.5P.517 =rLsen (lo" 57' 4o "}

\



A =  92" i5 ' i6 "  B = 5 5 '  20' 44" C = 5 r  55' 30"
~  219 —

Comprob. A  +  H +  0 =  178" i 18' \ ‘¿ 0 " = ]  SO"2.® D ad o s los lados do u n  triángTilo y  e] ángulo  opuesto á u n o  de e llo s , a = 1 0 8 5 , r ;:^ 1 0 0 8 , A =  46" 1 2 ',4 2 " , h a lla r  los otros dos án gu lo s B ,  C  y  el tercer la d o  h.Las fúnnulas que deben emplearse son (S íí)  sen A sen C
a cB = 1 8 0 " — ( A 4 C ) ,sen A _  sen B 
a bE«te ejemplo tiene dos soinoiones ( 4 t JI , obs.).

Primera solmion./ .̂0t0íj()2
\ 1,858393 1. sen (;=  s ' 85

.13.(Klíii3n1 ,{M)93 i3 
L .h = (  34.96Í570_________  0,l.tl522T,863650 «  L . sen (4fr 55' 37" 3.17B298 = L. 1500.7.« =  i 80 —(9;r 8' 39")=8fi" 51' 21’'C =  4(P oo' 37"U ^ H fP 'ir  21'¿ ^ 1 5 0 0 ,7 1 .

Segunda solución.C =  iS0®— (40" 55' 57")==153® 4' -V  11=180®— (179® 10' 4 5 ")= 0 "  43' 15" 3,035430 3,4141576,685564 0,141522L . á =
1 ,2 7 6 6 5 3 = L . 18,91 6 = 1 8 .9 1 .

i



__  220 __Comprobación de la solución 1 . ' (<1 4 ,  ̂ 2 .*) 2,532957 2̂ 8̂714904,823702 4,959598L. sen A: 
2

Luego 1,187527l,59 5 76 3 = L'sen  (23“ 6'21")' A = 4 6 M 2 '4 2 " .De una manera análoga se comprueba la 2.' solución.<ios lad o s de u n  tr iá n g u lo  y  el á n g u lo1 ^ 2  °  « = 5 1 3 , c - 8 6 9 ,  a Í 6 6 “
-10 12  , h a lla r  los án g u lo s B , C  y  el tercer la d o  b.terio^" eJeniplo se emplean las mismas fórmulas que en el an-[ 2 .̂959020 1,961290‘ _  H 5,289885, 0,190204luego este problema es absurdo (4 4 , 1

L . sen C

FIN.

\
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