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GEOMETRIA.

INTRODUCCION.

DEFINICIONES.

1. Llamase Extension loda parle determinada del espacio,
como el lugar que ocupa un cuerpo, el solar de un edificio, la es-
tatura de una persona, etc.

Dimensiones de una extension son su largo, su ancho y su
grueso: el largo se denomina longitud, el ancho latitud, y el
grueso profundidad ¢ altura. Ninguna extension puede tener
mas dimensiones que las tres citadas, si bien puede tener ménos.

CuEapo GEOMETNico es toda extension con las tres dimensiones-,
como el lugar que ocupa un cuerpo fisico. Puede concebirse un
namero infinito de cuerpos en el espacio.

Superficie es torfa con dos solas dimensiones, como
el solar de un edificio. Los limites que separan & cada cuerpo del
resto del espacio son superficies; vy el lugar de la separacién de
dos partas contiguas de un mismo cuerpo es también en general
superficie. Puede concebirse un ndmero infinito de superficies en el
intei'ior de todo cuerpo.
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Linea €S toda extension con una sola dimension, como la es-
tatura de una persona. Los limites de la superficie son lineas:
el lugar de la separacion de dos partes contiguas de una misma
superficie es también en general linea, y lo os igualmente la inter-
seccion de dos superficies que se cortan. Puede concebirse un na-
mero infinito de lineas en toda superficie.

Punto €s el limile elemental de la extension. EI punto no tiene
dimensién alguna. Son puntos los limites de las lineas: el lugar
de la separacién de dos partes contiguas de una misma linea es
también punto; y lo es igualmente la interseccion de dos lineas
que se cortan. Puede concebirse un ndmero infinito de puntos en
toda linea.

Hay, por consiguiente, tres especies de extension: de los
cuerpos, de las superficies y de las lineas. Estas tres clases de ex-
tension , que por la abstraccion (*) podemos considerar separadas,
constituyen la cantidad continua , y son por lo tanto el objeto de
la Geometria (Arit. J).

Geometria €5, pUes, laciencia que trata de la extension 6 de la
cantidad continua.

3. Toda extension tiene tres cualidades propias que la distin-
guen de las demés : su posicidn, su figura y su magnitud.

PCBICION es el modo de estar: estado, situacion 6 actitud de la
extension.

Figura €S el modo de ser: caracter ¢ aspecto particular debido
& la estructura, formacién 6 construccion.

Magnitud €S la cantidad de extension que contiene. La magnitud
relativa de un cuerpo se llama voldmen , la de una superficie area,
y la de una linea longitud.

3. Dos extensiones que tengan la misma figura y la misma
magnitud son/(/«a/ey, y pueden coincidir en una sola, hacienda
gue tengan ambas la misma posicién. Si tienen la misma magnitud
y diferente figura son equivalentes ; y si tienen la misma figoray
distinta magnitud se llaman semejantes.

(*) Sellama asi upa operacién del entendimiento, por medio de la cual con*
eideramo” separadas cosas (jue no pueden estarlo en realidad.
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Del punto.
41, /moque el punto malematico no tiene extension, le fignra-
rig. 1. mos como el punto de la escritura comadn, y cnan-
® do son varios, para distinguirlos se sefialan con

A .0 letras (*) Asi sedice: el punto A , el punto 13, el
punto G (flg. 1).
De las lineas.

Las lineas se dividen en recias y curvas.
Linea recta €5 la distancia mas corta entre do? punioSy
Fig. 1 como AB (fig. 2).
o Corolario. La distancia entre dos puntos se
mide por una recta.
Postulado, POr dos puntos puede pasar una recta, pero nada
mas que una. ) L
CoROL. 1.* Dos puntos determinan la posicion de una recta.
CoROL. 2. Dos rectas que tienen dos puntos comunes, coinciden
en tpda su longitud.
CoROL. 5.° La interseccion de dos rectas es un punio.
Se suele llamar 1i3ea quebrada 6 dolico-
Noe NAL fa combinacion de dos & mas rectas,
que prolongadas no forman una sola recia,
como ABCD (flg. 3).
Lmea corva €5 aquella en gque no se puede tomar una par-
le, por pequefia que sen, recta, como AB (flgn-

/\

LIdmase 1inea mista jn combinacién de la linea
recta con la curva.

e Problema. HaUar la mayor comuan i®edida de
dos rectas limitadas,"'AB vy

c g IffN (fig. 5), Sila tienen, y la

i AT

M PK razén que hay entre ellas.
Este problema se resuelve de una

n  Generalmente se emplean letras mayusculas para sefialar los puntosJas

JiD%s y los cuerpos. Empleamos letras minusculas cuando con una letra sola
se quiere expresar una linea cualquiera, y en pocos méas casos.



.c B. menor MN sobre la

M 'vVN ~ AB .todas las Yeees que sé puéaa-
y como han sido tres, se tendra
i, m -"=3MN+CB ral "
y, como son dos veces, resulta ¢ N e
MA\=2CB+Pi( i
Ul nuevo resto PN se colora o , %)

P pueda, vy, siendo estas g.atro gxan ™. . RN
Matro éxactamente, se tiene al fin -

n NA= 4Piv.
sustituyendo este valor de Eg m

resulta la igualdad [6]"
c .., *®=2X4PN+PN=9Pn

s0 haii: y €ele CB en ,a igualdad W ,
A"B=3x9PN~hm~"5iPN.

y la rasoD entreSL”era” ®sPN,

My 9plv—-V

~ como las antedoref
soaieoks /«.y,, «, & 7 oomg, N

0--.0 .X, «e puede da,aMa.3onapeoxi™ada de dos .e -

*e rompf.  dos partos aibitraiUa’ «*taxderse ni |
cada una do estas iarf«» "«Pariag, se comprende bien lo difiiMi N ROy,

“'_e.-«ra.ea ooltsr;r,rar.'.% T e e g
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tas inconmensurables, procediendu como en el problema anterior
y despreciando el Ultimo residuo cuando sea suficientemente pe-
guefio para la aproximacion que se desea obtener.

CoROL  ~ara medir unarecta 6 hallar su longitud (*5) se de-
termina (como acaba de verse) su razdn exacta 6 aproximada con
la unidad de medida.

Y. Teorema. Si desdeun punto A & otro C (fijj. 6), se traza
una linea recta AC, y & un mismo lado de
esta. dos 6 més quebradas ABC y AOC, com-
puesta coda una de dos rectas, lalinea que-
brada ABC, fpie mas se separé de la recta
.ve, es fa mayor (*).

Prolongando la AO hasta que encuentre en 1) la BC, se ten-
drd (5)
ab-hbb> ad,
y agregando DC & los dos miembros

AB-HBD-i-1)C>AD-i-DC,

6 AB+ BC>AI)-1-UG [a].
Por igual razén se tiene
OD-hBOOG,
y sumando AO con los dos miembros
- AO+ OD-hDC> AO-hoOC,
6 AD-i-DC>AO0H-0C [al.

Pero segun la desigualdad [a], AB-I-BC es mayor que
ADH-DC; y conforme & la [i], AD+DC es mayor que
A04-0G; luego con més razén AB-i-BC serda mayor que
AO -i-0G, 6 lo que es lo mismo, la linea ABC >« AOC.

De las superficies.

Las superficies se dividen enplanas y curvas.

(¢) Los tooremai, corolarios 7 problemas deben enunciarse omitiendo las
letras que en ellos se intercalan, con el objeto de evitar la aplicacion de la pro-
posicion & la figura correspondiente. Asi el teorema del texto se enuncia de
este modo; S| desde un punto &otro se trazauna litiearecta,y d «n mismo
lado de esta dos 6 més quebradas, compuesta cada una, etc.
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8. Se llama pia<o 6 superficie p1a?a aquella con la cual una
recta, aplicada en un sentido cualquiera, coincide en todos sus
puntos.
CoRoi-  Si unarecta pasa por dos puntos de un plano, coincide
con él en toda su extension.

Se suele llamar superficie quebrada O poliédrica la combinacion
de dos (i mas superficies planas, que prolongadas no forman un
solo piano.

Superficie curva €5 aquella en que no se puede lomar unaparle
planapor p~uena que sea.

Lldmase superficie mista la combinacion de la superficie plana
con la curva.

Del circulo.

». De todas las lineas curvas la mas sencilla, y Unica cuyas
propiedades se consideran en la Geometria elemental, es \d.circun-
ferencia de circulo.

Se llama circunferencia Una curva plana, cerrada., cuyos
puntos distan igualmente de uno interior llamado centro.

Circuto €S la superficie plana comprendida por la circunfe-
rencia.

Observacion.  Con frecuencia se suele llamar circulo a la cir-
cunferencia ; pero el sentido en que se habla da & conocer si se trata
de la linea curva 6 de la superficie que comprende.

Lldmase radio loda recta que desde el centro
va a terminar en la circunferencia, como oA,
OB, OC, etc. (fig. 7).

CoROL. Los radios de un mismo circulo son
iguales.

10. Se llama cuerda toda reda que une dos puntos de la cir-
cunferencia, como AB ¢ CD.

Diametro €S toda cuerda que pasa por el centro, como AB.

CoROL 1.* EIl diametro es duplo del radio.

CoROL 2." Los didmetros de un mismo circulo son iguales.

Lldmase arco una porcién cualquiera de (a circunferencia,
como AC.
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De /os teoremas reciprocos.

If. Se ha dicho (Arit. intr.)que la reciprocidad de los teo-
remas era muy frecuente en la Geometria, mas es evidente que
de la verdad de un teorema directo no se infiere la del recipro-
co correspondiente; por lo tanto, estos como aquellos deben ser
demostrados.

Hay, sin embargo, ciertos reciprocos que se demuestran de
una manera analoga , y cuyas demostraciones pueden por lo tanto
omitirse, deduciendo al efecto una regla general, que serd de sumo
interés en lo sucesivo.

Ocupémonos dé la deduccion de esta regla, sirviéndonos para
ello del siguiente

EJEMPLO (*).

Teorema directo. En todocircuh:

1.® Unpunto cualquiera de la circunferencia dhta del centro
una cantidad igual al radio.

2. ® Un punto cualquiera inferior & la circunferencia dista del
centro una cantidad menor que el radio.

5® Un punto cualquiera exterior a la circunferencia dista del
centro una cantidad mayor que el radio.

La verdad de la primera parte de este teorema estd fundada
en la definicion de la circunferencia, y la de las otras dos es una
consecuencia necesaria de la primera.

Teorema reciproco. En (odo circulo:

1.® Un punto cualquiera, que dista del centro una cantidad
igual al radio, esta situado en la circunferencia.

2.® Un punto cualquiera, que dista del centro una cailidad
menor que el radio, esta situado dentro déla circunferencia.

5® Un punto cualquiera, que dista del centro una cantidad
mayor que el radio, estasituado fuera de la circunferencia.

() Bstp ejemplo ea«d mUmo queemplea Yinetnt, y no puede elegirse otro
mis sencillo.
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i>émostracion. 1  Si el punto que dista del centro una canti-
dad igual al radio no estuviese en la circunferencia, estaria dentro
d fuera de ella: si estuviese dentro, distaria del centro una canti-
dad menor que el radio, conforme & la segunda parte del teorema
directo, lo que es contrario & la hipétesis : si estuviese fuera, dis-
taria del centro una cantidad mayor que el radio, seguii la tercera
parte del teorema directo, lo que es también contrario a la .hipé-
tesis: luego dicho punto no puede estar dentro ni fuera de la cii'-*
cunferencia, luego se hallara en esta.

Luego siun punto cualquiera dista del centro una cantidad
igual al radio, esta situad en la circunferencia.

Lo mismo se demuestran la segunda y tercera parte del tewema
reciproco.

La fuena de la precedente demostracion estriba eu que un
punto, que se encuentra en un plano donde esta trazada una cir-
cunferencia, se halla necesariamente en esta, dentro ¢ fuera, y en
que cualquiera de estos supuestos produce una consecuencia distin-
ta respecto & la distancia al centro.

Podiendo emplearee un raciocinio analogo en la demostracion
de los teoremas reciprocos, cuyos directos retnan iguales coudi-
oiones, se infiere que

1«. Siempre que enuna proposicion 0 série de proposiciones
se hayan hecho todas las hipétesis posibles sobre un mismo sugete),
y cada una produzca una conclusion distinta, las proposiciones re-

ciprocas son ciertas.

Division de la Geometria.

13. La Geometria se divide en plana y del espacio.
Xa Geometria plana trata de la exlension cuyos puntos estan

todos en un mismo plano. )
La Geometria del bsi'AClo Se ocupa de la extension cuyos puntos

no estan lodos en el mismo plano.
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GEOMETKIA PLANA.
-T2 -—
SECCION PIUSIERA.
PROPIEDADES DE LAS FIGURAS PLANAS.

CAPITULO PRILLERO.

Lineas rectas e» UXIW <uf QOSICIOHGS.

L. Wy 1 .l
1vJ- | B
ARTICULO PRIMERO.

Be los angulos.

*4f, iSe llama angulo la exlension comprendida entre dos rec-
las que concurren en un punto. Las lineas que le forman se llaman
lados, y vértice el punto de concurrencia.

Fig. 8 ABC (Qg. 8) es un angulo cuyos
lados son AB y BC, y el Vvortice el
puuto B.

Un angulo se nombra por tres
letras, como acaba de verse, expre-
sando siempre en el medio la del

vértice; también se puede nombrar, cuando esta solo, por la le-
iiv. del vértice ; asi se ditie el &ngulo en B ; y cuando en un mismo
punto se redinen varios vé Ttices, por una letra 6 nimero colocados
en el »tenor ; asi se pued’e decir el angulo a , el angulo 1 en vez
de PON y MOP.
CoROL  Un angulo no varia de valor aunque varie la longitud

de sus lados.

Los angulos se suman, 3e restan y se multiplican 6 dividen por
un numero abstracto.

Asi MOP+PON=MON, MOP=MON—PON, y MON pue-
de ser duplo de MOP, y éste mitad de aquel.

Se da el nombre de bisectr iz de un angulo A la recta que
le divide en dos partes iguales, OP es la bisectriz de MON.
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5. s ilaman Anccios auvacentes 10s que llenen el mismo
vértice, un lado comdn y los otros dos lados en li-
nea recta. AOD y DOB (lig. 9) son adyacentes, lo
mismo que AOC y COB.
Lldmase ancui.o iiecto cada uno de los dos ad-

* ® B yacentes ¢ iguales que una recia forma con otra, y
OBUICWO el que esmayor 6 menor que el redo. AOC y COB son an-
gulos rectos, y AOi) y BOB oblicuos.

m6. Teorema 1® LOS angulos recios son iguales aunque no
sean adyacentes.

ng. 9.

Fig. 10. Sean rectos ios angulos AOC y A'O'C' (figu-

C ras 9y 10); vamos & demostrar que son iguales.

Superponiendo (*) la figura 10 sobre la 9,

de modo que A'B' coincida con AB.y el punto O’

0 n caiga sobre 0, la recta O'C' coincidird con OC;

pues si O'C' tomase otra direccion cualquiera, por ejemplo OB, los

angdlos AOB y BOB, que representan & los A'O'C'y C'O'B' no

podrian ser iguales entre si, siéndolo AOC y COB; loque es con-

tra la hipotesis. Luego los dos lados del angulo A'O"C' coinciden
con los dé AOC , luego dichos angulos son iguales.

IV. Llamase angulo agudo el oblicuo menor que uno recioyy
OBTWO el oblicuo mayor que el recto: BOB es agudo y AOB abtu-
so (fig. 9).

*» . Sellaman angulos complementarios aquellos que sumados
forman un recto, y suplementarios j0S que forman dos rectos.

céroL.  Dos angulos que tienen el mismo complemento 6 com-
plementos iguales, & el mismo suplerrtento 6 suplementos iguales
son iguales. '

Pohque agregandoles el complemento en un caso , y el suple-
mento en otro, dan una misma suma.

(") La superposicion es el medio mas romanraente empleado en la Geome-
tria para demostrar la igualdad de las extensiones. Al efecto seadmite como
eridente, porque lo es, que «;s extensiones- que superpuestas coinciden en
todas suspartes son iguales,-y TSc:*toc&m(iQtQ, que dos extensiones iguales
se pueden superponer de modo que coincidan.

las exSisi~es superposicién no se altera la magnitud de



19. Teorema 2® los éangulos adyacentes valen juntos dos
rectos 6 son suplementarios.
Pig, 11. Sean los angulos adyacentes AOU y 1)OB (fl-
c /D guraH).

Trazando por O una recta OC, que forme
dos angulos rectos, se observard que los dados
n ® AOD yl)0B suman lo mismo que los rectos AOC
B y COB, luego valen tanto como estos dos rectos:

asi llamando R & un angulo recto,

AOD-h DOB=2R.

Reciprocamente.  Si dos angulos AOl) y BOB, gue ttenen un
lado comin OD y el mismo Vvértice O, son suplementarios, seran
también adyacentes, 6lo que es igual, los otros dos lados AOy OB
estarén en linea recta.

Porque si OB no es la prolongacién do AO , supongamos que
lo sea OB', y se tendra, por hipotesis,
AOD+ DOB=2R,
y por el teorema directo
AOIH-1)OR'"2R;
de donde
AOB+1)OB=A0Il)-hBOB* ¢ BOB=DOB’,
lo que es absurdo.

Conoi-~- 1® Siun angulo es recto, su adyacente tosera tam-
bién; y si un &ingulo es oblicuo, -w adyacente lo es del mismo
modo.

CoROL 2® Cn angulo cualquiera AOD vale ménos que dos
recios.

Porque prolongando uno de sus lados AO, se tiene

AOD+ nOB=2R;
luego AQI)<;2R.

CoRoi. 3® Los angulos AOC+COD-I-ROB, que se pueden
formar en un punto O de una rectay a un lado de esta valenjun-
to dos rectos.

Porgue la suma de estos angulos es igual alade dos adyacen-
tes cualesquiera AOI) y DOB. *



14

Conol 4® - ro0s los aHijuliis AO1i+BOC+COD +DOA.(a-
guia 1) fjue sepueden formar al rededor de un
punto O, valenjuntos cuatro rectos.

Porque prolongando uno de los lados AO de

estos angulos en ei sentido AF (*) Ja suma de todos

e los equivale & la do Jos que pueden formarse en

el punto O sobre Ja recta AF y débalo de la misma

pero los™que pueden formarse en O sobre AF valen dos rectos (co-
olano 0. ) yios que pueden formarse debajo oiros dos; Juego to-
I0S los que se pueden forman al rededor de 0 valen cuatro rectos
OORCL 5.  Los angulos formadospor dos rectas gque secarian
valen también juntos cuatro rectos. A secortan
Se llaman kxoios oeuEsros eon el vértice aquellos de

a«-

¢ AOG y DOB (fig. i5) son opuestos por el vér-

tice; 1o mismo que AOB y COB
ACCNDOR yD0B4 AOD (18), luego
iee™ o rl) AOD, luego soi iguf-

ARTICULO 11.

Perpendiculares y oblicuas.
a®. llama LiMK perpendicular ja que forma con otra dos
Fig U. angulos rectos, 6 uno solo {19, corol. 1® OC

(fig. 14) es perpendicular 4 AB, si COB es recto.

L fnea oblicua, la que forma con otra dos an-

gulos desiguales U oblicuos, 6 uno solo (19 coro-

A 0 D lario 1.«). ODes oblicua & AB, si DOB es un an-
gulo oblicuo.

Corol. }® St una recta CO es perpendicular & otra AB,

o resolucién. Decios ffeneralmzt® auxiliares de la demostracion

p.™ .vuaria



esfalo sera a la primera, y si una recia 1)Oes oblicua & otra AB,
esta también lo serd & aquella.

CoROL 2® Si dos recias AB y CO se corlan perpendicu/ai'men-
ie, forman cuatro angulos rectos. .

33. Teorema 1® Por unpunto dado no se puede trazar mas
que una sola perpendicular G una recta.

Pueden ocurrir dos casos: i.® que el punto dado esté en la
recta; 2® que esté fuera de ella

1® Seael punto O en la reota AB (fig. 14), decimos que no
se puede levantar inAs perpendicular (pie la OC; porque otra recta
cualquiera OD forma con la AB dos angulos AOD vy i)OB, el prime-
ro mayor que el recto AOC, y el segundo menor que el recto
COB, luego dichos angulos AQI) y DOB son desiguales, luego Oi)
es oblicua & AB; luego por el punto O no se puede levantar mas
gue una sola perpendicular.

Fig. 15. 2® Sea el punto B fuera de la reolii

AB AC (fig. 15); decimos que no se puede

bajar més perpendicular que la BO. I)o-

— blando la parle superior de la figura , por

\ AC, sobre la inferior, el punto B vendra

4 parar a B'; y como AOB es un angulo

recto, por hipdtesis, AOB' lo serd también, luego BB' es una

linea recta (19, rec.). Si desde B se bajase otra perpendicular

HI): uniendo 1) con D'y doblando otra vez la parte superior de

ia figura sobre la inferior , BD cuincidira con B'l); luego el an-

gulo B'DO seria recto como su igual BDO; luego BDB' formaria

una linea recta (19, rec.); luego bubria dos rectas que tendrian

dos puntos comunes B y B' sin coincidir, lo que es imposible

(5, post.). Luego por B no se puede bajar mas que una perpen-
dicular BO & la AC.

*4. Teorema 2® Sidesdeunp u n t o 15) fuera deuna
recta AC, se traza & esta unaperpendicular BO y una oblicua BI),
la perpendicular es menor que la oblicua.

Doblando la figura por AC, la parte superior sobre la inferior,
el punto B caerd en B', vy las rectas BO y BD tomaran las nosicio-
nes de OB' y DB".

El angulo AOB es recto; luego AOB' lo sera también , puesio
gue es d primero colocado en otra i>osici(jn despiies de doblada
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la figurq Iuego BO y OB' forman una linea recta (10 , rec.).
/IB Como por dos puntos By B' no puede pasar
/ mas que una recta {5, post), BD y DB’
6,1 % 0 q forman una linea quebrada; luego (5)

BB'<BDB":

\D y como BO es mitad de BB'y BB de BDB',
se tendrd por fin
BO<BD.
Corolario. La distancia entre un punto y una recta se mide
poi la perpendicular trazada desde dicho punto & la recia.
Ueoiprocaheme. SiUna recta es la menor que se puede trazar
entre un punto y otra recta, seraperpendicular & esta.
I 0.que si ho , seria oblicua, y trazando una perpendicular seria
menor que ella ; lo que es contra la hip6tesis.
G, fuera de una recta
AB (fig. \"), se trazan a esta una perpendicular CD vy diferentes
oblicuas CE, CFy CG: 1.« las oblicuas CE y CF, que se sepa-
ran ujualmente de la perpendicular, son iguales: 2.“ de dos
oblicuas CF?/ CG, la que mas sesepara de la perpendicular es la
mayor.
® Si DE=DF doblando la figura COF sobre CDE , sir-
Fig. 16. viendo de eje CD, como los angulos CDF
y CDE son iguales, el punto F caerd sobre
i3d XX gb X luego los extremos de la recta CF (_:oin-
ciden conlos de CE ; luego estas oblicuas
son iguales.
¢ 2® SiDG>DF, doblando la parte su-
perior CDB de la figura sobre la inferior , el punto C vendra &
parar a C' y las rectas GD, CF y CG quedaran representadas
por G'D, C'Fy C'G: siendo recto el angulo CDB, C'DB también
lo serd (If>, corol. 1®); luego CC' serd una linea recta (SS>, re-
ciproco), y CFC' y CGC' seran lineas quebradas (5 , post.); luego
CGC'> CFG' (y): pero CG es mitad de CGC' y CF mitad también
de CFG', luego
CG>CF.
Si las oblicuas fuesen CG y CE . una & cada lado de la per-
pptidiculiir, triizariamas la CF. de modo que DE~.DE, y se
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demostraria, como acaba de hacerse, que CG>»CF: mas CFy
CE son iguales por el caso i .\ luego CG>CE.

Reciprogameiste.  1® Si dos oblicuas son iguales y se separan
igualmente déla perpendicular: 2® Si dos oblicuas son desiguales,
la mayor se separa mas de la perpendicular (17).

Corolario. Desde un punto & una recta se pueden trazar
dos rectas iguales, y de dos en dos todas las que se quiera;
pero no se pueden trazar tres, ni mas de tres , iguales en-
tre si.

®6. Teorema 4® 1® Unpunto cualquiera  situado enla
perpendicular CD (iig. 17) levantada en el punto medio O de una
recta AB, equidista de hs extremos de esta: 2®m punto cualquie-
ra E, situado fuera de la perpendicular, dista desigualmente de
los extremos de la recta.

1® Uaiendo Ccon A ycon B, lasoblicuas GA y CB son igua-

Kig 17. les (*5); luego C equidista de A y de B.
2® Trazando las recias EA, EB y CB se ten-

\ \ dra (5) CEH-CB>EB;

, y como CA y CB son iguales, segin la primera
a o B parte del teorema, sustituyendo la primera de
estas lineas por la segunda, resulta

K CEH-CA>EBOEA>EB.

Reciprocamente. 1® Un punto cualquiera equidistante de los
extremos de una recta, esta en la perpendicular levantada en 5w
punto medio: 2® un punto cualquiera que no equidista de los ex-
tremos de una recta, esta fuera de la }yerpendicular levantada en
su punto medio (li®).

/lamase 1ugar geométrico de ciertos puntos la linca 6figura
que tiene una propiedad exclusiva & dichos puntos. Asi, la circun-
ferencia es el lugar geométrico de todos los puntos que en el
mismo plano equidistan del cenii-o.

CoROLARIr 1® EI lugar geométrico de los punios equidistantes
de (osextremos de una recta es la perpendicuiar (evan/ada en su
punto medio.

Corolario 2® Si una recia CD tiene dos puntos cualesquiera
C y D equidisianles de los exiremos ky 'R de otra recta AB, lees
perpendicular en supunto medio O.

Porque levantando en dicho punto medio O una perpendicular,

GEOM. 2
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pasaré por los piintéa C ~ D (oorul. ariL), luego coincidira con la
recia CO (5, corol. 1 , luego seréa [)ei'pendicular & la AB en su
punto medio 0.

ARTICULO TIL-

DO las lineas paralelas.

Se llaman rectas pahaleias las que estando eit un mhmo
plano no se encuenlran por mas que se prolonguen.

Teorema ! ® DoS recias perpendicidares a una tercera
son paralelas mire si.

Lii erecto, si se encontrasen en un punto'cualquiera, desde
este punto habria trazadas dos perpendiculares a unarecta, lo mie
es absurdo (Nit).

PUSTUi,ADo, Dos rectas, ma CB perpendicular y otra
KP (fig. 18) oblicua & una (creera AB, no
son paralelas; y seencuenlran hacia don-
de la oblicua EF forma con la AB el angu-
lo agudo (").

Corolaric 1® Por un punto r fuera
de una recio CD no se puede trazar & esta
mas que una paralela.

Porque trazando por F la AB perpendicular a Cl), yla FG
perpendicular & AB, CUy FG seran paralelas (as), y cual-
quiera otra recta FE sera oblicua respecto dela AB (23), luego
no serd paralelad CD segun el postulado. Luego por F no puede
trazarse mas que una paralela & CD.

Corol. 2® Si una recia FE corla & una de dos paralelas GF,
prolongada suficientemenle también eoTiara & la otra CD.

Pues de lo contrario por F habria dos paralelas, EF y GF, &
lina misma recta CD ; lo que es imposible (coro!, ant.).

Corol. 3® Si Una recia es perpendicular & una de dos
paralelas CD , también lo serd & la oir4 GF.

I"orque si AB no fuese perpendicular & GF , le serla oblicua, y
esta también seria oblicua respecto de aquella; mas en tai caso

(*) Este es el célebre postulado de Euclides. Puede verse una demostracion
de él en Vincent, Cmo-s de Qtiométrie éldmentau-e, pag. 27.
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CDy GF no serian paralelas (segin el postulado), lo que es contra
la hiftdtesis.
Coitil, 4.“ Dos rectas AB y CD (fig, 19), paralelas a una
Fig 19 IVIN, sonparalelas entre si.
& B Porque si AB y CD se encontrasen, desde el
A~ T~~P piloto en que lo hiciesen habria dos paralelas a
" ™ WN, lo que es imposible (corol. 1®).
CoROL -5.“ Dos rectas ABy CD, respectivamente perpendicUr-
Fig, 20. lares a <hs pai‘alelas EF y Gu, son para-
lelas entre si (fig. 20).
Si AB es perpendicular & KF también
-S lo serd & su paralela Gil prolongada (co-

L rolario 3.®), g/como CD lo es & esta por
hipétesis, AB y CD son paralelas (a$S).

CoRon. 6.“ Si dos rectas AB y CD no son paralelas, susper-
pendiculares respectivas P:F y GH tampoco lo seran.

Porque si EF y Gil fuesen paralelas, sus perpendiculares res-
pectivas AB y CD lo serian también (corol. 5.), lo que escontra
la hipotesis.

30. Sellamasecamt. o trasversal la recta EF, gue corta a
otras dos AB y CD (fig. 21).

Fig. 21

’ La secante forma con las rectas que

A _//2 B cortaocho 4ngulos, que son: 1,2. 3 4
5A 5 6, 7y8.

' ¢ Reabeii el nombre de anyulos internos

¢Of gue estan formados dentro de las recias,
como 3,4, 5y6, ¥ externos l0s gue estan fuera, talesson 1
2, 7y8.

Llamaremos angubs auernos bs gue esbn dentro delas recias,

unocm cada ma, y a diferente lado de la secante como 3y
y 3.

Angulos correspondientes SON bS gue estan uno dentroy otro
fuera de las recias, uno concadauna, y &un misino lado de b
Secante, r’"mo ly5,2y6,3y7,4y8.

38. Teorema 2.¢ Si dos recias cortadas por otraforman
con ella: \." angulos alternos 6 correspondientes iguales, 6 infer-
nos de un misiiw lado de (n secante suplemeninrios, dichas rectas
son paralelas: 2®9i forman angulos alternos 6 correspondientes
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desiguales, 6 internos de un mismo lado no suplementarios, dichas
rectas no son paralelas.

1. ® Alternos iguales. Supongamos que los angulos AGH vy
DIIK , 6 5y G (fig. 22) sean jguales.

Por el punto O , medio de la GH, se trazalaPQ perpendicu-

lar & CD. Hagase girar la figura OHQ, en

vy el mismo plano y al rededor del punto O,

P GA hasta que Oli coincida con OG: el punto H

caerd sobre G, por ser estas rectas iguales

por construccion: la linea OQ coincidira

con OP, por ser los angulos POG y 110Q

iguales (®1): la HQ coincidk-a también

con GP por ser los angiilos PGO y QHO

iguales por hipotesis, luego el angulo OQH coincide con OPG; pero

OQH es recto, luego OPG también lo sera: luego AB y CD son
perpendiculares a PQ , luego son paralelas (S58).

Si los angulos alternos iguales fuesen 4 y H, como son res-
pectivamente suplementarios de 5y 6, estos serian también igua-
les (m», corol.), y el paralelismo de AB y CD se demostraria como
acaba de verse.

Correspondientes iguales. Si los angulos jguales son o y 7,
como 7 es igual al 6 por opuestos en el vértice, 5y 6 seranigua-
les , pero estos son alternos ; luego las rectas son paralelas.

Memos de un mismo lado suplementarios. Supongamos que
4y 6 sean suplementarios; como 5y 4 loson también (*»), 3
y 6 seran iguales: pero estos son alternos ; luego las rectas son
paralelas.

2. ® Alternos desiguales. Supongamos que los angulos AOF

Fig. 23. y DXR (fig. 25] sean desiguales, vamos a

demostrar que AB y CD no son paralelas.

Porque si lo fuesen, trazando por O

una recta MN, que formase el angulo MOF

igual & DXE, MN seria paralela & CD, se-

gun la primera parte del teorema ; luego

por O se tendrian dos paralelas AB y MN

4 CD, lo que es imposible (30, corol. 1.®); luego AB no es pa-
ralelaa CD.

De una manera analoga se demuestra que las rectas no son

Pig. S2.
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paralelas cuando los ang-iilos Udirresjjondientes son desiguales, 6
cuando los internos de un mismo lado no son suplementarios.
Rkciphocamente.  1.“ Si dos rectas son paralelas , cortadas por
otra, forman con la secnnle angulos alternosy correspondientes
iguales, y angulos internos de un mismo lado'suplementarios: A/
si noson paralelas, forman con la trasversal angulos alternos y
correspondientes desiguales, é internos de un mismo lado no
plementarios (**)e
33. Teobema 3® las parles de paralelas comprendidas
entreparalelas son iguales.
Pueden ocurrir dos casos: 1® que unas paralelas sean perpen-
diculares 4 las otras: 2®que les sean oblicuas.
1. ® Sean las paralelas AB 'y CD, EF y GH (iig. 24).
Fig. 24. Por el punto P, medio de EG, setraza
E P G la PO perpendicular & la AB, la cual lo
sera también 4 la CD (3 », corol. 3®).
__ Doblando lafigura por PO , la parte PODB
P ® H sobre la POCA, PB coincidird con PA por
ser los angulos BPO y APO rectos: por igual razén OD coincidi-
radcon OC; el punto G caei'a sobre E , por ser PG igual & PE por
ooustrucoion, luego la linea Gil coincidird gon KF, ponjue si no
desde E habria dos perpendiculares a la CD, lo que es imposible;
luego la GH coincide en todos sus puntos con la EF, luego son
iguales.
Lo mismo se demostraria que FH es igual & EG, trazando por
el medio de GH una perpendicular a EF.
CoROL.  Los puntos de una recta equidistan de su paralela.
2. ® Sean las paralelas AB 'y CD, EF y GH (fig. 25).
Fig. 25. Por los puntos E y G se trazan las per-
-1 6__ B pendiculares EP y GQ & la AB, que lo se-
ran también a la CD {3 », corol. 5.®), é
iguales entre si, segun la primera parte del
* ® teorema.
>uperponiendo la figura 11GQ sobre FEP, de manera que
G(3y EP coincidan, GH caera sobre EF, por ser los angulos
FEP y UGI} iguales \w complementos de \EF y AGil, tam-
bién jguales (31, rec.): OH caera sobre PF por ser rectos los
angulos en P yen 0; luego el punto H caerd sobre F; luego los
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exiremos de Gll se confunden con los de KF, luego estas rectas
son iguales.

Para demostrar que EG y FH son también iguales, se tie-
ne, segln la primeraparte del teorema,
EG=PQ: pero resultando QH=PF por
la superposicion anterior, se tendra tam-
bién QU-hIIP=PF-1-HP 6 PQ= Fif:
de esta Ultima igualdad y de la primera
resultaal fin EG= FH.

33. Teorema 4.° 1. Los anfiulos 1y 5, d5 y O (figu-
ra 26), que tienen sus lados HA 'y OI), BGy OE, paralelos y di-
rigidos en el mismo sentido, 6 BA y OF, BC y OG, en sentido
opuesto, son iguales: 1° los angulos oy 5, que tienen sus lados
paralelos, dos BA y OD dirigidos en el mismo sentido , y otros dos
BC y OG en sentido opuesto, son suplementarios.

Fig-2e. 4.° Los angulos 1y 2 son iguales por
y correspondientes; 5y 2 lo son también por
igual razoén; luego el angulo \ es igual
al 3.
Los angulos O y 1 son iguales por
opuestos en el vértice; el 1 es igual al 3
por lo que se acaba de demostrar; luego O y 3 soniguales.

2® El &ngulo en 1 es suplementario del 5, por adyacentes;
pero el 1y el 3 son iguales por lo demostrado en la primera pai‘te
del teorema; luego 5 y 5 son suplementarios.

CoRoi.. Los angudos de lados paralelos son iguales 6 suple-
mentarios.

34. Teorema 5® Los angulos ABC y DOE ¢ DOF (flg. 27),

Fig. 21. que tienen sus lados BC y EF, BAy DO
perpendiculares, son iguales 6 suplemen-
tarios.

Tracense por B las rectas BG y BH,
respectivamente paralelas & EF y DO,
y se tendrd que los angulos 1IBA y GBG

B n son rectos (39, 3.9; luego los angu-
los IIBG y ABC, que tienen el mismo complemento ABG,
son iguales (1S, corolario); peio 11BG y DOE 6 DOF Ce-
nen sus lados paralelos, luego son iguales 6 suplementarios




( 3 3 curdl): luego ABC y BOK ¢ DiF también lo seran.

Obskrvacion.  Son iguales ics augulos do la misma especie,
como ABC y DOE, y suplementarios los de especie distinta, como
ABC y DOF.

CAPITULO II.

De la circunferencia.

ARTICULO PRIMERO.
Propiedades de la circunferencia.

35. Teorera 1® Dos circunferencias de igual radio son
iguales.

Porque superpuestas de modo que coincidan los centros, coin-
cidirdn en todos sus puntos, pues do lo contrario unos puntos se
separarian del centro mas que otros, lo que es imposible (1>, co-
rolario); luego dichas circunferencias son iguales.

CBSERVACIONSS

1* Este raciocinio demuestra igualmente que si dos arcos de
Igual radio se superponen de modo quo coincidan los centros de
las circunferencias a que pertenecen y uno de sus extremos, coin-
ciden en todos sus puntos si son iguales, y si son dasiguales
el menor se ajusta sobre el mayor, aunque no ocupe toda su
extension; y que, si superpuestos de la misma manera coinciden
sus extremos, se fyustau en todos sus puntos, y por lo tanto son
iguales. *

2* El misino raciocinio demuestra también que dos circu-
los de igual radio, superpuestos do modo que coincidan sus cen-
tros, coinciden en lodos sus puntos, y por lo tanto son también
iguales.

36. Teorema 2® JU didmetro AB divide la circunferencia
en cbs parles iguales llamadas sB'uiciKcuMEiBxaAS.
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Doblando la fiMaira 28 por el diametro AD, la parte ACB
coincidira con ADB; porque si no coincidiesen,
las distancias del centro & la circunferencia no
serian iguales, lo que es absurdo (O, corol):
luego las dos partes en que el diametro divide la
circunferencia coinciden en todos sus puntos, lue-
go son iguales.

Obseuvacion. La superposicién anterior demuestra también
que el didmetro divide el circulo en dos partes iguales, que reci-
ben el nombre de semicirculos.

37. Teorema 5® EI diametro AD (flg. 29) es mayor que

otra cuerda cualquiera CD.
Trazando los radios OC y OD, se tendra (5)
OC+ OD>CD:
pero OC y OD componen el didmetro AB (10,
corol. 1®) ; luego
AB>CD.

38. Teorema 4® Por tres'punios A, B, c (fig. 50),
no estan en linea recta, puede pasar una circunferencia , pero
nada mas que una sola.

Uniendo estos puntos por las rectas AB y BC, y levantando

Fig. 30 en los puntos medios Dy E de estas las perpen-
diculares* DF y Ei, estas perpendiculares se en-
cuentran en un punto, tal como 0 (29, coro-
lario 6®).

Ahora, siendo DF el lugar geométrico de los

puntos equidistantes de A y B (20, corol. 1®),

y Eil el de los puntos equidistantes de B y C, el punto O, donde

se cortan, serd el Unico que en el mismo plano equidista de

A, B yC; luego si se hace centro en O, y con un radio OB se

traza una circunferencia, pasara por los tres puntos A, B, G; vy

como en el mismo plano no hay otro punto equidistante de los tres

dados, no se podrén trazar mas circunferencias diferentes que pa-
sen por los mismos.

ConcE. 1® Trespuntos que no estan en linea recta determinan
la posicion de una circunferencia.

Corol. 2® Dos circunferencias no pueden tener mas que <hs
punios comunes.
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Porque si tuviesen tres, las dos circunferencias se confundirian
en unasola.

39. Teorema 5® En cimmferencias iguales 6 en ma mis-
ma circunferencia: 1®arcos iguales tienen cuerdas iguales: 2®
el mayor arco tiene la mayor cuerda (*).

1. ® Sean las circunferencias 0 y O (fig. 31) iguales, éigua-
les también los arcos ABCyA'B'C":
vamos & demostrar que las cuerdas
AC y A'C' lo son del mismo modo.

Superponiendo la circunferencia
0" sobre la O, de manera que el punto
A' coincida con A , el punto C' caera
sobre C, por ser los arcos ABC y A'B'C' iguales; luego los extre-
mos de las cuerdas se confunden, luego estas son iguales.

Si los arcos iguales fuesen ABC y DEF, situados en la
misma circunferencia O, en la O' tomariamos A'B'C'=DEF; de
donde resultaria por lo que se acaba de demostrar, que DF=A'C'
y AC:=A'C’, luego AC=1)F.

2.  ® Sean las circunferencias O y O' (fig. 32) iguales, y
A'B'C'>>ABC; vamos & demostrar que A'C*>»AC.

Superponiendo la circunferencia O' sobre la O, de modo que
el punto A' coincida con A, el punto C' caerd mas abajo de C en
C", por ser el arco A'B'C' mayor que el ABC por hipétesis; luego
la cuerda A'C' estara representada y seré igual, segin la primera
parte del teorema, a la AC".

Fig. 2 Ahora trazando los radios OC y
OC", setiene (5)
AX+XOAC
y OX+XC">0C",
Sumando estas desigualdades re-
sulta
AX_|_XC-1-OX h-XC">AC-0C",
AC"4-0C>AC-hOC".

Pig. 31.

(* Toda cuerda subtiende dos arcos , uno mayor y otro menor que la
micircunferencia (cuando no es diametro). Si, comO en ei teorema del texto,
se menciona solo uno de los arcos, se entiende siempre que se habla del me>
fior que la semicircunferencia.
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Suprimiendo en ambos miembrop Ipi.fadjps, OC y 0C"g se

Kg- 32 tiene " AC">AC,
ysustjtu.yQiHioen"yezde AG"'su.ignal
n A'C', resglt” par fia ,
A'P'iri'liS. v
Si los arcos ABC cstuvie-

sen situados en la misma circunferen-
cia 0, en la O' tomariamos A'J]'C'=M\P: de donde resultaria
por lo que acabara.0™ de demoatrar, que A'C'> AC, y por la pri-
mera parte del teorema MP= A'C'j luego
MP>fC.

R ecipuocaiieme. circunferencias'j(guales, 6 en una misma
circunferencia: 1.“ cuerdas ujuales subtienden arcos iguales: 2®
la mayor cuerda subtiende e! mayor arco (1®).

40. Teohema 6® En circunferencias iguales, 6 en una
mismg™ Qircunfcrencia: 1.“ cuerdas iguales equidistan del cenfro:
2® de dos cuerdas desiguales la mayor se aproxima mas al centro
que la menor.

A1® , Sean las circunferencias O y O' (fig. 53) iguales , y las

Fig. 33. cuerdas AB y A'B' iguales también,
® vamos a demostrar que equidistan del
centro.

Trazando las perpendiculares QD
/y OD' & dichas cuerdas, y superpo-
niendo la segunda figura sobre la pri-
de mpdp gug, 0"y Qcgingidan, y que A' y A se confundan
tamfiien, B' caerd so”o Ji ,por ser los arcos AB y A'B' igua-
les (30): vy, ja cupvda™A'B'se Confundird con AB; luego O'D'
coincide coi;, QD, pijes, de |o contrario desde O habria dos per-
pendichars 4 la AB, lo es "surdo (33); luego OD y O'D'
son iguales: pero estas lineas son gue miden las distancias de
las cnerdas 4, lospentup§ rgspeptivos (34, corol) luego dichas
cuerdas equidistan dei fgbtro. ', C
Si las cuerdas iguales estuviesen en una misma circunferencia
como AB y MN, la demostracién seria andloga a la empleada en
igual hipdtesis del teorema anterior.
2® Sea A.'B'>-AE en las circunferencias O' y O iguales (fi-
giu'a 54).
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Superponiendo la Ggura primera sobre la segunda, de modo
que el centro O' coincida con O vy el
punto A' conA, el puntdé B' caeraen
B", por ser el arco A'B' mayor que
AB (39, ree) : la cuerda A'B' esta-
ra representada por su igual AB" (39)
y O'D' por su igual OD" segun la pri-
mera parte de este teorema.

Ahora (ai) OoC>0D",
pero 0D>-0¢C; laego con mas razon

OD>0D",

0, una vez que ' 0D"=0'D",

0D>0'D".

Luego la cuerda mayor A'B' dista ménos del centro que la
menor AB.

Si las cuerdas desiguales estuviesen en una misma circunfe-
rencia, cojnpi AB y MN, la demostracion seria andloga & la em-
pleada en igual hip6tesis del teorema anterior.

Rrciprocamrnte. EN circunferencias iguales ¢ en una misma
circunferencia: d® cuerdas equidistantes del centro son iguales;,
2®de dos 6 més cuerdas , la que mas se aproxima al centro es la
mayor (i®).

Observacisn.  Suponiendo unido el punto A con O por una recta
AO, en la misma figura 34, se notara que si desde O se trazan
perpendiculares & las rectas AB y AB" la menor de estas perpen-
diculares es la que corresponde a la linea que con la AO forma me-
nor angulo.

41. Teorema 7® EI didmetro AB perpendicular & una
cuerda CD (flg. 35), divide la cuerday los arcos CBD y CAD,
gue esta subtiende, en dos partes iguales.

Doblando la parte ADB de la figura sobre la ACB, sirviendo

Fig. 35. de eje el didmetro AB, la linea XD tiene que caer

sobre XC, por ser rectos los angulos AXD y AXC;

y siendo D punto de la circunferencia, tiene que

caer sobre C, que también es punto de la misma;

luego XD se confunde con XC, el arco BD con

CB y el AD con AC; luego la cuerday los arcos
guedan divididos en dos partes iguales.



CoROL.  Dos diametros perpendiculares entre si dividen la cir-
cunferéncia en cuatro parles Gjuales, llamadas
Observacion. La recta AB cumple con las condiciones si-
guientes :
1* Pasa por el centro del circulo.
2. * Es perpendicular ala cuerda.
3. * Divide lacuerda en dos partes iguales.
4, ' Divide también en dos partes iguales el arco menor que la
cuerda subtiende.
5. * Divide igualmente el arco mayor en dos partes iguales.
Dos de estas condiciones determinan la posicion de una recta
(5, corol. 1.° y»3) ; luego
Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condiciones
precedentesy cumplird también con las tres restantes.

ARTICULO U.

Lineas secantes y tangentes a la circunferencia.

4i® Teorema 1.“ Una recta no puede tener mas que dos
puntos comunes con la circunferencia.

Porque si tuviese tres, trazando por ellos radios, se tendrian
bajadas desde el centro & la recta tres rectas iguales, lo que es
absurdo (i55, corol.)

43. Sellama secante de una circunferencia una recta ilimi-
tada, que tiene dos puntos comunes con ella; y tangente una
recta, también ilimitada, que tiene un solo punto comdn con la
circunferencia. El punto comun S6' llama punto de contacto.

44, ‘ Teorema 2® Toda recta que pasapor el extremo exte-
rior de un radio: 1 i/ es perpendicular al radio sera tangente &
la circunferencia: 2.“sies oblicua sera secante.

Fig. 36. \ Si CD es perpendicular en el extremo B

del radio OB (flg. 36), sera tangente.

En efecto, siendo CD perpendicular & OB, OB
lo serd & CD , corol. 1®) : luego otra recia
cualquiera 0%« sera oblicua & CD (33) ; luego
sera més larga que la perpendicular OB ("4);
luego el punto m esté fuera de la circunferencia; y

como lo mismo se demuestra de otro punto cualquiera de la CD,
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resulta que ésta no tiene mas <ue un punto comin con la circunfe-
rencia; luego es tangente (43).

2® Si la EF esoblicua a GB, sera secante de la circunferencia.

Siendo EF oblicua & GB, GB lo serd 4 EF ; luego desde O se
puede trazar otra oblicua O« igual con GB (S5, corol.); luego
el punto n se halla en la circunferencia (11, ree. i.®); luego la
recta indefinida EF tiene dos puntos comunes con la circunferencia,
luego sera secante (43).

Reclpiu)cameme.  TOOA recia pasa por el extremo exterior
de un radio: 1®si es lanfijenle sera perpendicular al radio: 2.“ si
es secanle sera oblicua (I®).

CoRoi.. i Por un punié de la circunferencia no se puede
trazar més que una fangenle.

Porque si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el extremo
del radio dos 6 mis per)endiculares a este, lo que es absurdo (®3).

Corol. 2® j)os paralelas AB y CD (Qg. 57) tangentes & una

Fig. 37. circunferencia O, tienen sus puntos de contacto

I E y Y en losextremos de un mismo diametro EF.

Porque trazando por el punto de contacto E un

“ ) didmetro , este seré perpendicular & AB, segun el

teorema reciproco anterior ; luego también lo sera

a4 CD (®9 , corol. 5.®), luego, pasara por el punto

de contacto F; pues de lo contrario uniendo F con O, esta linea

seria perpendicular a CD, segin el reciproco precedente, y por

consiguiente desde el centro habria dos perpendiculares & la CD, lo

que es imposible ; luego los puntos E y F estan en los extremos
de un mismo didmetro.

Ghbservacion. Del reciproco anterior, y también del nime-
ro ®4 , se infiere que : ja secante dista del centro mia cantidad
menor que el radio, la tangente una cantidad igual al radio, y la
linea exterior & la circunferencia una cantidad mayor que el
radio ; y reciprocameile (i®)-

45. Teorema 5® LOS arcos comprendidos entre paralelas
son iguales.

Pueden ocurrir tres casos: f® que las paralelas sean dos
secantes U dos cuerdas Gil y LM: 2® que sean una socante d
cuerda LM y una tangente AB: 3® que sean dos tangentes
AB y CD.
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i® Si se traza el dilmetru liF perpendicular & Gil, seten-
IIMFAGLF:
pero siendo FF perpendicular & GH, lo sera también a LM (SO,
Hgr. 37. corol. 5®); luego
iz ifci , . .
restando estas dos igualdades se tiene
[IMF—MFzz"GLF—LF 6 IIMr=GL.
c F------ n . Trazando el didmetro EF, sera perpen-
dioular a AB (411, rec.), y por consiguiente &
LM (SO, coro). 5.®); luego
MHEz=LGE.

5® Por E se traza un didmetro, el cual pasard también por

F (11, corol. 2®); luego (36)
FMHE=FLGE.

16. Se dice que dos circunferencias son skcaistes una de otra
cuando tienen dos puntos comunes, Y tangentes cuando solo tie-
nen uno.

47. Teorema 4. Sidos circunferencias 0~ 0" (fig. 58),
tienen un punto comin A fuera dela linea 00", que une los cefi-
iros, seran secantes.

Bajese desde A una perpendicular AB sobre 00', y prolin-
guese de modo que A'B sea igual & AB:
uniendo los puntos Ay A'conOy O', las
oblicuas OA y OA' son iguales (S5) , luego
si A es punto de la circunferencia O, tam-
bién lo serd A'(13, rec. f®); por igual
razén las oblicuas AQ'y O'A' son iguales;

luego siendo A punto de la circunfereucia O, también A" lo serj;
luego las circunferencias Oy O' tienen dos puntos comunes, luego
son secantes {46).

OnnoE 1® La linea de los centros de dos circunferencias se-
cantes es perpendicular U la cuerda comun.

Caiio). 2® JH punto de contado de dos circunferencias tan—
gentes esta en la linea de los centros.

Ponpie si estuviese fuera serian secantes.

4ft. Teoremas® TAoscircunferencias que estan en un mis-
moplano:
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1.® Si ooii exteriores la una & la otra, la distancia de jos
centros es mayor que la suma de jos radios.
2.® Sise locan exleriorinente, la distancia de los centros es
igual & la suma de los radios.
5® Si se cortan, la distancia de los centros es menor que la
suma de los radiosy mayor que su diferencia.
4. ® Si se locan inleriormenle, la distancia de los cefiiros es
igual ah diferencia de los radios.
5. ® Si son interiores la una & la otra, la distancia de los
Fig. 39. centros es menor que la diferencia de
los radios.
1® La simple inspeccion de la
figura 59 nos da
00'= OA+ AA'+A'0': de donde

00'>0A+A'0",
6 llamando d la distancia de los centros, r y r' los radios de las
Fig. 40’ circunferenciasOy O,

2® El punto do contacto de estas
circunferencias (fig. 40) esta en la linea
de los centros (4y , corol. 2®); luego
OO0'"O0A+AO0" 06  d="r-\-r".
5® Los punlos de interseccion A y k! (fig. 41) estan fuera
de la linea de los centros (49™) ;
luego los puntos O, A y 0' no estan en li-
‘iiea recta ; luego "5)
i0'<AO + AO:
y también OA<;00'+AQ', de donde
00'>0A—AO0",
0 reuniendo la primera y ultima desigualdad,
da.r-~r'sa i/>*r—r"
4® El punto de contacto de estas cirennfe-
rencias (fig. 42) esta en la linea 00" (J9, coi-o-
lario 2®); luego
00'=0A—O0A
) d~T —r".
La simple inspeccion de la figura 45 nos da

Fig. 42.
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00'= AO—(/A'—A'A;
stimariilo A'A con el segundo miembro, este crecera, y por con-
siguiente
Fig. IS. 00'<0OA—QOA" 6 d<r—r".
Reciprocamente.  Dos circunferencias que estan
en un inismo plano :
1 ® Si la distancia de los centros es mayor
que la suma de los radios, son exteriores la tma
a la otra
2.° Sila distancia de los centros es igual a la suma de los
radios, se tocan exleriormenie.
5® Si ladistancia de los centros es menor que la suma de los
radios y mayor que su diferencia, se corlan.
4.® Siladistancia de los cefiiros es igual & la diferencia de los
radios, se tocan interiormente.
5.® Si la distancia de los centros es menor que la diferencia
de tos radios , son interiores la una a la otra (13).

ARTICULO 111,
Medidas de los dngulos.

49. Se llama arco correspondiente a un angulo el arco inter-
ceptado entre sus lados y trazado desde el vértice como centro.

CoROL  EIl arco correspondiente & un angulo recto es un cua-
drante {;1V, covo\).

50. Teorema L® 1® Sidosangulos son igimles, sus arcos
correspondientes trazados con el mismo radie son también
iguales : 2®si dos angulos son desiguales , el mayor tiene mayor
arco correspondiente, estando los dos arcos trazados con el rnismo
radio. '

i® Sean los angulos B y E (fig. 44} : superponiendo el pri-

mero al segundo, de manera que coinci-
dan, el punto N coincidird con Qy el 51
con r , por ser iguales por hip6tesis los
radios BN y EQ; luego el arco MN se con-
funde con PQ {35, obs. 4.*), luego son
iguales.



2/ Sean los angulos B y E (iig. 45); superpongase el pri-
mero al segundo, de modo que coincidan
los, vértices y que BC caiga sobre EF, vy
el otro lado BA caerd en la parte interior
del &ngulo DEF en EM', por ejemplo; por
ser este angulo mayor que el en B por hipd-
tesis: el punto N caera sobre Q por la igual-

dad de los réadios BN y EQ, y NM se ajustara con QP (35, obser-
vacién i.*). Ahora los arcos MN y M'O son iguales por la primera
parte del teorema : pero PQ es evidentemente mayor que M'Q ; lue-
go también sera

PQ>MN.

Reciprocamente. 1  SI dos arcos trazados con el mismo radio
son iguales, sus angulos correspondientes también lo seran: 2.“ii
dos arcos trazados con el mismo radio son desiguales, el mayor
corresponde & mayor angulo (I®).

CoRUL. Sielarco AB (Qg. 46), correspondiente & un angulo
AOB , es un cuadrante, el angulo sera recto.

Porque completando la circunferencia y prolongando BO hasta

C, CAB sera una semicircunferencia (36); pero

AB es un cuadrante por hipotesis, luego AC«sera

otro cuadrante; luego los angulos AOB y AOC son

iguales, seglin el teorema anterior. Por otra parte,

? AOB y AOC valen juntos dos rectos (10), luego
cada uno de ellos valdra un recto ; luego AOB es
un angulo recto.

51. Teorema 2® Dos angulos cualesquiera son proporcio-
nales & sus as'cos correspondientes trazados con igual radio. -

Se distinguen dos casos: 1® que los arcos sean conmensura-
bles: 2®que sean inconmensurables (6).

* i® Sean MN y PQ conmensurables (fig. 47)y Mm=P;i la
unidad de medida comin. Supongamos que
esta se puede colocar en MN tres veces y

cinco en PQ, y se tendré

N —1

PQu s'
Trazando por los puntos de divisién de
estos arcos y por los vértices lineas rectas, los &ngulos ABC vBEF

(iROM 3

Fij. 46.
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guedaran divididos el primero ea tres angulos y el segundo en
cinco, todos iguales entre si (50, rae.); luego

ABC_3
DEF* 5
Esta proporcion  la anterior tienen comun la razon ~  lue-

go (Alg. 183)

ABC MN

DEF~PQ"
2" Sean MNvy PQ (fig. 48) inconmensurables ; supongamos que el
Pig. 48. arco MN se divide en partes iguales entre si.

tan pequefias como se quiera (lo que es po-
sible, jiuesto que se puede suponer dividido
§( MN en dos partes iguales, cada una de estas
\~C E----- en otras dos y asi sucesivamente) ; ue una
y A
(le estas partes sea Mw: cologliese esta medida sobre PQ todas las ve-
ces que se pueda, y quedard un resto gQ, una vez que MN y PQ son
inconmensurables: tracese luego la recta E~.
Siendo los arcos MN y Vg conmensurables se tendra segin la pri-
mera parte del teorema

DE$ Pq
Comparando estos quebrados con los siguientes
ABC ~
DEF ~
se observara que los segundos (que estan en columna) tienen el nume-
rador MN comun, y que el denominador Pq se puede aproximar & PQ
lodo lo que se quiera; porque gQ es menor que Mm , y esta parle pue-

de ser méas pequefia que una cantidad cualquiera dada; luego es

*

el limite de *): porigual razén - ;" esel limite dfe ; pero las
(*): porig iihr BEq P

cantidades variables son iguales, luego los limites también lo se-
ran [(*) teor.!l; luego

ABC_MN

DEF*" PQ"

(*} Se llama cantidad variable la que admite un mimero ilimitado de valo-
res distintos, y ccmsiaie la que no admite mas de uno.

Limite de una cantidad variable es otra constante, 4 la que la primera pue-
de aproximarse cuanto se quiera; pero sin que jamas le sea igual. El limite es
superior cuando creciendo Ja variable se aproxima & é1, é Inrerior en el caso
'lontrario.

Tborbma (llamado de los limites). Si dos cantidades variablesxpz, penna-



Observacién. La unidad de medida de los &iif'nlos es im an-
gulo, y la de los arcos otro arco: porque la unidad de medida
ha de ser siempre de la misma naturaleza que la raiUidad que
se mide; si, pues, tomamos por unidad de medida de! angulo
ABC el DEF , y por unidad de medida de los arcos el PQ corres-
Rgrédiente 4 ia unidad de medida angular, la igualdad anterior
~oo= PQ dice que

la relacion de un éngulo con su unidad de medida es la
misma que la de su arco correspondiente con su unidad de medida
también.

En las mismas hipGtesis anteriores la igualdad precedente so

convierte en * = ~ 6 ABG=MN;

luego en igual sentido se puede decir que
La medula (3) de unangulo essu arco correspondiente.

5*. El angulo tomado comunmente por unidad de medida
es el angulo recto, y como su arco correspondiente es un cua-
drante (4», corul.), el cuadrante sera también la unidad de
medida de los arcos. A fia de facilitar la determinacion de las
relaciones de los arcos con el cuadrante , se divide este en 90
grados, de manera que la circunferencia tiene 560 de estos;
cada grado se divide en 60 minutos, cada minuto en 60 segun-
dos , etc.

Los grados, minutos, segundos etc. se indican asi

42 grados, 12 minutos, 57 segundos=42* 12' 57",

Siendo la medida de un angulo su arco correspondiente (ob-
servacion anterior) la misma denominacion de los’arcos se aplica a

necfendo iffuaUs entre ti, se aproximan a sus limites respectivos A p B,
estosseran (ffuales.

En efecto, se puede suponer A x vrt valor que se aproxime & A todo lo que
se quiera ; loejro también se poe<ie suponer & i el mismo valor , puesto que «
y 2 permanecen siempre iguales; luego A es también I/niite de « . luego Ay B
son limites de x (la primera de estas cantidades por lo que se acaba de de-
mostrar y la segunda por liip6lesisl; y como una misma variable * no puede,
aproximarle del mismo modo d dos limites diferentes, a es igua’ B.



los &ngulos.; asi se dice que un angulo tiene , por ejemplo, 153®
48' 14", cuando su arco correspondiente es de 15* 48' 14";
segun lo cual el angulo recto tiene 90®, el agudo ménos de 90* y
el obtuso més de 0R

Modernamente se ha dividido la circunferencia también en
cuatro cuadrantes, pero cada cuadrante en 100 grados, cada
grado en 100 minutos, cada minuto en 100 segundos, etc. Para
distinguir los grados, minutos y segundos, etc. de unay otra
division, llamaremos sexagesimales & los de la divisién antigua y
centesimales & los de la moderna (*). Cuando no se haga diferencia
entenderemos que se habla de la divisién antigua , que es todavia
la més usada.

53. Aunque la medida de un angulo es su arco correspon-
diente, conviene sin embargo muchas veces referir la medida de
ciertos angulos & arcos no trazados desde el vértice como centro,
y de esto vamos & ocuparnos al presente.

E | angulo cuyo vértice esta en la circunferencia se llama iiss-
caiPTo si esta formado ¢)or dos cuerdas, y semhnscripto Si por
una tangente y una cuerda.

El angido cuyo veértice esta dentro de una circunferencia se
llama interior ; y €S central cuando su Vértice esta en el centro , y
EXCENTRICO en otro caso.

El &ngulo cuyo Vvértice esta fuera de una circunferencia , y
cuyos lados tocan @ cortan a esta se llama exterior.

5<i. Teorema 5® EI angulo inscripto tiene por medida la
mitad del arco comprendido por sus lados.

Se distinguen tres casos: 1®que el centro de la circunferen-
cia esté en uno de los lados: 2® que esté comprendido entre ellos:
5®que esté fuera del angulo.

Sea el angulo ABC (fig. 49) , cuyo lado BC pasa por el cen-
tro 0. Trazando el diametro DE paralelo a AB, el angulo ABC

(*) Los franceses llaman degrés & los de la primera divisién y grades & los
de la segunda.
Es inatil advertir que por medio de una simple proporcién se reducen los
grados de la division antigua é grados de la moderna, puesto que estas divi-
siones estanenla razon 90:100 6 9:10.
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es igual & DOC por correspondientes : pero este tiene por medida
pig 49 también tendra por medida
el mismo arco DC.

A-hora, el arco DG es igual & BE, por arcos
correspondientes y trazados con el mismo radio , de
los &ngulos iguales (~il) DOCy BOE : BE es tam-
bién igual & AD (45); luego DC es igual & AD,

luego DC es la mitad de AG. Luego -el &ngulo ABC tiene por me-
dida la mitad del arco AC comprendido entre sus lados.
2® Si el angulo fuese ABC (fig. 50), que comprende el cen-
tro O entre sus lados, trazando el diametro BD
se tiene que el angulo ABC se compone de ABD
y DBG: pero la medida de ABD es la mitad de
AD, y lade DBG la mitad de DC, segun la pri-
mera parte del teorema; luego ABC tendra por
medida la mitad de AD més la mitad de DC, ¢ sea
lamitad de AC.
Si el &ngulo fuera ABC (fig. 51), cuyos lados AB y BG
estan a la izquierda del centro O, trazando el di&-
metro BD" se tendra que ABC seria igual &
ABD ménos CBD: pero ABD tiene por medida la
mitad del arco ACD, y CBD la mitad de CD, segun
la primera parte del teorema; luego la medida de
ABC sera

+ACD— I cD= | (ACD—CD)= 1 AC.

CoROL. 1® Loi angulos inscriplos, cuyos lados comprenden
un mismo arco 6 arcos iguales, son iguales.

CoROL. 2® Los angulos inscriplos y cuyos lados pasan por los
extremos de un didmetro 6 comprenden una semicircunferencia,
son rectos (50, corol.), los que comprenden un arco mayor obtu-
sos, y lasque menor agudos.

55. Teorejia 4® EI angulo semi-inscripto tiene por medi-
da la mitad del arco comprendido por sus lados.

También distinguiremos tres casos: 1® que el centro de la
circunferencia esté en la cuerda: 2® que esté comprendido entre
los dos lados: 5® que esté fuera de ellos.



I."  Sea el angulo ABC (fig. 52), cuyo lado BC pasa por ei
centro O; este angulo sera recto (4J1, rec.),
luego tendra por medida un cuadrante (JI», co-
rolarioy 51, obs.), 6 sea la mitad de la semicir-
cunferencia BEC comprendida por sus lados.

2. Sielanguloes ABC (fig. 53), cuyos lados
comprenden el centro O, trazando el diametro BI)
se tendra que ABC es igual & ABI) mas BBC: pero la medida de
ABD es la mitad de BEB, segun el primer caso
del teorema, la de BBC es la mitad de BC (54);
luego la de ABC sera

1 bed + Adc= -Ibedc.

Si el angulo fuese ABC (fig. 54), cuyos lados estan & la
izquierda del centro O , trazando el didametro BB
se tendra que ABC es igual & ABB menos CBB:
pero la medida de ABD es la mitad de BCD, segun
el primer caso, y ja de CBB lamitad de CB ; lue-
go la medida de ABC sera

m{BCD *CD: y (BCD-CD)=1bC.

50. Teorema 5." Elé&ngulo ABC (fig. 55), interior excén-
trico, tiene por medida la semisuma de los arcos AC y EB com-
prendidos entre sus lados y las prolongaciones de estos.

Trazando la recta DP paralela a EC, se tiene que los an-
gulos ABC y ABF son iguales por. correspondien-
tes; pero ABF tiene por medida la mitad del arco
ACF (54); luego ABC tendra la misma medida.

Ahora el arco ACF esigual & AC mads CF 6 a
AC més ED, puesto que CF y EB son iguales (45),

-g luego la medida de ABC sera
[(AC + ED).
57. Teorema 6.“ EI éangulo exterior tiene por medida

la mitad del arco concavo comprendido entre sus lados , ménos
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la mitad del arco convexo comprendido entre los mismos (*).
Conviene también distinguir tres casos: 1®que el angulo esté
formado por dos secantes: 2.“ por una secante y una tangente :
3® por dos tangentes.
1® Sea el angulo ABC (flg. 56) formado por dos secantes
Fig. 56 AB yBC : trazando-la cuerda EF paralela & AB,
se tendrd que el angulo ABC es igual al FEC
por correspondientes : pero este tiene por medida
la mitad del arco FC ; luego ABC tendra la misma
medida. Por otra parte el arco AF esigual al BE
(43); y por consiguiente
FC==AC—AF=AC—DE,
Luego la medida de ABC es, pgr ultimo,

i (AC-DE)= -*-AC—i DE.

Si el angulo es ABC (flg. 07) formado por la secante AB
y la tangente BC , trazando por el punto de con-
tacto E la recta EF paralela & AB, sé tendra que
el angulo ABC es igual al FEO por correspondien-
tes : mas FEC tiene por medida la mitad del arco
FE (55) ; luego ABC tendra la misma medida.
El ai'co FE es igual a AFE ménos .VF, o0 &
AFE ménos DE, puesto que AF y DE son iguales (45) ; luego la
medida de ABC es, por ultimo,

m (AFE—DE)=i AFE- | DE

Siendo el &ngulo ABC (flg. 08), cuyos lados son las tan-
gentes AB y BC , se traza por uno de los puntos
de contacto E la recta EF paralela a AB , y se
tendra que el angulo ABC es igual a FEC sepor
correspondientes: pero FEC tiene por medida la
mitad del arco FE; luego ABC tendra la misma
medida.

(*) Tina corva cualquiera ae llama céncaca respecto de un punto cuando
auspuntos intermedios son los que méas se alejan de dicho punto, y convexa
cuando sucede lo contrario. El arco AC (ilg. 56) es cdncavo respecto al punto
B, y el DE convexo respecto al mismo punto.
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El arco FE es igual a DFE ménos DF, 6 4 DFE ménos DE,
una vez que DF y DE son iguales (45) ; luego la

medida de ABC seréa por fin

i (DFE-DE)=i DFE-i DE

Observacién.  Del corolario 2®, nim. 54, y de
los teoremas de los niims. 56 y 57 se infiere que
Cuando los lados de un &ngulo pasan por los extremos de un
diainelro:
i® St el angulo tiene su vértice en la circunferencia, es
1ecto. 2. si le tiene dentro, es obtuso: 5®Yy st le tiene fuera es
agudo.
Reciprocamente.  Cuando los lados de un angulo pasan por los
extremos de un didmetro:
1.° Sielanguloes recto, tiene su vértice en la circunferencia:
2. si es obtuso, le tiene dentro: 5® y si es agudo, le tiene
fuera (m«). N
Corolario. La circunferencia es el lugar geométrico de los
vértices de los angulos rectos, cuyos lados pasanpor los extremos
de un didmetro.

PROBLEMAS GRAFICOS

relativos a los dos capitulos precedentes (*).

58. 1" Dividir unarecta AB en dos partesiguyv
les por medio de una perpendicular.

Se hace centro en el extremo A (fig. 59), y con un radio
Fif?. 59, mayor que la mitad de AB, se trazan dos arcos
mny pg; se hace centro en B, y con el mismo
radio se trazan dos arcos, que cortaran a los ante-
-B riores (48, ree. 3®) enlos puntos Cy D, se unen

AB endos partes iguales AO y OB.
Porque la recta CD tiene los puntos C y D equidistantes de

(# Se llaman problemas (francos los que se resuelven con la regla y «1
compas, & diferencia de los numéricos que se resuelven por el calculo.
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los puntos A y B de la recta AB, por radios de circulos iguales,
luego le sera perpendicular en su punto medio (®6 , corol. 2.*};
luego

A0=0B.

OBSEavAcioN.  Cada una de las partes AO y OB puede dividirse
del mismo modo en otras dos, cada una de estas en otras dos,
y asi sucesivamente ; de manera que una recta puede dividirse
por este medio en gn ndimero de partes iguales expresado por

2,4, 8, . y en general por una potencia cualquiera ente-
ra de 2.
59. 2* Por un punto dado trazar una perpen-

dicular a unarecta ().

Distinguiremos tres casos: 1® que el punto esté fuera de la
recta : 2® que se halle en esta: 3®que esté en uno de sus extre-
mos, sin que pueda prolongarse mas alla de dicho extremo.

1 Seaelpunto Ay larecta BC (fig. 60).

Hagase centro en A, y con un radio mayor que la distancia
de A 4 BC tracese un arco, que cortard 4la BC
en dos puntos Dy E (44, obs.): hagase centro
en estos puntos y con el mismo radio , (i otro ma-
yor que lamitad de ED , describanse otros dos
arcos, que aun en la primera hip6tesis (una vez
que DE<AD-i-AE, de donde DE-<DF-i-FE)

se cortaran en F («S, ree. 3®): Unase el punto F conA, yla
recta AF serd la perpendicular pedida.

Porque tiene los puntos A y F equidistantes de D y E ; luego
le es perpendicular (® 0, corol. 2®).

2® Si el punto fuese 0, y AB (fig. 61) larecta a que se

Fig. 61 ha de trazar la perpendicular, tomariamos & la
derecha ¢ izquierda de O las distancias iguales
OD y OC: haciendo centro en C, y con un radio
mayor que la mitad de CD, describiriamos un
arco por la parte superior 0 inferior de la recta
dada: haciendo centro en D y con el mismo ra-

n Este problema se resuelve facilisimamente por medio de la escuadra,
como se comprende con solo tenerla & la vista.
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dio , trazariamos otro arco que nortase 4 uno de los dos anterio-

Fig. 61 res , ree. 5®) en el punto E 6 F ; y uniendo,

uno de estos puntos con 0, se tendré la perpen-
~ dicular pedida.
G D Porgue tiene los puntos E y O 6F y O equi-
distantes de C y D; luego es. perpendicular a la
>-F CD (3G, corol. %> 6 4 laAB.
3® Sea el punto B, extremo de la AB (fig. 62) que no puede
prolongarse en este sentido.

Se elige un punto O fuera de la recta AB, tal que la circunfe-
rencia descrita desde él, con el radio OB,
corte & la recta dada en un punto cualquiera
C (para lo que basta que el angulo OBA sea
agudo) : se traza el diametro CD; se une el
punto D con B, y la recta DD serd la perpen-
dicular pedida.

Porque el angulo ABD es recto (54, corol. 2®).

60. 3®Enim punto C de una recta AB (fig.63)
formar un angulo igual & otro dado EFG (*).

Haciendo centro en el vértice F del angulo dado, con un

Flg. 63, radio cualquiera se traza el arco MN: ha-

ciendo centro en C, y con el mismo radio,

se traza el arco indefinido PQ: se tomala

. cuerda MN y se aplica sobre PQ , que prin-

e Ac 1B cipiando en Q llegarada O, por ejemplo : por
CyOsetrazala rectaDC , y el angulo DCB sera el pedido.

Porque siendo las cuerdas JiN y OQ igiiales, los arcos MN y

OQ lo seran también (39, rée. 1®); luego los &ngulos DCB y

EFG son iguales (50, ree. | ®.
61. 4®Dividir un arco en dos partes iguales.

Distinguiremos dos casos: 1® que sea conocido el centro del
arco : 2®que no lo sea.

Big. s2.

(*) Este problema se resuelve con mucha facilidad por medio del semi-
oirculo 6 de la /"alna escuadra, como se comprende sin mas ezpticacion que
tener & la vista estos instrumentos.
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1.© Si el arco es AB (tig. 6i) cuyo centro astd en 0, se

Pig. 64. traza la cuerda AB, y desde O se le baja
AS una perpendicular (50, 1®) OC, y esta
dividird el arco en dos partes AD y BD

iguales (<tl).

2® Si el arco AB no tuviese el centro
O determinado, se trazaria también su cuerda AB, y esta se divi-
diria en dos partes iguales por la perpendicular EC (50), la cual
dividiria del mismo modo el arco dado en dos partes AD y BD
iguales (41, obs.)

CoROL  Para dividir un angulo ABC (flg. 65) en dos-partes

Fig. 85. iguales, 6 sea para trazar su bisectriz, se des-
cribe su arco correspondiente MN, y se divide
m " en dos [»arles igmaies (Ol , 1® por medio de
la recta BD, la cual sera la bisectriz de dicho
B = M C angulo
Porqgue si los arcos MO y ON son iguales, los angulos ABD y
DBC loseran también (50 , reo. 1.®).

Observacion. Cada uno de ios arcos MO y ON-, 6 cada angulo
ABD y BBC , puede dividirse del mismo modo en otras dos partes
iguales, cada una de estas en otras dos y asi sucesivamente; de
manera que un arco y un angulo pueden dividirse por este medio
en un numere de partes iguales expresado por 2, 4, 8, Y
en general por una potencia cualquiera entera de 2 (*).

5® Por un punto A fuera de una reota BC
(fig. 66) trazarle una paralela.
Se hace centro en A, y con un radio mayor que la distan-
Fig. 66. ciade A & dicha recta, se traza un arco
MN, que cortara la recta BC (44, obs)
enun punto cualqguiem M; se hace centro
enM, y con el mismo radio se describe el
BD M arco AD : se toma sobre MN una parte ME

(") Es famoso en Geometria el problema de la triseccion del &ngulo ¢ del
arco, por los inatiles esfuerzos que se han becho para resolverle con solo el
auxilio dela linea recta y circunferencia; pero esto es imposible. Itocroia? le
resuelve por la interseccion de ramas da parabola. (V, Trallé de Trigonomc-'
trie, pag. 260.)
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igual con AD, y por los puntos A y E se traza una recta, que sera
Fig. 66 la paralela pedida.
Porque los angulos en 1y en 2 son
iguales (50, ree. 1.°): pero estos son
alternos ; luego BCy AE son paralelas (31,

63. 6®Por un punto A fuera de una recta BC
(fig. 67) trazsar otra recta AP, que forme conla pri-

meraun dngulo APC igual a otro angulo dado M.
En un punto cualquiera D de la BC se forma el angulo EDC
Fig. 67. igual al dado M (60) : por A se traza una
recta AF paralela 4 ED (6*), y el angulo
AFC serael pedido.
Porque el angulo EDC es igual al en M
por construccion: pero el EDC esigual al
AFC (31, ree. 1.°); luego los dngulos AFC y M serdn también
iguales.

64. 7* Describir la circunferencia que deter-
minan tres puntos A, B, C (fig. 68), que no estan
en linea recta

Unanse los puntos dados por medio de dos rectas AB y BC:

Fig. 68 dividanse estas en dos partes iguales por medio
de perpendiculares (56) ; y haciendo centro en
el punto O donde se encuentran, y con un ra-
dio igual @ OB, se traza una circunferencia, la
cual pasara también por los otros dos puntos
Ay C(36), y serala pedida.

CoROL Para determinar el centro de una circunferencia 6
de un arco cualquiera, se toman tres puntos: se unen por medio
de cuerdas: se dividen estas en dos partes iguales por perpen-

(*) Este problema poede resolverse también trazando por A una recta que
corte 4 laBC, y formando los angulos alternos ¢ correspondientes iguales, 6
los internos de un mismo lado suplementarios : é igualmente bajando desde A
tina perpendicular & BC, y trazando por A otra perpendicular & esta Gltima
(& y *S) ; pero el medio méas exacto en la practica es el que hemos empleado.

Con la escuadra se resuelve también facilmente; y por medio de esta y la
regla siempre que sobre el papel deban trazarse muchas rectas paralelas en-
tre si. v



dicularBs, y donde estas se corten sera el centro buscado. Las
dos cuerdas pueden trazarse tornando cuatro puntos de la circunfe-
rencia 6 del arco. En este caso las dos cuerdas no tienen un pun-
to comun.

65. 8® Por un punto dado trazar unatangente
4 la circunferencia.

Distinguiremos dos casosi 1.* Que el punto dado esté situado
Fig. 69. en la circunferencia : 2® que esté fuera de ella;
porque si estuviese dentro, el problema seria evi-
dentemente imposible.
1® Seael punto A (fig. 69) situado en la cir-
cunferencia O.

Unase el punto O con A ; tracese la perpen-
dicular BC al extremo A del radio OA, y BC sera la tangente pe-
dida (414, 1.).

2.” Seael puntoA (fig. 70)situado fuera de la circunferenciaO.

Unase el punto O con A, y sobre esta recta como didmetro

Fig. 70. describase la circunferencia O', la cual corlara
4dlaOen dospuntos (4S, ree. 5® By C; por

Ay por los puntos B y C se trazan las dos rec-

tas indefinidas AB y AC, cada unade las cua-

les sera la tangente pedida.

Porque trazando los radios OB y OC, los
angulos ABO y ACO son rectos (54, corol. 2®) ; luego AB y AC
son tangentes & la circunferencia 0 014, \®).

Corol. Las partes AB y AC de las tangentes, comprendidas
entre, el punto k y el de contacto, son iguales ; la recta OA, que
pasa por el centro y por el punto dado, divide al angulo BAC,
formado por las tangentes >y al arco convexo BKC, comprendido
entre las mismas, en dos partes iguales.

En efecto , doblando la figura por la recta AD , la seraicirciin-
ferencia ABO coincide con la ACO, y la EBD con la UICD (30) :y
como el punto B es comin & las dos semicircunferencias superio-
res, tendra que coincidir con el C, donde se cortan las inferiores;
luego AB coincide con AC, el angulo BAO con el OAC y el arco
BE con el EC. Luego

AB= AC, RAO= OAC, BE= EC.



Reciprocamente.  5i yna roda DA divide en dos partes iguales

Fig. 70. el angulo [IAC , formado por dos tangentes &
una circunferencia, pasara por el centro O
de esta.

Porque de lo contrario, trazando por O y
A lina recta habria dos bisectrices de un mismo
angulo BAC, lo que es absurdo.
Odservacion. El lugar geométrico de los centros de las cir-

cunferencias tangentes & los lados de un angulo es la bisectriz
de este.

«0. 9" Describir una circunferencia O, tan-
gente & tres rectas AB , BC y CD (fig. 71), que for-
man entre si dngulos cualesquiera.

1récense las bisectrices de los &ngulos, las que se cortardn
Fig. 74. en un punto O; porque siendo cada
uno de los éngulo.s By C menor que
dos rectos («O, corol. 2."), la suma
de sus mitades OBC y OCB vale ménos
también que dos rectos, y por lo tanto
OB y OC no son paralelas (31,2.°):
hagase centro en O, y con un radio OE,
igual & las distancias de O a una de las
rectas CD, se describe la circunferencia
pedida.

Porque BO es el lugar geométrico de los centros de Jas cir-
cunferencias tangentes a AB 'y BC (65, obs.) ; por igual razon
CO es el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
tangentes a BC y CD, luego el punto O, donde se cortan, sera
el centro de la circunferencia que se quiere trazar, y la distancia
& una de las rectas dadas el radio de dicha circunferencia.

URSRVACION  Suponiendo prolongadas indefinidamente las rec-
tas AB, BC y CD, se podrian trazar otras tres circunferen-
cias tangentes a las mismas rectas, cuyos centros serian O'
0o",yo"C’

67. 10. Trazar una circunferencia tangente a
otra enun punto dado, y que pase por otro punto
también dado, exterior 6 interior & ella.
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Distinguiremos dos casos; 1 que el punto dado (que no se
halla en la circunferencia) sea exterior : 2® que sea interior.

1® Sea O (Qg. 72) lacircunferencia dada, A el punto de
coDtaeto y B el exterior por donde ha de
pasar la circunferencia, que va a descri-
birse.

Trécese la recta AB y el radio OA,
prolongandole indefinidamente en este sen-
tido : dividase la AB en dos partes iguales
por una perpendicular, la que encontrard 4Ja OA prolongada su-
ficientemente , si el &ngulo BAO es oblicuo . desde el punto
0', donde se cortan , con el radio O'A se describe una circunfe-
rencia que seré la pedida.

Porque pasando por A pasara también por B (S6, 1®), y

Fig. 73 sera tangente & la circunferencia O (4S, reci-

proco 2.°).
2® Si el punto B (fig. 73) es interior, se eje-
cuta una construccion analoga & la precedente
como se ve en lafigura.
Obsbuvaciois. ~ Si €l &ngulo BAO (figs. 72 6 73)
fuese recto , el problema seria imposible.

Pig. 7*.

CAPITULO III.

De los poligonos.

ARTICULO PRIMERO.

' Definiciones preliminares.

68. Se llama poitlcono la 1 porcion de superficieplana U-
inilada por rectas. Estas rectas, .los angulos que forman y sus
vértices, reciben los nombi'es de lados, angulos y velices del
poligono.

[lAmase perimetro del poligono la suma 6 conjunto de sus
lados.
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Diagonal €S la recta que une dos vértices no contiguos & un
mismo lado, como kS. (fig. 74).

Un poligono se llama convexo cuando no puede ser corlado

por una recta mas que en dos punios; y
QONCAVO en el caso contrario. ABCDEF
es un poligono convexo, y GHLMN
concavo.

A r G “ N Cuando en lo sucesivo se nombre
un poligono en general, se entenderd que se habla del con-
vexo, que es el Unico de cuyas propiedades nos ocuparemos
en adelante.

Se llama poligono equitatero €l que tiene todos siis lados igua-
lesentresi, y equiangulo el que tiene sus angulos'iguales.

Llamase poligono regutar €l que es equilateroy equiangulo, é
IRREGULAR el que no redine estas dos circunstancias.

410. Un poligono tiene evidentemente tantos lados como
angulos y como vértices; por razon, pues, del nimero de la-
dos 6 angulos (*) se clasifican los poligonos de la manera si-
guiente :

El poligono ique tiene 3 lados se llama triangulo.

Ao, cuadrilatero.
5 i, pentagono
B s exagono
T oo heptagono.
8 i, octogono.
9 eneagono.
10 ....decagono.
11 s endecagono,
12 i, dodecéagono.
15, s, pentedecagono.

Los poligonos de diferente nimero de lados de los precedente*
no tienen nombres especiales, y se les llama poligonos de 13,
20, 100, etc. lados.

(*) EIl cuadrilatero es el Unico poligono que toma el nombre del uimero de
sus lados, los demés le toman del de sus dogulos.
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ARTICULO n.
De los triangulofli

90. De la definicion de la linea recta (5) se infiere que

Fif. 7e. AC<;AB+BC, y también que
AC+BC>AB, dedonde AC>-AB—BG;
/ laego
/ Un lado cualquiera de un triangulo es
\ € D menor quelasuma de los otros dos y mayor
que su diferencia.
91. Teorema |." La suma de los angulos de un triangulo

esigual & dos angulos rectos.
Sea el triangulo ABC. Trazando por C una recta CE paralela
4AB,setendrd(ai, rec. \®
BAGh-ACE=2R o6 BAC+ACB+BCE=2R:
pero (3i, rec. 1.%) BCE=CBA; luego
BAC+ ACB-FCBA= 2R.

CoROL. 1.* Unéangulo de un triangulo es suplemento de la suma
de los otros dos; y por consiguiente , si dos triangulos tienen dos
angulos respectivamente iguales, también tendran igual el tercer
angulo [IH, corol.).

CoroL. 2. El &ngulo BCD, formado por un lado BC de un
truingulo y ia prolongacion CD de otro, llamado angulo externo,
es igual a ja sumo de jos dos internos A y h no adyacentes.

Ponpie la suma de A y B tiene por suplemento el j'mgulo
ACB (corol. ant.): pero BCl) tiene también por suplemento a
ACB (10); luego (IS, corol)

BCD=A + B.

Corol. 5* Si un tridngulo tiene un angulo recto U obtuso, los
deméas seran agudos.

Lldmase tridngulo rectangulo el que tiene un angulo recto,
obtusAngulo el que tiene un angulo obtuso, y acutangulo el que tiene
sus tres angulos agudos.

En el tridngiito rectangalo se llama hipottinusa el lado opues-
to al &ngulo recio, y catetos (os lados que forman dicho angtdo
recio.

(jrom. 4



CoROL 4® Los dos angulos agudos del triangulo rectan-
gulo son complementarios: y REcGRGCAVENTE, si dos angulos de un
triangulo son complementarios, el triangulo sera rectangulo.

CoROL. 5® Si desde un funto dema oblicua se baja una per-
pendicular sobre la recta a que lo es, la perpendicular caera den-
tro del &ngulo agudo.

Porque si cayese dentro del angulo obtuso, resultaria un trian-
gulo con un angulo obtuso y otro recto, lo que es imposible (co-
rolario 5®).

72. Teorema 2® Los triangulos son iguales: \®si tienen
sits tres lados respectivamente iguales: 2.* si tienen dos lados res-
pectivamente iguales é igual el angulo comprendido: 5.“si tienen
un lado igual contiguo &dos angulos respectivamente iguales.

1. ® Sean los tridngulos ABC y A'B'C™ (fig. 76) en que supo-
nemos AB=A'B', BC ~B'C* y AC=A'C”; coléguese el

triangulo A"B'C' sobre el ABC , de

modo que A'C" coincida con su igual

AC , y que el vértice B' caiga & di-
ti térente lado de la AC que el Vvértice

B, en B" por ejemplo, Unanse los

puntos B y B".

La recta AC tiene el 'punto A equidistante deB y B" por
ser rectas AB y AB" iguales por hipoétesis: por igual razén C
equidista también de B y B"; luego la AC es perpendicular & la
BB", y la divide endos partes jguales 0B=0B" (®86, corola-
rio 2®). Doblando, pues, esta figura por AC, la parte inferior
sobre la superior, OB" caerasobre OB (*3), y el punto B" coin-
cidird con B ; luego los tres vértices de los triangulos ABC y AB"C
coinciden; luego también los lados y angulos , luego son iguales:
pero el triangulo AB"C representa A'B'C"; luego

ABC=A'B'C»

2.  ® Si los triangulos fuesen los mismos, y se supusiese
AB=A'B', AC=A"'C' yel angulo BAC igual alB'A'C", colocan-
do el triangulo A'B'C" sobre el ABC , de modo que A'C' coincidie-
se con su igual AC, y el vértice B' cayese hacia la parte supe-
rior de AC como el vértice B, el angulo B'AX" coincidira con su
igual BAC y el punto B' caerd sobre B, por ser iguales tam-
bién por hipGtesis las rectas A'B' y AB; luego los tres vértices

Fii? 76.



de los triangulos coinciden, luego los tridngulos son iguales.

5.  Seau los mismos tridngulos, en que se supone AC=A'C"'-
el angulo BAC=B'A'C'y ACB= A'C'B': superponiendo dichos
tridngulos de manera que A'C' coincida con su igual AC A'll'
caerd sobre AB por ser iguales los angulos BAC y B'A'C', y B'C'
caera sobre BC por igual razon; luego el punto B' coincidira con
B (5; corol. 3®); luego los tres vértices de los triangulos se con-
tunden, luego los triangulos son iguales.

Corol.  ])os trian”im son iguales mando tienen un lado igm!
y dos angulos cualesquiera respectivamente iguales, con tal que
7Taz”gldn co/ococibn en los dos tridngulos respecto al

Porgue teniendo dos angulos respectivameute iguales, tienen
el tercero también igual (7 i, coro!. 1.®}, luego si los &ngulos
respectivamente iguales tienen la misma colocacion respecto al
lado Igual, tendran necesariamente un lado igual contiguo & dos
angulos iguales.

»a. Teorema 3." J)os triangulos rectangulos km y A'B'G'
(fig. 77) son |guales si tienen las hipotenusas BCy B'C' '|aualesv
un cateto AB igual & otro cateto A'B'.

Superpongase el triangulo A'B'C'al ABC, de modo que el

77 cateto A'B' coincida con su igual Ali.

* el cateto A'C' caera sobre AC, por la

igualdad de los angulos rectos en A'y

en A, y la hipotenusa B'C' sobre BC,

y e - Poes de lo contrario B'C' y BC serian

desiguales (»5, 2.“), lo que es contra la hipdtesis; luego €
punto-C caera sohre.C,-luego los tridngulos son iguales.

Obsehvacios 1** Eli este caso de igualdad de tridngulos, lo
mismo que en los del ndmero anterior , se notard que los angulos
que coinciden son los opuestos & lados iguales, y que los lados
que también coinciden son los opuestos & angulos Iguales; de ma-
nera que en triangulos iguales, & lados iguales se oponen angulos
iguales, y reciprocaTmnle.

Observacio? 2.*  Si al superponer estos triangulos suponemos

j yBC<B'C', senotara que B '> B y por consiguiente
; de donde resulta que dos triangulos rectangulos, que tie-
nen igual un cateto y la hipotenusa desigual, el angulo agudo



opuesto a dicho cateto es mayor en el que tiene menor hipotenusa.

7 4, Los tridngulos por razén de sus lados se dividen también
en ESCALENOS, que lienefi sus tres lados desiguales, isssceles, que
tienen dos lados iguales, y equitateros , que tienen los tres lados
iguales entre si.

Se llama base de un tridngulo uno cualquiera de sus lados,
VERTICE el vértice del &ngulo opuesto al lado tomado por base, y
ALTURA la perpendicular bajada desde el vértice & la base 6 a su
m'olongacion.

Si AC es la base del triangulo ABC (fig. 78), el punto B sera
el vértice, y la perpendicular BD la altura.

CoROL. Jiin el triangulo rectangulo si un cateto es la base el otro
serd la altura.
Observacion.  En el tridngulo isdsceles suele llamarse base el
lado desigual.
75. Teorema4.® En todo triangulo; 1 « lados iguales se opo-
nen angulos iguales: 2®al mayor lado se opone el mayor angulo.
1. ® Sea el tridngulo ABC (fig. 78) en que se supone AB =
Fig. 78 BC, y vamos & demostrar que el angulo
en A esigual al enC.
Bajese desde B una perpendicular
BB sobre AC. Lostridngulos rectangulos
ABD y BBC tienen el cateto BB comun:
y la hipotenusa AB igual a la hipotenusa BC por hipdtesis; luego
son iguales (73); luego los dngulos en A.y en C, opuestos al
lado comln , también loseran (7 3, obs. 1%
2. “ Sea el tridngulo EFG (Pig. 78); si FG>FE, el angulo
FEG serd mayor que el G.

Tomando sobre FG una parte FH=FE se tendra, segin la

primera parle dél teorema, el angulo

FEH=FHE:
pero (71, corol. 2.y FHE> G; luego
FEH>G:
el angulo FEH es una parte de FEG; luego con mayor razén
FEG>G.

Reciprocamente. EN todo tridngulo: 1. & angulos iguales &
oponen lados iguales: 2.“ al mayor angulo se opone el mayor
lado ;(ia).



CoROL 1.* Si un triangulo es isosceles, los angulos contiguos
a la base son iguales, y reciprocamente.

ConoL. 2® Si un triangulo es equilatero, sera también equi-
angulo, y reciprocamente; luego el tridngulo equilatero 6 equian-
gulo es un poligono regular.

CoROL 3® EI mayor lado en el triangulo obtusangulo es el
opuesto ai angulo obtuso, y en el rectangulo la hipotenusa.

Observacion. La recta BD, trazada en un tridngulo ABC
isésceles (iig. 78), retne las circunstancias siguientes:

1* Pasapor el vértice del triangulo.

2.* Es perpendicular & la base.

5* Divide la base en dosparles iguales.

4*  Es hiscclriz del angulo opuesto & la base.

Y como dos de estas condiciones determinan la posicion de la
recta, resulta que

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condiciones
precedentes cumplir4 también con las dos restantes.

7«. Teorema 5.“ Si dos triangulos ABC y (Ug. 79
tienen dos lados respeclivamenie iguales AB=A'B', BC=fB'C'y
el angulo B comprendido por los dos primeros es mayor que elB'
comprendido por los dos segundos, el lado A C opuesto aj mayor
angulo es mayor que el A'C' opuesto al menor.

Superpongase el tridngulo A'B'C' al ABC, de modo queA'B'
Fig. 79 coincida con su igual AB, y el
lado B'C' caerd dentro del angulo
ABC, puesto que este angulo
es mayor por hipétesis que €
A'B'C'.

Ahora el punto C' podra to-
mar & lo sumo tres posiciones
distintas:

1*en C" dentro del triangulo : 2.* en C" sobre el lado AC: 3*
en C"" fuera del triangulo.

1 Si C'caeenC" se tendra (V)

ACH-BC>AC"+BC'A
y como BC=BC" por hipétesis, resulta
AC>AC" 6 AOA'Cr.
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27 Si el punto €' cayese en C'", se tendria évide'htfemeate
AG>AG™ OAG>A'C".
5/ Si dicho punto C' cae en C"" se tiene (5)
AO+0C"">AC"" y BOH-0G>BC:
sumando estas desigualdades, resulta
Ao+0C""4-BO+0G>AG""+BG,
0 AG+ BC"">AC"" 4-BC:
y éomo BG=BG"" por, hipétesis, resulta al fin
AC>AC™" 6 AG>A'C"

Fig. 79. R eciprocamente. Si dos trian-
gulos ABC y A'B'G' tienen dos
lados respectivamente iguales
AB”MA'B', BC= B'C'y el ter-
cer lado AC es mayor que el
tercer lado A'C", el angulo B,
opuesto al mayor lado , es ma-
yor que el angulo B' opuesto

al menor.

En efecto, si B no fuese mayor que B', seria B=B"' 6
B<B"'; pero si B=B" los triangulos serian iguales (7 «, 2.'j,
y por consiguientes AG=A"'C" contra ia hipdtesis: si B<B", se-
gun el teorema directo, seria AC<CA'C' lo que también es
contra la hipotesis; luego necesariamente se ha de verilicar que

B>B'.

ARTICULO II.
Be los cuadrilateros.

myy.  Los cuadrilateros se dividen en iRAPEzomES, que no tienen
Mngvm lado paralelo & otro como ABCD (fig. 8U): tuapecios, que
tienen dos lados paralelos y otros dos no, como KFGII: y iaua-
LB GUUAMDs, quc tiench sus kt-
dos péaratelos dos & dds)

A— N e [V E— « llaman bases del trape-
cio los lados paralelos, y aitura ja perpendicular bajada de una
de las bases & la otrad & su priotcnigHéion, 6 éitala dislxIHcfU W 1h
las bases.
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En el paralelégramo recibe el nombre de base uno cualquiera
de sus lados, y el de altura la perpendicular trazada desde el lado
opuesto a la base & esta 6 a su prolongacion, d sea la distancia
entre la base y su lado opuesto.

Teorema Los angulos de un cuadrilatero ABCD
(fig. 80) valenjuntos cuatro angulos rectos.

Trazando la diagonal BD queda dividido en dos triangulos,
cuyos angulos componen los del cuadrilatero propuesto; pero los
angulos de cada triangulo valen juntos dos rectos (yi), luego los
del cuadrilatero valdran cuatro.

79. Teorema 2.“ £n todo paralelogramo AlaCD (fig. 81):
1® los lados (puestos Al) y BC, AB y CD son iguales: 2.“ dos
lados opuestos AD y BC d AB y DC son iguales y paralelos: o®
los angulos opuestos A y C, B y D ion también iguales: 4.* las
diagonales se dividen mutuamente en despartes AOy OC, BO y OD
iguales entre si.

1. ® AD=BC yAB=DC por partes de paralelas comprendi-
das entre paralelas (37).

2. ® AD=BC 6 AB=DC por el caso anterior, y son parale-
las por la definicién del paraleldgramo (57).

3. ® A=C y B—D, porque estos angulos
tienen sus lados paralelos y dirigidos en sentido
opuesto (3 3,1.°).

4, ® Los triangulos AOB; y COD tien
AB=CD, porlaprimera parte del teorema: el angulo en 2 igual

al en 6, por alternos entre las paralelas AB y CD cortadas por la

etrasversal AC (31, roe. \.°): el 3 es igual al 7 por la misma ra-
z6n ; luego dichos triangulos son iguales (?®, 3."), luego (73,
Observacion 1.%).

FiR. 81.

AO=0C y 0B=0D.

Reciprocamente.  Todo cuadrilatero ABCD serd paralelogra-
mo: 1®si los lados opuestos AB 'y DC, ADy BC son iguales : 2®
Sl dos lados AD y BC, d AB y DCson iguales y paralelos: 3." si
los &ngulos opuestos Ay C, By D son iguales : 4. si las dos dia-
gonales se dividen mutuamente en dos partes iguales AO=0C y
BO=0OD m

1* Tréacese una de las diagonales AC, y los tridngulos ABC y
ACD tienen AC comin, AB= DC y AD= BC por hipGtesis ; luego



son iguales (93,1."); luego los &ngulos 2 y 6 son iguales (93.
obs.1 luego ACyCD son paralelas (31, 1  Laigualilad de los
mismos tridngulos nos 'da las de los angulos 1y 5, y esta el para-
lelismo de AD y BC; luego los cuatro lados del cuadrilatero son
paralelos dos & dos, luego es un paralelégramo.

2. ® Si AB y CB son iguales y paralelos, trazando la diago-
nal AG , los triangulos ABC y ACD tienen AC
comim, AB=CI) por hip6tesis , y el angulo
2 igual al 6 por alternos entre las paralelas
AB y CD, luego dichos triangulos son iguales
(93,2.°); luego los angulos 1 y 5 son tam-
bién iguales (93, obs. 1.*), luego Al) y BC son también paralelas
(31, 1-°); luego el cuadrilatero sera un paralelégramo.

3. ® Silosangulos A=C yB =D, como (9S)

A-f-B-i-C-|-D=4R,
setendra 2A+2B—4R y 2A-h2D—4R; de donde
A+B=2R y AH-D=2R.

La primera de estas Ultimas igualdades demuestra (31, 1.')
gue AD y BC son paralelas, y la segunda que AB y CD lo son
también ; luego el cuadrilatero es un paralelégramo.

4. * Siendo AO:=0G y BO=0D: como el angulo AOB es
igual a COD por opuestos por el vértice, los triangulos AOB y
COD soniguales (93 , 2. ; luego los &ngulos 2 y 6 son tamliien
iguales (93 , obs. 1."),luego AB y CD son paralelas (3B, \

La igualdad de los tridngulos BOC y AOD, que se demuestra
como la anterior, nos da también la igualdad de los angulos 1y 5,
y esta el paralelismo de AD y BC; luego el cuadrilatero es un pa-*
ralelégramo.

CoROL 1® La diagonal dem paralelégramo le divide en dos
triangulos iguales.

Porque tienen un lado comun vy los otros dos respectivamente
iguales.

Fig. SI.

o0} CoROL 2* Vos paralelégramos ADCD
H i AB'CD' (fig. 82) son iguales & tienen un
angulo igual k = k' formado por dos la-
dos respectivamente iguales XxAB=A'B' y
AD==A'D".
Porque superponiendo el segundo de estos paralelégramos al
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primero, de modo que A'D' coincida con su igual, AD. A'B' caera
sobre AB, por ser A=A" por hipdtesis, y el punto B' coincidira
con B por ser también A'6'= AB: B'C'caera sobre BC por la
igualdad de losangulos B' y B, como suplementos de los iguales
A'yA: y el punto G coincidird con C, una vez que B'C'=BC,
como iguales respectivamente (teor. direc.) con A'D'.y AD , igua-
les entre si por hip6tesis; luego los vértices de los dos paralelogra-
mos se confunden, luego los paralelégramos son iguales.

80. Los paralelogramos se dividen en romboides, que son los
que tienen los lados que forman un angulo desiguales , y designar®
les también los angulos contiguos & un lado, como ABCD (flg. 85):
ROMBZS, que tienen iguales los lados que forman un &ng” (y por
consiguiente todos sus lados iguales entre si) y los angubs conti-
guos & un lado desiguales, como EFGE: rectangulos, ue tienen
los lados que forman un angulo desiguales y los angulos contiguos
4 un lado iguales (y por consiguiente todos rectos) como LMIiNP :
CQUADRADCS  que tienen los lados que forman un angulo iguales é
iguales lambien los angulos contiguos & un lado (y por consi-
guiente todos sus lados y todos sus angulos iguales entre 3l) como
QHST.

CoRoi,  EIl cuadrado « un poligono regular.

81. Teorema 4* \ Las diagonales del romboide son des-
iguales y oblicuasentre si: 2® las del rombo desiguales y perpen-
diculares: '5. las del rectangulo iguales y oblicuas: las del
cuadrado iguales y perpendiculares.

i Sea eliromboide ABGU; los triangulos ABD y ABC tie-

A

nen AD comun, AB—CD C?®, 1®), y el angulo comprendido
BAD<ADC por la definicién, luego BD<AC (ye); luego las
diagonales son desiguales.

~Los triangulos BOC y COD tienen OC comin, BOr=0D{y»,
4*) y BC>CD por la definicion del romboide, luego el &ngu-



lo BOOCOB-CS», ree.); luego las diagonales son ablicuas.
2® En el rofiibo IiFGIi, los tridngulos FEH y EHG tienen
Efl comdn, EF==GH por la definicién, y el angulo E<CH;
luroE(jj>F11 (S'0), ltego las diagonales son desiguales.
Por la definioion del rombo se tiene también EF = EH y
FG=GH ; luego EG es perpendicular a FH (S© , coral. 2.%).

5® En el rectingulo LMNP resultan los tridngulos MLP y
I/PN igualds, pov tenel' dos lados respectivamente iguales é igual
el amgnio bOmpi”endido , de donde LN = MP ; luego las diagona-
les  %ffa'iés.

Los Wiangulés MXN y NXP tienen XN comin, M X= XP,
{'y®, w®y MN >mNP por la definicion del rectangulo, luego el
angulo MXN > NXP (76 , reo.); luego las diagonales LN y MP
son oblicuas.

4" En (@ cdadr'ado QRST resultan iguales los tridngulos
Rt}T y QTS , yior tener dos lados iguales é igual el angulo com-
{ireildido™ lUe'gd RT = QS ; luego las diagonales son iguales.

Por la definicion del cuadrado resulta también QR=QT vy
BS i éS'perpendicular 4 RT (S6, corol. 2®).

Reciprocamente  Sitas diagonales de un paralelégramo, 1®
son desiguales y oblicuas, el paraMigramo sera romboide ; 2® si
son desiguales y perpendiculares , sera rombo : 3® si son iguales
y oblicuas, sera rectangulo: 4® si son iguales y perpendiculares,
sera wi cuadrado (I®).

ARTICULO 111
De los poligonos en general.

8®. Teorema I." La suma délos angulos de un poligono
eguwatc a tafiias veces dos rectos como lados itene el poligono mé-

nos dos.
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Sea el poligono A.BCDEF {fig. 84). Si desde uno de sus vérti-
Fig. 84. ces A se trazan diagonales & los demas , quedaré
el poligono dividido en tantos triangulos como la-
dos tiene ménos dos; porque los triangulos extre-
mos ABC y AEF tiene cada weo por lados dos
del poligono, y los restantes cada uno tiene un
jc~ ~P solo lado del mismo poligono : los angulos de los
tridangulos componen los del poligono : pero los de cada triangulo
valen dos rectos (V1) ; luego los del poligono equivaldran & tantas

veces dos rectos como lados tiene el poligono ménos dos.

OBSERVACIONES

1* Llamando S. i. la suma de los angulos (internos) del poli-
gono, y n el nimero de lados 6 de angulos , el teorema prece-
dente quedara traducido en la siguiente formula.

S. i.= 2U(h—2) 6 S. t= 2iiR—4R.

2. Cdlho los angulos de un poligono regular son iguales entre
si, para hallar el valor de uno de estos angulos no hay mas que
dividir el segundo miembro de cualquiera de las férmulas ante-
riores iX)r n, nimero do angulos 6 lados. Asi

Angulo interno de poligono regu]ar:-?5l'r!]iz|) e de donde

Angulo de triangulo equilatero = R= 3 X 90“= 60"

3 3
Angulo de cuadrado.................... = == o go*,
Angulo de pentdgono regulara-~ = 15 R = 08R®)
i
Angulo de exagono regular. o 3 R = s 120",
Angulo de eptagono regular. .= ~ =y V i —. . 128®,57...
Vngulo de decagono regular. .= T ’(\) R = i, 144®
Etc.

Teorema 2® Lasuma de los dngulos DRF-j-CTHi-hetr,
(llg. 85), formados por hs lados del poligono y la prolongacion



de tos mismos .. wuai senlido, llamados angulos externos, .s

i0s internos y externos sera
S.¢i+S.e.=2nR:
S. (=2«R-™ 4R (8®, obs. 1.);
lueffo restandOfstﬁ igualdades resulta
N —(2«R—4R)=4R.
Com. <Bi poligono no puede tener méas de tres angulos agnd”
Porque si tuviese cuatro 6 mas, la sumade los angulos exter-
nos valdria mas de cuatro rectos. i,= ,nUmnos re-
OBSsavmiou.  Como los angulos externos de los J
guiaresson iguglespor suplementos de angulos .guales, se

Angulo'externo do tridngulo equilatero— g

Angulo externo de cuadrado. o T‘_ 73(2 '
Angulo externo de pentagono reguiar All—
Ftc
$4  Teorema 5» Si dos Pollgonos ABCDEF y g,
(fig. 86) tienen sus lados AB— A »
Fig. 86. BC=B'C', etc,, y sus anguhs
A=A, B: B', etc., respectiva-
mente iguales é igualmente dispues-
) tos, son iguales.
A-mmmmee- i n i’

Superponiendo el primer poligo-
no &l segundo, de modo que AB coincida con su .g™al »

caerasobre B'C’, por ser los ™ ®& bc_ r'c'. Del mismo

Ilgonos son iguales. ATINTNF 7/A'B'C'I)'F/F
S5.  TEORESttd." Si dos poligonos KBGXm y ~

S r
poligonos son iguales. All=
La igualdad de los tndngu ™ Y

gc=B'C"; la <0 los triangulos ALU y
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CD= C'D';y corno lo mismo se deduce respecto de los demés la-

dos , resulta que los poligonos tienen sus lados respectivamente
Iguales 6 igualmente dispuestos.

De la igualdad de los mismos triangulos ADC y , sede-
ducelguidmente que el angulo .
B=B"
y también BCA= B'C'A™

la de los tridngulos ACD y A'G'D' nos da del mismo modo
angulo ACD=A'C'A".
A Sumando estas dos Ultimas igualdades, resulta
BCAri-ACD=BW +A'C'D' 6 C==C".

Como lo mismo se demuestra de los deméds angulos, se dedu-
cé que son respectivamente iguales en los poligonos dados.

Luego dichos poligonos tienen sus lados y angulos repectiva-
menle Iguales ¢ igualmente dispuestos, luego son iguales (84).

Recipkocamente.  Si dospoligoiws ABCDEF y A'B'C'D'E'F' ion
iguaiesp se pueden descomponer enei mismo numero de triangulos
iguales é igualmenle dispuestos.

1 Ti'laando desde A y A" diagonales & los otros vértices, resulta
que ioi'triangulos ABC y A'B'C' tienen AB— A'B' y BC=B'C'*
por lados ds poligbnod iguales, y el angulo B=B" por la misma
razon ; luego dichos tridngulos soniguales (i"®, 2®).

La igualdad de estos tridngulos nos da A C= A'C' y el angulo

ACB=AW:

y como los angulbs igualmente dispuestos del poligono son iguales,
se tiene también C = C'; restando de esta igualdad la anterior,
resulta ' . ACD= A'GD"

Por otra parte CD=C”D" por la igualdad de los poligonos.

Luego los triangulos ACDy A'C'D' son iguales (V®, 2.").

Del mismb modb se demuestra )a igualdad de los demés trian-
gulos ; luego el tleoré)l’i/ié reciproco es verdadero.

iiPROBDEMAS GRAFICOS.

8». 1®Dados los tres lados«, 6, ¢, construir
un triangulo.
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Tomese una rectak C=b (fig. 87), y hacieudo centro en Igs
extremos A 'y C con radios respectivainente
iguales 4 cy a, setrazan dos arcos que se
cortardn en B : uniendo este punto con A
y con C, se tendré el triangulo ABIi ? que es

A T el pedido.
En efecto, AC=:6, AB=c y BC=o.

Flg. 87.

OBSERVACIONES.

1  Paraque este problemasea posible, es preciso que los arcos

se corten, lo que sucederd siempre que y 6>>0—¢c
(41S, rec. 5®), cuyas condiciones se hallan incluidas en la si-
guiente :

Siempre gm la mayor de las rectas dadas sea menor que la
suma de las otras dos, el problema es posible.
2* Si se tratase de constimir un triangulo is6sceles, bastarla
conocer los dos lados desiguales: y si equilatero, su lado.
«y. 2" Dados dos lados 6y o,y elangulocom-
prendido A, construir el tridngulo.
Formese un angulo DAE (fig. 88) igual al dado A (®0): so-
bre sus lados tmense las partesAC y AB

Fig. 88 - . . .
respectivamente iguales 4 &y ¢ ; Unanse los
puntos B y C, y el triangulo ABC sera el

/ / pedido. Porque
IC— A o-E AC=:6, AB=c y BAC=A.

Dado un lado y dosangulos, construir
el triangulo.
Distinguiremos dos casos : 1 que losangulos dados sean conti-
guosfijado coiipcicip j 2® que uno sea contiguo y otro opuesto,
i® Sea el lado'6, y Ay C (ig. 89) los apgulos contiguos.
Fig. 89. Témese en una recta
gualqufera upa parte
AC= b: férmense en
los extremos A y C de
esta angulos respecti-
vamente iguales a los
dadosA y C (00), y



2® Si fwese el lado h'y los dngulos A'y B', de los que el
primero e? contiguo y el segundo opuesto & dicho lado b, se for-
maria un angulo B% 'C ig,ual al dado A ': por un punto cualquie-
ra M de la A'B' se trazaria la recta MN que formase el 4ngulo
A'MN=B”: tomando y trazando laB'C' paralela AMN,
resuUafia el triangulo A'P'C" pedido.

Bnefeqto , en el primer caso se tiene

AC= 6, BAC= A, ACB=C.

En el segundo A'C'i=;:6', B'A'C'=A'. Por otra parte,
ANB'C'="A-W (SU» rec. i.“): pero A'MN==B' por construc-
miicp ; iwegP Adtid»ieii A'B'C' =B .

Observacién. Paraque este problema sea posible es necesario
Nig}A>Siiituli)s dadfts valgan jimtos ménos que dos rectos: de lo
contrario las rectas AB y CB en el primer caso, y las MN y A'C'
en el sqgundp serian paralelas 6 se encontrarian en la parte
infericH de AC las primeras y & la izquierda de A' las segun-
das (qit).

99. 4® Dada la hipotenusa ay un cateto bcons-
truir untriangulo rectangulo.

Fiirniese un angulo A (fig. 90) recto: sobre uno de sus lados
Fi. 0. se toma AB = a: haciendo centro en B, con un
— radio igual & la hipotenusa a, se traza un arco
que cortara el otro lado en un punto C (75, co-
rolario 3®, y 4 4, obs.), y uniendo este con B el
A triangulo ABC sera d pedido.
Porque el &ngulo en A esrecto, AB=4,BC=a.

»0. 5® Formar un triangulo igual & otro
dado.

ConJos tres lados del triangulo dado, con dos lados y el angu-
lo comprendido, con un lado y dos &ngulos igualmente dispuestos,
6 con la hipotenusa y'Un cateto (si fuese rectangulo) se construye
un nuevo triangulo (90,9 1, 99, 99), el cual sera igual al
propuesto (i® 673).

91. ().“ Dados los lados a, y el &ngulo com-
prendido A, construir un paralelégramo.
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Ffirmese un angulo EA.F=A(lUg. 91); tomese AB"i y
AD=o0: haciendo centro en B con el radio
AD se traza un arco, y haciendo centro en
D con el radio AB se traza otro arco, que
cortard el anterior (*70 y 41", reo. 5.) en
ic D'F unpunto C: seune este punto con B y con
B , y ABCD sera un paralelégramo (SO"', reo. 1."), que tiene las
circunstancias p,adidas.

Porque BAD~A, AB=6, AD=a.

Observacisn.  Un romh'o se construye dado el lado y un angulo:
un rectangulo conociendo los lados desiguales; y un cuadrado si se
da su lado.

0S. 7.®Construirun poligonoigual dotro dado
ABCDEF (fig. SO). m

Se divide este poligono dado en triangulos por medio de dia-
gonales trazadas desde el vértice A: se forman los tridngulos
A'IVC', A'(/D', etc. respectivamente igualesalos ABC, ACD, etc,,
y que tengan entre si la misma colocacion que estos ; y el poligono
A'B'C'D'E'F', formado por los lados exteriores de dichos triangu-
los , sera el pedido (*5)«

Otra construccion.  Sea el poligono ABCDE (flg. 92) : tracen-
se por todos sus Vértices paralelas entre
si: tdmense sobre estas las partes igua-
lessAA'=BB'=CC'=DB'=EE": Una-
se el punto A’ con B, B' con C*, C' con
D', D' conE'yE' con A', y el poligono
A'BX'D'E' sera igual al dado.

Porque las figuras ABA'B', BCB'C',
etcétera, sonparalelogramos (VO , ree. 2.“); luego AB=A'B",
BC—B'C', etc. {79, i.®); y los &ngulos ABC—A W ,
BCD=B'C'D", etc. (3», 1L®). Luego el poligono propuesto y el
gue acaba de formarse tienen sus lados y angulos raspectivamente
iguales ¢ igualmente dispuestos; luego son iguales (*).

Fig. 92.

(*) También podria resolverse este problema fundandose en el teorema
dcl nimero 94; pero la construccién estaria mas sujeta & error en la practi-
ca,y conviene siempre elegir entre los diferentes medios, que en cada caso
puede» emplearse , aquel en que ménos se multiplican los errores, debidos &
los iiistnimentos de gne tenemos que valernos.



SECGIO™ SEGUNDA.

DE Lk EXTENSION DE LAS FIGURAS PLANAS

CAPITULO 1.

Figuras semejantes.

ARTICULO PRIMERO. n

De las lineas proporcionales.

03. Teorema j® Sisobre el lado AD de un anguh DAD'
(fig. 93) se toman partes igualessAB=BC=CD , y por los pun-
tos de division se trazan paralelas BB', CC', DD', hasta encontrar
el otro lado AD', las partes de este AB*, B'C*, C'D’, intercepta-
das entre las paralelas, seran también iguales entre si.

Trazando por los puntos B, C, las rectas BM, CN, paralelas
alaAD', los triangulos AB'B, BMC, CND
tiecnen AB= BC=CD por hipétesis, los
angulos BAB', CBM, DCN iguales por cor-
respondientes, y los ABB', BCM, CDN
iguales también por la misma razon; luego

dichos triangulos son iguales , 3.®), luego (53 , obs.)
AB'=BM = CN:
peroBM=B'C' y CN=C'D', por lados opuestos de paralel6-
gramos; luego
AB'=B'C'=C'D".

04. Teorema 2® Si una recta DE (fig. 94) es paralela a

un lado AC de un triangulo ABC divide los otros dos lados ABy

BC en parles proporcionales.
(IEWU. 5
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Distinguiremos dos casos: 1 que las partes BD y DA de un
lado sean conmensurables : 2.“ que no lesean.
\® Sea B6 la medida comun; supongamos que se pueda colo-
Fig. 94. car soAh tres veéés, ~ cuatro sobre DA, y
u setendra

DA™ i
pgp log puntos de divisién tracense paralelas
a/"3""'Zjc &DK 6 & la AC, y segin el teorema anterior la
BC quedara dividida en otréé sieté paites iguales entre si, de
las que la BE contiene tres yla EC cuatro por consiguiente;
luego
ig- 1,
EC“ 1
Esta proporcion y la anterior tienen una razén comun; luego
(Alg. 1S3)
BD
M “ EC'
2.“ Sean BDy DA (fig. 93) inconmensurables; supongamos que la
"BDsea dividida en partes iguales entre si, tan peque-

Fig. 95. flas como se quiera, y que una de estas partes esté

if representada por B6: coloquese e.sta medida sobre DA

h i\ todas las veces que se pueda, y quedara un resto Aa,

/ \ una vez que BD y DA son inconmensurables: tracese,
D------Ultimo, la ac paralela & DE.

(L. Siendo Bi) y Da conmensurables se tendrd, segin

la primera parte del teorema,

Da ~ Ec'

comparando estos quebrados con los siguientes

W BE

DA NEC’
se observara que los dos primeros (que estan en columna) tienen el nu-
merador Bl) comun, y que el denominador Da se puede aproximar a
DA todo lo que se quiera, porque la diferencia Aa es menor que B¢.y
esta parte puede ser més pequefia que una cantidad cualquiera dada;

INfiTO”  es el limite de [5 1 .[®]: por igual razon es también

el limite d %’; . pero las cantidades variables son iguales; luego los
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Hnntes lo serén dei mismo modo (5 f. (*) teor.J, luego

BD BE
BA*EC
CoROL  De la proporcién anterior se deduce (Alg. 184)
BD- A be + ec bd+ da be+ec
BD BE DA EC
n BA _ BC

0 bleu - -
BD BE y DA WEC
esto es: todo un lado es asu parte superior @ inferior & la para~
lela, como todo el otro lado es & la parle superior 6 inferior a la
misma.
Reciprocamente. ” Si una recta divide dos lados de un iriangub
en partes proporcionales , es paralela al tercer lado.
Es decir, que si se tiene (flg. 96) la proporcion
BD BE , , b pp
LA=Fe'" "T® (M- v =,
la recta DE serd paralela a AC.
Porque si no lo fuese. se podria trazar por D la DF paralela &
Kig. 86. AC, en cuyo caso , segln el corolario precedente,

se tendria
BA

BD “ BF'
- Esta proporcion y la anterior tienen los tres
n n primeros términos iguales, luego
IIE= BF:
pero esto es imposible; luego la paralela DF tiene que confundirse
con DE , luego esta es paralela al lado \C.

»S. Teorema 3" la bisectriz AD (fig. 97) del angulo BAC
de un tridngulo ARC divide el lado opuesto BC enpar-
tes proporcionales a los lados que forman dicho angulo.

Por el punto C tréacese la recta CF paralela & la
bisectriz AD, iirolongandola liasta que corle en F la
DA también prolongada , y se tendra (04)

m BA
BC” AF

Aliora el angulo en 1 es igual al en 4 por correspondientes,

Fig. 97.
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el 2 es igual av5 por atierans; pero 1y 2 son iguales por hip6te-
sis; luego 5y 4 también lo seran; luego (I5, reci-
Fig. 97. proco 1.°)
AF=AC.

, Sustituyendo este valor de AF en la proporcion
anterior, resulta al fin
BD_ M
DG*“ AC
CoROL  Los lados de m tridngido no son proporcionales & ms
angulos opuestos.
Porque siendo a, 6, dos lados y A, B sus angulos respecti-
vamente opuestos, se tienen las cuatro cantidades homogéneas
dos 0 dos

B...6:
duplicando ¢ dividiendo por 2 una de las homogéneas A , su rela-
tiva a no queda digilicada ni dividida por 2, segun el teorema;
luego dichas cantidades no son proporcionales (Alg. 191, obs)

ARTICULO ILI.

De los triAngulos semejantes.

90. Se llaman en general potigoi®os semejantes 10 que lienen
sus angulos respectivamenle iguales y sus lados homdlogos pro-
porcionales.

JJAmanse veértices homslogos 10s Vértices de los angulos iguales,

y lados nomstogos 10s que unen vértices homoélogos.

En los tridngulos semejafftes los lados homdlogos estan opues-
tos & angulos iguales (71 , corol. i.®); y como
esta circunstancia es mas fécil de apreciar, de ella
toman su denominacion. Asi que si en los triangu-
los ABC y A'B'C' (fig. 98) se tiene: A=z=A",
B=B' y C=C"; BCyB'C' son homologos , AC

N o—r yA'C', AB y A'B' loson también.

97. Teorema 1  Sienunlridngtdo ABC (iig. 99) se traza
una recta DE paralela & un lado AC, el triangulo parcial BDE que
resulta es semejante al total ABC.
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Ea efecto, el &ngulo enB es comun a los dos triangulos, el
BDE=A. por correspondientes, y BED =C por la
misma razon; luego dichos tridngulos tienen sus tres
angulos respectivamente iguales.
Por otra parte, por ser DE paralela a AC se tiene

(9#, corol)
BA BG

BD “ BE
y trazando la EF paralela & BA se tiene también

B~ = AC 6 puesto que AR=DE (0,1 @ Be

Esta proporcion y la primera tienen comdn la razon BC
luego (Alg. 198)

DE

B) “ BE" DE'
luego el triangulo parcial y el total tienen sus lados homdlogos
proporcionales.

Luego los triangulos ABC y BBE tienen sus angulos respecti-
vamente iguales y sus lados homologos proporcionales, luego son
semejantes (90).

99. Teorema 2® Dos triangvhs son semejantes: sitie-
nen sus lados proporcionales: 2® si tienen dos lados proporciona-
les € igual el angulo comprendido: 5®si tienen sus tres angulos
respectivamente igmies.

i® Sean los triangulos ABCy A'B'C' (fig. 98), enque se
supone que

AB BC _ AC
AB' " BC A'C"

Tomese sobre BA una parte BD=A'B"', y trazando la recta

DE paralelaa AC , resulta (97) *

M -H .
Bu “ BE'

esta proporcion y la de la hipdtesis tienen sus tres

primeros términos iguales, una vez que A'B'=BD; luego
BE=B'C".
Por el mismo nimero 97 se tiene también
AB _ AC
BD “ DE’
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cuya proporcion y la de fa hipotesis AB A tienen del mis-

Fig. loo. mo modo sus tres primeros términos iguales;
B 8  luego
1)E=A'C".
Luego los tridngulos DDE y A™B'C' son igua-
les (y®, i.®): pero DBE es semejante a ABC
c (97); luego ABC y A'B'C' también lo seran.
Supongase que (en los mismos tridngulos) B=B' y
AB _ BC
AB' “ BC'
Tomando BD=B'A" y trazando DE pai'alela & AC, como en
el caso precedente, se tendra (97)

Ai-

BD” BEm
esta proporcion y la de la hipGtesis tienen iguales sus tres prime-
ros términos; luego

BE=B'C".

Luego los triangulos DBE y A'B'C'son iguales (7®, 2®);
pero DBE es semejante @ ABC (97); luego ABC y A'B'C' también
lo seréan.

B® Supongamos (en los mismos triangulos) A=A "', B=B",
C=CT , y ejecutando igual construccién que en los casos anterio-
res, se tendré que los tridngulos DBE y A'B'C' tienen DB=A'B’
por construccién, y los angulos B=B', y D=A", por ser
A =A" por hipétesis y A=D por correspondientes.

Luego los tridngulos DBE y A'B'C' son iguales (7® , 5®):
pero DBE es semejante a ABC (97); luego ABC y A'B'C' tam-
bién lo seran.

CoiioL.  Dos triangulos que tienen dos angulos respectivamente
iguales, son semejanfes (71, corol. |.®).

99. Tiioiuma 3® Dos triangulosredanguiosson semejantes
si tienen la hipotenusa y un catelo proporcionales.

Supdnganse rectangulos en A y en A' los triangulos ABC Yy
A'B'C' (fig. 100), yadeniAs que

AB BC
AB* W
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Sobre BA lémese BI) =I1V'-V y tracese DE paralela & AC-
Siendo AB(' rectdngulo en A, DDE lo serden D, por ser
A =D por correspondientes.
Por otra parto (97)
-biEm
esta proporcién y la de la hipdtesis tienen los tres primeros térmi-
nos iguales; luego
BE= B'C'.
Luego los triangulos 13BH y A'D'C son iguales (ia): poro
DBE es semejante a ABC (»») ; luego ABC y A'B'C' también lo

I0OO. Teorema 4* Dos tridmjuhs son semejatifes si Itenen
sus kdosrespecdvamenle paralelos 6 perpendiculares.

En ambos casos los angulos de uno de los tridngulos seran
respectivamente iguales 6 suplementarios de los del otro (33,
corol. y S*!)- Mas dos angulos de uno de los triangulos no pue-
den ser suplementarios de otros dos del otro, porque en tal caso
estos cuatro angulos equivaldrian a cuatro rectos, lo que es im-
posible (7*"* mluego dos angulos de uno de los triangulos seran
respectivamente iguales & dos del otro, luego los triangulos son
semejantes (99, corol.).

Observacion. Las lados homologos en estos triangulos son los
respectivamente paralelos 6 perpendiculares.

articulo iil

Semejanza de los poligonos en general.

10 1. Teorema 1  Si dos poligonos ABCDEK y A'B'C'DJ/F'
fflc 101) ie componen del mismo nimero de (naiujulos kiit g
n m. m

jantes y seméfanl'eniente dispuestos,
. SON semejantes.
/ La semejanza de los triangulos
ABC y A B'C' nos da los angulos
B=B',
y BCA=BX'A": lade los triangulos ACI) y A'C'D' da también



— 72 —
los &hgulos ACD=A'G'D"', y sumando estas dos igualdades, re-

Fig. lio. sulta BCD ~ B'C'D’, 6 bien
o_i> o) C=C;
"TX  como lo mismo se demostrada de los
[ ‘ demas angulos, se infiere que los dos
poligonos tienen sus &ngulos respecti-
n n ~  vamente iguales.

De la semejanza de los triangulos ABC y A'B'C' resulta
igualmente
AB BC _ AC
AB"™* ~ ACN
y de la semejanza de los triangulos ACD y A'C'D' resulta del mis-
mo modo

AC CD AU

AC“ CD" AD m
estas proporciones tienen comdn la razén ; luego (Alge-
bra, 183) — = =-2(L. m

Como lo mismo se extenderia la demostracion a probar la pro-
porcionalidad de los demés lados, se deduce que dichos poligonos
tienen sus lados homdlogos proporcionales.

Luego los poligonos propuestos tienen sus angulos iguales y
sus lados homblogos proporcionales, luego son semejantes (96).

Reciprocamente. $; dos poligonos ABCDEF y A'B'C'DME'F'
son semejantes, se pueden descomponer en el mismo numero de
tridngulossemejantes y semejantemente dispuestos.

Por hipotesis se tiene: A=A', B=B', C==C% etc.,, y

AB BG (6D)
AB'” W ~ CD —

Trazando desde los vértices Ay A' diagonales & los demas,
resulta que los triangulos ABC y A'B'C' tienen B=B ", por hipé-
tesis, y por igual razén

AB _ BC
TW" W
luego son semejantes (98, 2®).
La semejanza de estos triangulos nos da los &ngulos
BCA=B'C'A";
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y restando esta igualdad de la de la hip6tesis C =G ', resultan los
angulos
ACD=A'C'D".
De la semejanza de los mismos triangulos BAC y B'A'C' re-

sultan Igualmente : mas por hipétesis

de donde (Alg.1SS)

Luego los tridngulos ACD y A'C'D' son tambiep semejan-
tes (»8, 2.").

Lo mismo se demostrarla la semejanza de los demas tridngulos;
luego el teorema reciproco es verdadero.

[Oii. Teorema 2.« Dos poligonos regulares de igual na-

mero de lados son semejantes.

Estos poligonos tienen sus angulos iguales (8 «, obs. 2.%).

Por otra parte, siendo lop lados de cada uno iguales entre si,
si llamamos /el lado de un poligono y/* el del otro, evidentemente
se podra formal* esta proporcion

i., A—etc

ARTICULO V.

Consecuencias déla semejanza de los poligonoB.

Teorema 1 Sitres 6 masreefas OA, OB, OC, etc,,
fiig. 102) gue concurren en un punto O , corlan a <hs parcdelas
ALy AK lasdwiden en parles proporcionales.

Los triangulos AOB y A'OB' son semejantes (Oi"); luego
Fig.102. ~oyij
® a'b"* “OF"
También son semejantes los triangulos BOC
yBW (97): de donde

~NI]
qv 0B _ BC OC
VAR OB "W “'W'
ABC DF Esta proporcién y la anterior tienen comdn

B
| ,
N A-B-W -
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La semejania de los triangulos COI) y C'OD', DOE y D'OE nos
daria la proporcionalidad de las partes restantes con las anteriores,
luego el teorema es verdadero.

CoKOL  Si los paries de wia de las paralelas son iguales entre
si, las de la otra lo seran también.

' Poiaiue siendo iguales los antecedentes o consecuentes de estas
proporciones, los consecuentes 6 antecedentes lo son también.

104. Sedice que dos recias estan divididas enpartes rilciproga-
MENTE PROPORCIONALES, cuondo lis poHes dc la una,6 toda la recta
y una parle suya , forman los extremos de una proporcion , y las
partes de la otra, 6toda la rectay ma parte suya, forman los

Ao 5 *'NteEMA 2. dos cuerdas AB y CD (lg. 105) se
cortan, quedan divididas en partes reciprocamente proporcio-

Uniendo A con C, y B conD, los tridngulos
AOC y BOD tienenlosdngulos A= Dy C= B
(54, corol. 1.®); luego son semejantes (OS,
corolario), luego
N N m
AV 2 o OB
flOG Teorema 5® Si desde un punto O (ig. 104) fuera
de un circulo se trazan dos secantes OAy OB que terminen
Kg. 104 en la part® dBncddnde & curva, los
segmentos externos OC y OD son recipro-
d camente proporcionales con las secantes en-
teras.
Uniendo A con D,y Gcon B, los trian- .
gulos AOD y BOC tienen el angulo en O
comin y A=B (54. eorol. 1.“); luego son semejantes (9S,
corolai'io), luegt»

oD
OB “ OC'
IO I. Teorema 4® Si desde un punto O fuera de un circulo

(fig. 105) ie trasa una tangente OA , que termine en el punto A
de contacto, y una secante OB , que termine en la parte concava
dela curva, la tangente es media proporcional entre toda la se-
cante y el segmento externo OC.
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Uniendo Bcon A, y A con C, los triangulos OAB y OAC
tienen el angulo en O comun, y OAC =5B:
porque el primero tiene por medida la mi-
tad delarco AC (55), y el segundo tiene
también por medida la mitad del mismo
arco (54); luego los triangulos son seme-
jantes (9 S, corol.); luego

Fig. 105.

OA”OC*

108. Teoremas® Dos iriangulos semeja7ifesk W y k'WC'
(fig. 106) tienen las bases komologas AC y A'C' proporcionales con
las alturasBD y B'D".

Por hipdtesis se tiene

Pig. 10«
AC AB
AC'* AB''
los triangulos ABD y A'B'D" tienen los angulos
i D'c a.=A"' por hipétesis, y ADIt=A"'G'B" por
rectos - luego son semejantes (0 8, corolario),
luego
AB BD
AB' BD'’
de cuyas proporciones se deduce (Alg. 183)
_ BD
A'C' " B'b™
I00. Sellama proyeccisn de una linea malquiera AB (figu-
Fig. 107. ra i07) sobre una recta XZ laparte A'B' de

esta comprendida entre las perpendiculares
~k!y BB', bajadas desde los extremos Ay B
de la primera.

B Observacion. La proyeccion de la hipote-
nusa sobre un cateto es este mismo cateto. Asi en el tridngulo
rectangulo ABD (fig. 108) la proyeccion de la hipotenusa AB so-
bre el cateto AD es este cateto.

mlO. Teorema 6.“ Sidesde el vértice B (fig. 108) del &hgulo
recto (i£ un Iriangub rectangulo ABC se baja una perpendicular
BD sobre la hipotenusa AC : 1®un cateto AB es medio propor-"
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cional entre la hipotenusa AC y su proyeccion AD sobre la hipote-
nusa: 2.“ la perpendicular BD  también media proporcwnat
entre los segmentos AD y DC de la hipotenusa, 6 sea entre las
proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.
1.* Los triangulos ABC y ABD tienen el angulo A ooraun,
y ABC—ADB por rectos; luego son seme-

Fig. 108. jantes (OS , corol.],luego

AB " Ad'
Del mismo modo se demuestra la seme-
ianza de los triangulos ABC y DBG, y de ella se deduce

AC BC |
BC DC
2 “ Siendo ABC semejante’con ABD, y ABC semejante tam-

bien con DBG . segun aeaba.de verse, los tridngulos ABD y DBG
son semejantes entre si; luego

BD “ DC'
Corolario 1." De las proporciones del primer caso
AC AC _ BC~

70" AD ~ BC DC
sededucen (Alg. 177) lasigualdades
(AB)*=(AC)X(AD) 'y  (BC) —(AC)X(DC) ().
Luego el cuadrado de un cateto es igual al producto (k la
hipotenusa por su proyeccién sobre aquella {").
CoROL. 2® Formando una proporcion con las dos igualdades
del corolario anterior, se tiene
AB* ACXAD Al
Bc: ACxDC  DC
Luego los cuadrados <le los catetos son proporcionales a sus
proyecciones sobreda hipotenusa.

Siempre que en lo sucesivo haya que indicar una operacién con el con-
oaTSasn”erepriseufa unalinea, se hari como si todas ellas fu sen
rsoirsi®no. ¢ i porVuls escribiremos AB'y por (AOl X (*W se escr.b.r.

“ rU*"sc entiende por cuadrado de una linea el
Jrtco

tos

® .s»noior nu-
rerenao & una unidad longitudinal cualquiera; y por producto de

lineas el producto de sus valores numéricos , referidos & una misma
unidad, ouniwtf arbitraria.
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Observacisn. COMoO ei &ngulo inscripto cuyos lados pasan por
los extremos de un didmetro es recto (54,
corol. 2®), resulta (pie todo punto U (flg. 109)

« de la circunferencia se puedo considerar como
el vértice del angulo recto de un triangulo
4— 5 ¢ rectangulo ABC, cuyos catetos AB y BC sod

las cuerdas que de dicho punto van a los extremos del diametro,

y cuya hipotenusa AC es el diametro mismo ; luego las propor-

ciones anteriores, sustituyendo de la circunferencia por

vértice, cuerda por cateto, y diametro por hipotenusa, se convier-
ten en los teoremas siguientes :

Si desde un punto de la circunferencia se baja una perpendicu-
lar al diametro, y por dicho puntoy los extremos del didmetro
se trazan cuerdas:

1® Cada cuerda es media proporcional entre el diametro y
su proyeccion sobre este : 2® la perpendicular es media propor-
cional entre los segmentos del diametro , 6sea entre las proyeccio-
nes de las cuerdas sobre el diametro ;: 5® elcuadradode una cuer-
da es igual al producto del diametro por su proyeccién sobre esle:
4® los cuadrados délas cuerdas son proporcionales asus proyec-
ciones sobre el diametro.

111. Teorema 7® 1® En el Iriangtdo rectangulo, el cua-
drado de la hipotenusa es igual a ja suma de los cuadrados de los
calelos (*): 2® en el oblusdngulo, el cuadrado del lado opuesh
al angulo obtuso esigual & la suma de tos cuadrados de los oiros
dos, mas el duplo del producto de uno de estos por la proyeccion
del otro sobre él: 5®en un triangulo cualquiera , el cuadrado de|
lado opuesto & un angula agudo es igual 4la suma de los cuadra-
dos de los oiros dos, ménos el duplo del producto de uno de estos
por la proyeccién del otro sobre él.

1® Segun el oorolorio 1®del teorema anterior se tiene (lI-
gura HO)

Fig. 100.

AB*= ACX AD, BC*= ACXDC,

p) Esta priraera parlo del teorema, que essin duda una de las rerdade»
mas interesantes do la Geometria, se lla/na teorema Ue Pitdgoras, del nom-
bre del célebre tUdsoroque le descubrid.
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y sumando estas igualdades resulla
AB*+BO==ACx AD+ ACx DC= ACx {AD+DC)=ACx AC=AC*,

Obien AC*=AB'"~-BCH
CoRoi.. De la igualdad que precede se deducen las siguientes
— BC%

AC=V'AB'+ BCS AB=\/AC“—BC'.

Luego el cuadrado de un cateto es igual
al cuadrado de la hipotenusa ménos el cua-
drado del otro cateto : la hipotenusa es igual & la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de los catetos: un cafeto cualquiera
es igual a la raiz cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de
la hipotenusa y el cuadrado del otro cateto.

Fig. 111 2." Sea el triangulo ABC (fig. 111) y AB
lado opuesto al angulo obtuso: bajando la perpen-
dicular BD sobre AC prolongada, se tendrd en
el tridngulo ABD, segin la primera parte del
teorema,

AB*= AD*-hBD": pero
AD'= (AC+ CD)y*:~AAC"N+2AG X CD+ CD*
(Alg. 40, 1."), y BD"=BC®— @® (corol. ant.); luego
sustituyendo estos valores en la igualdad primera, resultard

AB= AB®+ 2ACXCD+ RC=-CD®= AZ®+ 2ACx CD+
0 bien AB®=AC® + BG®4-2AGx CD.

3.“ Seaeltridngulo ABC (fig. 110), y AB el lado opuesto &
un angulo agudo ; bajando la perpendicular BD , en el triangulo
rectangulo ABD , se tiene

AB®==AD®H~BD2:
pero AD®NAC~DC)®:-=AC®— 2ACXDC+DC® (Alg. 41,1.®),
y en el triangulo DBG, BD®= BX®— DO® (corol. ant.); luego
sustituyendo los valores de AD® y BD®, que acabamos de determi-
nar , en la igualdad primera, resultara

ARR= AC"~2ACx DC+ D3®+ BO®-ClI)®= AC®-2ACx DC-i-BC®.

0 bien ABR= AC®-hBC®-2ACxDC.

Biidi-ROCAVBWIE  1.“ Si eVcuadfado de un lado de un triangu-
lo es igual & la suma de los cuadrados de tos otros dos, el angido

AL
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npnpsto al primero serd redo: 2® si es mayor, el &ngulo opuesto
sera obtuso: 3.* si es menor, agudo (13).

113. Teorema 8® LOS permetros de los poligonos seme-
jantes son proporcionales & sus lados homélogos.
Llamando a , b,c, etc. los lados de uno de los poligonos, y
o', /¥, c', ele. los del otro, setendra (90)
a b e .
. = —Ctelc.

de donde (Alg. 190)
W-i» etc.

a'+0'-+-r'-Hfitc.

0 expresando por p y  dichos perimetros

PROBLEMAS.

Problemas graficos.

113. 1’ Dividir una recta a en partes propor-
cionales aotras rectas dadas b, ¢, d.
Sobre una recta indefinida MN (fig. H2) Iémense las partes
) B0=6. DE=c, EC—(i: formese sobre
Fig. 112 BC el triangulo equilatero BAC (90, ob-
servacion 2*): sobre \B y. AC tdmese
AB'=a y XC'=a: tracense las rectas
B'C', AD, AE,yB'l)", ,D'E', E'C' seran
las partes de a proporcionaleskb,c ,d.

En efecto, siendo AB—AC yAB'=AC’,
la linea B'C' divide los lados del tridngulo ABC en parles propor-
ciénalas, luego es paraleladBG (» 1, roe.); luego los triangulos
B-\VCy B'AC' son semejanles (0y) : pero BAC es equilatero, luego
B'C'= B'A=a.

La recta B'C' esta dividida en partes B'D', D'E', E'C', pro-
porcionales & BI), DE, EC (103) y por consiguiente &4 6, c, d;
luego también estdn determinadas las partes de su igual a pro-
porcionales k h, ¢, d.

Observacien.  Si los puntos B' y C' cayesen en la parte inferior
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de By C, la demostracién seria la misma, tanto en este problema
como en el siguiente.

1141 2®Dividir una recta aenunnimero cual-
guiera de partesiguales, por ejemplo, en cinco.

Este problema se resuelve como el anterior, segin aparece
en la fig. 115, sin més diferencia que la
de tomar la parte BD arbitraria, y las
DE, EF, FG y GG iguales con BD. La
demostracion también es la misma que la
precedente, fundandose la igualdad de las
partes en que queda dividida la recta B'C',
y por consiguiente la dada a, en el corola-

ftc  rio del num. 103.

115, 3® Hallaruna cuarta proporcional & tres
rectas, a, b, c

Formese un angulo cualquiera MAN (fi-
gura 114): sobre el lado AN témese A li=a
&b yAC:=¢, y sobre AM témese también AD=zc,
Unase el punto B con el D, 6 sean los extre-
mos de los antecedentes a y ¢ de ia propor-

n E CN cion: por,C, extremo del consecuente  tra-
cese la recta CX paralela 4BD , y la AX sera la cuarta propor-
cional pedida.

Porque (97)
AB _AD . a_ ¢
IE-Tag o bien 5 Ay
11©. 4® Hallar una tercera proporcional & dos
Fig. H5. rectas dadas ay b

Se resuelve como el anterior, tomando AC
“ ly y AD (Qg. H 5) iguales & 6, como aparece en

X
A r B iis". b® Hallar una media pro-

porcional entre dos rectas dadasay b
Sobre ia recta AB (iig. H6) igual & la mayor a de las da-
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das, tracese una semicircunforcnoia; tomese A C=1i; levantese
la perpendicular CD . y la cuerda AJ) serd la
media proporcional pedida (*).
Porque (1i0, obs.)
a AD
CR ad’ ac ® ADx"*"

118. Se dice que una recta esta dividida en media y extrema
RAZON cuando esta dividida en dos partes (ates que la mayor es me-
diaproporcional entre la menor y la linea entera.

11». 6. Dividir una recta a en media y ex-
trema razén.

Tomese una recta AB=a (fig. 117) ; enel extremo B ievan-

Fig. ii7. tese una perpendicular B 0 = ?a: desde O

con el radio OB trécese una circunferencia:
por A y O se traza la secante AC, v la par-
te AD exterior de la secante, aplicada
_ sobre AB , divide 4 estaen E, en mediay
A I D extrema razon.
En efecto AB es tangente y AC secante de la circunferencia O;
luego se tendra (101)

de donde (Alg. .sa)

ycomo AB=2B0=DC y AD= AE, esta proporcion se con-
vierte en

¢\ AB AE

lao. 7. Dado un triangulo ABC (fig. 118),
construir sobre una recta dada A'C', considerada
como lado homologo de AC ,otro tridngulo seme-
jante al primero.

() Es iDiltil repetir (pie , entre los diferentes medios que pueden emplear-
se en la resolucién de este problema y precedenles, hemos elegido los que
Desparecen mas sencillos y exactos en la practica.

OROM. Q



Formense en los extremos de 'a recta K'C! los angulos k'— A

yC'=C , y A'B'C' sera el tridngulo pe-

dido (OS , corol.): 6 férmese A'=A y

tdmese A'B' igual & una cuarta propor-

cional & las rectas AC, A'C' y AB {1*5),

y el tridngulo A'B'C' serd el busca-

do (OS, 2.); 6 también héllese una

cuarta proporcional 8 AC , A'C' y AB, otra & AC, A'C' y BC;

con estas cuartas proporcionalesy con la recta dada A'C' formese
el triangulo A'B'C' (SG), el cual serael pedido (OS , 1-9).

8> Dado un poligono ABCDEP (fig. 119)
construir sobre una recta dada A'B', considerada
como lado homélogo de AB, otro poligono seme-
jante al primero.

Dividase el poligono dado en triangulos por medio de las dia-
gonales AC, AB, etc.: construyase
sobre A'B', considerada como lado
homélogo de AB, un triangulo A'B'C'

F semejante al ABC (1SO): sobre A'C,

considerada como lado homélogo de

¢ = j. a jf de AC, constfiyase otro A'C'B' seme-

jante 4 ACD: y asi sucesivamente. El poligono A'B'C'D'E'F' sera €l
pedido (101).

Problemas numéricos.

1®®. 1.“ Dados los valores numéricos de dos
lados de un triangulo rectangulo determinar el
tercer lado.

Distinguiremos dos casos: |.° que el lado desconocido sea la
hipotenusa: 2.“ que sea un cateto.
1. ® Supongamos que un cateto tiene 40 metros yol otro 52
llamando a la hipotenusa se tendra (111, corol.)
v/40*-h52"=: \/26M=5i,22... metros.
2. ® Supongamos que un cateto tiene 6 metrosy 10 la hipote-
nusa, llamando h el otro cateto, serd (111, corol.)

b~ vrMNON~6*= \/64=:8 metros.



i«3. 2* Dados los valores numéricos de los
lados de un tridngulo determinar la especie de sus
angulos.

Se eleva al cuadrado el valor numérico del mayor, y si este
cuadrado es igual & la suma de los cuadrddos de los otros dos el
triangulo seréa rectangulo, si mayor obtusangulo , y si menor acu-

tangulo (I1i , rec).
Asi, silos ladosson5,4, 5, como 5*=25 y 3*H-4*=25,
se tendra 5'=3*-|-4%;

luego el tridngulo es rectangulo (*).

Si los lados son 10, 12, 20, como 20*=400
y 10*h-12*=244, resulta

20*>10*H-12%;

luego el triangulo es obtusangulo.

Por ultimo, si los lados fuesen 8,9, 11, como
11*=121, y = 145, se tendria

[*<8*+9*;

luego el Angulo opuesto al mayor lado seria agudo, Yy siendo los
demés menores (75, 2."), el tridngulo serla acutangulo.

CAPITULO N.

Poligonos regulares inscriptos y circunscriptos,
y razon de la circunferencia al diametro.

ARTICULO 1.
Inscripcién y circunscripcion de poligonos.

I« 1. *Se dice gm una circunferencia ésia mcviifiCRmK & un
poliffono , ¢ que un poligono esta tnxcnpfo en unu circunferencia,
cuando esta pana por lodos los vértices del poligono.

{*) Sl con una cuerda d ca&eaa dividida en pi03, por ejemplo, se quisiese
formar un triangulo rectangulo, bastaria tomar por lados 3, 4,5 divisio<
nes d 0, 8. 10, y el &ngulo opuesto al lado 5 eu el primer caso y al 10en el
mcgutido serfa recto ; porque 5'=;3'4.4' y io'=s'4<6>
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Dicese que ma circunferencia esla inscripta €n un poligono 6
que un poligono esta circunscripto & Una circunferencia , cuando
son tangentes a esta todos los lados del poligono.

125. Teorema 1® 4 todo poligono regular ABCDE (figu-
ra 120): 1.* se le puede circunscribir ufia circunferencia: 2.“ ins-
cribir otra.

1. ® Tracese una circunferencia que pase por los vértices
A,ByC(6#) :desdeel centro O de esta bajese la perpendicular

OM al lado BC, y Unase el punto O conA y
con D.
Doblando el cuadrildtero MODCsobre el MOAB,
MC caeré sobre MB, por ser rectos los angulos
OMC y OMB, el punto C coincidira con B una vez
gque MC— MB (411) : larecta CD caera sobre BA,
por ser iguales los angulos en B y en C'por hip6te-
sis,y el punto D coincidird con A, por ser también CD=BA;
luego los extremos de OD y OA coinciden, luego estas rectas son
iguales; luego la circunferencia que pasa por A, B y C pasara
también por D. Lo mismo se demostrarla que pasa por los vérti-
ces restantes ; luego dicha circunferencia esté circunscripta al po-
ligono.

2.  ® Los lados del poligono inscripto son cuerdas iguales de la
circunferencia circunscripta ; luego equidistan del centro de esta
(dio, 1®; luego todas las perpendiculares trazadas desde 0 & los
lados del poligono son iguales con OM (24 , corol.) ; luego la cir-
cunferencia trazada desde O con el radio OM pasara por los extre-
mos de estas perpendiculares ; luego todos los lados del poligono
serén tangentes, y por lo tanto la nueva circunferencia estara ins-
cripta en el poligono.

126. Llamase centro de un poligono regular el centro de la
circunferencia circunscripta € inscripta, radios del poligono las
rectas que van desde el centro & los vértices de sus angulos; y
apotemas las perpendiculares trazadas desde el centro & los lados
del poligono. Los radios suelen también llamarse radios obli-
cuos , para distinguirlos de las apotemas que se denominan radios
rectos.

Corol. \ | 0 s réadios de un poligono son iguales entre si y las
apotemas lo son también.



— 85 —
CoROL 2® Los radtos de m poligono son bisectrices de sus
angulos.

En efecto, los tridngulos AOE, EOD (flg. 120) son iguales
(7«, 1); luego los &ngulos AEO, OED son también iguales;
luego EO es bisectriz del angulo en E. Lo mismo se demuestra de
los demés.

CoROL 3® Los angulos en el centro, AOE> EOD, etc., son
iguales.

Por la igualdad de los mismos triangulos AOE, EOD, etc.

CBERVAJOIES

1* Para determinar el centro O de un poligono, se trazan las
bisectrices AO y EO de dos de sus angulos cualesquiera consecuiti-
vos Ay E, 6 las perpendiculares en los puntos medios de dos la-
dos consecutivos.

2.* Los angulos en el centro O de un poligono regular valen
juntos 4R (*» , corol. 4®): y son iguales entre si (corolario an-
terior); luego el valor del angulo en el centro de un poligono re-
gular estara representado por la férmula

1R
n
De donde
4R

4
Angulo en el centro de triangulo equilat’=-~=-"R=120*
Id. de cuadrado. . . . = = R= 9

Id. de pentdgono regular

Id. de exagono id. . . « x5 g = 60
Id. de eptagono id. . . = =R =151%42.
Id. de decagono id.........coevriiimnreereens 2= 0= R = 36

i«<«7. Teorema 2® Todopoligono: \ A sies inscriptoy equi-
latero es regular: 2" sies circunscripto y equiangulo es también
regular.
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1. “ Sea el poligopEo ABCDEF (fig. 121). Los angulos ABC,
BCD, etc., del poligono son inscriptos y comprenden entre sus la-

dos arcos iguales (que en este caso cada uno es —de la circun-

ferencia), luego son iguales (541, corol. 1.®); luego el poligono es
regular.

2. ® Sea el poligono A'BAC'D'ET. Trazando por el centro O'
de la circunferencia inscriptay
por los vértices del poligono las
lineas O'A', O'B'y O'C', divi-
diran los éangulos A'BC' del
poligono en dos paites iguales
(65, corol); luego los angulos
O'A'B', O'B'A’, O'B'C', O'CB'
son iguales; luego los triangulos
AMB'O' y B'C'O', que tienen el lado B'O' comin y dos angulos
respectivamente iguales é igualmente dispuestos, son iguales (72,
corol.); luego A'B'=B'C".

Del mismo modo se demostrarla que B'C'=C'D', C'D'=
D'E'", etc.; luego el poligono dado es también equilatero, luego es
regular.

Fig. 121.

Teorema 5® Los perimetros de los poligonos regulares

ABCD..., A'B'C'D"... (fig. 121), de igual nimero de lados, son

proporcionales a sus radios OA, O'A' y a sus apotemas OM, O'M'.

Los poligonos propuestos son semejantes (10S); luego se
tendra

p' AB"”

Los angulos A, B, C,..., y A", B, C',..., delos poligonos
regulares de igual numero de lados, son todos iguales entre si
(S®, obs. 2.9); luego sus mitades también lo seran; luego los
tridngulos AOB y A'O'B' tienen los angulos ABO—A'B'O" y
BAO=B'A'0" por ser AO y BO, A'Oy B'O' bisectrices de los
angulos de los poligonos (I&5, coro!. 2®) ; luego son semejan-
tes (OS, corol), luego se tendra (108)

AB Ai MO
AB'
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Esta proporoioQ la anterior tienen una ralon comun,

luego (Alg. 330) A0 MU

A'0"M'0"
6 llamando r, r' los rédios, y fl, a' las apotemas,
P— —L
p~'P~a"
problemas.

«99 1. Inscribir en una circunferencia un
poligono regular de cualquier niumero de lados,
por ejemplo, 5. /n  a«
Dividase la circunierencia en cinco parles |guales (), aj5
BC etc. mw-. 122, 1.' y 2."): trécense las cuerdas correspon-
* Foig ., dientes & estos arcos, y el poli-
I i gono ABCDE sera el pedido.

Los arcos AB, RC,..., son

iguales, luego las cuerdas

también lo seran (39, 1®);

luego el poligono es equilatero

0 inscripto, luego es regular

130. 2.“ Dado un poligono regular inscripto:
1. circunscribir & la misma circunferencia otro
del mismo namero de lados: 2.“ hallar el valor
del lado de este altimo en valores del lado del pri-
mero y del radio.

1® Sea el poligono dado ABCDE ; por los puntos M, N, P,
Ate  medios de los arcos subtendidos por sus lados (fig. 122, i.)
rporTofXtices A. B, C, etc. del poligono (flg. 122, 2.) tra-
ceVise tangentes, y el poligono A'B'C'D'E', formado en una U otra

Nmpy otro caso los angulos A', B', C', etc. del

rroZarr,«-;r

o ea este cLo s"dT ] ; coestruyendo con el eeralcfrculo unin-
vacioil 2. ), d V el arco AB Que interceptan sus lados,
*NANaaulnuiartrd?lacirfnnn método parezca
I''"d"Ttoy eiacL no loee sinembargo; en la précticaes preferible el primero.
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nuevo poligono tienen por medida mitades de arcos iguales, lue-
go son iguales; luego el poli-
gono A'D'C'D'E" es equiangulo
y estd circunscripto, luego es
regular 2®), tenien-
do ademés evidentemente igual
nimero de lados que el pro-
puesto.

Obskrvacion 1.* En el caso
de ser los lados paralelos, como en la figura primera, la rec-
ta A'O divide el arco convexo MAN en dos partes iguales (65,
corolario) ; luego pasa por el punto A , medio de este arco.

Luego los vértices correspondientes, como A y A.', y el centro,
estan en linea recta.
2® Los triangulos A'E'O y AEO (fig. 122, 1.") son seme-
jantes(9y); luego (10S)

MO
AE “ HO’
6 llamando 1 el lado del poligono dado y r el radio del circulo
AE'_ r
i "HO"
de donde Af/g;:u 3 [1.
En el tridngulo rectangulo AilO se tiene (ti |, corol)
HO= v/AO'—AIP|= Vr'—(;) = y/
4
1 W/irn—I|
: [2]
Sustituyendo este valor de HO en la ecuacién [1], resulta
e rl Arl .
A'E'=- 0 AE'=

OssERVACroN 2.*  Traducida la formula [2] al lenguaje comun,
nos dice que : la apotema de un poligono regular es igual a ja
mitad de la raiz cuadrada del cuadruple del radio cuadrado meé-
nos el cuadrado del lado.

431. 5® Dado un poligono ABODE (fig. 123)
regiUar inscripto; |.” inscribir otro de duplo na-
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mero de lados: 2.”hallar el valor del lado de esto
Gltimo en valores dellado del primero y del radio.

1. ® Dividanse los arcos AB , BC, etc., subtendidos por los la-
dos del poligono dado en dos partes ig-uales («1);
tracense las cuerdas de estos nuevos arcos 'y
el poligono AMBNC......, formado por ellas,
serd el pedido.

Porgue es regular (137 , 1®), y evidepte-
mente de duplo nimero de lados que el pro-
puesto.

2. " Tréacense los radlos AO , MOy BO : MO pasa por el pun-
to medio del arco AMB ; luego sera perjiendiciilar & la cuerda AB
y la dividira en dos partes iguales (It , obs.) ; luego el tridngulo
BIIO es rectangulo en 11; luego el angulo BOii es agudo (?1,
corolario 5."), luego en el tridngulo BOM se tendrd (mmmm , 3®)

BM*=BO*-t-MO*—2MOXHO=2BO*—2MOXUO,
0 llamando r el radio ,

BM*=2r’ —2rX110: pero (130, [2]) HO= 4\/4r—T;

luego sustituyendo este valor de 110 en la ecuacién anterior, re-
sulta

BM*=2r*—2r X ™ V5rC:in=2r*—r\/iF*~'=r(2r—

de donde MB= Vr(2r—V4i® ) .

133. 4®Dada una circunferencia: 1.*inscribir
en ellaun cuadrado: 2® hallar el lado de este en
valores del radio.

1. Se trazan dos diametros AC y BD (fig. 124) perpendicu-
lares entre si, los que dividiran la circunferen-
cia en cuatro partes iguales (41 , corol): se
unen los extremos de estos arcos por medio de
cuerdas, y el poligono ABCO que estas forman,
serd el cuadrado pedido (139).

2* El tridngulo ABO, rectanguloen O , nos
da(l11, 1®

AB’'=A0*-1-BO*=2A0’,

Fig. 124.



deédonde AB=\/2A0®=A.0\/2, 6 llamando r el radio
AB=r\/27
OBSERVACIONES.

i.* Do esta Ultima ecuacién se deduce
AB
=vT.
Luego la razén del lado del cuadrado inscripto en vm cirmnn
ferencia al radio es inconmensurable.

2/ Comoel lado AB es & su vez la diagonal de un cuadrado
AEBO , cuyo lado es el radio, se infiere también que : la diagonal
de m cuadrado y su lado son inconmensurables.

5/ Si en la ecuacién anterior sesupone r = i, resulta

ab= vY.
Luego construyendo un cuadrado cuyo lado seala unidad, su

diagonal representa exactamente & V2 ; luego la Geometria pro-
porciona medios para determinar el valor exacto de cantidades ir-
racionales (*).
ri33. 5. Dada unacircunferencia, inscribir en
ella un exagono regular.
Supongamos el problema resuelto, y que AB (fig. 125) sea el
lado del exagono inscripto. Trazando los rédios
AO y BO, el &ngulo AOB=60" (tSO , obser-
vacion 2.*); luego losangulos A y B del mismo
triangulo ABO valdran 120® (7~ , oorol. 1.")-
Mas siendo AO=BO, los angulosen A y en B se-
ran iguales ; luego cada uno de ellos valdra
luego el triangulo ABO es equiangulo, luego sera
equilatero (1S , corol. 2.) ; luego
AB=AO0;
luego el lado del exagono es igual al radio de la circunferencia cir-
cunscripta.

(*) Esta exactitud es puramente ideal; porciue los medios que se emplean
pararesolver graflcamente los problemas no dan sino resultados mas 6 me-
nos aproximados ala exactitud, que jamas se consigue de esta manera.
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Luego para iuscribir en una circunferencia el exagono regu-
lar, se coloca el radio sobre la curva seis veces: se unen los extre-
mos de cada arco, y el poligono ABCD.......sera el exagono pedido.

CoaoL.  Uniendd de dos en dos, dejando uno tnUrmedw , por
medio de rectas, BD, DF, FB, los vértices del exagono regular,
se tendra el tridngtdo egutidiero BDF inscripto.

CBERVAOONS

1  Si sequiere hallar también el lado del triangulo equilate-
ro inscripto en valores del radio, trazando el didmetro AD , el
. tridngulo AFD rectanguloen F (54, ooroL 2.")nosdaria (14 »,
corol.)
DF=\/AD*—AF*=\/(2A0)'-AF'=\/ *40*—A0*=\/3A0*=A0\/3
0 llamando r el radio, DF=r\"3.

De esta ecuacion se pueden sacar consecuencias analogas a
las deducidas en las observaciones 1* y 3." del numero ante-
I’IOE;.‘ La recta BF tiene los puntos B y F equidistantes de Ay
0: luego es perpendicular & la AO en su punto medio G (®0, co-
rolario 2."); luego AG=GO: mas GO es la apotema del triangulo
equilatero inscripto ; luego ja apotema del tridngulo equilétero ins-
cripto esigual & la mitad del radio.

134. 6* Dadauna circunferencia, inscribir en
ella un decéagono regular.

Supongamos que AB {Qg. 126) sea el lado del decagono ins-
cripto. Trazando los radios AO y BO, el angulo
AOB=36® i1-50, obs. 2."); luego los agulo«?
en A y en B valdran 144* (H, corolario 1.*).
Mas como AO=BO , loséngulosen Ay en B del
mismo triangulo ABO seran iguales, luego cada
uno de ellos valdra 72,

Tracese la bisectriz del angulo OAB, y sus
mitades QAB y QAO valdran 36“. Luego el triangulo OAQ tiene
los angulos AOQ=QAO0 ; luego (S5, reo. 1@

AQ=0Q.

Fig. 126,
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Ei tridangul© AHQ es tarabien isdsceles ; porque siendo

0Ali=56\ y 72¢, sera AQB=72®
(yi , corol. 1,"); luego
AQ—AB.
Esta igualdad de lados y la anterior nos dan
AB—O0Q.
Siendo AQ bisectriz del &nguloen A , se ten-
dra (95)
A0 _0Q
AB'gB"
pero AO—OB y AB= 0Q; luegc
oOB~”
0Q “ gb ab” gb

tuego el lado del decagono regular inscripto esigual & la par-
temayor del radio dividido en mediay extrema razon (118).

Luego para inscribir en una circunferencia el decagono regu-
lar se coloca la parte mayor del radio, dividido en media y extre-
ma razén (1-19), sobre la curva diez veces, una & continuacion
de otra: se unen los extremos de cada arco, y ei poligono ABCD....
sera el decadgono pedido (*).

Corol. 1.“ Uniendo de dos en dos, dejando uno intermedio,
iosvérticesC, £, G, L, , se tendrd inscripto el pentagono
regular CEGL.......

Corol. 2.” Para inscribir el pentedecagono regular se toma
lacuerda del arco , diferencia entre el subtendido por el lado del
exagono y el del decagono, y esta diferencia se coloca quince veces,
una a continuacién de otra , sobre la circunferencia, la cual que-
daré dividida en quince partes iguales: se trazan las cuerdas cor-
respondientes & estos arcos, y el poligono que forman sera el pente-
decégono regular.

(*) _Esta construccion , si bien exacta en teoria, es bastante errénea en la
practica; porque el error que necesariamente se comete en la divisién del ra-
dio en media Yextrema razon, se multiplica por 10 al hacer aplicacion de
eUa. Es preferible en este caso y en los que de él dependen, dividir la circun-
ferencia por tanteo en las partes iguales que se desee.
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En efecto, el lado del exagono subtiende un arco ~ de cir-

cunferencia : el del decagono  de id. : la diferencia entre estos

arcos es

t = -L decircunferencia ;
6 10 60 60

luego este arco, colocado quince veces sobre la circunferencia , la
divide en quince partes iguales, cuyas cuerdas formaran el penta-
decagono regular (1*9' , i®)*

CBERVAOON GENERAL

135. Se saben inscribir geométricamente , entre otros po-
lithonos regulares, los siguientes: el triangulo (133, corol.),
Bicuadrado (13*), el pentagono (131, coro). \® vy el pen-
tedecidgono (i3 1, corol. 2*). Mas como inscripto un poligo-
no regular se circunscribe otro del mismo numero de lados
(I30” 1®), y se inscribe otro de ndmero de lados duplo
(1*31, i.“)," resulta que se pueden inscribir y circunscribir
geométricamente los poligonos regulares, cuyo numero de lados
expresan los diferentes términos de las siguientes progresiones:

5: 6:12: 24 ., ©ooX2"
4: 8 :K): 32 D 4x2"
— 5: 10:20: 40 .. © 3x2"

4 1>:50:60: 120 : ..o, o 15x2™

tae. 7* Dado el ladoa(fig. 127) de un poligono regular
cualquiera, por ejemplo, de un octdgono, construir el poli-
gono.

En una circunferencia, cuyo radio sea una linea cualquiera OTI.
inscribase un octégono ATICD......: sobre uno
desls lados AH I6mese AM= a: por M trace-
se una paraldla MB' al radio AU, hasta que
corte en B' al UB', prolongado si es necesario:
con un radio igual 4 OB' tracese una nueva
circunferencia: prolénguense los radios OA.
OC, OB. etc., si se necesita, hasta que en-
cuentren la nueva circunferencia en los pun-
tos A', B'. C'. etc.: vinanse estos puntos por
medio de cuerdas, Y el poligono A'B'C'D’

sera el pedido.
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Porque siendo OA=0B y OA'= OB', se tiene

OA' O0OB"”

luego AB es paralela & A'B' (0*, ree.); y como MB' es también para-
elaa AA, E)or construccion, la figura AA'B'M es un Raralel()granio;
luego (79, 1.)
A'B'=AM=a.
Siendo los angulos en 0 iguales entre si, los arcos A'B*, B'C', C'D"..
que miden estos &ngulos, serdn también iguales; luego A'B'C'B'......
es un octégono regular, cuyo lado es igual & la recta dada a.

ARTICULO 11.

Eazon de la circunferencia al diametro.

13'i'. Teorema 1® Todo circulo se puede considerar como
un poligono regular de infinUo nimero de lados , cuyo ‘perimetro
es la circunferencia, y cuyos rudios y apotemas son iguales.

Inscribiendo en una circunferencia un poligono regular cual-
quiera , después otro de duplo numero de lados, luego otro, y
asf sucesivamente : los radios de estos poligonos permanecen
siempre iguales & los de la circunferencia : las apotemas se van
aproximando al radio, porque los lados del poligono son cada vez
menores (39,2 .“y 410, 2") : y los perimetros de los poligonos
se van confundiendo con la circunferencia, 4 medida que el nu-
mero de lados se duplica; de manera que a las pocas inscripcio-
nes ya la vista no distingue la curva del Ultimo poligono inscripto.
Como las inscripciones se pueden aln suponer continuadas cuanto
se quiera, se infiere que el teorema es cierto.

CoROL 1 ® Jhos circunferencias cualesquiera son proporciona-
les & sus radios y asus diametros.

Porque, siendo ¢, ¢' dos circunferencias, r, r' sus radios, y
d, d' los didmetros , se tiene (138)

z

d ¢ 2r c'~r'~ da"

CoROL 2® La razon de la circunferencia al diametro es una
cantidad constante.
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En efecto, alternando la proporcion

e = 4y resulta d=3
CoROL 5.“ Llamando « (* la razon de la circunferencia al
didmetro, se tendra

0 “Of

En cualquiera de estas dos ecuaciones entran tres cantidades
indeterminadas, y por consiguiente conocidas dos de ellas se pue-
de hallar el valor de la otra. Asi

c='rcd 6 c=2iir,
e
riifo’
t3$. Teorema 2® Toda linea convexa {**) cerrada , com-
premiida dentro de otracuu!(juiera, w menor que esta.

Sea ABCDA (flg. 128) la linea convexa. Si esta no es menor
que todas las que la comprenden, habra de
ellas una menor que todas las demas, que sera
mas corta que ABCDA ¢ igual con ella. Su-
pongamos que la linea que comprende & la
ABCDA con estas circunstancias sea AEFGH:
trécese entre estas dos lineas una recta cual-
quieram , que no corte & laABCDA, y se tendra (5) e

WN<MFGN,

y agregando & los dos miembros la lineaMEAHN, resulta
AEMNHA<AEFGHA:

mas por hipotesis AEFGIIA es la linea menor de las que compren-
den & la ABCDA; luego esta hipGtesis es absurda; luego todas las
lineas que comprenden & la convexa son mayores que'ella, 6
ABCDA es la menor de todas.

Fig. 128.

(*) Este Blgnoei la p griega que se pronunci* pt.

(**) Cuando se da este nombre & una cuna, sin relaciéon & otra linea n|
punto, se significa con él que la curva no puede ser corUda por una recta
mas que en dos puntos. Asi, la circunferencia ee una curra conrei*.
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CoROL 1.° La cirmnferencia es maijor que el perimeiro de
un poligono cualquiera inscripto y menor que el de otro cualquiera
circunscripto.

CoROL. 2® Los perimetros de los poligonos regulares inscnptos
mn creciendo & medida que el nimero de sus lados se duplica, y
los de los circunscriplos van disminuyendo en igual caso.

Observacion. DB €Stos corolarios se infiere también [51, ()]
que

La circunferencia es el limite superior de los poligonos regula’-
res inscriptos, y el inferior de ks circunscriptos.

PROBLEMAS.

i39. 1" Hallar larazén numérica de la circun-
ferencia al diAmetro, 6 sea el valor de w

Siendo constante 6 igual para todas las circunferencias la can-
tidad que vamos & determinar {133, corol. « -,. si se calcula
el valor de una circunferencia en el supuesto de que el diametro
es 1, se tendrd la razon pedida; puesto que la razon de una canti-
dad con la unidad es la cantidad misme.

Inscribiendo en una circunferencia, cuyo didmetro es 1, un

exégono regular, el lado de estepoliggno valdra ®  >Y
perimetro
4X6 = 5
El lado del exégono circunscripto sera también (130, 2.9
2XjX} _ J— ] =-L=~n =
V-ix(i)'—(@)* Vi— Vi iVs Vs ®
|V5=0,577...,
y d perimetro  0,577.....x6=5,46....
Ahora la circunferencia es mayor que el perimetro del
no inscripto y menor que el del circunscripto (13S, corol. 1e

luego e valor numérico de la circunferencia sera 5y una fraccion
decimal menor gue 0,46.
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Si del mismo modo calculamos el perimetro del poligono ins-
cripto de 12 lados (i3 1, 2®), y el de igual numero de lados
circunscripto, el primero de estos valores serd mayor que 3 Yy
el 2.“menor que 3,46... (1SS, oorol. 2®), luego la circunfe-
rencia estara representada por 5y la parte decimal que tengan co-
mun los perimetros que acaban de determinarse.

Continuando de la misma manera el calculo de los perimetros
de los poligonos inscriptos y circunscriptos de 24, 48, 96, etc.
lados, los valores de estos perimetros se irdn aproxiraandu mas y
ma.s, y el valor déla circunferencia se podra hallar tan aproximado
como se quiera {*). Asi se halld

*=5,14159..
Observacion. La razén de la circunferencia al didmetro hallada

por Arquimedes es y , por Pedro Mecid (*); por otros pro-

cedimientos ménos elementales que el que hemos empleado
u= 5,1415926535....... (hasta 155 cifras decimales).

11«. 2®Siun radio tiene seis metros ;cual sera
la longitud de la circunferencia ?
Se tendra (13T , corol. 3%)
c=2T:r=2x3,14159X6= 37,09908 metros.
Reciprocamente. Si una circunferencia tiene 516
varas de longitud, ;cual serd su radio?
El radio sera (137, eorol. 3*)

F= —= 658&%:82,12 varas.

141. 5®Si un arco tiene 20* y el radio es 10
metros, ¢cual serd la longitud del arco?

La de la circunferencia es 137 , corol. 5*)
€=2x3,14159x10=62,8518 metros,

n Claro se ve que por este procedimiento no es posible llegar & un valor
exacto que represente la ratén de la circunferencia al diametro. Mas aiin, por
cualquiera otro de los inventados 6 por Inventar se hallarla un resultado ana-
logo, porque la razén de la circunferencia al diametro, y aun el cuadrado de
esta razon, es una cantidad inconmensilrabte: (V. Oeom,, nota 4.")

{**) Este numero se puede obtener escribiendo las tres primeras cifras im-
pares cada ufiados veces, y separando por medio el grupo que forman, de

este modo
11.1/855.

UBOM. n



y la del arco se halla por la siguiente proporcion
360 628318 e x = 20¥028318 5 4906 metros.
20 X 360

141® 4.“ Conocido el radio de un arco, hallar
el numero de grados que debe tener para que su
longitud sea igual a la de una circunferencia de
radio también dado.

Llamando r el radio del arco y a; el numero de grados, la lon-

gitud del arco sera de la circunferencia, cuyo radio
est', sera también : 'y como estas dos expresiones represen-
tan, por hipétesis, cantidades iguales, resulta
2'xa;
360
T

de donde (Alg. 1®) c=360X--

Asi, el nimero de grados de un arco cuyo radio son 24 va-
ras, € igual en longitud & una circunferencia cuyo radio sean 10
varas, sera

®=360-xg=150-,

t43. 5* Hallar graficamentela longitud apro-
ximada de una circunferencia (*).

Trécese la cuerda AB (iig. 129), igual al radio, y el didme—
Fig. 129 OD perpendicular & esta cuerda: se tra-

za por D la tangente ME, y el radio OA,

prolongandole hasta encontrarla en M : des-

de este punto hécia la derecha se toman

tres radios; se une el extremo E del dlti-

mo con el G del didmetro y la recta CE sera

la longitud de la semicircunferencia con ménos error que 0,0001

del radio. ) )
En efecto, en el triangulo CED, rectangulo en D, se tienef'll»»

corolario)
CE=\/CD"-)-DE*=V~C0O"+ {ME-MD)*=\/CD*+ ME*-2MEx MDTMD"

{*) También €S imposible la resolucién exacta de este problema emplean-
do solo la linea recta y la circunferencia.
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6 poniendo en vez de CD su valor 2r, y en lugar de ME el suyo 3r,
CE=\/-ir«+9r»-6rxMi+ MD = VI3i*-6rxMl)-HMI>*  H).
Para hallar el valor de MJ). de los triangulos semejantes OAU y OVD

Mo , ., AlIxOl)
se deduce AH = 1y _-[EUI*

0 sustituyendo %r por All, r por 01) y \Zirt por OH (1SO f2))

VDi irxr
N/~ Ve 3 3

Sustituyendo este valor de M) en la ecuacion Hj. resulta
CE= \/I3r—6rXsr\/3'4- IXr*x 3= \/r' (iSl-av/l) =
r03.33....—ariaii0OiCl  =rv/9T861)23171.........

6 porultimo CE=arx3,I'Mi53..;

y como (lili. corol. 3*) ¢=2rx3,HtS9/0 /i»«i CE rppresenla el va-
lor de la semicircunferencia con menos error de COQDRdel radio.

CAPITULO III.

De las areas de las figuras planas.

ARTICULO I.
Determinacidn de las areas de las figuras planas.

144. Se llaman superficies equivatentes lasque tienen igual
magnitud, aunque tengan distinta figura (3).

14&. Trovema 1." Dos paraiftigramos (figz 130) AG y
KG (*}, que tienen las bases \D y KII iguales ¢ igual altura (V1I),

son equivakntes.
Fig. 130. SiiperpUngiise el paraleligramo KG al AC,
FC G P de modo que Kl coincida con su igual Al);
y como las alturas son iguales, los lados
BC y FG formaran la linea recta B&" (34,
corolario).

(') Estos paralsMgrsmos los nomhranoR. para mayor concision, por las
letras colocadas en los extremos de una diagonal ; dal mismo modo se expre-
saréden lo sucesivo todo cuadrilatero, siempre que esto no dé lugaraequl-
vocaciones.
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Los triangulos ABF' y CDG' tienen los angulos BAF'— CDG'

Fig. 130. (33, 1.), ademés AB—CD y AF'~DG'
FCaF G (70, 1), luego soniguales (i*, 2.*).

!/ Y/ Si del trapecio ABG'D se resta el tridngulo

ABF' queda el paraleldgramo AF'G'D, que

D EH representa al EG : si del mismo trapecio se

resta el triangulo DCG' queda el paralelégramo AC ; luego los pa-
ralelégramos AC y EG son equivalentes.

*46. Teorema 2.“ Todo tridngulo ABC (fig. 131) es la mi-
tad de un paralelégramo de igual basey altura.

Si por los vértices B y C se trazan las rectas BD y. CD respec-
tivamente paralelas & AC y AB, la figura ABCD
es un paraleldgramo que tiene la misma base AC
que el triangulo, y también la misma altura
(3», corol) : pero los triangulos ABC y BCD
soniguales (79, corol. 1.); luego ABC es la
mitad del paralelogramo AD, que tiene la misma

base y altura.
Corol. Dos triangulos de igual base y altura son equiva-
lentes.

Porgue son mitades de paralelégramos equivalentes (146).

*47. Sellama area de una superficie la medida de su mag-
nitud (a).
En la determinacién de las areas tomaremos siempre por uni-
dad un cuadrado cuyo lado sea la unidad de longitud.
146 Teorema 5® Las areas de dos rectdngulos AC y EG
(fig. 132), de iguales bases AD y EH, son proporcionales & sus
alturas AB y EF.

Fig. 132 Distinguiremos dos casos : 1.° que las alturas
P G sean conmensurables : 2.“ que sean inconmen-
B - surables.

I® Supongamos que la medida comin se
- pueda colocar 3 veces sobre AB, y 4 sobre EF,
A D B a ysetendra

EF“
Por los puntos de division tracense paralelas & las bases, y
los rectdngulos AC y EG quedaran divididos, €l primero eu
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5, rectangulos parciales y el segundo en 4, todos iguales entre si

7 9, corol. 2.°); luego
3

eg“ T .
De esta proporciony de la anterior se deduce (Alg. 193)

EG EF
2® Sean ABYy EF (fig. 133) inconmensurables. Supongampi| que ™
Fig 133 divida en parles jguales tan pequefias como
= (i sequiera, y que unade estas partes sea Afl: col6-

i 9 (quese esta parte sobre EF todas las veces que se

I_< pueda. y quedara\m resto Ff, unave* que AB y
EFson inconmensurables; tracese luego la/igr pa-
ralelad EH.

D E H Siendo las rectas AB y Ef conmensurables, se

tendra (primera parte del teorema)

comparando estos quebrados con los siguientes

EG EF’
se observara que los segundos (que estan en columna) tienen el nu-
merador AB comin, y que el denominador Ef se puede aproximar &
EFtodo lo que se quiera: porque Ffes menor que Aoy esta parle

. ~ . . ab
puede ser mas pequefia que una cantidad dadacualquiera; luego

es el limite de™ (61. C)J: por igual razon esel limite den|”:

pero las cantidades variables son iguales; luego los limites también
lo serén (6 ! ,(*) corol.]; luego

EG” EF’
OBIEBVACOn  Como en todo rectangulo se puede tomar la
base por altura y la altura por baso, resulta que
Las areas de dos rectangulos de iguales alturas , son propor-
cionales & sus bases:
149. Teorema 4* Las areas de dos rcclangulos son propor-
cionales & los productos de sus bases por sus alturas.
Llamese R| 6, a, el area, base y altura de un rectangulo,
R b\ a', elarea, base y altara de otro rectangulo,
R", b, a',"dai‘ea, base y altura de un tercer rec-
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tanguio, que, como se v.e, tiene igual base que el primero é igual
altura que el segundo.
El primero y tercer rectdngulo tienen bases iguales, lue-
go (1415)

El segundo y tercefi’ rectangulo tienen iguales alturas, lue-
go (14S . obs)

ﬁl ~bll
Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y suprimien-
do el factor R" , comun & los dos términos de la primera razon
compuesta, resulta
n_ a>b

CoROL 1.* Si suponemos que R'es la unidad de medida del
rectangulo R , el primer quebrado representa el area, de este .pec-
tangulo (2): mas en tai caso6'=«"=1 (14'5"); luego en dicha
hipGtesis se tiene

R=aX6.

Luego el area de un rectangulo es igual al producto de su base
por su altura.

Be modo que si un rectangulo tuviese por base 41 metros y
por altura 22, llamando R su area, se tendria

R=41 X22=902 metros cuadrados.

CoROL 2.° EI area de un cuadrado es igual & la segunda po-
tencia de su lado.

Porque el cuadrado*es un rectangulo en que la base y altura
son iguales.

Asi, el area de un cuadrado , cuyo lado son 6 varas y 2 pies,
llamando C dicha area y reduciendo el complejo & igcomplgjo, re-
sulta »

C=20*=400 piés cuadrados.

150. Teorema 5® EI &rea deun paralelogramo e$ igual
al producto de su base por su altura.

Porque el paralelogramo es equivalente & un rectdngulo de
igual base y altura (115): el area del rectangulo es igual al
producto de su base por su altura (ilO , corol. 1."); luego la
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dei paralelégramo sera igual también al producto do la base por la
altura.

Asi parahallar el area del paraleh'igramo AC (Og. 134), se
mide su base Al), que supongamos tiene 6 me-
tros: se traza su altura BE-, que también se mide,
y supdngase que tiene 8 metros: y llamando P el

i areabuscada, se tendra
4—ED P=6x8=48 metros cuadrados.
153. Teorema 6.* El &rea di-m triangulo esigual & la mi-
tad del prodttclo de su base por su altura.

Porqgue el triangulo esla mitad de un paralelégramo de igual
base y altura (141«): el area del paralelogramo es igual al
producto de su base por su altura (150); luego la o
triangulo seraigual & la mitad del producto de la base por la
altura.

De modo que para hallar el area del triangulo ABC (figu-
ra 135), se mide su base AC: setraza la altura Bl), que se mide

Fig. 135. también , y suponiendo que la primera de es-
tas lineas tenga 10 varas y la segunda 7, lla-
mando T el &rea buscada, sera

A 10
n T = xg 0 varas cuad.

Corolario Las areas de dos tridngulos son proporcionales & los
productos de las basespor las alturas : si las basesson iguales, se-
ran proporcionales & tas alturas ; y si tas alturas son iguales, se-
ran proporcionales & las béaseos.

352. Teorema 7.“ El area de un trapecio ABCD(fig. 136)
es igual cU producto de su altura por la semisuma de las bases.

Trazando la diagonal BD, el trapecio queda
dividido en dos triangulos, cuyas bases pueden
ser las AU y BC del-trapecio, y cuyas alturas son
en tal caso BB'=DD', que es la misma del tra-

pecio.
El area de ABD es-~"ADxBB', lade BBC es-BCXDD"; llGe-

Fig. 135.

go la del trapecio sera
| aDXBU'+-tBCXDD'=BB'X"(.VD+BC).
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Asi, el area del trapecio anterior, en el supuesto de que
BB'— 10 pulgadas, AD=13 y BG.=5, seria

" Y 0x9=90 pulgadas cuad.

Observaciois. ~ Si se. prolonga la base AD del trapecio ABCD
Fig. i37. (Qg. 137j unaparte DE=BC,y se une B con
E , el tridngulo ABE es equivalente al trapecio;

M porque tiene la misma altura que este, y su
base es la suma de las dos bases del mismo.
A D D E Luego el area del trapecio es también
BB'X-rZ-A-E [1-

Los triangulos BCN y NDE , que tienen BC=1)E por hipo-
tesis, y los angulos BCN=NDE y NBC= DEN por alternos en-
tre paralelas, son iguales (iS, 3®): luego BN=NE; y tam-
bién CN=ND.

Trazando por N la recta NM paralela & AE , se tendra (07)

BE~BA aEm
pero BN:?BE; luegp BM=-BA vy MN:A%AE.

Sustituyendo este valor dey AE en la férmula [1], el &rea

del trapecio serd ' BB'XMN.

Luego el area del trapecio es también igual al producto’ de su
alturapor una recta trazada por los puntos medios de los lados uo
paralebs, 0 seapor una paralela a las bases y equ'diShnte de
estas C).

153. Teorema 8® EI &rea de un poligono
regular ABCDE (fig. 138) es igual & la mitad del
producto de la apotema por el perimetro.

Trazando los radios AO, BO, CO, etc. ddl
poligono, este queda dividido en tantos tridn-
gulos AOB, BOC, etc. iguales entre si (7a, 1®f

(*) A esta lioea MNse le suele dar el nombre de paralela media.
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como lados tiene: el area de ano de los tridngulos AOB es

-MOXAB (151); luego ladel poligopnoseraM OxAB x5 =

I mOx SAB, 0 llamando P el areadel poligono, a la apotema y

p el perimetro

Asi para hallar el area de un exagono regular, cuyo ladc
tiene 4 metros, seri /)=6x4=24 metros, y (»30, obs. 2.")

+\/4x 16— 16=5,46 ... metros ;

de donde P=+x3/*6x24=41 52 metros... cuad.

151. Llamase sector poligonal la parle ABCO de poligono
regular comprendida por dos radios y doso mas lados.
La parte ABC de perimetro correspondiente 4 un sector se
llama dase de este. S
GRCOL  £1 area de m seclot' poligonal es igual & la mitad del

producto de su apotema por la base.
155. Teorema 9® K| area del circulo es igual & la mitad

del producto del radio por la circunferencia.

Porque el circulo se puede considerar como un poligono
regular de infinito numero de lados, cuyo lucimetro es la cir-
cunferencia, y cuya apotema es el radio (13T) ; luegojla-

mando ¢ la circunferencia, r el radioy C el area del circulo, se
\
tendra C= re.

CoROL  Sustituyendo en esta férmulaen vez de ¢ su valor %-nr
(13y, corol. 2®), se tendra
C= ]2 fX2ur=iTTr* 6 C = iit*.
Luego el area dd circulo es igual al producto de la razén de

la circunferencia al didmetro por el cuadrado del radio.
Asi / el &rea de un circulo cuyo radio sean 10 varas sera

C=5.14159X 10*=3i4,159 varas cuad.
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m50. Ll&mase sector de circulo la parte ARCO (flg® 1

de este comprendida enlre dos radios OA , y un arco ABC.
Corolario. El &rea de un sector de circulo es igual a la mitad
Fig. 13v del producto de su radio por el arco.
B

Porque .se puede (ionsiderar también como
un sector poligonal correspondiente & un poli-
gono regular de iniinito nimero de lados.

157. Se llama segme?to de circulo la par-

te de este comprendida entre una cuerda y su

afeo , O entre dos cuerdas paralelas y los arcos que estas in-
terceptan.

La cuerda 6 cuerdas gne le forman se llaman base 6 bases del
segmento.

ABC y ABC son segmentos de una base AC : ACNM es un

segmento de dos bases AC y MN.

OOROL EI area de un segmento ABC de una base, y menor
que el semicirculo, es igual a la del sector AOCB ménos la del
triangulo AOG: la de un segmento ABC de una base también pero
mayor que el semicirculo, es igual & la del sector ADCO mas la
del'triangulo AOC; y la del segmento ACNM de dos bases es
igual & la diferencia de las areas de los segmentos MBN y ABC de
una base.

159. Sellaman circunferencias conceéntricas las que tienen el
mismo centro.

LI&mase corona 6 anito la superficie comprendida entre das
circunferencias concéntricas de diferente radio.

coroL. El area de una coronaes igual & la del circulo de
mayor radio, menos la del circulo de radio menor.

150. Para determinar el &rea de una figura plana cualquiera,
no comprendida en lo que precede de este
articulo, se divide exacta ¢ aproximadamente
en otras, cuyas areas se saben hallar: se su-
man estas, y la suma sera exacta 0 aproxi-
madamente el area pedida.

Asi, para hallar el area de la figura
ABCDE(fig. 140} se puede dividir en el triangulo M, el rec-
tangulo N , el trapecio P y el semicirculo Q; y las areas de
M+N-I-P-1-Q forman el area total pedida.
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Si la lisura no faese reotilinea ni compuesta de areos da,
circulo, como ABCD(ag. 141),sedm-

Fig. 141 (Hria en otras que supondriamos rectili-
neas, por ejemplo, el trapecio M, los

tridngulos P,.R> N y el rectanguloQ;

y la suma de las areas de estas seria apro-

ximadamente el area de la figura pro-

puesta.

articulo Il
mbmib
ComparacUJP de lee areas en laa figuran planas.

1«0. Teoresa leelas areas ds dos Iriangtdos
~romrciomles & los cuadrados de sus lados homélogos. * ed
' C  éreas de los tridngulos ABC y A'B'C' (Bg. 142) se-

ran (I»«) tACxUU ACx BD
IACXBD , i A'C'XB'D'. de donde A'C'x BD'
i ACxBD
Sustituyendo en la razdn compuesta en vez de
. , | .
pig. 14* la razén componente’@ ) su igual (10S)

resulta(Xlg. ii-SyCorol.)
;agxPD N AC*
JA'C'x B'D"~ A'C*
Los términos de la primera razén repre-
sentan, como se ha dicho, las areas de los triangulos dadas, y

la razén segunda es igual & y a (Alg-, tS», 4));
ABC AC» BC*
luego ABC” AB* AC* BC*

161 Teorema 2" La” areas de dos poligonos semejantes
cudesguiera ABCD.....y A'BCT ......... (fig. 143) son proporcio-
nales & los cuadrados de sus lados hormlogos.

Estos poligonos se pueden descomponer en igual numero de
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triangulos ABC y A'B'C', ACD y A'C'D’, etc. , semejantes y se-
mejantemente dispuestos (10 I, re-
ciproco) ; luego se tendra (-160);

ABC BC* ACD CD*
Xw " * ACD'* CD»...
Estas proporciones tienen las
Ultimas razones iguales (96 , y

Algebra, « 8 «, 4.%), luego

ACD BC*
A'B'C'  ACD' B'C™*"
de donde (Alg,, -186)
ABC + ACD-4etc. BC* 00

A'B'C'nA'C'D'+ etc. B'C*
Ollamando P y P' las areas de los poligonos,
by
mLas areas de bs poligonos regalares de m mismo m~
mero cb lados son proporcionales & los cuadrados de sus radios y
apotemas.

Estos poligonos son semejantes (IO® ), luego sus areas se-
ran proporcionales 4 los cuadrados de los lados: y como los
lados son proporcionales & los radios y apotemas, los cuadrados
de los lados seran proporcionales a los cuadrados de los radios y
de las apotemas (Alg., 'rt®, 4.");y por consiguiente, las areas
seran también proporcionales & los cuadrados de los radios y de
las apotemas. Asi

p

a*
-16®. Teoremas® Las areas de los circuios son proporcio-
nales & los cuadrados de bs radios y de losdidmetros.
Las férmulas de las areas de dos circulos son (155, coro-
lario)

C=7zr™ y C'=Tcr'™;

de donde Hj *
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y como los cuadrados de los radios son proporcionales & los cua-
drados de los didametros, resulta

c
163. Teorema ~ sobre la hipotenusaay los caietoshy o
de un (muguld rectangulo, considerados como lados homdlogos,
seconsiMien poéligénos semejantes k, B, C; el area del poligono
construido sobre la hipotenusa es igual & la suma de las areas de
los poligonos construidos sobre los catetos.
En efecto, se tiene (1«'e)

pero o*=6*-t-c* (H t ; luego (Alg,, 1 S6 , coroi.
A=B-+-C.

CoRoi?\  ” ‘cuadrado ¢onsfruido sobre la hipotenusa es igual
‘d'lasuma ¢ léscuadrados construidos sobre los catetos.

Porque estos tres cuadrados son poligonos semejantes (itoa).

Conol; ;2. "6Y con réaciibi d diametros respectivamente iguales
4 la hipotenusa 6 catetos de un triangulo rectangulo se irasan cir-
cunferencias , y en ellase inscriben 6 circunscriben poligonos regu-
lares de igual nimero de lados, el area del poligono formado en la
primera esigual & la suma de las areas de los otros dos.

Este corolario y el siguiente se demue”ran como el teorema.

CoHOL 5. FAareadel circulo trazado con un radio 6 didme-
tro igual & la hipotenusa es igual & la suma de las areas de los
trazados con el radio 6 diarneiro re-ipeclivamnle iguales & los
catetos.

104. Teorema Las areas de dos triangulos ABC y DBF
Qg | &\Wo B comuin, son proporcionales a
los productos KBXhC y délos lados que en cada Iridn-
gtdo jorman didio angulo.

Trazando la DC y tomando por bases de
Kig. i44. 193 tridngulos ABC y BBC los lados AB y DB,
estos tridngulos'tienen la misma altdra, lue-
go (451, corol)
A_RC M
)BC*db*



Si se toman por bases de los triangulos DBG y DBF los la-
Fig. 14 dos BC y BF, también estos triangulos tienen

la misma altura; luego
DBG ~

D. N
)4 Multiplicando ordenadamente estas pro-
porciones 'y suprimiendo al mismo tiempo el factor comin DBG,
resulta

ABC ABxBC
DBF“ DBxBP*

PROBLEMAS.

t«5. 1* Trasformar un poligono ABCD.......
(flg. 145) en otro eq.uivalente y que tenga un lado
menos.

Unase B con D : por C tracese CM paralela & BD : prolongue-
se el lado ED hasta encontrar enM alaCM, y
el poligono ABMEF sera el pedido.
En efecto, los tridngulos BCD y BMD,
que tienen la misma base BD y sus vértices C
y M equidistantes de esta base (3«, corol.)
son equivalentes (146 , corol). Luego si al
poligono ABDEF se le agrega el triangulo BCD, y después el BMD,
los poligonos resultantes ABGDEF y ABMEF son equivalentes ; y
este tiene evidentemente un lado ménos que el primero.
Corol.  Todo poiiffono se puede trasformar grdBcameitie en m
triangulo equivalente.
Poixpje si tiene por ejemplo 40 lados, se trasforma en otro
equivalente que tenga 9, luégo en otro que tenga 8, y asi suce-
sivamente.

166. 2" Cuadrar un triangulo, 6 sea trasfor-
marle en cuadrado equivalente.

Hallese una media proporcional entre la altura y la mitad de
la base, 6 entre la base y la mitad de la altura (111) : sobre
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esta media proporcional se construye un cuadrado, el cual serd

el pedido.
En efecto, de la proporcion
a ~N A _E.
X X {a
se deduce x"—"ab.

CoROL  Todo ‘poligono puede cuadrarse graficamente.
Porque se puede trasformar en triangulo equivalente 1165,
corol.), yluego en cuadrado segun el problema.

OBSERVACIONES.

1/ Los poligonos para la determinacién de cuya area hay for-
mula determiuada pueden cuadrarse sin necesidad de trasformarlos
antes en triangulos equivalentes, hallatub una mediaproporcional
entre los dos factores que forman dicha area , y construyendo un
cuadrado sobre la media proporcional.

Asi, para cuadrar el paralelégramo se halla la media propor-
cional entre la base y la altura; para cuadrar el trapecio, se de-
termina la media proporcional entre la alturay la semisuma de las
bases, etc.

2. También es facil calcular el lado del cuadrado equivalente
a una figura cualquiera, hallando su area y extrayendo la raiz
cuadrada del nimero que resulte.

Asi, el lado del cuadrado equivalente & una figura cuya &rea
son 1800 varas cuadradas, es

/= \/1800==42,42... varas.
'161. 3.° Cuadrar el circulo aproximadamente.

Hallese una media proporcional entre el radio y la semicircun-
ferencia, y este serd aproximadamente el lado del cuadratlo equi-
valente al circulo, 6 determinese el area del circulo, extraigase la
raiz cuadrada del nimero que la represente, y esta raiz sera
con aproximacion el lado del cuadrado equivalente.

Observacion. Por este Gltimo procedimiento es imposible hallar
con exactitud el lado del cuadrado equivalente al circulo; porque en-
trando por factor del area la razén de la circunferencia al diametro,

y siendo esta cantidad inconmensurable [13», ()], el resultado no
puede ser exacto . aunque si tan aproximado como se quiera. Tanipo-
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co puede resolverse el problema por el primer medio con exactitud;
puesto que no puede rectificarse exactamente la circunferencia
*
De manera que la cuadratura del circulo, el problema méas famoso
dela Geometria, es irresoluble con los auxilios que presta la Geome-
tria elemental (*).

1«8. 4.° Dado un poligono P construir otro P' semejante
al primero, y cuyas areas estén en unarazéon dada, por ejem-
plo.de 344

Bn.una recta AC (fig. U6) tdbmese AD=3 partes cualesquiera, pero
iguales entre si, y & continuacion DC=-i partes
iguales & las anteriores: sobre AC como diame
tro tracese una semicircunferencia: en el punto
D del diametro levantese la perpendicular DB,
y tracense las rectas BA y BC, indefinidas por
"la parte inferior del diametro : tomese sobre BA
una parte BA'igual & uno de los lados del poli-

" gono dado P :y trazando la recta A'C' paralela
al diametro, construyase sobre BC', considerada como lado homélogo
del lado BA' del poligono P, otro poligono P' semejante al dado (1*1);
y el poligono formado de esta manera serd el pedido.

En efecto, se tiene fIC 1)

Fig. 146.

P _BA'™»
p' BC™
Los triangulos BAC y BA'C' son semejantes (91) ; luego

BC'™ BC'’
BA» BA»
6 (Alg. 18*. 4)) B> 'bg» pero (110), obs,)
BA» 3
BC»" 4°

luego de esta proporcion y la anterior, que tienen una razén comun,

se deduce
BA» 3

BG»” T
Esta proporciéon y la primera tienen también una razon igual,
luego por altimo

Vv

(*) Si bien la resolucién exacta de este problema seria interesante bajo el
punto de vista cientifieo, no lo seria tanto, m~6r dicho , traeria muy poca uti-
lidad, con relacién d sus aplicaciones préacticas, porque la aproximacién pue-
de llevarse tan adelante como en cualquier caso sea de desear.



GEOMETRIA DEL ESPACIO.

SEOOCON PRIHERA.

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

PRELIMINARES.

Del plano.

16». Teorema 1.° Por tres punios'k, B,C (fig. 147),
que no estén en linea recia , puede pasar un plano, pero nada mas
que uno solo.

Por los puntos A , B, C tracense rectas: por una de estas AB,
hagase pasar un plano PQ (*), el cual puede
evidentemente girar sirviéndole de-eje AB has-
la llegar al punto C; luego el plano PQ pasa
por los tres puntos dados.

Otro plano PQ', gque paase por los mismos
puntos A , B. C, coincidiria con el PQ.

Porque las tres-rectas AB, BC y AO estarian en los dos pla-
nos (H, corol.); luego por un punto cualquieral), situado en €l
plano PQ' , se podria trazar una recta DE que cortase dos rectas
ABYBC de las tres que unen los puntos dados. Ahora la recta
DE, qué tiene los puntos E y F en el plano PQ, coincidird con

Fig. 147.

{*) El plano se representa comunmente por unparalelégramo que dehe su-
ponerse ilimitado, y se nombra por las letras de una de sus diaponalea
como ya se ha visto-i* ** y siguientes). Con mAs propiedad se representan»
por nn circulo; pero esto ni se acostumbra ni serla mas cémodo.

WKUM @



él en toda su extension (S , corol.); luego el punto D de esta rec-
ta se hallara también en el plano PQ j luego dicho punto es comun
& los dos planos; luego estos tienen todos sus puntos comunes,
luego coinciden.

Corol. 1® Tres puntos que no estan en linea recta determinan
la posicién de un plano.

Corol. 2.° Undéngulo 6 dos rectas que se corlan determinan
lapositron 4eun plano.

Porque el punto comln de las dos rectas y otro en cada una
de ellas forman un sistema de tres puntos que no estan en linea
recta; hallandose las dos rectas en el plano de dichos puntos
(8, corol).

CoRoi.. 5® Dos paralelas determinan la posicion del plano en
que estan situadas.

Porgue lomando un punto en una do las paralelas y dos en
la otra, se tiene un sistema de tres puntos que no estan en linea
recta.

Corol. 4.“ La interseccion de dos planos es una linea recta.

Porgue si en esta interseccion se pudiesen tomar tres puntos
noen linea recta, los dos planos formarian uno solo; contra la hi-
potesis.

Uectas perpendiculares y oblicuas a un plano.

lyo. Sellama pift desuna linea gque encuentra 6 atraviesa un

plano , elpunto comin & la rectay al plano.

Se dice que una recta es PERPErimculLAR K un prano , 0 que éste
lo es & aquella, cuando la recia es perpendicular & lodos las que
pueden pasar por supié en elmismo plano: y oblicua cuando le
encuentra sin serle perpendicular.

171. Teorema 1.“Si una recta AO (Gg. 148) es perpen-
dicular & otras dosBO y CO, que pasan por su
pié 0 en un plano PQ , lo sera también & otra rec-
ta cualquiera DO, que pase por este punto O en
el mismo plano.

Tomese (sobre la recta AO y su prolongacion)
AO=A'O : tracese por un punto cualquiera
D de la DO una recta BC, que corle & las
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rectas indefinidas 60 y CO: Unanse tos puntos A y A™ con los B,
CyD.

Como los puntos A, By A’ estinenun plano (*69), vy ade-
mas BO es perpendicular & AA' en su purUo medio O resul-
ta(96, 1® AB=:A'B; por igual razon AC=A"'C; luego los
tridngulos ABC y A'BC tienen sus tres lados respectivamente
iguales , luego son iguales. Doblando el A'BC sobre el ABC por la
rectaBC, la linea A'D coincide con la AD, luego son iguales,
luego la recta DO tiene los puntos Dy O equidistantes de A y A’
luego es perpendicular a la AA' (90, corol. 2®); y por consi-

guimf loseraaDO (99, corol. 1.®).
Si unarecta es "perpendicular a dos que pasan por

su pié en un plano, es perpendicular al plano.

Corol. 2." EI lugar geométrico de los puntos equidistantes de
losextremos A.y Af de una recta, eselplano PQ perpendicular en
elpunto medio O de dicha recta.

RodPiocAVEISTE. ST dos rectas BO 'y CO (fig. 149) son perpen-
diculares & una tercera AO en un punto dado O, otra recta cual-
quiera DO, perpendicular & la misma AO y en el mismo punto,
estara en el plano BOC de las dos primeras.

Porque supongamos que, siendo PQ el plano de las BO y CO,
la DO se encuentre fuera de él: hagase pasar
Fig. 149.  por AO y DO otro plano , el cual cortara al PQ en
otra recta D'O distinta de DO, j se tendra: D'O
perpendicular & AO (leor. direc.), y DO perpen-
dicular también & la AO por biputesis; luego en
el punto O de la AO y en el plano AOD se
tienen dos perpendiculares'a esta recta, lo que es
absurdo (9a).

Corolario. EIl lugar geométrico de las perpendiculares traza-
das en unpmiio de una recta , es el plaiw perpendicular & la recta
end mismo punto.

179. TeomiMA 2® Por un punto dado no se puede trazar a
unplano 'més de ung perpendicular.

Pueden ocurrir do® casosi.® que L punto esté en el plano:
2.“que esté fuera de él.

1® Sea d punto dado O (iig. 150), situado en el pla-
no PQ, y supongamos que se puedan levantar las dos rec-
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Flg. i50.  tas OK y OB, perpendiculares a dicho plano. Ha-

« ciendo pasar por OA y OB otro plano, su intersec-

* cion con el PQ serd una recta CD (169, co-

/ rolario 4®); luegd'ien el puntd O de la recta CD

“t_h 7/  setendriandos perpendiculares desta r-ecta (110),
“—/q loque esabsurdo («»).

2.« Sea el punto dado O (fig. 151), situado fuera del plano

PQ, y supongamos que se puedan bajar las per-

Flg. 15t pendiculares AO y BO a este plano. Haciendo pa-
0 sar por AO y BO otro plano, su interseccion con
el PQ serd una recta AB (169, corol. 4®);
luego desde el punto O se tendrian bajadas sobre
/ la AB dos perpendiculares (1i0 ), lo que es im-

posible (~3).

113. Teoremas® Por un-punié dado no sepuede trazar &
una recta mas que un plano perpendicular.

Se distinguen también dos casos : 1®que el punto estéen la
recta: 2® que esté fuera de ella.

1. * Supongamos que por el punto O (flg. 152), situado en la
recta AB, se puedan trazar dos planos PQ y PQ'
perpendiculares & esta recta. Haciendo pasar por
AO un.tercer plano, que corte & los otros dos,
sus intersecciones con los dos primeros seran las
rectas OCy OD (169 , corol. 4."); luego la rec-
ta AO seria perpendicular & las OC y OD, que
pasan por su pié en dichos planos (110 ), luego en el punto O de
larecta AB, y en un mismo plano , se tendrian dos perpendicula-
res! & dicharecta , lo que es absurdo (®3).

2. ® Sidesdeel punto O (flg. 155), situado fuera de la reola

Fig. 153. AB, suponemos trazados los dos planos OP

u y OQ perpendiculares & esta recta, ha-

ciendo pasar por O y por dicha recta AB

ft /c o g Un tercer plano, las intersecciones de este
LLA, \' S , conlos primeros serian las rectas OC y OD
(169 , corol 4.*): y como AB es perpen-

dicular a los dos planos OP y OQ, lo seria también & las rec-
tas OC y OD que pasan por los puntosC y D en estos planos
(lio); luego desde el punto O liera de larecta .AB, y en un

Fig. 152,
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mi?mo plano , se tendrian dos perpendiculares & dicha recta, lo
que es imposible

S74. Teohema 4. Si desde un punia O, fuera de un plano
PQ (fig. l104), se trazan & este una perpendicular OA y una obli-
cua OB, la perpendicular es menor que la oblicua.

Uniendo Ii con A, el triangulo OA1l es rectangulo en A,
(170); luego OA-<OB (75, corol. 5.9,

CoROL.  La distancia entre un punto y un
plano se mide por la perpendicular trazada
desde dichopunto alplano.

Reciprocamente.  Si Una recta es la menor
gue se puede trazar entre un punto y un plano,
seré perpendicular & este plano.

Porque si no seria oblicua , y entdnces tra-
zando una perpendicular seria menor ,que ella ; lo que es contra la
hipdtesis.

175. Teorema 5® Si desde un punto O, fuera de un
plano PQ, se trazan & este una perpendicular OA y diferentes
oblicuas OB , OC, OD: 1." las oblicuas OBy OC, que se separan
igualmente de la perpendicular son iguales: 2.° de dos obli-
cuas OGy OD, la OD que més se separa de la perpendicular, es
la mayor.

1. ® Uniendo A conB ycon C, los tridngulos AOB y AOC tie-
nen el lado AO comun, AB=AC por hipotesis, y los angulos
BAO y C.VO iguales por rectos ; luego estos tridngulos son. iguales
7« , 2®), luego OB—OC. -

2. ® Uniendo A con D, como AD>ACpor’ hlpote5|s se po-
dra tomar sobre AD una-parte AE =AC , encuyo caso OC=0E,
segin la primera parte del teorema: pero OD>0E (35, 2®)
luego OD;>0C.

Reciprocamente.  Si desde un punto fuera de un plano se
trazan a este una perpendicular y diferentes oblicuas: \.° las
oblicuas iguales se separan igualmenle de lo. perpendicular:
2® fledos oblicuas, la mayor se separa mas de la perpendicu-
lar (*3).

Corol. i® EIl lugar geométrico de lospiés B, C, E, etc,
de las oblicuas iguales OB, OC, OE, ele. , bajadas desde un
puni6 G sobre un plano PQ, es una circunferencia BCK , cuyo



cefilro es el pié k de la perpendicular AO:y cuyo radio es la
distancia de este pié al de las oblicuas.

CoROL 2.° EI lugar geométrico de los puntos equidistantes de
una circunferencia BCE , es la perpendicular AO levantada en el
plano PQ de dicha circuiifer oncia y en su centro A.

17«. Teorema Q™ Si desde el pié O (fig. 155) de la per-
pendicular AO a unplano PQ, se traza una perpendicular OD
a otra recta BC situada en el mismoplano, y se une el punto D,
donde estas rectas se encuentran, con otro cualquiera A de ia
perpendicular al plano, la recta AD, que Une estos dos puntos,
esperpendicular a la linea BC sliuada en dicho plano ().

Téraede DB—DC, y Unanse los puntos B y Ccon Oy con
A. Las oblicuas OB y OC son iguales (2 5,
1.9 ; luego las oblicuas AB y AC al plano PQ
lo son también (175, 1 ; luego el tridn-
gulo ABC es isOsceles; luego la linea AD es
perpendicular & la base BC de este tridngulo
(75 , obs).

Observacion. La recta BC es perpendicular- al plano AOD

(75, corol. 1®).

177. U'amase proyeccion de un punto SObre un plano el pié
de la perpendicular bajada desde dicho punto al plano.

Phoyéccion db una recta AB (ﬂg 156) sobre un plano €s
otrarkta BC, que une las proyecciones de los extremos de la
primera.

17«. Teorema 7® EIl angulo ABC, que forma una recta
AB con .m proyeccion BC sobre un plano PQ,
es menor que el ABD que la misma recta for-
ma con otra cualquiera BD, trazada por su
pié en dicho plano.

Tomese BD= BC, y los triangulos ABC

y ABD tendran el lado AB comin , ACUCAD,

por ser AC perpendicular al plano P Q (ii?)

y AD Obtfcud & mi®mo (172) ; luego oi angulo ABC< ABD
(76 , ree)f

(*) Esie teorema se saele llamar de las tres perpendiculares.
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CoROL  EIl angulo que una recia forma con un plano, llene
por medida el que la misma recta forma con su proyeccion sobre
dicho plano.

De las recias paralelas en el espacio.

ly». Teorema 1  Dosrectas ABy CD (ftg. 157), perpen-
diculares a un mismo plano PQ, son paralelas.

AB y CD son perpendioiilares & la recta BD que une sus
pies.

Por otra parte, trazando la KF perpendicular & BD en el
plano PQ y uniendo A con D, esta recta AD es
perpendicular ala EF (170) : BD y CD lo son
también , la primera por construccion y la segun-
da por hipétesis; luego las tres rectas BD , AD
y CD estdn en un mismo plano (ly i, rec.):y
como la AB se halla también en él , corol),

las rectas AB y CD estan en un mismo plano, y son perpendicula-
res & una tercera , luego son paralelas («»).

ISO. Teorema 2.“ Por un punto A (flg. 158), dado en el
espacio, no se puede trazar a una recta CD mas que unapa-
ralela AB.

En efecto , Si se pudiese trazar otra AE , como las rectas AB
y AE estarian en el plano que pasa por los puntos

Fig. 158 A C y D(™?'), las tres rectas se hallarian en

________ B esteplano (169); luego por un punto fuera de

............... D Uuna rectay enun mismo plano se tendrian dos

paralelas &dicha recta, lo que es absurdo («9, corol. 1®).

Corolario 1® Dos rectas, «na AB (fig. perpendtctdar
y otra CD oblicua & un plano PQ , no son para-

Fig. 159 Jelas.

A CE

Porque si lo fuesen, levantando en D la DE
perpendicular al mismo plano PQ, seria también
paralela a AB (Mi9); luego por D habria dos
rectas DC y DE paralelas & AB , io que es im-
posible.

Corol. 2® Siunplano  esperpendicitlar & una de dospa-
ralelas AB, también lo sera a la oird DE.
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Porque si elplaaoPQ fuese oblicuo respecto de 1)E, esta recta
toseria respecto de é1; en cuyo oaso las rectas AB y DE uo serian
paralelas (corolario anterior), contra la hipétesis.

Obsiirvacios.  Este corolario puede enunciarse de otro modo;
Si u7ia recia es perpendtcubr & mi plano cualquiera , otra recia
paralela con ella sera perpendicular ai mismo plano.

Coaol. 5." Dos reciasAB y CD(fig. 160), paralelos & una
tercera MN, son paralelas entre si.

Porque trazando un plano PQ perpendicular &
AB, lo serd también & su paralela MN (corolario
anterior), y siéndolo & MN lo serd  su paralela
CD; luego AB y CD son perpendiculares al plano
/ » NPF/o PQ, luego son paralelas (ITO).

ISI. THoREBMVA 5.“ Si dos Umjulm”~kG, B'A'C' (fig. 161),
situados en diferentes planos, tienensus lados paralelosy diriyidos
en el mismo senlido , son iguales.

Tomese AB~A'B', AC=A'C', y tracense las rectas AA',
BB\ CC', BG y B'C'. El cuadrildtero ABA'B'
tiene AB igual y paralela a A'B’, luego es un
paralelégramo {70, rec. 2®); luego AA' es
igual y paralela con BB': por igual razdn'CC' es
igual'y paralelaa AA"; luego BB' y CC' son igua-
les y paralelas entre si; luego BCB'C' es un para-
lelégramo, luego BC— B'C"; luego los triangulos

ABC yA'B'C' soniguales («a, 1."), luego ios angulos BACy
B'A'C'lo son también.

Fig. 180.
A MC

De las recias paralelas a un plano.

Se dice que una recta s paralela & unplano, 0 que
el plano esparalelo & la recta, cuando no se encuentran por mas
que uno y otra se prolonguen.

183 Teorema i.® Siunarecta  {\\ 162) es paralela
aotra CD, situada en un plano PQ, esparalela
alplano.

La AB estaen el plano ABGD (ay); luego no
puede encontrar al plano PQ sino en algun punto
de la CD: pero esto es contra la hipiUesis; luego

tampoco puede encontrar a dicho plano, luego le es paralela.



— 121 —

fiM . Teorema 2." Sipor maréela paralela &m”pla-
no PQ, ii traza otro plano gtie corle al primero yla mterseccmn
de estos planos es paralela & la recta dada.

En efecto”™ :AB y CD estdn en un mismo plano ABCD, ademas
AB no puede encontrar & CD, porque si la encontrase, encontra-
ria también al plano PQ en que esta se halla situada, lo que es con-
tra la hipétesis; luego AB y CD son paralelas (®9).

CoRpL 1/ Siunarecta AB esparalela & un plano PQ, y por
un punto C de este se traza otra recta CD paralela a la primera®
dicha recta CD estara toda ella en el mismo plano. r

; Porque si CD no tuviese mas que el punto C en el plano PQ;
trazando por AB y CD otro plano, oortaria al PQ en una recta CE
paralela con AB (segln el teorema); luego por C habria dos para-
lelas CD y CE 4 la AB, lo que es imposible (29 , corol. 1.") »

CoROL. 2.“ Si unarecta AB (fig. 165) es paralela & dosp!a-

Fig. 163.  nos PQ ij PII, que se. cortan, ser4 paralela ala
C N Minterseccion QV de estos planos.
Porqgue trazando por un punto cualquiera C de
Q la interseccion CP una paralela & la AB, debe ha-
llarse al mismo tiempo en los dos planos (corolario
anterior); luego coincide con dicha interseccion
CP, luego AB y CP son paralelas.

CAPITULO I

Planos en sus diferentes posiciones.

ARTICULO PRIMERO.
Angulos diedros.

19». Se Uama athgolo diedro, 6 simplemente diedro, la ex-
tension comprendida entre dos planos que, se corlan. Estos planos
se (laman caras, y arista su interseccion.
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QAPR (fig. 164) 6s un angulo diedro, cuyas caras son PQ y
PR, y cuya arista es AP.

Un angulo diedro se nombra, como acaba de
verse, por cuatro letras, expresando siempre en
el medio las dos de la arista. También se puede
nombrar, cuando esta solo, por las letras de la
arista; asi se dice el diedro AP.

CoROL  Unh (Medro no varia de valor aunque varie la magnitud
de itts caras.

ISO. Se llaman diedros adyacentes/oi Que tienen la misma
arista, ma cara comin y las otras dos caras formando un
piano.

ABGD y DCBE (fig, 165) son adyacentes.

IS*?. Llamase diedr9 recto Cada uno delos dos adyacentes é
iguales que un plano forma con otro, Yy obticuo €l
que es mayor 6 menor que uno recto.

188. Teorema 1 L0Sé&ngulos diedros rectos
son iguales, aunque no sean adyacentes.

Se demuestra comosu analogo de la Geometria

B E plana(V. nam. 10).
189. Llamase angulo diedro agudo el oblicuo

menor que uno recto, Y obtuso €l oblicuo mayor que uno recto.

199. Se llaman diedros complementarios aguellos que suma-
dos forman uno recto, y suptementarios 10s que forman dos.

CoROL.  Dos angulos que tienen ei mismo complemento 6 com-
plementos iguales, 6 el mismo suplemento 6 suplementos iguales
son iguaies.

Porqiffi agregétidoles el complemento en un casoy el suple-
mento en otro , dan una misma suma.

191. Tpxrema t." Los diedros adyacentes valen juntos dos
rectos, 6 son suplementarios.

Se demuestra como su andlogo de la Geometria plana: del
mismo modo se deducen los corolarios siguientes, y .se demuestra
el reciproco correspondiente (V. nim. 19).

Reciprocamente.  Si 00S diedros que tienen una cara cominy
la misma arista son suplementarios y exteriores el uno aloirv, se-
ran también adyacentes, 6 lo que es ifjual, las otras dos caras for-
man un solo plano.

Fig. 194

Fig. 165.
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Comol. 1/ Si m diedro es recto, suadyacente h sera tam:
bién, y si un diedro es oblicuo, su adyacente lo es del mismo
modo.

CoROL 2* Undiedro cualquiera cale ménos que dos rectos.

CoROL 3." Los diedros, que se pueden formar en una rec®
g situada en un plano y & un lado de este, valen juntos dos
rectos.

CoROL 4/ Todos los diedros, que se pueden formar al re-
dedor ce una recta , valen juntos cuatro rectos.

CoROL 5/ Los angulos formados por dos planos, que se cor-
tan, valen tanrbién juntos cuatro rectos.

mIB® Lldmanse diedros opuestos por la arista 8(].5"(5 de
los que el uno esta formado por las probngactones de las caras
el otro.

193. Teorema 3.* Los diedros opuestos por la artsia io»
iguales.

Porque tienen el mismo suplemento.

194. Se "arnaéngulo rectilineo correspondiente a un die-
dro el formado por dos perpendiculares & la arista, en un mismo
punto e esta y una encada cara.

Si las rectas MO y ON (fig. 166) son perpendiculares & BC, el
angulo MON es ei rectilineo correspondiente al diedro ABCD, y en
igual hipdtesis ECU lo sera también.

CoROL ¥ angulos rectilineos MON , ECD, etc., correspor+
dientes & un misimo diedro BC, 5on iguales.

Porque tienen sus lados paralelos (?19) y dirigidos en el mismo
sentidoj luego son iguales (481).

t95. Teorema 4. 1" 6Y dos diedrosson iguales, sus
rectilinecs correspondientes lo son también: 2. si dos diedros
son desiguales, el mayor tiene mayor rectilineo corresj>orn+
diente. .

1* Sean los diedros BC y B'G' (ig. 166): superponiendo
el primero al segundo,
de manera que coincida
la arista BC con B'C,
N el punto O con O' y la

caraBD con la B'D'; la
otra cara AC coincidira

Fig. 160.
6
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1Z nw' ) o *® "Ndl%s: T linea ON coincidird
con O N, porque si no habria dos perpendiculares en el punto O'
de la arista B'C' enei plano B'D’, loque es imposible («al-
Feds' MBI F 11 8 N' o3 iguales ity
2" Sean los diedros BC y B'C' (flg. 1G7): superpdngase el
Fig. 137. primero al segundo, de ma-
nera que la arista BC coin-
cida con B'C', el punto O
0’ * conO' ylacaraBD con B'D';
b1 ia cara AC caera dentro del
diedro B'C', una vez que
"\ A este es mayor que el BC,
y estara representada por A"C": ON coincidira con O'N' y O.li
guedara representada por O'M". Las tres rectas O'N', 'o'M" y
O'M' son perpendiculares, por hipdtesis, a ia arista B'C' en el punto
O ; luego estaran en un mismo piano ( lii, reo.): luego evi-
dentemente el angulo rectilineo
M'O'N'>M"0'N" 6 M'O'N'>MON.
RECIPRocAVEATE 1" Si los aiigulos recfliineos correspondientes
a dos diedros sm iguales, los diedros también lo seran 12 * silos
rectiimeos correspondientes & dos diedros son desiguales, al ma-
yor corresponde mayor diedro (1»).
CoROL.  E | angulo rectilineo correspondiente & m diedro recto
es también recto.

Porque si ABCD (fig. 168) es recto, su adyacente DBCE
también lo serd (i» o, coro!. 1."); luego ios
rectilineos correspondientes MON y NOP son
iguales, segun el teorema directo, luego son
rectos (-15).

non Reciprocameote. El d&ngulo diedro, cuyo
+ 77y~ rectilineo correspondiente es recto, sera también
*» recto.

Porque si MON es.recto, NOP también lo serd (t9 co
roL 1.-); luego los diedros ABCB y DBCE son iguales, segun ti
teorema reciproco, luego son rectos (t »7).

i»e. Teorema5.' Dos diedros ABCD y FCIIL (fig. 169)son
proporctmales & sus recUlineos correspondientes ECD y MIIL.
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Disting”uiremosdos casos: 1.“ que los ang'ulos rectilineos sean
conmensurables: Z¢* que no’io sean.
1* Sea el éngiil6 EGPt=MHQ la unidad de. mediiia co-
min de los rectilineos
ECD y MIIL : suponga-
taos que el primero de
estos contenga 5 veces di-
cha unidad yel segundo 4;
\ y se tendra

<V MHL *°

Trazando por la aristaBG y por las divisiones CPetc. del
rectilineo ECD planos, el diedro ABCD quedara dividido en5, to-
dos ignalés'entre 8b(105 yrec. 1."): de igual manera el diedro
FGHL puede dividirse en 4 iguales entre si, 0iguales & los ante-
riores; luego

ABCD B
FGHL" 4'
De esta proporcion y de la anterior se deduce (Alg. f03)
ABCD_ ECD
FGUL MHL'
2/1 Siios angulos ECDy MHL fuesen inconmensurables, este coso
se demostraria como su anélogo (5i , 2*}.
Observacion.  Si en la proporcion
ABCD_ ECD
FGHL” MUL
suponemos que FGHL es la unidad de medida del diedro ABCD, y
gque MHL, correspondiente al diedro unidad de medida, es tam-
bién 1a unidad dé medida de los angulos rectilineos, la igualdad
anterior nos dice que:

La razon deun diedro con su unidad de medida es la misma
que la de su reciiUneo correspondiente con su unidad de medida
también.

En las mismas hipotesis, la igualdad precedente se convier-

te en
ABCD ECD

ABCD=ECD;

uego en igual sentido se puede decir que
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La medida (i8) de wi diedro es su rectiiineo correspéndete;
pudienrio en consecuencia expresarse el valor de los diedroSj
como el de los reotilineos (57)» en grados™ wwitos, sega-
dos, etc.

ARTICULO a.
De los plenos perpendiculares y oblicuos entre ti.

tW . se llama piAWaPEBPENDKIaAR el que form a con otro dos
diedros rectos, 6 unosolo (10O I, earol. 1.*¥); y plano oblicuo el
que forma con otro dos diedros ohiicms, 6 mo solo.

CoROL. 4.“ si un plano es pet'pendicular & otro t este lo
serd alprimero; y siun plano es oblicuo & otro, este lo serda a
aquel.

CoROL 2. sidosplanos se cortan perpendicularnmie, for-
man cuatro diedros rectos.

10». Teorema 4® sSiuna recia NO (fig. 170) es perpendicu-
lar 4 m plano AE, todoplano DC que paseporeUa esperpendicu-
lar alprimero.

Trazando en el plano AE la recta MO, perpendicular & la in-
terseccion BC de los dos planos AE yUD, el
angulo MON es recto (110 ) : -pero este angulo

uy es el rectilineo correspondiente al 4ie4c9
A luego este diedro .es recto (195, corol. reci-
/ proco); luego el plano DC es perpendicular al
AE (109).

Corol. 1® Por unpmlo cualquiera N O, 6 por una recta
NO, perpendicular & m plano AE, sepucdiCu.traiar infinitos piar
nos perpendiculares alprimero.

Corol. 2® Sien mpunto ~dedadnters~oion BC de dospla-
nos AE ~ DC, pejrpmdicul(Mres endre s i,.se Kn<pid(s-««ap&rpendicur
lar & unode ellos AE, esta perpendicular coincidira con el olro
piano.

Porque si no coincidiese con el plano DC, como MON, corres-
pondiente al diedro-rectoABCD, es también reoto (195, corola-
rio) , habria dos perpendiculares al plano AE en un mismo punto
0, loque es absurdo (19 ®).
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CoROL 3.* La itUers$(icion MO (fig. 171) de dos planos AB
y £D, perpeadiculares & m tenero PQ, es
perpendicular a esle tercer plano.

PenqueSi en el perito 0, coitiun & los tres
planos, sp levanta una perpendicular al PQ,
esta perpendicular se hallard en los dos planos
AByCD”corol. ant.); luego coincide con la
interseccién OM de estos, luego esta recta es
perpendicular &4 PQ.

CoRCL 4.“ Por una rectano perpendicular & m plano, no se
puede im”~ar mas que otroperpendicular al primero.

Porqgue si se pudiesen trazar dos, dicha recta seria perpendicu-
lar al plano dado .(corol. ant.), lo que es contra la hipdtesis.

10 ».  XncRiutA 2.“ Si.desde un punto O (ig. 172) interior & un
diedro ABCD, se trazan dos perpendiculares
OE y OF, «na a cadacara, el angulo EOF,
formado por las perpendiculares es suplemefi-
to del diedro.

En efecto, si por las perpendiculares
OE y OF se hace pasar un plano, serd per-
pendicular a los otros dos AC y BD (198);
luego la interseccion BC de estos dos planos serd perpendicular al
plano OEGF (IB S, corol. 3.) ; luego BC sera perpendicular &
las .rectas EO y G F, que pasan por su pié en este plano (190);
luego el angulo EGF es el rectilineo correspondiente al diedro
ABCD.

Ahora, el cuadrilatero plano OEGF tiene los angulos en E
y en F rectos, luego el angulo en O y el EOF son suplementa-
rios ; luego el angulo en O y el diedro ABCD también lo seran.

Fig. 172

ARTICULO in.

Fianos paralelos.

900. Setia™mopuros paraiztos aquellos que no seencuen-
tran por mas que se prolouguen.

9 0 t. Teorkjiai.* Dosplanos perpendiculares & una misma
recia s»n paralelos.
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encontrasen en un punto éUanUiéra desde'Néate
pimto habna dos planos perpendiculares & una misma recta lo
que es imposible (193).
«Oa. TEHBVA2* Las interseccitmes AB y CD (fig. 173) de
planos paralelos PQ y RS'co« m tener plano
TU, son lineasparalelas.
Kn efecto, AB vy titi estan en el plano
TU: y no pueden encontrarse, porque si lo
hiciesen se encontrarian también los planos
PQ y RS en que estan situadas, lo que es con-
tra la hipotesis; Fuego son paralelas (i®*!).
CdROL  Si dos angidés BAC y B"A'C' (fi-
gura 174), situados en diferentes planos, fte-
mman son también paraflis lados paralelos, los planos que deter-

jorque trazando por A' un plano paralelo al
BAL, su interseccién con el AA'B'B sera para-
lela con AB; luego tiene que coincidir con A'B'
(®9, corol. 1.-); por igual razén la interseccion

lbrM , P*“ o 'razado por A'para-
“ B'A'C'; luego estos son para-
a03. Teorema 5.-Por l«”Knto A (%. 17S) no se puede
trazar aun plano PQ més que otro RS paralelo.

En efecto, si se pudiesen trazar dos RS y RT, cortando estos
Fie. m. tres planos por otro ADEC, las intelecciones
AB y AC serian paralelas & Dfi (ao;®)- lo

que es-absurdo («» (coroi. 1.%).
CoaoL. 1  Vosplanos PQy RT, uno per-

pendlculal) y .otro Ublibuo a una recta AB no
son paralelos.

Rii npfn«n i- 1 a, n . trazando por A otro
% AN paralelo 4 PQ (s o i ) miue™o
por A habrla dos planos RT y RS paralelos & PQ ¢ que ¢ Ito K
Sible segun el tew'ema.

Cnani.. 2. recta XF? es perpendicular & un plano PQ
(amblen lo sera a su paralelo RS. / V»
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Pues si fuese oljifcua & RS , este piano también lo seria a dicha
recta AD ; en cuyo caso los planos no serian paralelos (corol. ante-
rior) , contra la hipotesis.

OOHOL 5® Dos p/anos paralelos con un tercero son paralelos
entre si.

Porgue si se encontrasen , desde su interseccién habria dos
planos paralelos 4 otro, lo que es contra el teorema.

«0O 1. Pos planos cualesquiera cortados por un tercero, for-
man ocho &ngulos diedros, que toman los nombres de internos,
exteriios, aliemos y correspondientes, como los rectilineos forma-
dos por una secante que corta & dos rectas (30).

«05. TKoeEMA 4.“ Si dos planos cortados por otro, de
manera que las intersecciones sean paralelas, jorman con él:
1. “ anguhs diedros aliemos 6 correspondientes iguales, ¢infernos
de un mismo lado suplemenfarios, dichos planos son paralelos:
2. ®si forman diedros alternos 6 correspondientes desUpiates, 6
miemos de un mismo lado no suplemenlarios, dichos planos no
son paralelos.

1" Alternos. Supongamos que los diedros PARC y ACDS
(fig. 175) sean iguales , siendo ademas AB y CD paralelas. Tra-
cese un plano perpendicular a la iuterseocion AB, el cual lo sera
Igualmente & la CD (1SO, corol. 2®); y sea para mayor sencillez
Phbll este plano, que también contiene 4 la GU.

Como AB y CD son perpendiculares al plano PEFfi , que aca-
ba de trazarse, ios angulos rectilineos PDD y BDFson los corres-
pondientes & dichos diedros: pero estos Son iguales; luego PB1)=
BDF (195), luego las rectas PE y RF son paralelas (31, 1 :
y como AB y CD loson por hip6tesis, PBA ¢ sea PQ es paralelo al
CDF6seaalRS («0«, corol).

Las demds partes del teorema se demuestran de un modo ana-
logo, como en el ndmero 31.

R eciprocamente. 1® Si dosplanos son paralelos, corlados por
oiro forman con él diedros aliemos y correspondientes iguales , y
diedros miemos de un mismo lado suplementarios : 2® si no son
paralelos, forman conel (ransversed , una vez que las in/ersccdo-
nes seanparalelas , diedros aliemos y correspondientes desiguales,
é mfernos de un mismo lado no suplementarios (m).

CesERVACtoN  El teorema directo no sera cierto si las inter-
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secciones de los planos con el transversal no son paralelas, como
facilmente se comprende observando que si dos planos que se
cortan son perpendiculares a un tercero, forman con este los
ocho angulos diedros rectos, y por consiguiente iguales; resultan-
do consiguientemente los alternos y correspondientes iguales y los
internos de un mismo lado suplementarios, sin que los planos
sean paralelos. En el reciproco 1."dichas intersecciones son siem-
pre paralelas (*03); y este por lo tanto es cierto en todo caso,
6 sea sin mas hipétesis que las hechas en el analogo de la Geome-
tria plana
SOO0. Teorema 5® Zas partes AC y liD (fig. MQ] de pa-
ralelas, comprendidas entre pUinos PQ y RS
paralelos, son iguales.

Trazando un plano que pase por dichas
paralelas, las comunes secciones AB y CD de
este plano con los paralelos son lineas parale-
las (550S); luego lafigura ABDC es un para-
lel6gramo, luego.

AC==BD.
CoROL  Los puntos de un plano equidistan
de su paralelo.
Porque las perpendiculares trazadas desde un plano & su para-
lelo son paralelas (170), luego son iguales.
i807. Teorema 6® Dos rectas GE y C'E' (fig. 177) com-
prendidas entre dos planos PQy TU paralelos, corladas por un
tercer plano RS, paralelo & los primeros, quedan divididas en
partes proporcionales.
Trécese la recta C'G paralela & CE, y por E'C'G hagase pa-
sar un plano.

Fio %77' B'F y E'G serdan paralelas (SO®);
luego se tendra (04)
] - - " CF CD
/o, / pero C'F—CT) y FG=DE por partes de
paralelas comprendidas entre planos para-
* | .
/e./_ "ty lelos ; luego

H
DE* DE*



AimCULO 1V,

Do los &ngulos poliedros.

208. Se llama \Nfuo polii-no la exiension comprendida
por (re® 6 nn@*planos que comurren en un punto, y tienen dos a
dos una recia comun.

Los pumos se llaman caras 6 angulos rectilineos, las inter-
secciones do las caras reciben el nombre de aristas, y el de vértice
el punto dp concurrencia.

UABC (flg. 178) es un angulo poliedro; AOB, 11OC y COA

sus caras: OA, OB y OC las aristas, y O el
Vértice.

Un angulo poliedro se nombra, como acaba
de verse, por la letra del vértice seguida de
una colocada en cada arista. También se pue-
de nombrar, si esta solo, por la letra del vér-
tice : asi para expresar el anterior bastara
decir el angulo poliedro O.

CoRoi,  Un angulopoliedro no varia de valor aunque varie la
longitud de sus aristas.

Se da el nombre de angulo poliedro coxvexo al que no puede
ser airavesado por una recia mas que en dos jmntos.

En todo lo que sigue supondremos convexos los angulos po-
liedros.

LlIdmase Angulo triediio 6 simplemente, triedro, €l angulo po-
liedro formado por tres caras.

20S>. Se dice que dos triedros son suplementarios cuando los
angulos reclUineos de cada uno son respeclivamenie suplemenlarios
de los diedros del otro.

210. Teorema 1® Dado un angulo triedro O, se puede for-
mar otro SHpkmeniario.

Desde un punto O, interior del triedro dado, tracenselas per-
pendiculares O'A', O'B' y O'G' a las caras AOB, BOC y COA del
mismo triedro, y el formado en O' por estas perpendiculares sera
el pedido.

En efecto el angulo rectilineo A'O'C', formado por las per-
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pendicuiares O'-V y O'C'alas caras AOB yAOC, es suplemento
del diedro OA por igual razén los rectilineos A'O'B' y
B'O'C' son suplementos de los diedros OB y
OC; luego los angulos rectilineos del triedro
O' son suplementarios de los diedros del trie-
dro 0.
Siendo O'A" perpendicular & la cara AOB
y O'C'ala AOC , el plano A'O'C' es perpen-
dicular & estas dos caras [19S ); luego la
interseccion AO de estas serd perpendicular
& dicho plano k'OV (108 , corol. 5.“): porigual razén OB es
perpendicular al plano A'O'B’, y OG al BO'C™; luego el diedro
O'A" es suplemento del angulo rectilineo AOB, O'B' del rectilineo
[I0C , y O'C' del AOC ; luego los angulos rectilineos del triedro O
son suplem*entos de los diedros del triedro O'.
Luego los triedros O y O' son suplementarios (200).
2IM. Teorema 2® En todo Unf/nlo triedro, m angulo reo~
tilmo: I." es menor que la suma dé los otros dos: 2®es mayor
que su diferencia.

1" Sea el triedro O (fig. 179), y supongamos que el angulo
rectilineo AOC es mayor que cualquiera de los
otros dos AOB y BOC.

Formese el angulo DOC=BOC, vy tracese
por D la recta AC: tomese OB=0D, y Unase
B conA yconC.
- Be esta construccion resulta que los trian-
gulos BOC y BOC son iguales (i'2, 2.“), lue-
go BC= BC: AC 6 sea An+ DC<AB-hBC (70); luego,
restando de esta desigualdad la igualdad anterior , se tiene

AD<AIl
Ahora, los triangulos AOB y AOB tienen AO comin, OB— OB
por construccion y AB <A B ; luego el &ngulo AOI)<AOB (7«,
reciproco) ; luego sumando con esta desigualdad los angulos igua-

les por construccion BOC y BOC , resulta

AOD-h nOG<AOB+BOC 6 AOC < AOB-{-BOC.
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2;" Esta parte del teorema es una conseeiieneia necesaria de
(aprimera.
Teokema 5.° La suma de los angulos rectilineos AOB,
BUC , etc. , que forman m &ngulo poliedro O (ficr. 180) es menor
que cuatro rectos.

Cértense todas las aristas del angulo poliedro O por un plano
ABCI), y desde iin punto O, interior de este
poligono, tracense las lineas O'A, O'B, etc., &
los vértices de lodos sus angulos.

La suma de los angulos de los triangulos
laterales AOB, BUC, etc. es igual & lado los
angulos de igual nimero de triangulos AU'B,
BO'G , etc. formados en el poligono (I11).

Ahora, en el triedro® BAOC se tiene

ABC<ABOH-0BC («i* ,1."), 6 ABU'+0'BC<ABO-(-0BC;
y como lo mismo se verifica en los triedros cuyos vértices estan en
los puntos C, I) y A, resulta (Jue en los tridngulos'cuyo vértice
estad en O, la suma de los angulos de las bases es mayor que la
de los angulos, también en las bases, de loatridngulos cuyo vér-
tice estaen O'; luego por compensacién, la suma de los angulos en
O sera menor que lado los angulos en O, J)ero estos valen cuatro
rectos (li>, corol. 4.*); Inego'los en O, & sean los rectilineos
del angulo poliedro , valen menos de cuatro rectos.

«la. Teokema 4.° Lasuma de los angulos'diedros de un
triedro cualquiera es mayor que dos recios y menor que seis.

En efecto, los angulos diedros de un triedro , sumados con los
rectilineos de su suplementario, valen seis rectos: pero los recti-
lineos del suplementario valen ovideiitemenle més de cero y menm

;]iUro rectos (3 12); luego losdiedrosdel primitivo valen lué-
Uus de seis rectos y mas de dos.

atdl. Teorema o® Dos angulos Irieé'os son iguales: 1.“ «
tienen sus tres caras 0 angulos rectilineos respeclivamenie igua-
les: 2®si tienen dos caras iguales é igual el diedro comprendido:
B®si tienen una cara igual coniigua & dos diedros respeclivamen:/’
iguales: 4®si tienen sus Ires angulos diedros respeclivamenie igun-
tes, con tal que en todos estos casos los elementos estén dispuestos
del mismo modo.

1’ Sean los triedros 0 y U (ligiira 181), eu que se
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supone AOIli — A'O'B', BOC= B'O'C y AO00=A'0O'C".

Tomense las aristas OA, OB, OC , O'A" Q'B' y O'C' iguales,
y tracense los tridngulos ABC y
A'B'C": bajense las perpendicu-
lares OP y O'P' sobre los pianos
de estos triangulos, y Unanse los
puntos Py P' conA y A"

En los tridngulos AOB y ANO'B'
setiecne AO=0OU—0'A'=0'B'y
al angulo AOB= A'0O'B' luego estos triangulos son iguales
(i®, 2.°); luego AB=A'B": por igual razon BC=:B'C' y
AC=A'C"; luego los .triangulos ABC y A'B'C' son iguales
(i®, I-")-

Los puntos P y P ', piés de las perpendiculares OP y O'P',
son los centros de las circunferencias circunscriptas a dichos trian-
gulos (fYy s, corol. 1®); luego losradios AP y A'P" son iguales;
luego los tridngulos rectangulos AOP y A'O'P' son también igua-
les(73), luego OP=0'P".

Superpdnganse el triedro O al O', de modo que el tridngulo
ABC coincida con su igual A'B'C": el punto P coincide con P'y
PO con P'O" (17 a); luego la arista OA coincidira con O'A*, OB
con O'B' yOC con OQ"; luego los triedros coinciden, luego son
iguales.

2."  Supongamos que en los triedros Oy O' se tengan los die-
dros AO=A"'0", vy los rectilineos AOB—A'O'B' y AOC=A'0'CH

Superpongase el triedro O al O', de modo que la cara AOC
coincida con su igual A'O'C', y que la arista OB caiga al mismo
lado de la cara comin que la O'B": la cara AOB caera sobro
A'O'B' por ser los diedros OA y O'A' iguales, vy la arista OB coin-
cidira con O'B' por la igualdad de los angulos rectilineos AOB y
A'O'B'; luego los triedros coinciden, luego son iguales.

B® Esto caso so demuestra do una manera analoga ai 2®

4® Si los triedros O y O' tienen sus diedros respectivamente
iguales, formando los triedros suplementarios respectivos, estos
tendran sus angulos rectilineos respectivamente iguales; luego
son iguales, segun el primer caso ; luego los angulos rectilineos
do los triedros Oy O' son iguales; luego estos triedros también lo
seran (primer caso).

Fig. iSl.
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Observacion. Cuando dos triedros tienen los elenieiilos que sein-
Fig. 182. dican en cad_a caso respectivamente iguales y dis-
puestos de diferente modo, todas sus partes son
iguales respectivamente; pero la coincidencia no
puede verificarse.

Los triedros que relnen estas circunstancias se
llaman simetricos.

Si las aristas de un triedro OABC (iig. 182) se pro-
longan al otro lado del vértice, resulta el triedro
OA'B'C' simétrico del primero.

En efecto, los angulos rectilineos AOB y A'OB' son
iguales por opuestos por el vértice, lo mismo que los AOC y A'OG',
BOG y B'OC' ; los diedros OA y OA'son iguales también (103), y los
OB y OB', OCy OC' lo son de igual modo. I*or otra parte, estos dos
triedros no pueden, en general, superponerse de modo que coincidan,
como & simple vistase percibe.

915. Teorema 6® Enlodo angulo triedro: 1® & caras
iguales se oponen diedros iguales : 2® a mayor cara se opone ma-
yor diedro.

1® Seael triedro O (fig. 183) en que se supone AOB= BOG,

y vamos & demostrar que el diedro OC es
igual al OA.
Por un punto B de la arista OB tracense
dos planos uno perpendicular & OA y otro
&4 OC, los cuales seran perpendiculares & la
cara AOC (19S) lo mismo que su comin
interseccion BD corol. 3®). Los
triangulos AOB y BOC son iguales (i 9,
corolario) ; luego AB~ BC , luego los trian-
gulos ABD y BBC son laminen iguales
(ys) ; luego los angulos BAD y BCD resultan iguales : mas estos
son los rectilineos correspondientes a los diedros OA y OC, luego
estos son iguales.

2® Si en la misma figura suponemos AOB>¢BOC, vamos a
demostrar que el diedro OC es mayor que el OA.

Ejecutando la construccién anterior y doblando el trianguloBOC
sobre BOA resulta que BA ]>BC (40, obs.) ; luego los triangulos
también rectangulos ABD y BBC tienen el &ngulo BCD mayor ipie
BAD (73, obs. 2."), luego el diedro OC es mayor que el OA.

Reciprocamente. En lodo angulo triedro : i® & diedros iguales

seoponen caras iguales : 2® a mayor diedro se opone mayor cara.
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PROBLEMAS.

®tO. 1" Por un punto dado trazar tma per-
pendicular & un plano.

Pueden ocurrir dos casos: 1 que el punto dado esté fuera
del plano: 2/ que esté en el mismo plano.
. Sea e punto dado O (flg. 184), situa-
do fuera del plano PQ (*).
Bajense desde O sobre el plano tres rectas
iguales OB, OC y OE; tracese una circunfe-
rencia que pase por sus piesB, Cy E (Ol):
Unase el centro A de esta circunferencia con
el punto dado O, y la recta AO sera la perpen-
dicular que se pide.
Porgue la perpendicular levantada en A pasa por O co-
Fig. 185. rolario 2.°); luego esta recta es la perpendicular
& CcE pedida.
2." Sea el punto D (fig. 185) situado en el
plano PQ.
Desde un punto cualquiera A , fuera de este
plano, bajese una perpendicular AB al mismo
(caso ant.); por D tracese una paralela DE & esta'perpendicular,
y la recta DE sera la perpendicular pedida (180, corol. 2.",
Observacion).

«it. 2 Por un punto dado A (fig. 186),
fuera de un plano P Q, trazar una paralela & este
Hg 1ss.  plano.

~7 Tracese en el plano PQ una recta cualquiera
CD, y por A una paralela AB ala CD; la recta
AB ser la pedida (t88).

(®) En la resolucién de este problema no se hace mérito de las lineas on,
ED, etc., de la figura del méargen ; lo cual dependa de que la misma figura ha
sido empleada en la demostracién de proposiciones en que era necesaria la
consideracion de las lineas ahora omitidas.

Unacosa analoga sucede, por igual rasoii, con las tres figuras siguientes 7
con otras mas de que se hara uso en lo suce-sivo.
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91». 5* Por un punto M (fig. 187), situado
fuera de un plano BAC, trazar otro
plano paralelo al dado.

Por A'tracense dos rectas k'B' y A'C' respec-
tivamente paralelas a otras dos AB yAC, situadas
en el plano dado BAC, y el plano determinado por
BA'C' serd ei pedido , corol.)

CAPITULO 1L.
De las superficies de revolucion.

919. Llamame superficies de revolucion |as engendradas
por el movimienlo de una linea, llama da generatriz , o/ rededor
de unarectafija , que recibe el nombre de eje.

Entre las infinitas superficies de revolucién , que pueden con-
cebirse , tres son las que ahora nos interesa conocer ; la conica,
lacilindricay la esférica.

ARTICULO 1.
De la superficie odnioa.

990. Sellama superricie conica la engendrada por una recta
que gira al rededor de otra con la cual concurre en un punto: 6
también la originada por una recia sujeta & pasar por un punto
fijo, llamado vertice , y & recorrer una curva plana cualquiera

que toma el nombre de directriz (*).

En este Ultimo caso llamamos eje la recta que
pasa por el vértice y por el, centro de la directriz,
si le tiene.

OABCD (fig. 188) es una superficie conica,
cuyo veérlice esO: OA, OB, OC U OD, prolon-
gada cuanto se quiera por la parte inferior, esla
generatriz en sus diferentes posiciones, 6 las ge-

neratrices cuando se consideran dos ¢ mas* la curva ABCD es
la directriz, y OP el gje.

O Si la generatriz so supone prolongada al otro lado del vértice, trazara
otra superilcie cénica, que con la primera forman la superficie coénica total,
de la que cada una de las parciales es una htjia. Actualmente no consideramos
mas que una de estas hojas.
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ta superficie cOrmnea es kecta si ei eje s perpendioufar ai
p'anode ladireclriz (fig. 188), y onucuA cuando ei eje es obimio
U dicho plano (fig. 189).

Lldmase superficie conica circular aifueUacuya directriz es
una circunferencia.

S'il. Recibe el nombre de cmQ ti cuerpo tiintiado por una
superficie conica O , ¥ un plano que erta todas las
generatrices.

\ twicE del cono es el vérlice O de la superficie conica: base el
plano que liitufa la superficie cénica: lados las perries OA,
UlI, etc. , de las generalrices , interceptadas entre el vértice y la
base, y eje es la recta OP-que une el Vvértice con el centro de la
basey si le tiene.

El cono es recto si el eje esperpendicular ala base (lig. 188),
y oci.ficuo en el caso contrario (fig. 189).

Se llama altuiu del cono ja perpendicular bajada desde el veér-
tice al plano de la base.

Cao direular es aquel cuya base es un circulo.

@RCL 1" En el cono recto la altura coincide conel gje.

CoROL 2.” Los lados del cono recto y circular son iguales
(isa, 1/}

OiisERVACioN  El cono recio y circular se puede suponer tam-
bién engendrado poi- la revolucion de un tridngulo rectangulo APO
al rededor de uno de sus catetos OP.

Teorema. Si la superficie curva de un cono circular (fi-
gura 189), se corta por un plano A'P'C'D' paralelo a la baso
AljCJ), la seccién es una circunferencia.

Kn efecto, haciendo pasar planos por los lados OA, OB,
OC, :etc. , y por el eje OP, las intersecciones AP y A'P', BP y
B'P', etc., de estos planos con los paralelos

Fig. 180. ’ ) i
ABCU y A'B'C'D' serén paralelas (iiOf) ; lue-
go los triangulos OPA y OP’A ', OPIli y OP'ii',
etc., son semejantes {OT );
luedo AP  OP IIP OP

g Ir “(p'" DP'’ oF’
P de donde AP BP, = etc.

A'P" “ BP
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pero AP=BP=eto., porradios de un mismocirculo ; luego
A'P'=B'F=etc. ;

luego la curva A'B'C'D' es una circunferencia.

75S3.  Lldmase tronco de cono O CONO truncado la parte
ABCDA'S'C'D' comprendida entre la base del cono y tinplano que
le cortaparalelamenle a dicha base ; y cono deficiente la parte del
cono total, que queda al otro lado del plano secante.

Losplanos ABCD y A'B'FD', que limitan el tronco de cono,
se llaman bases; y alturala distancia entre las bases.

FREBVFS

«a#. 1. Dado un tronco de conocirculary rec-
to AC'(flg. 190) , ballar la altura OP del cono to-
tal ,y la OP "del cono deficiente.

Complétese el cono OPAC, y la semejanza de los triangu-

Fig. 1. s OPA y OP'A’, nos dara ; de donde
(Alg. 154)
AP-A'P" OP-OP"  AP-A'P* OP-OP'
AP o/ AP oP

O llamando r , r' los radios de las bases mayor y
menor, ya laaltura PP' del tronco,

r—+ a r-r a
Py « (i
y por consiguiente
_ ar ooar
OP—r Y OF: r—r

Observacién.  De la misma manera se haliaria que el lado del
cono total y el del cono deficiente son

r— r—r

29». 2.”Desarrollar sobre un plano una superficie cénica.

nistinguircnios dos casos : 1.' que cleono & que esta superficie per-
tenece sea recto y circular; 2.”que no reGinaesta.s circunstancias.
1 Sea el cono recto y circular OPAC (fig. 191). Tomando el lado
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OC del cono por radio, tracese un arco CC” de igual longitud qiu*. la
circunferencia de la base (148): tnase 0' con C". y el sector GCC"
sera la superficie conica desarrollada. .
Fi En efecto . haciimdo' rodar cl tono on el
ig. 191 .
plano que pasa por OC, los demas lados van
coincidiendo con dicho plano, y como lodos
son de igual longitud (881, cocol. 2.), sus
extremos se confunden sucesivanionle con
los puntos del arco CC"; y por consiguiente
la circunferencia CHAD con ol mismo arco,
hasta que el punto -G Se ajasla con C" ; luego
la superficie conica desarrollada es igual al
sector OGC".

OnsEavAcioPf. La superficie curva del cono
deficiente recto y circular OP'A'G’, desarro-
llada también sobre un Jilano, os evidente-
mente el sector OC'C'™ ; y por con.siguicntq
la del tronco AC' es cl trapecio airciilar
ccremen.

Sea OABGD un cono cualquiera (Rg. 192). Dividase la directriz

GBAD en partes bastante peque-

gyg ge puedan tomar

como rectas sin error sensible :

construyanselostriangulosOCB".

OB"A", ele., respectivamente

iguales 4 los OCB, ODA, etc,

considerados como rectilineos; y

el poligono OCB"....C" sera apro-

ximadamente la superficie céni-

ca desarrollada sobre un plano.

Observaciéon.  La superficie

curva de un tronco de cono cual-

quiera se puede de.sarrollar por

un procedimiento analogo al empleado en este caso : advirtiendo solo

que la division de dicha superficie debe ser ahora en trapecios. como
se advertira en la figura.

ARTICULO ILI.
De lasuperficie cilindrica.

220- Llamale superficiec i 1 i n d r i ¢ a /or dmo-
viw'e.nlo de um recia que gira al rededor de otra, a la cual es
siempre paralela : 6 también ja originada por una recia, Qque
permaneciendo coristanfemente paralela asi misma, recorra una
curca plana cualquiera llamada directriz.



En este Ultimo caso /lamamos eje la recia que siendo pa-
ralela & la generalriz , pasa por el centro de la direclriz, si le
tiene.

ABCDA'B'C'D'(fig. 193) es una superiicie cilindrica; AA',
BB', CG' 6 BD', considerada como indefinida , es
la generatriz en sus diferentes posiciones, dlas ge-
neratrices cuando se consideran dos 6 més : la cur-
va ABCD la direclriz , y 00" el gje.

Jm superficie cilindrica es recta , Si el gje 6 la
generatriz es perpendicular al plano de la directriz
(fig. 193); y orticua cuando la generatriz 6 el eje
es oblicuo a dichoplano (fig. 194).

Uamase superficie cilindrica circutar aquella cuya directriz es
una circunferencia.

Recibe el nombre de ciundro €l cuerpo limitado por una
Superficie cilindrica y dos planos paralelos AMCD y A'B'C'D', que
cortan las generatrices.

Bases del cilindro son los planos ABCD y A'B'C'D' que Imitan
la superficie curva: 1ados laspartes AA', BB' etc., de las gene-
ratrices interceptadas por las bases : y eje la recta 0o que une los
centros de las bases , si le tienen.

El cilindro es recto Si eleje esperpendicular a las bases (figu-
ra 195), y OBUCWen el caso conlrario (fig. 191).

Se llama aitura del cilindro la distancia entre las bases.

GiLIMIRo ORJULAR cs aquclcuyas bases son dos circuios.

CoROL. 1® En el cilindro recto la altura es igual al eje.

CoROL. 2.“ Los lados del cilindro son iguales

Orservacios.  El cilindro recto y circular se puede también su-
poner engendrado por la revoluciéon de un rectangulo AOO'A’ al
rededor de uno de sus lados 00".

a®». Teorema. Si la superficie curva de un cilindro

Fig. 194 circular (fig, 194:se corta por un plano

n A"B"C"D", paralelo axinade aiifwABCD.
la seccion es una circunferencia igual U eshi
base.

Haciendo pasar planos por kis lados AA',
BB', etc., ypor el gje 00", las inter.sec(ioin?
de estos pianos con la base y la seccion son laa

Fig.193.
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recta, AO yA"0", Bnyli"0", etc. paralelas («oa): y como
el eje 00 lo es & los lados, las figuras AOO"A", BOO"D" etc son

Wgr~ros; luegp AO= A"O0", BO=B'V, 1. p**

AU — BU—etc. por i-&dios de un mismo circulo, lke™o

| | ., . A"0'"=B"0"=etey

t;laesgeoAngeDcuon A"B"C'D es una circunferencia igual a la de la
Coaon.  Zas bases del cilindro circular son iguales (*).

PROBLEMA

*m lh superficie cilludrica,

i.- Seael elic.d™ recto AC' (dg Cou.stnlyase sobre el lado
A - bC un rectangulo CC"G™C'. cuya
base causea la curva ABCD rec-
tificada, y el rectangulo cons-
truido sera la superficie cilindri-

ca desarrollada.
Se demuestra como en el nu-

mero 8*5, [."

A'rl

(fig. W j. Dividanse los perimetros de las bises™\)artjendo'*de™"
mo lado, en partes respectivameiito jguales Ci)=C'D' DA=D'A'etc '
’ y suncientemente pequefias para
. que se puedan tomar como rec-
DC ., tas sin error sensible: constri-
ITA ! yanse losparalelégramos CD"D"'C’
N' e _ N' 0"A"A™I)"™, etc. respectivamente
Iguales & los DCT/D-. DD'A'A, etc.
\ . considerados como planos y el

i - C' poligono CD"....C"C™B".. c'

r B sera aproximadamente la super-
ut>tim>u<uia sonre un plano.

Ob%rvico:,. Elrectangulo CC"C"'C', cuya altura es el lado del ci-
mdro. y cuya base debe ser igual evidentemente & la longitud NN' de
la seccién Mi\ perpendicular al lado, es equivalente al poligono oue
(.presenta la superficie cilindrica desarrollada ; porque lo que & cL-i

paralelogramij le falta por su parte superior para llenar ~dicho rec-
tangulo, le sobra por la inferior , como seria facil demostrar.

propiedad es com(n & todos los cilindros, comoféciim.*nte se com
L esde€'te demostracion , por otra parte tampo-
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ARTICULO III.
De la superficie esférica.

1930. Se llama supeuricie esfsiucy la eugemlrada por la re-
volucion de nm  semicircunferencia ABG (lig. 197} al rededor de
su diamelro AC.

Recibe elnombre de esfera €l cuerpo limilado por una superfi-
cie esférica.

Observacién.  Con frecuencia se suele llamar esfera la superfi-

Fig. 197. cie esférica ; pero el sentido en que se lia-

( ble, denotara si se trata del cuerpo geo-
métrico U de su superficie.

Vor.. Lldmase centro el punto O, centro déla

N\ semicircunferencia generatriz ; radio toda

rectaOA que desde el centrova & terminar

en la superficie esférica, y diametro la

recta que pasando por el centro termina por

sus dos extremos en la superficie esférica.
CoROL. i.® Los radios de una esfera son iguales.

Porgue son radios de la semicircunferencia generatriz en algu-
na de sus posiciones.

CoROL. 2® Los diametros de una esfera son iguales.

Porque cada uno se compone de dos radios.

Se llama eje de la esfera el diametro AC de la semicircunfe-
rencia generatriz.

Se llaman potos déla esfera los extremos A 'y C del eje.

1831. Teorema 1® La interseccion de un plano EG con la su-
perficie esférica O, esuna circunferencia\l]ji}\\.

Trazando el radio OC perpendicular & diclio plano, y los
OE, OF, OG, OH, etc., lasrectaseP, FP, GP, etc. , que unen
el pie de la perpendicular al plano con los diferentes puntos de la
seccion, son iguales (IT5, ree. 1%); luego la curva EFGH

€S una circunferencia.
LIdmase po1o de una circunferencia EFGII, trazada en la su-

perficie esférica, cada uno de los punbs de esta gue equidistan de
dicha circunferencia.

CoROL  Ims extremos A 'y C del diametro AC, perpendicular
alplano de una circunferencia EFGII en su centro P, son polos de



dichacirciinferencia, ylostnicosquepuede tener (iV S, corol. 2.%)

Teorema 2® Si haciendo centro en un punto C (figu-

ra 197) de la superficie esférica, con unradio cualquiera CE se
traza una curva EFGH, esta curva serd una circunferencia.

Tnicese elradio OC déla esfera, y otros masOE, OF, OG, etc..

& diferentes puntos de la curva : los trian-

gulos OEC, OFC, OGC, etc., quetienen

OE=0F=0G=etc., por radios de la

esfera, EC=FC=GC=etc., por hip6-

tesis, y el lado OC comdn, son iguales

(13 ,1.%); luego si desde los vértices E,

F, G, etc., se bajan perpendiculares sobre

el lado comin OC , se encontraran eviden-

temente en un mismo punto P ; -luego es-

tardn en un mismo plano (171, ree.): ycomo ademas EP=FP

z=GP=etc., la curvaRFGH sei'a una circunferencia.

Observacio E! punto C, que ha servido de centro para tra-
zar una circunferencia, s uno de sus polos.

STITT.  Teorema 3® En una misma esfera : 1® los planos de
circunferencias iquales equidistan del centro : 2® de los planos de
dos circunferencias desiguales, el correspondiente & la mayor se
aproxima més al centro que el de la menor.

1* Sean las circunferencias, cuyos centrossonP y P', igua-
les (fig. 197). Haciendo pasar por el centro O de la esferay por
los P y P* un plano, las intersecciones de este con los planos de
las circunferencias seran los didmetros EG y E'G' de las mis-
mas ; luego EG y E'G' son cuerdas, iguales por hipotesis, de la
circunferencia originada por el plano que pasapor O, P y P'; lue-
go equidistan del centro O (JO, 1.); luego OP=0P": pero
OP y OP' miden también la distancia del centro de la esfera & los
planos de dichas circunferencias (I 1 J , corol.) ; luego estos planos
equidistan del centro de la esfera.

2® Seala circunferencia P mayor que P'. Repitiendo la cons-
truccion anterior se hallara del mismo modo OP<;0P' (JO, 2.";
luego el plano de la circunferencia P se aproxima mas at centro
que el de la circunferencia P'.

Reciprocamente. EN una misma esfera: 1® las circunferen-
cias cuyos planos equidislan del centro son iguales: 2®de dos cir-*



— 145 —
cunferencitxs cuijos pinnos no equidistan del centro, la correspon-
diente al plano que mas se aproxima al centro es la mayor (I1°).
CoRui. 1.“ La mayor circunferencia de la esfera es aquella
cuyo plano pasa por el centro.

Por fisla razén se llama circunferencia méaxima y las demés
menores. La circimiereiicia cuyo didmetro es BD (fig. 197) es
maxima, y las que tienen por didmetros EG y E'G' son menores.

Clinoi,.2.” Las circunferenciaslnaximas deunaesferasoniguales.
CoiioL. 3." J)ospuntosde (asuperficie esférica que nosean extre-
mos de un mismodiamelro, delerminnnuna circunferenciaméxima.

Porque estos dos puntos y el centro de la esfera , forman un
sistema de tres puntos no en linea recta, que determinan la posi-
cién del plano de dicha circunferencia (1C»).

CoROL -i.“ Las circunferencias maximasse dividen mutuamen-
te en dos parles iguales.

Porque la intersecciéon de sus planos es un diametro.

ConoL. 5.“ Una circunferencia maxima BD divide la superficie
esférica en dos partes iguales.

Porque colocando la parte superior BCD sobre la inferior BA.D,
de modo que la circunferencia permanezca comun, y que el punto
C caiga hacia A, estas dos partes coinciden en todos sus puntos;
porquede lo contrario estos puntos no equidistarian del centro 0.

Observacioix.  Esta superpaosicion prueba también que un circulo
maximo divide la esfera en dos partes iguales, que'se llaman he-
misferios.

~N31. fiecibe el nombre de anguco' esférico la exfension com-
prendida enfre dos arcos de circunferencia maxima BC y EC
(fig. 193), llamados lados, quese retnen en un mismo punto C,
llamado vértice.

Medida de un angulo esférico es el angulo rectilineo FCG,

formadopordos tangentes FC y GC, una & cada

arm vértice del angulo.
La medida de un anqulo esférico es

medida también del diedro formado por los planos
que determinan sus lados.

Porque siendo FC tangente al arco BG en el
punto C, es perpendicular al radio OC ( il, ree. 1®): por igual
razén GC es perpendicular al mismo radio y en el mismo punto: y

CKUM. 10
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como estas rectas estan en los planos de los arcos , el ang'ulo rec-
tilineo FCG es el rectilineo correspondiente al diedro BCOE (BO-1);
luego también serd su medida (10« , obs.).

935. Llamase Ezvtmco la porcion de superficie es-
f érica comprendida por tres arcos de circunferencia maxima: BCE
(tig. 198) es un tridngulo esférico.

Observacion.  Si los vérticesB, C, E del triangulo esférico BCE,

Fig. 198 se unen con el centro Ode la esfera por medio de ra-
dios, estos forman un angulo triedro O, cuyos an-
gulos diedros OB , OC y OE tienen la misma medida
que los angulos esféricos CBE, BCE y BEC (93#,
oorol.), y cuyos angulos rectilineos BOC, BOE y COE

‘0 tienen por medida los lados BC, BE y CE del mismo
tridngulo; luego las propiedades de los tridngulos esféricos se dedu-
cen de las de los angulos triedros, luego reemplazando los nombres
de caras y aiujxdos diedros por los delados y angulos, se tendra;

1 En todo tridngulo esférico un lado cualquiera es menor
que lasumade los otros dos y mayor que su diferencia (91 4).

2® Lasuma de loslados de un triangulo esférico es menor
que una circunferencia maxima (919),

5® Lasuma de los angulos de un triangulo esférico es mayor
que dos rectos y menor que seis (913).

4. ® Eos triangulos esféricos de una misma esfera 6 esferas
iguales son iguales si tienen: 1.° sus tres lados respectivamente
iguales:  dos lados iguales é igual el angulo comprendido: 5.
un lado igual contiguo & dos. angulos respectivamente iguales: 4®
sus tres angulos respectivamente iguales; con tal que en todos estos
casos los elementos estén dispuestos del mismo modo (91 #).

5.  ® En todo tridngulo esférico: \ & lados iguales se oponen
angulos iguales: 2.“a mayor lado se opone mayor angulo; y rt-
cipfocamenle (915),

930. Teorema 4®i"/arco AB {Qg. iW) de circunferencia

maéaxima, menor que queunedos puntos
A'y B rfc una superficie esférica, es menor que
otra curva cualquiera ACB, trazada sobre la
misma superficie , y que une dichos puntos.
En efecto, uniendo A conC, y C con B
por arcos de circunferencia maxima, se tiene (935 , obs,, 1
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-\Ii<AC+CB.

Tomando entre AyC, yentre Cy B, los puntos intermedios
DyYE; ytrazando los arcos de circunferencia maxima AD, DC,
CE y EB, se tendra también

AC<AD-HDC y CB<CE+EB;
de donde AC+CB<AD + DC+CEH-EB.

Sise contindia tomando puntos intermedios, se sej"uira for-
mando lineas poligonales esféricas, de las que cada una tiene mas
puntos comunes con la curva y es mayor que la anterior; luego la
curva es el limite superior de dichas lineas poligonales [51 , (*Y,
y como AB es menor que la mis corta de estas, con mayor razén
sera menor que la curva propuesta ACB.

23'9. Se liamn prano tangente & la superficie esférica el que
no tiene con esta mas que un punidé comiin; y secante €l que tiene
con la misma més de un punto comun, esto es, una circunferen-
cia (231).

El punto comln 4 la superticie esféricay al plano tangente re-
cibe el nombre depunlo de contacio.

23$%. Teouema 5® Todo plano que pasa por el extremo exte-

Fig. 200. rior de un radio de lasuperf de esférica: 1.*

sies perpendicular al radio sera tangente a

esta superficie si es oblicuo serasecante.

1" Siel plano PQ (fig. 200) es per-

pendicular al radio OA en el extremo A,

el padio también lo sera al plano; luego

uniendo el punto O con otro cualquiera M

del mismo plano , la recta OM sera oblicua

aeste (1'9'2), luego sera mayor que 0A(15'4) ; luego el punto M

estara fuerade la superficie esférica; luego el plano PQ no tiene co-

mUn con esta superficie mas que el punto A, luego le es tangente.

2® Si el planoUS (fig. 200) es oblicuo al radio OB en el ex-

tremo B, el radio también lo sera al plano ; luego bajando desde

O sobre este oblicuas iguales con OB, los pies de estas se hallaran

4 la vez en la superficie esférica y en el piano: y como el lugar

geométrico de los piés de estas oblicuas sobre el plano es una cir-

cunferencia (195, corol. 1.°), el plano y la superficie esférica

tienen una ciroiinferencia coman, luego el plano es secante de la
superficie esférica.
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Reciprocamente. 1000 plano ("uepasa por el extremo exlerior
de un radio de la superficie esférica : 1®sies tangented esta su-
perficie sera perpendicular alradio : 2.* si es secante sera obli-
cu

Por un punto déla superficie esférica no se puede tra-
zar méas que unplano tangente.
Porqgue si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el extremo
de un radio dos 6 mas planos perpendiculares & este; lo que es ab-
surdo

83». Teorema 6® Por cuatropuntos A, B, Cy D (fig. 201), que no
estén en un mismo plano , puede pasar una superficie esférica, pero
nadamas que unasola.

Tres cualesquiera de estos puntos A, B, C estardn en un mismo
plano (I®»), y A, C, D estaran también en
otro.pero diferente del primero; puesto que
por hipétesis los cuatro no estdn en uno mis-
mo. Supongamos que E y G.sean los centros
de las circunferencias circunscriptas & los
tridngulos ABC y ACO : desde estos puntos E y
G bajense perpendiculares sobre la AC, co-
mun seccion de los planos, y estas perpendicu-

lares se encontrardn en un punto L ,41) ; luego la recia AC sera per-
pendicular al plano ELG (171 .cor. I®); luego los planos ABC y ACU
son perpendiculares al ELG (I1»S),y e.stelo serda los dos primeros.
Levantando ahoraen el punto E la perpendicular EP al plano ABC,
esta perpendicular se hallaré en el plano ELG (108, corol. 2."): por
igual razén la Gil, perpendicular al plano ACD, se hallara también
en el ELG; luego las rectas EF y GH estarcen un mismo plano ELG.
Por otraparto, EP y Gil uo son paralelas ; porque si lo fuesen, la EL
perpendicular @ unade ellas EF, lo seria & la otra Gil; luego por L
habria dos perpendiculares EL (prolongada) y LG & Gil, lo que es
imposible (83). Luego EF y Gil se encuentran en un punto O.

Ahora, siendo EF el lugar geométrico de los puntos equidistantes
deA,ByC (175, corol. 2®),y Gil el de los puntos equidistantes de
A, Dy C, el punto O donde se cortan sera el Unico equidistante de A,
B,C,y D; luego por estos puntos puede pasar una superficie esférica,
y no més que una.

Corol. t® Cuatro puntos, que no estan en un mismo plano, deter-
minan laposicion de una superficie esférica.

Corot. 2. Lainterseccion de dos superficies esféricas tiene todos sus
puntos en un mismo plano.

Porque de lo contrario se podrian tomar tres puntos de los comu-
nes en unplano.y uno en otro plano distinto; y las dos superficies es-*
féricasse confundirian en una sola, contra la hipotesis.
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CoROL.3.” La interseccion de dos superficies esféricas es una circun-
ferencia.

Porque esta interseccién tiene todos sus puntos en un mismo pla-
no (corol. anterior) ; luego es la interseccién de un plano con cada
una de las superficies esféricas;_luego es una circunferencia (IS:Ea).

Observacion. QN suma facilicad se pueden demostrar,_ relativa-
mente & la interseccion y contacto de dos superficies esféricas, teo-
remasanalogos & los deriostrados acercada la interseccion y contac-
to de dos circunferencias (47 y 4s).

PROBLEKA.

840. Dadauna esfera O (flg- 202), determinar su radio.

Tomense dos puntos A yB sobrela superficie esférica: hacien-

Fig. AR decentro enestos puntos, con

un radio cualquiera, tracen-

se dos arcos que se corten en )

D' ,y P« con un radio diferentetra-

Cense otros dos arcos, que se

corten enatro puntoD': conlas

distancias CD, DI1)"yDD" cons-

y D~ trOyase aparte, enun plano, el

triangulo po' b _circunscribasele una cifcunferencia («4), y el radio
0J3 Ge estasera igual al radio ce laesfera

En efecto, uniendo los puntos D, D', D" con el medio C de la recta

AB, las rectas CD, CD', CD", son perpendiculares & la AR en el punto C

(*«, corol. 2/) ; luego estan en el plano perpendicular a la en su

punto medio (171, ree. corol.) ; luego el centro Ode la esfera estara

en el mismo plano (171, corol. 2®) ; luego la circunferencia que pasa

por los puntos D, D', D" es maxima; y como esta es igual a la circuns-

cripta al triangulo DD'D", el radio O'D' de la Gltima es igual al radio

de la esfera.

CAPITULO 111,
De los poliedros.

Definiciones preiiminares.

Se Illama potiedro €l cuerpo limilado por planos.
Estos planos, limitados por sus mutuas intersecciones, los an-
gulos diedros 6 poliedros que forman, los vétices de estos y las
aristas, reciben los nombres de caras, angulos, vértices y am-

tas del poliedro.
Diagonal €S toda linea que une dos vértices, que no estan en

una misma cara.
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Unpoliedro se llama convexo cuando su superficie no puede ser
atravesada por una reda mas que en dos punios.
Los poliedros de que nos ocuparemos en lo sucesivo seran con-
vexos, si no se advierte lo contrario.

941-5, Llamase poliedro recutar aquel cuyas caras son poli-
gonos regulares éiguales, y cuyos angulos poliedros son también
iguales ; € irrecutar €l que no redne estas condiciones.

Por razén del nimero de caras que pueden tener los poliedros
se clasifican del modo siguiente :

El poliedro que tiene 4 caras se llama tetraedro.
pentaedro.
exaedro.
......................... heptaedro.
...octaedro.
dodecaedro.
20 e icosaedro.

Los poliedros de diferente nimero de caras que los preceden-
tes no tienen nombres especiales, y se les llama poliedros de 9,
11)15,...., 100, etc. , caras.

ARTICULO I.
Ce las piramides.

9d13. Seda el nombre de piramide a unpoliedro que tiene una
cara poligonal cualquiera, y las demés son trian-

gulos cuyos vértices se redinen en un mismo punto.

La cara poligonal se llama base, Vértice ol

veértice comun 4 las caras triangulares, y altura la
perpendicular bajada desde el vértice al plano de

la base.
OABCDE (fig. 203) es una piramide, cuya
N base es el poligono ABCDE, el punto O el vértice

y larecta OP la altura.

‘5*14. Se llama piramide regutar aquella cuya base es un
poligono regular y cuya altura cae en el centro del poligono de la
base ; é irregutar ta que no redine estas condiciones.

CoiioL. | las aristas laterales de una pirdmide regular son
iguales ('195, 1*)
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CoROL 2.® Las caras laterales son triangulos Ujuales é isosceles.

LI&dmase apotema en una pirdmide regular la altura de cual-
quiera de sus triangulos laterales.

Observacion.  Las pirdmides regulares no son siempre poliedros
regulares, tales como se han definido en el numero =a&=>una
sola piratnide puede ser poliedro regular (V. AOO).

o915 Por razon del nimero de lados del poligono de la base,
las piramides se dividen en triangulares, cuadrangulares, pen-
tagonales, etc., segun dicho poligono sea tridngulo, cuadrilatero,
pentagono, etc.

Observacion. La pirdmide triangular es un tetraedro, y es
ademas el poliedro més sencillo 6 de menor numero de caras; por-
gue es imposible cerrar espacio con menos de cuatro planos.

94G. Teorema 1® Dos tetraedros son iguales si tienen: \
tres caras respectivamente iguales: 2.“ dos caras respectivamente
iguales , é igual el diedro comprendido: o® una cara igual contigua
4 tres diedros respectivamente iguales; con tal que en todos estos
casos los elementos estén dispuestos del mismo modo.

1. “ Sean los tetraedros 0A13Cy O'A'B'C' (fig. 204); y
pongamos que los triangulos AOB—A'O'B', BOC= B'O'C' y
AOC= A'0'C".

De la igualdad de estos tridngulos se deduce la de los angulos
Fig. 204, rectilineos, que forman 16s triedros en O y
en O'; luego estos triedros son igualfv®
(9i4,1®); luego superpuestos coinciden,
y al verificarlo, coinciden también las ca-
ras ABCy A'B'C"; luego los tetraedros son
iguales.

2.  ® Supongamos giie los mismos tetraedros tengan los diedros

AO — A'O" y los triangulos AOB—A'O'R', AOC=- A'0O'C".
Superponiendo estos tetraedros de modo que la cara AOB

coincida con su. igual A'O'B', la cara AOC caera sobre A'O'C',
por ser iguales los diedros AOYA'O': y como estas caras son
también iguales, laarista OC coincide con O'C, la OB con O'B',
etc. ; luego los dos tetraedros coinciden en todos sus puntos,
luego soniguales.

3. ® Se demuestra de unamanera analoga & los anteriores.

949. Teorema 2® 5"una piramide OABCDE (flg. 205) es
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cortada por unplano A'B'C'D'E" paralelo & la base : 1.~ el polifjo-
no de la seccién es semejante al de la base : 2® las areas de estos
poligonos son proporcionales a los cuadrados
de sus dislancias OP y OFP' al vértice de la
piramide.
1* Las rectas Ail y K'IV, BC'yB'C",
CDy C'D', etc., son paralelas («O«) : por
igual razén, si se trazan las diagonales AC y
AD en el poligono de la base, y por ellas y la
arista OA se hacen pasar plajios, AC y A'CH,
AD y A'D' serdn también paralelas ; luego los
triangulos ABC y A'B'C' tienen sus angulos
respectivamente iguales (liil) , luego son semejantes: y como lo
mismo sucede con los triangulos ACI) y A'C'D", etc., resulta que
los poligonos ABCDE y A'B'C'D'E” son también semejantes (101).
2." De lasemejanza de los poligonos ABCDE y A'B'C'D'E' se
deduce (1G1)
ABCDE _ AB*
ABCDE " rir*’
Siendo AB y A'B' paralelas, los triangulos AOB y A'OB' son
semejantes, luego
AB _ BO _
an'" 'F6 m
por igual razén, haciendo pasar un plano por la.aristaBO y la al-

tura PO, se tendra
JO _ po
BO ~PD’
De esta proporcion y la anterior se deduce (Alg. 183)

AB PO A~ ; aB»* PO*'

pero esta Ultima propoj'cion y la primera tienen una razén comun;
luego

_ABCUE _ PO*

A/BCDE * FON

Coaol. 1.” Si dos piramides OXBCI) ¢ {iEFG 20(i" de

igual altura , se cortan por planos A'B'C'D"' y K'F'fi', paralelos
4 lasbasesy egnidisinntcs de los Vértices, tas &reas de las seccio-
nes son proporcionales & las de diclm bases.
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Porgue segln el teorema , se tiene
Flg. 206. ABCD EFG
ACCD ™ po* y EW  Qo»*
mas por hipdtesis po=5Q Y
PO= Q'S; luego estas propor-
ciones tienen igual la Gliimarazon,

luego
ABCD _ EFG

A'B'C'U'* ET'G"’

QUIROL 2" Si, en las mismas hipotesis, las bases son equi-
valenfes, las secciones también lo serén.

Porgue en tal caso los antecedentes de la proporcién anterior
son Iguales, luego también lo seran los consecuentes.

«'38. Vamase tronco de pirdmide ¢ pirdmide truncada la
parte AC' de unapirdmide comprendida entre la base de esla y el
plano que la corta paralelamente & dicha base, y piramide deficien-
TE la parle de piramide que queda al otro lado del plano secante.

Los planos ABCD y A'B'C'U", que limitan el tronco, se llaman
bases del mismo, y altura la distancia entre las bases.
A Dado un tronco de piramide
AC (fig 206) hallar la altura OP de la pirdmide
total y la OP' de la piramide deficiente.

Supongamos completa la piramide OABCU, y la semejanza de
los tridngulos AOB y A'OB' nos dara

Ai - Al.
AB'” A'0’

la de los triangulos AOP y A'OP' da también
Al-
A'0"gf’

de cuyas.proporciones se deduce
AB OP
A'B'*OP"

de donde (Alg. 184)

AB—A'B' OP-OP' AB—A'B' OP—OP*
AB “ OP y AB “ * OP' =

6 llamando | y / los lados paralelos de la base y de la seccion y a
la altura deltronco,
I~ a i-v a
i oP y i' "op™
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y por consiguiente

OP:aXI 0P =

ARTICULO L.
De los prismas.

950. Sellama iusma Unpoliedro que tiene dos caras iguales
y paralelas \j las demas sonparaleléyramos.

Las caras iguales y paralelas se llaman bases, y altura la dis-
tancia entre estas.

El poliedro AD" (flg. 207) es un prisma cuyas b”*es son los
poligonos ABCDE y A'B'C'D'F/, y su altura la recta CC'.

CoROL 1* Las aristas de un prisma son paralelas (1SO, co-
rolario 3.°) é iguales (906).

CoROL 2.  Para construir un prisma se traza una de sus bases

Fig. /. ABCDE ; enlos VérticesA , B, C, etc., se levantan
las aristas laterales AA', BB', CC', etc., igualesy
paralelas, y se unen los extremos de estas aristas
consecutivas por rectas A'B', B'C', C'D, etc.

Ponine las caras laterales BA', BC', CD', etc,,

son paralelogramos (50, ree. 2°) ; luego AB es

Bigual y paralela a A'B', BC aB'C', CD & C'D', etc.;

luego los angulos ABC=A'B'C', BCD=B'C'D’, etc.

(181); luego los poligonos ABCDE y A'B'C'D'E' son también
iguales (84).

951. Sellamaprisma recto aquel cuyas aristas son perpen-
diculares & las bases, y obticuo aquel en que son oblicuas.

Prisma regutar €S aquel cuyas bases son poligonos regulares y

que ademas es recto.

CoROL  £n el prisma recto la altura es igual & cualquiera de
sus aristas, y las caras laterales son rectampilos ; en el prisma
regular los rectangulos laterales son iguales entre si.

OBSEfiVACtox.  Los prismas regulai-es no son siempre poliedros
regulares como se han definido (949) ; el cubo es el Unico prisma
regular, que es al mismo tiempo poliedro regular (Y. 960).
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959. Teorema 1.* Siun prisma Al)' se cortapor un plano
A"B"C"D"E", paralelo a las bases, la secciones un poligono igual
a una cualquiera de estas ABCDE.

Las rectas AB y A'/B", BGy B”C", CD y C'D"\ etc. son para-
lelas (909); luego los &ngulosABC y A"B"C", BCD yB™G"I>", etc.,
son iguales (iS1).

Por otra parte, siendo AA" y BB", BB"y CC", etc. paralelad,
los cuadrilateros AB", BC", CD", etc., son paralelégramos; luego
AB ~A"B", BG:~B"C" etc. Luego los poligonos ABCDE vy
A"B"C"D"E" tienen sus angulos y lados respectivamente iguales;
luego son iguales (S4).

953. Teorema 2. Dosprismas AD'y MQ' (fig. 208) ion
iguales, si tienen un angulo triedro A y M, formado por tres caras
respeeiivamenle iguales, ABCDE =M XPQR, AB'—MN" y
AE'~MR" é igualmente dispuestas.

Siendo iguales respectivamente y estando dispuestos del mismo

Fig.20s. modo los poligonos, que forman los

triedrosen A y en M, estos serén igua-

B Ntles (914, 1.*); luego superponiendo

el prisma AB' al MQ', de manera que

la cara ABCDE coincida con su igual

MNPQR, la cara AB' caera sobre la

*oMN', y como estas caras son iguales,

la recta A'B" coincidira con M'N": por

igual razén A'E' coincidira con M'R'; luego la base A'B'C'B'E'

coincide con su igual M'N'P'Q'R’, luego los vértices de ios dos
prismas coinciden, luego estos son evidentemente iguales.

Coroi.. D os prismas rectos de igual base y altura son iguales.

Porque los triedros A y M son iguales, por ser los angulos
BAE=NMR, BAA'=NMM"' y A'AE=M'MR , por hipdtesis: las
caras ABCDE == MNPQR (también por hip6tesis), y BA'=NM",
AE'=MR"' (49 , corol. 2.%).

954. Por razén del nimero de lados de las bases, los pris-
masse dividen qo.triangulares, cuadrangulares, pentagonales,etc.,
segun dichas bases sean tridngulos, cuadrilateros, pentagonos, etc.

Llamase paralelepipedo el prisma cuyas bases son paraleld-
gramos

955. Teorema 5/ En todoparelelepipedo AC' (tlg. 200) An
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caras laterales y opuestas AB'y DC', AD' y BC', son también igua-
lesy paralelas.

La recta AA'es igual y paralela 4 DD'(S50, corol. 1Y)y
por hipGtesis AB es igual y 'paralela con DC; luego

FB',g' 2od! . la cara AB' es igual y pai-alela 4 DC' (i», co-
rolario 2., y 20«, corol.). Por igual razon la
1 cara AD' es igual y paralela & BC'.
b Corol. En un paralelepipedo se pueden tomar
; , por bases dos caras opuestas cualesquiera.
C_:l‘, 250. Se llama paralelepipedo rectangulo

aquel que tiene por bases dos paralelégramos rec-
tangulos y ademas es recto.
Caii0l.. Las caras de un paralelepipedo rectangulo son parale-
I6gramos rectangulos, y sus angulos diedi'CS son rectos.
25?.  dael nombre de (xm & un paralelepipedo rectangu-
lo, cuyas aristas son todas iguales.
Corot. EI cubo es un exaedro regular.
Porque sus caras son evidentemente seis cuadrados iguales , y
sus angulos poliedros, formados por tres &ngulos de cuadrado, son
también iguales (2141,1

ARTICULO I11.

Do loe poliedros en general.

25«. Teorema 1 Sidos jjnliedros OPABCD v O'P'A'B'C'O"
(fig. 210) tienen sus caras ABCD y
|G'A'B'C'L', ABOP y A'B'O"J" etc., y sw
angulos diedros AB y A'B', OB y
O'B', etc., respectivamente iguales é
igualmente dispuestos, son iguales.
D Superpéngase el primer poliedro
al segundo, de modo que la cara ABCD coincida con sii igual
A'B'C'D', la cara ABOPotferd' sobre A'B'O'P', por ser los dié-
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dros AB y A'B" ig’uales, y la arista OP coincidira con laO'P’, por
laigualdad A3 estas caras; luego los vértices de estos poliedros
coinciden , luego los poliedros son iguales.

Del mismo modo se demostraria cualquiera que fuese el nime-
ro de caras de los poliedros.

SS9. Teorema 2.“ Sidos poliedros OPABCD y O'P'A'B'C'D'
se componen del mismo ndmero de tetraedros Ok”~"0 y O'A'B'D',
OAPD y O'A'P'D', OBCD y O'B'G'D', respectivamente iguales é
igualmente dispuestos, los poliedros son iguales.

La igualdad de los tetraedros OABD y O'A'B'D' nos da los die-
dros AB—A'B’,

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros
OADB y O'A'D'B": 'y como los tetraedros OAPD y O'A'P'D' son
también iguales, los diedros OADP y O'A'D'P' lo serén de la mis-
ma manera: luego los diedros

OADB+0ADP==0'A'D'B'+O'A'D'P",
d los diedros totales
AD=A'D".

Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes.
La igualdad de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da laigual-
dad de sus caras homologas

APD=A'P'D".
De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los triangulos
AOPYA'O'P": y como los tetraedros OABD y OA'B'D' son tara-

bien iguales , los tridngulos AOB y A'OB' lo seran del mismo
modo ; luego

AOP-h AOB=A'0'P'+A'0'B",

O lascaras totales (S5) ABOP=A'B'0'P".

Lo mismo se demuestra la igualdad de las caras restantes.

Luego los poliedros propuestos tienen sus caras y angulos die-
dros respectivamente iguales y ordenados del mismo modo; luego
son iguales (S58S).

Heclprocamente.  Si dos poliedros son iguales , se pueden des-
componer en el mismo nimero de tetraedros re.speclivamenle igua-
les é igualmenle dispuestos.
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Haciendo pasar un plano por los puntos O, A., D, y ott-0 por

losO, B, D,y ejecutando igual ope-
c'racion en el segundo poliedro, aquel
quedara dividido en 16s tetraedros
OAPD, OABD,0BCD,
y esteen los
v O'A'P'D', O'A'B'D', O'B'C'D".

Ahora, los tetraedros OAPD y O'A'P'D' tienen el diedro
AP=A'P", por ser diedros colocados del mismo modo en los po-
liedros iguales: la cara APD = A'P'D'también por hipétesis, y la
OAP=0'A'P"' (»5, reo.); luego los tetraedros son iguales
{©dio, 2.9).

Gomo del mismo modo se demnesti‘a la igualdad de loS' tetrae-
dros restantes, el teorema reciproco es cierto.

S<»0. XEceEMA 3® EI ndmero de poliedros regulares no
puede pasar de cinco.

En efecto, el nimero de poliedros regulares no puede exceder
al de angulos poliedros que puedan formarse con angulos de poligo-
nos regulares iguales (i54®); luego si demostramos que el nimero
de estos angulos poliedros es cinco , se tendra demostrado que €l
de los poliedros regulares no puede exceder a este nimero.

Esto supuesto, y recordando que para formar uoiangalopolie**
dro se necesitan a lo ménos tres angulos rectilineos, cuya suma
no puede llegar acuatro rectos (« I« ) 6 sea560®, se tendra que :

Valiendo el angulo de triangulo equilatero 60® (8)®, obs: ‘““®)
con 3, 4y 5 de estos angulos se podran formar anguios polié-
dros, porque

60x3<360, 60x4<360 y 60x4<560-
mas con 6 ya no puede formarse, porque
60x6=560.

Valiendo el angulo de cuadrado 90*, cdfi 3 dé estoa aftgtiioa

se podré formar un angulo poliedro, porgtie
90X3<360;

pero con 4 de estos angulos ya no pliede formarse, porqiu
90x4=360.

Valiendo el angulo de.pentagono regdlar {0B*, don 3 de es-
tol angulos se puede formar un angulo poliedro, portjai

108x3<360;
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mas con 4 ya no puede formarse, porque
108x4>360.

Valiendo el &ngulo del exagono 120% con 3 de estos angulos
no puede formarse ya angulo poliedro, porque

120X5=360. '

Con mayor razon no pueden formarse angulos poliedros con
angulos de poligonos regulares de mayor nimero de lados.

Luego con angulos de poligonos regulares ¢ iguales, solo
pueden formarse 5 dngulos poliedros: 3 con los dngulos de trian-
gulo equilatero , 1 con losdel cuadrado y 1 con los del pentagono;
luego el nimero de poliedros regulares no puede pasar de ««co.

Observaciom.  Deberiamos ahora demostrar la posibilidad de la
formacién de los cinco poliedros regulares ; pero la demostracion
no es de este lugar. Nos limitaremos & indicar que efectivamente
existen estos cinco poliedros regulares, y son:

El tetraedro, terminadopor4 triangulosequilateros (fig. 2 U, 1).

E\exaedro, terminado por 6 cuadrados (fig. 211, 2).

El octaedro, terminado por 8triangulos equiléteros (fig. 211,5).

El i/ocfecocaro, terminado por 12 pentigonos regulares {figu-
ra2ll, 4).

El icosaedro, terminado por 20 tridngulos equilateros (figu-

ra 211, 5). g, 211



SEXOION SELUNDA
DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

CAPITULO PRIMERO.

Delos poliedros semejantes, inscriptos y
circunscriptos.

PRELIMINARES.

«6 1. Sellaman potiedros seme jantes l0s que llenen sus an-
gulos diedros , colocados del mismo modo , respectivamente iguales
y sus caras homologos semejantes.

iJAmanse aristas NOMO.OrAS las aristas de los diedros iguales, y
CARAS HOMOLOGAS Itts formodos por aristas homologas.

Si etilos poliedros OPAUCD y O'P'A'B'C'D' {fig. 212), su-
ponemos iguales los diedros AB =
Fig. 2i». A'R', BO— B'O', etc., cuyas aristas
tienen las mismas letras, las aristas
AB y A'B', AP y A'P', etc., son
homologas; y las caras ABOP vy
A'B'O'P', APD y A'P'D’, etc., for-
madas por dichas aristas , son las ca-

ras homélogas.

CoROL  Los poliedros semejantes tienen proporcionales las aris-
tas homdlogos.

Porque la semejanza de las caras ABOP y A'B'O'P' nos da
AB BO « OP AP
AB “ BO*W “T'F'
y la de los tridngulos APD y A'P'D' da también
AP _ AD PD
AP * ANV " PIF’
cuyas series de razones iguales se enlazan por la razén comun
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AV o
yse -enlazarian igualmente con otras deaucMas de lacompa-
l'acioii do las caras homilogas restantes.

ARTICULO r.
De los tetraedros semejantes.

»6 «. Teohema 1.“"' Siunfeir(nidroOA.IiC(fig.nG)secor-
ta por tmjMno A'B'C' paralelo & una de sus caras, el tetraedro
OA'B'U parcial resulta, es semejante al total.

Los diedros Ot y OB' son uno raismo', y por lo tanto iguales.
Otro tanto sucede con los diedros laterales restan-
fes. Los diedros OBAC y OIi'A'C” son también
iguales (205, ree. 1.); y como lo Riismo. se
demostraria respecto de los demés diedros de las
bases, resulta que los tetraedros propuestos tienen
sus angulos diedros respectivamente iguales.

Los tridngulos ABC y A'B'C' sod-semejantes

(34 a, 1.®: OAB es también semgjante con OA'B'

(0OB), ycomo los demds triangulos laterales se

hallan en ignai caso, los tetraedros tienen sus caras.homdlogas
respectivamente semejantes.

Luego dichos tetraedros son semejantes.

S63. Teohbma 2.“ Dos leiraedros son semejantes; I.° «i
tienen tres caras respeclimnicnte semejantes:  si ticnen4os ca-
ras respectivamente semejantes é igual el diedro comprendido : 3.“
si tienen una cara semejante contigua a tres diedros respectiva-
mente iguales ; con (al que en lodos estos casos ios elementos estén
semejantemente dispuestos.

1 Sean los tetraedros OABC y O'A'B'C'
(fig. 214), en que se suponen semejantes
los tridngulos QAB y O'A'B’, OAC y O'A'C',
OBC y O'B'G".

Témese sobre la arista OB una parte
OB"—O'B', y por el pmto B" tracese/d

planoB"A"C", paralelo 4 BAC.
Los tetraedros OABCy OA"B"G" seran
semejantes (as® ). De la semejanza de estos tetraedros se dedu-

ce la de las caras horadlogas OAB y OA"B", OBC y OB"C", etc.:
u

Geom.
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mas por hipdtesis OAB y O'A'B', OBC y O'B'C', etc., son tara-
bien semejantes; luego los triangulos OA"B" yO'A'B', OB"C" y
O'B'C', etc., tienen sus angulos respectiva-
mente iguales; luego los triangulos OA"B'
y, O'A'B', OB"C" y O'B'C', que tienen
0B"=0'B" por construccion y los angulos
contiguos iguales, son iguales (9:?, 5®),
luego los triangulos OA"C'; y O'A'C también
lo seran (fli*, 2.%); luego los tetraedros
OANNCN y O'A'B'C™ son iguales (2d16,
1®): pero el primero es semejante con OABC, luego el segundo
también lo sera.
2®y 3® Estos casos se demuestran do una manera analoga,
fundandose en el 2® y 3® del nim.

articulo 1L
De los poliedros semejantes en general.

9G4. Teorema i.® St una pirdmidese corta por xmplano
paralelo a la base, lapiramide deficiente es semejante U la total. ’

La demostracién de este teorema es igual a la del teorema del
niam. « 6 «, que esun caso particular del presente.

GRCL  Las bases de dos piramides semejantes son proporcio-
nales U los cuadrados de sus alturas . 2®).

»«S. Teorama?2.' Si dos poliedros OPABCD x O'P'A'li"C'D'
(fig. 215) estdn compuestos del mismo ndmero de tetraedros

OABU X O'A'BYJ)', OAPD ¥ O'A'P'l)",
jcOBCD y O'B'C'D' respectivamente se-
mejantes y semejantemente dispuestos,
son semejantes.
La setnejanza de los tetraedros
OABD y O'A'B'D' nos da los diedros
AB= A'B'".

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros
OADB y O'A'D'B': y como los tetraedros OAPD vy (j'A'P'J)'son
también semejantes, los diedros OADP y O'A'D'P' serdn de la
misma manera iguales; luego los diedros

OADB-}-OADP= OADB -|- OAJyp,
a los diedros totales AD =
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Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes.

La semejanza de los tetraedros OAFDy 0'A'P'D™ nos da la se-
mejanza de sus caras homilogas

APDyA'P'D".

Be los mismos tetraedros resulta la semejanza de los triangulos
AOP y A'O'P'": y como ios tetraedros OARI) y O'A'B'l)' son tam-
bién semejantes, los tridngulos ABO y A*B'O" lo seran del mismo
modo; luego los poligonos

ABOPYyAWP'
son semejantes (10 1).

Lo mismo se demuestra la semejanza de las demés caras.

Luego los poliedros propuestos tienen sus angulos diedros res-
pectivamente iguales y sus caras homologas semejantes, luego son
semejantes (*30-1).

Redii'uocanerte.  si dos poliedros son semejantes, se pueden
descomponer en el misino nUumero de leiraedros respectivamente
semejantes y semejanfemcnfe dispuestos.

Haciendo pasar un -{dafio por los puntos O, A, D, y otro por
iss O, B, ), y ejecutando igual operacion en el segundo poliedro,
aquel quedara dividido en los tetraedros

OAPI), OABI), OBCD,
y este en los O'A'P'D', O'A'li'D',OB'CD.

Ahora, los tetraedros OAPI) y O'A'P'D', tienen los diedros
~p— A'P', por ser diedros colocados del mismo modo en los
poliedros semejantes: el triangulo APD es semejante al A'P'B’
también por hipotesis, y el OAP a O'A'P' (f O 1, rec.); luego
los tetraedros son semejantes.

Como del mismo modo se demosLraria la semejanza de los U '
Iraedros restantes, el teorema reciproco es evidente.

ARTICULO m.

Poliedros inscriptos y circunscriptos en los cuerpos de
revolucion.

1S66. se dice que una piramide esta inscriptacnim cono 6
un cono drcunscripto & una piramide, cuando ambos cuerpos tie-
nen el mismo vértice y la base de ja pirdmide estd inscripta en la

del cono.
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Inscribiendo en mi cono una piramide cualginera, des-
pués otra de duplo numero de caras laterales, luégo otra, y asi
sucesivamente, las aristas de ia piramide permanecen iguales & los
lados del cono : el nimero de aristas que coincide con la superficie
conica se duplica ; y por lo tanto la superficie lateral de la pirami-
de se va confundiendo con la superficie conica, y la base de aquella
con la de esta, de manera que & las pocas inscri pciones ya la vista
no puede distinguir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se
pueden aun suponer ~continuadas cuanto se quiera, se infiere que
Todo cono se puede considerar como una piramide de infinito
ndmero de caras.

Qoservacion.  El cono recto y circular se debe considerar en tal
caso como una piramide regular de infinito nUmero de caras, cuyas
apotemas y aristas son iguales y estan representadas por los lados.

Se dice que un prisma esta vsscm'io en un cilindro 6
un cilindro omouNscRIPTo & un prisma , cuando las bases del pris-
ma estan inscriptas en las del cilindro.

S69. Sien un cilindro se inscribe un prisma cualquiera, des-
pués otro de duplo nimero de caras laterales , luégo otro, y asi
sucesivamente, el numero de aristas que coincide con la superficie
cilindrica se va duplicando & medida que el nimero de caras late-
rales se duplica; y por lo tanto la superficie lateral del prisma se va
confundiendo con la del cilindro, y las bases de aquel con las de
este, de manera que a las pocas inscripciones ya no es facil distin-
guir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se pueden aun
suponer continuadas cuanto se quiera, se infiere quo

Todo cilindro se puede considerar como un prisma de infinito
namero de caras.

2'30. Sedice que un poliedro estd inscripto en una.esfera, 6 una
esfera circunscripta li un poliedro.cuando lodos los vértices del polie-
dro estan en la superficie esférica.

Dicese que un poliedro estd circunscripto & una esfera,6 una esfera
INSCRIPTAen un poliedro,cuando todas las caras del poliedro son tan-
gentesd la superficie esférica.

iti. Teorema. A todopoliedro regular: i.° sele puede inscribir
una esfera: ZXcircunscribir otra.

Supongamos'que ABCy €00 (fig. 216) sean dos caras adyacentes
del poliedro dado ; levantando en los centros Py Q de los poligonos,
que forman dichas caras , perpendiculares & las mismas , esUts per-
pendiculares se encontrai-an en el punto U. centro de la esfera que
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pasa por dichospuntos A.B,C, J Si en «l centro R de la ca-
ra KDK, contigua & una de las anteriores
CBI). se levanta otra perpendicular , esta en-
(6 contraré por igual razén & la QO en un punte

cualquiera 0"

Ahora este punto O debe ser el mismo
punto U donde se encuentran las POy QO. En
efecto, tracense desde P y (J pei'pendiculares
sobre la arista RC, comudn a las dos primeras
caras, cuyas perpendiculares concurriran en
el punto M (41); y desde U y H sobre la DE,
las cuales concurren en N, por la misma ra-
z6n : déblese el cuadrilatero plano (i8»)

OPMQsobre el de igual clase 0'Q>'R, sirviendo de eje Oy, y QM caera

sobre QN por ser los angulos GQMy OON rectos (1'io), y el punto M
coincidira con N, porque @l«=QN por apotemas de un mismo poligo-

no . MP caerasobre NR, por ser iguales los angulos PMQy QNR . como

medidas de los diedros BC y DE . iguales por hipotesis ; y el punto P

coincidira con R por ser PM:=NR , como apotemas de poligonos igua-

les : PO caera sobre RO' por ser rectos los an gulos OPM y O'RN (1 m&slly
luego el punto O coincide con O, y OP=ii' R. Como lo mismo se de-

mostraria respecto de la perpendicular levantada en el centro de otra

cara cualquiera, resulta que todas las perpendiculares levantadas en

los centros de los poligonos se encuentran en un mi.smo punto Oy

son iguales , luego todas las caras equidistan de este punto O; luego

si desde él como centro se traza una esfera de igual radio que OP,

todas las caras del poliedro son perpendiculares & los extremos de los

radios OP, OQ, OR, etc., de esta esfera . luego son tangentes (&S
1.); luego la esfera queda inscripta en el poliedro.

2" Siendo OP perpendicular al poligono ABC en su centro P, se
tendra(*)OA=0B=0C=Ctc. (195.1."%: por igual razon OB=0C=
On=etc. ; de donde 0OA=0B=0U=0D=etc. y como lo mismo se de-
mostraria de todas las rectas que desde O van & los vértices del polie-
dro, resulta que estos equidistan de O ; luego si desde O, como centro,
se supone trazada una esfera de igu al radio que OA, esta pasara por
todos los vértices del poliedro, y por lo tanto estara circunscripta a
este.

<&3> LladmaseCT.yTRO de un poliedro regalarci ceutrodclas esfe-
rasinscriptay circunscripta al mismo poliedro : N\mosdel poliedro las
rectas que van desde el centro d los vértices de sus angulos;y \potkisxii
las perpendiculares trazadas desde el centro U jas carasdelpoliedro.

COROL. 1.“ Los radios de un poliedro son iguales enlve <Ly lasapo-
temas lo son también.

Fig. 216.

(") Estas ttneas no estan trazadas en la .Igura ; porque los puntos extremos
las expresan conclaridad, y si se hubiesentrazado, la figur a resultarla confusa.
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>eulel l)-gl(eld-gty cu@s verilees se retnen en el centro.

CAPITULO L.

De las areas de los cuerpos geométricos.

articulo i.
Determinacidn de las areas de los poliedros.

ata. EI érea de la superficie de un poliedro cualquiera es
evidentemente igual a la suma de las areas de los poligonos que
forman sus diferentes caras; y como se sabe determinar las areas
de las figuras planas (“), solo nos ocuparemos al presente de las
areas de las superficies laterales del prisma, de la piramide regn-
ar y de su tronco , que pueden determinarse de una manera mas
sencilla, como aparece de los siguientes teoremas.

»74. Teorema 1.“ El area de la superficie lateral de una
Fig. 217. piramide regular OALICDK (fig 2i7) es
igual & la mitad del producto de la apotema

Oyipor elperimetro de la base.
Los triangulos laterales AOII, BOC, etc.
son iguales € isOsceles («4 4 , corol. 2.9):
el area de cada uno de estos tridngulos es

"g'¥90X AB ; luego la de loscinco sera

N MOX ABX 5= 1 MOX 5AB,
6, llamando a la apotema y jo el perimetro de la base,
Ar. de sup. iat. depiram. reg.=-"ffp.

ebhicdd superficie lateral de la piramide
UABL.. suponiendo que la apotema tiene 3,12 metros v €
ado de la base 1,03 metros; ;?=1,03x5=5,15,a=3 12-
luego el area buscada sera

S.ISx.S.ifi A
5----- =0,0040 metros cuadrados.

¢ v. Gonetriadarg ssxdni, s at 1+
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3'5'5. Teorema 2® Ej area de la superficie lateral de un
tronco AD' de pirdmide regular esigual al producto de su apotema
Mjr por la semisuma de los perimetros de las bases.

Los trapecios laterales AB.VB', BCIVC', etc., son evidente-
mente iguales: elviirea del primero de estos es (15*")

MHrx4(~"B+A'B"); luego la.de los cinco ser4

MM'X | (AB+ AB)X S=MM'X i (5AB+ 5A'B’).
0, llamando p y p' los perimetros de sus bases y a la apotema
Ar. lat. detronco de pir. reg.= aX-g

376. Teorera 3." EIl area de la superficie lateral de un
) prisma AD' (fig 218) cualquiera es igual al
F'%Zla producto de ta arista AA' por el perimetro de
p una seccién A"B"C"D"E", perpen dicular a dicha

arista
o Siendo la seccion perpendicular a la arista

B AA', loser4 atodas (1ISO , corol. 2®); luego
e estas lo serén & la seccion, y poi* lo tanto , cada
una de ellas & los lados A"B" , B"C"', .. de la

seccion, que pasan por su pié en el mismo plano
(1S0O); luego el area de los paralelégramos laterales serd (150)
ABA'B'= AA'XA"B", BCB'C'= BB'X B"C", etc. ;
luego el area do la superficie lateral del prisma, como las aristas
son iguales (350, corol. 1.%), serd
AA'(A"B" + + C"D" + E"A"),
0, llamando a la arista'y /) el perimetro de dicha seccion ,
Ar. lat deprisraa=a/7.
Corol. EI area de la superficie lateral de un prisma recto es
igual al producto de su arista por el perimetro de (a base.
Porque en este prisma la base es una séccion perpendicular

& la arista. i
ARTICULO I1.

Areas de los cuerpos de revolucion.

«77. Teorema L® EI area de la superficie curva de un
cono recto y circular esigual & la milad del producto del lado por
la circunferencia de la base.
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El cono recto y circular sa puede considerar como una pira-
midi regular de infinito ndmero de caras, cuyas apotemas y
aristas son iguales y estan representadas por los lados (Sf6®,
obs.) : el area de la superficie latei-al de la piramide regular es
igual & la mitad del producto de la apotema por al perimetro de la
base (a?J] ; luego éarea de la superficie curva del cono sera
también la mitad del producto del lado por la circunferencia de la
base.

Siendo , pues, OPAB (fig. 219) un cono recto y circular, so
tendra"

Ar.de sup. cur. de OPAB—i OAX 2-PA=7rPAXOA [1],

0, llamando r el radio de la base y | el lado,
Ar. de sup. cur. de cono reo. y cir.=7wi [2],

n OBSERVACWHES.

1 Siporel punto A', medio del ado AO se frwa una seo-
Clon paralela & la base , cuyo diametrosea A'B',

Pig. .
0 de la semejanza de los triangulos OAP y OA'P',
\ resulta
A'L. 2\b' UA"  PA". .
g e ©\ OA“ PA m
AA— s pero OA'= luego

P'A'=1PA 0 PA=r2p'aAA

cuyo valor sustituido en la formula [ 1J, nos da

Luego el &rea de la superficie curva de un cono recto y circu-
lar es también igual al produelo del lado por la circunferencia de
una seccién, hecha por el punié medio del lado y paralela & la
base.

2. Sipor el punto A' (fig. 219), medio del lado, se traza la

A C perpendicular & este, los triangulos AOP y A'P'C serdn se-
mejantes (10«) ;

luego o> -
AC AP 8e donao

AOXA'P'=A'CXOP,
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cuyo valor sustituido en la formula de la observacién anterior, da

Ar. de s*p. cur. de OPAB=2-A'Cx0OP.

Luego el &rea de la superficie curm de un cono recta y circu-
lares también igual al producto del ejepor la circunferencia, cuyo
radio es la perpendicular levantada en el punto medio del lado é
interceptada entre estepuntoy el gje.

Para determinar el area de la superficie curva de
un cono cualquiera, se desarrolla dicha superficie sobre un plano
(SS5, 2®), y luégo se halla el area de la figura plana resul-
tante {250).

210 . Teorema 2" EIl area de la superficie curva de un
tronco de cono recio y circular es igual al producto de su lado por
la semisuma de las circunferencias de las bases.

Cijnsiderandose el cono recto y circular como una piramide de
infinito nimero de caras (2© i, obs.), el tronco de cono recto
y circular se puede considerar también como el tronco de una
pirdmide regular, cuyo ninaero de caras es infinito : el area de la
superficie de la pirdmide truncada es igual al producto de la apo-
tema por la semisuma de los perimetros de las bases (275) ; lue-
go la del tronco de cono jéctoy circular sera también igual al
pifiduclii de su lado por la semisuma de las circunferencias de las
bases.

Siendo, pues, AB' (fig. 220) un tronco de cono recto y cir-
cular, se tendrd

PA+PA'

Ar. de sup. cur. de AB'=AA'x~62TtPA-f—2T:P‘A')=AA‘x2r.— -

OBSERVACIONES.

1* Sipor el punto A", medio de AA', se
traza una seccién paralelad las bases cuyo dia-
metro es A"B", en el trapecio APA'P', re-

sulta (152, obs.)
PA-f-KA

cuyo valor sustituido en la férmula precedente, da
Ar. desup. cur. de AB'=24F'A"XAA".
Luego ei area de la superfide curva de un tronco de cono
recto y circular también es igual al producto de su lado por la
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ctrctinferencia de m a seccién, hecha por el punto medio del lado y
paralela & las bases. -

Fig. 220. 2/ Sj por los puntos A'y A" se trazan las

perpendiculares A'D y A"C & la base y al lado
AA', los tridngulos AA'B y A"PN'G seran seme-
jantes (100) , luego
DA AA.
P"A"” GA"’
de donde, y supuesto que DA'=:PP",
P"A"XAA'=CA'"XPF,
cuyo valor sustituido en la fé'mula de la precedente observacion, da
Ar. de sup. curvade AB'=2itA"CxPP".

Luego el area de la superficie curva de un tronco de cono recta
y circular, es también igual al pi‘oducto de su eje por una circun-
ferencia, cuyo radio es la perpendicular levantada en el punto
medio dellado é interceptada entre este puntoy eleje.

2>0. Para determinar el area d# la superficie curva de un
tronco de cono cualquiera se desarrolla dicba-stiperiicie sobre un
plano (a*5 , obs. 2.*), y luégo se halla el area de lafigura re-
sultante (150).

«ifl. Tborere B® Elarea de la superficie curva de un cilM-
dro cualquiera es igual alproducto del lado por elperimetro de una
seccion perpendicular & dicho lado.

A todo cilindro se le puede considerar como un prisma de
infinito nmero de caras (360) : el area ce la superficie lateral
del prisma es igual al producto de la arista por el perimeti-o ae la
seccion perpendicular & la misma arista (276) ; luego la del ci-
lindro sera igual al producto™ del lado por el perimetro de la sec-
cion'perpendicular & este lado(*). vt

ConoL. EI area de la superfcie curva del cilindro recto y
circular es igual al producto de la circunferencia de la base por
el lado.

Porque en esle cilindro la base es una seccién perpendicular

al lado.

(') Gomo DOsabemos rectificar mas curras que la circunferencia, en el
presenie caso puede arrollarse un hilo perpendic®ilar Alos lados del cilindro,
y la medida de su extension nos dard la longitud del perimetro de la sécciwn
pedida.
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Llamando r el radio de la base y I el lado, se tiene
Al', desnp. ciir. de cil. ree. y oir.=2'3tr/.
Ejemplo. ¢Cual esel area de la superficie cur-
va de un cilindro recto y circular, cuyo radio de
la basees 6 metros y el lado 10?
La (Mcunferencia de la base es ,69908, y por con-
siguiente el area buscada sera
57,69908x10=576,9908 metros cuadrados.

Teorema 4." EI area <k la superficie descrita por la
base ABCD (fig. 221) de un sector poligonal
ABCDO, gue gira al rededor de uno de sus ra-
dios k O, es igual al producto de una circunferen-
cia , cuyo radio es la apotema OP por la proyec-
cion AD' de (a base sobre el eje.

El lado AB describe la superficie curva de un
cono recto y circular cuyo eje es AB': CB lade
un' tronco de cono recto y circular cuyo eje

VcD la de un cilindro que tiene por eje C'D'; luego

Ar de sup. dése, por AB=2"0PXAB"' {«77, aobs. 2.").

Ar. desup. dése, por BC=2"0QXB'C'(«7», 0bs..2.),

*Ar. dé sup. dése, por CD=2t1)D'x CD (« S'i, coroi.).
Sumando estas igualdades, advirtiendo que CD=C'n", y que
DD'=0OP yopr=00=0R (130, corol. 1.°), resulta
Ar. de sup. des. por ABCD=2t0Px AD".
3>»3. Se dama zo™k esférica la parle de superficie dé la es-
fera, descriia por un arco cualquiera de la semicircunferencia ge-
neralriz de la superficie esférica.

Las circunferencias descritaspor los exirems dd arco gene-
rador de la zona se llaman bases de esta, y altura la proyeccion
de dicho arco sobre el eje.

Si uno de los extremos del arco generador coincide con el
eje la zona tiene una base sola.

La zona de una sola base se llama también casquete es-
férfico
La superficie descrita por el arco BCD es una zona : sus bases
son las circunferencias que tienen por radios las rectas BB y D D,
YB'D' es su altura. Si el arco generador ftiese ABC, la Unica
base serla la circunferencia, cuyo radio es CC'y AC' la altura.
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SSI|. Teorema S®E|4rea e una zona esférica es igual al

producto de su altura por una circunferencia maxima.

Considerando el arco generador como la base de un sector
poligonal regular de infinito numero de lados,"d area de la super-
ficie descrita por esta base seraigual (28®) al producto de su pro-
yeccion sobre el didmetro, 6 seaa la altura de la zona, por la cir-
cunferencia cuyo radio es la apotema de dicho sector, 6 sea por
una circunferencia méaxima.

Llamando, pues, Z el area de la zona, a su alturay r el ra-
dio de la esfera, se tendra

Z= 2Tcra
CoROL  El areade laesfera esigual al producto del diametro
por una circunferencia maxima.
Porque Ar. de zona dése, por are. AD==27irxAD",
Ar. de zona deso. por are. DM=2i:rXD'M; luego
Ar. de sup. dése, por ADM=27rr(AD'-I-D'M)— 2r:rXAM,
0 llamando d el didmetro y E la superficie esférica
Ar. de E— 2:ircl,
0, sustituyendo en vez de d su .valor 2r ,
Ar. de E=47:r*.

Qoservacion. Siendo «r* el &rea de un circulo méximo, resul-
ta que el area de la superficie esférica es cuadrupla de la del cir~
culo méaximo.

EJEMPLO. Suponiendo que la tierra sea esféri-
ca. Y que su radio sea 1142 leguas, ¢cual sera el
area de su superficie?

Ar. de sup. T.=4x3,14159.... XU42*=16 388 608 le-
guas cuadradas proximamente.

ARTICULO ni.

Comparacion de las areas de loa cuerpos geométricos
semejantes.

®85. Teoremam 1® Las areas de las superficies de los polie-
dros semejantes son proporcionales a los cuadrados de sus aristas
homélogos.
Sean OPABCD y O'P'A'B'C'D' (flg. 222) los poliedros seme-
jantes, y se tendra GCID
ABOP  AB> BOC  OC*
AIrOT'™A”N" BW "0 " ...



Estas proporciones tienen ias Ultimas razones ig-nales (261,
corolario, y Algebra 182,4.%),

) AfiOP BOC AB*
. ° A'B'OP™ B'O'C' ... A'B™*,
de donde (Alg. 186)
ABOP+BOC4-... AB*
A'B'O'P'+B'0'C'+. A'B™*
0 llamando A y AMas éreas de las superficies de estos poliedros,
A _ AB* .
A A'B'»

256 . Dos conos recios y circulares son semejantes cuando
son engendrados por triangulos semejantes, que giran al rededor
de catetos homologos.

asfl. Teoremm2®Llas areas de las superficies curcas de
dos conos semejantes son proporcionales a los cuadrados de los ra~
dios de las bases.

Llamando r, r' los radios y I, I' los lados de estos dos co-
nos, las areas de sus superficies curvas seran (2 i)
Krl'y Tzr'l':
X xl I
de donde rr '

. . rl .
y sustituyendo en la razdén compuesta yj; en vez de la razon

componente-%rsu igual porhipote sYs(AIg., 1i5 , oorol),
tn r
resulta ri

Observacion. De una manera analoga se definen los cilindros
semejantes, y se demuestra también que las areas de sus superfi-
cies curvas son proporcionales & los cuadrados de sus radios.

ess. Teorema3®Las areas de dos superficies esféricas son
proporcionales & los cuadrados de sus radios.

Llamando r y r' los radios de estas superficies esféricas, sus
areas respectivas serdn (2841, corol.)
4ir* y
de donde {:;)i "
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CAPITULO III.

De los volumenes de los cuerpos geomeétricos.

ARTICULO 1.
Eciuivalencia de los poliedros.

Se dice que dos cuerpos geométricos son EQUVALETMES
cuando tienen igual magnitud aunque tengan distinta figura (S).
990. Teorema 1® Dos paralelepipedos, que tienen una
misma base éigual altura, son equivalentes.
Pueden ocurrir doscasos : 1 que las bases superiores estén
entre unas mismas paralelas : 2® que nolo estén.

1. “ Sean los paralelepipedos AC' y AC" (fig. 225), cuyas ba-
ses superiores estan entre las paralelas A'D" y B'C".
Los prismas triangulares AA'A'TB'B" y tienen

las caras BA'=:C1)"' (955): A'BirA"= D'C'C'D" por com-
ponerse de la parte comin D'C'B"A" y de
los paralelégraraos A'C' y A"C", iguales
entre si, por serlo cada uno de ellos con la
base comin AC : y el triangulo AA'A"=
DD'D” (i9, 1 ; luego los prismas trian-
gulares tienen un &ngulo triedro (A" y D)
formado por tres cartd respectivamente
iguales é igualmente dispuestas , luego son iguales (953).

Si del poliedro total se resta el primero de dichos prismas,
gueda el paralelepipedo AC", si se resta el segundo queda el para-
lelepipedo AC"; Inego estos paralelepipedos son equivalentes.

2. ' Sean los dos paralelepipedos AC' y AC" (fig. 224). Como
estos paralelepipedos tienen (por hi-
pobtesis) igual altura, sus bases supe-
riores estardn en un mismo plano
paralelo & la base comin: luego
si se prolongan las caras BA' y
CD' del primero, y las AD" y BC"
del segundo, sus intersecciones for-
maran un tercer paralelepipedo AC™
(95<1), que sera equivalente a cada uno de los dadosAC'y AC"

Fig. 223

Fig 224
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seguo la primera parte-del teorema; luego estos son equivalentes
entres!.

» 04. Teorema 2." Todo paralelepipedo se puede convertir
en otro rectangulo equivalente, de la misina alturay base equiva-
valente a la del primero.

Sea el paralelepipedo AL (fig. 225) oblicuo, y su base ABCU
un paraleidgramo oblicuangulo ; levantando
en los vértices A, B, Gy Dde la base las
aristas AA', BB' etc., perpendiculares & di-
cha base € iguales & la altura del paralele-
pipedo dado, se formara el paralelepipedo
recto AC' equivalente al propuesto

En los exti'‘emos de los lados AD y A'B'
de las bases del paralelepipedo AC', le-
vantense las perpendiculares AH, DN y A'M', I)'N': tracense
las rectos MM' yNiY; y quedard formado im tercer paralelepipedo
AY rectangular, de igual altura que AL , y cuya base AHIND es
equivalente & la ABCD del mismo.

Ahora puede suponerse que los paralelepipedos AC' y AN’
tienen por base la cara comin AA'D'l) y por altura la perpen—
dienlar AM; luego tienen la misma base y altura, luego son
equivalentes (*"S>0 ) : pero AC'es equivalente a AL, luego AY
también lo serd. Luego el paralelepipedo AL se puede convertir
enotroAY equivalente , rectangulo, de igual altura y base equi-
valente.

Fig. 225.

Teorema o ® Todo prisma triangular esla mitad de un
pof'alelepipedo de igual alturay dupla base.
Distinguiremos dos casos: 1 que el prisma triangular sea
repto: 2/ que seaoblicuo.
1.” Seael prisma triangular ABCA'B'C' (fig. 226) recto.
Complétese el paralelepipedo BIV. Los prismas
triangulares ;VBCAB'C' y ACDA'C'D' son rectos,
tienen iguales las bases ABC y ACD (50, coro-
lario 1  éigual altura ; luego son iguales («53,
corol.); luego cada uno de ellos es la mitad del
paralelepipedo BD' ; luego el prisma triangular
ABCA'B'C' es la mitad del paralelepipedo BD' de
igual altura 'y dupla base.
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2/ sea el prisma triangular oblicuo ABC.VB'C' (flg. 227).
Fig. 227, Complétese el paralelepipedo BD', y tracese
el plano M'N'P'Q" perpendicular & sus aristas :
prolonguense estas haoia la parte inferior de mo-
doqueM'M=N'N=P'P= QQ= AV; Unan-
se los extremos de las aristas contiguas & la
mismacara , y se tendra el paralelepipedo rec-
to MNPOM'N'P'Q" («50, corol. 2.%) : tracen-
se las diagonales MPy MT', y resultaran los
dos prismas triangulares rectos
MNPM'N'P* 'y MPQM'P'O’,
d* los que cada uno es la mitad del paralelepipedo recto (1.* parte
del teor.), y que por consiguiente son iguales entre si.
Superponiendo el poliedro MNPABC a M'N'P'A'B'C™ de
modo que la base MNP coincida con su igual M'N'P"  la arista MA
caerd sobre M'V (i ; ¥y como esta” aristas son'igoaierfpr:
giiy estando de AA'y MM', iguales por construccion,.la parto
AM comun, quedan los residuos MA=M"'V) el vértice A coincide
con A : lomismo se demuestra que B coincide conB' y C con C*
biego dichos poliedros son iguales. Luego agregando & cada uno
de estos poliedros la parte ABCM'iVP', los prismas trian<xula-
res ABCA'B'C' yMXPM'X'P" son egnival®ies'del S s 1 m |
se demnestra que ACD.VC'D' y MPQM'P'O" son equivalentes-
pero los prismas triangulares rectos MNPM'N'P' y MPOM'P'O’
son iguales entre si; luego los oblicuos ADCA'B'C' y ACBA'C'D'
son equivalentes ; luego uno de ellos ABCA'B'C' serd equiva-
lente & la mitad del paralelepipedo ABCDA'B'C'B' de |eaal altu-
ra'y dupla base (140).

Fig. 228 ConoL.  Losprismas triangniares
de igual altura y bases equivalentes,
son equivalentes.

«03. Teorema4® Dos tetrae-
dros OABC y SPQR (fig. 228) deigual
altura y bases equivalentes, son equi-
valentes.

Supongamos para mayor sen-
cillez, colocadas las bases de los
tetraedros en un mismo piano, V.
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MN eu un ntaero cualquiera de par-

ctda ironcn™ ™@®’'" ef
tLncorin”® Pnsma tnansular (lomando por base la superior
rnhrini ]’ *JETAyN >son equivalentes (29 a , 0o-

teir»s ’ n pP"™* inscriptos en uno de los
Iltura en°7'i™* tu ®‘® i ® “‘™' Disidiendo la
- Mpi°. cic. nimero de partes, y ejecutando

t Z I HIIPIH
Primer de los prismas inscriptos en el
los tee , ™ PE™ “ 'Agnal -a la de iqual ndmero de
de osolmo “ A aext SIO
e 0s piismas mscnptos se aproxima mdeﬂnl amen
teoreina] n " GB® @ @ai"a'<®ies[s i, (%)
* m prisma com-
*\BCPOr' m Inmcado
” n«"lalente a tres Mraedros PABC, QABC

i; Rinr
RABC , (Jfe tienenpor bases una base ABC delprisma v cunos

vsrhces san os rérUoes P, Q, H rf fe iizZ "™ ¢ i
Haciendo pasar un plano por el vértice P y por Ja arista BC. y
Fig. 29 otro por el mismo punto P y por la diaconal BR
de la cara BQRC, queda el prisma truncado divi-
dido en los tetraedros
PABG, PBCR, PBOR.
El primero de estos tetraedros cumple con las
condiciones del teorema.
El segundo PUCR y el ABRO tienen la base
y vértices en los puntos Py A
f i scncinivalentes (293) ; pero
T et do por vértice 11, es el RAIIC; luego el segundo
ettaedro cumple también con las condiciones del teorema.
b1l tercer tetraedro-PBQR es equivalente al ABQC, porque

tenen Iguales alturas. y las bases BQC y BQR son equivalentes
( 4 «, corol); pero el ABQC, tomando por vértice el punto

« A
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Q. es QABC; luego el tercer tetraedro cumple del mismo modo las
condiciones del teorema. ) _
Fig. 229 Luego el prisma truncado ABCPQR es equi-
B valente & los tres tetraedros PABG, RABC y
QABC, que tienen la misma base ABC que el pris-
ma y cuyos Vvértices se hallan en los vértices P, Q,
R de la otra base.
CoROL  Todo tetraedro es la tercera parte de
m prisma de igual base y altura.

Porgue el teorema anterior es cierto, cualquie-
ra que sea la posicién de las bases, y enel prisma los tres tetrae-
dros a que equivale, tienen *la misma base que él y la misma
altura , puesto que todos los puntos de una de las bases equidistan
de su paralela («O® , corol.) ; luego los tres tetraedros son equi-
valentes (S93) ; luego cada uno de ellos es la tercera parte de un
prisma de igual base y altura.

*9 6. Teorema 6.° Todo tetraedro truncado ABCPQR (fi-
gura 250) esequivalente & tres tetraedros PARC , CPQR y QBDC,
que tienen la misma altura que el tronco, y cuyas bases son la base
mayor del mismo tronco, la menory la BDC , medmproporcional
entre ellas.

Haciendo pasar un plano por el vértice P y por la arista BC,
y otro por el mismo punto P y por la diagonal
QG de la cara BQRC , se tiene el tronco del te-

traedro dividido en los tres tetraedros

PARC, PQRC, PQBC.

El primero de estos tetraedros y el segundo,
gue se puede expresar por CPQR, cumplen con
las condioiones del teorema.

Trazando la PD paralela @ QB, y uniendo D con Cy con Q,
el tercer tetraedro PQBC y el QBBC tienen comun la base QBC y
los vértices P y D enlarecta PD, paralela & esta cara (*83);
luego tienen igual base y altura, luego son equivalentes.

Solo, pues, resta demostrar que el triangulo BDC es una
media proporcional entre la base mayor ABC y la menor PQR.

Al efecto tracese la recta DE, paralela @ AC, y el tridngulo
BED es igual al PQR (W» , 5.). Los triangulos BDCy BDE,
cuyas bases BC y BE estan en linea rectay cuyos veértices estan en
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el punto D, tienen la misma altura, luego son proporcionales i
sus bases (151, corol) ; luego

IIDE' “ BE *
por igual razon los tridngulos BCD y BCA nos dan
ABC BA ____,BC BA
BDC “ BD m iiE' BD’

luego las dos primeras proporciones tienen una razon igual; luego
(Alg., »30)

AN _ BDC.

BUC'~ BDE *
y coraoBDE=POR, resulta al fin m

ABC _ I7pc

BDC " PUR*

ARTICULO n.

D etorminacion de los volumenes de los poliedros.

»09. Se llama yoiiMEii de un cuerpo la medida de su mag”
nitud (»).
En la determinacion de los volfimenes lomaremos siempre por
unidad un cubo cuya arista sea la unidad de longitud.
»0S. Teobema 1® Dos paralelepipedos rectangulos A'C
y M'P (fig. 251) de iguales bases ABCD y MNPQ , son propor-
cionales a sus alturas A\' y MM'",
Distinguiremos dos casos: l.*que las alturas sean conmensu-
rables: 2®que no lo sean.
1® Supongamos que la comdn me-
dida de las alturas se pueda colocar 2

Fig. 231.

A
veces sobre AA' y 5 sobre MM', y se
tendra

aa;__£
MM" 3m

Si por los puntos de division se trazan planos pai‘alelos & las
bases, los paralelepipedos propuestos quedaran divididos el primero
en 2 paralelepipedos parciales, y el segundo en 3, todos iguales
entre si (»53 , corol.); luego

n 2
MP " 3*
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Pig. 231 De esta proporcion y de la anterior
se deduce
Ac _ AA
MP “ Msr'

2.° Este caso se demuestra como
l--mmm- u suandloffo del nim. tdlIS.
Obsehvacio?. Las aristas AA', ABj
AD, que forman un angulo triedro A de un paralelepipedo rec-
tangulo A'C, son sus tres dimensiones; y como por otra parte
el producto ABx AD represenia la cara ABCD & que pertenecen las
dimensiones 6 factores AB yAD (t AO , corol..®), resulta que el
teorema anterior puede también expresarse de este modo:
Vos paralelepipedos rectangulos, que tienen dos dimensiones
iguales, son proporcionales & la tercera dimension.

CoROL.  Vos paralelepipedos reclangulos, que tienen igual altura,
son proporcionales & sus bases (*), 0 dos paralelepipedos reclan-
yulos, que tienen ma dimension igual, son proporcionales & los
producios de las otras dos.

Porgue llamando
P, a, 6, celvolimen y las tros dimensiones de uno de los
paralelepipedos,
P', a, 6% c¢' el volimen y las tres dimensiones del otro,
y P", a, b, (/, el volimeny las tres dimensiones de un tercer
paralelepipedo , que, como se ve, tenga dos dimensiones iguales
& otras dos del primero , y dos iguales también & otras dos del
segundo, se tendra
L -1 -0,
A S
de donde multiplicando estas dos proporciones y sufrriraiendo
el factor P", comin & los dos términos de la primera razon,
resulta
P bxc
P b'xc’
S99. Teorema 2® Vos paralelepipedos rectangulos cua-

(*) Esto es, & las areas de las superficies de sus bases. Otro tanto debe
aotenderse siempre que una base 6 secciou se ha}m de comparar con otra 6
multiplicarse por la longitud da una linea.
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Usquiera son proporcionales & los producios de sus bases por sus
alturasy 6 & los productos de susfres dimensiones.

Llamese, de una manera analoga al corol. anterior,

P, o, ¢, el volimen vy las tres dimensiones de uno de los
paralelepipedos,

P', a', b*, e' el volumen y las tres dimensiones del otro y

P, a'y h, ¢ el volimeny las tres dimensiones de un tercer
paralelepipedo, que tenga, como se ve, dos dimensiones jguales
a otras dos del primero, y una igual & otra del segundo, y se
tendra (29 S, obs.)

pr o« g'

p"  ft
y también (1898, corol.) -pr= 'DVS/(E Jde donde

fixftxc
P 0' X6' Xc'

Corol. 1® Si suponemos que P' es la unidad de medida del
paralelepipedo P, el primer quebrado representa el volimen de este
paralelepipedo (*): mas en tal caso a'=b'=:c'=i (*97?); luego
en dichas hipdtesis se tiene

P=ttX6Xc.

Luego el volumen de un paralelepipedo rectangulo es igual al
producto de su base por su altura, 6 al producto de sus tres di-
mensiones.

Asi, el volimen de nn paralelepipedo rectangulo, cuyas dimen-
siones son 4,6 metros, 5,24 id. y 6 id., sera

P=4,6x5,24x6=89,424 metros cubicos.

Corol. 2.*  EIl volimen de un cubo es igual & la tercera poten-
cia de su arista.

Porque el cubo es un paraleleplpe do rectangulo, cuyas aristas
son todas iguales {859).

300. Téorenrm 3.° EI volumen de un paralelepipedo cual-
quiera esigual al producto de su base por su altura.

Todo paralelepipedo se puede convertir en otro equivalente rec-
tdngulo de igual altura 'y base equivalente (S O 1): el volimen de
este es igual al producto de su base por su altura (« 99, corola-
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rjo 1.*); luego el de un paralelepipedo cualquiera sera también
Igual al producto de la base por la altura.

ii01. Teorema 4. EI volimen de un prisma triangular e$
igual alj)roducto de su base por su altura.

Todo prisma triangular es la mitad de un paralelepipedo de
igual alturay dupla base (iiO »): el volumen del paralelepipedo es
Igual & producto de su base por su altura; luego el del prisma
serd también igual al producto de su base por su altura.

CopoL 1. EI volimen de un prisma cualquiera es igual al
produelo de su base por su allura.

Porque trazando diagonales desde dos veértices homdlogos de
las basesa todos los demés, y haciendo pasar por ellas planos, el
prisma quedara dividido en tantos triangulares de igual altura,
como tridngulos se hayan formado en una de las bases; el volimen
de cada prisma triangular se halla multiplicando la base por la altu-
ra; luego el del prisma total sera igual & su altura, que es la altu-
racomin de los triangulares, por su base, que es la suma de las
bases de los triangulares.

CoROL 2. Eos prismas de igual alluray bases equivalentes
son equivalentes.

30 Teoremas.” EI volimen de un tetraedro es igual al
tercio del producto de su base por su altura.

Todo tetraedro es la tercera parte de un prisma de igual base y
altura (®»5, corol): el volimen del prisma es igual al pro-
ducto de su base por su altura (301, corol. 1.")- lue™o el
del tetraedro sera igual al tercio del producto de su bas"epor
. su altura.

Corot. 1. Elvolimen de una piramide cualquiera es igual al
tercio delproducto de su basepor su altura.

Se deduce como el corol. 1." del nimero anterior.

Corol. 2® Dos pirdmides de igual alluray bases equwalentes
son equivalentes.

303. Teorema 6." -El volimen de un prisma triangular
truncado es igual al tercio delproducto de una de sus beses por la
suma de las jres perpendiculares bajadas sobre ella desde los ver®
tices de la otra.

rpendiculares
Haﬁ)ad]as sobre ella desde los vértices de la otra, Ioge %menes e
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los tetraedros a4 que el prisma equivale (® 91), seran {90»)

Il bx«, 4-BXa'l ~VXa",

cuya suma, que es evidentemente el volimen del prisma truncado,
sera

CoRon. !.* El volimen de un j>mma triangular truncado y
recto con relacion a una de las bases, es igual al tercio delproduc”
to de esta base por la suma de las tres aristas.

Porgue en este caso las tres aristas son las alturas respectivas
de los tetraedros en que se considera descompuesto.

CoRCL 2® EI volimen de un prisma triangular truncado cual-
guiera, es también igual al tercio del producto de una seccion per-
pendicidar a tas aristas por la suma de estas.

Porque la seccién le divide en dos rectos, de ios que esta es
la base comun, y la suma de las seis aristas componen las tres del
prisma dado.

304. Teorema 7® EI volimen de un tetraedro truncado
igual al tercio delproducto de su altura por la suma de las bases
mayor,menory una media proporcionalentreellas («0 Gy 30»).

CoROL 1.“ EI volimen de un tronco de piramide cualquie-

Fig. 22 ra AC' (Ug. 252) es igual al tercio
del producto de su altura por la
suma de las bases mayor, menor y
una media proporcional entre citas.
Porque completando la piramide
6 OABCD, y construyendo otra trian-
gular SEFG, deigual alturay baso
i equivalente dlade la 1  estas dos
pirdmides seran equivalentes (3 0 » . corol. 2®).

Si se corta la piramide triangular por un plano paralelo a
labase, y que diste del vértice S tanto como la base me-
nor A'B'C'D' del tronco AC' dista de O, la seccion E FG es
equivalente a A'B'C'D' (9*7, oorol. 2."); luego las lurSmi-

€s
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des deficientes son también equivalentes (303,coroL 2.9).
Luego los troncos AG' y EG', diferencias entre las piramides
Fig. 22 totales y las respectivas deficientes,

son equivalentes.

El volumen de EG' es igual al
producto de su altura por la suma
de las bases mayor, menor y media

eye proporcional entre ellas; luego el

de AC' sera del mismo modo igual

E al producto de su altura, que es la

misma que la del tronco de tetraedro, por la suma de sus bases,

equivalentes & la del mismo, y una media proporcional entre ellas,

igual evidentemente a la media proporcional entre las del tronco

del tetraedro.

CoROL 2.“ Dos troncos de piramide, de igual alturay bases

equivalentes, son equivalentes.

Ejemplo. ¢(QUé volimen tiene un tronco de pira-
mide, cuya base mayor son 10,20 metros cuadra-
dos, la menor 6,50 id. y la altura 4,1 metros?

La media proporcional entre las bases sera (Alg. 180)'

m ~ \/10,20x6,50 =8,14 metros cuadrados;

y por consiguiente el velamen de tronco es
"m— w3 X4, X(10,20-f-6,50 -f-8,i4)=53,948 met. clb.

305. Los volimenes de los cinco poliedros regulares se ha-
llan : el del tetraedro regular , como el de un tetraedro cualquiera
(3««); el aeicubo, como se ha dicho (299, corol. 2.9): el del
octaedro suponiéndole descompuesto en dos piramides, cuya base
comun es un cuadrado que tiene por lado una arista, y cuya altiuu
es la mitad de la distancia entre dos vértices opuestos; el del rfo-
decaedro, considerandole formado de 12 piramides pentagonales,
que tienen por base una cara del poliedro y por altura la apotema
(®92, corol. 2.“) 6 sea la mitad de la distancia entre dos caras
opuestas; Yy el del icosaedro, suponiéndole descompuesto en 20 pi-
ramides regulares ¢ jguales, de una manera andloga a la
anterior.
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ARTICULO 1.

Determinacioti de losvolimenesde los cuerposde revolucion.

306. Teorem El voUmen de un cilindro cualquiera es
igual al producto de su base por su altura (#6 0, y301 coro-
lario 1.")

CBERVAAON  Si el cilindro fuese circular, llamando r el radio
y fl laaltura, la férmula de su volimen seria

C=7rr"a.

Ejenrplo.  ¢(Cudl es el volumen de un cilindro
circular, cuyo radio es 30 centimetros y 52 su
altura?

Q_5 14759 ><'50*x 52 = 14705 cenlim. cub, proximamente.

307. Teorema 2.* EI volimen de un cono cualquiera es igual
al tercio delproduclo de su basepor su altura {907 y 309 co-
rolario 1.%).

Observacion.  Si el conoes circular, llamando r el radioy a
la altura , la formula de su volimen es

C=-iw'a.

306. Teoremas* Elvolimen de un tronco de cono es igual
al tercio del producto de su altura por la suma de las bases mayor,
menor y una media proporcional entre ellas.

Todo cono truncado se puede considerar como una piramide
truncada de infinito nimero de caras ; liiogfo su volumen sera igual
al tercio del producto, etc. (30B , coro!l. 1.*).

Ooservacion.  Si el tronco de cono fuese circular , llamandor,
' los radios y a su altura, la férmula de su volimen seria

T= Vo X w-'») X a= - X a,

T :’\(ijta(r’-K"+»r').

306. Teorema 4.* Elvolimen de la esfera es igual al tercio

del producto de su areapor el radio.
En efecto, la superficie de la esfera se puede considerar como
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una superficie poliédrica de infinito numero de caras; si supone-
mos unidos Jos Vértices de estas caras con el centro de la esfera,
esta quedara dividida en un ndmero infinito do pirdmides, cuya
altura es el radio de la misma esfera: el volimen de cada pirami-
de es el tercio del producto de su base por su altura; luego el de
la esfera sera igual al tercio del producto de su area, que es la
suma de las bases infinitamente pequefias de las pirdmides, por el
radio, altura comun de estas.

OmnsERVACioN  Llamando r el radio de la esfera, la formula de
su volumen sera

E=—X 41r*X r = —jir.

Ejemplo. ¢(Cud&l es el volumen de la tierra, supo-
niéndola esféricay de un radio de 1142 leguas ?

V.deT.=-ix3,lii59...xfU23,= 6238S!)6735 leg. clb. préxim.

310. Llamase sector estérico la parle de esfera engendrada
por m sector cualquiera del semicirculo generador de la misma
esfera.

CoROL.  EIl volimen de un sector esférico es igual al tercio del
producto del &rea de la zona, correspondiente al sector, por el
radio.

311. Sellamasegmeuto esterico laparte de esfera compren-
didapor una zonay elplano 6 planos que determinan la base 0
bases de esta.

El plano 6 planos que le f orman, se llaman base 6 bases del
segmento.

CoROL  El voldmen de un segmento PABCD (fig. 235) de
una base y menor que la semiesfera, es
igual al volimen del sector OAPG ménocs el
del cono OABCD: el del segmento QABCD,
de una base tambiény mayor que la semies-
fera, es igual al del sector OAQC mas
el del cono OABCD; y el del segmento
ABCDEFGH de dos bases, esigual & la dife-
rencia de los segmentos PEFGH y PABCD de
una base.

Fig. 233.
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31®. Paradeterminar el volimen de cuerpos no compren-
didos en lo que precede de este articulo y del anterior, se dividen
exacta 6 aproximadamente en otros cuyos volimenes se sabe hallar:
se suman estos volimenes , y la suma serd exacta ¢ aproximada-
mente el volumen pedido.

ARTICULO IY.
Comparaeion de los volimenes de los cuerpos semejantes.

313. Teorema 1® Los volimenes de dos tetraedros
jantes son proporcionales & los cubos de sus aristas homdlogas.

Sean los tetraedros OABC y O'A'B'C' (Qg. 254): sus vollime-
nesseran (30 %)

’;XABCXOP %—XA'B'C'XOT';
-AXABCXOP ABCXOP
4-XAW xO P A'B'C'XO'F

ABCXOP
y sustituyendo en la raz6n compuesta j~jj'q™Mq'P' €N vez de

) ABC _ . oP
la razén componente suigual (*0 1, corolj o'p'.

de donde

4-xabcxop _OP* (a]
tiene (Alg. 175, corol, al.
se tiene (Alg corol) 4, x A'B'C'XOF O™

Por otra parte , de

ABC opP*
A'B'C' OT™
Fig. 234. ABC AC’

y de (161)
se deduce (Alg. i83)
opP* AC*
_ é N N rc N
y también (Alg. 10* , 4%)
OP* _  AC*
Onx AGH

B
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de cuya proporcion y de 1& [a] resultaal Un
yABCxOP AC’
a-aBCxopr wac
314. Teorema 2.° Losvohimmes de dos poliedros semejantes
OPABCDy O'FA'B'C'D' (fig, 235) m proporcionales a los cubos
de sus aristas homologas.

Estos ‘poliedros se pueden dividir en igual nimero de te-
traedros semejantes y semejantemen-

"M
n -C'te dispuestos («65 , fec.) OABD
yO'A'B'D',OAPD yO~A'P'D™ etc.,
luego (313)

AB\ OAPD AD*
OIAIBIDI A|B|® N O|A|P|D|/\|a IDIII!II
Estas proporciones tienen las Ultimas razones iguales(*6 1 ,
Corai. ,yAig. 1iS»,4."), lunri

\f/if\\\ \/Xik\i

OABD OAPD abB*

O'A'B'D' O'A'P'iJ '‘A'B"™* »
de donde (Alg. 4S6)

OABDH-OAPD+....

O'A'B'D'+ O'A'P'D'H-..." A'B™*'
d, llamando V y V' los volimenes de estos poliedros,

\
r AB'»
315. Teorema 3.* los volimenes de dos conos semejantes

(*it6) son proporcionales & los cubos de sus radios.
Llamando r, r' sus rédios, y a, a' susalturas, los volimenes

de estos conos seran (30 *)
w*a -w 'V

4-r*
de donde ra

y sustituyendo en la razn compuesta / @ en vez de lara-
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zon componente  su igual por hipétesis -p resulta (A.lg., 17®,

corol.}. Hiw

i“r»a
, Gl

Anpat A3
3nra

Obseryaciow. De una manera anédloga se demuestra que los
veldmenes de dos cilindros semejantes son proporcionales a los

cubos de sus radios. .
310. Teorema 4® lj)svolimenesde dos esferas son pro-

porcionales & los cubos de sus radios.
Llamando r y r' sus radios, los volimenes de estas esferas
seran (300, obs)

l-"*"

3
de donde -

3

PROBLEMAS NUMERICOS.

317. 1*;Cudl seraelradio deuuaesfera, cuyo
volimeu es 1000 metros cubicos ?

La formula del voliimen de la esfera es (300, obs.)

E=|.r»; de donde ozv_i.u|
y por consiguiente en el presente caso

— 3x1000 —fi 2055......metros.
V 4x3HIu9....

2. ¢ Cuénto pesauntubo de hierro fundido, de
3 metros de largo y 5 centimetros de grueso, tenien-
do el radio mayor 40 centimetros, y pesando un
centimetrocubico del mismo hierro 7,207 gramos?

El volimen del tubo es (306)
3,14159(40”—55*)x300=355428,875 centim. cub.,

el peso sera
353428,875X7,207 =2547161,902 gram.=2547,102 kildg.
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3.* Hallar la aristax de un cubo de duplo vo-
Iltmen que otro cuya arista es a.

Los volimenes de estos cubos serdn (S99, corol. 2®)
a® luego segun las condiciones del problema, a;*=2a®;

de donde a;= =

Odservacion. Las aristas de estos cubos son inconmensura-
bles ().

(*} Tase ye que el problema de la duplicacién del cubo no puede resolyerse
eTactamente por el calculo. Tampoco se consigne esto por construcciones
graficas en que solo entren arcos de circulo y lineas rectas. Lacroix le resuel-
g%gp%gtgaj interseccion de ramas de parabolas. (V. Traiti de Triuonoméirie,

I>IN DE LA GCOVETRIA.



60101 w

CAPITULO I.

De las lineas trigopnométricas.

PRELIMINARES.

i. Las construcciones gréaficas erapleadas en la resolucion de
los problemas geométricos, no son Um exactas como en muchos
casos seria de desear; porque la exactitud estd siempre limitada
por la imperfeccion de los Instruments, y también por la mayor
6 menor destreza del que ha de manejarlos.

Por esta razén, aunque ya hemos visto como en Geometria se
resuelve un triangulo rectilineo , esto es, cémo se hallan tres de
sus seis elementos , conacidos oiros tres que le determinen {), vol-
veremos ahora a insistir enla resolucion del mismo problema ge-
neral que es del mayor interés, empleando en vez de las cons-
trucciones gréfleas el calculo, el cual permite obtener los ele-
mentos incognitos con toda la aproximacion que en cada caso pue-
de ser necesaria. Tal es el objeto de la Trigonomeina recltimea

Es pues, la T rigonometria rectilinea la ciencia que ensena &
resolver hs tridngulos reciiUneos por medio del calculo.

Este resultado se conseguiria por medio de una simple pro-

V. Geometria, ndmeros S, y S*.
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porcion, si los angulos de los tridngulos fuesen proporcionalea
con sus lados opuestos ; pero no sucediendo asi (Geometria, 95,
corol.), fué necesario inventar un sistema de rectas, que ai mismo
tiempo que determinan los arcos, y por consiguiente los angulos
que estos arcos miden , son proporcionales & los lados délos trian-
gulos & que dichos angulos pertenecen. De este sistema de lineas,
llamadas lineas trigonométricas, nos vamos a ocupar al presente.

ARTICULO 1.

Valor absoluto de las lineas trigonométricas.

Lldmase seno de un arco la perpendicular bajada desde
uno de sus extremos al radio 6 didmetro que pasa por el otro
extremo.

El seno del arco AM (fig. 1.*) es MP, el de AB es BO, el

Fig- 1o de ABM'es M'P’', el de la semicircunfe-
c B J  rencia ABA' es cero, el del arco ABA'M"
sIp es M"P', etc.
/ Corol. 1® EI seno de un arco cero- €

Al-*\ 7 p cero, el de un cuadrante el radio, el de la
< \1/ semicircunferencia también es cero, etc.
ONERVAcioN.  ElI' menor valor absoluto
] T del seno es cero; y el mayor el radio.
Corol. 2® EI seno de un arco AM es la milad de la cuerda
.MM"™ del arco duplo.

Porque PM =1mM y MAM"=-2AM (Geom. 41).

3. Se llama tangente trigonométrica de un arco la parle de
la tangente geométrica, levantada en uno de sus extremos € inter-
ceptada entre el punto de contacto y la probngacion del radio 6
didmetro , quepasa por clolro extremo.

La tangente del arco AM es AT,. la del arco AB infinita, la
de ABM' es AT', lade la semicircunferencia ABA' cero, la del
arco ABA'M" es AT , etc.

Corol. 1® La tangente del arco cero es cero, la del cua-
drante infinita, la de la semicircunferencia también cero, etc.
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Obskrvacion. El menor valor absoluto de la tangente es cero,
Y el mayor el infimto.
CoiioL. lalangente del arco de 45® esigual alradio.

Porque si el arco AM es de 45®, el &ngulo AOT , que mido,
ierd de 45®; luego el angulo ATO también serd de 45® (Geo-
metria , corul. 4*); luego AT=A0 (Geom., 75, ree,
eorol.l/7). » ,

Llamaremos arcos cojii'limentaiuos aquellos que sumados
aigebraicamenle forman un cuadrante, y sUPLEJEMATDS /& "«e
jorman dos. .

El complemento del arco AM es MR, el de All es cero, el de
ABM' es— BM', el de ABA'es —BA', elde ABA'M" es—BA'M",
etc. El suplemento de AM es MBA', el de la semicircunferencia
cero, el de ABA'M" es —A'M", etc.

Obseuvacion. L os complementos de los arcos que nacen en A
y se cuentan en el sentido AM, tienen su origen en B, y lossuple-
mentos de iguales condiciones en A'.

5. Se llama cosejio f) de un arco el seno de su arco comple-
mentario.

El coseno del arco AM es MQ, el de AB escero, el de ABM' es
M'Q, el de la semicircunferencia es el radio A'O, el de ABM'A'M"
esM"Q' etc.

Observacién.  Como QM =0P, M'0~OP', M"Q'=0P', etc.;
por lados opuestos de paraleldgramos, resulta que

lil coseno de un arco es la parte del radio inferceptada entre
el pié del senoy elcentro.

6. Lldmase cotangente de un arco la tangente de su arco
complementario.

La cotangente dei arco AM es BC, la de AMB es oero mla
de ABM' esBC', lade la semicircunferencia es ininita la de
ABA'M" es BC , etc.

De lo expuesto en este niimero y precedentes se deduce que

1. A todo arco se refieren cuatro lineas trigonométricas,
dos propias, que son el seno y latangente, y dos del arco

(*) la palabra coseno estad formada de complementi sinvs, c&ioct, seno
del complemento. De igual modo cotangente se forma de compleinentl tan-
gens, tangente del complemento.

3
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compleméntario , Haraadas por «slii razén ecMfnfks, (jub son et co-
seno yl™Lcotano”enie (*). . n
2.*" 'Las lineas 'vnbMixs &' iDftiHo anh las ‘colii‘eas del compie-
menlo , y /aicoLisiiAS de un am 5on lai'UneaS i>ftoPiAS del coni-
plemenlario. Asi, llamando el -arco ccy como su complemento es
90»— (€M), se tiene'
sena;— cps (UU"'—a?}, tg.'r=cot(90"—a?) (*-).
cosa:;=isén (90"—x)’, cota:=tg (90"—a)>V
' -3/ Ciiaii'do un arco-crcée '-desde cero hasta el 'Cuadrante,
crecen sus lineas propias y menguan sus oolineas; lo -eofitmrio
sucede cuando el arco crece desde el cuadrante liasta la semi-
circunferencia.

ARTICULO II.

Valores relativos de las lineastrigonométricas.

7. Se ha visto (Alg., »1) que si las cantidulcs que tienen
un modo de ser determinado se consideran como positivas, las.giie
tienen un modo de ser contrario & ellas son negativas, naciendo,
puédi/aplicacion de esto/al caso presente, y considerando<|omo
positivos bs arcos que tienen su origen en A y se prolongan en el
sentido AMB... , y como positivas también las lineaSiitrigonomé-
tricas del arco positivo AM, menor que el cuadrante, regulta-que

1* Los arcos que tienen su origen en A y se prolongan en el
sentido AM"BC.. son negativos.

2." Los senosy las tangentes (iue,.como M™P, M"F’ y
se encuentran en la parte inferior del didmetro AA" son negat’MVC's;
y también lo seran los cosenos y cotangentes que, como 1iC' y
OP'psehallan &'la izquierda del diametro BO'.

CiilioL.  Las lineas Irigonomélricas de 16s arcos comjyrendidos
en el cuadraide son positivas: las dejos que terminan en
el 2* son negativas , excepto d seno: de las correspondientes &
arcos que ierminan en el 5.'~ cuadrante son negativas ei/seno y el¥

() Se suelen considerar otras cuatro mas, que son el senoverso, la secan-
te. el cosenoverso y la cosecante.

(**) Losnombre»'seno, tangente , coseno y cotangente, se escriben abre-
viadamente de este modo : sen, tg, eos, cot.



— ion —
":0senu,y positivas bi langen)fy tuUnuf*nfo: Us <UlosMjt\Hef~
en elA." sonnegadvas, excepto el coseno. .
I*.  Tkorema 1. /ms hncls ixiipnom™Hcas de ufi arco nega-
tivo— AM™ iM igmles cnmlor (thsolklo -& fas de otro posili-
ro.-h All-;: de la misma longitud gw, e/pritkem ; pero i/cnefi signo
coiUnirio exceptuando el coseno , gueesen todo igual para los dos
arcos, ib '
Los senos MP yM™'P son ijjiules en longiliid (A|corol. 2.");
pero positivo el pi'iTnero y negativo el se-
gundo (y, 2.").
Los ti'iangulos AOT y AOT' denen AO
tomun, los Angulos en A recios, y ei
AOT= AOT', porque tienen por medidas los
arcos AM y AM"™, iguales ¢n valor absoluto
por hipdtesis; luego dichos triangulos son
. m iffuales; luego las tangentes AT y AT 'tam-
bién to serén en longitud;, mas la primera es positiva y la segun-
da negativa (7, 2.%).
KL coseno OP es comin & los dos arcos y positivo para ambos.
Los Uiangulos BOC yBOC' tienen OB comun, los angulos
en B rectos ; y como AM es igual en longitud a AM™ y este lo es
con A M', losarcos AM y A'M' son iguales en longitud ; luego sus
ci”plementos BM y BM' también lo seran, luego el angulo
UOC~BOC". Luego dichos triangulos son iguales, luego las'co-
tangentes BC y BG' son de igual longitud; mas la primera es po-
sitiva-y la segunda negativa (7, 2®).
Llamando X un arco cualquiera, este teoremase’Gxpresa al-
gebraicamente asi:
sen (—¢r)=-"sena;, tg
eos (—a:)=4 -ecs X, cot{—x ) =—cotx.
Coro)., sen (90«-d-a:):M«, 2."] eos (—¢ ') " cosic,
cps (90“-i-ic)=1 «, 2.°] sen (—a:)zfcii*-g" a»,
Teorema 2.° |45 lineas trigonométricas de dos arcos Kii[
y ABA'M", que tienen un extremo A comln y tos otrosdos My M"
en un mismo didmetro, son igualesi pero el seno y coseno ilevan
signo contrario en los dos arcos.
AT es la langentede estos dos arcos y BG la liotangente. La
Igualdad de los tridngulos OPM y OP'M" nos da PM=P'M" y
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Qii-i=,0P": pevp P-Mes de signo,eontrario ,a OP a OpP*
(9 ,2.); luego el tftpreaiaes\cifiKto para, diphosarcofeV' -.............
m  [i%arpQsi&i6ari. AliIM' y ABA'M I\ la’tangente k T -y Ia
CQiapgfnte’, lICN\vSeKfan,comunea,,ios dos>'yu la igualdad de-l6a
QP/3ii daKJ'ald™ senosy cosenos respectiva-'
TOIMAgiiale”y;df.aigno,oonirai;jg.ouAv>'u\, ¢ .
Lo mismo se veriilca en otros dos arcos cualesquiera de iguaw
ie?-Mnidipioneg*) laungud uno sea positiib Y/\otrti i-hegative domo
A-Kty, AM"-i;d 1QSdus ap gativiB. como. AM™ y AB'A'M".
Llamando, pues, x un.iaecp caaltjuiera,' el otro arco &era
I"R®ROTTicH yiesli teoneime se;jei”resaai”ebraicamenteasi:
E ~n (dSO?ri-™)™--iSen)ar’, igi(d8G"+jc}=ii-f-tga:,
h"\ PPS: (189" 7«?)p3p—00S.«"! n/cot ((SO®4 -ip)=+ QXiC.
JGyad™ liif;, ,ZaSx'tvigotwtAMricas .de un arco no varian
i’ 1 nalpr absoitilo, -aunque, de dicho arco
-mi:l / wm  _fiifc una semicircuhferencia; pero el
N wWA\Q, ©. co&eno llevaniiyno contrario en los
dos arcos. i ATA LT >e
V ConftLi. i2;*: Las. lineas'ii‘ifjonométricas
,<k\dos:arcos' suplmentUrios son iguales en
valor ‘absolulo, peMt de sigriO' contrario;
xeaxepto H senWy Ique. es igualen todo para
jlos dos arcos. "o .U
, PlUfgge mudando,el isigno a la ic.en las fi-raulag dei i“rema,
yt~iepdp prpseni!? pilando el arco cambia désign'o todas sus
lineas trigonométricas varian de siguié también, excepto eicose-
noj("j.,~gsulia,;,,,3.,,.«i

sen(J80‘— ic)=~+-sen”, tg (180"—¢ j= —tga;,
-cbtftgi?-—" N —cot X.

10. TYorMA 3.i_ Las tineas-tifrigonométricas de los aréos
que se (Mprendan enma , dos, tres, etc.., circunferencias, son
iguales..,, - \ , K

mHboiendo que.estos™auoos tengan uft mismo orfAn . ‘ooihciNififa'i
su”extremios, yporJo.tanto tienen evidentemente iguales lineaa
trigonométricas. . v.\
w70a0L. i/ las /meas trigonométricas de un arco no vaHan
aungue se k. qgreguen 6 resimde.étima 6 misdrcunfemicias.



CoROL. 2.' corresponde d ?«~m-
i0s arcos. )
Diiflus} iK % H o 'sepiAe reducir & otro contenido

1 mi]Qtpt)imer:auaUmmie\\-]"\cuuas:lifi,ens)iiiSti)toiiiéfripg.s sean respéctU

/ .[PQ.je~ctp. Ai, elracpa™© en pOsitl+o, cfin
lo*gueel’ valtir'absoluto ae susMinéas trigonométricas no'varija (8.
Réstense del arco 4-X todas las pircu”erenef?l? que contenga. y el res-
to 4-ic'tefi'dv&iguail(i;' ?in(~s fnkonpmétricasqutj®-~aj”l0, corol.V.*).
Si + X' fhes'é niayin'MlfSe una i“micifliunferencia/réstese éfetade él, y
el resto +®" tendra saadhieastrigpgomctricas de igual valor abscjlum
que +X' (9, coroK i°.8N\y rTér oM iguiente que +X. Si 4®*mese
mayor que un cuadrante, tbmese su suplemento ,180°—®", 6 lo une
8lig«ai?iM 4lie#w5/i4 'i?7n& ikémmtic-"sW ' 'mi&ia
+X'" seran iguales en valor absoluto™™" Irii*-dé" iy QIN*c'éisr: 2i* oy
por consiguiente ~Bfs de +it'-y:a)*»deH»iulaicgo las lineas trigono-
métricas del arco 4-®", men” un cuadrante, son iguales en va-
lor absoluto a la? [(fe] arco pripiiliyoidtijjJ

Observacion. El signo de caaa'lmea tilgonométrica se deduce facil-
mente de los prinejjos expue3t68%iji ljs0yatro nimeros precedentes.

-Ifi m oibai 19 'I'-)'M:; P ja N
V. M, ,8er,3368>spn(,?6p>VI
sen£a8f=,it_éq. cQrnl. I";i-spi’\(;328|.7:"’\*’J‘|fj5a= “ R U 8*A[»%corol. 2.1

o/I'"=I! n 32"-«

I'V<g ' (f-7354)=t8j-tgij833"= 10+23~)=t*0.\corol. |.")

/ étii'of. (283*UIH80") = -tgS3~"

7 lin POCY r(l!l L nii fdi ' S ) i

-ndgiori<i> enu'., civHTiuofi. 1

J'TU/ « 'IUA lirgdtii g anl -} i;l T ‘IH «ilnnib

Belscion entre las lineas trigpflomp”rieas do un mismofa_rco.

- 1l aon

la. Seael arco AM, menor que. un,cuadrante/\sus meas

tiHé'iWétficb il»'~

El tridngulo rectangulo OIIP nos da (Géf3iii. k ti*, I'®)
PM=i"H31=i!0M*
0, llamandox este arco y r el ?adio ,

onno y , mjiilill i'=sdnVHbcos' ars=ai®. & d» Viv re n;;en!
OAT(>-r™wiltaiui'li 9hrmrg nrt injfi
OP _OA eos X e LLIO'

L=, .
rol>1AL' 1\ ivu/\
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Fig. 1« de donde = ----—---
COSX

Los tridngulos QPM y QBC también
son semejantes, porque ademas de tener
los angulos en P y en B rectos, tienen
MOP=0CB por alternos entré paralelas;
iuego

_OP_BC QX  cota?,
MP OB sena,

cotiC=H I™. - =
ena; . \r.

, UssKayYiii?l. Haciendo r=\ en las'formulas anteriore”, se
convierten respectivamente en

sen*ic+cos*a;=I m
t a_:§_e_r£®
98,= s X m,
. eos X
COtiT= m
sen X [5].

Reciprocamente, Si Se quisiese restablecer el radio en al-
guna formula trigonorfiéirica, (;e.dtin-
de hubiese desaparecido por haberle
hecho igual a la anidad, se observai-a
que descrihiendll 4esd™ ei yeértiice A

. (fij>= 2.") de im anguio dos arcos BC y

Ve € ¢ B'C')y trazando sus senos correspon-
dientes BP y BP , la semejanza do los triangulos ABP y AB'P’,

Fig. 2*

nos da'’ m
AB AB'

~ Suponiendo ahora los réadios AB==rl, AB'=r, yl*giando ai
el numero de grados de los'arcos BC y B'C' y ¢ laiongilud
del seno,Bj[*"iendra

_senX,

) ~3Lofiiriimll,
luego en vez dej 6 sea senx , sedeberdsustituir — , y Qonmo

otro tanto puede demostrarse de laS demaaMineas trigonoittétrfcas

resulta ipie
Para restab'ccer d radio en una fornutia tngonomélriea,
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€% S~ififuyr eiirpez~de ca”~d linea (a ifiisma pavidalii jH)r e! ra(fjo.
A.SI, restablecieiilio él radio en la férmula [1], se tGhiiiia
fibnoR GREAL Ao Ej* A | scnha €06 .

y por ultimo ' sentir-pobs'a;—?
que es la férmula de donde la [1] provino.

t3. Lasformulas obtenidas amel pimtro anterior. en el supues-
tode (Ee}]el arco es menor que un cuadrante, son generales yclertas
por lotanto gara qtro arco aglﬁﬂlera e i
MTomtis finedfe dichas-fornulas, por djiflo lavjaj, y yamosi
demostrar giidvctiaigiliera’ que sea el arco .. d"" ds*dgs miembros
Ce esta ecuacion tienen igual valor absoluto: 2.”” tambiéen tienen ¢l
rai igfio. W, & ' oL

énmuemo el apo g 4 aro; +;' contenido en el primer
drante ¢ro>, e tiene para. - a=p

S
tga; = eos a'
y conplas lineas trigonométricas do. - tienen respect ivamegjite igual
vglor alktJlsqutoI que las e, . M . ga? iguaies envalor alsoluto

a" senx yeosx tienen ej misnVo signokm til d® cuadraiUCj cqn-
trarioenel2.”. elmismoenel3.*. y contrario en el 4@C 1, cordl);

IGegoelmiembro—  espésitivoen eld.* cuadran”®, negyivo en

el 2® positivoen el 31y ridgativo'brj e pero&to_oslo itiie sucede

tgicCl.corolO’; luego oY Tgtienen gl mismo signa, lego
—¢ th: eos X

cualquiera gue sea el valor del arco® X
Lomismo se demuestra laigeneralidad de s demés fofimulad.
14, Por medio de las tres ecuaciones
seniP

— €054,

-1l

sen'A-Hecos'd ;= I, Cotaj+='

que ligan entre sHas cuatro lineas trigonomeétricas, conbeida uui
de estas se pueden deterimnar las festantes (Alg;. j t ta).
. Suponiendo conocido sena?, se tendra
eing . r v

S " sena? . Vi—sen'z
oosa”V/l-sen'®, t g ;c = - 06W— sgenx
. A«K>néui- 11V \1
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Observacion.  Multiplicando la férmula [2] por la [3J,

también se tiene  tga;cotiC=AMAXANN=], de donde
€0s X Sen x

t']-

ARTICULO Y.

Belacion entre las lineas trigonomeétricas de dos arcos y las
de la suma o diferencia de los mismos.

15. Proolere. Dados los senosy cosenos de dos ar-
cos ay b determinar el coseno de la diferencia de
dichos arcos.

Supongamos que los arcos ay b sean
positivos y menores que el cuadrante, por
ejemplo, a— AC y 6 = AD (fig; 'S.Iju'Tra-
cense desde C y I) las perpendiculares CP
y DQ sobre el didmetro kh! , la DE para-
lela & este, y lacuerda CD.  }

El triangulo rectangulo.,CE)E nos da
(Geom. 111, 1®

CD*=CE*+ED®:
pero evidentemente se tiene
CD= cuerda(a—¢), CE—sen«—seni, ED—co0s6—co0sa;
luego sustituyendo estos valores en la ecugoion anterior, resulta
cuerd’ (a— 6)=(sena—sen ¢)*-)-(eos 0-~cosir)™ e
sen’'a —2sen asen 6-|-sen*; H-cos*6— 2 ecs a ci)s h-\- cOs*a, 0
como sen*a-|-cos®a=l y sen*64-cos*¢= | (1™, obs.),
cuerd*(a— a}=2— 2(senasen 6 -t-cos-a cosa) [AJ.
Suponiendo en esta ecuacion ¢, =0, se convierte en '(8, co-
rolario 1® y 3® cuerd*fl=2—2 cosa,;
y cambiando en esta ecuacion a en a—6, resulta

cuerd’ (a— 2—2eo0s (a—Db);
de esta Ultima ecuacion y de la [Aj, que tiene comin el primer
miembro, se deduce ‘-"\Xe00

2—2cos(a—6)=2— 2(sen a send -f-oosacos
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y despejando eos (a— h)
cos(a—6)=cos acosé-Hsena sen6 [1],
cuya eoiiaoion resuelve el problema propuesto.

CUROL. 1
Porgue cambiandoa en 90"+a enlaférmula [1], se tiene
eos [90"+(a— 6)]=cos (90"+a) eos 6+sen(90°+a] senb,

6 (~corol)
__sen(a—b) = —senacos 6+cosa sefié,
cuya ecuacion, cambiados los signos, da la que se quiere de-
ducir.
CimOL. 2." eos(a+6)=cos aeos6—senasenb [oj,
sen(ati}=senacosi,+cosasen 6 [4].
Ponine cambiando el signo al arco b en las formulas [1] y [2],
y teniendo presente que sen b cambia también de signo (8), resul-
tan las del corolario.
Observacion. Por medio de las cuatro férmulas pre6iWeh”
tes facilmente se hallarian otras analogas para tg(at6) y
cot(a=fc6).

'fiJee rie obneinognf; y
Generalizacién de las férmulas precedenfes.

tO  Supongamos magnitud
y signo cualquiera. Dandoles un origiit comdn A . cualquiera que sea
la posicién de los puntos C y D en”ue/4«illwio6itWs
puede repetir la constcudci) n anterior sienmre quedara formado
el triangulo CDE. <@ o ront

todo caso seVéHfiCii 41 .Cp = cuerdar(ffi-ig)_
(sen (t—sen’\) S
; 3.° ED= =t:(cos+cosa).
IS >egii-1—/ V -'bncfi,

i = Elarco ase compone del menor arifo positivo AL , que va d
de A4 C. aumentado de cierto nimero df dlfcunlerenC|as p05|t|vas 0
negativas: de jcull mane/iclWres'~gSal'ltf menor arco positivi)
AD mas 6 menos cierto nimero de circu™eTencm”s;

’ﬂ]

ton~mero de circunferencias. Si se toma el punto A como origen de
>fsVp,%rBO'iiSPrA'\tte"{"a!d(yhMWIBJ"darici«MoiBsiraero.dB vueltas en

uno U otro-»iirtHdo ; el sentélo
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......... Y H sera ol extremo del arco a-b ; Iuego la cuerda All
de este arco p-a igual & la del arco CD.

2. “ Silo.s™iimoSM'D estan en un mismo lado dei dlametro AA"
es evidente que CEs==i=(sRna—sen¢), tomando el signo + cuando
esté .CSupe”™Qr aD y ei —cuando inferior; si estan ajlado dife-
rente d” diametro; GE es una suma GP+DQ, pero entonces uno de
e||os espolivo y otro negativo; luego taniliien se verifica en este
caéo ~ue-UE=tir(8en a™selri &).' | — -

3. " Del mismo modo se demuestra que la igualdad GD =
=+:(cos;?—cpéii), evidente buando loaginniosiLy, D e”tan. en un mis-
W<Mado d(” djaiaetrq BB', se.yerillca de iggaDmbdp cuando se hallan
& difnrenie lado de dicho didmetro, tomando el ;igfio +e cuando G esté
a la izqiiierda de ).

Lueg; las'férmlllas deducidas son generWes {*). e

m d D
i [1] : Consecuencias de las formulas anlermes,
(7 M

*7." Haciendo a=zh en las formulas [5] vy [-I] del nimero
emierjor,1 se tien$
| i m pgs2a==cps*a— senV, _

sen2a=2senrtcosa; i
-’A:ir,.-

y suponiendo enestas 2a=A, dedondea=—A, resulta

cosA = cos*4-A — sen*—A fll,
2 2

\ \
senA=2senrAoos-“ A N <[2]. at
También se tiene (li®, obs.)
1—cos® iA+sen*-iA,
de puyaecuacion y de la [1] se deduce (Alg. 9S)
J -4-
%);R = 14-c0sA y sehj*l'A:l—_g\OSA

" dpj donde 2cos*-A=1-HcosA [3]
y 2sén*N A==|—cosA [4].
'od e=(flT0 ;

'i-)" Esta elegante demostraoioa 6sta tomada de la Trigonometria de MH
aowfte y Zrflcow»* que deu veg la han toncado dei/»-.
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IS, La suma de las formulas [4],y [2) del num. 15 nos
da sen(ii+6)+sen(a—6)=2 sena eos 6
y la difeirQUieia . ou'ia le x
sea (N-+6) —sen (a— 6) = 2C0S a SEN 6 :

dividiendemi”enadaraente.estas igaaldades y observ/~”
Snd
eos £ ebnob

Sfin fa 4-6) sen (a.r _2sfin aeosft_ sena ” ;

aieUé'Meos'a é0s8- m i

suponiendo en esta ecuaciQan™+A=; A fji[[; NN

que (1 ®, obs)

de (jonde a=i|;4”"B) y 6=~(A*-g~se tieaa ai fln
mn A 4-sen BN Igj (A4-~ A
sen A—son B Ig"(A—B)

.

el

T ifilii CAPITULO IlI.

De las tablas trigonomeétricas.

— -
articalo i.
D — o)
Dstorminacion de w» r en valores del radio.

1it  Teorema \T0do arcopostimy mnor que un cua-
drante 'es mayor que su seno y menor que su Ifnjienle® '
Sea el arco AB (fig. 4Vp>Tracense los rados OA y OB, el

nrr.\v 3 seao, la AT dbblese K
nu »”" AOT MoisL.la -parte™ sup™or.. sirviendo de .gje

.Di.~o1/” QXjvy enla figura total resultante XOA'T se ten-
m drd' fGeom. 5 y «3»)* |
a AA'<ABA<ATA',
0 palrtiendo por 2 y UamandoJf el arco AB, B

am«<|«<ts®-
®0, [Teorema2 . * -diferencia ent"cm arco dd primer



r2fig »
&N d ey M ki%y<ASn)oin AMUta énrth Mtiarip Nk cMS del

arco. 0sU00fI325S=(6— Ujno2-f-(¢-4-ii f,-
Sea X €l
de donde
fIS{ ANb'nfK..e m. N ANt

y' itiip~candiQ esi”>desigiiiajdad-ppr;2 co™~"™"\,;rgsulta”

*'2slén|é;coV|;i¢>jibdNV;dr9n9uhiioi-'r;., [~

nil Ifi enei) es . *EA L NN * Anie L«
™ ~sen-arcfe|-a;= Wa (ly)~-
ML A il £}t / o)

1osfAN A seldir

sena:>a?(l _sen*4")-
Sustituyendo en veilcieliigy*S~Si‘co ~ir, que es mayor

que el R T TBIitifAA+ ddIrsgiyido miem™o aumen-
i~ Alirrmye; luego

con mayor razon se tiene  ---------

sen x~;>xh — -r*') d  sena;>a—
A (utiziigni/ &
X— —ic<;sena;;

y suméaSio~con Vs®~iorm"iemifos 1fer®" Pima®9ésigualdad
ului IAUAY M yi/MjinaT .« i
»?. -fouis« V. W " \uirdi
le ,a0 7 1JA) iljiVi fiol «ir7Sea'il<-yiiViT. [IA no'tj; le ji3;

eh seU® ti© Un
o) B 3 /-1 “nilILROI fiilijl jor™d sl po ; Tn cupidad.

La longitud de la caliiiulpce'iipia, giie'tienel ~r radio, es
(Oeom. 13i>7,yr~"L2"~jJ~N|Pe Sondé"* ~

—cr=- 6 i80* ~MW,;nhiinliB feuloi~u*I agl iaiicof ide-UfSera

' arotf™ d»' ~0,Q09 290,98" 208>6.........
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' 9tl«lohgttudiilMe3ti~»>otefi‘i>prieaiifrietiDnlitys 0,0005; luego
si se supone
sén'l'=arco 1
elKdwoi'icDmeiyofes menor (®0) que

NN 1(0,0005)"<0,000 000 000 007 :

y como este error solo afecta la cifra decimal del 6rden duodéci-
mo, resulta que el valor del senocon once cifras decimales es
seno r=0,00029088820.

ARTICULO II.

Formacion de las tablas.

3®. Las tablas trigonométricas naturales contienen al lado
de cada arco desde O hasta 90®, contados de minuto en minuto 6
de 10 en 10segundos, los valores de las lineas trigonométricas
correspondientes. No es necesario que se extiendan a mayor nu-
mero de grados, porque ya se ha dicho (HI) que todo arco
puede reducirse & otro contenido en el primer cuadrante, y cuyas
lineas trigonométricas sean respectivamente iguales en valor ab-
soluto a las del arco primitivo, pudiendo también en cada caso
determinarse el signo correspondiente (1 t i obs.). Asi
senl45®=sen55®, tg98®=— tg82®, etc.

Debe advertirse igualmente que basta calcular las lineas tri-
gonométricas de los arcos comprendidos desde 0 & 45®inclusive;
pijes las lineas propias y colineas de los arcos mayores que
48Ry menores que 90®, son las colimas y lineas propias da
sus arcos compiemgptarios, necesariamente menores que 45*
(0, 27). Asi

01 sen60“= eos50®, eos72*=sen 18® etc.

Supondremos que en las tablas, de cuya formacion se trata,
los arcos crecen de minuto en minuto ; de manera que segin lo
expuesto, el problema que nos proponemos resolver se redupe

la determinacién de las lineas trigonométricas de los arcos de
1Y, 2%, 3', etc., hasta 45®

Veamos cdmo puede esto conseguirse.
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«3. Conociendo el valor de sen V («1), el dé eos 1' sede-
termina por la formula (14)
eosa?”Vi—sen'a;,
haciendo en ella x ~\" y sustituyendo eri veli de sen el valor
hallado para este; ;)q,, v s
Los valores de Ios senosy cosenos de 2', 5, A'............ 45"
se-pueden calcular por'medio de las' formulas (IA”™/corol, 27/)
séh (fl-f-6)==sen a eos O-1-C0So sen~1  ;
eos (0 4 -~)— 6lid-0 eos ¢ —senosen b,
haciendo en ellaso=r y 255" .. , 4459,
Los valores de las tai”eptes, y eoUngent”s pueden hallarse

también por las formulas (1 » , obs.)
senX esT

sustituyendo en vez de sena y cosa los valores de los senos y
cosenos 'dé 1', 2, 5N .. , 45", calculados de antemanof.
9~. Del modo gne acabamos de exponer se pueden conce-
bir formadas laS tablas trigonométricas naturales (*); mas eje-
CHtandose los célenlos por medio do logaritmos con mucha ma-
yor facilidad que por los métodos ordinarios, estas tablas han
do trastbrmadas en otras, donde al lado de cada arco se hallan
los logaritmos de sus respectivas lineas trigonométricas. Las nue-
vas 'tablas se conocen con el nombre de tablas trigonométricas
O'simplemente de tablas Ingonométricasi jorque son
las Ginicas de que en la practica se hace uso.
Al ejecutar la trasformacion de que se acaba de hacer mérito,
como los senos y cosenos son menores rpie el radio, sucediendo
tangentes de los arcos comprendidos entre 0
y 45', y las cotangentes de los comprendidos .entre 45" y 90’,
los logaritmos de todas estas lincas trigonométricas deberan resul-
tar negativos 6 de caracteristica negativa y mantisa positi.va, en la
s™osicion de que el radiosea igual & la unidad (Alsr. leso 3 *
y»30) (*).

O EIl método expuesto sirve solo paré gne «avea la posibilidad delacons-
truccion deias tablas, & a« de que los princiipiantes no.seatredren al mane-
jarun.s libros cuya formacion es para ellos un oiisterlo. Pbrfo demaés éxisten
otros métodos mucho mas expeditos , cuya exposicion n©es-de este

C'l Por creer esto un incouTeniente (que no lo es cuando se em”ean lo-
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ml;RTiclui X 'Tii>~
'aOf‘rTso de las tablasrl%}onométri'cas.I laCl

1S5, Las tablas de los dogaritmos do los nimeros van acom-
pafiadas .casi siempre de las siendo de aquellas
1451 cBn'6caas  entre absoiros™ cémo”ya'"se'%i]od“en"otro
lurar, las espafiolas de.Vazquez Qiieipo y Calvet, y las fran-
ceSis'de Caiiet y Lalande; otro lanio sucede con las trig”~o-
mélricas. o

Las de Véazquez Queipo y,Lalande contienen los légarHitios
de las lineas'lrigonoinétricas de los diferentes arcbs 'del cua-
drante, contados de minuto en minuto, con seis cifras decima-
les las primeras y con cinco 6 siete las segundas. Kii las de Callet
y Calvet los arcos aumentan de 10 en 10 segundos, y las lineas
trigonométricas van expresadas con siete cifras decimales de
aproximacion.

Por medip de cualquiera de ellas se resuelve el problema
general; cDado un arco 6 angulo, hallar los logaritmos de las
yUéas trigonométricas del mismo» y su reciproco. Al efecto van
precedidas de su respectiva explicacion , que seria inatil repet'r
aqui.

Ya hemos indicado la pretei'encia" que para nosotros mere-
cian las de Vazquez Queipo , caTenlf/dhii en el supuesto de que
‘el'r « ' fglal a fa unidad, por cuya' razon A ellas nos refe-
riremos en los problemas qué hayamos do idsolver en lo suce-

sivo  (¥). ' '

garlimoé‘de manfiaa positivi)larf'tab'las $ué aa'citan , excepto las deV/Il VAfc-
quez Queipo desde la edicién de 1867, estan calcuU”Sas suponiepdoel ra”~o
jigual,4 nul millp>ies, estoes, f?,=10.‘®"en cuya y
GoL.r=70 (Alg. «39 2"y «46). Ya se ve gqUe por evita;' esta diflciiltad ima-
ginaria se incurre en unareal, cual ea'lade fAurac ertlos célculos el lega-
ritmo del radio, y tener que 'restablecer esto ;n las férmulas ctiande haya
desaparecido por haberle becbo.'Igtiald la unidad ; lo que nivsuce” jP~ndo
r=1; puesto que I,. 1=0 y CftL. 1=0 (Alg. 330,2. )i34S). Nt Ls e

El que quiera empléai'6li‘as'lendra en CUEA a ttviWae\leht«"inv
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CAPITULO III.

De la resolucion de triangulos.

ARTICULO I.

Teoremas relativos a la resolucidn de triangulos rectangulos.

. :®0. Teorema 1® En todo fringuio rectanyuio el radio es al
seno de uno de los angulos agudos, como la kipolenusa es al cateto
opuesto & dicho angulo.

Sea el triangulo ABC (fig. con un radio cualquiera
describase el arco DE correspondiente al
angulo en A: tracese el seno, EP ,y de la
semejanza de los triangulos AEP y ABC se
deduce

Fig. 5.

EP“ BC'

Sustituyendo en lugar de estas lineas
sus valores, y expresando para mayor sencillez por a el lado BC
opuesto & A, por b el opuesto & By por c el que se opone a C
(como haremos siempre en lo sucesivo), resulta que

senA a

CoROL.  Suponiendo r= i, un catelo es igual & la hipotenusa
multiplicada por el seno del angulo opuesto.

Porgue en dicha hip6tesis la proporcién anterior da
fl=cXsen A.

587. Teorema 2.“ En todo tridngulo rectangulo el radio es
al coseno de un angulo agudo, como la hipotenusa es al calelo
contiguo & dicho angulo.

La semejanza de los mismos triangulos AEP y ABC nos da
AE _ AB nA
AP “ AC n COSA' bm

CoROL.  Suponiendo r= 1, un cafeto esigual & la hipotenusa

multiplicada por el coseno del angulo contiguo.
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Porque en esta hipétesis
6=cXcos A.
Tkorema 5/ En todo (nanffuh rectangulo el rodio es & la
(angenle de un angulo agudo, como el calelo conliguo & dicho an-
gulo es al célelo apucslo.
Trazando la tangente trigonométrica DT (en la misma figura),
la semejanza de los triangulos ADT y ACB nos da
All  AG R r b ’
or BC ° tgA

ARTICULO 11.

Resolucién de iostriangulos rectangulos.

189. Como siempre es conocido el angulo recto efi un triangu-
lo rectangulo,'basta que se conozcan dos lados 6 dn lado y un an-
gulo agudo para resolverle , ¢ sea para determinar los tres ele-
mentos restantes '(Geom., W y S9). La combinacion bi-
naria de los cinco elementos indeterminados, sujetos a las indicadas
condiciones, da lugar a ios cuatro problemas particulares distintos,
que aparecen a oontiimaciondonde el &ngulo recto es C (fig. 6.°).

DATCS NICOGNITAS,

Fig. 6.’
\: c, a, A, B, b
2% a, b, A, B, c.
5* Cy A, B,a,6.
4* a, A, B, c,b.
PROBLEMAS.

30. 1. Dada la hipotenusa cy el cateto a, de-
terminar los &ngulos agudos A, B y el otro cateto b.
El angulo A se determina por medio de la proporcion (ao)

i- n i - " m

senA a senA a*

de donde (Alg. «57)
L. sen. A=L. a-hCjL.c.
Las labias darén el valor de esto angulo.
Para hallar el &ngulo R se tiene (Geom. 71 , h.*)
B=90'—A.
GEOM. 14
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E! cateto b se calcula pur la prupui'cion («1)
6 - =0
cosa™ b CoiiA b’
de donde L. b=L. eos A-hL. c.
Observacion.  También se puede calcular el <ing-ilo H por la

proporcion (*7) N7 Y/ ®spuesel cateto b directamente por

medio de la ecuacion (Geom., 111 | corol)
b= Ve®—a*™ \/lc-\-a){c—a) ;
de donde L. 6=-¢\-[L. (cta)+L. (c—a)]

31. 2*Dados los catetos 4y 6, hallar los angu-

losagudos A, B y la hipotenusa c.
El dngulo A se determina por la proporcién (®8)

r d__b.
tgA a tgA ~a’
de donde L.tgA=L.a+C,L. b

El B se halla por laigualdad B=90* —A.
Por Gltimo, la hipotenusa c , conocido el &ngulo A, se deter-
mina por la proporcion (ao)

r ¢ n i n
senA a .SenA” a’
de donde L.c=L. a+CoL. sen A.
Observacion. También puede hallarse directamente la hipo-
tenusa ¢ por medio de la ecuacion (Geom. | i i , corolario)

c=\/a*-1-6*; pero esta formula tiene €l inconveniente de no estar
preparada para el célculo logai-itmico (Alg. *61).
3*, b5*Dada lahipotenusa cy el angulo agudo
A , determinar el otro B y los catetos ayb.
Para hallar Bsetiecne B 90'—A.
El cateto a se calcula por la proporcion (*6 i

r .
senA a senA d’

de donde L.a=L. sen. A-f-L.c
Pe igual manera se halla b por medio de la pmporcitsn (*7)
r_r

eosA b
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QosKiiYACioN lliillado uno ile los.catetos , el otro se puede de-

6— We—(r.

a*5. 4; Dado un cateto rt y el angulo agudo A
determinar el otro B, la hipotenusa c y el cateto
restante b

It==9(r— A.
La liipotciuisa ¢ se halla por la proporcién

S};nk 7Y el cateto b por Iaotra{é F=.

OB™avAcioN.  Después que se haya determinado ei lado ¢ 6 6,
se puede hallar el otro por medio de la ecuacién
c =ii*+ ¢*
UBSEaVACIONES GENERALES.

3J. 1* Los problemas resueltos son siempre determinados
y posibles, con tal que en cl primei'o la hipotenusa sea mayor que
el cateto conocido, y en los dos Ultimos el angulo dado sea agudo.

2* Los valores hallados para las incognitas se pueden com-
probar calculando alguno de ellos por el medio indicado en la ob-
servacion respectiva, y comparando este resultado con el hallado
anteriormente.

EJEMPLO.

85. Sabiendo que enun tridngulo rectangulo en
C, ¢c=300y (1=240, hallar los angulos A , B y ei
cateto b.

Las formulas que deben emplearse son (30)
L.sen A=L.aHC,L. c,

B= 9(y-A,
L. b=L. eos A-f-L. c.
- (ZBY I 1778132
bsena = 3.12287 n(2.477121
1.003000 80" W 60 2233273
3 48
A=r>r7'iS", «=36" S22 12 0= 180,

Comprobacioil.
2W=18u.
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articljlo Il
Teoremas relativosa laresoluoiondetriangulosoblicuangulos.

36. Teorema 1.“ El cuadrado de un lado de w? Irianqulo es
igual & la suma de los cuadrados de los oiros dos, menos el duplo
del producto de estos por el coseno del angulo comprendido.

Distinguiremos dos casos: \.* que el lado, que ha de formar el
Fig. 7.* primer miembro de la igualdad del teorema,
esté opuesto a un angulo agudo: 2." que

esté opuesto a un angulo obtuso.
1® Seael lado AB {fig. 7.*) opuesto al
angulo agudo C en el triangulo ABC: béje-

se la perpendicular BD y se tendrd (Geom. 1 i | , 5®)

AB/M=BC*-f-AC"—2ACX DC;
pero («7 , corol) BC—BCXcos C;

luego AB*=BC~-}-AC*—2ACx BCx eos C.
2® Seaellado AB (fig. 8.") opuesto al angulo obtuso ACB:
Fig. 8’ bajando la perpendicular BD , se tendra de igual

modo (Geom. fia ,2.*)
AB“=1iC*-i-AC*-h2AC X CD:

pero CD=BCX eos BCD, y como por otra parte

eos BCD=—eos ACB (», corol.2."),

A r~ij CD=BCX—co0sACB=—BCxcosG;
luego AB’Z"BCHAC*—2ACXBCXCOS C.
Luego en todo caso se verifica que
2flix cosG.

De igual modo se demostraria que
5*—a®(-C—2ffcX eosB,
a—b — 2>CX eosA.

Obsicrvacio?. Estas tres ecuaciones contienen los elementos
necesarios para la resolucion general de los tridngulos recti-
lineos.

37. T eorema 2." En todo triangulo los senos de los anqulos son
proporcionales a ios lados opuestos. ,

BaianJo la perpendicular BD {lig, 9.-) sobre la base, se lie-
ne (iC, corolj



— 215 -
BD—AUXseuA vy B1)--n(*;xscri C, luego
ABXseu-V—IiliXseiiG 0 \ = aXson C;
de donde (Alg. IS1)
sen A sen G
a ~ ¢
Bajando la perpendicular desde C sobre AB , del mismo modo
se deduciria que

Fig. 9.“ sen A_ SM b
i a ~ b~
de cuya proporcién y de la anterior re-
sulta
senA_sen D sen C
a~ b c
38. Teoiiema 5.° La suma de dos lados de un Inanfjuh es

a su diferencia, como la lanijenle de la sendsuma de los angulos
opmslos & dichos lados es G la tangenic de la semidiferencia de
los mismos angulos.
Por el teorema anterior se tiene
senA senb
a~ b

de donde (Alg. 18# corol. 4.%)

sen At-sell B Il+b

sen A—son I a~b
sen Al-sen B_ tgj (A-i-B)
sen A—sen B tg.}(A—B)

a+b ™ tgj (A+B)

a—b tgi(A-B)

pero (#8)

luego

articulo IV.
Besolucion de los triangulos oblicuangulos.

3. Si en un tridngulo cualquiera so conocen tres de los
seis elementos que le constituyen, con tal que entro los «atos
se halle un lado, el tridngulo puedo resolverse, d lo «lue es
igual, se pueden determinar los tres elementos restantes (Geo-
metria, 86 ,81i , 88).

La combinacién ternaria de los seis elementos, sujetos a
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dicha condioion, da lugar 4 lo, cuadro problemas particulares
di'itmios que aparecen & continuacion ;

Fig. 10 DATOS, MBTETAS
I A, B, C.
' . A B C.a
3.  a“A, B .
4 x A B
PROBLEMAS.
le* Dados los tres ladn«i/7 a » »
guio, determinar los tres &ngulos A B C*
Da la formular.«) 1, se deduce
COSA:
2% n
Del mismo modo eos B:
2ar [2-1
eos C: .
2» [3i-
D. cosA'—L. —Q) . ~T /O \/>
los fngubs By r “ P-«<lo, determinar
mar el logaritmo de N n’ T eyase \eque para to-
no tres V2 auteu.a-
*sla ra™on se las suele trasformar en oTas'
préctica, del modo siguiente ; noon en la
Restando la ecuacién [IJ de la igualdad 1= 1" se halla
i—COSA=1 — - 5 -t -3
< — a

(Alg., 40, 5/j *-g)

y llamando 2/j la suma de tos tres lados , setiene-
ot//+ c=2p dedonde a+ ;—c=:2/>- 1%

(*) Es pt-eferible casi siempre hallar oor el
V<- & sinnar Ms Ir)pnntnjoR de
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% —h= ‘"tp—tb, cuyos valores susliLuiiUmen la eddU (D
primera, teniendo al mismo tiempo presente que

1l—cosA.=2sen--A (U1), resulta

2een L A— ;le donde
sen \p~h?f{ip~c) [A]:
y de una manera anéloga
senili |1t],
2 \Y nr '
o v = [Cin-

Aplicando los logaritmos a cualquiera de estas formulas, pnr
gjemplo aia primera, resulta

L.senlA= I|L.O)—)+ L. (p—0+ C,L.6+(;,L.c].

41<., 2. Dados dos lados A, cy el angulo com-
prendido A, determinar los otros dos 4ngulos B, C
y el tercer lado «.

La sumade los angulos ;i y Ces
r+.C=180"—A,

y por consiguiente o (li4G)="—5— < tamilieu tenemos {3fi)

i_j_c th](B-)-C)
b—c tgYlll—Lj

de donde
L.tgl(B-C)=L.ts;I(B+C)H-L.(/.-c) + IV>. [h+r)!
\
IKir medio de cuya igualdad se determina el valoi’ de-" N1
y como el de +  es también conoc’do, se tendra (Alge-

O De los dos ralores de estos radicales, solo ol positivo Batisf.ice
diclones del problema; porque siendo un angulo cualquiera v < 10 .,A ~Sn :
luego todas sus lineas trigonométricas son positivas (» , rorol.)
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bra, 03) suponiendo que C esté opuesto al mayor lado,

8= 1(B+C)+5¢0 -0, Y B=-R®B«<)- (B-C).
El lado ase halla por medio de la proporcion (37)
sen B _ senA
b a
] 3. Dado un lado a%/ dos angulos cuales-
quiera Ay B, determinar el tercer angitio Cv los
otros lados ¢ye.

El Angulo C se halla por medio de la ecuacion
C==180"-(A+B),
y ios lados ¢ y e por las proporciones (37

senA_ senC
a b n a c—*

-13. 4. Dados dos lados ny cy el angulo A,
opuesto a uno de ellos, determinar los otros angu-
losB y C vy el tercer lado .

El 4ngulo C se halla por medio de la proporcion (37)

senA _ senC

‘a C;

el &ngulo B se determina por la igualdad
BNISO“— (A+C)
y el lado ; también por medio de la proporcion (37)

senA _ senB

Observacion.  Como el seno correspoiide siempre a dos arco.s
menores que ia semicircunferencia, uno contenido en el cuadrante
yotrosnplementanodel primero (3. corolL), cuando un an'nlo
se de ermma por medio de su seno, puede ocurrir la duda de si el
angulo buscado es el agudo que dan las tablas d debe ser su su-
plemento obtuso.

Esta duda , que no ormrre en la resolucion de los trian-uilos
rec angulos, porque los angulos incognitos son siempre agudos ni
en los tres I'nrnero.s problemas de los oblicuangulos, como aparece

€, x.,nea do oada uno de ellos, i,rede Ln M ut e,
el presente caso. ® ‘
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Eq efecto, sea ABC (fig. 11) el tniingiilo & que se refiere
el problema dltimo: bajando desde B la
perpendicular BD sobre AC, tornando
DC'=DC y uniendo C' con B ; los dos
triangulos ABC y ABC' contienen los mis-
mosdatos A, ¢'y a=BC'; y como los
angulos BC'C y BCC' son iguales, BC'A
tiene por' suplertetilo el angulo C; luego se% C corresponde
también al angulo BC'A. Si se loma para C el angulo que dan
las tablas, resulta 6=AC y B= ABC; si se toma para C* el
suplemento del angulo que dau las tablas, resulta a”~Ai: y
B=ABC".

La doble solucién, que acaba de bailarse, no tiene lugar
cuando €l lado opuesto al angulo darlo sea menor que el otro lado
conocido , esto es, cuando a<c ; porque en cualquier otra hipo6-
tesis el angulo C es agudo ,y porlo tanto el que dan las tablas es
el Unico que satisface las condiciones del ~problema.

OBSERVACIONES GENERALES.

414. i." Los tres primeros problemas de que acabamos de
ocupamos son posibles siempre que en el mayor lado sea
menor que la sumade los otros dos; yen el 5® los dos angulos
conocidos valgan ménos que El 1® problema es evidente-
mente imposible ¢ absurdo cuando A no es agudo y «Ce: lo sera
ademés si a<BD, esto es, cuando el lado opuesto al angulo co-
nocido es menor gue la perpendicular bajada desde el
mun & los lados a 'y ¢ conocidos , sobre el tercer lado. Esta ulti-'
ma condicién no siempre se conoce a simple vista; pero lo absurdo
del problema se manifiesta en el calculo al determinar el angulo C,
hallando para él un seno mayor que el radio (como se vera, ejern-
pio 5 ® cuyo resultado significa lo mismo que las raices r/nefyi-
narias én las ecuaciones de 2.* grado 6 el valor wfmilo en las

& . .
921/ Los valores hallados para las mcognités en Ilos anterio-
res problemas, se pueden comprobar, enel 1 sumando los tres
&ngulos y viendo si la suma compone 180®: en el 2.° hallando
dimclainente los dos &ngulos incognitos, y observando si sumados
con el tercero dan también 180“; yen el 5* y4.“ cabulando uno
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ik los angulos por la formula del 1 raso, ycomparando e resul-
tado con lahipdtesis d con otro resultado liallado anteriormente'.

EJEMPLOS.

N5, 1" Dados los tres lados de un tridngulo,
g—Sg 0=70, c=45, hallar los tres angulos A,

y C.

tas formulas que pueden erpleai-se son (40 , 0bs.)

L.sen-i A= L. (p>)+L (p_<)4-C,L. 6+C,L.c]

L.sen B=Y |[L (p~&)+L. (p—c)+C". a+C”L.c)]
L. sen ;—Cz —; etc. ]
Ahora, a-(-~;,+ ¢=200; de donde ;i= 10O, >—a=15,
»—¢=50 'y ,—C=55. Luego
(i,417121

* —'{>m™565
sk A= 000

2,540787
T,719175.

r,859D86=L. sen (46« 21' CB*,
I, 170091
J, 710305

2,070581
2,510787

r,535822

T,606911 =L . sen (27" 40" 22")

/ 1176091

L. sen \]. C_) 7712
® i ~,070581

V 2,154902

2,878095

L.senj B=

r45P517 =rLsen (lo" 57' 40"}
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A= 92" 5" i6e"
B=55" 20" 44"
C=5r 55" 30"

Comprob. A+ H+ 0= 178"i18'\;0"=] so"

2® Dados los lados do un triangTilo y €] 4ngulo
opuesto a4 uno de ellos, a=1085, r;;~1008, A=
46" 12'42", hallar los otros dos angulos B, C y el
tercer lado h

Las fannulas que deben emplearse son (Sii)
sen A senC
a c
B=180"— (A4C),

sen A_ sen B
a b

E«te ejemplo tiene dos soinoiones (4tJl, obs.).

Primera solmion.

. o
/ ~0t0ij()2 3 (Kliii3n
\ 1858393 {MBi3
l.sen (;=s '85 L.h=( t 3
_4.96i570 0,1.tI522
T,863650« L. sen (4fr 55' 37" 3.17B298 = L. 1500.7.
«=180 —(9;r 8" 39")=8fi" 51" 21"
C= 4(P oo' 37"
UAHTP'ir 21°
(~1500,71.

Segunda solucion.

C= iSO®— (40" 55' 57")==153® 4' -V
11=180®— (179® 10' 45")=0" 43' 15"

3,035430

3,414157

6,685564

0,141522

1,276653=L. 18,91

6=18.91.

L.a=



220

Comprobacion de la solucion 1.' (<14, 2 %)

2,532957
27871490

4823702
4,959598

1,187527

1,595763=L"'sen (23“6'21")
Luego A=46M2'42"
De una manera analoga se comprueba la 2." solucién.

L.sen A:
2

<ioslados de un triangulo y el angulo
1n~2 0 ) «=513, ¢c-869,al66"
-10 12 , hallar los 4ngulos B, C y el tercer lado b.

terio™' eleniplo se emplean las mismas formulas que enel an-

[ 27959020
o H
5,289885

| 0,190204
luego este problema es absurdo (4 4, 1

FIN.
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