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PROLOGO.

Cii;5iulg hiicc pocos meses publiqué el Irnindo primevo de MiUemalican-
nl alcance, de lodos, 6 sea por el méloiio sinlélico, r.oinpriMisivo déla Arit-
itiétlca inferior y superior, (»usual y coinpiemetilal, me prnponia, segin
indiqué en su prologo, pnliliear, aunque no muy imnedialaineiile, un
segundo y un lercer tratado que roninviese el Algebra, la Gcometi ia
y la Trigonometria, dispuestos de manera que nuncpui iuosc por ellos
ilosible & los alumnos de segunda ensefianza aprenderlos eii los dos cur-
sos 6 afios como es costumbre, fueran méas & proposito para hacerlo en
Iros afios, porque siendo materia muy importanle y cursandose en los
institutos como accesoria, no creia suiicientes dos afios.

No lie variado de conviccion, pero considerando lo que puede, .sobre
todo en Esparia, la fuerza de la costumbre, y que por ello no es de espe-
rar varie el sistema vigente, por oi que se hace el estudio de la segunda
ensefianza en cinco afios, me he convencido de que es indispensabie que
el de iMatemalicas se siga haciendo en dos afios, para que en los otros se
cursen las.historias y la geografia como accesorias, y en los cinco las
principales de latin, retorica, iilosofia, quimica, etc.

En sil consecuencia, be creido que para que mi tratado de Aritmética
pudiera ser ntilizable en su principal objeto de servir de texto alos alum-
nos de segunda ensefianza, era urgente la publicacion del Algebra ele-
mental bajo el mismo plan y método que empleé en la Aritmética; y no
como tratado segundo de Ulatemalicas, sino como suplemento al prime-
ro, pues que en éste traté con suficiente extensiéon las razones y pro-
porciones, las progresionesy logaritmos que otros autores incluyen en el
Algebra, y en la que como elemental sélo necesitaba generalizar su teo-
ria y multiples aplicaciones,sin perjuicio de darle més extensién en una
segunda edicion, si el éxito de la primera me hiciera esperar que pudie-
se ser utilizada por los que se preparan para carreras aUamente facul-
tativas.

Para que este suplemento a la Aritmética llenara su objeto, compren-
di, como acabo de indicar, la necésidad ile seguir en él el mismo mélodo
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sinlélico empleado en aquella, y de cuyas venlajas para la juyenUul cada
dia estoy mas convencido. No desconoci que laempresa era diicil, porque
el Algebra es esencialmeiUc analitica, asi como puede decirse que la
Geometria es esencialmente sintética; pero creo liabcrla llevado & cal)o
convenientemente aun en la parle mas analitica, 0 scala discusion délas
ecuaciones, cuyo analisis presento en las demostraciones de los teoremas
en que convierto las verdadei’ae deducciones. Y es evidente que si lo
consigo, es porque se trata del Algebra elemental, pues en la superior
seria ridiculo el intentarlo.

Creo ademas que el Algebr« elemental por este método y consiguicn-
lemenle la Aritmética, no solo podra servir para la segunda ensefianza,
sino también para emprender después el estudio de las matematicas su-
blimes; pues aunque parezca que jiara ellas convenga acostumbrarse al
andlisis, la verdad es, que los nifios y aun los adolescentes lo aprenden
casi de memoria y no les penetra sino presentado en ionna de demos-
tracion de teoremas, cuyas demostraciones serdn siempre uiui prepara-
cion para el procedimiento analitico de las matematicas superiores.

El tratado de Geometria y Trigonometria no lo publicaré iimiediota-
nienle,por no ser urgente su publicacién, porque en esa materia esen-
cialmente sintética, como llevo indicado, poco podré separarme de otros
autores, pues aunque lo que sobre ella tengo preparado, algo creo ha-
ber hedid en beiieticio de que esté mas al alcance de lodos, no hay in-
conveniente en que los que aprendan mi Aritmética y mi Algebra, eslu-
dien la Geometria por cualquier otro autor.

Expuestos someramente los motivos que me impulsan a publicar este
tratado de Algebra elemental, é indicados los medios que be empleado
para que sirva de suplemento & mi Aritmética, asi como al prélogo de
ésta le puse con poca oportunidad, y por lo tanto, como verdadero cs-
trambole, mis ideas sobre la libertad de enscfianza, voy a completarlas
con otro sobre la instruccion publica en genei’al.



INSTRUCCION PUBLICA.

Queremos muy laudablemente los espafioles, que nuestros hijos se instruyan
como se instruyen los jovenes de los paises mas cultos de Europa; y sin em-
bargo, por la indolencia y holgazaneria que nos es caracteristica, y por el in-
moderado afan de que las carreras se terminen lo antes posible, padres y pro-
fesores parece como que trabajando consuno, é iniluyen inevitablemente en
el gobierno, para qu.e el sistema de ensefianza sea tal, que por él nuestros ba-
cliilleres no sepan ni lo que saben'los que estan principiando la segunda ense-
flanza en otros paises.

Apuntemos someramente las causas y después indiquense algunos de los po-
sibles remedios.

Son, pues, causas de mal tan grave: t® Que se empieza la segunda ense-
flanza por nifios que no han cumplido diez afios, y con solo saber leer y escri-
bir y sumar y restar nimeros abstractos. 2.* Que los cursos son cortos, pues
se dan casi cuatro meses de vacaciones, cuando so6lo dos tienen en el extran-
jero; aparte de que nosotros, diferentemente a-ellos, tenemos después vacaciones
intermedias de Navidad, semana santa y multitud de fiestas religiosas y nacio-
nales. 3." Que los programas de examen no son generales, ni estan acordes con
la corta duracion de ios cursos, ni acordes tampoco con libros de texto a pro-
pésito para que los alumnos puedan saber bien lo poco que pueden aprender
en tan corto tiempo. Y 4.“ Que se puede alcanzar el grado de bachiller antes de
los diezyseis afios, y en edad por lo tanto que es imposible que, sea cual sea el
grado de precocidad de los jévenes, sepan como deben saber la retérica, las
matematicas, y menos la filosofia.

Los males que nacen de las expresadas causas, no tienen radical remedio
sino por medio de un cambio completo del sistema de ensefianza, imitando en
lo posible & los franceses, que en la primera aprenden no sé6lo la gi'amatica
perfectamente y la aritmética practica, sino basta algo de retdrica, y cursan la
segunda ensefianza en siete U ocho afios. Pero contentémonos con los siguientes
remedios:

'I.” Que la segunda ensefianza se empiece con el conocimiento completo de
las primer letras y & los diez afios'cumplidos, y no se pueda ser bachiller liasta
los diez y seis: pues-los jévenes méas aventajados continuaran siéndolo durante



fili currera y ilespaes do ella, y no lo seran, si por serlo se precipitan en sus
estudios.

2.° Que las vacaciones sean mas cortas.

3" Que las asipinaturas se clasifiquen de principales aquellas que deben
serlo, como el latin, la retérica, filosofia y fisica, y de accesorias las historias,
la geografia y las matematicas, pues a pesar de la importancia de estas, con
darles demasiada, estudidndose como se estudian simuUaneamcnlo & otras-
materias principales, lo que so consigue es que los baclulleres no sepan de
ellas ni aun lo necesario para los usos de la vida comudn, y que estén muy Icjos
de tener la debida preparacion para emprender estudios matematicos pro-
fundos.

4.  ° Que los libros de texto, que naturalmente no deben ser en nimero fijo, es-
tén arreglados & la duracién de los cursos y & las dichas calificaciones de las asig-
naturas de ser principales 0 accesorias, pues en estas, es tiempo perdido el que
empleen, por ejemplo, los nifios en aprender déla historia otra cosa que los
sucesos princip?les y en matematicas mas do la parte elemental de ellas.

5.  ® Que los programas de.exdmen sean generales por toda Espafia y dados 6
aprobados por el consejo de Instruccién publica, pero arreglados & las circuns-
lancias que deben tener los textos seglin va dicho en el anterior nimero.

Con estos remedios se consiguen minorar algo los males indicados y preparar
la Opinién para darles im dia un radical remedio.
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CORRECCIONES a1 tratado de Aritmética.

ERRATAS Y ERRORES NOTABLES DEL ALGEBRA.

Impreso este primer pliego después de los que le siguen, algunos errores y
erratas notables podemos sefalar en este sitio, omitiendo aquellos poco impor-

Pagina 28, linea 19, en lugar de «por ejemplo -* = 2 mullipiicado por x, da

2 = 22, » debe decir: ejemplo multiplicado por x da 2x* =8 x,

pues — = 2no es ecuacion, sino identidad. Y seis lineas antes hay un denomi-

nador 2 que debe ser & j

Pagina 32, linea 14, hay en la primera ecuacién un 2 que debe ser 2) errata
que acaso se halle repetida en otros sitios.

Pagina 58, entre las lineas 11 y 12, se comio el cajista lo sngunente <"S°/dsMu-
vendo los valores hallados & Yy, ¢ Xy au ¢ii cualquier ecuacion del sistema de i,
por ejemplo en la 1~ se tendrd 3z4-2X 2-h %X 1-12X 0— da

pues como — = erd 4 x “

Pagina 95. en Ios dos ultlmos renglones del numero 322, en lugar de
«;\Log a)"'» debe decir: «{Logi fly X 726 (Log. @) n.»

La demostracién del corolario siguiente numero 323, como coosecucucia de
la anterior errata, por no haber advertido que lo era al corregir las pruebas, se

corrigi6 mal, pues debe simplemente decir: aPorgqwe si suponemos serj,
\n= a, ypor el corolaris anterior serd (Log. X) X — Log. &, que da Log. X

n



ALGEBRA ELEMENTAL.

CAPITULO PRIMIRO

NOCIONES PRELIMINARES.

ARTICULO PRIMERO.
DEFINICION, OBJETO, FIN Y MEDIOS DEL ALGEBRA.

1. Definicibn. Algebra 6 Aritmética Universal Se llama la ciencia
que Irala de las leyes de la cantidad en general, prescindiendo de su natura-
leza continua @ discreta, y aun de lodovalornumeérico; llamandose también la
ciencia de las formulas.

2. Elobjeto del Algebra es, por lo tanto, la cantidad en sus leyesgenerales; su

consiguientemente, la generalizacion de las reglas para la resolucion de los
jiroblemas por medio de férmulas, por las que ademas se deducen demostracio-
nes generales de teoremas y leyes multiples de la cantidad en general & que no
alcanza la Aritmética; y sus medios son las maneras especiales de expresar la
cantidad que permiten dicha generalizacién y las deducciones indicadas.

ARTICULO 1I.
CARACTERES U NOTAS Y SIGNOS ALGEBRAICOS.

3. Los caracléres ¢ fiolas de que se vale el Algebra para representar
las cantidades, son las letras niimisculas del alfabeto, empleando la pri-
mera a, b, ¢, etc., para la representacion 6 suslitucion mas é menos pa-
sajera de las cantidades que son ¢ se suponen conocidas en un teorema
O problema; y las iiltimas'u, X, y, z, para representar las incognitas.

Asi, o piiPile sustituir en un problemaa 10 liombrcs lo mismo que a 8 metros cuadrarlos de pafio,
(\j/_r;%uede representar lo mismo un nimero cualquiera de varas que una superficie de cualesciuiera
imensiones.

4. Una letra con uno,dos Otres acentos en esta forma: a', a”, a", etc.,
gue se leen: aprima, a segunda, a tercera, etc., sirve para representar
cantidades andalogas a aquellas que eu ei mismo problema ¢ teorema esU’
representada por igual letra sin aceiHos.

_ Asi, Si la ganancia de niicapita! que se representa por bse le llama ly, & la ganancia de otro ca-
pital analogo, en cualquier sentido, se le suele llamar /" y & su capital correspondiente b'.

5. Finalmente, para representar canlidades lielerogéneas 6 com-
puestas de muebas partes, que no sea en el problema 6 teorema impor-
tante el considerar detalladamente en un momento dado, se suelen usar



las letras mayusculas Gel aUalielo .1, li, etc., y aun lambieu los caraclé-

it*¢rK,S,VelIfnpSS, M aiiicSrdenirfo, ma
culas p y i el privilegio de representar cantidades doblemente compucsta»-como ~ y U).
6  Los siiinos de que se vale el Algebra para indicar las operaciones

Mue "deben hacerse con las cantidades, 6 la relacion de sus pai tes, oel ca
rader de esta's, son los mismos que usa la”ritmelica.

_h’ X o) o’

7 El si'gno de la miiUiplicacioii se suprime cuando indica la de dos

varias letras entre si, porque no siendo fundibles, digamoslo asi, como
los nimeros, tal signo es innecesario. 5N 4-

Asi. «X1. X c=«6¢c cosa quo con los nimeros no puede hacerse, porqu«. 2 X * X 4 -

También se suprime el signo de imiitipUcacion cuando indica que
se ha de multiplicar una cantidad que esta dentro de mi paréntesis poi
otra que esta fuera 6 dentro de otro.

Vsi a>i{b-r.) = a{b-0)y {a”™ b]X{m - u)= + bl {m~ n).

9 [,0ssignos-H Y — no solo sirven para indicar la suma o lesta (le
las cantidades que sqgiarau sino también para
livo 6 negativo, como se indico en la Aiitmetica (llO).
caracter de mucha mas importancia en el Algebra que
,»0 solo toda cantidad delie tenerlo sefialado siempre y ®f
"uiTO cuando «o llevé ningln signo (pues se suprime por f
nrincinio de una expresion-, (¢de una de sus partes (lenird de paréntesis;,

sino (pie debe llevar doble signo cuando quepa confusion Z'r.Hoi
responde al caracter de una canlulad, con el que indique la oper.uaon

(lue deba hacerse con ella.
Asi,a+ (-m -

eio . - -

¢, dice que h la cantidad a debe sumarse la suma de la cantidad ucgativa m con

io Los signos + y — formando uno solo zb, llamado de ambigue-

dnd, liiny nsndo en el Algelira, sirven pura expresar que la «anudad a que

snumirse que restarse & la aiiterioi-, en cuyo caso el signo de caracler de
la cantidad seréa el positivo sino lleva el negativo.

e « oo rigai niellivi a debe sumarse U restarsg, indistmtamenle la positiva
, fjk“iifa,cl“ uVl an% p.5|tiva<n$Meae nma,» ore,i"‘ P
" 11. bos paréiilesis, como dijimos jArilmeiica 040 y .i48), siiven pa-

ae.ido,coi,Insionque, siendo de mayores consecuencias en el A ge na
que en Ja Aritmetici porque la mayor parte de as operaciones se e te -
L dejamlolas indicadas; obliga liasta & usar a veces dobles paienlesis

+ ilifeiencla.le ». J », maltiplicada por ay real.il,
le aV'spiada eoo x, ee lada mulUpllea, por « v i C5isIT /it w tar e
lisssvs;;;ioe”™ipa, i» para,eib,



12. Ei signo =3 He igualdad sirve, como en AriLmélica, para indicar
el resultado de los problemasy la equivalencia de las cantidades que por
ello forman igualdades, que en el Algebra, cuando en ellas hay incogni-
tas, toman el nombre de ecuaciones; formala mas a propoésito para c!
célculo algebraico.

ARTICULO Il
.MKHIOR J)B EXPRESAR LAS CANTIDADES ALGEBRAICAS COMPUESTAS.

13. Cantidad 6 expresién algebraica se llama, no sélo toda letra que
representa una cantidad, sino cualquier reunién de letras, con 6 sin nu-
meros con ellas, y cuyas partes estan separadas por los signos que co-
nocemos, segiin habremos podido observar en los ejemplos del articulo
anterior. Llamandose cantidad algebraica numérica cuando en ella no
hay maés letras que las incégnitas, y literal cuando algunas de las canti -
dades conocidas estan representadas por letras.

Asi, 3-f 4+ ;res numérica y s-j-ft+ scs literal.

14. La cantidad 6 expresién algeiirdica se llama entera cuando en
ella no hay ningan signo de division ni radical; fraccionaria cuando
tiene algun signo de division ; radical cuando tiene ese signo en toda ella
0 en alguna de sus parles, y racional cuando aunque.sea fraccionaria, no
tiene signo radical.

Asi, 0 + 6 os una cantidad entera, o + — es fraccionaria, o + y/6 es radical, y lo mismo
y' 0o+ 6, y son racionales las dos primevas, llamandose la segunda racional fraccionaria.

15. Término de una expresion algehrdica se llama cualquiera de sus
parles, separadas de las otras por el signo -f- 6 el — y dimensién cual-
quiera de los factores de que se compone un término.

Asi, fl + 06 tiene dos términos, el primero con una dimension y el segundo con dos.

16. La expresion con un so6lo término se llama monomio, con dos bi-
nomio, con tres trinomio, y en general polinomio cuando tiene dos 6 mas
términos. Y se llama grado de un término al nimero de dimensiones que
contiene, aunque mas generalmente se llama grado el nimero de dimen-
siones incognitas de una cantidad 6 término.

_Asi,_a es un monomio de primer grado, a+ 6c un binomio de segundo grado y a+ 6cd — m un
trinomio de tercer grado.

17. Coeficiente de iiii Iérniino se llama el factor numérico entero 6
quebrado que lleva entre la parle literal y su signo, y dice las veces que
se considera repelida lai parte literal en la expresion algebraica; lla-
méandose también coelicienle (y siendo & veces preci.”o 6 conveniente con-
siderarlo tal) & cualquiera de los factores simple.s 6 conijuiestos de un
lérmino y & la unidad si no lo tiene numérico.

Asi,enda6= a6+ a6+06 + ab, i esel coeficiente numérico, yen" ab = es ™ el coefi-
ciente. En abe puede considerarse como coeficiente 6 1 de abe, 6 a de 6¢cy 4un ab de c.

18. El coeficiente numérico no se loma en cuenta para llamar a una



cantidad binomia, triiiomia, etc.; pues estos nombres se refieren al ni-
mero de términos con que una cantidad aparece.

Asi, a + 26c es un binomio, aunque equivalente al trinomioa+ 6c + 6c.

19. Exponenle se llama al ndmero que se pone solire una letra, para
indicar su potencia 6 veces que en el término entra por factor, supomui-
dosele la unidad & la que no tiene ninguno, y considerdndose el valor
del exponente para la computacion de dimensiones y grado de un termi-
no. Y también el exponente puede ser literal en suslilucion de una can-
tidad determinada 6 representando una indeterminada.

Asi, = aaesun término con dos dimensiones y de segundo grado y el exponenle es2, yb
tiene | de exponento y = «ak«.

Es muy importante el no confundir el coeﬂmente con eI expo-
nente! pues tiene muy dilérente valor que a-= c”ho
puede observarse dando & a cualquier valor, por ejemplo 8, pues ti+ U

21~ Se ilaman términos semejantes los tpie tienen las mismas letras
con iguales exponentes, aunque sean diferentes sus signos y sus coeti-
cieiiles numéricos.

Asi, 4a'-6 es semejante 4 —2a36.

22. fA valor numérico de las expresiones algebraicas, es el que re-
sulta de efectuar todas las operaciones que indican los signos, siisUtu-
vendo antes & las letras los valores numeéricos que representan; poi lo
une el valor numérico de una expresion algebraica no sera ninguno, si
sus letras no sustituyen delerniinadamenle numeros, nsi tiene incogni-
tas clivo valor no se lia determinado.

l-ion de lasque ensefia el Algebra.
ARTICULO 1V.

CANTIDAOES I'OSITIVAS Y NEGATIVAS.

23- Ya en la Aritmética superior [80} adelantamos que cantidades
nosilivas que se expresan con el signo-f-son aquellas que en los pro-
blemas obran en sentido favorable al valor absoluto del resultado que
se busca, v negativas que se expresan coirei signo— las que obran en
sentido coiUrario & las positivas. Ampliaremos aquella explicacion, por-
gue se trata de un punto muy importante dcl Algebra.

24, Toda cantidad que entra cii un problema puede obrar dedos
maneras diferentes y contrarias. Si se desea saber la ganancia que resul-
tara después de obtener cierto nimero de pérdidas y de beneiicios, evi-
dentemente que estos contribuiran 0 aumeiitar la ganancia, y aquellos a
disminuir sn valor absoluto resultante. Pero si lo que se desea saber es
la pérdida resultante, es evidente que las pérdidas pardales aumentaran



la total, y los beneficios disminuiran la pérdida. Las ganancias, pues, en
el primer caso seran las cantidades positivas y negativas las pérdidas; y
lo contrario en el segundo caso. De lo que desde luego podemos deducir
gue una misma cantidad puede ser positiva 0 negativa, segun el objeto
del problema; pero que una vez determinado el caracter de nudalo,
{jjneda fijado el de todos los demas del problema.

25. Las cantidades positivas destruyen & las negativas y vice-versa,
porque es casi axiomatico, y se desprende délas consideraciones del nu-
mero anterior, que 4 de ganancia y 2 de pérdida producen 2 de verda-
dera ganancia,

26. Las cantidades negativas son menores que O, y mayores aque-
llas cuyo valor absoluto sea menor.

Porque evidentemente que el que no tiene nada tiene mas que el
que tiene una deuda, y el que la tiene menor tiene realmente mas que
el que la tiene mayor.

27. Varias cantidades negativas equivalen & la suma negativa de to-
das ellas, anadlogamente & lo que sucede con las positivas; y varias can-
lidades unas positivas y olra.s negativas, equivalen a la diferencia que baya
entre la suma délas positivas y la de las negativas, cuya diferencia len-
di'a el caracter de la suma raayoiv

Asi, —4-f 3—5H-2ei=(83+ 2) —(—i —5)= 5:- 0= —1

28. El resultado negativo de un problema dice generalmente, como sabre-
mos mejor mas adelante, que ei enunciado es absurdo, 6 estd mal expresado.

En efecto; en un problema en que se busque la ganancia, el resultado nega-
tivo dira que no la hay, y si por el contrario pérdida.

Asi, jcuanto se ahorra con una renta de 8y un gasto de H? Sera -1-8 — \ =
— 3, que quiere decir que no se gana nada, y al contrario, se pierden 3; pero si se
liubiera preguntado en cuanto quedara empenado 6 al ménos cudnto resultara
de ahorro 6 de déficit (que esla manera mas racional de presentar el problema),
pues DO siempre puede preverse si el resultado sera saldo 6 déficit, se plan-
tearda W — 8 = 3, dando & 11el caracter positivo, porque siendo el dato mayor,
mas propiamente debe representar el minuendo; pero teniendo en cuenta que
representa gasto, y por lo tanto, que siendo mayor que la renta, el resultado de-
be ser déficit, aunque tenga caracter positivo por su analogia con el,gasto de 11 a
que se le asigno ese caracter.

29. Hemos puesto todos los ejemplos en nimeros y no en letras, por-
que éstas no nos servirian para hacer mas evidentes las consideraciones
expuestas; pero las letras, como cantidades algebraicas, tienen siempre
un caracter positivo 6 negativo, y sufren como tales los efectos de las con-

sideraciones expuestas.
ARTICULO V.

STMPUFICACIOX Y ORORXACIOX DE LAS CAKTIDADES ALGEBRAICAS COMPUESTAS.

30. Toda expresion 6 cantidad algebraica compuesta, puede y debe
simplificarse lo que se llama reduccién de férminos semejantes, cuando los
tenga, poniendo en lugar de ellos uno solo con las mismas letras, con un
coeficiente numérico igual & la .suma de los de lodos los términos seme-



jantes si tienen i™rual signo; término reducido que llevara también el
mismo signo, sea positivo 6 negativo; 6 con un coeficiente nimiérico igual
a la diferencia entre los coeficientes positivos y los negativos; término
redmddo (Jue llevard el signo de la mayor suma de coeficientes positivos o
negativos. Simplificacion que se funda evidentemente en la definicién y
funciones del coeficiente (17), y en las propiedades de las cantidades po-
sitivas y negativas respectivamente (27)

Asi, (le! mismo modo que 3a= «+e«-(-« y — 3-t-4,—5—— s serd evidentemente — 3a6-
-hiab- — 3ial> = — iah'j i, y por lo tanto tiabc- |db —8a6c- — fabc- —4do — 6aoc-.
31. Toda expresioiu) cantidad algebraica compuesta puede ordenai -

se con relacion a las potencias descendentes ¢ ascendentes de una letra
cualquiera que se llama ordenalriz (generalmente la que tiene mayores y
mas variados exponentes, y estd repelida en lodos 6 casi todos los térmi-
nos), poniendo por primer término en el primer caso el que tenga diclia
letra con mayor exponente, por segundo el que tenga un exponente in-
mediatamente menor, y asi sucesivamente; y por altimo, el término o los
términos en que no figurase dicha letra, los cuales podran ordenarse con
Velacion & otra letra, que puede llamarse suh-ordenatriz, y ala que
atenderse para la colocacion en la primera parte de la ordenacién de los
términos en que la ordenalriz principal tenga igual exponenie.

Esta ordenacion que, aunque no sea siempre indispensable, es conve-
niente siempre y se funda evidentemente en el principio axiomatico de que
el orden de los sumandos no altera la suma, aunque entre ellos haya al-
gunos de caracter negativo.

Asi, — kehax + -+ Qs+ 207
-h -h -h Zb, =
— Kcba” 4- -h -]- z®.
ARTICULO VI.

SUriiKIORUIAI) I*ATKINTII UEI. ALGEBRA SOBRE LA ARITMETICA.

32. La superioridad ilel Algebra sobre la Aritmética pudimos ya
apreciarla en la Aritmética superior cuando adoptamos algunas férmulas
verdaderamente algebraicas, para lijar reglas generales de algunos pro-
blemas.

33. En efecto, en el capitulo XI1, articulo I, nam. fill) y siguien-
tes, después que expusimos !a regla para determinar el interés 6 ganan-
cia que produce un capital en un tiempo dado, y de demostrarla sobre
un problema particular, la generalizamos, Ilamando y al dicho interés, 6
sea a la incégnita del problema, c al capital, i al tanto por ciento lega! 6
convenido, y | al tiempo por el que el capital estuviese empleado, lo que
nos permitié traducir la regla por la ténnulay — laque

evidentemente, sustituyendo en cada caso particular & cada letra el dalo
correspondiente, y efectuando las operaciones indicadas, se oliliene facil-



iiienle el valor de la incognila. Salta, pues, a la visla la ventaja de este
procedimiento sobre el pnraiiiente aritmético, aiin generalizando como alli
generalizamos la regla antes de convertirla en forniula.

34. Pero ademas, tal formula nos proporciond la ventaja de deducir
récilmcnle de ella otras para los casos en que la incognita fuese cualquie-
ra de las otras expresadas letras; deduccion que, aunque la hicimos por
procedimientos mas bien aritméticos que algebraicos, por uno puramen-
te aritmético y sin el auxilio de las letras que representasen las cantida-
des que debian entrar en los problemas, hubiéramos necesitado una de-
inostracion para cada una de las deducidas reglas, & pesar de la analogia
gue bay entre ellas.

35. Los numeros, ademas, fundiéndose, digdmo.sio asi, en cada ope-
racion, no dejan siempre sefiales de cada una, cosa que no sucede a las
letras, cuyas operaciones se efectlian casi todas dejandolas indicadas, y
sefialan por lo tanto el camino que se llevo para llegar al i-esultado.

Asi, 3X i = pero 12 puede 'ser también producto de 2y 6y suma de 4 de 4
y de 4y de 6y 6, al paso que ah siempre sera producto de’ay h.

36. La anterior verdad no es rigoro.samenle exacta , aunque como
tal la expresen muchos autores para ponderar las ventajas del Algebra.
En efecto, no solo ah puede ser resultado de problemas muy distintos, y
al que se haya podido llegar por caminos muy diferentes, como se com-
prendera con sélo considerar que por lo que'ya sabemos ab =2a”6-f-
ab— sino que cualquier resultado numérico, ese mismo 12, lo
mismo que cualquier resultado literal, tendra siempre precediéndole, si
no se borran, las operaciones numéricas que le han producido. PeroMal
verdad essuiicicntemente exacta, pues aunque <70=2a"0 -i- ah— 2rr*6, ah
dice que es inatil en el problema & que ese resultado conduce, el multi-
plo 2 por el cuadrado de ay por b, etc., y ifue basta multiplicara por/>.

37. Lo que bay, pues, de cierto, y hasta para probar la superioridad
del Algebra sobre la Aritmética, es que el sustituir & los dalos iiiimori-
cos las letras, facilita muchas operaciones y a veces se evitan otras; que
esas operaciones, hechas con nimeros, no marcariau tan claramente siem-
pre el camino de llegar al resultado, como lo marcan las letras; que con
estas, se generalizan las reglasy se deducen facilmente otras, como aca-
bamos de ver recordamio la Ariimélicn superior; y liualmerite, que como
se indico en el articulo primero, el andlisis de las formulas permite, dlia
permitido, descubrir leyes de la cantidad, &'que no alcanza la Arilméll-
ca; leyes tan multiples y tan elevadas algunas, que baii dado lugar & la
necesaria division del Algebra en <os partes esencialmente distintas,
Ilamadas Algebra elenieul<al y Algtdu'a superior.



CAPITULO 1.

OPERACIONES PRINCIPALES DE LAS CANTIDADES ALGEBRAICAS.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

38. (-on las cantidades algebraicas se liacen las mismas pperacio-
iie? ({lie con las numéricas y muclias otras que no pueden hacerse con
estas. Las principales son la adicion, la sustraccion, la multiplicacion y la
divisién, que se indican con los mismos signos aritméticos que conocemos,
aungque como ya advertimos, son o pueden ser independientes los que
caracterizan de positivas 0 negativas las cantidades de aquellos que indi-
can las operaciones gne deben hacerse con ellas.

39- Las definiciones de esas cuatro operaciones o problemas gene-
rales, son las mismas que como principales dimos en la Aritmética
(GO, GI, 84, H8); pero las que alli ofrecimos como secundarias, no son
loifas rigorosamente exactas tratandose de cantidades algebraicas.

ARTICULO II.
ADICION ALGEBRAICA.

40. Regla. Vara sumar dos 6 mas cantidades algehraicas, monomios
o0 polinomios, se redinen en una sola, conservando sus términos los mismos sig-
nos que tuvieren en los sumandos, y simplificando la suma si tiene términos se-
mejantes, lo que se conseguird mas facilmente si se colocan los sumandos unos
debajo de los otros para deducir la suma ya simplificada.

Ejemplo i.” Se desea sumar la cantidad algebraica a (positiva) con la negativa—#6. La suma
serd, pues, a—b. ) . o

Ejemplo 2® Se desea saber cual es la suma de las cantidades algebraicas siguientes, que para
deducirlas méas facilmenle se presentan unas debajo de otras, correspondiéndose los términos
semejantes.

nb + 5a‘c— ix -h
ab 2ac — 53 + 4cx ocn
— ba“c -i- abd o
= 2ab— 9a; + c- -h 2ac-h 4cx -f- abd
Explicacion. En el segundo ejemplo, el primer término ab de! primer sumando con el primei o

del segundo semejante & él, forman el primero de la suma 2ab. El segundo término del primer su-
mando se destruye con el primero del tercer sumando. El tercero del primer sumando, con el ter-



cero del segundo, forma el segundo de la suma —9?. El cuarto del primer sumando, con sus seme-
iantes el quinto del segundo sumando y con el tercero del tercer sumando, forman cs, tercero de
a suma, cuyos cuarto, quinto y sexto término son respectivamente los términos de los sumandos
que no tienen semejantes.

41. Demostracion. Como las letras que representan cantidades al-
gebraicas no son susceptibles de fundirse como los nimeros para produ-
cir otras iguales al conjunto de varias, en el primer ejemplo las canti-
dades ti y G que deben sumarse no son susceptibles de otra suma que la
que resulte de unir todo lo posible tales cantidades con sus signos carac-
teristicos correspondientes. Y andlogamente, en el segundo ejemplo todo
cuanto es posible hacer con los sumandos para hallar una cantidad equi-
valente & todos ellos juntos, es ponerlos unos iiimediamente & otros, con
la simplificacion correspondiente de reunir sus términos semejantes, que
es verdaderamente la sola operacion efectiva que se hace para hallar la
suma.

42. Cuando el objeto del problema lo exige & conviene & sus fines,
la suma se deja indicada encerrando cada sumando en un paréntesis.

Asi, lasumaa-f-by — h— m, es («-f- b) -f- (— h— m).

43, Observacién. La demostracion de la regla de la suma puede darse tam-
bién diciendo: si tenemos que sumar conti la cantidad b—c, y prescindimos
de c, la suma deay bevidentemente que no puede ser otra que a-h b; pero como
el segundo sumando no es b, sino una cantidad menor que b en todo lo que val-

gaC, lasuma a sera mayor de lo que debe ser eu la cantidad < que restan-
dosela producira la suma verdadera a ~\-h —c.

ARTICULO 1L

SUSTRACCIOII ALOEBRAICA.

44, Regla. Para restar una cantidad algebraica de oir4, se trate de
tnonomios 6 de polinomios, se une al minuendo eim sus signos caracteristicos,
el sustraendo con sus signos cambiados, y se simplifica el conjunto reduciendo
los temimos semejantes si hs hubiere.

Ejemplo 1.“ Si se desea restar de a la cantidad negativa — b sera
a (—h] aH-b. ,

Ejemplo 2.° Se desea de  “adbc -h bxot -f- he
restar — (-h fif'bc -t- Ga; — he)

~ — 'ia"he -f- ~xet ~h Ibc — 6;:

Explicacion. En el primer ejemplo, segin la regla, la diferencia entre la cantidad positiva a
y la negativa & es o-t-b

En el segundo ejemplo, segln la regla, para hallar la diferencia al mismo tiempo que sinipli-
i’icarla, dijimos que fa‘ocdel minuendo,y-t-6a36¢ del sustraendo, que al pasar & formar parte de
a resta tiene que lomar signo contrario 6 negativo, da—”"a”bc. Después escribimos el segundo
termino del minuendo, que no tiene semejante en el sustraendo. En segui la, al ir i escribir el
tercero be, como en el sustraendo vimos también he, que aunifue negativo, debia volverse positivo
al lormar parte de la resta, llevamos U ella + 26c pava tercer término, cuyo cuarto debia ser el
gggunda-del sustraendo,, (fue no tiene semejjante en el minuendo, nero con signo contrarioy, 6

45, Demostracion.. Como la resta o diferencia sumada al suslraen-
do debe dar el minuendo segin la definicion, loda resta algebraica debe
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necesariamente componerse de lodo el minuendo tal cual es y de lodo el
siislraeiido con caracler opuesto, para que lo destruya en la expresada
suma y deje s6lo el minuendo. Eslo es, que en el primer ejemplo

es la sola cantidad que, sumada con — b, puede dar a, pues a -h &— h

= a; y deduccion analoga puede hacerse sobré el segundo ejemplo.

Observacion.- También puede demostrarse analogamente & lo que dijimos
sobre la suma (i."]), diciendo si de a queremos restar b— ¢, y prescindimos mo-
ineutdneamente de C. evidentemente que la resta no podra ser otra que a—b;
pero ,como el verdadero sustraendo es menor que ben la cantidad ¢, la ros-
ta a— hsera menor de lo que debe sei- en la cantidad C {A 75), y la verdadera
serd, por lo tanto, a —b-j- c.

ARTICULO \V.
MUPTIPUCACION ALGEUB.VICA.

46. El prolilenia general de la multiplicacion algebraica se divide
en tres también generales: 1.“ Multiplicar un monomio por otro. 2® Mul-
tiplicar un polinomio por un monomio 6 al contrario. Y 5.” Multiplicar
un polinomio por otro.

47. Piegin 1.“ Para 7nnlfipl{car un monomio por otro, hoy ("ue atender
4 cuatro cosas: a signos, a coeficientes, a letras y & exponentes. Relativamente
a signos, si los factores lo hemn igual, el producto sera positivo, y si lo tie-
nen desigual el del producto sera iiegativo. Con respecto & coeficientes se mul-
tiplicaran por las reglas aritméticas, considerando por supuesto la unidad por
coeficiente al que no tenga ninguno. En cuanto & las letras, el prod-uclo tendra
todas las de los factores, sin repetirlas aunque estén en ambos; y finalmente,
con relacién a los exponentes, los de las letras que sdlo figuren en un factor,
seran iguales en las del producto, y las letras que figuren en ambos factores,
tendran en el -producto un exponedte igual & la suma de los exponenles que ten-
gan en los factores, suponiéndosele por supuesto 1 a lague no tenga expimenle.

Ejemplos. J.° Tsa”cx'iax — iia™hex.
2.« Aftlifex "X — = — N /HM\ab.

48. Demostracion. La parte de la regla correspondiente & los signos,
(Osea que-h X-h 6 —x — dan de producto-h,y-h X — o —XH -
daii de producto — , se futida en la dellnicion de la multiplicacion (Aril-
mélicn, M), de que el producto ha de guardar igual refacién con el
multiplicando, que el multiplicador con la unidad, naturalmente positi-
va, a que se refiere tal deljnicion. Pues en efecto, si el multiplicando es
positivo, y positivo también el multiplicador, el producto tendra que ser
positivo, 0 sea lo mismo que el multiplicando, pues que el multiplicador
es de igual caracter que la unidad positiva. Si tienen los dos factores el
signo negativo, el producto deberd ser positivo, ¢ sea de caracter con-
trario al multiplicando, pues que el multiplicador lo es también & 1.
Si el multiplicando es negativo y positivo el multiplicador, el producto
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tiene gne ser negativo, 6 sea igual al mnUiplicando, porque el multipli-
cador lo es & la unidad. Y, finalmente, si el nniltiplicando es positivo,
y negativo el multiplicador, el producto tendrd que ser negativo o con-
trario al multiplicando como el muUiplicador lo es 4 -h i.

La parte de la regla correspondiente a los coeficientes, letras y expo-
nentes, se demuestra descomponiendo el multiplicando y muUiplicador
de cualquier ejemplo en los factores de que se compongan. Asi, en el
ejemplo anterior 1®, tendremos que 5a-&c X = Ex«X«xft
Xcx2xaxo;;y como el orden de los factores no altera el produc-
to (Aritmética, 91), serdigual a5x 2x «X 0X ax 6Xx cX ip en
cuya expresion, verificando las operaciones indicadas que sean posibles,
resultara ~a?bcx, que es el producto hallado, segin la regla que queda
demostrada.

49. Regla 2" Para multiplicar un polinomio por un rnonomio (y lo
jnismo un monomio por un polinomio, pues que se podra tomar por multipli-
cador siempre el monomio), se multiplica el monomio muUiplicndor por cada
uno de los l6rminns del multiplicando, sequn la regla 1." anterior, sin que
quepa simplificacion en el producto si el multiplicando esta como debe, sin
términos semejantes.

50. Conviene ordenar el mulliplicaudo para que el producto resulte
también ordenado.

Ejemplos. 1  {a-i- h X c— ac -h he

2" (5i@6— 41'— b5ra) X 2adr, y ordenando
el muU|pI|cando (— 4a' - 'oarlPc — 5r/)x  2(%- :
- - laV)c-4 iWIPc- -

51. Demostracién. Demostrada la regla de ia multiplicacién de un
monomio por otro, la de un polinomio por un monomio descansa en la
misma demostracion, y en la que en la Aritmética dimos para mnltiplicar
un ndmero compuesto de varias cifras por un digilo (99); pues lo que se
hace es multiplicar todas las parlOvS del mnUiplicando por el multiplica-
dor; no habiendo necesidad de empezar la multiplicacion por la dei'echa,
porque ios productos délas letras no producen aumento para el producto
de otras & hi manera que los nimeros. Y en cuanto & que la ordenacion
del muUiplicando, produce necesariamente que el producto resulte orde-
nado, es evidente, pues, que la letra ordenalriz aparecerd en el producto
encada término con su expolienle aumentado con tantas unidades como
tenga en el multiplicador, y por lo tanto los términos resultaran con se-
mejante ordenacion; de lo que también se deduce evidentemente que el
producto no puede tener términos semejantes si no los tenia el mulli[di-
cando, como iio debe tenerlos. Luego toda la regla queda demostrada. '

52. Observacion. Puede demostrarse la segunda regla también diciendo, si
por ejemplo tenemos que multiplicar a-\-b por vn, aun por la definicion ménos
general (Aritmética, 86) tendremos que tomar & a-\-b tantas veces como uni-
dades valga m, y por lo tanto, el producto podremos representarlo de esta mane-
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ra tu- i -i-8 .. + 5+ o+ é-f-.... 0 sea a, lomado m veces por suman-
do, mas b tomado otras m veces; y como ésa expresion equivale, segun la defini-
cion del coeficiente, & ifid -+~ «S = CM & bw, resulta también la regla demostrada
de esta manera.

53. Escolio. Como de lo expuesto se deduce que todos los factores
lie un monomio multiplicador aparecen en todos los términos de un pro-
ducto, siempre que convenga (que serd muchas veces en el Algebra), se
podrd & un polinomio, cuyos términos tengan un factor comun, extraér-
selo y ponerlo como multiplicador, lo que se Ilama sacar el factor comn.

Asi, en lugar de 3a'b-i- xb+ oasb,
se podra poner -\-x  5tis) B.
y en lugar de oa™s-hl -I-
Se podra poner [Uos 32+ 4) 0%

y también abe—b= {ac—K)b,
v también sera = — =i—  \ar
54. llegla 5.” Para inulllplicar im polinomio por-otro, se mulliplica

cada Iénnino dd mas pequefio, que se tomai'a como muiliplicador por iodo el
multiplicando, segun las reglas  y 2.“, y se tendran pi‘oduclos parciales que,
sumados, daran el total; el cual se simplificara si tiene términos semejank.s,
operacion que se conseguira mas facilmente si antes de la multiplicacion se
ordenan ios factores y al escribir los productos parciales se procura que los
términos semejantes queden unos inmedialamenle debajo de los otros.

Ejemplos.
fa X (0— m)= ac-h cb— am — hm
2% Aa™c ¥ abe
X — ac

-j- 8it"/rc + Aa™c' — '2n"6'c
_ Ga°’-c— AaH)o- — iac" + aHc®
= _i_ <iaVrc — — 2« /rc +

(5a"6C 5aVii — %fb™m hi — w,
+ h)
X —a' ¥ a
= — rm"mt— 'Sa'be + — u"b™h
-f- 5a'mt -h 5a”Yr— 2a”O'}i -f- a'b = _
5a**mi -f- — Ba™c-h Mavije —W m —ah+ a%.

ExpUcacion. En el primer ejemplo hemos heeho la posible miiltiplicacion detolioslos términos
<i» nn f'iFinr nor los del otro v el producto no ha admitido simplilicacion.
~ En el segundo ejemplo hemos mulliplicado primeramente lodo el . .
ordenado fhor aoab v después pnr~ac. y puestos los dos productos parciales uno debajo del otro,
nos ha sido muv féacil deLcir el producto total ya simplificado, colocando el segundo producto de
modo que sus términos quedasen debajo dolos del primero. aniviipnte 6 sea su
—Lasimplificacion ha consistido en poner en lugar  + 844-c —6 ~c el X
diferencia 2ati6ilc. En destruir por completo el tercer término primer prouuclo
gundo término del segundo producto parcial, por ser idénticos y am

J
una roal : ] Sy | ~ finalmente,
afiadimos al tola! todos los términos sin semejantes con atencién & la orocnavnz a,
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En el terccv ejemplo hemos hecho la multiplicaciéon como en el primero, y el producto lot:il ha
sido la suma de los dos parciales sin ninguna simplificacion, y hemos necesitado intercalar entre ca-
da dos términos del uno, cada uno del otro para que el resultado total quedase ordenado como los
parciales . i

55. Demoslracion. Es la misma que la de la reglad/, pues que

hemos miilliplicado todas las partes de un factor por todas las del olio
y sumado los productos parciales.

56. Observacion. Coa marcada intencién, el ejemplo tercero lo hemos pro-
puesto de manera que sin producir uu producto total reducihle llamase la aten-
ciou, por no serlo, cuando por el aspecto del multiplicador parecerd 4 mu-
chos que deberia ofrecer un producto muy simplificable. Hemos querido tam-
bién con ese multiplicador acostumbrar al estudiante & no confundir las funcio-
nes del exponente con las del coeficiente. Parece, en efecto, & primera vista,
que — a® es una espresion muy facil de convertir en un monomio, y por
lo tanto, que no esta simplificada; pero si se descomponen los dos términos en
sus factores, se vera que es igual &8 (—a X —«X —a)+ (&X « expresion
gue vale Ig mismo, segln se indico en el Ultimo ejemplo del nimero 54, que
{~ «-h 4 sin que admita ninguna otra trasformacion que la simplifique.

57. Escolio. Porto expuesto se deduce que, ordenados los facto-
res, los productos parciales resultaran ordenados, y facilmente se consi-
gue la ordenacion del total. Pero debemos observar ademas, que el
producto del primer término del multiplicando y el del Gltimo no pueden
tener nunca términos semejantes en el producto total, porque elimo
resulta de la multiplicacion del término del multiplicando y del término
del multiplicador donde la letra ordenalriz tiene el mayor exponente, y
el otro (le aquellos términos de los factores en los que no se halla tal
letra o tiene el menor expoliente; circunstancias ambas que iio pudieiulo
repetirse en las demas multiplicaciones parciales, no pueda producir
términos semejantes, a iio ser que los tuvieran los factores por no estar
simplificados.

58. No se ha tratado mas que de la multiplicaciéon de dos expre.sio-
nes 6 cantidades algebraicas, una de las que figura como multiplicando
y otra como multiplicador; pero las reglas dadas son.aplicables & los pro-
blemas en los que sean mas de dos las cantidades algebraicas que se
deben multiplicar, ya sean monomios ya polinomios, si bien las multi|ili-
caciones de estos deben hacerse sucesivas, cosa que no es indispensable
en la multiplicacion de monomios.

Asi, eniab X 30ScX SaHar, se podra desde luego decir ({iic t por 3sod 42,y por 2 son 24j y qifr
'f, Va> \ ai, producen a3, y por lo tanto, que el producto es 24a™6ea,- pero en (a-1-b) X (c+ rf)
-<7m -t-'n), no es (&eil hacer sinmllaueantentc las dos multiplicaciones, & jvs.ir de ser tan senci-
llos tos datos. El resultado serd <ic-i-ch da+ db+ acm-~-cbmdbm-” acn+ch7i-t-
d(in+ dbn, que evidencia la dilicuUad de la operaciéon en grandes polinomios.

59. Escolio. El signo de un producto de varios factores sera posi-
tivo si todos los factores son positivos, 0 si los negativos son en numero
par; y el producto serd negativo si el de facieres negativos fue.se impar;
de lo que se deduce que siempre que al objeto del calculo convenga, se
pueden mudar los signos & dos factores, pues lomismoos —ux X ¢
= —ahequeax — hxc = — abe

60. Escolio. EIl nimero de términos de mi producto anltis de sim-
pliiicarse, es igual al nimero de términos del multiplicando, multipli-
cado por el de U'rininos del multiplicador.
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Asi, el de un binomio por otro sero de i, el de ua trinomio por un binomio de 6, y el de tres
binomios serd 2 X2 +»X2=12, comoseveenel ejemplo del niam. S8.

ARTICULO V.

DIVISION ALGEBRAICA.

.61. EIl problema i”eneral de la division de canlidades algebraicas se
tlivide en tres lanibieii generales: 1." Dividir un monomio por otro. 2®
I'n polinomio por un monomio. Y 0.° Un polinomio por otro polinomio.

62. Regla 1" Para dividir un monomio por otro, hay que atender,
como en La muUiplicacion, n signos, coeficientes, Letrasy exponentes. Relativa-
mente & signos, semejantemente & la multiplicacion, si dividendo y divisor
tienen igual signo positivo 6 negativo, el cociente sera positivo, y-neyalivo si
dividendo y divisor tuviesen diferente signo. Con respecto & coeficientes, se
dividiran por las regias aritméticas, considerando por supuesto la unidad por
coeficiente al término gue no tenga ninguno. En cuanto a letras, todas las del
dividendo que no estén en el divisor deberan figurar en el cociente; vy, final-
mente, con relacién & los exponentes, toda letra del dividendo que figure en el
divisor, pasara al cociente con expoliente igual a la diferencia que resulte de
restar el exponento de la del divisor, del exponenie de la del dividendo.

63. Las letras que tenga el divisor y no figuren en el dividendo, no
pueden formar parte del cociente, y hacen la division impracticable; y
también cuando una letra comun en el divisor y el dividendo tenga ma-
yor exponente en aquel. En uno y otro caso la division hay que dejarla®
indicada, constituyendii una fraccién reducible muchas veces, y algunas
tanto, <[ue da por resultado cantidades que todavia no conocemos, como
son las que estan representadas por letras con exponente oy con expo-
neiite negativo, que reclaman articulo aparte, que corresponde después
del de las fracciones algebraicas.

Ejemplos. 1" -h Ha'lPc : ~h 2a"/ Aabc.
2® — Wa''t: — oab
— Ua"b"c : -h 5a"/
-h ianire . — o0aVrc — -2|-.

Ex'iilkadon. Sélo liay que notar que cii lodos ios cuatro ejemplos el cociente bailado, mul-
tiplicado por el (liTisor, (la cxaclainenle el dividendo, pues la multiplicacién de —y por

sc{?uti resla de multiplicacién, da primero 1+ para el producto; después para cofeficiente — X 5= 2,

ycomo no hay letras en el cociente, el prodiuilo de él por el divisor debe te.ner las mismas que éste
y con los mismos exponentes.

64. Demostracién. La parle de la regla correspomliente & los sig-
nos, se funda en la parle analoga de la dada para la imiitiplicacion (48),
pues como el producto del cociente por el divisor debe ser igual al divi-



deudo y consigiiieuteuieule de igual signo, cuando el dividendo y divisor
sean positivos, positivo tendrd ijue ser el cociente, porgque nmiliplicado
por lina canlidail positiva, dé un producto, positivo como se supone el
dividendo. Cuando dividendo y divisor sean negativos, el cociente ten-
dra que ser positivo, para que multiplicado por un divisor negativo, pro-
duzca un producto negativo como se supone ser el dividendo. Cuando el
dividendo sea positivo y negativo el divisor, el cociente deberd ser nega-
tivo para,que, multiplicado por el divisor negativo, lainbien ofrezca un
producto positivo como el dividendo, y, finalmenle, cuando el dividendo
sea negativo y positivo el divisor, el cociente tendrda que ser negativo
para que, mtilliplicaiios por el divisor, dé un producto negativo como el
dividendo.

Ca parte de la regla correspondiente & los coeficientes, letra y expo-
lienles, se lunda en (Jue el mismo principio de que el cociente multipli-
cado por el divisoi' debe dar el dividendo, pues el coeficiente del cocien-
te debe ser el cociente de dividir el coeficiente del dividendo por el divi-
sor, pues que mnlliplicado por éste, debe dar aquel. Andlogamente loda
letra del dividendo (jue no esté en el divisor debe figurar en el cociente
para que resulte en el producto de tal cociente por el divisor y el ex-
polienle de cada lina ([iie figure en dividendo, y divisor debe ser la di-
iei'encia do los exponentes que lleve en ambos términos, Unica manera
(le ([lie ai multiplicar el cociente por td divisor, y sumar consiguiente-
mente los exponentes de las letras comunes, resulten iguales & las que
lleva el dividendo.

finalmente, la division <s impracticable cuando el divisor tenga al-
guna letra (Jue no figure en el dividiindo, porque fuere cual fuere el co-
ciente, diclia-letra deberia aparecer en el producto por el divisor, y no
resullamlo igual al dividendo, probaria no ser exacto ni verdadero el co-
ciente. Y del mismo modo es impracticable hi division, enando alguna
letra del dividendo tiene menor exponente gne la igual del divisor; pues
ningun cociente, tenga 6 no tenga tal letra, multiplicado por tal divisor,
puede dar el dividendo supuesto. Luego queda demostrada completa-
mente la regla y sus adiciones.

65. Regla 2." Pam dividir un polinomio por un monomio, se ordena
primeramente el dividendo con relacion d las potencias (descendentes mas liien
(Jue ascendentes) de la letra que esté repelida, en lodos 6 casi lodos sus 16rminos,
si se quiere que el cociente resulte ordenado. En seguida, por la regla anterior,
primera, se divide el primer término de la iz<jnierda del dividendo por el di-
visor, y se tendra el primero del cocienic. Se multiplicara éste por el ilivisur,
il se restar& del dividendo, y de su parte reskinle después de reducir los tér-
minos que puede tener semejantes, se dividira el prhner 1éDnino por el divi-
sor, y so obtendra el segundo del cociente. Y asi se continuara hasta que no que-
de en el dividendo nhigim icnmno que dividir, d imsla gne alguno no sea di-
visible por el divisor, cu £uyo ultimo caso, la parte indivisible forma el nu-

merador de un quebrado, cuyo denominador sera el divisor; quebrado que
completara el cociente. ! ‘ ‘



Ejemplos.
i (c+ h:c= a-hb
20 _ QaMc 1+ dabo — 1Qa™bex

- 8a\/)C — GaW -h \Oa'bc.x — 43" + 506®c— b5xa.
5" Agphc — Qetbc  mem dax ! A
__4alre 8Efc == — a® g
|IX&IU08CIPJI En%m P dd\c s % kdavor%gb qr%
" mliileersi' De.pEd iestt kelodiviNimis i-or ~Y nos dob y mrlotantq d cociente
templo ilividimai™ament M\ P-
‘el effercer e2So~n"rS ' disyan" fcrnp"»”~i"co:
aeljte!'YSYjrevielYljrreY'pin qJebracbmemsnmRanm pornomber tratacb to-
daviade la simpliQeacion ck las fracciones. ‘e T, voi-nr.0 i

66 Demostracion. La regla de la division algebralca gue vamos .
demoslrar se funda como la primera de un monomio por otro, en las
correspondientes dadas y demostradas en la multiplicacion. En efecto, co-
mo el dividendo puede considerarse como producto del divisor por el co-
ciente, si el dividendo estd ordenado, su primer representara el
ni ndiifto del divisor por el primero del cociente (57).
~ Lu "o en el ejemplo segnndo, - OaVic es el producto de 2a/.c por el
pcimer iermino del c'ocienLiue se busca, y éste no evide™
le ser otro que el correspondiente ala divisién de — 8a ac poi ¢abe, gm
se™un la regla primera ya demostrada, es — 4a ; luego este seta el pri-
mer término M cociente deseado. Mnltiplicado por el divisor, da.a

Salpero pararestarlo del dividendo no habra que hacer mas que
cambiarle el sifrno, con lo que destruird el primer termino del dnideii
do Y como deteste se habra restado el producto del divisor por el pu-
mer término del cociente, lo que resta del dividendo se podra considerai
I”“mo producto del divisor por el segundo y demas términos (lue fallen pm
hallar del cociente. Y como el primer término de tal resto deUlividen lo
serd aquel en que la letra ordenatriz tenga nmyor expoliente (después de
nrimeinérinino ya dividido), se podra considerar, por lo lauto, como el
rroduclo del di4or por el segundo-término del cociente; y por conside-
1-aciones analogas & las déla division parcial anterior, dijimos que6a 6 e
e~abc= 3a"aV que seria el segundo término del cociente. 1rocedmios
romo con el primero, y hallamos andlogamente el tercer término del co-
mente — ~xI, cociente que es exacto, porgue no deja residuo, y que es
el verdadero, porque multiplicado por el divisor en tres veces, ha dad
ins tres nartesU términos de que se compone el dividendo.

Y enel ... . . .
comen%e, (JIVIdIendO el tercero del dividendo por el divisor, vimos que |a
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divisién era impracticable (65), no pudimos completar el cociente desea-
do, mas que poniendo el residuo con ia division indicada, 6 sea en forma
de quebrado, que aunque reducible, por tener en sus términos factores
comunes, no simpliicamos, porque todavia no nos hemos ocupado de las
fracciones algebraicas.

Luego la regla segunda queda demostrada.

67. Regla 5.“ Para dividir un polinomio por otro, se ordenan ambos,
como se dijo para el dividendo en la regla segunda. En seguida se divide por
la, primera el primer término del dividendo por el primero del divisor, y se
tiene el primero del cociente. Se mtdtipUca éste por todos los términos del di-
visor, y el producto se resta del dividendo, lo que se consigue con s6lo mudar
los signos d todos sus términos, y reducir los que resulten semejantes con los
(Id dividendo; del resto de éste, ordenandolo si envirtud de (a anterior resta
no i'‘esultase ordenado, se divide el primer término por el primero del divisor,
y se obtendra el segundo del cociente. Y procediendo de una manera analoga
que con el primer término, se iran deduciendo todos los ténnims que deba le-
iier el cociente, hasta que se haya hallado por resto del divideiido o, o hasta
que alguno de sus términos no sea divisible, eii cuyo caso, como en la regla
s?gunda, se dejara la parte indivisible en forma de quebrado para completar
el cociente.

Ejemplos.
ac ch—am— hm: .. n
ac -i- am
— c¢cb bm
2.0
6a®6®H-4a"*i>c+2aV— abe.
1 ® resto. jW ¢ — 2aVv . ia'vc -f- athc”
Sac -h Aaiber
2." resto. 4l®6ec — 2aV®  -i- -h a"™hc'
— AaVv -h 20V
5®' resto. -h  atb
— faWc— a™bc\
0. — — Savw-f-5a7ni— Sa®@ni-f-5a'Nc:  |—

-t-5a*mi—"ya'ml-h~a'bc— 5a'mi-t-5a"mi— 5a®6c  5a“m/— 5a*miH-5a"ftc

. Enel primer ejemplo, siguiendo la regla, no hemos necesitado gran trabajo p.ira
rClidr d todas las parles del divinenao los productos de todas las del cociente por €l divisor,
tn el segundo, hemos necesitado despues de cada resta, para mayor claridad, ordenarla.
. i _P6sar de lo irregular al parecer del divisor, los productos de todas l.is
«ida ~ cociente por el divisor se han ido restando de todas las partes del dividendo, sin nece-
au fle ordenar los restos para continuarla division, pues que resultaban ordenados.

68. Demostracion. Es casi idéntica que la de la regla segunda, pues
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que el ser el divisor poliiiomio no obliga & otra cosa que amulliplicar ca-
da lénaino del cociente por todos los del divisor, lo que produce mucbas
veces que a pesar de estar el divisor ordenado como el dividendo, los
restos que resultan en éste no aparecen completamente ordenados. Pero
siempre es facil la ordenacion, y siempre el dividendo representara el
producto del cociente por el ilivisor, y los restos de aquel seran los pro-
ductos del divisor por las parles que falle que hallar del cociente; lue-
o-oel procedimiento que exige la regla descansa sobre los rnisnios princi-
pios que la segunda, y queda, pues, esta tercera ignalmenle demostrada.

69. Observacion. Diremos, para que sirva de ejercicio de la inteligencia,
que la ordenacion completa del dividendo y IUvisor no es indispensable cuando
arabos tienen pocos términos, pues como el dividendo debe considerarse siempre
como producto del divisor por el cociente, mas el residuo, si lo hubiere, lacil-
mente se conocera cudles son los términos que compone éste , por no ser divisi-
ble por ninguno del divisor, y cuales los que representen productos de térmi-
nos del divisor por otros del cociente. G a

Asi, si tenemos {ma-v-nb  mb nb-na): [n W) sm necesidad de orde-
nacién, veremos que ha de haber un residuo de nb, porque no es termino divi-
sible por n ni por m, y veremos facilmente también que aunque na no es divi-
sible por n, lo es por m, y por m también mb, y que aunque nb no es divisible
por m, lo es por n, y por N también na, y por lo tanto, el cociente, se hallara di-
ciendo, = = cuyos dos productos al res-
tarlos del dividendo dejaran este reducido & -f-  ydividiendo no por n,
dard b para segundo termino del cociente, que multiplicado por y; por m, dara
los productds nby mb, que restados del dividendo io dejaran reducido a mo, que
sera el residuo. , , )

Lo mismo sucederia con el dividendo sin ordenar 'a-h ns-h mna 4- mns -h
b -t- mnb 1+ cH- mnc; y el divisor mi+ N, aunque admiten la ordenacion si-
guiente: [mna--mnb+ mncmns {-n“a\-nb nc4- t{m y tam-
bién: {mart n* 14 nH  n"s4- mna 4- mnb -~ mnc -+ mns} - {n -t- w)j pero cori
cualquiera de las dos ordenaciones, y sin ninguna, se hallara muy facilmente el
cociente na1+ M +nc-h ns, aunque en sos términos sajgan con dilerente or-
den. Debemos, sin embargo, advertir que como los términos del dividendo iwut,
mnb, mnc, mns, son divisibles lo mismo por wque por n, si tomamos por pri-
mer lérniino del divisor & n, los cocientes de dividir por los cuatro terrninos
dichos, seran ma -+ mb-hmc-{-ms, y después una serie interminable de térmi-
nos, que se destruiran de cuatro en cuatro por sus signos contarlos, a conse-
cuencia de considerar que mna es el producto de n, término del divisor, y de
uno del cociente sin tal letra; cuando el hallarse esta repetida en todos los tér-
minos del dividendo y en la mitad de ellos con esponente dice clararneiite que
debe figurar en todos los del cociente; y el hallarse la men el diydendo sin es-

e ponente y también en el divisor, revela que no debe figurar en el cociente.

70 Por lo expuesto en el anterior niUmero, puede sentarse, aunquesin yen-
laia préactica notable, que el dividendo y divisor debe ordenarse en lo posible
con relacion & la letra méas repetida, porque de lo_contrario, no solo la operacion
serd mas dificil, sino que puede producir un cociente que no sea el verdadero,
si por ser algunos términos del dividendo divisores por dos o mas del divisor,
se toma por primero de este uno cuyo producto por otro del verdadero cociente
no sea el que parece represente el primero del dividendo; pero que cuando di-
videndo y divisor sean de pocos términos y cada uno cie aquel no sea divisible
mas que por uno de este, no es indispensable la ordenacion, aunque iacil es na-
cerla. y puede efectuarse la division hallando cada término del cociente por la
division de cada uno del dividendo por el del divisor que lo divida, pero etec-
tuando la correspondiente multiplicacion del cociente por el divisor, por vei si
produce el dividendo, pues si no lo produce, habra que seguir en lodo la regla.



Asi, («2—m*) : (wn-w) = n —m; porque (ffi-t-n) (n—m) z=jn--"nm —nm —ms = __ms;
pero {ns-t- no da de cociente m -Hn; porque (N + M) (N wWj = «8-t-NM mWEANM -im
mi = n*-i-2nm4- mi. y haciendo la division segun la regla, daréa:

M4 8 |Im4-n
—mi—m

m—~n pues (m4-n) [m—n) = mi—ns,
Primer resto. —mn4- its . . .
4-mn 4- «8 y con el residuo de 4- 2ns dara el dividendo m» 4-
) «8, porque m« —n™4-2»2=m2 +-ns.
Residuo e

71. Elndmero de términos de un cociente no puede proveerse cudl
serd, pues aunque el dividendo sea un producto completo de su divisor
y su cociente exacto, y dijimos que el de términos de un producto, se
deduce del nimero de términos de sus factores (60), la deduccién se ha-
ce relativamente al producto sin simplificar como alli se dijo; pero un
dividendo, considerado como'producto, no se puede saber cuantos térmi-
nos puede haber perdido por la simplificacion.

72. La prueba de las cuatro operaciones principales de que nos he-
mos ocupado, son las mismas ledricametile gne las de la Aritmética. Sin
embargo, como la adicion no es en realidad mas que una simplificacion,
tio admite mas prueba que la rectificacion 6 examen de lo operado. Y
como la multiplicacion de un polinomio por otro, siendo ambos grandes,
es tan susceptible de errores al re))elirla cambiado el 6rdeu de los facto-
res, lo mejor es repetir las multiplicaciones parciales, y cuando uno de
los factores sea pequefio, dividir el producto por el tal factor, y ver si da
el otro. Y la prueba de la division es evidentemente la multiplicacion del
rodenle por el divisor. Para ello, los ejemplos que hemos jiuesto de la
divi.sion, sirven de prueba & los que pusimos eii la multiplicacion, y por
el contrario.

ARTICULO VI,
KBACCIONES <> OI'SBRAOO.S ALfiERHAICOS.

73. Los quebrados literales 6 algebraicos no pueden tener otro ori-
gen que la division impracticable de una caniidad algebraica por otra;
casi 'o mismo que sucede & los quebrados numeéricos, pues aunque €sLos
diji mos en la Aritmética (477), que pueden también nacer de la iucomen-
surabilidad 6 iiiumerabilidad exacta de algunas cantidades indetermina-
das al convertirlas en nanieros; como el Algebra prescinde de lodo valor
innnérico, el quebrado literal no puede tener otro origen que la jndivi.si-
buidad de una cantidad algebraica por otra. Ademas, en la misma Arit-
mética (179, observacion 4.'), demostramos que en realidad el orii'en de
todo quebrado es una divisibn mas 6 ménos impracticable.

74. Todo quebrado literal puede, por lo tanto, con méas razon que el
numérico considerarse como una division indicada del numerador por el
denominador, y generalizando esa verdad como lo hicimos y demostra-
mos en Aritmética en un teorema fumlamental (179), la estableceremos
sin necesidad de demostracion para los (juebrados literales, y es que todo
quebrado, no sélo como va dicho, es eguivalenle & la divisién del numerador
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por el denominador, sino que también loda divisidn puede considerarse co-
mo un quebrado”™ cuyo numerador es el dividendo, y cuyo denominador es el
divisor; quebrado que naturalmente serd impropio é compuesto de una parte
entera y otra fraccionaria d veces, si el dividendo es divisible por el divisor,
aungue no de cociente exacto.

75. Todas las propiedades y todas las reglas que demostramos sobre
los quebrados numéricos son aplicables & los literales, pues descansan en
el principio fundamental expuesto en el nimero anterior y en su princi-
pal consecuencia de que el valor de un quebrado no se altera, aunque se
multipliquen 6 dividan sus dos términos por igual cantidad.

76. Tales propiedades pueden demostrarse de una manera mas general por
el Algebra que por la Aritmética, por lo que demostraremos algebraicamente,
para que sirva de guia, la propiedad que acabamos de expresar; y como la apli-
cacion de las reglas parala resolucion do los problemas sobre quebrados, siendo
estos literales, se hace de un modo distinto, aunque semejante que siendo nu-
méricos, también aplicaremos al Algebra tales reglas; y finalmente, nos fijare-
mos especialmente en la cuestion de signos, y en ciertos resultados especiales (jue
ofrece ta simplificacion de un quebrado.

77. Teorema™ Un quehrad.o noseallera multiplicando 6 dividiendo sus
d@ términos por un mismo numero.

Esto es, que 6 he 6 ot
Demostracion.  Llamando m al valor que represente el quebrado j
sea cual sea, tendremos la igualdad = m. Y como todo dividendo es

igual al cociente multiplicado por el divisor, tendremos que a= mh;y
multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la cantidad c, la
igualdad subsistiray sera «c= mp> 6 = /;cx m, ydividiéndolos dos
miembros por he, tendremos , segundo miembro que eviden-
temente es igual & w; porque m niultiplicado y dividido por la misma can-
tidad, dard m. Pero m lo hemos supuesto igual -y, luego

Y si en la igualdad |- = mque daa=mb, dividirnoslos dos miembros
por ¢, sera —= = 1 X m, Ysi abora los dos miembros los dividi-
6:C a ><iic
b ¢, sera m3a m, ycomom fi sera —

Luego el teorema queda demostrado.

Eli esta propiedad se funda la simplificacién délos quebrados literales
y su reducccion a nn coimm denominador, como en la Arilmélica.

78. Para simplificar un quebrado literal, se le (Juilau o suprimen los
factores que tenga comunes, pues que equivaldra a dividir sus dos tér-
minos por dichos factores.

: lo Babe 2X i. .6 -
Ejemplos. T 1 2x5a'i.a 62.6  Bnfi
jo —SHifi 2X 2. .a—2.iar.a'b 2a — 4asfi
2as -(- 2oific 2a3 2. .a3.6.0 2a3{)c
Explicacion. En el primer ejemplo hemos suprimido los factores comunes y fi2, 6 sea

dividido los dos términos por2rt*@; yen el segundo ejemplo hemos suprimido los factores 2y a”,
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Unicos comunes, pues aunque parece que lo es 6, porque figura el numeradory denominador, no
es factor comin de los dos términos, porque por él no es divisible ni Aai ni 205, ni por lo tan-
to las cantidades de que esos términos forman parte.

79. Parareducir quebrados Hiérales & un comin denominador, se ninl-
de los denominadores de los demas, 6 se determina el minimo comuin
multiplo de los denominadores y ese serd el comun de los nuevos que-
brados, cuyos numeradores seran los productos de cada uno de los
numeradores propuestos por los cocientes délas divisiones del minimo
comuUn maltipki por cada uno de los denominadores dados; pues no se
misma cantidad.

80. El minimo comdn multiplo de varios monomios algebraicos es
un lénnino cuyo coeficiente numérico sera el minimo comdn miilliplo
aritmético de los coeficientes de los monomios dados, y cuyas letras se-
ran todas las gtie tengan los monomios sin repetirlas, aunque algunas
entren en varios; pero cada una con el mayor exponente con que figure
en ellos; pues ese monomio resultante sera evidentemente divisible pol-
los propuestos y serd el minimo dividendo, porque otro es que fallare al-
guna letra 6 en el que el coeficiente numérico fuera menor que el mini-
mo comin multiplo de los coeficientes propuestos, no seria divisible por
los monomios dados.

Asi, el minimo comiin multiplo de 2a”{)Sy de Aabc, es que los dividira, v otro menor,
por ejemplo, 3a-b-c, 6 0 no 16s” dividiria.

Ejemplos de reduccién de quebrados literales a un comdn denominador:

3 a, r m __ adn cnb mdh
: hydyn hdn y h'U 'y hdn"*
<0 »2(C  Un"cx  An

iabic Y iadd m 5ae‘

El minimo comdn maltiplo de de 2iiV y gg joacdl.
Los cocientes de dividir ei rainimo comun multiplo por los denominadores
respectivos son:

Tt/ _ (i

\aHc ~ oas = 1o ey

Los productos de estos cocientes por los nhumeradores dados son:

U X nb= "db \Oa'et X = iOnHhix X 4» =
I An~Ab i0a-c~nnlx Aaidlii
uego 70513 et icared” son

guebrqdos_equivale_ntqs_é los propuestos y con igual denominador, I'or ei meto-
o ordinario del principio de la regla dara:

[0a™n~bdc  AOa>"n-cMtx  3la’lcdn

’

quebrados gu% complicadgs, iguales & los sacados por el otro método, pues por
ejemplo, "= i ' operacién es, como se ha visto, mas com-
plicada por el método del minimo como multiplo.
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81. Vara sumar quebrados literales, lo mismo que los mimdricos y
por las mismas razones (Arit. 200, 201 y 202), se reducen & un comun
denominador: si no lo tienen, se suman los denominadores, y & la suma
se le pone™por denominador el r.omun, considerando cuando algun su-
mando sea’enlero como quebrado, con la unidad por denominador.

lyjcmpios.
I h ~ d bd “T b bd el
Qo
d 1 -h g — 4
. i Id adx+ aibx-htd
a: d = dx T dx dx dx

82. Paildl restar fftiehrados literales, lo mismo que los numéricos , y
por igualesrazones-{Arif-204.--205, 200 y 207), se .restan algebraica-
mente los numeradores, después de darles un denominador comudn si no
le tuvieren.

- . i b d—<b
h/jemplos, 1. Tmlj M
chb-rd cb d ab—cb —h_
83. Para multiplicar quebrados litendcs, lo mismo que los niméricos

y por iguales razones (Aril. 212, 215, 214 y 215), se multiplican los nu-
meradores y los denominadores y se tienen los términos del quebrado
producto; considerando como quebrado con la unidad por denominador
al factor que sea entero.

H a c ae
Ejemplos. 1.~ b X 7 T bd
b _ a 1 ah
20 a X o 1 ox ¢
n c a*c
O. X 4 X X bx
84. Para dividir quebrados literales, lo mismo i[iie los numéricos y

por las mismas razones (Aril. 218, 2I1), 220, 221, 222 y 225), se raul-
liplican en cruz, y si uno de los términos es entero, se le considera con
la unidad por denominador,

.. a c ad
Ejenifdos, 1 { &' - TU
WO . b a.b
ai . — r.c 6
mo a a a
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85. Eu las quebrados hay que considerar especiahiienle, a veces, co-
mo hemos visto en el ejemplo segundo del niim. 82, el signo caracleris-
tico de cada uno de sus términos, que suele ser diferente del que parece
tener el quebrado.

En efecto, a + no es lo mismo que x -f-~ ni que x 4- Sin
embargo, teniendo presente que un quebrado representa una division
(74), y la regla de los signos de esa operacion (62), por la que ui] que-
brado es positivo si sus I('rminos son ambos positivos 6 negativos, y sera
el quebrado negativo, si sus términos el uno es positivo y el otro negati-
vo, facil serd determinar el caracter del resultado; y como ademas se
puede cambiar los signos caracteristicos del numerador y denominador,
0 del dividendo y divisor, sin que varie de caracter el cociente 6 el valor
de un quebrado, pues

, a__ -~nfi__ —o ___ ___—a __ mma

‘b -i- 6 —iJ 6 + b —6’
esto facilitara en todos los casos la determinacion del caracter 6 signo
de un resultado de operaciones de quebrados.

ARTICULO VII.

JUIL EXPONBNTE CERO Y DEL NEGATIVO.

86. Las cantidades algebraicas, 6 algunas de sus parles representadas con ex-
ponente cero 6 con exponente negativo, no sabemos todavia lo que valen ni cual
es su origen, y como resultan, segin veremos en seguida, de la divisién de can-
tidades algebraicas que segln la regla general son indivisibles, 6 mejor dicho de
los quebrados literales al simplificarlos eo algunas ocasiones, con esa materia
debemos terminar este capitulo.

87. Teorema. Toda letra conexponente cero equivale a la unidad, y
proviene do una division ¢ quebrado en el que tal letra tiene igual exponente
en el dividendo que en el divisor.

Demostracion.  Si tenemos”, segln la regia de la division (62), lo

tjueeii realidad haremos para hallar el cociente se puede expresar por

a"'-". Y andlogamente, ~ = a™- "; pero como n puede ser igual & m,
tendriamos” = y como tambien”™ = 1| , serd evidente-
mente = |,

Luego queda demostrado el teorema.

88. El conocimiento del valor 6 signilicacion de las letras con expo-
liente cero, sirve para evitar que desaparezcan de una expresion, porque
al objeto del calculo pueda convenir su conservacion para conocer los
iramilcs del procedimieulo que se haya empicado, 6 para determinar de,
alguna manera sino su valor su sigiliicacion:

Asi, A= ey

. pero también  a’l"c™x.
a">hex



89. Teorema. Toda letra con exponente negativo equivale aun quebra-
do con ia unidad por numerador, y por denominador la misma letra con el
mismo exponenle, pero positivo; y proviene de una division 6 quebrado, en
cuyo denominador esta tal letra con exponente mayor que en el numerador, 6
gue en éste no se halla.

Demostracion. Si tenemos que dividir 6®por b* la division es im-
practicable, segun la regla (05), y hay que dejarla indicada en forma de

(Juebrado, simplificandolo si es posible, y sera  Pero como los dos tér-
minos de él son divisibles por 6® lo simpliticaremos, y nos'dard”™y no
—como podra parecer & algunos & primera vista. Pero por la misma re-

gla de la division podemos sin inconveniente decir qucp = y como
2— 4= —>2 resultarap= 6-°; luego b~ = ;. Del mismo modo -
= |a>><('¢ =t XNMN=« i y como también’ = X = axF8 _ a1
luego a'x-~ — ax~' Y~ = y queda en todas sus partes el teore-

ma demostrado.

90. El conocimiento del valor y equivalencia de las letras con expo-
liente negativo, puede servir para poder operar con ellas, cuando por cual-
({uier motivo se presenten en el calculo, lo mismo que con las que tienen
exponentes positivos, pues que se pueden convertir en quebrados positi-
vos. Y también puede convenir para representar eu forma de entero un
quebrado rediicible ¢ irreducible 6 el cociente de una division impracti-
cable.

Asi, en lugar de ab"siq’ se puede poner

1 i i i L
valenleal « X p ~ T? 2~ conoce que es el cociente verdadero de la division pro-

puesta, porque multiplicado por el divisor da el dividendo.

pues

No es, pues, completamente impracticable la division de un nimero
Dor otro, aunque el divisor tenga letras que no estén en el dividendo, 6
haya en aquel alguna con menor exponenleqneen éste; pero el cociente,
aunque pueda darsele forma de entero, equivale & un quebrado.
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CAPITULO 1.

ECUACIONUS EN GENERAL, Y EN PARTICULAR LA DE PRIMER GRADO
CON UNA SOLA INCO(NITA.

ARTICULO PRNIERO.
PHELIMINARES.

91. Ecuacion. Segin indicamos (i2), se llama todalgualdad en la
que entran una 6 varias incognitas. lgualdad sabemos lo que es (Arilméti-
ca 64), y también sus principales propiedades.

La ecuacion es el medio mas general de que se vale el Algebra para resolver
pwbtemas particulares, para generalizarlos, estableciendo férmulas que son
todas ecuaciones, y_para deducir mdltiples leyes de la cantidad, y aprovechar
sus vanadas aplicaciones. Son, pues, las ecuaciones la forma mas general que
reviste la cantidad para todo el calculo algebraico.

92. Ecuacion numeérica se llama (andlogamente a lo que dijimos so-
bre las cantidades algebraicas en general), la que tiene expresados con
nameros lodos los datos 6 cantidades conocidas, y literal cuando algu-
nas, aunque no sean todas las cantidades conocidas, estan representadas
por letras; ya sustituyendo transitoriamente a los nimeros conocidos,
para evitar algunas operaciones pesadas, ya para generalizar Jas reglas,
ya representando cantidades indeterminadas, para deducir reglas 6 leyes
generales de la cantidad.

Asi, 4-1-2a; = 16, es una ecuacion numérica, y son literales o + = 6,y4d cx'i= m

93. Grado de una ecuacién se llama el mayor esponente que tiene
la incognita en cualquiera de sus términos después de simplificada, 6 la
suma de Jos esponentes de las incégnitas que entran en e! término de
lina ecuacion ijuc tiene mas; llaméandose ecuacion deprimer, segundo gra-
do, etc., segln el que resulte de su incégnita.

Asi, ax=b (s lina ecuacion de primer grado, y también aa: + s = 80, y de segundo grado ax"
+ 6=, yozii+ a= 100, y zx b= qg; pero ax =: —y ax = —, aunque parezcan de primer

grado, como simplificadas, segiin después sabremos mejor, dan respectivamente aa2 = 6, v axz
= 0. son de segundo grado

94. Identidad se Ilama toda ecuacion 6 igualdad cuyos miembros
son exactamente idénticos; y también se llama identidad la ecuacion 6
la igualdad literal, que simplificada, resulta con miembros idénticos (y
aun la numérica susceptible de facil simplificacién), y cuya propiedad
caracteristica que le distingue de la ecuacion, es que en ella, sea cuales
sean los valores que se atribuyan & las letras, resulta siempre con ellos

i (BIBLIOm-"
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una identidad numérica , al paso que en la ecuacién soélo atribuyendo &
la incognita un valor, 6 cierto nimero limitado de valores, produce la
identidad numérica.

Asi, son identidades evidentemente 8-i-2 = S-(-2, ya—b= a~ by ax —c= ax —c; pero
también lo es 4ar = , porque simpliQcandola, efectuando la divisién indicada en su segundo

miembro, produce iax = iax, en la que es evidente que sea cual sea el valor que se suponga a ay
a X, resultara siempre identidad numerica, y en la ecuacion, por ejemplo, ix = 2i, s6)o siendo x
= I) se convertira la ecuacion en identidad.

95. Vahres de las incognitas son aquellos nUmeros que, sustituidos
por ellas en una ecuacion, la convierten en una identidad, diciéndose
que tales valores saksfacen 0 verifican la ecuacion; Operacion que consti-
tuye la prueba de que el signo de igualdad es una verdad; y como des-
pués sabremos, prueba también de los problemas algebraicos. Tales va-
lores de la incégnita son dos en las ecuaciones de segundo grado, y se
Illaman las raices de la ecuacion.

96. Resolver una ecuacion es determinar el valor 6 los valores de las
incognitas que entran en ella y que la satisfacen 6 verifican, llamandose
la ecuacion determinada si con un solo valor 6 nimero limitajdo de valo-
res de la incégnita, se verifica, é indeterminada en el caso contrario.

97. A la resolucion de una ecuacion tiene evidentemente que prece-
derle su planteof que en todos los ejemplos citados hemos supuesto ya
exactamente hecho, y que consiste en traducir un problema en una 6 va-
rias ecuaciones ligadas entre si, pues deben ser tantas si es jtosible, co-
mo incégnitas tenga el enunciado; prévia operacion, la mas dificil acaso
gue encierra el Algebra, y por lo que exige articulo separado.

98. También debe preceder & la resolucion de una ecuacion su .sim-
plilicaeion, porque sin ella, como veremos despnes, no se puede siem-
pre facilmente saber cual es su grado, ni qué regla, por lo lanto, debe
seguirse para su resolucion; simplificacion que se llama preparacion, y
que exige también articulo separado.

99. Gomo tanto la preparacion de una ecuacion, cuanto su resolucién y aun
también en cierto modo su planteo, se fundan en el principio de que dos ecua-
ciones son equivalentes y sustituibles una por otra, cuando, aunque tengan dife-
rentes cantidades conocidas. las incégnitas tienen necesariamente el mismo va-
lor, la demostracion de ese principio generalizado & los casos en <(ue existe tai
equivalencia, y sus consecuencias, como bases do todo caldaio algebraico, scr<a
objeto del articulo siguiente.

ARTICULU 1.

PRINC.UMOS FUNJIAMEM’ALES DEL PLANTEO, I'REI'ARACIUN Y RESOLUCION UE LAS
ECUACIONES Y DE TODO EL CALtIULO ALCEBRAICO.

100. .Teorema. Dos ecuaciones son egnivatentes ij susiiluiblcs una por
otra, porrpiasus incégnitas tendran en ellas iguales valores neccsarinmenle, si
la una es el resultado de sumar, restar, multiplicar y dividir los dos miem-
hros de la otra por una misma cantidad niiv.crica ¢ literal, con tal que no sea
la multiplicacién ¢ divisién por o 6 por una cantidad en la que éntre al-



gima incognila; gue en este caso resultara & veces una ecuacion con dos 6 mas
valores para la incognita, y por lo tanto, no serd equivalente a la primitiva.

Demostracion. Sea la ecuacion = 8. Si esas dos cantidades son,
como deben ser, realmente iguales, el valor efectivo de x tiene necesaria-
menle que ser 4, y sustituido tal valor en la ecuacién propuesta, dard la
identidad 8 = 8.

Siendo, pues, iguales 2a; y 8, es axiomatico que, afiadiéndoles igua-
les cantidades 6 quitandoselas, los resultados seran iguales; y por lo
tanto, tan igualdad serd2a = 8, como 2a -f-2 = 8-h 2, como 2a,— 2,
—8—2;ycomo2a + a= 8dz a. Para ver si son equivalentes y sus-
tiluibles. bastard que el valor 4, que necesarianieule vimos que debia te-
ner la incognita en la primera ecuaciéon”™ voamossi sustituido en las otras
produce identidad; y venios, en efecto, que 2 x 4 -f-2 = 8-f-2, da 10
= 10, y2x4 —2=8—2 da0 = 6,y2x4dza = 8% a,
da 8 dra = 8 dz a; luego las ecuaciones halladas son, no sélo tales
igualdades 6 ecuaciones, sino que son equivalentes y siistituibles una
por otra, porque la incégnita no varia de valor.

Multipliquemos ahora y dividamos los dos miemhros de la ecuacion

propuesta, por ejemplo, por 2, y2x ~ 8,dara2ic x 2=:8x 2,y-f

=.],y2 X a-- 8X«,yV "

Como axiomatico es también, que si dos cantidades son iguales, sus
mitades y lo mismo sus terceras partes también deben serio y sus du-
plos, etc.: ludas las ecuaciones que acabamos de hallar seran realmente
Igualdades, y sélo necesitamos ver si son equivalentes en el sentido del
valor de la incégnita; para lo que siislituiromos en ellas el valor que x
liene necesariamenteenla primera ecuacion, ydaran2 x 4 x 2 = 8x2;

la identidad 16 — 46; la™-N = la identidad 4 — 4; la2x4xa
= 8X «; la identidad 8z= 8dyla—2 la identidad - =

Multipliguemos ahora los dos miembros de la ecuacion propuesta
por o, y veremos ciertamente que tan igualdad es ix = 8, como 2itx 0
= 8X 0; pero como ésta se aniquila, sean cual sean los valores de x, v
de las otras cantidades que hay y pudiera liaber en ella, esta ecuacion
no puede llamarse equivalente & la propuesta, pues aunque suslituyendo
en ésta por x el valor 4 da la identidad o0 — o, también la dara, ponien-
do en lugar dea;, cualquiera otra cantidad que en la primera, no produ-
ciria identidad.

En cuanto a dividir ios dos miembros por o, como no se aniquilan
produciendo o= 0, como acaso parezca a primera vista, y si el injlniio,
y de esta cantidad inmensamente grande tenemos (Jue ocuparnos por se-
parado, bastard (Jue digamos, para llenar esta parle de la demostracion
del teorema, que tampoco produciria una ecuacion equivalente, ponpie

lo mismo producird una identidad de dos cantidades intinifa-

mente grandes, que 1
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Multipliquemos, por Gltimo, los dos miembros de la ecuaciéon pro-
puesta A 8 por X — 5,y dara {x— 5)= 8 [x — 5), ecuacién que
produce una identidad poniendo & a su valor 4 , pues da 2x 4®— 2 X
4X 5= (8X 4)— 8X 5,652 — 40= 32— 40; pero como también
la da poniendo & x elvalor de 5, pues darda 2 x 5{5— 5)= 8(5— 5)
02x5x5 —2x 5X 5= 8X 5— 8x 5050— 50=40 — 40,
G o= o, lio pueden tales ecuaciones % x~ By "2x{x — 5)= 8 (& — 5)
llamarse equivalentes. ,

I‘ero dice el teorema que esto solo sucede en algunos casos, y en
electo, si multiplicamos 6 dividimos los dos miembros por x, resultara
una ecuacién equivalente, que no puede admitir mas valor para x que 4,
como puede observarse poniendo en las ecuaciones ™ x X x = BxXxy

—Y valores que se quieran ax, y ge vera ([ue sélo daiden-
tidad con el valor 4; luego queda el teorema demostrado.

101. Fiscolio. La multiplicacién 6 divisién de los dos miembros de
una ecuacion por una cantidad con incégnita , para tener seguridad <e
que produzcan otra equivalentej es menester que tal cantidad sea res-
jieclivameiite divisor 6 factor de algun término sin serlo de todos; [mes,

por ejemplo, = 2, multiplicado por x, da2,c= ~x;y2k= 8, divi-
dido pora?, da 2 = -I» que, como va dicho, no admite por x mas valor
que 4,

102. Adverleiicia. Para indicar la equivalencia de una ecuacion
con otra, usaremos en esta obra el signo de igualdad mayor que el que
separe a los miembros de las ecuaciones, & lin de que, denotando que se
rellere, no & la igualdad del miembro que le precede con el que le signe,
sino a la igualdad 6 equivalencia de toda la ecuacion que le precede con

la que le sigue, se eviten equivocaciones y se exprese mas sencillamente
el célculo.

103. Quisiéramos <jue & grandes matcmatioos se les hubiera ocurrido la indicada conveniencia
de un signo de igualdad referente & dos ecuaciones, y que hubieran propuesto, por ejemplo, tres
rayilas; pero en nuestra pcifuefiez no nos atrevemos a tanto.

104. Corolario 1.® del teorema anterior. En toda ecuacion se puede
poner el primer miembro por segundo y el segundo pér primero, sin va-
riarles los signos, porque 2x = 8, es equivalente 4 8 = 2, axiomatica-
mente.

105. Corolario 2." En toda ecuacién se puede pasar un término
cualquiera de im miembro a otro, cambiandole el signo, porque a -h h
— X sera equivalente a « = x — h; porque esta ecuacion resulta de res-
tar a los dos miembros de la primera b, puesiM-b— b= a.

106. Corolario's.° En toda ecuacién, el factor de todo un miem-
bro monomio é polinomio, podra pasar al otro como divivsor de lodo 4,

pues ab= x es equivalente & a — porque esta resulta de dividir los
dos miembros de aquella por b, pues®™’ = a.
107. Corolario Kii toda ecuacion el divisor de todo im miem-
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bro monomio 6 polinomio podra pasar ai otro como factor de lodo él, pues
= g esequivalente 4 a porque esta resulta de multiplicar los

dos miembros de aquella por h, jnxesjXh —x.

108. Corolario 5® En toda ecuacién se podran mudar los signos &
todos sus términos, por lo dicho en los corolarios primero y segundo, y
ademas, porque equivale la trasforniacion & multiplicar los dos miem-
bros de la ecuacion por — 1.

109. Corolario G" Todo factor comun de todos los términos de un
miembro de una ecuacion, puede pasar al divisor del otro, considerando
si es preciso como factor del comdn, la unidad en aquel en que dicho
Inctor estd s6lo. Porque ah *# ac = X es equivalente Ab c¢c= ~ , por-

que esta resalta de dividir los dos miembros de aquella por a, como en
el corolario 6.“ (106), y lo mismo a-h ac= x, sera equivalente a c-1- 1
— 7i>porque esta resulta de dividir los dos miembros de aquella por &
110. Corolario 1° Todo factor comin de lodos los términos de un
miembro, puede quedar en él solo, pasando de divisor del oti'o miembro
lodo lo restante de los términos de que es factor, inclusa la unidad, por
cualquiera en que pueda estar solo.
Porquea ac= X gsequivalente 4a — , porgue esta resulta

de dividir los dos miemJ)ros de aquella por ¢ -h 1.

Pues ‘a-i- ac 1-i-C
a— ac
111. Corolario Dividiendo una cantidad cualquiera que no

sea 0, por los dos miembros de una ecuacion, producira otra equivalente;
porgue aunque no se deduzca tan directamente del teorema Gltimo (100),
la misma Aritmética nos ensefia que «jiendo los dividendos iguales y los
divisores, los cocientes tienen que serlo; y lo Unico que algebraicamen-
le tenemos que considerar es si la nueva ecuacion sera equivalente a la
primera, con relacion al valor de la incognita, lo cual se desprende del
citado teorema. Pero si el dividendo es o, la ecuacién se aniquilara y le
convendran cualesquiera valores para la incognita, por lo que no podra
ser idéntica & la propuesta. Y aun también podra suceder algunas veces
que uo lo sea, si en el dividendo entra una incognita (101).

112. Corolario 9® Una cantidad que esta de dividendo de lodo un
mienibro de una ecuacion, podra pasar de dividendo del otro, porque

—= 0es equivalente Ax ~ j, pues esta resulta de dividir a por sus

dos miembros, pues a : = x (124).

113. Corolario 10. Dos ecuaciones equivalentes sumadas, resta-
das, multiplicadas 6-divididas, ordenadamente miembro con miembro,
produciran otra equivalente & ellas, porque se desprende de lo expuesto
en el teorema anterior (100) y sus corolarios, pues en el caso de la niul-
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Uplicacioii 0 division, la incognita sera divisor ¢ factor de algunos lar-
niinos, sin serlo de todos (101).
Asi, 2a,= By 2a-= equivalentes , lo seran también G 2z~ dz 2»
= 1H+ 8ydadder— ildiy ~
114. Teorema. Una ecuacion fraccionaria se cOM'e?/iVA en entera
equivalente, multiplicando lodos sus términos enteros por el producto de los
denominadores que haga, y los numeradores de los términos fraccionarios por
el producto de los denominadores de los demas.

Demostraciéon.  Si tenemos ia einiacion « -H ~ A~ = 0 » poniendo

los términos ent-eros en forma de quebi‘'axlos dara — N = T »y
reduciendo ahora los quebrados & un comdn denominador, con lo que
quedaran iguales, sera ™ n y umUiplicando ahora

los dos miembros por 2c, dara 2oc + 26— mxc= 60c; y como esto es
justamente lo que previene la regla que envuelve el teorema, éste queda
demostrado, y sentada y demostrada aquella.

115. Escolio. Como el faclor O aniquila la cantidad por la que se
multiplica; como los téi‘iuinos semejantes con igual expoliente y contra-
rio signo desaparecen también, y ias letras de un dividendo y divisor
que son iguales y tienen igual expolienle, desaparecen igualmente; y con-
viene imidias veces huir de esas desapariciones, ya para que quede
mas marcada la traza de! calculo algebraico, ya para bascar un resul-
tado que , aunque no sea préactico y real, sea méas explicito; ya final-
mente, porque la iiicdgnila desapareciendo termina sin ningun resultado
apreciable el objelo de la ecuacion, dejaremos sentado: 1.“ una letra
igual de dividendo y divisor se podra dejar en el cociente con el expo-
nente o (88); 2® un lérniino que tiene semejante se puede evitar
su desaparicién no simplificando; 5." una letra que debe desaparecer
por un faclor reducido a ceroj se puede evitar la desaparicion, dejando
indicada la operacion que tal o debia producir, puesx (b—bj= m b,

puede convertirse en x = r cuyo valor de x es el infinito
segun veremos después, y aniquilandola no se podria conocer.
116. Lema. Toda proporciéon con una incognita puede ponerse en

forma de ecuacion, siempre que el primer miembro se componga del
producto de los extremos, y el otro miembro del producto de los medios
0 con sus miembros quebrados, teniendo por numeradores los anteceden-
tes y por denominadores los consecuentes 0 al contrario (Arit. 575 y si-

guientes).

ARTICULO V.

PLANTEO DE LAS ECUACIONES.

117. Plantear una ecuacién (0 plantear un sistema de ecuaciones, si
el problema tiene varias incognitas), segun indicamos (97), es expresar
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por medio de ndmeros 0 letras con los signos correspondientes y en for-
ma de ecuacion 0 ecuaciones, el problema que se trata de resolver.

118. El planteo, segin también, se indicd, es la parte acaso mas dificil del
Algebra, y que so6lo puede poseerse & fuerza de practica, y ni aun con ella logran
plantear problemas complicados losjovenes poco inteligentes 6 irreflexivos, pues
es Operacion que no esta sujeta & una regla fija, Para que de tal pueda servir,
daremos la siguiente.

119. Regla. Paraplantear una ecuacion, se considerara el problema
como resuello, llamando x, z, ele., & la cantidad 6 cantidades desconocidas
¢/te contenga, y examinando la relacién que tales cantidades guarden con los
datos conocidos, 6 supuesto serlo, se vet'd la manera de traducir esa relacion
por medio de una ecuacion (6 varias relacionadas entre si, y que cada una
contenga una incognita diferente, aunque también pueden tenerlas otras
como sabremos después); ecuapion que debera ser tal, y no, por lo ta?iio,
simple identidad [9A).

_Demostracion. No la tiene esta regla, y solo se,des'g_rende de los articulos y
ejemplos siguientes que la aclararan y comprobaran. Ejemplos que seran arit-
méticos los primeros, Gnica manera de que se puede facilmente aprender & plan-
tear los algebraicos.

120. Ejemplo 1  Se desea plantear en forma de ecuacion el senci-
llisimo problema aritmético siguiente:

¢Cual serd La ganancia liquida que resultara de mia de 15 talegasy de
otra de 17, cuyos gastos para hacerlas efectivas han sido de 11 talegas™

Evideiilemenle que si llamamos W & la ganancia liquida que busca-
mos, podremos formarla ecuacion x — 15-1-17 — II.

121. Ejemplo 2® Se desea plantearen forma de ecuacion, el tam-
bién sencillo problema aritmético siguiente:

Con una ganancia de 54 talegas, otra de 25 y otra de 37; y gastos en un
sentido de O, otros en otro sentido de 15, se quiere saber & CUANTO les to-
cara & cada uno de los cinco socios que componen una compafiia 6 empresa.

Si llamamos x la cantidad (jue buscamos, ésta debera ser igual a la
suma de todas las ganancias, inénos la suma de lodos ios gastos, dividi-

da la diferencia por 5; luego la ecuacion sera x = S —

122. Ejemplo 5® Se desea plantearen forma de ecuacion el .sen-
cillo problema algebraico siguiente: ;Cudles seran los ‘dos ndmeros cuya
suma sea 42 y su diferencia 12?

Lo primero que debemos observar es, ijue aunque el problema apa-
rece con dos cantidades desconocidas, la ecuacion puede plantearse cmi
una sola jnedgnita, pues conocida cualquiera de las dos, como se conoce
la suma vy la diferencia de ambas, facil serd por una resta determinar la
otra. Llamemos, pues, x al niUmero menor que se busca, y como sabe-
mos que difiere del otro en 12, el nlmero mayor serd evidentemente
3-f- 12; y como también sabemos que la suma de ambos es igual a 42,
podremos formar la siguiente ecuaciéon: x-h x 12 =4 2; y también
llamando z al mayor, z-h z— 12 =42,

Para plantear este problema generalizandolo, llamariamos s la suma



32

y d la diferencia, y planteariamos cualquiera de las dos ecuaciones si-
guientes:
x-hx-hd =s o z-hz —d= s

123. Ejemplo 4® Se desea saber cudles son los tres nimeros de los
que se sabe que el 1® mas la lereerapartedellf’, mas ei3.®, componen 25;
que el duplo del 2®, ménos el 1® mas el 5®, dan 50, y que el triplo del
4®, mas el 5® ménos el duplo del 2®, componen 10.

Desde luego vemos que el problema tiene tres cantidades descono-
cidas, que desde luego podremos llamar & la menor x, & la que le sigue 6
segunda y, y ala tercera 6 mayor z ; y como los datos son expresivos de
las relaciones que hay entre esos numeros, y operaciones que con ellos
se deberian hacer para producir tres cantidades gne se nos dan conoci-
das, podemos escribir en forma de tres ecuaciones el problema, y sera:

a;-f-1--j_2 = 25 2y — a-i- 5= 50 ZX -i-z — zy — 10.

Ejemplo 5® Se desea plantear el problema algebraico siguiente: Dos
vapores marchan por un rio corriente abajo: el que va delante marcha con
vdocidad de 4 millas por hora, y el otro de G millas, y en un momento dado,
pasan respectivamente.por dos puntos separados por una distancia de 5 mi-
llas, y se quiere saber en donde se encontraran ¢ alcanzara el segundo al
primero.

La distancia que buscamos, que desde luego llamaremos x, es laque
baya entre el punto del encuentro y uno de los conocidos, separados 5
millas, es decir, del punto en donde se halla el vapor mas adelantado, 6
el mas atrasado; pero desde luego se comprendera que lo mejor sera gne
sea del primer punto, pues que la distancia al otro es conocida. ;Qué re-
lacion, diremos después, hay entre x y los tres datos conocidos? Sin di-
ficultad se nos ocurrira que los datos Gy 4 millas, no tienen en el pro-
blema un valor absoluto, sino relativo uno del otro, pues lo mismo seria
que se nos dijese, que mientras uno anda 42, el otro anda 0, 6 que mien-
tras uno anda 5 el otro anda 2. De esta consideracion, desde luego com-
prenderemos la conveniencia de lomar por dalos 5 y 2; pero también po-
dremos deducir que, si la velocidad del uno ftiera doble que la del otro,
la distancia que el uno anduviese eii un tiempo dado seria doble que la
del otro; por lo que veremos que esas velocidades guardan proporcion
con las distancias; proporcidon cuyos cuatro términos seran : 2 millas,
5 millas, X distancia que tiene que andar el méas adelantado, y a:-f- 5 dis-
tancia que tiene que andar el mas atrasado; luego podremos formar la
proporcion siguiente, 2 : 5:: a:: a-f- 5y consiguientemente '415):

T o 5P=2a-f-10 0O

124, Generalizando este problema, del que tenemos que ocuparnos
después mucho, llamaremos a la velocidad ¢ andar de 5"% vy a' el de 2,

y d las 5'®de distancia que separa los vapores, y sera: N-~ = que
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simplificaremos en otro articulo, pero que por lo pronto advertiremos &
los ménos reflexivos que el x del numerador y denominador no desapare-
cerd en la simplificaciéon, pues que no es factor en el numerador, sino
sumando.

125, Para conocer si en vez de ecuaciones hemos planteado identi-
dades, no hay tampoco regla segura, y por ello & veces no se conoce sino
como resultado de la ecuacion. Diremos, sin embargo, que el aspecto de
las ecuaciones planteadas lo dird casi siempre, sobre todo, después de
simplificadas; y ademas, que sila ecuacién no es muy complicada, puede
reconocerse si es identidad dando & la iticogni'la valores distintos peque-
lios, para que sea facil el examen. Asi, en el tercer ejemplo, haciendo
a.= 2, seveque no resulta identidad; pero esta comprobacién en ecua-
(dones complicadas equivaldria & su resolucién en el trabajo que necesi-
taria, y por eso hemos dicho que & veces no se conoce que es identidad
una ecuacion hasta resolverla.

ARTICULO V.
PREPARACION DE D-iS ECUACIO.NES.

126 . Preparar una ecuacién. Segun indicamos (08), es simplificarla;
Operacién que indispensablemente debe preceder & su resolucién, por-
gque, como también indicamos (88), no es facil siempre conocer de qué
grado es una ecuacién, ni porlo tanto la regla que debe seguirse para
resolverla.

127. Toila ecuacién, por complicada que sea, si es de primer gra-
do, de.spues de simplificada debe aparecer'bajo la forma Ax — 1&B. Es
ilecir, la incoégnita multiplicada por una cantidad conocida, & veces com-
puesta de varios términos y con signo positivo, igual & otra cantidad co-
nocida, simple 6 compuesta, positiva ¢ negativa. Piuliendo suceder en
problemas muy sencillos como los aritméticos y algunos algebraicos de
los ejemplos del articulo anterior, que resulte la incégnita sin factor nin-
guno, pero que puede suponérsele por tal la unidad.

128 . Silaecuaciéon es de segundo grado, la forma en que aparecera
la conoceremos en otro lugar, aunque no liay inconveniente légico en
que adelantemos (pues que lo hemos de ver ya en algunos ejemplos de
este articulo), que serdlade Ax "dzB x= dzC, 6 x*ztpx = ztq, dan-
do apy (el privilegio de representar cantidades doblemente compues-

tas, que en este caso seran p = ~ y A A, dividiendo la ecuacién
AxN £ Bx = ztC por A.

129 . Regla. Para preparar unaecuaciéon se hacen con ella las frasfor-
maciones siguienles, aunque no siempre son todas necesarias:

1. “ Se convierte en entera si fuese fraccionaria (4151.

2. Se trasladan al primer miembro todos los l6nninos con incégnita que

puede haber en el segundo, y & éste lodos los conocidos que haya en el mi-
mero (105). 1 J F
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3/ Se reducen a un solo término todos aquellos en que la incégnita tenga
igual exponente, sacandola como factor comin de dios (53), suponiendo la
unidad de factor de la incégnita en el término en que esté sola (109), y se re-
ducen lo positjle también los términos conocidos.

Y 4/ Si el término donde la incgnita tiene mayor exponente es negativo,
se convierte en positivo mudamlo los signos & todos, los términos (108).

Demostracion. La de esta regla esta dada eii los lu'imeros citados en
cada una de sus parles.

130. Ejemplos de preparacion. Preparemos ante todo las ecuaciones plan-
teadas en el articulo anterior, &'excepcién de las dos primeras, que traduciendo
sencillos problemas aritméticos, no admiten mas simplificacion que su resolu-
cion; pues aunque en la segunda hay un denominador, puede decirse que esta
bajo la forma Ax = B, aunque es 4y 5 una fraccion.

131. Preparemos ahora la ecuacion (121): x -i-x-+-12 =42 . Como
no es fraccionaria, no hay que ejecutar la primera parle de la regla. Por
la segunda dard X "*h x = 42— 12, y por la tercera 2a: = 50, no habien-
do tampoco necesidad de cambiar los signos, porque ya la incognita lo
tiene positivo. Igualmente la z-f- s — 12 = 42, da preparada 2z = 30, y
las a-f- ic-f-i/= syla5-f-s— d= s, dan respectivamente 2,c= s—d
y2s= 5—d.

la*. Las ecuaciones del ejeaiplo nim. 122 como son tres en un mismo problema, y este eani-
tulo no abraza mas que las ecuaciones de primer grado con unasola incégnita, reservamos debida-
mente su preparacion para otro capitulo.

133. Preparemos ahora la ecuacion (12) que dara, con-
viniéndola en entera, 2« + 10 = 'ox, que es otra forma bajo la que le
pudimos plantear y planteamos. Después, pasando lodos los términos con
incdgnita al primer miembro y los conocidos al segundo, resulta 2a — Zx
= 10, y simplificando el primero—x = — 10, 6 x = 10 (cambiando
los signos a todos los términos), ecuacién, no sélo preparada, sino que
sale resuelta. Pero para evitarlo, y ademas para ulterior objeto, prepare-
mos la generalizada 6 literal (123)~" = -J, y dard a'x -p-da'= ax y
ax—a'x = da' yx {fa— &) = da’, ecuaciébn completamente preparada,
pues esta bajo la forma Ax = B; porque a— a' esta representando 4 /I,
y da' & B.

134;. Siendo los problemas propuestos hasta ahora sencillos para
que fuese facil el planteo, la preparacion de sus ecuaciones ha .sido facil
también; pero siendo materia de importancia en la que conviene adies-
trarse, vamos & preparar la ecuacion complicada siguiente:

—X-h g—4n-h 44= 0 ¥ primeramente

— 4i;*6m-h Airex— iCmbxm -h ‘'ixom = 2c¢fm -h 2m* — 2sm,

y dividiendo por 2 los dos miembros, dar4d — 2ic*6m -H Hlrcx — Bnbxm
-\- xhm — ctm -4- M®— sm.

Y después, — Ix*bm -\-x [Vre — 8n/;m 14 bm) = ctin -f- 7M™ — sm,
la cual resulta dé segundo grado yno admite mayor simplificacion, mien-
tras no se resuelva o conozcamos los valores de b, n, m, c.

135. La preparacion de esta ecuacién prueba; primero, que pare-
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cieiKlo al proponerla de primer grado, lia resultado de segundo después

a forma X d "1 V" Pm)> se puede convertir en

™m:iesta: drmiclm:5;.,fusS "

ARTICULO VI,

HESOLUCION DE DAS EOUARIONES DE DRIMER (itlAUO CON UNA INCOGNITA.

136. Regla. Para resolver una ecuacion de primer arado con una in-
cognita, amigue provenga de un problema con dos 6 mas cmlidades descono-
cito gero cuyos valores dependan muy claramente el de unas del de las
otras después de preparada y convertida en laformaAx=ztB (i 27)
no hay mas que dividir el segundo miembro por el factor simple 6 com-
puesto que afecte a la incognita, que quedara sola en el primero, y resultara

Determinar asi el valor de una incdgnita, se dice despejarla.
Uemslracion  Se lunda en el principio ya demostrado (IOti).
137. Resolvamos las ecuaciones preparadas en el articulo anterior
que son algebraicas y de una sola incognita.
Rriniera. Las del problema de hallar dos nimeros cuya suma v dife-
rencia es conocida, -

x-h B-M 2==42, que preparada da = 50, resueltadaa = = 15.
hdz-i-s — 12 .49 que preparadada2s = 54 resueltadas= =27,
La.T-hx-h d.= s, que preparada da2,«= s—d, resueltadaa:; s _3d'

ylas-hs— = que preparada da 2s= 5-i-(/ resuelta das~ S+ d
Las dos primeras se refieren al problema pai-ticular de ser la sumay
la ailerencia determinadas, y las dos ultimas & ser tales suma y diferen-
cia cualesquiera; pero segun se indico en el capitulo anterior (121), cual-
quiera de las dos ecuaciones basta para resolver el problema, y por eso
pertenecen al caso de resolver ecuaciones de primer grado con una incog-
itUa; porque, en efecto, conociendo que x, nimero menor buscado, vale
lo, como se sabe que difiere del mayor en 12, éste serd 27; y lo mismo
TOO la otra ecuacion, y analogamente en las literales.
ecuaciones del problema anterior generalizado, son re-
sueltas férmulas que dicen; que conocida lasumay la diferenciado dos na-
weroj, el valor de éstos sera, el del menor, la mitad de la suma monos la mi-
tad de la diferencia conocida, y el del mayor la mitad de la suma mas la
mitad diferencia.
139. Resolvamos ahora el problema dé los vapores que marchan iioi’
un no con velocidades respectivamente de 3y 2 millas, y que en un mo-
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mento dado, cuando se hallan separados 5 millas, se desea sai)er dénde
se encontraran (125).

La ecuacion es , que preparandola da primeramente 2;c-i-
10 = b5a; después 2¢c — 5¢ — — 10, y finalmente, completamente pre-
parada X — 10, que como alli indicamos sale ya resuelta; siendo pues
10 millas la distancia que separara el punto del encuentro de aquel en

que se encontraba el vapor mas adelantado, y 15 consiguientemente del
otro punto.

La ecuacion del mismo problema generalizado, que es , que
preparandola da primeramente xa' + da' = xa, y luego xa — xa' —da’;
y finalmente, x{a — &)= da', resuelta da x = que dice que el

punto del encuentro de dos mdviles con velocidades diferentes c'onocidas, y cuya
separacion se conoce en un momento dado, distara del punto doiule se hallare
el més adelantado, la distaiicia conocida Cfuelos separaba, multiplicada por la
marcha del que amie ménos, dividido lodo por la velocidad del mas ligero,
monos la del mas pesado.

140. La aplicacion de las formulas resultantes de la generalizacion
de los problemas algebraicos consiste, no s6lo en servirse de ellas para
resolver mas facilmente problemas semejantes y otros que, aunque no lo
parezcan, puedan serio, si bien se consideran; si no también para deter-
minar facilmente el valor de todas las partes de tales formulas, cuando
siendo la incégnita conocida, es verdadera incégnita cualquiera de las
cantidades conocidas de la formula.

Asi, laférmula x = no sélo puede servir para cualquier otro proble-

ma andlogo, por ejemplo, en e! que la distancia sea 6, y la velocidad del mas ade-
lantado 4, y la del maés atrasado 7 millas por hora; pues sin necesidad de plan-

tear la ecuacion, resolveriamos la férmula X — = f: 8 ;y también, por

ejemplo, si se quiere saber cuanto tendran lo mismo dos (jue ahorran diferen-
temente uno 9 y otro 5 talegas al afio, y éste tiene ya ahorradas 17 y aquel
solo 7;.pues que los ahorros anuales pueden considerarse como velocidades
y la diferencia de lo que tienen ya ahorrado, 17 — 7, distancia <[ue les se-
para, pues se resolveria el problema de este modo: X = n
por lo tanto, que el de 17 talegas ahorradas tendra 17 -4 \%6, y el ele 7 tendra
170-h 7-} 10 = 29,0

De este resultado y del de los vapores, puede facilmente deducirse el cuando
del encuentro de los vapores, 6 de tener iguales ahorros los hombres; pues que
se sabe cuanto andan los vapores por hora y cuanto ahorran los hombres cada
ano; y por lo tanto, para el encuentro do los vapores en el Gltimo ejemplo, pasa-
ran dos horas que tardard el mas adelantado en andar 8 millas; y los ahorros
mencionados seran iguales a los dos afios y medio que tendran que pasar [>ara que
el que ahorra 0 anuales, ahorre 12,0. Este cuando, para deducirlo directamentede
una ecuacion, necesitaria distinta consideracién y diferente ecuacion 6 formula.

Finalmente, si por la formula X = - i |—conociéramos a = 8, y no conociéra-

mos dye\ valor de ésta lo quisiéramos determinar, despejariamos & ; de este
da' ' ' f p

modo: X = xa— xa' —da' V poniendo it= 8, « =

7y =.4, seriad== = 6.
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La, resolucion de las ecuaciones de primer grado con una sola incognita es
materia importante, cuyo ejercicio solo puede producir su completo conociSen’
to, por lo que al final dél capitulo dedicaremos su Ultimo articulo & eiemnlos in
dicando en algunos su planteo, preparacion y generalizacion

141. La prueba del resultado de una ecuacién se baila viendo si el
. valor iial ado 6 la i.icogmla y sustituido por ella en la ecuacion primi-
Uva, produce una identidad. Asi, en el ejemplo del nimero 157 en la
ecuacion x-f-x-h 12= 42, poniendo en lugar de tr, su valor hallado,
dard 15 -h15+ 12= 42 zzn 42= 42, que es una identidad.

142. Coinprobnr un problema es ver si el valor de la incognita ade-
mas de satisfacer la ecuacion satisface todas las condiciones del proble-
ma (con lo que se consigue una doble prueba); pues en el caso de (lué
no las salisfaciere, y si se verificase la ecuacion, seria sefial de que esta
bien planteada con relacion a los datos, y bien resuella, pero tiiie el
proDlema tiene condiciones insuficientes para satisfacerlo. En cuanto a
la sigm icacion de un resultado negativo, infinito, indelenninado, etc.,
ya en el capitulo siguiente nos ocuparemos de ello

ARTICULO VIL

e-TERCICIO DE PLAriTRO, PHEPARACION Y IIKSOLUfiIlON DE EGDACfONES DE PIIMRIt
fillADO CON UNA SOLA INCOGNITA.

143. Planteemos el problema siguiente;

Dos hermanos llenen de capital el mayor 58 talegasy el menor 15 y lo
aumentan, aquel con una cantidad anual 'de 5 talegas y el otro con ri,\j de-
sean saber cuéntos afios fallaran para que el capital del mayor sea doble
del otro, pues quieren dejar & sus hijos igual herencia, y tiene el mayor doblo
numero de ellos.

Desde luego se debe observar que este problema no puede resolverse
por la férmula general g= (159), aunque se consideren los ahorros

como velocidades y como distancia de moviles, la diferencia de los capi-
tales 58 y J5, como lucimos en mi problema parecido & ésle, indicado al
un de! iitni. 140, pues en el caso de que ahora se trata, lo que se desea
saber es cuando teiidraii los hermanos doble capital el uno que el otro;
y la tal formula, toda referente a distancias, no puede evidentemente
servir, ni ami facilmente de la manera indirecta indicada en el mismo
numero, de deducir el cuando del dénde; pues ésle por dicha férmula se
deduce de las diferencias de las velocidades y de los capitales, y el mon-
tante de estos es en absoluto de primera importancia en el problema que
nos ocupa, pues que se desea saber cuando el uno sera doble del otro.

N Plantearemos, pues, el problema diciendo: Itaiiiando x al nimero de
anos que han de pasar hasta que el capital del hermano menor sea igual
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a la mitad del que entonces tenga el mayor, éste sera evidentemente en-
tonces su actual capital de 58 talegas, méas tantas veces 5 que ahorra
anualmente, como afios bande pasar, y sera, por lo tanto, 58 -f- #x 3, 6
sea 58-f- 0a? Y entonces el capital del menor tendra que ser su actualca-
pital de 15, mas 5 que ahorra anualmente, tornadas tantas veces corno
artos han de pasar;y como este capital entonces ha de ser igual ala mitad
.. 58-*3a

del otro, podremos formar la ecuacion il %= 15 +5a:.

144. Preparemos y resolvanms ahora esta ecuacién, y tendremos
que, quitando el denominador, dara 58-i-3a; = (15-i-5*) 2. Verifi-
cando la multiplicacién que indica el paréntesis del segundo miembro,
dara 58 + 5z= 50 -f- 10a?.

Poniendo por primer miemlrro el segundo, y este por primero, porque
en €l laincdgnita tiene mayor coeficiente, y de ella hay que restarla otra,
y sin hacer esle cambio (no recomendado ni-exigido en la regla de pre-
paracién, por suponer gne se hace al practicar su segunda parle) suele
padecerse alguna equivocacién de signos, dard 10" -i- 50 = 58 14 5q.
Pasando ahora al primer miembro los Uinninos desconocidos, y al se-
gundo ios conocidos, dard 10 x — = 58 50. Y reuniendo ahora
todos los términos desconocidos en uno, y haciendo lo propio con los co-
nocidos, dard 7x — 28, ecuacion ya preparada, y que resuelta, da & =
y = 4 afos.

145. Veamos a ver si ese valor de x verifica la ecuacion primitiva
y satisface las condiciones' del problema, y dara = 15-f-5x4,
en la que, efectuando las operaciones indicadas, dara 55 = 55; identi-
dad que prueba que el valor 4 verifica la ecuaciéon planteada; y como
en 4 afos el hermano mayor, ahorrando 5 talegas por afio, habra ahor-
rado 12, y tendra de capital 70; y el menor, ahorrando 5 anuales, habra
aliorrado en 4 afios 20, y tendra 55, mitad de 70, tenemos que el resul-
tado satisface también las condiciones del problema.

146. Generalicemos ahora el problema:

Llamemos c al capital mayor del hermano mayor, y c' al del herma-
no menor, y n el ahorro anual, menor en este caso, correspondiente al
hermano mayor, y a' al ahorro del menor, y la ecuacién planteada sera

¢' -I- a'x, que preparandola y resolviéndola, dard primeramen-
tec-f- aa?= (C-h a'x) 2, después c-hax = %' ~a'x, luego 2a’a, -f- 2¢'
= ¢ -h ax, eii seguida 2a'a,— ax = ¢— 2c', después RQa’ — a) x = ¢
— 2c¢'y finalmente férmula general que podra servir para
resolver todos los problonias anélogos, sean cuales sean los datos, y tam-
bién para conocer los valores de c 6 dec', 6 de a Q de a', si alguno de
ellos fuese en algun problema desconocido, siendo conocida x.

147. Como ya indicamos (142). los resaltados negativos cero, infinito, inde-
terminado, etc., qne pueden darias ecuaciones para valer de incognita, los to-

maremos en consideracién en el capitulo siguiente, y para ello nos servira tam-
bién la anterior formula y los demas generales que hemos hallado.
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148. Plantéense, preparense y resuélvanse los problemas siguientes,
& continuacién de los cuales se ex])rcsa el resultado que deben dar, y se
indicara en los de més dificil planteo el camino para efectuarlo, asi como
la generalizacién de algunos.
Problema (Cual es el nimero, cuyo duplo es igual & un quintuplo ménos 543? Resultara 175.

Problema 2® Buscar un nimero, cuva cuarta parte, aumentado de 9, produzca 157. Resulta-
ra 592.

Problema 3® Buscar un nimero, cuva mitad, su tercera parte y su cuarta con 45 compongan
448. Resultara 372,

Problema i.> Buscar un nimero que, dividido sucesivamente por 3y por 7, dé 20 de suma de
los cocientes. Resultara 42.

Problema 5® ¢Cuales son los tres nimeros de los que sabemos que su suma es 37, que el mayor
pxcede al mediano en 7 unidades y el mediano al mas pequefio en 3?
Llamando x al mas pequefio, el mediano debera ser ic-i- 3y el mayor it-h 3+ 7.(}/ lanteando
una sola ecuacion, debera dar por valor de x nimero menor buscando 8, del que se deducird muy
facilmente los valores de los otros, que seran |1 y 18

Problema 6.° Se quiere dividir 1300 pesetas entre tres personas, no en parie.s iguales, sino de
manera quo la primera tenga 48 pesetas mas que la segunda y ésta 20 mas que la tercera.
¢iamando a; & lo que le tocara & la primera, lo quele loque & la segunda seréa a;—48, y lo que le
toque 4 la tercera #—48—20, etc., y debera dar 472 por valor de x, y de ese valor se deducen los
de 424y 404

Problema 7." Un padre tiene treinta afios y su hijo ocho, y se desea saber cuando la edad del

padre seréa triple de la del hijo. )
Llamando X & los afios que falten para que tal suceda, la edad del padre sera entonces 30 -I- x,

y la del hijo 8-t-a?, y ésta igual & la tercera parle de aquella, porlo que debera resultar de la ecua-
cion que ,r = 3afios.

Problema 8® Un padre deja'al morir & su mujer la mitad de su caudal; para repartirlo entre sus
hermanos la tercera parte del misino; y para sus sobrinos la dozava parte, y ademas dos talegas para
los pobres, y se desea saber cuél es su fortuna 6 capital legado.

Llamando x tal cantidad, lo que deja & su mujer sera etc., y deberd resultar x = 24 talegas.

Problema9.° Un tendero compré 266 litros de vino & 63 céntimos de peseta el litro, y quiere
saber con cuéanta agua deberd mezclar el vino para que le salga el litro a media peseta, y poder
ganar aunque tcnga que venderlo & 60 céntimos. ! L .

Llam.iiido x el agua que debe mezclar con el vino 256 += a: & .50 céntimos, deberan valer lo mismo
que 2364 65 céntimos. Resultara 77 litros de agua proximamente.

Problema 10. Un estanque es alimentado por tres'fuentes. La mayor, corriendo sola, llena el
estanque en dos horas; la mediana en atnlro horas, y la menor en seis horas; y se desea saber en
eiianto tiempo el estanque se llenaré corriendo las tres fuentes ji la vez R

Llamando x al niimero entero 6 fraccionario de lioras que se busca, y haciendo la capacidad del
estanque igual & 1, diremos; si la fuente mayor llena el estanque en dos horas, es evidente que en

una hora llenara medio estanque 6 ™ , y en a horas ~ . Y analogamente, la mediana llenara en

una hora una cuarta parle del estanque, y en x hora -|t y la menor consiguientemente j, y

la? frpt; & la VP7 llenaran el cstanuue. crue se le supone de capacidad 1, en X horas.
Planteada y resuelta la ecuacién, ;jard, por valor de x, una hora, etneo minalos y veinlicualro

eralizar este?roblema diremos: si llamamos a el tiempo que necesita la primera fuente

par! lienlr ei g.% necesiu la segunda, y c el quo necesita la terceray ar el “Uempo

gue necesitan las tres, seré la ecuacion j bcx+acx+abx=abc y x ~
formula gue dice querara conocer el tiempo que emplearon tres en f ~n estangn¥\?
rnnncicndo el (MIC eniDleancadaima, se divide el producto de los tiempos de tas lies por la surn.i
dd Jroduc””” primera por el de la segunda, de fa primera por la tercera y de la segunda por la
tercera. "5

Ko siendo més que dos fuentes, la férmula que se hallaria, seréic= , que diria que el

tiemp 2ue emplearan dos fuentes, sera igual aJ cociente de dividir el producto de las horas que
empi aag—i aS Ar UsuiM las mismas. \9], si dos fuentes, una llena el estanque en dos horas

12X3 _ - — .
Ax = o= - =12= 1"y12
y otraen tres, serd x = , ~ 5 5 y
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CAPITULO IV,

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS O MAS INCOGNITAS Y APRE-
CIACION DE TODO RESULTADO DE CUALQUIER ECUACION.

ARTICULO PRIMERO.

N PRELIMINARES.

149. Ecuaciones de ‘primer grado con dos 6 iDas incégnitas, se lla-
man las que resultan de plantear un problema algebraico con dos 6 mas
cantidades desconocidas, y cuyo valor no se puede determinar facilmente
con una sola ecuacion, como en el caso ya considerado (124) de deter-
minar cuales son los dos nimeros cuya suma Yy diferencia se conoce.

150. Al conjunto de ecuaciones que origina im problema con dos 6
mas cantidades desconocidas, se llama sistema de ecuaciones™ y su condi-
cion csencdal es que tales ecuaciones han de estar ligadas por incognitas
comunes, que tengan el mismo valor en una ecuaciéon que en otra.

151. Solucion de un sistema de ecuaciones, se llama el conjunto de
valores de las incognitas que verifican ¢ satisfacen todas las ecuaciones
del sistema; y resoiocr un sistema es hallar todas sus soluciones.

152. Sistemadeterminado de ecuaciones, se llama el que sélo admite
un numero limitado de soluciones, é indeterminado, en el caso contrario.

153. Sistemas equivalentes, se llaman aquellos que tienen las mismas
soluciones, y que, por lo tanto, son sustitlibles uno por otro.

154. La resolucién de los problemas con dos 6 mas cantidades des-
conocidas, consta de varias partes: primera, su planteo; segunda, la siin-
plilicacion 6 preparacién de todas sus ecuaciones; tercera, la reduccion
del sistema por eliminacion de incégnitas; cuarta, él valoramiento de és-
tas; y quinta, la verificacion de los valores hallados & las incOgnitas, y
comprobacion del resultado con relacion &las condiciones del enunciado
del problema. Todo lo que serd objeto de este capitulo, que abrazara
ademas la apreciacion de lodo resultado de ecuaciones, que, como ya in-
dicamos (142), puede ser, no soélo real y positivo, sino también negativo,
cero, infinito é indeterminado.

ARTICULO 1.

PLANTEO PE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES.

155. Regla general. Para plantear un problema de dos 6 mos canti-
dades desconocidas, ademas de seguirse la regla general dada (lili), juiy que
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atender a que el sistema de ecuaciones que resulte, retina las condiciones si-
guientes: primera, que tja indicamos (150 y 118), que todas Ins ecuaciones
del sistema estén ligadas entre si por algunas incognitas comunes, aunque no
sean todas las del problema, y que tengan 6 representen el mismo valor en una
gue en otra ecuacion; segunda, que sean, si es posible, ta7itas las ecuaciones
del sistema coitio cantidades desconocidas entran en el problema; tercera, que
ninguna de las ecuacioiies, sea absurda, imposible, coiitradicloria 6 incojnpa-
tible coii las otras, circunstancias que a veces no podran ciertamente coiiocer-
se,sino al resolver el sistema; cuarta, que ninguna ecuacion seauna identidad;
y quinta, que ninguna ecuacion exprese la misma condicién que otra.

156. Demostracion.  Las ecuaciones de mi sistema deben estar li-
gadas entre si por incognitas comunes, pues de otro modo evidentemente
que, 06 el problema seria insoluble (porque, como después veremos por el
valor de una incégnita, es menester deducir el de otra), 6 serian varios
problemas distintos que no constituirian una sola cuestion. Beben ser, si
es posible, tantas las ecuaciones como las incognitas, porque de otro
modo (como también veremos, y podemos presentir por lo indicado de
su resolucion de unas por otras), el valor de ellas quedara siempre de-
pendiente del de alguna otra. No delie ninguna ecuacién ser absurda, im-
posible, etc.; porque por lo dicho, esa circunstancia resaltaria enlodo el
sistema. No debe ninguna ser identidad, porque sus incégnitas no teii-
driaii valor determinado (94). Y finalmente, no deben dos ecuaciones re-
ferirse ala misma condicion, porque evidentemente una resultaria iiuUil,
y & veces las dos, y fallo de ellas el sistema. Luego la regla queda sufi-
cientemente demostrada por lo pronto, pues que su completa demostra-
cion resaltara en todos los articulos siguientes, y especialmente en los de
la apreciacion de lodo resultado de cualquier ecuacién 06 sistema de ecua-
ciones.

ARTICULO III.

REDUCCION O PREPARACION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES.

157. Heduccion de un sistema de ecuaciones se llama a su simplifica-
cion y verdadera preparacion para resolverlo, consintiendo en la simpli-
ficacién 6 preparacion de cada una de sus ecuaciones, y en la reduccién
de todas ellas a una equivalente a todas.

158. La simplificacién 6 preparacion de cada una de las ecuaciones
de un sistema, se practica, segin la regla que ya conocemos (129), si
bien no quedaran bajo la forma A x = dzB, pues habiendo més incogni-
tas, el primer miembro tendra tantos términos como incognitas diferen-
tes tenga la ecuacion que se jirepara, por ejemplo: Ax -+:Bz= *:C.

159. La reduccion de iiii sistema de ecuaciones ya preparadas, se
consigue eliminando una por una todas las incégnitas inénos una, y con
cadaincognita eliminada desaparecera una ecuacion; diciéndose eliinmar
& la Operacioén por la que se hace desaparecer una incognita sin variar el
valor de las otras.
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160. La eliminacién de las incégnitas sin variar el valor de las gne
van guedando, y obteniendo consignientemenle sistemas equivalentes,
aunque mas reducidos, se puede conseguir por tres métodos diferentes,
que son: 1.", método de reduccion, 6 sea de adicién dsustraccion; 2.°, mé-
todo de SHSlilucion; y 3®, método de igualacion 6 comparacion.

161. Regla 1.“ Método de reduccién.—Si la incdgnita que se quiere
eliminar entre dos ecuaciojws tiene igual coeficiente y diferente signo, se su-
man ordenadamente las dos ecuaciones, y reduciendo los términos semejantes
en la'ecuacion resultante, ésta quedara sin la incognita que se quiere elimi-
nar. Si aunqgue las incognitas tengan igual coeficiente sus signos son iguales,
se restaran las ecuaciones una de otra, y la resultante simpUfeada-, quedara
sin la incognita de que se trata. Si tiene en ambas ecuaciones diferente coe-
ficiente, se hara que sea igual, multiplicando lodos los términos de la pri-
mera ecuacion por el coeficiente que la incdgnita que se quiere eliminar tenga
en la segunda, y iodos los términos de ésta por el coeficiente de la incognita
de la primera; y mejor, todos los términos de ambas ecuaciones por el mini-
mo comun multiplo de los coeficientes de la incégnita, considerando como tal
el coefcienle mayor, si fuera multiplo del menor, en cuyo caso no habra que
multiplicar mas que los términos de la ecuacién con incognita de menor expo-
nento. y una vez ya la incognita con igual coeficiente , se obrara como en el
caso apuntado al principio de esta regla.

162. Ejemplo. %+ 3s= i -i- 6s = 2a "
4ic—"'lZ= Db 12~ — Gs = 36 Al
4aj “h 12a: -i- Cs — 62 = 2a -f- 56 16a: = 2fl -1- 56 [B].

Demostracion.  Se han multiplicado todos los términos de la primera
ecuacion por 2, coeficiente de s, en la segunda, que es la letra que se
quiere eliminar, con lo que la ecuacion no se altera (100). Después se
han multiplicado todos los términos de la segunda ecuacion por 3, coe-
ficiente de z, en la primera, con lo que tampoco se altera la ecuacién;
obteniendo por ambas multiplicaciones dos ecuaciones equivalentes <
las propuestas [A], que sumadas ordenadamente, nos han dado una [B]
equivalente 4 ambas juntas 1112). Y como lo mismo deberia suceder res-
tando estas ecuaciones si la 5 tuviese signos iguales, pues para restar se
les cambiaria & la que hiciese desustraemlo y destruiria la otra; y lo mis-
mo también siicederia si las dos ecuaciones se hubiesen multiplicado poi'
el minimo comudn miilliplo de 3y 2, que es 6; y lo mismo, lilialmente,
si, por ejemplo, para eliminarla a se hubieran multiplicado solamente to-
dos los términos de ia pi‘imera ecuacién por 2, la regla queda demos-
trada.

163. Regla 2.” Meétodo de sustitucion.—Se despeja la incégnita que
se quiere eliminar en cualquiera de las dos ecuaciones, y su valor se pone en
lugar suyo en la otra ecuacidn, la que resultara sin la incdgnita y equivalente
a las dos propuestas.
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Ejemplo. Sea el mismo sistema de ecuaciones de.la regla primera

-h — a z —
4x = p Ax—2x TEX_ 4
4x 2 X = if= nv 2a+ 4a= 56izn 1Gic= 56 -h 2a.

Dm.ostracion. Se ha despejadola z en la primera ecuacién, obtenien-
do una equivalente (105 y 106), y hemos puesto en la segunda propues-
ta en lugar de z su valor hallado, obteniendo evidentemente una ecua-
cion equivalente 6 igual a la hallada por el primer método (162) ,'Si bien
para reconocer facilmente la igualdad hemos simplificado la hallada por
este método, el que queda demostrado.

164. Observacién. No sera inutil para algunos hacerles observar, para evi-
tarles equivocaciones, que al simpliflcar la ecuacidn hallada por el segundo mé-
todoy deber, ante todo, quitar el denominador 3, hemos multiplicado por él to-
dos los términos, ménos los que tiene por numerador, & pesar de ser dosy ser el
quebrado de que forman parte igual & ] — que puesto en esta forma en la

ecuacion, obligaria & multiplicar apor 3y  por 3; pero en ese caso, también
los otros términos, en lugar de multipHcarlos por 3, los multiplicariamos por
)= 3X 3:y el resultado seria el mismo aunque mas complicado. Siendo también
conveniente observar que la multiplicacion de 2 por el numerador, produce

— 2a -f- 4382, porque 2z es negativo, y el quebrado es el valor de z positi-
vo. Ademasque —2X a=—2a Y —2X — = -h4®

165. Regla 5. Método de igualacion 6 comparacion.— Despéjese
en am6as ecuaciones La incognita que se trata de eliminar, y resultaran dos
ecuaciones equivalentes, cuyos primeros miembros seran iguales y hasta idO7i-
licos, pues se compondran sélo de tal incognita; y con los segundos se formara
una ecuacion sin tal incognita y equivalente & las dos propuestas.

Ejemplo. Sea el mivSmo de los mtmeros anteriores.
a—2«

ix -I-557 a
AX— 2s= 6
2a— AX — miZa — 56= IGr = 56-h 2a.

a—2a ix —b

bHiT 3 2

Demostracién.  Despejando la incognita s en las dos ecuaciones, hemos
indudablemente obtenido otras equivalentes (I0li y 106); y como estas
resultan con un miembro igual é idéntico, es axiomalico que los segun-
dos miembros seran iguales entre si, y constituirdn mia ecuacién equi-
valente a las dos propuestas, € igual a la hallada por los otros métoclo.s,
aunque para ver esta igualdad hayamos tenido necesidad de simplifi-
carla.

166. Observacién. Comparando los tres métodos, parece el primero el mé-
uos sencillo, sobre todo en los casos en que hayan de multiplicarse todos los
términos de las dos epuaciones por el minimo comun multiplo de los coeficien-
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tes de la incégnita que se trata de eliminar; pero le hemos dado lugar preferen-
te, porque es el que creemos mas exento de errores, pues por los otros dos apa-
recen casi siempre quebrados que, si se componen de varios términos con dife-
rentes signos, suelen producir equivocaciones. EI méas usado por los homl>res
cientificos, es el de sustitucion, y es también el Unico que se exige en los exa-
menes para el bachillerato en Francia.

167. Regla 4. Para reducir un sistema de més de dos ecuaciones, se
empieza eliminando primeramente tina incognita en dos cuaiesquiera de las
propuestas, por ejemplo, si son cuatro, entre la primera y segunda, y resul-
taré una ecuacion, primera del sistema reducido. Después se elimina la mis-
ma incognita entre la primera y tercera, y se tendra la segunda del sistema
reducido; y, finalmente, entre la primera y la cuarta, y se tendra la tercera
del sistema reducido & tres. Después en este se eliminara otra incognita entre
la primera y segunda, y se tendra la primera del sistema nuevamente reduci-
do & dos 6 tercero; luego la misma incégnita entre la primeray tercera, y so
tendré la segunda del sistema reducido a dos, en el que se eliminara otra in-
cdgnita, y se obtendra una ecuacion equivalente al sistema propuesto con una
sola incognita. Pudiéndose observar otrndrden cualquiera para la eliminacion,
por ejemplo, primera y segunda, segunda y tercera, tercera y cuarta” pero
cuidando de que en las elhninaciones entren todas las ecuaciones del sistema
primitivo. 1

168. Si en el sistema que se trata de reducir hay alguna ecuacion
que tenga méiios incognitas que las otras, se considerara como tenién-
dolas ya eliminadas, y formara desde luego parte del sistema reducido &
gue corresponda por el nimero de incégnitas qué tenga.

169. Ejemplo. Sea el sistema que planteamos en el capitulo ante-
rior, correspondiente & un problema (122);

-h  + s =25" 5@-f- i/+ 3s= 60
_a -hs = 50 _ M+ 2y+ 5= 50 [A]
50?-i-z —2y = 10 — z= io
— 5ic-h Oy-f-5z= 90
5,.r- Gy+ 5s— 3 —y—5z= 90— 69 — — Ba-r- by= 21 0
_a-h2yfz—oxmmy—7—5—10— —A- Ay—20
— 20a; -1- 20y = 100 [C]
— 24a:4-20y= ©4 '
— 204; -f- 20y -f- 242, — 20y = 100 — 84 que da 4a;= 16.
170. Demostracion.  Simplificamos primeramente las ecuaciones

propuestas [A], y en seguida multiplicamos lodoslos Iénninos de la se-
gunda por 5, coeficiente de z en la primera, y restando & la resultante
la primitiva primera nos dio la primera del nuevo sistema [B]. En segui-
da. como z tenia igual coeficiente en la segunday tercera, la eliminamos,
restando simplemente la tercera de la segunda, y obtuvimos la segunda
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del sistema reducido & dos. En seguida multiplicamos todos los términos
de la nueva primera por 4, coeficiente de Yy en la nueva segunda, y to-
dos los términos de ésta por 5, coeiiciente de y en la nueva primera, y
restando las dos ecuaciones resultantes [C] nos dié simpliticada la ecua-
cién 4a; =16, equivalente a! sistema propuesto, porque todo cuanto se
hizo con todas las ecuaciones debia producir otras equivalentes ilO0O y 112);
luego queda demostrada esta regla.

171. Encuanto alo que dice la regla que se necesita (si se sigue en
la eliminacion un orden cualquiera), que no deje de entrar en las elimi-
naciones parciales alguna de las ecuaciones del primitivo, es porque re-
sultaria sino el sistema reducido indeterminado, por tener mas incog-
nitas gue ecuaciones.

172. En las eliminaciones anteriores, si hubiéramos eliminado lai (después
de hacerlo entre la primera y segunda) entre la primera y lercern, nos hubiera
dado el mismo resaltado; porque multiplicando por 3, coeficiente de z eo la pri-
mera, todos ios términos de la tercera, nos habria dado 'JX— &y -i- 3z= 30 que,
restandola de la primera, nos hubiera producido 3®-i~y -+ 3z—

—09— 30 que, simplificada, da— 6a?-t-7 g= 39 como segunda delsegundosiste-
ina; la que, multiplicada por 5, coeficiente de y en la dicha segunda, nos hu-
biera dado Ias dos equivalentes

H-r-1-38" 7, y — 30a?-f-3dj?= 19b, y restando aquella de ésta— 30a?-+-35"

-H 4238?— S5y = 19b — 147 1257 = 48, evidentemente equivalente a ia? = 16.

ARTICULO V.
RESOLUCION DE LOS SISTEMAS CON TANTAS ECUACIONES COMO INCOGNITAS.

173. Regla. Preparado 6 reducido wi sistema deecuaciones, y conver-
tido, por lo tanto, en ima sola ecuacién con unasola incognita, sedespejara és-
ta (136), y se tendra su valor, que sustituido en una de las ecuaciones del sis-
tema reducido & dos, se tendra otra ecuacion con una sola incégnita diferente
de la anteriormentedespejada; laque sedespejara también, y asi sucesivamenté
todas las incognitas del sistema, con lo que se tendran sus valores, que se com-
probaran, viendo si sustituidos en el sistema primitivo, producen identidades,
y si satisfacen las condiciones del problema.

174. Ejemplo. Resolvamos, pues, el que planteemos en el capitulo

anterior (122), y simplificamos 6 preparamos en el articulo preceden-'
te (160).

5;-1- y-I-35= 60
%i— X-h s= 50 — x-h 2y H- 5= 30 [A]
3a; s — —\0 5a, — 2y 5= 10
— 3 -I- 6y-1- 5s = 00
— Zx-h Gy-h 35— 32— y— 52=90 6017I5: — 6a;-h by= 21
— X-h 2i/-f-5— 3a -+ 2y —- = 30— 10 4a; -f- 4y = 20 =
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— 20x -h 20y = 100 [C]
— 2 4- "X/ = &4 '

= 4- 20/ 4- 24ic — 20y == 100 — 84 que da 4x — 16

. Renelimos la preparacion, porque para resolver el sistema se necesita operar, corno dice la re-
gia ,con todos los sistemas que ha producido la reduccién del propuesto.

175. Para resolver, pues,, el sistema, despejaremos x en la tltima
ecuacion, y dard x = j — 4, valor de i», que sustituido en la segunda del
sistemade dos [B], — 4a; 4- dy= 20, dara— 4x 4 4- 4y = 2011:=Ay

= 204- 16==y= X ~ ~ sustituyendo este valor 9dey, y el de 4
para x en cualquiera de las ecuacion del sistema primitivo [A], dard en la
segunda, por ejemplo, —44-2x 94 —50= s= 50— 14— 16.

176. Luego los valores de las incognitas senana; = 4, = 9y s
= 16, que sustituidos en la ecuacién del sistema primitivo, da la compro-
bacion, pues, resultan identidades:

4 N j10= 25= 4 4-5-i- 16 = 25, finalmente 25 = 25,
2X 9— 44- 16 —50— 14 -4 16= 50, finalmente 50 = 50, -
5'X 44-16—2X 9= 10— 28 — 18 = 10, finalmente 10 = 10.

177. Para versi tales valores satisfacen también las condiciones del
problema, no hay mas que ver si recitando la anterior comprobacion,
llamando & cada incégnita por su valor, resulta el enunciado del pro-
blema.

Y diremos; el primer nimero 4, mas un tercio del segundo 9 que es 3, mas el
tercero 16, componen 30. Y en efecto, asi sucede. Que el duplo del segundo 9 que
son i8, ménos el primero 4; que da 14, mas el tercero 16, suman 30, y asi sucede
también. Y finalmente, que el triplo del primero 4 que es 12, méas el tercero 16
gue hacen 28, ménos el duplo del segundo 9 que es 18, dan 10; y lo dan efectiva-
mente. Luego el problema era soluble, estaba bien planteado y bien preparado,
y ha sido bien resuelto.

178. Es casi evidente, que si los valores hallados & las incdgnitas
aunque verificasen las ecuaciones del sistema, produciendo identidades,
no satisfaciesen las condiciones del enunciado del problema, seria sefial
de que era insoUible, estaba mal planteado en el sentido de que el siste-
ma representaba otro problema diferente, y por eso los resultados eran
satisfactorios con relacion & las ecuaciones del planteo.

179. La resolucién de los problemas algebraicos no es & veces po-
sible sin el conocimiento de otras ciencias; y para muestra pondremos el
ejemplo (tradicional puede decirse, pues ningln autor deja de ponerlo),
resuelto por Arquimedes. ) _ _

180. Problema. llieron, rey de Siracusa, di6 a su platero 20 libras
de oro para que le fabricase una corona, y al recibirla terminada, sospechan-
do que alguna parle del oro habia sido rcemplai-ada por plata, encargé a Ar-
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quimedes que sin deshacer la corona averiguase si su sospecha era fundada, y
cual la magnitud de la estafa.’

El sabio Arquimedes, sabiendo que el peso especifico del oro (6 sea lo
que pesa raas que igual volumen de agua), es diferente del peso de la pla-
ta, peso la corona sumergida, y hallé6 que pesaba 18,75 libras, con cuyo
dato y los de fisica de que el oro pierde, sumergido 0,052 y 0,099 la pia-
la, y las 20 libras de oro dadas por el rey, plante6 el problema de dos
iricognilas y dos ecuaciones, haciendo las consideraciones siguientes:

Llamando x al oro de la corona y 3 & la plata que pudiera contener,
seria a -f- s = 20 libras que pesa la corona fuera del agua. Como el oro
pierde en el agua 0,052, las a libras de oro perderan 0,052a:; y analoga-
mente la piala 0,099s; y como el peso perdido por la corona, hallado al
pesarla sumergida, es 1,25 (pues pes6 18,75 en lugar de 20 que pesaba
fuera), esa pérdida, debia ser igual & la del oro, mas la de la plata, 6 sea

0,052;c-1- 0,0993 ™ 1,25,
gue forma sistema con aH-3= 20.

Considerando, como es debido, los términos de la primera ecuacion
fraccionarios, deben convertirse en enteros, lo que se consigue muUij)li-
cando por 1000 los dos miembros, y dard 52ic -f- 99s = 1250.

Despejando & x en la segunda del sistema, seraa = 20 — s, y sSus-
tituyendo su valor en la primera ya simplificada, dara

52 (20 — 3+ 993= 1250;
1040 — 523 + 993 = 1250

y

y 473 = 210,

y = 40 = 447,
Suslitiiyendu este valor en la segunda, da x -h 4,47 = 20,
y a= 20—447 — = 1553

El peso del oro que tenia la corona era 15,55 libras y 4,47 de piala, y
cantidad igual de oro babia sido robada.

Para comprobar estos valores, bay que sustituirlos en las ecuaciones
primitivas, cosa facil en la segunda y pesada en la primera.

ARTICULO V.
DISCUSION DE LAS ECUACIOISES DE PRIMER ORADO.

181. Discusion de las ecuaciones se llama en el Algebra al andlisis
que se hace en una férmula 6 iiroblema de la significacion 6 inlerprela-
cion que debe darse & los valores de diferente caracter 6 de magnitud no
apreciada por la ArilméLica, que pueden resultar a la incognita.
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153. El meétodo sintético que nos hemos propuesto razonadamente seguir en esta obra, nos
obliga sin inconveniente, seglin creemos, & presentar dicho andlisis en forma de teoremas, con

sus correspondientes demostraciones, que constituiran el verdadero anélisis con ejemplos, que lo
hardn méas comprensible.

183. Teorema. La resolucién de una ecuacion de primer grado con
una incognita (sea porque asi resiiUe del planteo del problema, sea por ser
resultante de la reduccién de un sistema de varias ecuaciones), puede
producir como valor de ella, no s6lo una cantidad positiva, sino también una
negativa, 6 cero, 6 una in/inita, o una indeterminada, ¢ imafraccionaria, acep-

table ¢ inaceptable; resultado que satisfacera siempre la ecuacion primi-

tiva. - - - -
Demostracion.  Preparada una ecuacion de primer grado con una in-

cOgnita, resultard bajo la forma Ax = dz 5, y resuelta dara;r = + j,

en la <(ue tenemos que el signo de ainbigiiidad del segundo miembro, no
siendo como no es arbitrario, pues B puede ser una cantidad positiva 6
negativa al efectuar las operaciones que enlacen sus partes, resultaevi-

dentemente que el valor del quebrado = j , puedeser negativo, y con-
siguientemente el de x; cuyo valor satisface la ecuacién primitiva, pues

si = 4,sera— ~= — 4, yenlaecuacion Ax = — B, sustituyen-
doen lugar de x su valor — 4, y pasando A al segundo miembro, y po-
niendo en lugar de su valor supuesto 4, dara evidentemente A x — 4

___yluego__ 4= —®= — 4. Luego el valor de la incégnita puede
ser negativo y satisfacer la ecuacion.
Sieng= ==j, suponemos que B se convierta en o (por la rednc-
ciou de sus partes, pues B puede resultar igual 4 a — a), se tendra x =
y como o partido por cualquier cantidad eso, serax = = 0=0",
valor de (c que también satisface la ecuacion primitiva Ax = + B, por-
que sustituyendo en lugar de @y de 22 su valor supuesto o, daraA x o
—0,"j luego 0 = 0. Luego el valor de la incognita puede ser cero, y
satisfacer la ecuacion de que procede.

Si en la misma ecuaciona = =t suponemos que A se reduzca a
cero (pues también puede ser A = a — a), seriax = zh  quebrado cu-
yo Talor desconocemos. Massi consideramos que en toda division disminu-
yendo el divisor aumenta el cociente (Arit. 155),y que 4 = ~ Y T ~
y N = 40,y i = 400,y = 4000 (Arit. 270), veremos que

siendo el divisor o, el cociente tiene que ser infinitamente grande 6sea el
infinito que se .expresa 'con este signo es; luego en alguna ecuaciéon puede
resultar valor de &, que satisfacela ecuaciéon primitivaAa:= +5;
pues sustituyendo por x su valor hallado, y poniendo & A el valor cero

ilue se le supone, dardo x ~ = Az B y luego o= =+ quebrado que

es igual & o (por(fuesi ~ — co también A = o (Arit. 124), y darao= o.
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Luego el valor de la incégnita puede ser el infinito y satisfacer la ecua-
cién de que procede.

Si en la misma ecuacion ;c= + j suponemos que B y A se convier-

tan en o, serd it= % simbolo cuyo valor ¢ significacién no conoce-
mos, pero podremos apreciar, considerando que toda cantidad multi--
plicada por o da de producto o, y, por lo tanto, que el cociente de divi-
dir o por o es una cantidad cualquiera, 6 sea una indeterminada; luego
el valor de x es indeterminado 6 es cualquiera valor, que satisface la
ecuacién primitiva A x = + B, pues sustituyendo por A y B sus valores
supuesto de o, y por x una cantidad cualquiera, resultard siempre iden-
tidad, puesOX 7= 0da 0= 0 y 0x30 = odao=o0. Luego
elvalor de la incognita puede ser indeterminado y satisfacer la ecuacion
de que procede.

Finalmente, como los valores de & y de B pueden ser tales, que B
no sea divisible por A, evidentementej puede ser una fraccion, y ser
una fraccién el valor de x, que satisfara la ecuacion primitiva, pues supo-
niendoque 5 :A = zfc; seraA x £ = 5, y zfcE= £ j, que

como se supone que j da de cociente sera N pero valor que
puede no ser aceptable si las condiciones del problema reclaman resul-
tado entero.

Luego queda en todas sus partes demostrado el teorema,

184. Observacion.  El resultado €© y-~. no se obtiene en las ecua-

ciones sino cuando se resuelven por medio de una férmula general;
pero resueltas directamente, el resultado infinito se manifiesta por la
ecuacion linaio = A, y el indeterminado por la 0= 0. Sin embargo, hu-
yendo de aniquilar la incognita como conviene para determinar su va-

lor {H4), se obtendra aun por el método directo los resultados

Pues, por ejemplo, j = aj3ﬁ nz:'ox— Zx-h 15 Zx— 5»= 15da
0= 15; pero también ats Zx=-7Zx -h 15 Zx — Zx=-15
— (G_ Ha= 15daga= o Y anadlogamente

NZx = o= {L{— Z)x —oaax= = j.

185. Observacion 2® El valor y que resulta de laincognita proviene algu-

nas veces de algn factor o que aniguila los dos términos de un quebrado a
que la incdgnita es igual; pero huyendo de esa aniquilacion, la incégnita resul-

taré con un valor determinado. En efecto, si tenemos x —  _ jjf»y se su-
pone que a = 5, y se sustituye en la ecuacion por b, su valor a dara x =

= —; pero huyendo de aniquilar los términos de ese quebrado, no haciendo la
4



a0

sustitucion de a por b, hasta obtener una ecuacién en que no se aniquilen las
cantidades conocidas, y considerando que 8— & es un- factor del numerador y

del denominador, tendremos que = PAdra dar is= “ahb] a—bH' ~
suprimiendo ahora el factor comin a— 5, dard a= en cuya ecuacion ya
no hay inconveniente en poner por 5 su valor a, pues dara ~ ~\

186. Teorema. EI valor neciativo hallado a la ;ncognila en ima ecua-
cion, es real y aceplahle si la cantidad que representa, por su naturaleza es
susceptible de sei' considerada en dos sentidos enteramente opuestos. En otro
caso representa el absurdo, porque el problema lo sea, 6 esté mal planteado.

Demostracion.  Si los dos vapores que con desigual velocidad marchan
por el rio del problema citado (125), y que van en la misma direccion de
la corrienle (que puede considerarse positiva y le contraria rio arriba ne-
gativa) se supone que el que va delante anda méas que el que va detras en
la misma propercion del problema de 5 & 2 millas, por la férmula (159)

. CX 3 — fi=
X — se tendrax 3.3 = =M= — 15

Valor de x, real y aceptable, porque la cantidad A que se refiere pue-
de considerarse en dos sentidos enteramente opuestos, y lo que — 15
dice, es que los vapores no se encontraran en ninguna parte, p.ero que
se han encontrado 15 millas rio arriba del punto donde esta el més avan-
zado, 0 10 ilei punto en donde esta el mas atrasado.

Y seria evidentemente absurdo un resultado — 15 si se tratase de de-
terminar la distancia de dos ciudades; luego queda el teorema demos-
trado.

187. Observacion. Un resultado negativo puede no ser aceptable, aunque
se refiera a una cantidad, que pueda considerarse en dos sentidos enteramente
opuestos, si tal signo del resultado nace de alguna falsa apreciacién en el planteo,
6 de una equivocacion en el calculo, lo que se conocera viendo si satisface las
condiciones del problema con tal signo, como hemos visto en el ejemplo de los
vapores. Pues si el caso fuera que el vapor que ya delante fuera el de menos ve-
locidad, y obtuviéramos, por ejemplo, — \o, facilmente conoceriamos (ue no
satisfacia las condiciones del problema, pues andando el que va detrds mas que
el que va delante, no han podido encontrarse antes; y, por lo tanto, queelsigno
negativo nacia de algin error ¢ falsa apreciacion en el plantio del problema. Pue-
de, en efecto, al quererlo resolver por la formula ¢r—~"2Z& ' ~e'ber cambiado

los valores de &' g a. v haber puesto al que va delante la mayor velocidad y re-
sultar — 15 debiendo resultar -m10. Siendo muy facil también que, resolviendo
el problema por el método directo, haya habido una equivocacion, por ejemplo,
en -t-10 = 32 al pasar el Ix al segundo miembro, y con-

vertirlo en primero, se haya indebidamente cambiado el signo & 10 por creer que
pasaba realmente & otro miembro y resultar asi 3?— 2a:=— 10. De cualquier
modo el error, si lo es, se podra reconocer facilmente.

188. Teorema. EI valor o hallado en una ecuacion & una incégnita,
es aceptable si la cantidad a que se refiere puede considerarse en dos sentidos
enteramente opuestos, pues en esc caso no representa la nada, sino el miiii-
nium que une las cantidades positivas con las negativas. En otro caso signifi-
can el absurdo del problema 6 su mal planteo.
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Demosimcion.  Si en el mismo problema de los vapores, se supone

d = o, laférmula dard x = ~ — 0. Resultado aceptable, porque
dice que los vapores que marchan desigualmente en igual direccién, ni se
han encontrado ni se encontraran; pero que estan juntos en el momento
en que se hace la pregunta; y en efecto, juntos estaran si la distancia que
los separa es cero.

Y ese valor o, significara evidenlemeiUe el al)surdo, si se buscase la
distancia que hay del sol & la tierra.

Luego el teorema estd demostrado.

189. Olsertacion, Evidente es también que un resultado 0 puede provenir
de una falsa apreciacion del problema para su planteo, 6 de un error en el calcu-
lo; pero también es evidente que se reconocera tal causa viendo si 0 satisface las
condiciones del problema, como las satisface en el ejemplo citado.

190. Teorema. EI valor infinito co hallado & una incognita en una
ecuacion, significa la imposibilidad 6 el absurdo.

Demostracion.  Si en el problema de los vapores de que nos venimos
ocupando, se supone que marchen con igual velocidad, por la formula
X=2-~ setendrd g = co , valor de la incognita que sa-
tisfacé las condiciones del proldema, pues en efecto, dos vapores separa-
dos por una distancia de 5 millas, y que marchen enla misma direccion
y con igual velocidad, no se encontrarian nunca 6 se encontrariaii auna
distancia infinitamente grande, tanto que la imaginacion no la alcanza y
la iguala a4 nunca. Luego el teorema queda demostrado.

191. Obsei'vaeion. Tarflbien el infinito podra ser resultado de error en el

célculo 6 en el planteo, y ya se indicéd (185), que puede manifestarse en la for-
ma o= cuando el problema se resuelve directamente.

192. Teorema. EI valor indeterminado hallado en una ecuacion &

una incognita, significa que lai ecuacién es una identidad, y puede ser acep-
table en ciertos problemas.

Demostracién.  En el problema de los vapores si no sélo se suponed = o,
sino que también la velocidad del uno sea igual & la del otro: la formula
dard x — resultado indeterminado que satisface el problema,
porque si los vapores estan juntos y marchan con igual velocidad, se en-
contraran en cualquier parle, ¢ sea en todas. Pero el problema es esen-
cialmente absurdo, porque ;quién hace pregunta seme;jante? Y ese ab-
surdo se revela desde su mismo planteo, ya se haga por laforma general

como se ha visto, ya por el método directo, pues daria ~ ™ ° luego
el teorema queda demostrado.

193. Observacion. Diciendo el resultado iudeterminado que la ecuacion no
es tal, sino una identidad, puede ser hija del mal Planteo 6 de ali;un error de
célculo si ve que cualquier cantidad no conviene & las condiciones del problema,
como conviene en el caso de los vapores ; pero debe ademas tenerse en cuenta
si la indeterminacién proviene de un factor cero, que ha aniquilado dos tér-
minos (186).

194. Lema. El valor fraccionario ballado'a una incognita, es in-
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aceptable si el problema redama enteros por resultado; y lo mismo pue-
de decirse de los valores enteros, positivos o negativos si el problema re-
clama el resultado dentro de ciertas condiciones que no llenan ios ente-
ros hallados por su magnitud o cualesquiera otra circuustaiicia.

Porque es evidente que si por un problema se quiere determinar los
muertos que ha habido eii una batalla por datos especiales que se tienen,
y se halla una fraccion, este resultado serd inaceptable; y si satisface,
sin embargo, la ecuacién de que procede, dir4 que ésta esta mal plantea-
da O que el problema por la naturaleza de sus datos 6 por su nimero es
iiisoluble. Y analogamente, si el enunciado del problema reclamara un
resultado dentro de ciertos limites, y se hallase un entero fuera deellos,
tampoco seria aceptable.

195. Discutamos ahora en virtud de lo sentado en los nimeros an-
tecedentes la ecuacion 6 férmula general, deducida del problema (145),
y que vimos (146) era x ~ en la que segun dijimos c representa
un capital, ¢' otro menor, « el ahorro del propietario del capital mayor
(que se supuso ser menor que el ahorro del otro), y a' el ahorro mayor
del propietario del capital menor.

Si ¢ se supone que sea menor que 265, el numerador del quebrado
resultara negativo, y todo el quebrado, si el denominador es positivo,
porque 2a' sea mayor que a; y negativo también si aunque ¢ sea mayor
que 2¢', fuese a mayor que 2a'. La incognita en uno y otro caso tendria
valor negativo, que debe ser aceptable (187), porque x representa una
cantidad que puede ser considerada en dos distintos sentidos y opuestos,
tiempo porvenir ytiempoVeamos, pues, praclicamenle si ese re-
sultado negativo satisfaria la condicion de un problema analogo al que
sirvié para deducir la expresada féormula. Si c fuese 79 %Iegas y ¢'=50.

. _ .. . . _ /»—2X 30 =
siendoa= 5 y a'=:5, tendriamos 0;= ", 5 3 , = —3y
efecto,— 5 afios es resultado aceptable, porque teniendo 50 talegas el que
ahorra 5 anuales, y 79 el que ahorra 5, tres afios antes, el primero ten-
dra 55, y el segundo 70, que es doble de 55. Y si letieraos quec = 24y
¢ — 9, pero que el ahorro de ¢, que sellama a, es 7, y el de c'que sella-

ma a = 5, tendremos x = =rn = — 976 dice que hace
seis afios el capital del c' era mitad del de c, pues en efecto, ahorrando
aquel 5 talegas anuales, tendria hace un afio 6, hace dos 5, hace tres 0,
hace cuatro 2- 5, 6 sea 3 de deuda; hace cinco — 6, y hace seis una deu-
da de 9; y el otro ahorrando 7, tendria hace seis afios — 18, 6 sea una
deuda de 18, doble que la del otro.

196. Veamos ahora el valor o que puede tener la incégnita. Si 2¢' =
¢, la formula x = = 0. Que dice que no pasaran ningunos afos
para que el capital del uno sea doble del otro; y en efecto, si por ejem-
plo, c = 70,y c = 35, tendriamos x = = f= Y
to, sean cuales sean los ahorros anuales que tengan, ya 35 talegas es la
mitad de 70.
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197. Veamos ahora el valor infinito. Si en la férmula suponemos
que seac > 2c', pero que 2a'= a, darax = =X~ (o, re-
sultado que dirala imposibilidad de que se verifique lo que se desea, pues
sisuponemosc=58 y c¢'=15 y a~4: y g'=2,dara;r=
= 7 = (0, que dice que no siendo el capital ¢', mitad del ¢, y ahor-

rando el de este doble que el de aquel, nunca llegara & ser aquel mitad
de este.

198. Veamosahorael resultado indeterminado. Si suponemos que ¢ —

2c'yque 2a'= a, darda = = 7 ' Veamos si ese resultado es
también satisfactorio. Para ello, necesitamos que, por ejemplo, ¢ = 70,
c¢'=55, tt'=5 y a=6,y darda= Y en efecto, sien-

do el capital del uno ya doble del capital del otro, y ahorrando aquel
doble que este, siempre tendran el uno doble del otro, y cualquier valor
que se suponga ix satisface el problema, puessi se le supone, por ejem-
plo 2, dentro de desafios, el uno tendra 82 talegas y el otro 41, etc.

199. El resultado indeterminado no por eso se puede llamaren todos
casos aceptable, pues aunque, segin se indicé (194), satisfaga las condi-
ciones del problema ultimo, siempre dird que es absurdo y andlogamen-
te el resultado infinito y aun el o & veces. (Quién pregunta, en efecto,
cuando dos que ahorran tendran el uno doble que el otro si ya lo tienen;
ni sino teniéndolo el que tiene menos, ahorra menos que el que tiene
mas; ni si teniendo el lino doble que el otro, ahorra también doble que
el otro?

ARTICULO VI.

IMPOSIBILIDAD i INDETERMINACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER
GRADO.

200. Hasta ahora no hemos considerado otras ecuaciones de primer
grado que las determinadas, puesaun en aquellos casos en que una ecua-
cion produce, para valor de la incAgnita, una cantidad indeterminada,
ella prueba que la ecuacidn no es verdadera ecuacion, sino una identidad.
Tenemos, pues, que ocuparnos en este articulo de las ecuaciones indeter-
minadas, por tener mas incégnitas que ecuaciones; pero antes correspon-
de que tratemos de Jas que son indeterminadas, & pesar de haber tantas
ecuaciones como incognitas, y ese verdadero anélisis lo haremos tam-
bién por el mismo método sintético, que seguir invariablemente nos
hemos propuesto.

201. Lema. Un sistema de ecuaciones de primer grado sera solu-
ble y determinado, aunque alguna de sus ecuaciones produzca, para va-
lor de la incégnita & que quede reducida, una cantidad negativa, la uni-
dad y &mi & veces O; pero el sistema sera insoluble, si el valor de alguna
de sus incognitas fuese el infinito 6 el indeterminado, y si el O no satis-
face las condiciones del problema.
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Porque es evideiile que si lui valor negativo satisficiese las condicio-
nes especiales de un problema, y consiguientemente el sistema de ecua-
ciones de su planteo, y lo mismo la unidad y auu el O, el sistema sera
soluble, pues que tales valores, sustituidos en el sistema reducido, irian
produciendo los de las otras incégnitas que no podrian por menos de ser
aceptables, como se verd practicamente en e! primer ejemplo del ejerci-
cio del lin del capitulo. Pero evidentemente que si alguna incognita del
sistema resulta con valor inlhiilo 6 indelerrainado, y lo mismo el O, no
satisfaciendo las condiciones del problema, al sastitiiir ese valor en las
demas ecuaciones, baria todo el sistema de solucion imposible 6 inde-
terminada como veremos en seguida.

202. Teorema. Pl valor infinito hallado & una incognita de un siste-
ma de ecuaciones de primer grado, y algunas veces el O, hace el sistema inso-
luhle, y dice que sus ecuaciones son contradictorias 6 incompatibles.

Demostracion, Si tenemos el sencillo sistema siguiente

X—z= a . .
dard la primera x — a+ z.
z— X =""a P
y sustituyendo este valor en la segunda, serd z—a Z = y z
—z~la—ay5 (l-"'1)=ayz %4 “ =co,ycomoen

efecto las ecuaciones propuestas son evidenlemente contradictorias, pues
si X — z= a, ¢cOmo la s — x ha de poder igualar ol duplo de la a? Y esa
incompatibilidad 6 contradiccion puede ser tan grande, que por ella re-
salte una de las incognitas igual 0 O 6 las dos. En efecto, si tenemos que
X= ~ 'y s= dard2a = 3 y 2s= & y sustituyendo en la pri-
mera por X su valor 2z, 6 en la segunda por s, su valor  dard 4z = z,
y 4ic=ic,giiedanrespectivamenteds—z=0, y 4x—x~0, y '5z—oq,
y 5c=o0 y z=-j= 10, Yy = j = o, resultado que dice que las
ecuaciones son tan conlracliclorias, que sélo teniendo las incognitas el va-
lor o, las satisfard; luego el teorema queda demostrado.

203. Teorema. EIl valor indeterminado hallado a una incdgnita
de un sistema de ecuaciones, lo hace insoluble 6 indeienninado, y dice gene-
ralmente que dos de sus ecuaciones expresan una misma condicion.

Demostracion.  Si tenemos el sistema sencillo

X-h z & 4ars X= a—z
2g f-2s= 2a % 2X iF—2-h2s= 2a
y 2a— 2z -i-2z= 2aqueda2z— 2z= 2a— 23,
que (lA0= 0, 6 z (@2—2)= 2a— 2a que produce z = ~ 7

resultado que mas facilmente pudimos bailarlo eliminando una incognita
por reduccién, pues daria 2z — 2- = 2a— 2a que produce z {2 — 2)

= 2a—2a vy ==-J5]- = resultado indeterminado que hace
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insoluble el sistema, porque evitlentemenle lo mismo es decir que x y z
valen a, que decir que dos veces x y dos veces s valen dos veces a; luego
queda el teorema demostrado.

204. Estos dos teoremas y el lema que le precede, completan la de-
mostracién (156) sobre las condiciones que deben darse & las ecuaciones
de un sistema al plantear un problema de muchas.incégnitas para que
sea soluble.

ARTICULO VIL
ANALISIS INDETERMINADO DE PRIMER GRADO.

205. Analisis indeierminailo de primer grado” se llama el que se hace
para averiguar los diferentes valores que puede tener una incognita con
valor indeterminado, porque el problema que representa la ecuacion en
que se halle, no ha podido, ofrecer datos suficientes para plantear tantas
ecuaciones como incégnitas.

Asi, si se pide hallar dos nimeros cuya suma sea 12, nopodra plan-
tearse otra ecuacion que la siguiente: a -H 5 = 12.

Y si se pide hallar tres niameros cuya suma sea 50, y que el duplo
del menor mas el mayor, menos el mediano den 19, no podremos plan-
tear méas que el siguiente sistema de ecuaciones.

icH-y-f-s= 50
2ic-f-¢c—y= 19

En el primer ejemplo lodo cuanto se puede hacer es despejar 4 x en
valor de 2 diciendo, a = 12— 2, y en el segundo %'emplo, podemos
eliminarla y, y quedara 5a:-1-25= 49 y «x 3~ nopudiendo sa-

ber fijamente el valor de x, mientras no se conozca el de z; pero el deter-
minar los diferentes valores que puede tener, es justamente lo que se
llama andlisis indeterminado.

206. Se dice que una incognita estd en funcién de otra, cuando el
valor de aquella depende del valor que tenga 6ésta, que se llama varia-
ble, porque no conociendo lo que vale, se le atribuyen varios valores
para ver cuales son los que satisfacen las condiciones del problema; pues
si son pocos los que las satisfacen, la indeterminacién del problema no
sera aveces notable, y acaso se convierta en verdaderamente determi-
nado. vy

Asi, se pregunta cuantas monedas de a peseta y duros se necesitan
para pagar la suma de 1i pesetas, llamando « las piezas de & peseta y 5
las de & cinco pesetas, tendremos x -+ 5s = H, Unica ecuacién que nos
permite plantear el problema, y de la que s6lo podemos deducir que

X:=1li — bz Y 5= ——
En la primera ecuacion, para conocer el valor de x es menester dar
& 5 varios valores, probando con O, 1, 2, etc.; y nnulogamente, para
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conocer el valor de s en la segunda ecuacion, tendremos que dar valo-
res diferentes 4 x.

Pero considerando quesi en«=11 — & s se le da un valor mayor
de 2, por ejemplo 5, resultara « — 11 — 5 x 3 = “ 4, valor, negativo
que no satisface el problema, se deduce que z no puede tener mas valor
que 2, 6 1 6 0. Si ledamos el valor de 2 serd« = 11— 5x 2= 1, que
dird que si el minierd de monedas de a cinco pesetas es 2, el de monedas
deé peseta serd 1; y en efecto, dos duros y una peseta son 11 pesetas. Si
ahora le damos 4 z el valor de 1, tendremosque«=11 —5x1 = 6,
y dird que si el nimero de duros es 1, el de pesetas debera ser 6, y en
efecto, 6 pesetas y 1 duro son 11 pesetas. Finalmente, si el namero de
duros es 0, sera« = 11 — 5 x 0 = 11, que dice que sino hay ningun
duro, el nUmero de pesetas serd 11. Por todo lo que se ve que el pro-
blema, aunque indeterminado, es casi determinado, pues sélo admite tres
soluciones, que por su corlo numero puede decirse que contestan a la
pregunta del problema, aunque no completamente, pues se necesitaba que
se hubiese preguntado de cuantas maneras se podra pagar, etc. Pero co-
mo asi puede convenir hacer la pregunta, se comprendera que todas las
soluciones de los problemas indeterminados son & veces aceptables.

30T. No es del dominio del Algebra elemental, y ménos bajo el método sintético con que le
tratamos, el analisis indeterminado de primer grado, y sélo para que se tenga de él una sucinta iden
suficiente para llenar el objeto de esta obra, tiernos apuntado y ligeramente explicado en lo que
consiste, y los venmjosos resultados que puede dar;y asi terminaremos este articulo, con la indica-
cion de otro caso que no conocemos, en que un sistema de ecuaciones puede ser indeterminado.

208. Cuahdo un sistema de ecuaciones tiene nidsS que incognitas es
determinado, si lomando solamente tantas ecuaciones como incognitas,
y hallando sus valores por el sistema ordinario, sustituidos eu las ecua-
ciones que para hallarlos se desatendieron, las satisfacen. Si asi no fue-
se, el sistema es imposible, pues que no satisfara todas las condiciones
del enunciado del problema.

ARTICULO VIII.

EJERCICIO DE PLANTEO, REDUCCION Y RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE PRIMER
GRADO CON TANTAS ECUACIONES COMO INCOGNITAS.

209.  Planteemos y resolvamos el problema siguiente, como comprobante de
lo que dijimos (200), de ciue en un sistema de ecuaciones los valores negativo ¥
oer%I pueden ser aceptables por satisfacer las ecuaciones y las condiciones de

roblema.

P Problema. ~Preguntados cinco hermanos qué capital tienen, responden que
todos sus capitalesjimios suman 5 talegas. Que el dnplo del capital del mayor mas
el del segando més  triplo del tercero, masti del cuarto, ménos el del quinto,
coméJonen 12 talegas. Que el triplo del mayor méo el triplo del segundo més el
cuadruplo del tercero, mis el duplo del cuarto, suman lii talegas.. Que un tercio
del mayor més la mitad del segundo, mas el triplo del tercero, més e| triplo del
cuarto, componen 5 talegas. Y finalmente, que la mitad del mayor mas la mitad
del segundo, mas la mitad del tercero, mas el cuadruplo del cuarto, suman 3
talegas.

Planteo. Llamando %al capital del mayor, y al del segundo, x al del tercero,
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%eal del cuarto y ¢ al del quinto, como la primer condicién del problema, esqle
todos ios capitales juntos compongan 8 talegas, podremos plantear la primera

ecuacion del sistema, diciendo
2+ y-r-'x Hii i=:5
y analogamente las otras cuatro que formaran el sistema siguiente:

2 y + u-f-i— 5

22-i- y+ 3+ u—i= 12
N R+ Jy+ 4P-H =19
i3 —}—iz = 8queda224-3y 18r-i-18«= 30

3quechZQ-h 4y ix + 32¢= 24

Eliminando la t que s6lo figura en las dos primeras ecuaciones, nos dara el
sistema segundo reducido a 4.
R-h2y 4- Mz 4- 2« = 17
R4-3y4- 4a*-k 2« = 19
Bl 24- 3y -i- 180 +-18«= 30
42 -i- dy -- 42 -h 32« = 24

Eliminando la 2entre la primera y la segunda del sistema [B], nosda la ecua-
cibny = 2, equivalente & ambas juntas en laque aparece eliminada, no solo
la 2 sinola 2y la «. Eliminando la misma 2, entre la primera y la tercera, nos
dara primeramente, dandole & z igual coeficiente,

62 4- 4y 8 4= 34
624-9y 54 54«= 0 Yy 5y-l-46324- S0« = 36

y eliminando la misma 2 entre la primera y la cuarta, nos dara analogamente

72

1224- 12y 122 4- 96«
68 y dy— 43t 8% = 4

122-4 1637 t- 8«

por lo que el sistema reducido & tres, serd (aunque pudiera ser otro, porque
y = 2, ya puede pertenecer al sistema de dos ecuaciones).

y=2
[G] 8y -4 463?-4- 80«

56
4y — 43-h 38« 4

Eliminando la y entre la primera y la segunda ecuacién, haciendo primero
que tengan igual coeficiente, dara

8 = 10
by 4- 463-4-80« = 86 y 4634-50« = 46

Eliminando la misma y entre la primera y tercera, dard analogamente

4= 8 .
4y — 40 4-83« = 4 X -4- 88« 4—8= 4
y tendremos el sistema reducido alos dos siguientes:

[D] 4634- 50« = 46
MP4-88«= — 4
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Eliminando x haciendo primeramente que tenga en ambas ecuaciones el
coeficiente dard

i842-h SoOoti = 184
<84ar-f 4084w = — 184 y 4284w = 0
Despejando en esta ecuacion & a, sera %= =0

y sustituyendo este valor en la primera del sistema reducido & 2, nos dara 46a?
= 46 y
Sustituyendo ahora los valores hallados K X y m, en cualquiera de las ecua-

ciones del sistema reducido & tres, para hallar el valor de y, (aunque inatilmen-
te, porque ya lo conocemos por la primera del dicho sistema), nosdarda  -h 46

=5 y y=51" =2,

y sustituyendo los valores hallados 4 2, 4i/,aay & it en la primera del sistema
primitivo, nos dara y despejando &4t, dara?=; 5— 6

Luego los valores de las cinco incognitas, sont= —1, u= 0, ar= |, y—Ii
y z= 3, que & pesar de ser uno 0, otro negativo y otro la unidad, satisfacen las
ecuaciones, como puede verse sustituyéndolos en cualquiera del sistema primi-
tivo, por ejemplo, en la primera, pues dara 3" 2 -i- 1-|-£)—1=5 queda 5= 5
pues aunque en la ecuacion I tenga el signo -+ como vale — 1, y para sumar al-
gebraicamente se dejan los sumandos con sus mismos signos, el'sumando — t =
— 1, debera restarse a los otros. Y andlogamente en la segunda, corno ttiene sig-
no que indica que debe restarse, y el restar en Algebra se hace cambiando el
signo de! sustraendo, para restar —t = — i, debera ponérsele el -h y sumarse
con los demas términos, y serd C-|-2-i-3-|-ii'r-1 =12 que da 12= 12

Y esos valores satisfacen también las condiciones del problema, puessi el
hermano mayor tiene 3 talegas, el segundo 2, el tercero 1, el cuarto no tiene
nada y el quinto debe 1; el capital de todos junto valdra realmente 5 talegas;
y 12 el duplo del mayor, mas el del segundo, mas el triplo del tercero, mas el
cuarto, ménos el capital del quinto, que siendo deuda diferira de la suma de los
capitales de los otros, en tal suma y el montante de su deuda, y por eso la dife-
rencia de tal suma y tal deuda es la suma de arabas cantidades; y analogamen-
te, se vera que satisface las demas condiciones del problema.

210. Plantear y resolver los problemas siguientes;

1 Con 51 monedas unas de o pesetas, y otras de 2, se ha pagado la cantidad
de 159 pesetas, y se desea saber cuantas monedas se han dado de cada clase.

Llamando xe\ nimero de monedas de cinco pesetas, y 2el de & dos, se tendra
gue como todas las monedas son en nimero de 51, y vajen pesetas 159 todas
las de & 5 pesetas, mas todas las de & 2, podremos plantear un sistema de dos
ecuaciones cuyo resultado debe ser 19= it y 32= 2

2® Una persona caritativa da un dia de limosna 75 pesetas a 15 hombres, 24
mujeres y 3l nifos. Otro dia reparte 103 pesetasy 80 céntimos entre 30 hombres,
18 mujeres y 40 nifios. Y en fin, otro dia da 64 pesetas & 12 hombres, 2b mujeres
y 19 nifios; y se desea saber cuanto ha dado & cada hombre, & cada mujery a
cada nifio.

Representando por X, pory y por z, lo que respectivamente ha dado & cada
liombre, & cada mujery a cada nifio, se planteara el sistema de ecuaciones si-
guiente:

Ib&? -+~ 24y +~ 312 = 75
30g; -t- 18y -h 402 = 1038
1ir4-26yH-192= 64

Debe resultar g = 20 y= 1710, y. 2=0,60.
211. Conviniendo ejercitarse mucho en la resolucion de los sistermas de
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ecuaciones, eliminando por los tresmélodos ensefiados, ponemos & continuacion
sisternas ya planteados con sus soluciones.

10 _ o= U
5a; + =4

20 3pj-5y= a
4H— y= 26

3® ax by=m
=n

4+ [x-hD[y-irD)~[x+\)[y—9)-i-442
2a; mm40 = 4- 4

5° 4da,—3N4-2= 9
2a0+ B»—3R= 4
Ba -t- — 2= 48

G® x + Yy ~ 2925
X y— 2= 4825
X —Na. 2= 4375

»

7« ica-y= 40
a-H2= 49
i714-2= 23

B Jary = s

9 If- 42 =20
5a;f2|(: 48
42 -9 = 35
6 — w= 47

40. 3a?— 27" — 52 = 41
5P | 3" — T« = 47
\\u—"'U-¥ 42 = 9

— 5y = 25
tx —\Zu= 5

Nota

SoHcion,

x —k

y =

Solncion

o a = 7

N = 2

Solucion,
__&w—im
~  ad—io
an —m
H ad—e

Solucion
&=3
y =

Solucion
a= 2

2= 3
5

Solucion
N ah—
N~ atc—h
N b"c—a

Solucion
8= 4

c <
n

N
D

w

S~ N<XO
=3

- >

=}

N

s

R )]

Los diez problemas anteriores y alguno que otro de esta obrita. son copiados del tratado

de Aliebra francés oe Eysseric y Pascal, porque habiendo dado originales los que nos han servido
de principales ejemplos para el planteo y resolucion de las ecuaciones, hemos creido que el copiar
los eiercicios anteriores no probaria otra cosa que nuestra poca desocupauon 6 nuestra perep para
hallar soluciones & otros ejemplos originales. Ni hemos temido tampoco que el notar esa copia haga
nacer la idea de uue nuestra Algebra elemental sea casi una traduccion de la francesa, pues com-
Sdola severiqurni en el método siquiera se parece la una & la otra, ui pareudose encontrara
a la nuestra con la de ningtin otro autor aunque sea inferior & todas.
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CAPITULO V.

Potencias y raices de las cantidades algebraicas.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

212. Potencia de una cantidad algebraica se llama como la de una
numérica (Aril. 470), al producto que resulta de multiplicarla por si
misma tantas veces como unidades ménos una tiene el exponente que la
indica; o sea, entrando tantas veces por factor como unidades tiene tal
exponente. Y elevar una cantidad algebraica 4 una potencia, es averiguar
el producto que constituye su potencia, que también se llama cuadrarla
si es la segunda, cubicarla si es la tercera, etc.

213. fiaiz de una cantidad algebraica, es aquella que elevada & una
potencia igual al indice de la raiz, produce aquella de que se llama raiz;
y extraer la raiz de una cantidad algebraica, es averiguar qué cantidad
elevada & la potencia correspondiente produce la radical.

\ H & potencias y extraccién de raices son operaciones comu-
nes al Algebra y a la Aritmética, como lo son las cuatro principales de los ente-
ros, las de los quebrados, las de las razones y proporciones, v aun las de las
progresiones y logaritmos; no sucediendo lo mismo con todas'las partes de la
Aritmética, pues los quebrados decimales, por ejemplo, no puede tomarlos en
consideracion el Algebra, porque los quebrados literales, no teniendo valor nu-
mérico fijo en sus denominadores, no pueden tener la circunstancia caracteris-
tica de los decimales. Las potencias y raices, pues, de las cantidades constituyen
materia algebraica que debemos tratar en este lugar, cuyo.prévio conocimiento
es indispensable para resolver las ecuaciones de segundo grado.

ARTICULO II.
ELEVACION A POTENCIAS DE LOS MONOMIOS ENTEROS O FRACCIONARIOS.

215. Regla 1® Para elevar un monomio entero a una potencia cual-
quiera, se eleva a ella su coeficiente numérico por las reglas aritméticas.
(Arit. 477 y 480 vy siguientes). Se multiplican en seguida los exponentes de
las letras por el que indique la potencia a que deba elevarse la cantidad, y se
tendra la de la potencia deseada; cuyo signo sera positivo si el de la cantidad
dada es positivo, 6 si, aunque sea negativo, el grado de la potencia es par; y
sera negativo en caso contrario.
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Ejempbs. 1.” [Ga*6c*)-= 5x 5x X X N N=250R6@c*
2" (2flVivf = — QaWw . '

Demostracion.  La definicion de la potencia de una cantidad (Arit. 470)
exige que para elevarla al cuadrado se multiplique por si misma una vez,
0 sea entrando dos veces por factor; por lo que (56c)" = X
5a®6e*, Y conio para multiplicar un monomio por otro se multiplican los
coeficientes numéricos y se suman los exponentes de las letras iguales
(47), y esto se consigne siguiendo la regla; y como relativamente a sig-
nos la multiplicacién de signos semejantes da producto positivo, y la de
desemejantes negativo (48), es evidente que todo cuadrado sera positivo
y que cualquiera otra potencia sera positiva 6 negativa en los casos que
dice la regla; pues una cantidad positiva, entre cuantas veces entre por
factor, siempre dard producto positivo; pero una negativa, entrando dos
veces por factor, dard producto positivo, y lo mismo entrando cuatro,
seis, etc.; pero entrando tres veces 0 cinco, etc., el producto sera ne-

gativo ; (pues — X — = +; pero -f-x — — —, y por lo tanto
— X — X — — —). Luego queda en todas sus partes demostrada la
regla.

216. Escolio. La potencia de grado par de una cantidad positiva
serd igual & la misma potencia de la misma cantidad negativa, y por lo
tanto -f- puede provenir de {abf y de (— «6]*; pero toda potencianega-
tiva impar proviene necesariamente de una cantidad negativa, al paso que
siendo par no puede provenir de ninguna cantidad real, por lo que las
cantidades radicales negativas de grado par se llaman imaginarias, como
VV— a'b”™; (pues — 0% puede considerarse como potencia de — ab y de
+ ab, pero también como producto de -h ab x — abh).

217. Regla 2* Para elevar & una potencia cualquiera un quebrado 6
fraccion algebraica, se eleva numerador y denominador y se tiene el quebrado
potencia con el signo que le corresponda, segun el del quebrado dadoy el gra-
do de la potencia.

Ejemplos.
— ab’ ab’ _ «262
od X = (— cd.
Demostracion.
Porque ( - ed X cd ™ €242 e c2d
I H a6\ ® ab\ 2 o2fc2
y lo mismo U ed) (+ cor — cuni
porque : — ¢d X — T -*.Cc2dS o codze
y finalmente =(—jc) = —
ab\s —afii.,— of< — asfts av
@3

Luego queda la regla demostrada.
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articulo Il

POTENCIAS DE LOS POLINOMIOS.
918 Teorema. El madrado de im bimmio se compone del cuadrado
de su primer término, del duplo del primero por el segundo, y delcuaMo
de éste con signo positivo todos los tres términos, st en el binomio, ambos
nos tienen _signo positivo 6 Megativo, y si lo ) ) ]
el duplo del primero por el segundo, y positivos los oti os, pudiéndose conside
rar primer término del binomio cualquiera de los dos.

mi~

Ei los. @+ 6= a® ~ab -+ b
Jemplos 2 — @= Aab-hbA
a—br= g0 wab-h »
-a-{~b)- = & “1 b
Demoslraemi. Porque lo mismo que
(Arit. 501), por la definicion_de poterna n EI + a:
V fior la réda de multiplicacion algebraica (49), [a-h b) X [a+ a
L ai 4-i + I>\y simplificando esle P f
dos lérminos ~emeja.fies s~und”y
'TZIl+t T (07 - bf - i) X + &>
—a + 2ab+ b\Y finaimenle, a+ i) — n ®
j=4 _ ai-ab + b'-= & — 'lab+ b'.Luego queda demoslra-

*219°"“co™lario. Para elevar & la segunda polencia un binomio, 6
sea cuadrarlo, no hay mas que practicar la operaciéon que claramente in-

dica e™enimcmdo p,.ede ser un cuadrado perfecto, pues

uue el cuacado de un monomio es otro monomio, y el de un binomio es
?m trinomio; pero podra ser un cuadrado imperfecto, que asi se llama el
gue afiadiéndole im tercer término, resulta un cuadrado

Asi o*+ lab no es cuadrado perlecto, pero esimperfecto, poique
afiaméndoleVresulta perfecto; y lo mismo a>- 2ai, y no sera cuadra-
X imperfecto a' + ibm, porque sea cual sea el término que se /nada,
.0 10 haré cuadrado perfel. También es cuadrado imperfecto a + 6a,
pues afiadiéndole 9 lo sera.
Dues @+ 5)r=:an+ 6ft-f-9.
' Z21 Teorema. EIl cuadradode m irimmio se compone del cuadrado
ieUrimer término, mis el duplo del primero por el segundo; mas el duph
UuZTZroZ" tercero; mas el cuadrado del segundo, mas el dupb del
ZnuXZzZd I™eMo-mis el cuadrado del tercero; con signo positivo todos
loi términos, si todos 5on positivos 6 negativos iodos los del trinomio;y en otro
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caso, tendran signo negativo aquellos que sean duplo del producto de uno po-
sitivo por otro negativo.

Ejemplos, [a-h b-i-cf= a* -4- 2ac -f- 26c -j- a®)
y b—a—b—0®= H®+e 2a6-f- 2ac -4 6®h 26¢ -f- e®
y @— 6+ o®= &@®— 2a6+ 2ac - 6®— 26c -h ®
y (@H- 6— ¢g®= a ~h2ab—2ac-h Ir — 26c 14 6®
Y (@a— 6— ¢® = ii® — 2(i6 -r- 2ac -f- 6®-f- 26¢c -+ o®

Demostracion. Es analoga & la del teorema anterior.

222. Corolario 1.” Paraelevar al cuadrado 6 cuadrar un trinomio,
se ejecutan las operaciones que indica el enunciado del anterior teo-
rema.

223. Corolario 2® EIl cuadrado demi polinomio cualquiera se com-
pone del cuadrado de un primer término, del duplo del primero por el
segundo, del duplo del primero por el tercero, del duplo del primero por
el cuarto, etc. (segun el nimero de términos); del cuadrado del segundo,
del duplo del segundo por el tercero, del duplo del segundo por el cuar-
to, etc.; del cuadrado del tercero, del duplo del tercero por el cuarto, y
del cuadrado de éste, si se trata de un cuadrinomio; y los signos seran
positivos los de todos los términos que son cuadrados de alguno del pro-
puesto, y negativos los que sean duplos de uno positivo y otro negativo;
y de esta composicién del cuadrado de cualquier polinomio, se deduce la
correspondiente regla para cuadrar cualquier polinomio.

224. Corolario 5® El cuadrado de un trinomio tiene seis términos,
el de un cuadrinomio diez términos, etc, y no pueden ser cuadrados per-
fectos los polinomios compuestos de dos, cuatro, cinco, siete, ocho y
nueve términos.

225. é"oroiano 4® El cuadrado de un polinomio ordenado, resul-
tara ordenado también en el mismo orden, y por la misma letray el pri-
mer término del uno sera el cuadrado del primero del otro y el Gltimo
del término.

226. Teorema. E| cubo deun binomio se compone del cubo del primer tér-
mino, mas el triplo del cuadrado del primero por el segundo, mas el triplo del
primero por el cuadrado del segundo, més el cubo_del segundo; todos los cuatro
términos un signo positivo si los dos términos del binomio son positivos; pero si
uno es positivo y otro negiatlvo el cubo del término negativo serd negativo, y ne-
gativo también el del triplo del cuadrado del positivo por el negativo, y si los dos
términos del binomio son negativos, negativos seran todos los del cubo.

Ejemplos. [a— bY = — Sa’b 4 dab® — 6®
Jemp .—m}@®=—a®4-3ns Zan £ b
$3= 3an)-  Za¥ —6®
{a—f— = aR) - 7o -+ + BB
Demostracion. Como (a—6)®= {a " 6)* X (a— 6)= (a*— 2a5-4-;®) X («— b),
esta muitiplicacion da a®— 2a®-h ab* —a-b -}- — 6® que simplificada da

lo que dice el teorema, y manifiesta el primer ejemplo, y analogamente sq de-
mostraran los otros. Luego queda demostrado el teorema.
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227. Corolario. Para eleverai cubo 6 cubicar un binomio, se practicara
cuanto indica el anterior teorema.

E1 cubo de un polinomio y cualquiera de sus potencias, se pueden facilmente
determinar por la formula célebre llamado del binomio de Neulon, que conoce-
remos oportunamente.

ARTICULO VI.

RAIZ CUADRADA DE LOS MONOMIOS ENTEROS O QUEBRADOS.

228. Reglal Para extraer la raiz cuadrada de un monomio entero,
se extrae arilmélicamenle \k\'\i. 524) la raiz del coeficiente numerico, y se
dividen por dos los exponentes de todas las letras, y se tendra el monomio raiz
del propuesto; no siendo practicable la operacion cuando el coeficiente numé-
rico no tiene raiz cuadrada exacta, 6 los exponentes de las letras no son divi-
sibles por 2; en cuyos casos la operacion se deja indicada, y como cantidad
radical se simplifica si se puede, como se vera en otro sitio. La raiz cuadrada
siempre lleva el signo .

Ejemplo. ~ VVI6o*6”™  dz 4a6".

Demostracion. La definieion de la raiz y las reglas de la multiplica-
ciony division_”ebraicas (49 y62), prueban quesi4a/>*x4a6*= l6aV,
también \/I16 a¥v* = + pues el signo de la ambiglidad esta justi-
ficado, porque lo mismo (4a6y, da 160V/ que (— 4a®)* Luego la regla
estd demostrada.

229. Regla 2" Paraextraer la raiz cuadrada de un quebrado, se ex-
trae la del numeradory la del denominador, por la regla anterior, y se tendra
la raiz de la cantidad propuesta; raiz fraccionaria que tendra el signo de am-
biglidad.

ejemph. =

Demostracion. Por razones analogas & las apuntadas en 'a demostra-
cién de la regla anterior, si ,también\/-~ — dz

pues el signo de ambigiidad indica que lo mismo la raiz positiva que la
negativa, elevada al cuadrado produce la cantidad cuya raiz se quiere
extraer. Luego la regla queda demostrada.

ARTICULO V.
RAIZ CUADRADA DE UN TRINOMIO-

La regla méas conveniente y sencilla, fundada en la composicién del cuadra-
do de un binomio (220), es ordenar el trinomio y extraer la raiz de sus térmi-
nos primeroy Ultimo, y se tendran los dos de la raiz, con signo igual positivo
0 negativo indistintamente, si los tres términos son positivos y con signo nega-
tivo el segundo término, y positivo el primero; si el segundo término del trino-
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mio_ es negativo; pero daremos & continuacion la regla general, porque escon-
veniente su aplicacion cuando los términos del trinomio son complicados y no
es facil ver si constituyen un cuadrado perfecto; (}/ porgue con tal regla se hace
mas comprensible la de extraer la raiz cuadrada de un polinonio de mas de tres
términos.

230. Regla. Se extrae la raiz cuadrada de su primer término (des-
pués de estar el trinomio ordenado), y lo gire se halle sera el primer tér-
mino de la raiz que se busca. Se cuadra, y el cuadrado se resta del trinomio
propuesto, y el primer término del resto se divide por el duplo de la raiz antes
hallada, y se tendr& por cociente el segundo término de la raiz, que se com-
probara multiplicAndolo por el duplo del primer término hallado para la raiz,
y viendo si el producto resultante, mas el cuadrado de dicho segundo término,
restados del resto anterior del trinomio propuesto, producen O.

La raiz hallada dehe considerarse con signo de ambigliedad, o como
generalmente se hace, considerando el primero positivo, los demas for-
maran con €l una de las dos raices de diferentes signos que tiene todo
cuadrado (216).

Ejemplo. \J'  a* -h narh -I- // Ir
a' _ — B %X Ir

Demostracion.  Suponiendo que el trinomio fuera, como' ha sido, un
cuadrado perfecto, su primer término, ordenado, debia ser un cuadrado
del primero de la raiz (217), y extrayéndola & aquel debia producirle,
por lo que hallamos, a® para primer término de la raiz, que debe ser
+ pero del que tomamos -+ &R Como restado su cuadrado del tri-
nomio, el resto debia contener el duplo del primer término de la raiz
por el segundo, mas el cuadrado del segundo, y conociamos el primero,
dividiendo por su duplo el resto dicho del trinomio, nos debia dar, como
nos dio, por cociente el segundo término de la raiz buscada; que com-
probamos, restando dicho producto del primer término por el segundo,
mas el cuadrado del segundo del resto anterior del trinomio, y nos dio o;
sefial de que la raiz hallada era legitima, y que la cantidad propuesta la
tenia exacta; y también seria raiz de la misma cantidad — — b luego
gueda demostrada la regla.

231. Observacion.  Si la consideracion de que el trinomio propuesto fuese

un cuadrado perfecto, no fuese fundada, alguna de las operaciones hechas no
seria en ese caso practicable, y quedaria un residuo, por ejemplo :

/ ¥—  -hipt a
— 2 —b* X~b-

En el que se ve, que aungue el cuadrado de  destruye v el producto de 2
por — b destruye el — "Zab el cuadrado de—i* es {- 5, que no destruye &
4 por lo que el trinomio propuesto no es cuadrado perfecto y su raiz es
con residuo de — Za¥*-h "\ cuyo valor ni aproximadamente se puede apreciar,
y sblo puede decirse que el cuadrado do  més su residuo, equivale al trinomio
probBuesto, y ademas que a éste, para ser un cuadrado perfecto, le falta sélo
4- 6* por factor de su tercer término.

r Oi
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ARTICULO V.

RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO CUALQUIERA.

232. Regla. Para extraer la raiz cuadrada de un polinomio demas
de tres términos, se ordena colocando primermnenle los térmmos cjuc tengan
letra que esté mas repetida; en seguida los que tienen otra letra inmediatamen-
te ménos repelida, y asi de los demas. Se extrae laraiz delprimer término, y
el resultado sera el primer término de la raiz que se busca. Se cuadraray
restara del polinomio propuesto. El primer término del resto se dividira por
el duplo de la raiz hallada, y dara por cociente el segundo término de la
raiz, que se sumara 0 restara segun su signo al duplo del primer término ha-
llado para la raiz; y el bittomio que forme, multiplicado por dicho 1émiino
segundo hallado, se restara del resto anterior del polinomio propuesto. E |
primer término del nuevo resto que residte se dividira por el duplo del pri-
mero de la raiz hallada, y el cociente serael tercer término de la raiz, que se
le sumara 6 restard segin su signo, al duplo del primer término de la raiz
méas 6 ménos el duplo del segundo, y el Irinomio resultante multiplicado poi'
el tercer téi'uuno hallado para la raiz se restara del resto anterior del polino-
(rjnio propuesto; y asi se continuard hasta que no haya mas términos que comi-

erar.

Ejemplo.

\/ b* -+ iac 4- "ah -f- ¢" -f-a' -h 2bc —
V it - R 210 %c-h

— ii* — 2ab — — Ir (2a-h b) b
— 2ac - 2bc — (2a 4- 2/ 4- ¢

Demostracién.  Suponiendo el polinomio propuesto un cuadrado per-
fecto, como tiene seis términos, tres debe tener su raiz (225), (cosa que
no es tan facil determinar previamente, cuando el polinomio es muy
grande; pero que importa poco el no conocerlo anticipadamente); orde-
nado por a, letra preferente alfaliélicamenle, pues no estd mas repetida;
a* debia ser el cuadrado del primer término de la raiz (220); y extrayén-
dola da a, cuyo cuadrado es o® restado del polinomio propuesto con solo
cambiarle el signo, nos dejé el propuesto reducido & cinco términos, que
debian contener tocias las partes del cuadrado de un trinomio (220), mé-
nos el cuadrado de su primer término. Y como la segunda parte debia
ser el dupli) del primer término por el segundo, y el primero conocianlos
cpie es a, dividiendo el segundo término del polinomio propuesto por el
duplo del primero de la raiz, nos debia dar el segundo de ella; y en efec-
to, hallamos b, que para ser legitimo, multiplicado por el duplo de a y
por b, 6 sea cuadrando b, debian proclucir el segundo término del [>oli-
nomio.y otro del mismo, y nos [dio en efecto '2ab y b\ que resta-
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dos del polinomio nos dej6 de resto sélo tres términos, cuyo primero
debia ser el duplo del primero de la raiz por el tercero, por lo que divi-
diéndolo por tal duplo, nos debia dar y dio para tercero c; que para ser
legitimo, debia multiplicado por el duplo del primeroy por el duplo del
segundo y por si mismo 6 cuadrandolo, producir los tres términos del
resto del polinomio propuesto. Luego la regla queda demostrada.

233. Observacion. Esinutil laaplicacion de estaregla si facilmente se cono-
cen los términos que son aisladamente cuadrados perfectos, pues extrayéndoles la
raiz, se tendran todos los términos déla que se busca; que se podra comprobar
viendo si el polinomio propuesto contiene las demas partes de que debe constar
el cuadrado del polinomio que resulte de raiz.

En el ejemplo anterior pudimos., pues, muy facilmente ver que los términos
a?, eran los Unicos que eran cuadrados perfectos, y por io tanto, que
a-"b edebia ser la raiz que se buscaba, y que lo era realmente , porque el
Bolinomio propuesto contenia ademas el duplo de a por 5, el de a por c y el de

or C.

pPero si tenemos el polinomio a*— la-' -I- \2a- -H a* — -2a -f 36, aun orde-
nado como se halla, no se vera facilmente si es un cuadrado perfecto y habra que
proceder a la aplicacion de la regla general. Sin embargo, teniendo presente que
el primer término debe ser el cuadrado del primero de la raizy el Gltimo el cua-
drado del Gltimo de ella, facil serd conocer que a" es cuadrado de a, y por io
tanto, que extrayendo la raiz de a*, de @ y de 36, nosdarda —a 6, porraiz
deseada.

234. La raiz cibica de un polinomio de cuatro términos, facil sera también
determinarla por consideraciones analogas, si facilmente se ve-cuales son los dos
términos, que son cubos perfectos, pues extrayendo su raiz cibica, nos dara los
dos términos del binomio que constituye la raiz ctbica del polinomio propuesto.
Asi, si se nos da ya ordenado (i ordenandolo para mejor apreciar si es cubo per-
fecto) a®— 3a*a -f-3aa”— &R) facilmente conoceremos que su raiz clbica es a—Nb.

235. La raiz cubica de cualquier polinomio y la raiz de cualquier
grado superior, no son del dominio del Algebra elemental, por lo que
vamos & pasar a la apreciacion de las cantidades algebraicas radicales
que no tienen raiz exacta.

ARTICULO VI.

CALCULO DE LAS CANTID.ADBS BAIIICALES DE SEGUNDO GRADO
REALES O IMAGINARIAS.

236. Teorema fjindamenlal. La raiz cuadrada de un producia es
igual al producto de las raices cuadradas de sus (adores.

Demoslracion. Vamos & demostrar que\/Afi= v/A x \/R. Para
ello diremos que por la definicién de la potencia (\VA x debe

serigual 6 \VVA x /R x VA x \'fi, y variando el 6r~*n de los fac-

tores serA\/A x VA x\/B x \/R.Pero v Xx VA =Aporque
la cantidad que multiplicada por si misma produzca A, por ejemplo, a

debe ser igual & V-~ »y lanibien ax \/A xa; Yy lo mismo es
multiplicar una cantidad por otra igual que por si misma,luego a x a
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= A vy X /A — A. Y anélogamente \/B x Pero si

(\/T X\/Bf = AB, tendremos que siendov/T x Ja cantidad
que cuadrada produce AB, serd evidentementeVVAE? = x/a"x \/",y
como analogamente se demostraria que VABC* — VA~x /W x \/~

el teorema queda demostrado.
237. Corolario 1® A toda cantidad radical descompuesta en dos
factores, uno de los cuales sea un cuadrado perfecto, se le podra extraer

la raiz cuadrada y la que produzca ponerla fuera del radical como factor,
y serd su verdadero coeficiente; pues

\VVa'b = Va*x\/h = aX VT-

238. Corolario 2® Toda cantidad que sea factor de una radical po-
diendo considerarla como su coeficiente, se podra poner dentro del radi-
cal elevandola al cuadrado, porque ax\/b = \JW x \lb = \/6"

239. Corolario "0° Toda cantidad radical imaginaria, puede con-
vertirse en mixta de real é imaginaria, pues siendo, por ejemplo,
9—0X — 1, seraV—9= \/9x V—1—5x \/"-

_Del teorema anterior y sus corolarios, se deducen las reglas si-
guientes:

240. Regla 1* Para simplificar una cantidad radical de segundo
grado, se dividen por 2 los exponenles de las letras que estan debajo del ra-
dical y las letras con el exponento cocientede la dicha divisién, quedaran fuera
como factores 6 coeficientes del radical, cuyo verdadero coeficiente numérico
serd la rais cuadrada de tino de los factores en que pueda descomponerse el
coeficiente numérico de la cantidad radical, la que quedara con el otro.

Ejemplo. VAT = X /3Yl1-
porque
y/W aVv = t/oX Zchahe = X X VAA-

241. Regla 2. Para simplificar una cantidad que contenga térmi-
nos con radicales semejantes, (que asi podran llamarse evidentemente
los que sean de un mismo grado, y tengan dentro del signo iguales
letras con iguales exponentes y coeficientes, aunque los coeficientes 6
factores externos no sean iguales, como 4ax V& y 24 x \ib) sepon-
drd el radical por factor de ios coeficientes simplificados que tenga en
lodos los™erminos semejantes. Asi, 4 VA& — 2 V& = 2\/é y abyfb
— acV/) = [ab— ac) Vb, porque ios coeficientes son factores verdade-
ros en los radicales, € influyen como tales.

_242. Regla5° Parasumar cantidades radicales de segundo grado, se

sigue la regla general de la adicion algebraica, simplificando la suma consi-
guientemente, que es la verdaderamente tinica operacion.
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Asi, a”ab samada con b\Vc*d y con— 2« Va
darda aVa*-h 5 — o, = —«\Tal -hbe\jd.
243. Regla4.“ Para restar cantidades radicales de segundo grado,

se obra por la regla de la sustraccion algebraica, simplificando el resultado
consiguientemente.

Asi, a™ab restado de bVab darabNab—a ab= [b~ a) \ab

244. Regla5.“ Para multiplicar cantidades radicales de segundo gra-
do, se multiplican sus coeficientes algebraicamente, y las cantidades que estén
bajo el radical, simplificando el resultado si se pudiere.

As, X "abed = Vayed= dc/ad,
y — 5/45 X 8 — D = — 48 y/e

245, Regla 5." Paradividir cantidades radicales de segundo grado, se
dividen los coeficientes, si lo tienen, y se dividen también las cantidades que es-
tan debajo de los radicales, y el cociente de estas se pone debajo de un radical
con el coeficiente de la division de los correspondientes a los radicales.

Asi, y = 4 = Aa™h\/a,
ya 2ya

pues VVab x Va = \/a*b, que es el dividendo del primer ejemplo.

246. Regla 6. Para elevar al cuadrado una cantidad radical de se-
gundo grado, no hay méas que suprimirle el signo radical, y cuadrar el coe-
ficiente, si lo tuviere.

Asi, ®= ffl,pues {*af —\fa X ya =\ja* ~ a

247. Regla7  Para extraer laraiz cuadrada de una cantidad radical,
se cuadra el indice, y si el radical tiene coeficiente, se le extrae la raiz cua-
drada, metiéndolo dentro del radical sino tuviese raiz exacta, pero cuadrandolo.

Asi, —\Ja y \ja*\h =a\/b

pues \ 4 -= (v V » [ “y cuadrando los dos miembros dara (y j)’ = \ij\/ay

ya— (y/y'ii (\/\/™) cantidad que elevada & la cuarta
potencia produce a, sera la raiz cuarta de a; luego S/Va ~\fa.

248. Escolio. Siendo \/\/a — \/a, es evidente que para extraer
de ima cantidad uua raiz de grado tal que sea potencia de .2, no habra
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mas que extraer sucesivamente de la cantidad tantas veces la raiz cua-
drada como unidades tenga la potencia de 2 & que equivalga el indice
del radical.

Asi,
= \/0v = \/\/\/ = \/\/\/" = \\f7b~

= \/ar= a¥%, y \/fi* 76561 -- \/ V\/65iJ = \/\/M
- V9 =5

249. Regla s.* Para reducir un quebrado cuyo denominador sea irracional &
otro con denominador racional, se multiplica el numerador del propuesto_por el
radical del denominador, y el productosera el numerador del quebrado equivalen-
te que se desea, cuyo denominador serd la cantidad que estaba dentro del radical.

Si el denominador fuese un binomio de radicales, el ciuebr,ado_ equivalente
tendra el mismo binomio, pero con signo contrario uno de los términes, y el de-
nominador tendra todas las cantidades gue estaban debajo de los signos radica-
les, pero consigno contrario una de ellas.

Asi, — ~ —  pues multiplicando encruz daas = t/FX « = «t/F
axX g —/c,
e

= Y N
(i—dq = «cey X WF— N\ —Jasjp —at/F) y [a\b —awF
VAND -\-\lc = ab— ac, y quebrados que multiplicados en cruz dan productos
iguales Son quebrados iguales Arit. 1-13 (113).

450. Regla 9~ Para convertir una cantidad imaginaria en mixta de
real y de imaginaria de la unidad, se pone la raiz de la misma cantidad
imaginaria con signo positivo, y como factor un radical de segundo grado con
la miidad negativa dentro de él.

multiplicando en cruz sera a X

Asi, V—a®= a/—mpues —a®= -j-a* x —1y N—a\/~\y
también V—a = /F X

251. Regla 10. Para operar con lascantidades imaginarias, se convierten en

mixtas de reales é imaginarias, y habiéndose convenido en que
se efectlian todas las operaciones como con las demas cantidades.

Asi, 1" a\j~\ - bt/— t={a-\-b) V—'i.
2. &A\f—t—bV— \= (@—bt/—i.
3. “ alxXxil/l—i= 1 ab X —i.

4» ® £

i° [a-+b [c-i-d /—1) = (ab) -t {c-i-d)



74
6.

7° {a-\-h"—"\\x[c~¥d"~\]~ae-hch\/~\  ad *—4—hdi
(porque b\/~\ X d \V/~\ = bd "hdX =1= — i
ac-h b \i—\ ~radi/— 4 — bd -=[ac — bd)-\[cb  ad) \— 4

g7 a\-by—\__[airb\VV/—\) c—d) y—\ _
c-Jrd s—4 [c-rdv'™N) [e—d) /N
(ec-h bdj 4 (,e— ad\— 9 ac~hbd , be—ad |
--cdV—1 —cd\—1-)-4&"“ f 1®

.252. Observacion. . Se ohTserva, pues, que los resaltados de todas las opera-
ciones de cantidades imaginarias, convertidas en mixtas de_reales é imagina-
rias, son mixtas también; & excepcion del producto y el cociente de un mono-
mio mixto de imaginario por otro que son cantidades reales, pues X — 4

= — ab, es cantidad real, aunque negativa, y también <®es real, y esos resulta-
dos dan la multiplicacion y la division de los ejemplos 3.° y 4°, porque en
el 3.° ya se dijo que se ha convenido en que /— :)*= — 1y enel  eviden-

temente que en el quebrado 6 division como \j— 4 es factor comin a los

dos términos, suprimiéndolo quedara el quebradoy que es una cantidad real.
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CAPITOLO VI

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO Y BICUADRADAS.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINAHES.

253. Ecuaciones de segundo grado sabemos (95) son aquellas que des-
pués de preparadas resultan con la incognita elevada al cuadrado en al-
guno de sus términos, y aun también con dos incdgnitas sin exponente
en uno mismo, aunque de estas no se ocupa el Algebra Elemental.

254. Las ecuaciones de segundo grado con una incognita, que son
las ([ue nos ocuparan ahora, pueden ser completas é incompletas. Com-
pletas son aquellas que después de preparadas (antes de lo que ya diji-
mos, no siempre es facil el conocer su grado) (98 y 126), resultan bajo la
forma Ax~ = Bx = zhc
0 + px ~ azq,
€ incompletas cuando resultan bajo la forma

Ax“+ Bx = o

o} X' dz px = o
y también Axr= + C o] xN= 4z q,
haciendo en la segunda formaj = p,y”™ = 9, pues que Ax" rb Bx

= % C esequivalente Aaf zt j x = +. ", porque resulta de dividir

la primera por A.

255. La preparacion y resolucion de las ecuaciones de segundo gra-
do se funda en principios que tenemos ya demostrados, a excepcion de
dos que vamos & establecer para completar estos preliminares.

256. 1. Lema Toda ecuacion cuyos dos miembros se elevan al
cuadrado y aun a una potencia cualquiera, produce otra equivalente,
pues no siendo la elevacién & potencias mas que en caso particular de la
multiplicacién, y produciendo esta ecuaciones equivalentes (100) tam-
bién deben serlo las que sean resultado de aquella.

Asi, e = 48 el valor de ¢?debe ser precisamente 3,y el mismo tendréa si
se duphcan los dos miembros, que si se cuadran, pues duplicarlos, sera torrarzlgs;\

dos vecesisy cuadrarlos sera tomarlos diez y ocho veces; y sera X =
y 5 *= 18X'18.

257. 2® Lema. A todaecuacién & cuyos dos miembros se les ex-
trae la raiz cuadraday 4uii una raiz cualquiera, producird otra equivalen-
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te por semejanies razones & las expuestas en el nimero anterior, pues
siic= 4~ equivalente ic® 16, también ic® 16 serd equivalente &
Vx»= \/I6,queloesaa = 4.

258. Corolario. De los dos nimeros anteriores, se deduce como
consecuencia que completa el contenido del articulo 11, capitulo 111, que
una cantidad que constituye un miembro de una ecuacion, y se halla
elevada al cuadrado, podra quedar sin exponente extrayendo la raiz cua-
drada del segundo miembro, 6 poniéndole el radical correspondiente.

Asi, = B, sera equivalente Ax = \/B; pues si extrajéramos la
raiz cuadrdla de I dos miembros de la ecuacion g®= B, daria la equi-
valente \/x» — \/B, y \Wx* = x; y por lo tanto, x = \/B.

E inversamente una cantidad afectada del signo radical que constituye
un miembro de una ecuacién, podra quedar sin radical, elevando al cua-
drado 6 potencia correspondiente el otro miembro.

Asi, \/x — A, serd equivalente a a;,= A¥*; porque si elevamos al cua-
drando los dos miemin’os de la ecuacién \Jx=. A, dard la equivalente
iVAy = A- y = X;yporlotantox = A®

Conviene, sin embargo, advertir, que como lo mismo A° puede ser
el cuadrado de -f- d que de — A, toda raiz cuadrada puede ser lo mis-
mo positiva que negativa; y por lo tanto, que x® — A sera equivalente &
X — +: \IA, y méas exactamente 4z x = zt \/A", pero & la incognita
no se le pone nunca el signo de ambigliedad, porque tenga el signo + 0
el — resultan siempre para ella iguales valores.

En efecto, en £: a = d= \/A separando los signos da
1« -~X~ x\/A o6 k= VA y X" — — \/A
2" —X= -£\/A Ox'= \IA y x"= —\IA;

luego X lo mismo que — x, tiene siempre los mismos dos valores, uno
negativo y otro positivo, correspondientes al signo de ambigliedad del se-
gundo*miembro, y es por lo tanto inutil que tenga el signo de ambigue-
dad laincognita del primer miembro.

259. Ecuacion bicuadrada, es aquella que después de preparada re-
sulta bajo la forma Ax“+ Bx*= £ C. "

ARTICULO I1.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO INCOMPLETAS
CON UNA SOLA INCOGNITA.

260. Regla I." Para resolver una ecuacion de segundo grado incom-
pletay con una sola incogniia, que, después de preparada, resulla bajo la
forma A® = + C, 0a®= dz q, se extrae simplemente la raiz cuadra-
da del quebrado que forme el término conocido, teniendo por denominador
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el coeficiente de la incognita, 6 sea, segun la formula, x — azyj 1A
x = +\/+q,yse tendran dos valores para la incognita iguales, pero de
signo contrario por el signo de ambigliedad correspondiente al radical, inde-

pendientemente del positivo 6 negativo que caracterice el término conocido de
la ecuacién preparada.

Demostracion. Evidentemente que si en la ecuacion Ax- = -h C d en
la Ax- = — C, quitamos el coeficiente & la incognita, resultara jr'= -f-

YX = — , y Sl extraemos la raiz cuadrada de ambos miembros de
cualquiera de estas ecuaciones, dara respectivamente x ~ + \J*

vV~ A~ \]J— Ycomo toda raiz cuadrada puede ser positiva 6 nega-

tiva, indistintamente (228), cada una de esas ecuaciones dara dos valores
para la incégnita, que se llaman sus raices (95), y seran respectivamente

s Y = y »" = - \/5 6* = - s/ -i

Luego el resultado seran dos valores para la incégnita iguales, pero
de signo contrario; y éste independiente del signo positivo 6 negativo que
tenga en la ecuacion propuesta el término conocido; luego ese resultado
esta justificado y la regla demostrada.

261. Ejemplos. 1." = f= = 27 X 4, que da
y finalmente,x=a z = % = + \/5G = zb G,
por lo que x' y x"= —fi
Ejemplo. 2" ¢ daVv = ftV, yfinalmenle, x = *: \/¥~"
= rbaVv,porloquex = bt y x"~ — (re

Explicacion. En ambos ejermplos hemos preparado las ecuaciones quitando
los denominadores y despejado la incognita después, segin la regrl%oy nos ha dado
en el primero por valores de la incognita (y— C yen el sequ _hH._
que satisfacen las ecuaciones de que proceden, pues poniendo esos valores eri
las propuestas, dan respectivamente , *

3X6 _ ts L-g]_ ]9»

3X —6___ A~ —B8 3z
. - - 6 -5

A R s

262. Regla 2. Pararesolver una ecuacion incompleta de segundo gra®
do con una incégnita, y que después de preparada resulte bajo la forma
Ax = Rx = 0, sedivide el coeficiente de la incdgnita del segundo término

B con signo contrario por el coeficiente A de la incognita del primer término,
y se tendra uno de los dos valores de la incognita, siendo O el otro como co-
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ciente de dividir O por la suma del coeficiente B con el producto de A por X.

Demostracion.  Porque Ax~ -f- = 0 y Ax»— Bx— 0 dan res-
pectivamente
Axx -f- =0 Aocx— Bx = 0
X[Ax+ 5)= 0 x[Ax—B] = 0
Ax-"B X =
y también
AxN Bx = ~ AX- Bx= ~
Ac®= — BX Ax"'= -hBx
A n AN h BX
Ax = — B Ax = B
B
A - =8

Valores de x que, sustituidos en la ecuacién primitiva, la satisfacen,
pues el 0 desde luego convierte en O el primer miembro y forma la iden-

tidad0= 0y —j Y + j primero en Ax -f- Bx ~ 0.

AX —(jy + SX - f-= 0= 4X + 8 [porque- BX —B
= + '+ «X - 1 = 0= ycomo~-=f  sera”-
X = 0z= 0= 0, y andlogamente & Ax~— Bx = 0, siendo x =
dardgAxgy-Bx]|=0=:4»i-f=0z=f-?21= 0= 0.

Luego la regla queda demostrada.

263. Esta regla se demuestra mas facilmente por medio de la férmula de la
resoluciéon de las ecuaciones completas, haciendo 0 el término conocido; pero es
conveniente conocer la anterior, annque no le den otros autores, pues viene &
evidenciar que toda ecuaciéon de segundo grado tiene dos valores 6 raices, aun-
que no provengan del signo de ambigiedad de la extraccionde la raiz cuadrada,
que, como se ha visto en este caso, no se extrae para la resolucién.

264. Ejemplos de resolucion de ecuaciones de segundo grado in-
completas sin término conocido.

B -f8ir= o0
XA{ix -hS=o0
0
X= 4r&8 = O
y también i 8,,\_
492 = — 8>»
X = —8
2.
Y la ecuacion — 8« = oda anélogamente,x{l’x— 8) = 0---- X = 4a'0 3
= Cy también 4a?* — 8a? = 0 - 4a?* = 8a?-----—-- 4a? = 8- R = —= 2.

4
Valores que sustituidos en las correspondientes ecuaciones primitivas,
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dan el o evidentemente laigualdad o= oyel — 2 da 4x —2®H-8

X —2= 0z= 16— 16= 0==0= o0,y el+ 2eslaecuacién 4"
— Q x= o, daandlogamente 4 x2- — 8x2 = o= 16 — 16= o
=r 0= 0.

ARTICULO III.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES COMPLETAS DE SEGUNDO GR&DO CON UNA SOLA
INCOGNITA.

265. Regla. Para resolver una ecuacion de segundo grado com-
pleta, que después de preparado resulte bajo la forma px = dtq,
se pone por valor de la incdgnita la mitad del coeficiente del segundo térmi-
no de la ecuacién preparada con signo contrario, mas menos la raiz cuadrada
de la suma algebraica del cuadrado de la mitad del dicho coeficiente, y el tér-
mino conocido positivo 0 negativo; y tal valor no sera dnico por el signo de
ambigledad del radical, que encierra la formula siguiente & que se refiere la
regla

segun que el término conocido sea positivo 6 negativo en el segundo miembro.

Demostracion. Como toda ecuacion que después de preparada resulte
de segundo grado, sele podra dar laforma + p x = &z ¢, pues como
ya se indicé (254), aunque el término de x* tenga coeficiente, se le podra
hacer desaparecer dividiendo por él los demas términos, esta ecuacion
producira los equivalentes siguientes:

tpx R?=-Bg + ¥

f = v/xi+?,

+ fxy/+ +¥,

I+

pues la primera de las tres anteriores equivale & la propuesta, porque
resulta de sumar a sus dos miembros ” para que el primero, que es un

cuadrado imperfecto, resulte el perfecto del binomio ic £ Y la se-
gunda, es equivalente 4la anterior, porqueresulta de extraer la raiz cua-
drada de los dos miemliros; pues la raiz del primero es a * , Yy la del

segundo se deja indicada; y la ultima ecuacién es equivalente & las ante-
riores, porque resulta de pasar al segundo miembro con signo contrario

~, que se le pone de ambigliedad, porque asi se generaliza més la regla,

pues que puede tener en la ecuacion propuesta el signo positivo o el ne-
gativo. Y evidentemente que la incOgnita tendra dos valores en cada caso
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por el signo de ambigiiedad propio del radical; luego la regla queda de-
mostrada.

266. Regla complemenial. Aunque la regla auterior tenga tan facil demos-
tracion, no es la que generalmente se emplea, por no ser en la sna?/or parte de
los casos tan expedita conmo la que se deduce de la siguiente formula:

—B+\/Bi+ hAC

B= 2A

correspondiente & la ecuacion preparada bajo la forma

A -r Bx = -h C, pues esta da las siguientes:
A- 4ABX = -ilC,
AN HTABX -{-B" =B --\- 44(7,
{iIAx"B)"B~-\-kAC,
"34a:4-5 = + "B"-h 44(7,
%Ax= —B+"B”" + 44C,
—B B-ihAC

Pues se multiplican todos los términos por 44 para que el primer miembro
sea un cuadrado imperfecto, y se le 528{ an despugés & los dos miembros B™ para
que el primero sea el cuadrado de 24a: -t- B que se pone en lugar del trinomio
con exponente 2, que se hace desaparecer poniendo unradical al'segundo miem-
bro; y despejando’ despueés la x, produce la formula, en la que evidentemente
el —"B seria - 5 si en el primer miembro hubiese sido negativo, asi como el
-p44 Cseria— 44<7 si fuera el C de la ecuacion propuesta negativo en el se-
gundo miembro.

267. Ejemplos de resolucion de ecuaciones de segundo grado com-

pletas @+ 2e—)  x—y

1iX

5
NXM+3—2) = ix [x—1)
2-i- 5% — 10 = iX
2ij*t- 8a= 50

XM+ kx—

gue preparandola da

ecuacion preparada que por la formula x + 1 +( correspon-
diente A\ix* px ~ g, que es semejante & la anterior preparada, da a = —
2+ VA5, porlo que

X' = —2-hw9= —2+3=1

= —2— 9= —2—3=-
cuyos dos valores, sustituidos en la ecuacién propuesta, la satisfacen, pues dan
respectivamente

p4-2)(-1) v — 1 3X0 0= o0
3X1 5
f—r-i-2)(—5—)) —S—1 -3X —6 —6 18.. —G 6
RUE D G — L J— -13 S J— 13 R 5~
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263. Haciendo en la ecuacion Ax» -h Bx = -h C, que sea ¢ =
la formula cie su resolucion x == A se couvertiria en
Nz =X —"» sic= 0serd AAC = 0.

—B+ Wbi
iA
X = -B ~2AVb|’
x1="B*B o g
"= TS w

[H)i* lo (jue se ve que la incognita tendra dos valores, uno cero y otro real,
gue en este caso es negativo; pero que seria positivo si el término de la
ecuacion en que la incdgnita esta sin exponente, fuera negativo en el pri-
mer miembro 6 positivo en el segundo. Valores que son iguales & los qué
sin necesidad de férmula con radical, dedujimos en la dernostraciondcla
regla para resolver ecuaciones incompletas de esta clase (262).

269. Y s en W formula general hacemos B = o, resultarla
« — o0t VO A fAC  £/0.IC
i n ~ — (VAAAC =+ = 4
pues — +#”~\/4AC, porque un quebrado, con la unidad

por numerador, multiplicado por una cantidad cualquiera, es evidente-
mente igual & la misma cantidad con el denominador de tal quebrado,
puesy X 5= j ytambién + ; \/4AC= % porc|ue cuadrando
el coeiicieiile de una cantidad radical se puede meter dentro del signo
radical (238), y simplificado, dividiendo sus dos términos por 4A,

da De lo que resulta que en esta clase de ecuaciones la incognita
tendra dos valores iguales, pero de signo contrario, segiin también se de-
dujo, sin apelar & la férmula general (260); siendo, pues, el valor de la
incognita la raiz cuadrada del cociente del término conocido dividido por
el coeficiente de la incégnita.

ARTICULO IV.

UISCiStON DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GUADO.

270. Discutir ecuaciones de segundo grado, es analogamente que en
las de primero, determinar por el andlisis de la formula general cuantas
clases de valores pueden resuUar &la incognita.

Este analisis lo expondremos por el método sintético que seguir en todo nos
hemos propuesto, aunque parezca absurdo el pretender analizar sintéticamente,

0,
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pero siQtéticameQte podemos establecer como teoremas las verdades cuyo ana-
lisis originario sean sus demostraciones, como hicimos en la discusion de la
ecuacion de primer grado.

271. Lema. En las ecuaciones de segundogrado con una incognita,
los dos valores de ésta pueden ser positivos, negativos, cero, iniinitoé in-
determinado, como en las de primer grado, y ademas pueden ser iguales
y desiguales, reales é imaginarios.

Porque la ecuacion general

A= 6 bien -h g 0 — <j),

cuyas raices son

estando la incognita en funcién dep y de 9, cantidades que evidcnlemeu-
le podran ser positivas 6 negativas, iguales 6 desiguales, y mayor p que
g Y q que p, los resultados de las operaciones que indica la I'Giniiila, de-
ben producir por valor de ir, cualquiera de ios que indica el enunciado
de! lema, y tener la misma significacion (jue se les asigné en las corres-
pondientes demostraciones de la (Jisciision de las ecuaciones de primer
grado, ménos el imaginario que alli no se considerd, porque no es lo co-
mun que resulte en aquella clase de ecuaciones.

272. Teorema. En todo problema de segundo grado, cuya ecuacion
preparada resulte bajo la forma x' -h px — g, cuya formula de resolucién

esX= —I-riz -h ~ y cuyo término g es positivo, produce siempre
dos raices reales, desiguales y de signos contrarios.
Demostracién. Porque si g es positiva, sera <!> 0, y su suma con
serd necesariamente positiva, y el radical consiguientemente real, y

reales por lo lanio las dos raices de la incdgnita; y como ademas
-i- g sera mayor \J" [cosa que no sucederia siendo g negativo) y mayor

también que| (pues y/-* = f), luego la suma 6 la diferencia entre

fy—m tendra que ser desiguald — ~ -h y de

signo contrario, pues en elpi‘imer caso se suman dos cantidades negativas,
y la suma seré igual al conjunto de ambas con signo negativo; yen el se-
gundo caso, se suman dos cantidades de opuesto signo, y la suma sera

la diferencia de ambas, pero positiva por ser -f- A~ £ y anélogu-
mente sucederia si — f fuera -h f-.

Luego el teorema queda demostrado.

273. Teorema. En iodo problema de segundo grado, cuya ecuacion
preparada resulte bajo la forma x" -h px = qcuando (f= o. la incognita
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tiene una nlz o y otra ifjual al coeficiente que en la ecuacién preparada tiene
el segundo término, pero de signo contrario.
Demostracion.  Porque la férmula general segun se dijo (268)

= — ~dz -f- g, siendo q= o, dara
X = —f zh g'®da © —f + I»
£ P —
A F 5T P P

Luego queda deinoslrado el teorema.
274. Teorema. En lodo problema de segundo grado, cuya ecuacién
resulta bajo la forma x®4- px = + ¢ cuando q es negativo, y por lo tanto

g <C o, resultaran dos raices reales desiguales, y conigual signo g
y las raices seran iguales y del mismo signosi g = -y [y la ecuaciéon pro-
puesta serd el cuadrado de x -h ~], y las raices seran imaginarias si
q> >

Demostracion.  Si enla férmula a,— — tenenos que ¢

negativo es menor que la cantidad debajo del radical sera positiva y
el tal radical real y sus raices consiguientemente.
Si §= “el radical resultara nulo, y las dos raices seran iguales y

con igual signo, pues que no liabra en realidad mads queunax = — ™ + 0
ly -h px-h q, seria el cuadrado de a 4- ™, pues (x 4- f)* = x~
-h pa> y j sesupone igual & q].

Y linalmente, si g negativo es mayor que”, la cantidad radical
sera negativa, y por lo tanto, imaginarias las dos rafees correspondien-
tes a la incdgnita; luego queda el teorema demostrado.

275. Lema. Las raices imaginarias, como resultado de una ecua-
cidn, signilican que el problema es absurdo, porque no liabiendo cantidad
ninguna positiva ni negativa que multiplicada por si misma produzca una
negativa, no puede ninguna imaginaria satisfacer el problema.

276. Los dos valores 6 raices que resultan enlodas las ecuaciones
de segundo grado, las satisfacen como hemos demostrado en todos los
ejemplos; pero como no pueden siempre ambos satisfacer el problema cor-
respondiente; uno de tales valores se refiere generalmente al mismo pro-
blema, pero expresado de otra manera. Por ejemplo, si se pregunta por
qué numero se debe dividir 24 para que el divisor y el cociente sumen 10,
resultan dos raices 6y 4 ({ue no solo satisfaran la ecuacion, sino tam!)ien
el problema, pues cualquiera de los dos nimeros 0 y4 lomado por divisor
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daré el olro porcocienle, y la Suma de ambos sera 10; perosiseprei®unla
en un problema con sujecidn & ciertos datos, cuantos objetos de determina-
da especie se han vendido, y se tiene una raiz positiva y otra negativa la
positiva responderd directamente al enunciado del problema, y la negati-
va, para que respondiese seria menester preguntar por compras en lugar
de ventas y Iraslormar el problema, en cuyo caso lanegativa vuelta po-
sitiva, satisfaria directamente el problema, y la positiva vuelta negativa,
no porque se referia & ventas. Bastan estas indicaciones, que solo la
préactica puede hacer eficaces, para apreciar los valores de una incog-
nita. Afiadiremos, sin embargo, que como las desraices de una ecuacién
de segundo grado nacen principalmente del signo de ambigiiedad inhe-
rente ai radical, y tal signo proviene de que lo mismo es el cuadrado
de una cantidad positiva que el de una igual negativa, las condiciones de
un problema podran satisfacerlas una de las dos raices, y otra no; la que
sin embargo, satisfaria las del problema presentado con mas extension,
todo lo que se comprenderd mejor con Tos ejemplos del articulo VI.

ARTICULO V.

ECUACIONES BICUADfIADAS CON UNA INCOGNITA Y DE SEGUNDO GRADO CON VARIAS.

277. Ecuacion bicuadrada se llama aquella que después de prepara-
da resulta bajo la forma a;*-t-pa;”* = r/, pudiemio consiguientemente
ser q negativo, y también; y pudieudo serp y quebrados, por resul-
tar esta ecuaciéon de la Ax* -h = C, que da —

278. El Algebra elemental no alcanza las ecuaciones de otro grado
superior al segundo. Sin embargo, por una excepcion trata de estas del
cuarto, por la grande analogia que tienen con las del segundo.

279. Regla. Para resolver una ecuacion bicuadrada incompleta que
después de preparada resulte bajo laforma = p, procede con arreglo &

laformulax= +\/ £ \/p; y si la ecuacion es completa, la formula sera

dando una y otra formula cuatro raices

como valores de la incdgnita.
Demostracion.  Si en las ecuacionesa*= 1/ y a*-i-pa®= i/hacenios
X®= 1z, y este valor lo sustituimos por x*, las ecuaciones propuestas se

volveran de segundo grado, pues seranz-= ¢q y z- Ppz = (q, que
por las férmulas demostradas darédn respectivamente ¢ — + y
N —fF —\/f y sustituyendo pors su valor supuesto x\ seran
respectivamente = + \V/qqueda a= *=:\/%\/[q

y A . .-hg, queda &= dz | zfc

Ruego la regla queda demostrada.
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280. Regla complementaL Cuando la ecuacion es incompleta 6 de
dos términos y en el segimdo esta la incognita cuadrada, las raices seran

xX'—o y x"= %:y/j, pues por lo demostratlo, (262) en la ecuacién
-h Bx= 0,esx'"= Qy & —1 ; yenlaAx" -h Ba? = o; haciendo

= sdaras'= o y P'=F :y sustituyendo por z su valor  dara
6 — 2 . 'B
FEOY =gy

281. Observacion. Las ecuaciones incompletas de un grado potencia de
2, se pueden resolver de una manera andloga; pues si tenemos, por ejem-
plo, = j y hacemos z= dard z* =g, y por las reglas anteriores A

z= xz\jx s/Y, y poniendo en lugar de z su valor a*, dara = #z \jt\/q

y X= £\j+. \/1t 9/

282. Las ecuaciones de segundo grado con mas incognitas de una,
ya indicamos que no son del dominio del Algebra elemental; pero cuando
hay tantas ecuaciones como incdgnitas se resuelven de una manera'ana-
loga a las de los sistemas de ecuaciones de primer grado; esto es, se re-
ducen los sistemas por cualquiera de los tres métodos alli considerados,
y hallando el valor de la incognita cuadrada que resulte como Unica en la
ecuacion, Unica también del sistema reducido, se sustituye su valor en
cualquiera de las ecuaciones del sistema eu que figure dicha incognita
con sélo otra, y se determinan el valor de dicha otra, y asi sucesiva-
mente el de todas las del sistema; pero el sistema no sera & veces soluble
por el Algebra elemental, si en él no hubiera alguna ecuacion del primer
grado con relacion & las dos incégnitas, pues podra resultar una ecua-
cién del sistema reducido de tercero ¢ cuarto grado, que no sabemos la
manera de resolverla.

ARTICULO VL

PLANTEO, EESOLUCION V DISCUSION DE LAS ECUACIONES DE SECUNDO GRADO CON
UNA SOLA INCOGNITA.

283. Planteemos primeramente el sencillisimo problema ya indica-
do (476), siguiente:

¢Por qué nimero se dividira'lepara que reuniendo lal nimero con el
cocienlc que produzca” resulte 10?

Llamando x al ndmero que buscamos, como ese nimero sumado con
él cociente de dividir por él a 24 debe dar \O, la ecuacién planteada sera

n = 10, y preparandola dara sucesivamente x- -t- 24 = 10x
Yy X-— i0x = — 24, y por la iormiila general dara & —~ zt
\Zt-—24—+ 5+ \/25m24=7:~j-5+] y a' = -{-5-(-i

=6 y X'= H5—]= H-4
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Estos dos valores satisiacen igualmente ta Qcnaeimi ye! nroblema
porque ninguna de sus condiciones da preferencia al 4 sobre el 6 ni al
contrario; pues si se divide 24 por 4 dara por cociente ti, que sumado
con 4 da O; y si se divide 24 por 6 dara cociente 4, ~ue sumado
%I)Igsﬁ dd también 10. Y ambos valores satisfacen la ecuacion propuesta,
10— 4-h6= 10= 10= 10,

+ =

+ y= 10= 6+ 4= 10z=z10= 10.
La ecuacion — 10 generalizada, daraa -f- |-= p vy .
px*g=o0 Y ~= -1 2 r/, de cuya generalizacion puede

deducirse regla aplicable aproblemas semejantes. La discusion que de esta
lormuia puede hacerse, es que cuando q, que representa el nimero da-
do, cuya division por el que se busca produzca mi cociente, que suma-
do con este componga otro también dado, sea mayor que el cuadrado de
la mitad de dicha suma, el radical serd imaginario. Y en efecto sise
nos hubiera preguntado por qué nimero habia que dividir 26 para que

el cociente sumado con él diese 10, la ecuaciéon seria a -i- —= 10 —
X 26 = 107 — i0x = 2y finalmente c= N+
y/'"_26 ==5£\/" 26 queda &= 5-t-\/~~\ y x"= 5
V ~ |, valores ambos imaginarios que significan lo absurdo del

problema, pues todos los divisores de 26 que no son mas que 13y 2 v
ambos cocientes respectivamente de las dos divisiones de que es capaz’el
numero propuesto, suman méas de 10. *

284, Planteemos y resolvamos el problema siguiente

he U comprado Wpedazo depafiop o r . pesetas; sipor la misma sumase
hubieran comprado 3 metros mas, cada metro hubiera costado  pesetas menos_y

se desea saber a como ha costado el metro. [ iy
Para”plantear este problema,diremos, si llamamos wal costo del metro de

pafio ~ sera el nimero de metros comprados, y ese nimero mas 3 debera ser

igaal al numero de metros que se hubieran comprado por la misma suma a 5
[mesetas menos el metro; luego se podra plantear el problema por medio de la si-

guiente ecuacién ~-h 3= Quitando ios denominadores dara !340a;

8100 + — = 5i0a. Pasando los términos con incognita al nrimer
miembro, y los conocidos al segundo, y simplificando dara 3a~— iba = 8100 v
X —\ba = 2700, que por la formula de las ecuaciones completas dara '

=75+ vyi|-+ 2700 y como " = 5625,
aera a= I,b+ \/5625 -1- 2700 = 7,5 + \/27«G25 = 75 + 52,5,

y a = 75«525= 00
y a'- 75—525= —45
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Ambos valores satisfacen la ecuacion primitiva

30 _ 540 50 —
pues o 37 s 9-1-3= ® 12 12,
y e w123z S0 —— 9= — 9

Pero de ambos valores solo el positivo QO satisface las condiciones del pro-
blema pues ™ = 9, son los metros de pafio comprados & 60 rs. evidentemente,

pues si como dice el enunciado se hubiera comprado & metros mas, ¢ sea 12 por
la misma suma, hubieran costado & 15 pesetas ménos, ¢ sea 60 — 15 = 45, va-
lor del metro en ese caso.

Este nimero 45 es igual a una de las raices halladas, pero como no satisface
las condiciones del problema, indica que cambiando el enunciado las satisfaria.

En efecto, sise propone el problema del modo siguiente:

Se ha comprado uti pedazo de pafio por 540 pesetas. Si por la misma cantidad
hubieran comprado tres metros ménos. cadametro hiAbiera costado \hpesetas mas,
y se desea saber a como ha costado el metro.

Planteada y resuelta la correspondiente ecuacion da primeramente

540 _ N _ M0 : _ _ -
’ di 4% 15 540;5 8100 — 3« — 45al =s 540®.
Después » 382 —45@= — 8100 3B+ 45®= 8100.
Luego - 15®= 2700, ecuacion preparada que por la formula correspon-
diente da
«= —75+ V -h2700= —75% \/b625 2700 = — 75 *+ \/275625
=s — 7,5dr 525, y por lo tanto
® = —75+ 525 = 45,
&= ~75—525= — 60

Valores O raices que satisfacen el primero 45 al problema enunciado ultima-
mente 'y el — 60 no, pero si al enunciado anteriormente.

285. Planteemos, resolvamos y generalicemos discutiéndolo el sencillo pro-
blema siguiente. Descomponer el namero 100 en dos partes, cuyo producto
sea 2400.

Llamando ®4 la parte mayor, la menor sera evidentemente 100—®, y como
el producto debe ser 2400, la ecuacion planteada sera

®(100— ®) = 2400 que, preparada, da

primeramente — ® -f- 100 ®= 2400,
después ® — 100 ®= -- 2400,

luego = f- 50 +* ~— -2400,
y & —-i- 50 =+ 42500 — 2400,
y B =-f- B0 £ VOO

y ®= - 50 -1- 10= 60,

y 3}": 'h 50 m— 10 = 40.

Valores 0 raices que los dos satisfacen la ecuacion propuesta, pues®, nimero
menor, siendo 40 la ecuacion primitiva

dara 40 (100 — 40) = 2400,

y 40 X 60 = 2400,
y 2400 = 2400,
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y satisfacen las condiciones del problema, porque el ndmero 400, dividido en
pSiri0O xco | ~ multiplicadas entre si, producen 2400,

Para generalizar este problema, llamaremos (ra una de las partes, n al nG-
mero que ha de dividirse en dos, y por lo que la otra parte seran—X Y lla-
mando” al producto de ambas, la ecuacién sera

N [n—iB):=pi
que, preparada, da fC——nx =" p,
y resuelta P,
De esta formula se deduce: Que siempre que el producto p de las dos

partes en que debe dividirse el numero propuesto, sea mayor que la cuarta
parte del cuadrado de tai ndamero, el problema sera absurdo porque las raices
de la incdgnita serén imaginarias; y en efecto, si en el problema numérico an-
terior el producto fuese 2800, darla ;= 50 =t \/- 300 demostrandoque todos los
productos de las partes en que 100 puede dividirse, son menores que el supues-
to de 2800. Y 2.° Que cuando dicho producto sea igual & la cuarta parle del cua-
drado del numero propuesto, las partes en que dicho namero quiere dividirse
son lguales; pues, en efecto, si el producto dado en el problema anterior fue-
ra 2500, sera jz?=+ 50+ V2500 2500 = 50, numero que satisfaria la ecua-
cion propuesta pues 50 (100 — 50) =2500 da 50 X 50 = 2500.

De lo que también se deduce que el myor producto que puede formarse con
Las dosgaartes que puede descomponerse un ndmero, resulta cuando dichas dos

partes son iguales.
286. Preparense y resuélvanse las ecuaciones siguientes, ya planteadas v

otras ajuicio de los profesores, en vista de las circunstancias de los discipulés.

le 582 -f 40 —58.

2 kx -h 6 = o.

3. 9% -h 8| = 78

4. R — (—dX

5. .. ® 1 =0

6. @-f- 9 = 10iT

7. N —

N\
8. ™Y

Plantéense, preparense, y resuélvanse los siguientes problemas;
1 Cual es el nimero cuya mitad mas 7, multiplicada por su mitad ménos 7

produce 32.
Resultara 18 y — 18, por la férmula de la'ecuacién de segundo grado in-
completa X*=p = X =%

2. q ® Cual es el nimero cuyo doble cuadrado aumentado del triplo de tal nu-
mero, da 6

Debe resultar-1-5 y — 65
3. ® Dividir el nimero 12 en dos partes cuyo producto sea 42.

Debe resultar raiz imaginaria
4, ® Sallar dos nimeros cuya suma sea 12, y que restado el mayor del cuadra-

do del menor dé \8.
Esteproblema produce un sistema de dos ecuaciones, una de segundo grado
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y otra de primero. Despejando una incdgaiU en la del primero en funciéon de
la otra, y sustituyendo su valor enla de segundo grado, las raices de esta deben
ser una positiva o, y otra negativa — 6.

Tomando la positiva y sustituyendo en lugar de la correspondiente incégnita
de la ecuacion de primer grado, dard z==7, .y tomando por valor de #el — G,
dard z= 8. Es decir, las dos soluciones del problema deben ser una5y 7,y
otra— GylS, yambas satisfacen las condiciones del problema, puesb-{-7 =12
y 5—7=18, ytambién—6-1-48= 12 y — 6"— 48) = 18, porque
considerando estos nimeros como cantidades algebraicas — 6= —6 X — 6,
= -1-36, y restar algebraicamente 18, es cambiar el signo, y dara 36 — 18 = 18



CAPITOLO VII.

RAZONES, PROPORCIONES, PROGRESIONES Y LOGARITMOS.

ARTICULO PRIMERO.
IRELIMINAUES.

287. Las razonesy proporciones las hemos tratado con suficiente ex-
tension en la Aritmética que llamamos superior (capitulo X  porque es
materia esencialmente aritmética, y aunque comun al Algebra, es de més
aplicacién aritmética que algebriiica. Por tal motivo no necesitamos en
este capitulo otra cosa que generalizar de una manera sucinta cuanto
alli expusimos, dando mas completas y cientificas demostraciones.

288. Las progresiones, aunque materia también esencialmente arit-
mética, en la superior solo expusimos la parle necesaria para la com-
prension de la teoria y aplicacion de los logaritmos; pero poco tenemos
gue afadir sobre ella en este suplemento, pues es Algebra simplemente
elemental la que escribimos, y no debe abrazar otra cosa que la genera-

izacion de las indicadas nociones que sirven de base & la teoria de‘los
logaritmos, y lo necesario para la resolucién de los problemas mas co-
munes gue se resuelvan por progresiones.

289. Los logaritmos, jinalmente, materia esencialmente aritmética,
también la tratamos con mucha extension en lasuperior, por lo que tam-
poco necesildbamos otra cosa que generalizar los principios fundamenta-
les, demostrarlos mas cientificamente y ensefiar algunas aplicaciones
que liubieran sido impropias de la Aritmética.

290. Las definiciones de razon y proporcion, ya se trate de aritméti-
cas ya de geométricas, las de progresion y logaritmos son las mismas que
ya conocemos, pudiéndose Unicamente llamar literales & las razones
proporciones 0 progresiones algebraicas, pues los logaritmos no pueden
por .su esencia, ser sino numeéricos, aunque también se pueden generali-
zar las progresiones que los constituyen, haciéndolas literales.

= ARTICULO ILI.
RAZONES Y PROPORCIONES.

291. Razén arilméliea literal es, pues, la comparacion de dos cantida-
des literales, atendiendo & la diferencia de una con otra, y razén geomé-
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trica, cuando se comparan las cantidades con relacién al cociente que da
la una dividida por la otra.
Asi, a.h 6 0— ées uDa razon aritmética; y 0 -®es una geométrica.

292. Siendo el valor real de una razon (aunque no se atienda sino
al relativo de sus partes), la diferencia entre el antecedente y el conse-
cuente si se trata de una aritmética, y el cociente del antecedente por el
consecuente, si se trata de una geométrica, todas las propiedades demos-
tradas en la Aritmética referentes a la sustraccién y a la divisién 6 que-
brados son comunes & las razones, aunque sean algebraicas.

293. Proporcion algebraica, es andlogamente que enla aritmética, la
igualdad de dos razones aritméticas 6 geométricas; y consiguientemente
proporcion aritmética es la igualdad de dos razones aritméticas y geo-
métrica, la de dos geométricas.

ks\a.b\c.d 6 a—h= c—d es una proporcion aritmética discreta,
pues sena continuasi fuera a. b\b.c ¢ .b.c y al\b:\c\d ¢
b proporcion geométrica, y sera continua a\b:\b:c 6 =& a:b: c.

294. La propiedad fundamental de que en toda proporcion aritmé-
tica la suma de extremos esigual & la de medios (Arit. 571), se demues-
tra muy sencillamente por el Algebra, puessi ‘a~b ~c— d, cambiando
de rr:"ligmbro las cantidades by d que tienen signo negativo, dara a-h d =
C -

295. Todas las propiedades de la proporcion aritmética demostradas
(Arit. 572, 575 y 574), se demuestra muy facilmente por el Algebra de
una manera analoga 4 la empleada para la demostracion del principio
fundamental que acabamos 'de exponer; pues sia— h= c¢— d, sera
a==c-hb—d y b= d-i-a—c,etc, yen a—b—h—c,
serd a= 26— c; y por lo tanto, conociendo tres términos de una pro-
porcion aritmética discreta o dos de una continua, se puede muy facil-
mente determinar el valor del término desconocido.

296. La propiedad fundamental de toda proporcion geométrica de
que el producto de extremos es igual al de medios (Arit. 575), se demuestra
muy facilmente por el Algebra, puessia:b: :c:d, seia|-= -} yqui-
tando los denominadores & esa igualdad (115), dara ad = oh.

297. Tod”s las propiedades de las proporciones geométricas demos-
tradas (Arit. 576 y siguientes), se demuestran también muy facilmente
por el Algebra, pues si esa: 6::c:d,sera ad = be, j ad — be sera

equivalente aa= N~y a” = ~ y & adm= bem, y evidentemente

a:b::c : dequivalente o:c::b:dy a b:a::d:c, etc, y er
a:b:: b : cseraa= ~yb— \ac, etc,, yena:b::c:d y m:n-.:p:
serd am :bnj :cp:dg pues| = -J y© £ daraf x X
y y &' —  [|"Mastando estas indicaciones para demostrar todas las pro-

piedades de las proporciones y sus aplicaciones.
298. Las aplicaciones de las razones y proporciones son, como lie-
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mos dicho en diferentes partes, mas arilmélicas que algebraicas, pues
como se ha visb en este tratado de Algebra, s6lo para plantear algunas
ecuaciones (120) nos liemos apoyado en la teoria de las proposiciones. En
/A superior, expusimos las principales aplicaciones
(Arit. 59(1 al 645). Reservamos, sin embargo (aungue no muy justiGca-
damente) para el Algebra el segundo caso de la regla de aligacién, y con
el debemos concluir este articulo.

299, La regla dealigacion (Arit. G44) sabemos que puede ser de dos
clases: la primera, que aprendimos & ejecutar en la Aritmética, es la que
ensefia a determinar el precio medio a que sale una mezcla formada de
varias partes de diferente valor; y la segunda es la que ensefia las partes
de diferente valor que pueden mezclarse para que la mezcla resulte con un
valor medio deseado.

390. Regla. Para hallar la razan en que deben mezclarse dos efectos
de diferente valor y precio, ¥ cuyo valor medio sea dado, se halla la diferen-
cia entre los precios medio é inferior, y esta diferencia representara las uni-
dades que deben mezclarse del efecto de valor superior, y hallando la diferen-
cia entre el precio de este y el medio, se tendran las unidades que deben mez-
clarse del efecto de valor inferior.

Si fuesen mas de dos los efectos que deben mezclarse, se combinara
cada uno de precio inferior con otro de precio superior, y si no bubiera
tantos de un precio como de otro, se combinara uno de los primeros con
dos 6 mas de los segundos 6 al contrario.

301. Ejemplo i® ¢En qué razdén se ha de mezclar café de 40 reales kil6-
8ramo con otro de & 30 el kilogramo, para que el valor medio sea de 30?

Resolucién. Café inferior 40 — 35= 5
Café superior 35— 30= §

luego en la razon de 54 5; yen efecto, 5 kilogramos a 40 reales valen 200, y 8
a 35valen 150, y los 10 kilogramos valen 350, Osea a 35 el kilogramo.

Ejemplo 2.“ ;Cuantos litros de vino se han de mezclar de los precios 15, 11,
8y 7, para que la mezcla resulte & 9 reales?

15serd&. 9— 7= 2
de"11 sera 9— 8= 1
8sera1ll — 9=2
7serda 15— 9= 6.

Y eu efecto, 2 litros & 30 reales, 14 11, 248y 6a 7 importan 99 reales los
1i litros, y su valor medio sera 9 reales porque 99 : 9.

Ejemplo 3® (Cuantos litros de vino se han de mezclar de los precios 15. 11
y 8, para que la mezcla resulte &4 12?

de 15sera 12— M =
12 de 1lserd 15— 12 =
de 8sera 15— 12= 3

13 y 4-12 —8= 4quedab

Y en efecto, 5 litros & 15 importan 75 reales, y 34 11 valen 33, y 3 &4 8 valen
24, yel total deios 13 litros 132 rs, y por lo tanto, como 132 : 13 = 12, la mez-
cla Tesultara al precio deseado.
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302. Bemosiracion. Llamando x & la cantidad del efecto de ptecio
inferior y z a la del precio superior, cada unidad de materia de a reales
producird un exceso del precio medio deseado (que puede llamarse ga-
nancia y expresarse por gl dea-hg — a = p; y cada unidad de iiiateria
dea -{- g -h p reales una disminucién del precio medio (que puede lla-
marse perdida) dea+ p+ ~— [a-hg) = p; luego x, unidades del
electo de precio inferior, producirdn la ganancia gx y z, unidades del
precio superior, una pérdida deps; mas como lamezcla debe resultar con
un valor que no llegue ni exceda del precio medio dado, 6seasin pérdida
niganancia, debera ser gx— pz, igualdad que da la proporcién gip: : x
: Z, que dice que las cantidades que deben mezclarse estan en razén in-
versa de la diferencia de sus precios al medio deseado ; y por io tanto,
que la razén en que tales cantidades deben mezclarse , seran las que in-
dique la diferencia entre el precio medio y los dados', que es lo que pre-
viene la regla que queda demostrada.

El problema anterior es esencialmente indeterminado, pues 2 litros
a4 reales, y 4 & 7 producen 6 liti'os al precio medio de (i reales y 2 litros
a 7y 5™a4 forman una mezcla de igual precio medio; pero este proble-
ma se liace determinado afiadiendo una condicion mas, y es que el nud-
mero de las unidades de los efectos que se han de mezclar sean dadas,
puesen2 — 4= G y 2-f-5|= 7] son diferentes.

ARTICULO .
PROGRESIONES ARITMETICAS.

303. Siendo como es la progresiéon (Arit. C46) una série de nimeros
tales que cada uno es igual al que le precede mas 6 ménos una cantidad
constante llamada razoén, si la progresién es aritmética; y cada nimero
es igual al que le precede multiplicado por la razon si la progresion es
geométrica, se podran expresar algebraicaniente proporciones, llamando
d la razon aritmética y q la geométrica, de este modo:

304. Lema. En toda progresion aritmética un término cualquiera
es igual al primero mas 6 ménos tantas veces la razén como términos
precedan al de que se trate, pues lo evidencia la definicién de la progre-
sion y la simple inspeccién de la progresion generalizada del nimero an-
terior; y esa verdad, que es el principio fundamental de la progresion,
se podra expresar por medio de la formula = a-+-{n~i]Jd o I~a-hmd
llamando | al término de que se trate, a al primero de la progresion, n al
mirnero que del término | 6 m al de términos que deben precederle, aun-
gue m suelen llamar al nimero de medios que hay entre el primero y el
altimo, porlo que n— i ~ m-t- 4.
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305. Problema. Inserlar onire dos términos dados de una progresion
un nimero cualquiera de medios aritméticos 6 diferenciales; 6 lo que viene &
ser lo mismo, delerrninar jos términos de una progresion cuyo primero y Gl-
timo se conocen, conociéndose también el nuiiiero de términos que la progre-
sién se quiere que tenga.

Besolucion. Por la férmula del niGmero anterior se conseguira, pues
m serd al nimero de términos que ha de preceder al Gltimo I, y la inc6g-
nita sera d, 6 sea !a razén, y dara

i= art~md, que produce d =

Ejemplo. Se quieren insertar cinco medios entre 3 y <5 de una progresion,
serad= ——= = 2, ypor lotanto la progresién serd -r 3.5.7.9.H .tS.Ib.

306. Corolario. Si entre cada dos términos de una progresion
cualquiera se inserta un mismo numero de medios, resultara una nueva
proporcion, pues que la razon para cada una de las inserciones seraigual,
siendo la diferencia de dos términos de la progresion primitiva igual a la
de otros dos cualesquiera de ella.

307. Teorema. En toda progresion aritmética lodos los términos equi-
distantes de los extremos suman iguales cantidades.

Esto es, que 5 -t- i5 = 7 -f- fl, etc,, en la proporcién del name-
ro 505.
Demostracion.  Sea la progresion creciente

era.b.c.f.. i.h. k.l
Siendo la razén d, sera
b= a-i-d, c¢=:a-h"d, etc,

como vimos en la progresién /generalizada, y dara aquella a.a-h
d.a-h 2d.a-h 5d, etc. Si se invierten los términos de la misma pro-
gresion primitiva para formar una decreciente, dara | .k . h. t... f.
.C.b.a j enla que evidentemente, siendo como va dicho d la razén,
serAk= I—d h= I— 2 etc.
Y sumadas término a término las dos progresiones primitivas, daran
1 i-a-hl.b-hk.c-hh.f-i-t, etc, ycomob= a-hd yk—1—d,
serdb-i-k —a-hd-hi—rf= a-f-i,y comoc— a-h %iy h= 1
— 2ci,serac-h h~ a-hid -h | — 2d/= «-f- /, y andlogamente f -f-1
= u-]-od f-/— od—u-f- luegoa 1= b-f~k= c-t-h= f-f-t
etcétera; pero b y k son términos de la progresion equidistantes de los
extremos ay |,y \o mismocy h, y fy t\ Inego el teorema queda de-
mostrado.
308. Problema general. Hallar la suma de los términos de una pro-
gresion aritmética.
Llamando S la suma que se busca de la progi'csion aritmética
ita.b.c.... h. k. i, serd evidentemente
S = a-hb'~c-+- .... h-h k-h |, y también
S I t—k li-f- ..»c-Hb+ a
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y sumando estas dos ecuaciones ordenadamente, daran
= (i -f- 0) -i- &-f- A] -f- [c -f_ /ij~~

pero por el teorema anterior sabemos que (>-f-;= iH -iyc + A=a -hl;

luego 2s= (@+ D-h@-f- )+ [a+" i)..
y llamando n al nimero de términos repetidos en el segundo miembro,
sera = @-- nys=

de cuya formula se deduce, como solucién del problema propuesto, que
la mma de los términos de una progresion aritmética es igual & la semisuma
de los extremos, multiplicada por el de términos que tenga la progresion.

309. Problema particular, -i® Hallarla suma de los 25 nameros enteros
que forman la progresién v i <2 .3 .4, etc., cuya razén es i, sera

s= B xp=13XB5 35

Y en efecto, 1-f-2-|-3-f-4W - 5|6|7|8-I{-9|10 M1t12f13fl4
-f154-16-f-17-M8-M9-f-20-f-21-f-22-1-23-h 24-f-25= 5.
310. Problema g)artlcular 2® ¢Qual es la suma de los numeros impares

que hay desde 14 25
Como éstas forman la progresion -i-1. 3. 5. 7, etc., cuya razon es 2, y cuyo
ndmero de términos es 13, dara por la formula

S= A _x 13= 13x 13= 169

Y en efecto, | -f-3-1-5-]-7-4-9-h11 154 .15 + 11 N 19-+-21 4 -23-+-25
— 169, deduciéndose también gues=_n" es decir, que la suma de los ndmeros
impares del sistema de numeracion es |gual al cuadrado del numero de términos

de que consta la progresion que constituyen. *

ARTICULO IV.
PROORESIONES GKOMETRICAS.

311. Teorema. En toda progresion geométrica un término cualquiera
es igual al primero multiplicado por la razén elevada & la polincia con tantas
unidades como términos precedan al de que se trate.

Demostracion. Porque, lio s6lo como dijimos (Aril. G65], por la
definicién de la progresién si cada término ha de ser igual al que le pre-
cede multiplicado por la razén, debera ser también igual al primero mul-
tiplicado por tantas veces la razén como Iérminos le precedan, 6 sea ele-
vada,a la potencia que dice el teorema, sino que puede demostrarse del
modo siguiente:

Sea la progresion ~a:b\c\d ... etc, ycomoh==a q, lla-
mando g larazén yc = fIX ~ X ? = aq\ etc., se podra decir que la
progresion propuesta es igual \aqgiag”: ag", etc. Pero 2y 5, etc,,

son los expolienles de la razén, y tienen tantas unidades como términos
preceden a aquel de que respectivamente forman parle; luego queda de-
mostrado el teorema, que.puede expresarse por la férmula | = ag®,
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Ilamando, como otras veces, m al nimero de términos que preceden al

de que se trate.
Los misnos gjenplos inos en la Aritmética, sinven ce aplicacion de este teorerg, pues
que ya alli rDS\glirrns cbqifn’%:}afc’xﬂulaalgebréica ap!

312. Corolario 1.” De la diclia formula se deduce, como dijimos
(Arit. 644), que conociendo cualquiera de estas cuatro cosas: primer tér-
mino de una progresion, su ultimo, su razény su ndmero de términos,
se podran determinarlas otras tres (aunque una de ellas sélo por loga-

ritmos), pues dicha férmula da fi = Y9= nopudiendo despe-
jar a m, por lo que sabemos de matematicas, pues s6lo podremos obte-
ner q’~= en la que el valor de m, como hemos dicho y veremos a su
tiempo, sélo puede iiallarse por medio de los logaritmos.

313. Corolario S." Por la formula q— U se pueden inscrlar

todos los términos que se quieran entre los dos.de cualquier progresion
dada, los que formaran una progresion, pues que se conocera el valor de
la razon q. .

Asi, si se quiere insertar dos medios entre los 8 y w6 de la progresion

if 8:i6 ; 32 :etc., Oentre las 16 y 32 por la formula, dara q —

— 1,2y residuo de 0,272, que producird un dedmal ilimitado, por lo que los
términos que resulten con esa razén no serdn exactos, como advertimos (Arit-

mética 660).

Al hacer alli esa advertencia, lo hicimos de manera que podria parecer que.
queriamos decir que las raices cuyo indice sea 36 un nimero mayor de 3 deben
ser inconmensurables. Debemos simplemente decir que lo serAn casi jodas, y
por lo tanto, que en la aplicacién de esta formala raravez g resultara un namero
entero nidun decimal exacto.

314. Escolio. Por lo que sabemos sobre cantidades radicales, po-
demos simplificar en muchos casos la aplicacién de la formula anle-
Lior, pues si tenemos por ejemplo, que insertar h medios geométricos

entre dos de una progresién que sean 4y 256 dard q = mas co-

mo = \ / (246)seraq =\ / = \4= 2

razon entera que produce 4 :6:10:32:64 : 128 : 256.
315. Problema general. Hallar la suma de los términos de una
progresion geométrica.

Si tenemos * a \b c \d.... que por lo que varias veces hemos di-
cho sera lo mismo que ~ a: aq: ay* \ag”... : ag”, la suma sera S ==a
+ ag+ ag™ -h ag™-f-....-h a?”", y multiplicando por q los dos miembros
de esta Gltima igualdad, dara Sq =aq + ag- -t- ay® aq™....ag"-"',
y reslaudo de esta igualdad la anterior 6 primitiva cambiando sus sig-
nos, y considerando que—aq de la primera, destruye 4 -h  de la segun-
da, y ag” del minuendo es destruido por—ay* que puede suponérsele al
suslraeudo en lugar délos puntos suspensivos, asi como que el— del
sustraeudo destruird otro ag”, que puede suponérsele al minuendo de-
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lame de lendremos (lue 6\ — s — ' — a, y conio Sq —s
=s\g— i)y —a= ag”™X g— a; Yy lilialmente, ag™ = 1(306),
tendremos piinieranienle que

Sg —s = 0"+’ —a,
da S{g— = ag®xq — a,
y despiies 5= 2 Xg—a Ig—\e}

Idrmula que dice que la solucién de este problema generai puede expre-
sarse diciendo quo la suma de todos los términos de una progresién geomé-
trica es igual & la diferencia que hay entre el producto del Gltimo término,
por la razén, y el primero dividida por la misma”~azon ménos uno.

316. Para generalizar mas el problema haciéndolo aplicable a los
casos en que no se conozca el Gltimo término de una progresion, y si s6-
lo el primero la razon y el nimero de términos que debe haber 6 que se
consideran, diremos que comoag®x g—a= a[d™x gq— 1)y g"
Xq = c{“+- 1 y m H1 = n, llamaiidp n al nUmero que ocupa en una
progresion el Gltimo término, y cuyo nimero de las que le preceden se

llama m, la férmula sera s —

317. Ejemplo 1" Se desea saber cnanto simanlos seisprimeros términos de
Y%naprogresion cuyo primero es y la razdn %también.

Resolucion. Por la formula del namero anterior, sera S—"2 ~ ~
= 2X 63= 126,y en efecto serd h-2 :4;8:16:32; 04

5'= 2-h44-8+ 1G-i- 32 -h &4 = 126.

Ejemplo 2® Ofreciendo un ricacho aun obrero, que le habia prestado un buen
servicio, qué recompensa queria, le contesté que se contentaba con que los lunes
le diese \ real, los martes 3, los mAércoles 9, y asi triplicando la suma todos los
dias de la semana, y se desea saber cuanto tenia que abonarle cada semana.

Solucién. Como las cantidades que pide forman una progresion cuya razén
0s 3y 1les primer término, y el nUmero de términos es 7 dias que tiene la se-
mana, se hallara el resultado por la misma férmula del nimero anterior, y sera

¢ 18l—1% 1(187—4)  1X2i8I _
1 3 2 = 1093.rs.

Ejemplo 3 Bl inventor del fuego de ajedrez, & quien su_soberano ofrecio una
recompensa, dijo que sélo queria, como premio de su invencion, 1 grano de trigo
por la primera de las 04 casillas.que el tablero tiene', 2 por la segunda’, 4por la
tercera, y asi sucesivamente duplicando hasta la casilla 64. Y se desea saber cuan-
to trigo pedia.

1 Resolucion.  Como el nimero de granos de trigo es la suma de una progresion
geométrica, cuyo primer término es 1, su razén 2 y 64 el nimero de sus térmi-
nos, tendremos

t(iuj_l D 2 —1= 222X 232— 1 <8344(>7442073709551.Gto granas
de triso.

cantidad inmensa de grano, pues suponiendo que .'.granos colecades en linea compongan uii
ccnlimeMi'o, un centimetro cabico tendra 125 granos; un decimetro 125000, v pOrF consiguiente un
hectolitro iEPafi0000, por lo @ilt el numero de grafios yue ofrece el rosullaiio del preblema equivale
4 mas de 1947.").739,j 25.89G heoldlitros, que & iOOreales ea_dauno importan mas de la @R@FMe can-

paga
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ARTICULO V.

LOGARITMOS.

318. Aunque los logaritmos sean, como son, materia esencialmerUe

al tratar de ellos en el Algebra, atendiendo al caracter esencial de esta,
no se puede por ménos de generalizar tan importante materia, lo (fuc no
Fuede conseguirse sino generalizando las dichas proporciones haciéndolas
iterales.
sistema, pues, de logaritmos, sea cual sea su base (Arit-
mética bp), y poi' lo tanto, ya pertenezca al sistema de su inventor Ne-
per, ya al vulgar de Brigg , puede expresarse liajo la forma ireneral si-
guiente; °
oY ir 1o gtey Loy Yyt
-rQ.d. %I, 'idAd.5d. .7d— md.nd.... (m-f»)d;
pues representando g la razon de la progresion geométrica y d la razén
de la progresion aritmética, es evidente que, sea cual sea el valor 6 mag-
nitud de una y otra razén, no podria por menos de estar bien represen-
tado cualquier sistema bajo esa forma.
Y no forma excepcion el sistema de Neper (Arit. 675)
ml:44-a;: - ak: (i
-~ . a;.
porque en este sistema es a; = y l-i-x=g

320. Teorema fundamental. EIl iogarilmo de un prgdxwlo es igual &
la suma de los logaritmos de los factores.

Demostracion.  Ya demostramos este teorema (Arit. 069) aritmélira-
mente sobre un sistema de dos progresiones numéricas; para demo*Mi ar-
10 algebraicamente diremos refiriéndonos al sistema de logaritmos Gene-
ralizado expuesto en el nimero anterior:

Si %i es logaritmo def, y 5d def, y mi de9”, ynd de 0", y final-
mente, (m-i-M)i/de g sera evidentemente (porque X' =y'"xy”.
Log. fy"™ X y")= (Mm-+n]Jd= md -4 nd.
i*ero md y nd son re.spectivamente los logaritmos de y"' y de y" m

luego ~Log. (Y'*xy”™)= Log. y"4-Log. g\

y por lo tanto, siendo a y U dos nimeros cualesquiera,
Log. = Log. a-f-Log.h

Y si se tialasc del producto ahed,

«cria Log. [ax hcdy= Log.a-i- Log. bell,

y' Log. [bX cd] —Log. h-h Log. cd,

y Log. {ex d = Log.c+ Lug. (/
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Y por lo tanto, Log. {alcd) = Log, a 4-Log. b-h Log.c  Log. d.
Luego queda el teorema demostrado.

321. Corolarios 1." EI logaritmo de un cociente correspondienle a una
division es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor.

Porque si suponemos que y serascb= a,Y como por el teorema
anterior Log. ic,=Log. jc-i-Log. 6 y xb=ia
sera Log. a =Log.a;-f- Log. h, y pasando el altimo término

al primer miembro de esa igualdad, y convirtiéndolo en segundo, dara
Log. X = Log. a— Log h.
322. Corolario 2.” EI logaritino correspondiente & la potencia de un
namero es igual al logaritmo do tal numero multiplicado por el exponente de
la potencia.

Porque si suponemos
a—x como a*=aaaa ....

y Log. = Log.a4-Log.fi4-Log.a4-Log. a.... y corno a™zzzzx,
sera Log.a= Log.(i4-Log. ii4-Log.a4-Log.il....
y como también
Log. a4- Log.a4- Log.a"'....— (Log. &)™,
sera Log.x = (Loga)”.

323. Corolario 5.“ EI logaritmo de la raiz de un ndmero es igual al
logaritmo de tal nimero dividido por el indice de laraiz.

Porque si suponemos \ja= x como x" = a (elevando & la potencia «
los dos miembros), y segun el corolario anterior, sera
Log. a =(Log.ic)) y (Log;a;)"=Log.a;4-Log.a; 4-Log.a:,...
sera por lo tanto,
(Log. a;)"*=(Log.a;)xw,

guedara (Log. ir)x«'= Log.a y Log.a3=inin.

324. De las anteriores propiedades generales de los logaritmos y de
la indole particular de las vulgares de Brigg, (Arit. 675 al 678) deduji-
mos las propiedades particulares de éstos (Arit. 679 al 695), que no ad-
miten generalizacion algebraica, porque se refieren & circunstancias nii-
mérica.s de dicho «sistema; pero conviene, sin embargo, que en este sitio
aclaremos lo que alli indicamos (Arit. 678) sobre la inexactitud esencial
de los logaritmos.

325. La inexactitud esencial de los logaritmos (& excepcion de los
correspondientes & nimeros potencias enteros de 10) (Arit. 678) consiste
en que para desarrollar el sistema de Brigg (y lo mismo cualquiera otro),
ha sido preciso interpolar entre los términos de las progresiones.

N 1:10: 100 : 1000 : etc.,
fo. 1. 2. 5. etc,,

suficiente nimero de términos para que la nueva progresion geométrica
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contuviese todos los nimeros naturales 1 . 2 . 5; y como esa interpola-

cién tenia que liacerse por ia formula q = (508) aun haciendo & m

suficientemente grande y potencia exacta de dos para conseguir la ex-
traccion de tal raiz™ por medio de extracciones sucesivas de la raiz ciia-

dj-ada siempre para interpolar m — 1 medios entre 1 y fO (ylo mis-
mo entre 10 y 100), la razon resultard un decimal, y por lo tanto los tér-
minos de la progresién geométrica no serdn exactamente los nimeros
naturales 1.2 .5, etc., sino otros entre los que habré algunos que se le
aproximan mucho en valor; y consiguientemente sus logaritmos 6 térmi-
nos de la progresion aritmética, aunque deducidos exactamente por la
formulad = (500) no son exactamente los correspondientes & ios

ndmeros naturales, como se supone en las tablas, pero inexactitud in-
significante en la mayor parte de los casos (Arit. 722).

ARTICULO VI.

APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS.

326. Las aplicaciones principales de los logaritmos las conocemos
(ivrit. 096 al 750), y solo nos falta tratar de aquellas que por no ser pro-
pias de la sencillez de la Aritmética, corresponden verdaderamente al Al-
gebra, como son la determinacion del interés compuesto de las llamadas
anualidades, de las rentas vitalicias y de las ecuaciones exponenciales.

327. interés compuesto, sabemos lo (jue es(Arit. 617), y la regla arit-
meética para determinarlo (Arit. 622); pero segin expresamos al darla
(Arit. 675), dun operando con el auxilio de los logaritmos, resulta de
ejecucion pesada, cuando se trata de muchos afios, por lo que segun
ofrecimos debemos dar aqui la regla algebraica.

328 Problema general. Determinar lacantidad en que se convierte un
capital con sus réditos, dado a interés compuesto.

Regla. Llamando C a ¢n cantidad que se busca, c al capital prestado, t
al nimero de afios porque se tiene dado; y p al interés de 1 peseta (6 1 real
si la unidad numérica es el real), se haran las operacioties que indica la si-
guiente formula, C — ¢ (1 -+ p)‘, cuya ejecucion por logaritmos es por la
formula

Log. C = Log, c-H i X Log. (1 -h p).

Demostracion. Como si el interés que una unidad monetaria a que se
refiera el capital c es p, sera cp el interés que tal capital produce en un
afio, y al cabo de ese tiempo, tal capital se habra convertido en cp -f- c,
que esigual &c (1 + p), y al cabo del segundo afio en ¢ (1 -hp) (1 -f-p)
= c(l -i- pf, y al cabo del tercer afioenc (1 -f-p) (L + p) (L
c-(I -f- %y al cabo de iafios enc (1 -f-p) “ yserd C = c[\ 4-p)*

Y como el logaritmo de la potencia de una cantidad es igual al loga-
ritmo de dicha cantidad, multiplicando por el exponente de la potencia



as

Logaritmo (1 + p) x / serdiguala! log. (1 -i-p)*; y como ellogaritmo
(le un producto es igual a la smua de los logaritmos de sus iactores sera
log. C = log. c-f- ( X log. (@ -h p).

Luego la regla queda demostrada.

329. Regla compiemental. Conocidas tres de estas cuatro cosas,
capital impuesto & interés compuesto, tiempo porque estad prestado, in-
terés de la unidad monetaria en un afio y cantidad en ({ue el capital se
convierte acumulandole el interés compuesto, se puede determinarla in-

cognita por medio de la férmula anterior 6 respectivamente por una de
las tres siguientes.

Log. i; log.C ~ tx log. (1-f-p),

log. (I-hp) =
t log. C —log, e
n(n-p) *

llemoslracion. La formula primitiva del nidmero anterior log. C m
log. ¢ -f-7 X log. (L 1+ p), produce despejando & log. ¢, 6 sea pasando
al primer miembro -f- I x log. (1 -f- p), y convirliéiulolo en segundo y
log. ¢ en primero, la férmula log. ¢ — log. C — i x log. (1 -f- p).

Despejando en ella 6 log. (1 -+ p), porque el valor de p no puede co-
nocerse hasta que el 1 -f-;j sea conocido, darad pasando — ixlog. (1-f-p)
al primer miembro, y al segundo log. ¢, y dividiendo este, por / factor
del primero, la formulalog. (1 + p) = y despejando en esta
a/ dat= fgﬁ,‘;; 4y - Luego esta regla compiemental queda también
demostrada.

330. El interés compuesto se supone siempre por un nimero ente-
ro de afios; pues cuando se trata de un quebrado propio de afios, se toma
por interés compuesto el interés simple; y cuando se trata de un que-
brado impropio de afios, se determina al interés compuesto correspon-
diente a los afios enteros, y el simple que corresponde & la fracciéon de
afio; en todo lo que hay poco error y se desprecia en la practica.

331.. Ejlemplos. 1®  Hallar lacantidad en que se comierten pesetas
en 6 anos al ~por 400 de interes compuesto.

Resolucion.  Por la formula C= c{l-+ pY, 6 sea log. 0 —log. ¢ -h t X log.
(1 -f-p), sera
log. j?= log. 4000-H8X log. @ + 006),
porque si el iuterés de 400 pesetas es 5, el de 4peseta sera 0,05, y dard

log. 4000= 3000000
¢ X log. de 1,05, que es 0024189= 0127134

C ~ 1340, A™del log. 3127134

El capital € se habra convertido en 1340 pesetas préximamente, |)ues hecha
con exactitud la operacion da un pico de algo mas de 9 centesimos; y lo misiiio
dara operando aritméticamente ?or el método practico {Arit. 22).

333. Hjermplo . ” Hallar el capital que se necesitara dar a interés com-



99
S f° n n <"onviertaen cl de vm”~mpe-

~ResoUcion. Por lu formula correspondiente log. c™Mog.'C-- t X log. (+ -p).

Luogo 1000 pesetas es el capitai mue se necesita nnnmi> icrtn

Resolucion.  Por la formula correspondiente log. (i -i-p'j —log-¢c —lag e

Log. de 434009............ 3427134
— Log. de 1000............c..... 3,000000
127134 -

oo U
|%’\ = 1.0o, iVdel Iog 002189

ISISSSB - ms-SiT'szii

*3 .'g% v,

Resolucion. Por la formula correspondiente é = I’:ggl (4—+Ip c
O ©
Dividido por log. de (f v p) : 05 = ‘b,d%ﬂ%

y conio 427134 : 21489” s, seran 6 afos el valor de la incognita.
oaa. Lnlas cajas de ahorros, cuando se hacen imposiciones semana?,,.

Radta m&‘el en cuya epoca se aoﬁlﬁﬂ%?ﬁr %ﬁ%@ﬁré%}nteres siniple

puesto hasta eI I<>del afio en que se verifica ladevXdon.SLterA
Shn nue_hayan trascurndo desde el principio del afio; loquesirapS
mucho las operaciones, sobre todo que son mas freciieniP«
r as mgt)smlones con mucha |rre%)lar|dad

y sacar cantidades con wregu?aen

se llaman Ios pagos iguales y anuales que, para
exlin,uir una deuda, se conviene en hacer durante cierto tlempo entre
wn deudor y su acreedor.

337. Problema general Prcsladauna caiitidadd interésdeiermmado

compuesto en determinado numero de
anualidades iguales, se desea saber el valor de cada anualidad

coimnidn prestada, p el tanto por ciento anual
reemhnl  V «lonelana, « el numero de anos en que se ha de
reemholsai, y a la anualidad que dehe pagarse para conseguirlo, incog-
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nita del problema que podria llamarse x, se procederd con arreglo & la
formuta a= CPUVP)”
ormula a =

Pemosiracion. Xonsideraiido que la primera anualidad producira en
manos del acreedor el interés compuesto correspondiente a « — 1, la se-
gunda el den— 2, la tercera el de n — 5, etc., todas reunidas, consus
intereses al fin de n afios, deben componer el capitalpr estado C, como si

entonces se pagase todo con sus intereses (528} 6 sea C (1 Ademas
La primera anualidad producCir......u e, n »
La.SEQUNAA ..o sss s ssssssssssssssssssssssssssssnes
Latercera. . i, SR ~
La penultima, pagada al empezar el ultimo afo........... ali ~{-p]
Y la Gltima, pagada al final del Ultimo afio.........mrrvviennns a.

La suma de todas reunidas formaran la suma de a-h o (1-h p) H- a
@ ..a@ pr~S y como esta séne de tér-

minos forma una progresion geométrica cuya razén es 1 -t- p y el primer

término es «, tendremos que S = ~ tendremos la ecuacion

Ca+ pr— en la que, despejando la a que es la incég-
nila del problema, nos dara a = Cpn-"p)”

Luego la regla queda demostrada.

338. De esta formula se pueden deducir evidentemente las corres-
pondientes para los casos en que la incognita sea p, 6 ¢, 6 n, 0 a; pero la
correspondiente al valor de p no es de solucion facil, porque resulta ecua-
cién de grado n, que siendo superior al segundo, no es de las de que trata
el Algebra elemental.

339 Ejemplo. Problema poftic’da”™ Qué anualidad debera pagarse paia
extinguir en iO afios al 5 por tOO de interés compuesto una deuda de 10000 pe-

ResoUcion. Por la formula del ndmero 337, a = bacicndo C —I

para abreviar el calculo, comop =0,05, pues si 100 pesetas producen 5, es evi-
dente que 1 peseta producird 005y 1-fp = LOS-

Y como log. de 1,05 = 0,021189, ) , nNo
y multiplicado por 10, da 0,21189, cuyo numero correspondiente es 1,G28,
la formula se convertirden a = = 0.>2931. que serd la anualidad;
pero como supusimos el capital de 1y es de 10000 la anu“alWad hallada para
lev la verdadera, habra que multiplicarla por 10000, v sera 1296,1 pesetas.

340. Analogamente se obrarla en los demas problemas de los casos en que
la incognita no fuese @; é indtil no sera advertir que la ultima

del nimero anterior se hace por logaritmos mas facilmente, y por lo tanto que
aellos debe recurrirse siempre en problemas complicados.

34 1. Rentas vitalicias se llama las caulitlailes anuales que reciben los
imponentes en ciertas cajas ele depositos durante su vida, como consecuen-
cia de una imposicién que hacen para tener ese derecho, y que la caja ad-
mite con riesgo de pérdida 6 ganancia, segin que la vida del imponente



sea mayor 6 menor que la probable, que, segin su edad, al hacer la
imposicién le imputa dicho establecimiento, en virtud de ciertas tablas
gue existen calculadas para ese efecto.

Tales anualidades se determinan por la férmula del nimero penal-
timo, haciendo C igual & la imposicidn, p el tanto por 1, correspondiente
al tanto por 100 que la caja tenga establecido; y por n el nimero de
afios de vida probable, determinado en vista de la edad del imponente al
hacer la imposicion, y lo que por tal dato expresan las indicadas tablas.

342. Vida probable de una persona se llama el tiempo que ha de
trascurrir para que mueran la mitad de las que tienen su misma edad.
343. Las estadisticas suministran datos para construir tablas de
vida probable correspondientes a todas las edades en cada pais. Para Es-
pafia puede hoy servir la sacada de un trabajo sobre la ley de mortalidad
en Espafa, dado luz en 1866, por D. Miguel Merino, y es la siguiente:

Edad. Vida probable. Edad. Vida probable. Edad. Vida probable.
1. .. ....44 31_ 338 61 R \
2_ 32.... 62 ... ....10,3
3., 33 63 9.7
4. 53 34... __ 313 64 99
Vi 35 ___ 305 65 .8,6
6. ..53,4 36.... 6fi 8

37 __ 28'9 67 15
8. .. ....52.,5 38.... 68 . 7
9 _ 518 39 69 . 6,6

io. . 40__ 70 6.2
11 ....50,3 41 ... 71 5.7
12. ...49,5 42 72
13 ...48.7 43, .24 73
14 478 44 23,4 74
I.H 45 2286 75
1f>, o 46 21,8 76
17 47 21 77 ...

18. 14,4 48 20,2 78....

19. ‘' ..43,6 49 19,4 79_

20. . .. 4238 50 ... .187 80_

21. 51.... __ 179 81
99, Li\ 52.... ___17.2 82 3

91. , ... 4nR 53.... __ 16,5 83

9A. 19 5 54 ... 84

9.H. 17 55___ 15 85

ofi. .17 9 56.... _ 1472 86

97 17 1 57. . __ 13,6 87 ...

9.5 Ifi 1 58__ 13 88_

99 . 1S 4 59.... 89 1,7
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344. Ecuaciones exponenciales se llaman aquellas en que la incdgnita
es exponente de una de las cantidades conocidas.

Asi  —b; a®= b, = b; = 6

son ecuaciones exponenciales, distinguiéndose entre si la primera, lla-
mandola de primer orden, la segunda de segundo orden, la tercera de
tercer orden, y la cuarta pudiendo considerarse del 6rden n.

345. La resolucion de estas ecuaciones no corresponden realmente al Alge-
bra eletnenial, sin embargo, lo facilmente que se resuelven por logaritmos .y el
haber reservado para el Algebra la resolucion de un problema aritmético, sobre
progresiones (Arit. 664) de los cuatro que se resuelven por la formula |—aXi'”
que produce la « = y ?= nos obliga a terminar este articulo sobre

aplicaciones de los logaritmos, con la correspondiente 4 la resolucién de dichas
ecuaciones.

346. La ecuacién exponencial de primer orden = b, se resuelve
por logaritmos muy facilmente, pues como el logaritmo de la potencia
de un namero es igual al logaritmo del mismo nimero, multiplicado por
el expooente de la potencia, dicha ecuacion = b, darax x Log. a
= Log-byir= Luego
Cuando la incognila sea exponente de una cantidad conocida € igual a otra
conocida también, simple 6 compuesta, la incégnila sera igual al logaritmo de
la cantidad a quees igual la conocida con la incognitapor exponente, dividida
por el logaritmo de la cantidad & que la incégnita afecta como exponenle.

Ejemplo.

_ _ Log. 64= 1806180
D= 64 da x = Log. 4= 0602060"
Y como 1,806180 : 0,602060 = 3,
sera x — '6; vy en efecto, 4N == 64,

347. Para resolver una ecuacion exponencial superior al primer grado, se
toman los logaritmos del segundo miembro y del primero sin exi»onenle, con io
que se reduce al orden inferior inmediato, y asi sucesivamente hasta tener una
del primer orden, que se resolvera por el procedimiento del nimero precedente.

Asi, = 263144
Loe. de 262144= 5418540 .
da 3IBX LOg 4= LOg 262144 Yy LA; T =0,602060

_ Log.O= 0054243
A ~ Log.3= 047712

y una fraccién de millonésimo, hija del error consiguiente & la inexactitud de las
labias; luego la ecuacién propuesta es

ANz 262144; y en efecto, 4®'= = 262144

y después en 3"= 9 sera
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CAPITULO Vili y ULTIMO,

IDEA GENERAL DE ALGUNOS PUNTOS DEL ALGEBRA QUE NO PERTENECEN REALMENTE
A LA ELEMENTAL, COMO SON; LA DESCOMPOSICION EN FACTORES DE PRIMER GRA-
DO DEL TRINOMIO QUE CONSTITUYE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO COMPLE-
TA DESPUES DE preparada; LA RELACION QUE HAY ENTRE LAS RAICES DE UNA
ECUACION DE SEGUNDO GRADO X SUS COEFICIENTES; LAS COORDINACIONES, PER-
MUTACIONES Y COMBINACIONES Y EL BINOMIO DE NeVVTON, CON SU APLICACION
A LA ELEVACION A POTENCIAS.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

348.  H Algebra elemental no alcanza, segiin eliusll'ficad_o criterio de la ma-
yoarcgarte de los autores, mas que & la resolucion de las ecuaciones de segundo
grado cou una incdgnita y bicuadradas, con la generalizacion de la teoria y apli-
caciones de las razanes, proporciones, progresiones y logaritmos; pero cono casi
todos los autores, al escribir Algebra elemental, dan’ una idea de algunos purtos
de la superior, ya en observaciones intercaladas en el texto de la olemental,

en apéndice &la misme, creemos deber completar nuestro trabajo,- dando en esto
ultimo capitulo una idea de lo que dice el epigrafe. _ ) )

. Como materia, siu embargo, de nenos Importancia, atendido el objeto prin-
cipal de la obra, lo haremos de una manera sucinta, sin perjuicio de ‘ampliarla
en otra edicion, si el éxito de esta primera nos indujese a dar la otra, aprove-
chable para otros que los que cursan la segunda enséfianza.

ARTICULO 1I.

DESCOMPOSICION EN FACTORES DE PRIMER GRADO DEL TRINOMIO QUE CONSTITUYE
UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO COMPLETA DESPUES DE PREPARADA, Y RELA-
CION QUE HAY ENTRE LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO Y SUS
COEFICIENTES.

349. Etrinomio tpic £ q—Q que constituye realmente toda ecuacion

de segundo grado completa después de preparada 1tpx= d: g, da
. dss%,x t qg: 0]} %rgacesivarrgnte torr%rl%ir sdlo el signo ypanélogargeme
si toméramos el — del signo de ambigtiedad,

XN d-px-h-  pr= ! —q
=3| (a?-f =Tp'—q

XA\ p = az\Jj p~~q. cuvas raices son x’'= —-"*p-\-\Jjp'*—qy



404

-O\ pero como la ecuacién [A] produce también la {b-"

I "2 _ ~ o, y como { {sjij ~ 1) . laecuaciéonan-
terior producira ®@-f VWY — (\/j i'’*—1{i) — Y como pie{egq= 7"
de esta ecuacién y la anterior se deduce la pxq —[ xp f —

ANy finalmente, como el segundo miembro es la diferencia de dos

enmadrados, sera igual al producto de la suma por la diferencia de sus raices;
porque — &= (a4*5 @—¢), pues (t-\V-bp)[a—bh= —ab xh B

= ysera@-fy p4-\/] —?) ®4-1 —v/ji'® ?) +
‘o mi* i i i

Comparando ahora los dos factores del primer miembro de la anterior
ecuacion a las raices X'y X" que produce la X*-\-px Q= 0, se tendra
x~h ~ p-\- S\pN —gq="x~x"y x-\-~p—\\p~ —g= x—x-MQ¥%0
el primer miembro de [B] se podra poner bajo la forma {x —Xx") [x — y
por lo tanto X -"px + = {Xx— )&) FX— X"), la que prueba que el trinomio
que constituye la ecuacion de segundo grado completa, dpespués ge preparada, se
compone del producto de dosfactores binomios compuestos de la diferencia entre
Xy cadauna de las dos raices de la ecuaciop de segundo grado & que pertenece.

350. Observacion. La deduccién del final del nimero anterior, podria ser el
enunciado de un teorema cuya demostracion seria casi igual al analisis que nos ha
conducido 4 tal deduccion; y asi lo hubiéramos hecho, siguiendo el métodosinté-
lico que hasta ahora hemos seguido (aunque no siempre en el anterior capitulo),
pero lo abandonamos en este, porque siendo su materia propia del Algebra supe-
rior, el tratarla sintéticamente seria quitar al Algebra su principal mérito, pues
que es ciencia analitica por excelencia, y como ya hemos dicho en el prélogo, sélo
la elemental se presta sin inconveniente & la sintesis. Ademas, el objeto de este
ecapitulo y los fines que debe llenar, nos impulsan & exponer su contenido de ma-
nera que sirva ae ejercicio analitico para los que deban dedicarse & estudios ma-
tematicos profundos, sirviéndoles de medio de transicion de uno a otro método,
y de medio también de que conozcan practicamente, en virtud de la indicacién
del principio de esta observacion, cdmo una analisis puede convertirse en teorema,
y cuan dificil é inconveniente es hacer tal conversion en el Algebra superior.

351. Si en la ecuacion deducida en el nimero pendltimo X px =>rq= {x
— iZ) @—a"), efectuamos la multiplicacién de los dos factwes del segundo
miembro dard X® px -hgq= x*— [X' 4- x"] x-k- x"x".

Para que la igualdad sea verdadera, es evidentemente preciso que » 4-« —
_p Y X" x"—q, y como igualmente se encuentra relacién semejante sumando
y multiplicando entre si las raices X' y x" halladas en el nGmero penultimo, re-
sulta que en toda ecuacion de segundo grado completa, después de preparada el
coeficiente p es igual, y de signo contrario & la suma de las raices de la ecuacion;
y el término conocido g es igual al producto de tales raices.

352. La aplicacion de la anterior deduccion y de la del nimero penultimo,
es la de poder reconstruir una ecuacion de segundo grado, cuyas raices se cono-
cen, 6 formar una con resultados determinados.

Ejemplo. Sitenemosir= 9y "= — 6, como debe ser, * — (9—5)
—_ 4yj=9X —5= —45

La ecuacion de que proceden serax- — kx — 45= 0, que en efecto da X
="l % HS= 2+ ylj 44H5—2dzV44-45—2+ /WO =2+ T
y@z=9y a"= —5

353. El conocimiento de las deducciones de los nimeros anteriores puede
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servir también para plantear mas facilmente problemas de segundo grado, de
determinar cuéles son los dos nimeros cuya sumay producto se conocen, pues
que fy coeficiente del segundo término de la ecuacién preparada, deberd ser
igual & la suma conocida dé dichos numeros, Y (, tercer término de la ecuacion
preparada, seré el producto conocido .de los términos que se buscan.

Jerrplo. Se desea averiguar cuales son los nUmeros cuya suma es 16y su
producto 63. .

Como Psera — 16y serd 63, la ecuacion sera 4* — 16jr-+~63= 0, la que para
resolverla daré sucesivamente

§=-f8+ —63= -f-8+y/64 —63= 8=+ \J

y tendremos ii'= 8+ 1= 9 y it"'= 8—4=7.
Luego los nameros buscados son 9y 7 que satisfacen ia ecuacién preparada
pues 92 _ X 94-63 = 0 da 0= 0
y también 7*— 46X 7+ 63=o0 da 0= o,
y ambos satisfacen las condiciones del problema, porque 7+9 = 46, suma dada,
y 7 X 9==63, producto dado.

354. . Para plantear el anterior problema por el método ordinario, tendriamos
gue decir que, como los dos nimeros que se buscan estan tan ligados entre si,
qgue conociendo el uno facilmente se averigua el valor del otro, la ecuacion
puede plantearse con una sola incégnita. Por lo que llamando @A numero me-
nor (y anadlogamente al mayor) el mayor sera 46 — &,y la ecuacién que se pue-
de plantear por conocer el producto de ambos nimeros sera ¢r (46 — X) = 63,
que preparada da sucesivamente

i jtim= 63zzr M — 46%= — 63nz: X — 160+ 63= O\

justamente la misma que obtuvimos por el método délos nimeros anteriores. _
355. La discusién que puede hacerse del problema anterior, es que si la mi-
tad de la suma de los nUmeros que se buscan elevada al cuadrado es menor que
el ndmero dado como producto, el problema es absurdo; pues si Se nos dice
cuéles son Jos dos numeros que sumando Usu producto sea 63, tendremos

X— a42= — 63,

que da = Tt —63= 7+ ™i9 14

cuyas dos raices son imaginarias, porque en efecto, no hay dos nimeros en que
pueda descomponerse el 44, como son 4y 43, 2 y 42, etc.,, que produzcan de
producto 63, porque los dos mayores son sus mitades, 6 sea 7-i-7 y 7= 49 me-

nor que 63.
ARTICULO 11l

COORDINACIONES, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES. .

- 356. Coordinaciones se llaman los diferentes grupos que pueden formarse
con determinado namero de objetos, entrando en cada uno igual numero de
ellos, y diferenciandose en alguno de los objetos que los forman o en la manera
en que estén colocados. Llamandose las coordinaciones binarias, ternarias, cua-
ternarias, etc., segin el nimero de objetos que entren en cada grupo.

Dos problemas pueden resolverse por medio de la teoria de las coordinacio-
nes’ 4” Formar las coordinaciones binarias, ternarias, etc., de un nimero cual-
quiera de objetos. 2.° Determinar las coordinaciones de orden determinado que
pueden formarse con. determinado nimero de objetos.
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357. Problemageneral. 1® Fdrraense las coordinaciones binarias, terna-
rias, etc., que se puedan con las letras a, b, ¢, d.

Solucién. Si a la derecha de a colocamos sucesivamente las otras tres letras
b, c d, y al de &las otras a, ¢, d, etc., tendremos evidentemente las doce com-
binaciones binarias siguientes:

ab. ba. ca. da
ac. be, cb. db,
ad, bd, cd. de.

sin que admitan esas cuatro letras otra distribucién en grupos de dos.

Si ahora, & la derecha de la primera coordinaciéon binaria ab, colocamos las
otras dos letras sucesivamente, 6 sea formando dos grupos, y lo mismo hacemos
con la segunda combinacion binaria, evidentemente nos dard las veinte y cuatro
combinaciones ternarias siguientes:

abe, bac, cab, dab,
ahd. had, cad, dac.
ach, bea. cha. dba.
acd. bed. chd, dbe,
adb, bda. eda, dea,
ade. bdc, cdb. deb,

y de una manera anéloga se deducirian las cuaternarias,

358. De lainspeccién de los cuadros del nUmero anterior y del procedimien-
to empleado para formarlo, se deduce la siguiente regla: Paraformar las coordi-
naciones binarias de n objetos, se colocan & la derecha de cada %o sucesivamente
todos los demas iados\ paraformar las ternarias, se colocan a la derecha de cada
coordinacion binaria sucesivamente todos los demas objetos que sean dados. Y en
general, f araformar las coordinaciones del 6rden m den objetos, se forman "pri-
meramente los del 6rden m — \,y al lado de cada una de éstas se ponen uno por
uno los objetos restantes.

Ejemplo. Se desea saber cudntos nimeros de tres cifras se podra formar con
las 3, 5, 7, 9, y diremos que sus coordinaciones binarias son.

35 53 79 93
37 57 73 95
39 59 75 97

y las ternarias que se desean, seran

357 537 793 935
359 539 795 937
375 573 735 953
379 579 739 957
393 3B 738 973
397 597 759 975

+359. Problema general. 2® Determinar el nimero de coordinaciones bi-
narias 0 ternarias, etc., que puede formarse con n objetos.

Solucion.. Como las binarias con «objetos se forman con cada uno de ellos
al lado de cada uno de los restantes, que seran N— 1, cada objeto produciria
« — |, combinaciones binarias en que entre en primer lugar, y las n objetos
n [n— 1). Y en efecto, las cuatro cifras del ejemplo del nimero anterior, dan
44— )= coordinaciones binarias.

Llamando Coordinacién Smlas binarias de n objetos, sera

Coordinacién ' = n{n — 4).



107

Como las ternarias se forman con las binarias, y cada uno de los objetos que
no entran en ellas son evidentemente N — 2, las ternarias seran « (m— 1) #6— 2);
y en efecto, en el ejemplo citado seran 4 (4— 1} (4— 2) = 24 las ternarias; y las

cuaternarias serian también 24, porque Coordinacion - —n {n— 1) (h— 2} («
— 3, en tal ejemplo, sera 4 (4— 1} (4—m) Am-3) = 4X 3X2X 1= 24,y
en general Coordinacion del orden da Coordinacion™ = ii — 1) [n—2)

[Nn— 3)... {n—m + 1), por loque en el ejemplo citado las coordinaciones quin-
guenarias no son posibles, porque los objetos dados son 4, y no pueden formar
gruposded 5 puesdara 4 (4— @A—2)(4—3) @4— H=4X 3X 2X "1X

= 0" B 7 A

Ejemplo. Determinar de cuantas maneras se podran sentar 12 personas en
una mesa cuadrada, 6 sea en grupos de 3, que cabe en cada uno de los cuatro
lados.

Resolucion. Por la formula Coordinada ~  » (ij— 1) [N— 2)... («— «i+1)
como en el problema propuesto »i = 3y » = 12 dara 12 (12 —1) (12 — 2),
que produce 12X 11X -10= 1320.

Luego de 1320 maneras podran sentarse 12 personas en la mesa cuadrada, y
empleando 1 minuto en cada trasformacion serd 22 horas el tiempo que em-
plearian. . o

360 Permutaciones. Se llaman las coordinaciones en las que entran en cada
grupo lodos los objetos dados. | o

jemplo. Se desea saber cuantas palabras distintas pueden formarse con las

cuatro letrasasf o

as sa ra oa
ar sr rs (03
ao SO ro or
Coordinaciones ternarias, asr  sar ras 0as

aso S rao  oar
ars sra rsa  osa
aro Sfo  Irso  osr
ass so,a roa ora
aor Sor ros  oOrs

asro sard raso  oasr

llaman permutaciones, asor ~saor  raos oars
P arso  sra0  rsao  osar

aros Sroa Isoa osta

aosr soar roas oras

aors sora rosa  orsa

361 Del cuadro anterior se deduce evidentemente que el nUmero de permu-
I'iciones de 4efr X 3X 2X t- 24,elde3sera3X 2X 1yeldeobjetos
1v?v3 Xii- Y por lo tanto, la formula sera Permutacion de n= 1
X 2X3 X », de 7 objetos seran por tal férmula 1 X2 X3 X 4 XX 6

~362 “~TomUnaciones se llaman las coordinaciones que se distinguen por uno
6 mafde los obelos que entran en los grupos, pudieudo ser binarias, tuna-
r|’a§,6 gte sp2un el nimero de objetos de cada grupo.

DoSoblemas pueden resolverse también por medio de combinacio-
nes: 1.° Formar las combinaciones binarias, ternarias, etc., de vanos objetos
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colocados en fila. Y 2.° Determinar el nimero de combinaciones que con varios
objetos pueden formarse conociendo suntiimero y el orden de las combinaciones
deseadas.

364. Problema general. I Férmense las combinaciones binarias, terna*
rias, etc., con los objetos«, h, c, d.

Solucion. Si al lado de cada una de esas letras colocamos sucesivamente las
otras de su derecha, y no las de su izquierda, tendremos los grupos siguientes:

ab, be, cd.
ac, bd,
ah

Sin poder hacer mas combinaciones, porque, por ejemplo, la coordinacion ba
y las ca, da, cb, dby de, tienen ios mismos objetos, aunque colocados de diferen-
te manera, que respectivamente las ab, ac, ad, be, bdy cd, y no son combinacio-
nes distintas.

Si al lado de cada grupo de las combinaciones binarias se ponen uno por uno
los objetos dados qué siguen por la derecha a los de cada combinacién binaria,
tendremos las ternarias

abe bed,

abd
acd

y analogamente los cuaternarios, que en este caso sblo seria una abed, pues
cualquier otra coordinacidn con las cuatro letras, no seria combinacion distinta
de la abed.

365. Deducese de lo expuesto: 1 Que para formar las combinaciones binarias
de nobjetos, se colocan por su ordeny asu lado cada uno de los restantes, con-
siderados en el mismo 6rden de colocacion. 2.“ Que para formar las combinacio-
nes ternarias, se pone al lado de cada combinacién binaria cada uno de los que
siguen en o6rden al altimo de la binaria. Y 3* Que en general, para formar las
combinaciones de 6rden m de n objetos, se forman primeramente las del 6rden
m-~\, y al lado de cada uno se ponen uno por uno los demas objetos que no
entraron en ellas.

. Eejen}plo. Determinar los temos que son posibles con los numeros 3, 4,
0y /.
Las combinaciones binarias seran:

3.4 4.5 5.6 6.7

3.6 4.6 5.7

3.6 4.7

3.7

Las ternarias 6 temos deseados,
3.4.5 4.5.6
3.4.6 4.5.7
3.4.7 4-6.7
3.5.6 5.6.7.
3.5.7
3.6.7
366. Problema general. 2® Determinar el nimero de combinaciones que

sean posibles con n objetos. i ) ) )
Sohicion. Por la inspeccién del cuadro del nimero anterior, deduciremos sin
necesidad de elevarnos a célculo mas dificil, que el numero de combinaciones

binarias de 5 objetos es = 10, el de ternarias N = 10, el
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de cuaternarias A 4 = S son en el ejemplo anterior

[¢]
3486 3457 3467 3567 4567yeldelas quinquena-
rias una, y en general seran

nin— W2
Com. tern. 2%3
y el de las cuaternarias —ntra— 02[2§x2)4(»—3)

y en general Gomb. " _41)>2”2§32)T9>&m "

Ejemplo. Se desea saber con los 90 nimeros de la loteria primitiva, ya abo-
lida, cuantos temos pueden formarse, 6 sea combinaciones de tres cifras 0 ter-
narias.

. . 3 90X 89X 8 _
ResoHcion. Comb.

o PAD T = mras0

367. Teoria de lasfrolabilidades se llama ia que ensefia & determinar la re-
lacién que hay entre el nimero de casos favorables de que una cosa suceda, y el
de adversos entre varios posibles, pues se llama probabilidad matematica favo-
rable cuando el nUmero de casos favorables es mayor que el de desfavorables;
probabilidad que aumenta y se iguala a la certeza cuando es 0 el nimero de ca-
sos adversos 6 contrarios.

Ejemplo. Si metemos en un saco 40 bolas negras y 8 blancas, al sacar una
tenemos alguna mayor probabilidad de sacar bola negra, que se expresa- mate-

maticamente por la raz6n 40 : 8 6 j . Si las bolas negras fueran 8 y las blancas

10, la probabilidad seria de sacar blanca, y ia de sacar negra se expresa por

y si todas las bolas fuesen negras la certeza se expresara por
368. Problema. ;Qué probabilidad tiene un jugador de tresillo de recibir

espada y hasto? . . , . .
esollicion.” Como el nimero de casos favorables es el de combinaciones bi-

narias que puedan hacerse con las 9 cartas que recibe, esto es = 36,yel
de casos posibles esel de las combinaciones binarias de las 40 cartas déla baraja
o} 780; la probabilidad que se busca es o .

Luego de cada 6b veces que se reparten las cartas hay la probabilidad de
recibir 3 veces espada y basto si todos los jugadores tienen igual, eso que se lla-
ma buen naipe 6 suerte, 6 lo que sea; es decir, si los caprichos de la suerte no
se saliesen del orden matematico, y que realmente de él no se salen si se consi-
dera un nimero grande de veces, pues aunque en 65 veces un jugador reciba

ménos de 3 veces la espada y basto, es probable y casi seguro, que en 65X ~los
reciba 3 X “veces, llamando i 4 muy grande nimero de juegos.

articulo IV.
FOBMULA DEL BINOMIO DE NEWTON.

369. Eérmula del binomio de Newton se llama & una que dedujo ese sabio
de la antigliedad para elevar un binomio 4 una potencia cualquiera sin necesi-
dad de elevarlo primeramente & las potencias inferiores, conno exip el metodo
ordinario; formula que es aplicable & la elevacidn acualquier potencia de un
polinomio.
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370. Para deducir la expresada férmala por el método analitico que seguir
en este capitulo nos hemos propuesto, diremos que si tenemos que multiplicar
entre si varios binomios, por ejemplo, a : u ? -t - ¢ , ® etc.,
cuyo primer término es comun 4 todos, nos daré:

X a
-hb

~ x™~\-aX a
b

= x"-ha x\4-a x-"abe

b ac
c be
Xal -i-d
= X*]-a x*+~a x abe X-hohod
b ac abd
c ad acd
d be bed
bd
cd

pues las rayitas verticales indican que el X de su derecha es factor comin de
ias letras que estan & su izquierda.

371. La inspeccién del cuadro del ndmero anterior nos manifiesta que la
multiplicacion de esos cuatro binomios con un término comin X produce para
el producto como su primer término a dicho término x elevando & una potencia
con tantas unidades como factores binomios son dados, y que el mismo se repite
después cada vez con un exponente de una unidad ménos hasta no tener nfngu-
no. Que en tal primer término el coeficiente es 1; el del segundo la suma de los
segundos términos de los binomios dados; el del tercero la suma de las combina-
ciones binarias de los segundos términos de los factores binomios; el cuarto la
sama de las combinaciones ternarias de dichos segundos términos, y el ultimo
término del producto se compone simplemente del producto de dichas segundas
partes sin entrar el primer término comun X.

372. Para deducir de la ley observada en ese producto una formula general

ara la elevacion & potencia de cualquier binomio, en lugar de [X -h @) {x-+ b

-h r|, llagamos igual el segundo término de esos binomios, y sera ix -{-a8 X

[X -t- «), que evidentemente resulta la tercera potencia dex-i-i, 6 sea (X -+ aV,

y tendremos
{x-f-a) x-had{x-ha .. = [x-han

X «ml-a Xn-\-\.ai an—24- X an
a a
a a®
a ®

En cuyo cuadro y en el anterior vemos que la a se halla repelida en el se-
gundo término por sumando tantas veces comobinomios hay, y como le supone-
mos N, dicho segundo término serana. La  se halla repetida tantas veces como
combinaciones binarias sepuedan formar con el nimero«de segundos términos;
luego sera (366)

n w-

a fat — 2
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Andlogamente, llamando m al orden de la Gltima combinacién

Sustituyendo estos valores en vez de los coeficientes se tendra que

X ap= pxete 1-¥ 1X 2 —2.
n{n—\)«—2).,.{i—OT-H) anm™n .
r><2X 3. x jfi - 7,

que es la férmula, pues conocida con el nombre del binomio de Newton, de la
gue se deduce la siguiente :

373. Regla practica. Para elevar un binomio &la potencia del grado n, se
eleva su primer término & lapotencia deseada, y se tendra él primero 'que se
busca. Se multiplica n por el producto del segundo término del binomiopor la
potencia n — 1 del primer término, y se tendra el segundo de la potencia deseada.
Seforma el coeficiente numérico del tercer término multiplicando el del segundo
por el exponente gue en €l lleve el primero del binomio, y dividiendo el producto
por él exponente del segundo término del binomio aumentado en una unidad. For-
mado el coeficiente del tercer término, se multiplica por el producto del segundo
término del binomio con un exponente de una unidad mayor que el anterior, dy
del primero con exponente de una unidad menor, y se tendra el tercer término de
la potencia deseada), y asi se continuara hastaformar n -f- 4 términos, cuyo alti-
mo serd el segundo termino del binomio elevado & n.

374. Conviene advertir que cuando se haya calculado la mitad de los coefi-
cientes, si la suma de términos es par 6 cuando se haya calculado la mitad mas
uno de los coeficientes si el nimero de términos es impar, los restantes seran
iguales & los anteriores, aunque de un orden inverso, 0 reciprocamente.

Ejemplos.

1 Sea (c-f- ity = o®-i- 5ac* -i- tQM+ 104X -h B¢ -f- a“.

2° (2a*+ 3c¥)i= (2a%)* -1-4 X 3k* X (2<*)*H-6X (2c%)* X (2it)* -f 4 X
@E)®X 2a*-h ﬁBey.

375. Para elevar a cualquier potencia un polinomio, no hay mas que con-
vertirle transitoriamente en binomio, haciendo dos 6 mas desus términosiguales
a uno, y hallada la potencia del tal binomio, sustituir en ella los valores que se
supusieran para convertir en binomio el polinomio.

Ejemplo. Seala h o® haciendob c¢= s, dard [a-l- 9®= & -j-

-f- 3as* - f BR) v sustituyendo en lugar de S su igual b-I-C, sera
{a~"b-hcy="a"+ 3a* (i+ c)+ Ba(*-H2ic-nc* ([@®-+ 3;*c-f- BZ®-h ®
= fi®+ 3a*5 -H 3a*c -P 3tt5* + Sabe-H 3ac* -H 8®+ 35* -h Bc™-f o®

376. El descubrimiento de la formula del binomio de Newton (que nosotros
presentamos expresando con N el nimero de binomios en lugar de hacerlo con
m, como otros autores, porque significacion parecida damos & n en toda esta
obra, y por lo que llamamos m al orden de la combinacion ultima que llaman n
otrosautores) ha permitido dar un paso grandisimo a la ciencia algebraica_, pues tal
formula es la base,de la teoria general de las ecuaciones y del alto analisis. Sélo
indicaremos, para conclusion de este articulo con que terminamos los elemen-
tos.del Algebra, que por la férmula del binomio de Newton, no sélo, como hemos
visto, se puede elevar un polinomio cualquiera 4una potencia que se desee, sino
que se puede extraer la raiz de cualquier grado de un polinomio de una manera
relativamente facil; pero que por no serlo tanto como conviene al objeto que lle-
vamos en esta obra, no explicaremos, y nos contentamos con consignar la posibi-
lidad, pues en todo este capitulo, como dijimos en su primer articulo, nuestro
objeto no es mas que dar uua idea superficial de algunos puntos del Algebra, que
no corresponden realmente & la elemental que aqui terminamos.



U2

Correcciones al tratado de Aritmética & que sirve de suplemento
este de Algebra Elemental.

Al publicar el tratado de Aritmética inferior y superior, 6 usual y comple-
mental, se escaparon en el manuscrito algunos errores, que por ser poco impor-
tantes pueden considerarse como erratas de imprenta, que los profesores y los
mismos discipulos corregiran muy facilmente. Tenemos, sin embargo, que se-
fialar aqui dos que tienen alguna importancia, atendida la pretension de que esta
obra esté al alcance de todos, y por lo tanto, que resplandece en ella la exactitud
al lado de la sencillez.

1“ En la Aritmética superior, capitulo XII, articulo 8® num. 638, pag. -19
dimos a la regla conjunta una demostracion, que aunque exacta, contiene la
falta de _poder ser mas sencilla, y gim con ella se nos"escapd por un extravio de
lai |{nag|na0|on tan frecuente en el que corrije con prisa una obra de Mate-
maticas

Dijimos, pues, que — Jook
43a
43 = 60b>ts
dadiPts- X 10Ok X 4a =10Qli X~3a X 6QPts-Y ¢gds— X~ X 6Ps_ ~

y para demostrarlo multiplicamos los dos miembros de la primera igualdad por
450k y por IOOK los de la segunda; multiplicadores, que por hacerlo inadverti-
damente, é innecesariamente concretos, nos obligd & decir después con poca sen-
cillez que 430pts. (se puso en la imprenta reales, pero esto fué una errata eviden-
te) eran pesetas, y no kilogramos ni arrobas, porque los multiplicadores,
aunque fueran concretos, hacian el papel de abstractos por ser multiplicadores.
Lo que debimos, pues, decir es que, multiplicando los dos miembros de la pri-
meraigualdad por 450 abstracto y por 400 la segunda, nos daria respectivamente
&pts X 130= 400k X 150,

y ibOk X 100= 13a X '00
y que como 400k multiplicado por el numero abstracto 130, es un nUmero de
kilos igual &4 450k X 100: esas dos igualdades tenian un miembro igual y los
otros lo debian ser, y resaltar apts. X 1SO = 43a X 100.

Y haciendo analogamente las demas multiplicaciones por nimeros abstrac-
tos, resultaria spts X 150X 4= 100 X 'ISX 60pis.

2® En el capitulo XIII, articulo 5.°, nim. 678, pag. 206 de la Aritmética, al
tratar de la formacion, de las tablas de logaritmos y razonar el por qué los loga-
ritmos de las tablas no deben considerarse completamente exactos, lo hicimos de
una manera que a algunos pareceria que queriamos decir que en toda interpola-
cién de términos en una progresion geométrica, los términos interpolados siem-
pre serian inconmensurables, pues citamos_el nimero 665 en que también por

mala forma de expresion dijimos que si 2 = “, da por valor de g un nimero

inconmensurable, con mas motivo lo daria cualquier otra raiz con indice mas
grande. Lo que quisimos y debimos decir es lo que mas claramente expresamos
en este tratado de Algebra, nimeros 313 y 325. Esto es, que la razén de los tér-
minos que se intercalan entre los de una progresién geométrica, rara vez seran
entera ni aun decimal exacta; y que los intercalados entre los de las progresio-
nes que a Brigg sirvieron para la formacion de sus tablas son decimales, cuyo
valor se aproxima en algunos & los nimeros naturales |, 2, 3, etc., pero no son
ellos; y por lo tanto, los logaritmos correspondientes aesos niimeros casi iguales
a 4, 2, 3, etc., no son exactamente los que corresponden a tales nimeros enteros
gue se tomaron para formar las tablas.






i‘i-ecio de este tratado de Algebra: en ristica, 9 reales en Madrid, 10
en provincias, doble en Ultramar y 2 reales mas encartonado.

Se vende en Madrid en las librerias de Hernando, calle del Arenal; Zo-
~60, calle del Carmen; Qnesta, calle de Carretas; Bailly-Bailliere, plaza
de Santa Ana; San Martin, Puerta del Sol; Duran, Carrera de San Jeroni-
mo; Mnrillo, callo de Alcala; Hijos de Fé, calle de Jacomelrezo; y Perdi-
guero y Comimfiia, calle de San Martin.

Barcelona, Rosell, y en las demas provincias en las principales li-
brerias.

Se sirven pedidos de ejemplares sueltos, francos de porte, por 10 rea-
les, en sellos de franqueo con carta certificada, al autor. Plaza del Cordon,
‘Mam -1 bajo derecha.

En pediiios de mas de 10 6 20 ejemplares se hace respectivamente la
rebaja de 15y 20 por 100; pago adelantado por letras 6 libranzas.

Andlogamente el tratado de .4ritinética inferior y superior, vale en Ma-
drid 15 reales y 16 en provincias, en rustica, y 2 mas encartonado.



